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Resumo

Neste trabalho estudaremos o méaximo expoente de Lyapunov. Comecaremos desenvolvendo
certos resultados do andlise e Teoria Ergddica, posteriormente fixaremos uma medida de
probabilidade p sobre GL(m,R) e faremos uma filtragdo de R™ que nos levard a formar
uma particdo de R™, onde a cada elemento da particio associaremos um expoente de
Lyapunov diferente, tudo isto com a finalidade de estudar a estabilidade do méaximo
expoente de Lyapunov. Em concreto queremos estabelecer uma condicao suficiente em
/4 para que o maximo expoente de Lyapunov seja estavel para pequenas perturbagoes
sobre i, i.e, seja (fin)neny uma sequéncia de medidas de probabilidade sobre GL(m,R) e
se temos que tal sequéncia converge fracamente a p (i, — p quando n — o), entao
B(pn) — B(p), onde S(p,) denota o maximo expoente de Lyapunov associado a p,. Esta
dissertagao esta baseada no artigo de Furstenberg e Kifer "Random matrix products and

measures on projective spaces'.

Palavras-chave: méaximo expoente de Lyapunov; condi¢ao suficiente e pequenas pertur-

bagoes.



Abstract

In this work we study the maximal Lyapunov’s exponent. We begin by developing certain
results of Ergodic Theory and Analysis. Then we fix a probability measure p on GL(m,R)
and make a partition of R™, where to each element of the partition we associate a different
Lyapunov’s exponent. We do that in order to establish a sufficient condition in p so that
the maximum Lyapunov’s exponent is stable for small perturbations on p, i.e., let (15 )nen
be a sequence of probability measures on GL(m,R) such that it converges weakly to
i (e, — p when n — oo), then f(u,) — B(u), where 3(u,) denotes the maximum
Lyapunov’s exponent associated to pu,. This dissertation is based on the seminal paper of

Furstenberg and Kifer "Random matrix products and measures on projective spaces".

Keywords: maximum Lyapunov’s exponent; sufficient condition; small perturbations.
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Introducao

Sao poucas e dificeis as equacoes diferenciais que podemos encontrar solugoes analiticas.
Ainda, que encontramos a solucao da equacao diferencial, a expressao da solugao pode ser
muito complicada, nao ajudando muito a entender o que vai acontecer.

No final do século XIX, Henri Poincaré fez uma proposta, pensar nas equagoes diferencias
de uma maneira diferente, o que hoje conhecemos como a teoria qualitativa das equacoes
diferenciais. Em poucas palavras significa o seguinte: parar de focar toda a energia em
tentar resolver a equacao pela razao mencionada e, pelo contrario, concentrar todo nosso
esforco em descrever o comportamento da solugdo, mesmo sem conhecer a expressao
analitica da solugao.

Seja a equacao diferencial

z(0) = o,
z = F(x,t), (1)

com F(z,t) € C', com respeito & primeira varidvel e z € R™.

Um aspecto qualitativo importante de (1) é o estudo da sensibilidade com respeito &
condicao inicial. O matematico russo Alexander M. Lyapunov desenvolveu um método de
como medir tal sensibilidade, considerando a aproximacao de Taylor de F' com respeito a
primeira varidvel em xy e provou certos resultados conclusivos sobre a sensibilidade de (1)
quando a parte linear da aproximagcao nao depende do tempo. Tentou ainda responder
para o caso mais geral, quando a parte linear depende do tempo e isto o levou ao estudo

do seguinte limite

5 = Jim sup ¢ log]| .
onde f* € L(R™ R™) é o fluxo da equacao diferencial ordindria. Este ntimero, 3, foi
chamado o maximo expoente de Lyapunov. Com isso, veio o interesse do estudo dos
expoentes de Lyapunov por si so.
Vamos ilustrar um exemplo simples do calculo do maximo expoente de Lyapunov. Sejam
Ay, Ay, -+, A, matrizes reais invertiveis de m x m e seja pi,ps. - - - , p, nUmeros positivos

tal que p; + -+ - + p, = 1. Considere

B™ =B, ;---BBy,n>1,

onde B; ¢ a variavel aleatdria identicamente distribuida, tal que

a probabilidade que {B; = A;} éigual a p;,
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1
para todo j > 0 ei=1,---,n. Vamos a calcular o limite lim — log||B™)].
n—00 1,
1
—e
2

3 0
A1:<03_1)e
2—1

0 2

3rigne 0
BM — ( ) ,onde

Considere o caso que n = 2, p; = py =

Entao

0 g-mgn:

ny e ng sao iguais ao nimero de vezes que A; e A; foram escolhidas respectivamente, e
ny +ne =n.

Pela lei dos grandes niimeros temos que

1

2

~ (. , 1 3
Entao o maximo expoente de Lyapunov é 5 log (2)

Fazemos uma resenha histérica dos resultados relevantes sobre o estudo do méaximo
expoente de Lyapunov. Em 1960 H. Furstenberg e H. Kesten provaram que, com certas
condigoes especificas, o maximo expoente de Lyapunov existe e é igual a uma constante
com probabilidade 1 (veja [FK60]). Este resultado pode ser visto como uma versao da Lei
dos Grandes Numeros para o produto de matrizes aleatorias identicamente distribuidas.
Em 1982 Yuri Kifer e Eric Slud deram uma condigao suficiente para a qual o maximo
expoente de Lyapunov é estavel para pequenas perturbacoes: que o subgrupo fechado
de menor tamanho sobre GL(m,R) com suporte na medida p ndo tenha subespaco nao
trivial L C R™ que seja p-invariante (veja [KS82]).

Em 1983 Furstenberg e Kifer estenderam o resultado anterior para o caso no qual o
subgrupo fechado de menor tamanho sobre GL(m,R) com suporte na medida p tenha,
no maximo, um subespaco nao trivial L C R™ p-invariante. Este é o resultado o qual
detalhamos nesta dissertagao (veja [FK83]).

No Capitulo I, introduzimos o necessario para o desenvolvimento da dissertagao, sendo
isto, defini¢Oes e resultados de Analise Real, Teoria Ergddica, Probabilidade e provamos
algumas propriedades do Operador de Markov.

No Capitulo II, comecamos a estudar algumas relagdes com respeito ao maior expoente
de Lyapunov. Em seguida, fazemos uma filtragao de R™ para o Produto de Matrizes
Aleatorias e provamos o resultado mais importante do capitulo que é o Teorema 2.2.16.

Os resultados principais estao no Capitulo III, onde efetivamente estudamos a estabilidade
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do expoente de Lyapunov para pequenas perturbagoes na distribuigao pu sobre GL(m,R).
Devido aos resultados prévios a abordagem ¢é direita e acaba com o Teorema Principal
3.1.4. Por tltimo, mostramos com um exemplo que o Teorema 3.1.4 nao pode ser estendido

para o caso em que o suporte da medida tenha dois subespagos de R™ p-invariantes.
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1 Preliminares

Neste primeiro capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados basicos que serao
necessarios ao desenvolvimento do trabalho. Serao assumidos conhecimentos elementares

sobre medida, Probabilidade, Integracao, Teoria Ergddica e Anélise Funcional.

1.1 Algumas definicoes e resultados de Analise Real.

Nesta dissertacao trabalhamos com espacos métricos completos munidos da sigma algebra
de Borel. O espaco das medidas de probabilidade sera denotado como M.

Seja M um espago topoldgico, o espago das fungoes continuas de M a R é denotado como
C(M),ie,C(M)={f:M — R| fécontinua}.

Uma defini¢do presente durante todo o trabalho é:

Definicao 1.1.1. Uma sequéncia (u,),>1 de probabilidades em um espago mensuravel
(E,F) converge fracamente a uma medida de probabilidade u sobre (E, F) se para toda

funcao real f continua e limitada tivermos:

lim [ f@)dpn(@) = [ f@)du(a)

A convergéncia em probabilidade serd denotada como pu, — p (convergéncia en fraca

estrela).

O seguinte resultado permitird caracterizar o espaco de medidas de probabilidades como

um conjunto compacto na topologia fraca.

Teorema 1.1.2 (Teorema de Banach-Alaoglu sequencial). Seja X um espago mé-
trico compacto. Entio B', a bola unitdria do dual é sequencialmente compacta na topologia

fraca estrela.
Demonstragao. Veja [Brel0, Chap03]. ]

O seguinte lema sera usado na prova do Lema 1.2.9.

Lema 1.1.3 (Lema do Kronecker). Seja (b,)neny uma sequéncia de nimeros reais
positivos crescente com li_>m b, = 00 € seja (Ty)neny uma sequéncia de nimeros reais, tal
n—oo

que:
> a, < 0.
n=0

Entao | =

n—+00
n k=0
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Demonstra¢ao. Veja [Wil91, Chapl2]. ]

O préximo resultado permitird caracterizar o espaco das medidas de probabilidade como o

espaco de funcionais positivos com norma 1.

Teorema 1.1.4 (Teorema de Representagao de Riesz). Seja X um espagco métrico
compacto. Entao para cada funcional linear limitado F sobre C(M) corresponde uma tinica

medida reqular de Borel com sinal v em X tal que

F(f) = [ fav

para toda f em C(M). Além disso, | F|| = |v|(X).
Demonstragao. Veja [RF88, Chapl4]. ]

Agora temos todas a ferramentas para caracterizar o espago das medidas de probabilidade.

Teorema 1.1.5. Considere o espago vetorial E = (C(M), ||.||), onde M é um espago
métrico compacto. O espago das medidas de probabilidade sobre M (My(M)) é um espago

métrico compacto e convero na topologia fraca estrela.

Demonstragio. Como M é compacto segue que C (M) é separavel [Brel0, Chap03]. Por-
tanto, pelo Teorema de Banach-Alaoglu sequencial (1.1.2), a bola unitaria do dual, denotada
como B’, é metrizdvel e compacta na topologia fraca estrela. Note que pode-se considerar
toda medida finita como um funcional limitado e pelo Teorema (1.1.4), todo funcional
limitado em C(M) pode ser representado como uma medida finita. Portanto, M (M)
pode ser caracterizado como os funcionais lineares positivos com norma 1. Segue que
My (M) C B'. Por outro lado este conjunto munido como a topologia fraca estrela é
de Hausdorff, basta provar que M;(M) é fechado na topologia fraca estrela, isto é, se

v e My(M), entao v € My(M).

Como v € M;(M), existe (vk)ren C M1 (M), tal que para toda f € C(M):
nh_}rgo/fdyn = /fdu. (1.1)

Seja f > 0, entao /fdyn > 0, para todo n € N, pois v, sdo medidas positivas. Entao

/fdu = JEEO/den >0, (1.2)
ou seja, v é positiva.
Se f =1, /1dl/n = 1, para todo n € N, pois v,, sao medidas de probabilidades e por (1.1)

temos que /1dz/ =1.
Portanto, v € M (M). O
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A seguinte observacao e os dois proximos teoremas sao usados como parte da prova do
Lema 1.2.10.
Seja F/ um espago vetorial real normado, seja L um subespago de E. Definimos a relagao
de equivaléncia ~ em E por:
ffrdef—del
E claro que (E/L,+,-) é um espaco vetorial. Defina:
|.ll~: E/L —R

)=l = i1 = o'l

Observagao 1.1.6. Se L é fechado, a fungao ||.|~ definida acima é norma do espaco
vetorial (E'/L,+,-) e, se E é um espago Banach, entdo (E/L,+,-) munido da norma ||.||~

seréa de Banach.

Considerando L como um subespago fechado préprio de E. Definimos o operador (Projegao)
P,:E—E/L
[l
e, nestas condigoes, o operador P, ¢ linear, continuo e com norma 1.

Teorema 1.1.7. Seja L um subespaco fechado e proprio de E. Sejam Ty e Ty elementos

dos duais de E e E /L respectivamente. Se L pertence ao nicleo de Ty, entao ||T1| = ||T3]|.
Demonstragio. Seja x € E. Como ||P,.|| =1 e, Ty e P, sdo operadores limitados, temos
que

Tv(2)] = [T 0 Byr(@)| < [ T2ll[| Bpr ()] < 172

Portanto, ||T3| < [|1%]].
Agora, considere z € E e y € L. Como y estd no nicleo de 11, |Tz[z]| =||T o Py (x)| =
T (2)| = |Ti(x+y)| < ||T1]|]|]x+y]| é valido para todo y € L. Tomando o infimo dos y € L,

concluimos que |Ty[z]| < ||T}]|||z||~. Portanto, | T3|| < ||T1|| e concluimos a prova. O

Teorema 1.1.8 (Teorema de Hahn-Banach para espagos normados). Seja X um
espago vetorial normado e xg # 0 um elemento de X. Entdo existe um funcional linear

limitado f sobre X tal que
Il =1 € fwo) = ol
Demonstragio. Veja [Kre78, Chap04]. ]

Vamos trabalhar com conjuntos convexos e precisamos da definicao do ponto extremal e o

famoso resultado de "Krein Milman'"sobre conjuntos convexos e compactos.
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Definicao 1.1.9. Um ponto extremal de um conjunto A é um ponto z € A, com a
propriedade que se x =0y + (1 — )z com y,z € Aef € [0,1],entaoy =z e z=1z. O

conjunto dos pontos extremais de A serd denotado extA.

Teorema 1.1.10 (Teorema de Krein-Milman). Seja K um subconjunto nao vazio,
compacto e convexo de um conjunto X que € um espaco vetorial localmente compacto.
Entdao extK ¢ nao vazio e todo elemento de K pode ser escrito como soma convexa de

seus extremos.
Demonstragio. Veja [Sch86, Chap05]. ]

Outro topico importante para o desenvolvimento da dissertacdo ¢ o conceito de medida de
convolucao estacionaria. As duas defini¢bes seguintes nos darao a linguagem necessaria

para trabalhar com isso.

Definicao 1.1.11. Seja G um grupo topoldgico. Dizemos que G age sobre um espaco

topolégico B se existe uma func¢ao continua

©O:GxB—B

(9.2) — g,
tal que (g192).2 = g1.(¢g27) para todo g1,92 € G e x € B.

Definicao 1.1.12. Sejam i e v medidas de probabilidade em G e B, respectivamente,
onde G é grupo topoldgico agindo sobre o espaco topolégico B. Entao o produto de

convolugao é definido por:

(n*v)(E) = /V(g‘lE)du(g),

para todo £/ C B mensuravel.

Definig¢ao 1.1.13. Dizemos que v é p-estacionaria se p* v = v.

1.2 Algumas definicGes e resultados de probabilidade.

Dados dois espagos mensuraveis (X, F) e (Y, G), dizemos que uma funcao f : (X, F) —
(Y, G) é mensuravel se ela preservar a estrutura de mensurabilidade no sentido de imagens
inversas de subconjuntos mensuraveis em Y sao subconjuntos mensuraveis em X.

Em teoria de probabilidade, fungoes mensuraveis recebem o nome especial de varidveis

aleatorias.
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Definicao 1.2.1 (Processo Estocastico). Dizemos que

X:TxQ—M
(t,w) — X¢(w)

é um processo estocastico se para todo t € T', X; é uma fun¢do mensuravel. Quando T é

contavel, dizemos que o processo é discreto, caso contrario, dizemos que é continuo.

Para w € Q fixo, t — X;(w) é a trajetéria de w e para t fixo, w — X;(w) é o estado do
processo no momento .

Observagoes: Nesta dissertagao so se trabalha com processos estocésticos discretos (T = N),
e ) = M, onde M é um espaco métrico compacto. O conjunto das medidas de probabilidade
sobre M sera denotado como M (M) (posteriormente faremos uma extensao de M para
um espago métrico completo).

Agora, definiremos um operador que agira entre os espacos de medida de probabilidade de
M. Este sera o operador adjunto do operador de Markov.

Definimos a dinamica aleatéria A, como uma aplicagdo continua que associa a cada ponto
de M uma medida de probabilidade:

A:M —>M1(M)

T
Sua continuidade significa que,
se T, — T temos que iy, — fg- (1.3)
Agora definimos o operador de Markov:

T . C(M,R) —C(M,R) (1.4)
f—TF,

com Tf(x) = [ F(y)dpua(y)

Afirmagao: o operador de Markov estd bem definido, isto é T f € C(M) para toda f € C(M).
E suficiente provar que se x, — x e f € C(M), entao T f(x,) — Tf(z). Mas
(1.3) implica que nhg& / fdv,, = / fdv,, que pela definicio de T é equivalente a
lim T f(zy) =T f(x). Portanto, T'f € C(M).

Observacgao 1.2.2. E claro que o operador de Markov é um operador positivo, i.e., se
f >0 temos que T f > 0.
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O operador adjunto de (1.4) é

T*:C(M) —C(M) (1.5)
L+—T*L

com 7T*L(g) = L(T (g)) para toda g € C(M).

Observacao 1.2.3. Pelo teorema de Representacao de Riesz, L pode ser representado

Ccomo
L:C(M)—R

gr— /g(w)dm(aﬁ%

O operador (1.5) restrito & M;(M) é chamado o operador adjunto de Markov que

por simplicidade serd denotado 7" e

T* : Ml(M) —>M1(M)

v—T"v,

com T'v(E) =T v(Xg) = /TXE(y)dV(y), (observagao 1.2.3).

Afirmagcao: T* estd bem definido, i.e., se v € My(M) temos que T v € My (M).
Como 7T é um operador positivo temos que 7 v é uma medida positiva, resta provar que
¢ de probabilidade. De fato,

Tw(M) = [ T2u(y)v(y) /(/XM ), (2 ) )= [Lanty) =

Portanto, 7" esta bem definida.

Podemos fazer uma interpretacdo dinamica do operador de Markov. Como um caso
especial, considere f = Xg, onde E C M mensuravel, pensemos em x € M como
a posigdo de uma particula, entdo T Xg(z) pode ser interpretado como a probabili-
dade que apdés uma unidade de tempo a particula esteja no conjunto FE, além disso

HL(E) = [ o [ Xp(unddiy (50 -+ dyty (32)dpra (1) pode ser interpretado como a proba-
bilidade de que apos t unidades de tempo a particula esteja no conjunto £.

Os pontos fixos associados ao operador adjunto de Markov, ou seja, os pontos para os
quais T*v = v, sao chamados medidas estacionarias associadas a 7T .

As medidas v que sao pontos fixos do operador de Markov diz que a média da probabilidade
que para qualquer x € M esteja em um conjunto mensuravel coincide com a medida do

conjunto.
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Teorema 1.2.4. Seja M um espagco métrico compacto e T um operador de Markov. Entao

o conjunto de medidas estaciondrias associadas a T € ndo vazio.

k vezes

Demonstragio. Seja v € My (M), considere T v = T*o---T* o (T*v). Defina:

1 n
Z Try
n—+1 o

Up =

E claro que v, € M, (M) para todo n € N. Como o espago M (M) é sequencialmente

compacto pelo Teorema 1.1.2, existe uma subsequéncia (v, )n,.en € V' € My (M) tal que
/

Up, — V.

Afirmacao: v/ é estaciondria.

Seja f € C(M) e dado € > 0, para ny, suficientemente grande temos que:

< = (1.6)

Z/Tﬂ fdy—/fdu

nk—i—l

Como T é uma aplicacao continua, seu adjunto 7* é continuo. Entao:

1 Nk ) 1 ng+1 )
W =7 | 1 iy )| = i i 1.7
T*v T(kirglonk+1j§)T 1/) k;rgonk+1j;TV (1.7)

Agora observe que

nkHZ/fW*

nk+1 0</Tjofd” /Tj+1ode)
Jj=

- nk+1 ‘/fd”_/anofd”

‘/ /f Ynit2) dl/ynk+1(ynk+2) - dvy, (Y2)dvy(y1)

SnkJr1 (‘/fdy

2
< o maxlf )l

ne+1

)

Esta ultima expressao é menor que £/2 para ny suficientemente grande. Juntando este

fato com (1.6), concluimos que

ne+1

Z/T]ofdy—/fdy

para todo n; suficientemente grande. Isto significa que

< g,

nk+1

1 nk+1
JE 4,
1 Ty — v

quando nj, — oco. Mas (1.7) significa que esta mesma sequéncia converge para T *v/. Por

unicidade do limite na convergéncia fraca, segue que 72/ = v/, O]
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Uma interpretacao dinamica de uma medida de Markov estacionaria é, suponha que existe
x € M tal que p, = v, onde v é uma medida de Markov estacionéria, entao consideremos
uma particula que estd em x e queremos saber a probabilidade que depois de k passos a
particula estd em um conjunto mensuravel F, esta é exatamente o volumem de F com

respeito a v.

O seguinte resultado técnico sobre operador de Markov é utilizado para provar o Lema
1.2.9.

Lema 1.2.5. Seja g € C(M), entdo ||Tg||L, < Héz}\}{|g(y)|
Yy

Demonstragao.
17913, = [I1Tg(x)Pap()

~ [| [ stwdn.t
< /{[/g(y)Qdﬂm(y)] U ldum(y)}}dp(x)

< [[ masg()dus(y) dP()

= (maslo(v)])

yeM

2
dP(x), pela desigualdade de Holder temos

O

Um tipo de processo estocastico que nos é de muito interesse é o processo de Markov.
Imagine que héd um processo estocéstico (Z,)nen € que o problema é saber qual é a
probabilidade de que Z,,,1 € E dada a trajetoria finita 21, Z5,--- Z, e E C M mensuravel.
O tipo de processo estocastico no qual esta probabilidade ndo depende da trajetoria, mas

depende apenas de seu ultimo estado é conhecido como o processo de Markov.

Defini¢do 1.2.6 (Processo de Markov). Um processo estocéstico (Z,)nen é dito de

Markov se:
P{Zn—i-l € E|Zn, s ,Zl} = P{Zn+1 € E|Zn} = MZH(E) = (TXE)<Zn),

para todo ¥ C M mensuravel.

Outro tipo de processo estocastico que serda mencionado na dissertagao é chamado processo
de Martingale, mas, antes de defini-lo é necessério definir uma filtragdo: seja (M, A, P) um
espaco de probabilidade completo. Uma filtragdo F = {A,,, n € N} é uma sequéncia de
sub-o-dlgebras de A, satisfazendo Ay C A; C --- C A. Um processo estocastico (Z,)nen ¢

dito adaptado a filtracio F se Z, é A, mensuravel.
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Definigao 1.2.7 (Processo de Martingale). Dada uma filtragdo F, um processo esto-
castico (Z,)nen € de Martingale se:

1.- (Z,)n € adaptado a F,

2.- E[|Z,|] < oo, para todo n € N e

3.- E[Z,|An_1] = Z,_1, para todo n € N.

Teorema 1.2.8. Seja (Z,)nen um processo estocastico de Martingale, tal que Z, € Lo

para toda n € N. Entdo se
Z E(Zjt1 — Zx)? < 00,

k=1
temos que ILm Zn = Zso para quase todo ponto em Lo.
n—oo

Demonstragio. Veja [Wil91, chapl2]. O

Os dois seguintes resultados sao necessarios para a prova do Lema Central 1.2.14.
O primeiro lema nos diz que as médias temporais ao longo de um processo de Markov de
qualquer funcao continua coincidem com a média temporal da imagem de tal funcao pelo

operador de Markov.

Lema 1.2.9. Seja (Z,)nen um processo de Markov em M e seja g € C(M), entdao para

f=g9—"Tg temos com probabilidade um:

Z (Z) = (1.8)

lim
n—oo n, _|_

z": T9(Zk) — 9(Zky1)

. Temos que:
k+ 1 d

Demonstracao. Considere W, 1 =
k=0

" Zi) —g(Z
E(Wisi | Zo, Z1,--+,Zn) = E[ ) T9(Z) = 9(Zkn1) | Zo, Z1y-++  Zn
k=0 k+1

)
. XZ:E <Tg<Zk> — 9(Zk11)

E+1

|Z()7 Zlf” aZn>

como Z; é constante pra j =0, 1,---n, temos que

Z E (TQ (Z1) — 9(Zk11) ”z_:l T9(Zk) — 9(Zky1)

Zoy Zosee | =
k+1 | Zo, Z1,-o ) k+1

k=0
1

—FK Zn - Zn Z,Z,"',Zn

o (T9(Zn) — 9(Zny1) | Zo, Z1 )

1
n-+1

1
=W, + mT(g(Zn)) - E(g(Zns1) | Zo, 21, Zn),

como (Z,)nen ¢ um processo de Markov temos que

1
E(W, 2o, L, L) =W, —_ Zn)) —
Wi | Zo, Z4,- -+, Zy) + n+1T(9( )
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entao, (W, )nen é um processo de martingale.
Afirmagao: > [|[Wi1 — Wil|7» < oc.

k>1
Pela desigualdade triangular e pelo Lema 1.2.5 temos:

To(Z) — o(Z
SWiar = Will7: =2 9( kl)c—ki( F41)
k>1 k>1

<y <||Tg (Z)| L2 + Hg(ZkJrl)HL2>

E+1

<2maxyeMlg(y)\>2

2

L2

k>1

E+1

VAN
2 1M

A\

Portanto, pelo Teorema 1.2.8, temos que nh_}rglo W, existe em um conjunto de medida total.

Escolhendo a sequéncia (k)gen € pelo Lema do Kronecker 1.1.3 temos que

- T9(Zx) — 9(Zka) .
>0+ )T — iy

lim
n—oo n, +

Y (T9(Zr) — 9(Zksa)) =0 (1.9)
L

Por outro lado, observamos que:

1 1
(Zx) —9(Z, Zni1) — 9(Z,
n+1ZTQ k) — 9(Zrs1) Zf n+1(9( +1) — 9(%))
Agora, ja que g é continua e M é compacto, segue a conclusao do lema. O]

O seguinte resultado nos permitira escrever de forma conveniente qualquer funcao continua.

Lema 1.2.10. Seja f € C(M) ndo negativa. Entao, para todo € > 0 , podemos escrever
f=Tg—g+h, (1.10)
com g,h € C(M), e h que satisfaz:

1l < sup {/fdu | v € My(M) com T*v = y} te. (1.11)

Demonstragio. Observe que pelo Teorema 1.2.4 o lado direito de (1.11) é nao vazio e,
portanto, o calculo do sup tem sentido.

Como M é um espago métrico compacto, o espago £ = (C(M), ||.||«) ¢ de Banach. Lembre-
se que, se g € C(M), entdao Tg € C(M). Sendo assim, L= {Tg — g, onde g € C(M)} é
subconjunto de FE.

Consideraremos dois casos: o caso trivial, quando f € L, e o caso contrario.

Caso I: Seja d(f,L£) = inf [|[f—(Tg—9)|lw =0.

geC(M)
Entao existe (gn)nen C E tal que, dado € > 0, existe nyg € N:

1f = Tgn— gulloo < e Vn > ng. (1.12)
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Tomando h = f — Tg, — g, para algum n que satisfaga (1.12), segue a conclusdo do lema.
Caso II: Seja
d(f.L) = it I = (Tg = g)l =3 >0. (1.13)

geC(M
Considere £ como o fecho de £ com respeito & norma infinita. Veja que d(f, £) = d(f, L) =
§. Como L é fechado e E é de Banach, pela Observacio 1.1.6 segue que £/L£ munido da
norma ||.|[. é de Banach.
Pelo teorema de Hahn-Banach 1.1.8; temos que existe um funcional linear continuo sobre

o espaco (E/L,||.||~), denotado como Ry, tal que
Ra(lf]) =0 e IRall =1, (1.14)

e note que, como caso particular, temos que R;([¢']) = 0 para todo ¢ € L, pois a classe
lg'] = [0].

Definimos o funcional linear Ry := R4 o B, que é continuo, pois ¢ composicao de dois
operadores continuos. Pelo Teorema 1.1.7 o operador R, tem a mesma norma do operador
R1, portanto R, tem norma 1.

Agora, pelo Teorema 1.1.4, existe uma tnica medida regular de Borel A com sinal em M

tal que, para todo g € C(M), temos:

Ra(g) = [ g dA, com |A] = |Ral| = 1. (1.15)
Observagao 1.2.11. Para todo g € C(M), temos que Tg—g € L. Portanto, Ro(Tg—g) =
R2([Tg — 9lgz) = Ra([0]/z) = 0. Daqui, segue por (1.15) que /g d\ = /Tg d\ =
/ g d(T*N), isto é, a probabilidade de transigdo de Markov é invariante (A = T*\).

Observagao 1.2.12. Por (1.13) e (1.14) temos que § = Ry(f) = /f d\. Por outro lado,
A pode ser escrito como a subtracdo de duas medidas positivas [Bar95, cap08], isto é
A= \" — )\ e, pela observacao 1.2.11, temos que A = T\ — 7T*A~ = X\ — \~. Como
sabemos que o operador de Markov é um operador positivo, temos que 7*A* e T*\™ sdo
medidas positivas, isto implica que T*AT = At e T*A™ = A~ [Bar95, cap08].

Observagao 1.2.13. Sabemos que 1 = ||A|| = [|AT|| + [|A7]| e [AT]| > 0, pois para f nio

A\

A
E claro que T*1 = 1. Por outro lado § = /fd)\ = /fd)\+ —/fd)\_ < ||AT| /deO <

/fduo.

Pela defini¢ao de ¢, dado € > 0, existe T'g — g € L tal que

negativa do enunciado temos que /f d\ =68 >0, entdo 0 < ||AT|| < 1, defina vy =

1f = (Tg =9l <d+e

Definindo h = f — (T g — g), pelas observacoes 1.2.12 e 1.2.13, temos que

||h||oo§5+€§{/fdl/o|comT*yzye||y||:1}+g
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e, portanto,

|10 < sup {/fdy | ve My(M) com T v = l/} +e.
[

Agora temos todas as ferramentas para provar o Lema Central, que nos diz que as médias
temporais de uma funcao continua ao longo de um processo de Markov estao limitadas
pela média espacial da fun¢do quando consideramos apenas as medidas estacionarias pelo

operador de Markov.

Teorema 1.2.14 (Lema Central). Seja A uma dindmica aleatéria com o correspondente
operador de Markov T, seja (Z,)nen um processo de Markov sobre M e seja f € C(M).

Temos com probabilidade um

n

: 2 f(Zk) < sup {/deIVEMl(M) com T*u:u}. (1.16)

k=0

lim su
n—oo p

Demonstragio. Caso 1. Considere f € C(M) nao negativa.
Dado € > 0, considere g,h € C(M) como no Lema 1.2.10. Segue dos lemas 1.2.9 e 1.2.10

que:
lim su Z;,) = lim su (T +h)(Z
lim pn+1k§)f( k) = lim sup kz_% 9—9g+h)(Z)
n 1 n
< Jlim sup ];) (Tg = 9)(Zy) + Jim sup —— k;h(Zk)
= lim sup Z
< 7l

Ssup{/fdy]VGMl(M) comT*V:V}—i-a

Como € é arbitrario temos a conclusao do enunciado para f nao negativa.

Caso II. Seja f € C(M) ndo necessariamente nao negativa.

Como e M é compacto existe uma constante positiva K € R tal que f(z) < K para todo
x € M. Defina:

F: M —R
r—K + f(x)

E claro que F' é nao negativa e continua, entao, pelo Caso I, tem-se:

n

> F(Z;) < sup {/Fdl/ | ve My(M) com T v = l/} . (1.17)

J=0

lim su
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Observe que

n n 1
li F(Z;) =1 (K =K +1i o
s T 3P = s o S K () = K i s 5 52
(1.18)
Por outro lado,
sup {/Fdl/ | ve My(M) com T'v = y} (1.19)

— sup {/(f@;) + K)dv(z) | v € My(M) com T = y}
= sup {K + /f(m)dv(x) |ve My(M) com T v = 1/}
:K+sup{/de|V€M1(M) COmT*I/:V}. (1.20)

Juntando (1.17), (1.18) e (1.19), segue a conclusao do teorema. O

O seguinte resultado técnico nos d4 uma condicao suficiente e necessaria para a conver-
géncia em probabilidade sobre um espaco produto verificando apenas que seus marginais

convergem em probabilidade.

Teorema 1.2.15. Sejam X eY espagos métricos separdveis e (Vp)nen € (fn)nen S€quéncias
de medidas de probabilidade sobre X eY, respectivamente, com v, — v e p, — p. Entao,

o produto das medidas [, @ vV, — V & i quando n — 00 no espaco X X Y.

Demonstragao. Veja [Par05, Cap 03]. ]

1.3 O maximo exponente de Lyapunov.

O objetivo desta secao é definir nosso objeto de estudo, o maior exponente de Lyapunov, e

também lembrar o resultado de Fustenberg e Kesten sobre tal expoente.

Definigao 1.3.1. Considere uma sequéncia (X, ),en de varidveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas com valores em G L(m,R) (o grupo das matrizes reais invertiveis
m x m), com distribuicio . Se E[log*(X1)] < 0o, o0 maior expoente de Lyapunov associado

a u ¢ o elemento v € R U {—o0} definido por

1
7 = lim 5E[log]|Xan,1 - Xql]

O Teorema de Furstenberg e Kesten traz um resultado que pode ser interpretado como a Lei
dos Grandes Nuimeros para produtos de matrizes aleatorias independentes e identicamente
distribuidas.
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Teorema 1.3.2 (Teorema de Furstenberg e Kesten). Seja (X,,)nen uma sequéncia
de matrizes aleatdrias independentes e identicamente distribuidas em GL(m,R) com

distribuicao comum . Se E[log™ || X1]|] < oo, entdo
lim — log||X Xp1- X1 =7
existe para ,uN quase todo ponto .

Demonstragio. Veja [FKG60]. O

1.4 Algumas definicoes e resultados de Teoria Ergodica.

Nesta subsecao vamos enunciar algumas defini¢oes e resultados sobre Teoria Ergodica.
Uma defini¢ao que nos seguira durante toda a dissertagao é o conceito de medida invariante

por uma aplicacao.

Definigao 1.4.1. Seja f: M — M uma transformacao mensuravel e ¢ uma medida de

probabilidade. Se diz que p ¢é invariante pela transformacao f se

para todo conjunto mensuravel B C M.

Uma questao interessante associada a uma medida invariante por uma aplicagdo abordada
no Teorema Ergddico de Birkhoff é a relacao entre as médias temporais e as médias

espaciais.

Teorema 1.4.2 (Teorema Ergédico de Birkhoff). Seja f : M — M wuma trans-
formagao mensurdvel e p uma medida de probabilidade invariante por f. Dada qualquer

fungdo integravel ¢ : M — R, o limite

[} —hm Z(pfj

existe em p-quase todo ponto x € M. Além disso, a funcio @ definida desta forma é

/w )dp(x /90 )dpu(x

Demonstragio. Veja [OV14, Chap03]. ]

integravel e satisfaz

Um caso especial sobre as médias temporais é quando sdo contantes para quase todo ponto.
Primeiramente, definimos o conceito do conjunto invariante para depois enunciar uma

condicao necessaria e suficiente para que as médias temporais sejam constantes.
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Definicao 1.4.3. Seja f : M — M uma transformagdo mensuravel e y uma medida de
probabilidade invariante por f. Dizemos que um conjunto mensuravel B C M ¢ invariante

WBAfH(B)) =0,

onde A denota diferenga simétrica.

Definigao 1.4.4. Dizemos que (f, ©) é um sistema ergéddico se o tempo médio de visita
a qualquer conjunto mensuravel coincide, em p-quase todo ponto, com a medida desse

conjunto, isto é
1 n—1

1irlln— ;) Xg(f(z)) = n(B),

n ‘7

para u-quase todo ponto e para todo conjunto mensuravel B C M.

Teorema 1.4.5. Seja f: M — M uma transformagao mensurdvel e p uma medida de
probabilidade invariante por f. Se para todo subconjunto invariante A tem-se u(A) =0 ou

w(A) =1, entao, para toda funcao integravel ¢ : M — R, temos
1 n—1 )
lim — > (7 (x)) = /wdﬂ,
=0
para p-quase todo ponto.

Demonstragio. Veja [OV14, Cap04]. ]

Os resultados seguintes serao muito uteis para o préximo capitulo, permitindo relacionar

os expoentes de Lyapunov com médias espaciais.

Seja GL(m,R) o espaco das matrizes m x m invertiveis e seja RP™ ! o espaco projetivo
real de R™. Considere os espacos de probabilidade (GL(m,R), A, u) e (RP™ 1 C,v).
Seja (X, )nen uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribui-
das com valores em G L(m, R) e distribuigdo comum p. Considere o espago de probabilidade
(GL(m,R)N, B, 1), onde B ¢ a o-dlgebra produto das o-algebras de Borel sobre GL(m, R).
Agora, considere o espaco de probabilidade (GLY x RP™ ! B x C, uN ® v), onde a medida
v € u-estaciondria.

Observagao: Quando no contexto seja claro denotaremos GL(m,R) = GL

Definimos a aplicacao

T:GIN x RP™ ! —GLN x Rp™!
((Xn>n€Nau) '_>((Xn+1)nEN7X1u) (121)

que sera muito 1util posteriormente. Uma das coisas interessantes desta aplicacao ¢ que

preserva medida.
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Teorema 1.4.6. Seja (T, " @ v), onde T ¢ definida como (1.21). Entdo, T preserva

medida.

Demonstracdo. Seja A, C GL mensuravel para todo n € N e B C RP™ ! mensuravel.
(e}

Defina A = [] 4; x B. Provaremos que
j=1

W @ (T (A)) = i @ 1(A),
Entao, por defini¢do, temos que:

i @ v(T7(A))
= 1N @ v({(Xo)nem, u) € GL x RP™ ' | Xy € Aj, X5 € Ay, -, Xju € BY}).

Como p *v(B) = v(B), tem-se:

W v(T7H(A)
= 1N @ v({(Xp)nem, u) € GL x RP™ ' | Xy € Ay, X3 € Ay, ,u € BY).

Como (X, )nen € i.i.d., tem-se:

{(Xo)nem,u) € GL x RP™ | X, € A, Xy € Ay, ,u € BY)

I
ESIRS

Z
® &

<

O

Agora, definimos uma aplicacao F' tal que as médias temporais da dindmica T' coincidam

com os expoentes de Lyapunov:
F:GLY xRP™! —R

(X, )ucss [u]) — log (”fgﬁ”) (122)

E facil ver que F estd bem definido.

Além disso,

n Xtk )neN, XpX, - Xilu
n+14 nt1 +h)nens XpXpo1 - 1[u])

n+1i= |1 X5 .. Xq[ul|

_ nil (logl| X, -+ Xi[u]| —log|[u][) ~ (1.23)

Agora aplicaremos o Teorema Ergddico de Birkhoff a F' para obter uma relacao muito til

posteriormente.
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Teorema 1.4.7. Seja F € LY(GLY x RP™ ' N @ v) definida como (1.22), com v sendo

p-estaciondria. Entdo

. - o1 N
P (X0 e [a]) = lim ——— log|[ X, X,y - Xy (1.24)

existe em quase todos os pontos de ™ ® v e, além disso,

[pawon= [ [rslEH

RPm—1GL

(X)dv(p). (1.25)

Demonstragio. Note que pelo Teorema 1.4.6, u" ® v é T-invariante e como, por hipétese,

F' ¢ integravel, podemos aplicar o Teorema Ergddico de Birkhoff. Segue que

lim
n—oo n _|_

ZF (T*((Xn)ner, [u])) (1.26)

existe em q.t.p. de p¥ ® v. Além disso,

lim

n—oon 4+ 1 ZF( Xl ZGN’[ D) d(,uN@V)(( n TLGN7 /Fd l/ . (127)

Pela definicao de F' tem-se que

/Fd W @ v) / /1 (X)dv (). (1.28)
AT P
Por (1.23) se tem que
R R " 1 .
Jim ];)F (T*(X0ien, [u])) = lim 7 logll X X+ X (1.29)
Juntando (1.26), (1.27), (1.28) e (1.29), obtemos (1.24) e (1.25). O

Outra aplicagao com um papel importante no estudo dos expoentes de Lyapunov é a

aplicagao Shift:

Definigao 1.4.8 (Aplicagao Shift). Seja (X,,),eny uma sequéncia de variaveis aleatérias
i.i.d. com valores em GL(m,R) e com distribuigdo comum pu. A aplicagao Shift (T') é

definida como

T : (GL(m,R)", B, ") —(GL(m,R)", B, i)

(gn)nEN '—>(gn+1 )neN-

De forma similar ao Teorema (1.4.6), temos:

Teorema 1.4.9. " € invariante pela aplicacio Shift.
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Demonstragio. A prova é similar ao Teorema 1.4.6. Seja A; C G L mensuravel para todo

J € N. Defina A = Il;cnyA;. Provamos que
pN(T(A) = u(A).
Entao, por defini¢dao, temos que:
NI (A)) = 1 ((gn)nen © GLY : g3 € Ay, g5 € A, -)
e, pelo fato que (X, )nen € i.i.d., temos

NN(TA(A)) = (1 {(gn)nen C GLY : g1 € Ay, gy € Ag,---}
= u"(4).

]

Temos ainda um resultado mais interessante sobre a aplicacao Shift, que nos servira para

estender um resultado restrito a um compacto para um conjunto mais geral.

Teorema 1.4.10. O par (T, V) é ergédico.

Demonstragio. Seja A = IljenA; um conjunto invariante. com A; C GL mensuravel para
todo j € N tal que

#(4) = [Lu4) > 0.

Temos que provar que pu"(A) = 1.
Para todo k > 1 temos que:

T_l(A)\A D {(Xo)nen CGLYN : Xy € A1, X5 € Ay, -+, X & Ay} =A™

Pela invaridncia de A e o fato de que (X,,)nen € i.i.d. temos

WAy = T sA) At \ A =0,

J=Lj#k

o0 que acontece se, e somente se, (1(Ax—1 \ Ax) = 0. Portanto
Ay C Ay CAsC--- (1.30)
Por outro lado, tem-se
T (A)NAD {(galnen C GL gy € Atgo € Agyoo g1 & Ay = A7

Novamente, pela invaridncia de A e o fato que (X,,)nen € i.i.d., temos
P (A7) = ] u(A4y).u(A9) =0
=2

o qual acontece se, e somente se, p(Af) = 0. Portanto, p(A;) = 1. Por este fato e (1.30)
temos que pV(A) = 1. O
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2 Matrizes Aleatérias

Dada uma medida de probabilidade p sobre GL(m,R), vamos estudar os expoentes
de Lyapunov associados a p. Comecamos nossa andlise considerando o caso em que p
tem suporte compacto, fato que sera substituido por uma condicao técnica mais fraca.
Posteriormente, faremos uma filtracao de R™, a qual nos levara a fazer uma particao de
R™ tal que, a cada classe, associaremos um diferente expoente de Lyapunov. Tal resultado
desempenha um papel importante no estudo da estabilidade do méaximo expoente de
Lyapunov.

Uma observacao importante é o fato que os expoentes de Lyapunov sé dependem da

direcao dos vetores de R™, pelo qual é intuitivo pensar em trabalhar no espaco projetivo.

2.1 Caminhos Aleatérios e Lei dos Grandes Nimeros

O objetivo desta secao é construir uma dinamica aleatéria, um processo de Markov e
uma func¢ao tudo esto escolhido convenientemente de forma tal que as médias temporais
coincidam com os expoentes de Lyapunov, para aplicar o Lema Central e relacionar os
expoente de Lyapunov com as médias espaciais sobre medidas v p-estacionarias.
Considere os espacos de probabilidade (GL(m,R), A, u) e (RP™ ! C,v). Consideremos,
inicialmente, que o suporte @) C GL(m,R) de u seja compacto.

Definamos a acao:

©:GL(m,R) x RP™ ! —RpP™ !
(9, 2) —g.
E claro que © é continuo.

Definamos M = Q x RP™ ', munido da o-algebra produto.

H4 uma maneira natural de definir um caminho aleatério em M:

A:M — Ml(M)
(g,x) — /\(g,:r:)a (21)

com A(g2)(A) = / / Xa(g, gx)du(g)doy, (z), para todo A C M mensuravel.
RPm-1.JGL

Observacoes: Como @ e RP™ ! sdo compactos, entdo M = Q x RP™ ! é compacto na

topologia produto e para f € C(M) temos que fo® € C(M). Entao f o© é uniformemente

continua em M, segue que dado £ > 0 existe 6 > 0 tal que:

du((g', ") = (90, 20)) < 6 = |f (g, 9'2") — f (g0, gowo)| < e. (2.2)
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Afirmacao: a aplicagao A é continua.
Temos que provar que dados fi, fa, -+, fx € C(M), (go,z0) € M e e > 0, existe § > 0 tal

que

(0" (g0,50) < 6 = | [ fidhgay = [ filMa| < € VimLiooin (23)

Pela definicao de A(¢',2'), A(go, o) € (2.2), temos que existe d; > 0 tal que

’//fzggx dp(g)dd. //fzggx dp(g)ddz, (z)
’/fz g9, 92" )du(g /fz 9, 9z0)dp(g )’
< /Ifz- 9,9%") — fi(g, gwo)|dp(g)

< / edp(g) =

Tomando 6 = min{dy,- - ,d,}, obtemos (2.3). Portanto, A é continua. O

Agora definimos o respectivo operador de Markov de A por

‘ / fidAgr )y — / JidX(go o)

TF(g:0) = [ F(g.92)d( x 3u) 9. ) = [ J(g, gz0)dn(9) (24)

Seja (X, )neny uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e identicamente distri-
buidas com valores em GL(m,R) e com distribui¢do comum p. Definimos uma sequéncia

de valores variaveis em M:

Zy = (e,u), 7= (X1, X1u), Z»= (X2, XoXju)
Zn = (Xn7 Xan,1 cee X1U), (25)
com e como o elemento neutro do grupo GL(m,R), i.e., e = I.

Note que, tal processo é de Markov. De fato, seja f : M — R uma funcao integravel,

temos que:

E(f(Zn‘Zo,Zl," Zn 1) E(f(Xn,X Xn 1 XIU|X1,"' >Xn71)
= /f(g,an_l - Xqu)dp(g)
- Tf(Zn_l)

Em particular, para f = X4, com A C M mensuravel, temos por (2.4) que a probabilidade
de Z, € Aé P(Z, € A) = Az, ,(A). Portanto, (Z,)nen € um processo de Markov.

Agora vamos relacionar as medidas v € M;(RP™ ') que sdo u-estacionarias, com as
medidas A € M;(GL x RP™ 1) que sdo de Markov estaciondrias, i.e., 7*A = A, e com v

sendo como a medida de projecao de \ sobre o espaco RP™ .
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Suponhamos que A = u®v seja uma medida de probabilidade em M satisfazendo 7"\

entdo
[rax= [ Trax
- /Rpm,l /GL Tf(g,2)du(g)dv(x)
N /Rpm—l /GL ., (g g 0)du(g)du(g)dv (z)
= [ L, F0- a1t a)00),
Seja v a medida de projecdo de A sobre RP™ L. Se f(g,7) = ¢(z), temos que
[ edv = [ elayv(a)
= // (g, x)dp(g)v ()
= / / (g, gr)du(g)dv(z)
= / p(gz)dp(g)dv(z).

Portanto, p*xv = v.

Por outro lado, seja Y uma variavel aleatéria com valores em RP™ ! e X uma varidvel

aleatdria com valores em G'L(m,R) independente de Y e sejam 1 e v as distribuigoes de X

e Y, respectivamente. Entao a distribuigdo do produto das varidveis aleatorias XY é p * v.

De fato, seja A C RP™ ™! mensurével, temos que:

P(XYeA) =P (U (X =4l[Y € g_lA])

9€G
— [ POV € g7 AIX = g)du(g)
= [ P(y € g A)dptg)
— [ vlg™ Aydulg) = (u+v)(A).
Na diregao inversa, se temos que v é p-estacionéaria e definimos
[ faxi= [[ flg. gr)du(g)dv()

para toda f € C(M).

Entao
[ 1T = [ Trax
_ // T f(g, gx)dp(g)dv ()
= / / / f(d' g g7)du(g")du(g)dv(g)
=[] 11" g »)au(g)dv(x)

_ /fd/\.
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Como f é arbitraria, segue que 7\ = \.

Portanto, obtemos uma correspondéncia um a um entre A € M;(M), com T*A = X e
v € My(RP™ 1), com p*v=v.

Agora definiremos uma funcao de forma tal que os valores assintoticos da média temporal
coincidam com os expoentes de Lyapunov.

Sejam [u] € RP™ ! e @ € R™\{0} um vetor fixo, tal que a classe [4] = [u]. Veja que

1 U 1 1
log|| X, Xp—1- - Xi—|| = —— log|| X,, X, —1--- X 11
1 Og” 1 1||ﬂ|||| n+1 Og” 1 1U|| + n

o estudo do comportamento assintético de li_>m
n—00

pela relagao log||a||
n 1

1 log|| X, X1+ X14|| ndo depende
do representante da classe.

Definimos:
p: M — R

1) —tog (1L (23)

lg="al

com 4 € R™\{0} e é tal que [¢] = [u], é claro que p ndo depende da classe [u]. Portanto, p

estd bem definida e é continua. Note que:

1 & 1 . ~ R
Z p(Zy) = [ple,0) + p(Xy1, Xqu) 4+ - - - 4+ p(Xpn, Xp X1 -+ - Xq )]
par n+1

1 R X N
= - l(ogllXaal| —logfjal]) + (log]| X2 Xaa| —logl| Xyarl]) + -

+ (log|| XnXpo1 - - - Xatt|| — log|| Xpo1 X—g - - Xai]])]

1 N .
= —llogll X, X, -+ Xa| — log| ]

Entao temos que

. I & : 1 .
Agora, podemos aplicar o Lema Central (Teorema 1.2.14) como caso especial a fungéo p e

obter o resultado mais importante desta segao.

Teorema 2.1.1. Sejam p uma medida de probabilidade com suporte compacto em G L(m,R)
e (Xn)nen um processo estocdastico i.i.d. com valores em GL(m,R), com distribui¢io comum

1. Entdao para todo v € R™ temos, com probabilidade um,

lim sup — logHX Xp1 - Xq0|| (2.10)

< sup {// log HHQ HH (9)dv(u) | v € My(RP™ ) com pxv = 1/} :

Além disso, se para toda medida i tal que % v = v a expressdo

//log ||Hg H”du( )dv (v)
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toma um so valor 3, entdo, com probabilidade um,

lim — log||X Xno1-- X4 = 5, (2.11)

n—oo n,

com 3 como o mdzrimo expoente de Lyapunov.

Demonstrag¢io. Primeiramente, provaremos (2.10).

Como o suporte da medida ) é compacto, temos que M = Q x RP™ ! é compacto,
podemos aplicar o Lema Central 1.2.14 ao processo de Markov definido em (2.5) e a fungao
definida em (2.8), entdo

li log(Zy,)
tm Z o8(Z)

< sup {/ log ||||g HH (9)dv(u) | v € My(RP™ 1Y) com pxv = V} .
Por (2.9)

1
hm sup — logHX X1 Xq0||

lgall , m-1 _
Ssup{/ log Il du(g)dv(u) | v € Mi(RP )COTI’L/L*I/—I/}.

Com o qual acaba a prova de (2.10).

Agora, provaremos (2.11)

Afirmacao 1:
1
T sup +log]| X, Xr - X)) < B(). (2.12)
Veja que, se {vy,vs, -+, v, } é uma base de R™, podemos definir a norma ||.||; em M™*™
como ||g|; = _max |lgv;|| para todo g € M™*™. Seja ||.||2 outra norma em M™*™.
j=1,-m

Sabemos que em todo espaco vetorial de dimensao finita as normas sao equivalentes, de

modo que existem o, 3 € RT tal que

allflz < [l < B2,

1
e (L) <
1

¢é valido para todo n € N. Sendo assim,

e entao

3=

lim an < lim M < lim Bn
n—00 n—00 ||||2 n—00

S=

1< lim <””1> <1 (2.13)

n—o0 |||2
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. (n ||1>n:1,
% 1

Entao por (2.10) e (2.13), concluimos a prova da Afirmacao 1.

Afirmacao 2:
lim inf —log||X X1+ X = B(p). (2.14)

n—o0

Sejam v uma medida jp-estaciondria, Uy uma varidvel aleatéria com valores em RP™ ! e
distribuigao v e (X,,)neny um processo estocéstico com valores em GL(m,R), i.i.d. e com
distribui¢ao p. Definamos 7 = (X,,, X;,X,,—1--- X1Up). Note que, em analogia a (2.5)
Zy é um processo de Markov, correspondente ao operador de Markov 7. Seja a variavel
aleatéria U,, = X, X,_1--- X1Uy que pode ser definida indutivamente como U,, = X,,U,,_1,
com X,, e U,_; independentes.

Veja que, por (2.6), temos que a distribui¢ao de U; é p* v e, como v é uma medida
p-estacionaria, a distribuicao de U; é v. De forma analoga. Para n > 1, temos que a
distribuigao de U, é v, uma vez que U, = X, U,_;. Portanto Z = (X,,,U,) é um processo
de Markov estacionario.

Definindo A como (2.7), temos que o operador de Markov associado & dindmica (2.1) é

estaciondrio, isto é, A = T *\. De fato, seja A mensurdvel em M, entao:

TN // T Xalg, v)du(g)dv(x)
- /// Xa(g',g'v)du(g)du(g)dv(x)

— [[ 2l d@)dnlg)v ()
= B(X4(2))

= B(X4(2))

= A(A).

E pelo Teorema Ergodico de Birkhoff, temos que

lim — 10g||X Xn 1° XIUOH = ﬁ, (215)

n—oo n,

existe para quase todo ponto com respeito a u' ® v, onde p é uma variavel aleatéria

satisfazendo

E[p] = ]E(p(XthUO))

// lo (”,f’ H”) du(g)d(a) (2.16)
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Este resultado pode ser obtido de forma anéloga pelo Teorema 1.4.7.
Por outro lado, veja que sempre existe um conjunto de medida diferente de zero tal que

p > E(p) e, pela definicao de norma, temos que para todo n € N
log|| X, X1+ -+ X > 1og|| X X1 -+ - X1Uo]| — log ||Up]|.
Logo,
| ! A R
lim inf —log|| X, X,—1--- X1|| > lim inf —log|| X, X,,—1 - - - XqUp|| = p
n—00 n n—00 n
Portanto, existe um conjunto de medida diferente de zero tal que
1 1
liminf — log|| X, X;—1 - - - X4 || = lim —log|| X, X1 - - - Xa || > E(p). (2.17)
noon non

Como o lim inf é mensuravel com respeito a o-dlgebra trivial de (X,,),en, pela lei zero-um
de Kolmogorov temos que a desigualdade (2.17) se mantém com probabilidade um e a
expressao da esquerda de (2.17) ndo depende da medida v escolhida. Entao concluimos a
afirmagao dois.

Assim, segue que

) 1
Jim sup —logl| X - Xul| < B(p)
... 1 . 1
< lim inf - log|| X, - Xq|| < Jim sup - log|| X, - - - X1

]

Observagao 2.1.2. Por (2.13), podemos escolher convenientemente a norma com a qual

trabalharemos nos célculos dos expoentes de Lyapunov.

Agora, queremos estender os resultados do Teorema 2.1.1 para o caso em que o suporte da

medida nao seja compacto. Esta hipoteses sera substituida pela hipotese técnica:

[ 108" gl + 108 19~ 1du(g) < oo, (2.18)

com log™ |g|| = max{log]|g]|, 0}

Teorema 2.1.3. Sejam p uma medida de probabilidade em GL(m,R) que satisfaca (2.18),
(X )nen um processo estocdstico i.i.d. com valores em GL(m,R) e com distribuicio comum

1. Entdao para todo v € R™ temos, com probabilidade um,

1
lim sup — log|| X, X, -1 - - - X0 (2.19)
n—oo T

< sup {// log Md,u(g)cly(u) | v € My(RP™ Y com pxv = V}

i

Além disso, se para toda medida p tal que p* v = v a expressdo,

// log ”gﬁ”du(g)dV(v),

i
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toma um so valor B, entdo com probabilidade um

1
lim ~ log|| X, Xo1 - X = 5, (2.20)

n—oo n,

onde 3 € o mdximo expoente de Lyapunov.

Demonstragio. Sabemos que GL(m,R) é localmente compacto. Denotamos como G sua

compacidade local. Definamos M = GxRP™ ! o operador de Markov fica definido como
Tfg.x) = [ £(g.g2)du(s).
para toda g € G. Para cada T € R*, definimos:

pPr - AT X RPm_l —R
1 s (1),

1]

com Ar = {g € GL(m,R), [lgll, llg~"|| < T}
Estendemos continuamente para todo M, com a mesma limitacao.

Considere p : G x RP™ ' — M, como antes.

Afirmacao:
1 & 1 &
> (0(Zi) = pr(Z1))| < —— D (log™[| Xy || +log ™| X! | +1og T) X, (X4). (2.21)
n+1;= n+1,=

com Br = {g € GL(m,R);max{|lg, l¢~*|I} > T}.

E suficiente provar, que para todo k € N,
10(Z) = pr(Z1)| < (log™* || Xl + log™ | X | + log T) X, (Xi). (2.22)

Vamos separar a demostracao dessa desigualdade em dois casos.

Caso I: Se g € Br.

Pela defini¢ao de pr temos p = pr, e o lado esquerdo de (2.22) é zero. Por outro lado,
como Xr(g) = 0, temos que o lado direito de (2.22) é zero. Portanto, cumpre-se (2.22).
Caso II: Se g € Br.

Veja que, por definicao, pr < T'. Entao temos que

0(Z) = pr(Zi)| < |p(Zi)| + |pr(Z)| < [p(Zi)| + T
Por outro lado, como
10(Zk)| = |p( X, XiUg-1)| < log|| Xil[l.
Sendo assim, é suficiente provar que

[log|| Xll] < log™|| X[ + log™ [|X, .
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Se || Xi]l = 1, [log|| Xy || = log|| Xx|| = log || Xx|| < log™|| X[l + log™ || X, .

_ _ 1
Se || Xkl < 1, XM = 1e X > el

log|| X, | = log™ || X, || < log™[| Xyl +log™ | X,
Portanto, a desigualdade (2.22) é vélida.

Agora, consideremos

1
Entio log () — ogl| Xl <

[

h:GLY —R
(Xn)nen —>(log™ || X1 + log™ || X! + log T) Xp,. (X1).

Como h ¢ integrével e como a aplicacao Shift é relativamente ergédica a p" (veja o Teorema
1.4.10), entdo as médias espaciais coincidem com as médias temporais, com probabilidade
um. Assim,

n

ST (X)) jen) =

k=1

lim 7 208" X+ 108 1 + 108 T) X, ()

n+1/=7

— [ ha®

= | (tog*llgll +1og*lg™" ) dyu(g) + og Th(Br)
T

<2 [ (log*lgll +1og™lg ™ dp(g).
T

Por (2.18) temos que By — 0 quando T — oo e, como (log™||g|| + log™|lg™'||) é u

integravel, temos que.

. + +1 -1 —
Jim BT(log gl +log™||g~"[|)du(g) = 0.

Portanto, para T grande, o comportamento assintético de || X, X, _1--- Xjv|| pode ser
estimado pela integral de pr com respeito & medida A satisfazendo 7\ = \.

Comparando p com pr temos

/pdA— /PTd)\ = /BT(p—pT)dA

<2 [ (1og"llgll +1og™lg™ I dp(9).
T

que converge para zero quando 7" — oo. ]

2.2 Filtracdo de R™ para o Produto de Matrizes Aleatdrias.

2.2.1 Propriedades do conjunto de medidas de probabilidade de convolucao

estacionarias

Nesta secao, fixemos uma medida de probabilidade p em GL(m,R) satisfazendo

[ og™ gl + 108" g™ )dia(g) < oo. (2.23)
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Para cada medida v € M;(RP™ ') p-estacionéria, denotemos

Portanto 3(u) sera
B(u) = suplau) | v € My(PR™™) com ux v = v},

O conjunto das medidas de probabilidade em RP™™! tal que p * v = v, serd denotado
como N

Os proéximos resultados vao na direcao de descrever propriedades do Conjunto A, tem um
papel importante na préxima secao.

A primeira caracteristica é que o conjunto N é nao vazio.

Teorema 2.2.1. Seja p uma medida de probabilidade sobre GL(m,R). O conjunto das

medidas de probabilidade sobre RP™ ! tal que % v = v € ndo vazio.

Demonstracio. Considere a medida de probabilidade n = ;1 ® v sobre GL x RP™ ! com
Ve Ml(RPm_l).

Definimos:

n

1 n
_ T*k-
n—l—lkz:% "

Como T**1 é uma medida de probabilidade para todo k € N e o espaco das medidas de
probabilidade é um conjunto convexo, segue que A, ¢ uma medida de probabilidade sobre

GL x RP™ ! para todo n € N.
Seja py a medida de projecao de A, sobre GL(m,R), i.e. se

7w GLx RP™ 1 —GL
(9,7) =g,

pe(A) = e(my (A4)).
Afirmagao: pu, = p para todo k € N.
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Seja A C GL mensuravel. Temos que:

pin(A) =M (Wll(A))

1
T T ()

w)(T* (n @ v)(g,u)

-1(g, u)p(g)v(u)

[/ Xasrpm—1(Gr, Grr—1 - Gru)dp(gr) | plgr-1) - - - u(gr)pu(g)v(u)

Uxm%mm%ﬂm%4»~mmmwwm>

- — 2// /u 1(gi-1) - (g (g)v (w)

= u(A).

De forma analoga, definimos v, como a medida de projecao de \; sobre RP™ 1. Assim,
temos que (v, )nen ¢ uma sequéncia de medidas de probabilidade sobre RP™ !, Entdo
pelo fato que M;(RP™ 1) é sequencialmente compacto (Teorema 1.1.5) temos que existe
(Vny Jnpen € V" tal que v, — V",

Como as medidas marginais convergem fracamente e GL x RP™™! é separavel, segue
pelo Teorema 1.2.15 que \,, — p* " e, por um argumento similar ao usado na prova
do Teorema 1.2.4, temos que 7*\ = ), o qual implica que p * v = v. Assim, N é nao

vazio. O

Agora provaremos que o conjunto N é convexo e compacto.

Teorema 2.2.2. Seja p uma medida de probabilidade sobre GL(m,R). O conjunto das
medidas de probabilidade sobre RP™ ™| tal que pxv = v, é convexo e compacto na topologia

fraca estrela.

Demonstracio. Afirmacao: N é convexo.
Sejam vy, vy € N, t € [0, 1]. Provaremos que tv; + (1 — t)vp, € N.
E claro que tvy + (1 — t)vy € M (RP™ ). Por outro lado, temos que

pk (try + (1 —t)e) =tuxvy + (1 —t)puxvg =ty + (1 —t)vy

Portanto, N é convexo.
Afirmagao: N é compacto.
Como N ¢ subconjunto de um conjunto compacto e como a topologia fraca estrela é de

Hausdorff, é suficiente provar que N é fechado, i.e., se 7 € N, entao v € N.
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E claro que, 7 é de probabilidade, entao é suficiente provar que v é p-estacionéria.

Como 7 € /\/7 existe (I/n)neN C N tal que v, — V. Precisamos provar que

| fwara) = [[ fgd)du(g)an(a).

Pela desigualdade triangular e pelo fato que (v, )nen s@0 p-estacionérias,

‘/fdu—/fd(u*y) <| [ rav ~ [ pave|+|[ rav. - [ ragu«v)
- /fdv—/fdun + /fd(u*un)—/fd(u*v)

=|[rar— [ sava|+|[ ([ sot)dnts) ) dw - w).

Agora, suponha que a funcao
L:RP™! —R
i— [ f(gi)du(g).

seja continua.

Entao como v, — 7, temos que, dado € > 0, existem ng, nge naturais tais que

‘/fdu—/fdyn <

Vfgudu )dv (i /fgudu Jdvn ()| <

; Vn > ng

; Vn > nga.

w\m DO | ™

Tomando nyg = max{ng;, ng2 }, temos que

’/fdu—/fd(,u*y) <e

e, como ¢ ¢ arbitrario, segue que 7 ¢ u-estacionaria.

Agora, provaremos que L é continua. Sejam (iiy,)peny C RP™ ' e & € RP™ ! tal que

lim 4, = 4. Entdo ¢ suficiente provar que lim L(u,) = L(a).

Defina
fn: GL(m,R) —R
g '—>f(g7jn>‘

E claro que nlg& falg) = f(g@) para toda g € GL(m,R) e existe um niimero positivo
M < oo, tal que |f,| < M. Como p tem medida finita, podemos aplicar o Teorema da

Convergéncia Dominada e entao

lim [ f(gia)dn(g) = [ Floi)dn(y)
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Dada a aplicagao
T:GLN x RP™ ! —GLN x RP™!
((9n)nen, 1) == ((gn+1)nen, g1u), (2.24)

quando v € N, temos que " ® v é invariante por 7' (Teorema 1.4.6).

Se temos que o sistema (T, u ® v) é ergbdico, entdo temos, com probabilidade um, que

lim
n—oo n 4+ 1

lgull , — oy
o8| XXy Xy = [[log Wi du(g)dv(g) = a(v) (2.25)

Portanto, podemos formular o seguinte lema.

Lema 2.2.3. Sev € N ¢ tal que o sistema (T, N ® v) é ergddico, entdo para v-quase

toda direcao u, se v € R™ for um vetor na diregdo de u, entdo:

1
—log|| X X1+ Xqv|| — a(v).
n

Agora, provaremos uma caracteristica muito importante quando o sistema (7, [},N ® V)
nao for ergddico, que, de fato, é uma equivaléncia. Este resultado sera relevante para

caracterizar os pontos extremais de N.

Lema 2.2.4. Sejam p e v medidas de probabilidade em GL(m,R) e RP™ !, respectiva-
mente, tais que v seja p-estaciondria. Se (T, " ® v) ndo for ergédico, existe um conjunto

B C RP™ ' mensurdvel tal que gB C B para pu-q.t.p., com 0 < v(B) < 1.

Demonstragio. Como (T, ¥ ® v) ndo é ergédico, existe A € GLN x RP™ ' mensurével
com 0 < N ® v(A) < 1 tal que

N @U(AATTA) =0. (2.26)

Considere A = [[ 4; x B, com cada A; C GL e B C RP™"! mensuraveis. Como os (X,,)
j=1
sao i.i.d., temos que

W@ v(4) = (ﬁ u(AJ-)) v(B). (2.27)

Entao, é suficiente provar que:

(a) gB C B para p-q.t.p.;

(b) u(A;) =1 paratodo j=1,--- k.
Prova de (a).

E claro que

ANTPA D AT HA) D {((gn)nen, u)|g1 € A1, -+ ,gx € Ap, -+, 0 € Be giu g B} = A*.
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Por (2.26) e pelo fato que (X,,),.r ¢ uma sequéncia i.i.d., temos que

Pt @A) = (I [ M(Aj))/ / Xpe(ga)dv(a@)du(g) =0,
i GL JB
o qual acontece se, e somente se,

/GL /B Xpe(gt)dv(a)du(g) = 0,
o que ¢ equivalente a ¢B C B para pu-q.t.p.
De fato, se gB C B para pu-q.t.p., entao / / Xpe(gt)dv(a)du(g) = 0.
Agora para o sentido contrario: por absurdGoL, sﬁponha que existe D C GL mensuravel, tal
que, para todo g € D, gB C B¢, com (D) > 0. Entao

[ tgyiv@yinto) = [ [ Xs(gt)v(@)duty)

= | [ dv(@ydp(y)
— W(D)u(B) > 0,

o que ¢é absurdo. Assim, concluimos (a).

Prova de (b).

E suficiente provar que:

(b)) Ay C Ay C -+- C Ap C Agyq C -+ para pu-q.t.p.;

(b2) p(A1) =1

Prova de (b1). Veja que, para qualquer nimero natural j > 2, temos que

TAN A D {((gn)nen:u)|g2 € A1,93 € Ag, -+, grs1 € Ag, -+ ,qiu € B,g; & Aj} = A

Entéo, por (2.26) e o fato que (X,,)n.r ¢ uma sequéncia i.i.d., temos

o0

pl @A) = ( 11 M(Ak)> v(B)u(Aj-1\ 45) =0,

k=1,k#j—1
o que acontece se, e somente se, A;_; C A; para p-q.t.p.

Para a prova de (by). Por absurdo, suponha que p(Af7) > 0. Veja que
T'ANAD {((gn)new, w)|g2 € A1, 93 € Ao, -+, ge1 € Apy -+ ,qiu € B g1 & A1} = A

Entao, novamente por (2.26) e o fato que (X,,)ner é uma sequéncia i.i.d., temos
@A) = (TLua) | [ [ Xelgiyd(@)du(g) = o,
il A¢ Jrpm—1

o que acontece se, e somente se, / / e (gu)dv(u)du(g) = 0. Mas por (by), temos
¢ Jrpm-
que gB C B para pu-q.t.p., o que implica que B¢ C (¢B)° = ¢gB° para p-q.t.p e entao

/ : Lo s lg)dv(@)du(e) > [, i |, Xae(gi)dv(@)du(g)

=/ |, 1av(@du(g)
= u(A5)v(B) > 0
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o que é absurdo. Portanto (A7) = 0, o que implica que pu(A;) = 1. n

Agora podemos caracterizar os pontos extremais de NV como as medidas v que fazem com

que o sistema (T, u" ® v) seja ergddico.

Teorema 2.2.5. Seja p uma medida de probabilidade fixra em GL(m,R), satisfazendo
(2.23). A medida v € N faz (T, " @ v) ergédico se, e somente se, v é extremal em N .

Demonstracao. Provar a parte “se”, é equivalente a mostrar que, se v nao for extremal
em N, entdo (T, 4" ® v) ndo seré ergédico.

Por absurdo, suponha que (T, " ® v) seja ergédico e v = tvy + (1 — t)v,, onde vy e
Vo estao em N e sdo extremais, com v # vy. E claro que v é absolutamente continua
com relacdo a v. Portanto ' ® v e absolutamente continua com relacio a u' ® v. Seja

A c GLY x RP™ ! mensuravel. Entdo a média temporal

Xy (w) = lim ! 1 zn:XA(w)

n n+ =0

é constante para p" @ v-q.t.p. Como 1, << v, temos que X4 é constante para p" ® v1-q.t.p.

e, pelo teorema de Birkhoff, temos que
W @A) = [ Fad(e" @ m) = 1 @ v(4).

Como A é arbitrario, segue que v; = v e, de forma analoga, temos que v, = v, entao
vy = vy. Absurdo.

Vamos provar a reciproca. Por absurdo, suponha que (7, N e v) ndo seja ergddico. Entao,
pelo Lema 2.2.4, existe B C RP™ ! mensurével com 0 < v(B) < 1 tal que gB C B para
p-q.t.p.. Defina as medidas de probabilidade em RP™ ! como

~v(ANB) .
V1 (A) - V(B) ) (228)
, _ v(AN B°)
Z(A) - I/(BC) ) (229)

para todo A C RP™ ! mensuravel.
E claro que v, e vy entdo bem definidas, pois 1 > v(B) > 0 e, por definigao, sdo medidas
de probabilidade.

Afirmacao: vy e vy sdo u-estacionarias.
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Seja A C RP™ ™! mensuravel, entdo pelo fato que gB C B e v é u-estacionarias,

prn(A): = [ vi(g™ A)dulg)

_ V(lB) /G ) /B X4(gi)dv(@)du(g)

= y(lB) /GL/BXAQB(gﬁ)dV<ﬂ>du(g)
1

Xanp(gt)dv(t)du(g)

GL JRPpm—1

:I/(lB),u*l/(AﬂB)

v(AN B)

Portanto, v, é u-estacionaria. De forma andloga, provamos que vy é p-estacionaria.
Tome ¢t = v(B). Entdo v =ty + (1 — t)vy, isto é, v é soma convexa de medidas em N.
Mas, por hipétese, v no é soma convexa. Absurdo. Entao, concluimos que (T, ¥ ® v) é

ergodica. O]

2.2.2 Filtracao de R™.

Queremos fazer uma filtracdo de R™, o que nos levara a fazer uma particao de R™, na
qual, a cada classe, associaremos um expoente de Lyapunov diferente.

Antes, faremos uma extensao do Teorema 2.1.3 para o caso em que existe uma medida de
convolugao estaciondria v tal que a(v) < S(u). Porém, serdo necessarios alguns resultados
prévios.

Com o seguinte resultado pretendemos restringir o conjunto das medidas v € N' que nos

ajudem no célculo do maximo expoente de Lyapunov.

Lema 2.2.6. Seja pn uma medida de probabilidade sobre GL(m,R), satisfazendo (2.23).
Entao

B(p) = sup{a(v)|v € N, v extremal}.

Demonstracao. Defina:

J: N —R

—>//10g Hllg HH (g)dv(u).
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Lembre-se que: |log||g||| < log*|lg| + log™|lg|| que, junto com (2.23), fazem que J seja
limitado. Por outro lado, como N é sequencialmente compacto, existe v € N tal que
171 =17 (@)

Pelo Teorema de Krein-Milman 1.1.10 v pode ser escrita como soma convexa de medidas
extremais em N, sem perdida de generalidade suponha que se pode escrever como suma

convexa de duas medidas, entao
v =t + (1 —t),,

com t € [0,1] e vy e vy extremais.
Mas, pela linealidade de J, temos que J(v) = tJ(v1) + (1 —t)J(v2). Entao |J(v)| < |J(11)

ou |J(v)| < |J(vs)|. Portanto, a norma é atingida em uma medida extremal. O

Suponhamos que, para toda medida extremal v € N, temos que a(r) = § para um f fixo.
Entao 8 = f(u) e, pelo Teorema ergddico de Birkhoff (2.1.1), para quase todo v € R™,
temos que:

lim ilogHXan_l - Xaul| = B(w). (2.30)

n—oo
Se (2.30) nao for vélido para quase todo v € R™, entao existe uma medida extremal v com
a(v) < B(p). Como v é extremal, o processo (T, " ® v) é ergédico e temos que o Lema

2.2.3 é valido. Portanto, para quase todo v € R™:

1
lim sup — || X, X1+ - Xyv|| = a(v).

n—oo n

Seja L subconjunto de R, denotamos como L o correspondente conjunto de pontos em

RP™ 1 isto é, o conjunto de todas as direcoes representadas em L.

Lema 2.2.7. Seja L o conjunto de vetores v tais que
1
lim sup — log|| X, X1+ - Xqv|| < a(v). (2.31)
n—oo n

Entdao, L é um subespaco de R™.

Demonstragdo. 1) Se uw € L e t € R entdo tu € L.
Se t = 0, trivial.

Para ¢ # 0.

E suficiente notar que, para todo n € N, temos

1 1 1
—log|| X, - - - X1 (tw)|| = — log|| X, - - - Xqu||4+— log]t].
n n n

Tomando o limite quando n — oo temos

1 1
lim —log|| X, --- Xy (tu)|| = lim —log|[ X, - - Xju| < a(v).
n—,oo n,

n—oo n,
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i1) Se uy,us € L, entdo uy + ug € L.

Veja que, para todo n € N, temos que

1 1 1
~log| X+ X (w1 + ua) | < - log| X,y - Xywa | + - log|[ X -+ X (2.32)

) 1
lim sup - log(|. Xy, - - - Xqwa || + | X0 - - Xqugl|)

1 1
= max{lim sup — log|| X, - - - Xjuq ||, limsup — log|| X, - - - X7jus|| }.
n n n n

(2.33)
Novamente, tomando o limite quando n — oo e juntando (2.32) e (2.33) temos
lim 1 log|| X, - - X (w1 + u2) || < a(v).
n—00
0

Note que pelo Lema 2.2.3 temos que a media espacial ¢ igual a medias espacias com

probabilidade um, entao temos que v(L) = 1 e, como «a(v) < 5(u), pelo Teorema 2.1.1,

L é um subespago préprio de R™. Se L, denota o subespago minimal tal que v(L,) = 1,

entdo L, C L. Portanto, L, ¢ subespaco préprio de R™ e (2.31) ¢ valido para todo v € L,,.

Definigao 2.2.8. Seja L C R™ e p uma medida de probabilidade sobre G L(m,R), dizemos
que L é p-quase invariante’ se gL = L para p-q.t.p.

Lema 2.2.9. Sejam v € N extremal e L, o subespagco minimal de R™ tal que v(L,) = 1.

Entao L, € p-quase invariante.

Demonstracio. Como v = % v,
v(L) = (L) = [ (g™ To)du(g) = 1.

Portanto v(¢g 'L,) = 1 para p- q.t.p.. Como L, é minimal, temos que g~ 'L, D L,. Logo

gL, = L, em um conjunto de medida total. O]

Podemos formular de forma imediata:

Teorema 2.2.10. Seja p uma medida de probabilidade sobre GL(m,R) que satisfaca a
condigao (2.23).

Entado, para todo v € R™ com probabilidade um, ou

.1

Aqui preferimos destoar da terminologia no artigo original e usar o termo quase invariante para ficar
mais claro



Capitulo 2. Matrizes Aleatérias 49

ou existe algum subespago proprio L C R™, p-quase invariante tal que, para todo v € L,
1
lim — log|| X, - - - Xqv|| < e (2.35)
non
onde oo < B(p), com probabilidade um.

Se L é um subespaco p-quase invariante, entdo para p-q.t.p. g, temos uma transformacao

glr : L — L. Seja B = {v1,vy--+ ,v;} uma base de L. Estendemos a uma base de R™
B = {v1,v9,+ , U, Vkt1," - * U }. Lembrando a relacdo de mudanga de base temos que
- -1
g=DBgB

onde g = ([gv1]g [gv2]g - - - [9vm]5). Pela quase invaridncia de L se tem
Ui =MoL+ - g,
para todo i =1,2,--- , k. Entdo g tem a forma
g= ( gi1 Y12 ) ’
0 g2

Observe que

O qual implica que os expoentes de Lyapunov ficam invariantes com respeito a mudancga
de base, sem perdida de generalidade escreveremos g = 3.
Podemos associar duas taxas de crescimentos, uma com respeito a direcao dos vetores

contidos em L e outra no complemento de L.
: 1 n 1
Blpr) = lim —logllg; - gu |

. 1 n
Blpmm/n) = lim —log|lgss -+~ g

Observagio 2.2.11. E claro que pelo Lema 2.2.7, f(pp4pr) = max{B(ur ), B(juzr)}, se
L' e L" sao subespacos p-quase invariantes. Segue que, se existe algum subespaco com
B(ur) < B(p), entao existe um unico subespa¢o maximal com uma taxa de crescimento

estritamente menor a ((u). Denotamos este subespago por L.

Vejamos um exemplo de como calcular I,
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Exemplo 2.2.12. Seja p uma medida de probabilidade sobre G L(m, R), tal que o suporte

de p esteja contido, por simplicidade nas matrizes diagonais

gin 0 0
g=|10 g O
0 0 gs3

Sejam ; = /log|gu~|du(g), para i = 1,2,3 com 7 > 79,73. Entao pela lei dos grandes
nimeros temos que

B(p) = max{vi, 72,73} = .

Portanto o méaximo subespaco p-quase invariante que tem associado taxa de crescimento

menor a y; é

0
L, = y | eR|y,zeR

O seguinte Lema nos dé a relagao entre 5(p), B(pr,) € B(prm/L).
Lema 2.2.13. Seja L; um subespaco pi-quase invariante de R™. Entdao

B(p) = max{B(ur), Bprm/L)}

Demonstracdo. Escolhemos uma base de R™ cujos vetores iniciais formam uma base do

espaco L. As matrizes g no suporte de u tem a forma

g= g11 9g12
0 922 ’

com g;; como submatrizes, onde g;; corresponde a restricao de g a L e goo & agao de g
em R™/L. Tomando o produto X, X,,_1--- X; de matrizes com esta forma e identificando

B(p) como a taxa de crescimento do produto aleatério, vemos imediatamente que

Bluz) < B(), Blyuzn /L) < B(1). (2.36)

Agora, suponha que essas duas desigualdades sejam estritas. Considere o produto

A, B, \ (A B
(XQ"X%lman)(X"anle):(o O,;><0 0,’:)

Dado € > 0, existe ngy, ng2, no3 € N tal que temos, com probabilidade um,
1
—& + B(ML) < E IOg”Xan,l s XlH < e+ B(ML), Vn > No1
1
—& + B(prm/L) < - log|| X Xpo1- - Xi|| < e+ B(prm/L), Vn > nez

1
e ) < logl Xa X1+ Xall <2+ B(n), Yz ey
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Tomando ng = maX{n01, g2, n03}, entao para n > ng temos que

||A;z||7 ||A;;|| S 6(1+€)n5(l‘L)7
| B[, | BY|| < ettemst),
1G] < eambtusm),

Tomando a norma infinito temos que

[ XonXon-1 -+ Xilloo < |47 Anllo + |47 By + B, Crlloo + 11CCy oo
< |4 Nloell Anlloe + 1147 Brlloo + 1B, G lloo + [[C1C0 o
< A% oo AT oo + 147 llooll By lloo + 11 Brllocl|Corllo + 1Chllso [ Calloc

Portanto com probabilidade um, para toda n > ng, temos que

| XonXon—1--- X1]| <

Q040)208(in) . ((1+)208(nm 1) | o(+(BE+6(nL)) | ((1+)n(B()+6(zm /1))

(2.37)

Mas, também temos que
2B < || Xy, Xop 1 -+ - X4 | (2.38)

Sem perda de generalidade, suponha que S(prm/r) < S(ur). Entao juntando (2.37) e

(2.38), temos, com probabilidade um, que para toda n > nyg

e(142)20800) < 9 (1+eImB(nr) 4 9o (+eIn(BU)+B(ns))

a qual é equivalente a

1 < 22nl(14)8(ne)~(1-2)8(1)] 4 9enl(1+€)B(e)~(3-2)8(u)], (2.39)

Agora, tomamos um € que faz o expoente da direita da desigualdade (2.39) ser negativo.

De fato, note que tomando
_ B(n) = B(u)
Bp) + Bpe)’
conseguimos que o expoente seja negativo. Entao para n suficientemente grande temos

que:

22nl(1+)8(ur)~(1-)8(w)] |y 9enl(14+)8(ur)~(3-0)8(w)] L
2

O qual contradiz (2.39). Absurdo. Portanto, as duas desigualdades em (2.36) nado podem

ser estritas O

Agora, sabemos que, por construcao, f(ur,) < [(u). Entdao, pelo teorema anterior,
B(ur/r) = B(p). Entretanto o préximo resultado nos diz que, para qualquer v € R/L, a

média espacial é constante e igual a 5(u).
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Lema 2.2.14. Com L, definido como acima (L, pode ser {0}), a medida pigm 1, tem a

propriedade que, com probabilidade um,
1 - - -
hfln o log | Xy X1 -+ Xaz]| = B(n)

Para cada [z] € R™/Ly, com [z] € [0], denotamos por X,, a transformagcdo induzida em
R™/L,.

Demonstracao. Podemos escrever, com um abuso inofensivo de notacao,

Y, Z.
Xn = - ;

na qual Y,, denota a restricao de X,, a L;. Pelo Lema 2.2.13 e como S(ur,) < 5(p), temos
que B(prm/r,) = B(1). Agora, aplicamos o Teorema 2.2.10 a pigm /. Se a afirmacao do
Lema 2.2.14 ndo estivesse certa, R™/L; conteria um subespaco préprio Ly € R™/L; tal

que a taxa de crescimento 3(uz,) < B(prm/r,) = B(p). Podemos escrever

Y, Z, Z"
X,=|0 X, X,
O O y//l

n

onde as matrizes aleatérias de X! tem taxa de crescimento estritamente menor que /().

Mas, também, a taxa de crescimento de Y,, é menor, pois S(ur,) < f(u). O mesmo é

Y, 7.
0 X,

de acordo com o Lema 2.2.13. Mas isto contradiz o fato que L; é subespaco maximal

verdade para

p-quase invariante que tem taxa de crescimento estritamente menor que §(u). Isto prova
o Lema 2.2.14
O

Isto nos leva a formular
Corolario 2.2.15. Para todo v € R™, com v & Ly,
o1
lim — log|| X, X—1 - - - X40]|
non
existe com probabilidade um e € igual a F(u).

Demonstragio. Como v ¢ Ly, temos que [v] € R™\ Ly, com [v] & [0]. Entao o resultado é
consequéncia direta do Lema 2.2.14.

]
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Agora podemos fazer a filtracao de R™.

Teorema 2.2.16. Seja 1 uma medida de probabilidade em GL(m,R) satisfazendo (2.18).

Entao, existe uma sequéncia de subespacos
OcL.CL,_1C---CLyCLiCLy=R"™

e uma sequéncia de valores B(p) = BO(p) > B0 (u) > B () > --- > () tais que, se

v € L; \ Liy1, temos, com probabilidade um,
.1 ;
lim - log|| X, X1 -+ - Xqo|| = B ().

Demonstracao. Pelos Lemas 2.2.13 e 2.2.14 e o Corolario 2.2.15 temos que R™ = Ly D L,
com taxas de crescimento 3(u) = B%(u) > (1) tais que para todo v € Lg \ L; temos que
o1 0
Jim > log| XnXn-1 - Xyvl| = 57(w),
na qual L; é um subespaco p-invariante.
Fazendo a mesma andlise para L; como fizemos para R". Poderiamos encontramos

um subespaco proprio Ls C Ly, que contém todos os subespacos p-invariantes com
Bpr,) < B(ur,) e, para todo v € Ly \ Ly, teremos

1
lim — log[| Xn X1 - Xivl| = Blu,)

Repetimos o mesmo procedimento até que nao existam subespagos préprios com taxa

crescimento menor. Assim, concluimos a prova do teorema. O

O seguinte lema ¢ 1til para a prova de um dos teoremas principais da dissertacdao, o lema
fala sobre a existéncia de medidas extremais em N, a qual tem suporte no complemento
de L;.

Lema 2.2.17. Sejam p uma medida de probabilidade em GL(m,R) e Ly um subespago

préprio de R™ p-quase invariante. Entao existe uma medida v extremal em N, tal que

v(Ly) = 0.

Demonstragio. Pela compacidade sequencial de N e pelo Lema (2.2.6) temos que existe

um v € N extremal tal que

3 = [ 10 ”|f§|”du<g>dv<u>. (2.40)

Como as medidas extremais sao ergddicas, entdao as médias temporais e as médias espaciais

coincidem, com probabilidade um, isto é

lgall

IIg@H du(g)dv(u). (2.41)

1
lim — log|| X, X,,—1 - - - Xq0|| = // log
non
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Para v € L, temos que
1
lim — log|| X, X,—1 - - - Xqv|| < B(w). (2.42)
non
Juntando (2.40), (2.41) e (2.42) concluimos que v(L;) = 0.

]

Agora fazemos uma caracterizacao das médias espaciais das medidas v € N tais que

v(L1) = 0.

Corolario 2.2.18. Se eziste uma medida v € N satisfazendo v(Ly) = 0, entdo:

/ log Mdu(g)dV(U) = B(w).

i

Demonstracio. Como p" @ v é invariante por T, segue de imediato do Teorema 2.2.16 e
do Teorema ergddico de Birkhoff 1.4.2. O]
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3 Perturbacao do Produto de Matrizes Alea-

torias

Neste capitulo estudaremos a estabilidade do maximo expoente de Lyapunov, daremos
uma condicao suficiente na qual o maximo expoente de Lyapunov seja estdvel a pequenas
perturbagoes (Teorema 3.1.4), uma das hipdteses é que o suporte da distribuigdo p tenha
apenas um subespaco p-quase invariante de R™, com um Exemplo 3.1.3 mostramos que

esta hipoteses nao pode ser enfraquecida.

3.1 Estabilidade do Maximo Expoente de Lyapunov.

Definicao 3.1.1. Dizemos que o maximo expoente de Lyapunov ¢ estavel para pequenas

perturbagoes no caso em que:
se i — pentao B(uy) — Bp).

Lembremos que para um subespago L C R™ que seja p-quase invariante, 5(p ) representa
a maxima taxa de crescimento do produto de matrizes aleatérias nas diregoes de vetores

que estejam em L.

Teorema 3.1.2. Suponha que para todo subespago p-quase invariante L # {0} de R™ nds
temos (L) = B(p). Seja {ur} uma sequéncia de medidas de probabilidade em GL(m,R)

satisfazendo
| tog"lgllduto) + [ 10879 dpa(g) — 0 (3.1
lgll>T lg=HI>T

quando T — oo uniformemente em k. Se pp — p, entdo lillcrn Buk) = B(w).

Demonstracao. Pelo Lema 2.2.17, para cada medida jy existe uma medida v, de probabi-

lidade sobre RP™ ! com Wi * Vg = Uy e tal que

B(kuk) // log H”q ”Hde' (9)dvy(u).

Como M;(RP™ 1) é sequencialmente compacto, existe uma subsequéncia (v, ) e 7 €

M (RP™ 1) tal que a subsequéncia converge em probabilidade a . Sem perda de genera-
lidade denotaremos vy, = v.
Afirmacao p*x 0 = .

Seja f € C(RP™ ). Temos que a aplicacio L definida como
L:RP™ —R
u— / f(gu)du(g)
GL
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é continua. Isto foi parte da prova do Teorema 2.2.2.
Por outro lado, como f é continua e tem suporte compacto, existe H tal que o valor
absoluto de f esta limitado por H. Entao, pela desigualdade triangular, pelo fato que

[ ¥ Vp = Vg € pOr v — U e i — i, dado € > 0, existe kg € N tal que, para k& > ko,
((px0—D)f]
< (o 2)(f) = (o v) ()] + G vi) (F) = (o v) ()] + 1) (F) = 2(F)]
] / (f #owdu(@)) dz = m) ()] + Hlu ) (GL) + (= ) (GL)] + |

Como ¢ ¢é arbitrario temos a conclusao da afirmacao.

Por hip6tese temos que () = (i) para cada L C R™ subespacgo p invariante , entao
a filtracdo {L;} correspondente a p tem que ser trivial. Portanto nao existe subespago
proprio p-quase invariante. Assim para toda medida v € N extremal, a(v) = () e como
para qualquer outra medida nao extremal pode ser escrita como suma convexa de medidas

extremais podemos concluir que também vale para qualquer medida v € N. Em particular,
lgal , _
/ / log 12 dilg)dv ) = B

Agora definimos B,, = {g € GL; — < llg|| < T'}. Pelo fato que py * v, — p % ¥ temos que

. ;o H 0e 194y v
B o108 000 = [, [ o8 )it

Por outro lado,

| gull
log ———d d
~/GL /Rmel || || Mk( ) Vk(U)
u
:/ / Hg Hd,uk; )dvy(u +/ / Hg Hdﬂk( Jdvi(u)
n RP"H ST ¢ Jepn 8 ]

S/ / . ||g Hdluk( Ydvg(u) + 10g+Hng#k(g)+/ ) 10g+Hg_1Hduk(g)
S 8 ] lgll>n lg-1[>n

Por (3.1) temos que dado € > 0, existe nyg € N tal que para todo n > ng a soma dos dois

ultimos termos da ultima expressao é menor que ¢, para todo k € N e também quando

i = p. Portanto,

i s oot = o gl

Isto prova que B(ux) — f(u) e completa a prova do teorema.

[]

Este teorema também nos da uma maneira pratica de calcular o maior expoente de

Lyapunov quando nao existe subespago proprio p-quase invariante L C R™.
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Exemplo 3.1.3. Seja a medida de probabilidade p. em GL(M,R) definida como:

pe = (1 =)o + €0y,

A a 0 o J— 0 —1 .
0 b 1 0
Coma>b>1.

Veja que ndo existem J € R*\ {0} e ¢ € R\ {0} tal que XJ = (J. Portanto, ndo existe

subespaco préprio de R? que seja p-quase invariante.

onde

Definamos uma medida de probabilidade em RP?,
1
v =500 + i),

onde

Pode-se provar que v é pu.-estacionaria. Entao pelo teorema 3.1.2 temos que

g
Blpe) = //log 2] du(g)dv(u)

A
=(1—¢) /log HH }ﬂ”du(u) + e/log
a

= ;(1 —€)(log(a) + log(b)).

172
la]

dv(u)

Agora vamos a enunciar e provar o resultado principal da dissertacdao. O exemplo de acima
tem relevancia pois nos mostrara que a hipdteses de que quando o suporte da medida tem
associado mais de um subespaco p-quase invariante de R™ nao necessariamente vamos a

poder garantir estabilidade.

Teorema 3.1.4. Sejam g uma medida de probabilidade em GL(m,R) e G, o menor
subgrupo fechado de GL(m,R) com suporte na medida pu. Se G, tem a propriedade de que

existe no maximo um subespaco nao trivial L C R™ o qual € p-quase invariante, pp — p e

(Hr)wen satisfazem (3.1), entio B(px) — B(p).

Demonstracdo. Seja L o tnico subespaco proprio pu-quase invariante. Decompomos as

g= g11 912
0 g22

com g¢i; como a restricdo de g a L e ggg como a transformagao induzida em R™ /L. Pelo

matrizes g € G, da forma

Teorema 3.1.2, se B(ur) = B(p) entdo temos estabilidade. Por outro lado, se f(ur) <
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B(1), entdo, pelo Lema 2.2.13 temos B(urm /1) = 5(1t). Agora consideremos as matrizes

gT: 91T1 0
9ia G

com a correspondente medida . Existe um tnico subespaco nao trivial u!-quase invari-

transpostas

ante, que sera denotado por LT, onde a restricdo de 'g a este subespaco é ¢227. Agora,
se consideramos [J(u) como a taxa de crescimento das matrizes aleatorias, é claro que

B(p) = B(u") e, pela mesma razdo, S(pgm L) = B(pug+). Como B(urm/r) = B(1), segue
que, para o subespaco nao trivial uT—quase invariante LT,

Bug) = B(u").

Novamente, aplicando o Teorema 3.1.2, concluimos que u” é estéavel. Mas isto é equivalente
a estabilidade de p. Isto prova o teorema.
O

Uma variacao do Teorema 3.1.4 é o seguinte resultado.

Teorema 3.1.5. Sejam p uma medida de probabilidade em GL(m,R) e G, o menor
subgrupo fechado de GL(m,R) com suporte na medida . Seja V- C R™ um subespago
p-quase invariante por G, tal que V' estd contido em qualquer outro subespaco p-quase
invariante. Suponha que B(py) = B(w). Entao sempre que pur — p em probabilidade e
satisfazendo (3.1), temos que B(px) — B(1)-

Um exemplo relevante ¢ quando G, consiste em todas as matrizes da forma

g11 G912 913
g=120 922 Q23
0 0 933

Seja v; = /10g|gii|d,u(g) para i = 1,2,3. Afirmamos que se y; ou 73 é o maior dos trés
numeros, entao teremos estabilidade no sentido dos teoremas precedentes.
Veja que B(u) = max{vy1,y2,7v3}. Suponha, primeiramente que y; é o maior. Existem dois

subespacos p-quase invariantes, sendo estes

L1:

h
no
I
8
. o o R
m
=)
w
ks
<
m
=
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e com [(ur,) e B(ur,) iguais a B(u). Entao as condigoes do Teorema 3.1.2 sdo cumpridas
para p e portanto, temos estabilidade.
Agora, suponha que 3 é o maior. Entao os tinicos subespagos p-quase invariantes de R™

com respeito 4 medida transposta u’ sdo

LT={]0]|eR|zeRy,

z

0
Ly =%|y |€R*|y,2€R

Agora, como (i) = B(u'), segue que 6(;&?) e ﬁ(,ufg) sao iguais a B(p’). Entdo as
condicoes do Teorema 3.1.2 sdo cumpridas para u’ e, portanto, temos estabilidade para
u! o que é equivalente a estabilidade para p.

Uma pergunta interessante é se é possivel encontrar uma medida de probabilidade y em
GL(m,R) com as mesmas condigoes do Teorema 3.1.4, mas com mais de um subespago
quase invariante. Isto é equivalente a perguntar nos se é possivel estender o Teorema 3.1.4,
no sentido de ter dois subespacos proprios p-quase invariantes. A resposta é nao é possivel.
Considere o caso m = 2. Ha trés possibilidades no que diz respeito aos subespacgos quase
invariantes para G,: ou nao ha subespaco nao-trivial, ou ha apenas um, ou existem dois
subespagos invariantes. Nos dois primeiros casos teremos estabilidade de 5(u) pelo Teorema
3.1.4, mas no terceiro caso, nao necessariamente teremos estabilidade de 3(pu).

Por Exemplo, definamos e = (1 — €)da + €d; como no Exemplo 3.1.3 e = d4. Veja que
existem dois subespacos préprios de R? que sdo p-quase invariantes. E claro que pe —
quando € — 0. Lembremos que S(u.) = 5(1 — ¢) log(ab), mas por outro lado temos que
B(p) = log(a), isto é B(u.) - B(p) quando € — 0. Portanto, ndo temos estabilidade para

B(p).
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