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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar os grupos de rotagio com
dez parimetros, dando énfase ao grupo de Fantappié-de Sitter, associado
& equagdo de d’Alembert generalizada, que esta relacionada ao cone de luz
com abertura variavel. O cronotopo associado ao grupo de Fantappié-de Sit-
ter é o chamado cronotopo de Castelnuovo, obtido através da representagio
projetiva do universo de de Sitter.

O grupo de Fantappié-de Sitter aperfeicoa os grupos de Galileu e Poincaré,
ambos com dez parametros, bem como o cone de luz com abertura fixa
associado ao cronotopo de Minkowski.

E importante ressaltar que a equagio de d’Alembert cldssica é sempre do
tipo hiperbdlico, enquanto que a equagao de d’Alembert generalizada é uma
equagio de Tricomi de segunda espécie do tipo misto.



Abstract

The alm of this thesis is to study the rotation groups with ten parame-
ters, principally the Fantappié-de Sitter group, associated to the generalized
d’Alembert wave equation, related to light cone with variable overture. The
associated spacetime with the Fantappié-de Sitter group is the Castelnuovo
spacetime, obtained from the projective representation of the de Sitter uni-
verse.

The Fantappié-de Sitter group generalizes the Galileu and Peoincaré groups,
both with ten parameters, and the light cone with fixed overture associated
with the Minkowskl spacetime,

We note that the classical d’Alembert wave equation is always a hyperbo-
lic equation (hyperbolic type) and the generalized d’Alembert wave equation
is a Tricomi equation of second kind (mixed type).
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Introducao

O primeiro desenvolvimento do conceito de grupo surgiu devido a indme-
ras dificuldades de se resolver uma equagao algébrica e a real importancia do
conceito de grupo para a teoria das equacdes algébricas fol estabelecida por
(Galois em 1830.

O conceito de grupo estendeu-se em duas diregbes: passando-se dos gru-
pos que contém um nimero finito de operacbes (grupos finitos) aos grupos
com operacoes infinitas porém discretas {grupos infinitos) e, por outro lado,
a partir da passagem do discreto ao continuo, estendendo-se a grupos de
operagoes (transformagdes) que dependem de pardmetros que podem variar
de maneira continua. Este segundo modo é devido a obra de Lie. Sophus Lie
estendeu o conceito de grupo a outros dominios da matemadtica. Ao invés
de permutacdes, os elementos do grupo adquiriram um significado mais geral
como transformacdes ou operagoes de simetria.

Neste trabalho vamos estudar os grupos de rotacdes com dez pardmetros
devido a sua ampla aplicacdo em problemas advindos da fisica come por
exemplo a Teoria dos Universos Fisicos proposta por Fantappié em 1952[1].
Tal teoria nos indica de maneira mais geral qual caminho seguir para aper-
feicoar a fisica e adapti-la as novas exigéncias tedricas e experimentais.

Em relagio aos grupos com dez pardmetros temos em fisica classica o
grupo de Galileu, formado pelas rotacGes espaciais [= R(3)], pelos desloca-
mentos inerciais {= V(3)], pelas translacoes espaciais [= T(3)], todos a trés
pardmetros e pela translagio temporal [= Tp(1)] a wn parametre. Depois,
em fisica relativista temos o grupo de Poincaré, da relatividade especial e o
grupo de Fantappié-de Sitter, da relatividade especial projetiva. Na passa-
gem do grupo de Galileu para o grupo de Poincaré emerge uma constante c,
chamada velocidade da luz. Ocorre também a fusdo das rotacdes espaciais e
deslocamentos inerciais nas rotagdes do espago-tempo de Minkowski [= R(6)]
com seis parametros e as translacdes espaciais e a translagdo temporal se
fundem nas translagdes do espaco-tempo [= T(4)] com quatro pardmetros,
descrevendo assim o chamado cronotopo de Minkowski.

Quando passamos ao grupo de Fantappié-de Sitter da relatividade espe-



cial projetiva, as rotagdes e translacdes do cronotopo se fundem nas rotagdes
[= R(10)] (ou roto-translagdes) do espago a cinco dimensdes. Novamente,
emerge uma, outra constante r, chamado o ralo do universo de de Sitter. O
cronotopo associado ao grupo de Fantappié-de Sitter é o chamado cronotopo
de Castelnuovo.

Como uma aplicagao efetiva dos grupos mencionados acima, discutimos
a equagdo de propagacio das ondas ou a também chamada equagdo de
d’Alembert[2]. A equacdo de d’Alembert cldssica esta associada ao crono-
topo de Minkowski relacionado a um cone de luz com abertura fixa, ja a
equagao de d’Alembert generalizada associada ao cronotopo de Castelnuovo,
estd relacionada a um cone de luz com abertura varigvel e no caso limite
r — oo, obtemos o cone de luz da relatividade especial, ou seja, o cone de
luz com abertura fixa.

Este trabalho estd dividido em quatro capitulos. No capitulo 1, dividido
em duas secbes temos: na primelra se¢ido, apresentamos as fungoes de ma-
trizes, sistemas de referéncia e enunciamos ¢ teorema de Cayley-Hamilton,
na segunda secdo, introduzimos o conceito de grupo e as definigoes mais im-
portantes para o nosso trabatho. Finalizando este capitulo, introduzimos o
conceito de grupo de Galileu, grupo de Poincaré e grupo de Fantappié-de
Sitter. No capitulo 2, destacamos o método proposto por Arcidiacono[3]

“a partir de estudos realizados por Fantappié. Explicitamos as matrizes de
transformacées finitas e os invariantes de Casimir. No capitulo 3, associamos
os grupos de Galileu, Poincaré e Fantappié-de Sitter aos seus respectivos cro-
notopos de Newton, Minkowski e Castelnuovo. No capitulo 4, discutimos a
equagao de d’Alembert associada ao grupo de Fantappié-de Sitter bem como
seus casos-limite € mostramos que enquanto a equagdo de d’Alembert classica
é sempre hiperbdlica, a equacio de d’Alembert generalizada é uma equagio
do tipo misto. Finalmente apresentamos nossas conclusées.
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Capitulo 1

Matrizes e teoria de grupos

1.1 Matrizes

Vamos nesta primeira parte apresentar as fun¢des de matrizes, enunciar o
importante teorema de Cayley-Hamilton e comentar sobre como passamos de
um sistema de referéncia a outro. Vale lembrar que consideramos conhecidas
todas as propriedades basicas de matrizes e as possiveis operacdes a elas
relacionadas.

1.1.1 Funcgoes de matriz

Vamos considerar um polindmio de grau » na varidvel z,
flz) =ag + a1t + -+ + anz™

A este polindmio podemos associar uma fungdo de matriz da seguinte ma-
neira:

flAY=aol + @A+ +a, A"

onde [ é a matriz identidade. Quando f(z) = 0 temos a chamada equagao
caracteristica associada a matriz A, de onde segue o teorema de Cayley-
Hamilton:

Uma matriz A satisfaz o sua equagdo
caracteristica, isto ¢, f(A) =0.



Chamamos equacde minima de A, onde A é uma matriz quadrada, a
equagao algébrica de menor grau satisfeita por A. Demonstra-se{4] entao que
se g(A) = 0 é a equagio minima e a matriz A satisfaz a equagao algébrica
f(A) = 0 entdo f(z) é divisivel por g{z). Se uma fun¢io de z pode ser
desenvolvida por uma série, a essa fungao corresponde uma fungdo de matriz
apropriada. Alguns exemplos de fun¢éo de matriz sao:

A AP
exp(A) = [+ A+ S+ 4+
3 4°
sen(A):An—%+?_...

Em alguns casos podemos exprimir algumas poténcias de A em funcéo
de outras poténcias de grau mais baixo. Do teorema de Cayley-Hamilton
temos que f(A) = 0 ou A satisfaz a equagio minima, g{A) = 0. Se g(A) tem
grau k, & < n onde n € o grau do polindmio caracteristico entdo podemos
expressar as poténcias de A cujo gran é maior que k£ em funcio das poténcias
menores que k.

Por exemplo, considere a matriz

1 2
a=(53)
A equagdo caracteristica associada a essa matriz € dada por

det(A-/\I):) 1"?:)‘ 2

2 _
9 ) ‘:)\ —3X—4=9.

Pelo teorema de Cayley-Hamilton a matriz A satisfaz a equagdo
flA)=A"-34-4=0,
ou seja,

A? = JA+4]

A® 3A* +4A = 3(3A+4I) +4A =134 4+ 121
JA®+4A% =51A+ 521

A% = 3AY 4+ 4A% = 2054 + 2047

Il

=
I



Logo, a fun¢ao de matriz f{A) pode ser escrita como uma combinagao li-
near de e A, onde os coeficientes sdo calculados a partir do desenvolvimento
em série de f{z).

Entdo, podemos concluir que as fung¢des podem ter infinitos termos do
desenvolvimento em série mas no caso das fun¢des de matrizes, elas tém
sempre k termos se a matriz A € de ordem n ¢ k é 0 gran da equagio minima.

1.1.2 Sistemas de referéncia

Consideremos um espago euclideano n-dimensional, que vamos denotar
por [, ao qual associamos um referencial cartesiano (sistema ortogonal de
eixos cartesianos) z;, onde 1 = 1,2,... n.

As vezes torna-se necessério ou até mesmo conveniente mudar o sistema
de referéncia. Quando isso acontecer procedemos da seguinte maneira: para
mudarmos o sistema de referéncia, isto ¢, passarmos a um outro sistema
de referéncia cartesiano ortogonal, com a mesma origem, consideramos uma
transformacéo linear ¢ homogénea

!
D PN
k

(x} indica esse novo sistema) que deixa invariante a forina quadrética
2 2 2 2
OP =z +af+ - +z

que nos da a distancia do ponte P a origem 0. Entao devemos ter

Z($:)2 = ZQ’{TQ}'S.’L‘,-J:S
rs

1

e essa expressio iguala-se a Z z? somente se

T
Z Qi Cbfe — ‘57'3
H

onde §,; € o delta de Kronecker, ou seja, tal expressio assume o valor zero se
r#seumser = s

Entdo, vamos introduzir a matriz H = [ei;] cuja transposta é dada por
H' = [og:] € assim, se



HH =] — H ' = H

dizemos que H € uma matriz ortogonal.
Sabemos que detH = detH?, logo

~ det(H) det(H') = (detH)? =1 — detH = £ 1.

Nessas condicdes, o, = Zaﬂciﬂk nos da a mudanca de um sistema de re-
k
feréncia cartesiano ortogonal a um segundo sistema do mesmo tipo.

Finalmente, é importante saber que uma grandeza é um escalar quando
¢ representada por um numero (em uma dada unidade) e o seu valor nio
depende do sistema de referéncia.

1.2 Teoria de grupos

Vamos, inicialmente, definir grupo. Depois, vamos trabalhar com subgru-
pos que, por sua vez, formam grupos de grande importancia, como o grupo
normal, dentre outros. Introduzimos os grupos das transformacdes e as trans-
formagdes infinitesimais de um grupo e por fim, apresentamos os grupos de
Galileu, Poincaré e Fantappié-de Sitter.

1.2.1 Ferramentas bdsicas da teoria de grupos

Entende-se por grupo um conjunto ' com uma estrutura algébrica, cuja
lei de composigdo satisfaz um certo nimero de axiomas. Estes axiomas
sao escolhidos de maneira que casos especiais de permutagio e operagdes
geométricas sobre figuras sejam satisfeitas. Eles sao:

1) O produto de dois elementos quaisquer de G estd em G, ou seja,

a€G,beG@=abeG.

i) Vale a lei associativa: (ab)c = a{bc), com a,b,¢ € G. Isto significa que
o produto de trés elementos quaisquer de (G é determinado de maneira \inica
se a ordem dos elementos € preservada.

ii1) O grupo contém um elemento identidade. Existe um elemento e € G
tal que a e = ¢ ¢ = a, para qualquer a € G. O elemento e é chamado elemento
identidade ou elemento unitario, ou simplesmente, identidade.



iv) O inverso de qualquer elemento do grupo também estd contido no
grups: Va € G,3a' € G tal que aa ' =e=¢ta.

Asgim, um grupo € um conjunto com uma estrutura algébrica cuja lei de
composi¢do satisfaz os axiomas (i), (ii), (iii} e (iv). Note que esses axiomas
nao contém a lel comutativa. Um grupo cuja lei comutativa € satisleita é
chamado grupo abeliano. Aqui, vale salientar que multiplicacdo significa uma
regra de composicao e nac necessariamente a multiplicagdoc no sentido da
operagdo algébrica.

O nimero de elementos de um grupo é chamado ordem do grupo. Um
grupo de ordem finita é chamado grupe finito ¢ caso contririo, dizemos grupe
infinito.

Um grupo finito é totalmente caracterizado por sua tabela de multi-
plicacao. Como exemplos, temos:

Considere o conjunto {1, -1, 1, ~i} cuja lei de composi¢io é dada pela
multiplicagio. Sua tabela é:

1 -1 S

-1t-1 3 1 -

Note que este grupo € abeliano {a tabela é simétrica com relagdo a diagonal
principal).

Como um segundo exemplo considere um grupo de inteiros médulo 4 (mod
4} cuja lel de composicio € a operagdo de adicdo. Os elementossio 0,1,2 ¢ 3.
Neste caso, ¢ elemento zero € a identidade. A tabela de multiplicacdo deste
grupo é:

LI B e D

LI o= O S
[==RR IV I S
[l =TT~ T SR e
b — O QD LD

Observe que este grupo fambém é abeliano. :
Agora, como exemplo de grupos infinitos temos o grupo das possiveis
rotagBes de um circulo em torno do eixo perpendicular ao plano deste mesmo



circulo e que passa pelo seu centro. Este circulo pode ser rotacionado de qual-
quer angulo ¢. Estas rotagles sio as operagSes que formam a lei de com-
posicio do grupo. Outros exemplos de grupos infinitos e sua lei de formagao
si0, respectivamente, o conjunto dos mimercs inteiros Z, com relagio a
adicao, o conjunto dos nimeros racionais J, o conjunto dos mimeros reais
R, o conjunto dos nimeros complexos C, todos estes com relagio a multi-
plicacdo. Nestes trés tiltimos conjuntos devemos excluir o zevo, j& ue ele
nao tem elemento inverso.

Vamos agora definir grupos homomorfos, isomorfos e como caso particular
grupos automorfos. Antes, vamos introduzir algumas defini¢des. Uma funcéo
f: A — B chama-sc injetora quando dados ¥V x,y € A, f(x) = f(y) = x =y,
ou ainda, x # y em A = {(x) # f(y) em B. Uma funcio f: A — B chama-se
sobrejetora quando ¥V y € B existe pelo menos um x € A tal que {(x) = y.
Temos ainda que f: A — B chama-se bijetora (ou correspondéncia biunivoca)
quando € injetora e sobrejetora ao mesmo tempo. '

Uma fungio entre dois grupos que preserva a estrutura de grupo é cha-
mada homomorfisino. Ainda, sejam G ¢ G’ grupes, dizemos que G € homo-
morfo a 7, e escrevemos G ~ (#, quando a todo elemento g € G corresponde
um elemento ¢’ € G’ tal que a operagdo produto é conservada, isto é, o pro-
duto ab=r¢, onde ¢, b € (&, tem por correspondente em G’ o produto a'd = ¢/,
com a', ¥ € G

Se 0 homomorfismo é uma bijecao dizemos que G e G’ sdo isomorfos e
escrevemnos G = (. Portanto, um isomorfismo define nma correspondéncia
um a um entre todos os elementos de um grupo e todos os elementos de um
segundo grupo. Finalmente um isomorfismo entre um grupo e ele mesmo €
chamado eutomorfismo.

Um exemplo de dois grupos isomorfos foi dado quando falamos de grupo
finito. O grupo {1, -1, i, i} é isomorfo a0 grupo {0, 1, 2, 3}. O isomorfismo
é estabelecido pela seguinte relagio

G 01 2 3
L A
G 1 1 -1 4
Esta funcio é um a wm e preserva a multiplicagdo. Por exemplo,
G G’
1+2=3 i{-1)=4
143==0 1i{4)=1



Um tipo muito importante de automorfismo leva o nome de conjugacao,
que deliniremos a seguir. Arbitrariamente escolhemos, do grupo &, um ele-
mento s fixo e consideramos a fungio

flg) =sgs, sc GV g€ G,
Essa funcio e um homomorfisme, pois
flgg') = s7"gg's = (s7"gs)(s g's) = flg)F(g").
Mais ainda,
flg) = fl¢') = s7'gs =s7¢'s eportanto ¢ =g".

Portanto, a conjugacio ¢ um automorlismo para grupos em geral. Se o
grupo é abeliano, entdo a conjugacio é a prépria identidade..

1.2.2 Subgrupos de um grupo

Seja G um grupo e A um grupo coutido em G. Dizemos que I é subgrupo
de 7. Qualquer grupo possui dois subgrupos que sio o elemento identidade
e o préprio grupo. O subgrupo composto pela identidade ¢ por ele mesmo
¢ chamado subgrupe impréprio {ou trivial). Caso contrdrio o subgrupo £
chamado praprio. Por exemplo, no grupo {1, -1, 1, -1} os elementos 1 e -1
formam um subgrupo. No grupo {0, 1, 2, 3}, o subconjunto {0, 2} também
é um subgrupo.

Seja § um subconjunto arbitrdrio de um grupo . Vamos tomar os elc-
mentos a € G tal que a comuta com todos os elementos s € S. A notacdo
para tal conjunto, que chamaremos C(5) é:

C(S)={a€eGlas =sa, Vs € S5}.

Os elementos de C(S) sdo chamados elementos centrais de G e C(S) é um
grupo chamado subgrupo centrel. C(S) é de fato um grupo, pois, e € C(5) ja
que es = se,¥s € G, e é a identidade. Suponhamos que a,d’ € C(S), entdo
precisamos demonstrar que ¢~ ta’ € C(5), isto é, que a™la's = sa™'d/,Vs €
S. Para mostrar isso escrevemos sa = as, entdo s = asa”'. Mas, sa’ =
asa™'a’ = d's, assim, a~la's = sa~'a’ que implica que a7'e € C(5). Este

subgrupo é abeliano e coincide com (G se esse é abeliano.

7



Para a defini¢do de grupos invariantes, vamos introduzir mais alguns con-
ceitos. Seja [ um subgrupo de (G e consideremos para todo « € (7 ¢ subcon-
junto aH formado pelos elementos de ah, com h € H, a & H, ou seja, aH =
{ahlh € Hea ¢ H}. Esse conjunto é chamado classe lateral a esquerda
de H no grupe G. Analogamente, definimos Ha = {ha|h € Hea ¢ H}
como classe lateral ¢ diretta de H no grupoe G. As duas classes aH ¢ Ha em
geral ndo sdo iguais, embora elas nunca sejam disjuntas pois sua intersegio
contém pelo menos o elemento ¢ (pois ae = ea = a). Se aH = Ha entdo
H = a'Ha e temos uma classe bilateral de H em G. O subgrupo H serd
chamade normal ou invariante. Em particular se um grapo ¢ abeliano, todo
subgrupo seu serd normal € 0 mesmo acontece para o subgrupo central de G.

Todo grupo admite como subgrupos normais ele mesmo e a identidade.
Se o grupo admite somente esses dois subgrupos normais ele é chamado grupo
stmples e caso contrdrio, grupo composto (podemos fazer uma analogia aos
nimeros inteiros que podem ser primos ou compostos).

Um exemplo de grupo normal é um grupo abeliano. Se o grupo € abeliano
temos para h € H, 57 hs = hs7ls = h, Vs € G. O centro G(G) de um grupo
(¢ ¢ a cole¢do de elementos de G que comutam com todo elemento do grupo.
J& mostramos que C{G) é um grupo. I bvio que C(@) é abeliano, entio,
C(G) é normal.

Se N é um subgrupo norimal de G, o conjunto das classes bilaterais alV,
com a € G formam um novo grupo dito grupoe fatorial ou quociente de G com
relagio a N, denotado por G/N. G/N ¢ de fato um grupo, pois,

i) aN,bN € G/N = (aNY(bN) = a(bN)N =abN € G
i) (aNbN)}cN = (abN)eN = ab(eN) N = abeN
aN (bN c¢N) = alN (beN) = abeN logo
(aN bN)eN = alN (bN cN) = abeN
1) {aN)N = (aN)(eN) = (ae) N = aN
N{aN)=(eN){aN) = (ea} N = aN
iv) (eN)(aNy=aHaN)N =(a"te)N=N
(aN)(a"'N) = a(a 'N)N = (aa™')N = N.

Vimos que o centro de um grupo é um subgrupo normal de onde podemos
falar do grupo fatorial correspondente. Tal grupo leva o nome de adjunto do
grupo dado.



No caso de um grupo abeliano, seu centro é o préprio grupo e portanto o
adjunto de um grupo abeliano é o prépric grupo.

Um grupo G é chamado produto de dois de seus subgrupos H e K, deno-
tado por G = HK, se cada clemento g € (¢ pode ser escrito como g = Ak,
comheHekckK.

Observe que nem sempre vale que o produto de dois subgrupos H,K
quaisquer de um grupo G resulta num grupo. Com efeito, se hiky, hoky so
clementos de HK entdo hiki(hoky)™ = hykik; hs' que nio é da forma
hk, h ¢ Hk € K. Mas, se o grupo é abelianc, entdo, hikiky'h;! =
hhi'kkyt € HE, ou seja, o produto de dois subgrupos de wm grupo abe-
liano é sempre um subgrupo de G. Assim, para um grupo arbitrario G temos
o seguinte resultado: Se H e K sdo subgrupos de G, entdo o produto H K
também é subgrupo de G, se e somente se, H ¢ K comutam: HEK=KH.
Observe que se H ou K € um subgrupo normal de G entio HK = KH e
portanto H K é subgrupo de G. Se um grupo  contém dois subgrupos nor-
mais H e K, G = HK ealém disso H N K = {e} dizemos que G é o produto
direto de I por K e denotamos G = H @ K.

Podemos ainda, dados dois grupos H e K, construir um novo grupo G que
seja produto direto destes dois grupos. Para isso tomamos como elementos
de G' o par (h, k) com h € H, k € K e definimos o produto de dois pares da
seguinte maneira:

(A, RYR'. K'Y = (RE, KR,

Observe que dados (&, k) e (A', &) temos que (b, k&) € G, pois sendo H um
grupo hh' € H, e pelo mesmo motivo £k’ € K. E fdcil ver que esse produto
¢ associativo. O elemento identidade de G é dado por (e, e’), onde e, e’ sdo
os elementos 1dentidade de H e K, respectivamente. Assim,

(h, B)(e, €') = (he, ke) = (h, k)

(e,€)(h, k) = (eh,e'k) = (h, k)

e, finalmente, como inverso de um elemento de G tomamos (A%, k) onde
h™' e k7! sdo elementos inversos de H e K, respectivamente, portanto

(R, &) H k7Y = (RRTY, k™) = (e,€)
(B DB E) = (B h, k7YE) = (e, €f).



Entdo podemos dizer que o conjunto G dos pares (k, k) com a operagio
definida acima forma um grupo.

Q grupo & contém como subgrupos os grupos H' e K’ formados, respecti-
vamente, pelos pares (h,e') comh € H, ¢! € K e (e,k),comec Heke K.
Esses subgrupos sdo isomorfos aos grupos H ¢ K e o unico par em comum é
o par (e, ).

Podemos dizer que estes dois subgrupos H' e K’ sdo normais em G pois
considerando um elemento qualquer de G, por exemplo, (h, k) e um elemento
qualquer de H', (h,¢€'), temos:

(h, k) (R, YA, k) = (R4 E"ND(h, e)(h, k) =
(2R, ke N(h k) = (e, k)b k) = (eh,k7'k) = (h,¢)

que € elemento de H'. Logo, H' é normal em G. Analogamente, K’ € normal
em G.

Concluimos que partindo de dois grupos quaisquer H, K e procedendo
da maneira indicada construimes o grupo G = H' @ K’ que é produto direto
de H' e K’, j& que eles sdo normais em G e H' N K’ = (e,¢').

Podemos definir o produto direto de dois ou mais grupos, por exemplo,
G=H®H ®...®H, tomando como elemento do grupo G a n-upla
(hy, hay..., hy), onde h; € Hi.

Definamos agora, produto semi-direto. Sejam H e K dois grupos, ¢ seja
aut(H) o grupo de automorfismos de H. Seja ¥ : K — aut(H) wn homo-
morfismo tal que para cada k € K temos V(k) € gut(H) que leva h € H
em U{k)h € H. O produto semi-direto de H por K é o conjunto dos pares
(h, k) € H x K munido da seguinte lei de multiplicagéo

(hj_, kl)(hz? kz) = (hllﬂ(kl)hz, klkg)

Pode-ge verificar imediatatnente que o produto semi-direto de H por K é
um grupo e que a identidade do grupo € (e1,¢2) onde €1 € a identidade
de H e ¢; é a identidade de K. O elemento inverso de (h, k) é (h, k)1 =
(U(k)*h~* k). Denotamos o produto semi-direto de H por K por H X K.

1.2.3 Grupo de transformacoes

Alguns grupos de transformacdes sdo de particular importéncia no es-
tudo da fisica. Vamos estudar alguns deles. Inicialmente, vamos definir o
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grupo das translagdes, denotado por T,,. Dado um espago euclideano real de
dimensio n. E,. referente a um sistema de eixos cartesianos ortogonails, o

k) Ty )
conjunto das translagoes

T(z)) =2, =2; % a;

com ¢ = 1,2,...,n cujos elementos dependem dos n parametros a;, forma um
grupo abeliano se definimos o produto de duas translagdes T, e T} por

Ta. 11& = Ta—l—b = TbTa-

Tal operagio é associativa, existe o elemento identidade, 75 (translagéo
nula) e existe o elemento inverso dado por T, que é a translagdo que traz
os pontos de volta a posicao inicial.

As translagbes feitas ao longo de um eixo sdo subgrupos de 7, {(a um
parametro) e estes subgrupos sdo normais pois 15, e abeliano. Temos ainda
que esses grupos tém em comum sé o elemento identidade e todo elemento de
T, resulta do produto das n transla¢des ao longo dos varios eixos. Portanto,
o grupo das translagdes de F, é o produto direto dos n grupos das translagdes
a0 Jongo dos eixos cartesianos.

Toda translagdo de T, € rotulada pelos n pardmetros {a1,a2,...,a,) €
por isso pode ser representada por um ponto P de um espago euclideano E,,
n~dimensional. Assim, o grupo 7y, pode ser representado geometricamente
por tal espaco. Entdo, podemos dizer que temos um grupo topolégico pois os
elementos do grupo formam um conjunto no qual é definida nma estrutura
algébrica de grupo e, também, uma estrutura topoldgica[5].

Dentre os grupos de transformacio temos ainda, entre outros, o grupo
ortogonal O, o grupe ortogonal especial SO, o grupo linear especial SL,,
e o grupo linear homogénec L,. Vamos, agora, descrever os grupos O, € o
SO,.

Em um espaco euclideano real £, a n dimensdes, tendo como referéncia
um sistema cartesiano ortogonal de origem Q, as transformacdes lineares

Il .
=) oz, bk=1,2,...,n

que deixam invariante a ferma quadrética



tomam o nome de transformagdes ortogonais e formam um grupo chamado
grupo ortogonal, denotado por O,.

Como j& vimos a matriz [a;) = H é ortogonal pois H™* = H*. Temos
ainda que o determinante de H vale & 1, ¢ por isso é ficil mostrar que as
transformacdes acima formam wm grupo, pois, o produto de duas matrizes
ortegonais ¢ uma matriz ortogonal, suas inversas € a matriz identidade sao
ortogonais e vale a propriedade agsoclativa.

Um importante subgrupo do grupo O, € aquele cuja matriz H tem deter-
minante +1. Este subgrupo é chamado grupo oriogonal especial e é denotado
por SO,. Tal grupo corresponde ao grupo das rotagdes, R,, de um espaco
n—dimensional.

Observe que as transformacdes cujas matrizes tém determinante -1 {re-
flexes) ndo formam um grupo, visto que o produto de duas destas trans-
formacdes tem determinante +1,

Podemos encontrar o nimero de pardmetros do grupo ortogonal quando
observamos que os n® pardmetros o;;, estdo relacionados através das relacées

de ortogonalidade
D agor = 6.
5

. . n n C . .
Assim temos as n condigdes Zai =lcas N = ( 9 ) condigoes, isto é,
&

Za;sask =0 com t # k. Os parametros independentes sdo:
5

n2~n~—N=n2—n—n(n—l)=n(n—‘l)=N

2 2

’

e o grupo das rotagoes[6] também terd o mesmo nimero de parametros. E
possivel mostrar que o grupo ortogonal é um grupo topolégico [7]. Note que
para encontrar a variedade que o representa observamos que uma matriz real
quadrada de ordem n pode ser representada por um ponto (a1, @12,.. ., Qpn)
de um espago euclideano n® dimensional. Neste espago, os pontos imagens
das matrizes orfogonais do grupo O, tém as coordenadas satisfazendo

Zaisask =0 e Za?s =1.
E E]

Observe que, Z al, =1 = |ay] < 1, portanto, esses pontos estéo situa-

3
dos dentro de um cubo com centro na origem e semi-lado um e estdo contidos
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na intersecgdo dos n cilindros > af, = 1. Somando-se membro a membro

5
2
Zais =n
i,

que é a equagao da hiperesfera S,» com centro na origem e raio +/n.

Vamos examinar algumas das propriedades dos grupos ortogonais. O
grupo Oy do espago n—dimensional admite como subgrupo o grupo O,_; do
espago a (n — 1) dimensdes. Se entre as matrizes ortogonais O, = [ay]
consideramos aquela do tipo

estas n equagdes temos

Q11 2 o Q- 0
On. = a?l a.gz . O:?,.n_l U = On_l 0
: : : : 0 1

1 0 0 1

temos que O,_y também deve ser ortogonal. Por outro lado, o produto de
duas matrizes deste tipe ainda é uma matriz do mesmeo tipo e o mesmo
acontece com a matriz inversa {que ¢ igual a matriz transposta). Visto que o
conjunto contém a matriz identidade podemos afirmar que O, _; é um grupo.

Entre as reflexbes, as mais simples sdo as simetrias com relagio a um
hiperplano £,.,. Assumimos o eixo dos ; perpendicular ao hiperplano.
Uma simetria é dada por

1] "_. ‘—
Ty =—r z;=z; 1=12,...,n

com determinante -1, a qual deixa invariante os pontos do hiperplano.

Em resumo, valem os seguintes teoremas devidos a Cartan[8]:

O produto de um nimero par de simeirias € ume rotagdo enquanto que o
produto de um niimero {mpar de simetrias € uma reflexdo.

De fato, o determinante da transformacdo sera £1 conforme o nimero de
stmetrias.

Toda rotagdo € produto de um nimero par(< n) de simetrias enquanto
que toda reflexdo € produto de um nidmero {mpar (< n) de simetrias.

Entre as rotagdes existem aquelas que sdo simples, as quais, num oportuno
sistema de referéncia, num espaco n—dimensional deixam fixas as coordenadas
de um ponto, exceto duas {z;, zx} que se transformam da seguinte maneira

& = X;L08p — T Senyp

T = X SENY 4 T CO3p.

P =
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O determinante desta transformacao vale +1 € as outras (n—2) dimensdoes
nao variam.

Toda rotagdo pode ser decomposte em um certo nimero (< nf2) de
rotagdes stmples cujos planos sao perpendiculares dots a dois, enquanto que
toda reflexdo pode ser decomposta em um certo nimero (< (n — 1)/2) de
rotagdes sinples mais uma simetria em relagdo ao hiperplano gue contenha
todos os planos de tais rotagoes stmples.

E interessante observar que as rotacdes do plano (z;, @) em torno de um
eixo formam wm grupo a um parametro (). Tal grupo é wn grupo topoldgico
cuja variedade que o representa ¢ uma circunferéncia de ralo um.

Vamos passar agora a un outro grupo.Considere um espaco euclideano,
E,, real. O Grupo Linecar Especial, SL,, é o grupo formado pelas trans-
formacdes lineares

.’E:‘:Zf}’ikxﬁc (i:k:]ﬂ?’a"-;n)
k

cujas matrizes tém determinante 1. Observe que o produto de duas trans-
formacdes deste tipo resulta numa transformacgio do mesmo tipo (com de-
terminante +1); existe a transformacao identidade, xf = z; e para qualquer
transformacao garantimos a existéncia de uma transformagaoe inversa, pois
o determinante é diferente de zero. Podemos concluir entao que temos um
grupo. Observe que as transformacgdes conservam os volumes dos dominios
transformados pois o jacobiano vale +1. Portanto, o grupo SL, tém n? — 1
parametros e 0s n? coeficientes estdo relacionados pela condicio det oy, = 1.

De modo mais geral, as transformagdes lineares com o determinante da
matriz dos coeficientes diferente de zero ainda formam um grupo. Note que o
produto de duas dessas transformagées mantém fixos a origem ¢ o hiperplano
impréprio[9] e por isso ainda é do mesmo tipo. Neste caso,também existe a
identidade ¢ = z; e novamente como o determinante é diferente de zero
existe a transformagao inversa.

Chamamos o grupo descrito acima de grupo linear homogéneo e o deno-
tamos por GL,. Este grupo tem n? pardmetros € contém como subgrupo o
grupo linear especial, SL,,.

Ambos os grupos GL, e SL, sao grupos topoldgicos. Podemos encon-
trar a variedade que os representa. Observe que as matrizes |a;] podem ser
representadas por pontos de um espago euclideano a n? dimensdes. As matri-
zes com determinante nulo sio representadas pela hipersuperficie de equagio
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loeiz] = 0, ou seja, um cone de (n? — 1) dimensdes com vértice na origem. Se
retirarmos do espago n®-dimensional este cone, o que resta € o grupe linear
homogéneo GL,,.

O grupo SL, é representado no espago a n* dimensdes pela variedade a
(n? - 1) dimensdes cuja equagdo é

det i = 1.

Veja que nos limitamos a grupos em espagos euclideanos reais. Se passarmos
aos espagos euclideanos complexos teremos grupos mais gerais, como por
exemplo o grupo linear geral complexo, L, , o grupo linear especial complexo,
Lsc,, o grupo unitrio U,. Um outro grupo importante é o grupo simplético

Spe. [10].

1.2.4 Transformacoes infinitesimais

O matematico Sophus Lie[11] fol o primeiro a fazer um estudo sistematico
da construgao de grupos de fransformagoes a partir de seus elementos infini-
tesimais, isto é, aqueles elementos que se encontram na imediata vizinhanga
do elemento identidade. Temos entdo que as propriedades destes elementos
infinitesimais caracterizam as propriedades do grupo.

Primeiramente vamos considerar um grupo de transformacdes a um pa-
rametro ¢ que atua num espago n-dimensonal

X = 2:(21, T2y oy Talt)

com:=1,2,...,n.

Se introduzimos o operador infinitesimal X do grupo, mostra-se{12] que as
transformagdes acima podem ser desenvolvidas em série (fungbes analiticas)
da seguinte maneira:

(1X)*

tX
5 ;4o =e "z

zh=z; +tXz; +

Quando t € considerado infinitamente pequeno, podemos desprezar as
poténcias de ordem superior a um e da expressio acima obtemos

$; = ;4 tXx,-

13



que sdo as transformagGes infinitesimais de onde, para t=0 temos a trans-

formacdo identidade z! = ;. Vamos ver alguns exemplos. O operador
infinitesimal do grupo das translagbes na reta é
d
X = 83 = - .
d:r:,:

Substituindo X na expressido anterior temos
*r’l =1 4t
Para o caso das rota¢des no plano, o operador infinitesimal é
X =10y — 200
e, entdo, as transformaces infinitesimais sio
Ty =11 — 1Ty zh = 2+t

No caso de um grupo de transformagdes a r parametros

'ni = Ig(ﬂ?l, R PR x‘nitlat?a T '!t?')

que atua em um espa¢o n-dimensional, devemos introduzir r operadores
infinitesimais X7, X3,..., Ar ¢ com esses operadores construir o operador

X=X+ X+ + A X

onde 03 A; sdo parametros.

Podemos escrever as transformagdes da seguinte maneira
zh = e ¥z,

onde t ¢ um parametro e fazendo os A; variarem de todas as maneiras possiveis
obtemos as oo” transformagtes do grupo com r parametros

t;=At,com t=1,2,...,r

Quando ¢ € infinitamente pequeno obtemos as transformagdes infinitesi-
mais do grupo

2}':- = I; + (t]_X]_ + thg + e + t,X,_)x,;.
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Por exemplo, os operadores infinitesimais do grupo das translagdes F, a n
pardmetros s&o os seguintes:

X, =0
com 1 =1,2,...,n onde as transformacdes infinitesimails sio
z; = & + 1.
Os operadores nfinitesimais do grupo S0, sdo os seguintes:
Xig =2i 0 — 21 0

com g,k = 1,2,....n, e 530 no total n(n — 1)/2 operadores, isto &, quantos
sao 0s parametros do grupo.

Dado um grupo continuo[13] a r parametros é possivel calcular seus ope-
radores infinitesimais e suas transformacoes infinitesimais em torno da iden-
tidade. Reciprocamente, dados r operadores infinitesimais X, ¢ = 1,2,.. ., r,
independentes entre si, podemos perguntar sob que condi¢des temos um
grupo a r parametros. Para tal vamos introduzir os parénteses de Poisson

(X, X, = XX — X, X

os quais satisfazem a identidade de Jacobi

(X, X5), Xe] + 11X, Xil, Xa] + [Xk, Xi), X)) = 0.

Agora podemos enunciar o seguinte teorema:
As condigdes necessarias e suficientes para gue v transformagoes indepen-
dentes entre si possam gerar um grupo a v pardmetros é que se tenha

(X5, Xi] = D cins Xs (*)

onde ¢, sio as chamadas constantes de estrutura do grupo. Tais constantes
devem satisfazer as seguintes relagdes

Ciks F Chis = 1,

Z(cikscsft “+ CrtsCsit ch'scskt) = (.

&
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Note que essas relagoes sao facilmente verificadas através da identidade
de Jacobi e da relagao ().

Entao, é possivel demonstrar[14] que dois grupos com as mesmas cons-
tantes de estrutura sio isomorfos em torno da identidade. B ficil ver que
condigoes devem satisfazer as constantes de estrutura para que um grupo
a r pardmetros admita um subgrupo a r'(< r) pardmectres. Se ordena-
mos as transformagoes infinitesimais do grupo de modo que os primeiros
7/ pardmetros sejam aqueles do subgrupo

XhX?:---:XT':XT'+11-":Xr

ocorre que os X;, para ¢ = 1,2,..., 7" satisfazem a condi¢do (*) para ¢,k,s =
1,2,...,7r, de onde segue que as constantes de estrutura devem satisfazer as
condigoes ¢y, = 0, para ks > v/,

J& vimos que urh grupo ¢ chamado simples se ele ndo admite subgrupos
invariantes além dos triviais. Fntao, aplicando o teorema sobre grupos, que
enunciamos, Cartan deu uma completa classificacdo dos grupos simples e
encontrou as quatro categorias de grupos isolados[5}:

1. Os grupos A, — um modelo de tais grupos é dado pelos grupos de
matrizes unitarias U,y nos espagos a (n+1) dimensdes,

2. Os grupos B, — um modelo destes grupas é dado pelos grupos ortogo-
nals especiais SOq,41 nUm espago de dimensio impar.

3. Os grupos ', — os grupos simpléticos Sy, nos espacos a n dimensdes
nos fornecem um modelo para tais grupos.

4. Os grupos D, - os grupos ortogonais especiais SO, nos espagos de
dimenséio par nos da um modelo de tais grupos

Existem ainda outros cinco grupos slinples possiveis com 14, 52, 78, 133
e 248 parametros. Demonstra-se[5] que os grupos do tipo A, B, e ) sdo
localmente isomorfos e 0 mesmo acontece para os grupos dos tipos B; e O3
enquanto que As é isomorfo a Dj.
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1.2.5 Os grupos de Galileu, Poincaré e Fantappié-de
Sitter

Nesta subsecio faremos uma breve introducio dos grupos com dez para-
metros relacionados & fisica que vamos estudar. Estes grupos sdo os grupos
de (alileu, relacionado & fisica classica, o grupo de Poincaré, relacionado a
relatividade especial e o grupo de Fantappié-de Sitter, relacionado a relati-
vidade especial projetival.

O grupo de Galileu (Fisica Classica)

Na mecanica cldssica vale o chamado principio de relatividade de Galileu
que afirma: Os fenémenos mecanicos acontecemn do mesmo modo em todo o
sistema, inercial.

Assim, podemos afirmar que as leis da mecéanica resultam as mesmas con-
siderando que as experiéncias sejam invariantes por rotactes ¢ translagdes
espaciais, ou seja, as experiéncias podem ser feitas aqui ou em outro lugar,
ainda, elas devem ser invariantes por translagdo temporal, tanto faz realizar-
mos as experiéncias agora ou depois e, inalmente, elas devem ser invariantes
por deslocamentos inerciais (ou arrastamentos), isto &, as leis da mecanica se
mantém as mesmas se realizarmos as experiéncias nos movendo sobre uma
plataforma dotada de movimento retilineo e uniforme.

Para a fisica cldssica o espaco € euclideano a trés dimensdes e o tempo é
infinito. Podemos afirmar que as transformagdes do grupo de Galileu para
as quais as leis da mecéanica classica permanecem invariantes sao formadas
pelas seguintes transformagdes:

(a) rotagdes espaciais (a trés pardmetros)
{b) deslocamentos inerciais com veloci-
dade V, (a trés pardmetros)
(c) translagdes espaciais (a trés parametros)
(d) translagdes temporais (a um parametro)
Ent3o, podemos dizer que o grupo de Galileu € um grupo com dez parametros

visto que toda transformacdo para estar bem caracterizada precisa de dez
nimeros arbitrarios.

1Ver referéncia [15).
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O grupo de Poincaré (Relatividade Restrita)

Vimos que o grupo de Galileu da fisica classica, onde vale o principio da re-
latividade de Galilen tem dez parametros e toda transformacado nele realizada
é produto das transformagbes: rotacdes espaciais (trés pardmetros), desloca-
mentos inerciais (trés parametros), translagées espacials (trés pardmetros) e
translactes temporals (um pardmetro).

Einstein propds o aperfeicoamento da fisica cldssica e a construgio de
uma nova fisica baseada no principio da relatividade de Einstein que diz:

Fm todos os sistemas dotados de movimento retilineo ¢ uniforme, em
relagdo a um sistema inercial:

(a) « velocidade da luz no vicuo € a mesma
(b) todas as leis da natureza sdo as mesmas.

Neste ponto, ocorre algumas mudangas relacionadas as transformacoes.
Nesta passagem a fisica relativista, onde emerge a constante ¢, velocidade da
luz, ocorre a fusdo das rotagdes espaciais e deslocamentos inerciais, ambos a
trés paramctros, muna linica operagio, isto é, nas rotagdes espaco-temporais
a sels parametros

’I:'; = Qp Ly E,Fu = 1,2,3

com determinante +1. FEstas transformagdes, juntamente com as trans-
formagoes de Lorentz, formam o chamado grupo de Lorentz proprio. Quando
adicionamos as reflexdes obtemos o grupo de Lorentz. Ainda nesta passagem
ocorre a fusdo das translacdes espaciais, a trés parametros, e temporal, a um
parametro, nas translagdes espago-temporals, a quatro parametros

f
zy = @ty

com ¢ = 1,2,3,4. O conjunto das transformag¢des de Lorentz proprias e
ortdcronas, isto €, que preservam a diregao temporal, mais as translacdes
espago-temporais formam o grupo de Poincaré, a dez parametros

+
T, = Qe+ oy

que tem a estrurura de produto semi-direto.?

?Na literatura denota-se o grupo de Poincaré por P = )CT+ X T'(4) onde I.',E, ¢ o grupo
de Lorentz préprio e ortderono,
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Concluimos entdo que qualquer transformacio do grupo de Poincaré pode
ser decomposta em uma rotacdo seguida de uma translacio de Fy e tais
operacdes sdo entre elas permutaveis. Tal grupo aperfeigoa o grupo de Galileu
da fisica classica.

Como a velocidade da luz é finita, a medida de espago ¢ de tempo nio
sdo independentes e o modelo de Newton pode ser aperfeigoado pelo modelo
de Minkowski (cronotopo de Minkowski).

O grupo de Fantappié-de Sitter (Relatividade Projetiva)

Vimos que o grupo de Pommcaré aperfeicoa o grupo de Galilen. Sendo
assim, podemos perguntar se existe algum grupo, ainda com dez parametros
que se comporta do mesmo modo em relagdo ao grupo de Poincaré. Este
grupo € o grupo de Fantappié-de Sitter. Vimos que na passagem da fisica
classica para a relatividade restrita emergia uma constante ¢, velocidade da
luz. Aqui isto também acontece. Na passagem da relatividade restrita a
relatividade projetiva emerge uma outra constante, que denotamos por r,
que é o ralo do universo de de Sitter. Ocorre ainda a fusdo das rotacoes e
translacoes espago-temporais nas chamadas roto-translacdes.

O grupo de movimentos em si mesmo do universo de de Sitter € dado pelas
rotacdes do espago pentadimensional com dez pardmetros. Assim, podemos
afirmar que o grupo de Fantappié-de Sitter é 1somorfe ac grupo de rotagdes
no espac¢o pentadimensional.

Quanto ao modelo de universo estudado neste grupo, temos o universo
de Castelnuovo, que aperfei¢oa o modelo de Minkowski.

Entdo obtemos a relatividade especial projetiva que aperfeigoa a relati-
vidade especial de manejra iinica e pode ser cstudada usando as técnicas de
teoria de grupos.

Vimos que o grupo de Galileu pode ser aperfeicoado pelo grupo de Poin-
caré e este pode ser aperfeicoado pelo grupo de Fantappié-de Sitter. Ja
este 1iltimo ndo pode ser aperfeigoado por nenhum outro grupo com dez
parametros, pois o grupo de Fantappié-de Sitter é um grupo simples, isto é,
nao contém subgrupos invariantes(1].

Mais a frente vamos ver que o grupo de Fantappie-de Sitter pode ser
aperfeicoado pelo grupo conforme, mas este com gninze parametros e ndo
mais, dez. Fazendo uma analogia a relatividade associada a cada um des-
ses grupos, observa-se que a relatividade especial projetiva também pode
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ser aperfeicoada, ¢ o que nos permite tal aperfeigoamento é a relatividade
contforme.

Fisica Cléassica Relatividade Restrita Relatividade Projetiva

Grupo de Galilen Grupo de Poincaré Grupo de Fantappié-de Sitter

Cronotopo de Newton | Cronotopo de Minkowski | Cronotopo de Castelnuovo

rotagoes .
. rotagées
espacials
deslocamentos .
. . espago-temporais roto-
1nercials
transiagdes X ~
a translacdes -translagoes
espaciais
translacio .
espago-temporals
temporal

Fig.1l. Resumo dos grupos com dez parametros.
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Capitulo 2

Transformacoes finitas

Neste capitulo, apresentamos um método para encontrar as transforma-
¢Oes finitas de um grupo ortogonal através de uma matriz anti-simétrica.
Tal método mostrar-se-4 inconveniente conforme aumentamos a dimensao
do espago em. que trabalhamos. Sendo assim, introduziremos o método de
Arcidiacono e, através de exemplos, evidenciamos as vantagens de seu uso.

2.1 Grupos ortogonais

Primeiramente, observamos que a matriz que nos da a transformacio
finita é uma matriz infinitésima. A seguir, exemplificamos o cédlculo de tais
matrizes para alguns grupos ortogonais: os grupos de rotagdo de E,.

Sabemos que as matrizes que representam as transformagées de um grupo
ortogonal sdo aquelas tais que

H =H"
Entdo podemos dizer que as transformagdes de um grupo ortogonal po-
dem ser escritas da seguinte maneira:

onde X é a matriz infinitésima, z é o vetor {2y, £2,...,%,) €t é um pardmetro.
Vemos que H é dada por e, ou seja,
5
_ L iX tsX
H=2¢" = Z R

&
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e como H! = H! entdc

X = Xt

Isto significa que X, a matriz infinitésima, deve ser anti-simétrica.

Note que uma matriz anti-simétrica de ordem n tem n(n—1}/2 elementos
distintos, ou seja, a mesma quantidade de pardmetros de um grupo ortogonal
n—dimensional.

Como aplicagdo, vamos verificar quais sac as matrizes que representam
as transformacoes finitas dos grupos de rotacdo de By, Fs, By e Fs.

2.1.1 Grupo de rotacao de E;

Seja X a matriz infinitésima dada por

(5530w

onde r; é um pardmetro. A equagao caracteristica agsociada a esta matriz é
dada por

Dw)=|X —wl|=w?+rI=0. (2.2)
Do teorema de Cayley-Hamilton', temos que D{X) = 0, logo

X4t =0, (2.3)
portanto,
X? = —ri]
X = XX = (D)X= -—riX
X = XX = (X)X = -~ = -t (24
Assim, como
xX* Xx®
exzf—{-X—l—-@—-{——g-—!---- (2.5)

e utilizando (2.4) temos

1Ver capitulo 1.
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e _ (ot L Yy o

SENTY .

X

= cosm I+
] ™

que € a matriz ortogonal do espaco cuclideano a duas dimensées. Note que
det e = 1.

2.1.2 Grupo de rotagao de Ej

Para o grupo de rotacdo de F3, temos frés parametros e vamos indica-los
por ¢ = (r1,72,7r3). Assim a matriz infinitésima é dada por

0 r3s  —Tg
X = ~-rg 0 =
o —T 0

0o 0 0 0 ¢ -1 g 1
= ™ 0 0 1 —]-T'g 0 t] 0 —I—?‘g -1 0
0 -1 0 -1 0 0 0 0

A equagio caracteristica associada a matriz é

W riw =0 (2.8)

onde r? = r2 42472, Novamente, utilizando o teorema de Cayley-Hamilton?

temos que X satisfaz a equagio

X34r2X =0 (2.9)
logo
X3 = —r?X
X'= X*X= (—X)X= —riX?
= —p2X3 = MX (2.10)

X' = XX = (—r2X%)X

2Ver capitulo 1.



de onde

-2 . 1 2 -4
eX:I-I-(l—?—-%-?——---)+(——T—+?—"'”)X2 (2.11)

e =T1+—X+ X2 (2.12)

2.1.3 Grupo de rotagao de

O grupo ortogonal Oy & um grupo com seis parametros e vamos denota-los
por r = (r1,72,73) € vV = (v1,v2,v3). A matriz infinitésima é dada por

0 3 —ry W
X _ —73 0 ™ (2] (2 13)
re —r; 0 w3 | )

—P —tq —Ua 0

A equacido caracteristica associada a este grupo ¢

w4+ by + by =0 (2.14)

onde® by =r* +v?e by = (r- v)?. Procedendo como anteriormente obtemos:

w 4 bow® + b, =10 (2.15)
e, portanto,
X bhX?+0,=0 (2.16)
logo,
Xt = b X% byl
X% = —hX3 b X
XG - (bg - 54)X2 + bzb4I
X7 = (8= b)XP 4 b X (2.17)

X8 = (=034 2b,b4) X 4 (—babl + 01)1

3Denotamos © produto escalar por - e o produto veterial por A.
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¢ assim temos
eX =T+ X +a X2+ ag X

onde a1, @2 € as sao coeficientes.

2.1.4 Grupo de Rotacao de L

(2.18)

No presente caso, os dez pardmetros do grupo sido dados por trées vetores
r = (ry,73,73), v = (v1,02,3) € t = (t1,s,13), todos com trés componentes

e o um escalar. A matriz X é dada por:

0 Ta —r W "—tl

—Ts 0 ™ 9 —t'z

X = 2 - 0 U3 —fg
—v; —vy —vz 0 —i4

1 ) t3 t 0

A equagdo caracteristica associada é:

by
b4

Novamente temos que

W+ b 4 by =0

onde

r? 4 v 41?443
(r-v)24(r-t)?+ (for+t Av)2

)

X340 X2+ 0, X =0

de onde )
Xo = —bhX?-bX
XS — —52X4—~54X2
X7 - (b% — bq)X3 + bgb;;X
X® = (B2 — b)X' 4 bobyX?
XQ —

(B3 + 25204 ) X3 + (—02by + )X

e, analogamente aos casos precedentes, podemos escrever

e* =1+ a1 X + aX? + as X’ + ag X?

onde ay, a9, a3 € a4 550 0s coeficlentes relacionados aos parametros.
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2.2 O método de Arcidiacono

Note que conforme vai aumentando a dimenséo de espago mais dificil
torna-se o calculo das matrizes X™ e dos seus respectivos coeficientes. Sendo
assim, antes de utilizar o método proposto por Arcidiacono[3], vamos salien-
tar alguns pontos. Vimos que as transformacdes do grupo das rotagdes do
espago F, sdo dadas por

x' = e*x (2.25)
onde X ¢ uma matriz infinitésima antissimétrica de ordem n, a qual contém
n{n — 1)/2 elementos distintos. Istes elementos sdo chamados parametros
candnicos orfogonais da transformagio ¢ formam win tensor anti-simétrico
zy, do espago I, sobre o qual o grupo opera. Tals parametros sao chamados
canbnicos porque a transformagio inversa é dada pela matriz —X |, isto é,
basta inverter o sinal da matriz ¢ podemos dizer que cles sdo ortogonais
porque na equagao caracteristica da matriz X = [z},

T
Diw) = |X —wl| =3 b(—w)** =10 (2.26)
s=t]
com by = 1, o coeficiente by é dado pela soma dos menores principais de
segunda ordem da matriz X e como X ¢é antisimétrica temos que

by =25+ Eigt . AT (2.27)
Seja X uma matriz quadrada de ordem n. A funcdo g(X) pode ser escrita
na format
n—1
dX) =gl + @ X + X+ . 4 o X" =3 g X (2.28)
§=0

onde I é a matriz identidade n x n.

Como ja dissemos, este método nao é conveniente para nds. O método
proposto por Arcidiacono sugere que se escreva a matriz g(X) como com-
binacdo das matrizes I’y construidas a partir dos complementos algébricos
da matriz X —wl, ou seja,

n—1

Q(X) = 'hol—‘o + h]_I“[ + hgrz +...+ hﬂ_lrn_l = E h{].—‘{ (229)

i=0

4Ver capftulo 1.
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onde as matrizes I'; sdo malis simples que as poténcias de X e os coeficientes
k; mais simples que os coeficientes ¢;. Agora, vamos construir explicitamente
as matrizes I'; a partir das matrizes X.
Fantappié demonstroufl2] a seguinte férmula que nos permite calcular as
matrizes g(X)
’- 1 Nw
g(X) = ~5r7 I b%g(w)dw (2.30)

onde I'(w} é a transposta da adjunta da matriz X —w/l e D{w) € o polindmio
caracterfstico. A curva C é uma curva fechada, chamada separatriz, da esfera
complexa que deixa no interior todos os ponfos onde os elementos da matriz
(w)
D(w)

Agora, se desenvolvemos a matriz ['(w) em sucessivas poténcias de w,
obtemos

sa0 nao singulares e deixa para fora todos os pontos singulares de g(w).

n-—-1

P(w) = Y (w)**-'T, (2.31)

s=0
onde introduzimos n matrizes I’y cujos clementos sdo polindmios de grau s
(s =0,1,...,n — 1) nos pardmetros candnicos ortogonais s.
A expressdo para g(X) toma a seguinte forma

1 o g(w) n—1
X)= - | (=), = hTy .32
%) = =57 Jol=e) Dlw)™ ~ & (232)
¢ assim,
1 sy 9(W)
]5 B _"_/ i nee 1_““_-d . -
1 273 C‘( o D{w) “ (2.33)

Mas, se a equagio caracteristica da matriz X tem raizes caracteristicas
w;, cada uma com multiplicidade % temos:

1 Cik;
D]~ 3 Gomwe .

ik

Substituindo este valor na expressdo {2.32) e utilizando o teorema dos
residuos, temos .
ik ne—s—
b= 3 S g (23%)

i
i,k

onde o expoente X indica a k-ésima derivacio.
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Para encontrarmos a relacdo entre as matrizes I'; e as matrizes X basta
observar que o produto de uma matriz pela transposta de sua adjunta resulta
na matriz D{w), isto é,

(X — wI)I{w) = D(w)I. (2.36)

Levando-se em conta a equagdo caracteristica e a expressio para [(w)
obtemos

n—1 i1
(X —wD) Y ()" ' = bo{—w)" T + 3 by (—w)* 1L (2.37)
=0 s=0

Igualando os coeficientes das poténcias em {(—w)" *~! obtemos a segninte
rela¢do de recorréncia:

Typy = boyrd — XT, (2.38)

enquanto que igualando os coeficientes de {—w)™ temos
Lo=1 (2.39)

e com estas duas relacdes obtemos qualquer matriz 'y a partir de X.

Quando estudamos os grupos de rotacao, vimos que as matrizes X sao
anti-simétricas® e isto simplifica muito nossos calculos pois os coeficientes b,
de ordem impar da equagio caracteristica sdo nulos, isto &, byeyy = 0.

E facil verificar este fato pois os coeficientes b, sao as somas dos menores
principais de ordem s extraidos da matriz X e o determinante de uma matriz
anti-simétrica de ordem impar ¢ nulo.

Sabendo que

Pop1 = b I — XT, e To=1T (2.40)
e que X é anti-simétrica temos
[y = I
F1 = b]_lT—XFQ == UI_X_I—:—){
Ty = bl—-XIh = bl +X*
Iy = bl—-XT, = -5,X-—X? (2.41)

Py = b d—XT3 = b +5X%2+ X4

I, = 0

5Yer capitulo 1.
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Podemos afirmar que I'y, = 0 pois o teorema de Cayley-Hamilton nos diz
que X satisfaz sua equagéo caracteristica.

J4 vimos como construir as matrizes I's. Vamos agora calcular explicita-
mente tals matrizes para s = 2,3,4 ¢ 5.

2.2.1 Grupo de rotacdo do espacgo a duas dimensoes

Temos que a matriz X ¢é dada por

X = ( _er "5 ) (2.42)

e as raizes da equaco caracteristica sdo 2 = ir; e utilizando a expressio

(2.34) temos

1 g P B (a1 + )z + (a1 — e)iry (2.43)
22+rd z—iry z4in 3% + 1] ' )
Desta equacgao obtemos
€1+ & = 0}
{c; —eg)iry = 1, (2.44)
portanto, '
z -
C] = —Cy = —E. (240)
Sabemos ainda que
() = glir) = e 26)
glwa) = g(—ir) = e™
e, como as raizes da equagdo caracteristica sdo simples obtemos
hy = — Z(—w,—)“*s_lg(wi)c{ (2.47)
i=1
onde n = 2. Assim,
ho = [(imen (5) -6 (57)]
o = |(=iry)e [ — ) — (ir;)e — = CO8Ty,
0 ! 25"1 ! 2’.‘"1 1
(2.48)

. —1 % senry
h — [ T (__ iTy _)] — “ ]
! ¢ 2ry te 2?"1 ™
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Finalmente, sabendo-se que I’ = e ['y = —X temos que

e = cosry I — SR TRy {2.49)

(—X) =cosmlI+

™ 1

que é exatamente a equacdo (2.6).

2.2.2 Grupo de rotacao do espacgo a trés dimensoces
A matriz infinitésima deste grupo é dada por
0 r3 —r
X=§ -rs 0 (2.50)
ro 11 0
cuja equacdo caracteristica associada a tal grupo é
D(w) = —® —r’w = 0. (2.51)
onde r? = r? 47 + r2. As raizes da equagio acima sio
w1 =0 wy=1r wy=—1ir. {2.52)

Tendo estas rafzes, sabemos que g{ey) = ¢g(0) = 1, glun) = €7 ¢ glws) = 7"
agora, para obtermos os i, basta calcular ¢;, 1 = 1,2,3. Novamente, usando
a expressio (2.34) temos

1 1 e
012-;5 CQZC3=5:2") (235)
logo,
1.
ho = §(e""+e T} = cosr,
i . senr
= —(e"—e )} = — 2.54
hy 2?"(6 € ) . ( )
1—-cosr
b= e

Finalmente, vamos obter as matrizes I';. Para tal, lembramos que I'y = 1,
[N =—=X. T, =by+ X2 entio, basta calcular X
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0 r3  —rg 0 g —Ty

X2 = —73 0 1 —r3 0 ™1 =
g - 1] ra -1 0
(2.55)
“*‘?"% - T‘% ™y rira
= TITy —r? -2 Tara
2
™ afa —Ty - ’.‘“%
Logo, como I's = by + X2, com b, = r?, temos
?"2 - ?'g — Tq 12 "3
Ly = r17 I A &1 Tors3 =
rr3 ara r?— ?‘% - ?‘%
(2.56)
2 .
Ty ™mry s
= ity TP Tors
riry Ty T2
Assim, obtemos a expansao de e¥ em fungio das matrizes I, isto &,
SERT 1 —cosr
X = cosrl — {(=X)+ — (T + X =
T e
{(2.57)
senr 1 —cosr
= I+ X+ — X
r

que é exatamente a equagio (2.12).

2.2.3 Grupo de rotagao do espago a quatro dimensoes

A matriz infinitésima associada a este grupo é dada por

0 s —rz N
_ —TI3 0 1 Ug
X = I (2.58)

-t -t —VUz 0
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onde r = (r;,7g,73) € v = (v1, vz, v3) sdo os seis pardmetros canénicos orto-
gonais do grupo. Temos que & equagdo caracteristica associada a esta matriz
¢é dada por

D(w) = w* + b’ + by (2.59)
onde by = (r? + v?) e by = (r-v)? Calculando as rafzes dessa equagao
obtemos

) Lt

—bg+(b§—4b4)fr :

- 1 1

—by — (B2 — 4by)5 | *
o = |-Th (; 1)} — i, (2.60)
w3 = —wy = —ip,
Wy = —lwy = —u.

A partir dos valores de w; podemos escrever

g(wl) - et:p,
gl = c”})
oo 2 5 (2.61)
g(u),;) = €_in.

Agora, substituindo as raizes da equagdo caracterfstica na equacdo (2.33)
onde k& = 0, pols cada autovalor tem multiplicidade um, temos

1 1
TT Tl T (P
g = L (2.62)
T 2up(wf -l 2in(p? —n?)’
¢z = —0,
&y — —Oo.

Agora vamos calcular os h; para s = 0,1,2,3. Utilizando as relacbes

ip —ip
cosh(ip) = E_:;L- = cosp
| i 2o (2.63)
senh(ip) = — = isenp
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¢ a equagdo (2.47) podemos escrever

p*cos p — nlcosy

hg = A
P nein i — psIn P
T A
(2.64)
h, o CoSm—cosp
P A
By = 1 (sinp sing

AN p 7

onde® A = p? — 5%, Passemos ao calculo de 'y, ['y, I's e T'y. Como sabemos,
I'o=Iel} =X, bem como, que b, = r - v, portanto, I'; = X% + b1 de
onde obtemos para 'y a seguinte matriz

?‘12 + ’U% -+ ’Ug TPz — Yty Ty — Uil Pobg — gt
y)
iy — Ut 'r% + v + v% 3Tz — Ualls 71Uz — My

2.65
. . 2 2 2 2.6
™Mrs — Vs otz —VUsuy T3 + U] + Vy TaUy — MUz ( )
rots — T3V TV — T3U] Tty — Mty r% + r% + ?‘%
Podemos escrever I'y de maneira mais simples. Observe que
i 3 k
rAV =| 71 r2 73 | = (rovs—vars)i+(ravy —rivs)i +{riv; —viry )k, (2.66)
U1 Uz U
ou ainda,
~(r Av) = ravy — rous,
—(I" A V)z = Pz T3, (267)
—(I‘ A V)g = Tpiy — M.
Assim,
Vg + T% — ’U% ™M — g rirs — MV —(I‘ A V)l
2 2
TiTa — DUy VO 4T3 -—v% rarg — Vg3 ““(r/\\’)g 568
~ e 2. .2 2 (2.68)
173 vt "als3 tals V< + rs vg — (I‘ A V)3
—(rAv)y =(rAviy —(rAv) r’

SObserve que se fizermos 1 — 0 obtemos os coeficientes hg, by e ha do grupo Fs.
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e para o calculo de T'; temos
Uy =b] — XTIy = —XIy (2.69)

pois, vimos que como X é anfi-simétrica os coeficientes de ordem impar da
equacao caracteristica sao nulos, logo b3 = 0, entdo:

U —Ua (7} -7
B . Us 0 - —T3 .
[3=(r-v) vy v O g (2.70)

L] s '3 0

Finalmente, esses cdlculos nos fornecem a expansic da matriz e¥ em

funcdo dos coeficientes h, € das matrizes I';, com s = 0,1,2,3". Entao temos
€X = ]EDP() + hlfl -+ hgrg + hgrgj : (271)

e quando substituimos os correspondentes valores de A; e I'y, com¢ = 0,1,2,3
obtemos exatamente a equagao (2.18).

2.2.4 Grupo de rotacao do espago a cinco dimensoes

A matriz infinitésima associada a este grupo é dada por

0 T'a -7y —tl
—7r3 0 L] vy —lg

X=1| r —r 0 v —t5|. (2.72)
—v; —uy, —vs 0 —ip

ity tz tp 0
Vamos lembrar que equagdo caracteristica é
w® 4+ byw® 4 byw = 0 (2.73)

onde

(2.74)

by = ri4viyt?gil
bs (r-v)E+{r-t)2+ (tor+tAv)?

7QObserve que se fizermos v — (), nas matrizes I'; e também nos coeficientes by e by
obtemos todos o8 resultados do grupo das rotagdes do espago com trés dimensdes,
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er = (ry,r9,73),v = (v1,v2,03),t = ({1,13,13) € g sGo 0s dez pardmetros do
grupo. Calculando-se as raizes da equagdo {2.70) temos

W = 0.,
W = ?:)01
o = in 2.75)
g = _3‘:01
ws = —,
e usando (2.33) obtemos
o 1
S
1
Cp = — )
20*(p* = 1?)
2.76
1 (.76
C3 = 5
2n*(e® — 7°)
Cq4 = O,
s = (3.
Mais uma vez, utilizando as relagoes (2.46) podemos escrever
picos p — ncosn
he = PSP NCOTT
A
' nSiNy — psinp
1 - A ?
b, o Gosm—cosp
2 T A (2.77)
L 1 (sinp sinn)
3 = = -— 1,
AN » 7
1 (lmcosr; l—cosp)
h.4 = - ) —_ Z .
AN g p
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onde A = p? — p% Finalmente,

temos que:

I‘g = T
P1 = '”X
Pui p2 pis by a1
P12 pPaa pas by a3
Ly = 504+ X2 = P13z P23 Pas by as
bl bg bg Pz“l'tz t-v
@ a3 a3 t-v r2ivy?
onde
pi; = (t2+V2+t§)5£j—Wj—tifj‘”i'-'"j
b = —({tgt+rav)
a = —(fogv4+tAr)
0 —e e - dy
€3 0 -e - da
Fg = 531 - Xl_‘g = _JX—].—"E = —€3 € 0 —C3 dg
€1 Cy C3 0 Y-
—dy —dy —dy —y.r 0
onde
C = -—-Tys+y AL
d = —ryg—vyAv
e = Loy —yot —yyv
com
Yo = —(r-t)
ya = —(r-v)
Yy = lgr4+tAv
e, finalmente
Vi Uiy Wi vy wam
VY2 Y3 YaUs YoYa Yays
Fe = 6I-XTs = | viys wys 02 yows yays
Yol YsWz Yous y§ Yalo
Yath Ya¥2 Ya¥s yalo y}
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onde Yo, y4 € ¥ sdo dados acima. Novamente, aqui neste caso, se fomamos
to = t; = t, = tz = 0 obtemos os resultados do grupe de rotagdo Ry, bem
como a partir desta matriz resultante se consideramos v; = vy = v3 = 0
varmos obler os resultados do grupo de rotacio de Hs.
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Capitulo 3
Aplicagao

Vamos, neste capitulo, associar os grupos estudados a uma de suas aplica-
coes a fisica. Voltamos a enfatizar que os grupos de rotagac a dez pardmetros
apresentados no capitulo 1, isto é, os grupos de Galileu, Poincaré e Fan-
tappié-de Sitter desempenham papel muito importante no estudo da fisica.
Os espacos-tempo, que chamamos cronotopos, asseciados a esses grupos sao
o cronotopo de Newton, o cronotopo de Minkowski e o cronotopo de Castel-
nuovo, respectivamente.

Acreditava-se que o grupo base da fisica que rege nossc universo era o
grupo de Galileu. Com a descobexta da relatividade especial, mostrou-se que
o grupo de Galileu é um caso limite (quando a velocidade da luz tende ao
infinito) de um outro grupoe, o chamado grupo de Poincaré e este passou a
ser o grupo base do universo.

Neste ponto, era natural questionar a existéncia de um outro grupo, mais
geral, que contivesse o grupo de Poincaré, e naturalmente, o grupo de Ga-
lileu, como casos limite. Pensando nisso, Fantappié[l] mostrou que existe
um grupo, chamado grupo final’, também com dez pardmetros, que contém
os outros dois como casos limite. O grupo de Fantappié-de Sitter depende
de um parametro r, ralo do universo, e quando este raio tende ao infinito
obtém-se o grupo de Poincaré.

A cada um destes dois dltimos grupos esta associado um cone de luz. Ao
grupo de Poincaré esté associado o cone de luz com abertura fixa (= ) da
relatividade especial e ao grupo de Fantappié-de Sitter estd associado um

'Heoje, na literatura especializada, é chamado grupo de Fantappié-de Sitter.
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cone de luz com abertura varidvel da relatividade especial projetiva.

3.1 Cronotopo de Newton

Como vimos® para a fisica clissica o espago é euclideano tridimensional e
o tempo é infinito. Se estendemos um espago quadridimensional formado por
infinitos espacos euclideanos tridimensionais que representam o universo num
dado tempo ¢, obtemos o modelo de universo de Newton (ou o cronotopo de
Newton). Os movimentos em s1 mesmo deste cronotopo formam o grupo de
Galileu com dez parametros.

Vimos no capitulo 2 que as transformacées do grupo de Galileu, para que
permaneg¢am invariantes as leis da mecénica classica sdo dadas por:

a) rotagbes espaciais (a trés pardmetros)

9:’;L = Ql Ty t' =1

onde oy, ¢ uma matriz ortogonal com determinante 41.

bh) deslocamentos inerciais com velocidade V,, (a trés parametros)

T, =x,+ Vit t =1
¢) translagdes espaciais (a trés pardmetros)
! !
Ty =Tty b=t
d) translacdes temporais (a um parimetro)
.?:L =Ty =14 g

Na fisica cléssica, vale o teorema da adigdo de velocidades que diz o seguinte:
suponha que vocé tem um corpo C, movimentando-se sobre uma plataforma,
com velocidade v em relagdo a plataforma e essa plataforma movimenta-se
a uma velocidade w em relagio a um referencial R. Entéo, podemos dizer
que o corpo C movimenta-se com velocidade W = v + w em relagao ao

2Ver capitulo 1.
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referencial R. O cronotopo associado a este grupo é o cronotopo de Newton
(Fig.2) com espago e tempo Independentes.

Fig.2. Cronotopo de Newton

3.2 Cronotopo de Minkowski

Assim como podemos aperfeigoar o grupo de Galileu pelo grupo de Poin-
caré, o cronotopo de Newton também pode ser aperfeicoado pelo chamado
cronotopo de Minkowski. Para ver como isto acontece vamos considerar
rotacdes simples mantendo duas coordenadas fixas.

Quando passamos do grupo de Galileu para um grupe mais geral, o grupo
de Poincaré, emerge uma constante ¢ que é a chamada velocidade da luz.
Apesar da velocidade da luz c ser finita, ela se comporta como se fosse infinita
pois se somarmos a ¢ uma velocidade v, obtemos ainda c, isto é devido ao
fato de que a soma de duas velocidades colineares é dada pela férmula[16]

Entao da expressdo anterior, para u = v = ¢ temos, ainda, W = c.
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Sendo a velocidade da luz finita, podemos dizer que a medida de espago
¢ de tempo néo sdo independentes. Assim, podemos aperfeicoar o modelo
de universo de Newton pelo modelo de Minkowski. O espago de Minkowski
é quadridimensional com trés coordenadas espaciais ¢ uma temporal. A
meétrica deste espago € pseudo-euclideana e dada por

ds® = dz® 4 dy® + dz* - 2dt*. (3.1)

Dizemos que essa métrica € psendo-cuchideana pois se introduzimos a seguinte
mudanga se variavel

= =z
Z = X3
wt = x4
obtemos
2 . g2 2 2 g2 .
ds® = dz] + da? + dz3 + dz} (3.3)
que é uma métrica euclideana.
As transformaces que mantém invariante a forma quadrética
2 2, .2 .2 2 .
$* =g+ xy + w3+ T (3.4)

530 as transformacoes do grupo ortogonal® O3 do espago a quatro dimensdes.
Para determinar tais rotagdes explicitamente vamos nos limitar ao caso de
uma rotagio simples que mantém fixas duas coordenadas. Vamos rotacionar
(#1,24) de um angulo ¢. Portanto,

2] = 21008¢ — z48end
1"2 = Tz -
3.5
Ty = z3 (3.5)
Ty = 118end + T,c08¢
Examinando o movimento da origem (z; = 0) temos
Ty = —T48eng (3.6)
Ty =  z4c08¢ '

30nde o trés estd associado a positividade da métrica e o um a negatividade.
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e dividindo membro a membro obtemos
zh = —zitand (3.7)
assim, )& nas variavels iniclals temos
v’ = —ict'(tang) (3.8)

que é a equacio do movimento uniforme com velocidade V dada por

V = (—ic)tang (3.9)
174
Chamando # = — obtemos
c
tand = 1ff (3.10)
de onde podemos escrever
1
COS¢ = ﬁ
' (3.11)
Sen¢ — __.zﬁw_z

vi-p

Substitvindo esses valores nas equacdes (3.5) temos

; L1 — 11rs

T i 7

33!2 = T

v o= o (3.12)
7 Eﬁ.’f]

a4 —

C T ViR

e novamente, nas variavels iniclals temos

o = z+ Vi
1= 32
yo= Y
' = z (3.13)
Ve
t 4 =
tf _ C2
VI-F



que sd0 as transformacdes do chamado grupo de Lorentz, consequéncia da
invarianga de s = ® +y? + 2* — %", Este é o grupo de Lorentz homogéneo.
Este grupo contém as rotacdes usuais e também as transformacées de Lorentz.

Se nas expressdes acima consideramos V' muito pequeno comparado a
velocidade de luz {ou equivalentemente ¢ — o) obtemos

= z4+ Vi

! — 7

o (3.14)
7 =t

que s&o as transformacoes de Galilen. Enfim, o grupo que contém as trans-
lagOes e reflexdes ndo sd espaciais, mas também temporais, além das trans-
formagdes do grupo de Lorentz homogéneo € o chamado grupo de Poincare,
com dez parametros. Entdo, podemos dizer que o grupo de Poincaré {relati-
vidade restrita) aperfeicoa o grupo de Galileu.

Fig.3. Cronotopo de Minkowski e o cone
de luz com abertura fixa
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O cone de luz associado ao cronotopo de Minkowski € dado pela equagéo
st=al 4yt +2 - =0 (3.15)

o qual divide o cronotopo em trés regides. No caso bidimensional, o cronotopo
de Minkowski é representado por um plano (Fig.3).

Observe que quando ¢ — o0 as retas z = £t aproximam-se do ¢ixo z ¢
obtemos o cronotopo de Newton. Mostraremos no final deste capitulo que o
angulo formado entre essas rctas € igual a 3.

3.3 Cronotopo de Castelnuovo

Sabemos que o girupo de Poincaré pode ser aperfeigoado pelo grupo de
Fantappié-de Sitter. Sendo assim, é de se esperar que exista um cronotopo
e um correspondente cone de luz que aperfeigoa o cronotopo de Minkowski e
o cone de luz a ele associado.

Os cronotopos de Newton ¢ de Minkowski sdo ambos quadridimensionais e
seus movimentos em si mesmo sdo ambos caracterizados por dez parametros.
Fantappié[1] demonstrou que eles podem ser aperfeigoados de maneira dnica
por um modelo hiperesférico de universo quadridimensional e raio r. Obte-
mos assim o chamado universo de de Sitter e seus movimentos em si mesmo
sdo dados pelo grupo de rotagdes de R, também a dez parAmetros. Assim
obtemos a relatividade especial projetiva, que estende a relatividade especial
e pode ser estudada usando-se teoria de grupos.

Vimos que quando passamos da fisica classica para a relatividade especial
emerge uma constante ¢, que é a velocidade da luz. Aqui, na passagem da
relatividade especial a relatividade especial projetiva, novamente surge uma
constante r, que é o raio do cronotopo.

Como o universo de de Sitter definido acima € intmagindvel vamos discutir
algumas de suas propriedades. Observe que para um observador O o espago
é visto como um espago chato (curvatura nula) pois O vé a luz que vem de
uma galdxia distante na direcao tangente ao universo no ponto Q. Segue que
na relatividade especial projetiva devemos distinguir entre o universo onde os
eventos fisicos ocorrem, chamado universo absoluto com curvatura constante,
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e os infinitos universos relativos (espago chato) no qual os fenémenos sao
vistos localmente pelo observador(Fig.4).

Universo Absojyto

/

Fig.4. Universo absoluto e universo relativo

Utihzamos, assim, a representacio plana do universo de de Sitter. A
representagao mais simples é a representacdo geodética de Beltrami[l6] na
qual as geodéticas do espago hiperesférico correspondem a retas do espaco
tangente plano do observador O.

Se denotamos por ¢, ¥ = 0,1,2,3,4 as coordenadas do universo de de
Sitter, podemos parametriza-lo da seguinte maneira:

4

S bb =G+ 8+ +8+E =17 (3.16)

v=Q
onde r € o raio do universo de de Sitter. Denominamos a representagio

projetiva do universo de de Sitter de cronotopo de Castelnuovo[16] (Fig.5)
cujas coordenadas* sio dadas por

£, = T% (3.17)

com ¢ =10,1,2,3.

‘Essas coordenadas sio chamadas coordenadas de Beltrami.
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W Absoluto de CayleyKlein

—
7
7 d »
N Ys
x
ha
1
——— universo de de-Sitter
——— universo de Castelnuove
Fig.5. O universo hiperesférico de de Sitter.
Substituindo (3.17) na equagio (3.16) obtemos
,
£1=— (3.18)

A

Ly P . .
onde A* = 1 + I—’?’i Utilizando as equagdes (3.17) e (3.18) obtemos a

r
relagao entre as coordenadas do universo de de Sitter, £,,¢ as do universo de
Castelnuovo, z,,, dadas por

]

= _#- =Y, 1-: )
{u o #=012.3
| (3.19)
b= =
e considerando ¢(¢,) uma fun¢io homogénea de grau N, temos
1 AN
w(éy) = F@(xmr) =\ e(zy,7) (3.20)
Vamos chamar ¢(§,) = ¢ e ¢(z,,r) = pqo. Calculando® 9, e d; e multipli-
SDenotamos 8, = 4 .
£
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cando Jy por 7 obtemos

a — Al—Ni
" Iz, (3.21)
r d '
= A_NE; (N - x“gx:)

Note que g- = A, portanto

4

_ 9 |
T'84 = Al N (N - Q:F!a;:) (322.)
Finalmente, substituindo
© x
O A = 1'4"53 (3.24)
em (3.21) temos os operadores diferencials
0 4, N
o = "oa, T A"
(3.25)

9 _ (N0
854 B r A &a.’ﬂu

Isto nos mostra como ccorre a projecio do universo de de Sitter, pentadimen-
sional, num espage chato, o chamado cronotopo de Castelnuovo, isto é, como
passamos da formulagédo pentadimensional da relatividade projetiva para a
formulagdo quadridimensional em termos das coordenadas espago-temporais.

Fantappié observou que um modelo de espago com curvatura constante
pode ser visto como um espago projetivo quadridimensional {cronotopo de
Castelnuovo) formado pelos pontos de um espaco projetivo externo ao cha-
mado absoluto de Cayley-Klein cuja equacdo é dada por

r2A? = 2% & Yy 42—t 4t =0 (3.26)
Agora, fazendo a seguinte mudanca de varidvel
ry = X
Ty = ¥ -
s =z (3.27)
Tg = act
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obtcmos
3:§+n:§—!—$§—|—$i+?’2 =0 ' (3.28)

onde os z; sdo as coordenadas ndo homogéneas. Introduzindo as coordenadas
£,, A=10,1,2,3,4 da seguinte maneira
&u

3;"“ _ — (3.29)
4

temos qile a equagio que descreve o absoluto é

£.6, =0 (3.30)

Segue que as transformagdes que mudam em st a forma quadratica .6, = 0
sao substitui¢des ortogonais das cinco variaveis £, com determinante um, 1sto
é, o grupo das rotagdes de Rs com dez parametros, estudado no capitulo 2.

Se nos limitamos a duas dimensdes (z,%) o absoluto de Cayley-Klein é
dado pela hipérbole

rPA =2 =4t =0 (3.31)
que intercepta o eixo t nos pontos
r
t—= 4% com {g— — (3.32)
¢

Esses dois pontos, —tg € +ip podem ser interpretados como instantes, ou
singularidades, inicial e final do universo. Temos ainda que as singularidades
inicial e final no cronotopo de Castelnuovo (Fig.6) sfo representadas pelos
dois ramos da hipérbole.

O cone de luz associado ao cronotopo de Castelnuovo é um cone de luz
com abertura vartavel cujo angulo € dado por

§ = arctanm—g.
=+

T2 2

(3.33)

Vamos mostrar como obter # a partir de consideragdes geométricas.® Da

8No apéndice, mostraremos que § pode ser obtido através da equacio de Clairaut.

50



\\ jkx /
& Qlt.) )
+*
.
P{a,b}ve. .
o \ t
I i
o
Rit,,x,)
t=-to t=4t
Fig.6. Cone de luz com abertura variavel
figura acima, considerando v =1l e ¢= 1, sabelnos que
o b+ aA
R iy
(3.34)
- atdA
b = a? — B2
portanto
e -0 a4+ bA
tan(fy) = — = .35
an(th) t—a btad (3.35)
e, analogamente, temos
_ b—aA
2 = e
(3.36)
P bA
Sy >
logo
To—1 — LA
tan(fy) = — 22 = 20 (3.37)
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portanto, sabendo que

san(0) = tan(fy + 0,) =~ T tanbs (3.39)

"1 — tanftand,

temos

24

tan(@) = m

(3.39)

para quaisquer a e b fixos.

Em resumo, mostramos entao que cada um dos grupos com dez parame-
tros estd associado ao seu respectivo cronotopo.

Temos ainda que a cada um desses cronotopos esta associada uma equagéo

do tipo de d’Alembert em diferentes formas. Discutiremos isso no proximo
capitulo.
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Capitulo 4

A equacao de d’Alembert

Neste capitulo, vamos discutir a equagdo de d’Alembert generalizada, ou
seja, a equacao de d’Alembert estendida ao universo de de-Sitter cuja solugao
¢ uma equagdo do tipo misto, e vamos mostrar que a solugdo da equacdo de
d’Alembert cldssica, sempre hiperbdlica, é um caso particular da solugéo a
ser discutida.

Como ja mencionamos, a equagac de d’Alembert estd associada a wm
dado cromotopo. No caso da equacio de d’Alembert classica, o cone de luz
a ela associado é o cone de luz com abertura fixa, da relatividade especiall,
caso particular (r — oo) do cone de luz com abertura varidvel associado a
relatividade especial projetiva.

Ainda, vamos mostrar que escrevendo o operador de Casimir de segunda
ordem, by, em termos dos geradores do grupo de Fantappié-de Sitter em coor-
denadas esféricas, e tomando um conveniente limite, vamos obter o operador
de d’Alembert.

Finalmente, vamos estudar alguns casos particulares da equagdo de d’A-
lembert generalizada.

4.1 Equacao de d’Alembert cldssica

Vamos, por simplicidade, discutir a equagio de d’Alembert classica bi-
dimensional. A equagdo de d’Alembert cldssica, em duas dimensdes, uma

1Ver capitulo 3.
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espacial e outra temporal, é dada por
v 1 0%
dz? ¢ Jt?

onde ¢ ¢ uma constante e u = u(2,t). Introduzindo-se as seguintes mudancas

=0 (4.1)

de varidvels:

wzg% e ctzr’t;?;r {4.2)
obtemos a equagio na sua segunda forma candnica dada por
Fu
=0 4.3
3¢an (4.3)
cuja solugio é dada por
u(é,n) = f(€) +9(n) (4-4)

onde f,g € C? e f e g sdo arbitrarias, e, voltando as variaveis z ¢ ¢t obtemos
a solugio da equacgio {4.1)

u(z,t) = flz —ct)+ glz + ct). (4.5)

A funcéo f(z — ct) representa uma onda que se movimenta no sentido
positivo do eixo @ e g(z + c¢t) representa uma onda que se move no sentido
negativo do mesmo. A solugao geral da equacdo de d'Alembert classica é
uma superposicio dos dois tipos de onda.

4.2 Equacao de d’Alembert generalizada

A fim de desenvolver a relatividade especial projetiva e explicar seu signi-
ficado é necessario especificar a relagao entre sua formulagao nas coordenadas
projetivas homogéneas &,(v = 0,1,2,3,4) e a formulagio quadridimensional
nas coordenadas espago-temporais. Utilizando as equagdes (3.17) ¢ (3.18)
temos que a relacdo entre as coordenadas do universo de de Sitter e as do
universo de Castelnuovo é dada por

6 o= %, p=01,23

(4.6)
& =

[
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Tply

com A =1+

, bem como, para as derivadas

r2
0 1 {N a
— = |- Az,
Oy r (A i 33:;1)
(4.7)
d d N
L = At ——z,
dt, dz, 1 Az
A equacdo de d’Alembert generalizada € dada por
D(}o = 51,8”('.9 =0 . (:18)
2
onde d = A~ 200 sendo A o laplaciano. Agora, vamos escrever a equagao
e

de d’Alembert na sua forma canonica para o caso bidimensional. Conside-
rando uma dimensdo espacial, z, e uma temporal, ¢, a equacao de d’Alembert
generalizada, equagdo (4.8), em coordenadas cartesianas é dada por

LB\ me (| er) o
2} 9z2 ' r? Gzt r2 | O{ct)?

(4.9)

z Ou ¢t Ju ) N(N——l)u__o

N — itz
( D (?'2 dz + r? J(ct) 2

sendo u© = u{2,t) onde N é o grau de homogeneidade da fungio, r € o
raio do universo de de Sitter ¢ A é o absoluto de Cayley-Klein dado pela
equacdo (3.26). Observe que quando r — oo obtemos a cldssica equacio de
d’Alembert, equagao {4.1), que é sempre uma equagao hiperbélica enquanto
que a equagdo (4.9) é uma equacdo de Tricomi de segunda espécie do tipo
misto?. Vamos escrever a equagio diferencial acima na sua forma candnica.
Para isso, considere a seguinte mudanca de variavel

z _ ¢+
;—tan(g)

¢ [E7T e (S0
= Ue,l(g),osl(jz)
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il
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com jacoblano n&o nulo e portanto a transformacio inversa é dada por

= arclanX + arcsen———
J * 1+ X2
(4.11)
T

n = arctanX — arcsen————
1+ X?

onde X = z/r e I" = ct/r. Introdugindo a equacio (4.11) na equagio (4.9)
obtemos|2]

S (E—7\ Pu 1 ; B
oS (m2 9e0 + ZA (N+1)ju=90 (4.12)

que é a forma candnica da equagio de d'Alembert generalizada, cuja solugao,
quando N =0 ou N = —1, ja nas varidveis iniciais, ¢ dada por

u(z,t) = f (ar‘cmnX + arcsen%)
(4.13)

+ g (a?‘ctanX — m'csen———T—u )
14+ X7

Observe que nestes casos, N =0 ou N = —1 a equago {4.12) é reduzida
3 equagdo (4.3) e se tomarmos r — oo em (4.13) obtemos a solugdo cléssica

(4.5).

4.3 Equacao de Tricomi de segunda espécie

Como ja dissemos, a equagéo cldssica de d’Alembert é obtida da equacio
de d’Alembert generalizada quando r — oo e ainda, tal equagio é uma
equacio de Tricomi de segunda espécie[17] como mostraremos a seguir. In-
troduzindo a seguinte mudanca de varidvel

E = X
1 (4.14)
TS rx )
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na equagio (4.9), com N = 0, para simplificar os cdlculos, vamos obter a
seguinte equacao:

&u o

gez H it 2+ A0+ E)

Ju du
0n? et an

5 o = O (4.15)

com u = u(é,n). Agora, vamos reduzir a unidade o coeficiente da derivada
segunda em 7. Assim, tormamos

(14 ¢€%) (n+1)

2 +2) (j—f}) ~1 (4.16)

e obtemos 5 o 3
1 u U
14+ 8 = — o + 21+ ) =
+8) 5 — g X0+ Ol
Note que a equagdo (4.16) estd bem definida pois se tivéssemos 7 = 0 ou
n = —2, teriamos A = 0. Consideremos agora a seguinte transformacéo:

0. (4.17)

(1+ ¢ (-Sg—) = z? (4.18) -

e que apds introduzida na equacdo (4.17) fornece a seguinte equagio

u d*u Ju

dz* Oy dz
com u = u(z,y) que é uma equacio de Tricomi de segunda espécie. Conjec-
tura-se que a equagao de Tricomi de segunda espécie esteja associada a uma
Aerodindmica Luminose em analogia a uma equagdo de Tricomti de primeira

espécie, a qual estd associada a Aerodindmica Transdnica[l8).

4.4 Geradores do grupo de Fantappié-de Sit-
ter
A partir dos geradores do grupo de Fantappié-de Sitter vamos mostrar que

o coeficiente® by, também chamado invariante de Casimir, fornece a equagao
de d’Alembert generalizada.

3Ver capitulo 3
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Os geradores do grupo de Fantappie-de Sitter[19] satisfazem as seguintes
relacGes

_i[Jk)\: J,pw] = 6}:11'])\;1 = 6k;1J)W + 5,\;1'].‘:1/ - SAUJ}\',!.L?

—i[y, g, = 6,\;;1111/_6}\111—[#: (4.20)
=il L] = =g,

1
onde IT, = ~Jy,. Note que quando 7 — oo temos
r

I, — Py, (4.21)

onde p, denota o operador momento-energia no espago chato. Note ainda que
o grupo de Fantappié-de Sitter une o momento linear e o momento angular
no momento angular J4p 10 espago pentadimensional, que é dado por

Jig = —ih (@1% - 53%) = Ly, (4.22)

onde A, B =10,1,2,3,4.
Em termos das coordenadas de Beltrami* temos

L,u.u = TpPv — Loy
. | (4.23)
2
I‘[A = —Lg_\ = A 2t _gx,u--[’/\,u,
r r
onde i, v, A =0,1,2,3.
Introduzindo-se a seguinte notagio obtemos
o D 9
L = ET’T{] = —ih (548_60 - fﬂéa)
. %, d
Lp4 = TTP = "'Eh ({ua—& 54@)
T
(4.24)
. ) %, a
Lo, = iV, = —th (fo(—,)‘—{— - fpa—&]-)
: a d
lew = In = —ih (5#%‘ - 61.'55")
v 3

4Ver capitulo 3.
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e escrevendo o invariante de Casimir de segunda ordem b;, onde
bp=L-L+V - V4T -T+T1 (4.25)

em fungdo de 75,1, V, e Ly, com A, r =1,2,3 obtemos
b= (17~ 212) 1+ 2 (22— cv? 4.26
2= - 20 + 2 —C ) . ( . )

Em coordenadas esféricas (p, 8, ¢), b, na sua forma explicita é dado por

pelfa ) B (0 @
o = “{( 2) N ) Tl e T

dp?
g Py 20 1,
el ) S )

(4.27)
onde t — ict e £L? é o operador
o d 1 &
L= — )
062 H Cowag + sen?d §¢? (4.28)

No limite para r — oo obtemos a cldssica equagio de d’Alembert[2,19]

T 0 2 atz

' 2
lim by = A% (A — iﬁ—-) = K20, (4.29)

Este é o operador dalembertiano, razao pela qual chamamos b, de operador
de d’Alembert generalizado.

4.5 Casos particulares

Nesta segdo, vamos estudar alguns casos particulares onde consideramos
diferentes pontos do cronotopo. Vamos encontrar a equagio de d’Alembert
relacionada a estes pontos € estudar alguns casos de interesse matematico.
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Considere a equacio de d'Alembert bidimensional com N — 0, r =1 e
¢ = 1, para simplificar. Entio a partir da equacio (4.9) temos

J%u 8*u &u
2 5 o 42
Utal)ggtetg s —(1-F)gs +
5 5 (4.30)
[ 14

onde u = u(z,t). Esta equacao esta associada ao cronotopo de Castelnu-
ovo e, ao tomarmos um ponto fixe, por exemplo, (a,b) neste cronctopo, tal
equagio forna-se uma equagao com coeficientes constantes se fizermos a se-
guinte aproximagdo: vamos considerar uma vizinhanga do ponto (e,b) de
ralo €, com € << 1, ¢ amnda vamos tomar € — 0. Entdo obtemos
9 d*u 0%u Ou . Ou

1 +a*)—— + 2ab —(1=8)—+2a—+b—)=0 4.31

(L)) g + 20bg g = (L= V)G + 2agg + 050 (4.31)
com u = u{z,t), que é uma equacdc do tipo telégrafo, a qual nos fornece a
propagacio das ondas com fonte naquele ponto.

4.5.1 Ponto na origem: P(0,0)

Note que temos a = 0 e b = 0. Substituindo esses valores na cquacao
(4.31) obtemos
&%u §u
9z
onde u = u{z,t). Vemos que tal equacdo é hiperbdlica. Usando o método
das caracteristicas[20] obtemos

=0 (4.32)

dt—dz=0 e dt+dr=0 (4.33)
¢, portanto,
£ = a4t
p o= st (4.34)
Substituindo a equagao (4.34) na equagio (4.32) obtemos®
d*u -
5ion 0. (4.33)

SObserve que esta equagao é a equagio de d’Alembert ¢ldssica, equacio 4.1.
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t="n t=+t°

Fig.7. Ponto na origem

4.5.2 Deslocamento sobre o eixo &1 P(0,b)

Se o ponto esta sobre o eixo t temos que z = 0. Vamos tomar um ponto
fixo sobre este eixo. Considere o ponto (0,5). Entdo temos

0 o U Ju
g~ e TP =0

onde u = u(z,t). Veja que esta equacio € hiperbdlica se b € (—1,1), pa-
rabdlica se b = =+1 e eliptica se & € [—1,1]. Novamente pelo método das

caracteristicas temos
£ = t—+1-—10b%,

(4.36)

(4.37)
n o= t4+ /1 - ba.
Substituindo ¢ e 7 na equagdo (4.36) obtemos
Ju b Ju  Ou
o= a— . {4.38
sein = 2w (7 o) A
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At . / 0 (+ta)

1=-1s t=+lo

Fig.8. Deslocamento sobre o eixo ¢

4.5.3 Deslocamento sobre o eixo 2: P(a,0)

Se o ponto est4 sobre o eixo z temos que £ = 0. Assim, vamos tomar um
ponto fixo, (a, ), sobre este eixo. Entdo a equagio de d’Alembert é dada por
O Pu du
1+ a— ——+2a— =10 4.39
( )6x2 ot* Oz (4:39)
com u = u(x,1).
Utilizando o método das caracteristicas temos

1
= 1 x,
¢ +\/1+a2
(4.40)
1
n = t- z.
1+a?
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Substituindo (4.40) em (4.39) obtemos

Gu a Ju  Ju
B0y ~ 15 ) ("’a? ¥ %) ’ 441)

onde u = u(€,n).

Alte) 0{st)

L

t=-ts 1=t

Fig.9. Deslocamento sobre o eixo z

4.5.4 Deslocamento sobre o cone de luz: P{a,+a)

Considere um ponto sobre o cone de luz (sobre as assintotas do absoluto
de Cayley-Klein) temos que = = £t. Os possiveis pontos a serem analisados
aqui sdo (a,a),{a,—a},(—a,a) e (—a,—a). Note que tendo discutido o caso
(@, +a), para obtermos o outro caso basta fazermos ¢ — —a. Vamos estudar
somente o caso {a,%a).

A equagio de d’Alembert é dada por

J*u J%u d*u Ou du

ne > 2 . A Dl i - -
(l—l—a)axg:lzga. 520 (1 a)8t2+2aa$:¥:2aat 0 (4.42)

com u = u(z,t). Esta equagio é hiperbdlica. Novamente utilizando o método
das caracteristicas obtemos
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e quadrantes impares: (a,a)

~ 1—a?
T ira” (4.43)
n = t+ x
cuja equacio, apds substituir (4.43) em (4.42), é dada por
9y Ju
=0 4.44
oty ‘a8 (4.44)
com u = u(€, n).
o quadrantes pares: (@, —a}
a®—1
¢ = t- g ° (4.45)
n = t—=x
cija equagdo, apés introduzir (4.46) em (4.42}, ¢ dada por
' 8% du
o —ass =10 4.46
o "o (4.46)
onde u = u(€,n).
Ay

Al-te) 02 (+1e)

{=-1o T t=tbs .

Fig.10. Deslocamento sobre o cone de luz
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4.5.5 Ponto fixo qualquer: P(a,b)

Vamos agora analisar o caso mais geral, ou seja, vamos tomar um ponto
fixo (a,b) (Fig.11) qualquer e utilizando o método de Riemann{21] vamos
exibir a sua solucao. Para obter a solugao nos casos anteriores basta tomar
os valores para a e ou b. A equacac de d’Alembert generalizada com uma
dimensao temporal e uma espacial para um ponto fixo qualquer (a, #) é dada
por

d* 0%y J%u du Ju

o T8 o pmZ 2 Pt .
(H“)af?”“bazaf (1 I;»)@fz+2Lcaaf+.baE 0 (4.47)

com u = u(Z, ). Admitamos as seguintes condigdes iniciais,
u(?ﬁ,U) = f(ih)
u(7,0) = g(T)

onde f(Z) e g(Z)} séo fungdes bem comportadas, isto é, temos um problema
de Cauchy.

(4.48)

Agora, introduzindo na equagdo {4.47), a seguinte mudanca de varidvel

z = $+82—|-C1t7
Cy —
(4.49)
- 2t
t = ,
Cy — €n
ab+ A ab— A

onde ¢; = e A? = 1 + a® — #? ¢ cuja transformacio

227 1
inversa® é dada por

(4.50)
i = I,

9Note que o jacobiano é diferente de zero.
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Fig.11. Ponto fixo qualquer
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com u = u{z,t). As condi¢des iniciais sdo transformadas nas seguintes ex-

pressoes
u(e,0) = f(z)
w(e0) = 10 lote) - 1 p(e) "
= — z
an R A g
onde ' denota derivada em relagio a z.
Introduzindo-se uma mudanca de variavel dependente do tipo
B(z,t) = uz, t)e "t (4.53)

onde A = a/A% e 4 = —b/A na equagio (4.51) obtemos a seguinte equacio

e 9*®
a2 g T a?® =0, (4.54)
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2 b?
onde ® = O(a,t) e a® = — (% -~ ?)

As condicdes iniciais assumem, agora, os seguintes valores

B(z,0) = f(z)e** = Ala),

. 2 ; (4.55)
2a0) = do¥ o) - 100 = o)
onde a funcao U(z) é dada por
18 ab
T(a)= " ge) - D). (4.56)

Definamos agora a fungio de Riemann v{x,4; £, 7). A fungdo v deve satisfazer

(Fig.12)

Ugg——?.},m+a’gv = {
p = 1 em MP (4.57)
v = 1 em MQ.
4
&
M(x,t)
P(x-t,0 Gt o) %

Fig.12. O método das caracteristicas

Agora, vamos tomar v = v{s) onde 5 = \/(:t: - &) — (t —n)? e substi-
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tuindo em (4.51) obtemos

v ldv
FE] + S5 + o’y = (4.58)
cuja solugdo regular na origem ¢ dada pela fungio de Bessel de ordem zero
v = Jo(as). (4.59)
Logo, escrevendo v em termos de z,t,£ e i cbtemos
vz, b€,m) = Jg [a\/ T — (t—mn)? ] . (4.60)
A solugdo da equagdo (4.54) é dada por
1 1 @
B(M) = 5[B(P)+ ¥(Q) + 5 | (vD, — Dv,)de. (4.61)
Calculando a integral no segmento P}, onde n = 0 temos
? ot =+t atJ(afd
[0, —vude = [ nea(eas - [T fiae ge)
onde § = 1/(z — £)* — t*. Assim, utilizando as condigdes iniciais (4.55) ob-

temos

B(z,8) = %[f1(33—f)+f1($+t)} +
(4.63)

b aena+ 2 [ D p e

Enfim, considerando a equagao (4.53) e as condlgoes (4.50), a solugdo
pode ser escrita como

w(E) = S iE 1)+ ) -

el [ + {%f(s) - @(s)] Jo(en/ (@ — )2 ~ T)elelE M g

o _ =3
4+ & / AT ) o gy
2 F-f \/(5—5)2 P JA

(4.64)
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Esta é a solucao da equacdo de d’Alembert generalizada, no caso bidi-
mensional; para um ponto qualquer dado no plano Ti. Observe que podemos
obter todas as outras solugdes a partir desta, pois este € o case mais geral.

Note que se tomamos ¢ = b = 0, isto é, o ponto na origem, o = 0 entdo
a equagao (4.47) toma a seguinte forma

Pu Pu
cuja solugdo € dada por
Ly . X - 1 fF+e ,
u(@ @) =[fZ -0+ f@+ Dl + W(§)de (4.66)

5 E—1

que sao, respectivamente, a classica equacao de d’Alembert e sua solugéo.
Procedendo da mesma maneira obtemos as sclugdes para todos os outros
casos particulares acima discutidos|[22].
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Conclusao

Neste trabalho, discutiu-se os grupos de (Galileu, Poincaré e Fantappié-de
Sitter, os quais estio associados, respectivamente, aos cronotopos de Newton,
de Minkowski e de Castelnuovoe bemn como algumas aplicacoes.

No capitulo um, estudou-se funcoes de matrizes e o teorema de Cayley-
Hamilton a fim de discutirmos no capitulo seguinte, as matrizes associadas
a uma transformagdo finita. Efetuou-se, também, wm apanhado geral de
definicoes envolvendo teoria de grupos dando maior énfase aos grupos orto-
gonais. Vimos ainda que o grupo de Galileu (fisica cldssica) é isomorfo a
um espago euclideano tridimensional e que o tempo é infinito, ja o grupo de
Poincaré (relatividade restrita) é isomorfo a um espago euclideano quadri-
dimensional. Na passagem do grupo de Galileu para o grupo de Poincaré
emergia uma constante ¢, velocidade da luz. Quando fizemos ¢ tendendo ao
infinito, obtivemos o grupo de Galileu, notando assim que o grupo de Galileu
é um caso particular do grupo de Poincaré. Lstudamos ainda um terceiro
grupo, o grupo de Fantappié-de Sitter (relatividade especial projetiva)} iso-
morfo a um espago pentadimensional. Na passagem do grupo de Poincaré
para. o grupo de Fantappié-de Sitter emergia uma outra constante r, que
chamamos ralo do universo de de Sitter. Novamente, fizemos r tender ao
infinito e obtivemnos o grupo de Poincare.

Verificamos que todos estes grupos séo grupos com dez pardmetros. Ob-
servamos que o grupo de Fantappié-de Sitter ndo pode ser aperfeigoado por
um cutro grupo, ainda com dez paradmetros, pois este grupo é um grupo
simples e, portanto, ndo contém subgrupos invariantes.

No capitulo dois, discutiu-se as transformagées finitas aplicadas aos gru-
pos ortogonais, especificamente, com duas, trés, quatro e cinco dimensdes.
Observamos que conforme a dimensdo do espago aumentava, mais dificil se
tornava para se encontrar as matrizes que nos davam a transformacgao. Sendo
assim, introduzimos o método proposto por Arcidiacono e aplicamos este
método para as mesmas matrizes, de maneira a explicitar cada uma delas.
Verificamos ainda a existencia do invariante by, chamado operador de Casi-
mir. Para finahzar este segundo capitulo, observamos que todas as matrizes
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associadas a espagos de dimensdo inferior a cinco, poderiam ser obtidas da
matriz de maior ordem {associada ao espago de malor dimenséo) a partir de
um conveniente limite.

No capitulo trés, sabendo que fodo grupo estaria associado a seu res-
pectivo modelo de universo, apresentamos tais modelos. Primeiramente, es-
tudamos o cronotopo de Newton, associado ao grupo de Galileu. Como ja
mencionamos, emerge na passagem para o grupo de Poincaré a constante
¢, velocidade da luz, que é finita. Sendo assim, dizemos que as medidas de
espaco e tempo ndo sido mais independentes e entdo verificamos que o mo-
delo de Newton poderia ser aperleigoado pelo modelo de Minkowski. Este
modelo, que chamamos de cronotopo de Minkowski é representado por um
plano. Constatamos que este cronotopo esta associado ao cone de luz com
abertura fixa.

Vimos também que o grupo de Fantappié-de Sitter aperfeicoa os grupos
de Galileu ¢ Poincaré. Entdo, verificamos que também existe um cronotopo
assoclado ao grupo de Fantappié-de Sitter que aperfei¢oa os dois cronotopos
estudados anteriormente. Este cronotopo é um modelo hiperesférico quadri-
dimenstonal do universo com raio r, chamado universo de de Sitter. Devido
a dificuldade de visualizar tal universo utilizamos sua representacio proje-
tiva plana, obtendo assim o cronotopo de Castelnuovo. Vimos que o cone
de luz associado a este cronotopo é um cone de luz com aberfura variavel e
cuja abertura, calculamos geometricamente e também através da equagao de
Clairaut.

No capitulo quatro, estudamos a equagao de d’Alembert. Vimos que a
equacio de d’Alembert estd associada ao cone de luz com ahertura fixa, caso
particular para um conveniente limite do cone de luz com abertura varidvel,
cuja equagao de onda assoclada é a equagio de d’Alembert generalizada.

Estudando a equagéao de d’Alembert generalizada verificamos gue para
um conveniente himite, ou seja, para o observador se aproximando da ori-
gem do cronotopo, obtemos a classica equacdo de d’Alembert e 0 mesmo
ocorre com as respectivas solugbes. Outro fato importante observado foi
que a classica equacgdo de d’Alembert é sempre hiperhdlica enquanto que a
equagao generalizada é uma equagdo de Tricomi de segunda espécie do tipo
misto. Depois verificamos que o invariante obtido no capitulo dois, chamado
operador de Casimir de segunda ordem’, quando escrito em coordenadas

70 outro operador de Casimir é discutido em {19].
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esféricas resulta numa expressdo que quando aplicado o limite de r tendendo
ao infinito resulta no operader dalembertiano.

Enfim, analisamos casos parficulares para um ponto movendo-se sobre
o cone de luz e resolvermnos a equagdo de d’Alembert para um ponto fixo
qualquer. A solugio encontrada é o caso mais geral das outras solugdes.

Uma continuagdo natural deste trabalho € o estudo do grupo conforme,
com quinge parametros e que contém como caso limite o grupo de Fantappié-
de Sitter. O grupo conforme também estd associado a um cone de luz, ou
melhor ainda, ¢ o mais amplo grupo que contém uma estrutura de cone de
luz[23]. E também de se notar que o grupo conforme carrega consigo o mo-
vimento acelerado de onde podemos estudar problemas envolvendo tal mo-
vimento, como por exemplo aqueles advindos da relatividade geral. Estudos
nesta diregdo comegam a ser iniciados.

Finalmente é de se ressaltar que a solugéo dada pela equagdo (4.64), para
uma conveniente escolha das funcdes f(z) e g(z) pode estar relacionada com
as chamadas ondas X, recentemente descobertas{24].
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Apéndice A
Calculo de 4

Passemos a mostrar que o angulo # formado pelas duas assinfotas ao cone
de luz com abertura varidvel é dado pela equacio

rand 24
ant = -~ 3733

z 1
(el

?..2 ?.‘2

(A1)

Consideramos, por simplicidade, N = 0,7 = 1 e ¢ = 1 e vamos utilizar o
método das caracteristicas[20]. As caracteristicas da equagdo de d’Alembert
projetiva, equagao (4.9), sdo dadas por

(1+$2)—2$t§£—(1~t2) d—xz—O (A.2}
dt ) '
Resolvendo a equacao acima temos
dr ~stx A
dt ~ 142 (A-3)
: . dz
onde A% =1+ z? — ¢2. Introduzindo-se a notagio = = B temos que
(1+2%) —2xtf— (1 -1 =0. (A.4)
Ohbservando que a equagio (A.4) pude ser escrita como
B=1-84+(z—-p) =0 (A.5)
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o
etomandoz =, i =ve f= Ef; = o’ obtemos

wr—

a =y & [(/)? —1)] (A.6)

que é uma equagao diferencial tipo de Clairaut[25]. Como sabemos, podemos
obter a solucao da equacgao de Clairaut substituindo o’ por uma constante
k, logo

k= ky+ [k —1]2 (A7)

e, voltando as varidvels x e f temos
z=ktEtVEki-1 (A.8)

com 0 < |k} < 1. Para obtermos a solugdo singular de (A.6) devemos encon-
trar o envoltério de familias de retas (A.8), isto é, eliminar o parametro k
entre (A.8) e sua derivada parcial com respeito ao parametro k. Assim,

j;: —t4 k?k—l — 0. (A.9)
Concluimos, da equagio (A.9) que
bt (A.10)
k* —1
Substituindo {A.10) em {A.8) temos que
A=1+2—2=0 (A.11)

pois k = t/z. Agora, substituindo (A.7) em (A.8) obtemos

dx —zk+ A
g rhEd (A12)

Mas o angulo ¢ é dado por

Bk 24
tant = = : (A.13
and ].-I-&’k” $2_]_tz ‘A'l )




-

E importante lembrar que até aqui trabalhamos com r =1 e ¢ = 1. Incor-
porando r ¢ ¢ ao valor de § teiios

(A.14)

que & exatamente a equagdo {A.1). Alguns casos particulares sao:

(1)Observador percorrendo o eixo espacial

t=0 — 06 = arctan

-2
=0 — & = arclan ()
2
(iii)Observador sobre o cone de luz
| 1
r=xct — § = arctan—.
z
(iv)Observador na origem
T = 0 o

Note que o dngulo entre as retas é variavel e quando o observador se aproxima
da origem, o angulo se aproxima de 7 /2, isto é, o cone de luz com abertura
variavel aproxima-se do cone de luz com abertura fixa.
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J.Dieudonné ~ Sur les groupes classigues — Hermann, Paris (1967).
Nesta obra, Dieudonné faz um estudo sistemdtico sobre grupos cha-
mados classicos, que 380 os grupos e subgrupos que deixam invariante
uma forma quadritica (grupo ortogonal), uma forma hermitiana (gru-
pos unitarios) e uma forma antisimétrica (grupos simpléticos).

Sophus Lie — Verlesungen dber kontinulerliche Gruppen mit geometris-
chen und anderen Anwendungen — G.Scheffers, Leipzig (1893). {Obra
QOriginal)

L.Fantappié — Sulle funzione di una matrice — An.Acad.Bras.Ciéncias
(1954).
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- Neste artigo, o autor mostra, de maneira construtiva, qual é a trans-
formagao finita para os grupos, particularmente do S5, em fungdo das
matrizes J .

13. M.Hammermesh — Group theory and its applications to physical pro-
blems - Capitulo 8, Dover, NY (1889).
Neste capitulo, o autor faz um estudo detalhado dos grupos continuos,
ressaltando, principalmente, os grupos de Lie.

14. R.Gilmore - Lie Groups, Lie Algebras and some of thewr applications —
Capitulo 4, Wiley Interscience Publication (1974).
Neste capitulo, Gilmore mostra a importéancia da equivaléncia existente
entre a as algebras de lie e os grupos de Lie. O autor tamnbém demons-
tra e comenta os trés teoremas de Lie e suas reciprocas, obtendo assim
a conexao entre as algebras e grupos de Lie.

15. A.Augusto Lopes — A teoria de grupos ¢ o concetto de massa — Dis-
sertacio de mestrado, IMECC - UNICAMP (1983).
Nesta dissertagao, o autor revé os principais conceitos da teoria de gru-
pos e discute o grupo de Galileu associado & mecanica classica bem
como a mecanica quantica. Discute também o grupo de Poincaré
bem como o chamado grupo de Aghassi-Roman-Santilli associado as
particulas elementares.

16. G.Arcidiacono - Relativita ¢ Cosmologia — Veschi, Roma (1987).

s vol I - Neste volume o autor introduz brevemente o calculo tenso-
rial e toria de grupos. Depois, o assunto estudado é relatividade
restrita e toda sua estrutura de grupo. A relatividade restrita é
construida a partir do grupo de Poincaré que nos d4 os movimen-
tos em si mesmo do cronotopo de Minkowski. A seguir, é desen-
volvido um estudo sistematico de hidrodinamica, termodinamica,
eletromagnetismo e magnetoidrodindmica. A relatividade geral é
desenvelvida através do cdlculo tensorial nos espagos riemannia-
nos e é dada uma aplicagdo no campo astronémico e ao estudo
do burace negro. Finalmente, temos a cosmologia relativista, a
cosmologia dedutiva, o estudo das relagbes entre as constantes
universais € o principio antrépico.
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e vol IT - Este volume ¢ dedicado & teoria dos universos hiperesféri-
cos 5,, baseada nos grupos de rotacio R,y ;. Paran = 4 temos a
relatividade especial projetiva que estende a relatividade restrita.
Depois temos a relatividade geral projetiva, que resume de uma
unica maneira as vérias teorias unitarias e do campo gravitaci-
onal. Enfim, para n = 5 tem-se a relatividade conforme, com
a qual se pode unificar, por melo de teoria de grupos, o campo
magnetoidrodinamico € o campo gravitacional de Newton.

17. M.Cibrario ~ Sulla riduzione a forma canonica delle equazione lincar:
alle dertvate parziali di secondo ordine di tipo misto — Rend.Ist.Lom-
bardo, 65, 889 (1932).

Neste trabalho a autora estuda o problema geral de reduzir para a forma
candnica, com oportunas mudangas de varidvels, uma equagdo linear
a derivadas parcials de segunda ordem do tipo misto. Sdo discutidos
os diversos tipes aos quais se pode reduzir tal equacdo. Encontram-se
alguns diferentes resultados dagueles obtidos anos antes por Tricom;.?

18. F.Iricomi e G.Ferrari — Aerodinemice Transonica — Cremonese, Roma

(1962).

19. E.Capelas de Oliveira and E.A.Notte Cuello - A new construction of

the Casimir operators for the Fantappié-de Sitter group — Hadronic
Journal, 18, 181-193 (1995)
Neste trabalho, os autores obtém os operadores de Casimir associa-
dos ao grupo de Fantappié-de Sitter (isomorfo ao grupo das pseudo-
rotagdes pentadimensionais) que é o grupo de movimentos admitidos
pelo espago-tempo cosmoldgico de de-Sitter, usando os operadores de
derivadas generalizadas.

20. T.Myint-U - Partial differeniial equations of mathematical physics -
Capitulo 3, Elsevier, NY (1976).
Neste terceiro capitulo, o autor classifica as equacgdes diferenciais de
segunda ordem, com coeficientes constantes ou néo, e estuda a forma
canonica destas equacdes.

¥ Tricomi — Fouazione alle derinate parziale di i1pe misto — Memarie Acead. Lincei.
14, 133 (1924).



21.

22.

23.

25.

L.Prado Jr e E.Capelas de Oliveira — Sobre «¢ equagdo do telégrafo e o
método de Riemann — Reladrio Téenieo 16/91, IMECC-TUINICAMP.
Neste trabalho, os autores apresentam o método de Riemann aplicado a
equagdo do telégrafo e vérios cascs particulares sao discutidos do ponto
de visla fisico.

G.C.Ducati - O cone de luz com abertura variguel — Comunicagao in-
terna (1994).

Este trabalho estuda a equagao de d’Alembert generalizada ¢ o cone
de luz de abertura variavel a ela assoctado. Sdo estudados casos parti-
culares para o observador em diferentes posi¢des e analisada a equagio
de d’Alembert generalizada para todos os casos particulares referentes
a movimentagdo do observador.

A.Q.Barut - Ezternal (kinematical) and internal (dynamical) confor-
mal symmelry and discrete mass spectrum in Group Theory in non-
linear problems — I).Reidel Publishing Company, 249-259 (1970).

Um estudo é apresentado no qual as transformacdes conformes do
espacgo-tempo e transformacoes conformes da dinamica nas coordenadas
internas do problema relativistico de dois corpos ocorrem. O espectio
da massa é discutido. :

. W.A.Rodrigues Jr. and J.Y.Lu — On the existence of undistorted pro-

gressive waves (UPWs) of arbitrary speeds 0 < |v| < oo in nature —
Relatério de Pesquisa, 12/96, IMECC-UNICAMP, submetido & pu-
blicacdo.

Neste trabalho, os autores apresentam uma teoria e consequéncias fi-
sicas fundamentais concernentes a existéncia de familias de ondas pro-
gressivas, que nio se distorcem, com velocidade arbitréria 0 < jv| < oo,
que sao solugdes da equacio de onda de Maxwell e equagdes de Dirac
e Weyl.

J.Matheus and R.L.Walker — Mathematical methods of physics — Capi-
tulo um, 2*¢ ed, W.A.Benjamin, Inc. (1970).

Neste texto, os autores fazem uma pequena revisao de alguns métodos
para se obfer a solu¢io de uma equagio diferencial parcial ordinaria,
como por excmplo, {alor integrante, equacio de Bernoulli, equagido de
Clairaut, séries de poténcia, e o método WKB.
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