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Resumo

A derivada fraciondria tem se mostrado uma 6tima ferramenta para modelar problemas
advindos da fisica, engenharia e matematica, por exemplo, nos modelos para reologia, teorias
de biologia quantitativa, eletroquimica, espalhamento, difusao, transporte, probabilidade,
potencial e elasticidade. Apesar do calculo de ordem nao inteira ter surgido na mesma
época do calculo de ordem inteira, apenas nos tultimos cinquenta anos a aplicacao desta
area tem sido largamente investigada. O célculo fracionario nasceu de um questionamento
de L’Hospital a Leibniz a respeito da possibilidade de calcular a derivada de ordem
meio de uma funcao e, desde aquele momento, ja se acreditava que tais estudos trariam
consequéncias uteis. Neste trabalho apresentamos uma aplicagao do calculo fracionario
as equacoes de evolugao, dentre elas, as equagoes fracionarias de Burgers, Korteweg-de
Vries e Harry Dym. Apresentamos, também, a equagao diferencial fraciondria nao linear
onda-difusdo. Além disso, introduzimos o estudo de simetrias de Lie aplicado as equacoes

diferencias parciais fracionarias.

Palavras-chave: Riemann-Liouville, Caputo, Riesz-Feller, simetria de Lie, equacgao de

Burgers, equacao de Harry Dym



Abstract

The fractional derivative has shown to be a great tool for modeling problems arising from
physics, engineering and mathematics, for example, on models for rheology, theories of
the quantitative biology, electrochemistry, scattering, diffusion, transport , probability,
potential and elasticity. Despite the non-integer order calculation has been appeared at
the same time of the entire order of calculation, only in the last fifty years the application
of this area has been widely investigated. The fractional calculus was born in a L’Hospital
question to Leibniz about the possibility to calculate the fractional derivative of a function
and, since that moment, they knowed that these studies would bring useful consequences.
In this study we present an application of fractional calculus to evolution equations among
them, the fractional equations of Burgers, Korteweg-de Vries and Harry Dym. We present
the fractional nonlinear space-time diffusion-wave equation. In addition, we introduce the

Lie symmetries study applied to fractional partial differential equations.

Keywords: Riemann-Liouville, Caputo, Riesz-Feller, Lie point symmetry, Burgers equa-

tion, Harry Dym equation



Lista de ilustracoes

Figura 1 — Os parametros a e 3 foram escolhidos e considerado m = 10. . . . . . . 53

Figura 2 — Solugao da equagao de Burgers-KdV fracionéria (3.7) com o =1, 5 =3

€M =D, . . e e 53
Figura 3 — Solugao da equagao de Burgers-KdV fracionaria (3.7) com a =1, § = 2

€T = D v v v e e e e e e o4
Figura 4 — Solucao da equagao de Burgers-KdV fraciondria (3.7) com « = 0.5,

B=05em=>5. . . . 54

Figura 5 — Grafico da solugao da equagao de difusao fracionaria 0 < f < 1le (z =1). 63

Figura 6 — Grafico da solugao da equagao de difusao fracionaria com tempo fixado

(t=1)e0<B<1.. .. 64
Figura 7 — Solucao da equacao de difusao fracionaria com o« = f = 0.5 e m =

10, 20, 30,40, respectivamente. . . . . . . . . ..o 64
Figura 8 — Solugoes particulares da equacao da onda fracionaria com (x =1). . . . 68

Figura 9 — Solugoes particulares da equacao da onda fracionaria com o tempo

fixado (F=1).. . . . . . 68
Figura 10 — Solugoes particulares da equacao da onda fracionaria com a = 0.5, 3 =

1.5 e m =10, 20, 30,40 respectivamente. . . . . . . . . ... ... ... 69
Figura 11 — Solugoes particulares da equacao de difusao fracionaria nao linear com

(x=1). 71
Figura 12 — Solugbes particulares da equacao da onda fracionaria nao linear. . . . . 72

Figura 13 — Solugoes particulares da equacao de difusao fracionaria no tempo com
(x=1). . 73
Figura 14 — Solugoes particulares da equacao de difusao fracionaria no tempo (t = 1). 73

Figura 15 — Solugoes particulares da equacao da onda fracionaria no tempo com

(x=1). 74
Figura 16 — Solugoes particulares da equacao da onda fraciondria no tempo (¢t = 1). 74
Figura 17 — u = u(z,t) parap =3, a =1/3,c=1lexog=3/2. . . . ... ... ... 82
Figura 18 —u =u(z,t) parap=3, a=1/2, c=1,exg=3/2. . . . . . . ... ... 83

parap=3,a=1,c=1lexg=3/2. . ... ... ... ... 83
parap=3,a=3/2,c=1lexy=3/2. .. ... ... . ... 84
parap=3,a=1/4,c=1lexy=8/3. ... ... ... ... 84
parap=3,a=2/3,c=1lexy=8/3. ... ... ... ... 85
Figura 23 —u =u(z,t) parap=3, a=1,c=1lexg=8/3. . ... ... ... ... 85
Figura 24 — u = u(z,t) parap =3, a =3/2,c=1lexy=8/3. . .. .. .. ... .. 86
Figura 25 — Grafico da fun¢ao gama de Euler. . . . . . . ... . ... ... .. ... 96

(
Figura 19 — u = u(z,
Figura 20 — u = u(
Figura 21 — u = u(
(
(

Figura 22 —u=wu

)
)
)
)
)
)



EDP

EDO

EDPF

PVI

HD

KdV

GTPL

Lista de abreviaturas e siglas

Equacao diferencial parcial

Equacao diferencial ordinaria
Equacao diferencial parcial fracionaria
Problema de valor inicial

Harry Dym

Korteweg-de Vries

Grupo de transformacoes de pontos de Lie



Lista de simbolos

Transformada de Fourier

Transformada de Laplace

Derivada de Riemann-Liouville a direita
Derivada de Riemann-Liouville a esquerda
Integral de Riemann-Liouville a direita
Integral de Riemann-Liouville a esquerda
Derivada de Riemann-Liouville

Derivada fracionaria de Caputo

Derivada fracionaria de Riesz

k-ésimo gerador infinitesimal estendido
Funcao beta

Funcao gama de Euler

Infinitesimal estendido de ordem k e varidvel =

Funcao de Mittag-Leffler de um parametro

Func¢do de Mittag-Leffler de dois parametros



Sumario

Introducdo . . . . . . ... e e e e e 15
1 Preliminares . . . . . . . . . . L e e e e 19
1.1 Espagos LP . . . . . . e 19
1.2 Transformada de Fourier . . . . . . . . ... ... ... .. .. ... .... 20
1.3 Transformada de Laplace . . . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 22
1.4 Integral e derivada de Riemann-Liouville . . . . . . ... .. .. ... ... 24
1.5 Derivada de Caputo. . . . . . . . . . . ... 29
1.6 Derivada de Riesz-Feller . . . . . . ... .. .. ... ... ... .... 30
1.7 Derivada de Riesz . . . . . . . . . . . 31
1.7.1 Regra de Leibniz com derivada fracionaria . . . .. . ... ... .. 31

1.7.2  Regra de Leibniz para derivada segundo Riemann-Liouville . . . . . 32

1.8 Regra da Cadeia ou Férmula de Faa di Bruno . . . . . . . ... ... ... 35

2 Simetrias de Lie de equacoes diferencias parciais fracionarias . . . .. ... 37
2.1 Simetrias de Lie de EDP de ordem inteira . . . . . . ... ... .. .... 37
2.2 Transformacgoes infinitesimais . . . . . . . .. ..o 38

2.2.1 Transformacoes estendidas: uma variavel dependente e n variaveis

independentes . . . . . .. ..o 40

2.3 Invariancia de uma equacao diferencial parcial . . . . . .. ... ... ... 41
2.4 Simetrias de Lie de EDP fraciondria . . . . . . . . .. ... ... ... ... 43

3 Equacdes diferenciais fraciondrias nao lineares . . . . . . ... ........ 49
3.1 Equacao de Burgers-Korteweg-de Vries fracionaria . . . . . . . ... .. .. 50

4 Equacao diferencial fracionaria nao linear onda-difusao . . . . . . ... ... 55
4.1 Equacao de difusao fracionaria . . . . . . .. ... 56
4.2 Solucdo analitica e graficos . . . . . . .. ... oo 61
4.3 Equagao da onda fracionaria: 1 < <2 ... ... .. ... ... 65
4.4 Solugao com A e r constantes . . . . .. ... 67
4.5 Solucdo dos casos particulares . . . . .. ..o 0oL 69
4.5.1 Equacao de difusao: casoa — 1,6 —>1lem>2 . . ... ... ... 69

4.5.2 Equagdo daonda:casoa— 1, —>2em>2 .. .. .. ... ... 71

4.5.3 Equacao fracionaria de difusao (tempo): caso a — 1,0 < 5 < 1,
M > 2 e e e e e e 72

4.5.4 Equacdo fraciondria da onda (tempo): casoa —> 1, 1 < <2em > 2 73

5 Equacao diferencial parcial fracionaria de Harry Dym . . . ... ... ... 75
5.1 Equacao de Harry Dym fracionaria . . . . . . . . .. ... ... ... ... 75
5.1.1 Solugao de onda viajante . . . . . . . . . ... 76

5.1.2  Solugbes analiticas . . . . . . . ... ... 7



5.1.3 Propriedade de translacao . . . . . ... ..o 79

5.1.4 Casos particulares . . . . . . .. ... Lo 80

5.1.4.1 Equacao de Harry Dym fracionaria . . . . . .. ... ... 80

5.1.4.2 Equagao de Harry Dym classica . . . . . .. .. ... ... 80

5.1.5 Problema de valor inicial . . . . . .. ... ... ... ... 81

5.2 Graficos . . . . .. 81
Consideracoes finais . . . . . . . . . . . . L. e e 87
REFERENCIAS . . . . . . . e e 89
APENDICE 94
APENDICE A Funcées GamaeBeta . .. ... ... .o, 95
A1l Fungdo Gama . . . . . . . . .. 95

A2 Fungdo beta . . . . . . ... 96



15

Introducao

O céalculo de ordem néo inteira, popularmente conhecido por cdlculo fracionério,
nomeclatura esta que vamos adotar, continua em franco crescimento. Apesar de datar da
mesma época do calculo de ordem inteira, este proposto, independentemente, por Newton
e Leibniz, s6 teve seu desenvolvimento de forma objetiva a partir do primeiro congresso
internacional realizado na Universidade de New Haven, em 1974. Outros congressos se
sucederam e, em varios paises, o calculo fracionario ganhou e continua ganhando mais
adeptos. Hoje, podemos afirmar que é uma area perfeitamente consolidada, pois, em todo o
mundo, encontramos os mais diversos grupos de pesquisas, congressos, revistas especificas
e, também, abertura de espacgo para publicagoes em importantes anais dos resultados

advindos do célculo fracionério.

A génese do célculo fracionario é uma questao levantada por L’Hospital a
Leibniz, em 1695, a respeito da possibilidade de se calcular a derivada de ordem meio de
uma func¢ao. Diante desse questionamento Leibniz responde: “Este é um aparente paradoxo

do qual, um dia, consequéncias tteis serao obtidas”.

Apesar de boa parte da teoria ter sido desenvolvida antes do século X X, foram
nos ultimos cinquenta anos que esta deu um salto significativo em seu uso nas aplicac¢oes
em fisica, engenharia e matematica (MACHADO; GALHANO; TRUJILLO, 2014). O
calculo fraciondrio tem se mostrado importante e, em muitos casos, imprescindivel, na
discussao de problemas oriundos de varias areas do conhecimento como proposto na obra

de Mainardi (2010), onde uma introdugao aos modelos matematicos é apresentada.

No Brasil podemos destacar os estudos realizados pelo grupo de pesquisa co-
ordenado pelo professor Dr. Edmundo Capelas de Oliveira no Instituto de Matematica
Estatistica e Computacdo Cientifica da Universidade Estadual de Campinas (Imecc/Uni-
camp). As pesquisas realizadas no Imecc tém contribuido para continua construcao dos

conceitos do célculo fracionario e sua crescente aplicagao.

Dentre os trabalhos elaborados no grupo podemos ressaltar a tese de Camargo
(2009) considerado o primeiro trabalho no Brasil a abordar o célculo fracionario e suas
importantes aplicagoes; a dissertacao de Oliveira (2010), que faz uma breve introducao ao
célculo de ordem néo inteira; a tese de Costa (2011), que faz o estudo das fungoes H de
Fox e as aplicagbes das mesmas no calculo fracionério; a tese de Grigoletto (2014), que
apresenta as equacoes diferenciais fraciondrias e as fungoes de Mittag-Leffler que emergem
naturalmente das solugdes daquelas e, além disso, trabalha com o teorema fundamental do
calculo fraciondario. Ja a dissertacao de Oliveira (2014) trata das derivadas fracionarias e

algumas particularidades, como a regra de Leibniz para a derivada fracionéria; a dissertacao
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de Teodoro (2014), que investiga a classica fungdo de Mittag-Leffler e algumas de suas
varias generalizacoes, bem como resolve a equacao diferencial associada ao problema do
oscilador harménico fraciondrio; a tese de Rodrigues (2015) obtém solugdes de um caso da
equacao hipergeométrica confluente, a equacao de Bessel de ordem p, utilizando a teoria
do calculo fracionario e, mais recentemente, a tese de Plata (2016) que aborda o estudo de
equacoes diferenciais parciais fraciondarias lineares e nao lineares. Destacamos, também, o

primeiro livro em lingua portuguesa que trata do assunto, cujos autores sao Camargo e
Oliveira (2015).

Assim como no calculo de ordem inteira, ao qual o calculo fracionario deve se
reduzir, em um conveniente limite, aqui, também, nos deparamos com varios problemas
onde o estudo de uma equacio diferencial' desempenha papel crucial, isto é, as equacoes
diferenciais fracionarias estao para o cdlculo fracionario assim como as equagoes diferenciais
estdo para o calculo de ordem inteira. O estudo de uma equagao diferencial fracionaria e
sua solucao deve recuperar a respectiva equacao diferencial, obtida para um conveniente
limite, ou seja, podemos entender que uma equacao diferencial fraciondria generaliza a
respectiva equacao diferencial de ordem inteira, assim como a sua solu¢ao que, no mesmo
limite, deve recuperar a solucao do caso de ordem inteira. O cédlculo de ordem inteira tem
a ele associado uma classe de fungoes especiais, em particular, as fungoes hipergeométricas
e seus casos especificos (OLIVEIRA, 2012), enquanto o calculo fracionario tem a ele

associado as fungoes de Fox, em particular, as fungoes de Mittag-Leffler (COSTA, 2011).

Visto que uma equacao diferencial parcial pode, em um certo sentido, ser
vista como uma generalizacdo de uma equacao diferencial ordinaria, podemos dizer que
uma equacao diferencial nao linear ¢ entendida como uma generalizacao de uma equagao

diferencial linear. Em particular, a equagao diferencial

— +tav'—, u=u(z,t)

com a € Reb >0, énao linear para a # 0 e b # 0 enquanto nos casos a = 0 e para todo b
oua # 0eb=0¢éuma linear. Neste sentido, podemos afirmar que uma equacao diferencial
nao linear generaliza a equacao diferencial linear de modo que esta, a linear, é recuperada
em um conveniente limite e sua solucao pode ser interpretada como sendo um possivel
refinamento da solucao da equacao linear. Em completa analogia, podemos afirmar que
uma equacao diferencial fracionaria pode ser interpretada como uma possivel generalizacao
da respectiva equacao diferencial, isto é, em um conveniente limite envolvendo o parametro
associado a ordem da equacao, recuperamos a equacao diferencial de ordem inteira cuja

solugao é entendida como um possivel refinamento da solu¢ao da equacao diferencial.

Podemos dividir em duas grandes classes as maneiras de se abordar uma

L Além das equacoes diferenciais ordindrias e parciais, temos as equacdes integrodiferenciais, as equacoes

de diferenca, dentre outras.
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equagao diferencial: a primeira, através de métodos analiticos, e a segunda, utilizando
métodos computacionais. A solu¢do de uma equacao diferencial pode ser estudada através
de métodos numéricos e métodos analiticos. Dentre os métodos analiticos, o objetivo desta
tese é concentrar-se nas simetrias associadas as equacgoes diferenciais nao lineares. Estas
tém a derivada temporal que vem expressa em termos de derivadas espaciais, caracterizando
assim equacoes de evolucao. Dessas, as mais notaveis sao as equagoes de Burgers, Korteweg-
de Vries e Seno-Gordon dentre outras. E conveniente ressaltar que existem vérias maneiras
de se abordar uma equacao diferencial nao linear, por exemplo, via espalhamento inverso,
transformacao de Hopf-Cole, Métodos de Hirota, Transformacao de Backlund dentre outros
(TORRIANTI, 1986).

No presente trabalho é apresentado o calculo fracionario como uma ferramenta
util para a resolucao de equacoes diferenciais parciais. Utilizaremos o conceito de simi-
laridade de equacoes diferenciais, ou seja, algumas simetrias de Lie. Vale ressaltar que
a técnica desenvolvida por Sophus Lie no século X 7X tem sido aplicada desde 2007 em

equagoes diferenciais parciais fraciondrias (EDPF) com o uso dos geradores infinitesimais.

Em trabalhos recentes houve grandes avancgos nos calculos de solugoes exatas

de EDPF, como podemos constatar nos seguintes trabalhos:

No artigo de Buckwar e Luchko (1998) os autores trabalham com as simetrias
de uma equagao de difusdo e onda em que sdo encontradas solugdes invariantes. O céalculo
dessas simetrias segue passos que podem ser entendidos como algoritmos. O principal
desafio no calculo dessas simetrias foi encontrar os geradores infinitesimais fracionarios.

Ap0s essa descoberta varios artigos foram publicados explorando esse resultado.

No trabalho de Gazizov, Kasatkin e Lukashchuk (2009) foi feito o uso das
simetrias de Lie de uma equagao de difusao utilizando as derivadas de Riemann-Liouville e
Caputo. Além disso, classificam as algebras de Lie encontradas. Foi estudado por Wu (2010)
a equacao fracionaria de difusao anémala com parametro « entre 0 e 1. Nas pesquisas de
Sahadevan e Bakkyaraj (2012) foram consideradas as equagoes diferenciais fracionarias
nao lineares de segunda e terceira ordens, as quais tém como casos particulares a equagao
fracionaria de Burgers e a equacao KdV fracionaria. No artigo de Wang, Liu e Zhang
(2013) foi estudada a equagao KdV fracionaria de quinta ordem com pardmetro entre 0 e
1, utilizando derivada de Riemann-Liouville. No artigo de Leo, Sicuro e Tempesta (2014)
foi demonstrada a existéncia das simetrias de Lie de equagoes diferenciais fracionarias. Na
publicagao de Huang e Zhdanov (2014) foi investigada a equacao de Harry Dym fracionaria
e foi encontrada suas simetrias de Lie. Também em 2014 Ouhadan e Kinani (2014) fazem

o estudo da equacao de Kolmogorov fracionaria via simetrias de Lie.

Para uma melhor apresentacao dos conceitos propostos, este trabalho esta

organizado da seguinte maneira.
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No Capitulo 1, é apresentada a teoria basica do calculo fracionario utilizando
as principais defini¢oes de derivadas fracionérias, ou seja, segundo Riemann-Liouville e
segundo Caputo. Historicamente a definicao de Riemann-Liouville precede a de Caputo
e esta ultima foi proposta para que as condig¢oes iniciais de problemas de valor inicial
pudessem ser fisicamente interpretéveis. E mostrada também a conexdo entre a derivada
de Riemann-Liouville e a derivada de Caputo. Além disso, é apresentada a definicao das
derivadas fracionarias de Riesz e Riesz-Feller que sao utilizadas em capitulos seguintes

para a resolucao de equacgoes diferenciais parciais.

No Capitulo 2, o conceito de simetrias de Lie de equagoes diferenciais parciais
é aplicado as equagoes diferenciais parciais fracionarias. A abordagem de simetrias de
Lie para equacgoes diferenciais fracionarias vem sendo estudada nos tltimos anos e tem
produzido informagoes novas a respeito das solugoes das equacoes diferenciais fracionarias.
Neste Capitulo é apresentado, de maneira algoritmica, o método para se encontrar as
simetrias de Lie de equagoes fracionarias. O que ha de novo em relacao a abordagem
para equacoes de ordem inteira é o fato de emergir dos calculos o gerador infinitesimal

fracionario estendido.

As equagoes diferenciais parciais nao-lineares fracionarias sao apresentadas no
Capitulo 3, bem como generaliza-se a equacao Burgers-KdV fracionaria para obter uma
nova solucao do ponto de vista do calculo fracionario. Para a solucao da equacao diferencial
sao utilizadas algumas simetrias de Lie ja conhecidas para a equacao de ordem inteira e

com a aplicacao das mesmas na equagao fracionaria é possivel encontrar novas solugoes.

Estudamos a equacao de onda difusao no Capitulo 4 utilizando o conceito
da derivada de Riesz-Feller. Isso pelo fato de a solucao da equacao estudada apresentar
algumas peculiaridades como por exemplo a nao simetria de suas solu¢oes. Com isso a
utilizacao da definicao de Riesz-Feller ¢ muito ttil. Sao apresentados os casos gerais e os

casos particulares, ou seja, quando as derivadas sao de ordem inteira.

Ja no Capitulo 5, a equagao nao linear fracionaria de Harry Dym é discutida a
partir de uma fracionalizagdo da derivada na variavel temporal e considerando o expoente
p na variavel u maior que 3. Com isso é discutida a obtencao das solugoes do tipo onda
viajante e a recuperagao da solugao da equacao de Harry Dym classica encontrada na

literatura. Além disso, é possivel generalizar a solu¢ao da equacgao de Harry Dym.

Os resultados obtidos nos Capitulo 4 e Capitulo 5 sao oriundos dos estudos

feitos nesse trabalho de doutorado.

Nas consideracoes finais desta tese, fizemos uma discussao dos resultados
obtidos, dentre os quais, a resolucao da EDPF néao linear onda-difusao apresentando sua
solucao analitica e seus casos particulares e ainda discutimos os resultados encontrados na
resolucao da EDPF de Harry Dym.
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Capitulo 1 I

Preliminares

Neste capitulo apresentamos defini¢oes tteis para o decorrer do trabalho.
Comecamos com as transformadas integrais, em particular, as transformadas de Fourier e
Laplace, apresentando algumas de suas propriedades e a respectiva férmula de inversao.
Introduzimos as derivadas fracionéarias de Riemann-Liouville e Caputo a partir da integral
de Riemann-Liouville, bem como propriedades que serao utilizadas no decorrer do texto.
Apresentam-se as defini¢bes das derivadas de Riesz e Riesz-Feller e conclui-se o capitulo

apresentando as regras de Leibniz e da cadeia para integrais fracionarias.

1.1 Espacos L

Definicao 1.1.1. Seja €2 € R um conjunto mensuravel com 1 < p < 0. Dizemos que
LP(§2) é o espago das (classes de equivaléncia de) fungoes reais p—integraveis no sentido

de Lebesgue, isto é,
LP(Q2) = {f:QHR:J |f|p<oo},
Q

munido da norma

i, = (], |f|>;,

e o espaco L*(€Q) como sendo o espaco das (classes de equivaléncia de) fungoes reais

mensuraveis limitadas, isto é,

LOC(Q)Z{J“":Q—>R:sup|f|<oo}.1
Q

munido da norma

[ flloe = sup [f(2)].
e

O simbolo sup denota o supremo da fun¢do f no intervalo Q.
Q

1
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1.2 Transformada de Fourier

Apresentaremos nesta secao a definicao da transformada de Fourier de uma
funcdo f € L*(R). Além disso, mostraremos algumas propriedades importantes. Apesar da

definicdo usada ser valida para nimeros complexos, aqui consideramos apenas o caso real.

Definicdo 1.2.1. Seja f : R — R. A transformada de f € L'(R), denotada por .Z[f](-),

¢ dada pela integral

1 @ ,
F =— t)e "t 1.1
M) = 5= | 100 (1)
para x € R para o qual a integral exista.

Teorema 1.2.2 (Inversao). Seja f: R — R. Suponhamos que

Q0
(1) J |f| dt seja convergente;

—Q0
(2) e em qualquer intervalo limitado, f, f’ sdo continuas por partes com no méaximo
uma quantidade finita de maximo, minimo ou descontinuidades. Seja F = Z|[f].

Entao se f é continua em t € R, temos
1 @ ,
FUF(t) = f(t :=J F(x)e™dx. 1.2
[F](t) = f(2) T ) (z)e™ du (1.2)

Além do mais, se f é descontinua em ¢t € R com f(t,) e f(t_) denotando limites & direita
e a esquerda de f em t, entao

U+ 1= —= [ Pleras

Um comentdrio deste teorema pode ser consultado em Sneddon (1995, pag. 19).
Teorema 1.2.3. Sejam f,g: R — R continuas, f’ e ¢’ continuas por partes. Se
Z1f1(x) = Flg)(x), para todo x

entao f(t) = g(t) para todo t.

Demonstracao. Temos da defini¢do de inversa que

10 == [ FUwea

]' * 1t
- f_w Zlg)(x)etda

= g(t).
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As transformadas (1.1) e (1.2) sdo inversa uma da outra, ou seja,

FF Ul =f FZf] = [

Outras duas propriedades bem conhecidas da transformada de Fourier sao:
FD"f(z)](r) = (=ir)"F[f](r),

D(Z[f](k)) = (ir)"Z[f](r),
com n € N onde D" denota o operador diferencial de ordem n.

A convolucao de duas funcoes f e g € L'(R) é definida pela integral

Q0
frgi=(Fro)a) = | flo- Bt ac R (1.3)
—0o0
A convolucao de duas fungoes é comutativa, ou seja,

frg=g=*[.

Além disso, a transformada de Fourier da convolucao é dada por

FI(f = 9)lx) = Z[f1(x)F[g] (). (1.4)

Temos ainda a transformada de Fourier n-dimensional, a qual esta definida

para uma funcao em R" e escrita como

(ZfD(@) = Z([f1(t)(z) = F(z) = fn et f(t)d, (1.5)
com z € R".

E a sua inversa é dada pela integral

— 2n) J ) e " g(x)dw. (1.6)

As integrais (1.5) e (1.6) tém as mesmas propriedades das integrais 1-dimensional
(1.1) e (1.2). Elas convergem absolutamente, por exemplo, para funcdes f,g € L'(R) e na

norma do espaco L*(R) para f, g e L*(R).
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Seja Delta o operador Laplaciano n-dimensional, isto é,

02 0?
A= e + ot o
Entao,
F[Afl(x) = —|2(Z[f](2)),
com x € R".

Analogamente, & equacdo (1.3), & convolucao de duas funcdes f,g e L'(R")

com z € R" é dada por

frg=(frg)(x) = . flx —t)g(t)dt,

a qual a transformada de Fourier é dada pela férmula (1.4), mas com x € R". Mais detalhes
em Baleanu et al. (2012)

1.3 Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é um método para transformar um problema
com valores iniciais (PVI), cuja equacdo diferencial ordinaria (EDO) tenha coeficientes
constantes, em uma equagao algébrica, de modo a obter uma solugao deste (PVI) de uma
forma indireta, sem o calculo de integrais e derivadas para obter a solucao geral da equagao

diferencial.

Definigao 1.3.1. Seja f(t) uma funcao real ou complexa, definida no intervalo 0 < t < o
e z um numero complexo da forma z = s + iv, com s,v € R de tal forma que para cada

s > 0 ocorra a convergéncia da integral imprépria

b—o0

F(z) = L . f(t)e " dt = lim Uob f(t)e dt] (1.7)

entdo a fungao F' = F(z), definida pela integral acima, recebe o nome de transformada de
Laplace da funcao f = f(t). Se o parAmetro z é um ntmero real, isto é, a parte imagindria

v =0, usamos z = s > 0 e a defini¢ao fica simplesmente na forma

F(s) = JOOO f(t)e*t dt. (1.8)

Para representar a transformada de Laplace da fun¢ao f, é comum usar a notagao

A defini¢ao e o teorema seguintes encontram-se em Butkov (1968).
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Defini¢ao 1.3.2 (Ordem exponencial). Uma fungao f(¢), definida para ¢t = 0, é de ordem

exponencial « se existem constantes reais M > 0, e {5 > 0 e o € R, tais que
|f(t)] < Me™, para todo t > t, (1.10)

ou, equivalentemente, e~ | f(t)| < M se, e somente se, tlim | f(t)e"*| = 0. Uma fungao f
-0
¢ limitada se existe M > 0 tal que | f(t)| < M, para todo ¢ no dominio de f. Assim, se f ¢é

limitada, dado a > 0, temos

e ™ |f(t)] < M, para todo t = 0,

fat‘

pois ’e < 1. Logo, toda func¢ao limitada é de ordem exponencial.

Teorema 1.3.3 (Existéncia da transformada de Laplace). Se uma fungao f(t), definida
para t > 0, é continua por partes em todo intervalo fechado 0 <t < ¢, com ¢ > 0 e de

ordem exponencial, entdo existe a € R de modo que Z|f](s) existe para Re(s) = o > a.

Definigao 1.3.4. Sejam f(t) e g(t) duas fungdes integraveis e de ordem exponencial «
e 3, respectivamente, e com transformadas de Laplace F'(s) e G(s) no intervalo [ 0,0 ).

Definimos a convolucao de f(t) e g(t), denotada por (f = g)(t) como sendo

:Ltf(t—T dT—Jf gt —7) (1.11)

Calculando a transformada de Laplace de um produto de convolucao, isto é,

ﬁf[(f*g)(t)]:j Stdtff ot =)

Introduzindo a mudanca de varidvel t — 7 = 7’ podemos escrever

2790 = [ ar' [ () ar

Definimos a fungao causal g(t) = 0 para t < 0, o limite superior em vez de ¢

pode ser tomado o0, logo

0

LUr 0] = [ o) ar' [ sine ar = FOGE)

0

isto é, a transformada de Laplace do produto de convolucao é o produto das transformadas
(BUTKOV, 1968).
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1.4 Integral e derivada de Riemann-Liouville

A integral de Riemann-Liouville tem esse nome em homenagem a Bernard
Riemann e a Joseph Liouville que consideraram a possibilidade do calculo fracionario em
1832. Além disso, essa é uma maneira de generalizar a integral a qual é fornecida pela

formula de Cauchy.

Definigao 1.4.1. Consideremos uma fun¢ao bem comportada f(t) com t € R*, denotamos

em (0,t) o operador integral de ordem n € N, J" como a n-ésima integral, como segue

t Tn—1 T1
J"f(t) :=J J f f(r)ydrdm - dr,_q,
0 Jo 0
temos

JUf(t) = (n—ll)'L f(r)(t — 7)Y dr, (1.12)

a conhecida féormula de Cauchy.

Percebeu-se que o lado direito de (1.12) poderia ter sentido sempre que n fosse

um numero real. Assim, seria natural definirmos a integracao fracionaria como segue

Definicdo 1.4.2. Sejam f(x) € L' ((a,b)) e —0 < a < b < o0, entdo

1 Xr
J& f(x) = () L @ {(:))1_a dr, para T >a (1.13)
) i
o 1 f(r
Jy fx) = o) L (r—2)i—= dr, para x <b. (1.14)
em que Re(a) > 0. Se a = 0, admitimos J2+ = J& :=J, onde J é o operador identidade.

A conexao entre a integral de Riemann-Liouville e a derivada pode, como
percebida por Riemann, ser obtida pela resolucdo da integral de Abel ? para qualquer
ae (0,1)

T8
) = dt, x>0. 1.15
@) - | oo (1.15)

Podemos resolver (1.15) pela mudancga de variavel = para t e varidvel ¢ para
s, respectivamente, depois multiplicando ambos os lados da equacao por (z — )% e

integrando obtemos

r dt Jt o(s)ds (o) ff(t)dt (1.16)

a (l‘*ﬂa a (tis)l_a a (x*t)a

Abel encontrou essa equagéo no denominado problema da tautdcrona, veja mais em Gorenflo e Vessella
(1991).

2
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Usando o teorema de Fubini, obtemos

fd)(s)ds f ) (x_wa?f_ SER f ' (xfftz)a. (1.17)

a

Facamos uma nova mudanga de variavel nesse caso t = s+ 7(x — s) e usando a

funcao beta®

f@ )t — ) dt — J 2211 = 1) dr — Blasa— 1) = T(@)D(1 — a). (1.18)

a 0

Portanto, obtemos

v _ 1 o f(t)dt
L o(s)ds = Ti—a) L w10 (1.19)
Apos a diferenciagdo podemos escrever
_ 1 d (* f(t)dt
o) = p oz)dacL (@) (1.20)

Assim, se a equacao (1.15) tem uma solugado, ela necessariamente é dada por (1.20) para
qualquer « € (0,1). Podemos observar que (1.15) é a integral de ordem « e a inversa
(1.20) é a derivada de ordem « a qual serd vista nas se¢oes seguintes. Denotaremos daqui
em diante Jg = J“. Existe uma propriedade muito importante da integral fracionéria
chamada propriedade de semigrupo (PODLUBNY/, 1998).

Propriedades 1.4.3. Sejam a > 0,8 > 0 ¢ f(z) € C([a,b]). A integral fraciondria de

Riemann-Liouville satisfaz as relagoes

(Jae T () = (S5 (@), e (L)) = (27 ) (@). (1.21)

As relagoes em (1.21) sdo véalidas também para fungoes f(z) integraveis no sentido de

Lebesgue.

Demonstracao. A prova é bastante direta, temos por definigao:

VR T = iy ), T ), e

e uma vez que f(x) € C ([a,b]) podemos, pelo teorema de Fubini, mudar a ordem de

integracao e tomar t = u + s(z — u) assim obtemos

3 Veja mais na secio A.2.
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(Joe I f) () =
O

Assim, as equagbes (1.21) s@o satisfeitas em qualquer ponto para f(x) €
C ([a,b]) e, além disso, em quase todo ponto para f(x) € L'(a,b). Elas sdo verdadeiras

para todo ponto sempre que f(z) € L*(a,b) se a + 3 > 1.

Exemplo 1.4.4. De acordo com a defini¢ao, é possivel calcular a integral fracionaria de

ordem «, por exemplo, no caso z¥, com y > —1.

. 7 S
De fato, fazendo a mudanca de variavel ©u = —, obtemos
x

« 1 ’ a—1 syt
J%t = —— | = <1——) st ds,
I'(e) Jo z
L (e -1
= T(a) (1 — ) (zu)lr du,
a) Jo
_ b (1 (1 — w)* taru du
F(Oz) JO ’
Ia+,u rl
oy ” (1 —w)* u# du. (1.22)
@) Jo

Usando a funcao beta na integral (1.22),

QZOH_M

Jt = F(a)B(M + 1, ), (1.23)
T (p+ 1)
C T(u+a+1)’ (1.24)

Para a derivada fracionaria, é natural introduzirmos como uma operagao inversa a integra-
¢ao fracionaria. Primeiramente, introduzimos os operadores de Riemann-Liouville no caso

a € Rt e, em seguida, consideremos a seguinte notacao

a=[a] +{a}, (1.25)
onde [a] denota a parte inteira de a e {«} denota a parte nao inteira.

A seguir introduziremos a chamada fungao Gel’fand-Shilov, (CAMARGO,
2009),

flz) =< T (1.26)
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com Re(\) > 0. Podemos escrever (1.13) e (1.14) como a convolugao da fungao (1.26) com

uma funcao y(t) definida no mesmo dominio da seguinte forma

Jen® = [ -t ar

<ﬁMﬂ¢£ﬁW—ﬂMﬂm.

Definicao 1.4.5. Seja o > 0 um niimero real. Definimos as derivadas fracionérias a direita

e a esquerda pelas expressoes, respectivamente,

dlal

a p def {a} p _ 1—{a}
at - daj'[a] Da+ f - dl'[a]+1 at f7
¢ fo] fal+1
d d _
a g def {a} p 1—{a}
Db,f - dx[a] Db, f - d$[o‘]+1 b_ f

ou ainda na seguinte forma

S N T OR
Da f(w) = ['(n—a) dx”J (x —t)a—ntl’

a

Dy f(x) =

(-1 d» f” f(t) dt

I'(n—a)dz ), (t —x)ontl’

para toda f € C"([a,b]) com n = [a] + 1. Podemos usar ainda as notagoes

DY f=Jf e Dif=Ji"f. (1.27)

A integral de ordem inteira tem inversa a esquerda, mas em geral nao possui

inversa a direita. Isso ocorre também no caso fracionario, como vimos acima.

A seguir serao apresentadas as defini¢oes das abordagens de derivadas utilizadas.
Ainda hoje ndo existe uma unificacdo de todas as defini¢oes de derivada fracionaria, ou seja,
para cada tipo de problema se tem uma melhor abordagem a ser utilizada (OLIVEIRA;
MACHADO, 2014), porém existe condigoes para que uma derivada seja considerada
fraciondria (ORTIGUEIRA; MACHADO, 2015). Comegamos com a defini¢ao de derivada

fracionaria segundo Riemann-Liouville.

Definigao 1.4.6. Sejam « > 0 e n o0 menor inteiro maior que a. Assim a derivada de

Riemann-Liouville da fungao f é

D*f(z) =D" (J"*) f(t), n—1l<a<n.

Para a = n temos D™(J"f(t)), isto é, temos a derivada de ordem inteira.



Capitulo 1. Preliminares 28

Exemplo 1.4.7. Utilizando a definicdo 1.4.6 podemos calcular a derivada de Riemann-

Liouville de ordem «, por exemplo, de f(x) = x* com p > —1. Assim, podemos escrever

gh-etiT
D) fle) = D" lF(,u +n —(Maj—ll))]

T (p+ 1)
C T(p—a+1)

(1.28)

—x

Em (1.28) considerando y = 0 temos que D%z = ou seja, a derivada

'l —a)
de Riemann-Liouville de f(z) = 1 ndo é zero. Podemos afirmar, mais geralmente, que
C —Q
dada uma constante C' € R temos que D*C' = T
I'l —a«)

O proximo teorema nos mostra que a derivada de ordem « é inversa a esquerda,

mas nao necessariamente inversa a direita de uma integral de ordem «.

Teorema 1.4.8. Sejam o > 0 e f(x) € LP(a,b) com (1 < p < ), entdo as seguintes

igualdades
DYJ*f = f, (1.29)
JaDa _ f Z

k=1

a—an—k+1 n—o 1.
Fa—kz+1) @), (1.30)

sao validas em todo [a, b].

Demonstragdo. Para a primeira igualdade basta escrevermos
Dajaf($) _ DmefaJaf(x) _ ijmf<l'> — f(x)

Na segunda expressao, note que

JODO f(z) = DI DO f(z) — jt lr(al+1> f@; —$)ODf(s) ds| . (1.31)

Utilizando integragdo por partes sucessivas vezes em (1.31) obtemos

1 v o o B
WL(x_S) D%f(s) ds =

= I‘(041+1) f:(x —8)*D™J"Yf(s) ds
_ r(alﬂ) ((x — s)r Dl e f(s)[ - f(gy — gt pml e () ds)
1

amym—1 rm—« 1 ’ a—1 mym—-1 ym—a
i D s g ], e D
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- _F(ozlwanm_IJm_af ()],

B F(loe) ((w— $)* DRI f(s)]g = (@ = 1) K@_S)memaﬂs) ds)
1 1 ym-2 ym—a

- a%—D SDTIE @)~ gy P @

s | @) o

1
_ anm—IJm—af(x)}xzo

[a+1) (o)
1

a—m+1 ym—o 1 z o T
_F(a+1—(m_1))x J f(x)|x=0—ML(x—s) J"f(s) ds

I'a_le_2Jm_af<CE'> ’IZO

a+2—K)

k=1

_ (i F( 1 l_afl-chlef/-chfaf(x”x:O . JaerlJmaf(l'))

__ (i NCFTE +12 ST @)y f(@) .

Portanto,

JQDOé

&‘g‘

( Zraw—@ 2D f (o) _0+Jf(x)>

k=

—_

S Ozfl@+1 m—Kk Tm—o
Z IN¢ oz—/£+1) bed f(x>’f”:0

k=1

1.5 Derivada de Caputo

A defini¢do 1.4.6 da derivada de Reimann-Liouville teve um papel importante
no desenvolvimento da teoria da integral e derivada fracionarias para diversas aplica¢oes
em matematica pura (solugdo de equagoes diferenciais, definicao de novas classes de
fungoes entre outros), no entanto novas aplicagoes levaram a um refinamento das definigoes
e, assim, surgiram novas abordagens para atender as recentes aplicacoes como: Riesz,
Weyl, Griitnwald-Letnikov e Riesz-Feller (OLIVEIRA; MACHADO, 2014). Uma dessas

abordagens ¢ atribuida a Caputo que definiu da seguinte forma a derivada fracionaria.

Definigao 1.5.1. Sejam o > 0 e n € N o menor inteiro maior que a. A derivada de

Caputo da funcao f é

DS f(x) = (n—1<a<n), (1.32)

1 f FU(E) dg
[la—n)Jy (x =g+t
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onde §(g) = L)

A conexdo entre as derivadas de Caputo® e Riemann-Liouville é dada pelas

relagoes seguintes

n=1 r(k) a
D3 f(z) = (RLD;: [f(t)— L %t—a)’“]) (z) (1.33)

n=1 r(k)
D; f(x) = (RLD? [f(t) SN AL t)k]) (@) (134)

em que D+ e ' D,- denotam a derivada de Riemann-Liouville.

Em particular, quando 0 < Re(a) < 1, as relagoes (1.33) e (1.34) podem ser

escritas como
Dy, f(x) = ("D, [f(t) — f(a)]) (@), (1.35)

D f(w) = ("FDE_[£(b) = f(1)]) (). (1.36)

Caso av = n € N e a derivada classica f"(x) exista, entdao ,.Dg, f(z) coincide
com f"(x), enquanto ,Dj f(x) coincide com f"(z), porém multiplicada por um fator
constante (—1)" (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006, pag. 92-93).

1.6 Derivada de Riesz-Feller

Dada uma funcio f(z) € L'(R), denominamos a derivada de Riesz-Feller de
ordem « e a anti-simetria 6 por Dy f(z), a qual é definida pela transformada de Fourier
(FELLER, 1952)

FL.D5 f(2)] = =¥ (p) f () (1.37)

com z,p € R e onde f (p) é a transformada de Fourier de f(x). Nesta expressao, 0 < o < 2,

e a anti-simetria |#| < min{«o,2 —a} e
\I/Z(p) _ |p|a6i(signp)07r/2.

Para o — 2, recuperamos a transformada de Fourier de uma derivada de segunda ordem.
Este operador, como definido pela equagao (1.37), foi obtido como a integral fracionaria
inversa, o conhecido potencial de Riesz, para 8 = 0 e a # 1 como em Gorenflo e Mainardi
(1998).

4

Para a derivada fracionaria segundo Caputo temos que DS C = 0 para qualquer C € R.
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1.7 Derivada de Riesz

Definicdo 1.7.1. Seja f € L'(R). A derivada de Riesz é dada pela soma

1

D) = ooy @) + T @), (1.3

para o # 1,3,5,---, com J;% = (il)lD‘i“ el—1<a<l leN. Osoperadores J % e J-¢

sao as derivadas de Riemann-Liouville a direita e a esquerda, respectivamente.

A propriedade mais importante dessa derivada esta associada a transformada

de Fourier. Considerando 1 < @ < 2,

FIDZf(x),p] = =[p|*F[f (), pl, (1.39)

onde p é o parametro da transformada de Fourier. Podemos ver que a derivada de Riesz é

um caso particular da derivada de Riesz-Feller.

1.7.1 Regra de Leibniz com derivada fracionaria

No calculo de uma variavel a derivada do produto ou regra de Leibniz é usada
para calcular a derivada do produto de duas fungoes. Dadas f(t) e g(t) diferencidveis

temos que

DIf(t)g(t)] = f(t)g' () + ['(t)g(t)-

E possivel estender esta regra para uma derivada n-ésima com n € N por inducio
(OLIVEIRA, 2014) para quaisquer funcdes de classe > C" [a, b].

Dr110gto] = 33 () [PEF0] (D], onde L) = () 0 Dig(t) = gto). (1.0)

Para o caso em que temos a € R e fazendo uso da derivada no sentido de
Riemann-Liouville ndo obtemos a mesma propriedade que no caso inteiro, pois, no caso
inteiro tanto faz a ordem das fungoes f(t) e g(t), contudo no caso fracionario isso faz toda
a diferenca. No caso fraciondrio a regra de Leibniz no sentido classico nao é valida sempre,
ou seja,

DE(f()g(t)) # D (f(£)g(t) + f()Di (9(t))-

Um estudo detalhado a respeito dessa caracteristica é feito em Tarasov (2013).

®  Funcoes com n derivadas continuas.
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1.7.2 Regra de Leibniz para derivada segundo Riemann-Liouville

Em Podlubny (1998) e em Miller e Ross (1993) é apresentada a regra de Leibniz
para o caso a € R. A seguir vamos apresentar a regra de Leibniz para o caso fracionario.
Utilizamos como referéncia Miller e Ross (1993), Camargo (2009), Diethelm (2010) e
também Samko, Kilbas e Marichev (1993). Para apresentar a regra de Leibniz com a € R

apresentaremos antes o seguinte Lema:

Lema 1.7.2. Seja f(t) uma fungao de classe C' no intervalo no intervalo (a, b), entao
PEUED W (i 0] (L41)
! _n:O n)T(n—a+1) '

onde o e R e te (a,b) com a é denotado como (1.25).

Demonstragio. A fim de demonstrar (1.41) consideramos dois casos, a saber:

1. (Caso av < 0) Neste caso a derivada fracionaria de Riemann-Liouville torna-se

Dy = Jf(t) = F(ia) f (t—x) ' f(x) da. (1.42)

Como f é de classe C' em (a,b) entdo ela é analitica em (a, b) e pode ser representada

pela série

fay = S EDOL (1.43)

o n!
Substituindo a equagao (1.43) na equacao (1.42), obtemos

DEFE) = o | (=0t Y CUDYO) e g

(—a) J, ) n!
(

T
_ D) f@_x)n—a—l i (1.44)

~=  nll(-a) 0

Introduzindo a mudanca de variavel, u = t — x na equacdo (1.44), obtemos®

pip( = 3 SO et
_ i Hﬁ?ﬁlﬁ“ﬂ [;f_a ]0
Semals

n

¢ Como f é de classe C' podemos comutar o somatério com a integral.
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Multiplicando e dividindo (1.45) por I'(n — «) e utilizando I'(x + 1) = zI'(z), obtemos
(-D)"T'(n—a) (t—a)™“
nl'(—a) n—al(n—a)

(-D)"T(n—a) (t—a)"@
nl'(—a) T'(n—a+1)

(a) F(ta)"a (D" f(#)]. (1.48)

n)T(n—a+1)

s

Dif(t) = (D" f(t)] (1.46)

0

3
Il

I
RgE

[D™f(t)] (1.47)

0

3
Il

I
s

n=0

—1)"I'(n — «)
nIl'(—a)

a
Utilizamos na ultima passagem a relacao ( ) = (
n

2. (Caso a > 0) Seja f de classe C' em (a,b), entao ela é analitica em (a,b) e pode ser

representada por (1.43), entao

DEf(t) = DI jled=1 ¢4, (1.49)

Usando (1.49), temos

Dy f(t) i ({a} - 1) E;j){v;—}{i;

i {a} -1 w1 (t—a)r it

= I'(n—{a}+2)

Aplicando a regra de Leibniz para a derivada de ordem inteira (1.40), no caso em
que f:= DI [f()] e g(t) := (t — a)" 1! obtemos

SO E () e

k=0

n
Podemos tomar o limite superior do segundo somatério como infinito, pois ( k) =0

se n < k, entao segue

- (L) S () R

Introduzindo a mudanca de variavel 5 = n + k, obtemos

ST  e

Utilizando a propriedade binomial, podemos escrever
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pef =i< > (t — )= [DEf(0)] (1.51)

= [(j—a+1)

O
Com a demonstragdo do Lema (1.7.2) vamos, finalmente, demonstrar a regra

de Leibniz para a derivada fracionaria de Riemann-Liouville Camargo (2009), Diethelm
(2010), Oliveira (2014).

Teorema 1.7.3 (Regra de Leibniz para derivada segundo Reimann-Liouville). Sejam f(¢)

e g(t) fungdes analiticas em [a, b]. Entao,

i( ) [DEg] [DF*f(1)], (1.52)

=0

bl

ondeaeRea#—-1,-2,-3,....

Demonstragio. Pelo Lema (1.7.2), temos

= 3, F g o o)

T(n+1-—a)

Utilizando a regra de Leibniz (caso inteiro) (1.40) obtemos

- kz—;),;c (n> (k) T(n+1—a) (D ()] [Drg(t)] -
Introduzindo a mudanca de variavel n + k := n, obtemos

a)n+k—a

prtrwen = 3 1000) 35 (, 5 ) ("3 ) e g )

fUng 13 (" i o,

Pelo Lema (1.7.2) podemos escrever

=35 (5) ket [0 500

k=0
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1.8 Regra da Cadeia ou Formula de Faa di Bruno

A regra da cadeia é utilizada para calcular a derivada de fun¢ées compostas, o

que comumente utiliza-se é a férmula

Dy [9(f(2))] = Dulg(w)] De [f(x)] = gV F1V (1.53)

para o caso de derivada primeira, onde g(u) é diferenciavel com respeito a u e u é
diferenciavel com respeito a x. Existe uma generalizagao natural para n-ésima derivada
da func¢ao composta conhecida como formula de Faa Di Bruno. Na literatura existem
diversas demonstragoes para esse resultado, por exemplo, em Roman (1980) é utilizado
um funcional linear e equagoes polinomiais para provar a férmula, ja em Johnson (2002) é
feito um apanhado histérico da férmula e é apontado como outros mateméaticos deram

suas contribui¢oes para a demonstracao dessa formula e de resultados ligados a ela.

Nosso objetivo aqui ndo é demonstrar a formula, mas fazer um breve comentario
utilizando como referéncia os estudos de Oldham e Spanier (1974). Utilizaremos a notagao
g™ = D™ [g(u)] e f™ = D" [f(x)] onde u = f(x) é diferencidvel e m,n € N. Para o caso

de n = 2 utilizamos (1.53) e a regra de Leibniz para o caso inteiro (1.40), assim

D3 [9(f(2))] = Ds [Dzgf(x)]
= Do [Du [g(u)] Dy [f ()]
[D Dug( D f(@)] + [Dug(w)] [ D3 f ()]
(

_ 4 4 g® [f(l)]2

Analogamente, podemos obter uma expressao para derivadas de ordens 3, 4 e

5 como segue

D2 [g(f(2))] = g 1@ +3g@ fOf@ 4 B [fO]*,
DA g(f(x))] = gV f@ +ag® FO £ + 69 [ + 69 [fD]" 1+ g [f0]",
D2 [g(f(x))] = gMf® + 5@ O @ 4 1046 [fu)]? F®) 4 304® FO) [f<2>]2

+10g@ [f(1>]3 F@ 4 g0 [fu)]?
A generalizacao para o caso de ordem n é dado no seguinte teorema.

Teorema 1.8.1 (Férmula de Faa di Bruno). Sejam f, g € C" [a,b], n € N. Entao

pristrent - 5o S T [ %]
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onde Z ¢ a soma sobre todas as combinagoes de inteiros nao negativos Py, Ps, ..., P, tal

Zn:kPk:n e Zn:szm.
k=1 k=1

No livro Oldham e Spanier (1974) sdo apresentadas as seguintes férmulas para

que

derivagao inteira da func¢ao composta

prseo) = 3 () X3 () g imvor or [ “ K8 s

No artigo de Osler (1970) é encontrada a férmula para a derivada fracionéria
da fun¢ao composta. Na dissertacdo de Oliveira (2014) é feito um estudo detalhado dessa

formula para as derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo.
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Capitulo 2

Simetrias de Lie de equacoes

diferencias parciais fracionarias

O método de simetrias de Lie é uma ferramenta poderosa e uma boa abordagem
para construcgao de solugoes exatas de equagoes diferenciais. Nas tltimas décadas, pesquisas
extensivas tém sido feitas sobre a teoria das simetrias de Lie e suas ricas aplicagbes em
equagoes diferenciais (BLUMAN; KUMEI, 1989; OLVER, 1993; IBRAGIMOV, 1994).

Entre os anos de 2007 a 2009, Gazizov, Kasatkin e Lukashchuk (2009) pro-
puseram abordar o estudo das equagoes diferenciais fraciondrias via simetrias de Lie.
Desde entao muitos outros trabalhos, como em, Gazizov, Kasatkin e Lukashchuk (2011),
Gazizov, Kasatkin e Lukashchuk (2012), Wang, Liu ¢ Zhang (2013) vém apresentando
essa abordagem para encontrar solugoes exatas. A teoria de simetrias de Lie para EDP
de ordem inteira é bem sdlida e tem diversos trabalhos que utilizam desta técnica. No
trabalho de Soares (2011) é feita uma abordagem da simetria de Lie da equagao de Burgers
generalizada. Neste capitulo faremos uma apresentagao das simetrias de Lie para equagao
diferencial parcial fracionaria com base nos artigos Gazizov, Kasatkin e Lukashchuk (2007)
e Sahadevan e Bakkyaraj (2012).

2.1 Simetrias de Lie de EDP de ordem inteira

A seguir apresentaremos algumas defini¢oes e teoremas os quais podem ser
encontrados juntamente com as suas respectivas demonstragoes em (BLUMAN; ANCO,
1989). Nas defini¢oes e teoremas é utilizada a convengao de Einstein, ou seja, indices

repetidos sao somados.

Definicao 2.1.1. Seja D < R"™ um subconjunto aberto, nao-vazio e conexo. O conjunto

de transformacoes z* = X (z;¢) definido para cada z = (2, 2%, ...,2™) € D, dependendo

de um parametro € € S < R e munido de uma lei de composicao de parametros
qb Sx S-S5

forma um grupo de transformagoes em D se:
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1. Para cada pardmetro € em S as transformacoes sao injetivas em D, em particular z*

pertence a D;
2. S, com a lei de composicao ¢, forma um grupo G;
3. Se e denota o elemento neutro de G entao para todo z € D temos x* = X (z;€) = z;
4. Se z* = X(x;€) e ™ = X(2%;0) entao z** = X (x; ¢(e, 9)).

Definicao 2.1.2. Um grupo de transformacoes define um grupo de transformacoes de
pontos de Lie GTPL a um parametro se adicionarmos, as propriedades anteriores, as

seguintes:
1. € é um pardmetro continuo, i.e., S é um intervalo de R. Sem perda de generalidade
€ = 0 corresponde ao elemento identidade;

2. X é infinitamente diferenciavel com respeito a x € D e é uma func¢ado analitica de
€€ S,

3. ¢(€,d) é uma fungdo analitica de € e §, para todo €,d € S.

2.2 Transformacoes infinitesimais
Considere um grupo de Lie a um parametro

¥ = X(x;€) (2.1)

com identidade € = 0 e lei de composigao ¢. Fazendo a expansao em série de Taylor (2.1)

em torno de € = 0, temos

x*=x+e<W>

2
. + O(€e%)

e=0

=1+ e&(z) + O(€%), (2.2)

onde

A transformacao

x—x + e&(x)
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¢ chamada de transformacdo infinitesimal do GTPL (2.1), sendo &(z) = (£'(z), -, &"(x))

chamado de infinitésimo.

Em seguida enunciaremos o primeiro teorema fundamental de Lie o qual nos
mostra que as transformacoes infinitesimais contém as informagoes essenciais para a

determinacao de um GTPL a um parametro.

Teorema 2.2.1. (Primeiro Teorema Fundamental de Lie). Existe uma parametrizagao
7(€) tal que a transformagao do grupo de Lie (2.1) é equivalente & solu¢dao de um problema

de valor inicial (PVI) para o sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem:

dz*
dr (2.3)

Em particular, temos

onde

eI'(0) = 1.

Definicao 2.2.2. O operador diferencial

X =X(z) =&(x).V = &(x) (3(;

onde V ¢é o operador gradiente,

0o 0 0
¢ chamado de gerador infinitesimal do GTPL (2.1).
Para toda funcao diferencidvel F(x) = F(z', 2%, ... 2"),
0F (x)

oxt

Teorema 2.2.3. O GTPL a 1-parametro pode ser escrito da seguinte maneira

XF(z) =&(x). VF(x) = &(z)

2 2 0k
a:*:eEXa::ac—l—eXx+€—X2x+---:[1+6X+€—X2—|—---]:U:Z€—ka (2.4)
2 2 oy
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onde o operador X, é definido por (2.2.2) e o operador X* = XX*' k£ =1,2,..., sendo
X"F(x) = F(x) para qualquer funcio diferencidvel F(z).

Teorema 2.2.4. Uma fungao F'(z) é invariante sob um GTPL (2.1) se, e somente se,

XF(z)=0.

2.2.1 Transformacoes estendidas: uma varidvel dependente e n variaveis inde-

pendentes

No estudo da invaridncia de equagoes diferenciais parciais de ordem k& com
n varidveis independentes x = (z',--- ,2™) e uma varidvel dependente u = u(z), somos
levados ao problema de encontrar as extensoes das transformagoes do espago (x,u) no
espaco (z,u, 0u, - -+, 0%u).

Mostraremos a extensao do gerador X dado na definicao 2.2.2 até uma deter-

minada ordem k£ bem como determinaremos seus coeficientes infinitesimais.

Considere o conjunto de transformacgoes de pontos,

7% = X'(x,uy€) = 2 + &' (z,u) + O(?), (2.5)
u* = U(x,u;e) = u+ en(z,u) + O(?), (2.6)
i=1,2,---,n, agindo sobre o espaco (z,u), com gerador infinitesimal
, 0
X=¢ . <.
£ () 4 )

A k-ésima extensao de (2.5) e (2.6) é dada por,
7% = X' (2,u;€) = 2 + &l (z,u) + O(?),
u* = U(r,u;€) = u+ en(z,u) + O(e?),
ul = U;(z,u, 0u; €) = u; + 677@(1)(317, u, ou) + O(€?), (2.7)

* k...
uiliz---ik = Uili2“'7;k (‘IJ U” au? Ty a u? 6)

k
= ui1i2~~~ik + 6777:(11)2~~~ik (‘/L‘7 u, - 7aku) + 0(62)7

onde i = 1,2,--- nei =1,2,--- n,paral = 1,2,---  k com k > 1. Seus k-ésimos

infinitesimais estendidos sdo:

(E(az, w),n(x,u), 77(1)(:1:, u, 0u), - - - . (x,u,du, - - ﬁku)) ,

com o k-ésimo gerador infinitesimal estendido correspondendo a:

0
T L S (2.8)

0
k 7
XV =¢ ou; iz oy,

oxt T ou

i1igik

A férmula explicita para o infinitesimal estendido n® resulta do seguinte teorema:
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Teorema 2.2.5. Os coeficientes 771(1), e ,n§f22...ik, em (2.8), satisfazem

' = Dip— (D& )uy, i=1,2,-m,
k k—1 ]
nz(ll)gzk = D’ik/r”i(ligm)ik,l - (le (t”])uili?”ikflj7

w=12--- ,nparal=1,2,---  k com k > 2.

Usando o teorema (2.2.5) podemos encontrar 1V, ngl), n'?) conforme foi calcu-

lado em (SOARES, 2011) assim, obtemos

ng) =1 + (nu - Ew) Ug — TgUy — ‘t-»u(uﬂc)Q — TuUz U,

77151) =1 + (N — 7) up — Epuiy — Tu(ut)2 — &ullaUs;

3 2
- QTzuuzut - E/uu(um) - Tuu(ux) Uy — Bauu;tu:rx — TyUtUgy — QTuumu:tt'

2.3 Invariancia de uma equacao diferencial parcial

Sejam x = (z',--- ,2") € D ewu: D — R diferencidvel. Uma equacio diferencial
parcial de ordem k é uma relacdo I que associa as variaveis independentes = € D,

dependentes u : D — R e derivadas de u até ordem k, de modo que

F(z,u,0u,---,0"u) = 0. (2.9)

Em termos de suas varidveis z, u, du, 0*u, - - - , 0%, em geral a equacio diferen-
cial parcial do tipo (2.9) constitui-se, usualmente, de uma equagao algébrica. Para qualquer

solugdo u = 0(x) de (2.9) a igualdade,

(z,u, 0u, *u, -, 0%u) = (x,0(x),00(x),0%0(x),--- ,0"0(x)) (2.10)
define uma solucao que esta na superficie
F(x,u,ou,0®u, - - ,0"u) = 0.
Definicao 2.3.1. O GTPL a um parametro

= X(x,u;e€), (2.11)

deixa a equagao diferencial parcial (2.9) invariante se, e somente se, suas k-ésimas extensoes,

definidas em (2.7) deixam invariantes (2.9).
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Definicao 2.3.2. Seja

: 0 0
X = Evl(:uu)% + 77(%“)%

o gerador infinitesimal de (2.11). O operador X é admitido pela equagao diferencial parcial

(2.12)

(2.9) se seu k-ésimo gerador infinitesimal estendido

0

+
é‘ui

")
+ n(x, u)a— + 771( )(.T, u, Ou) (2.13)

0

8ui1i2...ik

X® = gi(z, u)a}z

+ n-(k») i@y u, ou, -, OFu)

21921k )

satisfaz a equacao

X®FP(z,u,ou,---,0%u) =0, quando F(z,u,du,---,d"u) = 0.

Teorema 2.3.3 (Critério para invaridncia de uma equacao diferencial parcial). Sejam X
e X dados, respectivamente, em (2.12) e (2.13). Entdo (2.11) é admitido pela equacio

diferencial parcial se, e somente se,
XFF(z,u,0u, - ,0"u) =0 quando F(x,u,du,---,0"u) = 0. (2.14)
Para simplificar a demonstragao com respeito a quantidades de indices, faremos as seguintes

convengoes:

1. Ei denotarg &' — (9
ox 3:6

0 .0
n®_—— denotard n"*""——— 1 <1 < k;
8ul (9ui1...z~l
3. w denotard u;,i,..;,, 1 <1 < k; valendo a mesma convencao para 7;

4. F* denotard F' nos pontos (2.11).
Demonstragio. Suponha que F' seja invariante sob (2.11). Entao,
F* = F(z + €&+ O(&),u+en+ O, - ,up + en® + O(e?))
—F+e(£aF+na&F -+77(k)§i+(9(62)>
— F+eX®F 4+ 02,

de onde vemos que (2.3.3) é verdadeira se, e somente se, é invariante, encerrando, assim, a

demonstracao. O
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A fim de exemplificar o teorema (2.3.3), consideremos a equagao de Burgers,
Up = Ugy — WUy, com  u = u(z,t). (2.15)

Um gerador de simetria associado a (2.15) é

0 0 0

Mostraremos que (2.16) é gerador de simetria de (2.15). Podemos escrever a

equacao de Burgers da seguinte forma
F(l’, tu Uy Uy y Uty Uggy Uity umt) = Ut — Ugg T Uly.

Sabendo que a equagao de Burgers é nao-linear de segunda ordem devemos utilizar a

extensao de segunda ordem de (2.16)

0 0 0
X0 - x40 L0 e O
na: aum nut aut n:m: auzz
Consideremos & = z,7 = 2t,n = —u. Temos, 773(51) = —2ux,77t(1) = —3ut,773(6? = —3Uyy.
Dessa forma, aplicando X® em F temos
xOp - xp+ W 00 e OF
r ﬁum aUt r auzm
oF oF oF
Sabendo que X F = uu,, — = —u, — =1le = —1, obtemos
aum aut auzx

XOF = yu, —nMu 4+ —

Assim, podemos escrever
X@p = —3(uy — Upy + uu,) = —3F.

Logo, X@F =0 quando F = 0.

2.4 Simetrias de Lie de EDP fracionaria

Em analogia ao caso das EDPs de ordem inteira, explicitado pela equacao de
Burgers, vamos discutir as simetrias de Lie de equacoes diferenciais parciais fracionarias
(EDPF).

Considere uma EDPF da forma

&Oé
ﬁg = F(x,t,u, Uy, Ugs, Uzzzy - - -),5 (2.17)

em que 0 < a < 1 e a derivada considerada é no sentido de Riemann-Liouville. Admitamos

que a EDPF é invariante sob um GTPL. Entao, podemos escrever
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t=t+er(z t,u) + O(?),
T =g+ e(x,t,u) + O()
)

u=u+en(z t,u) + O

u  0u
o 8750‘ +en + O(€) (2.18)
ﬁu
i 6 —i— 67795 ) 4 O(€?)
2

072 0a?

onde 7, £ e n sao infinitesimais e 773(01), ngj) e 00 sdo infinitesimais estendidos de ordem 1,2
e « respectivamente com gerador infinitesimal

X—T—+§— Uew

’NO(

U
Uma vez que o limite inferior da integral na definicio® de —— o é fixo e, portanto,

deve ser invariante com respeito as transformagcoes (2.18) temos a condigao de invaridncia

T(t,z,u)] =0.
t=0

Como a equacao (2.17) é fraciondria temos que o gerador infinitesimal estendido sera

0 0
(0)
+ ;
fla ouy

0
X=X +nWV + '

onde

n® = D) + §D3(uz) _ D?(fux) + pf‘(Dt(T)u) — DY (7u) + TD?H(“)' (2.20)

(1) (2)

Utilizando a regra de Leibniz (1.52) na equagao (2.20) temos:

1. Para a expressao em (1) temos

gD?(ux) - D?(fux) = 5D?(uﬂc) - Z D?_n(uz‘)D?(é)]

| n=0

= D7 (uy) = [€D7 (ug) + ) D?‘"(ux)D?(é)]

-- 3 (3o wnrie 221

Integral que aparece na derivada de Rlemann—LlouVﬂle.
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2. Para a expressao em (2) temos

D¥(Dy(1)u) — D (1u) + 7D (u

)
“(w) DI(D(7)) — Z(O‘; 1)D?+1‘”(U)DZ‘(7)]+TD§‘“(U)

-3 ()premoin-|
_ ni (Z) D2 (w) D (Dy(7)) — _TD;X“(U) + ni (O‘Z 1) D?“‘”(u)D?(T)] + 7D (u)

i( )pi i) - [i (" 1)D?“‘"<u>D?<T>]. (2.22)

n=1

Na expressao (2.22) entre colchetes, podemos escrever
S o a—n n+1 S a+ 1 a—n n+1
3 () oo - | 3 (1) prrepn
z « a+1 aen n
-2 ( )]Dt D).
—\n n+1

1
Utilizando a relacao de Stifel ) = “ + “r , obtemos
n n+1 n+1

(. 1) D) Dy (1)

— aD,(1 ) + Z ( )Dg—n(u)DgH(T). (2.23)

Substituindo as equagoes (2.21) e (2.23) na equagao (2.20), obtemos

0 = Di) o022 = 33 () e worie) = X3 (7, ) or oo

(2.24)

Precisamos calcular o termo Dy*(n) de (2.24) lembrando que n = n(t,z,u) e
u = u(t, x), para tanto, utilizaremos a regra de Leibniz (1.52) e, em seguida, a regra da
cadeia (1.54).

a) Podemos escrever Df*(n) = D{*(1 - n) e utilizando a regra de Leibniz obtemos

o0

D[ attutea)] = 35 () D )08 Dt )]

n=0

b) Aplicando a regra da cadeia em D} [n(t, z, u(t, x))] temos

=3 (1) 530 (5) et o fate i) ),

m=0 k=07r=0
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Assim obtemos

Dttt =2 5558 () () () st
o

T m k;—'r n(tﬂ x? u)
x [—u(t,z)]" D; [(u(t, x)) ] Spmmagh (2.25)
A equagao (2.25) pode ser escrita selecionando os termos que possuem derivadas
em u e sao lineares em u (veja Gazizov, Kasatkin e Lukashchuk (2011), Gazizov, Kasatkin
e Lukashchuk (2007) e (SAHADEVAN; BAKKYARAJ, 2012)). Precisamente, estes termos

sao obtidos quando k = 0 e k = 1, desta forma a expressao pode ser reescrita como

w0, & [ o o
D?(n)zTg+nu——u L +Z<) a(tZ)D (u) + 4, (2.26)

=525 E20)0) O

ormtkp(t xou
« [ult, ) DY [fult, o)p1] Tt )

(2.27)

Lembrando que a expressao p ¢é igual a zero quando 7 ¢ linear em u ou,

equivalentemente, fi,, = 0.

Dessa forma substituindo a equagao (2.26) na equagao (2.24) encontramos o

a-ésimo infinitesimal estendido

ote ot o otn n+1

x Den( Z ( ) €)D" (uy). (2.28)

o% o%u 6‘”‘ » = a\ 0", o N
00 = G = D) G T | (0) G- (9 ) o]
n=1

Voltando ao operador (2.19) temos que

X*F =0 quando F =0.

A seguir vamos aplicar a teoria apresentada aqui na chamada equacao de

Burgers fracionéaria.

Exemplo 2.4.1. Considere a equacao de Burgers fracionaria em que 0 < a <1,p>1le

a derivada segundo Riemann-Liouville como segue



Capitulo 2. Simetrias de Lie de equagoes diferencias parciais fraciondrias 47

0%u »
G = Use + uPu,, u=u(x,t)
podemos escreve-la como
0%u
F(tJ LyUyUgy Uty Uggy Uty * - ) = ﬁta — Ugy — /Uzpux

e pelo critério de invariancia temos:

0 0
XF = XF + n:(cl)a(iF _|_77(1)(7F + 77((10)F = 07
Ug

quando F' = 0.

Assim, obtemos

—pipe My = nPu? — )+l = 0.
Esta equacao depende das variaveis w,, Uyy, Uge, Ug, - - - € Dy "u, D{ "u, para
n=1,23,--- as quais sdo independentes. Substituindo as expressoes de 77:21), 77%), ngf” e

separando as expressoes em poténcias de u obtemos o seguinte sistema:

fuzgt:Tu:Tx:nuuzoa

(‘“)axnu) _ ( o )D?“(T) 0, paran—1,2,3,---
n

n+1

) 5” (z) — wPat (1) — 20y + upél(x) — pnuP~t =0,

L a?(n) - U(ﬂ]\? = Mgz — UpTlx = 0.

Resolvendo o sistema anterior encontramos

2cqt c1u
E=cr+c, T=—, N=—")
a p

0  2ct 0 0
X = (Cl.I’—FCQ)aI—FZlat—c;uau.

Assim, temos que a algebra de Lie associada é de dimensao dois, sendo os elementos da

base dados por

0 0 200 wuo
= + .
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Podemos utilizar o gerador infinitesimal X5, por exemplo, para encontrar a
transformacao de variavel com o objetivo de reduzir a equagao de Burgers fracionaria a
uma equacao diferencial ordindria fraciondria (SAHADEVAN; BAKKYARAJ, 2012).

O método de simetrias de Lie é uma ferramenta muito util para encontrarmos
solugoes exatas de equagoes diferenciais parciais, pois tem a propriedade de reduzir a
ordem de uma EDPF ou mesmo reduzi-la a uma equagao diferencial ordinaria fracionaria.
Encontrar as simetrias de Lie de uma EDPF pode ajudar a entender melhor as solugoes e

até mesmo ser o ponto de partida de outros métodos de resolucao de EDPF.
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Capitulo 3 I

Equacoes diferenciais fracionarias

nao lineares

No capitulo anterior apresentamos a base conceitual que utilizaremos daqui por
diante. As equagoes diferenciais parciais de ordem inteira tém um estudo bem consolidado
e sao alvo de muita pesquisa. O calculo fracionario, além de trazer novas abordagens para
as EDPs, deu a possibilidade de expandir a teoria de equagoes diferenciais. Neste capitulo

trataremos de algumas equagoes parciais fracionarias.

No artigo de Djordjevic e Atanackovic (2008) foi estudada a equagao

P A ny OT
Ot :ax[[k+mT ]am:|a :L’E(0,00), t>0, (31)

onde k,m € R e n € N. Essa é a equagao de condugao de calor fracionaria onde T'(z,t) é a

temperatura no ponto = e tempo ¢ e, além disso, [k + mT"]| é um termo difusivo.

No artigo de Mainardi, Pagnini e Luchko (2007) foi estudada a equagao
Dlu(x,t) = ,D§u(x,t), € R, t e R, (3.2)

onde «, 8, 3 sao parametros reais sempre restritos como segue
0<a<2 |0 <min{a,2—a},0<p <2
No artigo de Costa et al. (2015) foi estudada a equagao

Q. Dlu(z,t) = ﬁax [u™(z,t)] +Dg u(z,t) +u™(x,t) Dy u(z,t), (3.3)

1
onde () = 17 é o coeficiente de difusao inverso (velocidade de propagacao), com
meN—-{0},0<a<1, 1<y<2 e 0<f<2

onde

Dy, 0] <min{a,2—a}
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é a derivada de Riesz-Feller (PODLUBNY, 2002). Para preservar a propriedade de simetria

foi utilizado 6; — 1 e 85, — 0.

3.1 Equacao de Burgers-Korteweg-de Vries fracionaria

Dentre as equagoes nao lineares mais estudadas estao as seguintes:

op  0p ¢
=t ¢8x = Vo (Burgers) (3.4)
e
do 0o P9 :
= + e yﬁ, (Korteweg-de Vries) (3.5)

onde v é uma constante real e ¢(x,t). A equacao (3.4) é uma equagao diferencial parcial
nao linear de segunda ordem. Por sua grande importancia em aplica¢cdes como, por exemplo,
mecanica dos fluidos, actistica nao linear e dindmica dos gases é salutar estuda-la também
do ponto de vista do calculo fracionario. A mesma foi estudada por Johannes Martinus
Burgers. J4 a equacao (3.5) foi usada inicialmente para modelar propagagao de ondas longas

em aguas rasas e pode ser resolvida pelo método do espalhamento inverso (WHITHAM,
1974).

No artigo de Djordjevic e Atanackovic (2008) foi apresentada a solugdo para a

equacgao de Burgers-Korteweg-de Vries

op 09 %9
= T O = ==,
ot ox oxP
com 2 < < 3, e foram obtidas todas as equacoes compreendidas entre a equacao de

x € (—o,00), t>0. (3.6)

Burgers e Korteweg-de Vries. O estudo feito nesse artigo utilizou uma das simetrias de Lie

da equacio’.

Uma possivel generaliza¢ao para a equagao (3.6) que apresentamos aqui é a

seguinte

%, %o _ P
ot T e T Mus
onde 0 <a<1,2<5<3 meN\{0}, g>0com ¢=¢(z,t). Afim de encontrar uma

solugdo para (3.7) utilizamos as seguintes transformagoes de varidveis

+ o™

(3.7)

t=M, = NI, ¢=N\o¢(&,1) (3.8)

assim temos que

! Para outras informacoes a respeito de simetrias de Lie da equacio de Burgers veja (SOARES, 2011).
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o O(N1) 4109
a oo N e (3.9)
m@ — a4 maa()\qqg) _ yq(m+1)—pa ~maiq5
¢ o (/\ ¢) &()\pj)oé = AT ¢ oz’ (310)
P PNG) 0%
P~ Maoway ~ M s (3.11)

Assim, das equagoes (3.1), (3.10) e da equagao (3.11) temos

)\q—laa? + )\q(mH)—paquaib — Aq—pﬂ@
t

p” H -
0T 0P
Utilizando o principio da invariancia podemos escrever

q—1=q(m+1)—pa=q—0pps,
a_

mp

. Eliminando A da transformacao (3.8) obtemos

r I o <t>q
— == € = = = .
- C 3\

Isto prova a existéncia da solucio de similaridade ? para a equacgdo (3.7) da forma

1
de onde segue p = B eq=

p=tUE) e &=tz (3.12)
a—p3

m
das simetrias de Lie da equagao, como visto no Capitulo 2.

1
onde a = e b = ——. Vale ressaltar que essa transformacao de variavel é oriunda

A partir da equagao (3.12), calculando as derivadas temos

06 _ otU(§))

ot ot
=at" 'U(€) + t“bt"—la;d[éf)

dU(¢)
dg

du (£)>
¢ )’

=at*'UE) + ¢

— ot <aU(5) + b€

bem como

maai(b __qamyrm a+badaU<£)
o = 1TU Lo

d (¢ U(n)d
_ ta(m+1)+baUm(£)d£L g(ﬁ)n n

(

Solucao de similaridade sao solugdes que tornam uma EDP invariante sob um grupo de simetria.

o

2
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52
o _ tawdf‘f U(n) dn
Hows =1 aes |, (e— )52
Assim, podemos escrever

- du(€) d (*U(n)dy d* (* U(n)dny
e 1 (aU f + bf) +ta(m+1)+baUm 5 J Z N =T ta-i—b,BJ _—\v=
(€ + g S N N R

Para preservarmos a invariancia devemos impor

a—1=a(m+1)+ba=a+bp,
de onde segue

Enfim, podemos escrever

3 3 e
(aU(g)ergC”éé@)jLUm(@ng (Z(j)ncin d J U(n) dn

Mg )y -

Consideremos U (§) = AL, com A € R e k a ser determinado. Logo, obtemos

AAE" + DAER + RA™HLEMTITIR(_ 42 —a 4+ 1) = pAE"B(—B + 4, - + 3),
onde B(z,y) é a funcao beta. Pela invaridncia obtemos k = —

m
Concluimos assim que

A —(a+0b) +pB(—B+4,-5+3) k

1
—B(—a+2,—a+1)
m

Dessa maneira temos que a solugao para a equagao (3.7) é dada por

bz, t) = At*(tx)m.

(3.13)
Nas figuras a seguir temos representacoes graficas da solugao (3.13) para valores particulares
dos parametros «, 5 e m.
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Na figura (1) temos representadas as solucoes para diferentes valores de « e

com parametro m fixo.

Na figura (2) temos a representagao de uma solugao particular em 3D com os
parametros a =1, § =3 e m = 5.
57

— i ——
-
.-
e —
AP
-
Sa——
Py
-
-
N

o ""“'.";"..".'."_
- ==~ a=0.5p=2
e YRRy (X=05,B=2 5
----- a=1.0, p=2.9
00 Ois 4 1‘5 ‘2 2‘5 ‘3 3ﬂ5 4 45 5

Figura 1 — Os parametros a e 3 foram escolhidos e considerado m = 10.

Figura 2 — Solucao da equagao de Burgers-KdV fracionaria (3.7) com a = 1, § = 3 e

m = b.
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Figura 3 — Soluc¢ao da equagdo de Burgers-KdV fracionaria (3.7) com a = 1, § = 2 e
m = 5.

Figura 4 — Solugao da equagao de Burgers-KdV fracionaria (3.7) com a = 0.5, f =0.5 ¢
m = 5.

Na figura (3) temos a representagao de uma solugao particular em 3D com os
pardmetros a = 1, § = 2 e m = 5. Na figura (4) temos a representagdo de uma solugao

particular em 3D com os pardmetros o = 0.5, § = 0.5 e m = 5.

Neste Capitulo trabalhamos com a derivada fracionaria na variavel espacial.
Vale ressaltar que na literatura, em geral, essa equagao é estudada considerando derivada

fracionaria na variavel temporal.

Nos capitulos seguintes utilizamos da mesma ferramenta utilizada aqui para
encontrar solugoes analiticas para as equagoes, ou seja, partindo de uma simetria de Lie

para determinar solucoes invariantes.
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Capitulo 4 I

Equacao diferencial fracionaria nao

linear onda-difusao

Neste Capitulo investigamos dois problemas: a difusao com um coeficiente de
difusdo que nao é constante conhecido como EDPF néo linear de difusdo e o problema
da onda com uma velocidade de propagacao nao constante conhecido como EDPF nao
linear da onda. Em ambos os problemas, usaremos a derivada de Caputo na variavel
temporal e a derivada de Riesz-Feller e Riesz na varidvel espacial. Os dois problemas serao
resolvidos com o objetivo de encontrarmos solucoes analiticas. Utilizamos ainda o método
de simetrias, o qual é um caso particular do grupo de simetrias de Lie (translagao), pelo

fato de considerarmos a simetria da equacao’.

A equacgao que consideramos aqui é uma equacgao diferencial fracionaria nao

linear como segue

d [u" (2, t)].Dg u(z,t) + u™ (2, t), Dy, u(z,t), (4.1)

Q. Diu(x,t) = P
x

em que {) = [1( é o coeficiente de difusao inverso (velocidade de propagacao), *Df éa
derivada de Caputo e , Dy, com || < min{«a,2 — a}, é a derivada de Riesz-Feller como
definida na segao (1.6). Vamos considerar dois casos a partir daqui. Primeiramente, o caso
em que 0 < o, <1el <7y <2 que representa a equacao de difusao fracionaria e, em
seguida, o caso 1 < a <2el < 3,7 < 2 para equacao da onda fracionaria. Em ambos
os casos m € N. Para preservar a propriedade de simetria consideramos ¢; — 1 e 6, — 0.

Dessa forma, considerando a simetria, podemos reescrever a equacao da seguinte maneira

-

Dlu(z,t) = a%[um(x, )] Dfu(z, t) + u™(x,t) . Dju(z,t), (4.2)

Note que ,Dj = D] é a derivada de Riesz. E, sem perda de generalidade,

consideramos ) = 1.

! Veja mais nos artigos de Buckwar e Luchko (1998) e Djordjevic e Atanackovic (2008).



Capitulo 4. Equagdo diferencial fraciondria ndo linear onda-difusio 56

Em geral, ndo podemos usar a regra da cadeia em derivadas fracionarias para
reducao de uma equacao diferencial fracionaria para solugoes invariantes. Apesar disso,
podemos transformar a equagao diferencial parcial fracionaria em uma equacao diferencial

ordinaria fracionaria com uma nova variavel dependente, a qual chamaremos de 7.

Assim a nova equagao diferencial é uma equacao diferencial ordinéria, cuja

derivada é tomada no sentido da derivada de Erdélyi-Kober, associada com o operador de
Erdélyi-Kober (ERDELYT, 1940).

4.1 Equacao de difusao fracionaria

Neste caso, buscaremos por solucdes auto-similares® da equacdo (4.1) procu-

rando solugoes para u(z,t), no caso 0 < o, < 1lel <y < 2, com a seguinte forma:

u(x,t,) =t"U(n), n=at", (4.3)

com a,b € R. Comegaremos com o lado esquerdo da equagao (4.1) e admitiremos como

condicdo inicial u(z,0) = 0. Neste caso, a derivada de Caputo coincide com a derivada de

Riemann-Liouville, isto é, ,Dju(z,t) = #* Di'u(x, t), assim podemos escrever
Dl = _t @ Jt(t — 8) Pu(z, s) ds
T - ) ot ’
¢ ft(t —5) s U (xs70) ds (4.4)
S T(1-p)at ), ' '

s
Introduzindo a seguinte mudanca de variavel 7 = n podemos escrever a equagao
(4.4) como

*Dtﬁ = F(ll— 5);5 (15“_/”1 Ll(l — T)_BTGU(m'_b) dT) )

A fim de simplificar a notagao denotamos

FUG0) = g | (1= V) o

conhecido por operador de Erdélyi-Kober. Entao, segue

2 S&o solucdes invariantes sob as propriedades de translacdo de varidveis independentes.
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;t [t AT ES U ()] (4.5)
- ;;@a—ﬁ“)ngbU( )+ 17 B“; (F5'U(n)) (4.6)
=(1-p5+ a)t“_BFg’bU(n) + t“_ﬁH(—bnt_l)dCf?Fg’bU(n) (4.7)
— ¢ F [(1 —B+a)— bn;;] Fg’bU(n). (4.8)

Do lado direito da equacdo (4.1), usamos a definicio da derivada de Riesz-Feller®

a qual podemos escrever como

Dy f(x) = M{Sen[(cwr&)]
fa:+€§1+a ()dersen fx_éua_ ()df}.

No caso # — 1, podemos escrever

D7 () =
= W {sen f f & +€€+a ( )dé- + Sen J f €1+a ( )df}
:F(l—i—oz{ om fx+£é;+a fl@ )df—cos<a2 f$—€1+a_ fl@ )df}
T 0
F(l + «) cos cmr { f(z +;;+a >d§ B JOO flx — éla— f(x)df} . (4.9)
0

Calculamos assim , D{u(x,t), usando a expressao (4.9)

Diu(e,t) = DY[t"Un)] = ;D7 U (x 7b) =
- t“F(1:a) cos (%) {fo [(xgé e — f gm ]dg} (4.10)

Fazendo a seguinte mudanca de variaveis, v + § = z e x — £ = v, temos
I'l+ « am
Diu(z,t) = t“(i) cos (—) {

3 No trabalho Mainardi, Pagnini e Luchko (2007) os autores estudaram a solugdo fundamental da equacao
de difusao fraciondaria. Os autores lancaram maos da derivada de Riesz-Feller e derivada de Riesz para
ocasoem que 0 < a < 2 e |0] < min{a,2 — a}.
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Realizando uma nova mudanca de variavel z = sx e v = sx, obtemos

I'(1
+Diu(z,t) = tam cos <%> {
T 2

= t“(ntb)_a7+ cos (O;—W> { 100(5 — 1)_(1+O“)U(ns)ds — Jloo(l — s)_(HO‘)U(ns)ds}

A QF(_O[;n (0;j) { L Oo(s — 1)~ (ns)ds — le(1 — s)—<1+a>U(ns)ds}

ta—ban—a { 1 JOO B 1 1 B
= — s —1)" 19U (ns)ds + J 1 —s)" U (ns)ds b .
e (5] Ty ), =0 UG s [ (=) 0
(4.11)
Com isso introduzimos os operadores
1 +00
o = =0 —1)“ ds,
Gallln) = =y |, (5= D" Ulms)is
1 1
= _— 1—s) ¢ ds.
RU() = ey | (1= 57Uy
Usando estes operadores na equacao (4.11) temos
a—ban—cx
+Diu(z,t) = Zsen (7Y [=GriaU(n) + RisaU(n)]
sen (7)
tafboz 70[
= 27,”77 [R1+oU(n) — GiaU ()], (4.12)
Sen (7)

este resultado corresponde a derivada de Riesz-Feller.

Para calcular . D] = DJu(x,t), neste caso, a derivada de Riesz-Feller ¢ igual a

derivada de Riesz, de onde segue

Dlutent) = s (-9 e nde)

-t [ e eeu ]
_ tar(gl_wj; [ foo(g; _ 5)1_”t“U(sxt_b)xds]

— tad72 (E2_7
7 da?

o | - eeves).
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Introduzimos o operador L. de modo que
1 X
L U(n =J x — &)U (ns)ds, 4.13
W) = fg—y | =0 s) (413)
podemos escrever D] u(z,t) na forma
Y a d? 2—y
Diu(z,t) =t @[x L.,U(n)]
que, a partir da regra da cadeia, fornece
Dlu(z,t) = tt72 & "2 LU (n)] =t & LU 4.14
Lule,t) = PP OLU)] = TP OLUG)]L (414)
Analogamente, podemos escrever
d2 1 400 . ,
D u(z,t) = — [ =——— — ) U (E0)d
) = g (e | (€ enea)
(o | 6ot
=" | = —x
de? \T'(2—7) J,
d? 1 400 . L
d2 17277 +00
=t'— | =—— — 1 ds| .
e R
Enfim, introduzindo o operador IV, tal que
1 +00 )
N,U(n :J s—1)"""U(ns)ds, 4.15
W) = fg=ay | 6= DTUs) (415)
podemos escrever
DX u(z,t) = t* & TYNLU 4.16
Tu(z,t) = @[x YU, (4.16)
que, usando a regra da cadeia, fornece
DY t) =9~ @ 1IN U ()] = b @ N U 4.17
Tu(z, t) = d772[(77) ZUm)] = d772[77 ZU(n)]- (4.17)
Portanto, para a derivada de Riesz, obtemos
ta—b'y d2 o
Diu(z,t) = —s———< =" " (L,U(n) + N,U(n))]. (4.18)

2 COS(%) dn?
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Substituindo as equagoes (4.5), (4.14) e (4.17) na equacao (4.2) obtemos uma

equagao diferencial ordinaria na variavel independente 1 como segue:

d
a—p3 a,b .
t [(1—5+a)—bndn Fy U(n) =
ta(l-i—m)—b(l-i—oz)

_ W%[U’”(nﬂn’a[&m(](n) — GraU(m)]+

gl
= Seon() U0 gl (s + UG (419)

Impondo invaridncia na variavel ¢ devemos ter

a—0F=a(l+m)—-b1+a)=a(l+m)-—by,
B —0b(1+a)+am =0,
1+a=r. (4.20)

Diante dessa imposicao, obtemos um equacgao integro-diferencial

d
ll —B+a— bndn] F§7bU(n) =

~ S {1 a0 = Gr VD100 + s

U s 2,0 0) + N}

- {r aU ) = G U] 10 0] + 070

sl (LU + MU (1.21)

que, apos simplificacoes, fornece
1-B+a—b d F3tU(n)
J— a —_ - b —
n dn B n

— 286111(0m) {UQ[RHQU(?]) — GHQU(n)]jn[Um(n)] +U™(n) %

9 CZ;[U”(RaU(n) N GaU(n))]} | (4.22)

Vamos, na proxima se¢ao, discutir a solugao analitica para a equagao (4.22) bem como cons-
truir alguns graficos que descrevem uma particular situagao, dependendo dos parametros

envolvidos.
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4.2 Solucdo analitica e graficos

Comegamos por encontrar solu¢ao para a equagao (4.22) de tal forma que a

mantém invariante para isso, suponhamos

Un) = An’",

em que A e r sdo constantes. Neste caso, temos

abi ry _ 1 ' _ \—B.ra,r_—br
Fy (n)_f‘(l—ﬁ) 0(1 ) Pren " dr
o abr g, T )
—ML(l—T) ’BTdeT—F(l_ﬁ)B(l—Fa br,1— ) =
B n T(1+4+a—br)[(1-7)
T T(1-8) I'Q+a—br—p)
l+a—0br
T 2va-br—p (4.23)

Analogamente, calculemos G,(n") e R,(n"). Segue que

1

Ga(n') = T—a) fo(s —1)""n"s"ds =

__ " - s—1)"%s"ds
_F(l—a)ﬁ (s —1)7sd
/)77'
:mB(l—a,—l—i-a—r)
B n Tl-a)l(-14+a-r)
'l —a) L(—r)
MN-14+a-r)

al v n (4.24)

1

Ro(n") = T(i=a) fw(l —5)7n"s"ds

=T 1 —s) *s"ds
- F(l - Oz) J—oo<1 ) !
n I(=r—-1+a)l'(1l-a) o
~ =) r(—r) (=1)
_ (_1)1—ar(_;(__i)+ Oé)

n. (4.25)

Temos assim, a partir das equagoes (4.23), (4.24) e (4.25), que a equagao (4.22) pode ser

escrita na seguinte forma
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d 1+a—0r)
1 - B+a—b A =
l fra nd]FQ—ka—br—B) 7

= e [Ty T )

2sen 7“ [(—r)

AmnrmddQ [n <(_1)1_ar( F(_1 £0) 4, T +&—T)Anr)]}

7) [(—r)
A1+m —a+rr<a _ T) —a d rm rm
:28%(&;){ ﬂ[(_l) —1]67[77 I+mn

d2 —oT7T
d7772[771 " ]}

Calculando as derivadas, temos

x [(=1)'7* + 1]

d I'l+a—0r) .,
ll_ﬁ+a_bndn] F(Q—i—a—br—ﬁ)An -
Am 7a+rF(O‘ — T) —a rm—1
= g {7 R )
(1) 1]”_;(__}0; V1 —atr)(-at r)nw—l} (4.26)
_ A™ - T(a—r) —l—atr(l4m) { T (1) a—r1— (1)
(5] 1) " {=rmll = ()] + (e =) = (=) ]}
_ A @) ek em) 4o — )1 - (<1)°], (4.27)

2sen(%) I'(—r)

Para garantir a invaridncia em 7, com o objetivo de preservar a simetria da

equacao, impomos

Tm—1+oc—>r—1+a (4.28)
m
de onde segue
Fl+a—0br)
(1_ﬁ+a_br)F(2+a—br—6) B
A" T(a—r) _
- —(1 )l —(=1)
Sen () Ty () Fa = ()]
A" T(a—r) -
- —1—7)[1—(=1)"°].
2sen(%r) I'(—r) ( Nt =07
Resolvendo a equacao algébrica, obtemos
A 2sen(%)F(—1 —r)I'(1+a—0br) (4.20)

[1—(-1)l(a—r)T(1+a—B-0r)
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Usando as condigoes da equagao (4.20),

1
5—b(1+a)+am=()z>ﬁ—b( +O[)—1—0L=O=>oz—b1”=—ﬁ:>1+a—br=1—é
m m m m
e
_ 1—
1+a—br:1—ﬁé1+a—br—ﬁzl—6—£: b+ B)m
m m m
Obtemos, enfim, a expressao
2sen(Z)(—1 —r)I'(1 — £
A" = sen()L'( A ) 5 (4.30)

(1= (=) (a—nI1-p5-

Voltando nas variaveis x e t podemos escrever a solugao

)

m

B 2sen(Z)I(—1—r)(1—£) . z \ .
u(z, 1) = { [1- (-l (a-rT1-3-2) } ( B)

m

Podemos simplificar a solucido acima e assim escrever

feFT(-1-nra -2 e\
u(x’t)_{iF(a—r)F(l—ﬁ—ﬁ)} () 3

m

A seguir apresentaremos alguns graficos que representam a solugdo acima considerando a

parte real.

---p=0.5

18 o p=0.6
-=-p=0.9

16 —p=1.0

Figura 5 — Grafico da solu¢ao da equagao de difusao fraciondria 0 < f < 1le (z =1).
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Figura 6 — Gréfico da solugao da equagao de difusdo fracionaria com tempo fixado (¢ = 1)
ed<pg <1

Apresentamos acima dois graficos nos quais fixamos o parametro v = 1,5. Um
deles est4 associado com a equagdo de difusdo fraciondria na figura® (5) o outro grafico na

figura (6) estd associado com a mesma equagao, porém com o tempo fixo essas solugoes
~ - a+1
representam a equacao (4.31). Em ambos os casos utilizamos 0 < f < ler = ——.

Abaixo apresentamos o grafico da solugao

A%
0'::':0%

00,0,4020520,%
Vi
RIS
WREICKLL

RS,
hes

X5
et
QR
Uyggtents

el
et
Uyt

%

Figura 7 — Solucao da equagao de difusao fracionaria com o = 5 = 0.5 e m = 10, 20, 30, 40,
respectivamente.

Na figura (7) temos o grafico 3D da funcao (4.31) para alguns valores parti-
culares de m e com o« = [ = —. Podemos observar que a medida que os valores de m

aumentam o valor de u(x,t) diminui.

4 Aqui u(z,t) x t a varidvel espacial z é fixa.
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4.3 Equacao da onda fracionaria: 1 < 8 < 2

Em analogia ao caso anterior, discutimos a equacao da onda fracionaria, ou
seja, neste caso teremos os pardmetros 0 < a < 1e 1 < §,v < 2 considerados na equagao
(4.2). Neste caso, consideramos condigoes iniciais homogéneas, i.e., u(x,0) = u;(z,0) = 0.
A derivada de Caputo pode ser calculada através da derivada de Riemann-Liouville, ou

seja, *Dﬁ Df , devido as condigoes iniciais. Assim,
1 62 t
J (t —s) " Pu(x, s)
0

T'(2-0) o
T T2 : - B) j; Jt(t—S) s U (ws7") ds .

*Dfu(x,t) = D?u(w,t) =

Fazendo a mudanga de variavel s = 7t temos s >0 =7 —>0es—->t=7— 1:

1 62 a —b,_—b
- o f (£ — t7) B () U (ot~ )t dr

= F(21— 6)5;22 [t”a_ﬂ Jol(l — ) U () dT] .

Introduzindo o operador Qg’b tal que

Qaﬁ’bU(n) = L ) J (1 —7)"PreU(nr=)dr. (4.32)

I'(2=5) Jo

podemos escrever

e ] - 5[5 (t“a “apum)| -

oo
:atlat(t2+“ ) QU ) + o5 L ng <>]=

62 24+a—f J 2+a—f ab 2+a— ﬂ

= (2+a—/3)(1+a—5)ta*5 Q%’bU(n)Jr?(?Jra—ﬁ)t”“ a4 Q U(n)+

Q‘ébU( )

4 g2Ha—p at2 Q Uln). (4.33)

Usando a regra da cadeia, obtemos

Fo_dfdN_df o dN_ o d (i d
a2~ di\dt) " dt Tan) = 7@t \" Taan

2L (1 + bnd) : (4.34)
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Substituindo a equagao (4.34) na equacao (4.33), temos:

= <2+a—5><1 +a— Pt QFU(n) +2(2+a— )t ﬂ - Q5" U()+
et O -7 L Q3U)
~@ba A= B QU + 22+ a- e (<u i) QU
—— aY ot
+ t*Ta Pt Qndn <1+b17d > Q5 U(n)
— @2t a-B)(1+a— B QU — (2 +a— He (77;;) QLU () +
d d
+ bt“’ﬁnd—n (1 + Zmdn) QZ’bU(n)
= F [(2+a—ﬁ)(l+a—ﬁ)_2b(2+a—ﬁ)nj+bndd (1+bnd )] Q U(n)
d
:ta—ﬂ<1+a—5—bndn> <2+a—5—bnd)ng (n). (4.35)

Igualando este resultado com o obtido anteriormente para o segundo membro, obtemos

d d
" Fllira—B—tn— ) (2+a—-B—bn—) Q%U(n) =
(1+a-s-tng ) (24a=5-tg ) QU0
7fa(l-&-m) 1+a)d

_ —dn [Um( )] _a[RH_aU(n) - G1+aU(n)]+

2sen (%)
to(l+m)—by) . 2 -
~ eo(@m) U gl BV )+ MU m)) (4.36)

Supondo a equagao invariante em ¢ para preservar a simetria da equagdo, devemos ter
a—pfB=a(l+m)—>b(1+a)=a(l+m)— by, dai podemos escrever
f—b(1+a)+am=0,
l+a="1. (4.37)

Enfim, a equacgao integro-diferencial fracionaria é dada por

<1+a—ﬂ—bndof7) (2+a—ﬁ—bnd ) ng (n) =

1 . d
= m {n [R11aU(n) — GHO‘U(??)]CTn[

2

U (RU) + GaU ()] (1.38)

U™(n)]+
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4.4 Solucao com A e r constantes

Em analogia ao caso anterior, vamos supor U(n) = An", onde A e r sao

constantes, temos:

Q5"U(n) = Q5" (An") = e Jl(l — ) Byt dr

’ ’ [2-5) Jy

_ L ! T o 1-8__a—br o

F(2_B>J0n(1 7') T dr =

= A?]T 1 -8, a—br _

“ gy, 0

= F(gliﬁ)B(l—ka—br,Q—ﬁ) -

I'(1+a-—"0r)

T T(B+a—br— [)’)Anr' (4:39)

E ainda, podemos escrever

d d
<1+a—5—bndn> <2+a—5—b77dn) QZ’bU(n)=
B d d [(1+a—by)
- (Ha_ﬁ_b”m) (Ha_ﬁ_b”dn) F(B+a—by—p)
(14 a—br)

IF'B+a—br—p)

An" =

r

=1+a—-08-br)2+a—pF—10r)

T +a—0br)
S T(1—pB+a—br)

An

An". (4.40)

Substituindo este resultado em conjunto com os resultados ja obtidos anteriormente, na

equagao (4.38), temos

I'l+a—0r) .
F(l—ﬁ+oz—b7“)A77 B
A" T(a—r)

= QSen(M) F(—'r’) 77’1704+r(1+m)(_7nm +a— 7“)[1 . (_1)763]. (4.41>

Supondo invariancia em 7 para preservar a simetria da equacao, obtemos

1+
r=—-l—a+r(l+m)=—-1—-a+rm=0=>rm=1+a=r= a, (4.42)
m

que nos fornece

I'l+a—0br) Ao Am Fa—7r) [1—(-1)"9]

'l—38+a—10r) [(=1—-7r) 2sen(%")

Como esta equacao ¢ a mesma obtida anteriormente, entao a solugao é dada por

) 2sen(P)T(-1-r)T(1 - £) O
4 { [1— (1) T(a—rI(1-p-2) } ' (4.43)

m
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e assim, temos

u(z,t) =

2sen(ZE)0(—1 —)I(1—2) ™ < v > =
[1— (=)l (a—rT(1-5-£)

Podemos simplificar a solugdo acima e assim escrever

imo — lta
eT (-1 —r)1-2)|" m
o) = S E L Z T ()7 (144
il'(la—7)(1-38~-2) tTra
Em seguida, apresentamos dois graficos dessa solucao.
I ---p=1.3
1alf w6
—=-p=1.9

Figura 8 — Solugoes particulares da equagdo da onda fracionaria com (z = 1).

---p=1.3
e p=1.8
—=-p=1.9
—p=2.0

Figura 9 — Solugoes particulares da equacao da onda fracionaria com o tempo fixado
(t=1).
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Acima apresentamos os graficos com o parametro v = 1,5, o grafico na figura
(8) representa a solucdo da equagao fracionéaria da onda e na figura (9) representa a solugao

da mesma equacao, contudo com o tempo fixo. Ambas sdo a representacao grafica da
(a+1)

solugdo dada na equagao (4.44). Nos dois casos temos 1 < f <2er =

m
Abaixo apresentamos o grafico da solugao

u(x,t)

Figura 10 — Solugoes particulares da equacgao da onda fracionaria com o = 0.5, 5 = 1.5 e
m = 10, 20, 30, 40 respectivamente.

Na figura (10) temos o grafico 3D da funcdo (4.44) para alguns valores particu-

lares de m e com o = 0.5 e = 1.5.

4.5 Solucao dos casos particulares
Nesta se¢ao vamos discutir alguns casos, incluindo o caso em que os parametros
sao inteiros, isto €, a derivada é de ordem inteira.

No caso a« — 1, B — 1 e f — 2, devemos considerar m > 2, porque m = 1, ou

m =2, r = (14 «a)/m é um nimero inteiro e, neste caso, I'(—1 —r) — .

4.5.1 Equacao de difusdo: casoa — 1, —>1em > 2

No caso a — 1, f§ — 1 e m > 2 a equacgao é dada por:

d [u"(x,t)].Diu(z,t) + u™(z,t)D2u(z, t) (4.45)

com solugao dada por
1

ul(, ) = {rfi__ljj)fn(lrilf_mi) }m (ﬂ%y (4.46)

u(z,t) = {—2(7;712)}% (ﬂ:) . (4.47)

Segue que
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Vamos verificar que a func¢ao dada pela a equagao (4.47) é a solugao da equagao diferencial
(4.45). De fato,

e (4.48)

L 2
B m m 2(2 —m)xm 2
| 2(m+2) m? tom

Somando os resultados do segundo membro, temos

[ e, 00 Du(e, 1) + w2, ) D2, 1) =

1 2
_oomaf om "2z
S mA2t | 2m+2) ) m w

m 1‘2{ -m }’112(2—711)35;2

2(m+2) t (2(m+2) m? ton
 (2m-m+2) m W oo B
B m(m + 2) 2(m +2) f tmtl
1 2
_ i m yE
 om | 2m+2) ) gmtV

que corresponde a equagao (4.48). A seguir apresentaremos alguns graficos que representam
a solugao acima.
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15~
-—--m=10
L e m=20
14 — = m=30
: —m=40
1.3
i
1
1.2J;
1

Figura 11 — Solugoes particulares da equacao de difusdo fraciondria ndo linear com (z = 1).

Na figura (11) em que consideramos v = 1,5 temos a representagao grafica da

solucdo em (4.47) com valores particulares para m.

452 Equacaodaonda:casoa — 1,5 —>2em > 2

No caso a — 1, f — 2 e m > 2 a equacao é dada por:

d [u"(x,t)].Diu(z,t) + u™(z,t)D2u(x, t) (4.49)

*D?U(ﬂ?,t) = (97.73

e sua solucao é

3=

D(-1-2)r(-2) } ()" (4.50)

t) =
uy {m - 5ri-2-2)
Simplificando, segue

u(z,t) = (i:) . (4.51)

Verificamos que a equagao (4.51) é solugao da equagao (4.49). De fato o é, pois,

02 2 2 xm  2m+2) xm
Diu(x t) = ﬁu(x,t) g(l + %)t%” R (4.52)
0 0 x? 0 [«? x
ool @Ol = F A = 5 th] 2=
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Somando os resultados do segundo membro, temos

[ (e, 00 Du(e 1) + o, ) D2, 1) =

5T 2 pmt 2222 -m)am 2 (dm+4—2m) xm  2(m+2) T
22m 2 m? tom m? tet2 om2 a2

a qual é a equagao (4.52). A seguir apresentaremos alguns graficos que representam a

solugado acima.

26—

---m=10
""""" m=20
==-m=30
—m=40

24

M
T === =T

-

Figura 12 — Solugoes particulares da equagdo da onda fracionaria nao linear.

Na figura (12) em que consideramos v = 1,5 temos a representagao grafica da

solucdo em (4.51) com valores particulares para m.

4.5.3 Equacdo fracionaria de difusdo (tempo): casoa — 1,0 < < 1, m > 2
Neste caso a — 1,0 < <1 em > 2 a equacao é dada por

*Dfutut)::;i{umﬁutﬂwlﬁutat)+zf%x,ﬂ[@u@ut)

oxr
0. F N
= %[u (m,t)]%’d(.%,t) tu (l‘,t)wlb(l‘,t)
o, .0
= lu (x,t)axu(x,t)] (4.53)

e sua solucao é

f D(=1=2)ra- £ T\
U(I,t) = {F(l . %)F(l —— 5;)} (W)

B m2I(1 — %)
S 2m+2)0(1 -8 2)

-

(155%) : (4.54)
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A seguir apresentaremos alguns graficos que representam a solucao acima.

---p=0.5
T e p=0.6
-—-p=08
16 —p=1.0

u(x,t)

-
.

0B
0.4

02

u(x,t)

02

Figura 14 — Solugdes particulares da equagao de difusdo fracionéria no tempo (¢t = 1).

Acima, para os casos particulares, temos dois graficos com v = 1,5. O primeiro
grafico associado com a equacao de difusdo fracionaria, a qual esta representada na figura
(13) e o segundo grafico na figura (14) é a mesma solucao, porém com o tempo fixo, ambas

as figuras sdo representagoes da solucao em (4.54).

4.5.4 Equacdo fracionaria da onda (tempo): casoa — 1, 1 < f<2em > 2

No caso da equacao da onda com os pardmetros « — 1 e 1 < 3 < 2 obtemos o

mesmo resultado expresso na equacao (4.54). De maneira semelhante a feita com a equacao
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de difusao apresentamos dois graficos para a equacao da onda como segue:

---p=1.3

u(x,t)

04+

02+

Figura 15 — Solugoes particulares da equagao da onda fracionéria no tempo com (z = 1).

u(x,t)

02

Figura 16 — Solugbes particulares da equagao da onda fracionaria no tempo (¢ = 1).

Nos graficos apresentados utilizamos o parametro v = 1,5. O primeiro grafico
na figura (15) esta associado a equagao fracionaria da onda e o segundo grafico na figura
(16) corresponde a mesma solugdo, porém com tempo fixado. Ambos os graficos sao

representagoes da solugdo (4.54) coma —-lel < f<2em > 2.

Ressaltamos que para construir os graficos das solucoes dadas pelas equagoes
e
(4.31) e (4.44) consideramos apenas a parte real uma vez que quando - é um numero par
m

temos multiplos de 27. Além disso, como estamos considerando valores de m > 2 basta
. ) e
tomarmos o médulo e com isso resta apenas a parte real de u(z,t), pois |—| = 1.
i
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Capitulo 5

Equacao diferencial parcial

fracionaria de Harry Dym

Neste Capitulo estudamos uma generalizagao da equacao de Harry Dym (HD),
a equacao fracionaria de HD. A equacgao de Harry Dym apareceu pela primeira vez em
(KRUSKAL; MOSER, 1975) e é atribuida ao matematico com o mesmo nome, porém ela
nao foi publicada pelo seu descobridor. Ela modela um sistema em que a dispersao e a nao
linearidade estao acopladas, além disso é classificada como equacgao de evolucao nao linear
completamente integravel. Existe uma forte conexao entre a equacao de HD e a equagao
de KdV o que permite a mesma ser usada para aplicagoes em problemas de hidrodinamica
(HEREMAN; BANERJEE; CHATTERJEE, 1989).

Existem diferentes métodos que discutem solugoes de EDPF. Recentemente,
nos artigos de Mokhtari (2011) e Al-Khaled e Alquran (2014) foram discutidas as solugoes
de onda viajantes exatas da equacao de HD usando o método de decomposicdo Adomian
(ADOMIAN;, 1988; ADOMIAN, 1994), o qual faz uso da iterac¢do variacional (HE, 1997),
integracao direta e série de poténcias. No artigo de Kumar, Singh e Kiligman (2013)
foi proposta uma abordagem diferente baseada no método de perturbagao homotépica
usando a transformada sumudu (WATUGALA, 1993), chamada também de perturbagao
homotépica da transformada sumudu, a qual resolveu a equagao de HD fracionaria (LIAO,
2004). No trabalho de Iyiola ¢ Gaba (2016) foi usada uma aplicagao da -HAM (q- Homotopy
Analysis Method) para obter solugdes analiticas da equagdo HD fraciondria. Aqui, faremos
uso da derivada de Caputo para discutir a equacao HD fraciondria e encontar solugoes

analiticas. Vale ressaltar que em pesquisas recentes a equagao foi estudada utilizando a
derivada de Riemann-Liouville (HUANG; ZHDANOV, 2014).

5.1 Equacao de Harry Dym fracionaria

Nesta secao estudaremos a equacao de Harry Dym fracionaria com duas variaveis

independentes. Vamos utilizar a definicao de derivada fracionaria de Caputo. O objetivo é
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encontrar solu¢oes analiticas da seguinte equagao

3
«Diu(x,t) = up(:c,t);ﬂ[u(w, t)], com  p>0 (5.1)

em que , Dy é a derivada Caputo e o parametro a estd entre m — 1 < o« < m com m € N.

E facil ver que a equacao de Harry Dym cléssica é um caso particular da equacéo (5.1).

5.1.1 Solucdo de onda viajante

Vamos considerar solucdes do tipo onda viajante' e, assim, admitimos solucoes
da forma wu(z,t) = g(x £ ct). Além disso, consideramos que as solugoes tém a propriedade

de dilatagio, ou seja, g(z + ct) = 2°g(1 + ct/z).

A principio vamos considerar a solu¢ao na forma

u(z,t) = z°U(n), n=1+ = (5.2)

onde a é uma constante associada com o grau de homogeneidade e ¢ é a constante associada

a velocidade.

Utilizando a derivada de Caputo, obtemos

Dpu(r, ) = e [
«Dju(z, = T0m —a) g s g W@, 8)ds
1 * 1 m cs
— m—l—« a 1 + _
L'(m — «) J0<t s) os™ [:c U( - q:)]ds
a rt m
x 1o O cs
— I + =2
F(m—a)m(t ) (33’”[ 1_x ]ds

. ., cs
Introduzindo a variavel 7 = 1 £ — temos: 7 — 1, quando s —» t e 7 — 1,

x
quando s — 0. Adicionando as relagoes obtemos

'
n-r=1£-(1£2) -
x

x
c
=+—(t—s).
St -9
ot d om m. qm
Considerando — = aa temos — = <i£> ——. Portanto, substituindo esses
ds 0s dr os™ x/ dr™

! Onda viajante (mével) é uma solucio u = u(z,t) de uma equagao de ondas que depende de z (varidvel

espacial) e de t (tempo) somente através de uma relagdo do tipo n = x — vt em que v é uma constante
fixa.
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resultados, obtemos

i) = g |, (55) " o (1) e ()
e A
~ Ty om0 o

Agora, calculamos a derivada da variavel espacial. Assim, antes usamos a transformacao
0 on d 0 1—nd
— = —— — = —. 5.4
or  Oxdn ¢ ox x dn (54)
A derivada de terceira ordem na varidavel espacial pode ser escrita como
o3 o3 [0 02 0
- t) = — aU _ | aU _ a—lU aiU
Soulet) = U] = 1 | v = £ | (e v o L) |
—a -2+ (- | - - a0 -S| U,
on on on

(5.5)

Substituindo a equagdo (5.3) e a equagdo (5.5) na equagao (5.1), temos

(il)acal‘a_a " 7 m—1—ayr(m) dr =
el KCR O

0 0 0
= gol+P)=3pyp —2)+ (1 —n)=— D)+ (1—n)=— 1—n)=—|U(x).
x (n) l(a )+ ( ")an} l(a )+ n)an a+ ( ”)an (n)
(5.6)
Impondo a condicao de invariancia na variavel x, temos

33—«
p

a—a=a(l+p)—3 = a= (5.7)

podemos escrever

(£1)*e> (7 _ ymel—am) (g —
fois | =t

v -2+ 0-ng | f@-nsa-ng|lora-nl]vm. 69

comm—1 < a<memeN. Na préxima se¢ao discutiremos as solucoes analiticas para a

equagao (5.8).

5.1.2 Solucdes analiticas

Para resolver a equagao (5.8), primeiro consideramos U(7n) na seguinte forma

0, n =0,
Un) = . (5.9)
An®, 0 <O,
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com k > m. Esta solugao é chamada na literatura como solucao de frente de ondas
wavefront, onde ela é monotdnica e com propagacao finita 2. No nosso caso, consideramos
frente de ondas ilimitadas. A escolha para (5.9) é pelo fato de buscarmos solugdes do tipo

onda viajante.

Aplicando a equacao (5.9) no lado esquerdo da equagao (5.8) obtemos

(£1)%c” Jn(n . T)mflfaU(m)(T)dT _ (£1)%c” Jn(n B T)milia(ATK/)(m)dT

Cim—a) J; L'(m—a) ),
_ (il)aca K _r m—1—« P (m) T
f s [
(ED Rk —1)(k—2) ... (k= (m —1))A (" _ymel-a_k-m g
B I'(m — «a) JO (n=7) d
_ (£D)**k(k—1)(k=2)...(k = (m—=1)'(k—m+ )I'(m — Q)Anﬁ_a
F'm—-a)l'(1+k—«)
_ (£1)*c*T'(1 + H)A’Oﬁfa- (5.10)

I'l+k—a)
Substituindo a equagao (5.9) no lado direito da equagao (5.6) obtemos

o) [(@-2+ a=np | [@-v+ra=n|lara-ng |vwm -

=2+ - | -0+ a-ng | ara-ng |-
= AP f(a — k)(a— Kk —1)(a — k — 2)n"+
+3k(a—k)(a—r— 1)+

+ 3k(a — K)(k — )" =+
+ ik —1)(k —2)n" 3} (5.11)

Para satisfazer a igualdade, impomos a relacao

a—r=0 = a=/<a=3_a (5.12)
p
Assim, a equacao (5.11) pode ser escrita como segue
) @-2+@-nf ] |0+ a-ng | ara-ng o -
an on on
= AP R( — 1)k — 2 = AP (s — 1) (s — 2D, (5.13)

Portanto, substituindo a equagao (5.10) e a equagao (5.13) na equagao (5.6)

temos

(+1)cT(1 + k)
I'l+k—a)

Ann—a — Ap—&-lnan(R _ 1)(/'{ _ 2)7]5—3

2 Mais detalhes sobre wavefronts sobre processo difusivos podem ser encontrados em Gilding e Kersner

(2004).
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e, usando a equagao (5.12), podemos escrever

(£1)°T(k — 2)e* P
A= . 5.14
[ MNl+k—a) (5.14)
Retornando a equacao (5.9), temos
3—«a
A, <0,
U(n) = 5.15
() {Q K (5.15)
ou, na seguinte forma
3—«
o N o t
u(x,t)zx“An'*:AxsT (1ic) =A(xict)37, 1+< <0
x x
+1)°T (i — 2)e ] o
- | EDTE =2 T gy
I'l+k—a)
. 3-a
i T(k—2)c® \ 7= v
— (+1)vP [(M) (x £ ct)] . (5.16)

A expressao em (5.16) é a solugao da equagao (5.1) e ressaltamos que conside-

ramos as solugoes reais.

5.1.3 Propriedade de translacao
Nesta se¢ao vamos provar a propriedade de translacao em relagdo ao eixo .

Proposicao 5.1.1. A solugdo da equagao (5.16) preserva a translacdo no eixo z, isso

significa que u(T,t) também é uma solugdo, com T = z + .

Demonstracao. Vamos considerar a equagao diferencial fracionaria

33
«Diu(T, t) = uP (T, t)ﬁu(f, t), com T =x+ xp. (5.17)
T
Usando a equagao (5.16) obtemos a solucao dada por
. 3—a
[(k—2)c> \ 3= P
T,t) = (£1)7 | cn—— T+t : 5.18
u(z.t) = (£1) [<m1+n—m> @‘64 (5.18)
Entao, podemos reescrever a solucao como segue
. 3—a
_ [T'(k — 2)(fc)* | 5= !
t) = + ct
U(J},) {_F(l-{-ff—a)_ (I’O—I-ZE_C)
— -1 1 3o
I'(k —2)(xc)*]5= I'(k —2)(£c)* 5= g
- + ot
{_F(l—k/ﬁ—oz)_ ot I'l+k—a) (w4 ct)
= [ao + bo (z + ct)] 7 (5.19)
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[Tk =2)(£c)® T .
o= [ I'l+k—a) ] 0 (5:20)
I'(k—2)(Fc)* |3
bo = [ I'l+k—a) ] (5:21)
[

Note que a varidvel m nao aparece explicitamente na equagao (5.19), mas ela
¢ muito importante, pois esta relacionada com o tipo do expoente, isto é, a expressao
ag + bo(x £ ct) esté elevada a valores positivos ou negativos, dependendo do valor de
m—1<a<m Para0 <a<1lel < a < 2 as solugoes tém expoente positivo, e
para « > 3 as solucoes tém expoente negativo. Podemos concluir que essas solugoes para
equacao de difusao e equagao da onda tém expoentes positivos, em particular, a equacao
de Harry Dym fracionaria. Um caso especial aparece para a = 3, onde as solugoes sao

constantes.

A principal relevancia associada a mudanga do sinal dos expoentes, em que o
expoente é dado por (3 — «)/p, especificamente: para um expoente positivo, temos um
decrescimento rapido em um pequeno intervalo de tempo, quase instantaneo. Portanto,
em nosso caso particular, a equagao de Harry Dym é classificada no primeiro caso, porque

seu expoente ¢é positivo, enquanto outras solucoes tém expoentes negativos, ou seja, a > 3.

5.1.4 Casos particulares

Nesta secao vamos discutir os casos particulares, em especial, as equagoes de
Harry Dym classicas e fracionérias. Para esta finalidade vamos considerar casos particulares

dos parametros envolvendo a derivada fracionaria.

5.1.4.1 Equacdo de Harry Dym fracionéria

Primeiramente, vamos considerar o caso 0 < a < 2 e p = 3. Entao, podemos

escrever
3—a

u(x,t) = [ag + by (v + ct)] 3 (5.22)

com k = (3 —a)/3 na equacgao (5.20) e na equagao (5.21).

5.1.4.2 Equacdo de Harry Dym classica

Outro caso que podemos considerar é a equacgao classica. Tomando a = 1 e

p = 3 temos a solugao dada pela equagao (5.16)

u(e, t) = + lal + 32@ (x + ct)r , (5.23)
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com a; uma constante. Esta solugdo é a mesma obtida em Mokhtari (2011). Em particular,
admitindo a solugao u(z,t) = g(z + ct), temos:
3y/e

(e, t) — [al LI ct)] ' (5.24)

5.1.5 Problema de valor inicial

Nesta se¢ao vamos discutir um problema de valor inicial. Baseado na solucao
explicita dada pela equagao (5.19), a condicao inicial associada com a equacao de Harry

Dym fracionéria (5.1), é dada na forma

u(z,0) = (r + nx)% , onde r,n sao constantes. (5.25)

Portanto, o caso mostrado na Secao 5.1.4.2, a condicao inicial pode ser descrita
como
2
u(x,0) = (r + nx)? . (5.26)

O grau é igual a 2/3, o mesmo grau da solugdo. Por exemplo, a condicao inicial
usada em Mokhtari (2011) é dada por

3 3
u(z,0) = (d - ;ﬁx) ) (5.27)
cujo grau é igual ao grau da solucao (5.24).

Portanto, no caso fracionario apresentado na Se¢ao 5.1.4.1, a condigao inicial é

dada por

u(x,0) = (r+ nx)d_Tcx : (5.28)
Com esta condigao inicial, no artigo Kumar, Singh e Kiligman (2013), usando a transfor-

mada sumudu, é discutida a equagao de Harry Dym fracionaria.

A seguir mostraremos alguns graficos, que sao associados com os resultados
encontrados, os quais podemos comparar com os resultados encontrados em Mokhtari
(2011) e Kumar, Singh e Kiligman (2013).

5.2 Graficos

Os graficos foram feitos usando o software Mathematica. Usando a equacao
(5.22) estudamos os graficos no caso do sinal positivo apenas. Os casos com sinais negativos
fornecem raizes complexas, por isso nao foram considerados. Temos varias possibilidades

para estudar a equacgao de Harry Dym para diferentes conjuntos de valores «, p, ¢ e xg.
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Os valores escolhidos para parametros a e xy nos levou a estudar a solucao crescente da
equacgao de Harry Dym classica nos graficos das figuras 17, 18, 19 e 20, enquanto nos
graficos das figuras 21, 22, 23 e 24 correspondem a solugdo decrescente da equacao de
Harry Dym. Outros valores de p podem ser considerados, mas nosso propésito aqui é
recuperar a equacao de Harry Dym cldssica como uma caso particular das equagoes (5.19),
(5.20) e (5.21). Nos graficos figuras 17, 18, 19 e 20 notamos que a medida que aumentamos
os valores de o o comportamento da solugdo na origem vai mudando devido ao fato de
termos o valores do expoente da expressao (5.22) cada vez menores e dessa forma com
comportamento crescente. Nos graficos figuras 21, 22, 23 e 24 notamos que os valores de «
menores faz com que a soluc¢ao tenha um comportamento de decrescimento isso devido ao

valor do expoente da expressao (5.22) ficar maior.

0.0
1.0

Figura 17 — u = u(x,t) parap =3, a =1/3, ¢ =1 e xy = 3/2.
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0.0
1.0

Figura 18 — u = u(z,t) parap =3, a =1/2, ¢ =1, e zy = 3/2.

0.0
1.0

Figura 19 —u = u(x,t) parap=3,a=1,c=1e zg = 3/2.
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0.0
1.0

Figura 20 — u = u(x,t) parap =3, a = 3/2, c =1 e xy = 3/2.

0.0
1.0

Figura 21 — u = u(x,t) parap =3, a =1/4, c =1 e xy = 8/3.
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0.0
1.0

Figura 22 — u = u(x,t) parap =3, a = 2/3, ¢ =1 e xy = 8/3.

0.0
1.0

Figura 23 — u = u(x,t) parap=3,a=1,c=1e zg = 8/3.
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0.0
1.0

Figura 24 — u = u(x,t) parap =3, a =3/2, c =1 e xy = 8/3.
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Consideracoes finais

A classe de equacgoes de evolugao é muito ampla e rica em aplicagoes e, por
isso, é salutar continuar pesquisas que envolvam essa classe de equagoes. Investiga-las, com
certeza, trara novos resultados e generalizagoes do ponto de vista do calculo fracionario.
Destacamos dentre tantas equagoes de evolucao importantes a de Korteweg-de Vries,

Burgers e Harry Dym.

Ao longo desta tese trabalhamos com equacgoes diferenciais parciais fracionérias
as quais a abordagem foi através de métodos analiticos que forneceram solugoes que,
em limites convenientes, recuperaram as solugoes classicas. Vale ressaltar que lancamos
mao das simetrias das equagoes quando foi possivel para encontrar novas solugoes, em
particular, as simetrias de Lie. Na construcao dessa tese percebemos que ainda ha muitas
lacunas no que diz respeito as simetrias de Lie e as equagoes diferenciais fracionarias. Até
a apresentacao deste trabalho ainda nao havia uma apresentacao das simetrias de Lie
para EDPF quando essas sao descritas segundo as derivadas de Caputo, além disso, em
alguns estudos recentes tentam descrever as leis de conservagao de EDPF e sua intrinseca
ligacao com as leis de conservacao das equagoes diferenciais com derivadas de ordem inteira
(LUKASHCHUK, 2015) e (YASAR; YILDIRIM; KHALIQUE, 2016). O que podemos
constatar é que, apesar dos recentes estudos, é possivel obter muitos resultados da juncao

dessas duas teorias (Célculo Fracionério e Simetrias de Lie).

Destacamos nesse trabalho o estudo feito no Capitulo 4 em que investigamos a
equacao diferencial fracionaria nao linear onda-difusao, a qual consideramos na variavel
temporal a derivada de Caputo e na variavel espacial a derivada de Riesz-Feller e Riesz. O
método de simetrias foi usado para discussao dos casos particulares. Para tais casos, a
equacao diferencial fracionédria nao linear de difusao e a equacao diferencial fracionéria
nao linear da onda, foram resolvidas e apresentadas solugoes analiticas. Recuperamos
casos particulares e foram apresentados graficos dos mesmos. Como fruto desse estudo foi
publicado o trabalho Costa et al. (2015).

Além disso, no Capitulo 5 consideramos a equacao de HD que tem sua impor-
tancia nao s6 pelas varias aplicagoes fisicas e a relagdo com a equacgao de Korteweg-de
Vries, mas também pela razao de representar um sistema no qual a dispersao e a nao
linearidade estao juntamente acopladas. Desta forma foram consideradas as ferramentas do
calculo fracionario e suas ricas propriedades para obter mais informagoes das solugoes da
equagao, para tanto foi utilizado a derivada de Caputo. A equagao de HD fracionaria como
foi visto é uma generalizacao, a qual considera efeitos nao locais. A partir da equacao de

HD fracionaria foi recuperada a solucao da equacgao de HD clédssica, bem como seus casos
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particulares. O método utilizado para solucionar a equacao de HD fracionaria foi muito
eficiente e permitiu descrever com precisao a solugao analitica com condicao inicial. Os
resultados mostraram que a condicao inicial para a equacao fracionéria estd diretamente
associada com a ordem da derivada fracionaria, aspecto que nao foi levado em consideracao
por outros pesquisadores que estudaram a referida equacao. Este estudo por sua vez
produziu o trabalho (COSTA et al., 2016) ja submetido.

Para trabalhos futuros vimos que como uma continuacao natural do estudo feito
no Capitulo 4 é considerar U(0) = 1 e, portanto, o resultado do trabalho de Plociniczak e
Okrasinska (2013) serd generalizado e neste caso utilizaremos a derivada de Caputo. Além
disso, se considerarmos uma forga externa, € interessante, primeiro usar o caso no qual o

segundo membro da EDPF é um produto de fungoes delta de Dirac.

Na equacao de HD fracionaria ainda podemos estuda-la quando a mesma esta
associada as funcoes de Green usando neste caso o método de simetrias em conjunto com

as leis de conservagao.
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APENDICE A

Funcoes Gama e Beta

A.1 Funcao Gama

A funcao gama desempenha um papel muito importante na definicao de derivada

e integral fracionarias. A fun¢do gama ¢é dada pela integral impropria

[(z) = Joo e 't dt, (A.1)

0
com Re(z) > 0. A exponencial garante que a convergéncia da integral em oo, a convergéncia

em zero ocorre para numero complexo z, para Re(z) > 0, ou seja, o lado direito do plano
complexo. Para o lado esquerdo do plano complexo pode ser obtida a seguinte generalizacao
(PODLUBNY, 2002). Em (A.1) substituindo e™* pelo limite

e = lim (1 _ t>n (A.2)

n—00 n

e usando n integragdes por partes, obtemos a seguinte defini¢do da fungdo gama com limite

Mesmo quando utilizamos a definicdo para Re(z) > 0 é possivel calcular
valores com parte real negativa, exceto para nimeros inteiros negativos, ou seja, z €
C —{0,—-1,-2,-3,---}. Denominamos de polos da fungdo gama os numeros inteiros
negativos. Para um melhor entendimento da fung¢ao gama abaixo esta o grafico para valores

reais no intervalo [—4, 4]
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—5+

Figura 25 — Gréfico da fungao gama de Euler.

A.2 Funcao beta

A funcao beta é muito utilizada para calcular derivadas fracionarias de poténcias
de fungdes. Ela é também chamada de integral de Euler de primeiro tipo (PODLUBNY,
2002). A fungdo beta esta estreitamente relacionada com a funcdo gama como segue:

1
B(p,q) = J tP (1 —t)* 1 dt,onde p > 0,q > 0. (A.3)
0
A funcao beta é simétrica, ou seja, B(p,q) = B(q,p), de fato,

1

B(p,q) = L 711 — )97t dt.

Introduzindo a mudanca x = 1 — ¢, obtemos

rl

B(p,q)= | 711 —t)7 " dt
- | a—ayta - —a) ()

= | 271 —2)’" dz = B(q,p).
JO
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Pode-se também representar a funcao beta na forma trigonométrica, onde a

funcao é definida por

7T
B(p,q) =2 J2 (send)*~!(cos 0)?11 db.
0

De fato, introduzindo t = cos® em (A.3) podemos escrever

0
B(p,q) = ﬁr (cos? 0)P~1(1 — cos® 0)7 (—2 cos fsend) db

7r
=2 rE(COSQ )P~ (sen?0)7! (cos fsend) df
JOZ
— 2 [ 2 [(sen) 22 (send)|[(cos )22 (cos 0)] db
JOE
=2 :]2 (send)?~!(cos 0)?P~1 db. (A.4)

Existe uma relacao entre a fungdo gama e a funcao beta, uma propriedade de

grande valia e é dada por

De fato, a partir do produto

0 0
[(p)-T(q) = J e TP da J e Yyt~ dy

0 0
e usando mudancas de variaveis = = u? e y = v?, temos

M) (g = |2 [ e (u2)p_1udu] lz f e (&)q—lvdv}

JO 0

o0 o0
=12 ( e_“2u2p_2udu] l?f e_”202q_2vdv}
L Jo 0
o0 a0
= ( e Wy 1du] [ J e vy 1dv]
_ f f (u2+0?) w1021 Judo.

Usando coordenadas polares u = rcosf e v = rsenfl com 0 < 0 <
0 <r < oo, segue
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T
o
[(p)-T'(q) =4 {‘ JQ e~ (1 cos )%~ (rsenf)®~" rdfdr)
J 0 -
o0 9 5
=2 ( e T2l gy QJ (cos §)*~*(send)?? ! df
JO 0
i
o0 9 2
=2 [‘ e p(2p1420-141) gy QJ (cos 6’)2p—1(sen¢9)2q_1 do
JO 0

™

0 ¢]
=2 [ e el gy 2[2 (cos 0)*~!(sen)*~ ! df
0

A -7

B E;wq)

0e]

F<p) ' F(Q) =2 B(p7 q) J\ 6_T2 r(2p+2q—1)dr.
0

Fazendo a mudanca de varidvel % = £, obtemos

L(p)-T(q) = B(p,q) Qr S (Ve (B

0 2r
=B 2 RN LY L )
(P, q) Le EP-€l-r 5
=B<p,q>f et e g
0
- B(pa) [ eferac
0
T'(pta)
Portanto,
I'(p) - T'(q)

Blp.a) = T(p+q)
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