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RESUMO

A semelhanca entre sistemas reversiveis e Hamiltonianos foi detectada nos primérdios do século
passado por Birkhoff. Neste trabalho realizamos uma andlise geométrica-qualitativa da dinamica de

um campo de vetores reversivel em torno de um ponto de equilibrio eliptico em R*.

z

Especificamente, estudamos quando um campo reversivel com tal tipo de equilibrio € "equivalen-
te" a um sistema Hamiltoniano. Como resultado, obtemos que tal sistema ¢ Hamiltoniano, a menos

de uma sequéncia de mudancgas de coordenadas e reescalonamentos do tempo.

Prosseguindo a andlise, impomos outra simetria a0 campo e passamos a considerar sistemas bire-
versiveis. Classificamos completamente as possiveis simetrias que tornam um sistema bireversivel
por involucdes gerando um grupo isomorfo a D,. Para tais sistemas, obtemos resultados um pouco

mais fortes que os obtidos para sistemas reversiveis.
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ABSTRACT

The similarity between reversible and Hamiltonian systems has been detected at the beginning
of the past century by Birkhoff. In this project, we describe a geometrical-qualitative analysis of the

dynamics of a reversible vector field around a elliptical singularity in R*.

Specifically, we study when such a reversible vector field is "equivalent" to a Hamiltonian system.
As a result, we obtain that such systems are always Hamiltonian, up to a sequence of changes of

coordinates and time rescaling.

Imposing another symmetry to the vector field, we work with bireversible systems. We com-
pletely classify all the possible symmetries which makes such systems bireversible by involutions
generating a group isomorphic to D,. For these systems, we have obtained stronger results than in

the reversible case.
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INTRODUCAO

As ciéncias matemdticas exibem ordem, simetria e limitacdo, e estas sdo as

maiores formas de beleza. — Aristoteles em Metaphysica, 3-1078b.

Motivacao

Particularmente no que tange a parte da simetria, a opinido de Aristételes tem sido cada vez mais
confirmada. Uma das simetrias mais importantes encontradas na natureza (ainda que idealmente) € a
simetria de eventos no que diz respeito ao tempo (time-reversible symmetry). Ao modelarmos estes

eventos, € esperado que o modelo mateméatico também admita tal simetria.

Sistemas Hamiltonianos

A teoria de sistemas Hamiltonianos teve inicio apds a formulacdo da mecanica classica se-
gundo Hamilton, que interpretou a mecanica Lagrangeana de um novo ponto de vista. A formu-
lagdo Lagrangeana da mecanica cldssica veio para libertar a mecanica cldssica Newtoniana (a for-
mulacgdo original, de Isaac Newton) da exigéncia de um sistema de coordenadas inercial. A base
matematica escolhida por Lagrange, ao invés do cdlculo diferencial e integral de Newton, foi o
Calculo das Variagdes (ironicamente, também criacdo de Newton). Mais tarde, Hamilton adaptou
a idéia de Lagrange, que usava n parametros num espaco n-dimensional, para uma nova abordagem

da mecéanica cléssica, usando um espago 2n-dimensional.

X1il



Motivacao Xiv

A mecanica Hamiltoniana tem a boa propriedade de estar pronta para a mecanica quantica: o
principio da menor acdo na mecanica Hamiltoniana € dedutivel a partir da equacdo de Schrodinger.
Como toda a teoria Hamiltoniana depende desse principio, tudo leva a crer que a abordagem de

Hamilton é a mais adequada para fazer a transicdo da mecanica cldssica para a quantica ([7]).

Logo apés a formulagdo Hamiltoniana da mecanica cldssica, iniciou-se o desenvolvimento do
formalismo matemadtico necessdrio para dar suporte a teoria fisica. Isso deu inicio a drea conhecida
como Geometria Simplética, hoje trabalhada independente de motivacdes fisicas ([14]). Para nossos
propdsitos, um sistema Hamiltoniano serd um sistema de equagdes diferenciais vetoriais ordindrias
autdnomas da forma

x = JVH(x),

onde x € R?", J é uma matriz simplética! e H : Uy € R* — R uma fun¢do C? definida numa

vizinhanga da origem.
O nascimento dos sistemas dinamicos reversiveis

Por volta de 1915, o matemadtico George Birkhoff trabalhava num artigo sobre o problema restrito
de trés corpos ([9]). Neste problema, é estudado o comportamento do seguinte sistema: dois corpos
movem-se em torno do seu centro de massa com O6rbitas circulares e um terceiro corpo se move
somente pela forca de atragdo dos dois corpos. Exemplos de tais sistemas podem ser Terra, Lua e um
Onibus espacial ou o Sol, Jupiter e um pequeno asterdide. Mais detalhes sobre este problema podem

ser encontrados em [1], [45] e [32].

Birkhoff observou que o sistema com o qual estava trabalhando (sabidamente Hamiltoniano)
gozava de uma propriedade especial: existia uma aplica¢do R involutiva em relacio a qual o sistema
era invariante, isto é, se

X=X

era o sistema original e R(x,y) = (x, —y), entdo

R(X(x)) = =X (R(x)). (1

ApOs o trabalho de Birkhoff, a idéia de simetrias como em (1) ficou adormecida por algumas
décadas. Nos anos 60 comecgaram a aparecer alguns trabalhos usando a mesma idéia (veja [27]), mas

sempre tendo como pano de fundo sistemas Hamiltonianos.

sto serd definido formalmente mais a frente.
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Em 1976, Devaney ([21]) publicou o trabalho definitivo sobre sistemas dindmicos reversiveis.
Devaney percebeu que sistemas ndo-Hamiltonianos também admitiam certas simetrias satisfazen-
do (1). Foi neste artigo inclusivo que surgiram as expressoes reversible vector field e reversible
diffeomorphism. A partir dai a teoria de sistemas dindmicos reversiveis se tornou independente da

teoria Hamiltoniana.

Alguns anos depois, Arnold ampliou a idéia de reversibilidade, retirando a exigéncia de involu-
tividade e da propriedade de que o conjunto dos pontos fixos do reversor tivesse metade da dimensao

do espago ambiente.

Neste trabalho, se X € X"(R?") é um campo de vetores> € ¢ : R* — R um difeomorfismo

involutivo (¢?> = Id) de classe C" com dim Fix(¢) = n, diremos que X € ¢-reversivel se

Dyp(x)X(x) = —X(p(x)), x € R™.

O mundo reversivel e 0 mundo Hamiltoniano
Seriam estes mundos tdo diferentes? Ora, se a funcdo Hamiltoniana satisfaz
H(x,y) = H(x,-y), x,y € R",

o sistema Hamiltoniano associado é também reversivel. Na outra direcdo, a grande maioria dos

sistemas reversiveis que modelam fendmenos fisicos acabam sendo também Hamiltonianos.

Devaney, em 1976, demonstrou o Teorema do Centro de Lyapunov e o Teorema da Catastrofe
para Orbitas periddicas em sistemas reversiveis, resultados que ja eram bem conhecidos para o caso
Hamiltoniano. Como relata Lamb [28], Devaney observou também que “‘sistemas reversiveis, perto

de drbitas periddicas simétricas, se comportam exatamente como sistemas Hamiltonianos”.

A Teoria KAM? ([12], [31], [37] e [43]), que lida com persisténcia de toros invariantes sob
perturbacdes, € outro resultado que foi originalmente desenvolvido para sistemas Hamiltonianos e

pdde ser aplicado também a sistemas reversiveis. O uso da Teoria KAM nos sistemas reversiveis foi

2Sempre trabalharemos em espacos de dimensio par.
3Uma homenagem aos matematicos A. N. Kolmogorov, V. I. Arnold e J. K. Moser, que estabeleceram o Teorema

KAM, cuja primeira idéia apareceu em 1954, com Kolmogorov, foi generalizada por Moser em 1962 e demonstrado em

sua formulagao atual em 1963, por Arnold.



Objetivos xvi

tdo bem aceito que o proprio Moser, contrariando a ordem cronoldgica das demonstracdes, passou
a apresentar a Teoria KAM para sistemas reversiveis antes da versao Hamiltoniana, por achar que o

a3

caso reversivel € “tecnicamente mais simples e natural” que o caso Hamiltoniano ([39]).

Passar a considerar os efeitos da reversibilidade fez tdo bem a teoria Hamiltoniana que hoje
muitos se perguntam quais dos resultados no mundo Hamiltoniano se devem puramente a estrutura

simplética e quais sdo simplesmente resultados de sistemas reversiveis.

Objetivos

Tendo em vista tudo isso, neste trabalho realizamos uma andlise geométrica-qualitativa da dina-
mica de um sistema reversivel em R* com equilibrio eliptico na origem e mostramos que tal sistema

€ formalmente orbitalmente equivalente a um sistema Hamiltoniano.

Seremos guiados por [29], mas estendemos os resultados ali presentes no caso de ressonancia
1 : 1 ndo semi-simples. Casos particulares do problema que estudamos foram tratados por Teixeira
e Yang em [58] e [59] (problema perturbado). J. van der Meer, Sanders e Vanderbauwhede, em
[34], resolvem um dos casos do problema e mostram que vale uma espécie de equivaléncia (com
certas hipéteses): um sistema em R* com equilibrio eliptico 1 : 1-ressonante (ndo semi-simples) é

Hamiltoniano se, e so se, € reversivel.

Também consideramos sistemas bireversiveis, isto €, que sdo reversiveis em relacdo a duas in-
volucgdes distintas. No caso em que estas involugdes gerem um grupo isomorfo ao grupo de simetrias
do quadrado D, apresentamos condi¢des suficientes para equivaléncia orbital formal e para conju-
gacdo formal, conforme os autovalores +ai, +5i da aproximag¢do linear sejam ou ndo linearmente

dependentes sobre Q. Ressaltamos que estes resultados sdo inéditos.

A técnica utilizada € basicamente a Teoria de Formas Normais, tanto de Poincaré-Dulac como
de Belitskii, além de métodos de computagcdo algébrica. Sempre que possivel, utilizamos uma
plataforma computacional para efetuar os tediosos calculos que sdo necessdrios para manipular for-

mas normais.

Dentre as vantagens de se trabalhar desta maneira, destacam-se o teste de vérias involugdes dife-

rentes para gerar a forma normal reversivel e a andlise de varias formas simpléticas em relacdo a qual
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o campo pode ser Hamiltoniano. Os algoritmos utilizados foram produzidos no Maple 11 especifica-
mente para abordar o problema em questdo e estdo no Apéndice. Sua generalizacdo € imediata para
qualquer dimensao. O leitor em busca de mais algoritmos para sistemas dinamicos, em especial para
teoria da bifurcagdo e métodos de pertubacdo, pode consultar [44], que tem uma série de programas

desenvolvidos no software MACSYMA para esta finalidade.

Estrutura do texto e resultados principais

No Capitulo 1 definiremos os conceitos que serdo necessarios no decorrer do trabalho. Apre-

sentaremos também as propriedades bdsicas dos sistemas Hamiltonianos e Reversiveis.

No Capitulo 2 trataremos das formas normais de Poincaré-Dulac e de Belitskii, além dos lemas

de Takens, utilizados para renormalizar campos de vetores.

O Capitulo 3 € dedicado ao cdlculo das formas normais para cada um dos campos aqui estudados,
considerando a reversibilidade ou bireversibilidade. Especificamente provamos o teorema abaixo,

cuja parte (i) foi utilizada sem demonstragdo em [29]. A parte (i) € inédita.

Trabalharemos sempre com campos cuja aproximacao linear na origem € dada por matrizes da

forma

A(a,B,€) = ,apf 0, e€{0,1}. 2)

S O R O



Estrutura do texto e resultados principais xviii

Teorema 1. Seja X € Xo(R*) um campo com aproximagdo linear na origem DX(0)=A(a, S, €).
(i) Se X é Z,-reversivel, entdo:

(a) se aff~" ¢ Q, uma forma normal de X é

x| = —axy = X2 Xy aiinlAé
Xo = axy X1 X a;;A Aé
Vi = By Xiia bijAliAé
Yoo = ByiHyi T biAA]

(b) se a = B e € = 1, uma forma normal de X é

o= —xm i+ YR (-DFan
Xo = X1 +y2+x Z;’;l(—l)iajAé
Vo= XD e,

Y2 = i+ Z?Q(—l)iajAé

(c) se g — pB = 0 para p, q € Z, uma forma normal de X em coordenadas complexas z; = x| + ixa,

2
2

com Ay = 2171, Ay = 2220, Ay = 2{75, Ay = A,

=y +iyé

pizi + 21 f1(A1, Ay, Az, Ay) + fo*lz’z’fz(m, Az, Az, Ay)
qizs + 2281(A1 Ao, A, Ag) + 2020 g2(A1, Ao, As, Ay)

(ii) Se X é Dy-reversivel, entdo:

(a) se af™' ¢ Q ou a = B, a forma normal de X coincide com a do caso Z,-reversivel (i)-(a), (b)

(b) se qa — pB = 0, fornecemos condigoes suficientes para que a forma normal coincida com a do
caso (i)-(a) e classificamos (em termos de p e q) as possiveis formas normais conforme a realizacdo
de Dy.

O Capitulo 4 € o ponto principal da dissertacdo: veremos que, sob certas condi¢des sobre os
coeficientes da forma normal, os campos com os quais trabalhamos sdo formalmente orbitalmente
equivalentes a um campo Hamiltoniano. Mostraremos a possibilidade de realizac¢do destas condig¢des,
ora multiplicando o campo por uma funcio adequada, ora efetuando uma mudanga de coordenadas
da forma x = y + .... Ainda no Capitulo 4, reorganizamos os resultados do Capitulo 3 para enunciar

os resultados sobre bireversibilidade.

Especificamente, sejam
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0 -1 0 O 0O 0 1 0

1 0 0 O 0 0 01
JOZ ’ Jl = s

0 0 -1 -1 0 0 O

0 1 0 0O -1 0O

@ B N NV
Ho(x1,x2,y1,y2) = EAI + EAZ + Z aijAlAé’
i+j=2

1 iy,
Hi(x1,x2,y1,y2) = EAZ + Az + ZJajA:j;a

=

A 1 1 1
Hz(xl,xz,yl,yz) = EAl + EAZ + ZEQA% + ZE]A% + gEzA?, €,6 € {—1, 1}

Provaremos os seguintes resultados:

Teorema 2. Seja X € Xo(R*) um campo com aproximacdo linear DX(0) = A(a,B,€). Se X é Z,-
reversivel, entdo:

(a) se aff~' ¢ Q, entdo X é formalmente conjugado ao campo Hamiltoniano JoVH,;

(D) se a = B, entdo X é formalmente conjugado ao campo Hamiltoniano J\VH;

(c) no caso af~" ¢ Q, X é formalmente orbitalmente equivalente ao campo Hamiltoniano polinomial
JoVH,.

(d) no caso qa — pB = 0, para p,q € Z, p # q, X é formalmente orbitalmente equivalente a um

campo Hamiltoniano da forma Jo)VH, para uma certa funcdo H : U C R* — R.

Teorema 3. Seja X € Xo(R*) um campo com aproximagdo linear DX(0) = A(a,f,€). Se X é Dy-
reversivel, entdo:

(a) nos casos af™' ¢ Qe a = B,e = 1, X é formalmente conjugado aos campos Hamiltonianos
JoVH, e J\VH,, respectivamente;

(b) no caso qa — pB = 0 e p, q impares, pqg > 1, X é formalmente conjugado ao campo Hamiltoniano
JoVHy,; a conjugacdo formal também vale para alguns outros casos;

(c) nos outros casos, vale a equivaléncia orbital formal ao campo Jo)VH para uma certa fungdo

H: U CR* > R, assim como no Teorema 2-(d).

O Teorema 2 esta provado parcialmente em [29] (no caso 1 : 1, ndo € demonstrada a conjugacao

formal), ja o Teorema 3 € inédito.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Este capitulo tem como objetivo fixar a notag@o e a terminologia, exemplificando alguns dos con-
ceitos estudados. As defini¢des poderdo estar adaptadas para os assuntos que vamos abordar, por isso
daremos logo vérias referéncias gerais.

Para tratados sobre sistemas dindmicos e campos de vetores veja os cldssicos [3], [4], [25], [35]
e [52]; para sistemas reversiveis, boas referéncias sao [21], [28] e [49].

J4 para sistemas Hamiltonianos, [1], [5] e [26] sdo leituras indispensaveis (em especial este ul-
timo, que contém um apéndice com a transcri¢do da palestra do matematico A. N. Kolmogorov, no
International Congress of Mathematicians de 1954). Em [25, pags. 293, 294] € feita de forma rapida
e precisa a ligacao fundamental entre os campos Hamiltonianos, vistos de uma maneira abstrata, e a

formulagdo Hamiltoniana da mecanica classica.

1.1 Sistemas Dinamicos e Campos de Vetores

Seja M um conjunto e G um grupo. Um fluxo € um grupo a 1-parametro (definido em G) de
transformacdes agindo em um conjunto M, isto €, um conjunto de aplicacoes ¢, : M — M, t € G
satisfazendo ¢y = Idy e ¢,y = ¢,¢5 (logo, ¢,.¢_, = ¢o = Idy). Um fluxo induz uma aplicacio
¢d:GXM— M, ¢t x) = ¢,(x); diremos que o trio (M, G, ¢) € um sistema dinamico.

O conjunto {¢,(xy), t € G} é chamado de érbita (ou trajetoria) de X passando por x,. Entende-

1



Secdo 1.1. Sistemas Dinamicos e Campos de Vetores 2

se por retrato de fase a representacdo geométrica das Orbitas orientadas de um sistema dinamico.
No retrato de fase, cada condi¢do inicial é representada por sua 6rbita. Outra maneira de pensar o

retrato de fase € como um quociente M/ ~, onde x ~ y & x e y pertencem a uma mesma Orbita
(At | ¢, (x) = y).

Exemplo 1.1. Seja M = R™" o conjunto das matrizes reais n X n e G = S L(n,R) o conjunto das
. . L. . ~ ¢ _ . ,
matrizes n X n invertiveis. Considere a acdo (g,x) € GX M +— gxg™' € M. O trio (M, G, ¢) é um
sistema dindmico. A 6rbita por xy é o conjunto {gxog~"' | g € G}, isto é, a érbita de x, é constituida

das matrizes semelhantes a x.

Exemplo 1.2. Seja G um grupo de Lie e H <G um subgrupo normal. Para g € G, as transformagoes
L, : H — H dadas por L,(h) = gh determinam um fluxo em H. Se hy € H, a orbita de hy é o conjunto
{gho | g € G}. O trio (H,G, L) é um sistema dindmico (L(g) = L,). O retrato de fase é o quociente

G/H, isto é, as classes laterais de H em G.

E usual escolher M uma variedade diferenciavel, G € {R, N, Z} e ¢ um homeomorfismo ou difeo-
morfismo (para t € G e x € M). Quando G € {N,Z}, o trio (M, G, ¢) € dito um sistema dindmico

discreto e quando G = R, o sistema dinamico € dito continuo.

Exemplo 1.3. Seja 6 € [0, 27r] e considere Ry : R*> — R? dado por
Ro(x,y) = (xcos(0) — ysen(0), xsen(6) + ycos(6))

Pondo M =R?, G =Z e ¢,(x,y) = R} (x,y), temos que (M, G, ¢) é um sistema dindmico discreto. A

orbita de um ponto (x, yo) € o conjunto
{Ry(x0, Yo) ez, = {(xocos(k) — yosen(kb), xosen(k) + yocos(kd))}rez,
de pontos de R* que podem ser obtidos girando (xy, yo) de k6 graus, k € Z.

Se 6 = £7r (p,q € Z), entdo {R’g(xo, Yo)}kez € um conjunto discreto com no mdximo 2q elementos.
q
Se 6 ¢ nQ, entdo a orbita de (xy,yo) é densa na circunferéncia x* + y* = Ry, onde Ry = x(z) + y(z). (0]

retrato de fase, neste caso, é como na Figura 1.1.

Exemplo 1.4. Seja ¢, : R*> — R? dado por ¢,(x,y) = (xe’, %) Entdo (R*, R, ¢) é um sistema

t
dinamico. A trajetoria por um ponto da forma (x,0), x > 0, é o conjunto

#:(x,0) = {(xe',0) | t € R} = R,.

Voltaremos a este exemplo mais tarde.
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Figura 1.1: Orbitas discretas no caso de 8 € Q e densas em S ' no caso de 6 ¢ Q.

Seja M uma variedade diferencidvel e T (M) seu fibrado tangente. Um campo de vetores em
M & uma aplicacdo X : M — T(M) de classse C". O conjunto dos campos C” sobre M serd
denotado por X"(M). Quando ndo causar confusdo, ndo mencionaremos o grau de diferenciabilidade
do campo e este deve ser entendido como o menor que faca sentido no contexto ou, para evitar dores
de cabeca, C*™ (ja que vamos considerar a expansao de X em série de Taylor). Campos de vetores sdo

frequentemente usados em fisica para modelar forcas ou velocidades agindo sobre um sistema.

Quando M C R", um campo de vetores em M € uma aplicagdo X : M — R" que associa a cada
ponto x € M o vetor X(x) € R". Como desenvolveremos resultados locais, assumiremos sempre que
M € um aberto de R". O campo de direcoes de X € uma representacdo geométrica de X: a cada

ponto p € R”", associamos a representacdo grafica do vetor X(p).

Seja H* o espago dos campos vetoriais em R” cujas coordenadas sdo polindmios homogéneos de

grau k, isto €,

0 0 .
YeH Y=Y —+ - +Y'—, Y(x,...,x,) = E R R
8x1 5Xn T
2 mj=k
. - v . (m+k—=1! e . B
Note que a dimensdo de H,, € nm Escreveremos H* ao invés de H, quando ndo houver
'(n—1)!

confusio sobre a dimensio.

Um campo de vetores formal ¢ uma aplicagdo X : R" — R”" da forma
X(x) = )" X;(0),
20
com X; € H* e cuja convergéncia nio é assumida. Da mesma forma, usaremos os termos aplicacdo
formal, funcio formal e mudanca de coordenadas formal para funcdes expressas por séries de

poténcias (vetoriais ou nao) ndo necessariamente convergentes.
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Exemplo 1.5. A aplicagdo X(x,y) = (3,51 nX", Yus0Y") € um campo vetorial formal em R>.
Exemplo 1.6. Todo campo vetorial C* (analitico) é um campo vetorial formal.

Um campo de vetores induz um sistema dindmico. Com efeito, seja X um campo em R” e

considere a equagao diferencial ordindria (vetorial)
x = X(x).

Seja ¢,(xp) a (Gnica) solugdo do sistema acima com a condi¢do inicial x(0) = xy, ou seja, ¢,(xg) é
acurvax: I CR — R” que satisfaz x(0) = xg e x'(f) = X(x(¢)). Considerando ¢ : R x R — R" dada
por ¢(t, x) = ¢,(x), o trio (R", R, ¢) € um sistema dinamico. Neste caso, o fluxo é denominado fluxo

associado ao campo X. As orbitas sdo as curvas x(7) = ¢,(xg), t € R.

Reciprocamente, um fluxo induz um campo de vetores e este, por sua vez, induz uma equacao

diferencial. Seja ¢, : R" — R" um fluxo (diferencidvel) e defina

(¢E(X) - ¢o(X))

€

de(x) .
ez =1
dt =0 El—r’%

X(x) =

Geometricamente, ¢,(x) € uma curva em R” passando por x, € X(x() 0 vetor tangente a esta curva
em xy. Constru¢coes semelhantes valem para uma variedade M qualquer, com o cuidado de que X(x)

nao pertence a M mas sim a T'(M).

Figura 1.2: Trajetéria com o campo X tangente.

Exemplo 1.7. Voltando ao Exemplo 1.4, onde ¢,(x,y) = (xet, l%yt), temos
d¢i(x,y)
Xy = LD o)
t =0

Na Figura 1.3 vemos algumas trajetorias com os vetores tangentes.
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Figura 1.3: Algumas trajetorias e o campo de direcdes para o Exemplo 1.7.

Vale ressaltar que nem sempre € possivel tomar G = R (quando € possivel, dizemos que o campo
€ completo), geralmente o dominio do fluxo € algum intervalo da forma (—¢, €). Para simplificar a

notacdo, ndo nos preocuparemos com isso.

Para nossos propdsitos, a constru¢do anterior serd a maneira usual de construir um sistema
dindmico. Note que desta forma tornamos quase que indistintos os conceitos de equacdes diferen-
ciais ordindrias (autdnomas), sistemas dindmicos e campos de vetores. Distin¢des entre os trés entes,

além de defini¢des mais precisas podem ser encontradas em [3] e [35].

O conjunto X"(M) munido das operagdes usuais de soma e produto por escalar € um espaco
vetorial. Na verdade, X"(M) € bem mais que isso, € uma algebra de Lie, com o colchete de Lie de
X,Y € X"(M) sendo o campo [X, Y], definido por

[X, Y](x) = DY(X)X(x) — DX(x)Y(x).

Mais detalhes sobre a Algebras de Lie e sobre a estrutura especifica desta dlgebra de Lie podem

ser encontrados em [22] e [47].

Seja X um campo vetorial e xy € R” com X(xy) = 0. Assim, a curva x(f) = xo € uma Orbita de
X, formada por um s6 ponto. Neste caso dizemos que x, ¢ uma singularidade (ou um ponto critico,
ou um ponto de equilibrio) de X; caso contrario, x; serd dito um ponto regular. Como x +— xy — x
€ um difeomorfismo isométrico C*, podemos sempre supor que ao menos uma das singularidade
(se houver alguma) estd na origem. Assim, ao analisarmos uma singularidade, trabalharemos em
uma vizinhanga da origem. Vamos denotar por X,(R") (ou X, quando ndo for preciso enfatizar a
dimensao) o conjunto

X,R") ={X e XR") | X(p) =0}
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Diz-se que uma singularidade x, de X € um
(1) atrator, se todos os autovalores de DX(x,) tem parte real negativa;
(i) repulsor, se todos os autovalores de DX (x,) tem parte real positiva;
(111) sela, se todos os autovalores de DX (x) sdo reais, nao-nulos, e existem A, u entre eles com Au < 0

(iv) centro, se todos os autovalores de DX(xy) sdo ndo-nulos e tem parte real nula.

Estas defini¢des sdo baseadas na geometria do campo de vetores (do fluxo) proximo de cada um
destes pontos de equilibrio. Em [52] existem belos desenhos ilustrando cada um dos casos em R3.
Para R?, é possivel classificar os pontos de equilibrio conforme forem o traco e o determinante de

DX(xy), e representar todas as possibilidades graficamente; veja [18] ou [36] para detalhes.

A A AR EANANA N NN
S Y NN N NN
Pl A A L T S N NN
—r o YN N N —
B B 2P ENER R A
—— e o oa [ v N el e e —
e e e S N B R i i el
—— e m x| s o e e
S~ N N A S S e
SN N VWV s s
NSNNN NNV S S s
SNNNN NV S s

() (b)

Figura 1.4: (a) Comportamento préximo a uma sela; (b) Retrato de fase do campo (y, x — x?).

Exemplo 1.8. Considere o sistema

-2x
y o= y+y 4y

X

A origem é uma singularidade do tipo sela. O retrato de fase deste campo pode ser visto na
Figura 1.4(a). O comportamento do campo proximo a uma sela serd sempre parecido com o exibido

nesta figura.

Exemplo 1.9. Seja X o campo vetorial

X y

y = x—x
De forma condensada, X(x,y) = (v, x — x*). As singularidades de X sdo os pontos (0,0) (sela) e

(1,0) (centro). Na Figura 1.4(b) vemos o campo de direcoes e parte do retrato de fase deste sistema.
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Exemplo 1.10 (Coordenadas polares). Considere o sistema

{ X fx,y) (L1
y g(x,y)

Efetuando a mudanca de coordenadas x = rcos(6), y = rsen(6), temos r* = x*+y* e tan™! (—) = 6.

Derivando em t, resta
. Xx+yy ) VX — Xy
= , =

r r2

Portanto, em coordenadas polares, o sistema 1.1 fica

f(rcos(0), rsen(0))cos(0) + g(rcos(0), rsen(0))sen(6)

~-
Il

g(rcos(0), rsen(0))cos(@) — f(rcos(0), rsen(0))sen(0) 12)

r

O uso de coordenadas polares simplifica muito a andlise do comportamento de campos vetoriais,

em especial proximo a pontos de equilibrio degenerados.

Na Introdu¢do, mencionamos a Teoria KAM como um importante resultado que foi adaptado do
mundo Hamiltoniano para o mundo Reversivel. O Teorema KAM (devido a Kolmogorov-Arnold-
Moser, veja [43]) trata da persisténcia de toros invariantes em sistemas Hamiltonianos. Seja X €
X' (M)e T € M uma subvariedade homeomortfa ao toro n-dimensional. Seja ¢, o fluxo de X. Diremos
que T é X-invariante se ¢,(T) C T, para todo ¢t € R. Se um toro invariante ndo possui um ponto de

equilibrio, entdo as Orbitas em 7" sdo ou fechadas ou densas em 7" (veja [24, pag. 182]).

Exemplo 1.11. Considere o campo X,(x,y) = (1, @) em R?, que tem como fluxo

&7 (x0,y0) = (x0,y0) + (1, @).

Vamos considerar o toro T? como o quadrado [0, 1] x [0, 1] quocientado pela relagdo (x,0) ~ (x,1)
e (0,y) ~ (1,y). Vejamos sob quais condi¢coes existem orbitas periddicas para este campo.
Considerando a projecdo n(x,y) = (x mod 1,y mod 1), o fluxo induzido no toro é dado por
¢?’T2(xo,y0) = (xo + t mod 1,yy + ta mod 1). Para que xo +t = xo mod 1, basta que t € Z. Jd para
que yo + ta = yo mod 1, é preciso que t = k/a, k € Z.
Assim, para que exista k € Z tal que t = k/a, é necessdrio e suficiente que « € Q. Logo, se

L . 2 ~ ., 7 , . 2,
« € Q, todas as orbitas de ¢** sdo periddicas. Por outro lado, se a ¢ Q, nenhuma 6rbita de % é
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L -1-J-.L.1.
I

e
1171
Vi)

Figura 1.5: Campo X,(x,y) = (1, @) em R? e construgio de T?.

a,Tz

periddica, mas todas sdo densas no toro'. Conforme a € Q ou a ¢ Q, o fluxo ¢** é conhecido como

fluxo racional ou irracional no toro, respectivamente.

Figura 1.6: Fluxo racional no toro.

Note que fluxos racionaisfirracionais no toro sdo instdveis, no sentido de que se Xq é um campo
que induz um fluxo racional, entdo arbitrariamente proximo de Xg, existe um campo Xg_q que in-
duz um fluxo irracional. Isto é intuitivo, jd que “proximo” é um conceito que ndo definimos nem

definiremos neste trabalho.

Seja X € X(M) e f: M — R uma fun¢io diferencidvel e positiva (negativa) ou ndo-negativa

(n@o-positiva) que s6 se anule nas singularidades de X. Definimos o campo fX por

JX(x) = f()X(X).

Note que X e fX t€m as mesmas Orbitas e, no caso de f preservar orientacdo, estas Orbitas sdo
percorridas no mesmo sentido. O novo campo fX € dito ser obtido de X por um reescalonamento

do tempo.

INzo provaremos a densidade, uma demonstragdo desse fato pode ser encontrada em [2] ou [60].
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Vamos definir agora algumas relacdes de equivaléncia em X(M). Sejam X, Y € X(M) com fluxos

¢ e . Diremos que X e Y sdo

(a) topologicamente (ou C°) conjugados se existe um homeomorfismo 4 : M — M satisfazendo
h¢, = y,hparatodo t € R.

(b) Ck-conjugados, k > 1, se existe um difeomorfismo 7 : M — M de classe C* satisfazendo
h¢; = y.h paratodo t € R.

(c) formalmente conjugados quando existe uma mudanca de coordenadas formal 4 de modo que
X(h(x)) = Y(x).

(d) C*-orbitalmente equivalentes se existe 4 : M — M diferencidvel de classe C* que leva 6rbitas
de X em Orbitas de Y, preservando a orientagdo do fluxo, isto €, h(¢,(x)) = Yh(x) para alguma

funcdo positiva 7 com 7/(¢) > 0.

(e) formalmente orbitalmente equivalentes se existe uma sequéncia de funcdes positivas e diferen-
cidveis de classe C* (k > 1), fi : M= R, e uma sequéncia () de mudancas de coordenadas formais
tais que Dh,(f,(...(Dhy(f2(Dhi(f1X(x)))))...)) € igual a Y no sistema de coordenadas hh; ... h,,

para todo n € N.

Se X e Y sdo C*-conjugados, entdo existe 4 : M — M satisfazendo h¢, = y,h. Derivando essa
expressao em t, obtemos Dh(x)X(x) = Y(h(x)), ou seja, h aplica Orbitas de X em Orbitas de Y e Dh(x)
faz 0 mesmo com os campos vetoriais subjacentes.

h

Figura 1.7: A aplica¢do & induz o novo campo vetorial.

A definicdo (e) merece alguns comentdrios, com o risco de parecer por demais artificial. Note
que multiplicar um campo por uma fun¢do escalar ndo altera as orbitas: X e fX sdo orbitalmente

equivalentes. Esta € a propriedade que queremos preservar formalmente. Ocorre que a relagdo



Secdo 1.1. Sistemas Dindmicos e Campos de Vetores 10

X ~ Y & Dh(x)(f(x)X(x)) = Y(h(x)) (para certas fungdes f e h) ndo € transitiva. Logo, ndo
podemos simplesmente definir que X e Y serdo formalmente orbitalmente equivalentes quando for
possivel levar X em Y por meio de um reescalonamento no tempo e de uma mudangas de coorde-
nadas. E justamente para driblar a falta de transitividade que a defini¢do precisa recorrer 2 existéncia

de sequéncias de reescalonamentos e mudancas de coordenadas.

Existem varios resultados que explicam o comportamento de um campo localmente em torno de

um ponto, estabelecendo equivaléncias locais entre campos de vetores.

Teorema 1.12 (Teorema do Fluxo Tubular). Seja X € X" (R") com X(xy) # 0. Entdo, numa vizinhanca

de xy, X é C"-conjugado ao campo e; = (1,0,...,0).

Mesmo quando X(0) = 0, se a matriz DX(0) possuir uma propriedade especial, ainda con-
seguimos entender suficientemente bem o que acontece numa vizinhanga da origem. Uma singu-

laridade x, de X € dita hiperbdlica quando todos os autovalores de DX(x,) tem parte real ndo-nula.

Teorema 1.13 (Hartman-Grobman). Seja X um campo de classe C* (k > 1) com X(x) = 0 e ¢, seu
Sfluxo associado. Suponha que todos os autovalores de DX(xy) tém parte real ndo nula. Entdo existe
um homeomorfismo diferencidvel que conjuga ¢, e exp(DX(xy), isto €, existem abertos V 3 xo, W 3 0

tais que X|y é topologicamente (C°) conjugado a DX(xo)|w.

Uma singularidade cujos autovalores da aproximacao linear t€ém parte real nao-nula € dita singu-
laridade hiperbélica. O Teorema de Hartman-Grobman diz que numa vizinhanca de uma singulari-
dade hiperbdlica, o comportamento de X é completamente descrito pelo comportamento do campo
linear X;(x) = DX(0)x.

O Teorema de Hartman-Grobman também € vélido para difeomorfismos, com a hipétese de que
nenhum autovalor da aproximacao linear tenha médulo igual a 1. Para esta situag@o existe uma versao
mais geral, para aplicacdes entre espacos de Banach, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [52,

pag. 287]. Outros resultados nesta direcdo foram provados por S. Sternberg em [53] e [54].

No problema que atacaremos no Capitulo 4, todos os autovalores de DX(0) tém parte real nula.
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1.2 Sistemas Hamiltonianos

1.2.1 Transformacoes simpléticas

Seja V um espago vetorial 2n-dimensional e w uma forma bilinear anti-simétrica e nao-dege-
nerada em V. Nestas condi¢des, V (ou o par (V,w)) serd chamado de espaco simplético. Uma

transformacdo 7 : V — V ¢ dita simplética se T preserva w, isto é, se para quaisquer x,y € V vale

W(T(x), T(y) = w(x,y).

Lema 1.14. Seja (V,w) um espaco simplético, B = {vi,...,v,} uma base de Ve T : V — V uma
transformacdo simplética. Sejam Q = (w(v;, Vi)i<ij<n € M = [T]g as matrizes da forma w e da
transformagdo T, respectivamente, em relacdo a base B. Entdo M é anti-simétrica, invertivel e vale
M'QOM = Q.

O lema abaixo é um resultado cldssico em dlgebra linear:
Lema 1.15. Duas matrizes invertiveis e anti-simétricas sdo sempre semelhantes.

Nos € conveniente reformular o lema acima para:
Corolario 1.16. Com a notagcdo do lema anterior, existe uma matriz mudanca de base J tal que
Q = J'QJ, onde

Q 0 Id,
-1d, 0 |

onde 1d, é a matriz identidade n X n. Assim, em relacdo a alguma base B’ a matriz de w é Q.

Por todo o texto, Q denotard a matriz acima, denominada matriz simplética usual. A forma
bilinear induzida sera dita forma simplética usual. Motivados pelos lemas acima, diremos que uma

matriz real M 2n X 2n é uma matriz simplética se
M"OM = Q.

Lema 1.17. Seja M uma matriz 2n X 2n dada em blocos por

A B
M= :
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onde A, B, C e D sdo matrizes n X n. Entdo M é simplética se, e so se

A'D-C'B = Id,

AC-C'A = 0, (1.3)

D'B-BD = 0,.
1.2.2 Campos Hamiltonianos

Seja H : U € R* — R uma fungio C? e VH o gradiente de H, isto €,
0H OH _ 0H O0H
VHx) =|—X), ..., —(x), —(x),..., — ()],
(x) (6x1 (x) I (x) 6y1(x) By, (x))
onde x = (x1,...,X; V1, -.,Ys). Um campo de vetores Hamiltoniano ¢ um campo da forma
Xg(x) = JVH(x), x € U, (1.4)

onde J € a matriz de alguma forma simplética (uma matriz simplética). Neste caso, H denomina-se

Hamiltoniano do sistema (1.4).

Exemplo 1.18. Usualmente define-se campo Hamiltoniano como um campo da forma

. oH

X = a_y(x’y)
~_ 0H

y - ax (-x9y)’

onde (x,y) € R* e H : R — R é C%. Neste caso, é fdcil ver que J = Q. A menos de uma mudanga

de coordenadas (simplética), todo campo Hamiltoniano é desta forma.

Quando nao for especificada a forma simplética, deve ser entendido que o campo € Hamiltoniano

em relacdo a forma simplética usual.

Exemplo 1.19. O sistema

X = X
y sen(x) —y

€ Hamiltoniano. Com efeito, basta usar a proposicdo anterior. Com um pouco de cdlculo, encontra-
mos o Hamiltoniano

H(x,y) = xy + cos(x)
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Proposicao 1.20. Uma condicdo necessdria e suficiente para que um sistema

k

seja Hamiltoniano é que as fungoes f : R*> — R e g : R> — R satisfacam

of
0x

fx,y)
g(x,y)

0
(x,y) = —a—i(x,y).

Note que quando a dimensao do espago € maior que 2 ou quando ndo estamos trabalhando com a
forma simplética usual, o critério da proposi¢ao anterior nao pode ser usado.
Seja

@ (—€,€) — R*
uma solugdo para (1.4) com J = Q e ponha a(f) = (x(¢), y(¢)), onde x,y : (—€,€) — R". Assim

o0H |, OH ,
gx (1) + a—yy (?)
= —y(OX (@) + X @)y (D)

- 0,

dH
7 (@)

ou seja, H € constante sobre as trajetorias do campo. Quando isto acontece, dizemos que a fun¢do
H é uma integral primeira’ do sistema (1.4). Note que as trajetérias de um sistema Hamiltoniano

estdo sempre contidas nas superficies de nivel de H.

Observacio 1.21. Em R?", se encontrarmos 2n — 1 integrais primeiras para um campo X, con-
seguimos caracterizar completamente suas trajetorias, considerando intersecoes entre as superficies
de nivel ([1]). Tais sistemas sdo ditos completamente integrdveis. Assim, em R?, basta uma integral

primeira para isso, como veremos no proximo exemplo.

Exemplo 1.22. Na Figura 1.8 estdo algumas das curvas de nivel de H(x,y) = xy + cos(x). Do
Hamiltoniano ser uma integral primeira, a “mesma” figura serve como um esbogo do retrato de fase

do sistema apresentado no Exemplo 1.19.

Vamos voltar as condicdes (1.3), agora noutro contexto.

%A definiciio de integral primeira existe para sistemas gerais, nio s6 para Hamiltonianos.
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j =
=W

Figura 1.8: Gréfico de H(x,y) = xy + cos(x) e retrato de fase do campo Xj.

Proposicio 1.23. Considere o sistema x = X(x) com X(0) = 0, x € R*". Seja

DX(0) = DX(0), DX(0),
| Dx©); Dx(0),

uma decomposi¢do em blocos para DX(0), com cada DX(0); uma matriz quadrada n X n. Um

conjunto de condi¢coes necessdrias para o campo X ser Hamiltoniano é:

DX(0), + DX(0), = 0,
DX(0), = DX(0);,
DX(0); = DX(0),.

Note que se o sistema X = X(x) for Hamiltoniano, da condi¢do DX(0); + DX(0), = 0 segue que

tr(DX(0)) = 0. Isso nos dé o seguinte critério:

Proposicao 1.24. As singularidades hiperbolicas de um sistema Hamiltoniano sé podem ser pontos

de sela.

& /’@ O
Y N
/

o(Q)

X

=
3 %

J
/
N
%

Figura 1.9: O fluxo de um campo Hamiltoniano preserva volumes. J4 a presenga de uma singulari-

dade atratora acarreta diminui¢do de volume.
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Outra propriedade interessante e importante de um sistema Hamiltoniano € a preservacio de
volumes. Seja X = Xy um campo Hamiltoniano em R” com fluxo ¢ : R X R" - R"e Q € R". Se
V(Q) € o volume da regiao Q, entdo V(Q) = V(¢,(Q)) paratodo ¢ € R (Figura 1.9). Noutras palavras,
Hamiltonianos preservam volumes. Este resultado € conhecido com Teorema de Liouville. Para
uma demonstragcdo dessa propriedade e outros comentérios, veja [2] e [14]. Estudar a preservagdo de
medidas por aplicacdes € o objetivo da teoria ergddica, que € apresentada de maneira introdutdria em
[41].

1.3 Sistemas Reversiveis

Vamos precisar de alguns resultados antes de definir adequadamente sistemas reversiveis. Seja

¢ : UCR"— pU) C R" um difeomorfismo C*. Diremos que ¢ é uma involucdo se ¢* = Idy.
O teorema seguinte nos diz que (localmente) podemos considerar somente as involugdes lineares:

Teorema 1.25 (Cartan-Montgomery-Bochner). Seja G um grupo compacto de difeomorfismos de
uma variedade M de classe C*. Suponha que cada difeomorfismo em G seja de classe C*. Entdo na
vizinhanga de um ponto fixo comum a todos os difeomorfismos em G, existe um sistema de coorde-

nadas de classe C* tais que cada um dos difeomorfismos é linear.

A demonstracdo do teorema acima pode ser encontrada em [10] ou [38], dependendo das hip6te-
ses que o leitor preferir. Uma versao mais fraca do teorema, que supde analiticidade dos difeomor-
fismos, foi provada por Cartan em [17], num artigo de 1930. Outras versdes foram publicadas por
Bochner ([10]) em 1945 e por Montgomery-Bochner ([11]) em 1946. Geralmente, o crédito ¢ dado

somente a Bochner ou a Montgomery-Bochner.

Neste trabalho vamos considerar G = Z, ou G = Dy, o grupo de simetrias do quadrado.

Lema 1.26. Seja V um espaco vetorial 2n-dimensional. Sejam S, T : V — V transformacoes lineares
com dim Fix(T) = dim Fix(S) = n. Entdo existe uma mudanga de coordenadas linear U : V — V
comT =U"'SU.

Demonstragcdo. Note que os autovalores de S e T pertencem ao conjunto {—1, 1}. Como

dim Fix(T) = dim Fix(S) = n,
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segue que dim Ker(T + Id) = n e dim Ker(S + Id) = n. Assim, basta escolher U levando autoespaco

em autoespago. O

O lema acima seré utilizado da seguinte forma: considere G um grupo de difeomorfismos gerado
pelas involugdes ¢ e . Por Montgomery-Cartan-Bochner, existe uma mudanga de coordenadas h
tal que hph™' e hyh™! sdo involugdes lineares e geram um grupo G’ isomorfo a G. Seja Ay uma
involucdo linear fixada. Pelo Lema 1.26, existe uma mudanga linear de coordenadas M tal que
Mhoh™'M~' = Age G = (Ag, Mhyh™'M~") é isomorfo a G'.

Desta forma, fixado Ay, quando G = Z,, podemos considerar G = {Id, Ay}. J4 no caso G = Dy,

podemos considerar G = (A, B), onde B € uma involug¢do linear (a priori, desconhecida).

Seja X um campo vetorial em R?", com X(0) = 0, e ¢ : R — R?" uma involugio com

dim Fix(¢) = n. Diz-se que X é p-reversivel se

@' (0X(x) = —X(p(x)), (1.5)

para todo x € R?". No caso em que exista outra involugio i satisfazendo

Y (0X(x) = —X(Y(x)), (1.6)

diremos que X € ¢, y-reversivel (bireversivel, no caso em que ¢ e i estejam claros pelos contexto).

Ora, apos toda a discussao nos paragrafos precedentes, é possivel refinar a defini¢do de reversi-
bilidade (passando a uma defini¢do local): diz-se que X € reversivel se existir uma involu¢ado linear

R : R** — R?" com dim Fix(R) = n satisfazendo
R(X(x)) = =X(R(x)), (L.7)

para todo x € R?" e bireversivel se existirem duas involugdes lineares distintas R;, R, satisfazendo
(1.7) edim Fix(Rj)) = n, j=1,2.

Observacao 1.27. A exigéncia da fungdo ¢ que satisfaz Dp(x)X(x) = —X(¢(x)) ser uma involugdo e
ter fixo com metade da dimensdo do espago é bem especifica. A hipotese sobre a dimensdo de Fix(p)
aparece para tornar o campo compativel com campos Hamiltonianos. A exigéncia do difeomorfismo
ser involutivo é adequada para generalizar a no¢cdo geométrica dos sistemas planares, além de tornar
mais fdcil a aplicacdo do Teorema de Cartan-Montgomery-Bochner. Num contexto mais geral, ndo
é necessdrio nem mesmo que ¢ seja um difeomorfismo, desde que se pague o preco de ndo usar o

Teorema de Cartan-Montgomery-Bochner (Teorema 1.25).
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Exemplo 1.28. Sejam P, Q,R : U C R? — R fungées diferencidveis satisfazendo

P(x’y’ Z) = _P(X’y’ _Z)
Q(-x’ Vs Z) = —Q(X, Y, _Z)
R()C, Y, Z) = R()C, Y, _Z)

Entdo o campo vetorial

0 0 0
X(xayaz) = P(xayaz)gc + Q(X,y,Z)@ +R('xﬂyﬂz)a_z

é p-reversivel, com
o(x,y,2) = (x,y, —2).

Um exemplo mais concreto é dado pelo campo

X = z—z(x2+y2)
y = xz+yz—2
z = 3x+3y+72

Note que dim Fix(¢) = 2. O retrato de fase do campo X é simétrico em relacdo ao plano z = 0.

Diz-se que X é Z,-reversivel quando X for ¢-reversivel para alguma involucdo ¢, e que X é

Dy-reversivel quando X for ¢, y-reversivel para ¢, ¢ involugdes tais que G = {p, i) = Dy.

Observacao 1.29. Devemos esclarecer que se X é Dy-reversivel, isso nd@o significa de forma alguma
que X seja @-reversivel para todo ¢ € Dy. Isso segue do fato de que se X é @, y-reversivel, entdo X

ndo é py-reversivel e sim equivariante, ou seja, vale D(oy)(x)X(x) = X(@((x))).

As orbitas de um sistema reversivel sdo simétricas em relacdo a Fix(R), mas percorridas no

sentido contrdrio, como na Figura 1.10, que é matematicamente justificavel pelo préximo resultado:

Proposicao 1.30. Seja o : (—€,€) — R** uma solugdo de (1.7) que passa pelo ponto P,. Entdo

@ : (—€,€) = R*, dada por a(t) = R(a(-1)), também é solugdo de (1.7) e passa por R(Py).
Vejamos alguns exemplos de campos reversiveis.

Exemplo 1.31. Um exemplo imediato de campo reversivel é dado por

X =y
y:_x’

reversivel pela acdo de ¢(x,y) = (—x, —y).
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N
\/

Figura 1.10: Retrato de fase de um sistema reversivel.

Exemplo 1.32. Seja H : R** — R uma fungdo C* que satisfaz
H(x,y) = H(x,-y), (x,y € R")

e Xy o sistema Hamiltoniano induzido, isto é,

OH
X = 6—(?@)’)
y
XHC
) OH
y = _E(xay)

Entdo Xy é reversivel pela involugdo ¢(x,y) = (x, —y).
Exemplo 1.33. Vamos caracterizar os campos bireversiveis em R>. Seja
X(x,y) = (P(x,y), Q(x,y))

e considere

Ri(x,y) = (x,=y), Ry(x,y) = (=x,y).

Para que X seja R,-reversivel, é preciso que

P(xay) = —P(X, _y)

0(x,y) = QOx,-y)
Jd para a R,-reversibilidade, é preciso que

P(x,)’) = P(—x,)’)

0(x,y) = —0(=x,y)
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Logo, P precisa ser uma fungcdo par em x e impar em 'y, e Q uma funcdo par em'y e impar em X.

Note ainda que vale P(x,0) = 0 e Q(0,y) = 0. Por exemplo, o sistema

y+yx

X

y

(1.8)

—x+ x%y?

€ Ry, Ry-reversivel e seu campo de direcoes, com algumas orbitas, pode ser visto na Figura 1.11.
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Figura 1.11: Campo de direcdes do sistema bireversivel (1.8).

Seja R : R* — R?" uma involucdo e F = Fix(R) = {x € R*" | R(x) = x} com dim F = n. Diremos
que uma O6rbita y € simétrica se R(y) = . Seguem algumas propriedades bdsicas de um sistema

reversivel, brevemente justificadas e/ou ilustradas.
(a) O retrato de fase de X € simétrico com respeito a F'.

Demonstragdo. Isto foi visto na Proposi¢ao 1.30 e ilustrado pela Figura 1.10. O

(b) Se X(p) = 0e p € F, entdo p ndo € atrator ou repulsor; o mesmo vale para Orbitas periddicas que

interceptem F'.

Demonstragdo. Basta observar que, havendo atracdo (ou repulsdo), mesmo havendo 6rbitas simétri-

cas, elas ndo sdo percorridas em sentidos opostos. O
(¢)Se X(p) =0e p € F, entao X(¢(p)) = 0.

Demonstragdo. Segue de Do(p)X(p) = —X(¢(p)). =
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Figura 1.12: Propriedades (d) e (f).

(d) Se uma orbita regular y intercepta F em dois pontos distintos, entdo y é uma 6rbita periddica

simétrica.
(e)Se X(p) # 0e p € F,entdao X(p) ¢ T,F.

(f) Se y € uma orbita periddica de X que ndo cruza F, entdo R(y) também € uma orbita periddica que

nao encontra F'.



CAPITULO 2

FORMAS NORMAIS

Neste capitulo apresentaremos a teoria de formas normais para campos de vetores, que desenvolve
técnicas para levar um campo a uma forma canodnica. A literatura sobre formas normais € vasta (veja

por exemplo [2], [3], [4], [20] ou [62]) e seremos breves.

2.1 Forma Normal de Poincaré-Dulac

Seja X € Xo(R") e considere a expansao de Taylor de X em torno da origem
X(x) = Ax + Xo(x) + ... + X,(x) + o(x""), A € R™", X, € H*. (2.1)
O campo polinomial j"(X), definido por
JX)=Ax+ Xo(x) + ...+ X, (%)

¢ denominado r-jato de X em 0.
Vamos tentar eliminar alguns termos da expansdo (2.1) por meio de uma mudanca de varidveis
da forma
x =y+h(y), h(0) =0, Dh(0) = 0.

Vamos ilustrar o processo propondo uma mudanga de coordenadas da forma x = y + A(y), com

h € H* um mondmio a ser determinado. Assim

i = (Id + Dh(y)y

21
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e, localmente,

y = (Id - Dh(x))x.

Portanto, considerando somente os termos até grau 2, temos

y=(d-Dh(x))x = (Id— Dh(x))(Ax + X>(x))
A + h(y)) = Dh(x)A(y + h(y)) + Xo(y + h(y))
Ay + (Ah(y) — Dh(x)Ay) + Xa(y)
Ay = (Dh(x)Ay — Ah(y)) +X5(y),

La(h)

onde utilizamos que X,(y + h(y)) = X2(y) + o(|y]*).

Definindo
La(h)(y) = Dh(y)Ay — Ah(y),

a fim de que a mudanca de coordenadas
x =Y+ h(y)

transforme o campo

X(x) = Ax + Xp(x)

no Campo
X(y) = Ay,

basta escolhermos, se possivel, h, € H? tal que
Ly(h) = X5.
O operador L, é chamado de operador homolégico e serda fundamental em nosso trabalho.

Observacio 2.1. E importante notar que o operador homoldgico pode ser definido tanto nos espagos

H’ como em

H'eH®o®- -,

e quando ndo houver possibilidade de confusdo, usaremos simplesmente a notacdo Ly sem explicitar

o dominio.
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Agora com o campo na forma X(x) = Ax + X5(x) fazemos o mesmo procedimento, escolhendo

(se possivel) h; € H? tal que Ly(h3) = X3 e 0 novo campo nio terd termos de grau 3.

Indutivamente, para X da forma
X(x) = Ax + Xo(%) + ... + X.(x) + o(jx"™).

se for possivel escolher, para cada j € {2,...,r}, h; € H/ tal que Ls(h;) = X;, a mudanga de
coordenadas
x=y+h0)+ -+ ()

simplifica o campo para
X(x) = Ax + o(|x]"*h).

Ocorre que (in)felizmente nem sempre € possivel escolher tais /;’s. Na verdade, isto s € possivel
quando o operador homoldgico L, € invertivel, o que por sua vez s6 acontece em situacdes bem

especiais.

Sejam A4, ..., 4, os autovalores de A, que suporemos reais. Sob estas condi¢des, podemos enun-

ciar o seguinte resultado:

Lema 2.2. Se a matriz A é diagonal, entdo L, também é diagonal no espaco H k. Os autovetores

de L, sdo os mondémios xma% e vale
s

0
LA (Xm 0xs

onde X" = X" ---x;" e (m, A) = 3, ;m;A;.

n 0
) = [(m, A) = A;]x ax

Demonstragdo. Seja

0
h=x" :(O,...,O,x'l’“--~x’,’f",0,...,0).
0x;
Assim,
0 0 0
: : . : A1xy
0 o - 0 A2y
oh )
— = mym Mmoo Mmoo Ay = :
ax X1 X2 Xn
0 0 T 0 Ap-1Xn-1
. . . . A,
0 0 0
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Portanto,
0
oh mA X"+ -+ myd,x" 0
—Ax = = A x”’
ox o 0 ZJ: it 0x;
0

Como Ah(x) = A;h(x), segue que

Ly(h) = me ——/lx 67_ Zm, A h,

m_0_

isto €, 0 monoémio x e

€ autovetor de L, associado ao autovalor (Z jmd; — /13). O

Assim, se os autovalores de L, forem ndo-nulos, este operador serd invertivel; pelo lema acima,
no caso em que A é diagonal', os autovalores de L, sdo ndo-nulos se, e s6 se, ndo existem relacdes

da forma (m, 1) — A, = 0. Isto motiva a defini¢do do préximo paragrafo.

Diremos que o vetor 4 = (4y,...,4,) € ressonante’ se existir m = (my, ...,m,) € N, 27:1 mj>2

n
/ls = Z mj/lj,
=

ou seja, se algum autovalor de A for combinagdo linear inteira positiva dos outros. Tal relacdo € dita

ese{l,...,n}tal que

uma ressonancia e o nimero |m| = ), m; é dito ordem de ressonancia.

Observacao 2.3. Seja A uma matriz real 2 X 2. Se A é um autovalor imagindrio puro de A, entdo
A, = A também é autovalor, e vale a relacdo A + A, = 0. Portanto, 1 = 24 + A,. Reescrevendo

esta relagdo na forma A = 21 + A, vamos considerar ressonante o mondémio Z1Z1 , ao invés de

9z

z 7p,—. Noutras palavras, autovalores complexos conjugados devem ser tratados como tais e ndo

9z

como autovalores totalmente distintos.

0 mesmo resultado vale se A for uma matriz de Jordan (nfio necessariamente diagonal). Para maiores detalhes, veja
[4, pag. 183].
2Quando A = DX(0) para algum campo de vetores X, diremos por vezes que o campo X é ressonante.
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Exemplo 2.4. Considere o sistema

¥ = x+xt+ A

{ y = 2y+xe

Os autovalores da parte linear do campo de vetores associado sdo A; = 1 e 1, =2. Como

Ay =24, + 04,
o campo é ressonante de ordem 2.
Exemplo 2.5. Considere o campo de vetores

X(x,y) = (v, —x).
Os autovalores da parte linear desse campo sdo 1} =ie A, = A, = —i. Assim, mA; + md; =0 para

todo m € N e, portanto, vale
A = (m+ DA +mdy
A = mAd+(m+ 1A,
Em coordenadas complexas z = x + iy este campo é da forma
7=-z

e as relagoes de ressondncia complexas dao origem a monoémios da forma (zz)", m > 1. Note que

nesse caso existe um numero infinito de relacoes de ressondncia.

Exemplo 2.6. Considere o campo de vetores

X(X,Y) = (X, —)’)
Os autovalores da parte linear desse campo sdo 1y = 1 e 1, = —1. Assim, mAd, + mAd, = 0 para todo
m € N e, portanto, vale
Ay = (l’l’l + 1)/11 + mA,

A, = m/ll+(m+l)/12

Note que nesse caso também existe um niimero infinito de relacdes de ressondncia.
Teorema 2.7 (Poincaré). Se os autovalores da matriz A sdo ndo-ressonantes, entdo a equa¢do
&= Ax + o(|x*)
pode ser reduzida a
y=Ay

por uma mudanca de varidveis formal x = y + o(|y|*) (perturbagdo da identidade).
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No caso em que L4 ndo € invertivel, ainda € possivel eliminar alguns termos da forma normal:

Teorema 2.8 (Poincaré-Dulac). A equacdo
i =Ax+ o(|x]»)

pode ser reduzida a forma
y=Ay +w(y)

por meio de uma mudanca de coordenadas formal x = y+- - -, onde todos os monoémios na expressdo

de w sdo ressonantes.

Exemplo 2.9. Voltando ao sistema do Exemplo 2.4,

B

pelo teorema de Poincaré existe uma mudanga formal de coordenadas x =y + ... que o conjuga ao

x+x*+ X7

2y + x’e*

sistema

X = x
y 2y +ax*, a€R
E possivel enunciar o Teorema 2.8 de outra forma, mais conveniente para alguns de nossos
propositos.

Teorema 2.10. Seja X € Xo(R") e DX(0) = S + N a decomposicdo da matriz DX(0) em suas partes

semi-simples e nilpotente. Entdo X é formalmente conjugado a um campo vetorial da forma
x = DX(0)x + f(x),

com f satisfazendo
Sf(x)-Df(x)Sx = 0.

Um campo X(x) = (S + N)x + f(x) (S semi-simples, N nilpotente) que satisfaz
Sfx)—-Df(x)Sx=0

serd dito estar na forma normal de Poincaré-Dulac.
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Exemplo 2.11. Considere o sistema

X1
X2

Note que a aproximagdo linear de (2.2) na origem é

o2

e os autovalores desta matriz sdo ndo-ressonantes. Vamos verificar o Teorema 2.7 para este sistema.

3x; — X2 + Tx1xp + 3x2
X1 Xl X1X2 X2 (22)

2x7 + 4x1xp + x%

A mudanga de coordenadas

XI = Yy Y+,
X2 = Yy i

transforma o sistema (2.2) no sistema

3y +0(3)
2y, +0(3)

i
2

2.2 Forma Normal de Belitskii

Note que a forma normal de Poincaré-Dulac nos diz que um campo X € formalmente conjugado
a um campo cujos mondmios nao-lineares estdo todos fora de Im(Lg), ou seja, os mondmios na

imagem do operador homoldgico podem ser eliminados.
Assim, o campo X ¢ levado, por perturbacdes da identidade, no campo formal
X(x) = Ax + wo(X) + w3 (x) + ...,

onde w; € W/, W/ satisfazendo

H' = (Im(La|ps)) ® W,

Isso nos diz que determinar a forma normal de um campo € equivalente a determinar, para cada

Jj,» um complemento para Im(L,|y) em H’. No caso em que A ndo é semi-simples, existem duas



Secio 2.2 . Forma Normal de Belitskii 28

maneiras de proceder para encontrar W/: a forma normal de Belitskii e a forma normal por s/(2). Na
primeira, toma-se

W/ = Ker(Ly-)

e o resultado segue da identidade Ker(Ly-) = (Im(Ly))*.

J4 na forma normal por s/(2), W/ é escolhido a partir de A como sendo um certo operador na
algebra de Lie s/(2). Para detalhes sobre a forma normal por s/(2) veja [40] e [48]. Abodaremos aqui

a forma normal de Belitskii.

A forma normal de Belitskii considera a parte nilpotente de A para simplificar ainda mais a forma

normal. Considere A = § + N onde S € semi-simples e N nilpotente, com SN = NS.

Teorema 2.12 (Belitskii). Seja X € Xo(R") com DX(0) = S + N a decomposi¢cdao da matriz DX(0)
em suas partes semi-simples e nilpotente. Entdo X é formalmente conjugado a um campo vetorial da
forma

x =DX0)x + f(x),

onde a parte ndo-linear f satisfaz

S f(x) = D(0)S x
N f(x) — Df(x)N'x

0
0.

(2.3)

Um campo X(x) = (S + N)x + f(x) com f satisfazendo (2.3) sera dito estar na forma normal de
Belitskii. Note que as formas normais de Belitskii e Poincaré-Dulac coincidem no caso em que A é

semi-simples (N = 0), mas podem ser diferentes® quando A possui parte nilpotente ndo-nula.

Exemplo 2.13. Seja X € Xo(R?) com aproximacdo linear

0
DX(0) = 0
1

S O O
S O =

A forma normal de Poincaré-Dulac de X é

X1 = X+ f(x1,x)
Xy = g(x1,x) ,
X3 = X3+ x3h(xy,x)

3E de esperar que a segunda condicdo de (2.3) simplifique a forma normal de Poincaré-Dulac, e isto efetivamente

acontece na maioria dos casos.
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onde f e g ndo possuem termos lineares e h ndo possui termos constantes. A parte nilpotente de

DX(0) nos permite passar a forma normal de Belitskii, simplificando a forma normal para

X = xp+ xlf(xl)
X o= x0f(n)+ga)
X3 o= X3+ xah(x)

com f(0) = g(0) = Dg(0) = h(0) = 0.

A demonstracdo do teorema de Belitskii pode ser encontrada em [6] e [50].

2.3 Renormalizacao

Seja X um campo de vetores com forma normal X,, e X; um campo de vetores formal com
DX,(0) = DX(0). Sob que condi¢des é possivel, aplicando uma mudanca de coordenadas (pos-
sivelmente formal), passar do campo X, ao campo X;? E isto que entendemos por renormalizacio
de X, ou seja, trocar a forma normal. Para nossos fins, a renormalizacdo s6 envolverd escolhas de

coeficientes, e ndo eliminacao ou geracao de novos de mondmios.

A forma natural de determinar se X, pode ser normalizado para X; € procurar um difeomorfismo

(formal) ¥ tal que D¥(x)X,(x) = X, (¥(x)). Isso pode ser feito jato a jato.

Lema 2.14. Afim de que X, possa ser renormalizado para X, é suficiente que para cada k > 1, exista

uma mudanga de coordenadas formal ®; = Id + ¥, com WY (0) = 0 e WYi(x) € @j>k H/ satisfazendo
JDON)K(B()) = [ Ki(x).

E ficil ver que, tomando ®(x) = x+ 3 ;.; Wi(x), temos uma conjugagédo formal entre X, e X,. En-
contrar diretamente uma mudanga de coordenadas formais entre dois campos pode ser uma tarefa ar-
dua. Isso justifica a necessidade dos proximos resultados, os Lemas de Takens, cujas demonstragcdes

podem ser encontradas em [57] e [62].

Lema 2.15 (Lema 1 de Takens). Sejam X e Y campos de vetores tais que j*[X,Y] = 0 e j'Y = 0.

Seja @', o fluxo de Y. Entdo vale a relagdo

FHDOX) = X)) + 17X YD,
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Lema 2.16 (Lema 2 de Takens). Sejam X e X campos vetoriais satisfazendo j*X = j*X.
(a) Se a equagdo
XY =& - X) (2.4)

tem solucdo para um campo Y com j'Y = 0, entdo existe um difeomorfismo ® tal que

FIDO(x)X(x) = 1 X(x). (2.5)

(b) Se existe um difeomorfismo © satisfazendo (2.5), entdo existe uma solucdo Y para (2.4) com
1
J¥)=0.

Para fins praticos, aplicar os Lemas 2.14 ou 2.16 € igualmente complicado. Se por um lado a
estrutura do colchete de Lie simplifica os termos iguais em X e X, por outro lado se ndo existirem

muitos destes termos, teremos trabalho em dobro. Em cada caso, deve-se analisar a melhor opcao.

2.4 Formas Normais de Sistemas Reversiveis

Seja X € X(R?") um campo de vetores reversivel pela involugio R. Seja X a forma normal de X.

Geralmente a relagdo R(X(x)) = —X(R(x)) é falsa. Sob que condigdes ela € verdadeira?

Este problema € exaustivamente estudado em [23] e [51] e, para nosso uso, o proximo teorema
basta. A demonstracdo, bem como discussdes mais avancadas, podem ser encontrados nos trabalhos

supracitados.

Teorema 2.17. Um campo de vetores X € Xo(R") R-reversivel é formalmente equivalente a um

campo de vetores da forma

X =Ax+ f(x),
que satisfaz
Sfx) = Df(x)Sx,
N'f(x) = Df(x)N'x,
R(f(x) = —f(R(x),
R(A(x)) = —-A(R(x))

Noutras palavras, para calcularmos o k-jato da forma normal reversivel de X, devemos:
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(i) Escrever X(x) = (S + N)x + h(x), onde h(x) = hy(x) + -+ + h(x) sdo campos polinomiais

homogéneos com coeficientes a serem determinados e DX(0) = S + N a decomposicdo S — N;

(i1) Das relagdes S f(x) = Df(x)Sxe N f(x) = Df(x)N'x, determinar relagdes nos coeficientes de

forma que X seja levado a forma normal de Belitskii;

(i11) Da relagdo R(A(x)) = —A(R(x)), segue que R deve reverter a parte linear. Por fim, resta deter-
minar as relacdes de reversibilidade a partir da equacdo R(f(x)) = —f(R(x)) para obter a forma

normal reversivel.

2.5 Formas Normais de Sistemas Bi-Reversiveis por D,

Estabeleceremos aqui alguns resultados referentes a sistema Dy4-reversiveis. Seja X um campo

com equilibrio eliptico na origem e aproximacao linear dada por DX(0) = A(a, S, €) (veja pag. xvii).
Seja G = (¢, ) um grupo ndo-comutativo de difeomorfismos cujos geradores satisfazem ¢* = Id,
W? = 1d, e (o) = (Y)? e tal que ¢(0) = 0 para todo ¢ € G. Suponha que X seja ¢, y-reversivel.
Lema 2.18. G ¢ isomorfo ao grupo Dy, o grupo de simetrias do quadrado.
Demonstragcdo. Para ver o isomorfismo, considere 7 = ¢y e § = . Desta forma, basta fazer
For S s

3

paraque G = Dy = {id, r,r*, 1, s, sr, sr%, sr°}. ]

Pelo Teorema de Cartan-Montgomery-Bochner, existe um sistema de coordenadas onde todos os

difeomorfismos em G sdo lineares, ou seja, existe i tal que ¢ = hAh™' e y = hBh™!, com A, B € R,

Vamos desenvolver alguns resultados que nos permitiram linearizar o grupo G.

Lema 2.19. Sejam ¢, difeomorfismos involutivos satisfazendo (¢y)* = (yp)?. Se existe h tal que
¢ = hAh™" ey = hBh™', entdo (AB)* = (BA)*.

Corolario 2.20. Seja G = {(p,¥) = {g1,...,8s} um grupo de difeomorfismos isomorfo a Dy e con-
sidere G' = {Ly, ..., Lg} seu correspondente linearizado, dado pelo Teorema de Cartan-Montgomery-
Bochner (pdg. 15). Entdo G" é um grupo isomorfo a D, e existe uma mudanca de coordenadas h tal

que g = hL;h™', para 1 <i<8.



Secdo 2.5 . Formas Normais de Sistemas Bi-Reversiveis por Dy 32

Agora que o grupo G pode ser tomado linear, vamos mostrar que € possivel, sem perda de gene-

ralidade, fixar um dos geradores.

Lema 2.21. Se S,T sdo involucoes em 4D com dim Fix(S) = dim Fix(T) = 2, entdo existe uma
transformagado invertivel M com MS = TM. Noutras palavras, quaisquer duas involugcoes em 4D

com fixo bidimensional sdo C* conjugadas.

Corolario 2.22. Seja

-1 0 0
0 1 0
A() =
0 0 -10
0 0 0 1
Entdo existe um sistema de coordenadas que transforma G’ em G” = (A, B), onde B é uma

involucdo que satisfaz BDX(0) = —DX(0)B.

Pelo coroldrio anterior, os geradores A, B do grupo G” satisfazem (A,B)*> = (BAy)* e ndo co-
mutam (propriedade herdada de ¢ e ¢). Podemos classificar completamente as involugdes B. A

demonstracdo do préximo coroldrio € simples e direta, e serd omitida.

Corolario 2.23. Afim de que G” = G’ é necessdrio e suficiente que B € E, onde & = Ui6:1 =, com

0 =10 0)(0 10 1000)(-10 0 0
-t oo o0 f{1too0 _Jlo oo 10 0
- o1 0l]oo1 "7 o 00 1] 0 0 -1
o 00 -1J{000 -1 o 010)Jl0oo0-1 0
1 0 00)Y(1 0 0 0100Y(0 -1 0 0
_ Jlo-toof]o -1 0 _ Jltooofl-1 0 0 0
“"Nooo1floo o 1| Yfooo1|lo o o -1
0 1o0o)Jlo o -1 o0 oo010)lo o -1 0
01 0Y(0 -1 0 0 01 0 0 0 100
_Jlto o[-t 0 ool _ Jjtoo of|-1 000
“"Noo-tofl]lo o tof[ " Yoo o -1||o o o1
000 1)Jlo o o 1 00 -1 0 0 0 10
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Corolario 2.24. (Ay, B) = (Ay,C) © B,C € E; para algum j.

Portanto, o grupo G, quando linearizado, se torna um dos grupos G1, . .., G abaixo:
0O -1 0 O -1 0 00
G == 00 ), Gy =(Ag, By = L0, (2.6)
1= 0, D1 — 1 ’ 2 = 0, D2 — 00 1 .
0 0 -1 010
1 0 0O 0100
G = (Ay. By = 0 -1 00 ). Gu = (Ag. Ba = 1 00O > 2.7)
3 — 0> 3 — O 0 O 1 ’ 4 — 0> 4 — 0 0 O 1 .
0 1 0 0010
01 0 O 01 0 O
1 0 0 O 10 0 O
Gs = (Ao, Bs = ), Ge = (Ao, Bg = ) (2.8)
00 -10 00 0 -1
00 0 1 00 -1 0
Como estamos considerando o campo X como sendo ¢, Y-reversivel, temos
Dp(x)X(x) = —X(o(x))
Dy(0)X(x) = —-X¥(x)
Pelos resultados anteriores, podemos supor que X € A, B;-reversivel para algum j € {1,...,6}.

Aplicando o Teorema 2.17 para A, e B}, podemos facilmente obter a forma normal bireversivel para
X.

Corolario 2.25. Seja X um campo Dy reversivel. Entdo existe um sistema de coordenadas onde X é

G j-reversivel para algum dos grupos G j dados por (2.6)-(2.8).

2.6 Analiticidade da Forma Normal

Foi visto que um campo X é formalmente conjugado a sua forma normal X por uma mudanca de
coordenadas formal x = y + h(y). Em que condicdes a série formal /& possui raio de convergéncia

maior que zero? Este é um problema muito dificil e de resposta conhecida somente para alguns
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poucos casos. A dificuldade € tdo grande que poucos pesquisadores se dedicam ao tema e aceitam

pagar o preco de trabalhar com funcdes formais.

Bruno, em [13], discute a convergéncia de algumas formas normais. Recentemente, em [56],

Henryk Zoladek provou a analiticidade da forma normal para sistemas com aproximagao linear

o)

Este € praticamente o tnico resultado existente nesta direcdo. Um bom survey sobre o assunto € [46],
por Christiane Rousseau, recomendado a todos que ja sentiram um certo desconforto trabalhando

com mudancas de coordenadas possivelmente divergentes.

O que torna a teoria de formas normais eficiente € que, trabalhando no espaco dos k-jatos, k < oo,
¢ sempre possivel levar o campo a sua forma normal por meio de uma mudanca de coordenadas

polinomial (portanto, analitica) e € isso que passamos a discutir.
Seja
X(x) = Ax + Xa(x) + o(x), X, € H?
um campo vetorial. Uma mudanga de coordenadas da forma
x=y+hy(x), hy € H?
leva o campo a sua forma normal,

X(x) = Ax + X (x) + o(|x]).

Ora, a funcdo H(y) = y + hy(y) € obviamente um difeomorfismo analitico em uma vizinhanga da
origem, com inversa
H™'(x) = x = ha(x) + o(|xP’).

Assim, no espaco dos 2-jatos, estamos sempre trabalhando com transformagdes e campos analiticos.
O processo acima se generaliza naturalmente para qualquer campo na forma
X(x) = Ax + Xo(x) + ... + X.(x) + o(|x"™), X; € H'.

Como estamos interessados no comportamento qualitativo do campo, na maior parte dos casos, a

conjugacdo C* entre os k-jatos € suficiente.



CAPITULO 3

CALCULO DE FORMAS NORMAIS

Neste capitulo vamos provar o Teorema 1. Para calcular as formas normais, usaremos o método

do colchete de Lie, descrito em [51] e referéncias.

O algoritmo que desenvolvemos para o cdlculo da forma normal funciona assim:

Entrada: matriz A = S + N, k-jato da forma normal que se deseja calcular;

Entrada opcional: involugdo linear R
Saida: a forma normal até ordem k de Ax + - - -.

Passos do algoritmo:

1. Verifica se a involucdo dada é admissivel, isto €, se ela reverte a parte linear;

2. Define os mondmios geradores do espaco H> @ - - - & HF;

3. Constréi o campo h, combinacdo linear de todos os mondmios da base de H> @ --- & H* com
coeficientes a determinar;

4. Determina condi¢des sobre os coeficientes de & para que as equagdes em (2.3) se verifiquem e
redefine 4 com base nestas condi¢des;

5. Determina condi¢des sobre os coeficientes de & para que o campo seja Z, reversivel (ou Dy
reversivel, quando for o caso) e redefine .

6. Retorna o campo Ax + h(x)

35
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O passo 4 coloca o campo na forma normal de Belitskii e o passo 5 torna essa forma normal
reversivel. A saida é o que chamamos de forma normal reversivel de ordem k. Quando o campo
h € construido, os coeficientes sdo adicionados respeitando os mondmios. Assim, 0s mondmios

r gy 9 : : ~
X[ x5y, yZa—{ levam os coeficientes a, ji, by jis, Crjis OU d,ji5, conforme { seja xj, x2, y; ou y,, respectiva-
mente. Este esclarecimento é necessario, pois sdo estes coeficientes que aparecerdo como resultado
da execugdo dos algoritmos. Definiremos coeficientes numa notagao mais adequada quando da prova

formal das expressdes.

3.1 Caso genérico

Seja X € Xy(R*) um campo ¢-reversivel com aproximacio linear DX(0) = A(a,f, €) (veja pag.

xvii), onde % ¢ Q. Em virtude do Teorema 1.25 e do Lema 1.26, vamos escolher a involugdo ¢ como

o(x1, X2, Y1, y2) = (=X1, X2, Y1, =)2). (3.1)

3.1.1 Indicios computacionais: caso genérico

Como este caso pode ser usado para quaisquer «, 8 ndo-ressonantes, vamos escolher sem perda

de generalidade @ = 1 e 8 = V2 para efetuar os célculos.

Utilizando o algoritmo dado no Apéndice A.1, obtemos a forma normal até ordem 5 para este

caso como sendo

X = —X2— b1020X2y% - b1020x2y% - 612100?6; - 612100)6%?62 + X2 f5(x1, X2, Y1, 2)

Xy = X1+ blozoxl)% + blozoxl)’% + a2100x1x§ + a2100x? + x1.fs(x1, X2, Y1, y2)
o= - ‘/§Y2 - d0030y; - dOOSOY%)’Z - dozlox%yz - dOZlOX%yZ + ¥285(x1, X2, Y1, ¥2)
io= V21 + dopsoyiy? + doosoy’ + doaiox3yi + dooiox3y1 + y185(x1, X2, V1, ¥2),

onde f5(x) = o(xl’) e gs(x) = o(|x]) sdo fung¢des de A; = x? + x5 e Ay = y? + y3. Note que ndo
ha mondmios de grau par e em cada uma das equagdes podemos colocar em evidéncia uma certa

varidvel. Além disso, certos coeficientes também podem ser postos em evidéncia, resultando em

X1 = —X— X (aloAl + ag1 Ay + azoA% + aogAg + a“AlAz)
X, = X1+ Xx (Cl]oA] + ap1 Ay + azoA% + aozA% + ClllAlAz)
o= V2 -y (bloAl + bo1 Ay + byoAT + bopAS + 2b11A1A2)

¥2o= V2 +y (bloAl + bo1 Ay + byoAT + boo A + 2bnAlAz)
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A expressdo acima e os jatos de ordem até 10 nos levam a conjecturar' que a forma normal, neste

caso, ¢ dada por

X = —axo—x Z;}j.j:l aijAli Aé
Xy = ax +x X7 aAiA] (3.2)
Yi = —Bn-»n ZiFl bijA A

Yoo = By +y Z;:j:lbijAaAé

com a;;, b;; € R. A conjectura € verdadeira e passamos agora a prova-la.

3.1.2 Demonstracoes dos resultados: caso genérico

Vamos calcular os mondmios ressonantes neste caso, trabalhando em coordenadas complexas

71 = X1 +ixp € 2o = y; + iy,. Neste sistema de coordenadas, o sistema (3.2) se torna

. . 0 N
@izy +iz1 Xy oy GijATA,

k4|
. s . A
D = Bizg +iza Xis o bijA A

Como ndo existe uma relacao inteira da forma pa + g8 = O entre @ € 5, pondo 4} = @ e A, = f5,

(3.3)

as Unicas relacdes de ressonancia sdo derivadas de
mAd; + mA; + ndy + nd, = 0
e podem ser escritas como

(m + Dz, + mzy +ndy + ndy

<1
2 = mzi+mzg+m+ DA +ndy

Sejam Ay = 7171 € Ay = 7,75 Os mondmios ressonantes sdo da forma

J

Portanto, pelo Teorema 2.8, a forma normal de Poincaré-Dulac de X € dada por

. . © o~ AP AJ
2 @izy + 21 25 joy GijAYA,

, K (34
Z‘Z = BlZZ + ZZ Zi+j:1 b,jAIIAé

'Nio iremos apresentar aqui o 10-jato pelo tamanho da expressdo, mas ele pode ser calculado facilmente com o

algoritmo que apresentamos, basta um computador rapido e um pouco de paciéncia.
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com Elij, bij e C.
Estamos considerando o sistema reversivel pela involugao

Qo(xlax27yl’y2) = (_-xl7x27yl’ —}’2),

que em coordenadas complexas € escrita como

wc(z1,22) = (=21, 22).

Seja
ATA— 0 aeC
=a .
Zj 25, ]
Como
m n a
oc(vy) = —az]A A 8
vll(pc = azJA’"A"a

afim de que v, seja ¢c-reversivel € preciso que a = —a, isto €, a = ai, com a € R.

Fazendo a mesma andlise para v,, obtemos o mesmo resultado. Com isso, a forma normal com-

plexa € exatamente como dada pelo sistema (3.3), demonstrando nossa conjectura.

3.2 Caso 1:1 nao semi-simples

Seja X € Xo(R*) um campo ¢-reversivel com aproximacio linear DX(0) = A(«, @, 1). Passando

ao campo —X se necessdrio, podemos tomar @ = 1. Vamos escolher a involu¢do ¢ como
a

_\2 V2

SX -3 Xtyrty
_%Exl + gxz Y=
@(x1, X2, y1,¥2) = v v (3.5)
SVt 5N
V2 V2

RN S e )



CAPITULO 3. CALCULO DE FORMAS NORMAIS 39

3.2.1 Indicios computacionais: caso 1 : 1

Como a aproximacgdo linear do campo possui uma parte ndo semi-simples, vamos usé-la para
simplificar a forma normal de Poincaré-Dulac. No entanto, apresentaremos as duas formas nor-
mais, para mostrar mais uma vez o quanto o Teorema de Belitskii simplifica a expressdo do campo.

Aproveitando a oportunidade, mostraremos também o efeito da condi¢do de reversibilidade.

Ressaltamos que os coeficientes que aparecem nas expressoes abaixo nao necessariamente corre-
spondem entre si (as formas normais foram calculadas de forma independente), mas as simplifica¢des

que ocorrem a cada passagem poderdo ser percebidas facilmente.

O 3-jato da forma normal de Poincaré-Dulac (sem considerar a reversibilidade) é

L 3 2 2 3 2
X1 = y1— X2+ aeo3Y; + @0030Y1Y; + Ao003Y1Y2 + ao030y] — bio20X%2y; + (boroz — boi2o)X2y1y2+
2 2 2 3 2
+  (=bio2o + bo111)X2y7 + (=bo210 — b1101)X5y2 + (=b1110 + bo201)X5y1 + G0300X; + bo120X1Y5—
2 2 2 2
= bor1x1y1y2 + boroax1y] + biioX1x2y2 — biio1 X1x2y1 + ar200%1%; — bo210x7y2 + booor X7y1+

2 3
+  ap300X] X2 + a1200X;

o 3 2 2 3 2 2
o = ya+ X1+ a0y, — Ao003Y1Y; + A0030Y7Y2 — Aooo3Y] + boioaX2y; + bor1xay1yz + boraoxayi+
2 2 3 2 2
+  bo201%5y2 + boa1oX3y1 + arz00%5 + (b1o20 — bor11)x1y5 + (boro2 — bo120) X112 + brozox1yy+
2 2 2 2
+  broix1x2y2 + biioX1x2y1 — aozooX1X; + (=bi110 + booo1)x7y2 + (boaio + b1101)X7y1 + ar00x7x2— 3.6)
5 .
= ap300x;
S 3 2 2 3 244 d 2
Y1 = —=ya+ o003y,  €0030Y1Y; + Co003Y Y2 + Co030Y] + Co102X2Y; + diot1x2y1y2 + (o102 + dor11) X2y

—  dy10%3y2 + (do2or — di110)X5)1 + C0300X3 + (—dio11 + do102)X1y5 — dor11X1y1y2 + doro2X1y7+

+  di10x1%2)2 + (=dao10 + do210)X1X2)1 + €3000X1%5 — do210X7Y2 + do201 X711 + C0300X X2 + €300
Y2 = Y1+ C0030Y3 — C0003Y1Y5 + C0030Y1Y2 — Co003Y; + dot02X2y; + dot11X2y1y2 + (=dion + doro2) %2y +

+  doo1X5y2 + doa10X3y1 + C300053 + (—co102 — dor11)X1y3 + dion X1y1y2 — Co102X1y2 + (dao10—

2 2 2 2 3
= do210)X1X2y2 + di110X1X2Y1 = Co300X1%5 + (dooo1 — d1110)X7Y2 + dao10X]Y1 + C3000X7X2 — C0300X]

Considerando a condicao de reversibilidade, passamos a forma normal de Poincaré-Dulac rever-

sivel (basta impor ao campo (3.6) a condicdo ¢(X(x)) = —X(¢(x))):

L 2 3 2 2
X1 = Y1 = X2+ booosy1y; + booosyy + Cooo3X2y; + do120X2Y,
2
+cor11x5y1 + (—@o120 + Co003)X1Y1Y2 — Cor11X1X2)2
Ko = Yo+ X1+ booosys + booosyys + (— + ) — 2
2 = 2T X 0003Y> 0003Y71Y2 C0003 T 40120)X2Y1Y2 — A0120X1Y; (3.7)
2 2 .
—C0003X1Y] — Co111X1X2Y1 + Co111X]Y2
S 3 2 2
Y1 = —Y2 1t Coo03Y; T Co003Y Y2 t Cor11X2y1y2 — Co111X1Y,
S 2 3 2
Y2 = Y1~ Co003Y1Y; — Co003Y; — Co111X2Y] + Co111X1y1)2
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Passando a forma normal de Belitskii reversivel (isto €, impondo a segunda condi¢do de (2.3) ao

campo (3.7)), obtemos

X = —X2+y1— c0111X§y1 + Corn1X1X2)2

X, = X + Y2 + Co111X1X2)1 — COlllx%yZ (3 8)
Vi = —Y2—cCoinXoyiy2 + Comxl)’% |
Yo = yi+ comxzy% — Co111X1Y1)2

Perceba o poder da forma normal de Belitskii e da exigéncia da reversibilidade. A simplificacdo
da forma normal € perceptivel at€ mesmo pelo tamanho das expressoes. Comparando a forma normal
de Poincaré-Dulac reversivel com a forma normal de Belitskii reversivel, note que todos os mondmios
da primeira coordenada em que a varidvel x, ndo aparece e os mondomios da forma xzyia sao
eliminados. Nas outras coordenadas, ocorrem fendmenos parecidos. :

Analogamente ao caso genérico, observamos que certos coeficientes e certas expressdes podem

ser evidenciadas. Fazendo tais simplificacdes na forma normal, agora até ordem 6, temos o sistema

X1 = —xp+ Yy +conXe (x1y2 — x2y1) — b3ooaxz (X1y2 — 962)’1)2
X = X1 +Yy2—corniXxi (X1y2 — x2y1) + b302X2 (X1y2 — 362)’1)2 (3.9)
Yio= =y +cornyr (X1y2 — X231) — baonaxz (X132 — x71)?

Vo = Y1 = corny1 (X12 — Xay1) + bagoaxa (X1y2 — x2y1)°

Denotando Az = x;y, — x,y1, conjecturamos que a forma normal nestas condi¢des € (os coefici-

entes ¢;’s nada t€m a ver com 0s a;;.,’s de antes)

X1o= —x Ay N (D @A)
X o= x4y +x Do (=D iaAl
o= =+ X (DA,

Voo = 14y D (=DiaA;

(3.10)

3.2.2 Demonstracoes dos resultados: caso 1 : 1

Vamos verificar as equagdes homoldgicas e a condi¢dao de reversibilidade num monoémio nao-

linear geral desse campo.

Considere o sistema (3.10) escrito na forma

X =Ax+ h(x) (3.11)
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com h(x) = aho(x) + azh3(x) +---,a; € R, hj € H’ contendo somente mondmios unitdrios. Note

que hy, = 0. Devemos veficar as condigdes

Shx)-Wx)Sx = 0
(3.12)
N'h(x) — W (x)N'x =
onde
0O -1 0 O 0010
1 0 0 O 0 0 01
S = , N=
0 0 -1 0 0 0O
0 1 0 0 0 0O

Vamos provar que Lg(h;) = Ly(h;) =0, j > 2, j impar. Pondo

(=11 x,A]
(—1)/x A
(=1)7*1y,A]
(—1)/y A

hj(xl’x2’yl9y2) =

as condicoes (3.12) sdo de facil verificacio no Maple. Resta verificarmos a reversibilidade.

A forma normal é R-reversivel se, e sO se, tivermos

{ R(Ax) —AR(x))
RUy(x) = —hiRX), j>2.

Esta verificacdo € mais complicada devido a expressdao de R que estamos considerando. No

entanto, um simples cdlculo no Maple comprova a identidade que queremos.

O problema com esta demonstracao é que ela mostra simplesmente que o sistema (3.10) é parte

da forma normal de Belitskii do campo X. O que demonstramos foi que a forma normal de X é
X = Ax + h(x) + h(x),

com h o mesmo de (3.11) e & uma fungio formal contendo somente mondmios de grau maior que 2.

Para concluir a demonstragdo, devemos ser capazes de provar que / = 0.
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Para demonstrar formalmente que a expressdo (3.10) é uma forma normal para o caso 1 : 1,
devemos proceder exatamente como fizemos no caso genérico, calculando as ressonancias. Feito

isto, passamos a forma normal de Belitskii verificando a condi¢do [N’, h] = 0.

Podemos perfeitamente seguir até este ponto. O problema estd ao considerarmos a reversibi-
lidade. A involugdo que estamos considerando, dada por (3.5), € por demais complicada para o
problema da reversibilidade da forma normal ser atacado por cdlculos manuais, € a computagdo nao

ajuda muito neste ponto.

Ainda assim vamos assumir que o sistema (3.10) ¢ uma forma normal para X, baseado em evi-

déncias computacionais.

3.3 Caso p:q

Seja X € Xy(R*) um campo com aproximagio linear DX(0) = A(«, %a, 0) com p # g (pag. xvii).

Passando ao campo (p/a@)X se necessdrio, podemos supor que DX(0) = A(p, g, 0).

3.3.1 Resultados

Vamos considerar as mesmas coordenadas complexas que no caso genérico, z; = X; + ix; €

2o = y; + iy,. Com isto o sistema X = X(x) fica bidimensional,
( %1 ]:[ o }( i ]+f(ZI’ZZ),
22 0 A, 22
com A; = pie A, = gi. Note que
mA; + md, + ndy, + nd, = 0,
para todos m, n naturais. Portanto, os mondmios

= m = n 8 = m = n a
21(z121)"(2222)" —, 22(2121)"(2222)" 77—, m+n>1
821 6@

sdo ressonantes. Note que zjZ; = X2 + X3 € 22 = y; + y5 € que a menor ordem dos mondmios

produzidos por este tipo de ressonancia € 3.
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Como g4, — pA, = 0, segue que
g + P/_lz =0, q/_h + pA, = 0.
Logo
A =(q— DA +pla, =gl +(p- 1D
Além disso,
A =4+ mq/ll + mpzz, A=A+ mq/ll + mp/_lz

Portanto, os monOmios

g1 np O —mp-1 O
L —, T —, mn>1
8z1 6Z2

—pum O —pum O
2@ —, @) —, m>1

(921 6Z2’
(@Y —, 27 nd m> 1
%27 0z, 1727 0z, h

também sdo ressonantes. Note que aqui a menor ordem de ressondncia é p + g — 1.

Como antes, sejam A; = 2121 (= x5 + x3), Ay = 2222 (= 7 +¥3), As = {20, Ay = A;. Observe que

cada A; corresponde a uma relacdo do tipo
T4 + T + T3, + T34, = 0, T/ e N.

Juntando todos os termos ressonantes, ndo € dificil ver que podemos escrever a forma normal como
21
2

Vamos agora considerar o efeito da reversibilidade sobre a forma normal. Suponha que X seja Dy

pizi + 21 f1(A1, Ay, Az, Ay) + Z?_lszz(Al’ Az, Az, Ay)
qizo + 2281(A1, Ar, A3, Ag) + Z(fzg_]gz(Al A2, Az, Ay)

(3.13)

reversivel. Como discutido na pagina 33, encontraremos 6 campos formais aos quais X € formalmente
conjugado, variando as bireversibilidades Ay, B;, j = 1,...,6. Como estamos trabalhando com a
forma complexificada do problema, vamos converter as matrizes que geram os grupos Gy, ..., Gg
para a forma complexa (2 X 2). A demonstracao do lema seguinte € imediata e sua verificacdo pode

ser feita escrevendo z; = x| + ix,, 2, = y; + iy, e identificando (z1, 22) = (X1, X2, Y1, Y2)-
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Lema 3.1. Sejam

®o(z1,22) = —(21,22)
01(z1,22) = (iz1,22)
02(21,22) = —(E,E)
P3(z1,22) = (@I, —iza)
pa(z,22) = —(iz1,iz2)
¢s(z1,22) = —(iz1,22)
ve(z1,22) = (—Z’E)

Entdo os grupos (Ao, Bj) e {@o, ¢ ;) sdo isomorfos.

Pelo Lema anterior, um campo na forma complexa serd Dy-reversivel se, e sé se, for ¢, @i-
reversivel para algum k € {1,...,6}. Sem perda de generalidade, vamos considerar G; = {(@o, ¢;),

1<j<eé.

As condicdes de reversibilidade afetam somente os coeficientes dos monomios em (3.13). Con-

sidere, por exemplo, um mondmio da forma azlA’I"Aga%, com a € C. Assim, como

0 _ 0
2] ((lZlArlnAn ) = —azlATAn

2 (921 2 021
e
azlA’l”Agi = —ag ATA—
021 l—z.-5) 0z

segue que —a = a, isto €, a € um nimero imagindrio puro. Vamos estudar os efeitos da ¢;-
reversibilidade em cada um dos mondmios ressonantes.

. _ man o ~ . T
Lema 3.2. Seja v = az;A] AM—Z]_, a € C. Entdo, para qualquer j € {0,...,6}, a p;-reversibilidade
implica em a = —a, isto é, a é um niimero imagindrio puro. Em particular, estes termos estdo sempre

(genericamente) presentes na forma normal.

, a € C. Entdo:

Lema 3.3. Sejav = aaq_lzg

0
0z1
e -reversibilidade

p + q par: a é imagindrio puro

p + q impar: a real
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o ¢,-reversibilidade
q = 0mod 4: a imagindrio puro
q = 1 mod 4: Re(a) = —Im(a)
q =2 mod4: areal

g =3 mod 4: Re(a) = Im(a)

o o,-reversibilidade

p =0mod 4

q par: a imagindrio puro

q impar: a real
p=1mod4

q par: Re(a) = Im(a)

q impar: Re(a) = —Im(a)
p =2mod4

q par: a real

q impar: a imagindrio puro
p =3 mod4

q par: Re(a) = —Im(a)

q impar: Re(a) = Im(a)

o os-reversibilidade
p = 0mod 4: a imagindrio puro
p =1 mod 4: Re(a) = Im(a)
p =2mod4: a real

p =3 mod 4: Re(a) = —Im(a)

o o,-reversibilidade

p+q=0mod4
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q par: a imagindrio puro

q impar: a real
p+qg=1mod4

q par: Re(a) = Im(a)

q impar: Re(a) = —Im(a)
p+qg=2mod4

q par: a real

q impar: a imagindrio puro
p+qg=3mod4

q par: Re(a) = —Im(a)

q impar: Re(a) = Im(a)

e ps-reversibilidade

q =0mod 4

p + q par: a imagindrio puro

p + q impar: a real
q=1mod4

p + q par: Re(a) = Im(a)

p + q impar: Re(a) = —Im(a)
q=2mod4

p + q par: a real

p + q impar: a imagindrio puro
q =3 mod4

p + g par: Re(a) = —Im(a)

p + q impar: Re(a) = Im(a)
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o q-reversibilidade
p+q = 0mod 4: aimagindrio puro
p+q=1mod4: Re(a) = —Im(a)
p+q=2mod4: areal
p+q =3mod4: Re(a) = Im(a)

Demonstragdo. A demonstracdo segue o mesmo padrdo. A ¢,-reversibilidade € um caso bem geral

.. . . —a—1
e nos limitaremos a prové-lo. Seja v = az;? z‘;%. Temos

0
= —q. -1 P___
@2 (v) az, 2 a2,

—q-1 __
Vl(_a,_g) =a-z7; (i)’

Logo, a = (-=1)?"'iPa. Portanto, basta considerar os valores de p mod 4 e g mod 2 para obter o

resultado enunciado. O
A partir dos dois lemas acima, podemos enunciar o

Corolario 3.4. Seja X é um campo ¢y, -reversivel em 4D com equilibrio eliptico p : g-ressonante

na origem. Se
e g=1mod4ou
e g =3mod4ou
o g=0mod4 e p+ qimparou
e g=2mod4ep+qpar

~ ~ . A . —ng—1
entdo a forma normal de X, dada em (3.13), ndo contém mondmios das formas 7, zgp% e
mg—=mp—1 §_

% P
Vamos tratar agora outro tipo de monomio. As demonstracdes dos lemas que tratam disso serdo

omitidas, por serem idénticas a que foi feita.

Lema 3.5. Seja v = az1z'2," 2. Entdo:
] 1 071
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o -reversibilidade
p + q par: a é imagindrio puro

p + q impar: a real

o o, -reversibilidade
q = 0 mod 4: a imagindrio puro
g = 1 mod 4: Re(a) = Im(a)
q =2 mod4: areal
q =3 mod 4: Re(a) = —Im(a)

o -reversibilidade

p =0mod 4

p + q par: a imagindrio puro

p + q impar: a real
p=1mod4

p + g par: Re(a) = Im(a)

p + q impar: Re(a) = —Im(a)
p =2mod4

p + q par: a real

p + q impar: a imagindrio puro
p =3 mod 4

p + g par: Re(a) = —Im(a)

p + q impar: Re(a) = Im(a)

o s-reversibilidade
p = 0mod 4: a imagindrio puro
p =1 mod 4: Re(a) = —Im(a)
p =2mod 4: a real
p =3 mod 4: Re(a) = Im(a)
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o oy-reversibilidade

p+q=0mod4

q par: a imagindrio puro

q impar: a real
p+qg=1mod4

q par: Re(a) = Im(a)

q impar: Re(a) = —Im(a)
p+qg=2mod4

q par: a real

q impar: a imagindrio puro
p+q=3mod4

q par: Re(a) = —Im(a)

q impar: Re(a) = Im(a)

e s-reversibilidade

qg =0mod 4

p par: a imagindrio puro

p impar: a real
qg=1mod4

p par: Re(a) = —Im(a)

p impar: Re(a) = Im(a)
q =2mod4

p par: a real

p impar: a imagindrio puro
q =3 mod 4

p par: Re(a) = Im(a)

p impar: Re(a) = —Im(a)
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o pq-reversibilidade
p+q=0mod4: aimagindrio puro
p+q=1mod4: Re(a) = Im(a)
p+q=2mod4: areal

p+q=3mod4: Re(a) = —Im(a)
Com isso, temos 0

Corolario 3.6. Seja X é um campo ¢y, p,-reversivel em 4D com equilibrio eliptico p : g-ressonante

na origem. Se
e g=1mod4ou
e g =3mod4ou
e g =0mod4ep+ qimparou
e g=2mod4ep+qpar

. —p O
entdo a forma normal de X, dada em (3.13), ndo contém monomios das formas z](z’fzg)m— e

0z 1

—p,, O
22" —, param > 1.
02

O mesmo resultado vale para o outro tipo de mondmio ressonante.

Corolario 3.7. Seja X é um campo ¢y, p,-reversivel em 4D com equilibrio eliptico p : g-ressonante

na origem. Se
e g=1mod4ou
e g =3mod4ou
o g=0mod4ep+ qimparou

e g=2mod4ep+qpar

) — 0
entdo a forma normal de X, dada em (3.13), ndo contém monomios das formas zl(zfzg)ma— e
<1

5 O
2(2]75) P param > 1.
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Serd interessante separar a forma normal em dois casos: quando ela s6 possui mondmios da forma
Z jATAgé?iz- e quando existem mondmios de outros tipos. Resumiremos os resultados numa tabela,
que nos dijré (entre outras coisas) sob que condi¢des (sobre p e g) ocorre o primeiro caso.
. : - w0 . - :
Diremos que os mondmios da forma z j(ZIZI)m(ZZZZ)na_Z' sdo de primeira espécie e os demais
mondmios ressonantes (vide pag. 43) de segunda espécie. (j)s grupos G, foram definidos no comen-

tario abaixo do Lema 3.1. Sejam

*x:qg=4loug=430u(qg=40ep+qg=2k+1)ou(qg=42ep+q=2k)
*xk: p=gloup=42o0up=43
*xx: p=gloup=43o0u(p=40eq=2k+1)ou(p=42eq=2k)

G| G G; Gs | Gs| Gg
segunda espécie | * | kk | kA Kk Kk | kA Kk Kk | Kk | kK

Tabela 3.1: Condic¢des para que os mondmios de segunda espécie nao aparecam na forma normal.

A Tabela 3.1 deve ser lida da seguinte forma: se p e g satisfazem %, a forma normal de um campo
Gs-reversivel com equilibrio eliptico p : g-ressonante em R*, que é da forma (3.13), ndo possui

mondmios de segunda espécie (isto €, o coeficiente dos mondmios de segunda espécie € zero).

A validade da Tabela 3.1 pode ser comprovada com calculos simples, baseados nos lemas an-
teriores. Por exemplo, se o coeficiente a de um certo mondmio precisa ser imaginario puro e, ao

mesmo tempo, satisfazer Re(a) = Im(a), entdo segue que a = 0.

Exemplo 3.8. Seja X um campo 3 : 5-ressonante em R*. Uma forma normal G j-reversivel de X
(paral < j <5)éda forma
pidz + z1f (A1, Ap)

4l
{ 2 qidzy + 228(A1, Ag)

onde A € R e f, g sdo fungoes sem termos constantes. Para ver isso, basta notar que p =43 e q =4 1

e conferir a Tabela 3.1.

No préximo capitulo, veremos que a “situacdo ideal” ocorre quando valem simultaneamente *,
** € % x x. Caso p, g satisfacam *, x* € * % %, entdo a forma normal bireversivel coincide com a

do caso genérico, isto €, s6 apresenta mondmios da forma



CAPITULO 4

HAMILTONIEDADE DOS CAMPOS
REVERSIVEIS

A melhor maneira de mostrar que um certo campo X € Hamiltoniano € exibir uma funcio H e
uma matriz simplética J tal que X = JVH. E é exatamente isso que iremos fazer neste capitulo,
exibir Hamiltonianos e matrizes simpléticas para cada um dos casos estudados. Quando houver
necessidade, mostraremos que de fato a Hamiltoniedade pode ser atingida (fazendo certas escolhas

de coeficientes).

Em cada caso, vamos fixar a matriz simplética. No entanto, € facil perceber que a parte linear do
campo determina, a menos de sinal, a forma simplética. Especificamente para nosso problema, em
cada caso, temos duas matrizes simpléticas possiveis (a menos de reescalonamento) e com ambas

obtém-se o0 mesmo resultado.

Neste capitulo provamos os Teoremas 2 e 3.

4.1 Caso genérico: conjugacao formal

Neste se¢do provaremos o Teorema 2-(a) e parte do Teorema 3-(a). Sejam A =xj+x3 e Ay =yi+y3.

A forma normal do campo no caso genérico € dada por (3.2), que reapresentamos abaixo:

53
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X = —axy = Xy Xy aiinlAé
X, = ax;+x; Z?—T—j:l Cl,-inlAé (4 1)
Vi = —Byr—y2 X biiAA)
Yo = By +y1 Xiy e biiA A,
Definamos
a _ iAJ
Hn 000 = S0+ 50+ Y i) (42)
i+j=2
onde a;; sdo coeficientes a serem determinados. Usaremos a matriz simplética
0 -1 0
1 0
J=
0O 0 0 -1
0 0 1 0
Com isso, o sistema x = JVH, que denotaremos Xy, tem a forma
Xo= —axy— X X 200+ 1)5,-+1,‘,~A"1A§
Xy = ax+x L 20+ Dag jA A
Vi = By2—y i 20+ Da; 147 A
Yoo = By + v e 20 + Dai i AjA
_ 1
Pondo a;,;,; = Z(i—-i-l)aij’ obtemos o campo
X = —axy — X2 Xy al-jA"lAé
Xy = ax;+ X X aij A A] (4.3)
Vi = By2—y2 X EiJ'AilAé

Y2 = Byt Xinje EiinlAé
onde l~),-.,- =aiyjaparai >0, j<k-1le bor = box para todo k > 0.

Resta provar que € possivel definir um difeomorfismo formal que leva o campo X (dado por (4.1))

no campo Xy (dado por (4.3)), ou seja, devemos mostrar que € possivel efetuar as atribuicdes

ao dpp - A4y any dyy A4z azq an aops
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entre os coeficientes de (4.1). Primeiro vamos cuidar dos jatos 3 e 5, para motivar o leitor.

O 3-jatode (4.1) é

X1 = —axy— x (a1l + apiy)
X:z = ax; + x; (@10 + ap1Ay) 4.4)
Vi = =Byr = y2(b1oA; + by Ay)

Y2 = By1+y1(broAr + boiAz)
Devemos mostrar que € possivel transformar o by em ay,. Primeiro, propomos um chute inicial

para a transformacgdo de coordenadas:

X1
X2

\Ilo(xbeayl’yZ) = (4‘5)
i+ digyiA

Y2 + dioy24
Nao € dificil perceber que, at€ ordem 3, Ajly, = Aj e Asly, = Ay, jd que

y% + y% + 2y%/110A1 + /l%oy%A% +

2y5 0104 + 43,543
Ay +0(4)

01 + Lioyi1 A + (2 + Aiy2An)

—+

Portanto, até ordem 3, o campo (4.4) no novo sistema de coordenadas fica

X; = —axy —x(apl; + anls)
X, = ax;+ appA; + aglA
'2 X1+ x1 (@101 + apiAy) 4.6)
Vi = =By = y2((BAio + big)A; + b1 Az)
Yo = Byi +y1 ((BAig + big)A; + b1 Ar)
Logo, para efetuar a troca by := ag;, basta escolher
-b
Ay 1= L~ 210 4.7)
B

e pronto! Com esta escolha, obtemos a mudanca desejada e o 3-jato de (4.1) se torna Hamiltoniano.

Tudo perfeito, mas a mudanga de coordenadas afeta negativamente os outros termos de (4.1).
Podemos eventualmente até perder a expressao do campo, em A; e A,. O que fazer? Voltar o campo

(transformado) para sua forma normal!



Secdo 4.1 . Caso genérico: conjugacio formal 56

De nossa discussdo sobre formas normais, sabemos que existe uma mudang¢a de coordenadas
(formal) ¥, que reorganiza os termos e volta o campo a sua forma normal, deixando fixo o 3-jato.
Considerando as duas mudangas de coordenadas (tornar Hamiltoniano e voltar a forma normal), o

5-jato do novo campo fica

X = —axy—x (aIOAl + ag1 Ay + ClzoA% +a AA + aozA%)
X, = ax;+Xx (a10A1 + ag1 Ay + ClzoA% +a A Ay + aozA%) 4.8)
i = Bya-»n (6101A1 + bo1As + bzoA% +biAAy + bozAg)
Yao = Byt (6101A1 + bo1 Ay + byoAT + b A A + bozAg)
onde os coeficientes a;; € b;j com i + j = 2 ndo necessariamente sao os mesmos de antes.
Neste ponto, devemos obter uma mudanga de coordenadas que efetue as trocas by, := aj; €

b1 := ap,. Vamos propor a mudanga de coordenadas

X1
Wy y=|
2(X1, X2, Y1, Y2) =
yi + oyiAT + AyiAA,

Y2 + Aoy AT + A1y A,

Com cdlculos parecidos com os de antes, descobrimos que devem ser tomados

. an — by . adm — by
Ay 1= ———, An = —,3

a fim de realizar a troca de coeficientes necessaria a Hamiltoniedade do 5-jato. Renormalizando o
campo por outra mudanga de coordenadas W3, voltamos a sua forma normal ja Hamiltoniana até o

5-jato (no sistema de coordenadas ¥;'¥,¥ V).

Nao ¢ dificil ver que, continuando o processo, teremos uma sequéncia de mudangas de coorde-
nadas de classe C™ Wy, (k > 0) para realizar escolhas de coeficientes e outra sequéncia de mudangas

de coordenadas formais Wy, (k > 0) renormalizadora. A expressdao dos Wy €, a priori, desconhe-
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cida; ja a dos Wy € claramente

X1
X2
yi+yid (Zi+j:k /li+1,in1Aé)
Y2 + A (Z,-+j:k Apr jA Aé)

X1

Wor(x1, X2, y1,¥2) =

X2
Y1+ (/lk+1’0A]1€+1 + /1](71A]1<A2 +...+ /ll,kAlAg)
Y2+ (/lk+],0All{+1 + ﬂk’lA]fAz + ...+ /l]’kAlAg)

com
_bk+1—j,j — k—j1+j

; ;

Isso conclui a demonstragdo do Teorema 2-(a). Com a observacao de que a D4-reversibilidade ndao

Aks1-jj = j=0,... k.

acrescenta mais condi¢des aos coeficientes da forma normal do campo, consideramos demonstrada a

primeira parte do Teorema 3-(a).

Exemplo 4.1. Vamos a um exemplo concreto, que explicita as mudangas de coordenadas. Considere

o sistema
X = =X — X1y — 5007 +y3)
y. X, = x1=5x07+y3)
= VI3 0P +0d)
Yo = V2y + 5y

com aproximagdo linear A(1, V2,0). E fdcil ver X é reversivel por

©(x1, X2, ¥1,¥2) = (=X1, X2, Y1, =)2).

A mudancga de coordenadas
2 2
X1+ x1x2y1 + ) X532

X + 10x2(y% + y%)

Wi(xr, x0,y1,y2) =| V1

15 20 10V2
2 + 7x1y§ + 7x1yf oy - V2y2y,+
3V2 ,  3\2

+—x1y2 + —X%yg - \/iyg

2 2
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transforma o campo X em

5vV2
X1 = —x- 5x2y§ - 5xzy% - 5x§y1y% - 5x§y? + —;/_xgy§+
+ (2=5V2)xix00p3 + (2 = 5V2)x1x00%ys — 3x1x3ys — Sx3yiy3—

203 _ 42412 3
= Sxjpyy — xpx2yy — 3x7x2)2

X2 = x+ 5x1y2 + 5)c1y1 + 40x2y1y2 + 40x2y1y2 + IOOchy2 60x§y|y2—
— 50)c1y2 - IOO)clyly2 50x1y1 - 60x1xzy1y2

Yioo= = V2 +2y3 +2y%y; — 3x3y, - 33y,
X: Yo = \/_yl 2y1y2—2yl +3x2y1 +3x1y1 4\/_y1y2 4\/_y1y2 > (4.9)
85vV2 75 15v2 100
+ (—T——)z2 (- 25——) —TXzy‘H
L 2V2, 2+45«/'x - _50\/' so)x
7 zylyz 14 2 7 7 lylyz
50vV2 80 150
+ (—— 7))61)1?)’2 +(=30V2 + T)xlxz)’; — 30 V2x; X2y Y2~
120 15 20
- mez)’l)’z + (—— +6 \/E)x%ylyé - 7x%y§+
452 120
+ 7 xx2y2+(———3\/_)x1y1y2

que é quase Hamiltoniano até ordem 3. O uinico impecilho a Hamiltoniedade é o 3 que aparece em

negrito nas equagoes de y; e y,: ele deveria ser um 5. Sem problemas! Como em (4.5) e (4.7), seja

X1
X2
Wy (x1, xz,yl,yz) =
y1+yn \/E(xf + X%

Y2 + 32 V2(x3 + x3)

O campo resultante (efetuadas as mudangas de coordenadas ¥ e Y, ) é Hamiltoniano (até ordem

3), com fungdo Hamiltoniana dada por

Lo V2 5
Ho(x1, X2, y1,y2) = EAI + TAQ - §A1A2 + EA%

Isso finaliza o processo para o 3-jato. Agora basta fazer tudo novamente para o 5-jato, o T-jato
e assim por diante. Para poupar o leitor da visdo do campo (4.9) no sistema de coordenadas ¥»,

vamos parar por aqui.
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4.2 Caso genérico: equivaléncia orbital

Neste se¢do provaremos o Teorema 2-(c). Seja X o campo (forma normal do caso genérico)
dado em (4.1). Nesta sec@o mostraremos que efetuando reparametrizacdes do tempo e mudancas de

coordenadas formais, é possivel levar X a forma

)'Cl = —X — E]XgAl — E3X2A%
. 2
X2 = —X1— E].X]A] — E3)C1A
. : (4.10)
Vo= =y — eyl
Y2 = A+ ey,
onde A = x3 + x5, Ay =y + )5, 4 = g, € = £1, 6 = =1 e & € R sdo parAmetros.
Note que o sistema (4.10) é Hamiltoniano, com funcdo Hamiltoniana dada por
1 A 1 1 1
H(x1, X2, y1,2) = =A1 + = Ay + —e A2 + —e A2 + —aA.
(X1, X2, Y1, y2) FA1+ Zh + 20l + 2l + caly
Primeiro vamos transformar o 3-jato de (4.1) no 3-jato de (4.10). Seja
J1(x1, X2, X3, x4) = 09 + 0 10A + 001,
Assim, j3(f;X) é dado por
X1 = —opax; + (—o01@ — 00a01)X2Y5 + (—001@ — Todor) X2yt + (—00a10 — T10@)X5 + (—00d10 — T10@) XX,
X, = ooax; + (00ao + To1@)x1y; + (Codor + To1@)x1y; + (T10@ + 00a10)X1 X5 + (0 10@ + 00a10) X
i = —Booy: + (=o0B = Tobor)y; + (=501 — 0obo1)yiy2 + (—0obio — T10B)X3y2 + (=obig — T10B)x2y2
Y2 = Booyt + (00B + oobo)yiys + (G + cobo)y; + (Tobio + T10B)x5y1 + (Tobio + T10B)xTy
4.11)
Para obtermos o 3-jato de (4.10) a partir do sistema (4.11), devemos escolher
oo Lo bo o _dn
0 a" 10 a,/ﬁ, 01 Q’2
e obter o campo
X1 = X - 0§
X, = x1+ xlélAl
. . 4.12)
yio= —An-ne&l

V2 = Ay +yi&A,,
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abyp—a by — a
onde/l:é, g = b0 108 e g = 0 : 01,3.
a af a

Considerando aby — a;of # 0 e bgia — apf # 0 (condi¢des genéricas), podemos reescalonar

€ = =1 e & = £1. Desta forma, obtemos a equivaléncia entre os 3-jatos de (4.1) e (4.10).

Abusando da nota¢io, vamos continuar denotando por X o campo f; X reescalonado. Desta forma,

o sistema (4.12), que antes era j>(f;X), agora serd simplesmente j°(X).

No ambito dos 5-jatos, vamos fazer o mesmo que fizemos para o 3-jato: descobrir uma funcao

que deixe este campo com o formato que queremos. O 5-jato de X é da forma

X1 = —X—X (E]A[ + VzoA% +VviiAA; + VozA%)
sz = X1+tx (EIAI + VzoA% + V11A1A2 + VOQA%) (4 13)
y = —/lyz ) (62A2 + TzoA% + T A A + TOZAg)

V2 = Ay +y (€2A2 + TooAL + T A A + TozAg)

onde v;; € T,, sd0 bem-conhecidos.

Vamos precisar novamente de uma mudanca de coordenadas

xi + xi(ui0Ar + por Ay + ,UzoA% + ﬂnAlAzﬂozA%)
X2 + X2(H10A1 + Ho1A2 + p20AT + p11 A Agpn AY)
y1 +y1(010A1 + Op1A2 + 920A% + 911A1A2902A§)
y2 + y2(010A1 + 001 A; + 920A% + 911A1A2902A§)

lI’2(761,362,)71,)’2) =

onde as constantes ;;, 6., serdo especificadas a seguir.

A situacdo no momento é: temos 10 constantes, u’s e 8’s, e devemos dar valores a elas para que

o sistema D®,(X) tenha o mesmo 5-jato que o sistema (4.10).
Nao ¢ dificil perceber que devemos tomar os parametros

o =0, po1 =0, poo = —vao + €&, 11 = —Vi1, Ho2 = Vo2,

001 =0, 61p=0, by = —Tf‘%a, 011 = —T;Tla, O = —T%a

para obter o que queremos. Vamos novamente abusar da notacdo e denotar X = D®,(X).

Corolario 4.2. O 5-jato de X ¢ formalmente orbitalmente equivalente a Xy.
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Resta agora mostrar que todos os termos de ordem superior a 5 podem ser eliminados efetuando
mudancas de coordenadas e reparametrizacdes do tempo. Vamos mostrar como eliminar os termos

de ordem 7, ilustrando assim o método geral. O 7-jato de X tem a forma

X (30A] + Wy A2A + 1A AL + wisAd)
x1 (w30l + w31 AJA; + WA A3 + w3 A)
v2 (U304 + V21 A2Ay + U1aA A3 + usA))
Vi (U304 + U2 A2y + UinA A3 + usAY)

X(x1,x2,y1,¥2) = Xu(x1, X2, ¥1,¥2) +

Sejam
FALAY) =1+ GAT + LGATA + 50D + L6,
X1+ X (V30A? + V21A%A2 + V12A1A% + V03A;)
Xy + Xo V30A3 + V21A2A2 + V12A1A2 + V03A3
Wi(x1, X2, y1,2) = ( ! : 2 2)
Y1
Y2
Tomando
a a a 1%
=305, (4= —va—, §5 = —VUin—, {g =~V 4.14)
B B B B
_ —w3B + Uz _ —wyf+ v _ Upa —wpf _ U@ — w3
Vip=— 5, V)1 = ————, Vp = ————, Vi3 = ——————— (4.15)
B B B B
temos o

Corolario 4.3. O 7-jato de X é formalmente orbitalmente equivalente a Xy.

Note que o sistema que resolvemos para encontrar as solucdes (4.14) e (4.15) sdo diagonais.
Isso é o que acontece geralmente. Considerando que j**'X = !X, = Xy, afim de anular os

coeficientes de j**3X, dado por

X2 (Zi+j:k+l wi;ALA]
1 (Zi+j:k+1 wiinl Aé)

Y2 (Zi+j:k+1 UiinlAé) ’

M (Zi+j:k+1 UiinlAé)

=

X(x1,x2,y1,¥2) = Xu(x1, X2, ¥1,y2) +

¢ suficiente tomar

flA, M) =1+ > LA A]

i+j=k
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X+ X (Zi+j:k VijAliAé)
X + X Zi i V,--AiAj
Wi(x1, X2, y1,¥2) = ( T 2) )
Y1
Y2
v — wif

B

a
onde {ij = _VijE c V,'j =
Com isso, provamos o Teorema 2-(c). Observe que a idéia utilizada para construir as fungdes
que fardo o reescalonamento do tempo e a mudanca de coordenadas ¢ bem semelhante a usada na

demonstracdo do Teorema 2-(a), na se¢ao anterior.

4.3 Caso 1:1 nao semi-simples

Neste sec@o provaremos os Teoremas 2-(b) e 3-(a). Seja A; = x1y2 — y»y;. Temos por (3.10) que

a forma normal de X é

Bo= mx v S (-1 ]
7 ).Cz X1+ y x;zj—l(v 1) a]j 3 (4.16)
Yi = —nty»m Z‘/=1(—1)J+ a;A;

V2= vy DR (-1Ya;A]

Aproveitando os coeficientes a; do sistema acima, considere a fungio
1 SN
H(x1, x2,y1,y2) = EAZ + A5+ Z Jja;Ag
=

Considerando a matriz simplética

0 0 10
0 0 01

J= :
-1 0 00
0 -1 00
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o campo Xy = JVH neste caso € dado por
o= —xmty xR (-1 e
o= x4+ X2 (—DaAl
.2 1 TY2 ;21_1(' 1) Jj3 (4.17)
Yi = 2ty Zj:l(_l)j+ a;As

V2= vty DR (-1aA,

Note que os sistemas (4.16) e (4.17) sdo idénticos! Como X é formalmente conjugado a X, temos

a demonstrac¢do do Teorema 1-(b).

Invocando mais uma vez o Lema 3.2, a Dy-reversibilidade ndo acrescenta mais condi¢des aos
coeficientes da forma normal do campo no caso de ressonancia do tipo 1 : 1, concluindo a prova do

Teorema 3-(a).

4.4 Caso p:q

Neste secdo provaremos os Teoremas 2-(d) e 3. Vimos em (3.13) que, na presencga de ressonancia
do tipo p : g, a forma normal em coordenadas complexas do campo com o qual estamos trabalhando
é

. . - (4.18)
L = qizo+2281(A1, Ay, A3, Ay) + 207 'g2(A1, Ay, As, Ag)

. . —g—1
¥ { 21 = piny + 2 fi(AL A A3, A + T 2 fo(Ar, As, A, Ay)
A reversibilidade do campo impde condicdes sobre os coeficientes de fi, f>, g1, &2, por exemplo
impondo que certos coeficientes sejam imagindrios puros, outros sejam reais, etc. Em [29, Teorema
5] € provado que tal campo, se reversivel, é formalmente orbitalmente equivalente a um campo
Hamiltoniano, com funcdo Hamiltoniana dada por

H(z1,20) = §Z15+ gZ2z_2+...

Noutras palavras, com uma sequéncia de mudancas de coordenadas e reescalonamentos no tempo,
€ possivel realizar as condi¢des para que X seja um campo Hamiltoniano. A demonstragdo desse fato
¢ essencialmente a mesma que fizemos na Secdo 4.2 para o caso genérico. Para exemplificar o
método, vamos esbogar a prova de como estabelecer a Hamiltoniedade no caso 1 : 2, que é o caso

em que aparecem os mondmios de ordem mais baixa.
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Na verdade, mostramos algo um pouco mais forte abaixo: o campo X serd formalmente con-
jugado a um campo Hamiltoniano, isto é, existe um difeomorfismo formal ¥ tal que DWY(x)X(x) é
Hamiltoniano.

Teorema 4.4. Seja X € Xy(R*) um campo Z,-reversivel 1 : 2-ressonante. Entdo X é formalmente

orbitalmente equivalente a um campo Hamiltoniano.
Demonstragcdo. A forma normal até ordem 3 de um campo 1 : 2-ressonante tem a forma

2 = iz —2a0012 + (@A + axAy) + ..
= 2z + bzt + 2(b1A + baAs) + ...

Vamos trabalhar com o campo em coordenadas reais; assim, a forma normal até ordem 3 é dada

por
. — -b 2 b 2 3 2
X1 = —X2tajioX2y2 + aio10X1)1 1002X2Y5 1002X2Y7 t A2100X; + A2100X] X2
s 2 2 2 3
X2 = X; —djoroX2y1 + aoroX1y2 + blooleyz + bloole)’l — d2100X1X; — A2100X (4.19)
s 2 2 3 2 2 2 )
yio = “2ym+ €0200X; — €0200X] t €0021Y, + Co021Y(Y2 — d2010X2y2 - d2010X1Y2
s 2 3 2 2
Y2 = 2y1 — 2C000X1%2 — Co021Y1Y5 — C0021Y; + d2010X5)1 + dao10X7V1
._ o0 . . funca
Facamos ¢y := > e dao10 := b1oo2 (). Considere a fungdo
H _ 1 4 1b 2.2 lb 2.2
(X1, X2, ¥1,)2) = ——a2100X, — A1010X1X2Y1 T = D1002X3Y] + zD1002X1Y; +
4 2 2
1
2 2.2 2.2 2.2
+  saXy2 + 5b1002X5Y5 + 5b1002X7Y] — 5C0021Y1Y5 —
2 2 2 2
1 1 1
2 22, .2, .2 2
—  Sa1010%3Y2 — FA2100X1X; + Y, F YT+ X5 +
2 2 2
1 1 1 1
2 4 4 4
+  ZX] — —a2100X] — 7Co021Y; — 7 Co021Y
21T 173 27 g 1

Note que X = Xy := JVH, em relacdo a matriz simplética Jy (pdg. xix). Vamos mostrar que
as condicdes (%) podem ser realizadas por meio de uma mudancga de coordenadas. O procedimento

¢ andlogo ao desenvolvido da Secdo 4.2 (pag. 59). Para tornar os termos de grau 2 compativeis

com o campo Hamiltoniano (isto €, realizar a condi¢do cpg := Eamm)’ considere a mudanca de
coordenadas
X1
X2
Y. (x1.x = ai »
1( 1 27y17y2) yl_ C()2()()+ 2 x2
aioio )
Y2+ + 2C0200 | X1X2

2
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No sistema de coordenadas definido por ¥, o sistema (4.19) € Hamiltoniano até o 2-jato. Apli-

cando uma mudanca de coordenadas renormalizante ao campo nestas coordenadas, obtemos o campo

s 2 2 3 2
X1 = —X2+ aioioX2y2 + a1010X1y1 — broo2X2y; — brooaX2yy + az100X; + @2100X7 X2

s 2 2 2 3

X2 = X1 —apoX2y1 + diooX1y2 + broox1y; + biooaX1y] — G2100X1 X5 — d2100X;

- o aion , 41010 5 3 ) 5 ) (4.20)
yi = —zaypt > Xy — > X1+ €021y, + Coo21Y1Y2 — dzoloxzyz - d2010x1y2

c_ 2 3 2 2
Y2 = 2y1 —ajioXiX2 — Co021Y1Y; — Coo21Y7 + d2010x2)’1 + dzomxl)’l,

onde os coeficientes &y (i + kK + j+ 1 = 3, & € {a, b, c,d}) ndo sdo necessariamente os mesmos da
equacgdo (4.19). Para obter a Hamiltoniedade desde campo (isto &, realizar a condic@o dso10 := b1002),
basta aplicar a este campo uma mudanca de coordenadas como em (4.5) (pag. 55), ja que os termos
de grau 3 coincidem com os da forma normal no caso genérico. Com isso, o campo X € Hamiltoniano

até ordem 3.

Os termos ndo lineares de grau 4, omitidos em (4.20), sdo

3 3 3 3 2 2
azp10X7y1 + ar012%2y; + b3o01 52 + aro12X1y] + a1012X1Y1y; + @1012X2yy2+
2 2
+(2b3001 — az010)X1%5y1 + (=b3001 + 2a3010)X7X2Y2
3 3 3 2 2
ap12X1y; — a3010%5Y1 — @1012X2Y; + aror2X1y7y2 + (—bsgo1 + 2azo10)x1x55y2+
2 2 3
+(=2b3001 + a3010)X7X2y1 — @1012X2Y1y;5 + b3001X7y2
44 (o _9 _ 4 22 22 _ 22 2.2
C4000X] + (20200 — 2€2002)X1X2Y1Y2 — €C4000%5 + C2002X7Y5 + C0220X5Y] — C0220X7Y] — €2002X5Y5

2 3 3 2 2 2
(=Co220 = €2002)X71Y1Y2 + 2€4000% X2 + 2€4000X1X; + (Co220 + €2002)X5Y1Y2 + 2€2002X1 X2 — 2€0220X1X2Y5

Para normalizar estes termos, basta aplicar a mudanca de coordenadas

x1 + (@012 — 2h2003)%201Y5 + (a1012 = 2h2003)%2y7 + (hosor + a3010) X651+
+(2ha003 — a1012)%1; + (2haoos — a1012)X1Y7y2 + (—2a3010 + b3oo1) X1 55y2+

+(6hoso1 + 2b3001 — az010)X7X2y1 + (—4hosor — b3oo)x;y2

x2 + (a1012 — 2h2003)X2y3 + (a1012 = 2h2003) X272 + (4hosor + b3oo1)x3y2+
+(a1012 = 2h2003)x1y1Y5 + (@1012 = 2h2003)X1y3 + (6hosor + 2b3001 — a3010)X1 X531+

Wy (x1, X2, y1,y2) = | F(=b3oor + 2a3010)x7 x2y2 + (2hosor + a3010)X7 Y1

1 1 2 2 2
Y1+ (=3¢0200 = h2003 = 5€2002)%5Y1Y2 + (Co220 — 2003)X1%0Y5 + (=3h0003 — Co002)X1X2Y7+

3, 1 1 2 3
+(—ca000 *+ hoa01)x125 + (3C0220 + M2003 + 5€2002)X7Y1Y2 + (—Ca000 + hoa01)x] X2

I 1 I I
y2 + (3¢0220 + 12003 + 3€2002)%57 + (=3 Ca000 + 3hos01)X3+
2.2

+(—co220 — 2h2003 — €2002)X1%2Y1Y2 + (Bh2003 + €2002)X7Y5+

I 1 22 1 1 4
+(3¢2002 + 2h2003 = 5€0220)%7Y7 + (—=3h0a01 + 5C€4000)X]
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Para o caso geral, seja

2 P
Ag = =x71y2 + 2x122)1 + X5)2

e defina

[0

1 o o
Hxx, iy = 580+ Ao+ | 0 aglidy [+ 8| 37 bydiag . 4.21)

i+j=2 i+j=0
E fécil ver que o campo Hamiltoniano Xj; associado ndo possui exatamente os mesmos mondmios
que a forma normal do campo X. Portanto, vamos precisar eliminar alguns mondmios da forma nor-
mal de X para obter a equivaléncia entre X e Xy. Justamente por isto, ndo € possivel utilizar a técnica
da demonstragdo do Teorema 2-(a), e se faz necessario, a partir do 5-jato, recorrer a reescalonamen-
tos do tempo e aos Lemas de Takens, como foi feito em [29]. Isso conclui a demonstra¢ido do caso
1:2. =

Um raciocinio andlogo ao que fizemos demonstra o Teorema 2-(d). Para tal, basta converter a
expressao (3.13) para sua forma real e utilizar uma expressao parecida com (4.21) para o Hamilto-
niano. Uma demonstracao um pouco diferente para os Teoremas 4.4 e 4.5 utiliza os Lemas de Takens

e pode ser encontrada em [29].

Teorema 4.5. Seja X € Xo(R*) um campo Z,-reversivel p : g-ressonante (p # q) com aproximacdo
linear DX(0) = A(p, q,0). Entdo X é formalmente orbitalmente equivalente a um campo Hamilto-

niano.

Os resultados acima esgotam as possibilidades de Hamiltoniedade no caso p : g-ressonante re-
versivel. Vamos agora estudar como a bireversibilidade afeta a forma normal (4.18), utilizando as

relagdes dadas na Tabela 3.1.

Teorema 4.6. Suponha que X seja Dy-reversivel e p, q satisfacam as relacoes *, ** e *x * * (veja
pdg. 51). Entdo X é formalmente conjugado a um campo Hamiltoniano e formalmente orbitalmente

equivalente a um sistema Hamiltoniano polinomial.

Demonstracdo. Como todas as estrelas sao satisfeitas, a parte nao-linear da forma normal de X co-

incide com a do caso genérico. Disto segue o resultado. O

Corolario 4.7. Sejam p,q nmimeros impares com pqg > 1 e X € X(R*) um campo com equilibrio
p : g-ressonante na origem. Se X é Dy-reversivel, entdo X é formalmente conjugado a um campo

Hamiltoniano e formalmente orbitalmente equivalente a um sistema Hamiltoniano polinomial.
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Como nem tudo sdo flores, algumas ressonancias nao sdo cobertas pelo Teorema 4.6. Ja para o
caso 1 : 2, a menor ressonancia depois do 1 : 1, o teorema € inconclusivo: apesar de *x* € * * *
serem validas, * nio é satisfeita. Para estes casos, mesmo considerando o sistema bireversivel, o

melhor resultado que se pode obter € a equivaléncia orbital formal dada no Teorema 4.5.



CAPITULO 5

CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

5.1 Recapitulando o que foi feito

Nesta dissertacdo, trabalhamos com campos vetoriais reversiveis em R*, singulares na origem e

com aproximacao linear

DX(0) = A(a, B, €) =

€
0 O
0 ,aB#0, e€{0,1}. (5.1)

S © L O

B 0

Nossa proposta foi mostrar que tal campo é “equivalente” a um campo Hamiltoniano. A ferra-
menta escolhida para obter este resultado foi a teoria de formas normais: a partir da expressao da
9

forma normal X de X, encontramos um campo Hamiltoniano Xy tal que X = Xy, onde o “=" quer

dizer por meio de reescalonamentos do tempo e mudancas de coordenadas formais.

No Capitulo 3, conforme os valores de a, 8 e €, calculamos uma forma normal para o campo X.

Especificamente, foi preciso separar os casos ! ¢ Q,a =B (e =1)eaB™! = pg!, com p,q € Z.

Para calcular as formas normais, utilizamos o software Maple 11 para resolver certas equagdes

homoldgicas e determinar a forma normal até ordens baixas, o que nos permitiu conjecturar uma

69
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expressdo geral. Com base nesta conjectura, demonstramos formalmente que a expressdo proposta

era realmente uma forma normal para o campo X.

Vale ainda ressaltar que para os campos reversiveis, aplicamos o Teorema de Cartan-Montgome-
ry-Bochner e fixamos uma involugdo para realizar os cdlculos da forma normal. Ja para campos
bireversiveis por Dy, a aplicacdo do Teorema C-M-B ndo é tdo imediata: apds a linearizagdo, foi
preciso classificar as involu¢des pertinentes a nosso problema. Mostramos que existem 6 grupos
distintos (porém isomorfos a D) de involugdes que deveriam ser considerados, e fizemos os célculos

com todos eles.

No Capitulo 4, encontramos os campos Hamiltonianos para cada caso. No caso genérico (isto
é, af! ¢ Q) foi preciso realizar algumas atribui¢des aos coeficientes da forma normal para obter a
igualdade X = Xy. Estas atribuicdes foram realizadas aplicando mudancas de coordenadas a forma
normal X. Estas mudancas foram definidas com base em aproximagdes para os jatos de ordem baixa,
calculadas utilizando o software Maple 11. Como no cédlculo das formas normais, a aproximagao

inicial serviu para conjecturarmos a expressao geral e demonstrarmos formalmente o resultado.

No caso de ressonancia ndao semi-simples 1 : 1 (@ = S e € = 1), a forma normal calculada j4 pos-

suia estrutura Hamiltoniana e nao foi necessario utilizar outros métodos para obter a hamiltoniedade.

No caso de ressonincia p : g (¢f~! = pq~!, com p,q € Z), apenas esbocamos a demonstra¢do
da Hamiltoniedade para o caso reversivel e sugerimos o trabalho [29] para maiores detalhes. No
caso bireversivel, obtemos resultados um pouco mais fortes (com condicdes sobre p e ¢g), gragas a

simplificagdes adicionais na forma normal.

O presente trabalho foi baseado no preprint “On the Hamiltonian structure of normal forms for
elliptic equilibria of reversible vector fields in R*”, de Teixeira e outros ([29]), que estd em processo

de finalizacdo e serd submetido para publicacdo em breve.

No preprint, o problema da Hamiltoniedade foi resolvido utilizando os Lemas de Takens (Lemas
2.15 e 2.16). Além disso, somente o caso reversivel foi estudado e, no caso de ressonancia 1 : 1,
a Hamiltoniedade foi obtida via equivaléncia orbital formal enquanto aqui obtemos por conjugagdo

formal.

Além dos resultados inéditos sobre bireversibilidade e do estabelecimento de uma Hamilto-

niedade “mais forte” no caso de ressondncia 1 : 1, esta dissertacdo contribui para a disseminagdo
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de métodos computacionais exatos (algébricos) em sistemas dindmicos, principalmente para cédlcu-
los de formas normais e mudangas de coordenadas formais, onde guase tudo se resume a resolver

sistemas lineares e reduzir polindmios médulo um ideal, via bases de Groebner.

5.2 Aspectos geométricos

Vimos que campos Z,-reversiveis genéricos ou D4-reversiveis com ressonancia p : ¢, p, g nime-

ros impares com pg > 1, sdo formalmente conjugados ao campo Hamiltoniano

Xo= —an - x X aAiA]
X:z = ax; tx Z;’ioizl aileééj (5.2)
i = By Zi+j:1 biinAz
Yo = By +y1 X0 biiAA]
Ja na presenca de ressonancia 1 : 1, a conjugacdo formal é ao campo
X1o= —x 0 X2 (=DM aAl
X o= x1+y+x 22 (=DiagA:
2 1Ty 1 211D 3 (5.3)

o= =+ o (=D aA;
Y2 = iy B (D@l
Vamos extrair algumas conclusdes sobre aspectos geométricos-qualitativos dos campos (5.2) e
(5.3). Estes resultados ndao foram explorados neste trabalho, mas esperamos seguir nesta linha de

pesquisa.

5.2.1 Caso genérico: Coordenadas bipolares e a Teoria KAM

Considerando o sistema de coordenadas bipolares
x1 = rcos(0), x, = rsen(6), y; = pcos(?), y, = psen(1}), 5.4

podemos reescrever o campo (5.2) como

P =0

po=0 - (55)
6 = a+ X aripY

& = B+ X5 birip¥
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Passando a trabalhar numa vizinhanga da origem onde « + )., =14 eripzj # 0, o sistema (5.5) é

orbitalmente equivalente a

r =0
S~ 0
e ’ (5.6)
0 = 1
& = Ba' + F(r,p)
onde
F(r,p) = bor” - o1 Bp* + bior? - anpr’ _ o bo; p* + ao*Bp* _aigby; r’p’

a? a a? a? al a?

No plano (7, 6) o sistema (5.6) se comporta exatamente igual ao campo

—N—
<.
(1
=
<

Figura 5.1: Orbitas em S' x S, um toro invariante.

A mesma analise mostra que numa certa vizinhanca da origem do plano (p, ), o sistema (5.6)
também se comporta como o sistema acima, isto &, para cada ponto (ry, 6y), hd uma 6rbita periddica
no plano (p, ). Portanto cada 6rbita estd contida num conjunto da forma S! x S!, isto &, cada
r=-cy>0,p =dy> 0¢&um toro invariante para (5.6). Dizemos mais: como o campo nao admite
singularidades nestes toros, as Orbitas sdo periddicas ou densas, conforme sejam os valores ¢y, d, €
af~! ([24, pag. 196]). Isso abre caminho para aplicar o Teorema KAM ([43]) a cada k-jato de uma
perturbacao de (5.5) (k < o).

5.2.2 Caso 1 : 1: Reduc¢ao da dimensao

Utilizando as coordenadas bipolares dadas por (5.4), o campo (5.3) pode ser reescrito como

p(cos(P)cos(0) + sen(V)sen(6))

1 + £(cos(@)sen(d) — sen(B)cos() + ¥, ai(rp) (cos(@)sen() — sen(B)cos(9)y
0

1+ 22, ai(rp)(cos(B)sen() — sen(B)cos(P))’

(5.7)

- T > >
Il
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Observando que

cos(P—0) = cos(P)cos(0) + sen()sen()
sen(®—60) = sen(P)cos(@) — sen(8)cos(}),
podemos reescrever (5.7) como
i = pcos(t—0)
=0

- . 0 (5.8)
= 1+osen(d—0)+ )2, ai(rpsen(d - 0)), o= -

= 1+ Y2, ai(rpsen(? — ),

>

Note que todas as 6rbitas de (5.8) no plano (p, ¥) s@o periddicas. Seja k = —6. Assim, o sistema

(5.8) pode ser reescrito como

i = pcos(k)
p =0
k = —osen(k), o= g
9 = 1+32 ai(rpsen(x)).
i = pcos(k)
=0 ,
k = -—osen(k), o= ’l;)
que € orbitalmente equivalente a
i = rpcos(k)
p =0 (5.9
k = —psen(k)

Estudos futuros poderao esclarecer melhor como a dindmica do campo (5.9) se relaciona com a

do campo (5.8).
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Os algoritmos abaixo foram produzidos para o software Maple 11. Os comandos estardo dis-
tinguidos por >. Faremos alguns comentdrios para esclarecer ao leitor cada passo do algoritmo,

explicando como adaptéa-lo para os diversos casos.

Al. Algoritmo para calcular a forma normal

O algoritmo serd apresentado somente para o caso a8~ ¢ Q. Ndo ha maiores dificuldades para
adaptd-lo para os outros casos, inclusive para o caso 1 : 1, onde utilizamos a forma normal de
Belitskii.

Inicialmente, limpamos a memoria e carregados os pacotes necessarios.

restart:
with(LinearAlgebra):
with(linalg):
with(VectorCalculus):

vV V V V

A dimensdo que estamos trabalhando serd armazenada na varidvel n, e a maior ordem de res-

sonancia na varidvel kmax. Calcularemos o kmax-jato da forma normal.
> n:=4:kmax:=3:
A matriz A armazenard a aproximacao linear do campo, com «, 8 definidos a posteriori.

75
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> A:=Matrix([

> [0,-alpha,0,0],
> [alpha,®, 0,0],
> [0,0,0,-beta],
> [0,0,beta,0]11);

Para realizar cédlculos efetivos, devemos avaliar numericamente a e 8. Vamos exemplificar com

a=1lef= V2.

> alpha:=1; beta:=sqrt(2);

Definindo o reversor: Pelo teorema de Montgomery-Bochner, podemos tomar o reversor R como
sendo linear e Fix(R) = 2. Uma exigéncia sobre R € que R(A(x)) = —X(A(x)), ou seja, RA + XA = 0.

Com base nisso, vamos determinar todas as possiveis involu¢des para nosso problema.

> R:=Matrix(4,4):

> for i from 1 to 4 do: for j from 1 to 4 do:
> R[1,j]:=r[i,j];

> od: od:

> R;

A matriz que deve se anular:

> CondRev:=R.A+A.R;

Vamos coletar os coeficientes da matriz acima para gerar um sistema linear.

> unassign(’i’,’j’):colecao:={}:

> unassign(’i’,’j’):for i from 1 to 4 do: for j from 1 to 4 do:
> colecao:=colecao union {CondRev[i,j]l}:

> od:od:

Agora resolvemos o sistema e aplicamos as condicoes.

> assign(solve(colecaon)):

Com isso, obtemos a expressao geral para a matriz R:

> R;
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Autovalores da matriz R (verifica se sdo +1).

> autovalores:=eigenvalues(R);

Note que dois destes autovalores precisam ser iguais a 1. Portanto, uma das condi¢des sobre os

ri;j’s € que
> ’(autovalores[j])42=1 ’$’j’=1..4;
Queremos também que R = Id.

> R2:=R.R;

Note que a condi¢do para que R?> = Id é equivalente a condi¢do sobre os autovalores. Assim,

vamos definir o operador

> Rop:=(a,b,c,d)->(-w[2]*a+w[1]*b, w[1]*a+w[2]*b, w[3]*c+w[4]*d, w[4]*c-w[3]*d);
> R:=Transpose(Matrix([[Rop(1,0,0,0)], [Rop(®,1,0,0)], [Rop(0,0,1,0)], [Rop(0,0,0,1)11));
> Rop(a,b,c,d);

e definir os parametros, verificando se satisfazem as condi¢des. Variando estes parametros, obtemos

outras involugdes.

\%

w[l]:=0: w[2]:=1: w[3]:=sqrt(2)/2: w[4]:=-sqrt(2)/2:

print("isso deve ser 1", w[l]A2+w[2]%2);

\%

\%

print("isso deve ser 1", w[3]A2+w[4]72);
Vamos testar se RA + AR = 0:
> R.A+A.R;
Se tudo estiver certo, a defini¢do do reversor estd concluida.
> R:=Rop;
Definindo a forma normal: Trabalharemos nas varidveis xi, x,, yi, y».

> vars:=Vector([x[1], x[2], y[1], y[21D):

> Ax:=A.vars;
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O laco abaixo vai usar a equagdao homoldgica para determinar a forma normal de Poincaré-Dulac
do campo X, com aproximagdo linear A, para os jatos de ordem até kmax. Primeiro vamos construir a
forma normal 4 em coeficientes genéricos; a seguir, aplicamos as condicdes da equagao homoldgica;

finalmente, aplicamos as condi¢des de reversibilidade.

> for k from 2 to kmax do;
>

> unassign(’h’):

Os comandos abaixo definem os polindmios homogéneos monomios;, de grau k, que usaremos

para construir a forma normal.

> dk:=n*binomial (n+k-1,k):

monomiosl:={}:
for r from O to k do;
for j from 0 to k do;
for 1 from 0 to k do;
for s from 0 to k do;
if r+j+l+s=k then monomiosl:=monomiosl
union {af[cat( ‘r‘, “j°, ‘1, ‘s’ )I]*vars[l]Ar*vars[2]*j*vars[3]+l*vars[4]~s};
fi;
od;
od;
od;
od;

monomios2:={}:
for r from ® to k do;
for j from O to k do;
for 1 from O to k do;
for s from 0 to k do;
if r+j+l+s=k then monomios2:=monomios2
union {b[cat( ‘r‘, ‘j¢, ‘1, ‘s )l*vars[1l]Ar*vars[2]*j*vars[3]A1l*vars[4]*s};
fi;
od;
od;
od;
od;

V V. V V V V V vV VV V V VvV V VvV VvV V V V V V V V V V V V
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monomios3:={}:
for r from ® to k do;
for j from O to k do;
for 1 from 0 to k do;
for s from ® to k do;
if r+j+l+s=k then monomios3:=monomios3
union {c[cat( ‘r‘, ‘j‘, ‘1 ‘s‘ )]*vars[l]Ar*vars[2]Aj*vars[3]A1*vars[4]~s};
fi;
od;
od;
od;
od;

monomios4:={}:
for r from O to k do;
for j from O to k do;
for 1 from 0 to k do;
for s from 0 to k do;

if r+j+l+s=k then monomios4:=monomios4

union {d[cat( ‘r‘, ‘j‘, ‘1, ‘s‘ )]*vars[l]rr*vars[2]Aj*vars[3]A1*vars[4]~s};
fi;
od;
od;
od;
od;
unassign(’i’,’j’, ’'pc’):

pcl[1]:=0:for i from 1 to dk/n do;
pcl[1]:=pc[1]+monomios1[i];
od;

pc[2]:=0:for i from 1 to dk/n do;
pc[2]:=pc[2]+monomios2[i];
od;

pc[3]:=0:for i from 1 to dk/n do;

pc[3]:=pc[3]+monomios3[i];

V V. V. V V V V V V V V V ¥V V V V V V vV V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V
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> od;

>

> pc[4]:=0:for i from 1 to dk/n do;
> pcl[4]:=pc[4]+monomios4[i];

> od:

>

> i:=1:j:=1:

>

h:=Vector([pc[1], pc[2], pc[3], pc[4]11);

Os préximos comandos definem a equag@o homoldgica. Como 4 € um polindmio, para encontrar
condig¢des sobre os coeficientes de 4 afim de que Ah(x) — Dh(x)Ax = 0, € suficiente resolver um sis-
tema linear. E isto que fazem os comandos “collect”, coletam os coeficientes da equacao homoldgica.

A seguir, o comando “solve” resolve o sistema linear homogéneo associado.

> dh:=JacobianCh, [x[1], x[2]1, y[1], v[21D);

>

> homologica:=A.h-dh.A.vars:

>

> condcl:={coeffs(collect(expandChomological[l]), ['vars[i]’$’i’=1..n], ’distributed’),
> ['vars[i]’$’i’=1..n])}:

> condc2:={coeffs(collect(expand(homological[2]), [’vars[i]’$’i’=1..n], ’distributed’),
> ['vars[i]’$’i’=1..n])}:

> condc3:={coeffs(collect(expand(Chomological[3]), ['vars[i]’$’i’=1..n], ’distributed’),
> ['vars[i]’$’i’=1..n])}:

> condc4:={coeffs(collect(expand(homological[4]), [’vars[i]’$’i’=1..n], ’distributed’),
> ['vars[i]’$’i’=1..n])}:

>

> sols := solve( condcl union condc2 union condc3 union condc4):

> assign(sols):

>

> h:=h+Ax;

>

>

hh := unapply(h,’vars[i]’$’i’=1..n):

Os proximos comandos definem as condi¢des para que a forma normal seja reversivel. Os coman-
dos utilizados para encontrar estas condi¢des sao semelhantes aos usados para determinar a forma

normal, com a diferenca de que agora queremos resolver a equacao Rh(x) = —h(R(x)).
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umlado:=hh(R(x[1],x[2],y[1],y[2])):
outrolado:=R(hh(x[1],x[2],y[1],y[21)[1],
hh(x[1],x[2],y[1],y[2])[2],
hh(x[1],x[2],y[1],y[2])[3],
hh(x[1],x[2],y[1],y[21)[4]):
unassign(’j’):

eqnll:=umlado[1]+outrolado[1]:
eqnl2:=umlado[2]+outrolado[2]:
egqnl3:=umlado[3]+outrolado[3]:
eqnl4:=umlado[4]+outrolado[4]:

condcll:={coeffs(collect(expand(egnll), [’'vars[i]’$’i’=1..n], ’distributed’),

['vars[i]’$’i’=1..n])}:

condc12:={coeffs(collect(expand(eqnl2), [’'vars[i]’$’i’=1..n], ’distributed’),
['vars[i]’$’i’=1..n])}:

condcl13:={coeffs(collect(expand(eqnl3), [’'vars[i]’$’i’=1..n], ’distributed’),
['vars[i]’$’i’=1..n])}:

condcl4:={coeffs(collect(expand(eqnl4), [’'vars[i]’$’i’=1..n], ’distributed’),

['vars[i]’$’i’=1..n])}:

sols:=solve(condcll union condcl2 union condcl3 union condcl4):

assign(sols):

hok[k] :=h:

unassign(’h’):
od:

V V. V V V V V vV vV V V V V V V V V V V V V V V V V V V V

Ao longo do algoritmo, a parte linear € adicionada algumas vezes. O procedimento abaixo vai

desfazer algumas destas somas, para colocar o campo na forma correta, e retornar a forma normal.

unassign(’i’,’j’):

2 .. kmax)-(kmax-2)*Ax[1],
[‘$°Cvars[i]’, i’ =1 .. n)], tdeg, ascending):

sort(sumChok[j][2], j . kmax) - (kmax-2)*Ax[2],
[‘$‘Cvars[i]’, i’ =1 .. n)], tdeg, ascending):

hsomal := sort(sumChok[jI[1], j

1l
N

hsoma3 := sort(sumChok[j]I[3], j = 2 .. kmax)-(kmax-2)*Ax[3],

>
>
>
> hsoma2 :
>
>
> [‘$‘Cvars[i]’, i’ =1 .. n)], tdeg, ascending):
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hh := unapply(Chsoma, ’'vars[i]’$’i’=1 .. n):

> hsoma4 := sort(sumChok[j][4], j = 2 .. kmax)-(kmax-2)*Ax[4],

> [‘$‘Cvars[i]’, i’ =1 .. n)], tdeg, ascending):
>

> hsoma := Vector([hsomal, hsoma2, hsoma3, hsoma4]):

>

>

hsomal;hsoma2;hsoma3;hsoma4;

A2. Algoritmo para calcular condicoes necessarias de

Hamiltoniedade

O que vamos fazer agora € a parte principal do algoritmo. A idéia é simples: consideramos uma
fun¢do H (polinomial de grau kmax + 1) e verificamos se ha condicdes para que a forma normal
que obtemos antes possa ser escrita como JV(H), onde J € alguma matriz simplética. Primeiro

definiremos a matriz simplética que vamos usar.

A matriz Q (veja Corolario 1.16, pag. 11)...

> Omega:=Matrix([[®,0,1,0],[0,0,0,1],[-1,0,0,0],[0,-1,0,0]]1):

.. € a matriz simplética que vamos usar:

SimpleticaCasoGenerico:=Matrix([
[0,-1,0,0],

[1,0,0,0],

[0,0,0,-1],

[0,0,1,0]]):

V V V V V

Seria essa matriz simplética? Se a conta abaixo for zero, sim.

> Transpose(SimpleticaCasoGenerico) .Omega.SimpleticaCasoGenerico-Omega;

Definida a matriz simplética, vamos definir a fun¢do H, em termos gerais.

coeficientesH:={}:
unassign(C'k’,’r’,’j’,’1’,’s’):
coletados:={}:

kmin2:=2: kmax2:=kmax+1:

vV V V V
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>
>

>

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

vV V V V

for k from kmin2 to kmax2 do;
for r from O to k do;
for j from ® to k do;
for 1 from ® to k do;
for s from 0 to k do;
if r+j+l+s=k then
coletados:=coletados union
{hfcat( ‘r‘, ‘3¢, ‘1°, ‘s‘ )]*vars[1l]Ar*vars[2]Aj*vars[3]*1*vars[4]*s};
coeficientesH:=coeficientesH union {h[cat( ‘r‘, ‘j‘, ‘1‘, ‘s‘ )1};
fi;
od;
od;
od;
od;
od;

DK:=(n,k)->n*binomial (n+k-1,k):

unassign(’j’):

SizeColetados:=sum(DK(n, j)/n, j=kmin2..kmax2):
unassign(’j’):

H:=0: for j from 1 to SizeColetados do;

H:=H+coletados[j];
od:

Vamos definir como H; a derivada parcial em relag@o a j-ésima varidvel da fung¢do H.
Hl:=diff(H, vars[1]):
H2:=diff(H, vars[2]):

H3:=diff(H, vars([3]):
H4:=diff(H, vars[4]):

A varidvel campoH vai ordenar o campo Xy, considerando a forma simplética.

campoH:=SimpleticaCasoGenerico.Vector([H1,H2,H3,H4]):

Agora vamos determinar quando ocorre X = Xy até o kmax-jato.

condcHamill:={coeffs(collect(campoH[1]-hsoma[1l], [’vars[i]’$’i’=1..n],
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> "distributed’), [’vars[i]’$’i’=1..n]1)}:
> condcHamil2:={coeffs(collect(campoH[2]-hsoma[2], [’vars[i]’$’i’=1..n],
> "distributed’), [’vars[i]’$’i’=1..n])}:
> condcHamil3:={coeffs(collect(campoH[3]-hsoma[3], [’vars[i]’$’i’=1..n],
> "distributed’), [’vars[i]’$’i’=1..n])}:
> condcHamil4:={coeffs(collect(campoH[4]-hsoma[4], [’vars[i]’$’i’=1..n],
> "distributed’), [’vars[i]’$’i’=1..n])}:
>
> sols := solve( condcHamill union condcHamil4 union condcHamil2 union condcHamil3);
> assign(sols):
A resposta final é o campo original, o campo Hamiltoniano (que sdo iguais), e a fun¢do Hamilto-
niana.

> hsoma[1l] ;hsoma[2] ;hsoma[3] ;hsoma[4];
> campoH[1];campoH[2];campoH[3];campoH[4];
> H;
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