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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre identidades polinomiais e polinomios cen-
trais graduados em algebras associativas, bem como identidades com trago em algebras
nao associativas. Mais precisamente estudamos uma propriedade de polinémios centrais
graduados andloga & de M, (K), sobre um corpo infinito K de caracteristica diferente de
dois, estabelecida por Regev e determinamos em quais das graduagoes elementares com
componente neutra comutativa e n-uplas distintas satisfazem tal propriedade, nomeando-a
de graduagao produto cruzado. Além disso consideremos M, (R), onde R admite uma
graduagao regular, de modo que M, (K) seja uma subalgebra homogénea. Fornecemos
condigoes suficientes — satisfeitas por M, (E) com a sua graduagao trivial — com o
objetivo de provar que M, (R) herda a propriedade de primalidade de M,,(K’). Também
provamos que as algebras M, ,(E) satisfazem essa propriedade para polinémios centrais.
Estes resultados foram publicados em [33]. Estudamos também as élgebras de divisao reais
simples de dimensao finita graduadas por um grupos finito GG, descrevendo uma base finita
para o T-ideal das identidades graduadas e para o Tg-espaco dos polindmios centrais
graduados para tais dlgebras reais. Esses resultados estao no artigo [34] e estao aceitos
para publicacao. Por fim, considerando K um corpo de caracteristica zero, provamos que
uma algebra de Jordan com trago pode ser mergulhada em uma algebra de Jordan de um
forma bilinear sobre uma algebra comutativa e associativa C' (denotada por B, (C)) se, e
somente se, ela satisfaz todas as identidades com trago da élgebra de Jordan B, (K). Esses

resultados sao novos, e serao submetidos para publicacao.

Palavras-chave: dlgebra verbalmente prima. polinémios centrais. identidade com traco.



Abstract

In this thesis we study graded polynomial identities and central polynomials in associative
algebras, as well as trace identities for non-associative algebras. Namely we consider the
primality property for M, (K), when K is an infinite field of characteristic different from
2, established by Regev. We determine, among the elementary gradings with commutative
neutral component, the ones that satisfy this property, namely the crossed product gradings.
Next we consider M, (R), where R admits a regular grading, equipped with a grading such
that M, (K) is a homogeneous subalgebra. We provide sufficient conditions — satisfied by
M, (F) with the trivial grading — to prove that M, (R) satisfies the primeness property
whenever M, (K) does. We also prove that the algebras M, ,(E) satisfy this property for
ordinary central polynomials. These results were published in [33]. We also study finite
dimensional real algebras with a division grading by a finite abelian group G, and we
provide finite basis for the Ti-ideal of graded identities and for the T-space of graded
central polynomials for such real algebras. These results are contained in the article [34]
and they are accepted for publication. Finally, over a field K of characteristic 0, we prove
that a Jordan algebra J with trace can be realized as a Jordan algebra of a bilinear form
over a commutative and associative algebra C' (denoted by B, (C')) if and only if it satisfies
all trace identities of the Jordan algebra of a bilinear form B, (K). These results are new

and will be submitted for publication.

Keywords: verbally prime algebras. central polynomials. trace identities.
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Introducao

A area da matematica na qual se insere esta tese é a algebra, mais especifica-
mente a teoria das Algebras com Identidades Polinomiais, ou PI-teoria (do inglés Polynomial
Identities) que é uma parte importante da teoria de anéis. Um polinémio f(z1,...,x,),
nas variaveis nao comutativas x1,. .., x, e com coeficientes num corpo K, é uma identidade
para a K-algebra A se para quaisquer as,. .., a, € A tem-se f(ay,...,a,) =0 em A. Se
existir um polindémio f # 0 com esta propriedade para a algebra A entao A é chamada
Pl-algebra, e f é uma identidade polinomial para A. A classe das Pl-algebras é ampla e
engloba as dlgebras comutativas, as de dimensao finita, as dlgebras nil e as nilpotentes,
entre outras. Além disso, o produto tensorial entre duas PI-algebras, as subalgebras, as
imagens homomorficas e o produto direto finito entre PI-algebras sao também algebras

com identidades polinomiais.

Atualmente esta teoria é uma area da algebra bem desenvolvida e em expansao
rapida. Sao trés as principais linhas de pesquisa sobre Pl-dlgebras. A primeira (e a mais
classica) estuda as propriedades de uma dlgebra (ou um anel) sabendo-se que ela satisfaz
alguma identidade polinomial. Em outras palavras, “o que podemos dizer sobre a estrutura
de Pl-algebra?”. A segunda linha representa-se por pesquisas sobre as classes de algebras
que satisfazem um dado sistema de identidades polinomiais (essas classes sdo chamadas de
variedades de dlgebras). A terceira estuda as identidades polinomiais satisfeitas por uma
algebra “interessante”. Gostariamos de deixar claro que tal divisao nao é tnica e definitiva,
e que os problemas na Pl-teoria, na maioria das vezes, estdo interligados. Ainda mais,
pesquisas em Pl-teoria utilizam métodos e técnicas provenientes de outras dreas da Algebra
(estrutura de anéis, representacoes de algebras, dlgebras graduadas, agoes de grupos, para
citar algumas), da Combinatéria, da teoria de representagoes de grupos (especialmente
dos grupos simétrico e geral linear), da algebra linear, da teoria de invariantes, e outras
areas da Matematica. Uma discussao mais detalhada sobre o desenvolvimento da Pl-teoria

pode ser encontrada, por exemplo, em [36,39,43,82,97].

O inicio do estudo dessa teoria deu-se por volta de 1930, com os trabalhos de
Dehn [26] e Wagner [95]. Nesses trabalhos pioneiros aparecem, embora implicito, algumas
identidades polinomiais para a algebra das matrizes de ordem 2. De forma explicita,
podemos destacar o trabalho de Kaplansky em 1948 no artigo [55] no qual demonstrou
que qualquer PI-algebra primitiva é central simples e de dimensao finita sobre seu centro;
o resultado ficou conhecido como “O Teorema de Kaplansky”. Naquele trabalho o autor
introduziu o termo identidade polinomial. Dois anos mais tarde, em [6], Amitsur e Levitzki
provaram, usando métodos puramente combinatérios, que o polinomio standard de grau 2k

¢ uma identidade de grau minimo para a algebra das matrizes k x k, um resultado classico
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e de grande importancia para o desenvolvimento da teoria das PI-algebras. No mesmo
ano Specht, em [89], levantou um problema que viria a ser conhecido como “O problema
de Specht”, questionando se toda algebra associativa, sobre um corpo de caracteristica
zero, possui base finita para o ideal de suas identidades polinomiais. Este passou a ser um
problema central na teoria, motivando boa parte do seu desenvolvimento. O problema de
Specht pode ser enunciado de outras maneiras equivalentes. Uma delas é se todo ideal de
identidades polinomiais na algebra associativa livre é finitamente gerado como ideal de
identidades. Observamos que tal forma do problema de Specht se assemelha a propriedade
Noetheriana da algebra dos polindomios comutativos nas variaveis zy, ..., x,. Outra forma

do problema de Specht é se toda cadeia ascendente de ideais de identidades estabiliza.

Em [57,58], Kemer apresentou uma soluc¢ao positiva para o problema proposto
por Specht para as dlgebras associativas em caracteristica 0. Contudo nao foi mostrado
como determinar tal base finita para cada PI algebra, e portanto o problema da descri¢ao
das identidades de uma dada algebra associativa sobre um corpo de caracteristica zero
ainda estd em aberto. Este ultimo problema tem sido resolvido apenas para alguns casos
particulares até o momento. Com a finalidade de resolver o problema de Specht, Kemer
desenvolveu a estrutura dos ideais de identidades de algebras associativas (chamados
de T-ideais ou ideais verbais), em caracteristica 0. Kemer relacionou o T-ideal de uma
algebra associativa com os T-ideais que satisfazem a condigdo: sempre que f(zy,...,z,) e
g(xr11, ..., xs) a0 polindmios em conjuntos disjuntos de varidveis tais que f - g estd no
T-ideal entao f ou g também esta no T-ideal. Tais T-ideais sao chamados de verbalmente
primos (ou 7-primos). Kemer mostrou ainda que os T-ideais T-primos nao triviais sao
apenas os ideais de identidades das algebras matriciais M, (K), e das algebras M, (E) e
M, ,(E). Esta ultima e uma subalgebra de M,,(F) composta pelas matrizes em blocos
a x a e b x b na diagonal, cujas entradas estdao no centro de E, e as demais entradas
estdao na parte “anticomutativa” de F, aqui E é a algebra de Grassmann de um espaco
vetorial de dimensao infinita. Recordamos aqui que essas algebras sao obtidas, como sendo
os respectivos envelopes de Grassmann, a partir da classificacao das algebras graduadas
simples, graduadas pelo grupo ciclico de ordem 2. Tal classificacao foi dada por C. T.
C. Wall [96]. Recordamos ainda que o termo T-ideal verbalmente primo indica que os
respectivos T-ideais sdo “primos” mas apenas dentro da classe dos T-ideais. E conhecido,
que entre os T-ideais verbalmente primos apenas os T-ideais das algebras M, (K) sao

primos.

Outro conceito que merece destaque na Pl-teoria por sua estreita relagdo com
as identidades polinomiais é o de polinémios centrais. Um polinémio f(xy,...,z,) é dito
central para uma algebra A se resulta em elemento do centro de A quando avaliado em
quaisquer elementos dessa algebra. Observe que as identidades polinomiais aparecem,
junto com os polinémios constantes, como exemplos mais simples, e sao chamados polino-

mios centrais triviais. Um dos problemas mais conhecidos da Pl-teoria foi proposto por
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Kaplansky em [56] e perguntava se existiam polindmios centrais nao triviais (isto é, nao
identidades e sem termos constantes) para as dlgebras matriciais M, (K'). Recordamos que
ainda na década de 30, foi observado que o polindémio [z, y]* sempre assume valores do
centro da algebra M,(K). O problema de Kaplansky foi resolvido de maneira afirmativa
simultaneamente por Formanek [42] e Razmyslov [73], por volta de 1972-1973. A existéncia
de polindémios centrais para M, (K) tornou-se um fator decisivo para o desenvolvimento
da Pl-teoria. Possibilitou ainda o uso de métodos da algebra comutativa e da teoria de
invariantes para a resolucao de problemas de importancia. A existéncia de polindmios

centrais para as algebras M, (E) e M,,(FE) foi demonstrada por Razmyslov em [76].

Os resultados de Formanek e de Razmyslov sdao construtivos. Eles exibiram
polinémios centrais concretos para a algebra M, (K'). Por outro lado, pouco é conhecido
sobre o conjunto dos polinémios centrais para as dlgebras citadas acima. Claramente os
polinémios centrais para alguma algebra A, junto com as suas identidades polinomiais,
formam um espaco vetorial, denotado por C'(A), na algebra livre que chamaremos de espago
dos polindémios centrais. Este espago vetorial é fechado por endomorfismos sendo chamados
de T-espagos. A bem de verdade, C'(A) é fechado por produto, e deverfamos chama-lo de
T-subalgebra. Recordamos aqui que ha exemplos de T-espacos que nao formam conjunto
dos polinémios centrais para nenhuma algebra (basta escolher um espago vetorial que é

fechado por endomorfismos mas que nao seja uma subélgebra).

Voltando aos T-espacos dos polinomios centrais para as algebras T-primas,
conhecem-se geradores desses em casos particulares. Em 2010, Brandao Jr., Koshlukov,
Krasilnikov e Silva [21] explicitaram tais geradores para o caso da algebra de Grassmann
E quando o corpo base é infinito e de caracteristica diferente de 2, e no caso de My(K),
Okhitin [67] exibiu o conjunto de geradores quando char K = 0; posteriormente Koshlukov e
Colombo [23] generalizaram tal descri¢ao para o caso do corpo ser infinito e de caracteristica
diferente de 2. Nos dois ultimos casos, os resultados foram baseados no fato que sao
conhecidos geradores dos T-ideais das respectivas dlgebras, ver [64] para a &dlgebra E,
e [77, Segao 41, Capitulo V] para Ms(K) sobre o corpo de caracteristica zero e mais tarde,
em [62], o resultado foi estendido para corpo infinito e de caracteristica diferente de 2.
Recordamos aqui que bases das identidades das algebras T-primas, exceto as triviais e as
mencionadas acima, sdo conhecidas apenas para M ;(E) (em caracteristica 0 somente,
ver [69]), portanto nao hé grande expectativa de podermos encontrar descrigoes completas
para os polindmios centrais das demais algebras T-primas. Nao é conhecido nem o grau

minimo de polindémios centrais para as dlgebras M, (K') em caracteristica 0, se n > 4.

Nas tltimas décadas varias generalizacoes do conceito de identidade polinomial
tém sido estudadas tais como: identidades polinomiais graduadas, identidade polinomiais
com trago e identidades polinomiais com involu¢ao (ou =-identidades), sendo as duas

primeiras objetos de estudo desta tese. Kemer utilizou identidades graduadas na sua teoria
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dos ideais de identidades em dlgebras associativas (indicamos [59] para mais detalhes). As
identidades com trago foram estudadas com detalhes por Procesi em [71], e por Razmyslov
em [74]; como consequéncia dos resultados obtidos Razmyslov deu uma nova demonstragao
do Teorema de Amitsur e Levitzki. J& as identidades polinomiais com involucao tém
relagdo com as identidades polinomiais (ordinarias). Em [7], Amitsur demonstrou que uma

algebra satisfazendo uma identidade com involugao é uma Pl-algebra.

Em [75], Razmyslov relacionou os polindmios centrais para as dlgebras matriciais
com as chamadas identidades fracas. Essas tltimas sao polinémios associativos que se
anulam quando avaliados sobre o subespaco sl,, das matrizes de traco 0. As identidades
fracas sao ferramentas de importancia no estudo das identidades em &lgebras matriciais bem
como em algebras nao associativas mas ainda nao muito longe das associativas: algebras de
Lie, de Jordan, alternativas, entre outras. Ressaltamos que no mesmo trabalho Razmyslov
determinou bases finitas para a algebra de Lie slo(K'), bem como das identidades fracas do
par (My(K), slo(K)) (tudo isso em caracteristica 0). Podemos ainda citar a utilizacdo das
identidades fracas em algebras matriciais para a construcao de polindmios centrais nessas
algebras, veja [77, Segao 31, pag. 143]. Mais tarde, identidades fracas foram empregadas no
estudo das identidades em dlgebras nao associativas. Em 1985, Iltyakov [45] estabeleceu a
propriedade de base finita para a algebra de Jordan de uma forma bilinear ndo degenerada
simétrica num espago vetorial de dimensao finita (em caracteristica 0), denotado por
B, (K) = K®V,. Em 1989, Vasilovsky [92] determinou uma base para as identidades de
slo(K) no caso em que K é um corpo infinito qualquer de caracteristica diferente de 2, e em
1991, de novo Vasilovsky [93] determinou bases explicitas para as identidades da algebra
de Jordan B, (K) (com algumas restri¢oes sobre a caracteristica do corpo). Em 1987-1991,
Drensky e Koshlukov [37,38] e Koshlukov [61] estudaram a dlgebra relativamente livre dessa
algebra de Jordan. Além disso, em 2011, Koshlukov e Diniz [63] descreveram uma base
para as identidades polinomiais graduadas, por um grupo ciclico de ordem 2, novamente
para a dlgebra B, (K). Todos esses trabalhos fizeram uso sistemético de identidades fracas.
Nos trabalhos de Vasilovsky foi utilizada a teoria de invariantes do grupo ortogonal. Mais
tarde essas ideias foram desenvolvidas para a descricdo de uma base finita das identidades

de My(K), sendo K um corpo infinito qualquer de caracteristica diferente de 2, ver [62].

Podemos observar que descri¢oes das identidades polinomiais satisfeitas por
algebras de importéancia sdo conhecidas em poucos casos. Ja foi comentado que as identida-
des de dlgebras (associativas) simples sdo conhecidas somente para as matrizes de ordem 2
(e ainda com restrigoes sobre a caracteristica do corpo). Portanto estudam-se outros tipos
de identidades polinomiais. Assim, as identidades com traco nas algebras matriciais foram
estudadas e descritas independentemente por Procesi (veja [71]) e Razmyslov (veja [74]).
Esses estudos foram marcantes pois os métodos desenvolvidos por Procesi e por Razmyslov
em suas abordagens ao problema, sao de grande importancia na teoria de anéis. Assim,

Procesi comegou o uso sistematico da teoria de invariantes em Pl-algebras, enquanto
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Razmyslov utilizou o conceito de identidades fracas, bem como aprofundou as varias apli-
cagoes das representagoes do grupo simétrico. Posteriormente, em 1991, Vasilovisky [94]
utilizou a teoria de invariantes do grupo ortogonal para descrever uma base para o T-ideal

das identidades com trago nas algebras de Jordan de uma forma bilinear.

Nesta tese trataremos, entre outras coisas, de invariantes, bem como propriedade
dos polinomios centrais em algebras T-primas, identidades com traco de algebras nao-
associativas e descricao de base do T-espago dos polinémios centrais graduados de algumas

algebras interessantes. A tese estd organizada em quatro capitulos.

No primeiro capitulo serao introduzidos varios conceitos fundamentais para
o desenvolvimento do trabalho. Decidimos incluir as principais defini¢bes e nog¢oes da
Pl-teoria para tornar a tese mais independente de outras fontes, mas para nao exagerar
muito no volume do trabalho, optamos por omitir varias demonstracoes “canonicas”
na Pl-teoria. O leitor pode encontrar essas demonstragoes nos livros [36, 39,43, 50, 97].
Assim, introduzimos os conceitos de identidade polinomial, identidades multihomogéneas
e multilineares, discutimos a questdo da estrutura das algebras de Jordan centrais simples

de dimensao finita, bem como dos grupos algébricos lineares.

Ja no segundo capitulo, faremos uso da propriedade de primalidade para
polindmios centrais de M, (K) estabelecida por Regev [78] em 1979, ou seja, se o produto
de dois polinémios em conjuntos disjuntos de varidveis é central, entdo cada um dos fatores
é também central. Em 2015, Diniz [31] estabeleceu um resultado anédlogo ao Teorema
de Regev, mas para as algebras M, (E) ¢ M,,(F). Os resultados demonstrados aqui
exigem que a caracteristica do corpo seja zero. Um ano depois, Samoilov [83] provou a
propriedade para o caso de algebras verbalmente primas, porém os polindémios deveriam
ser multilineares. A combinacao desses resultados estabeleceu que, sobre um corpo de
caracteristica zero, toda dalgebra T-prima satisfaz a propriedade de primalidade para

polinomios centrais.

Considerando K um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, a Secao
2.2 do capitulo 2 dedica-se a estudar uma propriedade anédloga a M, (K), mas agora
para polinémios graduados. Determinaremos, dentro das classificagoes das graduagoes
elementares com componente neutra comutativa e n-uplas distintas, as que satisfazem esta
propriedade. Mais precisamente, no Teorema 2.2.10 nds provaremos que a algebra M, (K)
munida de tal graduacao satisfaz a propriedade de primalidade para polindmios centrais
graduados se, e somente se, a graduagao é a graduagao produto cruzado (ou seja, G tem
ordem n) e existe um homomorfismo nao trivial G — K*; tal graduagao foi introduzida
por Aljadeff e Karasik em [3].

Além disso, os Teoremas 2.3.15 e 2.4.3, ambas no capitulo 2, estendem o
Teorema de Regev para as algebras M,,(E) e M, ,(E). No caso de M, (E) mostramos um

fato mais forte. Seja R uma algebra graduada por um grupo abeliano H de modo que a
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graduagao seja regular e considerando uma G-graduacao de M, (R) de forma que M, (K)
e R sejam subdlgebras homogéneas com R < (M, (R))., provaremos que a propriedade de
primalidade transfere de M,,(K) para M, (R). Como a algebra de Grassmann E possui uma
graduagao regular temos que M, (F), munida da graduagao trivial, satisfaz a propriedade
de primalidade. J& no caso de M,;(F) admitimos a sua graduacao natural pelo grupo
ciclico de ordem 2. A prova de que M, ;(E) admite a propriedade (ver Teorema 2.4.3) segue
do fato de que se o produto de dois polindémios, f e g, em conjuntos disjuntos de varidveis
é central para M, ,(E) entao f sempre assume valores em (M, ,(E));, para um ¢ fixo entre
0 ou 1, ver Lema 2.4.2. Observamos que as algebras M, ;(F) nem sempre satisfazem a
propriedade de primalidade para polinomios centrais graduados. Em caracteristica positiva,
a descricao das algebras verbalmente primas nao é conhecida. Porém, sobre um corpo
de caracteristica zero, nossos resultados junto com o Teorema de Regev, mostram de
modo alternativo ao que foi feito nos resultados anteriormente citados, que toda algebra

verbalmente prima satisfaz a primalidade para os seus polindmios centrais.

Em 2016, considerando R uma algebra munida de uma graduacao regular por
um grupo abeliano finito H e o corpo base tendo caracteristica zero, Diniz e de Melo [32]
conseguiram extrair informacgoes sobre o Ty g-ideal das identidades graduadas da algebra
A Qi R, conhecendo as identidades G-graduados de A. No Capitulo 3, conseguirmos
extrair informagoes andlogas para o Ty g-espago dos polinémios centrais graduadas de

tais algebras, veja Teorema 3.2.7.

Ainda no mesmo capitulo, conseguimos descrever bases para o espago das
identidades e polindmios centrais graduados para as algebras de divisao graduadas simples
e de dimensao finita sobre o corpo dos niimeros reais. Em 2016, Bahturin e Zaicev [16], bem
como Rodrigo—Escudero [81], classificaram tais dlgebras. Mais geralmente, as dlgebras de
divisao graduadas reais de dimensao finita estao sendo atualmente estudadas e classificadas
por Bahturin e Zaicev [17]. Considerando a relacdo estabelecida por Bahturin e Diniz
em [14] entre algumas dessas dlgebras graduadas com as algebras regulares, temos como
objetivo principal deste capitulo determinar uma base finita para o T;-ideal das identidades
graduadas e para o Tz-espago dos polinémios centrais graduados para as algebras de divisao
graduadas classificadas em [16, 17, 81]. Para obter éxito, devemos aplicar o resultado
principal para estas algebras. Por outro lado, uma base para as algebras com graduacao
de Pauli regular é conhecida (basta observar o trabalho de Aljadeff, Haile e Natapov [1]),
porém nada é conhecido para as algebras com graduacoes nao regulares. Nosso Teorema
3.2.30 determina uma base para as identidades e polindmios centrais graduados nos casos
da graduagao de Pauli ndo regular e para a dlgebra real £(e, 2]"’) obteremos tal base no
Corolario 3.3.4. Podemos observar que tais resultados sao independentes da demonstracao

do resultado principal.

Por fim, é natural tentar estudar mergulhos de algebra em algumas variedades.
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Sabe-se hd muito tempo que as Pl-dlgebras nao precisam ser imersos em M, (C), a algebra
das matrizes de ordem n sobre um anel comutativo C', para algum n. No entanto, surgiram
varias questoes sobre se certas classes especiais de algebras poderiam ser mergulhadas em
algebras de Matrizes. Uma condicao 6bvia é que tais dlgebras precisam satisfazer todas as
identidades de M,,(K'), mas esta condigao nao é suficiente. Em 1970-1971, Amitsur [8] e
Small [88] produziram contra-exemplos para a tiltima afirmagdo. Uma resposta completa
para o problema de mergulho anterior nao é conhecida, porém Procesi [72] demonstrou que
o mergulho é valido na variedade das algebras com trago que satisfazem a identidade de
Cayley-Hamilton de grau n. Em 1990, Berele [19] obteve um resultado andlogo para o caso
das algebras das matrizes com involugao do primeiro tipo, ou seja, se uma algebra com
traco e involugao satisfaz as mesmas =-identidades com traco das algebras das matrizes de
ordem n com involugao (simplética ou transposta), entdo existe um mergulho preservando
a aplicacao traco e involugao sobre a algebra das matrizes com entradas em uma &algebra
comutativa. Ambos os resultados estao relacionados a teoria dos grupos algébricos lineares

e portanto considerar o corpo base sendo de caracteristica zero é essencial.

Nosso objetivo principal no quarto capitulo é provar um resultado analogo ao
demonstrado por Procesi e por Berele, mas para a algebra de Jordan B, (K). Para este
fim nés consideraremos uma algebra central simples de dimensao finita, denotada por A,
na classe das algebras de Jordan com trago e o conjunto Idp,.(A) de todas as identidades
com trago para a algebra A. Tal conjunto é um T-ideal invariante por endomorfismo com
traco sobre a algebra livre com traco. Seja R uma algebra de Jordan munida de um trago,
dedicaremos a Secao 4.2 para demonstrar a existéncia de uma A-aplicagao universal de
R, tal resultado ¢ similar ao demonstrado por Amitsur [9]. Considerando uma conjectura
andloga a proposta por Iltyakov [46], alguns resultados conhecidos na teoria de algebra
de Jordan e grupos algébricos semissimples, obtemos o seguinte resultado: Se R satisfaz
todas as identidades com traco de A, entdo existe uma algebra comutativa e associativa S
de modo que R possa ser mergulhada em A ®p S como K-algebra. Como consequéncia
da teoria dos invariantes ortogonais (ver [25, Teorema 5.6]) e do resultado principal do
capitulo obtemos o seguinte teorema: Toda algebra que satisfaz as identidades com traco
de B,(K) pode ser mergulhada em B, (C) = B, (K)® C, para alguma &lgebra comutativa

e associativa C', ver Teorema 4.4.3.

Os principais resultados desta tese podem ser encontrados nos artigos [33]
e [34] (o primeiro ja publicado na revista Journal of Pure and Applied Algebra e
o segundo aceito para publicagdo na revista International Journal of Algebra and
Computation), esses resultados estdo no Capitulo 2 e no Capitulo 3, respectivamente.
Ja os resultados no Capitulo 4 sdo novos, e serao submetidos para publicacdao. Os resul-
tados desta tese foram obtidos em colaboracao com os professores Plamen Koshlukov
(UNICAMP), Diogo Diniz (UFCG) e Sergio Mota (UESC).
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1 Preliminares

Neste primeiro capitulo, temos como objetivo estabelecer notagoes, conceitos e
resultados basicos necessarios para o desenvolvimento dos estudos dos demais capitulos
deste trabalho. Inicialmente falaremos sobre PI-algebras, que é o nosso objeto fundamental.
Em todo o capitulo, K é um corpo qualquer, char K denotara a caracteristica do corpo K

e, a menos que se diga o contrario, todas as algebras e espagos vetoriais serao sobre K.

1.1 Algebras

Definicao 1.1.1. Define-se uma K -dlgebra, ou simplesmente dlgebra, como sendo um par
(A, %), onde A é um K-espago vetorial e “%” é uma operagio em A que é uma aplicagio

bilinear, ou seja, %: A x A — A satisfaz:
(i) ax (b+c)=axb+axc;
(i) (a+b)*xc=a%c+bxc;

(177) (Aa) % b= a % (Ab) = Aa %),
para quaisquer a, b, ce A e A€ K.

Na definicdo acima, “%” chama-se produto ou multiplicacao. Em geral, denota-
remos a % b, com a, b € A, simplesmente por ab. Definimos ajasas como sendo (ajas)as e,
indutivamente, ajas - - - a,_1a, como sendo (ajas - - - a,_1)a,, para ai, ..., a, € A. Dizemos
que um subconjunto B da algebra A é uma base de A se B é uma base de A como espaco
vetorial e definimos a dimensao de A como sendo a dimensao de A como espaco vetorial,

denotado por dimg A.

Sejam a, b e ¢ elementos de uma algebra A, definimos o comutador de a e b,
denotado por [a, b], o produto de Jordan de a e b, a ob e 0 associador entre a, b e

¢, (a,b,c), como sendo as operagoes
[a,b] = ab—ba ) aob= (ab+ ba) e (a,b,c) = (ab)e — a(be),

respectivamente. De modo geral, definimos o comutador e produto de Jordan de

comprimento n como sendo
[a17a27"'7an] = [[alw"aanfl]aan] € (alo"'oanfloan) :(alo"'oanfl)oarw

onde a; € A. Em outras palavras, a auséncia de parénteses significa que esses estao

colocados da esquerda a direita (os produtos sdo normados & esquerda).
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Sendo A uma algebra associativa, é facil verificar que
lab, c] = alb, ] + [a, c]b, para a, b, ce€ A. (1.1)

Fazendo inducao sobre n podemos mostrar que:
n
[alaz T p, C] = Z a-- 'aifl[aia C]ai+1 T, (1-2)
i=1

para cada a;, c € A.

Observacao 1.1.2. Caso a caracteristica do corpo seja diferente de 2, podemos definir o

produto de Jordan de a e b da sequinte forma:
aob=(1/2)(ab + ba).

Tal definicdo do produto de Jordan tem a vantagem que se A € uma dlgebra associativa,
entdo os quadrados dos elementos (associativos e de Jordan) sio os mesmos. Em outras

palavras, se a ob = ab + ba teremos a o a = 2a”.

Definicao 1.1.3. Uma dlgebra A serd dita:

(i) Associativa, se (a,b,c) =0 para quaisquer a, b, c € A;
(i) Comutativa, se [a,b] =0, para quaisquer a, b€ A;

(ii) Unitdria (ou com unidade), se existir 14 € A tal que 14a = als = a, para todo
a€A;

(iv) Algebra de Lie se valem a®> = aa = 0 e (ab)c + (bc)a + (ca)b = 0 (identidade de
Jacobi), para quaisquer a, b, c € A. Observe que a* = 0 implica que ab = —ba, para
quaisquer a, b € A. Dizemos que uma dlgebra de Lie ¢ abeliana se ab = 0, para

quaisquer a, b e A.

(v) Algebra de Jordan se for comutativa e valer (a*b)a = a?(ba) (identidade de
Jordan), para todo a,be A, onde a® = aa. Observamos que a identidade de Jordan

pode ser escrita em termos do associador como sendo (a*,b,a) = 0.

Sendo A uma &algebra unitaria, identificaremos A € K como sendo o elemento
A4 de A e o corpo K como o subconjunto {A\14 | A € K} (o subespaco de A gerado pelo

elemento 14). Apresentaremos agora alguns exemplos importantes de algebras.

Exemplo 1.1.4. (Algebra das matrizes) Sejam K um corpo e n € N. O espago vetorial
M, (K) munido de seu produto usual é uma dlgebra associativa com unidade (a matriz
identidade I,,). Destacamos nesta dlgebra as matrizes elementares E;j, que possuem 1 na

entrada da i-ésima linha e j-ésima coluna e 0 nas demais. E fdcil verificar que elas formam
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uma base para M,(K). De modo geral, se A € uma dlgebra, consideramos o espago vetorial
M, (A) de todas as matrizes de ordem n com entradas em A. O produto de matrizes em

M, (A) € andlogo ao produto de matrizes com entradas em K. Temos entio uma estrutura
de dlgebra em M, (A).

Exemplo 1.1.5. (Algebra de Grassmann) Sejam K um corpo de caracteristica dife-
rente de 2, e V' o espago vetorial sobre K com base {eq, ey, €3, ...}. Definimos a dlgebra de
Grassmann (ou dlgebra exterior) de V', denotada por E = E(V'), como sendo a dlgebra

associativa e unitdria com base
{1,6i16i2"'6ik |’Ll <y < ... < Zk,k? = ]_},

através do produto induzido pela relagdao e;e; = —eje;, para quaisquer i, j € N. Destacamos

em E os subespacos:

Eo = spang{lg, e, ey, €, | m € par, iy <iy <...<1ip}

e
Ey = spang{e; e, e, | m € impar, iy < iy < ... <lp}.
Claramente, E = Ey® Ei. Uma vez que e;ej = —eje;, temos

(€i1€i2 e elm)(€]1€]2 e ejn) = (_1)mn(€]16]2 e ejn)(eile'Q U eim)7

para quaisquer m,n € N. Assim, podemos concluir que axr = xa para quaisquer a € Ey e
r € F, e xy = —yx para quaisquer x,y € E,. Note que, se charK = 2, entao E é uma

algebra comutativa.

Considere E' o subespaco de E gerado por
pag¢ g p
{6i16i2"'6im | mEN,il <9 < ... <Zm}

Temos que E', munido da operacio de E, é uma dlgebra chamada dlgebra de Grassmann

sem unidade.

Exemplo 1.1.6. Seja A uma dlgebra associativa. Para todo a,b € A, podemos definir o
comutador |a,b] no espago vetorial associado a A, ao substituirmos o produto original em
A por essa nova multiplicacio, denotaremos a nova dlgebra por A, Além disso, podemos
também substituir o produto original em A pelo produto de Jordan a o b, denotando a nova
dlgebra por A, Observa-se que A e A sio dlgebras de Lie e Jordan, respectivamente.
No caso da dlgebra de Jordan exigimos que a caracteristica do corpo seja diferente de 2,

iremos dedicar a Segao 1.7 para este tipo de algebras.

Definigao 1.1.7. Seja A uma dlgebra. Dizemos que:
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(i) Um subespago B de A é uma subdlgebra de A, se é fechado com respeito a multi-

plicacao, isto €, bibs € B para quaisquer by, by € B;

(ii) Um subespago I de A é um ideal (bilateral) de A se Al = 1 e [AC I, ou seja, se

ar,ra € I para quaisquer a€ A ex € I.

Podemos definir ideais unilaterais. Um subespaco I é dito ideal a direita

(respectivamente a esquerda) se IA < I (respectivamente Al < I).

Exemplo 1.1.8. Considere a dlgebra exterior E (Ezemplo 1.1.5). Dado k € N, tomemos
o subespaco Ey, de E gerado por

{1,6i16i2"'€il|1<i1<i2<"'<il<l€}.

Temos que Ej, é uma subdlgebra de E de dimensdo 28. A dlgebra Ej é a dlgebra de

Grassmann do espacgo vetorial com base {ej,ea,..., e}

Exemplo 1.1.9. O subespago UT, (K) de M,,(K) formado por todas as matrizes triangula-
res superiores é uma subdlgebra da dlgebra associativa M, (K). Pode ser deduzido facilmente
que este mesmo subespago é uma subdlgebra da dlgebra de Lie M,(K)™) = gl,,(K), bem

como uma subdlgebra da dlgebra de Jordan M, (K)™.

O subespago sl,(K) que consiste das matrizes de tragco 0 em M,(K) é uma
subdlgebra de Lie de M,(K)). Por outro lado sl,(K) ndo é subdlgebra da dlgebra associ-
ativa M, (K) (observe que o produto de duas matrizes de trago 0 nio necessariamente terd
trago 0).

Analogamente, o subespaco das matrizes simétricas € uma subdlgebra de Jordan
em M,(K)®) que nio é subdlgebra da dlgebra associativa M,(K) (sabemos da dlgebra
linear elementar que o produto de duas matrizes simétricas é de novo uma matriz simétrica

se e somente se as duas matrizes iniciais comutam,).

Exemplo 1.1.10. (Centro de uma dlgebra) Seja A uma dlgebra. Podemos definir o

centro comutativo de A como sendo o conjunto
Z(A)={ae Al la,z] =0, para todo x € A}
e seu centro associativo dado por
N(A)={a€ A|(a,z,y) = (x,a,y) = (x,y,a) = 0, para todo z,y € A}.

Assim, o conjunto

Z(A) = Z(A) A N(A)

¢ uma subdlgebra de A chamada centro de A. Em particular, se A for associativa entao
o conjunto Z(A) = Z(A) é o centro de A. Além disso, é facil verificar que dado n € N,
Z(M,(K)) = {\, | \e K} e que Z(E) = EO.
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O préximo resultado nos permite obter uma estrutura de algebra a partir de

um espago vetorial.

Proposicao 1.1.11. Sejam A um espaco vetorial e B uma base de A. Dada uma funcao
f: BxB — A, existe uma unica aplicagao bilinear -: Ax A — A tal que uy -ug = f(uy, us)

para quaisquer ui, us € B.
Demonstragio. Veja a prova em [36, Observagao 1.1.2]. O

Assim, para definir uma estrutura de dlgebra sobre um espaco vetorial A basta
definir o produto para os elementos de uma base B de A, uma vez que a soma e o produto
por escalar estao bem definidos no espago vetorial e sao constantes de estrutura. Uma
vez definido o produto, verifica-se que A é uma algebra associativa se, e somente se,
(v1v2)vg = v1(v9u3), para quaisquer vy, ve, vz € B. Similarmente para o caso comutativo

ou unitério.

Exemplo 1.1.12. Seja G' um grupo. Consideraremos o conjunto KG de todas as somas

formais Z agg, onde ay € K e o conjunto {g € G | ay # 0} € finito, aqui ayzg € um
geG

simbolo formal. Dizemos que Z 0gg = Z Byg em KG se oy = B, para todo g € G. Além
geG geG
disso definimos, em KG, a soma

Z Qgg + Z Beg = Z(O‘g + By)g

geG geG geG

e o produto por escalar

A Z ayg = Z()\ag)g, para todo \ € K.
geG geG
Observe que KG munido dessas operacoes € um espaco vetorial com base G. Adotando
a notacao multiplicativa em G e considerando no espaco vetorial KG o produto induzido
pela operacao de G, pela proposicao anterior, KG é uma dlgebra associativa com unidade
chamada de dlgebra de grupo. Observe que KG é comutativa se, e somente se, G é

abeliano.

Exemplo 1.1.13. (Produto tensorial de dlgebras) Sejam A e B dlgebras. Recor-
damos que o produto tensorial entre espacos vetoriais A e B, denotado por AQk B, é
o espago vetorial gerado por {a @k b | a€ A,be B}. Os elementos da forma a ®k b sdo

chamados de tensores e satisfazem:

(i) (a1 + a2) ®x b = (a1 ®x b) + (a2 Qk b);

(i) a @k (b1 + b2) = (a @k b1) + (a Qx ba);
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(iii) Ma®x b) = (A\a) ®x b= a @y (AD),

para quaisquer ai, as, a € A, by, by, be B e A€ K.

E um fato bastante conhecido que se By e By sio bases de A e B, respectivamente,
entao o conjunto {u ®x v | u € By,v € By} é uma base do espago vetorial A @k B e
dimg (A ®k B) = dimg A - dimg B. Mais geralmente, sejam {a; | i € I} e {b; | i € I}
subconjuntos de vetores linearmente independentes de A e B, respectivamente, entdo o
conjunto {a; ®k b; | i € I} é um subconjunto linearmente independente de A ® B. Além
disso, se V. é um espaco vetorial e f: A x B — V wuma aplicacao bilinear, entdo existe
uma unica transformagdo linear Ty: A ®x B — V satisfazendo T¢(a @k b) = f(a,b)
(propriedade universal do produto tensorial), para maiores detalhes ver [24, Capitulo 11,

Se¢ao 12].

Para definir uma estrutura de dlgebra em A®y B, fixamos bases By e By de A
e B, respectivamente, e definimos o produto da forma (u3 ®p v1)(us @ v2) = Urts R V12,
para todo uq, us € By e v1, va € By. Da Proposi¢cio 1.1.11 temos que se A e B sdo dlgebras
associativas (comutativas) entdo AQ®y B, munido deste produto, é uma dlgebra associativa

(comutativa). Caso A e B tenham unidade, entio 14 Qk 1 € a unidade para a dlgebra

AQ®k B.

A seguir faremos duas observac¢oes importantes sobre o exemplo anterior.

Observagao 1.1.14. (Tensor ndo nulo) Sejam V e W espagos vetoriais, vg € V' e

wo € W wvetores nao nulos. Entdo vy Qx wy € um vetor nao nulo em V Qg W.

Observagao 1.1.15. (Centro de uma dlgebra tensorial) Sejam A e B dlgebras
unitdrias, entio Z(AQy B) = Z(A)®k Z(B). De fato, como Z(A) Rk Z(B) estd contido
em Z(A®k B), entao resta mostrar a inclusio contraria. Seja o € Z(A ®k B) ndo nulo,

entdo existem ay, ..., a, € A nao nulos, e by, ..., b, € B linecarmente independentes, tais
n

que o = Z a; Q b;. Dados x,y € A, temos que
i=1

(o, (v ®K 1), (y @k 18)) = ((r ®K 1), @, (y @k 15)) = ((z ®k 15), (y ®k 1p),a) =0

¢ [a, (x ®x 1g)] = 0. Segue que (a;,2,y) = (2,a1,) = (v.y.0;) = [ai,2] = 0, ou seja,

a; € Z(A), para todo i = 1,...,n. Como a € Z(A) ®k B, existem z1, ..., z, € Z(A),

linearmente independentes, e Uy, ... b € B nao nulos tais que o = Z 2 QK b Fazendo
i—1

procedimento andlogo ao que foi feito anteriormente, concluimos que bV}, ..., b, € Z(B).

Isto termina a demonstracao.

Definigao 1.1.16. Sejam A uma dlgebra e S um subconjunto ndo vazio de A. Definimos:
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(i) Subdlgebra de A gerada por S, denotada por {S)x, como sendo a interse¢io de

todas as subdlgebras de A que contém S (ou S U {14}, caso A seja unitdria).

(ii) Ideal de A gerado por S, denotado por (S), como sendo a intersegio de todos os

ideais de A que contém S.

Claramente, da definigdo anterior, (S, é a menor subélgebra de A que contém
S, assim como o ideal de A gerado por S. Sendo A uma algebra, dizemos que S S A gera
A, como &lgebra, ou é um conjunto gerador para a dlgebra A, se {(S)x = A. Além disso,

A é dita uma algebra finitamente gerada se existe S € A finito tal que (S)x = A.

Observagao 1.1.17. Sendo A uma dlgebra associativa unitaria e S um subconjunto ndo
vazio de A, nao € dificil mostrar que (S)k coincide com o subespago de A gerado por
{1,5180--8, |n€N,s; €S} e oideal de A gerado por S coincide com o subespago de A

gerado por {asb | a,be A, s € S}.

Sejam A uma algebra e I um ideal de A. Denotaremos, como usualmente,
por A/I a Algebra Quociente de A por I. Para cada a € A, denotaremos o elemento

correspondente em A/I por a ou a + I.

Definicao 1.1.18. Sejam A e B duas dlgebras. Dizemos que uma transformagdao linear
v: A — B é um homomorfismo de dlgebras, se p(ajaz) = ¢(ay)p(as), para quaisquer

ai, ay € A. Se A e B possuem unidade, exigimos que p(14) = 1p.

Chamamos ¢ de monomorfismo (ou mergulho) se ¢ é um homomorfismo
injetivo, de epimorfismo se p ¢ um homomorfismo sobrejetivo, e de isomorfismo se ¢
¢ um homomorfismo biunivoco. Dizemos que ¢ é um endomorfismo de A, se ¢ é um
homomorfismo de A em A e um automorfismo de A se ¢ é um endomorfismo biunivoco
de A. Denotamos por Endg(A) e Auti(A) o conjunto dos endomorfismos e automorfismos,
respectivamente, da algebra A. Quando existe um isomorfismo ¢: A — B, dizemos que as

algebras A e B sao isomorfas e denotamos por A ~ B.

Seja ¢: A — B um homomorfismo de algebras. Denotamos o nicleo de ¢
por Kerp = {ae A | ¢(a) = 0} e a imagem de ¢ por Imy = {p(a) | a € A}. E de facil

verificacdo que Kery é um ideal de A e a Imyp é uma subalgebra de B.

Apresentaremos a seguir alguns exemplos importantes de homomorfismos.

Exemplo 1.1.19. Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. A aplicagio m: A — A/I,

definida por w(a) = a+ 1, é um epimorfismo de dlgebras denominada proje¢@o canénica.

Exemplo 1.1.20. Seja A uma dlgebra associativa e unitdria. Dizemos que um elemento

a€ A é invertivel se existe a™' € A tal que aa™" = a"'a = 1. Vamos denotar por U(A) o
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conjunto dos elementos invertiveis de A, entio U(A) é um grupo multiplicativo. Tomando

r e U(A), podemos considerar a aplicagao

Int.: A — A

v — Int(x) =raort

E facil verificar que esta aplicacio é um automorfismo de A chamado de automorfismo

interno determinado por r.

Definigao 1.1.21. Seja A uma dlgebra com unidade. Dizemos que A é uma dlgebra com
divisdo se U(A) = A\{0}.

Exemplo 1.1.22. Seja R o corpo dos reais, entao as R-dlgebras R, C (corpo dos complexos)
e H (dlgebra dos quatérnios reais) sao exemplos de dlgebras com divisao. A dlgebra R(x)
das fungoes racionais de uma varidvel x também é um exemplo de dlgebra com divisao.

Esta dltima é comutativa, portanto € um corpo.

A determinacao das algebras com divisao e de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado é trivial, mais precisamente observamos os dois resultados a seguir.

Suas demonstragoes podem ser encontradas em [53, pag. 452

Teorema 1.1.23. Se K € algebricamente fechado e D é uma dlgebra com divisao de

dimensdo finita sobre K, entao D = K

Teorema 1.1.24 (Teorema de Frobenius). As unicas dlgebras associativas com divisao
reais de dimensdo finita sdo, a menos de isomorfismo, o corpo dos reais, a dlgebra dos

complexos e a dos quatérnios reais.

Daremos neste momento a definicao e propriedades elementares de médulos

necessarios para o entendimento do nosso trabalho.

Definigao 1.1.25. Sejam A uma dlgebra unitaria e M um espago vetorial sobre o corpo

K. Considere uma aplicacao

cAXxM — M

(a,m) — a-m
que satisfaz as sequintes condigoes:
(i) (a1 + az)-m = (a1 -m) + (az - m);
(ii) a-(mq+ms) = (a-mq)+ (a-msy);

(iii) (Aa)-m =a-(Am) = Aa-m);
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(v) ay - (ag-m) = (araz) - m; e

(’U) 1A'm:m7

para quaisquer a, ai, as € A, m, my, mg € M e X € K. Dizemos que M, munido dessa
aplicagio, é um A-médulo a esquerda (ou médulo da esquerda sobre A). De modo similar

podemos definir um A-mddulo a direita (ou mddulo d direita sobre A).

Notagao 1.1.26. Por simplicidade chamaremos um A-maodulo a esquerda simplesmente

de A-mddulo.

Exemplo 1.1.27. Sendo A uma dlgebra unitdria, pela definicio de A-mddulo temos que

A é um A-mdodulo, cuja a aplicacio considerada é a sua préopria multiplicacao.

Exemplo 1.1.28. Sejam G um grupo, V um espago vetorial e ¢: G — GL(V) um

homomorfismo de grupos, onde ¢(g) = ¢,. Considere o sequinte aplica¢do

2w KGxV — V
(Z Aggsv) — Z)\gg-vz ZAQSDQ(U)'

geG gelG geG
Note que V', munido dessa aplica¢ao, é um KG-mddulo (ou simplesmente, G-maédulo),
onde as condicoes da Definicao 1.1.25 sequem do fato de que ¢ é wm homomorfismo de

grupos e @4 € linear, para cada g € G.

Definigao 1.1.29. Sejam A uma dlgebra e M um A-mddulo. Definimos um submaéddulo
(ou A-submédulo) N de M como sendo um subespago de M tal que a-n € N para quaisquer

acAeneN.

Exemplo 1.1.30. Seja A uma dlgebra. Considerando A como A-mdédulo; seque diretamente

da definicao que os seus submodulos sao exatamente os ideais d esquerda da dlgebra A.

Definigao 1.1.31. Sejam My e My mddulos sobre uma dlgebra A. Definimos um homo-
morfismo de A-modulos como sendo uma transformacao linear ¢: My — M tal que
ola-m) =a-p(m) para quaisquer a € A e m € My. Se ¢ é biunivoca, dizemos que @ €

um tsomorfismo de A-mddulos.

Definicao 1.1.32. Sejam A uma dlgebra e M um A-modulo.

(i) Dizemos que M é simples (ou irredutivel), como A-mdédulo, se seus unicos sub-

modulos sao {0} e M.

(ii) Dizemos que M é completamente redutivel (semissimples) como A-mddulo,

se M pode ser decomposto como uma soma direta de submodulos irredutivel.
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Da defini¢ao acima, temos que todo médulo irredutivel é completamente redu-
tivel. A unicidade, a menos de isomorfismo e ordenacao, das componentes irredutiveis de
um modulo completamente redutivel M é um resultado muito importante para alguns dos
exemplos apresentados no Capitulo 2 (ver Observagao 2.2.11), mais precisamente temos o

seguinte resultado. Sua demonstra¢ao pode ser encontrada em [54, Se¢ao, 3.4, pag. 115].

Teorema 1.1.33 (Teorema de Krull-Schmidt). Seja M um A-mddulo de dimensao
finita tal que
M=Me&M&  -@&M,=ND®N DD Ny,

para My, Ms,..., M,, N1, No, ..., N,, submodulos irredutiveis de M. Entao n = m e M;

e N; sao isomorfos para todo i =1, 2, ..., n (reordenando os N;’s, se necessdrio).

Observamos que ele é valido numa situagao mais geral que a enunciada aqui.
Uma afirmacao equivalente a definicdo de médulo completamente redutivel que utilizaremos

aqui serd enunciada a seguinte.

Teorema 1.1.34. M ¢é um A-mdédulo completamente redutivel se, e somente se, para todo
submédulo N de M existir N submddulo de M tal que M = N @ N'.

Demonstragio. Ver [54, Secao 3.5, Theorem 3.10, pag. 121]. O

Seja A uma dlgebra (ndo necessariamente associativa) sobre um corpo K. Dado
a € A, podemos considerar a multiplicacdo a direita D, (resp., a esquerda F,) como sendo
a aplicagdo linear © — za (resp., x — az). Assim, podemos associa-14 a duas algebras

associativas de transformacoes lineares:

(1) A Aalgebra das multiplicagoes M = M(A) definida como sendo a subélgebra de
Endg(A) gerada por 1 e todos os D, e E,, com a € A.

(2) O Centroide I' =T'(A) de A como sendo o centralizador de M em Endg(A), ou
seja, v € Endg(A) tal que ym = mry, para todo m € M.

Evidentemente, para todo v € I, tem-se [, D,]| = [, E.] = 0, para todo a € A,
e vice-versa, logo

(ab)y = a(yb) = (a)b, (1.3)

para todo a, b e A.

Lema 1.1.35. Se A% = A, entdo I é comutativo.

Demonstracao. Para todo v, d € I' e todo a, b € A tem-se

(ab)yo = (a(by))d = (ad)(by) e
(ab)oy = ((ad)b)y = (ad)(t7)



Capitulo 1. Preliminares 30

Consequentemente, ab(67—~d) = 0. Como A% = A, entdo todo c € A é da forma ¢ = Z a;b;.

Segue que ¢(dy —vd) = 0, para todo ¢ € A nao nulo, e portanto, §y = 4, para todo 7,

0 € I'. Concluimos que I' é comutativo. O

Definicao 1.1.36. Uma dlgebra A é chamada de simples se 0 e A sdo os Uunicos ideais
de A e A? # 0.

Observe que os ideais de uma algebra A sao exatamente os subespacos invari-
antes pela multiplicagdo a esquerda e a direita. Assim, A é simples se, e somente se, M
¢ uma algebra irredutivel de transformacoes lineares, irredutivel no sentido que nao ha
subespaco nao trivial m-invariante para todo m € M. Se x € A, entdo o menor subespago

M-invariante contendo x é Mx. Portanto,

Lema 1.1.37. A € uma dlgebra simples (ndo necessariamente associativa) se, e somente
se, A2 #0 e Mz = A para todo x # 0.

Lema 1.1.38 (Lema de Schur). Seja R uma dlgebra. Se N é um R-mddulo irredutivel,

entdo Endg(N) é um anel de divisdo.

Assim, considerando a algebra A simples e M a algebra irredutivel de transfor-
magao lineares, podemos ver A como M-médulo irredutivel (pela multiplicagao m-a = m(a),

para todo m € M e todo a € A). Do Lema de Schur temos que
Endy(A) ={y € EndgA | ym = mry, para todo me M} =T,
ou seja, I' ¢ um anel de divisdao. Como consequéncia temos o seguinte resultado.

Teorema 1.1.39. O centroide I' de uma dlgebra simples é um corpo.

Defini¢ao 1.1.40. Uma dlgebra A é dita central, se seu centroide I' coincide com o

corpo base.

Dadas uma algebra A sobre K e uma extensao qualquer F' do corpo K,
escreveremos Ar = A Qg I para indicar a F-algebra obtida de A por extensao de
escalares para F'. Claramente, se A é simples com centroide I', entdo Ar é central simples
sobre o corpo I'. Consideraremos a questao de extensao do corpo base de uma algebra
nao-associativa simples. A seguir enunciaremos um resultado fundamental desta conexao

de definigbes cuja demonstracao pode ser encontrada em [51, Teorema 3, pag. 292].

Teorema 1.1.41. Seja A uma dlgebra (nao necessariamente associativa) sobre um corpo
K e F uma extensao qualquer do corpo K. Entao A é central simples se, e somente se,

Ap € simples, para toda extensio F de K.
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Enunciaremos um importante resultado provado por Weedderburn para o caso
de algebras simples de dimensao finita. Posteriormente Artin estendeu o mesmo para anéis
artinianos simples e assim o resultado ficou conhecido como o “Teorema de Wedderburn e
Artin”.

Teorema 1.1.42 (Wedderburn). Seja A um dlgebra simples de dimensdo finita. Entao A
¢ isomorfa a M, (D), onde D é um anel de divisao. Caso o corpo base K seja algebricamente

fechado, entio A é isomorfa da dlgebra de matrizes M, (K) para algum n.
Demonstragio. Ver por exemplo [85, Corolario 1.6, pag. 282]. ]

Por fim, o resultado final desta secao é uma consequéncia imediata do Teorema

de Skolem-Noether, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [85, Teorema 4.2, pag 291].

Proposicao 1.1.43. Se A € uma dlgebra associativa central simples de dimensdo finita,

entdo todo automorfismo de A € interno.

1.2 Algebras Graduadas

Nesta secao apresentaremos os conceitos de algebras graduadas que serao
fundamentais para nossos estudos nos Capitulos 2 e 3. Em todo texto G denotard um

grupo abeliano com elemento neutro e.

Definigao 1.2.1. Dizemos que uma dlgebra A é G-graduada se existe uma familia de

subespagos {A, | g € G} de A tais que

A=@PA, e AA,C Ay,

geG

para quaisquer g, h € G.

Na defini¢ao anterior, o subespago A, é chamado de componente homogénea
de grau g e os seus elementos de elementos homogéneos de grau g. Um subespago

V de A é homogéneo (ou graduado) se

V=PV nA,).

geG

Em particular, podemos considerar subalgebra homogénea e ideal homogéneo. Além disso,
o suporte de uma algebra G-graduada, denotado por supps A (ou simplesmente por
supp A), é definido como sendo o conjunto {g € G | A, # 0}. Similarmente, podemos

definir o suporte de qualquer subespaco homogéneo em A.

Exemplo 1.2.2. Toda dlgebra A admite uma G-graduagdo, basta considerar A, = A e

A, = {0} para todo g € G\{e}. Esta graduacdo é chamada trivial.
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Exemplo 1.2.3. A dlgebra de Grassmann E possui uma Zo-graduacao natural definida
por B = Ey@® E1, onde Ey e Ey sao os subespacos do Exemplo 1.1.5. Além disso, a dlgebra
de Grassmann E), de dimensdo 2" (veja exemplo 1.1.8) também possui uma Zao-graduagao

natural induzida por E de maneira que (Ey)o = Ex 0 Ey e (Fx)1 = Ex 0 E.

Observamos aqui que a algebra de Grassmann possui outras graduagdes com o
grupo Zs. As graduacoes onde o espaco V' gerado pelos vetores ey, es, ..., é homogéneo,
sao bem conhecidas (ver, por exemplo, [29]). Mas no caso geral nao se tem ainda uma

descricao, exceto quando dim V' < oo (ver [65]).

Exemplo 1.2.4. Sejam A = @gecAy ¢ B = @neu By dlgebras graduadas pelos grupos
G e H, respectivamente. O produto tensorial A @k B possui uma G x H-graduagdo
natural A Qi B = @(g,h)erH(A R B)(g,h) cujo 0s seus componentes homogéneos sao
dados por (A @k B)gn = Ay Ok Br. Em geral, dados grupos Gi1,G,...,Gp e uma
algebra G-graduada Ry, para cada k =1, ..., m, podemos definir o produto tensorial
de dalgebras R1 Qx R QK - @k R, graduado pelo grupo G = G1 x Gy X -+ X Gy,
chamado de graduacg¢do produto tensorial, cujos componentes homogéneos sao dados

pelos conjuntos

Rig1 g2,.9m) = (R1)g, ®k (R2)g, Ok -+ @k (Rin) g,

onde g € Gy, para cada k =1,2,...,m.

Exemplo 1.2.5. Introduzimos no Exemplo 1.1.4 a notagcao da dlgebra das matrizes de
ordem n sobre um corpo K, denotado por M = M, (K). Assim, para cada vy € Z, tomemos

o subespago M, = (E;; | j —1 = ). Além disso, para cada k € Z, tomemos

[P SR U T
(EBij|lj—i=k)y , selkl<n

E facil observar que Mg = My é exatamente o conjunto das matrizes diagonais e do fato

que o conjunto {E;; | 1 <i,j < n} forma uma base para M, temos que as decomposicoes

M= M, =P M,

~ELn, kezZ

definem uma Z,-graduacio e uma Z-graduagio, respectivamente, em M,(K). Ademais,

sejam a, b € Z tais que a + b = n, podemos considerar uma Zo-graduagao em M, (K) dada

A0 0 B
MOZ (& M1: .
0 D c 0

Aqui Ae M,(K), D e My(K) e B, C sao blocos de matrizes a x b e b x a, respectivamente,

com entradas em K.

por
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A Z,-graduagao sobre M, (K) no exemplo anterior é chamada de Graduagao
de Vasilovsky de M, (K), esse é um exemplo particular de uma graduagido chamada de
elementar sobre as algebras das matrizes que definiremos a seguir. Tal graduacgao, no

caso das matrizes de ordem 2, foi introduzida por Di Vincenzo [27].
Definigao 1.2.6. Seja g = (g1, .., 9n) uma n-upla de elementos em G. A decomposicio
M, (K) = @gec(Mn(K))y, (1.4)

onde (M, (K)), ¢ o subespago gerado pelas matrizes elementares E;; tais que g; 'g; = g,

¢ uma graduagio por G de M,(K) chamada graduagdo elementar induzida pela

n-upla g.

Observacgao 1.2.7. E ébvio que a n-upla (91, -+, 9n) para uma dada graduagao elementar
nao é unica. Por exemplo a n-upla (9g1,...,99,) define a mesma graduagdo, para todo
ge (.

Exemplo 1.2.8. Seja K um corpo contendo uma n-ésima raiz primitiva da unidade,

denotada por €. Considere as duas matrizes de ordem n

0
et 0 0 0
0 &2
A= e B= :

0 . 1

0 0 1
1 0 0

Entao A e B satisfazem as relagoes
AB =e¢BA, A" = B" =1,, (1.5)

onde I, é a matriz identidade de ordem n. E de fdcil verificacio que as matrizes A'B7,
1 <i,j <n, sdo linearmente independentes sobre K. Como sio n® matrizes dessa forma,
temos que elas formam uma base para M,(K). Agora considere o grupo G = (a), x (b), =
Zp % Ty, 0 produto direto de dois grupos ciclicos de ordem n e para g = a'b’, denote por

(M, (K)), o espago unidimensional spang{A'B’}. Da relagio (1.5) seque que
(A'BY)(A"B") = e* (A B*)(A'B),

entao,
Mn(K) = (‘B(Mn(K))g (1-6)

geG

¢ uma G-graduagao de M,(K) chamada graduagdo de Pauli.

Defini¢ao 1.2.9. Seja A uma dlgebra G-graduada tal que A = @yeqAy. A graduacao é

chamada de fina se para qualquer g € G temos dimg A, < 1.
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Observacgao 1.2.10. A graduacio de Pauli de M, (K) é um exemplo de graduagio fina.

Agora iremos enunciar um resultado de [15] que identifica qualquer graduagao
sobre uma algebra de matrizes pelo grupo GG, sobre um corpo algebricamente fechado. Mas

antes disso precisaremos definir o que é um isomorfismo G-graduado.

Definigao 1.2.11. Sejam A e B dlgebras G-graduadas. Uma aplica¢io p: A — B é cha-
mada homomorfismo G-graduado, se ¢ é um homomorfismo que satisfaz p(A,) < B,
para todo g € G. De modo andlogo, definimos isomorfismo, endomorfismo e automorfismo

G-graduado.

Teorema 1.2.12. [15, Teoremas 6 e 8] Sejam K um corpo algebricamente fechado e
M, (K) = ®yec(M,(K)), a dlgebra das matrizes munida de uma graduacdo por um grupo
abeliano G. Entao existem uma decomposi¢cdo n = tq, um subgrupo H de G, e uma q-upla
g=(q1,...,94) de elementos de G tais que M,(K) seja isomorfa a M;(K) ®rx M,(K)
como dlgebras G-graduadas. Aqui My(K) é uma dlgebra H-graduada com uma graduagio
fina e My(K) tem uma graduagio elementar induzida pela q-upla g. Além disso, a escolha
do subgrupo H € de tal maneira que dim((M(K)),) = 1 para todo h € H. Entio o
grupo H = Hy x -+ X Hy, com H; = 7y, X Zy,, parai=1,...,k, e M(K) € isomorfo a
My, ®k - - - ®x My, onde My, = Mtj(K) ¢ uma algebra com graduacao de Pauli pelo grupo
H.

je

Corolario 1.2.13. [15, Coroldrio 10] Seja M,(K) graduada por um grupo finito G

cuja ordem nao € divisivel por um quadrado. Entao qualquer graduacao sobre M, (K) é

elementar.

A seguir enunciaremos dois resultados elementares porém bastantes tteis. O
primeiro é uma caracterizacao das subalgebras homogéneas e o segundo é sobre a algebra
quociente por um ideal homogéneo, ambos de uma dlgebra G-graduada. Ambos resultados

sao bem conhecidos, portanto omitiremos as demonstragoes.

Lema 1.2.14. Sejam A uma dlgebra G-graduada e B uma subdlgebra de A. As sequintes

afirmagoes sio equivalentes:

(i) B é subdlgebra G-graduada de A;
(ii) As componentes homogéneas de cada elemento de B pertencem a B;
(7ii) B ¢é gerada por elementos homogéneos.

Proposicao 1.2.15. Se I é um ideal homogéneo de uma dlgebra G-graduada A entdo

A/I é uma dlgebra G-graduada considerando suas componentes homogéneas da forma

(A/l)y={a+1]|ae Ay}, para cada g € G.
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A algebra G-graduada A = @A, é dita fortemente G-graduada se
A,A, = Ay, para todo g,h € G. Por exemplo, a élgebra de grupo A = KJ[G] ¢é for-
temente G-graduada. Além disso, se A é fortemente G-graduada, entao A/I também o
é, para todo ideal homogéneo I de A. O préximo resultado caracteriza esses tipos de

graduacao.

Lema 1.2.16. R ¢é uma dlgebra fortemente G-graduada se, e somente se, 1 € RgR 1,

para todo g € G.

Demonstragio. Ver [66, Proposicao 1.1.1, pag. 2] O

Definicao 1.2.17. Seja G um grupo. Uma dlgebra G-graduada A € chamada G-produto
cruzado se U(A) n A, # &, para todo g € G.

Pelo Lema 1.2.16, toda algebra G-produto cruzado é uma &lgebra fortemente
G-graduada. A reciproca nao é verdadeira, basta considerar uma Zs-graduagao sobre
A = M3(K), definida por:

K K 0 0 0 K
Ag = K K 0 e A= 0 0 K

0 0 K K K 0
Observe que A;A; = Ag, uma vez que a base de Ag esta contida em A;A;. Entao A é
uma algebra fortemente Z,-graduada, porém nao é Zsy-produto cruzado, ja que nao tem
elemento invertivel em A;. Isso nao contradiz o Lema 1.2.16, ja que AjA,1 é soma de

produtos entre elementos homogéneos de grau g e g .

Definigao 1.2.18. Sejam I': A = @yegAy e I': A = @pen Ar graduagoes de uma dlgebra
A pelos grupos G e H, respectivamente. Dizemos que a graduacio I'' é um coarsening
de I' se para todo g € G existir h € H tal que A, = Ayj,. Nestas condigoes também dizemos

que I' € um refinamento de I'.

Observagao 1.2.19. Se, para algum g € suppgA, existir h € H tal que a inclusao
definida acima seja estrita, dizemos que o refinamento ou coarsening é proprio. Além
disso, podemos definir uma ordem parcial “<” da sequinte maneira: Dizemos que I < T
se, e somente se, I é um coarsening de I". Neste caso, uma graduagdo que ndo admite

refinamento proprio é chamada de fina.

Exemplo 1.2.20. Sejam I': A = ®yecAy e I': A = Bren An graduagoes de A pelos grupos
G e H, respectivamente, tais que H = G/T' para algum subgrupo T' de G. Se Az = @yezAy,

para todo g € H, entio I é um coarsening de I' chamado fator graduado.

A préxima definicao introduz a nogao de algebras regulares, consideradas por
Regev e Seeman em [79]. Tais dlgebras serdo utilizadas fortemente nos Capitulos 2 e 3,

para maiores detalhes ver [4,13,79].
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Definicao 1.2.21. Seja R uma dlgebra e 'r: R = @pen Ry, uma graduagdo por um grupo
abeliano H. Dizemos que I'g € uma graduacao regular se existir um H-fator de comutagao

(ou simplesmente fator de comutagio) f: H x H — F* tal que

(P1) Para todo n e toda n-upla (hy, ..., h,) de elementos em H existem ry,...,1,, com

r; € Rp;, tais que ry---1y, # 0.

(P2) Para todos hy,he € H e todos ay, € Ap,, an, € Ap,, temos
any@ny = B(h1, ha)an,an, .

Neste caso, a dlgebra R € dita regular se admitir uma graduacao regular por um grupo
abeliano H. A H-graduacao regular sobre R é minimal (ou ndo degenerada) se para
qualquer h # ¢ existir b tal que B(h,h') # 1.

Observacao 1.2.22. Na defini¢io acima o fator de comutacio B: H x H — F* é um
bicaracter antissimétrico (ver [4, Observagio 13]), isto €, para todo hg € H as aplicagoes
h +> B(ho,h) e h > B(h,hgy) sio caracteres do grupo H e B(ha, h1) = B(hi,hs)” " para
todos hi,hy € H.

Exemplo 1.2.23. O exemplo mais imediato de dlgebra reqular é o corpo K. Considerando

uma Zy-graduagao sobre o anel de polinémios em uma varidvel K|x| dada por

n—1
Klz] = P A;, onde A; = 2'K[2"],0<i<n—1,
i=0
¢ exemplo de uma dlgebra que possui uma graduagdo reqular que nao ¢ minimal. Ja a
Zs-graduagdao natural da dlgebra de Grassmann (Ezemplo 1.1.5) e a graduagio de Pauli de
a dlgebra das matrizes (Ezemplo 1.2.8) sao regulares e minimais. Porém, a graduagdo de

M, (K) dada pelo grupo Z, (ver Exemplo 1.2.5) nao é reqular.

A préxima observagao dard um modo de determinar o bicaracter do produto

tensorial entre duas algebras regulares.

Observagao 1.2.24. Sejam A, B dlgebras cujas graduacoes requlares sao dadas pelos
grupos abelianos G e H, respectivamente. O produto tensorial graduado de A Qx B ¢

reqular e o seu correspondente bicaracter Sag,p: (G x H) x (G x H) - K™ ¢é dado por

BagxB((91,92), (h1, ha)) = Bal(g1, 92)Ba(h1, ha),

para todo g1, go € G e todo hy, ho € H. Além disso, se A e B sao dlgebras requlares
minimais, entdo o produto tensorial Ay B também serd reqular e minimal, para maiores
detalhes ver [13, Proposi¢io 2.1].



Capitulo 1. Preliminares 37

Exemplo 1.2.25. Como aplicag¢ao da observagao anterior, temos que as dlgebras M, (E)
e E®k E possuem graduacoes requlares dadas pelos grupos (Zy, X L) % Lo € Lo X Lo,

respectivamente.

Seja : H x H — K> o bicaracter associado a H-graduacao regular de R.
Denote por
H ={hWeH|BM, h)=1, paratodohe H} < H. (1.7)

E claro que H' é um subgrupo de H e Ry < Z(R) para todo b’ € H'. Consequentemente, o
bicaracter 3 sobre H induzird um bicaracter § sobre H = H /H'. Além disso, a H-graduacao

de R induzida pela sua H-graduacao é regular e minimal.

Para finalizar esta segdo iremos definir o envelope de Grassmann, essa defini¢ao
serd utilizada como suporte para os proximos capitulos. A partir de agora uma algebra

Zo-graduada sera chamada de superalgebra.

Definigao 1.2.26. Seja A = Ay ® Ay uma superdlgebra. O envelope de Grassmann

de A ¢ a superdilgebra

E(A) = BEQrA = (B @k Ao) @ (E1 ®k Ay).

Ressaltamos que no caso de algebras nao associativas a defini¢do de superédlgebra
exige mais que uma Zo-graduagao. Mais precisamente, uma algebra Zs-graduada é uma
superalgebra de Lie ou de Jordan, quando E(A) é uma &lgebra de Lie, respectivamente de

Jordan.

Observacao 1.2.27. O envelope de Grassmann de uma subdlgebra A é uma subdlgebra
do produto tensorial EQy A.

Exemplo 1.2.28. Considere a superdlgebra para M,(K) dada no Exemplo 1.2.5, onde
n = a+b. Podemos considerar o envelope de Grassmann de M, (K) como sendo a subdlgebra

da dlgebra M,y(E), denotado por M, ,(E), que consiste de matrizes da forma

(¢7)

onde A€ M,(Ey), D e My(Ey) e B, C sao blocos com entradas em E,. Esta superdlgebra

possui componentes homogéneas

(Mas(E)), = (? g) ¢ (Myy(E)), = < g ff )

Agora, considere a algebra S = My(K) e as matrizes de Sylvester abaixo:

(o8 )= (10) e (50)
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Observe que A> = B2 = I, AB = C' = —BA, portanto uma Z, x Z,-graduacao de S pode

ser obtida considerando as componentes homogéneas
Se =(I2), Sa=(A), Sy =(B), Sc =(C),
aqui ¢ = ab e I, é a matriz identidade, essa graduagao é regular e minimal. Assim,

Eo Ey

My, (E) = E(My(K)) = ( B E,

) = E L ®EADEB® FEC

¢ uma graduacdo regular minimal para o envelope de Grassmann F(My(K)).

Exemplo 1.2.29. Como aplicagao do comentdrio anterior e da Observacao 1.2.24, temos
que a dlgebra M, ,(E) = My 1(E) @x M,(K) € regular minimal com a correspondente

graduacao produto tensorial.

1.3 Algebra Livre

Nesta secao construiremos as Algebras Livres cuja importancia esta no fato de
serem os ambientes onde serao introduzidos os conceitos de identidades polinomiais e de
polindmios centrais utilizados em todo este trabalho. Comecaremos com a defini¢ao de

Algebras Livres.

Definigao 1.3.1. Seja C uma classe de dlgebras e F' € C uma dlgebra gerada por um
conjunto X € F. A dlgebra F ¢ dita livre na classe C, se ela satisfaz a sequinte propri-
edade universal: para cada dlgebra A € C e cada aplicacdo h: X — A existe um unico
homomorfismo F — A estendendo h. Neste caso, dizemos que F é a dlgebra livre na
classe C livremente gerada pelo conjunto X. Além disso, a cardinalidade | X| do

conjunto X serd chamada posto de F.

Exemplo 1.3.2. A dlgebra unitdria dos polindmios associativos e comutativos nas varidveis
X1, ..., Ty, denotada por K|xq,...,x,], € gerada pelo conjunto X = {xq,...,x,}. Seja A
uma dlgebra associativa, comutativa e unitdria. Dados aq, . .., a, elementos em A considere
a aplicagio ¢: X — A definida por o(x;) = a;. O homomorfismo ¢: K[xq,...,xz,] > A
dado por ¢(f(xq,...,2,)) = flai,...,a,) estende ¢. Portanto, K[z1,...,x,] é a dlge-
bra livre livremente gerada pelo conjunto X na classe de todas as dlgebras associativas,

comutativas e unitarias.

Agora construiremos uma algebra livre na classe de todas as algebras unitarias.
Seja X = {z,} um conjunto enumerével arbitrario de varidveis nao comutativas, adici-
onamos a este conjunto mais dois simbolos de parénteses “(” e “)”, ou seja, parénteses
a esquerda e a direita, e obtemos o conjunto X* = X u {(, )}. Considere todas as

possiveis sequéncias finitas de elementos do conjunto X*. Duas sequéncias aas - - - a,, €
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bibs - -+ b, de elementos em X* sdo ditas iguaisse m=nea; =b; parai=1,2, ..., m.
Definimos indutivamente o conjunto V[X] das sequéncias finitas de elementos sobre o
conjunto X* que chamaremos de palavras nao associativas de elementos do conjunto X.
Primeiro, todos os elementos do conjunto X pertencem a V[ X]. Segundo, se x1, x5 € X e
u, v € V[X\X entéo as sequéncias x122, 1(u), (v)z2 e (u)(v) também pertencem a V[X].
Nenhuma outra sequéncia pertence a V[X], por exemplo, a sequéncia (z;(z223))x, é uma
palavra nao associativa de elementos do conjunto X = {xi, z9, x3, x4}, mas a sequéncia
(x1(x9w3)x4) nao é. O nimero de elementos do conjunto X que aparece em uma palavra v

é chamado o comprimento da palavra nao associativa v, e serd denotado por deg(v).

Proposicao 1.3.3. Seja v uma palavra ndao associativa de elementos de algum conjunto.

Entao:

(i) O nimero de parénteses a esquerda em v é igual ao nimero de parénteses a direita;

(i) Em qualquer subsequéncia inicial de v, o nimero de parénteses d esquerda nao é

menor que o numero de parénteses a direita.
Demonstragio. [97, Proposicao 1, pag. 2] ]

Definimos no conjunto V[ X ] uma operagao bindria, denotada por “-”, de acordo
com as regras a seguir. Sejam z1,z5 € X e u,v € V[X]\X. Definimos: x; - 25 = x129;

x1-v=x1(V); u-x9 = (u)xe; u-v = (u)(v).

Proposigao 1.3.4. Toda palavra ndo associativa v com deg(v) = 2 tem wuma dnica

representacdo como produto de duas palavras ndao associativas de comprimento menor.
Demonstragio. [97, Proposicao 2, pag. 2] O

Consideramos agora o espago vetorial K{X} cuja sua base seja o conjunto

V[X], estendemos a multiplicagdo em V[X] para elementos de K{X} através da regra
Qi) - (X Byvs) = D cibi(ui - vj)
5 7 %

onde o, f; € K e u;,v; € V[X]. Com essa multiplicacdo K{X} ¢ uma algebra. O resultado

seguinte comprovara que a algebra K{X} satisfaz a propriedade universal.

Teorema 1.3.5. A dlgebra K{X} € livremente gerada pelo conjunto X na classe das

algebras unitarias.

Demonstragio. [97, Teorema 1, pag. 3] ]
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A Algebra K{X} é chamada algebra livre com conjunto de geradores
livres em X e seus elementos sao chamados polindmios nao associativos. Um polino-
mio nao associativo da forma av, onde a € K, v € V[X] , é chamado mondémio nao
associativo. O comprimento de v é chamado de grau do monémio. O maior grau dos
monomios cuja soma constitui um polinomio f = Z a;v; é chamado grau do polinémio,

denotado por deg f = max{degv;}.

Proposicao 1.3.6. Duas dlgebras livres K{X} e K{Y'} sao isomorfas se, e somente se,

| X| = Y|, isto é, se os conjuntos X e Y possuem a mesma cardinalidade.

Demonstragio. [36, pag. 10] ]

Observacao 1.3.7. Uma construcao andloga pode ser feita para as dlgebras associativas
livres, que denotaremos em todo trabalho por K(X ), basta “retirar” os “(”, “)” da defini¢cio
e aplicar o associador. Os elementos da dlgebra K{X) sio chamados simplesmente de
polinomios, os quais sao somas formais de mondémios que por sua vez sao produtos

formais de um escalar por uma palavra formada por elementos de X .

Seja G’ um grupo, entao defina para cada g um conjunto enumerdvel X, tal que

os X, sejam disjuntos. A algebra livre K{X¢}, onde X¢ = U X, possui uma G-graduagao
geG
natural da seguinte forma: Definimos o grau da varidvel x € X como sendo ¢ se z € X,

denotado por deg, x = g. Além disso, definimos o grau do monémio a(u)(v), com a € K
e u,v € V[X¢], como sendo (degq u - deg v), onde deg, u é o grau do mondémio u. Da
Proposicao 1.3.4, o grau de qualquer monoémio esta bem definido. Nao ¢ dificil ver que

K{Xc} = @ K{Xal,,

geG

onde K{Xg}, é o subespago de K{X} gerado pelos monomios de grau g, define uma
G-graduacao para K{X¢}. Com essa graduagao K{X¢} é chamada algebra G-graduada

livre, livremente gerada pelo conjunto Xg.

Observacao 1.3.8. Seja G um grupo. Pode ser construida, como no caso da dlgebra
associativa livre, a dlgebra associativa G-graduada livre que denotaremos em todo trabalho
por K(X¢). Para isto basta desconsiderar os “(”, “)” da definicio. Os elementos da
dlgebra K{X¢) sao chamados simplesmente de polinémios G-graduados, os quais sio
somas formais de monémios G-graduados que por sua vez sao produtos formais de um

escalar por uma palavra formada por elementos de Xg.

1.4 l|dentidade Polinomial Graduada

Seja K{X} a dlgebra livre com unidade livremente gerada por um conjunto

enumeravel X = {z1,xz,,...}. Dado f € K{X}, escrevemos f = f(z1,...,x,) para indi-
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car que xi,...,T, sao elementos de X que aparecem em f. Sejam A uma algebra e o
homomorfismo ¢: K{X} — A dado por ¢(z;) = a;, para todoi =1,...,n e ¢p(x) =0
sempre que z € X\{x1,...,2,}. Denotaremos a imagem de f por este homomorfismo
por f(ay,...,a,) e diremos que este elemento é obtido pela substituigdo dos elementos

ai, . ..,a, no polindmio nao associativo f(xy,...,x,).

Defini¢ao 1.4.1. Sejam A uma dlgebra e f = f(xq,29,...,2,) € K{X}. Dizemos que
f € uma identidade polinomial de A (ou identidade polinomial ordindria de A) se
flai,...,a,) =0, para quaisquer ay, ..., a, € A. Neste caso, diremos que A satisfaz a
identidade f(xy,...,2,).

E imediato que o polinémio f = 0 (polinémio nulo) é uma identidade polinomial

para qualquer algebra A.

Observagao 1.4.2. Considere f(x1,2s,...,1,) € K{X}. Entio [ = f(x1,29,...,2,) €
uma identidade polinomial de A se, e somente se, f pertence aos nicleos de todos os
homomorfismos de K{X} em A.

Definicao 1.4.3. Dizemos que uma dlgebra A é uma PI-dlgebra, se A satisfaz uma
identidade polinomial f # 0.

Exemplo 1.4.4. Seja A uma dlgebra comutativa. Entao, [x1, xe] € K{X} € uma identidade

polinomial de A. Em particular, toda dlgebra comutativa é uma Pl-dlgebra.

Exemplo 1.4.5. Seja A uma dlgebra associativa de dimensao finita, digamos dim A < n.

Entao A satisfaz a identidade standard de grau n

Su(@1, ) = Y (—1)7T0q1) - Ty € K(X),
o€Sn
onde S, € o grupo simétrico das permutagoes de {1,2,...,n} e (—=1)7 é o sinal da permu-
tacao o € S,,. Assim, toda dlgebra de dimensdo finita é uma Pl-dlgebra. Em particular,
M, (K) é uma Pl-dlgebra.

Exemplo 1.4.6. (Teorema de Amistsur e Levitzki) A dlgebra M, (K) das matrizes
de ordem n satisfaz a identidade standard de grau 2n. Para mais detalhes veja [43, Teorema
1.7.2, pdg. 16].

Seja S um subconjunto de uma &dlgebra A. Seja m(zy,...z,) um mondmio
qualquer em K{X} e (ai,...,a,) n-upla de elementos em A tal que pelo menos um q;
pertenca a S. Temos da defini¢cdo de ideal gerado que (S) estd contido no ideal gerado
pelos elementos da forma m(ay, ..., a,). O resultado a seguir demonstra a igualdade para

o caso em que A = K{X}. Mais precisamente temos:



Capitulo 1. Preliminares 42

Proposicao 1.4.7. Seja A = K{X} uma dlgebra livre (ndo necessariamente associativa)
e I € A. Entao (I) coincide com o conjunto de todas as somas de produtos, em qualquer

associagdo, de elementos de A desde que pelo menos um de seus elementos esteja em 1.

Demonstracao. Defina P o conjunto de soma de produtos em qualquer associagao de
elementos de A desde que pelo menos um de seus elementos estejam em I. Sabemos que
P éum ideal de A e I < P, logo (I) < P. Por outro lado, por definigdo

H= () 7

J<1A;J2I1
Seja m um elemento de P, m = Z aimi(ygi), o ,y,(;)). Aqui o; € K, mi(xgi), o ,:L‘,(;)) =m;
sdo mondmios em K{X}, e ygi), . ,y,g,i) polinémios em K{X}, para cada ¢, onde pelo

menos um dos y@’s estd em [; digamos ygi). Dessa forma todo m; € J uma vez que yY) eJ

j
implicando que m € J, para todo ideal J de A que contém I. Portanto P < (I), ou seja,

(I) = P. 0

Um ideal I de K{X} é um T-ideal se ¢ invariante por todos os endomorfismos
de K{X}, ou seja, o(I) < I, para todo ¢ € End(K{X}). Denotando por Id(A) o conjunto
de todas as identidades polinomiais de A, observa-se que Id(A) é um T-ideal. Além disso,
considerando A e B algebras, dizemos que A e B sao PI-equivalentes se Id(A) = Id(B),
denotado por A ~p; B.

A interse¢ao de uma familia qualquer de T-ideais ainda é um T-ideal. Portanto,
dado um subconjunto S qualquer de K{X}, podemos definir o T-ideal gerado por S,
o qual denotaremos por (S)r, como sendo a interse¢ao de todos os T-ideias de K{X}
que contém S. Assim, {S)7 é o menor T-ideal de K{X} contendo S. Seja A uma &dlgebra,
dizemos que o T-ideal Id(A) é gerado como T-ideal pelo conjunto {f; | i € I} se
Id(A) = {f; | i € I)r, e dizemos que o conjunto {f; | i € I} é um base das identidades
para A. Por fim, dizemos que g € K{X} é consequéncia das identidades polinomiais

{filiel}segelfi|ie ).

Observagao 1.4.8. Considerando K{X) a dlgebra associativa livre e S um subconjunto

de K(X), obtemos que {S)r € gerado, como subespago, pelo conjunto

{hlf(gh .. ,gn)hg | hl,hg,gl, ...0n € K<X> e f € S}

Para maiores detalhes ver [36, Observagao 2.2.6, pag 23] ou demonstra¢io da Proposi¢io

1.4.7 para o caso associativo.

O conjunto das identidades satisfeitas por todas as algebras de uma certa
classe de dlgebras C também é um ideal de K{X}. Nao é dificil observar que tal ideal de
identidades é invariante por endomorfismos de K{X}, ou seja, é T-ideias. Ele é chamado
de T-ideal da classe C e é denotado por 1d(C).
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Definig¢ao 1.4.9. Seja S um subconjunto de K{X}. A classe C de todas as dlgebras que
tém todos os polinomios de S como identidades é chamada de variedade definida pelo

conjunto S, denotado por V(S).
Exemplo 1.4.10. V(K{X}) consiste da dlgebra nula chamada variedade trivial.

Exemplo 1.4.11. A classe de todas as dlgebras associativas é uma variedade definida
pelo subconjunto S = {(x1,x2,x3)} de K{X}.

Exemplo 1.4.12. A classe de todas as dlgebras associativas e comutativas é uma variedade
definida pelo subconjunto S = {[x1, x2], (21, 22, x3)} de K{X} (ou pelo conjunto {|z1,xs]}
de K(X)).

Exemplo 1.4.13. A classe de todas as dlgebras de Lie é uma variedade definida pelo
subconjunto S = {23, (x129) w3 + (v273)71 + (2371)70} de K{X}.

Exemplo 1.4.14. A classe de todas as dlgebras de Jordan é uma variedade definida pelo
subconjunto S = {[x1, z2], (23, 20, 21)} de K{X}.

Definicao 1.4.15. Seja V uma variedade de algebras. Dizemos que uma dlgebra F' €V é
uma dlgebra relativamente livre de V se existe um subconjunto Y gerador de F' tal
que para toda dlgebra A €V e toda aplicagao p: Y — A existe um unico homomorfismo
p: F— A que estende p. Nestas condicoes, F € dita livremente gerada por Y. Além

disso, a cardinalidade de 'Y ¢ chamada posto de F'.

Exemplo 1.4.16. K(X) € relativamente livre, livremente gerada por X, na variedade

V=V({(x1,22,23)}).

Se I € K{X} denotamos por I(A) o ideal da algebra A gerado por todos
os elementos da forma f(ay,...,a,), onde f € I e ay,...,a, € A. O teorema seguinte

caracteriza as algebras relativamente livres em qualquer variedade.

Teorema 1.4.17. Seja V uma variedade nao trivial de dlgebras determinada por um
conjunto I < K{X}. Entao para qualquer conjunto Y a restricio a Y do homomorfismo
canonico m: K{Y'} - K{Y}/I(K{Y'}) é injetivo e a dlgebra Ky{n(Y)} = K{Y'}/I(K{Y})
¢ livre na variedade V com conjunto gerador w(Y'). Quaisquer duas dlgebras relativamente

livres em V com conjuntos geradores livres e de mesma cardinalidade, sdo isomorfas.
Demonstracio. Ver [97, Teorema 2, pag. 4] ]

E f4cil observar que as variedades de dlgebras associativas e de Jordan sdo nao
triviais. Portanto elas possuem algebras livres para qualquer conjunto gerador X, que
denotaremos por K(X) e J{X}, respectivamente. Em geral, a algebra livre na variedade

V com conjunto de geradores X, serd denotada por Ky{X}.
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Corolario 1.4.18. SejaV = V(I) uma variedade determinada por um conjunto I < K{X},
entao Id(V) = I(K{X}).

Demonstragio. Ver [97, pag. 6] ]

Observacao 1.4.19. Ao estudar dlgebras em uma variedade V iremos chamar um ele-
mento f € Ky{X} de identidade para a dlgebra A se alguma imagem inversa de f pelo
homomorfismo canénico (e consequentemente todas as imagens inversas de f) em K{X}

forem identidade para A.

Seja f um polindémio nao associativo arbitrario em K{X}. Podemos representar
k1

f = f(x1,...,x,) na forma f = Z 9 onde % 6 a soma de todos os monémios do
=0

polinomio f que tém grau ¢ na variavel z;. Continuando esse processo, podemos agrupar
0s mondmios que possuem o mesmo multigrau (ay, ..., q,) nas variaveis x, . .., x,. Esses

polinémios serdo chamados componentes homogéneas do polinémio f.

Defini¢ao 1.4.20. Sejam m € K{X} um mondmio e x; € X. Definimos o grau de m em
x;, denotado por deg, m, como sendo o numero de ocorréncias de x; em m. Um polinomio
f e K{X} ¢ dito homogéneo em x;, se todos 0s seus mondmios tém o mesmo grau em
x;. Em particular, um polinomio em K{X} é dito multihomogéneo quando é homogéneo

em todas as varidveis.

Dado m = m(xy, ..., x;) um mondémio em K{X} e se para todo \j, ..., A\y € K,
temos
mATL, . AeZg) = AT AT (T, L a)
definiremos o multigrau de m como sendo a k-upla (aq,...,ax). Sendo f € K{X} a

soma de todos os monémios de f com um dado multigrau é chamado de componente
multihomogénea de f. Quando f € K{X} possui uma tnica componente multiho-
mogénea, dizemos que f é multihomogéneo. Por fim, f € K{X} é multilinear se é

multihomogéneo de multigrau (1,1,...,1).

Exemplo 1.4.21. O polinémio f(x1,2q,23) = 1175 + Tom175 em K{(X) é homogéneo em

1, mas nao € multihomogéneo.

Prosseguiremos com a definicao de identidade polinomial graduada. Consi-
deremos G um grupo cujo elemento neutro serd denotado por € e K{Xs} a algebra
livre G-graduada. Dado f € K{X¢}, escrevemos f = f(z1,,,...,%n,,) Para indicar que
Tigyy--->Tn,g, 530 elementos de X que aparecem em f onde degg x; = ¢;. Sejam A uma
algebra graduada pelo grupo G e ¢: K{Xg} — A o homomorfismo G-graduado dado
por ¢(x;4,) = a;, para todo i = 1,...,n e ¢(z) = 0 sempre que x € Xc\{Z1,4,,.-.,%1,4,}-

Denotaremos a imagem de f por este homomorfismo por f(as,...,a,) e diremos que este
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elemento é obtido pela substitui¢do f-admissivel (a4, ..., a,) no polinémio G-graduado

nao associativo f(xy1g,,...,Tng,)-

Defini¢ao 1.4.22. Seja A = (—BAQ uma dlgebra G-graduada. Diremos que o polino-

geG
mio f(x1,g,s...,%ng,) € K{Xg} € uma identidade polinomial G-graduada de A se
flai,...,a,) =0 para toda substituicio f-admissivel de elementos em A.

Se A é uma élgebra G-graduada, denotaremos por Idg(A) € K{Xg} o conjunto
das identidades graduadas satisfeitas pela algebra A. Nao é dificil observar que tal conjunto é
um ideal homogéneo de K{Xg} invariante por endomorfismos graduados, ou seja, Idg(A) é
um 7g-ideal. Ainda consideraremos uma defini¢cao analoga a de PI-equivaléncia da seguinte
forma: Sejam A e B algebras G-graduadas, dizemos que A e B sao G-PI-equivalentes se
Idg(A) = Idg(B), denotado por A~%;B. A proposicao seguinte é um resultado classico
da Pl-teoria. Por tal motivo decidimos omitir sua demonstracao. O resultado relaciona as

algebra G-Pl-equivalentes com as Pl-equivalentes.

Proposicao 1.4.23. Sejam A e B duas dlgebras. Se A e B possuem G-graduagoes tais
que Idg(A) € Idg(B), entio Id(A) < Id(B). Além disso, se A~%;B, entdo A~p;B.

Observacao 1.4.24. Observa-se que a reciproca do resultado anterior é falsa. Basta
observar que [r,5,xo5] € identidade Zsy-graduada para E = Ey @ Ei, mas ndo € para a

graduacao trivial de E.

Proposigao 1.4.25. Seja A uma dlgebra. Entao,

(i) Se o corpo K € infinito, todas identidades polinomiais graduadas de A sequem de

suas identidades graduadas multihomogéneas;

(i) Se o corpo K tem caracteristica zero, todas as identidades polinomiais graduadas de

A sequem de suas identidades multilineares graduadas.

Demonstra¢io. Podemos observar que o resultado de (i) segue de uma pequena “adaptacao”
na demonstragao do [97, Coroldrio 1, pag. 8] e o item (ii) segue de [97, Proposigao 4, pag.
15] e aplicando indugao. Tal resultado pode ser demonstrado usando ideia andloga ao
que foi feito em [43, Coroldrio 1.3.9, pag. 9], indicamos também [30, Coroléario 1.39, pag.
16]. O

Observagao 1.4.26. O dultimo resultado € vdlido para dlgebras cuja graduacdo € dada

pelo grupo trivial, ou seja, para o caso do T-ideal das identidades ordindrias.
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1.5 Polinomios Centrais Graduados

Definig¢ao 1.5.1. Seja A uma dlgebra com unidade, consideramos Z(A), o centro de A.
Dizemos que f = f(x1,...,2,) € K{X} é um polinémio central para A se f tem termo
constante nulo e f(ay,...,a,) € Z(A), para quaisquer ay,...,a, € A. Denotaremos por
C(A) € K{X} o conjunto de todos os polinomios centrais de A. Além disso, dizemos
que f é um polinémio central préprio para A se f € C(AN\Id(A), ou seja, f é um

polinomio central para A que ndo € identidade.

Consideraremos nesta se¢ao que A serd uma algebra associativa com unidade.
Assim, o centro sera denotado por Z(A) e de acordo com esta defini¢ao, dizer que f é um
polinémio central para A significa dizer que [f,g] é uma identidade polinomial para A,
para todo polindmio g € K{(X). Segue que se duas algebras sdo Pl-equivalentes, entdo elas

tém exatamente os mesmos polinémios centrais.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1.5.2. As identidades polinomiais de A sdo claramente polinomios centrais.

Chamamos esses polinomios de polinéomios centrais triviais.

Exemplo 1.5.3. Seja A = My(K). Entio f(x1,75) = [11,15]* é um polinémio central

nao trivial de A.

Exemplo 1.5.4. Sejam K um corpo qualquer e E a dlgebra de Grassmann sobre K.
Temos que f(xy,x2) = |21, 23] € um polinémio central para E. Se charK = p > 0, temos

que g(xz) = xP também € um polinémio central para E.

Como no caso das identidades, a defini¢ao seguinte é um analogo para polindémios

centrais.

Definigao 1.5.5. Seja A uma dlgebra com unidade, graduada por um grupo G. Dizemos
que f = f(Z1g,,- .., %ng,) € K{(Xg) € um polinémio central G-graduado para A se f
tem termo constante nulo e f(ay,...,a,) € Z(A) para toda substituicio f-admissivel de
elementos em A. Denotaremos por Cq(A) € K{(X¢g) o conjunto de todos os polinémios
centrais G-graduados de A. Dizemos que f é um polinémio central G-graduado
proprio para A se f € Ca(AN\Idg(A).

Defini¢ao 1.5.6. Um subespaco V de K{(X¢) € dito ser um Tg-espago se p(V) < V,
para todo p € End(K{Xg)).

E fato conhecido que dado um subconjunto {h; | i € N} de K{(X¢), existe
um tnico endomorfismo ¢ de K(Xg) tal que p(z;) = h;, para todo i € N. Assim, dizer
que V é um Tg-espago de K{(X) significa dizer que V' é um subespaco de K(X¢) tal
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que f(hy,...,h,) € V, para quaisquer f(zi,,,...,%ng,) € V e substitui¢do f-admissivel
(hi,...,hy) de elementos em K{(Xg).

Exemplo 1.5.7. Todo Tg-ideal de K{X¢) é um Tg-espago. O corpo K é também um
exemplo de T-espago de K(X¢).

Podemos verificar que a intersecao de uma familia qualquer de Tg-espacgos
ainda é um Tg-espaco. Assim, dado um subconjunto S de K{(X¢) podemos definir (S)’e
o Tg-espago de K(X) gerado por S, como sendo a interse¢ao de todos os Tg-espagos
que contém S, ou seja, (SH¢ é o menor T-espaco que contém S. O préximo resultado
nos dard uma caracterizacao do Tg-espaco gerado por um conjunto e omitiremos sua

demonstracao.

Proposigio 1.5.8. Se S € K{(X¢) eV ={S)'¢ entioV é o subespago de K{X¢) gerado

por

{f(he,...,hy)|f €S, (h1,..., hy) substituigoes f-admissiveis por elementos de K{X¢)}.

Segue da Observacao 1.4.8 e da proposi¢ao anterior que a partir de uma base

de um T-ideal é possivel construir um conjunto capaz de gera-lo como T-espacgo.

1.6 Polinomio Minimo Genérico

Uma dlgebra A (ndo necessariamente associativa) ¢ chamada associativa nas
poténcias se as subdlgebras geradas por um tnico elemento sao associativas e A é chamada
fortemente associativa nas poténcias se A, a algebra obtida estendendo o corpo

base K de A a um corpo F, é associativa nas poténcias para todo F.

Seja A uma dlgebra associativa nas poténcias de dimensao finita e {uy, ..., u,}
uma base de A sobre K. Fixando um elemento a qualquer em A, é claro que o conjunto

n—1

{1,a,a* ...,a" ' a"} é linearmente dependente sobre K. Logo existem g, o, ..., 1,

escalares em K, tais que
a"+ta, 1-ad" o ratap1=0.

Seja A uma varidvel e considerando f,(A\) = A"+, 1+ A" ' 4+ 4+ a1 - A+ ag o polindmio
monico em K[\, temos que f,(a) = 0. Assim, para cada a € A, podemos definir um
polinémio ménico p,(A) em K[A] de grau minimo, tal que u,(a) = 0. Agora, consideremos
indeterminadas &1, ..., &, e P = K(&,...,&,) o corpo de fragdes do anel de polindmios nas
indeterminadas &;’s (variaveis comutativas, associativas e algebricamente independentes

sobre K') com coeficientes em K. Formamos entdo a algebra Ap e consideramos o elemento

=1
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da dlgebra Ap. Chamaremos o elemento (1.8) de elemento genérico da algebra A

sobre K. Como dimp Ap = dimg A entdao podemos considerar
Mep(N) = X — o ()N + -+ (=1)%0,(2) (1.9)

o polinémio minimal ménico de x como elemento da dlgebra P[\], onde o;(z) € P para

cada i =1, 2, ..., s. Assim, para todo a = Z a;u; em A, com a; € K, podemos definir
i=1
uma especializagao substituindo &; por «; em (1.9). Essa relagao implica que se colocarmos

Map(A) = X — ()X + - + (=1)%04(a),

entdo teremos m, p(a) = 0 em A. Estes coeficientes independem da escolha da base de A
sobre K e da extensao do corpo base. Denotaremos o coeficiente oy (a) por Trd(a), entao
mq,p(A) € Trd(a) serdo chamados o polindmio minimo genérico e trago genérico,
respectivamente, de a € A. Claramente o grau s de m, p(A) serd menor ou igual do que n
e o chamaremos de o grau da &lgebra A. Para maiores detalhes ver [50, Capitulo VI,

Secao 3.

Teorema 1.6.1. [50, Capitulo VI, Teorema 1] Seja A uma dlgebra fortemente associativa
nas poténcias de dimensdo finita com unidade e de grau s, e sejam mgy(\), Trd(a) o

polindomio minimo genérico e o traco genérico de a € A, respectivamente. Entao:

(a) Trd é K-linear;
(b) Trd(1) = s;
(c) Sen éum isomorfismo ou anti-isomorfismo de A em A’ entdo myq)(N) = ma(N).

Corolario 1.6.2. Seja A uma dlgebra fortemente associativa nas poténcias de dimensdo
finita com unidade e de grau s. Entao os coeficientes do polinomio minimo genérico sao

invariantes pela agdo do grupo dos automorfismos de A.

Definicao 1.6.3. Uma dlgebra A de dimensdo finita € chamada separdvel se Arp é uma

soma direta de ideais simples para toda extensao de corpos F' do corpo base K.

Podemos definir, a partir da aplicagao linear Trd: A — K, uma aplicagao
bilinear Trd: A x A — K dada por Trd(a,b) = Trd(ab). O seguinte critério nos ajudara

a determinar se esta aplicagdo é nao degenerada em algebras associativas ou de Jordan.

Teorema 1.6.4. [50, Teorema 5, Pag. 240] Seja A uma dlgebra com unidade de dimensao
finita que seja associativa ou de Jordan. Entdo A € separdvel se, e somente se, a forma

bilinear traco genérico T'rd for nao degenerada.
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Consideramos A uma &lgebra que seja associativa ou de Jordan. E bem conhe-
cido que se A for central simples, entdo Ap é simples para qualquer extensao F' do corpo
base K. Portanto, toda dlgebra central simples de dimensao finita que seja associativa
ou de Jordan é separavel. Logo, se A for central simples de dimensao finita com unidade,
entdo A possui trago genérico Trd nao degenerado. Por fim, um resultado importante é a

propriedade ciclica e associativa do trago, que iremos enunciar a seguir.

Proposicao 1.6.5. [50, Coroldrio 4, pag. 227] Seja A uma dlgebra que seja associativa
ou de Jordan. Entdo o trago genérico de A é simétrico e associativo, isto €, para todos
elementos a, b e c em A temos Trd([a,b]) = Trd((a,b,c)) = 0.

1.7 Algebras de Jordan

Nesta secao temos a finalidade de fixar notagao apresentando conceitos e re-
sultados basicos da teoria estrutural das algebras de Jordan, assim como os teoremas
de classificacao das algebras de Jordan simples de dimensao finita sobre um corpo alge-
bricamente fechado. Estabelecemos na Definicao 1.1.3 o que é uma algebra de Jordan
e lembramos que as algebras consideradas nesta se¢ao serdao definidas sobre um corpo
arbitrario de caracteristica diferente de 2, reservando o simbolo K para denotar tal corpo.
Utilizamos como referéncia principal desta se¢ao o livro [50]. Antes de cumprir com este
objetivo iremos nos familiarizar com algumas defini¢oes e exemplos a respeito das algebras
com involucao, uma vez que tais algebras possuem uma estreita relagao com as algebras

de Jordan simples.

Definicao 1.7.1. Seja A uma dlgebra associativa. Dizemos que um automorfismo de

grupos abelianos aditivos =: A — A € uma involugdo de A, se
a*=a e (ab)" =b*a",
para quaisquer a, b e A. Uma dlgebra A com involugio = é denotada por (A, *).

Seja (A, ) uma dlgebra associativa unitéria com involugdo, e seja Z(A) o centro
da algebra A. Denotamos Z(A, ) = {a € Z(A) | a* = a} o centro de (A, *).

Defini¢ao 1.7.2. Diremos que a involugao () sobre a dlgebra A é do primeiro tipo se

Z(A) = Z(A,*). Caso contrdrio, dizemos que (+) é do segundo tipo.

Definigao 1.7.3. Seja (A, =) uma dlgebra com involugao. Dizemos que um ideal I de A é

um =-ideal de A (ou ideal com involugio) se I* < I, onde I* = {a* | a € I}.

Vejamos alguns exemplos de involucoes.
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Exemplo 1.7.4. A aplicagio t: M, (K) — M,(K), definida por A* = transposta de A, é

uma involugio do primeiro tipo em M, (K), chamada de involugdo transposta.

Exemplo 1.7.5. A aplicagio s: My, (K) — Ms,(K), definida por

A BY (D -B
¢ D) \-Cc A

onde A, B, C, D € M,(K), é uma involugao do primeiro tipo em My, (K), chamada

de tnvolugcao simplética.

Exemplo 1.7.6. Considerarmos A = A; @ Aa, onde A; = M, (K) e 9(z,y) = (v, 2"),

temos que (A, ) é uma dlgebra com involugao do segundo tipo.

Exemplo 1.7.7. A aplicagio h: M,(C) — M,(C) dada por A — (A)", a transposta e
conjugada da matriz A, é uma involucao do sequndo tipo. Esta é a involugdo transposta

hermitiana.

Definigao 1.7.8. Seja (A, =) uma dlgebra com involug¢io. Os elementos a de A tais que
a* = a sio chamados =-simétricos. Seja (J) uma involugio sobre A do mesmo tipo que
(#) dizemos que (x) e (J) sdo involugdes equivalentes se = = J o Int,, para algum
elemento =-simétrico a € U(A). Aqui Int, € o automorfismo interno definido pelo elemento
aecU(A).

Definigao 1.7.9. Sejam (A, =) e (B,n) algebras com involugio. Dizemos que uma aplica¢io
v: (A, +) = (B,n) é um homomorfismo com involugdao se 1p: A — B é um homo-
morfismo de dlgebras tal que ¥(a*) = ¥(a)", para todo a € A. O conjunto dos elementos

em Autk(A) que sao homomorfismos com involugao serd denotado por Autg (A, *).

Estamos interessados em descrever o grupo de automorfismos das algebras
associativas simples com involucao de dimensao finita com grau maior ou igual do que
3 sobre um corpo algebricamente fechado. Argumentaremos que tais grupos serdao os

denominados “grupos unitarios”.

Seja (A, () uma algebra simples de dimensao finita com involu¢ao e com grau
maior ou igual do que 3, Z o centro de (A, () que contém K e F' um corpo algebricamente
fechado que contém Z. Observe que a restricdo de ( é um automorfismo sobre Z de
ordem 2. Além disso, tome ¢ uma involucao sobre A que coincida com ( sobre o centro
Z, entdo ¢ = o¢~! é um automorfismo sobre A fixando o corpo Z. Da Proposicao 1.1.43
temos que ¢ é interno, ou seja, ¢ = Int,, para algum a € U(A). Consequentemente, por

o(z) = al(r)a™" e 0? = id temos
r=0*(x) =al(o(x))a" = al(a) *x¢(a)a", para todo z € A,

implicando que ((a)a ' € Z.
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Se ¢ é uma involucao do primeiro tipo, entdo do Teorema 1.1.42 temos que Ag
é isomorfa a M, (F'), para algum n. Concluimos que { é equivalente a uma das involugoes
transposta ou simplética, este ultimo caso acontecendo s6 se n for par. Para maiores
detalhes ver [82, Corolario 3.1.58, pag. 168].

Caso ¢ seja uma involugao do segundo tipo com [Z: K| = 2, aplicando nova-

mente o Teorema 1.1.42 temos que

Concluimos que ¢ é equivalente a involu¢ao dada no Exemplo 1.7.11, para maiores detalhes
ver [50, Se¢ao V.7, pag. 206] ou [68, Secao 2.3.3, pag. 83].

Consideremos A a algebra das matrizes de ordem n sobre F., entao dado
¢ € Autg (A, =), para alguma involugdo, pela Proposigao 1.1.43, existe g € GL,(F) tal
que ¢(x) = g 'zg. Por outro lado, a hipétese implica que ¢(z*) = @(z)*, portanto
g-z*-g' = (g-x-g"H* Isto implica a existéncia de z € Z tal que g* - g = 2.

Consequentemente, podemos definir o grupo
G=U,(K)={XeGL,(K)| X*X e Z}

chamado de grupo unitario associado a involugao (=), observe que g € G. Por fim,
podemos afirmar que Auty (A, *) = G/Z(G).

Estamos prontos para dar continuidade aos estudos sobre dlgebras de Jordan.

Definicao 1.7.10. Uma dlgebra de Jordan especial é um subespaco vetorial de uma
dlgebra associativa A fechado em rela¢io ao produto de Jordan. As dlgebras de Jordan que

nao sao especiais sao chamadas de excepctonais.

Exemplo 1.7.11. Seja (A, =) uma dlgebra associativa com involugdo. O conjunto
H(A +) ={ueA|u*=u} c A

é fechado com relagao ao produto de Jordan e involugio (), portanto (H(A,*),0) é uma

algebra de Jordan especial. Por simplicidade de notagdo denotaremos tal dlgebra por

H(A,+).

E claro que qualquer subespaco vetorial de A fechado em relacdo ao produto
de Jordan é uma subalgebra de A ¢, por consequéncia, uma algebra de Jordan especial.
Além disso, se J é uma dlgebra de Jordan e t: J — A™) é um homomorfismo entre algebras

de Jordan, entao e = ¢(1) é um elemento idempotente de A e

ev(z) + t(x)e

t(z) =(lx) = — 5
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para todo z € J. Portanto, ec(z) = (et(x) + er(x)e)/2, e consequentemente, ev(x) = et(x)e
(analogamente, ((x)e = ei(x)e). Assim,
(er(x) + (x)e)e  eulx) + i(x)e

el(z) = e(x)e = 1(x)e = 5 = 5 = 1(z),

implicando que ¢(J) estd contido na subdlgebra unitaria eAe, cuja unidade é o elemento e.

Isto motiva a seguinte definicao.

Defini¢ao 1.7.12. Seja J uma dlgebra de Jordan unitdria sobre um corpo K. Um par (U, 1),
onde U é uma dlgebra associativa sobre o mesmo corpo K e v: J — U wum homomorfismo
de algebras de Jordan unitdrias, é dita ser uma dlgebra universal envolvente unitdria
de J se para qualquer dlgebra associativa unitaria A e qualquer homomorfismo o: J — A
de dlgebras de Jordan unitdrias, existir um unico homomorfismo de dlgebras associativas

o:U — A tal que o = gi. Denotaremos U por U(J).

Exemplo 1.7.13. Observa-se, por [50, Secao 3.4] que:

(a) UM, (K)T)) = M,(K)@® M,(K)®, onde M,(K)® ¢ a dlgebra das matrizes com a
multiplicagio Ay - Ag = A Ay, (X)) = (X, X)), para n = 3;

(b) U(H(M,(K),t)) = M,(K), para n =3 com v a aplicagio inclusdo; e

(¢c) U(H(Ms,(K),s)) = Mo (K), para n =3 com ¢ a aplica¢io inclusao.

Daremos a seguir algumas propriedades dessas algebras envolventes.

Teorema 1.7.14. [50, Segio 2.1, Teorema 1] Sejam J uma dlgebra de Jordan sobre K e

(U(J), 1) sua dlgebra universal envolvente unitdria.

(1) Se (U(J)',)) é também uma dlgebra universal envolvente unitdria de J, entio existe
um tinico isomorfismo j: U(J) — U(J) tal que /' = vj. Em particular, U(J) é inica

a menos de isomorfismo.
(2) v € injetivo se, e somente se, J € especial.
(3) U(J) € gerada, como dlgebra, por o(J).

(4) Se F é uma extensio do corpo K, entio (U(J)r,t ®k id) € a dlgebra universal

envolvente unitaria da dlgebra de Jordan Jp.
(5) Se dimg J = n, entio dimg U(J) < 2".

Exemplo 1.7.15. Seja V' um espago vetorial de dimensdo n que possui uma forma bilinear

simétrica f. Consideremos o espago vetorial B,(K) = K @V munido com o produto:

(- 1g +x)o (B -1k +y) = (@B + f(z,y)) - 1 + (Bx + ay),
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onde a, 5 € K ex,ye V. O conjunto (B,(K),) é uma dlgebra de Jordan especial e sua
dlgebra associativa universal € a dlgebra de Clifford da forma f. Além disso, se f é ndo
degenerada e dimg V' > 1 entio (B,(K),o) é simples. Por fim, é conhecido que, sobre
um corpo algebricamente fechado, o grupo dos automorfismos de (B,(K),<) é isomorfo
ao grupo ortogonal que preserva a forma em V. Dizemos que B, (K) é uma dlgebra de

Jordan do tipo D.

Considerando as algebras associativas centrais simples de grau maior ou igual
do que 3, o resultado seguinte relaciona as algebras associativas com involugao e as algebras

de Jordan obtidas de seus elementos invariantes pela involucao (elementos simétricos).

Teorema 1.7.16. Se (A, *) e (A',+') sdo dlgebras centrais simples associativas de dimensao
finita com involugdo e de graus = 3, entao elas sdo isomorfas se e somente se as dlgebras
de Jordan H(A, =), H(A', ") sao isomorfas.

Demonstragao. Ver [50, Teorema 11, pag. 210] O

Pelo teorema anterior temos que o grupo dos automorfismos de H(A,*) e
Aut (A, *) coincidem. Portanto, considerando K um corpo algebricamente fechado, temos

os seguintes resultados.

Exemplo 1.7.17. Seja A = A1 ® Ay onde A; = M, (K) e 9(z,y) = (y',2") (ver Exemplo
1.7.6). A dlgebra H(A,V) serd chamada dlgebra de Jordan do tipo A. Além disso,
H(A, V) € central simples e Aut(H(A,V)) = Aut(A, ) = U,(K)/Z(U,(K)) = PU,(K) é

0 grupo projetivo unitario.

Exemplo 1.7.18. Consideramos A = M, (K) munida de uma involugao do primeiro tipo
(#). Dizemos que H(M,(K),t) é uma dlgebra de Jordan do tipo B e H(M,,(K),s) é
do tipo C. Isto implica que o grupo dos automorfismos de H(A, ) € isomorfo ao grupo

projetivo ortogonal ou projetivo simplético, respectivamente.

Exemplo 1.7.19. Por fim, seja A = H(Qs), as matrizes simétricas de ordem 3 sobre O,
isto €, a dlgebra de Albert. A dlgebra A é de Jordan, excepcional, simples e de dimensdo
27, ver [50]. O grupo G = Autk(A) é simples do tipo Fy, para maiores detalhes ver [52].
Dizemos que H(Q3) é uma dlgebra de Jordan do tipo E.

A seguir enunciaremos a classificagdo completa das algebras de Jordan centrais
simples de dimensao finita sobre um corpo de caracteristica diferente de 2, tal classificagao

pode ser encontrada em [60, Teorema 37.2].

Teorema 1.7.20. Uma dlgebra de Jordan central simples de dimensao finita é isomorfa

a uma algebra da sequinte lista:
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(i) A dlgebra de Jordan de uma forma bilinear, simétrica e nao degenerada num espaco

vetorial de dimensao = 2;

(it) Uma dlgebra de Jordan H(A, =), onde A é uma dlgebra associativa P-central simples
munida de uma involugio (+), com P sendo uma extensao quadrdtica de K e (x)
uma involugao do sequndo tipo ou P = K e (x) sendo uma involugao do primeiro

tipo; ou

(i) Uma dlgebra de Jordan excepcional de dimensdo 27.

Podemos reformular o teorema anterior, mas sob a condi¢ao do corpo base ser

algebricamente fechado.

Teorema 1.7.21. Uma dlgebra de Jordan central simples sobre um corpo algebricamente
fechado €, a menos de isomorfismo, igual a A (Exemplo 1.7.17), B (Exemplo 1.7.18), C
(Exemplo 1.7.18), D (Exemplo 1.7.15) ou € (Exemplo 1.7.19) listados anteriormente.

Observagao 1.7.22. Seja J uma dlgebra de Jordan especial com unidade de dimensao
finita e (U, 1) sua dlgebra universal envolvente unitdria, entao Jp € uma dlgebra de Jordan
especial e (Up, L ® id) € a sua dlgebra universal envolvente unitdria, para toda F extensdo
do corpo K. Como o polinomio minimal do elemento genérico x de J dado na Eq. (1.9)
independe da extensdao do corpo K, podemos entao considerd-lo tomado na extensdo F' o
qual denotaremos por my ;(X). Como J < U < U, nds podemos complementar a base de
J para uma base de U e assim introduzir mais varidveis em F, digamos F[£]. Obtemos
um elemento genérico & de U cujo polindmio minimal em P[] serd denotado por mz ().
Colocando &1 = Enva = ... = v = 0 obtemos que myy(x) = 0 implicando que my, ;(N)
divide my(N). Mas myy(X) € my j(X) sao polindmios monicos em F[A]| de mesmo grau.
Do Lema de Gauss, my j(\) = myy (). Concluimos que o trago genérico de todo elemento

a em J é o mesmo traco genérico de a em U.

Afim de concluir a se¢do, considere J uma algebra de Jordan. Definiremos as
poténcias J? de J por J¥ = J, J? = (J'Qk_l)Q. Dizemos que J é solivel se existir
algum nimero natural N tal que J 2% — 0. Claramente qualquer subdlgebra e imagem
homomorfica de uma algebra soluvel é soluvel. Além disso, dizemos que J é nilpotente
se existir algum inteiro positivo N tal que qualquer produto (em qualquer associa¢ao) de
N elementos da algebra J ¢ 0. Evidentemente qualquer algebra de Jordan nilpotente é
soluvel. Além disso, dizemos que J é uma algebra nil se todo elemento de J é nilpotente.

Essas defini¢oes servem para entender o resultado seguinte denominado como o Teorema

de Albert.

Teorema 1.7.23. Seja J uma dlgebra de Jordan de dimensao finita. Entdo:

(1) Se J é soluvel, entdo é nilpotente.
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(2) Se J é nil, entdo é soluvel.
(8) Se J € nil, cujo nil-indice é N, entao J € nilpotente e seu indice de nilpoténcia é

menor do que 2.

Demonstragao. Ver [50, Secao V.3, pag. 195]. O

1.8 Algebra com Traco

Suponha que A seja uma édlgebra (nao necessariamente associativa) com unidade

sobre o corpo K e Z(A) seu centro.

Definigao 1.8.1. Uma transformac¢io K-linear 7: A — A tal que

(i) T(T(a)b) = 7(a)7(b);
(it) 7([a,b]) = [7(a),b] = 7((a,b,c)) =0; e
(iii) (7(a),b,c) = (a,7(b),c) = (a,b,7(c)) =0,

para quaisquer a, b, ¢ € A, serd chamada de trago sobre a dlgebra A. O par (A, T) serd

denominado dlgebra com traco.

Segue da defini¢cao da aplicacdo traco que 7(A) é uma subdlgebra de Z(A).
Um ideal (resp. subdlgebra) em uma algebra com trago é um ideal com trago (resp.
subdlgebra com trago) se é um ideal (resp. subdlgebra) 7-invariante. Considerando
(A, 7) uma algebra com trago chamaremos de dlgebra dos tragos a imagem de A por
7, denotado por 7(A). A seguir listaremos alguns exemplos de algebras com trago que

usaremos nessa tese.

Exemplo 1.8.2. Seja A = M,(K) a dlgebra das matrizes de ordem n e tome “tr” a
fungdo trago usual de matrizes, ou seja, tr(a) é a soma todos os elementos da diagonal de

wma matriz a. E fdcil verificar que (A, tr) é uma dlgebra com traco.

Exemplo 1.8.3. Seja A = Mn(K)(+) a dlgebra de Jordan munida do produto de Jordan,
entio (A, tr) é uma dlgebra com trago, onde tr é o trago usual de matrizes. Em particular,

se B = H,(M,(K),=*), entao (B,tr) também é uma dlgebra com trago.

Exemplo 1.8.4. Mais geralmente, sejam A uma dlgebra central com tragco 74 e B uma

subdlgebra de A, entao (B, Tg) € uma dlgebra com trago, onde g =™|p.

Exemplo 1.8.5. Seja A = B,(K) a dlgebra de Jordan de uma forma bilinear simétrica e

nao degenerada e defina tr(a +v,) = 2a, entao (A, tr) é uma dlgebra com traco.
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Defini¢ao 1.8.6. Sejam (A, T) e (B,0) dlgebras com trago, onde A e B sdo dlgebras com
unidades. Uma aplicagao

p:A—> B

serd chamada um homomorfismo entre dlgebras com trago, se ¢ é um homomor-

fismo unitario entre as dlgebras A e B, e p(1(a)) = 0(p(a)), para todo a € A.

As édlgebras com traco formam uma categoria onde os objetos sao algebras com
tracos e morfismos sao homomorfismos entre algebras com trago. Entdo os teoremas usuais

de homomorfismos sao validos.

Vale salientar que a existéncia de uma aplicagdo traco nao nula em uma algebra
A, de modo geral, pode néo ser trivial. Neste caso, A e o comutador [A, A] ndo podem
coincidir, pois o traco é identicamente zero no segundo e nao em A. Seja A uma algebra

(de matrizes ou Jordan semissimples), temos a existéncia da decomposigao,
A=Z(A)o W, (1.10)

de A como soma direta do centro de A com o subespaco W gerado pelos comutadores e
associadores, note que para o caso da dlgebra de matrizes estd decomposicao é trivial e
para o caso de Jordan podemos destacar [50, Teorema 3, pag. 314]. Adicionando a hip6tese
da existéncia de um trago “tr” em A e a algebra ser central, temos que a Igualdade (1.10)
é também uma decomposicao de G-moédulos, com G sendo grupo de automorfismos de
A. Assim um traco por defini¢ao é identicamente zero em W e como todo a € A pode
ser escrito da forma a = z + w teremos tr(a) = ztr(1), ou seja, qualquer trago é multiplo
escalar da proje¢ao no centro. Como g-a = z + g - w temos tr(g - a) = tr(a) e portanto o
tragco também é um invariante pelo grupo G. Em [18], Belov provou que uma PI-algebra
associativa nao pode coincidir com o seu comutador. Consequentemente, se charK é zero

ou nao dividir ¢r(1) temos que o trago é nao trivial e portanto A = K @ W.

Seja V a variedade de dlgebras com unidade e tome K{X} a algebra livre na
variedade V livremente gerada pelo conjunto enumeravel X. Pode-se construir a algebra
livre com trago sobre o conjunto X, denotada por KTR{X}, em V da seguinte forma.
Denotamos, novamente, por V[X] o conjunto de todos os mondmios nao associativos
em K{X} (ver Secao 1.3) Entao podemos definir um simbolo formal 7'r(v) para todo v
elemento em V[X]. Assim, K{X,Tr(V[X])} denotard a &lgebra livre livremente gerada
pelo conjunto X junto com os simbolos Tr(v), para todo v € V[X]. Note que a existéncia
da dlgebra relativamente livre com trago, denotado por KT R{ X}, é garantida pelo Teorema

1.4.17 tomando o ideal I gerado por

(i) Tr(aa) — oTr(a), para todo a € K;

(ii) Tr(a+b) — Tr(a) — Tr(b);
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(iii) Tr(aTr(b)) —Tr(a)Tr(b);
(iv) (Tr(a),b,c), (a,Tr(b),c), (a,b,Tr(c));

(v) Tr([a,0]), [Tr(a),0],  Tr((a,b,c)),

para todo a, b e ¢ € V[X]. O simbolo formal Tr serd chamado de trago formal sobre
K{X}.

Sejam Vg, a variedade das dlgebras unitdrias com trago e (A, 7) € Vr,. Pela
defini¢ao da algebra livre K{X}, uma aplicacao pu: X — A dada por u(x;) = a; pode ser

estendida para um homomorfismo ¢: K{X} — A. Segue que

P(Tr((zy,. . xn))) = tr(v(p(ry), ... plzn),

para toda palavra v(zy,...,x,) em V[X]. Considerando a linearidade da aplicacao T'r,
temos que KTR{X} ¢ a dlgebra livre com trago na variedade Vr, livremente gerada

pelo conjunto enumeravel X.

Em uma expressao f(z1,...,3:,...,2,), 0 “chapéu” sobre a variavel (ou ex-
pressao) significa a possivel omissdo dessa varidvel (ou expressao) no lugar indicado em f.
A subélgebra G{X} em KTR{X} gerada pelo conjunto

{g(x1, ... 2), Tr(g(zy, ... xn)) | glxy, ..., x,) € K{X}}

¢ chamada algebra de polindmios generalizados (da variedade V) e seus elementos
serdao chamados de polinédmios com trago. Claramente, G{X} é gerado como espago

vetorial pelos monomios generalizados da forma
aptr(ay) - - - tr(as), (1.11)

onde os a;’s sdo palavras em V[X] e ay, ..., a; sdo ndo vazias. Note que a representacao de
elementos da forma (1.11) nao é tnica, mas é ficil contornar esse problema, basta tomar
como representante de uma classe de elementos congruentes da forma (1.11) o elemento

tal que a palavra aga; - - - a; € maxima no sentido de uma ordem dada.

Definigao 1.8.7. Seja (A, 7) uma dlgebra com trago em V. Dizemos que um polinémio com
traco f(xy,...,2,) € G{X} é uma identidade com trago para (A,T), se substituindo

Tr por T, obteremos f(ai,...,a,) =0 para qualquer ay, ..., a, € A.

Definicao 1.8.8. Um ideal I da dlgebra G{X} é denominado Tr.-ideal (ou T-ideal com
trago) se, para qualquer polinémio com trago f(x1,...,x,) em I e quaisquer polindmios

g1, -, gn em G{X}, o polindmio com traco f(g1,...,gn) € 1.

Observe que para qualquer dlgebra com trago (A, 7), o ideal de todas as suas

identidades com trago é um Tp,-ideal. Diremos que uma identidade com traco f = 0
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segue das identidades com traco ¢g; = 0,7 € A, se f pertence ao menor T-ideal com trago

contendo todos os g; =0, i € A.

Considere a algebra das matrizes de ordem n com o trago usual denotada por
(M, (K),tr). O polinémio caracteristico de uma matriz A de M, (K) é dado por:

Xa(N) = det(A = AT) = (=1)"(\" + ] X",
i=1
onde ¢; = —tr(A) e ¢, = (—=1)"det A. Afirmamos que os coeficientes do polinémio

carateristico de uma matriz A sdo obtidos recursivamente por

¢ = —1trA
ey = =2 HcytrA + trA?)
c3 = =37 (eatr A + citr A? + trA?)

Cn = 0" Heqo 1 trA + cpotr A -+ cytr AV 4+ tr A,
Introduzindo a notacio t; = tr(A") temos que:

t1+01 = 0
te + it + ...+ ety ke, = 0,k=2,3,...,n.

Essas equagoes sao chamadas de identidades de Newton (ou Férmulas de Newton) e
assim o resultado segue. Do Teorema de Cayley-Hamilton temos que y4(A) = 0 para
todo A € M, (K). Além disso, da minimalidade do grau do polinémio minimo generalizado
dado em (1.9) podemos chamar f,(z) = x.(x) = m, p(z) de o polindmio de Cayley—

Hamilton de grau n, onde x é uma variavel.

Exemplo 1.8.9. Se A = M, (K) ¢é a dlgebra das matrizes de ordem n sobre K, entdo
ma,p(N) = fu(x) € a identidade de Cayley-Hamilton de grau n e Trd coincide com o trago
usual de matrizes. Além disso, a identidade de Cayley—Hamilton é uma identidade com
traco para a dlgebra (A, tr). Sobre um corpo de caracteristica zero, toda identidade com
trago para (A, tr) seque da identidade de Cayley—Hamilton de grau n. Este dltimo resultado
foi obtido de forma independente por Procesi e por Razmyslov, ver [71, Coraldario 4.4-(c)],

ou [74].

Observacao 1.8.10. Mais geralmente, se A é uma dlgebra associativa nas poténcias de
dimensao finita e de grau d, dizemos que o polinémio minimo generalizado m, p(\) € a

identidade de Cayley—Hamilton de grau d = deg(m, p).

Exemplo 1.8.11. Seja A = B,(K) com trago dado por tr(a + v,) = 2a, onde a € K e

Vo um vetor no espaco vetorial V de dimensao n. O polinomio de Cayley-Hamilton de
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grau 2 e o polinomio

n+1

Ln+1(x17 cey s Tl Y1, - - - 7yn) = Z(_l)a(xa(n+l) - (1/2)Tr(xa(n+l))) H H(xa(k% yk)
k=1

sao identidades com trago para (A tr). Aqui H(z,y) = Tr(xy) — (1/2)Tr(x)Tr(y) e
o € Spi1. Além disso, sobre um corpo infinito de caracteristica diferente de dois, o
resultado principal de Vasilovskii em [94] prova que o Tr,-ideal das identidade com trago

de A ¢é gerado pelo polinomio de Cayley—Hamilton de grau 2 e por L.

1.9 Aplicacoes Equivariantes e Invariantes

Definicao 1.9.1. Sejam G um grupo e X um conjunto nao vazio. Definimos uma agao

de G em X como sendo um aplica¢ao
p:GxX — X
(g,2) — plg,2) =g

que satisfaz:
ecx=x e (gig2) v =g (92" ), (1.12)

para quaisquer g,,g2 € G ex € X.

Exemplo 1.9.2. 1. A acdo de G por multiplicacao a esquerda ou por conjugacdo sobre

St proprio.

2. Seja M um G-mddulo, entio ¢: G x M — M dado por ¢(g,m) = g-m é uma agdo
de G em M.

Definicao 1.9.3. Sejam p: G x X — X uma acao de G em X e x € X. Definimos a
orbita de x por p e o estabilizador (ou subgrupo de isotropia) de x em relagao a p, como

sendo 0s conjuntos
Oyz)={g9-2z|geG} e Stab,(z) ={9eG|g-x =z},
respectivamente.

Observagao 1.9.4. Seja p: G x X — X uma agio de G em X.

1. Dizemos que p é uma ag¢do transitiva se determina uma unica orbita em X, ou

seja, se existe v € X tal que O,(z) = X.

2. Todo v € X tal que G = Stab,(x) é chamado ponto fixzo da agdo ou ponto
invariante. O conjunto de todos os pontos fizos em X serd denotado usualmente
por X¢.
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3. Caso G seja finito, entao O,(x) € finito e |O,(x)| = [G: Stab,(z)], ou seja, |O,(x)|
divide |G| para todo x € X.

4. Caso X seja finito e O1 = O(x1),...,0, = O(zx,) sejam orbitas distintas sob a ag¢do
de G tais que O; N O; = &, sempre que i # j e | X| = |O1] + -+ - + |O,|, dizemos

que x1,...,x, € um sistema completo de representantes das orbitas de X.
Caso Oy, ..., 0, sejam as orbitas unitarias (isto é, de comprimento 1), temos que
XY =re

X|=1X+ ), 104
i=r+1
5. Seja X uma G-variedade algébrica. Se x € X, entao Stab,(x) é um subgrupo fechado
de G (ver [84, Teorema 4.16, pag. 120]).

Para maiores detalhes sobre essas observagoes indicamos a leitura de [53, Segio 1.12].

Uma aplicacao entre espagos vetoriais é chamada aplicacao polinomial se

suas coordenadas sao dadas por polinémios.

Definicao 1.9.5. Dados um grupo G e dois G-mddulos V', W, uma aplicagdo equiva-
riante ¢ uma aplicacdo polinomial : V — W que é compativel com a G-estrutura, ou
seja, (g -v) = g-¥(v), para todo g € G,v € V. Denotemos o conjunto das aplicagies

equivariantes por homg(V,W).

Observe primeiramente que homg(V, W) é um subanel do anel Py das apli-
cagoes polinomiais de V' em W formado por aqueles elementos fixados a esquerda pela

acao do grupo G sobre Py da seguinte maneira:

ge G e Py, entdo (g-¢)(u) =g- (¥(g " -u)).

Note que para ¢ sendo elemento fixado a esquerda pelo grupo G, tem-se:

wlg-v) = (9-9)g-v)
= (9-9)((97"9) - v)
= (9-9)(v).
a inclusao oposta é imediata. Um caso particular é considerar as aplica¢des polinomiais
: V. — W fixadas pela acao do grupo G, ou seja, -9 (v) = ¥ (v). Denotemos tal conjunto
por invg(V, W) e as chamaremos de aplicagdes invariantes. Pode ser demonstrado que

invg(V,W) < homg(V,W).

Para completar essas observacoes preliminares, consideremos G um grupo
agindo em uma algebra A. Tome V = A" e W = A, e assim podemos considerar a agao

diagonal de G sobre V' dada por:

g-(al,...;an) =(g-ay,...,q-ap).
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Note que as aplicacoes projecao nas j-coordenadas, denotadas por
in (al,...,ai) — Gy,

sao aplicagoes equivariantes chamadas projecao equivariante na j-coordenada.

1.10 Introducao aos Grupos Algébricos Lineares

Nesta secao, serao apresentadas as defini¢coes e algumas propriedades acerca de
grupos algébricos lineares para o bom entendimento do nosso trabalho de tese. Assumiremos
K é um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Para maiores detalhes sobre
tal assunto indicamos a leitura de [22,44, 68, 84].

Definigao 1.10.1. Definimos uma K -representagdo (ou simplesmente represen-
tagcdo) linear de G em um espago vetorial V como sendo um homomorfismo de

grupos

0: G — GL(V)
g — ©(g) = ¢,

Além disso, definimos o grau da representacao linear ¢ como sendo a dimensao do espago

vetorial V. Dizemos que a representacdo linear ¢ é fiel se ¢ é injetivo.

Exemplo 1.10.2. A representagdo linear de um grupo G em um espaco vetorial V pode
ser vista como a agdo de grupo G x V. — V dada por ¢(g,v) = ¢4(v), para todo g€ G e
veV.

Caso dim'V = n, com n € N, os grupos GL(V') e GL,(K) sao isomorfos. Neste
caso, uma representacao linear de G em V' pode ser vista como um homomorfismo ¢ de GG
em GL,(K). Em particular, quando n = 1, podemos considera-lo como um homomorfismo
v: G — K*, onde K* = K\{0} é o grupo multiplicativo do corpo K. Nesta definigdo,
podemos considerar que V é um G-médulo e consequentemente dizemos que ¢ é uma
representacao irredutivel (completamente redutivel) se V' é um G-mddulo irredutivel

(completamente redutivel).

Exemplo 1.10.3. Toda representagio de grau 1 é irredutivel. Toda representacao irredu-

tivel € completamente redutivel.

Exemplo 1.10.4. Sejam n um nimero natural maior que 2, C,, o grupo ciclico finito de

ordem n e x um gerador de C,,. Podemos considerar a representacdo linear

- (") =R,
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cosf  senf 2T , N
onde R, = , com 0 = —. Observamos que v € uma representacao
—senf  cosf n

irredutivel. Caso existisse um subespago W proprio nao nulo teriamos que ¢q4(Y) = \;Y,
com W ={Y) e \; € R para todo g € C,,. Em particular, R, teria autovalor real, o que é

absurdo.

Teorema 1.10.5. Sejam G um grupo abeliano e K um corpo algebricamente fechado.

Entdo toda K-representacdo de G irredutivel de grau finito tem grau 1.

Demonstragio. Ver [80, Resultado 8.1.6, pag. 219 ]

Teorema 1.10.6 (Teorema de Maschke). Seja G um grupo finito de ordem |G|. Se

charK nao divide |G| entdo todo G-mddulo V' de dimensao finita é completamente redutivel.
Demonstragio. Ver [54, Secao 5.2, pag 253] ]

Segue do Teorema de Maschke que se M é um G-modulo de dimensao finita,

entao existem Ny, Ns, ..., N,, submédulos simples de M tais que
M=N@®ND--- DNy,

e tal decomposicao ¢ tnica a menos de isomorfismo e ordenagao (ver Teorema 1.1.33).
Além disso, é possivel demonstrar que a quantidade de representagoes irredutiveis de G
sobre um corpo K, a menos de equivaléncia, ¢ finito e este nimero ¢ menor ou igual ao
nimero de classes de conjugagao de G, para maiores detalhes veja [54, Secao 5.3, pagina
261].

A demonstracao do resultado principal do Capitulo 4, faz uso dos G-modulos
completamente redutiveis; caso GG seja finito o resultado segue do Teorema de Maschke,
porém para o caso em que G ¢ infinito este resultado nao é tao obvio. Nosso objetivo no
decorrer desta secao, é conhecer o conceito de grupos algébricos semissimples. Esta é uma
teoria importante para o entendimento de GG-mddulos completamente redutiveis sobre um
corpo de caracteristica zero. Com esse objetivo é importante estabelecer as nocoes em
detalhes.

Um grupo algébrico G é uma variedade que ¢ também um grupo de modo
que as aplicagoes multiplicacao e inversa, que definem a estrutura de grupo, sdo morfismos
de variedades. Se G é uma variedade afim, ou seja, um fechado de A, entdo G é chamado

grupo algébrico linear.

O conjunto M, (K) de todas as matrizes de ordem n sobre o corpo K pode ser
identificado como a variedade afim A™ . Denotando por GL,(K) = GL, o conjunto de
todas as matrizes de ordem n invertiveis com entradas em K, podemos observar que G L,

munido com o produto usual de matrizes ¢ um grupo chamado grupo geral linear. Note
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que GL,, é um subconjunto aberto (por Zariski) do espago M, (K) que nao se anula no
polinémio determinante det z. Além disso, é fato conhecido da teoria que os subgrupos
algébricos de um grupo algébrico, sdo os seus subgrupos fechados. A seguir daremos alguns

exemplos de grupos algébricos lineares.

Exemplo 1.10.7. O produto direto de dois (ou mais) grupos algébricos (munido com a

topologia do produto) é novamente um grupo algébrico.

Exemplo 1.10.8. O grupo especial linear SL,(K) é um subgrupo fechado de GL,(K) na
topologia de Zariski, definido pelos zeros da funcdo det x — 1. Além disso, seja ¢' a matriz

transposta da matriz g € M, (K). Entao para todo M € M, (K) podemos definir o grupo
Gu = {9 € GL.(K) | gMg' = M}.

Este é um grupo algébrico linear, com a condicio de que gMg' = M é um polinémio nas

entradas de g. Quando M for a matriz

0 I
—I; 0 /)

onde n = 2k, temos que Gy € o grupo simplético Spe(K). Caso M = I,,, Gy serd o grupo
ortogonal O, (K).

Um caso particularmente interessante desta situacao diz respeito ao centro
de um grupo. Seja G um grupo algébrico linear, por defini¢ao, o centro Z(G) de G é o

subgrupo dado por
Z(G) ={g € G| gh = hg, para todo h € G}.

Em outras palavras, Z(G) = ﬂ{g € G | gh = hg} é um grupo algébrico linear, j& que

heG
o conjunto {g € G | gh = hg} satisfaz a condi¢ao de que gh = hg é um polindémio nas

entradas de g, para h € GG fixado.

Exemplo 1.10.9. Seja G um grupo algébrico linear e H € G um subgrupo normal fechado,
entao G/H € um grupo algébrico linear, para maiores detalhes ver [84, Teorema 5.3, pdyg.

269]. Seque que o grupo geral linear projetivo, definido como sendo o quociente
PGL, = PGL,(K) = GL,/Z(GL,), pois Z(GL,) = K* -1d, é um grupo algébrico linear.

Exemplo 1.10.10. Dados uma dlgebra A de dimensao finita (ndo necessariamente as-
sociativa) e V' o espago vetorial de dimensao n associado a dlgebra A, entdao o conjunto
Autg A é um subgrupo de GL(V) « GL,(K). Além disso, firando a, b elementos de A
podemos definir o conjunto S(a,b) = {¢ € GL,(K) | ¢(ab) = ¢(a)p(b)} que é fechado
em GL,(K) e assim AutgA = ﬂ{S(a, b) | a,b e A} € fechado em GL,(K). Portanto,

Autg A € um grupo algébrico linear.
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Um importante resultado a respeito dos grupos algébricos lineares, porém de
demonstracao mais elaborada que os exemplos anteriores ¢ a existéncia de uma representa-
¢ao como um grupo de matrizes, ou seja, se G é um grupo algébrico linear, entao existem
um inteiro positivo n e um isomorfismo de G sobre um subgrupo fechado de GL,(K). A

demonstracao de tal fato pode ser encontrada em [44, Secao 8.6, pag. 63].

Por definicdo, um morfismo de grupos algébricos é um homomorfismo de
grupos ¢: G — G’ que é também um morfismo de variedades. E facil verificar que Kery
e I'myp sdo subgrupos fechado de G e G, respectivamente. Quando o grupo G' = GL,(K),
dizemos que ¢ é uma representacao racional. A seguir daremos a definicao mais precisa de

representacao racional.

Definicao 1.10.11. Seja V' um espago vetorial.

(a) SeV for de dimensao finita, entdo uma representacao de um grupo G em V', denotada
por p: G — GL(V), é uma representagdo G-racional se ela é um homomorfismo

de variedades. Neste caso, dizemos que V é um G-modulo racional.

(b) Se dimensao de V' for infinita, dizemos que V' é G-mddulo racional se ele for uniao
de G-modulos racionais de dimensdo finita, ou seja, todo v € V estd contido em um
espaco G-invariante de dimensao finita N e a restri¢io da agdo de G sobre N é uma

representagdo racional de G em N.

Exemplo 1.10.12. O produto tensorial entre G-maodulos racionais também é racional,

munido com a respectiva agdo diagonal pelo grupo G.

Sejam A uma algebra finitamente gerada e G um grupo algébrico linear tal que
G age como um grupo de automorfismos da algebra. Dizer que “G” age “racionalmente”
sobre A implica que cada elemento de A estd em um subespaco G-invariante de dimensao

finita que ofereca uma representacao racional de G.

Exemplo 1.10.13. Sejam A uma dlgebra de dimensao finita e G = Auty(A) entdo A é
um G-mddulo racional, basta considerar a representagio inclusio v: Autg(A) — GL,(K),

onde n = dimy A.

Proposi¢ao 1.10.14. [/1, Lema 5.6/ Seja R uma dlgebra que é um G-mdédulo racional
tal que G age sobre R como um grupo de automorfismos. Se S é uma RE-dlgebra comu-
tativa qualquer, entao G age na S-dlgebra R ®grc S como grupo de S-automorfismos e a

representagdo € racional.

Demonstra¢io. Podemos definir a agdo de G sobre R ®@gc S por g- (r®s) =(g-7)®s,
comr € ReseS. A primeira afirmacao é obvia. Para ver que a representacao é racional,

observamos que dado h = Z r;®s; um elemento qualquer em R®pc S, podemos definir M
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como sendo o G-submédulo de R gerado por todos os r;’s. Consideramos Z M QK (Ks;) o
G-submoddulo de R®g S de dimensao finita que é um G-submodulo de R ®pe S contendo
h. O

Definicao 1.10.15. Seja G' um grupo algébrico linear. Dizemos que G é linearmente

redutivel, se todo G-mddulo racional é completamente redutivel.

Seja G um grupo algébrico linear. Um elemento g em G ¢ dito ser unipotente se
todos os seus autovalores sao 1. Dizemos que G é unipotente se todos os seus elementos sao
unipotentes. Além disso, G ¢ soltivel (resp. nilpotente), se ele é soluvel (resp. nilpotente)

COmo grupo.

Defini¢ao 1.10.16. Seja G um grupo algébrico. O radical R(G) de G é o maior subgrupo
normal solivel conexo de G. Além disso, o radical unipotente R,(G) de G ¢é o maior
subgrupo normal unipotente conexo de G. Dizemos que G é semissimples (respectivamente
redutivel) se R(G) = {e} (respectivamente R, (G) = {€}).

Lema 1.10.17. [/1, Corolario 5.35] Um grupo algébrico linear unipotente é solivel.

Observacao 1.10.18. Segue do lema anterior e da Definicio 1.10.16 que um grupo

semissimples € redutivel.

Observamos que Chevalley classificou, em [22], os grupos algébricos simples.
Mais precisamente, se G é um grupo algébrico semissimples, entdo podemos associa-lo
a um diagrama de Dynkin, obtendo assim uma classificacao similar a dos grupos de Lie
compactos, como grupos de Lie simples do tipo especial A,,, B,,, C,, D,,, e 0s cinco grupos
excepcionais Eg, E7, Eg, Fy, G3. Para maiores detalhes ver o comentario feito em [68, Se¢ao
2.1.13, pég. 62]

Lema 1.10.19. [8/, Cap. 9, Teorema 5.4 e Coroldrio 5.6] Um grupo algébrico linear G
¢ redutivel se, e somente se, ele € linearmente redutivel. Em particular, os grupos cldssicos

e excepcionais sao linearmente redutivel.

Seja A uma algebra associativa central simples munida de uma involugao (x).
Pelos comentérios feitos na Segao 1.7 temos que Autx(A,7) = PSU,(K) o grupo especial
unitario projetivo. O proximo resultado classifica os grupos especiais unitarios, a menos de

isomorfismo.

Teorema 1.10.20. Seja A = M, (K) a dlgebra das matrizes de ordem n sobre o corpo K

algebricamente fechado. Se G € o grupo especial unitdrio associado a involugio (x), entdo:

1. G~ SO,(K), sex=t;

2. G~ Sp,(K), sex=s;
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3. G~ SL,(K), se () € do sequndo tipo.
Demonstracgio. Ver [68, Proposicao 2.15, pag. 86] O

Por fim, seja G um grupo linearmente redutivel, entdo qualquer quociente G/H
por um subgrupo algébrico normal de G ¢ também linearmente redutivel. De fato, dada
uma representacao V' de G/H, obtém-se uma representacao induzida por G (para o mesmo
espaco vetorial associado). Entao qualquer decomposicao de V' como uma representacao de
G é também um decomposigao como representacao de G/H. Como subespacos invariantes
pela acao de G de V' sdo ao mesmo tempo subespagos GG/H-invariantes de V' entao as
nogoes de subrepresentacao irredutivel coincidem, assim devemos obter uma decomposi¢ao

de V' como uma representacao de G/H.
Deste comentario e do Lema 1.10.19 temos o seguinte resultado.
Teorema 1.10.21. Consideramos K um corpo algebricamente fechado de caracteristica

zero e A uma dlgebra de Jordan (ou associativa) central simples de dimensdo finita. O

grupo de automorfismos Autk(A) é um grupo redutivel.
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2 Propriedade de Primalidade para Polino-

mios Centrais

Neste capitulo consideraremos K sendo um corpo infinito de caracteristica
diferente de 2 e apresentaremos os resultados descritos em [33]. Primeiramente iremos
considerar uma propriedade anédloga a estabelecida por Regev em [78] para as algebras
M,(K) das matrizes, mas para outros tipo de &lgebras e determinaremos em quais
graduagoes elementares por um grupo em n-uplas distintas sobre algebras das matrizes
tal propriedade ¢ satisfeita. Em seguida, provaremos que as dlgebras M, (E) e M, ,(E)
satisfazem a propriedade de primalidade para polindmios centrais. E por fim, concluiremos
que, sobre um corpo de caracteristica zero, toda algebra verbalmente prima satisfaz tal

propriedade.

Ressaltamos que o ultimo resultado mencionado acima jé foi obtido em [31] e
completado em [83]. Aqui foi dada uma demonstracao alternativa e que generaliza ambas
as situagoes. Os resultados foram obtidos em colaboragao com Diogo Diniz, UFCG, e

foram aceitos para publicacao na revista Journal of Pure and Applied Algebra.

Em todo capitulo, a menos de mencao contraria, todas as algebras e espacos
vetoriais serao sobre K e todas as algebras serao associativas e com unidade. Além disso,
por simplicidade de notacao, iremos mencionar polinémios centrais G-graduados para

identificar os polinémios centrais G-graduados proprios.

2.1 Definicoes e Resultados Preliminares

Seja G um grupo abeliano com elemento neutro €, denotaremos por A = @gec A,

uma algebra G-graduada associativa com unidade.

Definicao 2.1.1. A dlgebra A satisfaz a propriedade de primalidade para poliné-
mios centrais G-graduados se sempre que o produto de dois polinomios G-graduados
em conjuntos disjuntos de varidveis for polinomio central graduado para A implicar que

ambos os polinomios também sao centrais graduados para A.

Vale lembrar que dado um subconjunto S de K{X¢) denotaremos por {S)'¢
o Tg-espaco gerado por S. Se S = {f} usaremos, simplesmente, {f)'¢ para denotar o
Tg-espaco gerado por f. Além disso, sabe-se que (f)'¢ é gerado, como espaco vetorial,
pelo conjunto

P15 n) [ pi € (K(X@)) i
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(ver Proposicao 1.5.8). Logo se f é um polindémio central graduado para A, entdao todo
elemento de (f)*¢ é uma identidade graduada ou um polinémio central graduado para a
algebra A. Para o caso em que G = {¢} temos, nas referéncias classicas utilizadas para o

estudo basico de Pl-algebras, o seguinte resultado.

Proposicao 2.1.2. Sejam f(xq,...,x,) um polinémio multihomogéneo de grau d; em x;
e hi(xy,..., 2., 2) a componente multihomogénea de f(x1 + 2z1,...,%, + z.) de grau 1 em
z;. Entao

[f(@r, 2 2] = Y hi(e, o, [30,701]). (2.1)

Demonstragio. A igualdade segue do fato que a aplicacdo a +— [a, x,,1] é uma derivacao
de K{X), para maiores detalhes ver [43, pg. 9]. O

Agora, estamos aptos para enunciar o nosso primeiro resultado.

Proposigao 2.1.3. Sejam A uma dlgebra G-graduada com uma base B consistindo de
elementos homogéneos, V' um subespago de A € f(T1,4,,. .., Tng,) um polinomio em K{X¢).

As afirmacoes a sequir sio equivalentes:

(i) Se (ai,...,a,) € uma substituicio admissivel qualquer por elementos de A, entdo o

elemento f(ay,...,a,) estd em V;

(ii) Para todo polinémio f'(x14,,-- -, Tmg,) em (fYTC e toda substituicio f'-admissivel

(a1,...,ay) de elementos em A, o elemento f'(ay,...,an) estd em V.

(iii) Para todo polindmio multihomogéneo f'(z1g,,. .., Tm.g.) em {fY'C e toda substituicdo

f'-admissivel (b, ..., by,) de elementos em B, o elemento f'(by,..., by) estd em V.

Demonstragio. Sabemos que o conjunto S = {f(p1,...,pn) | pi € (K(X&)),} gera {f)'¢
como um espago vetorial. Suponha que a afirmagao (i) seja vélida, entao tal afirmacao
é valida também para todos os elementos de S e portanto para todo f’ em (f)'¢, o que
conclui o item (ii). E claro que o item (i7) implica o item (i77), entéo falta demonstrar que
o item (7i7) implica (7). Assuma que o item (7i7) seja valido e considere uma substituigdo

admissivel (ay,...,a,) por elementos de A. Como B é uma base para A, entdo podemos
n;

escrever a; = Z Aijbj, i =1,...,n, onde os b; € B sao elementos homogéneos de grau g;.
7=1

Defina, para cada i = 1, ..., n, o polindbmio
n;
Gi(Ts; 11,915 - - >$sz~+m,gni) = Z AijTsi1j,g;
=1

em K{(Xg), e escreva f(q1,...qm) = f1 + -+ f; como soma de componentes multihomo-

géneas. Como o corpo base ¢ infinito, temos que os polindmios fi, ..., f; estdo em (f)'¢.
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Consideremos v a substituicao de elementos de K{X¢) por elementos de A tal que
¢ substituido por b;. Observe que o resultado dessa substituicao feita no polindmio g; serd

q;(b1,...,by,) = a; e portanto

flat,...;an) = fil, + -+ fil-

Segue de (7i7) que cada componente fi|,, ..., fi|, estd em V, e portanto f(ay,...,a,)

também estd em V. Assim concluimos o resultado. O

Como consequéncia direta da proposi¢ao anterior, temos:

Corolario 2.1.4. Sejam A uma dlgebra graduada por um grupo G, V um subespaco de A

e f(T1,915- s Tmogn) um polinomio tal que para toda substituicao f-admissivel (a1, ..., ap)
de elementos em A, o elemento f(ay,...,an) esta em V. Entao, para todo elemento b em
A e toda substituicao f-admissivel (a1, ..., ay), o comutador [f(ay, ..., ay),b] também
esta em V.

Demonstracao. Utilizando uma “pequena” adaptacao da Proposicao 2.1.2 teremos que
[f(ngl? s 7xm7gm)> $m4r1,€] = Z hi(xl,gv o Tm,gm [xi,gw $m+1,6])' (2'2)
i

Observe que a variavel x,,,1 . ¢ homogénea de grau €, e consequentemente o comutador

[Zi.g:, Tm+1,c] tem grau g;. Além disso, sabe-se que os polinémios

hi(xl,gn co s Tmygm s [xllgw xm+1,6])

estao no Tg-espago gerado por f. Da Proposicao 2.1.3, temos que para toda substituicao
hi-admissivel (ai,...,an,,b) os elementos h;(a, ..., am,|a;,b]) estdo em V. E assim, o

resultado segue diretamente da Igualdade (2.2). O

Para finalizar esta se¢ao de preliminares, provaremos um resultado que sera

utilizado de forma recorrente nas demonstracoes deste capitulo.

Proposicao 2.1.5. Sejam f(x1,4,,...,%rg.) € 9(Tri1g,01s---+Tsg,) POlindmios em con-
juntos disjuntos de varidveis em K(Xg). Se f' € {f'¢ e ¢’ € {g)'¢ entdo f' - ¢ estd em
{f - gdTe. Em particular, se f - g for um polinémio central graduado para uma dlgebra

G-graduada A, entio [’ - g também o é.

Demonstracio. Da hipétese, temos que f' e ¢ sdo combinacoes lineares de polindmios
da forma f(p1,...,p) € g(qu,-..,qs), respectivamente, onde (p1,...,p.) e (q1,-..,qs) sdo
substituigoes admissiveis por polindmios em K{Xg). Portanto, f'- ¢’ é uma combinagio

linear de polindémios no conjunto

S:{f(pla"'apr)'g(qla"'7QT) |p17"-7p7’7q17"'7qseF<X>}'
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Como f e g sao polinémios em conjuntos disjuntos de varidveis e da caracterizagao de
Tg-espaco temos que cada elemento de S estard em (f - g)’¢. E portanto f’- ¢ estd em
{f-g)Te¢. A segunda parte é uma aplicacdo direta da primeira junto com a Proposicao
2.1.3. O

2.2 Graduacdo Elementar sobre M,,(K') e Propriedade de Primali-
dade

Nesta se¢ao denotaremos por A a élgebra M, (K) e E;; serdo as matrizes ele-
mentares de A contendo 1 na (i, j)-ésima entrada e 0 nas demais. O objetivo principal desta
secdo é caracterizar as graduacgoes elementares de A por n-uplas distintas que satisfazem
a propriedade de primalidade para polinémios centrais graduados. Tal caracterizacao
serd demonstrada no fim desta se¢ao, mas para chegarmos a este objetivo, precisaremos

estabelecer uma sequéncia de resultados tteis.

Proposicao 2.2.1. Considere que A seja munida de uma graduagdo elementar e o0s
polinomios f(x1g,,...,Trg) € G(Xri1,g011s---+Tsg,) eStejam em conjuntos disjuntos de
varidveis. Se f-g é um polinomio central graduado para A, entao existe uma matriz diagonal
invertivel P de modo que o resultado de toda substitui¢io f-admissivel (respectivamente

g-admissivel) é um muiltiplo escalar da matriz P (respectivamente de P~ ").

Demonstracdo. Segue por hipotese que existe pelo menos uma substituicdo admissivel

Ay, ..., A tal que o elemento f(Ay, ..., Ar) - g(Ari1, ..., As) seja uma matriz escalar nao
nula, implicando que g(4,.1,...,As) é uma matriz invertivel, a qual denotaremos por
P!, Considerando (B, ..., B,) uma substituicio f-admissivel qualquer, temos que o

produto f(Bi,...,B) - g(Ar11,...,As) serd uma matriz escalar. Portanto f(By,..., B,)
¢ um multiplo escalar da matriz P para toda substituicao f-admissivel. De modo analogo,
o resultado de toda substituicio g-admissivel ¢ um miltiplo escalar de P~ '. Resta provar

que P ¢é uma matriz diagonal.

Do Corolario 2.1.4, temos que se M é uma matriz qualquer de grau € e
(Bi, ..., B,) é uma substituigdo f-admissivel, entdo o comutador |f(B, ..., B,), M] serd
um multiplo escalar da matriz P. Em particular, [P, M] = Ay P para algum escalar
Ay € K. Como a graduacao aqui considerada é elementar, podemos observar que as
matrizes Fy, tém grau e, para todo k = 1,...,n. Consequentemente, para cada k, existe

um escalar A\, € K tal que
[P, Exi] = AP, (2.3)
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Escrevendo P = Z pijEi; e considerando a igualdade (2.3) teremos
1,J

i~k 7k 0

Se A\, = 0 para todo k entao Z(me,k — priEyi) = 0, implicando que p;; = 0 para i # j,
irk
isto é, P é uma matriz diagonal. Suponha, agora, que exista algum k tal que Ay # 0.

Considerando a igualdade anterior, podemos observar que A\yprr = 0 implicando que
pri = 0 e os coeficientes que nao estao na k-ésima linha ou coluna sao nulos, isto ¢, p;; = 0
quando ¢ # k e 7 # k. Além disso, pj, = A\kDir € —Prj = A\iPr; para todo ¢ # k e j # k.
Caso p;r # 0 para algum k # ¢ terlamos A\ = 1 e pg; = 0 para todos ¢ # k. Neste caso

P = Z pir i ndo seria uma matriz invertivel, o que é uma contradi¢gdo. Suponha agora
ik
que pg; # 0 para algum ¢ # k entao A\, = —1 e assim P = ZpkiEki também néo seria
i#k
invertivel, providenciando novamente uma contradi¢ao. Em resumo, P = 0 se existir algum
k tal que A\ # 0, que é absurdo. Assim, o inico caso considerado implicara que P é uma

matriz diagonal, o que queriamos demonstrar. O

Defini¢ao 2.2.2. Seja A a dlgebra das matrizes M,(K) munida com uma graduagdo
elementar. Denotemos por H o conjunto das permutagoes o em S,, tais que o correspondente

automorfismo A,, dado por A,(Eij) = Eq@ye(), € um automorfismo graduado de A.

E facil verificar que o conjunto H, definido acima, é um subgrupo de S, e a
aplicacao o — A, é um homomorfismo de grupos. Deixaremos essa verificacao para o leitor.

Nos proximos resultados serao deduzidas algumas relagoes que envolvem o subgrupo H.

Proposigao 2.2.3. Se f é um polinomio em K{(Xq) que nao € identidade graduada para
A e o resultado de toda substituicio f-admissivel ¢ um mailtiplo escalar de uma matriz M,

entdo para todo o € H existe um escalar ndo nulo X\(o) tal que
Ag(M) = No) ' M.
Além disso, a aplicacio \: H — K> é um homomorfismo de grupos.

Demonstracao. Da hipotese, existe uma substituicao f-admissivel de elementos em A
tal que f(A1,...,A,) = AM para algum escalar A # 0. Como os automorfismos A, sido

graduados, entao
Ay(AM) = Ay (f(A1, ..., An)) = F(AG(AY), ..., AL(Ay)) = N M,

para algum escalar A’ que depende do elemento o em H. Afirmamos que para cada o € H

existe um tnico escalar A(c) tal que Ay(M) = A(0) ' M. De fato, suponha que o escalar
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N1 seja nulo, entdo N = 0, e como A, é um automorfismo da algebra A, podemos concluir
que f(A1,...,An) =0, o que é uma contradigao. Logo, podemos definir (o) = M a
boa definicao desse escalar segue do fato da matriz M ser nao nula, assim concluimos a

primeira parte da Proposicao.

Para a segunda parte do resultado, basta observar que da Definicao de A, e

considerando M = Z m;; By temos que
iij

MoT) "M = Ay (M) = AO’T(Z mi i) = Zmij(EUT(i)UT(j))
.3 1,J
= A A (M) =Xo) '"N71) ' M.
Agora o resultado segue, novamente, do fato de M ser nao nulo. O]

Seja A o homomorfismo dado na proposicao anterior. Neste préoximo lema,
descreveremos as matrizes diagonais P que satisfazem a igualdade A,(P) = A(0) ' P em

termos do homomorfismo A e da agao canonica de H sobre o conjunto {1,2,...,n}.

Lema 2.2.4. Seja \: H — K um homomorfismo de grupos e, para cada i, definimos

P(i) = Z Ma)Eqagiyatiy- Entao as sequintes afirmagoes sao validas:

acH
(i) Para todo o € H temos A, (P(i)) = X\o) ' P(i);

(ii) As matrizes P(i) e P(j) tém entradas ndo nulas na mesma posi¢io se, e somente

se, i e j estao na mesma H-orbita;

(7ii) Seja iy, ..., iq um sistema completo de representantes das orbitas da agao candnica

de H sobre {1,2,...,n}. A matriz diagonal P satisfaz
Ay(P) = MNo) P (2.4)

para todo o € H se, e somente se, P pode ser apresentada como uma combinagao

linear das matrizes P(iy), ..., P(ig).

Demonstragdo. Observe, inicialmente, que

Ao(P()) = D M) Esagiyoaty = M) D A(00) Egagiyoatsy = Ao) ™" P(i),

aeH aeH
0 que prova o item (7).

Para a prova da afirmacao (i7), suponha que P(i) e P(j) tém entradas nao
nulas na mesma posicao. Isso implicard «(i) = [3(j), para alguns « e § em H, isto é,
B~ ta(i) = j. Consequentemente i e j estdo na mesma H-érbita. A afirmacdo reciproca é

imediata.
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Resta provar a afirmagao (zii). Consideremos a matriz diagonal P = Z piEii

i

que satisfaz a igualdade (2.4) e A1, ..., \q escalares em K tais que a i,-ésima entrada da
d

matriz A\, P(is) seja p;,. Defina P’ = Z AsP(is). Como P' é soma de matrizes diagonais,
ns:l

podemos escrevé-la na forma P’ = Z piE;;. Além disso, i1, . ..,1iq é um sistema completo

i=1
de representantes das 6rbitas da agao candnica de H. Segue da afirmacao (ii) que os P(is)’s

nao possuem entradas nao nulas na mesma posi¢ao e consequentemente p;, = p; para
todos s = 1,...,d. Devemos provar que P = P'. Tomemos a k-ésima entrada da matriz P,
entao podemos considerar a matriz pyP(k). Da defini¢do de sistema completo existe um s
em {1,...,d} e um o € H tal que o(s) = k, e portanto p,(s) = pl,(5) sempre que p; = py.
Para a reciproca, basta observar que pela afirmagao (i) a matriz P’ também satisfaz a

igualdade (2.4). Isto conclui a prova do lema. O

Para algumas graduacoes elementares por n-uplas distintas de elementos de
G é possivel determinar uma matriz P nas condig¢oes do lema anterior e um polindmio
f em K{(Xg) que nao é uma identidade graduada para A tal que o resultado por toda
substituicao admissivel ¢ um multiplo escalar de P. Este tltimo resultado sera mostrado

na proxima proposi¢do, mas antes disso deduziremos as seguintes afirmagoes.

Lema 2.2.5. Seja x14, -+ Tpg4, um monomio multilinear de grau € tal que a n-upla
Ei.j.) €

(Exytys - -5 Ex,u,,) duas substituicoes admissiveis tais que o resultado de cada substitui¢ao é

(91,0192, - -, 91+ gn) consiste de elementos de G distintos. Sejam (FE;

1J10 0t

nao nulo. Entao exviste o € H tal que
(Bkytys - Brntn) = (Bo@in)otin)s - - s Eolin)oin))-

Demonstracao. O elemento E; j, --- E; ;. ¢ nao nulo e homogéneo de grau e, assim devemos

171

ter j1 = t2,...,Jn=1 = in,Jn = U1, isto é, ;- E; ;, = E;; . Além disso, a n-upla
(91,9192, -, 91 gn) € composta de elementos distintos de G, implicando que (i1, ..., i,)
¢ uma permutagao de {1,...,n}. De fato, assumindo que i5 = i, para s < r, obteriamos
Ei .. =FEy,comdegE; ;. =¢gy---gsedegE;; = g2+ gsgs+1---gr distintos, o que é um
absurdo. Analogamente (k1,...,k,) é também uma permutagao. Consideremos o como
sendo uma permutacao em S, tal que o(is) = kg, para todo s = 1,...,n. As substitui¢oes
consideradas sao todas admissiveis, e consequentemente o automorfismo de A tal que
E;

grau. Isto é, 0 € H, como queriamos demonstrar. O

Eij = Esi)o(j) envia as matrizes Fy i, ..., Fy, i, , ; ;, em matrizes elementares de mesmo

Lema 2.2.6. Se A tem uma graduagdo elementar induzida por uma n-upla de elementos
distintos de G entdo a orbita de todos os elementos no conjunto {1,2,...,n} sob a agdo

candnica do grupo H tem exatamente |H| elementos. Em particular, |H| divide n.
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Demonstragio. Fixe ¢ um elemento qualquer do conjunto {1,2,...,n}. Da Observacao
1.9.4 temos que [H: Stab(i)] = |O(i)], onde Stab(i) e O(i) denotam o estabilizador e a
6rbita de i, respectivamente. Considere algum o € H que satisfaz o(i) = i, desse modo as
matrizes F;; e E; ;) tém o mesmo grau, para todo j. Como a n-upla que determina a
graduagao consiste de elementos distintos, entdo o(j) = j. Portanto o estabilizador de
cada um dos elementos do conjunto {1,2,...,n} é trivial, isto é, |H| = |O(i)| para todo i
d
em {1,2,...,n}. Por fim, basta observar que n = Z |O(is)| para algum sistema completo

s=1
de representantes i1, ..., is das Orbitas da acdo candnica de H sobre {1,2,...,n}, o que

conclui a demonstracao. O]

Proposigao 2.2.7. Considere A uma dlgebra munida da graduacao elementar induzida
pela n-upla (hy, ..., hy,) de elementos distintos de G. Se existir uma matriz diagonal nao
nula P e um polinomio graduado f(x1,4,,...,Tm.g,.) que ndao seja identidade para A tal que
o resultado de qualquer substituicio admissivel seja um maltiplo escalar de P entdo existe
um homomorfismo (de grupos) \: H — K™ tal que P ¢é igual a uma combinagio linear de
matrizes da forma P(i1), ..., P(iq) nas condigoes do Lema 2.2.4. Reciprocamente, sejam
A H — K™ um homomorfismo e P = diag(py, .. .,pn) wma matriz nao nula escrita como

combinagdo linear de matrizes P(i1), ..., P(iq). Entdo o polinémio
f(@1grs--sTnyg,) = Zpixai(l)’goi(l) o Tain)g, i (2.5)

onde o é o n-ciclo (12...n), gi = h; 'hiyy parai = 1,....,n—1 e g, = h, 'hy, ndo é
uma identidade para A e tem a propriedade que para qualquer substituicao f-admissivel o

resultado serd um maultiplo escalar da matriz P.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.2.3 temos que para todo ¢ em H existe um escalar
niao nulo (o) tal que A,(P) = A(o) 'P. Aplicando agora o item (iii) do Lema 2.2.4

concluimos a primeira parte da proposigao.

Ja para provarmos a segunda parte do resultado observamos que o polinémio f
¢ multilinear, portanto é suficiente demonstrar o resultado para substitui¢coes admissiveis
de matrizes elementares. E claro que f (E12,...,E,) = P, o que implica que f nao é
uma identidade para A. Pelo Lema 2.2.5, toda substituicao f-admissivel de modo que o
resultado seja nao nulo é da forma (A, (E12), ..., A;(Fn1)). Para concluir a demonstragao,

basta aplicar o item (#i7) do Lema 2.2.4. O

Seja G um grupo com exatamente n elementos, ou seja, |G| = n. Recordamos
que uma graduacao elementar de A induzida por uma n-upla de elementos distintos de G é
chamada de graduagao produto cruzado. A seguinte proposicao é o ultimo ingrediente

na demonstragao do teorema principal desta secao.



Capitulo 2. Propriedade de Primalidade para Polinémios Centrais 75

Proposicao 2.2.8. Seja A munida de uma graduagdo elementar induzida pela n-upla
(91, ---,9n) de elementos distintos de G. Entao A possui uma graduacio produto cruzado
pelo suporte da graduagdo se, e somente se, |H| = n. Além disso, nestas condigoes, supp A

¢ um subgrupo de G isomorfo a H.

Demonstracao. Primeiramente vamos assumir, sem perda de generalidade, que a graduacao
elementar em A seja uma graduacao produto cruzado. Assim para cada g € G existe uma

permutacao o, em S, tal que

(ggb < 7ggn) = (gcrg(l)a s 7gcrg(n))-

E facil observar que a aplicacio o: ¢ — o4 ¢ um homomorfismo de grupos. De fato, sejam
g, h elementos em G e observando a igualdade acima, temos que g, ;) = gg; para todo j.

Portanto
Jog(on(@) = 99on () = 9NGi = Goy(i)»

ou seja, 0,0, = og. Caso 0,(j) = j para todo j, teremos que g; = gg; implicando que
g = €, isto é, o homomorfismo ¢ ¢é injetivo. Por fim, iremos mostrar que a imagem de GG
por o estd em H. Seja E;; uma matriz elementar de grau g; 'g;, entdo para todo g em G o

grau de Aq, (Eij) = Eq,(i)o,(;) ¢ igual a
g;gl(i)gﬁg(j) = (ggi)fl(ggj) = glflgj,

o que conclui que Ay, é um automorfismo graduado. Isto significa que o, estd em H para
todo g € G, implicando que |H| = n. Mas o Lema 2.2.6 implica que |H| deve ser menor ou

igual a n. Portanto o é sobrejetiva. Concluimos que H e G sao isomorfos e |H| = n.

Reciprocamente, assuma que |H| = n. O Lema 2.2.6 implica que existe apenas
uma orbita, ou seja, a agdo de H sobre {1,...,n} é transitiva. Tome g um elemento no
suporte da graduagdo e uma matriz elementar Ey; de grau g = g;, *g;. Assim, para todo i,
existe o em H tal que o(k) = i e a matriz elementar E;; tem grau g se j = o(l). Agora se
h é outro elemento que estd no suporte da graduacao entao existe ¢ tal que a matriz Ej,
tenha grau h = ¢; 'g; e By = E;;Ej; tenha grau gh. Isto mostra que gh esta no suporte. E
claro que a matriz E;; tem grau h™!, e isso implica que h™' estd também no suporte da
graduacao. Além disso, para todo h € supp A, existem 7, j € {1,...,n} tais que h = g;lgj,
considerando oy € H tal que o1(i) = 1 temos que h = g; 1ggl(j). Tudo isso demonstra
que o suporte desta graduacao é um subgrupo de G de ordem n. Como os elementos
(6,9, 92, .. .,9, "gn) sdo elementos distintos em G, concluimos que a graduacio ¢ uma
graduacao produto cruzado sobre seu suporte e aplicando a primeira parte da proposicao

teremos que H e supp A sao grupos isomorfos. O]

Observacao 2.2.9. Seque da Proposicio anterior que a graduacao produto cruzado sobre

a dlgebra das matrizes definida nesta secio é um exemplo da graduacdo de G-produto
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cruzado apresentado na Defini¢ao 1.2.17. De fato, suponha que A = M,(K) possua uma
graduagao produto cruzado por um grupo G entdo a n-upla (g1,...,g9,) € formada por
todos elementos de GG. Da Proposicao 2.2.8 temos que para cada g; € G existe o; € H tal
que a aplicag¢ao g; — o; € um isomorfismo entre os grupos G e H. Para cada i € {1,...,n},

defina a matriz
j=1

Aqui iremos considerar, por abuso de notagdo, j + 1 como sendo j + i € Z,,. Observe que

em todas as linhas da matriz P(o;) existe apenas uma entrada nao nula, pela defini¢ao do
n

grupo H e P(o;)™" = Z Eo,(j+i),0:(), implicando que cada componente homogénea possui

j=1
um elemento invertivel. Porém, a Zs-graduagio dada no Exemplo 1.2.5 da dlgebra My(K)

¢ uma graduagdo Zs-produto cruzado dada na Defini¢do 1.2.17, mas ndo € no sentido da

definicio dada nesta secao.

Estamos prontos para fazer uma caracterizagao das graduagoes elementares
sobre A por n-uplas distintas que satisfazem a propriedade de primalidade. A demonstracao

deste resultado representa o “apice” desta sec¢ao.

Teorema 2.2.10. Seja A uma dlgebra munida de uma graduacao elementar induzida pela
n-upla (g1, ...,gn) de elementos distintos de G. A dlgebra A satisfaz a propriedade de
primalidade para polinomios centrais G-graduados se, e somente se, a graduacao é uma
graduacao produto cruzado e o grupo G nao possui representagdao linear de grau 1 além da

trivial, ou seja, ndo existe homomorfismo G — K™ nao trivial.

Demonstragdo. Vamos supor, por absurdo, que A nao tenha a graduagao produto cruzado.
Entao pela Proposigao 2.2.8 temos que |H| < n. Neste caso o Lema 2.2.6 implica que o
numero d de 6rbitas em H agindo sobre {1,2,...,n} é maior que 1. Considere iy, ..., iz um
sistema completo de representantes das érbitas da ac¢do canoénica de H sobre {1,2,... ,n}
e junto com o homomorfismo trivial, podemos aplicar a Proposicao 2.2.7 para obter um
polinémio f de modo que o resultado obtido por toda substituicado f-admissivel é um

multiplo escalar da matriz diagonal
P =P(iy)+ -+ P(ig—1) — P(iq)

com P? = I,. Observe que d > 1 implica que f ndo é um polindmio central graduado
para A, mas o produto de duas copias de f em conjuntos disjuntos de variaveis é central.
Segue que A nao satisfaz a propriedade de primalidade. Suponha agora que a graduacao
em A seja produto cruzado, mas que GG tenha uma representagdo de grau 1 nao trivial.
Pela Proposigao 2.2.8 temos que H é isomorfo a G. Neste caso podemos considerar a

existéncia de um homomorfismo nao trivial A\: H — K™ e considerar que a acao de H
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sobre {1,2,...,n} determina uma unica 6rbita, digamos iy, e assim P = P(i;). Aplicando
o Lema 2.2.4, combinado com o homomorfismo A e a Proposigao 2.2.7 é possivel obter um
polinémio graduado f que nao é identidade para A e que satisfaca ainda a propriedade de
que o resultado de qualquer substituicdo f-admissivel é um multiplo escalar de P. Observe
que |H| = n, entdao as entradas na diagonal de P estdao na imagem de \ e portanto sao
raizes n-ésimas da unidade. Isto implica que P" = I,,, e assim o produto de n copias de
f em conjuntos disjuntos de variaveis é central. Como o homomorfismo A é nao trivial,
temos que P nao é uma matriz escalar e assim f nao sera central. Portanto, mais uma vez,

A nao satisfaz a propriedade de primalidade. Entao a primeira parte do resultado segue.

Reciprocamente, assuma que a graduacao em A seja uma graduagao produto
cruzado e que o Unico homomorfismo G — K™ seja o trivial. Vamos fixar dois polinémios
graduados f(z1,4,,..-,%rg.) € 9(Tri1,g,,1,- -+ Tsg,) €m conjuntos disjuntos de varidveis
tais que o produto f - g seja um polinémio central graduado para A. Devemos provar que
a matriz P obtida na Proposicao 2.2.1 é um multiplo escalar da matriz identidade; isto é
suficiente para mostrar que f e g sdo polindomios centrais. Pela Proposicao 2.2.3 existe um

homomorfismo \: H— K™ tal que

Como a graduagao é produto cruzado devemos ter que H e GG sdo grupos isomorfos, e por
hipotese A deve ser o homomorfismo trivial. Além disso, pela ordem de H ser igual a n, o
Lema 2.2.6 implica que a agdo de H sobre {1,...,n} é transitiva. Neste caso, aplicando

item (7ii) do Lema 2.2.4, temos que P ¢ uma matriz escalar. O

Observacao 2.2.11. A propriedade de primalidade pode nao ser invariante por extensdo
de escalares. Por exemplo, considere o grupo G = Zs, se K for o corpo dos reais, entao
existe apenas uma R-representacoes irredutivel de grau 1, a trivial. Porém, caso K seja
o corpo dos complexos, toda C-representacao irredutivel € de grau 1, isto €, existem trés
C-representagoes irredutiveis de grau 1. Aplicando o Teorema 2.2.10, M3(R) munida com
sua Zs-graduagao natural (a graduacio de Vasilovsky) satisfaz a propriedade de primalidade

para polinémios centrais Zs-graduado, mas Ms3(C) nao.

Como tultimo resultado desta secdo, provaremos que a propriedade de pri-
malidade ¢ invariante por graduagao coarsening. Para rever os conceitos relacionados a

graduacao coarsening, direcionamos o leitor para a Defini¢ao 1.2.18.

Teorema 2.2.12. Sejam I': A = @uecly e I A = @pen A graduagoes de uma dlgebra
A pelos grupos G e H, respectivamente. Além disso, considere que a H-graduacio T
¢ um coarsening da G-graduacao I'. Se A satisfaz a propriedade de primalidade para
polinomios centrais G-graduados, entdo ela também satisfaz a propriedade de primalidade

para polinomios centrais H-graduados.
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Demonstragio. Sejam f(x1py, ... Zrp,) € §(Tri1hprs- -+, Tsp,) Polinémios em conjuntos
disjuntos de variaveis tais que o produto f - g seja um polinéomio central H-graduado.

Entao existe uma substitui¢do admissivel (Ay,..., A, A.1q,..., As) tal que
f(Ala' .- aAT) 'g(AT+17 s 7As) # 0.

Considere, agora, uma substituicdo g-admissivel tal que g(A4,.1,...,As) é uma matriz
invertivel. Como a H-graduagdao em A é um coarsening da G-graduagao segue que cada
matriz A; é soma de matrizes homogéneas na G-graduacao, digamos A; = By ; + -+ By, ;

onde todas as B;; sao matrizes de grau g;; e gr; # gi; se k # [. Definimos o polinomio
k;

G-graduado p; = Z Ty, € denotamos f=Ffp1,-p:), 7= 9Pri1,s---,ps). Observe que
=1
pi € p; sao polindmios em conjuntos disjuntos de varidveis sempre que ¢ # j e portanto

f e g também o sdo. E claro que se fizermos a substituicio p;-admissivel (B, ..., Br,i)
em cada p; o resultado obtido serd A; e portanto a substituicdo em f e g resultard em
f(A .. A) e g(Aryq, ..., Ay), Tespectivamente. Se o produto f - g for uma identidade
graduada entdo f(Ay, ..., A.) - g(Ars1,...,As) = 0 e por g(Ar4q,...,As) ser invertivel

implica que f(Ay,...,A,) =0, o que nao é possivel.

Assim f - g é um polindmio central G-graduado ndo-trivial, pois f - g é um
polinémio central H-graduado. Como A satisfaz a propriedade de primalidade para
polinoémios centrais G-graduados isto implica que f e § sdo polindmios centrais G-graduados
e portanto f(Aj,...,A,) é um elemento pertencente ao centro de A. Isso prova que f é
um polinémio central H-graduado. Usando passos completamente analogos provamos que

g também é central H-graduado. O]

2.3 Algebra das Matrizes sobre uma Algebra munida de uma Gra-

duacao Regular

Em [31], Diniz provou que o produto tensorial entre duas élgebras regulares
satisfaz a propriedade de primalidade, se ambas satisfazerem a mesma propriedade, quando
o corpo base é de caracteristica zero. Em particular, a dlgebra M, (E) satisfaz a propriedade
de primalidade para polindmios centrais, uma vez que as algebras M, (K) e E também
a satisfazem. Recordamos aqui que a prova da propriedade em FE foi feita na mesma
referéncia. Vale ressaltar que a definicao de dlgebra regular foi dada na Secao 1.2, mais

precisamente na Definigdo 1.2.21.

O principal objetivo desta se¢ao é demonstrar que a algebra M, (F) satisfaz a
propriedade de primalidade quando o corpo base é infinito e de caracteristica diferente
de dois. Para isto, denotaremos por R uma &algebra regular (com unidade) e por A a

dlgebra das matrizes M,,(K) de ordem n. Além disso, a algebra M, (R) denotara a algebra
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das matrizes de ordem n com entradas na algebra regular R. Identificando a matriz
escalar diag(r,...,r) como sendo o elemento r em R, podemos observar que R e A sdo
subalgebras de M, (R). A graduagao sobre M, (R), aqui considerada, serd assumida de
tal modo que R e A sejam subalgebras homogéneas e R seja graduada pelo grupo trivial.
Assim a graduacao M,(R) = @yec(M,(R)), terd componentes homogéneas da forma
(Mn(R))y ={rb| 7€ R,be A,}. O resultado principal desta segdo (Teorema 2.3.15) é o
seguinte: “se R é uma &lgebra regular entao M, (R) herda a propriedade de primalidade
para os polindmios centrais graduados de A”. Segue deste resultado e da propriedade
de primalidade sobre A (com graduagao trivial), obtida por Regev, a propriedade de

primalidade para polindémios centrais ordinarios em M, (F).

Observe que em muitos dos exemplos conhecidos de algebras com graduagao
regular minimal por um grupo abeliano verifica-se que o centro da dlgebra coincide com
a componente neutra, ver Secao 1.2. Neste proximo resultado nés provaremos que a

coincidéncia vale sob a seguinte condi¢cao minima sobre a graduacao regular:

Propriedade 2.3.1. Para quaisquer h,h' € H e qualquer 0 # 1, € Ry, existe sy € Ry

com a propriedade de que rpsy # 0.

Proposicao 2.3.2. Seja R uma dlgebra com uma graduagdo reqular por um grupo H. Se

a graduacao regular for minimal e satisfaz a Propriedade 2.3.1 entio Z(R) = R.,,.

Demonstracao. Seja [ o bicaracter que induz a H-graduacgao regular minimal de R. Para
quaisquer g, h € H temos r,r, = [(g,h)rpry € f(em,h) = 1 implicando R, < Z(R).
Observe que o centro Z(R) ¢ uma subédlgebra homogénea de R. De fato, seja z € Z(R),
entao existem z1, ..., 2, elementos homogéneos de R tais que z = z; + - -+ + 2z,. Como o
grupo H ¢ abeliano e ainda temos rz = zr para todo r € R, podemos tomar r como um

elemento homogéneo. Isto implica que
(rzg —2r) + -+ (rzn, — z,r) = 0.

Por outro lado, a decomposicao em componentes homogéneas ¢ tinica, portanto obtemos
que cada z; estd em Z(R), o que conclui a afirmacao. Suponha, por contradigao, que
R.,, € Z(R) entdo existem elementos h # € e 0 # z, € Ry, tais que 2z, € Z(R). Da hipdtese
desta proposiciao temos que dado qualquer h' € H existird wy € Ry tal que zpwy # 0.
Obteremos, desta forma, wy 2z, = zpwy = B(h, K )wp 2, e concluimos que B(h, h') = 1 para

todo h' € H. Esta ultima afirmacao contradiz a minimalidade da graduacao regular. [

Observacao 2.3.3. Observamos que nenhuma das duas hipéteses da proposicao anterior
pode ser removida. Se R for uma dlgebra com graduacdo reqular que nao seja minimal,

entdo existe h € H\{ey} tal que B(h,g) # 1, para todo g € H e a inclusao serd estrita.

Por outro lado, considere a dlgebra R definida da sequinte forma:

<17f7617€27"' | fe :e'if:Oaf2 :anjej = —€j€i>,
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onde a subdlgebra de R gerada pelos elementos e; € a dlgebra de Grassmann. Temos que a
decomposicao

RO = EO € Rl = E1 @<f>

¢ uma Zo-graduagdo reqular minimal sobre R, porém f é central e portanto Z(R) contém

propriamente Ry.

Nosso proximo resultado caracterizard a verificacdo de quando um polino-
mio G-graduado é uma identidade para M, (R). Esse resultado sera importante para a

demonstragao do teorema principal da secao.

Lema 2.3.4. Seja R uma dlgebra com uma graduacao regular por um grupo abeliano H tal
que Z(R) = R.,, e seja M,(R) munida de uma G-graduacao tal que R < (M, (R))... Se

f=f (@1, Trg,) € um polinomio tal que o resultado de toda substituicio f-admissivel

(Seld

de elementos em M,(R) estd em Ry, para algum h # ey, entdo f é uma identidade

graduada para M,(R).

Demonstragio. Seja (ay,...,a,) uma substituigdo f-admissivel de elementos em M, (R),
segue do Coroldrio 2.1.4 que para todos h' € H e m' € Ry o comutador [f(ay,...,a,),m’]

estd em Ry. Aqui consideramos R contido em (M, (R))e., tomamos V = Ry e por H

ca
ser um grupo abeliano, temos que ambos f(ay,...,a,)-m' e m’ - f(a1,...,a,) estdo em
Ry Portanto [f(ay,...,a,),m'] estd em Ryp. Se h' # ey entao h # hh' implicando que
Ruw n Ry, = {0}. Desta maneira podemos concluir que [f(ay,...,a,),m'] = 0. Note que
f(ay,...,a,) comuta com todo elemento em Ry, para todo h' € H diferente de eg. Além
disso, como [(eg, h) = 1 podemos deduzir que f(aq,...,a,) comuta também com todos
os elementos de R, . Isto implica que f(aq,...,a,) estd em Z(R) = R.,. Neste caso,
f(ay,...,a,) estd em R, N R, = {0}, e portanto f(ay,...,a,) = 0. Concluimos assim que
f ¢ uma identidade graduada para M, (R). O

Sejam R uma algebra que possui uma graduacao regular pelo grupo abeliano
Hef: Hx H— K> o seu respectivo bicaracter. Se m(zy, ..., xs) é um monémio de grau
d; em z; e (r1,...,rs) uma s-upla de elementos H-homogéneos de R, entdo a condi¢ao
(P2) da Defini¢ao 1.2.21 implicara que

ds

s

m(ry, ..., 1) = it
para algum escalar A nao nulo.

Observacao 2.3.5. O escalar \ descrito anteriormente nao depende da s-upla de ele-
mentos escolhida de R, mas do monémio m, do bicaracter f: H x H — K™ e da s-upla

h = (hi,...,hs) tal que r; € Ry,,. Tal escalar serd denotado por eﬁm, ou simplesmente por
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€nm S€ nao tiver duvida em qual dlgebra regular estaremos trabalhando. Desta maneira

temos que
d d
Mry, ... Ts) = €pmTit - 15
Definigao 2.3.6. Sejam f(z14,,...,%n,,) um polindmio graduado multihomogéneo na

dlgebra K{X¢) e h = (hy,...,h,) € H". Escrevendo f = Zaimi como uma combinacao
linear de monomios, podemos definir fr, como

fh(xlygl, Ce 7$n,gn) = Z eh,miaimi.
i
Observagao 2.3.7. Se f(x1,4,,...,%ng,) € um polinomio graduado multihomogéneo de

grau d; em x; 4, 7, € Ry, € a; € A entao

flraq, ... ra) = Tfl . -Tftfh(al, AR

onde h = (hy,..., h).

Para os préximos resultados iremos considerar que R é uma algebra com uma

H-graduacao regular que satisfaz a seguinte propriedade:

Propriedade 2.3.8. Para quaisquer dois mondémios my e mg € K{(Xg), em conjuntos
disjuntos de variaveis, que nao sao identidades H-graduadas para a dlgebra R teremos que

o produto my - my também nao ¢é identidade graduada para R.

As algebras com graduacao regular apresentadas no Exemplo 1.2.23 satisfazem
essa propriedade. Uma algebra R que satisfaz a Propriedade 2.3.8 devera satisfazer também

uma propriedade graduada analoga a definicdo de algebra verbalmente prima.

Proposicao 2.3.9. Seja R uma dlgebra com uma H-graduacao reqular que satisfaz a
Propriedade 2.5.8. Se f,g€ K{(Xg) sao polinomios graduados em conjuntos disjuntos de
varidveis que nao sao identidades para R entao f - g também ndo é identidade graduada

para R.

Demonstracao. Da Proposicao 2.1.3 podemos assumir, sem perda de generalidade, que os
polindémios f, g sdo multihomogéneos. Pela Observacao 2.3.5, temos que f, g sao, mdédulo
Idy(R), multiplos escalares de mondomios em conjuntos disjuntos de varidveis. Portanto,
a Propriedade 2.3.8 implica que f - g ndo estd em Idy(R). Logo f - ¢ ndo é identidade
graduada para a algebra H-graduada R. O]

Corolario 2.3.10. Seja R uma dlgebra munida de uma H-graduacdo reqular minimal
a qual satisfaz a Propriedade 2.3.8. Se R = K{(Xy)/Iduy(R), com a sua H-graduagio

candnica, entio Z(R') = R, .
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Demonstragio. Sejam h,h' € H e ), = f + Idg(R) um elemento nao nulo em R},. Consi-
deramos um m de modo que x,, ; ndo seja variavel em f. A Proposicao 2.3.9 implica que
[+ T ndo estd em Idy(R). Portanto ry sy, # 0, onde s), = 2, v + Idg(R). Desta forma

o resultado segue da Proposicao 2.3.2. O

Na préxima proposicao observaremos que as algebras regulares R que satisfazem
a Propriedade 2.3.8, sdo de fato verbalmente primas. Sobre um corpo algebricamente
fechado de caracteristica zero, existe uma descri¢ao dessas algebras que tém uma graduacao
regular ndo degenerada por um grupo finito. O leitor pode encontrar maiores detalhes

em [4, Corolério 42].

Proposicao 2.3.11. Uma dlgebra R com uma H-graduacao reqular que satisfaz a Propri-

edade 2.3.8 é verbalmente prima.

Demonstragio. Sejam f(xq,...,x¢), g(x441,...,2s) polindmios em K{(X) em conjuntos
disjuntos de variaveis, nenhum deles uma identidade para R. Proposicao 2.1.3 implica
que existem polindmios multihomogéneos f'(z1,...,zy) € (T, ¢ (xpi1,...,74) € {g)F
e elementos homogéneos ry, ..., 1y, ..., 7y com f'(ry,....ry) #0e g(rys1,...,ry) # 0.
Pela Observagao 2.3.5 e pela Propriedade 2.3.8, o produto f'(zy,...,z¢) ¢ (xpi1,..., Ts)
nio é uma identidade para R. Como f’- ¢ estd em {f - g)*, podemos concluir, usando

Proposicao 2.1.3 que f - g ndo é uma identidade ordinéria para R. [

Recordando o que foi demonstrado no Teorema 2.2.12, os proximos resultados
nos providenciam que a Propriedade 2.3.8 ¢é invariante por graduacao coarsenings e ainda
mais, que a propriedade de primalidade se transfere para algebras que satisfazem as

mesmas identidades G-graduadas.

Lema 2.3.12. Seja R uma dlgebra H-graduada regqular. Entao R satisfaz a Propriedade

2.3.8 se, e somente se, todo coarsening desta graduacao satisfaz a Propriedade 2.5.8.

Demonstracio. Primeiramente, vamos supor que exista uma H'-graduacao sobre R coarse-
ning da H-graduacdo que nao satisfaga a Propriedade 2.3.8. Isso implicaria a existéncia de
my, mg monémios em K{ Xy ), em conjuntos disjuntos de variaveis, que nao sao identidades
H'-graduadas para a algebra R, mas o produto m; - ms o é. Logo, para toda substituicao
admissivel (ry,...,rs,rsi1,...,r¢) terfamos mq(ry, ..., ry) - ma(rsi,..., 1) = 0, onde os
r;’s sao elementos homogéneos na H'-graduacdo. Portanto podemos considerar uma subs-
tituicdo admissivel tal que mq(ry,...,rs) € mo(rsyi1,...,7) sejam nao nulos. Por outro
lado, utilizando a mesma notacao dada na demonstracao do Teorema 2.2.12, podemos
escrever cada r; = wy; + - -+ + Wy, ; como soma de elementos homogéneos wy 4, ..., Wy, ; na

H-graduacao de graus hi;, ..., hy,;, respectivamente, e h;; # hy;, se j # . Consideramos
ki

os polinémios p; = Z Tip,, € definimos My = my(py, ..., ps) € My = Ma(psi1, .- ., Pr)-
I=1
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Observe que p;, p; sdo polindmios H'-graduados em conjuntos disjuntos de
variaveis sempre que ¢ # j. Isso implica que m; e Ty sdo polindomios H-graduados em
conjuntos disjuntos de variaveis. Obviamente a substituicao de T, POT wy; em p; resultard
em 7; e portanto as substituicoes em iy e Mg serao my(ri,...,7s) € Mo(Tsi1, ..., Tt),
respectivamente. Mas isto implica que 7, e My nao sao identidades H-graduadas. Por R
satisfazer a Propriedade 2.3.8 em sua H-graduacao, podemos utilizar a Proposicao 2.3.9 e
teremos que o produto 7 - My nao € identidades H-graduada. Mas isto contraria o fato

de m, - my ser identidade H'-graduada.

A afirmacao reciproca é imediata, uma vez que a H-graduagao em R é coarsening

nela prépria. Portanto o lema esta demonstrado. ]

Lema 2.3.13. Sejam B e¢ B' dlgebras graduadas por um mesmo grupo G. Se B e B’
sio G-Pl-equivalentes, ou seja, Idg(B) = Idg(B'). Entio B satisfaz a propriedade de

primalidade para polindmios centrais graduados se, e somente se, B' também a satisfaz.

Demonstragio. Sejam f(x1,g,,...,%g,) € §(Tit1,g,01s - - - » Tsg,) POlindmios em K{(X¢) em
conjuntos disjuntos de varidveis que nao sejam identidades para B’, mas que f - ¢ seja
polindmio central graduado para B’, isto é, [f g, 1] estd em Idg(B'), para qualquer h € G.
Como B e B’ sio G-Pl-equivalentes, temos que [f - g, 23] € Idg(B) implicando que f - g é
um polinémio central G-graduado para B. Se B satisfaz a propriedade de primalidade para
polinémios centrais graduados entao f(z14,,...,%g,) € G(Ti41,g,41s- -+ Tsg,) também sdo
polindémios centrais G-graduados para B. Para concluir o resultado basta aplicar o “truque”
da G-Pl-equivaléncia novamente e observar que f(x1,g,,...,%1g,) € 9(Ti41,90115- -+ Ts,g,)

sao polindmios centrais G-graduados para B'. O

Lema 2.3.14. Sejam R e R’ duas dlgebras regqulares graduadas por um mesmo grupo
abeliano finito H que sao H-Pl-equivalentes. Entao M, (R) e M, (R') sio G-PI-equivalentes.

Demonstragio. Denote por B’ uma base para M,,(R') consistindo de elementos homogéneos
e suponha que exista um polinémio G-graduado multihomogéneo f em K{Xs) tal que
f € Ida(M,(R)\Idg(M,(R')). Da Proposicio 2.1.3, existe f'(z1,,...,7eg) em {f)'C
e uma substitui¢ao f’-admissivel (rja,...,r;a;) de elementos da base B’ para os quais
temos

fl(rlla’la < 7T1ltat) = 7ﬁlldl o .Tzdtfh(a’b s 7at) 7 07

implicando que a substituicdo fh-admissivel (ay,...,a;) de elementos de A é nao nula.
Segue que o mondémio m = m(Typ,...,Tep) = xf}hl : --xitht nao pertence a Idy(R').
Aqui h; denota o grau do elemento homogéneo r; na graduagao de R e h = (hy,..., hy)
é a t-upla obtida pela respectiva substituicao admissivel. Porém, se tomarmos quaisquer

elementos rq, ..., r de R com h; sendo o grau do elemento homogéneo r; na graduagao
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de R, teremos que

0= f'(riay,...,ma) =% r®fuar, ... a),

o que é um absurdo j& que Idy(R) = Idy(R). O

De agora em diante, iremos considerar uma dlgebra M, (R) munida de uma

G-graduacao tal que:

(Grl) R é uma subélgebra homogénea e R < (M, (R));

(Gr2) A é uma subdlgebra homogénea.

Agora estamos prontos para enunciar e demonstrar o resultado principal desta

secao.

Teorema 2.3.15. Seja M, (R) uma dlgebra G-graduada que satisfaz as condigoes (Grl)
e (Gr2). Se R possui uma graduacao regular, por um grupo abeliano H, satisfazendo a
Propriedade 2.5.8 e a dlgebra A = M, (K) (com a G-graduagio herdada de M,(R)) satisfaz
a propriedade de primalidade para polindmios centrais graduados, entao a dlgebra M,(R)

também satisfaz a propriedade de primalidade.

Demonstracao. Primeiramente, provaremos que podemos assumir sem perda de genera-
lidade que a algebra regular R que satisfaz a Propriedade 2.3.8 possui centro da forma
Z(R)=R

graduacao coarsening da H-graduacao de R satisfaz a Propriedade 2.3.8. Além disso toda

ey, onde ey é o elemento neutro do grupo H. Segue do Lema 2.3.12 que toda
graduacgao regular de R admite um coarsening por uma imagem homomérfica sobre H
que é minimal. Portanto podemos assumir que a algebra R possui uma graduacao regular
minimal que satisfaz a Propriedade 2.3.8. Por simplicidade de notacao, diremos que tal
graduacgao é dada pelo grupo H. Observamos que a H-graduacao candnica da algebra
R' = F{Xy)/Idg(R) é uma graduacao regular minimal que satisfaz a Propriedade 2.3.8.
Aplicando o Coroldrio 2.3.10 temos que Z(R') = R, .

Consideramos a algebra M, (R') munida com a G-graduacao cuja as suas
componentes homogéneas é dada por (M,(R)), = {r'a | ' € R';a € A;}. Pelo Lema
2.3.14, M,(R) e M,(R') satisfazem as mesmas identidades G-graduadas. Nestas condigoes,
podemos aplicar o Lema 2.3.13 e concluir que M, ( R) satisfaz a propriedade de primalidade
se, e somente se, M, (R') também a satisfaz. Portanto daqui em diante iremos assumir que
R possui uma graduagao regular, por um grupo abeliano H, satisfazendo a Propriedade
238e Z(R)=R

€y *

Vamos agora demonstrar o resultado principal. Seja f(x1,4,,...,%tg) um po-

lindémio graduado em K{(X¢) tal que o produto f - g seja um polindmio central graduado
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para Ag para algum g(zi41,4,,,,-.-,%s4,) Cujo conjunto de varidveis em g é disjunta das de
f. Provaremos que f é um polindmio central graduado para Ag. Primeiramente afirmamos
que existem um polindmio ¢'(z1 4, ..., Tmg,) em {gy’¢, uma m-upla h = (hy,...,hy,)
em H™ e uma substitui¢ao gj-admissivel (ay,...,a,) de modo que g (ai,...,a,) seja

elemento invertivel da algebra A.

Seja Br (e B4) base de R (e A) de elementos homogéneos na H-graduagao (e

na G-graduacao). E claro que
B = {mM|m€BR,MEBA}

¢ uma base para M,(R). Como o produto f-g ndo ¢ uma identidade graduada para M, (R),

segue da Proposi¢ao 2.1.3 que existem f'(14,,...,%m.g,) €m (fHTe, G (T1 gy s Timgn)
em {g)’¢ e uma substituicio admissivel (r1a;,...,7may) de elementos em B tais que
f(riay, ..., rman) - g (raq, ..., rmay) # 0. (2.6)

Segue da Proposicao 2.1.5 que o elemento acima pertence ao centro da algebra Ag.
Denotamos por h; o grau do elemento homogéneo r; na graduagao homogénea de R
e h = (hy,...,hy) a m-upla obtida pela substituigio admissivel anterior. Usando a

Observagao 2.3.7 podemos reescrever os elementos acima da forma

(i o) - (rf ) falans - am) < gn(an, - a), (2.7)

onde d; e e; denotam os graus de z; , em f' e em ¢', respectivamente. Como o elemento

(2.7) é central, temos que o produto

filay, ... an) - gn(ag, ... am) (2.8)

esta no centro de A, ou seja, é um multiplo escalar da identidade de A diferente de zero por
causa da equagao (2.6). Portanto gy, (a1, .. ., a,) é um elemento invertivel de A, obtendo

assim a demonstragao da afirmacao.

Defina h ™! o grau do elemento (¢ - --r%") na graduacio regular de R. Provare-
mos, agora, que o resultado de qualquer substituicao admissivel no polinémio f estd em Ry,.
Pela igualdade (2.6), temos que f nao é identidade, entdo segue desta afirmacao, do Lema
2.3.4 e da Definicao de polinémio central graduado proprio que f é um polinémio central
graduado para Ag. Sejam f”(y14,; - -, Ysg.) um polindmio em (Y€ e (wyby,. .., wsb,)
uma substitui¢ao f”-admissivel de elementos em B. Denote por k = (kq,..., k) a s-upla
obtida pela substituicao f”-admissivel com k; sendo o grau do elemento homogéneo w; na
graduacao regular de R. Aplicando, novamente, a Proposicao 2.1.5 temos que o produto
T "Wigrs- s Ysigs) 9 (T1g15 -+ Tmg,, ) € um polindmio central graduado para Ag. Portanto

o elemento
(w? U wgs) ' (7”? U 7afnm) llcl(bb < 7b8) ' gia(ala cee ,&m), (29)
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onde ¢; é o grau de y; 5, em f”, é central em M,(R). Se provarmos que f"(wiby, ..., wsbs)
estda em Ry, pela arbitrariedade de tal elemento, podemos aplicar o Lema 2.1.3 e isto

implicard a afirmacao que queremos demonstrar.

Assuma que
f”(wlbl, Ce ,U}sbs) = (w? s wgs) ll{l(bl, Ce ,bk) # 0.

Além disso, podemos aplicar a Propriedade 2.3.8 de R e ainda podemos supor, sem perda
de generalidade, que

(it wf) - (o ori) 0.

m
(Caso contrario basta trocar os elementos homogéneos (wy, - - - ,w;) de R e utilizar o mesmo
argumento.) Neste caso o produto fy (b1,...,bn) - gn(ai, ..., ay,) é um miltiplo escalar da

identidade de A. Fixando a substituigao gj,-admissivel, temos que para toda substitui¢ao
fr-admissivel o resultado do produto fy - ¢;, ¢ um multiplo escalar da identidade de A.
Como fy(b1,...,by) é um elemento nao nulo em A e gy (a1, ...,a,) é invertivel, temos
que fy - gy, nao é uma identidade para A. Renomeando as varidveis se necessdrio, podemos
supor que fy e g}, sdo polindmios em conjuntos disjuntos de varidveis, e assim o produto

v+ gp, ¢ um polindomio central para A. Por A satisfazer a propriedade de primalidade
concluimos que f,, é um polindmio central graduado para A. Portanto fy. (b, ..., bx) é
um multiplo escalar da identidade de A. Como Z(R) = R,,, e A é central, é claro que

o centro de A esta contido em R.,. Além disso, pelo fato do elemento (2.9) estar em

Cs

Z(M,(R)) teremos (wi'---w) - (r{*---rem) em R,,,, implicando que (w{* - - - wS

¢ o ) esta

em Rj,. A substituicdo f”-admissivel foi escolhida arbitrariamente, logo concluimos que
J"(wiby, ..., wsbs) estd em Ry,. Para o elemento g basta seguir passos totalmente andlogos.

Portanto, concluimos a demonstracao. O]

Observagao 2.3.16. Sobre um corpo de caracteristica zero, a hipotese de R satisfazer a
Propriedade 2.3.8 é completamente desnecessdria, uma vez que podemos reduzir o trabalho
para polinomios multilineares e tal propriedade seque diretamente de (P1) da Definigcao
1.2.21.

Como consequéncia imediata do teorema anterior podemos deduzir os seguintes

corolarios.
Corolario 2.3.17. Sejam G = {q1,...,g.} um grupo tal que o unico homomorfismo
G — K™ € o trivial, k um nimero natural € g = (g1,..., 91, Gry---, ) uma n-upla

de elementos de G onde cada elemento aparece k vezes. A dlgebra das matrizes M, (K),
onde n = kr, munida da graduacdo elementar induzida por g satisfaz a propriedade de

primalidade para polinomios centrais graduados.



Capitulo 2. Propriedade de Primalidade para Polinémios Centrais 87

Demonstragio. Seja R = My(K) e considere M,(R) munida com a G-graduagao onde
suas componentes homogéneas sao dadas por M,(R), = {rE;; | gi'g; = g). Conside-
rando M, (R) o espaco das matrizes em blocos, podemos definir o isomorfismo canénico
w: M,(R) - M,(K). Note que ¢ ¢ um isomorfismo graduado se M, (K) possui a gradua-
cao elementar induzida por g. Observe ainda que a algebra R possui uma graduagao regular
que satisfaz a Propriedade 2.3.8 (ver Exemplo 1.2.23) e M, (R) satisfaz as condigoes (Grl)
e (Gr2). Portanto o resultado segue aplicando o teorema anterior junto com o Teorema
2.2.10. [

Corolario 2.3.18. A dlgebra M, (E) (munida com a graduagdo trivial) satisfaz a proprie-

dade de primalidade para polinomios centrais.

Demonstracio. A Zs-graduacao natural de E é regular e satisfaz as hipéteses do Teorema
2.3.15. Além disso, a élgebra M, (K) é central simples e, munida com a graduagao trivial,

satisfaz a propriedade de primalidade (ver [78]). O

O Corolario anterior generaliza o resultado principal de [31] que foi provado

para algebras sobre um corpo de caracteristica zero.

Corolario 2.3.19. Seja G um grupo cuja unica representacao irredutivel de grau 1 é a
trivial. Se M, (E) possui uma G-graduagio tal que E € uma subdlgebra homogénea com a
graduagao trivial e M, (K) é uma subdlgebra homogénea com a graduag¢io produto cruzado
induzida por G, entao M,(E) satisfaz a propriedade de primalidade para polindmios

centrais G-graduados.

Demonstragio. Do Teorema 2.2.10, M,,(K) satisfaz a propriedade de primalidade para
polindmios centrais G-graduados. Aplicando o Teorema 2.3.15 obtemos que M,,(E) herda
a propriedade de M, (K). O

A &lgebra R = M,,(K) possui uma graduagio regular que satisfaz as hipéteses
do Teorema 2.3.15 (ver [13]). Aplicando o resultado principal desta segao, temos que a
algebra M, (R) =~ M,,,(K) das matrizes sobre o corpo K, com a graduacao herdada do
produto cruzado de M, (K), satisfaz a propriedade de primalidade para polindémios centrais

graduados. Essa graduacao é diferente da graduagao produto cruzado de M,,,(K).

Corolario 2.3.20. Seja R uma dlgebra que possua uma graduac¢do reqular, por um grupo
abeliano H, satisfazendo a Propriedade 2.3.8. A dlgebra R satisfaz a propriedade de

primalidade para polindmios centrais (ordindrios).

Demonstracio. Basta aplicar o Teorema 2.3.15 para A = K. [

Observagao 2.3.21. Sobre um corpo de caracteristica zero, toda dlgebra regular satisfaz

a propriedade de primalidade para polinémios centrais (ordindrios).
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Seja R uma algebra que possua uma graduacao regular, por um grupo abeliano
H, satisfazendo a Propriedade 2.3.8. Uma pergunta natural a se fazer é a seguinte: “A
algebra R satisfaz a propriedade de primalidade para polindomios centrais H-graduados?”
Tal afirmacao nao é verdadeira. Por exemplo, podemos considerar R = E a algebra de
Grassmann de um espaco vetorial de dimensao infinita munida de sua Z,-graduacgao
candnica e assim, T;1To7 ¢ um polindmio central Zj-graduado para R, mas x;7 € oy
nao o sao. Mais geralmente, seja R uma algebra que possua uma graduacao regular por
um grupo abeliano H, satisfazendo a Propriedade 2.3.8. Pela Demonstracao do Teorema
2.3.15 e pela condigao (P2) da Defini¢ao 1.2.21, o monémio z,xj,-1, para todo h € H com
h # ey, € central H-graduado para R, mas xj e x,-1 nao o sao. Portanto, as dlgebras que
possuam uma graduacgao regular, por um grupo abeliano H, satisfazendo a Propriedade

2.3.8 nao satisfazem a propriedade de primalidade para polindomios centrais H-graduados.

2.4 Propriedade de Primalidade para as Algebras M, ,(F)

Pelo Corolério 2.3.20, as dlgebras verbalmente primas M, (K) e M, (E) satisfa-
zem a propriedade de primalidade para polinémios centrais, ja que possuem graduacgoes

regulares que satisfazem a Propriedade 2.3.8, ver Exemplos 1.2.8 e 1.2.25, respectivamente.

Sob a hipétese do corpo ter caracteristica zero, em [31] Diniz provou que as
algebras M, (K), M, (F) e M,.(FE) satisfazem a propriedade de primalidade e em [83]
Samoilov demonstrou, considerando um corpo de caracteristica qualquer, que a propriedade
de primalidade é valida para algebras verbalmente primas se considerarmos “apenas”
polinémios multilineares. Ressaltamos que o resultado de Samoilov em caracteristica 0,
implica na primalidade, pois podemos linearizar e “simetrizar” os nossos polinémios sem

“perder” informacao.

Assim, entre as importantes algebras M, (K), M,(E) e M,;(E), supondo o
corpo infinito e de caracteristica diferente de 2, a tinica para a qual precisamos verificar a
propriedade de primalidade, é a dlgebra M, ,(E). Note que se a # b nao é conhecida uma

graduacao regular para este tipo de dlgebra.

Observagao 2.4.1. Por cdlculos diretos podemos verificar que My (E) também ndo
satisfaz a propriedade de primalidade para polinomios centrais Zso-graduados. Basta observar

que xfi . x%T ¢ um polinomio central Zs-graduado para My, (FE), mas ZL’%I, x% nao o $ao.

1
Nesta se¢o iremos apresentar a demonstracao de que a algebra M, ,(E) satisfaz
a propriedade de primalidade para polinomios centrais no caso ordinario, para isto usaremos

a Zs-graduagao candnica de F.

Lema 2.4.2. Sejam A = Ay @ Ay a dlgebra M,,(E) munida com sua Za-graduagio

canonica e f(xy,...,x,) um polinomio em K{X) tal que para algum g(z,1,...,Zs), com
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conjuntos disjuntos de varidveis das de f, o produto f -g é um polinémio central para
M, ,(E). Entao existe um i em Zs tal que f(as, ..., a,) estd em A; para quaisquer ay, . . ., a,

em M, (E).

Demonstracdo. Denote por B a base canonica de A. Provaremos a existéncia de polindmios
multihomogéneos f'(z1,...,Tm) em (Y, ¢'(z1,...,2,) em {g)’ ede by,..., by, em B tais
que f'(by,...,bm) g (b1,...,bn) # 0. Caso contrdrio o polinémio da forma f’- ¢ satisfaz
a condicao (i7i) da Proposi¢ao 2.1.3 com V = 0. Pela arbitrariedade da escolha de tais
elementos, podemos aplicar mais um vez a Proposicao 2.1.3 e teriamos que f - g é uma

identidade para A. Mas isto é uma contradigao.

Podemos considerar que os elementos f'(by,...,b,) e ¢ (b, ..., by) tém a forma
mM e rR,onde M e R sao matrizes em M, (K) e, m e r sio monoémios em E. A Proposicao
2.1.5 implica que o produto nao nulo (mM)(rR) estd em Z(A). Portanto M R é um mltiplo
escalar da matriz identidade e consequentemente R é invertivel, j4 que Z(A) = Ey. Observe
que R é um elemento homogéneo na Zs-graduacao de A, para se convencer disto observe
que o elemento r é um monoémio em F que tem o mesmo grau de R em suas respectivas
Zs-graduacao. Fixe i um elemento de Z, tal que ¢'(by,...,b,) = rR esteja em A;. Para
todo polindémio multihomogéneo f”(z;,,...,x;.) em (Y’ e todo elemento b;,, ..., b;, em
B, podemos escrever f”(b;,,...,b;,) = qQ, onde ¢ é um mondmio em E e () é uma matriz
em M, (K). Se ¢@Q = 0 entdao é 6bvio que ele estd em A;. Agora suponhamos que ¢@ # 0,
podemos assumir sem perda de generalidade que gr # 0, pois caso contrario podemos
substituir elementos que se repetem em ¢ e r por outros em B de mesmo grau e distintos.
Como R é invertivel e Q # 0 temos que o produto QR é nao nulo e assim (¢Q)(rR) # 0.
Da Proposicao 2.1.5, o produto f” - ¢ é um polindmio central para A implicando que
(qQ)(rR) pertence a Z(A) < Ay. Considere que ¢@) estd em A; para algum j em Zs.
Segue que (¢Q)(rR) também estd em algum A;,; e como (¢Q)(rR) # 0 implicard que
j + i = 0. Portanto ¢@Q estda em A;. O resultado segue agora aplicando a Proposic¢ao 2.1.3
para V = A;. m

Teorema 2.4.3. Seja K um corpo infinito de caracteristica diferente de 2. A dlgebra

M, ,(E) satisfaz a propriedade de primalidade para polinémios centrais.

Demonstragio. Sejam f e g polindmios em K{X) em conjuntos disjuntos de varidveis tais
que o produto f - ¢ seja um polinémio central para A = M, ;,(E). Da proposi¢ao anterior
existe i em Zs tal que f(a,...,a,) esteja em A; para quaisquer ay,...,a, em M, ,(E).
Das Proposigoes 2.1.2 e 2.4.2, temos que o comutador [f(ai,...,a,),b] estard em A;,
para todo b em A. Se b estiver em A; entdo os produtos f(ay,...,a,)-beb- f(ai,...,a,)
estardo em A;, 1, e consequentemente o comutador [f(ay, ..., a,),b] também estard em A;. ;.
Concluimos que [f(ay,. .., a,),b] estard em A;A; 1, implicando que [f(a4,...,a,),b] =0,

isto é, f(ay,...,a,) comuta com qualquer elemento de A;.
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Resta mostrar que f(aq,...,a,) comuta com todos os elementos em Ay. Para
este fim ¢ suficiente provar que ele comuta com os elementos da forma b = e;, - - - €;,, Eij,
para k > 0 e d,j em {1,2,...,a} ou {a+ 1,a + 2,...,a + b}. Escolha um ¢ > a tal
que by = e, Ey € by = ey---e;, Fy estejam em A;. Como b = b; - by concluimos que
f(ai,...,a,) comuta com b. Portanto o elemento f(ay,...,a,) é central em A, concluindo
que f é um polindmio central para A. A prova de que g é um polinémio central segue

passos totalmente andlogos. Com isso terminamos a demonstracao. O]

Observacao 2.4.4. Suponha K um corpo de caracteristica zero. Concluimos que todas
as algebras verbalmente primas satisfazem a propriedade de primalidade para polinomios
centrais (ordindrios). Embora tal resultado ja seja conhecido em [31] e [83], aqui demos

uma demonstracao alternativa.

2.5 Propriedade de Primalidade para AQR em charK = 0

Nesta se¢ao iremos considerar K um corpo de caracteristica zero. A seguir

faremos um defini¢ao mais geral que o Envelope de Grassmann dado na Defini¢ao 1.2.26.

Definigao 2.5.1 (G-envelope). Sejam A, R dlgebras graduadas por um grupo G. Deno-

tamos por

AQR = @ (Ag 02 Rg)

geG

a dalgebra com a G-graduacao tal que (A@R)g = A, ®R,.

Observamos que a &lgebra M, ,(E) é obtida como M, ,( K)®E, onde M, ,(K)
possui a Zs-graduagao induzida pela (a+b)-upla (0,...,0,1,...,1) com a (resp. b) entradas
iguais a 0 (resp. 1). Mais geralmente, se R possui uma graduagao regular entao existe uma

correspondéncia entre as identidades graduadas de A e AQR (ver [4,12]).

Definigao 2.5.2. Seja f(z14,,...,%n,,) um polinomio em K(X¢) e escreva f = Z Aim;
como combinacao linear de mondmios G-graduados my, ..., m,. Denotemos por f* o

polindmio f* = Zeﬁi)\imi, onde eﬁi ¢ o escalar obtido da Observacao 2.3.5.

Proposigao 2.5.3. [/, Lema 27] Sejam K um corpo de caracteristica zero, A e R dlgebras
G-graduada com a G-graduagao em R sendo reqular. Se f € um polinomio multilinear em
K{X¢) entio f é uma identidade graduada para A se, e somente se, f* é uma identidade
graduada para AQR.

Observagao 2.5.4. A “operacdo envelope” na Definicao 2.5.1 € involutiva. Mais preci-
samente, se o grupo G € finito e R = @‘GFlR entdo R tem uma G-graduagao reqular e
ainda 1dg((AQR)QR) = Idg(A). Isto foi provado em [}, Teorema 6],

Neste caso obtemos o seguinte teorema.
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Teorema 2.5.5. Sejam K um corpo de caracteristica zero, A e R dlgebras graduadas por
um grupo finito G com a G-graduacao em R sendo regular. Se os centros das dlgebras
A e ARR satisfazem Z(A) € A, e Z(AQR) < AR, entio A satisfaz a propriedade
de primalidade para polindmios centrais G-graduados se, e somente se, AQR satisfaz a

mesma propriedade.

Demonstragio. Sejam f(x1,g,,...,%rg.) € g(Tri1,g,11»-- -+ Tsg,) Polindmios em K{(X¢) que
sao multilineares e em conjuntos disjuntos de variaveis. Observe que a aplicagdo linear
f— f* é invertivel no espaco dos polindomios multilineares com um conjunto de variaveis
fixadas. Portanto todo polindmio multilinear é da forma h* para algum h multilinear.
Assumimos que a algebra A satisfaca a propriedade de primalidade para polinémios
centrais G-graduados; para provar que A®R também a satisfaz podemos considerar apenas
polinbmios multilineares, uma vez que a caracteristica do corpo é zero, e portanto é
suficiente provar que se f* - g* é central para AQR entdo f*, ¢* também o sdo. Afirmamos
que f é central para A se, e somente se, f* é central para AQR. Assuma que f é um
polinémio central para A, entdo para todo g € G o comutador |f,z,] é uma identidade
graduada para A. A inclusao Z(A) € A, implica que f possui grau e implicando que
[f,z]" = [f*,x4]- A Proposicao 2.5.3 implica que [f*,z,] ¢ uma identidade graduada
para A®R, portanto f* é um polinémio central graduado para A®R. A prova que f é
polinémio central graduado para A se f* é central para AQR é andloga. Como f* - g* é
central para AQR e (f-g)* = f*-g* concluimos que f-g é central para A. Isto implica que
f, g sdo centrais para A e portanto f*, g* também sdo centrais para AQR. Concluimos

que A®R herda a propriedade de primalidade de A.

Assumindo agora que AR satisfaca a propriedade de primalidade, pela Obser-
vacao 2.5.4 e Lema 2.3.13 podemos concluir pela primeira parte do teorema que A também

satisfaz a propriedade. O

Observagao 2.5.6. A hipdtese que Z(A) S A. € necessaria para provar que f* é um
polinémio central para AQR se f é central para A. No caso geral isso ndo é vdlido, por
exzemplo, podemos considerar A sendo a dlgebra comutativa EQE, onde E é a dlgebra
de Grassmann munida de sua Zso-graduacao natural. Qualquer polindomio que ndo seja
identidade para A é um polinomio central, em particular x,1 € central. Sabemos que a
dlgebra AQFE satisfaz as mesmas identidades graduadas que E e portanto SC;T = ;1 nao é
um polinémio central para AQE. Analogamente a inclusio Z(ARR) € AR, também ¢

necessaria.

Observagao 2.5.7. Por contas diretas (ver Observagio 2.4.1) observamos que My 1(E)
ndo satisfaz a propriedade de primalidade, porém temos outra maneira de rever esta

conclusao. Do Teorema 2.2.10 temos que My(K) munida de sua Zy-graduagio natural
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nao satisfaz a propriedade de primalidade, e o resultado anterior implicard que M, 1(E),

munida de sua Zso-graduacao, também ndo a satisfard.

Observacgao 2.5.8. Assuma que o corpo base seja infinito e de caracteristica diferente de
2. A primeira implicacio do Teorema 2.5.5 € valida adicionando a Propriedade 2.5.8. Ja
para a reciproca, devemos considerar dois monomios em varidveis DISJUNTAS. Mas isso
quer dizer que, essencialmente, temos de considerar polinomios multilineares em conjuntos
disjuntos de variaveis Entao a propriedade é vdlida para o caso geral mas apenas em

polinémios multilineares, como em [83].
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3 ldentidades e Polindmios Centrais de Alge-

bras de Divisao Graduadas Reais

Sejam K um corpo de caracteristica zero e A uma algebra graduada por
um grupo abeliano finito G sobre o corpo K. Di Vincenzo e Nardozza [28] mostraram
como se podem obter informacoes sobre as identidades G x Zs-graduadas de A @k F
conhecendo as identidades graduadas da algebra A. Posteriormente Brandao, Koshlukov e
Alves [5] usando algumas técnicas adicionais obtiveram a descrigdo dos polindémios centrais
G x Zo-graduados das algebras anteriores. No entanto, nao é facil obter informacoes sobre
identidades e polinémios centrais G x H-graduados no caso A ®x R, com R sendo uma
algebra graduada por um grupo abeliano finito H e tao pouco no caso em que K é um

corpo infinito de caracteristica prima.

Neste capitulo iremos considerar R uma algebra munida de uma graduacgao
regular por um grupo abeliano finito H sobre o corpo K e, como resultado principal,
obteremos informacgoes sobre os polinémios centrais G x H-graduados de A ®x R conhe-
cendo polinémios centrais G-graduados de A que contém uma base de suas identidades
G-graduadas, como Tg-espago. Além disso, Diniz e Castilho [32] conseguiram extrair

informagoes andlogas para o T« g-ideal das identidades graduadas de tais algebras.

Em artigos recentemente publicados ou submetidos, Bahturin e Zaicev [16],
bem como Rodrigo-Escudero [81] classificaram as algebras de divisdo graduadas simples e
de dimensao finita sobre o corpo dos niimeros reais. Mais geralmente, a classificacao das
algebras de divisao graduadas reais de dimensao finita esta sendo estudada por Bahturin
e Zaicev (ver [17]). Considerando uma relagao entre algumas dessas algebras graduadas
e as algebras regulares temos como objetivo principal deste capitulo determinar uma
base finita para o Tg-ideal das identidades graduadas e do Tg-espago dos polinémios
centrais graduados para as algebras de divisdo graduadas classificadas em [16,17,81]. Para
obter éxito, devemos aplicar o resultado principal para estas algebras. Por outro lado,
as técnicas que utilizaremos para determinar uma base para as identidades e polinémios
centrais graduados nos casos da graduacdo de Pauli ndo regular e da algebra &(e, 2%)
serao diferentes. Os resultados foram aceitos para publicagao na revista International
Journal of Algebra and Computation e podem ser encontrados em [34] sendo obtidos
em colaboracdo com Diogo Diniz, UFCG, e Sergio Mota, UESC.

Em todo capitulo, o grupo ciclico de ordem finita igual a s gerado pelo elemento
a serd denotado por (a);. Além disso alguns dos resultados apresentados podem ser
deduzidos (sem qualquer alteragao nas respectivas demonstragoes) numa situa¢ao mais

geral: considerando o corpo apenas infinito. Como alguns dos principais resultados deste
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capitulo exigem caracteristica 0, nés iremos restringir as consideragoes no caso de corpos

de caracteristica 0.

3.1 Definicoes e Resultados Preliminares

Sejam G e H grupos cujos elementos neutros denotaremos por € e €g, res-
pectivamente. Um espaco vetorial V', que possui uma decomposi¢do em soma direta de
subespacos I': V' = @y, ¢ chamado espago vetorial graduado pelo grupo G. Se
I'": V' = @penVj, é outro espago graduado, entdao uma transformacao linear ¢: I' — T
¢ dita ser homomorfismo graduado se para todo g € G, existir um h € H tal que
o(V,) € V). Se ¢ for invertivel e seu inverso for um homomorfismo graduado, dizemos
que I' e IV sao graduagdes equivalentes. Uma G-graduacio sobre uma algebra A é uma
graduacao sobre A como espaco vetorial I': A = @Ay tal que AjA;, S Ay, para todo
g,h em G.

Defini¢ao 3.1.1. Sejam I': A = @yec A, e I': B = @pen By, dlgebras graduadas por G e
H, respectivamente. As dlgebras graduadas A e B sdo ditas fracamente isomorfas se
existir um isomorfismo de grupos a: G — H e um isomorfismo de dlgebras ¢: A — B tal

que p(Ag) = Bagy para todo g em G.

Se GG e H sao os suportes de A e B, respectivamente, e a graduacao I" é forte
(isto é, AjA, = Ay, para todo g, h € G) entdo as graduagoes I' e I sdo equivalentes se, e

somente se, elas sao fracamente isomorfas.

Definic¢ao 3.1.2. A dlgebra graduada I': A = ®yecA, € uma dlgebra de divisdo gra-
duada (ou T é uma graduacio de divisao sobre A) se A tem unidade e todo elemento

homogéneo nao nulo em A € invertivel.

Observacao 3.1.3. Considerando a Definicio 1.2.17, temos que toda dlgebra de divisao
graduada possui uma graduacao G-produto cruzado. Porém a reciproca ndo é verdadeira,
basta tomar a Zy,-graduag¢do candnica sobre a dlgebra das matrizes M, (K), de ordemn > 1,
dado no Exemplo 1.2.5.

Seja G’ um grupo abeliano finito. Observe, inicialmente, que I' ¢ uma graduacao
de divisao se, e somente se, a componente neutra A, de I' é um anel de divisdo sobre
K. Considerando K = C o corpo dos complexos, temos que qualquer algebra de divisao
G-graduada complexa R ¢é isomorfa a algebra de grupo torcida C°G, onde a aplicacao

0: G x G — K* é um 2-cociclo sobre G, isto é, uma aplicacado que satisfaz

a(g,h)o(gh, k) = o(g, hk)o(g, k),

ver [40, Teorema 2.13]. Neste caso podemos definir 3(g, h) := (g, h)o(h, g)~ um bicaracter

antissimétrico. Reciprocamente, todo bicaracter antissimétrico é obtido de um 2-cociclo,
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ver [86, Lema 2]. A &lgebra C°G é um espago vetorial complexo de base G munido
da multiplicacdo definida por g - h := o(g, h)gh, portanto a terminologia “torcida”. A
G-graduagao candnica nesta algebra serd denotada por P(3). Por [40, Teorema 2.15],
C’G = M,(C) com a graduacdo de Pauli e G = Z} x -+« x Z , com ly - -1, = n. Além
disso, a classe dos isomorfismos correspondentes a cada graduagao esta em correspondéncia

biunivoca com os bicaracteres antissimétricos 5: G x G — C*.

No caso em que R ¢ uma algebra G-graduada de divisao complexa simples,
temos uma classificacao mais geral. O seguinte resultado caracteriza a graduacao de divisao
em algebras semisimples sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica qualquer,

sem qualquer restricao sobre o grupo G.

Proposicao 3.1.4. [11, Proposi¢io 2] Seja R uma dlgebra semisimples de dimensao finita
sobre um corpo algebricamente fechado, graduada por um grupo G. Entao R = @gecRy €
uma dlgebra de divisio graduada se, e somente se, supp R € um subgrupo de G' e dim Ry = 1

para qualquer g € supp R.

Segue destes cometérios que, sobre o corpo dos complexos, o produto tensorial
entre duas algebras de divisao graduadas é de novo uma algebra de divisao graduada.
Isto deixa de ser verdade no caso real. De fato, do Teorema 1.1.24 temos que as Uinicas
algebras de divisao sobre os reais de dimensao finita sao R, C ou H. Assim, D; ®g D>,
onde D; = R, C ou H, é uma algebra de divisao se, e somente se, pelo menos um dos D;
for R. Se R e S sao algebras de divisdao graduadas pelos grupos G e H, respectivamente,
temos que R ®g S é uma algebra de divisao graduada se, e somente se, sua componente
neutra for uma algebra de divisao e de dimensao finita sobre os reais. Isto implica que a
componente neutra de R ou S deve ser unidimensional. Sistematizamos esses comentarios

na observagao a seguir.

Observagao 3.1.5. Sejam R e S duas dlgebras de divisdo graduadas reais de dimensdo
finita, entao R Qg S € uma dlgebra de divisio graduada se, e somente se, a componente

neutra de R ou S for unidimensional.

Observacao 3.1.6. Sejam A = @yecAy € B = @pen By, duas dlgebras graduadas fraca-
mente isomorfas, entdo exvistem a: G — H e ¢: A — B isomorfismos de grupos e de
dlgebras, respectivamente, tais que p(Ay) = Bagg) para todo g em G. E claro que um
polinomio f € K(Xg) é uma identidade G-graduada para A (respectivamente polinémio
central G-graduado) se, e somente se, (f) é uma identidade H-graduada (respectivamente
polindmio central H-graduado) para B, onde ®: K{Xg) — K{(Xpy) é o isomorfismo tal
que O(2ig) = Tia(g). Além disso, se S € uma base para o Tg-ideal Idg(A) (respectivamente
0 Tg-espago Ci(A)), entdo ©(S) é uma base para o Ty-ideal Idy(B) (respectivamente o
Ty-espago Cy(B)).
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Além disso, quando I': A = @gec Ay € uma dlgebra de divisao G-graduada,
entdo o suporte H = supp I' € um subgrupo de G e A = ®peg Ay é uma H-graduagdo sobre
A. Se S ¢ K(Xy) é um base para Idg(A) (respectivamente Cg(A)) entdo o conjunto
S vz, | ge G\H} é uma base para 1dg(A) (respectivamente Cq(A)).

De agora em diante, sempre que I': A = @y Ay for uma algebras de divisao

G-graduada, assumiremos que G = supp [

3.2 ldentidades e Polinémios Centrais Graduados: de A para AQR

Sejam R uma algebra regular, graduada por um grupo abeliano finito H, e A
uma dlgebra G-graduada. O resultado principal desta segdo (Teorema 3.2.7) fornecerda uma
base para os polindmios centrais da algebra A @ x R com sua G x H-graduacao canonica,
obtida de uma base para os polindmios centrais G-graduados de A que contém uma base

para Idg(A) como Tg-espago.

Seja g = (g1, ..., gn) uma n-upla de elementos do grupo G. Denotemos por Py
o conjunto de todos os polinomios multilineares em varidveis 1 4, ..., Tpg,. Fixamos uma
n-upla h = (hy,...,h,) de elementos em H. A descri¢do das bases para A ® R estd em
termos das aplicagoes multilineares ¢p: Py — Pgxp, onde g x h = ((g1,h1), ..., (gn, hn)) €
foram introduzidas no artigo [12]. Uma permutacao 7 € S,,, junto com h, determina um

escalar nao nulo A" em K tal que

ryeTp = )\:—er(l) “ o Tr(n), (31>
onde r; € Ry, para cada i = 1, ..., n. Definimos
h
qsh(ng(l),T(l) e l‘gr(n) 7T(n)) = )\Tx(gr(l)vhr(l)):T(l) e w(gT(n)th(n))vT(n)’

e estendemos ¢y, para todo P, por linearidade.

Observacao 3.2.1. Observe que os escalares obtidos em (3.1) representam um caso

particular dos escalares da Observagao 2.3.5 para dy = --- = ds = 1.

Teorema 3.2.2. [32, Teorema 5.5] Sejam R uma dlgebra munida de uma graduagdio
reqular por um grupo abeliano H e A uma dlgebra G-graduada qualquer. Se S < U Py

geGM
neN

for uma base, de polinomios multilineares, para o Tg-ideal Idg(A), entdo o conjunto

§ = {¢h(f) | f(xlgU"'vxnyn) € S,hE Hn}’

é uma base para o Tgxp-ideal Idgxp(A Rk R).
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Nesta secao R tera centro homogéneo minimal no sentido que

Z(R) = &P Rw, (3.2)

h'eH’

onde H' denotard o subgrupo de G definido na Igualdade (1.7).

Observagao 3.2.3. Sejam f(xg 1,...,%4,n) wum polinomio multilinear e h uma n-upla

em H". Seque da definicio da aplicagao ¢y que a igualdade

¢h(f)(al ®K T1y..,0p ®K rn) = f(ala s 7an) ®K T1::Tnp, (33)

vale para qualquer substituicao ¢p( f)-admissivel (a1 QK T1, ..., 0@k 1Ty). (Ver [12, Teorema
3.1] ou Observagao 2.3.7.) Isto implica que ¢p(f) € uma identidade graduada para A @y R

se, e somente se, f ¢ uma identidade graduada para A.

Lema 3.2.4. Sejam f(xy1,...,%4,,) um polinomio multilinear em K{(X¢) e uma n-upla
h = (hy,...,h,) de elementos em H. Suponha a Igualdade (3.2) vdlida. Entdo ¢p(f) é um
polinomio central proprio para A @k R se, e somente se, f € um polindomio central proprio
para A e (hy---h,) e H'.

Demonstragio. E claro que se on(f) é um polindémio central préprio para A @ R, entdo
para toda substituigao ¢p(f)-admissivel (a3 @k 71, . . ., @, QK 1) 0 elemento (3.3) pertence
ao centro de A ®x R. Assim teremos que f(ay,...,a,) estd em Z(A) e o elemento
homogéneo (ry---r,) estd em Z(R). Como ¢p(f) é préprio, isso implicard a existéncia
de uma substitui¢do f-admissivel (ai,...,a,) tal que f(a,...,a,) # 0. Portanto, f é
um polinémio central préprio para A e (hy---h,) € H'. A afirmagao reciproca segue
imediatamente da Igualdade (3.3). O

Nosso préximo teorema é um resultado andlogo ao Teorema 3.2.2 para po-
lindbmios centrais graduados. A demonstracao deste resultado necessita da utilizacao do

seguinte lema.

Lema 3.2.5. [32, Lema 5.4] Sejam f = f(zg1,...,%g,m) € Py € (W1,...,wy) uma
f-substituicio admissivel de mondomios em K{(Xg) tais que f(ws,...,wy,) € Py, para

algum ke G". Se he H", entio existem W € H™ e elementos homogéneos by, ..., b,, em
K{Xgxm) tais que on(f(wr, ..., wn)) = v (f) (D1, .-, bm).

Observagao 3.2.6. A m-upla W' do lema anterior é obtida da sequinte forma: para cada i
em {1,...,m}, define-se b; = ¢p(w;) e hl; = degy(b;) e portanto h' = (h,...,h. ). Desta

forma concluimos que by ---hl, = hy---hy,, com h= (hy,... h,) en=m.

Estamos prontos para demonstrar o resultado principal desta secao.
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Teorema 3.2.7. Sejam A uma dlgebra graduada por um grupo G e R uma dlgebra reqular
graduada por um grupo abeliano H com bicaracter 5: H x H — K> tal que o centro
seja da forma (3.2). Se S =51 U Sy < U P, € uma base, de polinomios multilineares,
geGM
neN

para o Tg-espago Cq(A) tal que Sy gera Idg(A) como um Tg-espago, entao o conjunto
S = §1 U §2, onde

St = {on(f) | f(@gin,-- . Tg,n) € Si,he H")

So = {on(f) | fgn,s .- 2g,n) € Sayh=(hy,... . hy) € H" hy---h, € H'},

¢ uma base para o Tgxmp-espaco Coxp(A® R).

Demonstracdo. A inclusao Sc Coxn(A® R) segue da Observagao 3.2.3 e do Lema 3.2.4,
portanto o Ty g-espaco <§>TGXH estd contido em Cgy (A ® R). Reciprocamente, seja
(T (g n)15 - - > T(gn hn),n) UM elemento multilinear qualquer em Cay (A ® R). Denotando
g=1(g91,---,9,) e k=((g91,h1),---,(gn, hn)) observamos que todo f € Py serd escrito da

forma:

f = Z ao—x(go(l)9ha(l))a(l) T 'I(go'(n)vho'(n))a(n)’
o€ES),

para alguns a, € K. Pode-se obter o polindmio

Ay —
f, = Z (AO') lao'xga(l)7g(l) T xgo(n)vo'(n)7

€Sy

em Py, onde )\g € K™ sao coeficientes obtidos a partir da definicao de ¢p pela n-upla

h = (hy,...,h,) de elementos em H, com a propriedade de que ¢n(f’) = f. Do Lema

3.2.4, f' é um polindmio central graduado para A. Portanto existem pi,...,p, em S,
substituicoes p;-admissiveis (w!, . .. ,w};i) e escalares «; tais que
n . .
f ZZaiPi(wiw--yw;ﬁ)- (3.4)
i=1

Uma vez que f' e os polindémios p; sdo multilineares podemos assumir, sem perda de
generalidade, que os w;’s sao também monomios multilineares. O Lema 3.2.5 implica a
existéncia de h’ € H*, substituicdes ¢, (p;)-admissiveis (b}, ..., b}, ) e escalares v, € K*
tais que

gbh(pi(wi? s vwz‘i)) = %gbhi (pl)(bllw R b;ﬁ)’

para todo ¢ = 1,...,n. Segue da Igualdade anterior e de (3.4) que
f=on(f) = 2, vom )0, ), (3.5)

onde v = a;7;. Se f é uma identidade graduada para A ®x R entao segue da Observagao

3.2.3 que f' é uma identidade graduada para A. Neste caso podemos assumir que os
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polindmios py, ..., p, estdo em S, e consequentemente os polindmios ¢ (p;) estao em §1
(que é um subconjunto de S) ¢ da Igualdade (3.5) temos que f esta em (5Y7@* /. Agora,
vamos supor que f nao ¢ uma identidade graduada para A @ R. Como f ¢ multilinear
entdo existe uma substituigdo f-admissivel da forma (a; @k 71, . . ., an Rk 1) de elementos
da base de A®x R tal que f(a1®kr1, ..., 0,Qx1yn) # 0. Portanto f(a1®k 71, ..., anQkry)

¢ um elemento central nao trivial. A Igualdade (3.3) implica que

f(a1®KT1,...,CLn®KTn) :fl(al,...,an)®KT1"'Tn,

e assim 7y - - -1, é um elemento central nao nulo em R de grau h; ---h,. Como R satisfaz

a igualdade Z(R) = @ Ry, concluimos que hy---h, € H'. Além disso, os polindmios

heH'’
D1y ..., P estdo em S e pela Observagao 3.2.6 concluimos que ¢,i(p;) estd em S para todo
i =1,...,n. Portanto, segue novamente da Igualdade (3.5) que f pertence ao <§>TGXH. [

Sabemos que S = S; U Sy, onde S; = {x1]|x2, 324} € Sy = {21}, forma uma
base de polindémios multilineares para o T-espago C'(K) tal que S; gera as identidades de
K como T-espago. Considere R uma algebra com H-graduacao regular que satisfaca as
hipéteses do teorema anterior. A algebra K ®p R com sua {€} x H-graduagao natural é
fracamente isomorfa a R com sua H-graduacdo. Portanto como consequéncia do teorema

temos o seguinte resultado:

Corolario 3.2.8. Seja R uma dlgebra reqular graduada por um grupo abeliano H com

bicaracter 5: H x H — K™ tal que o centro seja da forma (3.2). Os polindmios

$1h,h€ H

Tin, (I2h2l’3h3 — BR(hQ’ h3)l‘3h3l’2h2) Thy 4, onde hz € H,Z = 1, . ,4.

formam uma base para o Ty-espago Cr(R).

Observacao 3.2.9. Analogamente, como um coroldrio do Teorema 3.2.2, concluimos que

o conjunto

T1,h1T2,hy — 5(}117 h2)x2,h2$1,h17

onde hi,hy € H, € uma base para as identidades H-graduadas de R.

Observacao 3.2.10. Observe que Sy = {x1} € uma base para o T-espago dos polindmios
centrais do corpo K, contudo o conjunto de indeterminadas 1, com h € H', ndao gera
Cu(R) como Ty-espago. Portanto, como em [5], a relagio entre as bases de Cg(A) e
Coxn(A®k R) ndo é imediata.

As algebras de divisao graduadas reais simples de dimensao finita, graduadas

por um grupo abeliano finito G, foram classificadas em [16, 81]. Nesta se¢ao iremos
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apresentar o resultado principal descrito em [16] e descreveremos bases para os Tg-ideais
das identidades graduadas e do Tg-espago de polinémios centrais graduadas para cada

uma dessas algebras.

3.2.1 Algebras de Divisio Graduadas Reais simples

Apresentaremos, inicialmente, as graduacoes de divisao basicas que serviram
de “alicerce” para a elaboragao de sua classificagio. Um desses elementos ¢é a Zs-graduagao

sobre o corpo C dos ntimeros complexos:
I':C= Co @ (Cl,

onde Cy = (1) e C; = {i). Iremos denotar por C¥ a graduacio definida anteriormente
sobre C. Os outros elementos para esta classificacdo sao as graduagoes de divisao nas
algebras My(R), H, My(C), My(R) e M, (C). Estas sdo bem conhecidas, mas apesar disso

decidimos inclui-las neste texto por motivos de completude da exposicao.

(a) Graduagao com Divisdo sobre My(R): Seja G = (a)s x (b)2 = Zg x Zy. Uma

graduagao de divisao sobre S = M,(R) pode ser obtida pelas matrizes de Sylvester:

(o8 ) () e (80)

Observe que A> = B> = I, AB = C = —BA, portanto uma graduacao de divisao

por GG é obtida pelas componentes homogéneas
Se = <I>’ Sa = <A>7 Sp = <B>’ Se = <C>v

aqui ¢ = ab e [ é a matriz identidade. Essa graduacao ¢é regular e o centro de
M5(R) é a componente neutra. Denotemos essa graduagao por M2(4). Além disso, a
decomposi¢ao

R.={I,C) R, ={(A,B),

onde a é o gerador do grupo H = (a)s = Zs, é um coarsening de M2(4) que ¢ também
uma graduagao de divisdo sobre My(R). Esta tltima graduagao serd denotada por
M2,

(b) Graduagao com Divisao sobre H: Seja {1,1, j, k} a base canénica da élgebra dos

quatérnios H. A multiplicacao é determinada pelas relagoes

P =4"=-1,ij=—ji =k

Como H é uma &lgebra de divisao, entao qualquer graduacgao sobre H a torna

uma algebra de divisdo graduada. Existem, a menos de isomorfismo fraco, duas
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graduagoes nao triviais sobre H que iremos descrever a seguir. A graduacao pelo

grupo G = (a)s x (b)y é a decomposicao

Re = <1>7 Ra = <Z>7 Rb = <.7>7 Rc = <k>

onde ¢ = ab. Esta graduacao é regular e a componente neutra é o centro dos
quatérnios. Denotemos esta algebra de divisdo graduada por H®. Um coarsening

desta graduagao ¢é
Se =<1y, 8 = {j, k),

e ela é graduada pelo grupo H = (a)y = Zy. Denotaremos esté tltima graduagao por
H®.

Graduagao com Divisao sobre M;(C): Seja G = (a)4 x (b)2. Uma G-graduacao
de divisao sobre R = M,(C), que denotaremos por MQ(S), ¢ obtida como sendo a

algebra graduada de componentes homogéneas

R. = {I), Ry = (WA), Re2 = (I), Rys = (iwA)
Rb = <C>, Rab = <CUB>, RaQb = <ZC>, Rasb = <ZCL)B>,

1
onde w = \ﬁ(l +14) é a 8-ésima raiz da unidade tal que w® = i. Esta graduacio
é regular e seu centro é dado por R. @ R,2. Outra graduacao de divisao sobre
S = M(C) é a graduagao dado pelo grupo H = (a)4 obtida como um coarsening de

M2(8) tendo componentes homogéneas
Se={I,C» S, ={wA,wB), Se2 = (il ,iC), Sps = (iwA, iwB),
esta graduagao serd denotada por My (C,Zy).

Graduagao com Divisdo sobre M,(R): Sabemos que H®gH e M4(R) sdo isomor-
fos, para se convencer disso basta tomar o isomorfismo Ms(R) ®g My(R) = M4(R)
com base formada por tensores de matrizes de Sylvester. Da Observagao 3.1.5,
temos que este isomorfismo transfere a estrutura de algebra de divisao graduada
de H® ®g H para My(R) = My(R) @z My(R). Assim, R = My(R) admite uma
graduagao de divisdo pelo grupo G' = (a)y x (b)e = Zy x Zs, denotado por Mf),

cujas componentes homogéneas sao as seguintes:

R = URrlI,CRrI,AQr C,B®g ),
R, = {d®rC)R, Ry ={C®r AR, R. ={C Qr B)R,,

onde ¢ = ab. Desta maneira obtemos que H® @p H e Mf) sao duas algebras de

divisdo graduadas e isomorfas (como algebras graduadas).
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(e) Graduacgao de Pauli: Agora, descreveremos as graduagoes de Pauli sobre a dlgebra
real R = M,,(C). Observe que R é também uma algebra sobre C (ver Exemplo 1.2.8).
Se a decomposigao I': R = @ge Ry ¢ uma graduacao de divisao pelo grupo G para R,
como algebra sobre C, entao ele é também uma graduagao de divisdo para R sobre
R. Tais graduacoes sao chamadas de graduacoes de Pauli. As graduagoes de divisao
I' sao graduacoes regulares para R como algebra sobre C e podem ser descritas em
termos do bicaracter associado : G x G — C*. Esta graduagao é regular como
algebra real se, e somente se, a imagem de  estd em R*. Nos referiremos a I" como
uma graduacao de Pauli nao reqular se ele ndo é uma graduacao de Pauli regular
como algebra real. Observamos que segue da classificacao de tais graduagoes, dada no
Corolario 1.2.13, que I' é uma graduacgao de Pauli regular se, e somente se, G = ng

para algum k.

Nossos estudos sobre identidades e polindmios centrais graduados das algebras
de divisao graduadas reais baseiam-se nas classificagoes feitas nos trabalhos [16,17,81]. O

principal resultado do artigo [16] é o seguinte.

Teorema 3.2.11. Qualquer graduagao de divisao sobre uma dlgebra real simples M, (D),
onde D € uma dlgebra de divisao real, é fracamente isomorfa a uma das dlgebra dos

sequintes tipos:

D=R: (i) (M;")%;
(ii) M (M(A‘)) *=1) "um coarsening de (i);
(iii) MY ® (M(4)) *=2) "wm coarsening de (i);

)

D =H: (iv) HY @ (M)®*;
(v) H? ® (M2(4))®k, um coarsening de (iv);
(vi) H® (M2(4))®k, um coarsening de (v);

D = C: (vii) C® ® (M, (4))®k
(viii) C® @ M ® (M(4))®(k_1), um coarsening de (vii);
(ir) CP @ H® (M. )®<k D um coarsening de (vii);
(x) MY @ (My")Ek D,
(zi) My(C,Z4) ® (M2(4))®(k_1), um coarsening de (r);
(i) MP oM ® (M(4))®(k_2), um coarsening de (z);
(wiii) M ®H®( 4))®(k 2 um coarsening de (x);

(zriv) Graduagao de Pauli.
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Nenhuma das graduagoes de tipos diferentes ou do mesmo tipo mas com valores diferentes

de k ¢ fracamente isomorfa a outra.

Observagao 3.2.12. A dlgebra do tipo (xii) foi inserida no teorema anterior apenas para

fazer o enunciado do teorema similar ao escrito no artigo [17] dos mesmos autores.

3.2.2 Identidades e Polindmios Centrais Graduados em Algebras de Divisdo

Graduadas Reais simples

Nesta subsecao iremos descrever bases para as identidades e para os polinomios
centrais para cada uma das algebras listadas no Teorema 3.2.11. As graduagoes acima
consideradas sdo as: regulares, produto tensorial de uma algebra apresentada na Secao
3.2.1 com uma algebra munida de uma graduacao regular ou a graduacao de Pauli nao

regular. Para maiores detalhes indicamos a leitura do artigo [14].

3.2.2.1 Graduacdo com Divisdo em Algebra Regular

Das 4lgebras apresentadas no Teorema 3.2.11 as que possuem uma graduacao
regular sao (i), (iv), (vii), (z) e a graduagao de Pauli regular em (ziv). Da Observagao
1.2.24, temos que o produto tensorial entre duas algebras regulares ainda é regular. Na
mesma observacao descrevemos um modo de determinar o bicaracter da graduagao produto

tensorial.

Seja R uma &lgebra de divisao graduada real cuja graduacao seja regular. Se
Br € o bicaracter correspondente a graduagao regular sobre R por um grupo abeliano
finito G gerado pelo conjunto S = {s1,..., sk}, entdo ele é determinado pelo conjunto
de valores reais [3(s;,s;j), para 1 < i < j < k. Além disso cada (3(s;,s;) é uma raiz
da unidade e portanto igual a +1. Portanto, Sz é determinado pelo conjunto de pares
(si,s;) tal que ((s;,s;) = —1. Tais pares sao determinados por simples verificagdo nas
algebras apresentadas na Secao 3.2.1. Podemos usar entdao a Observacao 1.2.24 para obter
o bicaracter para as dlgebras (i), (iv), (vii), (x) do Teorema 3.2.11. As dlgebras em (i) e
(1v) sdo algebra graduadas pelo grupo Gaop = (a1)2 X (b1)2 X - - - X (ag)2 x (bg)2 € as dlgebras

em (vii) e (z), respectivamente pelos grupos

Goky1 = (ag)2 x (a1)2 x (by)a x - -+ x (ax)2 % (br)2,

Hy = (a1)s x (b1)a x (az)2 x (ba)2 X «-+ % (ag)2 X (bg)2.

Os bicaracteres sao apresentados na tabela a seguir:

Algebra Grupo Graduado Bicaracter
(M2(4))®k, H(4) ® (M2(4))®(k*1) GZk Bk(ah bl) = —1, 1= 1, ey k
(C(Q) ® (M2(4))®k G2k+1 ’Yk((li, bz‘) =—1,i=1,..., k
M @ (M{Vy®¢-1 o, Sulaib) = —1,i=1,....k
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A 73 = Zy x Zy-graduacao sobre M,(C), denotada por M2(4) ®r C, é uma
graduagao canonica da classe de isomorfismo correspondente a um tnico bicaracter nao
degenerado sobre Z3. Mais geralmente, podemos considerar G = Z%k , € assim a; e b; serao
elementos geradores de G para cada i, além disso § é definido como sendo (a;,b;) = —1.
Neste caso, a graduacio de Pauli regular sobre M,,(C), para n = 2¥, é fracamente isomorfa
a My(C)®*, onde My(C) tem a sua graduacdo de Pauli canénica para algum k. Esta algebra
pode ser canonicamente vista como uma algebra graduada pelo grupo Gsi. Desta maneira

seu correspondente bicaracter é i, para maiores detalhes ver [40, Exemplo 2.24].

A Observacao 3.2.9 descreve uma base para as identidades H-graduadas de

uma algebra regular pelo grupo H. Note que os bicaracteres [ e 6 sdo nao degenerados e
H' ={h' e H|vy(h,h) =1, para todo h e H} = (ap)s.

Portanto, uma base para os polinémios centrais graduados de uma algebra de divisao

graduada real simples cuja graduacao seja regular é obtida aplicando o Corolario 3.2.8.

3.2.2.2 Produtos Tensoriais entre Algebras de Divisdo Graduadas

Bases para as identidades e para os polinomios centrais para as algebras (i),
(i13), (v), (vi), (viii), (iz), (xi), (zii) e (xiii) listadas no Teorema 3.2.11, podem ser
obtidas aplicando os Teoremas 3.2.2 e 3.2.7 desde que as bases dos polindbmios centrais
e identidades graduadas das algebras H, H®, MQ(Z) e My(C,Z,) sejam conhecidas. Segue
)

dos préximos resultados que sdo conhecidas tais bases para as algebras H, H® e ]\42(2 )

Teorema 3.2.13. [35] Seja K um corpo de caracteristica zero. O polindomio standard
Sy(xq, 9, 23,24) € 0 polindmio de Hall [[x1,x2] o [x3,24], 5] formam uma base para o
T-ideal das identidades de My(K).

Teorema 3.2.14. [07] Seja K um corpo de caracteristica zero. Os polindmios
[1, zo][x3, Ta] + [3, Ta][71, 22] € @5S4(T1, 22, 73, 74)

formam uma base para o T-espago dos polindmios centrais de My(K).

Sejam #: G — G’ um homomorfismo de grupos sobrejetivo e A uma dlgebra
graduada pelo grupo G. Denote por I': A = @yeqA, a G-graduagao de A. Podemos obter
uma G’-graduacgiao de A chamada de graduagao quociente induzida por 6, denotada
por °T: A = ®yecr Ay, cujas componentes homogéneas sao dadas por Ay = @gep-1(4)Ay-
Listaremos uma sequéncia de critérios para que as identidades graduadas de duas algebras

graduadas coincidam. Tais resultados foram obtidos em [14].

Proposicao 3.2.15. [1/, Lema 1] Sejam A uma dlgebra com G-graduagdo reqular com
bicaracter correspondente 4 e B uma dlgebra G-graduada. Entdo Idg(A) = Idg(B) se, e

somente se, a G-graduacdo sobre B € reqular com bicaracter fg = (4.
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Proposicao 3.2.16. [14, Proposicao 1] Sejam A e B dlgebras com G-graduacoes I'4 e
['p respectivamente, e 0: G — G' um homomorfismo de grupos. Se Idg(T'4) = Ida(I'p)
entdo Ide (°T 1) = Ide (°T'p).

Seja G = (a) x (b)2 e G' = (b),. B facil observar que as algebras H® e MY
sao algebras regulares, graduadas por um mesmo grupo, e possuem 0 mesmo bicarac-
ter. Da Proposicio 3.2.15, Idg(H®) = Idg(MSY). Além disso, pela Proposicio 3.2.16,
Ide (H®) = Idg (M) e, em particular Td(H) = Id(My(R)). Agora, considere M como
sendo a algebra M>(R) munida da Zs-graduagao natural (ver Exemplo 1.2.5) e o homo-
morfismo de grupos 6: G — G’ dado por 0(a) = eg e 6(b) = b. Podemos obter M como
uma algebra quociente (induzida por ) da algebra R onde suas componentes homogéneas

serao

R, = <I>7 R, = <B>7 Ry = <A>7 R, = <C>7

aqui ¢ = ab e I é a matriz identidade. Observe que a graduagdo em R ¢é regular com
o mesmo bicaracter § da algebra M2(4) e segue, das Proposicoes 3.2.15 e 3.2.16, que
Ide(M) =1 dG,(M2(2)) = Ide(H®). Os proximos resultados descrevem bases para os

polindmios centrais e identidades Zs-graduadas para M.

Lema 3.2.17. /27, Lema 2] O conjunto consistindo dos polinomios x15Te5 — To5T15 €
Ty 1To1T31 — T31To 1211 forma uma base para o Ty-ideal das identidades graduadas para

My (K) munido da Za-graduagio canénica.

Teorema 3.2.18. [20, Teorema 4] O conjunto consistindo dos polinémios

2 _ _ e e
Ty1s xl,g[%,o, $3,0]$47h» T1g (5152,15173,1374,1 - $4,1$3,1$2,1) T5.h,

onde g, h € Zs, gera o Ty-espago dos polindmios centrais graduados para a dlgebra My(K)

munida da Zso-graduacdo canonica.

Observacio 3.2.19. E fato conhecido que o polindmio 731 no teorema anterior pode

ser substituido pelo polinomio multilinear x, 17971 + 291711 obtendo assim uma base de

polinomios multilineares.

Notagao 3.2.20. Seja g: G — G’ wm homomorfismo de grupos. Seja f(xg, 1. .., 2g, n) um
polinomio em K(Xq), denotamos por Q(f) o polinémio f(xqg)a .- Teg)m) em K<{Xe)
dado pelo homomorfismo canénico Q: K(Xqg) — K{(X¢)(a a¢io deste homomorfismo é
dada por Q(xig) = Tiq())-

Para completar a nossa descri¢ao falta determinar bases para as identidades e
polindmios centrais graduados para a dlgebra graduada My(C,Zy4). Usaremos a proposi¢ao

seguinte para determinar tais bases.
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Proposicao 3.2.21. Seja A = @gec Ay uma dlgebra graduada pelo grupo G' e assuma a
existéncia de um elemento g em G tal que A, contém um elemento central invertivel. Se
Q: K{(Xg) — K{Xgug) € um homomorfismo tal que Q(x;4) = ¥; 4, onde q¢: G — G/{g)
é 0 homomorfismo canonico, e S’ é uma base de polinomios multilineares para o Taygy-ideal

Idg gy (A) munido da graduacdo induzida por q, entdo o conjunto

S =A{feK{Xe)|Q(f) e S}

¢ uma base para o Tg-ideal Idg(A).

Demonstragio. Seja f(x1,4,.-.,%Tng,) um polindmio multilinear em K(X¢). Denote por
a o elemento central invertivel em A,. Consideremos a aplicacdo ¢,: A, — A, dada
por ¢,(b) = ba. Observamos que ¢ é bijetivo, pois a é invertivel, e para todo b € Ay,
podemos tomar o elemento ba ' € A, tal que ¢,(ba ') = b. Concluimos que um elemento
homogéneo de grau g(h) pode ser escrito como uma soma de elementos da forma ba”,
onde b € A, e algum k inteiro. Uma vez que Q(f) é um polindmio multilinear, entao ele
é uma identidade graduada para A se, e somente se, nés obtemos zero como resultado
para qualquer substituicio Q(f)-admissivel da forma (b;a™, ..., b,a*"), onde ky, ...k,

sdo inteiros e (by,...,b,) é uma substituicao f-admissivel. Por a ser central, é claro que

Q(f)(bia™, ... bya*™) = a"f(by, ... by),

onde k = k; + -+ + k,. Portanto, Q(f) é uma identidade graduada para A com a
graduacao induzida por ¢ se, e somente se, f é uma identidade G-graduada para A.

Consequentemente, S < Idg(A) e portanto (S)r, = Ide(A). Por outro lado, assuma que

f(@1gys--- s Tnyg,) € Ida(A), entdo podemos escrever Q(f) da forma
Qf) =Zuisg(wi1,...,wfi)vi, (3.6)
i=1

onde s € 8, u;, v, wk, ... W e K{Xaygy)- Além disso, para cada xj; em X¢/ fixemos
um % no conjunto quociente k e consideremos o homomorfismo R: K{(X¢ ) — K{(X¢)
definido por R(zj) = xp, desta maneira, podemos assumir que R(z;q(,)) = Tiyg,, Para
i=1,...,n. Assim Q o R é o homomorfismo identidade de K{X¢/,) € por

n

f=RoQ(f) = ), Ru)R(s})(R(w}), ..., R(wi))R(vy),

i—1
temos que Q(R(s})) = s, implicando que R(s;) € S. Concluimos que qualquer identidade
multilinear G-graduada para A estd no Tg-ideal (S)r,, isto é, no Ts-ideal gerado por S.
Portanto Idg(A) < (S)r,. O

Observacao 3.2.22. Se assumimos, na proposicio anterior, que S’ é uma base de polino-
mios multilineares para o Tgygs-espago Capgy(A), com a graduagio induzida, entio uma
simples modificagio da combina¢io em (3.6) implicard que S é uma base para o Tg-espago

Ce(A).
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Sejam G = (a)4 e I' a graduagao pelo grupo G sobre M,(C) que corresponde
a My(C,7Z4). A algebra My(C,Z,) tem um elemento invertivel central de grau a®. As
componentes homogéneas da graduagao sobre S = M;(C), induzidas por ¢, sdo os su-
bespagos complexos gerados por I e C' (a componente de grau €) e o gerado por A e B,
respectivamente. E claro que esta dlgebra é isomorfa a MQ(Q) ®C como &lgebras graduadas e
portanto satisfaz as mesmas identidades e polinémios centrais de M2(2). Assim, os resultados

anteriores implicam no seguinte coroldrio.

Corolario 3.2.23. Sejam G = (a)4 e R a dlgebra My(C) munida da G-graduagio fraca-
mente isomorfa a My(C,Zy).

(1) Uma base para Idg(R) consiste dos polinémios

L1kL2k — L2kT1k € T1hL2hL3h — L3hL2hL1h,
onde k € {e,a*} e h € {a,a’}.
(i1) Uma base para Ca(R) consiste dos polinomios

T1pTon + TopT1h, Ilg[x%, $3k]934g, T1g ($2h373h374h - $4h$3h$2h) Ts5g,

onde k € {e,a*}, he {a,a®} egeG.

3.2.2.3 Graduacdo de Pauli Nao Regular

Seja A a algebra real M,,(C) munida da graduacao de Pauli nao regular graduada
por um grupo abeliano finito GG, com bicaracter complexo 54: G x G — C. As graduagoes
de divisao complexas sobre M, (C) foram classificadas em [40, Teorema 2.13] e o seu

bicaracter 4 é nao degenerado (ver Exemplo 1.2.8).

Observagao 3.2.24. Por defini¢io, f € um polinomio central graduado proprio para A se,
e somente se, [ nao é uma identidade graduada e degy (f) = e. Portanto se S é uma base
para Idg(A) entio {x1.} U S" é uma base para Cg(A), onde S é o conjunto dos polinémios
Tigfxjn com fe s, g, heG et, jdemodo que ;4 € ), sGo varidveis que nao aparecem

em f.

Segue da Observagao anterior que para determinar uma base para o Tg-espaco
graduado Cg(A), é suficiente obter uma base para Idg(A). Dada g = (¢g1,...,9,) uma
n-upla de elementos de GG e uma permutacao o em S, € possivel determinar v& um nimero
complexo nao nulo tal que

a1+ Gy = Y50e(1) "~ Aa(n);

para quaisquer elementos a; € Ay, ..., a, € Ay, . Se v& for um nimero real entao

:L"legl xl’ﬂvgn fyﬂ'xlo'(l)vgo(l) xlo‘(n)ngd(n)’ (37)
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¢ uma identidade graduada de A para qualquer n-upla (i, ...,,) de indices. Se o, 7 sdo
permutagoes em S, tais que 78,72 € C\R sao linearmente independentes sobre R entao
existem ntmeros p, ¢ € R para os quais p(y8) ' + ¢(7%) ' + 1 = 0. Isso implica que o

polindémio
Titgr " Tingn + PTi,y,900) 7 Lign)o(n) + ATi 1),9-1) """ Tir(n)gr(n) (3'8>
é uma identidade graduada de A para qualquer n-upla (iy,...,1,) de indices.

Proposicao 3.2.25. Toda identidade graduada para A pode ser escrita como uma combi-

nagao linear das identidades polinomiais graduadas (3.7) e (3.8).

Demonstracio. Seja f uma identidade graduada de A. Podemos assumir que o polindémio

graduado f é multilinear e escrito da forma f = Z oMy, onde i, sao escalares reais e
o€eSy

Mo = Ti, )05, Lig(nyGo(n» PALA cada o € S,,. Denotemos g = (g1, ..., 9,) € assumimos,

a(n)

sem perda de generalidade, que ;g = 1. Definiremos por “s” a quantidade de escalares

nao nulos p,. O resultado serd provado por indugao sobre s.

Como mondémios em K{Xs) ndo sao identidades graduadas para A teremos
que s > 1. Se s = 2 entdo f é da forma (3.7). Se & € R para algum o € S,, tal que p, # 0

entao podemos considerar o polindomio

f (x21791 I'Lnygn ,}/O'xza(l)vgo-(l) aTZo'(n)an(n)) :

Ele é uma identidade graduada para A com s — 1 ou s — 2 escalares nao nulos, portanto o
resultado segue pela hipétese de indugdo. Caso v& € C\R para todo o € S, tal que p, # 0
entdo s > 2. Sejam o, T € S, tais que pu, e p, sejam escalares reais nao nulos. Se 78 e &
forem linearmente dependentes sobre R entao existira p € R tal que m, — pm., seja uma
identidade graduada para A da forma (3.7). Neste caso aplicaremos a hipdtese de indugao
para

f =l (ma - me)

e o resultado segue. Por fim, Se & e & forem linearmente independentes sobre R existirao
escalares p, ¢ € R ndo nulos com a propriedade que p(y8)™* +¢(78)™' + 1 = 0 e o resultado

segue aplicando a hipétese de indugao ao polinémio

J - (xi1,g1 o Ting, T DZi,1y.900) " Vie(n) Go(n) + A%i_(1y,9:01) " 'xif(n)ygf(n)) :

Desta forma a proposicao estd demonstrada. O

Por [2,91], o T-ideal Idg(A) admite uma base finita de identidades quando o

corpo base é de caracteristica 0. Portanto existe um conjunto finito de polindmios da forma
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(3.7) e (3.8) que gera Idg(A) como Tg-ideal. Nosso objetivo agora é exibir de maneira

explicita tal conjunto finito de identidades. Sejam g, h € G, se 4(g,h) € R entao

T1,9%2.h — Ba(g, h)T2n21 4, (3.9)

¢ uma identidade graduada para A do tipo (3.7). Se 54(g,h) € C\R entdo podemos
considerar p,q € R tais que B4(g, k) seja raiz da equacdo quadrética z* + pz + ¢. Neste
caso,

T1 gT2 g T p + P(T1,gT3 pT24) + (T3 4 T1 4T2.4), (3.10)

¢ uma identidade graduada para A do tipo (3.8).

Lema 3.2.26. Sejam f(z14,,...,%ng,) um polinomio multilinear em K{(X¢) e A uma
dlgebra com a graduagio de Pauli ndo regqular tal que Sa(g, h) # i, para quaisquer g,h € G.
Suponha [ uma identidade graduada para A. Entdao existe um polinémio multilinear
f'(:z:l,g/l, T ) em Idg(A), onde g1, ..., g,, sio elementos distintos de G, tais que f

estd no Tg-ideal gerado por f' junto com os polinomios (3.9) e (3.10).

Demonstracao. Demonstraremos o lema por inducgao sobre a quantidade n de indetermi-
nadas. No caso em que n = 2 a afirmagao é 6bvia pela identidade (3.9). Se ¢1,...,9n
sao elementos de G distintos ndao ha o que fazer. Caso contrario, existem indices ¢ < j
tais que g; = g;. Desta maneira, renomeando as varidveis se necessério, podemos assumir
que t =n —1 e j =n. Seja m um monomio em f, afirmamos que existe um polinémio

multilinear f,,(Z1g,,- -+, Tn 29, 2 Tn 1) com g = g2, tal que

m — fm(xl,gu ce sy Tn—2,gn_9> (xn—l,gnA ) xn,gn))

estd no T-ideal gerado por (3.9) e (3.10), uma vez que cada componente homogénea da

graduacao é unidimensional. Sejam w;, ws € w3 mondmios tais que
m = WiTp—1,gWakn gWs3,
onde g = g,—1 = gn. Denote por h o grau do mondmio ws. Se S4(g,h) € R entao
W1Tp—1,gW2Tn gW3 — 614(97 h)w1w2xn71,gxn,gw3

¢ uma consequéncia de um polindémio do tipo (3.9), neste caso f, = Sa(g, h)wiwax,—1 gws.

Se, por outro lado, Sa(g,h) € C\R tomaremos p,q nimeros reais tais que
Ba(g,h) é uma raiz da equacdo quadrética z? + pz + ¢ e como (4(g,h) é uma raiz da

unidade distinta do complexo i = v/—1 entdo p # 0. Neste caso, podemos considerar
fm = )\1'LU15Un71’g/U)2'LU3 + )\le?UQl’n,l’g/w&

1
onde \{ = ——, Ay = —g. Claramente
p

m — fm('xl,gl? <oy Tn—2,g, 25 (xnfl,g ) xn,g))
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¢ uma consequéncia de (3.10) e isto prova a afirmagao. Agora escreva f = Z Aim;, onde
i
m; s&o monomios e f = Z Aifm,;- A diferenca
i

~

f(ngw s Tn—2,g, 95 Tn—1,g5_1s mmgn) - f(x17917 < Tn—2,g, 9 (xn—l,gnﬂ : xmgn))

estd no T-ideal gerado por (3.9) e (3.10). Concluimos que

~

f(xl,gu v 2.9, 95 (Z’n*Lgn—l ’ xn,gn))

¢ uma identidade graduada para A. Uma vez que A possui uma graduagao de Pauli teremos
que cada componente homogénea é unidimensional e assim o polinémio multilinear fé uma
identidade graduada para A com menos de n indeterminadas. Pela hipétese de indugao,
existe uma identidade graduada f'(zy,4, ..., Zmg, ), onde g, ..., g;, sdo todos distintos,
com a propriedade de que f estd no Tg-ideal gerado por f’ junto com as identidades (3.9)

e (3.10). E claro que f também estard neste Tg-ideal. ]

Teorema 3.2.27. Seja A uma dlgebra com uma graduagdo de Pauli nao reqular tal que
para quaisquer g, h € G temos Ba(g,h) # i. O conjunto S dos polinémios (3.9) e (3.10)
junto com os polindmios (3.7) e (3.8), onde g1, ..., g, sdo elementos distintos de G,

forma uma base para Idg(A).

Demonstragio. B claro que S € Idg(A), e consequentemente (Sdr, € Ida(A). A inclusio

oposta é obtida aplicando o Lema 3.2.26 e a Proposigao 3.2.25. ]

Resta analisar o caso em que $4(g,h) = i para alguns g,h € G. E claro que
neste caso o polinémio
T1,9T2,hT3,g = T3,4T2hT1,q, (3.11)

¢ uma identidade graduada para A.

Observacao 3.2.28. O polinéomio (3.11) é também uma identidade para A no caso em
que Ba(g, h) #i. Neste caso ele é obtido como uma consequéncia das identidades (3.9) e

(3.10).

Sejam g, hy, ho, hs elementos de G tais que 84(g, hs) = i, para s = 1,2,3. O
polindémio
1,92, L8,gT4,hoT5,9T6,hs T7,9 + T1,973,9T5,977,9T2,ha Ta,ha L6, (3.12)

é uma identidade graduada para A.

Lema 3.2.29. Sejam A uma dlgebra munida da graduacio de Pauli nao regular por um
grupo G e f(x1,4,,...,%ng,) um polinomio multilinear. Se f € uma identidade graduada
para A entdo existe um polinomio multilinear f'(xyg ..., 2mg ) em Idg(A), onde para
cada g € G o numero de indices j tais que g;- = g € no mazrimo 3, e ainda [ estd no
Te-ideal gerado por f' junto com os polinomios (5.9), (3.10), (3.11) e (3.12).
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Demonstracao. A demonstracao segue passos analogos ao que foi feito na demonstragao
do Lema 3.2.26. Se g1, ..., g, sdo elementos de G de modo que o nimero de indices
1 com ¢g; = g ¢ no maximo 3 entdo nao hé o que fazer. Caso contrario existem indices
1t < j <k <ltais que g, = g; = gr = ¢;. Denotaremos por g este elemento. Seja m um

monodmio em f e considere w;, i = 0, 1, 2, 3, 4, monomios satisfazendo a propriedade
M = WoLj gW1 T j g WoLk gWT] gWy. (3.13)

Denote por h; o grau do mondémio w;. Renomeando as varidveis se necessario, podemos
assumir sem perda de generalidade que {n,n—1,n—2 n—3} = {i,j, k,1}. Se Ba(g,h1) # i
usaremos a identidade (3.11) para assumir que i = n — 1 e j = n. Entdo, como na demons-
tracdo do Lema 3.2.26, é possivel determinar um polinémio fi(Z1,g,, ..., Tn-2,g, o Tn_1,42)
tal que

M = [ (T1g1s s Tne2.gn 25 (Tn—1,gn 1 * Tngn)) (3.14)

estd no T-ideal gerado por (3.9) e (3.10).

Analogamente, caso $4(g,h;) # i para j = 2 ou j = 3 podemos obter um
polinémio multilinear f,,(z1,4,,...,Zn_24, 0, Tn_142) tal que m esteja no Ti;-ideal gerado
por f,, e os polinémios (3.9), (3.10) e (3.11). Finalmente, assuma que S4(g, h;) = i para

todo 5 =1, 2, 3, neste caso considere

fm(xl,gp vy Tp—2.g,_9) xnfl,gQ) = —WoTp—-3,gTn—2,gTn—1,52W1W2W3W4.

E claro que a diferenca em (3.14), para este polinémio, estd no Tg-ideal gerado pelos
polinémios (3.11) e (3.12).

Agora escrevemos f = Z)‘imi’ onde m; sdo mondmios e f = Z)‘i fmi- O
i i

polinémio multilinear f ¢ uma identidade para A em n — 1 indeterminadas e o resultado

segue por indugao sobre n. O]

A prova do Teorema 3.2.27 produz junto com o Lema 3.2.29 (em vez de Lema

3.2.26) o seguinte resultado.

Teorema 3.2.30. Seja A uma dlgebra munida de uma graduagio de Pauli nao reqular.
O conjunto S dos polindmios (3.12) junto com os polinémios (3.7) e (3.8) tais que para
qualquer g € G o niumero de indices j com g; = g € no mdzximo 3, forma uma base para
Idg(A) como Tg-ideal.

3.3 Bases para as ldentidades e Polinémios Centrais Graduados

para Algebras de Divisio Graduadas Reais

Nesta se¢ao iremos descrever bases para as identidades e para os polindomios

centrais graduadas para algebras de divisdo graduadas reais, classificadas em [17]. A nossa
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descrigao sera dada em termos de 5 classes das algebras de divisao graduadas que serao

denominadas “graduacoes béasicas” e serao apresentadas a seguir.

3.3.1 Algebras de Divisio Graduadas Reais

Seja G um grupo abeliano finito. E fato conhecido que toda élgebra de divisao
G-graduada complexa R é isomorfa a algebra de grupo torcida C°G e a classe dos
isomorfismos correspondentes a cada graduacao estd em correspondéncia biunivoca com
os bicaracteres antissimétricos f: G x G — C* (rever comentarios antes da Proposigao

3.1.4). A G-graduagao candnica nesta algebra serd denotada por P(f3).

No caso de algebras de divisao graduadas reais, a situacao é diferente. Listaremos

a seguir alguns casos que vao servir de fundamento para a classificagao geral.

(a) Comutativo: Sejam m um ndimero natural maior do que 1 e € € {1, —1}. Denotare-
mos por D(m, ) a subalgebra real da algebra complexa de grupo C(g),, (do grupo
ciclico de ordem m) gerada por ug, onde ™ = €. Esta é uma algebra de divisdo que
é (g)m-graduada, comutativa e regular. E fcil verificar que D(m, €) pode ser vista
como uma algebra real graduada gerada por um elemento x de grau g, definido com

a relacdo 2™ = . Observamos que D(2, —1) é fracamente isomorfa a C®.

(b) Componente neutra de dimensao 1: Uma algebra de divisdo graduada R com
dim R. = 1, cujo suporte é o produto direto de dois grupos ciclicos G = (g)x x (h);,
pode ser descrita como uma subdlgebra da algebra S = RG ® M,(C) definida
da seguinte forma. Sejam pu, v € {1,—1}, fixaremos niimeros complexos &, 7 tais

que € = u, n' = v e denotaremos por D(k,l; i, v) a subdlgebra de S gerada por

1 0 0 1
u=9gReAev=h@nB. Aqui A = 0 e B= Lo > sao as matrizes de

Sylvester introduzidas na Se¢ao 3.2.1. A algebra S possui uma graduagao candnica
dada pelas componentes homogéneas S, = (Rg) ® My(C). E claro que D(k,1; 1, V)
é uma algebra de divisdo graduada real. Além disso, uv = —vu e o conjunto de
elementos vt/ = ¢'h? @ e A'B’, onde 0 < i < k,0 < j < [, forma uma base
de elementos homogéneos para D(k,[; i, v). Portanto D(k,[; u,v) é uma graduacao
regular. Além disso, observamos que D(2,2,1,1) e D(2,2,—1,—1) sdo fracamente

isomorfas a M2(4) e H®W, respectivamente.

(c) Componente neutra de dimensao 2 comutativa: Seja R = @geq R, uma algebra
de divisao real tal que R, =~ C, entdao podemos considerar R como uma algebra de
divisdo graduada complexa. A classificacao de tais algebras foi dada por comentarios
iniciais desta se¢ao. Podemos denotar a respectiva graduagao complexa por P([3).
Logo, denotaremos a graduacao de tal dlgebra real por P(5)r. Esta é a graduacao
de Pauli.
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(d)

Componente neutra de dimensao 2 nao comutativa: Sejam n um nimero
natural e £ € {1, —1}. Denotaremos por £(n,c) a subdlgebra de R(g),, ® My(C)
gerada poru =1®Cev=9g®cA. Aqui A, B e C sao as matrizes de Sylvester e
C = AB.

Componente neutra de dimensao 4: Seja R = @R, uma algebra de divisao
real tal que R, = H. Pode-se verificar que R = H® C, onde C' = @yecC, ¢ uma
subalgebra de divisao graduada com C, sendo o centralizador de R,, para cada R,
de dimensao 1. Note que nos itens (a) e (b) foram dados exemplos de algebras de

divisao graduadas cujas componentes homogéneas sao de dimensao 1.

Observacao 3.3.1. Nao estamos preocupados com a construcao das dlgebras citadas

anteriormente, e sim, em suas caracterizagoes (para maiores detalhes ver [17]).

Teorema 3.3.2. [17, Teorema 9.1] Seja I' : R = @yec Ry uma graduagio de uma dlgebra

de divisao graduada real de dimensao finita R com G = supp I'. Entdo uma das sequintes

alternativas € verdadeira.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

(v)

Se R é comutativa com dim R, = 1 entdo I' € equivalente ao produto tensorial

graduado de dlgebras do tipo D(m;n).

Se R € nao comutativa com dim R, = 1 entdo I' € equivalente ao produto tensorial
graduado de algumas copias de D(2%,2"; 1, v) e de D(m;n), onde m, k, | sio nimeros

naturais comm > 1 e pu, v, n = £1.

Se dim R. = 4 entao I' € isomorfo ao produto tensorial graduado de H com a
graduacdo trivial, algumas copias de D(2%, 2", v) e algumas copias de D(m;n),

onde k, I, m sao numeros naturais com m > 1 e u, v, n = +1.

Sedim R, = 2 e R. ndo € central entao I' é equivalente ao produto tensorial graduado
de uma dlgebra do tipo E(n, <), algumas copias de D(2¥, 2", v) e algumas copias de
graduagoes do tipo D(m;n) onde m, k, | sao nimeros naturais com m > 1, n é uma

poténcia de 2, e €, i, v, n = £1.

Se dim R, = 2 e R, € central entio T' é isomorfo a P(f)r para algum bicaracter

antissimétrico complexo : G x G — C*.

3.3.2 Bases para as Identidades e Polinémios Centrais Graduados

As algebras em (i) e (ii) possuem uma graduagao regular, e assim as bases para

os polinémios centrais e para as identidades graduadas foram descritas no Corolario 3.2.8

e na Observagao 3.2.9, respectivamente. J& as dlgebras do tipo (iii) sao produto tensorial

graduado de H, munido da graduacao trivial, e uma &algebra regular, graduada por um
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grupo abeliano. Neste caso as bases foram obtidas na Secao 3.2.2.2. As dlgebras do tipo

(v) possuem graduagiao de Pauli ndo regular cujas bases foram descritas na Sec¢ao 3.2.2.3.

Portanto, resta determinar as bases dos polinomios centrais e das identidades
graduadas para as algebras do tipo (iv). Pelos Teoremas 3.2.2 e 3.2.7 é necessério considerar

apenas as algebras & (g, 2%).

Proposicao 3.3.3. Sejam G = (g),, um grupo ciclico de ordem n, onde n = 2% para algum
k, H={¢*) eq: G — G/H o homomorfismo canonico de grupos. Se f ¢é um polinémio
multilinear em K{Xq/u) entdo f € uma identidade graduada (resp. polinémio central
graduado) para E(e,n), munido da graduagdo induzida por q se, e somente se, f é uma
identidade graduada (resp. polinomio central graduado) para My(R) com a G/H -graduagao
fracamente isomorfa a MQ(Q).

Demonstragio. O elemento w = g®el é um elemento central invertivel em R(g),, ® M (C).
Seja R = £(e,n) munido da graduacao induzida por g e denote por G’ = {¢, a} o grupo
G/H. O conjunto

B={uw"1®I), v (1QC), v '(1®A),w*(1®B)|m=0,1,...,28"}

¢ uma base para R de elementos G-homogéneos.

Observe inicialmente que v = w(1 ® A) e u sdo elemento em B, implicando
que R < (B)f (subdlgebra homogénea gerada por B). Além disso w ' = ¢" ' ®cl e Be
w? = ¢*®1 = v%. Aplicando uma inducdo sobre m, temos que B < R. Resta mostrar que os
elementos em B sdo linearmente independentes. Mas os conjuntos {w?™ (1®1), w*™(1QC)} e

(W (1Q1), w? (18C)} (resp. (w1 (1QA), w? " (1QB)} e (w? (1@ A), "' (1@ B)})
estdao na mesma componente homogénea se, e somente se, m = n. Além disso, w?™ e w?™ !

possuem graus distintos.

Consequentemente, é suficiente mostrar que w*™(1® I), w*™(1® C) sdo line-
armente independentes entre si, para cada m escolhido. Mas isto segue do fato de w ser
invertivel e A, B e C serem as matrizes de Sylvester. O caso w*" ' (1® A),w*" ' (1® B)

é analogo.

Seja f(1g,, - - -, Tng,) um polindmio multilinear em K(X¢). Este polinomio é
uma identidade graduada para R se, e somente se, o resultado de qualquer substituicao
f-admissivel de elementos em B é zero. Seja (aq, . .., a,) uma substituicdo f-admissivel
de elementos em B, entdo a; = w” (1 ® b;), onde b; € {I, A, B,C} e p; um ntimero natural.
Neste caso (by,...,b,) é uma substituicio admissivel de elementos homogéneos da base de
M,(R) na G'-graduagao fracamente isomorfa a MQ(Q), ver item (a) da Secdo 3.2.1. Segue
que f(ay,...,a,) =w’(1® f(b,...,b,)), onde p =p; + -+ + p,. Como w é um elemento

central invertivel, podemos concluir que f é uma identidade graduada (resp. polindmio



Capitulo 3. Identidades e Polinémios Centrais de Algebras de Divisio Graduadas Reais 115

central graduado) para R se, e somente se, ele é uma identidade graduada (resp. polinémio

central graduado) para Ms(R) munida com G’-graduagio fracamente isomorfa a M2(2). O]

Seja v = g® A, o elemento v? = ¢°> ® €21 é homogéneo central invertivel de
grau ¢2. Portanto a proposicao anterior junto com a Proposicao 3.2.21, Lema 3.2.17 e

Teorema 3.2.18 implicard na demonstragao do seguinte resultado:
Corolario 3.3.4. Sejam G = (g)o e R a dlgebra de divisio graduada &(s,2").
(i) Uma base para o Tg-ideal Idg(R) consiste dos polinémios
Liklok — L2kT1k € T1pT2nT3h — T3nT2nT1h;,
onde ke {¢g*" |m=0,1,....2" Y ehe {¢* " |m=0,1,...,2"1}.
(i1) Uma base para o Tg-espago Ca(R) consiste dos polindmios
T1pTon + TonTin, Tig [xzk, $3k]9€4h' € Ty (932h5173h$4h - £U4h333h9€2h) Tsn,

onde ke {¢g*" |m=0,1,....2"}, he{® ™ |m=0,1,....2"Y eqd, WeG.
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4 Mergulho em Algebras de Jordan

Neste capitulo iremos demonstrar um resultado analogo ao obtido por Procesi
em [72], mas no caso das algebras de Jordan B, (K) (ver Exemplo 1.7.15). O objetivo
principal deste capitulo é descrever uma condi¢ao necessaria para que uma algebra R possa
ser mergulhada em B,(C), a dlgebra de Jordan de uma forma bilinear sobre uma algebra
comutativa e associativa C'. Para isto iremos apresentar resultados analogos aos que foram
obtidos em [9,72]. Observamos que alguns dos resultados apresentados neste capitulo
podem ser demonstrados sobre um corpo infinito de caracteristica diferente de dois. Por
outro lado, a restricao do corpo ter caracteristica zero é essencial ja que a demonstracao
do resultado principal utilizara a teoria de grupos algébricos semissimples. Por este motivo

assumimos, a menos de menc¢ao contraria, K um corpo de caracteristica 0.

4.1 Definicoes e Resultados Preliminares

Seja A uma &lgebra de dimensdo finita (ndo necessariamente associativa),
podemos fixar um elemento a € A e denotar por D, (resp. E,) o operador multiplicagio &
direita (resp. esquerda) por a. Além disso, considerando K{Y'} a algebra livre livremente
gerada pelo conjunto Y = {y1,...,yx}. Observamos que todo elemento f = f(yi,...,yx)

em K{Y} define aplicacdes polinomiais sobre A* dadas por
Dy, Ep: AF — Endi A, (4.1)

onde Dy(ar,...,ax) = Dyay,.ap) € Ef(ar, ... ar) = Epga,,..ap)-

Um problema bastante interessante na teoria de invariantes é a descricdo da
algebra de invariantes de A por um grupo G. Denotamos por K[A*] a algebra de funcoes

polinomiais A* — K. Seja Try a subalgebra de K[AF] gerada pelo conjunto
{tr(Ty, ... Ty,) | T €e{D,E} e f1,..., fre K{Y}},
e G agindo como grupo de automorfismos da algebra A da seguinte forma:
g-Tr = ngg*1 =Tyt

Claramente Tr, < K[A*]%, porém a igualdade no caso geral nao é tio simples. Em
particular, Artin conjecturou, em [10], que se A = M, (K) entao Tr, = K[A*]¢, sendo
demonstrado posteriormente por Procesi em [71]. Mais precisamente temos o seguinte

exemplo.
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Exemplo 4.1.1. Sejam A = M,(K), “tr” o traco usual de matrizes e G o grupo de
automorfismos da dlgebra A. Consideramos X;: (A1, ..., Ay) — Aj, as projecoes equi-
variantes, onde A; sio matrizes em M, (K). Em [71], Procesi demonstrou que qualquer
funcao polinomial invariante de k matrizes é combinacao linear de produtos de elementos

da forma
tT(Xz‘l e Xit)7

onde t < 2" — 1. Note ainda que para quaisquer a, b€ A, temos que
tr(T,) = ntr(a), tr(E,Dy) = tr(a)tr(b). (4.2)

De fato, seja B a base de A formada pelas matrizes elementares E;; entdo todo elemento

de A pode ser escrito da forma a = Z a,s B, e dai

r,s=1

(i) Eo(Eiy) = abjj = Zam ris

(ZZ) Da(Eij) = EijCL = Z aljsEis;'

s=1
(ZZZ) Ean(Eij) = CL(E”b) = a(z bthzt Z a,ib ]t Eyt, com b= Z but Eut.
t=1

t=1 u,t=1

Assim, as matrizes de E, e D,, com respeito a base B, sao da forma

ail

nxn

ann
nxn

ail

ann
nxn

a11

ann
nxn
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respectivamente. Além disso, temos que a matriz associada a E,Dy € da forma

ay1bny

allbnn nxn

a'nnbll

&nnbnn nxn

Portanto, a conjectura de Artin € vdlida para M, (K).

Observacao 4.1.2. Analogamente, temos a validade da conjectura para o caso da dlgebra
com involugao (M,(K),*), onde * =t ou s sdo as involugoes transposta e simplética
(quando n € par) usuais de matrizes, respectivamente, para maiores detalhes ver [71]. Mais
geralmente, se A for uma dlgebra simples de dimensao finita seque do Teorema 1.1.42 e
da aplicagao trago ser invariante por extensao do corpo (ver construgdo do trago genérico

feita na Segio 1.6) que A satisfaz um andlogo a conjectura de Artin.

Exemplo 4.1.3. Considere A = B, (K) = K@V a dlgebra de Jordan de uma forma
bilinear f (ver Exemplo 1.7.15) e o trago dado por trd(a - 1k + v) = 2. Seja B a base
de A formada por 1 e elementos ortogonais em rela¢io a forma f sobre o espago vetorial
V', digamos que B = {1,e1,...,e,} e assim todo elemento de A pode ser escrito da forma
a= g+ Z aze, implicando E, (1) =a-1=a e E,(&;) = a-e; = ape; + a; f(e;, €;), para

r=1
todoi=1,...,n. A matriz de E,, com respeito a base B, € da forma

O

%)

Por A ser comutativa, D, possui a mesma representacao matricial que E,. Além disso,

n
considerando b = By + Z Bre,, temos

r=1

(i) E,Ey(1) = (oo + f(va,vs)) + (o + Bova);

(i) B Ey(e:) = Ea(Boes + f(vy,€:)) = (oo f(vs, €i) + Bof(vVa, €:)) + (wBoei + f(vp, €:)va)

n n
onde v, = Z ey € Uy = Z Bre,.. Isso implica que a matriz de E,E, com respeito a base
r=1 r=1
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B ¢ da forma

aoBo + f(vVa, p)
aofo + Praifer, er)

aOﬁO + Bnanf(ena en)
n+1

Assim, Tr(E,) = ( )trd(a) e

(n—1)

Tr(E.Ey) = (n— 1)apbBo + 2[(cfo) + f(Va,vs)] = trd(ab) + trd(a)trd(b),

para todo a,b € A, jd quen > 1. Os invariantes polinomiais de A sao gerados pelos produtos
de elementos da forma trd(X;,) ou trd(X;, X;,), onde X; sdo aplica¢oes equivariantes,
entraremos em maiores detalhes nesta discussao na Segdo 4.4. Portanto, um andlogo a

conjectura de Artin é também vdlido para o caso B,(K).

Exemplo 4.1.4. Consideremos, agora, a dlgebra de Albert (ver Exemplo 1.7.19) que
denotaremos novamente por A. Foi provado por Iltyakov, em [47, 48] que a dlgebra dos
invariantes polinomiais de A sob a agdo do grupo G = Auty(A) satisfaz um andlogo a
conjectura de Artin para os casos em que k < 3. Jd para o caso k > 3 a questao de que

essas dalgebras coincidem estd aberta até o momento.

Motivado por alguns desses exemplos, Iltyakov [46] reformulou uma conjectura
que generaliza a conjectura de Artin de maneira que Trj, = K[A*]% se A é simples. Porém
Popov [70] construiu uma &lgebra simples de modo que a igualdade anterior nao seja
verdadeira (ver [70, Subsecao 4,7]). Tomando uma élgebra A central simples associativa
ou de Jordan de dimensao finita sobre um corpo K de caracteristica 0 podemos considerar
o traco genérico Trd sobre A e denotar por T, a nova subalgebra de K[A*] gerada pelos
elementos Trd(v) = Trd o v, onde v = v(y1,¥2, .- .,Yr) € um polindbmio na algebra livre
K{Y} livremente gerada pelo conjunto Y = {yi,...,yx}. Do Corolario 1.6.2 temos que

Tr) < K[A*]®, onde G age como um grupo de automorfismos da lgebra A.

Usando esses comentarios e focando no fato de que este trabalho pretende
estabelecer condigoes para imersao de uma &dlgebra em B,(C), para alguma algebra
comutativa C', podemos reescrever uma forma “interna” da conjectura proposta por Artin,

[ltyakov e Popov, da seguinte maneira:

Conjectura 4.1.5. Seja G um grupo algébrico linear redutivel nao trivial. Se G age como
o grupo dos automorfismos de uma dlgebra A central simples de dimensdo finita, entdo
Tr), = K[AF]°.

Observe que a conjectura ¢é valida para todos os exemplos listados anteriormente,
inclusive para o caso em que A é a dlgebra de Cayley-Dickson (sobre o corpo dos niimeros

complexos, ver [87]).
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4.2 A-Aplicacdo Universal

Consideremos V uma variedade de dlgebras (como por exemplo, associativas,
associativas com involugdo, de Jordan, de Lie, entre outras) e denotaremos por A alguma
algebra central simples de dimensao finita nesta variedade. Além disso, dizemos que uma
algebra é comutativa-associativa se ela é uma algebra comutativa na variedade de todas

as algebras associativas.

Sejam By = {ay,...,a,} uma base da algebra A e C' uma algebra comutativa-

associativa sobre K. Entao qualquer elemento v em A @k C pode ser escrito da forma
n

V= Z a; ®c¢;, onde ¢; € C'. Além disso, os elementos ¢y, ..., ¢, sao chamados coeficientes
i—1

do elemento v sobre C.

Observagao 4.2.1. Sejam R e S anéis, e n: R — S um homomorfismo entre anéis.

Denotaremos por na o homomorfismo (Ida®n): AQx R — AQk S, e dizemos que ny é

o homomorfismo induzido por 7.

Nesta secao iremos determinar e provar um resultado analogo ao demonstrado

por Amitsur em [9]. Mais precisamente, iremos demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 4.2.2. Sejam A uma dlgebra central simples de dimensao finita e R uma dlgebra,
ambas em uma variedade V. Entao existe uma dlgebra comutativa-associativa, denotada

por S, e um homomorfismo p: R — AQk S satisfazendo as sequintes condicoes:

(a) Os coeficientes dos elementos em {p(r) | r € R} sobre S geram, junto com 1, a

algebra comutativa-associativa S.

(b) Para quaisquer dlgebra comutativa-associativa F' e homomorfismo o: R - AQk F
existe um homomorfismo na: A ®x S — A Qk F induzido pelo homomorfismo

n: S — F tal que nap =o.

Notagao 4.2.3. Dizemos que o par (S, p), dado no teorema anterior, é a A-aplicagcdao

universal de R.

Para demonstrar o teorema anterior usaremos o seguinte resultado, o qual pode

ser encontrado em [49, Teorema 1, pag. 109] ou [90, Corolario 2.2].

Teorema 4.2.4. Se B € uma dlgebra qualquer, entdo todo ideal J de AQx B tem a forma
A®xk I para um ideal I de B unicamente determinado. Em particular, se B € uma dlgebra

simples entao A @k B é também uma dlgebra simples.

Definigao 4.2.5. Sejam A uma dlgebra central simples de dimensdo finita e R uma dlgebra,

ambas em uma variedade V. Assuma que existam C e C' dlgebras comutativas-associativas
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tais que o: R — AQg C e ¢': R - AQ®g C' sejam homomorfismos de dlgebras. Um
isomorfismo de pares (C, ) em (C', ") é um isomorfismo 1: C — C' tal que ¢' = Pap.

Antes de provar a existéncia da A-aplicacdo universal iremos demonstrar, a
menos de isomorfismo, a unicidade deste par. Mais precisamente, demonstraremos a

seguinte proposicao.

Proposicao 4.2.6. Sob as condigées do Teorema 4.2.2. Se existir o par (S,p), entdo
(S, p) € unicamente determinado, a menos de isomorfismo de par. Além disso, dados S, p

e o entao na € unicamente determinado.

Demonstracao. Comecamos fixando uma algebra comutativa-associativa F' e um homomor-
fismo 0: R - A®jy F. Suponha que existam 7, ’: S — F homomorfismos satisfazendo o
Teorema 4.2.2, isto é, nap = n'yp = 0. Entdo nap(r) = n'yp(r), para todo r de R sobre K.

Isso implica que n(s) = 7/(s) para todo s gerador de S, como &lgebra. Portanto n = 7.

Consideremos agora (S, p) e (S, p') A-aplicagdes universais de uma dlgebra
R satisfazendo as condigoes (a) e (b) do Teorema 4.2.2. Entao existem homomorfismos
1 AR S > A®k S edy: ARk S" > A®k S induzidos por ¢: S — S ed: S — S,
respectivamente, tais que ¢ap = p' e ¢/yp’ = p, implicando ¢%;cap = p. Da primeira parte
da proposicao, temos que o homomorfismo ;54 = Idag,s ¢ induzido por ¢'s, ou seja,
Siusa = (¢'s)a e consequentemente p(r) = (¢'s)ap(r), para todo gerador r de R. Portanto
todo coeficiente de p(r), digamos s, serd da forma s = ¢’¢(s). Como esses coeficientes, junto
com 1, geram S, temos que ¢’c é a aplicacao identidade sobre S. Similarmente, ¢¢’' = Idg
e portanto ¢, ¢’ sao isomorfismos. Em particular, se S ~ 5" entdao p’ = ¢ap, 0 que completa,

a prova da unicidade de S e p. O

A prova do Teorema 4.2.2 seguirda como consequéncia dos seguintes lemas.

Lema 4.2.7. A dlgebra livre K{X} livremente gerada por um conjunto enumerdvel X
satisfaz a A-aplicagdo universal.

n
Demonstracao. Seja v; = Z a; ®&;, com j € N, um elemento genérico de A sobre K, ou

i=1
seja, os elementos {§;; | 1 < ¢ < n} sdo indeterminadas comutativas e associativas sobre

K; eles sao os coeficientes do elemento v; sobre a algebra de polinémios nas varidveis
&ij, denotado por A = K[{]. Considerando K{v} a algebra gerada pelos v;’s, temos que
K{v} € A®k A. Consideremos o homomorfismo de algebras 1: K{X} — K{v} dado por
Y(x;) = v;. E claro que o par (A, 1)) satisfaz a condigao (a) do Teorema 4.2.2, restando
verificar o item (b). Para toda algebra comutativa-associativa F' e todo homomorfismo

o: K{X} - A®kF dado por o(x;) = Z a;®r fij, temos a existéncia de um homomorfismo
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n: A — F tal que (&) = fi; induzindo uma aplicacdo n4: A®@x A - A® F dada por
1A 0 @k &ij) = >, ai @k n(&iy) = Y a: Ok fijy
um vez que A é a algebra comutativa-associativa livre, livremente gerada pelo conjunto
{&;]1<1i<mn;ejeN} Note que
nath(a;) = na(vy) = Y 4 @k (&) = Y, a; @ fij = olxy).
Portanto, o resultado esta provado. O
Lema 4.2.8. Seja R uma dlgebra em V. Se (S, p) é a A-aplicagao universal de R, entdio

para todo ideal I de R existe J ideal de S tal que o par (S/J,p') é a A-aplicagio universal
de R/I.

Demonstragio. Considere as projegoes m7: R — R/ e myy: AQr S — AQk (S/J), onde
(p(I)) = A®xK J, e observe que a boa defini¢do desta tltima aplicagao segue do Teorema
4.2.4. Denotando por Br = {r; | ¢ € I'} um conjunto gerador da &lgebra R, temos da

defini¢do de A-aplicagdo universal que os coeficientes dos elementos p(r;) Z a; @k p(ri);,

junto com 1, geram S como algebra. Denotemos tais elementos por s;; = p(n) Além

disso, podemos considerar a aplicacao composicao:
R—L(A®k §) 22 (A®k S/J) ., (4.3)
dada por m,yp(r;) Za] ®k (sij + J). Observamos que I S Kerm,p e definimos

o R/I - AQk (S/J) por p'(r; + 1) = Zaj ®xk (si; + J), implicando que o diagrama
R Ak S (4.4)

p
Wll i”p(f)

R/ —= A®x (5/7)

é comutativo. E claro que S /J é gerado, como &lgebra, pelos elementos s;; + J junto com
1+ J, isto implica o item (a) do Teorema 4.2.2. Para provar o item (b) do mesmo teorema,
tomemos uma algebra comutativa-associativa F' e um homomorfismo o: R/I - A Qk F
Por (S, p) ser a A-aplicagdo universal para R, entdo existe um homomorfismo n: S — F
que induz uma aplicacdo n4: A®x S — ARk F de modo que a relagdo nap = ony seja
vélida. Temos de provar a existéncia de um homomorfismo 74: A ®k (S/J) > ARk F de

modo que o diagrama

R A®k S , (4.5)

p
”Il J{Wﬁ(f)
/

R/I —£ A®k (S/J) |na

IMA
\
AR I

g



Capitulo 4. Mergulho em Algebras de Jordan 123

seja comutativo. Para isto é suficiente mostrar que J € Kern, mas isto segue do fato que
7r(I1) = 0, uma vez que nap(I) = om;(I) = 0, concluindo a existéncia de um homomorfismo
n: S/J — F. Consequentemente, a existéncia do homomorfismo 74: AQk (S/J) —» AQk F

dado por ny = Nam,) € garantida por 7, ou seja, 74 ¢ induzido por 7. Além disso,

o(ri + 1) = o(m(r:)) = nap(ri) = Nampmyp(ri) = qap'mi(ri) = ap'(ri + 1),

para todo r; € Bg e por Bg ser conjunto gerador de R (como dlgebra), implica que o = 740’

Entao segue o resultado. 0

Demonstragio do Teorema 4.2.2. Pelo Lema 4.2.7, o par (A,1) é a A-aplicagdo
universal de K{X}. Considerando {r; | i € A} um conjunto gerado para R, como &lgebra,
e 0o homomorfismo ¢: K{X} — R dado por ¢(z;) = r;. Podemos apresentar R como
sendo K{X}/I, onde I = Kerg. Denotando por P a imagem do ideal I por 1, temos
do Teorema 4.2.4 a existéncia de um ideal p em A tal que (P) = A®g p é um ideal de

A®k A. Concluimos a demonstracao aplicando o Lema 4.2.8. O]

Iremos agora listar uma série de consequéncias do Teorema 4.2.2.

Corolario 4.2.9. Sob as condicoes do Teorema 4.2.2, se R € finitamente gerada, entdo S

também o €. Além disso, S € noetheriana.

Demonstragio. Segue diretamente da condigao (a) do Teorema 4.2.2. O

Corolario 4.2.10. A dlgebra R pode ser mergqulhada em A @k F para alguma dlgebra
comutativa-associativa F se, e somente se, o homomorfismo p: R — AQgk S do Teorema
4.2.2 for injetivo.

Demonstracao. Se p ¢ um monomorfismo entao é claro que R pode ser mergulhada em
A®k S. Reciprocamente, se existir um mergulho 0: R — A ®k F para alguma algebra

comutativa-associativa F'. Por (S, p) ser a A-aplicagao universal de R temos que o diagrama

R > AQy F

| A

ARk S

é comutativo, ou seja, o = nap. Portanto, ¢ ser um monomorfismo implica que p é

injetivo. 0

Observacao 4.2.11. Uma condigdo necessaria e suficiente para que o Coroldrio 4.2.10

seja valido € que exista um homomorfismo ¢ de K{v} em R com P = Keryp, implicando
(P) n K{v} = P, onde K{v} € a dlgebra gerada pelos v;’s dados no Lema 4.2.7.

Corolario 4.2.12. Toda dlgebra R contém um unico ideal Q) que satisfaz:
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(i) R/Q € mergulhada em A ®g S;

(ii) Se Qo é um ideal de R tal que R/Qq € mergulhada em algum A®k F, entio Q < Qo.

Demonstracao. Seja (S, p) a A-aplicacao universal de R e considere () = Kerp. Entao p
induz um mergulho de R/Q sobre A ®y S. Suponha a existéncia de outro ideal @ de
R tal que 0: R/Qy — A® F seja um monomorfismo, para alguma algebra comutativa-
associativa F. Pelo Teorema 4.2.2, temos a existéncia de n4: A ®x S — A®x F' tal que
nap = 0mg,, onde mo,: R — R/Qy é a projecao candnica, e assim 0 = nap(z) = omg, (),
para todo z € Q. Isto implica que x € gy, ja que o é injetivo. Portanto, Q < Qy. A
unicidade é 6bvia, uma vez que se existir P ideal de R satisfazendo as condic¢oes do

corolario, teremos P € Q e Q) < P, ou seja, P = Q. n

Sejam G o grupo dos automorfismos de A e (S, p) a A-aplicagao universal de
uma &algebra R, entdo podemos considerar a aplicacdo ®,: A® S — A® S dada por
P, (a®k s) = (9-a)®xk s, para todo g € G. Por outro lado, existe uma aplicacdo estendendo
n?: S — S dado por

% (Z a; @ Si) = Z a; @n’(si),
i=1 i=1

de modo que

Dyop=1hop, (4.6)
isto é, o diagrama
R A@r S A@k S, (4.7)

ARk S

, . .. . ~ h .2 h
¢ comutativo. Observamos a comutatividade entre as aplicacoes @, e 1y, ja que ®4 e 17

fixam os elementos de S e A, respectivamente. Além disso, para todo g, h € G temos que
gh — @ — @ @ — (b h — h @ — h g — h g
My op=Pgpnop==>0P,0p=>0muop=nzoPiop=rnzonyep=(11)acp,

implicando da Proposicio 4.2.6 que 9" = n"'n?. Por fim, G ndo age somente sobre A, mas

também sobre A Qx A, da seguinte maneira
(:G—>GLA®K A)

dado por
Cg <Z a; @ 3i> =&y 0 (115)7" (Z a; @ Si> = Zg "G ®ng_l(3i)a
i=1 i=1 i=1

para qualquer g € (G, e assim temos o seguinte resultado.
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Proposicao 4.2.13. Seja (S, p) a A-aplicacao universal de R. Entio G (= AutxA) age,
via a representagao C,, como um grupo de automorfismos de AQk S e p(R) estd contido

no anel de invariantes de A Qx S.

Corolario 4.2.14. Seja (S, p) a A-aplicagcao universal de R. Para todo ideal J de S, a
aplicagao projecao my: AQk S —> AQk (S/J) é G-equivariante.

Demonstragio. Seja I um ideal de R tal que (p(I)) = A ®k J. Por abuso de notagao
iremos usar o mesmo simbolo @, para denotar a aplicacdo ®,: ARk (S/J) - A®xk (S/J)
dada por ®,(a®5) = (g-a)® 5, para todo g € G. Para demonstrar que a aplicacdo
é G-equivariante ¢ suficiente provar que m,n®,(n%) ™" = ®,(7%) ™' 7,1). Primeiramente,

observamos que o diagrama

AQk S —2 ~ A@k S
p n%
R L - A®k S
T Tp(I)
R/I =A@k (/)
o 7%

A®x (/1) = A®x (S/7)
é comutativo, implicando

71—/J(I)cDg (ﬁi)_lﬂ = Tp(I) (ﬁi)_l@gp

O resultado segue aplicando a Proposi¢ao 4.2.6. O]

Como em [72], um caso particular importante da construgao anterior ocorre
quando R ¢ a dlgebra livre K{X}. Neste caso, S é o anel de polindémios em varias variaveis

comutativas, como provado no Lema 4.2.7. Note que p(z;) é o “elemento genérico” cujo
n

i-ésimo coeficiente serd a varidvel §;;. Assim, podemos considerar p(z;) = Z a; ®&;;, onde
i=1
{ai,...,a1} é uma base para A. Pela Igualdade (4.6), temos que

n

A (Zaz‘ ®§ij> =Y 9 a®&;,
=1

i=1
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para g € G. Considere ¢ - a; = Z aki(g)ax, temos que

=1
ma(vj) = 0 (Z a; ®€z’j> = Z <Z akzi(g)ak:> ®&ij = Z ar @ (Z aki(Q)&j) :
i—1 i—1 \k=1 k=1 i—1

isto implica que n?(&,;) = Z a,i(9)&;;. Como charK = 0 entao podemos considerar f € A
i=1
multilinear e o resultado segue por polarizagdo completa. Entao para todo polindmio

f(isgys s &imgm) = fem A teremos f = a5, ... &, cOM ji < -+ < jp,. Considerando
o subespaco

de A observamos que P,, é G-invariante, tem dimensao finita e contém f. Assim podemos
assumir que {sg,..., S} é uma base para o G-espago Py,. Se n,,: G x P,, — P, denota a

acao 7 restrita a P,,, entao
t
0%, (si) = > mij(g)s;.
j=1

Em outras palavras, a matriz n?, (relativa a base {s1,...,s:}) é (m;;(g)), além disso temos
que tal representacao de grupo é fiel. Isto significa que n,,: G — GL(P,,) ~ GL(K), onde
nm(g) = (mij(g)), ¢ um morfismo de grupos algébricos. De acordo com a Definigao 1.10.11
temos que A é um G-médulo racional (ver [44, Segao 8.6, pag. 63]). Em resumo temos o

seguinte resultado.

Corolario 4.2.15. Sejam G o grupo de automorfismos de uma dlgebra central simples de

dimensao finita A na variedade V. Entdo a representac¢ao € racional.

Demonstracao. Pelos Exemplos 1.10.12 e 1.10.13, é suficiente mostrar que a representacao

n: G — GL(S) é racional, mas isto segue dos comentérios anteriores. ]

Podemos assim interpretar a agao do grupo GG de modo diferente. Para isto,
interpretaremos A®x S como sendo o anel de aplicagdes polinomiais e um elemento dele serd
da forma f: (A®x F)* — (A®x F) definido sobre K (onde F é uma 4lgebra comutativa-
associativa qualquer), a acdo de grupo é dada por f9(ay,...,ax) = g-f(g '-a1,...,g " az)
e f = fY significa que f é uma aplicagao equivariante. Na préxima secao iremos fazer uso

deste ultimo comentério.

4.3 Resultado Principal

Recordamos que K é um corpo de caracteristica zero. O objetivo desta secao
é provar que dada uma algebra A central simples de dimensao finita e uma algebra R,

ambas com traco e na variedade das algebras de Jordan ou associativas sobre K, podemos
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mergulhar R na algebra A ®x F para alguma algebra comutativa-associativa I, se R
satisfaz todas as identidades com traco de A. Podemos supor, sem perda de generalidade,
que K é algebricamente fechado, uma vez que se o resultado é vélido para K sendo o
fecho algébrico de K. Entao dada R uma &algebra nestas condigbes, temos que Rz pode

ser mergulhada em Az @z F como K-algebras, e consequentemente,
R> R K — (AQx K)Qp F ~ (A®kx F)Qr K ~ AQx F,
ou seja, R também serd mergulhado em A ®x F' como K-algebras.

Proposicao 4.3.1. Seja m = m(xq,xs,...,2,) um mondmio nas varidveis i, T, ...,
x; na dlgebra livre K{X} tal que m seja linear em pelo menos uma de suas varidveis,

digamos x,. Entdo existe m', monomio nas varidveis xy, xa, ..., x, 1, em K{X} tal que
Tr(m) = Tr(m'z,),
onde Tr é o trago formal sobre K{X}.

Demonstragio. Como m é uma palavra em K{X}, entdo podemos escrevé-la da forma
m = uv, onde u, v sS40 mondmios nas variaveis i, xs, ..., Ty cujos graus sao menores do
que a de m. Se u = x; entdao nao hd o que fazer, o resultado segue colocando m' = v, e
analogamente se v = x;. Caso contrario, podemos supor que x; é uma variavel em v. Por

1)

Tr((a,b,c)) =0 e escrevendo v da forma v = v"v’, teremos

Tr(m) = Tr(uww) = Tr(u(v"v")) = Tr((w" ") = Tr(u'v'),
se x; estiver em o', ou
Tr(m) = Tr(uvw) = Tr((v"vu) = Tr{"(v'u)) = Tr(v"d'),

se x; estiver em v”, onde u' = uv” ou v'u, respectivamente. Tal processo se repete uma
quantidade finita de etapas e assim podemos supor que v = z;. Portanto, o resultado

segue. O

Como consequéncia imediata da proposicao anterior temos o seguinte resultado.

Corolario 4.3.2. Se g € G{X} é um polinomio generalizado nas varidveis xy, =, ...,

Ty 1 linear em pelo menos uma das varidveis, digamos x,1, entao existe f € G{X} tal que
Tr(g(wy, @2, ... @eg)) = Tr(f (@1, 22, .., ©)Tes1).

Recordaremos que existe um trago genérico em A, denotado por Trd (Ver Segao
1.6). Pelo comentério feito no fim da se¢ao anterior, podemos considerar a dlgebra A ®x A

como sendo a algebra de aplicagdes polinomiais A* — A, com F' = K e A sendo o espaco
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das sequéncias quase todas nulas (a1, ag, ... ) de elementos de A. Além disso, denotaremos
por X; as projecoes equivariantes (a, as, ... ) — a;. Como A possui identidade, podemos
considerar que K € A e para todo p € A®g A temos que a composigao Trd(p) = Trdop
é um elemento central em A ®x A, definindo um traco sobre A ®x A o qual denotaremos
por T'r. Consideraremos a agao do grupo dos automorfismos de A dado de forma natural
F(x)ier)) = g- F((g7" - 20)ier) e f = f9 significa que f é uma aplicacio equivariante.
Ainda denotaremos por T a subalgebra de A @k A gerada pelas aplicagoes equivariantes,
ou seja, T = (A® A)“. Observe que X; € T, para todo i.

Observagao 4.3.3. Considerando A uma dlgebra central simples de dimensdo finita com
trago genérico Trd nao degenerado, temos que as dlgebras com tragco (AQr A, Tr) e (A, Trd)
satisfazem as mesmas identidades com trago. De fato, € claro que Idp,(AQk A) € Idr,.(A),
faltando mostrar apenas a inclusio oposta. Para isto tome f € Idp.(A); por K ter
caracteristica zero, podemos supor que f = f(x1,...,x,) € multilinear. Assim substituimos
Tr (trago formal) por Tr (Trago em AQ®k A) e obtemos

f(p1,-- -, pn)(ar,ao,...) = f(pi(ay,ag, ... ), ..., pu(as,as,...)) =0,

para toda substitui¢ao por elementos (p1,...,pn) de AQk A e quaisquer elementos a; em

A, para todo j. Portanto, f € Idr,(A®k A).

Teorema 4.3.4. Sejam A uma dlgebra central simples de dimensdo finita com traco
genérico nao degenerado que satisfaca a Conjectura 4.1.5 ¢ G o grupo dos automorfismos

de A. Entao T € gerada, como dlgebra, pelos elementos X; e os Tr m(Xy,...,X,), onde

m(xy,...,x,) € um monémio na dlgebra livre unitiria K{X} e Tr é o traco definido sobre
AQk A.
Demonstragio. Denotemos por 1" a algebra gerada pelos elementos x; e Tr(v(xs,, - .., 4,)),

onde v ¢ um mondémio em K{X} e Tr é o traco formal sobre K{X}. Consideremos uma
aplicacio equivariante f: A*¥ — A, entéo é possivel construir um invariante f: A**! — K
dado da seguinte forma

F=Tr(f " zxs).

Por A satisfazer a Conjectura 4.1.5, temos que f sdo somas de produtos de polindmios da

forma Tr(v(x;,, ..., x;)), que ¢é linear em z411. Do Corolério 4.3.2, temos

F=Tr(f  zp4),

para algum f’ € T. Portanto, o resultado segue do fato que o traco genérico T'rd sobre A,

como uma forma bilinear, é nao degenerado. O]

Da Observagao 1.8.10, a algebra A satisfaz a identidade de Cayley—Hamilton

de grau s, entao podemos enunciar o Teorema 4.3.4 do seguinte modo.
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Teorema 4.3.5. Sejam A uma dlgebra central simples de dimensdo finita com traco
genérico nao degenerado que satisfaca a Conjectura 4.1.5 ¢ G o grupo dos automorfismos

de A. Se A satisfaz a identidade de Cayley-Hamilton de grau s, entdo:

(i) Tr' = U Tr), € gerada, como dlgebra, pelos elementos da forma Tr m(X,,, ..., X,,),

k>0
onde m(xy,...,x,) sGdo monémios na dlgebra livre de grau r < 2°.
(ii) T é gerada, como Tr'-dlgebra, pelos elementos da forma n(Xj,..., X, ), onde
n(xy,...,x,) sGo mondmios na dlgebra livre de grau r < 2° — 1.

Demonstragio. No caso em que A é associativa, o resultado segue de [71, Teorema 3.2].
Ja no caso em que A é uma algebra de Jordan, a demonstragdo segue passos analogos aos
que foram feitos no caso associativo, aplicando o Teorema 1.7.23 em vez do Teorema de
Nagata e Higman [49, pag. 274]. O

Teorema 4.3.6. Sejam A uma dlgebra central simples de dimensdo finita com trago
genérico nao degenerado que satisfaca a Conjectura 4.1.5 ¢ G o grupo dos automorfismos

de A. Entdo T ¢ a dlgebra livre com traco modulo o Tr,-ideal de A.

Demonstra¢io. Devemos mostrar que 7 ~ G{X}/Idr.(A). Inicialmente, observe que T é
uma subdlgebra de A ®x A e que Idp,.(A®k A) = Idr,(A). Portanto se considerarmos o
epimorfismo com trago ¢ de G{X} em T dado por p(z;) = X;, temos que Idp,(A) € Kere.
Por outro lado, seja f um elemento de Keryp, entdo para quaisquer projegoes equivariantes
X1, ..., X, em AQg A temos que f(X7,...,X,) = 0, e assim para toda n-upla (a1, ..., a,)
de elementos em A temos que 0 = (f(Xy,...,X,))(a1,...,a,) = f(a1,...,a,), portanto

f é uma identidade com trago para A e consequentemente Kery = Idp.(A). n

Considerando que G é semissimples, entao todo G-moédulo racional é completa-
mente redutivel. Suponha que M seja um G-médulo racional entao M contém uma tinico
submédulo maximal Mg tal que M = MY @ Mg e (Mg)® = (0). Além disso, Mg é o
tinico G-complemento de M em M, para maiores detalhes ver [41, Lema 5.2, pag. 155].

Isso motiva fazer a seguinte definigao.

Definicao 4.3.7. A projecio candnica 7T]\G/[2 M — MY é usualmente chamada de operador

de Reynolds.

O operador de Reynolds 7€ é realmente um functor definido sobre a categoria

de G-moédulos racionais no sentido que dados dois G-médulos M, M’ e uma aplicacao



Capitulo 4. Mergulho em Algebras de Jordan 130

G-linear f: M — M' tem-se o diagrama

M*f>M/

a a
”MJ/ i”M’

MG M/G

f‘]wG

comutativo, ou seja, f on$; = 7$ o f. para maiores detalhes ver [41, Secio V-2].

Em particular, podemos considerar M uma algebra com trago, M' = Z(M),
f=tr: M — Z(M) a aplicagdo traco de M e G = Autx M semissimples. Entao as

seguintes relacoes serao validas:

(i) Se ae MY e be M entao 75 (ab) = an$(b) e 75 (ba) = 75, (b)a;
(ii) 7% (tr(a)) = tr(7$;(a)), para todo a € M.

Lema 4.3.8. Sejam (A, 1) uma dlgebra com trago e G = AutgA. Se I é um ideal de A,

entdo (I) é um ideal com trago.

Demonstracio. E suficiente provar que (I) é invariante pela aplicagdo trago 7 de A, ja
que (I) é o ideal de A gerado pelo conjunto I. Seja ¢: KTR{X} — A o homomorfismo
com trago dado por ¢(x;) = a; e o(Tr(x;y -~ x;,)) = 7(a;, - - - a;,), entdo representaremos
a dlgebra A como KTR{X}/J onde J = Keryp. Pela correspondéncia biunivoca, existe P
um subespago de KTR{X} que contém J tal que P/J ~ I, ja que I # {0}. Observamos
que (I) ~ (P)/J e pela Proposigao 1.4.7, (P) é soma de produtos, em qualquer associa¢ao
de elementos de KT R{X} desde que pelo menos um de seus elementos esteja em P. Assim

podemos tomar m = Zmi(yu, ..+, Yki) um elemento em (P), onde pelo menos um dos

yji’s estda em P, digamos y,;. Considere m; = m;(yu;, . .., Yx,;i), da Proposicao 4.3.1 existe

m; (Y, - - -, ki) tal que
Tr(mi(Yii, - -+ Yrii)) = TT(m;(yli, o Ykii) ki) -
Fazendo o homomorfismo proje¢ao e aplicando o operador de Reynolds, temos que
Tr(mi(Yuis - - - Yrii)) = T?‘(Wﬁ(m'(gu, e 7?51@2@)) “Yri) € 1,

uma vez que 75 (m’ (G, . .., ri)) € A€ e I é um ideal de A® invariante pela aplicacio

trago, o resultado segue. [

O teorema a seguir é o resultado principal desta secao.

Teorema 4.3.9. Seja A uma dlgebra central simples com trago, de dimensdo finita na

variedade V das dlgebras associativas ou de Jordan, satisfazendo a Conjectura 4.1.5 e
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seja G = AutgA. Se R é uma dlgebra com traco na variedade V que satisfaz todas as
identidades com trago de A, entdo R pode ser mergulhada em ARy S como uma K-dlgebra,

onde (S, p) € a A-aplicagio universal de R. Além disso, p(R) = (A®x S)°.

Demonstracio. Como R satisfaz todas as identidade com trago da algebra A apresentare-
mos R como T /I, onde T é a algebra livre na categoria das algebras que satisfazem todas
as identidades com traco da algebra A. Observe que 7 € A ®x A. Assumimos por razoes
técnicas que T é gerado, como algebra com trago, por um conjunto infinito de projegoes
equivariante (porém enumeravel). Por I ser um ideal de T, podemos considerar o ideal
(I) de A®g A gerado pelo conjunto G-invariante I. Pelo Teorema 4.2.4, existe um ideal
G-invariante J de A tal que A ®g J = (I). Por fim, denotaremos por ¢ a aplica¢ao

induzida
R=T/I - (AR A)/(I) = (A®kx A)/(AQKk J) ~ ARk (A/J]).

Afirmamos que (A/J,¥r) é a A-aplicagdo universal de R. De fato, se considerarmos (A, 1))
a A-aplicacdo universal de G{X} (anédlogo ao que foi obtido no Lema 4.2.7) observamos
que (Idr.(A)) = (0). Do Lema 4.2.8, temos que (A,v') é a A-aplicagao universal de T e
como ¢': T — A®xk A satisfaz as condicdes do Teorema 4.2.2, temos que a conclusio da

afirmacao segue aplicando novamente o Lema 4.2.8.

Seja m(): AQk A = (AQk A)/(I) = A®k (A/J) a projecao candnica, segue
da Proposicao 4.2.13 que 7y € uma aplicagao G-linear. Como G ¢ semissimples, temos
que 77y levard subanel invariante de A ®x A em subanel invariante de A ®g (A/J), ou
seja, T ¢é enviado sobrejetivamente em (A ®x (A/J))¢. Como I é o niicleo dessa aplicacio,

temos que Yr(R) = (A®x (A/J))C.

Resta provar que g é injetivo, ou seja, (I)N'T = 1. E 6bvio que I estd contido
em (I) n 7. Como em [72], utilizaremos o operador de Reynolds para provar a inclusao
oposta. Seja a um elemento em (I) n T, entdo existem m; € (I) de modo que para cada i
hé pelo menos um u; € I (em qualquer associagdo de parénteses em A) elemento em m;.

Pelo Corolario 4.3.2 podemos escolher uma variavel x que nao aparece em nenhum m; e

Tr(ax)="Tr ((Z mz> :13) =Tr <Z(m;m£’u,)> )

onde o mondmio m,m; é linear na varidvel x, para cada i. Aplicando o operador de

assim

Reynolds 7¢ obtemos

Tr(ax) =Tr (Z WG(m;m;')ui> :

Agora, fixando um i qualquer temos que 7 (m}m/) é uma equivariante linear em z. Pelo

Teorema 4.3.6 e Corolario 4.3.2 temos

% (mim!) = Z Tr(aisz)tis + Z TipWik,
s k
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onde t;s, wi, € T € a;s, T, s20 mondémios em K{X} e x é uma varidvel em z;;. Podemos

aplicar novamente o Corolario 4.3.2 e teremos

Tr (Z (Z(T’f’(aisx)tis + Z@k%k) Uz)

Tr(ax)

7 S

Tr (Z (Z(T'r(tisui)ais + Zwlkulaz;k> a:) ,

1 S
onde Z};, ¢ um mondmio obtido de Z;, usando argumentos andlogos da demonstracao da
Proposicao 4.3.1 que ndo tem x como variavel. A forma tr(zy) é ndo degenerada, portanto
a= Z(Tr(tisui)ais) + Z U Th Wi,
7,8 i,k
Como o conjunto I é fechado pela aplicacao traco segue que a € I. Portanto, isto completa

a prova do teorema. O

Observacao 4.3.10. A hipdtese de A ser uma dlgebra de dimensdo finita associativa ou
de Jordan € utilizada para argumentar que a forma tr(xy) € nao degenerada (ver Teorema
1.6.4), uma vez que todas as aplicagoes trago trabalhadas em dlgebras de Jordan centrais
simples de dimensdo finita sao obtidas por um traco genérico. Além disso, nessas condigoes

podemos garantir que o grupo dos automorfismo é semisimples (ver Teorema 1.10.21).

4.4 Aplicacio do Teorema 4.3.9: Mergulho em Algebras de Jordan

de uma Forma Bilinear

Em [72], Procesi mostrou que se uma élgebra associativa satisfaz todas as
identidades com traco das matrizes n x n, esta algebra pode ser mergulhada, respeitando
o traco, em matrizes n x n. Como as identidades com trago das matrizes n x n sao todas
consequéncias do polinémio de Cayley-Hamilton, o artigo de Procesi teve no seu titulo a
frase “inversa formal do teorema de Cayley-Hamilton”. Berele, em [19], obteve um resultado
similar para o caso em que A ¢ a algebra com involu¢ao (M, (K), ). A técnica utilizada
na demonstracao do teorema principal da se¢ao anterior ¢ muito similar aos métodos
empregados por Procesi e Berele em seus resultados, porém generalizamos e provamos
para o caso da algebra de Jordan central simples. Nesta se¢ao iremos focar na aplicacao

do Teorema 4.3.9 para o caso de algebra de Jordan de uma forma bilinear.

Denotamos A = B,,(K) a algebra de Jordan de uma forma bilinear simétrica
e nao degenerada f sobre um espacgo vetorial V' de dimensao finita n, sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero. Consideramos os polindmios com trago

folz) = 2% —Tr(z)z + (1/2)(Tr(z)* — Tr(z?)) (4.8)

n+1

Lot = ) ()7 (@otmer) — (/2T (@owmen)) | [ H@ow, vi): (4.9)

0E€Sn 41 k=1
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onde Ln+l = L(.Il, 5 Ty g1, Y1, 0 7yn) com n = 2737 e
H(z,y) = Tr(zy) — (1/2)Tr(x)Tr(y).
Em [94], Vasilovskii provou que todas as identidades com trago da algebra

A seguem dos polindmios (4.8) e (4.9). Além disso, na demonstragao deste resultado

observamos que qualquer polindomio com trago pode ser representado, médulo fs, na forma

Z 040,17.“78&0T7“(a1) - Tr(ay), (4.10)
onde ag, ay, ..., as (com s > 0) sdo mondmios em K{X} com a seguinte restrigdo em seus
graus: deg(ag) < 1, deg(a) <2, parai=1,2, ..., s.

Seja G o grupo dos automorfismos de A, ele é isomorfo ao grupo ortogonal de
V relativo a forma f (ver Exemplo 1.7.15). Por fim, os invariantes ortogonais ¢: V' — K

compativeis com a forma bilinear canonica (z,y) = inyi, onde z = (x1,...,2,) e
i

y = (y1,...,Yn), s40 expressos em termos desse produto escalar. Mais precisamente, temos

o Primeiro Teorema Fundamental.

Teorema 4.4.1. [25, Teorema 5.6] Todo invariante ortogonal de m vetores 1, ..., Ty,

pode ser expresso em termos dos m* produtos escalares (z;, ;).

Retornamos a discussao do Exemplo 4.1.3 sobre o primeiro teorema fundamental
para o caso da algebra de Jordan A. Queremos descrever a algebra das fun¢oes polinomiais
A* — K invariantes sob a acdo de G. Consideremos uma aplicacdo polinomial multilinear

dada por ¥: A¥ — K. Temos que

Ylog + v, ..., 0 +vg) = Zdiwi(vh C L UR),

onde @; é obtido como produto dos escalares aq, . . ., ag. Afirmamos que se ¢ é um invariante
ortogonal de A, entdo v; sdo invariantes ortogonais de V', para todo . De fato, ¢ um

invariante ortogonal sobre A implicara

Z@iwi(vla V) = Zdiwig(vla ..., Uk), ou seja 72071(%‘ — ) =0

para todo g € Autgx (V). Por K ser infinito temos a afirmacdo. Do Teorema 4.4.1, os
invariantes ortogonais de V' sdo expressos em termos de produtos escalares de (v;, v;) de
vetores em V. Além disso, segue da definigao do traco e do produto em A que dados a+ v,
e B+ vg elementos em A, teremos tr(a + v,) = 2a e (va,v3) = (1/2)H(a + v4, 5 + v3).

Deste comentério e da Expressao (4.10), temos que os invariantes K[AF]“
podem ser expressos em temos dos invariantes Tr X; e Tr X; X, onde X; € a projecao

equivariante sobre A na i-ésima coordenada. Assim temos o seguinte resultado.

Lema 4.4.2. A dlgebra de Jordan B, (K) satisfaz a Conjectura 4.1.5.
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Concluimos o objetivo final deste capitulo que podemos enunciar no seguinte

teorema. A sua demonstragao segue do Teorema 4.3.9 e do Lema 4.4.2.

Teorema 4.4.3. Seja A = B,(K) a dlgebra de Jordan de uma forma bilinear simétrica e
nao degenerada f sobre um espago vetorial V' de dimensao finita. Se R é uma dlgebra com
trago que satisfaca as Identidades (4.8) e (4.9), entao R pode ser mergulhada em A Qk F,
para alguma dlgebra comutativa-associativa F. Além disso, se (S,p) é a A-aplicag¢io

universal de R, entio p(R) = (A® S)Y, onde G = AutgV.
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