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Resumo

Nesta dissertação de mestrado, estudamos a existência de soluções brandas, para tempos

grandes, para as equações de Navier-Stokes-Coriolis com dados iniciais espacialmente quase

periódicos. A força de Coriolis aparece em vários modelos de meteorologia, oceanografia e

geofísica, pois estes consideram fenômenos em larga escala e a influência do movimento

de rotação da terra. Para mostrar a existência de soluções brandas para tempos grandes,

usamos a norma ℓ1 de amplitudes e consideramos o caso de velocidades de rotação grandes

(i.e., força de Coriolis grande). A existência de soluções é provada por meio de técnicas

de limites oscilantes singulares rápidos e usando um argumento de bootstrapping. Mais

precisamente, primeiramente obtemos estimativas para o semigrupo associado à parte

linear do sistema e para o termo bilinear em um espaço de funções quase periódicas.

Posteriormente, de posse destas estimativas, aplicamos os métodos acima para obter os

resultados desejados. Este trabalho é baseado no artigo [49] de T. Yoneda.

Palavras-chave: Equações de Navier-Stokes-Coriolis. Força de Coriolis. Soluções brandas.

Dados iniciais arbitrários. Funções quase periódicas.



Abstract

In this master dissertation, we study the long-time existence of mild solutions to the

Navier–Stokes-Coriolis equations with spatially almost periodic initial data. The Coriolis

force appears in several models of meteorology, oceanography and geophysics because they

consider large-scale phenomena and the influence of the earth rotation movement. In order

to prove the long-time existence of mild solutions, we use the ℓ1-norm of amplitudes and

consider the case of large rotation velocity (i.e., large Coriolis force). The existence of solu-

tions is obtained by means of fast singular oscillating limit techniques and a bootstrapping

argument. More precisely, first we show estimates for the semigroup associated with the

linear part of the system and for the bilinear term in a space of almost periodic functions.

Later, with these estimates in hand, we apply the above methods to obtain the desired

results. This work is based on the paper [49] by T. Yoneda.

Keywords: Navier-Stokes-Coriolis equations. Coriolis Force. Mild solutions. Arbitrary

initial data. Almost Periodic Functions.
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Introdução

Nesta dissertação, consideramos o problema de valor inicial para as equações

de Navier-Stokes com a força de Coriolis, o qual tem a seguinte forma

$
’&
’%

Btu ` pu ¨ ∇qu ` Ωe3 ˆ u ´ ∆u “ ´∇p em R
3 ˆ p0,8q

∇ ¨ u “ 0 em R
3 ˆ p0,8q

u|t“0 “ u0 em R
3

, (1)

onde u “ upx, tq “ pu1px, tq, u2px, tq, u3px, tqq e p “ ppx, tq denotam as incógnitas o campo

velocidade e a pressão escalar do fluido no ponto x “ px1, x2, x3q P R
3 do espaço e

tempo t ą 0, respectivamente, enquanto u0 “ u0pxq denota o campo velocidade inicial,

satisfazendo a condição de compatibilidade ∇ ¨ u “ 0. Além disso, Ω P R é o parâmetro

de Coriolis que representa a velocidade angular de rotação do fluido em torno do vetor

vertical unitário e3 “ p0, 0, 1q; o coeficiente de viscosidade cinemática é normalizado por

1. O símbolo ˆ denota o produto exterior e, consequentemente, a força de Coriolis é

representada por e3 ˆ v “ Jv, onde J é uma matriz 3 ˆ 3 anti-simétrica, a saber

J “

¨
˚̋

0 ´1 0

1 0 0

0 0 0

˛
‹‚.

O estudo das equações de Navier-Stokes-Coriolis tem atraído o interesse de

um grande número de pesquisadores internacionais, devido ao fato que estas equações

são centrais em muitos modelos físicos, estando ligados a importantes problemas em

oceanografia, meteorologia e geofísica. Por exemplo, em oceanografia e meteorologia,

devido a diferença de magnitude de escalas entre as variáveis, a força exercida pela rotação

da terra torna-se importante na descrição das correntes de ar e água, veja mais em [13].

Para ter-se uma ideia, em média, a amplitude de velocidade no oceano é de poucos metros

por segundo e o tamanho típico de um oceano é de 5 mil quilômetros. Portanto, leva

50 dias, aproximadamente, para uma partícula de fluido atravessar o oceano, conforme

comentado por Chemin et al. [13]. Por outro lado, neste mesmo tempo, o planeta Terra já

terá completado o mesmo número de dias, de rotações, isto é, 50 rotações em volta de seu

eixo. Como consequência, sempre que quisermos estudar movimentos em oceanos em nível

global, a influência da rotação da Terra, isto é, a força de Coriolis, não pode ser desprezada.

Além disso, em 1868, Kelvin observou que uma esfera movendo-se, uniformemente, ao

longo do eixo de rotação da água leva consigo uma coluna de líquido como se fosse uma

massa rígida em torno de si, como pode se ver em [21]. Depois disso, Hough (1897), Taylor

(1917) e Proudmann (1916) fizeram importantes contribuições acerca desse assunto.
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Assim, as equações de Navier-Stokes junto com a força de Coriolis, e com

condições de contorno adequadas, nos permite analisar a circulação oceânica em larga

escala. Evidentemente, a fim de obter um estudo mais preciso deste problema, se faz

necessário o envolvimento de mais variáveis, como por exemplo: salinidade, temperatura da

água, estratificação, dentre outros. No entanto, as equações de Navier-Stokes-Coriolis (1)

podem ser vistas como um primeiro passo na análise teórica de modelos mais complexos,

pois nesse caso, estamos considerando os efeitos da força de rotação sobre os fluidos de

forma isolada. Além dessas aplicações, há muito interesse nas equações de Navier-Stokes

(com ou sem força de Coriolis). De fato, o problema de existência de solução global ainda

é um problema em aberto para estas equações em dimensão n “ 3, sendo este um dos sete

problemas do milênio proposto pelo Instituto de Matemática Clay, como pode ser visto em

www.claymath.org/millennium-problems. Tal problema está resolvido no caso n “ 2; por

exemplo, veja Temam [46] para resultados de existência e regularidade de solução neste

caso.

Baseando-nos em [49], o objetivo desta dissertação é mostrar a existência de

soluções de (1) para tempos grandes em um espaço de funções quase periódicas (veja

Definição 3.2), fazendo uso do resultado de existência local, em R
3, obtido por Giga et

al. [24] e do resultado de existência, em R
2, devido a Giga et al. [28]. Para um dado

inicial u0 quase periódico e tempo de existência T , ambos arbitrários, obtemos soluções

brandas contanto que o parâmetro de Coriolis Ω tenha módulo suficientemente grande.

Para tal resultado de existência, utilizamos técnicas de limites oscilantes singulares rápidos

e um argumento de bootstrapping. Como trabalhamos nesta dissertação com velocidades

de rotação grandes, uma característica dos espaços que poderia ser útil nessa análise é

uma norma que permita um bom controle dos efeitos de oscilações provocados pelo termo

Ωe3 ˆu. Nesta direção, espaços cujas normas tem uma expressão conveniente envolvendo a

transformada de Fourier são de interesse especial. Em [49], o autor usou espaços com este

perfil, a saber, a pré-imagem de Fourier do conjunto das medidas de Radon complexas,

proposto por Giga et al. [24].

Posto isso, vale relembrar alguns dos resultados de existência e boa-colocação

para (1) relacionados com o “tamanho” ou uniformidade em relação ao parâmetro Ω.

Primeiramente, cabe mencionar que os efeitos da força de Coriolis em fluidos começaram

a ser estudados matematicamente por Poincaré desde 1910 (veja [44]). Mais recentemente,

Babin, Mahalov e Nicolaenko (BMN) [9] e [10] obtiveram resultados no caso periódico. Para

velocidade de rotação Ω suficientemente grande, obtiveram existência global e regularidade

das soluções com velocidade inicial periódica. Para contornar a falta de dispersão do caso

periódico, BMN usaram argumentos de limites oscilantes singulares rápidos, explorando

o fato de que o fluxo é semelhante ao fluxo bi-dimensional para uma força de Coriolis

suficientemente grande. Eles mostraram que a solução da equação de Navier-Stokes pode

ser decomposta em soluções globais de equações limites e em um adequado termo restante.
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O termo restante é uniformemente estimado a partir do parâmentro de Coriolis. Eles

consideraram o dado inicial v0 em H
1

2 pr0, h1q ˆ r0, h2q ˆ r0, h3qq. Além disso, Babin et

al. [11] obtiveram resultados de existência e regularidade para dados iniciais caracterizados

por vorticidades uniformemente grandes. Por outro lado, Chemin et al. [13] obtiveram

resultados em todo o espaço R
3, para dados iniciais em espaços de Sobolev H

1

2 e força

de rotação suficientemente grande dependendo do dado inicial. Boa-colocação global em

espaços de Sobolev homogêneos 9HspR3q, com 1{2 ď s ă 3{4 e Ω suficientemente grande,

foram obtidos por Iwabuchi e Takada [33]. Em [3], Angulo-Castillo e Ferreira estenderam

estes resultados para o contexto de espaços de Besov. No caso de boa-colocação global

uniforme, Giga et al. [26] mostraram a existência e unicidade de solução global para (1),

para dado inicial u0 com norma suficientemente pequena em FM´1
0 pR3q3. Este espaço

tem uma caracterização adequada em termos da transformada de Fourier. Por outro lado,

Giga et al. [24] e [25] provaram a existência local e unicidade de soluções brandas para

(1) considerando certas classes de dados inciais que não decaem no infinito e que, em

particular, contêm funções quase-periódicas. Resultados de boa-colocação uniforme para

(1) com dados iniciais pequenos têm sido obtidos em outros espaços, tais como o espaço de

Sobolev H
1

2 pR3q (veja [31]), o espaço de Fourier-Besov crítico 9FB
2´ 3

p

p,8 pR3q com 1 ă p ď 8
(veja [38]), o Fourier-Besov crítico 9FB

´1

1,2pR3q (veja [34]), bem como má-colocação em
9FB

´1

1,qpR3q para 2 ă q ď 8, e o espaço de Fourier-Besov-Morrey crítico (veja [1]).

Finalizamos a introdução descrevendo sobre a organização desta dissertação, a

qual está estruturada em cinco capítulos. O primeiro capítulo é dedicado às preliminares,

conceitos básicos necessários para o bom entendimento do texto, à teoria das medidas

de Radon complexas e às funções quase periódicas. Nas preliminares, primeiramente

são apresentados resultados sobre o produto de convolução, transformada de Fourier e

distribuições. Em seguida, uma seção é dedicada às transformadas de Riesz, juntamente

com suas propriedades, principalmente aquelas relacionadas à transformada de Fourier.

Ainda no Capítulo 1, descrevemos a projeção de Helmoholtz e algumas de suas propriedades,

e derivamos uma formulação equivalente de (1) sem a pressão. Finalizando o capítulo,

revisamos a teoria sobre as medidas de Radon e sobre as funções quase periódicas. O

Capítulo 2 é dedicado a existência e unicidade local de soluções brandas para o sistema

(1). Neste capítulo, definimos os espaços em que trabalhamos, bem como certos operadores

de multiplicação e do calor. E para finalizar o capítulo, relembramos o Teorema do Ponto

Fixo de Banach e fazemos uso deste para provar a existência e unicidade de solução

local para (1). No Capítulo 3, discorremos sobre o principal resultado desta dissertação,

bem como os principais passos e ideias para demonstrá-lo. Mais adiante, no Capítulo 4,

mostramos certas decomposições de termos não lineares, bem como as estimativas da parte

ressonante e da parte não ressonante da bilineridade da formulação integral associada a

(1). Finalizando o texto, o Capítulo 5 contém as demonstrações dos principais resultados

que são os Lemas 3.1, 3.2 e o Teorema 3.2.
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1 Preliminares, Medidas de Radon e Funções

Quase Periódicas

Neste capítulo, recordamos alguns conhecimentos que são essenciais nessa

dissertação. Dentre estes, podemos destacar: a transformada de Fourier, a classe de

funções de Schwartz e a classe de distribuições temperadas, bem como suas propriedades.

Posteriormente, ainda nesse capítulo, abordaremos algumas ferramentas específicas, como

por exemplo, as transformadas de Riesz, a projeção de Helmholtz, as medidas de Radon, a

classe de funções quase periódicas e os principais resultados envolvendo essa teoria.

1.1 Espaços Lp, Convolução e Transformada de Fourier

Nesta seção discorremos sobre os espaços Lp, convoluções, transformada de

Fourier e sobre a classe de funções de Schwartz bem como algumas de suas propriedades.

Basicamente, o conteúdo desta seção pode ser encontrado, por exemplo, nos livros Folland

[20] e Grafakos [29].

Começamos relembrando a definição de espaços Lp.

Definição 1.1. Seja pX,H, µq um espaço de medida. Para uma função mensurável f ,

considere a quantidade

}f}p “
ˆż

X

|f |pdµ
˙ 1

p

para 1 ď p ă 8.

No caso, p “ 8, consideramos

}f}8 “ inftM ě 0 : µpAq “ 0u onde A “ tx P X : |fpxq| ą Mu.

Definimos

LppX,H, µq “ tf : X Ñ C mensurável : }f}p ă 8u.

Observação 1.1. Por simplicidade, denotamos LppX,H, µq por Lp, LppXq ou Lppµq,
quando não houver risco de confução. Observamos que LppXq munido com a norma } ¨ }p

é um espaço de Banach, para 1 ď p ď 8.

Quando µ é uma medida de contagem, LppXq transforma-se no espaço de

“sequências” ℓp. Como este caso tem um papel importante no presente estudo, a seguir

fixemos sua definição.



Capítulo 1. Preliminares, Medidas de Radon e Funções Quase Periódicas 18

Definição 1.2. (Espaços ℓp) Se A é um conjunto não vazio, definimos ℓppAq, para

1 ď p ď 8, como sendo Lppµq onde µ é a medida de contagem sobre pA,PpAqq e PpAq as

partes de A.

Observação 1.2. Além disso, se A “ N, então, ℓppNq “ ℓp e

ℓppNq “
#
x “ pxnqnPN Ă C :

ÿ

nPN

|xn|p ă 8
+
,

constitui o espaço vetorial das sequências, neste caso, complexas, absolutamente p-somáveis

dotado da norma natural

}x}ℓp “
˜

8ÿ

n“0

|xn|p
¸ 1

p

se 1 ď p ă 8;

}x}ℓ8 “ sup
nPN

|xn| se p “ 8.

A seguir, apenas com o objetivo de esclarecimento, consideremos a definição de

convolução de funções, que posteriormente será estendida para distribuições.

Definição 1.3. (Convolução) Sejam f, g P L1pRnq. Definimos a convolução de f e g,

denotada por f ˚ g, por

pf ˚ gqpxq “
ż

Rn

fpxqgpx ´ yqdy. (1.1)

O lado direito de (1.1) é definido quase sempre, uma vez que a integral dupla

abaixo converge absolutamente:
ˇ̌
ˇ̌
ż

Rn

pf ˚ gqpxqdx
ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ż

Rn

ˆż

Rn

fpxqgpx ´ yqdy
˙
dx

ˇ̌
ˇ̌ ď }f}L1}g}L1 ă 8.

Proposição 1.1. Considere, f, g, h P L1pRnq. As seguintes propriedades são válidas:

(i) (Associatividade) f ˚ pg ˚ hq “ pf ˚ gq ˚ h;

(ii) (Distributividade) f ˚ pg ` hq “ f ˚ g ` f ˚ h e pf ` gq ˚ h “ f ˚ h ` g ˚ h;

(iii) (Comutatividade) f ˚ g “ g ˚ f.

Como veremos adiante, estamos interessados em trabalhar em espaços cuja

definição é conectada a transformada de Fourier. A seguir lembramos esta transformada

no contexto de L1.

Definição 1.4. (Transformada de Fourier) Considere f P L1pRnq. Definimos a

transformada de Fourier de f , denotada por pf ou Frf s, por

Frf spξq “
ż

Rn

e´2πix¨ξfpxqdx,

onde x ¨ ξ “
nÿ

j“1

xjξj denota o produto interno euclidiano em R
n.
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Abaixo, relembramos a classe das funções de Schwartz, as quais são fundamen-

tais na definição das distribuições temperadas que veremos mais a frente.

Definição 1.5. (Função de Schwartz) Uma função complexa C8 em R
n é chamada

função de Schwartz, se para todo par de multi-índices α “ pα1, . . . , αnq e β “ pβ1, . . . , βnq,
existe uma constante positiva Cα,β tal que

ρα,βpfq “ sup
xPRn

|xαBβfpxq| “ Cα,β ă 8, (1.2)

onde xα “
nź

i“1

xαi
i e Bβ “

nź

i“1

pBxi
qαi. Aqui, ρα,β são chamadas seminormas de Schwartz de

f . O conjunto de todas as funções de Schwartz em R
n é denotado por SpRnq.

Observação 1.3. Vale ressaltar que SpRnq é um espaço vetorial topológico localmente

convexo, munido da família de seminormas ρα,β que sapara pontos. Além disso, através

de resultados da topologia geral podemos afirmar que SpRnq é metrizável e completo,

caracterizando-o como uma espaço de Fréchet.

Proposição 1.2. (i) SpRnq Ă LppRnq e a inclusão é contínua.

(ii) SpRnq é denso em LppRnq para 1 ď p ă 8.

Vejamos agora uma propriedade da transformada de Fourier no espaço SpRnq.

Proposição 1.3. Seja f P SpRnq. Então pf P SpRnq e a transformada de Fourier aplica

SpRnq continuamente em SpRnq.

A seguir, vejamos alguns resultados que relacionam a transformada de Fourier

de uma função e suas derivadas.

Proposição 1.4. Sejam f, g, h P SpRnq e α um multi-índice. As seguintes propriedades

são válidas:

(i) pBαfq^pξq “ p2πiξqα pfpξq;

(ii) pBα pfqpξq “ pp´2πixqαfpxqq^pξq;

(iii)
ż

Rn

fpxqpgpxqdx “
ż

Rn

pfpxqgpxqdx.

Definição 1.6. (Transformada de Fourier Inversa) Seja f P L1pRnq. Definimos a

Transformada de Fourier inversa de f , denotada por f_ ou F´1rf s, como

f_pxq “ pfp´xq.

Observação 1.4. É fácil ver que a transformada inversa de Fourier compartilha das

mesmas propriedades da transformada de Fourier.
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O isomorfismo de F em L2 é uma consequência imediata da densidade de

SpRnq em L2pRnq (Proposição 1.2) e da proposição abaixo.

Proposição 1.5. Sejam f, g, h P SpRnq, então:

(i) (Inversa de Fourier) p pfq_ “ f “ pf_q^;

(ii) (Relação de Parseval)
ż

Rn

fpxqhpxqdx “
ż

Rn

pfpξqphpξqdξ;

(iii) (Identidade de Plancherel) }f}L2 “ } pf}L2 “ }f_}L2.

Um resultado que segue diretamente das Proposições 1.3, 1.4 e 1.5, juntamente

com a Observação 1.4 é o que segue.

Proposição 1.6. A Transformada de Fourier é um homeomorfismo de SpRnq sobre si

mesmo.

1.2 Distribuições e Distribuições Temperadas

No próximo capítulo iremos trabalhar com o espaço de todas as medidas

complexas (finitas) de Radon, denotado por MpRnq, a ser definido detalhadamente mais

adiante (Seção 1.5). Tal espaço, pode ser visto como um subespaço de distribuições

temperadas onde pode-se definir uma noção apropriada de transformada de Fourier. Nesta

seção recordamos as definições de distribuição e distribuição temperada, inclusive as

definições da transformada de Fourier e sua transformada inversa neste ambiente mais

geral. A teoria desta seção foi extraída essencialmente de Grafakos [29].

Definição 1.7. (Distribuição) Uma distribuição T é um funcional linear contínuo

definido no espaço das funções C8
c pRnq. Denotamos por D1pRnq o espaço de todas as

distribuições, isto é,

D1pRnq “ pC8
c pRnqq˚

,

onde ˚ denota o espaço dual e C8
c pRnq é munido com sua topologia padrão localmente con-

vexa, em relação a qual a convergência sequencial em C8
c pRnq corresponde à convergência

uniforme da sequência de funções e suas derivadas em conjuntos compactos (veja [20, Seção

9.1, p. 282]).

Definição 1.8. (Distribuição temperada) Uma distribuição temperada T é um fun-

cional linear contínuo definido no espaço das funções SpRnq. Denotamos por S 1pRnq o

espaço de todas as distribuições temperadas.

Observação 1.5. Não é difícil ver que

S 1pRnq Ă D1pRnq.
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Além disso, observe que a noção de convergência de sequências em S 1pRnq é

dada via a topologia do espaço dual, ou seja,

Tn Ñ T em S 1 se, e somente se, |xTn ´ T, fy| ď Cρα,βpfq,

para toda f P S, onde ρα,βpfq é como em (1.2).

A próxima proposição mostra-nos uma condição necessária e suficiente para que

um funcional linear u P SpRnq seja uma distribuição temperada. Aqui, upfq “ xu, fy denota

a ação de uma distribuição ou distribuição temperada u sobre uma função f P C8
c pRnq ou

f P SpRnq, respectivamente.

Proposição 1.7. Um funcional linear u em SpRnq é uma distribuição temperada se, e

somente se, existe uma constante C ą 0, k,m P Z tais que

|upfq| ď C
ÿ

|α|ďm,|β|ďk

ρα,βpfq,

para toda f P SpRnq, onde ρα,βpfq é como em (1.2).

Agora, considerando f e g funções de Schwartz, α um multi-índice e integrando

por partes |α| vezes, obtemos
ż

Rn

pBαfqpxqgpxqdx “ p´1q|α|

ż

Rn

fpxqpBαgqpxqdx. (1.3)

Tendo em vista a igualdade (1.3), é natural definir a derivada de uma distri-

buição temperada como segue.

Definição 1.9. Seja u P S 1pRnq e α um multi-índice. Definimos

xBαu, fy “ p´1q|α|xu, Bαfy,

para toda f P SpRnq.

Observação 1.6. As derivadas de u no sentido de distribuição são também denominadas

derivadas distribucionais.

Até aqui, definimos a transformada de Fourier em S e vimos que a mesma

aplica homeomorficamente S em si mesmo, conforme Proposição 1.6. Usando esse fato,

podemos definir a transformada de Fourier (e sua inversa) de uma distribuição temperada

como segue.

Definição 1.10. Considere u P S 1pRnq. Definimos a transformada de Fourier pu e a

transformada de Fourier inversa u_ da distribuição temperada u, como

xpu, fy “ xu, pfy e xu_, fy “ xu, f_y,

para toda f P SpRnq.
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Por outro lado, observe que, para f, g, h P SpRnq, temos que
ż

Rn

ph ˚ gqpxqfpxqdx “
ż

Rn

gpxqph̃ ˚ fqpxqdx, (1.4)

onde h̃pxq “ hp´xq.

Assim, motivados pela igualdade (1.4), definimos a convolução de uma distri-

buição temperada com uma função de Schwartz.

Definição 1.11. Considere u P S 1pRnq e h P SpRnq. Definimos a convolução h ˚ u por

xh ˚ u, fy “ xu, h̃ ˚ fy,

para toda f P S, onde h̃ é como em (1.4).

Na proposição seguinte, listamos algumas propriedades envolvendo transfor-

mada de Fourier e convolução de distribuições temperadas. Tais propriedades nos serão

bastante úteis no decorrer da dissertação.

Proposição 1.8. Dados u, v P S 1pRnq, f P SpRnq, α multi-índice e b P C, temos que:

(i) pu ` vq^ “ pu ` pv e pbu “ bpu;

(ii) pBαuq^ “ p2πiξqαpu;

(iii) Bαpu “ pp´2πixqαuq^;

(iv) ppuq_ “ u;

(v) pf ˚ uq^ “ pfpu;

(vi) pfuq^ “ pf ˚ pu.

Observação 1.7. O produto pfuq, no item (vi) da Proposição 1.8, está bem definido,

conforme [29, Definição 2.3.15]

Proposição 1.9. Dado u P S 1pRnq, existe uma sequência de funções fn em C8
c pRnq tal

que fn Ñ u no sentido de distribuições temperadas. Em particular, C8
c pRnq é denso em

S 1pRnq.

Demonstração. A prova desta proposição pode ser encontrada em [29, Proposição 2.3.23].

Agora, note que se uma função g possui suporte contido em K, então para

toda f P C8
c pKcq temos ż

Rn

fpxqgpxqdx “ 0. (1.5)

Além disso, o suporte de g é a interseção de todos os conjuntos fechados com a propriedade

(1.5) para toda f P C8
c pKcq. Tendo em vista essa observação, considere a definição seguinte.
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Definição 1.12. (Suporte de uma distribuição) Seja u P D1pRnq. O suporte de u,

denotado por supp u, é a interseção de todos os conjuntos fechados K com a seguinte

propriedade:

ϕ P C8pRnq, supp ϕ Ă Kc ñ xu, ϕy “ 0. (1.6)

Observação 1.8. Antes de prosseguirmos, vale ressaltar que a transformada de Fourier

de polinômios são distribuições temperadas cujo suporte é a origem.

Nosso objetivo é remover esse tipo de distribuição, descrito na Observação

1.8, quando formos definir o operador de Helmholtz. Para isso, definimos o espaço das

distribuições temperadas módulo polinômios.

Definição 1.13. Definimos P como sendo o conjunto de todos os polinômios de n variáveis

reais,
ÿ

|β|ďm

cβx
β “

ÿ

βj PZ`Yt0u

β1`¨¨¨`βnďm

cβ1,...,βn
x

β1

1 ¨ ¨ ¨ xβn
n ,

com cβ P C e m P Z. Definimos a relação de equivalência „ em S 1pRnq por

u „ v ô u ´ v P P . (1.7)

Não é difícil ver que „ define, de fato, uma relação de equivalência em S 1pRnq.

Definição 1.14. (Distribuições temperadas módulo polinômios) O espaço formado

por todas as classes de equivalência obtidas por (1.7) é denominado espaço das distribuições

temperadas módulo polinômios e é denotado por S 1pRnq{P.

Para evitar a notação pesada, dois elementos u, v da mesma classe de equiva-

lência em S 1{P são identificados e, neste caso, escrevemos u “ v em S 1{P . Note que para

u, v P S 1{P temos

u “ v em S 1{P ô xpu, φy “ xpv, φy, para toda φ P SpRnq com supppφq Ă R
nzt0u.

A próxima proposição contém uma caracterização do espaço S 1{P. Para uma

demonstração veja [29, p. 121].

Proposição 1.10. Seja S8pRnq o espaço de todas as funções de Schwartz ϕ satisfazendo
ż

Rn

xαϕpxqdx “ 0,

para todo multi-índice α. Então, S8pRnq é um subespaço de SpRnq que herda naturalmente

a mesma topologia de SpRnq e cujo dual é S 1pRnq{P, isto é,

pS8pRnqq˚ “ S 1pRnq{P .
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Motivados por essa proposição, dizemos que uj Ñ u em S 1pRnq{P se, e somente

se, uj, u são elementos de S 1pRnq{P e temos

xuj, ϕy Ñ xu, ϕy,

quando j Ñ 8, para todo ϕ P S8pRnq.

1.3 Transformadas de Riesz

Esta seção é dedicada as transformadas de Riesz. Suas definições e propriedades

serão importantes quando considerarmos o operador projeção de Helmholtz, ferramenta útil

na análise do sistema (1). Para definirmos a transformada de Riesz, primeiro introduzimos

a definição da distribuição temperada Wj em R
n, para 1 ď j ď n.

Definição 1.15. Para ϕ P SpRnq e 1 ď j ď n, definimos a distribuição temperada Wj em

R
n por

xWj, ϕy “ Φn lim
εÑ0

ż

|y|ěε

yj

|y|n`1
ϕpyqdy,

onde Φn “ Γ ppn ` 1q{2q
πpn`1q{2

e Γ é a função Gama.

Não é difícil ver que, de fato, Wj P S 1pRnq. Agora, definimos as transformadas

de Riesz para as funções em SpRnq.

Definição 1.16. Para 1 ď j ď n, a j-ésima transformada de Riesz de f é dada pela

convolução com a distribuição Wj, isto é,

Rjpfqpxq “ pf ˚ Wjqpxq “ Φn p.v.

ż

Rn

xj ´ yj

|x ´ y|n`1
fpyqdy, (1.8)

para toda f P SpRnq, onde p.v. é o valor principal integral, isto é,

p.v.

ż

Rn

xj ´ yj

|x ´ y|n`1
fpyqdy “ lim

εÑ0

ż

|ε|ěε

xj ´ yj

|x ´ y|n`1
fpyqdy. (1.9)

A seguir, enunciamos três proposições que nos fornecem propriedades sobre

as transformadas de Riesz. A saber, as duas primeiras proposições são demonstradas e a

demonstração da terceira pode ser encontrada em Grafakos [29, Corolário 4.2.8].

Proposição 1.11. Para 1 ď j ď n, temos xRjpξq “ ´i ξj

|ξ| , ou seja, para f P SpRnq temos

que pRjfq^pξq “ ´i ξj

|ξ|
pfpξq.
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Demonstração. Considere gpxq “ |x|1´n. Note que, cauculando as derivadas distribucionais

de g, obtemos

B
Bxj

|x|1´n “ p1 ´ nqp.v.
ˆ

xj

|x|n`1

˙
.

Com isso, segue que

xRjpξq “ Φnp.v.

ˆ
xj

|x|n`1

˙^

pξq “ Φn

ˆ
1

1 ´ n

B
Bxj

|x|´n`1

˙^

“ Φn

2πiξj

1 ´ n

`
|x|´n`1

˘^ pξq

“ Φn

2πiξj

1 ´ n

π
n
2

´1Γp1
2
q

Γpn´1
2

q |ξ|´1.

Além disso, usando a definição de Φn conforme Definição 1.15 e sabendo que Γp1{2q “ π1{2,

temos

xRjpξq “ Γpn`1
2

q
π

n`1

2

2πiξj

1 ´ n

π
n
2

´1Γp1
2
q

Γpn´1
2

q |ξ|´1

“ Γpn`1
2

q
π

n`1

2

´2
1 ´ n

π
n
2

´1ππ1{2

Γpn´1
2

q
´iξj

|ξ|

“ Γpn`1
2

q
π

n`1

2

2
n ´ 1

π
n`1

2

Γpn´1
2

q
´iξj

|ξ|

“ Γpn`1
2

q
Γpn´1

2
q

2
n ´ 1

´iξj

|ξ| “ Γpn`1
2

q
Γpn´1

2
q ¨ n´1

2

´iξj

|ξ| .

Consequentemente, tendo em vista que nΓpnq “ Γpn ` 1q, obtemos

xRjpξq “ Γpn`1
2

q
Γpn´1

2
q ¨ n´1

2

´iξj

|ξ| “ Γpn`1
2

q
Γpn´1

2
` 1q

´iξj

|ξ|

“ Γpn`1
2

q
Γpn`1

2
q

´iξj

|ξ| “ ´i ξj

|ξ| ,

para todo 1 ď j ď n, como queríamos mostrar.

Proposição 1.12. As transformadas de Riesz satisfazem
nÿ

j“1

R2
j “ ´I,

onde I é o operador identidade.

Demonstração. Usando a Proposição 1.11 e a identidade
nÿ

j“1

ˆ´iξj

|ξ|

˙2

“ ´1, temos que

nÿ

j“1

R2
jpfq “ ´f, para toda f P SpRnq.
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As transformadas Rj podem ser estendidas para os espaços Lp, 1 ă p ď 8, via

um argumento de densidade. De fato, temos a seguinte proposição.

Proposição 1.13. Seja 1 ď j ď n. As transformadas de Riesz Rj são limitadas em

LppRnq para 1 ă p ă 8.

Na próxima seção queremos definir o operardor de Helmholtz em pS 1pRnq{Pqn.

Posto isso, se faz necessário algumas definições sobre as transformadas de Riesz neste

espaço. Dada uma f P S 1pRnq{P a forma mais natural de se definir Rjf seria considerando

xRjf, φy “ xf,Rjφy,

para toda φ P SpRnq. Contudo, esta igualdade não está bem definida. De fato, dado

φ P SpRnq, nem sempre Rjφ P SpRnq. Assim, não é possível considerarmos essa definição.

Por outro lado, a Proposição 1.11 (veja p. 24) nos motiva a definir a j´ésima

transformada de Riesz em S 1pRnq{P via transformada de Fourier de forma análoga. Com

isso, se faz necessário que o produto

p|ξ|spuq_ (1.10)

esteja bem definido, o que nem sempre é possível, pois a função gpξq “ |ξ|s, com s P R,

não é necessariamente suave na origem. Para isso, primeiro considere a seguinte proposição

(veja Grafakos [29, p. 124]).

Proposição 1.14. Seja u P S 1pRnq tal que supp u “ tx0u. Então, existe k P Z e números

complexos aα tais que

u “
ÿ

|α|ďk

aαBαδx0
. (1.11)

Seguindo Grafakos [29], podemos contornar o problema descrito acima. De

fato, dado u P S 1pRnq{P, conforme Proposição 1.14, o valor de pu na origem é irrelevante.

Posto isso, se torna possível multiplicar pu por uma função não-suave na origem e com

crescimento polinomial no infinito. Sobre funções de crescimento polinomial no infinito

veja [29, Definição 2.3.15].

Assim, fixemos uma função suave hpξq em R
n, tal que,

hpξq “
#

1 se |ξ| ě 2;

0 se |ξ| ď 1.
(1.12)

Agora, para u P S 1pRnq{P e ψ P SpRnq, considere

x|ξ|spu, ψy “ lim
εÑ0

xpu, hpξ{εq|ξ|sψpξqy, s P R. (1.13)

Desde que o limite à direita em (1.13) exista, (1.13) pode ser usada para definir o produto

|ξ|spu como outro elemento de S 1pRnq{P . Note que (1.13) é independente da função h.
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Com essas considerações e definições em mãos, podemos definir as transformadas

de Riesz em S 1pRnq{P via transformada de Fourier.

Definição 1.17. Sejam u P S 1pRnq{P e 1 ď j ď n. Então, definimos a j´ésima transfor-

mada de Riesz de u como

pRjuq^pξq “ ´iξj

|ξ| pu. (1.14)

Observação 1.9. Como ´iξj tem crescimento polinomial no infinito e |ξ|´1u P S 1pRnq{P,

segue que Rju P S 1pRnq{P.

1.4 Projeção de Helmholtz e Equações de Navier-Stokes-Coriolis

Nesta seção, abordamos algumas definições e propriedades do operador projeção

de Helmholtz P que é útil para trabalhar com um sistema equivalente a (1) mas sem

a pressão ∇p. Nesta seção consideramos o caso R
3, contudo a maioria das definições e

propriedades aqui apresentadas podem ser estendidas para R
n. A teoria desta seção pode

ser encontrada parcialmente em Zuazo [50]. Além disso, cabe mencionar que a maior parte

do conteúdo aprensentado aqui foi retirado das dissertações de mestrado [2] e [7].

Inicialmete, considere R “ pR1,R2,R3q e pRbRqij “ RiRj, para 1 ď i, j ď 3,

onde Ri é a i-ésima transformada de Riesz em R
3.

Definição 1.18. (Operador de Helmholtz) Considere I o operador identidade em

pS 1pRnq{Pq3. Definimos o operador projeção de Helmholtz P em pS 1pRnq{Pq3 por

P “ I ` R b R.

Observação 1.10. Inicialmente, afirmamos que P é um operador linear em pS 1pRnq{Pq3.

De fato, sejam f, g P pS 1pRnq{Pq3 e λ P C, e note que

Ppλf ` gq “ pλf ` gq ` R b Rpλf ` gq
“ λf ` R b Rpλfq ` g ` R b Rpgq
“ λpPfq ` Pg.

De onde segue a afirmação.

Agora, vejamos três propriedades do operador P em forma de proposições,

envolvendo seu divergente e sua transformada de Fourier.

Proposição 1.15. Se f P
`
S 1pR3q{P

˘3
então

zPpfqpξq “
ˆ
δi,j ´ ξiξj

|ξ|2
˙

1ďi,jď3

pf,

onde δi,j é o delta de Kronecker, isto é, δi,j “
#

1, se i “ j

0, se i ‰ j
.
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Demonstração. Inicialmente, da Proposição 1.11 (veja p. 24), obtemos

pRiRjfkq^pξq “
ˆ

´i ξi

|ξ|

˙ˆ
´i ξj

|ξ|

˙
pfk, (1.15)

para todo 1 ď i, j, k ď 3. Como Pf “ f ` pR b Rqf , aplicando a transformada de Fourier

e a igualdade (1.15), obtemos

xPf “ pf ` ppR b Rqfq^

“ pf `
ˆˆ

´i ξi

|ξ|

˙ˆ
´i ξj

|ξ|

˙˙

1ďi,jď3

pf

“
ˆ
δi,j ´ ξiξj

|ξ|2
˙

1ďi,jď3

pf.

Portanto,

xPfpξq “
ˆ
δi,j ´ ξiξj

|ξ|2
˙

1ďi,jď3

pf.

Proposição 1.16. Seja f P pS 1pRnq{Pqn então divpPfq “ 0 ou, equivalentemente,

pdivpPfq^ “ 0.

Demonstração. Como Pf “ f ` pR b Rqf , obtemos

divP “ divI ` divpR b Rq
“ pBkqk ` pRkdivRqk.

Aplicando a transformada de Fourier, segue que

pdivPq^ “ p pBkqk ` ppRkdivRq^qk .

Logo, para cada 1 ď j ď 3, obtemos

pBk ` pRkdivRq^ “ p´iξjq `
ˆ

´i ξk

|ξ| pdivRq^

˙

“ p´iξkq ´
ˆ

´i ξk

|ξ|

˙˜
3ÿ

j“1

´iξj
xRj

¸

“ p´iξkq ´
ˆ

´i ξk

|ξ|

˙˜
3ÿ

j“1

p´iξjq
ˆ´iξj

|ξ|

˙¸

“ p´iξkq ` i
ξk

|ξ|2 |ξ|2 “ 0.

Portanto, pdivpPfqq^ “ 0 e consequentemente, divpPfq “ 0.
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Antes de enunciarmos a próxima proposição, façamos uma observação que nos

será útil na demonstração da mesma.

Observação 1.11. Se f P
`
pS 1pR3q{P

˘3
satifaz divf “ 0, então, aplicando a transformada

de Fourier em divf “ 0, obtemos

3ÿ

j“1

´iξj
pfj “ 0.

Proposição 1.17. Seja f P
`
pS 1pR3q{P

˘3
satisfazendo divf “ 0. Então, Pf “ f .

Demonstração. Aplicando a Proposição 1.15, vemos que

xPf “
ˆ
δi,j ´ ξiξj

|ξ|2
˙

1ďi,jď3

pf “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

ˆ
1 ´ ξ2

1

|ξ|2
˙

pf1 ´ ξ1ξ2

|ξ|2
pf2 ´ ξ1ξ3

|ξ|2
pf3

´ξ2ξ1

|ξ|2
pf1 `

ˆ
1 ´ ξ2

2

|ξ|2
˙

pf2 ´ ξ2ξ3

|ξ|2
pf3

´ξ3ξ1

|ξ|2
pf1 ´ ξ3ξ2

|ξ|2
pf2 `

ˆ
1 ´ ξ2

3

|ξ|2
˙

pf3

˛
‹‹‹‹‹‹‚
.

Logo,

pxPfqk “ pfk ´ i
ξk

|ξ|2

˜
3ÿ

j“1

´iξj
pfj

¸
, (1.16)

onde k indica a k´ésima componente do campo xPf . Tendo em vista a Observação 1.11 e

a igualdade (1.16), obtemos xPf “ pf e, portanto, Pf “ f .

Observação 1.12. Note que uma consequência imediata das Proposições 1.16 e 1.17 é

que P
2f “ Pf para cada f P

`
S 1pR3q{P

˘3
. Assim, P2 “ P e, de fato, P é uma projeção.

Este operador será muito útil no estudo das equações de Navier–Stokes-Coriolis.

As suas propriedades em relação a transformada de Fourier nos ajudarão a estabelecer

algumas estimativas importantes.

Observação 1.13. O operador projeção (ou projetor) de Helmholtz P é conhecido como

projetor livre de divergência, pois sua imagem está sempre na componente de um campo

vetorial com divergente nulo.

Se u é um campo vetorial temos a decomposição u “ u1 ` u2, onde divpu1q “ 0

e u2 “ ∇ϕ, e então Ppuq “ u1. Tal decomposição é conhecida como decomposição de

Leray-Helmholtz. Por outro lado,

divpuq “ divpu2q “ divp∇ϕq
“ ∇ ¨ ∇ϕ “ ∆ϕ.
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Então, divpuq “ ∆ϕ, ou seja, ∇ ¨ u “ ∆ϕ, logo ϕ “
`
∆´1

˘
∇ ¨ u. Além disso,

u1 “ u ´ u2 “ u ´ ∇ϕ

“ u ´ ∇
`
∆´1

˘
∇ ¨ u.

Como Ppuq “ u1, em geral, se u admite a decomposição de Helmholtz, a projeção P atua

sobre o campo u da seguinte forma

Ppuq “ u ´ ∇
`
∆´1

˘
∇ ¨ u.

Para mais detalhes sobre a decomposição Leray-Helmholtz veja Deriaz e Perrier [15] ou

Kozomo et al. [19].

Agora, vejamos algumas observações a respeito do sistema (1) das equações

de Navier-Stokes-Coriolis. Considere u “ upx, tq “ pu1px, tq, u2px, tq, u3px, tqq uma função

suficientemente suave na variável t, de modo que up¨, tq P SpR3q, para cada t ě 0,

satisfazendo
$
’&
’%

Btu ´ ∆u ` Ωe3 ˆ u ` pu ¨ ∇qu ` ∇p “ 0 em R
3 ˆ p0,8q

∇ ¨ u “ 0 em R
3 ˆ p0,8q

upx, 0q “ u0pxq em R
3

, (1.17)

onde a pressão ppx, tq também é suficientemente suave.

Tendo em vista que nossa ideia é aplicar a projeção P no sistema (1.17), vejamos

algumas propriedades sobre a aplicação desse operador nos termos de (1.17).

Observação 1.14. Os itens abaixo são facilmente verificados:

(i) O operador P comuta com a derivada temporal, ou seja, PBt “ BtP;

(ii) O operador P comuta com o laplaciano, ou seja, P∆ “ ∆P;

(iii) O operador P se relaciona com o gradiente da seguinte forma: pP∇q^ “ 0;

(iv) Com a matriz J, o operador P se relaciona da seguinte forma: PpΩe3 ˆ uq “ ΩJpPuq,
onde

J “

¨
˚̋

0 ´1 0

1 0 0

0 0 0

˛
‹‚ (1.18)

é uma matriz anti-simétrica.

(v) O operador P age como operador identidade sobre u, ou seja, Pu “ u, pois

divu “ 0.
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Demonstração. (i) Usando transformada de Fourier é fácil ver que
ˆ
P

B
Bt

˙^

“
ˆ
δij ´ ξiξj

|ξ|2
˙

¨
ˆ B

Bt

˙^

“
ˆ
δij ´ ξiξj

|ξ|2
˙

¨ p´itq

“ p´itq ¨
ˆ
δij ´ ξiξj

|ξ|2
˙

“
ˆ B

Bt

P

˙^

,

de onde obtemos a conclusão do item (i).

(ii) De forma análoga, observe que:

pP∆q^ “
ˆ
δij ´ ξiξj

|ξ|2
˙

¨ p∆ “
ˆ
δij ´ ξiξj

|ξ|2
˙

¨
3ÿ

j“1

p´iξjq2

“
3ÿ

j“1

p´iξjq2 ¨
ˆ
δij ´ ξiξj

|ξ|2
˙

“ p∆Pq^
,

obtendo o item (ii).

(iii) Usando a transformada de Fourier do Gradiente ∇, obtemos

pP∇q^ “
ˆ
δij ´ ξiξj

|ξ|2
˙

¨ p∇ “
ˆ
δij ´ ξiξj

|ξ|2
˙

¨

¨
˚̋

´iξ1

´iξ2

´iξ3

˛
‹‚,

então,

ppP∇q^q1 “
ˆ

1 ´ ξ2
1

|ξ|2
˙

¨ p´iξ1q `
ˆ

´ξ1ξ2

|ξ|2
˙

¨ p´iξ2q `
ˆ

´ξ1ξ3

|ξ|2
˙

¨ p´iξ3q

“ ´iξ1 ` iξ3
1

|ξ|2 ` iξ1ξ
2
2

|ξ|2 ` iξ1ξ
2
3

|ξ|2

“ ´iξ1 ` iξ1

˜
3ÿ

j“1

ξ2
j

|ξ|2

¸

“ ´iξ1 ` iξ1 ¨ 1 “ 0.

De forma similar se verifica ppP∇q^q2 “ 0 e ppP∇q^q3 “ 0, como queríamos mostrar.

(iv) Sabemos que Ωe3 ˆ u “ ΩJu, onde J é como em (1.18). Com isso, observe que

PpΩe3 ˆ uq “ PpΩJuq “ ΩJpPuq,

de onde segue a igualdade do item (iv).

(v) O item (v) segue diretamente da Proposição 1.17.
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Posto isso, aplicando a projeção P no sistema (1.17), obtemos que
#

P pBtuq ´ Pp∆uq ` PpΩe3 ˆ uq ` Pppu ¨ ∇quq ` Pp∇pq “ 0

Ppupx, 0qq “ Ppu0pxqq “ u0

. (1.19)

Tendo em vista as propriedades contidas na Observação 1.14, o sistema (1.19) é equivalente

ao seguinte sistema
#

Btu ´ ∆u ` Ωe3 ˆ u ` Pppu ¨ ∇quq “ 0

upx, 0q “ u0pxq
. (1.20)

Com isso, obtemos a formulação (1.20) onde desaparece o termo gradiente da pressão

e ficamos com um sistema de equações apenas com a incógnita u, o campo velocidade.

Posteriormente, vamos trabalhar apenas com esse último sistema com funções do tipo

quase periódicas. Tal definição será dada ainda neste capítulo.

1.5 Medida de Radon

Nesta seção, relembramos algumas definições e fatos sobre as medidas de Radon.

Para isso, ao longo deste trabalho, X denota um espaço de Hausdorff localmente compacto

(HLC). Aqui, BX é a σ-álgebra de Borel em X (a σ-álgebra gerada pelos conjuntos abertos,

denominada σ-álgebra dos borelianos). Uma medida de Borel é qualquer medida definida

sobre a σ-álgebra dos borelianos. Basicamente, todo conteúdo desta seção foi extraído do

livro do Folland [20].

Definição 1.19. Seja f P CpXq, isto é, f : X Ñ C é uma função contínua. Então,

definimos

CcpXq “ tf P CpXq : supppfq é compactou.

Além disso, dizemos que f anula-se no infinito se para todo ε ą 0 o conjunto tx : |fpxq| ě εu
é compacto. Assim, definimos

C0pXq “ tf P CpXq : f anula-se no infinitou.

Uma importante relação entre os espaços C0pXq e CcpXq é a que segue.

Proposição 1.18. Se X é um espaço HLC,então C0pXq é o fecho de CcpXq na métrica

uniforme.

Demonstração. Se tfnu é uma sequência em C0pXq que converge uniformemente para

f P CpXq, para todo ε ą 0, existe n P N tal que }fn ´ f} ă ε. Então, |fpxq| ă ε

se x R supppfnq, assim f P C0pXq. Por outro lado, se f P C0pXq, para n P N, seja

Kn “ tx : |fpxq| ě n´1u. Então, Kn é compacto. Pelo Lema Urysohn, na versão localmente
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compacto, existe gn P CcpXq com 0 ď gn ď 1 e gn “ 1 em Kn. Seja fn “ gnf . Então,

fn P CcpXq e }fn ´ f} ď n´1, assim fn Ñ f uniformemente.

Definição 1.20. Seja f P BpXq, ou seja, f : X Ñ C uma função limitada. Então, a

norma uniforme de f é dada por

}f}u “ supt|fpxq| : x P Xu.

Vejamos agora algumas propriedades de funcionais lineares positivos sobre

CcpXq para podermos definir uma medida de Radon.

Definição 1.21. Um funcional linear I : CcpXq Ñ C é chamado positivo se Ipfq ě 0

sempre que f ě 0 com f P CcpXq.

Tal definição não faz menção direta a qualquer noção de continuidade, porém

ela implica uma noção de continuidade relativamente forte.

Proposição 1.19. Se I é um funcional linear positivo definido em CcpXq, para cada

compacto K Ă X existe uma constante CK tal que

|Ipfq| ď CK}f}u, (1.21)

para toda f P CcpXq tal que supppfq Ă K.

Se µ é uma medida de Borel sobre X tal que µpKq ă 8 para todo compacto

K Ă X, então é claro que CcpXq Ă L1pµq. Neste caso, temos que

f ÞÑ
ż

X

fdµ (1.22)

define um funcional linear positivo atuando sobre CcpXq. Ainda nessa seção veremos que

todo funcional linear positivo definido em CcpXq tem esta forma. Ainda mais, impondo

condições adicionais de regularidade sobre µ concluímos que µ é única. Vejamos tais

condições.

Seja µ uma medida (positiva) de Borel sobre X e E um boreliano de X. Então,

(i) µ é chamada regular exterior em E se

µpEq “ inftµpUq : E Ă U, U abertou. (1.23)

(ii) µ é chamada regular interior em E se

µpEq “ suptµpKq : K Ă E, K compactou. (1.24)
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Definição 1.22. (Medida de Radon) Uma medida (positiva) de Borel µ é uma medida

de Radon se ela satisfaz as três seguintes propriedades:

(i) µ é finita sobre todos os conjuntos compactos;

(ii) µ é regular exterior sobre todos os borelianos;

(iii) µ é regular interior sobre todos os abertos.

Considere a seguinte notação: dada f P CcpXq e O um aberto de X, escrevemos

f ă O se

#
0 ď f ď 1

supppfq Ă O
. (1.25)

Proposição 1.20. (Teorema da representação de Riesz) Seja I um funcional linear

positivo em CcpXq, então existe uma única medida de Radon µ em X tal que

Ipfq “
ż

X

fdµ, (1.26)

para toda f P CcpXq. Além disso, µ satisfaz

(i) µpUq “ suptIpUq : f P CcpXq e f ă Uu para todo aberto U Ă X,

(ii) µpKq “ inftIpUq : f P CcpXq e f ě χKu para todo compacto K Ă X.

Aqui χK corresponde a função característica em K.

Demonstração. A prova desta proposição pode ser encontrada em Folland [20, Teorema

7.2].

Daqui em diante, exploramos com mais detalhes algumas propriedades das

medidas de Radon, como regularidade e teoremas de aproximação.

Proposição 1.21. (Regularidade interior) Se µ é uma medida de Radon em X, então

µ é regular interior em todos os conjuntos σ-finitos.

Corolário 1.1. Toda medida de Radon σ-finita é regular. Se X é σ-compacto, toda medida

de Radon em X é regular.

Proposição 1.22. (Condição suficiente para uma medida ser de Radon) Seja

X um espaço HLC no qual todo conjunto aberto é σ-compacto (em particular, por exemplo,

se X for segundo contável). Então, toda medida de Borel em X, que é finita em conjuntos

compactos, é regular, e consequentemente de Radon.
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Proposição 1.23. (Densidade de CcpXq em LppX,µq) Se µ é uma medida de Radon

em X, então CcpXq é um conjunto denso em Lppµq, para todo 1 ď p ă 8.

A seguir, veremos que o conjunto de todas as medidas complexas de Radon

pode ser visto como o espaço dual de C0pXq, através do teorema da representação de

Riesz. Começamos com uma definição.

Definição 1.23. Denotamos por MpXq o espaço das medidas complexas µ de Radon em

X. E para cada µ P MpXq considere

}µ} “ |µ|pXq,

onde |µ| denota a variação total da medida µ.

Proposição 1.24. Se µ é uma medida complexa de Borel, então µ é de Radon se, e

somente se, |µ| é de Radon. Além disso, MpXq é um espaço vetorial e

µ ÞÑ }µ}

define uma norma sobre ele.

Proposição 1.25. (Teorema da representação de Riesz) Seja X um espaço HLC,

e para µ P MpXq e f P C0pXq seja

Iµpfq “
ż
fdµ. (1.27)

Então, o mapa µ Ñ Iµ é um isomorfismo isométrico de MpXq para C0pXq˚.

Demonstração. Já vimos que cada I P C0pXq˚ é da forma Iµ, com µ P MpXq. O que

nos leva a concluir que o mapa descrito no enunciado é sobrejetor. Por outro lado, se

µ P MpXq, pela desigualdade triangular para integrais em medidas complexas, veja

Folland [20, Proposição 3.13c], segue que
ˇ̌
ˇ̌
ż
fdµ

ˇ̌
ˇ̌ ď

ż
|f |d|µ| ď }f}u}µ}. (1.28)

Assim, Iµ P C0pXq˚ e }Iµ} ď }µ}. Ainda pela Proposição 3.13b, citada acima, vemos

que se h “ dµ{d|µ|, então |h| “ 1 |µ|´quase sempre. Agora, pelo Teorema de Lusin,

veja [20, Teorema 7.10], para qualquer ǫ ą 0 existe φ P CcpXq tal que }φ}u ď 1 e φ “ h̄,

exceto em um conjunto E com |µ|pEq ă ǫ{2. Então, usando o fato de que h̄ P L1pµq, pois
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µpXq ă 8, pela regra da cadeia para o caso complexo, encontramos

}µ} “
ż

|h|2d|µ| “
ż
h̄
dµ

d|µ|d|µ| “
ż
h̄dµ “

ż
pφ ` h̄ ´ φqdµ

ď
ˇ̌
ˇ̌
ż
φdµ

ˇ̌
ˇ̌ `

ˇ̌
ˇ̌
ż

ph̄ ´ φqdµ
ˇ̌
ˇ̌

ď }Iu}}φ}u `
ż

|h̄ ´ φ|d|µ|

ď }Iu} ` 2|µ|pEq, pois }φ}u ď 1

ď }Iu} ` ǫ, pois |µ|pEq ă ǫ{2.

Corolário 1.2. Se X é um espaço de Hausdorff compacto, então CpXq˚ é isometricamente

isomorfo a MpXq.

1.6 Funções Quase Periódicas

Mostraremos nesta seção os teoremas fundamentais da teoria de funções quase

periódicas. Aqui, escolhemos como definição para funções quase periódicas, funções com

a seguinte propriedade: podem ser uniformemente aproximadas por polinômios trogo-

nométricos. A partir desta definição, é mais fácil provar algumas propriedades dessas

funções. Todo conteúdo desta seção é uma extensão para R
n da teoria encontrada em

Corduneanu [14] e, também, algumas propriedades em [12], [40]. Algumas dessas extensões

podem ser encontradas em Arguedas [4], [5]. Em alguns livros, como por exemplo, Bohr [12],

a definição abordada neste trabalho é tida como corolário ou, até mesmo, como teorema.

Inicialmente considere a definição seguinte para polinômios trigonométricos

complexos.

Definição 1.24. (Polinômio trigonométrico) Considere a função dado por

T pxq “
nÿ

k“1

cke
iλkx, x P R

n, (1.29)

onde ck P C
n e λk P R, é chamado polinômio trigonométrico complexo.

Definição 1.25. (Funções quase periódicas) Uma função f : Rn Ñ C é chamada

quase periódica, se para qualquer ǫ ą 0 existe um polinômio trigonométrico Tǫpxq, tal que

|fpxq ´ Tǫpxq| ă ǫ, x P R
n. (1.30)

Assim, funções quase periódicas são aquelas funções definidas em R
n, que

podem ser uniformemente aproximadas por polinômios trigonométricos. Partindo dessa

definição, de funções quase periódicas, segue que qualquer polinômio trigonométrico é uma

função quase periódica.
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Observação 1.15. Além disso, segue do teorema da aproximação de funções periódicas

por polinômios trigonométricos, conhecido como Teorema de Weierstrass (veja [12, p.

26], [14, p. 05]), que qualquer função periódica é também uma função quase periódica. Por

outro lado, existem funções quase periódicas que não são periódicas.

Proposição 1.26. Toda função quase periódica é limitada, isto é, existe uma constante

C ą 0, tal que

|fpxq| ď C para todo x P R
n.

Proposição 1.27. Toda função quase periódica fpxq é uniformemente contínua para

x P R
n, isto é, para um arbitrário ε ą 0, existe δ “ δε tal que

|fpxq ´ fpyq| ď ε sempre que |x ´ y| ď δ.

Proposição 1.28. Seja fpxq uma função quase periódica, x P R
n, c P C e a P R

n. Então,

as funções

f̄pxq, cfpxq e fpx ` aq,

também são funções quase periódicas. Além disso, se gpxq é outra função quase periódica,

então as funções

fpxq ` gpxq e fpxq ¨ gpxq,

são funções quase periódicas.

Corolário 1.3. Considere o polinômio P pz1, z2, . . . , znq e as funções quase periódicas

f1pxq, f2pxq, . . . , fnpxq. Então,

F pxq “ P pf1, f2, . . . , fnq

é uma função quase periódica para x P R
n.

Proposição 1.29. A função limite fpxq de uma sequência de funções quase periódicas

f1pxq, f2pxq, ¨ ¨ ¨ , fnpxq uniformemente convergente em x P R
n, é quase periódica.

Observação 1.16. A Proposição 1.29 expressa um importante fato de que o conjunto de

funções quase periódicas é fechado com respeito a convergência uniforme. Isso também pode

ser visto da seguinte forma: qualquer função que possa ser aproximada, uniformemente,

por funções quase periódicas é quase periódica.

Proposição 1.30. Considere Φpz1, z2, . . . , znq uma função uniformemente contínua de

pz1, z2, . . . , znq P Mn, onde Mn Ă C
n. Se f1pxq, f2pxq, . . . , fnpxq são funções quase periódicas

tais que pf1, f2, . . . , fnq P Mn para qualquer x P R, então a função

F pxq “ Φpf1, f2, . . . , fnq (1.31)

é quase periódica.



Capítulo 1. Preliminares, Medidas de Radon e Funções Quase Periódicas 38

Proposição 1.31. Se fpxq é uma função quase periódica e
Bf
Bxi

pxq é uniformemente

contínua em R
n, então

Bf
Bxi

pxq é uma função quase periódica, para todo i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n.

Agora vejamos duas propriedades características das funções quase periódicas.

Vamos supor, a seguir, que as funções envolvidas nas definições e teoremas são contínuas

para todo x P R
n e são de valores complexos.

Definição 1.26. Um conjunto K Ă R
n é chamado relativamente denso se existir l “

pl1, ¨ ¨ ¨ , lnq P R
n, com l ą 0, no sentido que li ą 0 para cada i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n , tal que, para

todo y P R
n, existe

nź

i“1

ryi, yi ` lis Ă R
n,

com a propriedade de que
nź

i“1

ryi, yi ` lis X K ‰ H.

Definição 1.27. Um número τ P R
n é chamado ε´quase periódico de fpxq se

|fpx ` τq ´ fpxq| ď ε, (1.32)

para todo x P R
n.

As duas propriedades características das funções quase periódicas são:

Propriedade 1.1. A partir de qualquer sequência da forma tfpx`hnqu, onde thnu Ă R
n,

pode-se extrair uma subsequência uniformemente convergente em R
n.

Definição 1.28. Se uma função satisfaz a Propriedade 1.1 ela é chamada normal.

Propriedade 1.2. Para qualquer ǫ ą 0, existe um conjunto relativamente denso tτuε Ă R
n

satisfazendo (1.32), para todo τ P tτuε.

Observação 1.17. Cada número τ P tτuε é chamado número de translação correspondente

ao parâmetro ǫ (ou o número de ǫ´translação) de fpxq.

A Propriedade 1.2 é a usual definição de funções quase periódicas dada por

Bohr [12] e, Zhicov e Levitan [40]. É basicamente a junção das Definições 1.26 e 1.27.

A fim de estabelecer uma equivalência entre as Propriedades 1.1 e 1.2 com a

definição de funções quase periódicas, prosseguimos da seguinte forma: primeiro, mostramos

que qualquer função quase periódica possui a Propriedade 1.1; então provamos que qualquer

função com a Propriedade 1.1 também tem a Propriedade 1.2; finalmente, provamos que

uma função com a Propriedade 1.2 é quase periódica, isto é, pode ser uniformemente

aproximada por polinômios trigonométricos. Mais precisamente, temos:
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Proposição 1.32. (Equivalência entre as Propriedades 1.1 e 1.2)

(i) Se fpxq é uma função quase periódica, então ela satisfaz a Propriedade 1.1.

(ii) Se fpxq satisfaz a Propriedade 1.1, então também satisfaz a Propriedade 1.2.

(iii) Se fpxq satisfaz a Propriedade 1.2, então fpxq é uma função quase periódica.

Demonstração. As demonstrações dessas equivalências podem ser encontradas em [14,

Teoremas 1.9, 1.10, 1.11].

Na seção acima, detalhamos apenas algumas propriedades das funções quase

periódicas, bem como, alguns resultados a cerca destas. Contudo, vale ressaltar a impor-

tância da teoria sobre a série de Fourier associada às funções quase periódicas, que não

abordamos aqui, mas que pode ser encontrada em Corduneanu [14, Capítulo 1].
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2 Existência e Unicidade de Soluções Locais

Neste capítulo estudamos a existência e unicidade local de soluções brandas

para o sistema (1). Este resultado será utilizado na demonstração do nosso principal

teorema. A teoria deste capítulo foi baseada no artigo do Giga et al. [24].

2.1 Espaços de funções baseados na transformda de Fourier

Nesta seção veremos classes de espaços vetoriais cuja definição é baseada na

transformada de Fourier, onde o semigrupo gerado pelo operador de Riesz é uniformemente

limitado. Além disso, estes espaços contém funções quase periódicas que não são periódicas.

2.1.1 Medidas com valores em C
d

Seja M “ MpRnq, como anteriormente, o espaço de todas as medidas de

Radon, de valores complexos (nesse caso, finitas), em R
n. Exemplos de tais medidas são:

funções integráveis em relação à medida de Lebesgue, medidas finitas concentradas em

pontos (Diracs), medidas finitas concentradas em curvas ou superfícies, entre outros tipos

de medidas singulares em R
n.

Além disso, como vimos no Capítulo 1, este espaço é um espaço de Banach

(complexo) equipado com a norma da variação total. Além disso, pelo Teorema da Re-

presentação de Riesz 1.25, M pode ser identificado com o espaço dual de C0pRnq. Mais

precisamente, para µ P M

}µ}M “ supt|xµ, ψy| : ψ P C0pRnq, }ψ}8 ď 1u,

onde x¨, ¨y denota o produto interno canônico. Desde que o espaço S “ SpRnq de Schwartz,

conforme Definição 1.5, é denso em C0pRnq, µ P M é considerada uma distribuição

temperada, isto é, µ P S 1 “ S 1pRnq. Em outras palavras, M Ă S 1. Além disso, uma medida

não negativa de Radon é definida como

|µ|pOq “ supt|xµ, ψy| : ψ P CcpOq, }ψ}8 ď 1u, (2.1)

para um conjunto aberto O, onde CcpOq é como na Definição 1.19 com suporte compacto

em O e |µ| a total variação da medida µ.

Observação 2.1. Pela Proposição 1.18, CcpRnq é um subconjunto denso de C0pRnq. Então,

M Ă D1pRnq e

|µ|pRnq “ }µ}M.
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Para uma medida de Radon finita µ “ pµ1, ¨ ¨ ¨ , µdq, com valores em C
d, ainda

denotaremos sua medida de variação total |µ| pela dualidade acima, entendendo que

}ψ}8 “ }|ψ|}8 para ψ “ pψ1, ¨ ¨ ¨ , ψdq,

onde | ¨ | denota a norma euclidiana em R
d. A totalidade das medidas finitas de Radon em

R
n, com valores em C

d, é denotado por Md “ pMpRnqqd (frequentemente vamos escrever

Md simplesmente por M a fim de não sobrecarregar a notação). Existem várias maneiras

de definir uma norma em pMpRnqqd. A mais conveniente, para o nosso propósito, é

}µ}Md “ |µ|pRnq.

Outra norma equivalente que usamos aqui é

}µ}˚
Md “

˜
dÿ

i“1

}µi}2
M

¸1{2

.

No caso em que µi é absolutamente contínua com respeito a medida de Lebesgue, ou seja,

dµi “ ρidξ, onde ρipxq :“ lim
rÑ0

µipBpx, rqq
|pBpx, rq| ,

(veja [45]), então

}µ}Md “
ż

Rn

˜
dÿ

i“1

|ρi|2
¸1{2

dξ e }µ}˚
Md “

˜
dÿ

i“1

ˆż

Rn

|ρi|dξ
˙2

¸1{2

. (2.2)

Como veremos mais adiante, essas normas são equivalentes. Mas antes, considere

a definição seguinte.

Definição 2.1. Para uma função mensurável limitada de Borel ψ e µ P M associamos

uma nova medida de Radon, denotada por µtψ P M e definida por

pµtψqpOq “
ż

O

ψpξqµpdξq. (2.3)

Observação 2.2. (Equivalência das normas em (2.2)) Vejamos que as duas normas

em (2.2) são equivalentes. Mais precisamente, vamos mostrar que

}µ}˚
Md ď }µ}Md ď

?
d}µ}˚

Md , µ P Md. (2.4)

Demonstração. De fato, seja hi a derivada de Radon-Nikodym de µi com respeito a |µ|;
isto é, |µ| está bem definida quase sempre, desde que µi é absolutamente contínua com

respeito a |µ|. Então, por (2.2)

}µ}˚
Md “

˜
dÿ

i“1

ˆż

Rn

|hi||µ|dξ
˙2

¸1{2

.
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Aplicando a desigualdade de Minkowski para integrais com p “ 2, obtemos

˜
dÿ

i“1

ˆż

Rn

|hi||µ|dξ
˙2

¸1{2

ď
ż

Rn

˜
dÿ

i“1

|hi|2
¸1{2

|µ|dξ.

Além disso, desde que
dÿ

i“1

|hi|2pξq “ 1, |µ|´quase sempre em ξ,

ż

Rn

˜
dÿ

i“1

|hi|2
¸1{2

|µ|dξ ď
ż

Rn

|µ|dξ “ |µ|pRnq.

Com isso,

}µ}˚
Md ď }µ}Md . (2.5)

Por outro lado, é fácil ver que }µ}Md ď
dÿ

i“1

}µi}M. Contudo,

dÿ

i“1

}µi}M “
dÿ

i“1

}µi}M ¨ 1 “ |xµ̄,~1y|,

com µ̄ “ p}µ1}M, ¨ ¨ ¨ , }µd}Mq e ~1 “ p1, 1, ¨ ¨ ¨ , 1qlooooomooooon
d vezes

. Assim, fazendo uso da desigualdade de

Schwartz, chegamos a estimativa

|xµ̄,~1y| ď }µ̄}}~1} “
˜

dÿ

i“1

}µi}2
M

¸1{2

¨
˜

dÿ

i“1

12

¸1{2

“ }µ}˚
Md ¨

?
d.

Daí,

}µ}Md ď
?
d}µ}˚

Md . (2.6)

De (2.5) e (2.6), segue (2.4).

Agora introduzimos um importante subespaço de MpRnq, denotado por M0 e

definido por

M0 :“ tµ P M : µtt0u “ 0u. (2.7)

Em outras palavras, µ P M pertence a M0 se, e somente se, não existe ponto de massa

na origem. A condição µtt0u “ 0 é equivalente a dizer que

lim
rÑ0

|µ|pBrp0qq “ 0, (2.8)

onde Brp0q é a bola aberta de raio r centrada na origem.

Proposição 2.1. O espaço M0 é um subespaço fechado de M.
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Demonstração. De fato, se µm Ñ µ em M e µm satisfaz (2.8), então

|µ|
`
Brp0q

˘
ď |µm ´ µ|

`
Brp0q

˘
` |µm|

`
Brp0q

˘

ď }µm ´ µ}M ` |µm|
`
Brp0q

˘
.

Tomando r Ñ 0, temos que

lim
rÑ0

sup |µ|
`
Brp0q

˘
ď }µm ´ µ}M.

Desde que µm Ñ µ em M, isso implica que µ satisfaz (2.8), ou seja, µ P M0.

Lema 2.1. Seja σ P CpRnzt0uq limitada em R
nzt0u. Assuma que µ P M0 e que tσmu8

m“1 Ă
SpRnq é uma sequência aproximada de σ, no sentido de que σm Ñ σ pontualmente em

R
nzt0u e }σm}8 é uniformemete limitada. Então, tµtσmu8

m“1 Ă M e a sequência tσmu8
m“1

convergem em M0. Além disso,

lim
mÑ8

µtσm “
`
µtpRnzt0uq

˘
tσ P M0, (2.9)

independentemente da escolha da sequência aproximada tσmu8
m“1.

Observação 2.3. Seja σ̄ uma extensão de σ P CpRnzt0uq para a origem. Desde que

µ P M0 de modo que µ “ µtpRnzt0uq, vemos que
`
µtpRnzt0uq

˘
tσ “ µtσ̄. Em particular, a

medida µtσ̄ independe do caminho da extensão de σ.

Aqui denotamos
`
µtpRnzt0uq

˘
tσ simplesmente por µtσ P M0 para µ P M. A

medida µtσ̄ em geral depende do valor σ̄t0 quando µ P M.

Demonstração do Lema 2.1. Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, vemos

que

lim
mÑ8

ż

Rnzt0u

|σm ´ σ|µdξ “ 0. (2.10)

Desde que µ P M0 de modo que µtσm “ pµtσmqtpRnzt0uq, implica que

µtσm Ñ
`
µtpRnzt0uq

˘
tσ P M0. (2.11)

2.1.2 Imagem de Fourier de M e M0

Agora consideramos a pré-imagem de Fourier dos espaços M e M0. Relembre

que F e F´1 denotam a transformada de Fourier e sua inversa, respectivamente. Seja FM

a imagem de M por F , e F´1M a pré-imagem de M por F´1. Desde que F´1fpxq “
pFfqp´xq, o espaço FM é também a pré-imagem de M por F , isto é,

FM “ tf P S 1 : pf P Mu. (2.12)
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Esse espaço é um espaço de Banach equipado com a norma

}f}FM “ } pf}M. (2.13)

Seja FM0 o seguinte subespaço fechado de FM,

FM0 “ tf P S 1 : pf P M0u. (2.14)

O espaço FM está incluído no espaço BUC, espaço de todas as funções limitadas e

uniformemente contínuas. O espaço FM0 não contém função constante diferente de zero.

De fato, FM admite uma decomposição topológica em soma direta da forma

FM “ FM0 ‘ C, (2.15)

onde C denota o espaço de todas as funções (complexas) constantes. Além disso, uma

curiosidade a cerca desse espaço, é que FM0 está estritamente incluído no espaço de Besov
9B0

8,1, para definição do espaço de Besov e prova da inclusão veja Giga et al. [24, Apêndice

A]. No entanto, FM0 ainda inclui várias funções quase periódicas, não necessariamente

periódicas, como podemos ver no exemplo abaixo.

Exemplo 2.1. Observe que a função quase periódica

fpxq “
8ÿ

j“1

αje
i2πλj ¨x,

λj P R
nzt0u, αj P C, pertence a FM0 se

8ÿ

j“1

|αj| ă 8.

De fato, inicialmente, vamos determinar a transformada de Fourier de f . Usando

a linearidade da transformada, obtemos

pfpξq “
8ÿ

j“1

αj

`
ei2πλj ¨x

˘^ “
8ÿ

j“1

αjδpξ ´ λjq.

Daí, temos que

pfpξq “
8ÿ

j“1

αjδpξ ´ λjq P M0,

onde δ é o delta de Dirac. Além disso,

}f}FM “
8ÿ

j“1

|αj| se λj ‰ λk para j ‰ k.

Agora, mostramos a limitação do operador de Riesz no espaço FM0.

Lema 2.2. O operador de Riesz Rj é limitado em FM0 para j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n. Além disso,

piq }Rjf}FM ď }f}FM; piiq }etRjf}FM ď }f}FM, t ě 0

para toda f P FM0.
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Observação 2.4. Não é difícil mostrar as estimativas do Lema 2.2. Apenas com uma

aplicação da transformda de Fourier podemos obter a limitação, em FM0, do operador de

Riesz

pRjfq “ F´1
´
pf tσpRjq

¯
; σpRjq “ iξj

|ξ| , j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n, (2.16)

embora o símbolo σpRjq não seja contínuo em ξ “ 0.

Demonstração do Lema 2.2. De fato, podemos estimar }Rjf}FM com segue:

}Rjf}FM “ }pRjfq^}M

“
›››piξj{|ξq| pf

›››
M

ď } pf}M “ }f}FM,

de onde concluimos piq. De forma similar,

}eRjf}FM “ }peRjfq^}M

“
›››eitξj{|ξ} pf

›››
M

ď } pf}M “ }f}FM,

obtendo piiq.

A seguir, estendemos o resultado do Lema 2.2 para um operador cujo símbolo

pode não ser contínuo na origem. Essencialmente, vamos provar que

pΣfqpxq “ F´1
´
σpξq

` pfpξq
˘¯

pxq (2.17)

é um operador bem definido para f P FM0 se o símbolo σ P CpRnzt0uq é limitado.

Aproximamos σ por tσmum Ă S tal que }σm}8 é limitada e σm Ñ σ pontualmente em

R
nzt0u. A quantidade F´1

´
σm

pf
¯

é bem definida em S 1, se f P S 1. Pelo Lema 2.1 F´1σm
pf

converge para F´1
´
pf tσ

¯
em FM0 se f P FM0. Então, definimos Σf por

Σf “ F´1
´
pf tσ

¯
. (2.18)

Lema 2.3. Assuma que σ P CpRnzt0uq é limitada em R
nzt0u. Então Σ em (2.18) é um

operador linear limitado em FM0 e

}Σf}FM ď }σ}8}f}FM, (2.19)

para f P FM0. Se, além disso, σ é contínua na origem, então Σ é um operador linear

limitado em FM e (2.19) permanece válida para toda f P FM.

Observação 2.5. Note que agora podemos ver o Lema 2.2 como um corolário do Lema

2.3. Além disso, na próxima seção apresentamos uma versão vetorial do Lema 2.3 e

descrevemos os principais pontos de sua demonstração.
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2.1.3 Operadores produto e do calor

O espaço FM é uma álgebra cujo elemento unitário é a função constante 1.

O espaço FM0 não é uma álgebra, desde que a multiplicação de eiλ¨x e e´iλ¨x é igual a

1 R FM0 para λ P Rzt0u.

Lema 2.4. Se f e g estão em FM, o mesmo acontece com fg. A norma de uma função

constante 1 é igual a 1. Além disso,

}fg}FM ď }f}FM}g}FM.

Demonstração. Pela Proposição 1.8(vi) temos que xfg “ pf ˚ pg, e usando a desigualdade de

Young para medidas, segue por que

}fg}FM “ }xfg}M

“ } pf ˚ pg}M

ď } pf}M}pg}M

“ }f}FM}g}FM,

que nos fornece a estimativa desejada.

A seguir, vamos relembrar alguns fatos sobre o semigrupo do calor et∆ em FM

e FM0. Para f P FM, temos que

et∆f “ F´1
´
e´t|ξ|2p pfq

¯

“ F´1
´
pf te´t|ξ|2

¯
, t ě 0.

Similarmente, temos também que

Bxj
et∆f “ F´1

´
iξje

´t|ξ|2
´
pf
¯¯

“ F´1
´
pf tiξje

´t|ξ|2
¯
, t ě 0.

Lema 2.5. (i) A família tet∆utě0 é um C0´semigrupo limitado em FM e FM0. Além

disso,

}et∆f}FM ď }f}FM para f P FM, t ě 0.

(ii) O semigrupo tet∆utě0 é um semigrupo analítico em FM e FM0. Além disso,

Bxi
et∆f P FM0 e

}Bxi
et∆f}FM ď p2teq´1{2}f}FM,

para f P FM, t ą 0, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n.
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Demonstração. (i) Primeiro, observe que

}et∆f}FM “ }pet∆fq^}M

“ }e´t|ξ|2 pf}M

ď } pf}M “ }f}FM,

como queríamos. Agora, para mostrarmos que tet∆utě0 é um C0´semigrupo em FM,

vamos provar primeiro sua continuidade em t “ 0` e, posteriormente, para t ą 0

seguirá como consequência. Assim, dado f P FM, temos

}et∆f ´ f}FM “ }
`
et∆f ´ f

˘^ }M

“
›››
´
e´t|ξ|2 ´ 1

¯
pf
›››

M

ď
ż

Rn

ˇ̌
ˇe´t|ξ|2 ´ 1

ˇ̌
ˇ d| pf |. (2.20)

Além disso,
ˇ̌
ˇe´t|ξ|2 ´ 1

ˇ̌
ˇ ď 2 P L1pd| pf |q. Posto isso, sabemos que

ˇ̌
ˇe´t|ξ|2 ´ 1

ˇ̌
ˇ tÑ0`ÝÑ 0, para todo ξ P R

n.

Logo, pelo teorema da convergência dominada, temos

lim sup
tÑ0`

ż

Rn

ˇ̌
ˇe´t|ξ|2 ´ 1

ˇ̌
ˇ d| pf | ď

ż

Rn

0 ¨ d| pf | “ 0. (2.21)

Consequentemente, de (2.20) e (2.21), segue que

lim sup
tÑ0`

}et∆f ´ f}FM ď 0.

Assim, como a norma } ¨ }FM é não-negativa, obtemos que

lim
tÑ0`

}et∆f ´ f}FM “ 0.

Por outro lado, considere t0 ą 0 tal que t ą t0. Logo,

}et∆f ´ et0∆f}FM “
››et0∆

`
ept´t0q∆f ´ f

˘››
FM

ď
››`ept´t0q∆f ´ f

˘››
FM

. (2.22)

Assim, tomando t Ñ t0 em (2.22), tem-se que pt ´ t0q Ñ 0, daí, recaímos no caso

anterior. De forma similar, se t ă t0, então

}et∆f ´ et0∆f}FM “
››et∆

`
f ´ ept0´tq∆f

˘››
FM

ď
››`f ´ ept0´tq∆f

˘››
FM

“
››`ept0´tq∆f ´ f

˘››
FM

. (2.23)

Tomando t Ñ t0 em (2.23), o resultado segue do primeiro caso.
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(ii) Por outro lado, veja que para t ą 0, podemos estimar

}Bxi
et∆f}FM “ }

`
Bxi
et∆f

˘^ }M

“
›››
´
iξje

´t|ξ|2
¯
pf
›››

M

ď sup
ξPRn

|ξj|e´t|ξ|2} pf}M

ď sup
ξPRn

|ξ|e´t|ξ|2} pf}M

“ t´1{2 sup
ξPRn

|t1{2ξ|e´|t1{2ξ|2} pf}M.

Considerando agora a mudança de variável s “ |t1{2ξ|, obtemos

}Bxi
et∆f}FM ď t´1{2

ˆ
sup
sě0

pse´s2q
˙

} pf}M

“ t´1{2

ˆ
sup
sě0

´
se´s2

¯˙
}f}FM.

Agora, seja gpsq “ se´s2

, logo g1psq “ e´s2 `
1 ´ 2s2

˘
. Daí, vê-se que g possui um único

ponto crítico, a saber, s “ 2´1{2. Avaliando g em s “ 2´1{2, chegamos a

gp2´1{2q “ p2eq´1{2,

de onde segue que sup
sě0

se´s2 “ p2eq´1{2. Assim, obtemos a estimativa

}Bxi
et∆f}FM ď p2teq´1{2}f}FM,

para f P FM, t ą 0, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n e Bxi
et∆f P FM0.

No que segue, conforme Observação 2.5, estabelecemos uma versão vetorial do

Lema 2.3. Para isso, considere f “ pf1, f2, ¨ ¨ ¨ , fdq, pf “ p pf1, pf2, ¨ ¨ ¨ , pfdq e σ “ pσjkq1ďj,kďd

uma função matricial de valores complexos de ordem d ˆ d.

Lema 2.6. Assuma que σ “ pσijq P CpRnzt0uq é limitado em R
nzt0u. Então,

pΣfqj “
dÿ

k“1

F´1p pfktσjkq (2.24)

é um operador limitado em FM0 com a estimativa

}Σf}
FMd ď }|σ|}8}f}

FMd (2.25)

para f P FM0. Suponha, além disso, que σ é contínua na origem, então σ é um operador

limitado em FM satisfazendo (2.25) para toda f P FM.
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Demonstração. Observe que é suficiente mostrarmos a estimativa no espaço de fase. Posto

isso, note que

dÿ

k“1

pfktσjk “ | pf |t
dÿ

k“1

hkσjk,

onde hk é a derivada Radon-Nikodym de pfk com respeito a | pf |. Desde que |h|pξq “ 1,

| pf |´quase sempre em ξ, por definição de σ, temos
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

dÿ

k“1

hkpξqσjkpξq
ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď |σpξq||hpξq| “ |σpξq|,

para h “ ph1, ¨ ¨ ¨ , hdq. Por fim, obtemos (2.25) usando a norma do supremo de |σ|.

O Lema 2.6 fornece uma consequência mais forte para P ou etS do que o que

segue do Lema 2.2. Mais precisamente, temos o lema que segue.

Lema 2.7. (i) Seja P como definido na Seção 1.4 (veja p. 27). Então, P é limitado de

FMd
0 em FMd

0. Além disso,

}Pf}
FMd ď }f}

FMd para toda f P FMd
0.

(ii) Considere o operador S “ PJP. Então, S : FM3
0 Ñ FM3

0 é limitado. Além disso,

etS também é limitado e vale a estimativa

}etSf}FM3 ď }f}FM3 , para toda f P FM3
0, t P R,

onde etS “
8ÿ

k“0

1
k!

ptSqk.

Demonstração. (i) Temos que

σpPq “ I ´ ξ b ξ

|ξ|2 ,

é uma projeção ortogonal de C
d sobre si mesmo. Assim, a norma do operador é

dada por }|σ|}8 “ 1. A partir de (2.25) segue a estimativa em (i). A propriedade

Pf P FMd
0 para f P FMd

0 segue diretamente da definição de FMd
0 e da expressão

de σpPq.

(ii) Desde que σpSq “ σpPqJσpPq é anti-simétrico e

eσpSqt “ cos
ˆ
ξ3t

|ξ|

˙
I ` sen

ˆ
ξ3t

|ξ|

˙
Rξ, onde Rξ “ 1

|ξ|

¨
˚̋

0 ´ξ3 ξ2

ξ3 0 ´ξ1

´ξ2 ξ1 0

˛
‹‚,
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eσpSqt é uma matriz unitária, e então |eσpSqt| “ 1 como uma matriz. Assim (2.25)

produz a estimativa desejada para etS. A limitação de S segue da limitação de seu

símbolo em relação a ξ. Em vista da expressão de σpSq, é claro que sua imagem está

em FM3
0, quando f P FM3

0.

2.2 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Nesta seção, introduzimos conceitos básicos para compreensão do teorema

do ponto fixo de Banach, o qual é também conhecido como teorema da contração. Ele

estabelece condições suficientes para a existência e unicidade de um ponto fixo, ponto

este que é mapeado em si mesmo. O teorema também fornece um processo iterativo pelo

qual podemos obter aproximações para o ponto fixo. O conteúdo desta seção pode ser

encontrado, por exemplo, em Kreyszig [39, Capítulo 5], Khamsi e Kirk [36, Capítulo 3] ou,

até memso, na dissertação do F. L. Azevedo [7].

Definição 2.2. (Ponto fixo) Um ponto fixo de uma aplicação T : X Ñ X com X ‰ H,

é um ponto x P X que é aplicado em si mesmo por T , isto é,

T pxq “ x,

a imagem T pxq coincide com x.

Definição 2.3. (Aplicação Lipschitz) Seja X “ pX, dq um espaço métrico. Uma

aplicação T : X Ñ X é dita lipschitziana se existe um número real positivo α ě 0 tal que

para todo x, y P X
dpT pxq, T pyqq ď αdpx, yq. (2.26)

O número α em (2.26) é dito constante de Lipschitz de T .

Definição 2.4. (Contração) Uma aplicação lipschitziana T : X Ñ X é chamada

contração se α ă 1 em (2.26).

Observação 2.6. Geometricamente, isso significa que qualquer ponto x e y tem imagens

que estão mais próximos do que os pontos x e y; mais precisamente, é válida a proporção

dpT pxq, T pyqq
dpx, yq ă 1.

A demonstração da proposição abaixo pode ser encontrada em Kreyszig [39,

Teorema 5.1-2]

Proposição 2.2. (Teorema do ponto fixo de Banach) Seja X “ pX, dq um espaço

métrico completo não-vazio e seja T : X Ñ X uma contração em X. Então, T admite um

único ponto fixo.
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Demonstração. Para monstrarmos que a aplicação T admite ponto fixo, vamos construir

uma sequência pxnqn em X e mostrar que ela é uma sequência de Cauchy. Como X é

completo, pxnqn será convergente. Agora, digamos que lim
nÑ8

xn “ x, então provaremos que

esse limite é um ponto fixo de T e que é único.

Inicialmente escolhemos um ponto x0 P X e definimos uma sequência interativa

pxnqn por

x0 P X
x1 “ Tx0,

x2 “ Tx1 “ T 2x0, (2.27)
...

xn “ Txn´1 “ ¨ ¨ ¨ “ T nx0,

...

Claramente, vemos que pxnqn é uma sequência de imagens de x0 sob repetidas aplicações

de T . Mostremos que pxnqn é uma sequência de Cauchy. Inicialmente, por (2.26) e (2.27),

obtemos

dpxm`1, xmq “ dpTxm, Txm´1q
ď αdpxm, xm´1q
“ αdpTxm´1, Txm´2q (2.28)

ď α2dpxm´1, xm´2q
...

ď αmdpx1, x0q,

para todo m P N. Então, para n ą m, aplicando a desigualdade triangular e a fórmula

para a soma de uma progressão geométrica em (2.28), temos a seguinte estimativa

dpxm, xnq ď dpxm, xm`1q ` dpxm`1, xm`2q ` ¨ ¨ ¨ ` dpxn´1, xnq
ď pαm ` αm`1 ` ¨ ¨ ¨ ` αn´1qdpx0, x1q

“ αm 1 ´ αn´m

1 ´ α
dpx0, x1q.

Desde que 0 ă α ă 1, então 1 ´ αn´m ă 1. Consequentemente, para n ą m, temos

dpxm, xnq ď αm

1 ´ α
dpx0, x1q. (2.29)

Além disso, note que se dpx0, x1q “ 0 então x0 é ponto fixo de T e temos a existência do

ponto fixo. Vejamos o caso em que dpx0, x1q ‰ 0. Como 0 ă α ă 1, então

lim
mÑ8

αm

1 ´ α
dpx0, x1q “ 0.
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Logo, dado ε ą 0 existe m0 P N tal que

αm

1 ´ α
dpx0, x1q ă ε, para todo m ě m0. (2.30)

Por (2.29) e (2.30), para n ą m ě m0, temos

dpxm, xnq ă ε.

Portanto, pxnqn é uma sequência de Cauchy e, como X é completo,

xn Ñ x para algum x P X.

Posto isso, vejamos que x é ponto fixo da aplicação T . Fazendo uso da desigualdade

triangular e (2.26), para todo m P N, temos que

dpx, Txq ď dpx, xmq ` dpxm, Txq
“ dpx, xmq ` dpTxm´1, Txq
ď dpx, xmq ` αdpxm´1, xq.

Como xm Ñ x, dado δ ą 0, existe m1 P N, tal que,

dpx, xmq ` αdpxm, xq ă δ, para todo m ě m1.

Logo, dpx, Txq ă δ, para todo δ ą 0. Assim, dpx, Txq “ 0 e consequentemente Tx “ x.

Isto mostra que x é um ponto fixo de T.

Para mostrar a unicidade do ponto fixo, suponhamos que exista x̃ P X tal que

T x̃ “ x̃. Com isso, obtemos por (2.26) que

dpx, x̃q “ dpTx, T x̃q ď αdpx, x̃q,

o que implica em dpx, x̃q “ 0, desde que α ă 1. Então, x “ x̃, e a prova do proposição está

completa.

Observação 2.7. Além da existência de um único ponto fixo x “ T pxq, tem-se também

que para cada y P X,

lim
nÑ8

T npyq “ x.

Além disso,

dpT npyq, xq ď αn

1 ´ α
dpy, T pyqq.

Os resultados da Observação 2.7 podem ser encontrados em Khamsi e Kirk [36,

Teorema 3.1].
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2.3 Teorema de existência e unicicade local de soluções brandas

Inicialmente, note que o sistema (1.20) pode ser reescrito como
#

Btu “ p∆ ´ ΩSqu ´ Pppu ¨ ∇quq
upx, 0q “ u0pxq

(2.31)

Com isso, conseguimos a definição que segue, via Pazy [43, p. 106].

Definição 2.5. (Solução branda) Seja 0 ă T ď 8. Considere X Ă S 1 um espaço de

Banach. Dizemos que u P C pr0, T s : Xq é uma solução branda do problema de valor inicial

(2.31), se u satisfaz a seguinte equação integral

uptq “ T ptqu0 ´
ż t

0

T pt ´ sqPppu ¨ ∇quqpsqds, (2.32)

onde T ptq “ etp∆´ΩSq é o semigrupo associado à parte linear do sistema (2.31), ∇ ¨ u “ 0

e 0 ď t ă T .

Observação 2.8. Ao longo desta dissertação estamos interessados em encontrar soluções

brandas para o sistema (1). Quando T “ 8, consideramos r0,8q em vez de r0,8s.

Teorema 2.1. Assuma que u0 P FM0 com divu0 “ 0. Então, existe

T0 ě c{}u0}2
FM ą 0

independente do parâmetro de Coriolis Ω, e uma única solução branda

u “ uptq P C pr0, T0s; FM0q

de (1), onde c ą 0 é uma dada constante.

Demonstração. Em vista da Definição 2.5, consideramos a equação integral

uptq “ et∆e´tΩSu0 ´
ż t

0

ept´sq∆e´pt´sqΩS
Pp∇ ¨ pu b uqq psqds, (2.33)

onde et∆ é o semigrupo do calor, S “ PJP, t ě 0 e

∇ ¨ pu b uq “ pu ¨ ∇qu,
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desde que sempre trabalhamos com campos vetoriais livres de divergência, isto é, ∇ ¨u “ 0.

De fato, dados u e w campos vetoriais, tais que ∇ ¨ u “ 0 “ ∇ ¨ w, temos que

∇ ¨ pu b wq “ pBx1
, Bx2

, Bx3
q ¨

»
—–
u1w1 u1w2 u1w3

u2w1 u2w2 u2w3

u3w1 u3w2 u3w3

fi
ffifl

“

»
—–

Bx1
pu1w1q ` Bx2

pu2w1q ` Bx3
pu3w1q

Bx1
pu1w2q ` Bx2

pu2w2q ` Bx3
pu3w2q

Bx1
pu1w3q ` Bx2

pu2w3q ` Bx3
pu3w3q

fi
ffifl

“

»
—–

Bx1
u1w1 ` u1Bx1

w1 ` Bx2
u2w1 ` u2Bx2

w1 ` Bx3
u3w1 ` u3Bx3

w1

Bx1
u1w2 ` u1Bx1

w2 ` Bx2
u2w2 ` u2Bx2

w2 ` Bx3
u3w2 ` u3Bx3

w2

Bx1
u1w3 ` u1Bx1

w3 ` Bx2
u2w3 ` u2Bx2

w3 ` Bx3
u3w3 ` u3Bx3

w3

fi
ffifl

“

»
—–

pBx1
u1 ` Bx2

u2 ` Bx3
u3qw1 ` u1Bx1

w1 ` u2Bx2
w1 ` u3Bx3

w1

pBx1
u1 ` Bx2

u2 ` Bx3
u3qw2 ` u1Bx1

w2 ` u2Bx2
w2 ` u3Bx3

w2

pBx1
u1 ` Bx2

u2 ` Bx3
u3qw3 ` u1Bx1

w3 ` u2Bx2
w3 ` u3Bx3

w3

fi
ffifl .

Como ∇ ¨ u “ 0 temos que

pBx1
u1 ` Bx2

u2 ` Bx3
u3q “ 0,

logo,

∇ ¨ pu b wq “

»
—–
u1Bx1

w1 ` u2Bx2
w1 ` u3Bx3

w1

u1Bx1
w2 ` u2Bx2

w2 ` u3Bx3
w2

u1Bx1
w3 ` u2Bx2

w3 ` u3Bx3
w3

fi
ffifl “

»
—–

pu1Bx1
` u2Bx2

` u3Bx3
qw1

pu1Bx1
` u2Bx2

` u3Bx3
qw2

pu1Bx1
` u2Bx2

` u3Bx3
qw3

fi
ffifl

“

»
—–

pu ¨ ∇qw1

pu ¨ ∇qw2

pu ¨ ∇qw3

fi
ffifl “ pu ¨ ∇qw,

como queríamos. Analogamente, se verifica que ∇ ¨ pw b uq “ pw ¨ ∇qu.

Agora, com o objetivo de deixar as contas mais claras, denotamos o tensor

u b u como sendo U, com isso

u b u “ U “ pUijq1ďi,jď3 “ puiujq1ďi,jď3.

Com isso, ∇ ¨ U :“
3ÿ

i“1

Bxi
Uij. Devemos ressaltar aqui que existem duas estimativas

principais: estimativa do termo linear e do termo não-linear.

(i) Estimativa do termo linear: Pelo Lema 2.5 (i) e 2.7 (ii), temos

}et∆e´tΩSu0}FM3 ď }e´tΩSu0}FM3

ď }u0}FM3 .
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Com isso,

}et∆e´tΩSu0}FM3 ď }u0}FM3 . (2.34)

(ii) Estimativa do termo não-linear: Desde que temos pelo Lema 2.5 (ii)

∇ ¨ et∆U P FM3
0,

para qualquer U “ pUijq1ďi,jď3 P FM3ˆ3, aplicando o Lema 2.7, obtemos

}et∆e´tΩS
P∇ ¨ U}FM3 ď }etΩS

P∇ ¨ et∆U}FM3

“ }etΩS}FM3}P}FM3}∇ ¨ et∆U}FM3

ď 1 ¨ 1 ¨ }∇ ¨ et∆U}FM3

“ }∇ ¨ et∆U}FM3 .

Além disso,

∇ ¨ et∆U “
˜

3ÿ

i“1

Bxi
et∆Ui1,

3ÿ

i“1

Bxi
et∆Ui2,

3ÿ

i“1

Bxi
et∆Ui3

¸

“
3ÿ

i“1

Bxi
et∆ pUi1,Ui2,Ui3q

“
3ÿ

i“1

Bxi
et∆Ui,

onde Ui “ pUi1,Ui2,Ui3q para todo U P FM3ˆ3. Com isso,

}et∆e´tΩS
P∇ ¨ U}FM3 ď

›››››
3ÿ

i“1

Bxi
et∆Ui

›››››
FM3

ď
3ÿ

i“1

}Bxi
et∆Ui}FM3 .

Mais uma vez, tendo em vista o Lema 2.5 (ii), obtemos

}et∆e´tΩS
P∇ ¨ U}FM3 ď p2teq´1{2

3ÿ

i“1

}Ui}FM3 , (2.35)

com Ui “ pUi1,Ui2,Ui3q para todo U P FM3ˆ3.

A priori, para T ą 0, defina

}u}Cpr0,T s;FM0q :“ sup
0ăsăT

}up¨, sq}FM3 . (2.36)

Considere também

u1ptq “ et∆e´tΩSu0

Npu,wqptq “ ´
ż t

0

ept´sq∆e´pt´sqΩS
Pp∇ ¨ pu b wqqpsqds.
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Posto isso, vejamos então estimativas para }u1ptq}Cpr0,T s;FM0q e, em particular, para

}Npu, uqptq}Cpr0,T s;FM0q. Segue de (2.34) que

}u1ptq}Cpr0,T s;FM0q ď }u0}FM3 . (2.37)

Por outro lado,

}Npu, uqptq}Cpr0,T s;FM0q “ sup
0ăsăT

}Npu, uqptq}FM3

“ sup
0ăsăT

››››´
ż t

0

ept´sq∆e´pt´sqΩS
Pp∇ ¨ Uqpsqds

››››
FM3

.

Aplicando a estimativa (2.35), obtemos

}Npu, uqptq}Cpr0,T s;FM0q ď sup
0ăsăT

ż t

0

››ept´sq∆e´pt´sqΩS
Pp∇ ¨ Uqpsq

››
FM3 ds

ď p2eq´1{2 sup
0ăsăT

ż t

0

pt ´ sq´1{2
3ÿ

i“1

}Ui}FM3psqds pi ě 1q. (2.38)

Agora, vamos estimar o termo não linear

3ÿ

i“1

}Ui}FM3 “
3ÿ

i“1

}pUi1,Ui2,Ui3q}FM3

“
3ÿ

i“1

}Ui}FM3 “
3ÿ

i“1

}puiu1, uiu2, uu3q}FM3

“
3ÿ

i“1

}uiu}FM3 .

Pelo Lema 2.4 e a equivalência de normas em (2.4) (veja p. 41), observe que

}uiu}FM3 ď
?

3}uiu}˚
FM3 ď

?
3}uiu}FM3 ď

?
3}ui}FM}u}FM3 , (2.39)

para u P FM3 e ui P FM. Por outro lado, lembrando que

}u}FM3 ď
3ÿ

i“1

}ui}FM ď
?

3}u}˚
FM3 ,

temos

?
3

3ÿ

i“1

}ui}FM ď 3}u}˚
FM3 . (2.40)

Assim, usando novamente a equivalência de normas em (2.4) e as desigualdades em (2.39)

e (2.40), vemos que

3ÿ

i“1

}uiu}FM3 ď
?

3
3ÿ

i“1

}ui}FM}u}FM3

ď 3}u}˚
FM3}u}FM3

ď 3}u}FM3}u}FM3

“ 3}u}2
FM3 .
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Inserindo esta estimativa em (2.38), chegamos a

}Npu, uqptq}Cpr0,T s;FM0q ď p2eq´1{2

ˆ
3 sup

0ăsăt
}up¨, q}2

FM3

˙
sup

0ăsăT

ż t

0

pt ´ sq´1{2ds. (2.41)

Como,
ż t

0

pt ´ sq´1{2ds “ 2
?
t,

podemos ver que

sup
0ăsăT

ż t

0

pt ´ sq´1{2ds “ 2T 1{2.

Substituindo esta igualdade em (2.41), obtemos

}Npu, uqptq}Cpr0,T s;FM0q ď p2eq´1{2

ˆ
3 sup

0ăsăt
}u}2

FM3

˙
T 1{2

“ 3p2{eq1{2T 1{2}u}2
Cpr0,T s;FM0q. (2.42)

Agora, considere o espaço X definido por

X :“ tu P C pr0, T s; FM0q : }u}Cpr0,T s;FM0q ď 2}u0}FM3 com divu “ 0u,

com a métrica }u ´ v}Cpr0,T s;FM0q. Além disso, seja Ψpuqptq :“ u1ptq ` Npu, uqptq, isto é,

Ψpuqptq :“ et∆e´tΩSu0 ´
ż t

0

ept´sq∆e´pt´sqΩS
Pp∇ ¨ Uqpsqds.

Para aplicar um argumento de ponto fixo, vejamos que Ψ mapeia X em si mesmo, e que,

além disso, é uma contração.

Então, para u P X temos

}Ψpuqptq}Cpr0,T s;FM0q “ sup
0ăsăT

››››et∆e´tΩSu0 ´
ż t

0

ept´sq∆e´pt´sqΩS
Pp∇ ¨ Uqpsqds

››››
FM3

ď sup
0ăsăT

}u1ptq}
FM3 ` sup

0ăsăT

}Npu, uqptq}
FM3 .

Pelas desigualdades (2.37) e (2.42), segue que

}Ψpuqptq}Cpr0,T s;FM0q ď }u0}FM3 ` 3p2{eq1{2T 1{2}u}2
Cpr0,T s;FM0q.

Além disso, u P X, o que nos garante }u}Cpr0,T s;FM0q ď 2}u0}FM3 , com isso

}Ψpuqptq}Cpr0,T s;FM0q ď }u0}FM3 ` 3p2{eq1{2T 1{222}u0}2
FM3 .

Todavia, a fim de que Ψpuqptq P X, vejamos as condições em T ą 0 para que isso ocorra.

De fato, precisamos que

3p2{eq1{2T 1{222}u0}2
FM3 ď }u0}FM3 . (2.43)
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Dividindo os dois lados de (2.43) por 3p2{eq1{222}u0}2
FM3 , ficamos com

T 1{2 ď 1
3p2{eq1{222}u0}FM3

“ 1{p12p2{eq1{2}u0}FM3q.

Com isso, desde que T ď T 0, temos que Ψpuqptq P X, para todo u P X, onde

T 0 :“ 1

p3p2{eq1{222}u0}FM3q2 .

Por outro lado, para u, v P X, podemos estimar

}Ψpuqptq ´ Ψpvqptq}Cpr0,T s;FM0q “ }Npu, uqptq ´ Npv, vqptq}Cpr0,T s;FM0q

“ }Npu, uqptq ´ Npu, vq ` Npu, vq ´ Npv, vqptq}Cpr0,T s;FM0q

“ }Npu ´ v, uqptq ` Npv, u ´ vqptq}Cpr0,T s;FM0q

ď }Npu ´ v, uqptq}Cpr0,T s;FM0q ` }Npv, u ´ vqptq}Cpr0,T s;FM0q.

Considere }Ψpu, vq} :“ }Ψpuqptq ´ Ψpvqptq}Cpr0,T s;FM0q, com isso, de (2.42) segue que

}Ψpu, vq} ď }Npu ´ v, uqptq}Cpr0,T s;FM0q ` }Npv, u ´ vqptq}Cpr0,T s;FM0q

ď 3p2{eq1{2T 1{2
“`

}u}Cpr0,T s;FM0q ` }v}Cpr0,T s;FM0q

˘
}u ´ v}Cpr0,T s;FM0q

‰

ď 3p2{eq1{2T 1{2
`
22}u0}FM3

˘
}u ´ v}Cpr0,T s;FM0q.

Para que Ψpuqptq seja uma contração, precisamos ter

3p2{eq1{2T 1{2
`
22}u0}FM3

˘
ă 1.

Ou seja, basta tomar T ă T 0. Então, escolhemos T “ T 0 ¨ 1{4 para obter

}Ψpu, vq} ď 3p2{eq1{2T 1{2
`
22}u0}FM3

˘
}u ´ v}Cpr0,T s;FM0q

“ 3p2{eq1{2
`
22}u0}FM3

˘
}u ´ v}Cpr0,T s;FM0q ¨

ˆ
1

p3p2{eq1{222}u0}FM3q2 ¨ 1
22

˙1{2

“ 1
2

}u ´ v}Cpr0,T s;FM0q.

Portanto, para T ď T 0{4, segue que

}Ψpuqptq}Cpr0,T s;FM0q ď 3
2

}u0}Cpr0,T s;FM0q, (2.44)

}Ψpuqptq ´ Ψpvqptq}Cpr0,T s;FM0q ď 1
2

}u ´ v}Cpr0,T s;FM0q. (2.45)

Por (2.44) e (2.45), para T ď T 0{4, temos que a aplicação Ψ : X Ñ X é uma contração.

Posto isso, segue da Proposição 2.2 (veja p. 50) que existe um único u P X tal que

Ψpuq “ u. Assim,

uptq “ et∆e´tΩSu0 ´
ż t

0

ept´sq∆e´pt´sqΩS
Pp∇ ¨ Uqpsqds P C pr0, T s; FM0q (2.46)

é a única solução de (1).
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Observação 2.9. A partir da prova acima, o tempo de existência da solução u, denotado

como T0 no Teorema 2.1, é estimado por baixo como segue:

T0 ě T 0

22
“ 1

p22 ¨ 3p2{eq1{2}u0}FM3q2 ¨ 1
22

“ 1

26 ¨ 32 rp2{eq1{2s2 }u0}2
FM3

“ 1
26 ¨ 32}u0}FM3

1
2{e

“ e

27 ¨ 32}u0}FM3

“ e

27 ¨ 32

1
}u0}FM3

.

Assim, no Teorema 2.1 (veja p. 53) a constante c pode ser tomada como

c “ e

27 ¨ 32
.



60

3 Existência de soluções para tempos gran-

des e dados quase periódicos

Neste capítulo enunciamos os principais resultados estudados nesta dissertação,

os quais tratam de existência de soluções para o sistema (1) com dados quase periódicos.

Além disso, comentamos sobre as principais ideias e métodos para provar estes resultados.

3.1 Classe de dados iniciais quase periódicos

O método utilizado neste trabalho segue ideias de Babin, Mahalov e Nicolaenko

(BMN) [9] e [10], no entanto, precisa-se introduzir uma classe de espaços funcionais que

seja adequada para o contexto quase periódico. Uma aplicação direta da desigualdade de

energia é difícil (se não impossível) no caso de dados e soluções quase periódicos. A fim de

superar essa dificuldade, utiliza-se a norma ℓ1 em um conjunto de frequências com soma

fechada.

Definição 3.1. (Conjunto de Frequências) Dizemos que Λ Ă R
3 é um conjunto de

frequências com soma fechada em R
3 se Λ é um conjunto enumerável e satisfaz as seguintes

propriedades:

(i) Para todo α, β P Λ tem-se que α ` β P Λ;

(ii) Para todo α P Λ tem-se que ´α P Λ, isto é, ´Λ “ Λ.

A segunda condição é necessária, já que sempre lidamos com funções quase

periódicas com valores reais. Além disso, definimos um subconjunto de Λ, denotado por Λ̄,

como segue:

Λ̄ :“ tλ “ pλ1, λ2, λ3q P Λ : λ3 “ 0u e ´ Λ̄ “ Λ̄.

Nesse caso, Λ̄ pode ser visto como a “projeção” de Λ no plano.

Observação 3.1. Tanto Λ quanto Λ̄ serão muito utilizados no decorrer dos próximos

capítulos, bem como neste. Inclusive, a condição ´Λ “ Λ é de suma importância para as

demonstrações.

No que segue, podemos ver dois exemplos de conjuntos com a característica de

soma fechada.
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Exemplo 3.1.

A “ te1m1 `
?

2e2m2 ` e2m3 ` e3m4 : m1,m2,m3,m4 P Zu,
B “ te1m1 ` pe1 ` e2

?
2qm2 ` pe2 ` e3

?
3qm3 : m1,m2,m3 P Zu.

Os conjuntos A e B são conjuntos enumeráveis de frequência com soma fechada, onde

teju3
j“1 denota a base canônica em R

3.

Agora estamos prontos para definir a classe de dados iniciais que consideraremos

para (1).

Definição 3.2. (Uma classe de funções quase periódicas) Seja BUC o espaço de

todas as funções limitadas e uniformemente contínuas equipado com a norma L8. Para o

conjunto enumerável de frequências com soma fechada Λ Ă R
3, considere o espaço

XΛ
`
R

3
˘

:“
#
u “

ÿ

nPΛ

cne
in¨x P BUC

`
R

3
˘

: c´n “ c˚
n para n P Λ e }u} :“

ÿ

nPΛ

|cn| ă 8
+
,

onde c˚
n é o conjugado do coeficiente cn e c :“ tcnunPΛ.

Observação 3.2. A condição c´n “ c˚
n garante que funções em XΛ admitam valores reais.

Observação 3.3. Antes de prosseguirmos, vejamos algumas características do espaço XΛ.

(i) Como mostrado no Apêndice A,
`
XΛ, } ¨ }

˘
é um espaço de Banach;

(ii) Toda função u P Cpr0, T s;XΛq pode ser decomposta como

upx, tq “
ÿ

nPΛ

cnptqein¨x;

(iii) XΛ é um subespaço fechado de FM (a pré-imagem de Fourier de M), tendo em

vista os resultados da Seção 2.1.2.

Agora, como u P XΛ, pela Observação 3.3(iii) tem-se que u P FM. Tendo

em vista uma abordagem do sistema (1.20) em XΛ, consideramos a projeção discreta de

Helmholtz denotada aqui por Pn “ tPn,ijui,j“1,2,3 e definida da seguinte forma

Pn,ij :“

$
&
%

δij ´ ninj

|n|2 p1 ď i, j ď 3q

δij pcaso contrárioq
,

onde δij é o delta de Kronecker, como colocado anteriormente. Assim, o sistema (1.20)

(veja Seção 1.4, p. 32) pode ser reescrito como
#

Btu ´ ∆u ` Ωe3 ˆ u ` Pnppu ¨ ∇quq “ 0

upx, 0q “ u0pxq
, (3.1)
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onde upx, tq “
ÿ

nPΛ

cnptqein¨x e Pn é como descrito acima.

Devido a estrutura quase periódica de u P Cpr0, T s;XΛq e munidos do conjunto

de frequência com soma fechada Λ, podemos reescrever o sistema (3.1) usando os coeficientes

das funções quase periódicas, os quais são funções amplitude. Considerando

upx, tq :“
ÿ

nPΛ

anptqein¨x e u0pxq :“
ÿ

nPΛ

a0,ne
in¨x, x P R

3 e t ě 0, (3.2)

temos que:

(i) Derivando a série formalmente em relação a t,

Btupx, tq “
ÿ

nPΛ

Btanptqein¨x para t ą 0. (3.3)

(ii) Pela linearidade do produto vetorial, temos

Ωe3 ˆ upx, tq “ Ωe3 ˆ
ÿ

nPΛ

anptqein¨x

“ Ω
ÿ

nPΛ

pe3 ˆ anptqq ein¨x

“
ÿ

nPΛ

Ω pe3 ˆ anptqq ein¨x.

Ou seja,

Ωe3 ˆ upx, tq “
ÿ

nPΛ

Ω pe3 ˆ anptqq ein¨x. (3.4)

(iii) Agora, dado que o operador laplaciano está definido para a variável espacial, isto é,

∆ “
3ÿ

j“1

B2{Bxj
, temos

´∆uptq “ ´∆
ÿ

nPΛ

anptqein¨x “ ´
ÿ

nPΛ

∆anptqein¨x “ ´
ÿ

nPΛ

anptq∆ein¨x.

Por outro lado,

∆ein¨x “
3ÿ

j“1

B2pein¨xq
Bx2

j

“
3ÿ

j“1

B
Bxj

ˆBpein¨xq
Bxj

˙

“
3ÿ

j“1

pinjqBpein¨xq
Bxj

“
3ÿ

j“1

i2n2
je

in¨x

“ ´|n|2ein¨x.

Ou seja,

´∆upx, tq “
ÿ

nPΛ

|n|2anptqein¨x. (3.5)
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(iv) Além disso, dado que ∇eim¨x “ imeim¨x e que rpu ¨ ∇qusj ptq “ pu ¨ ∇ujq ptq, com

1 ď j ď 3, temos que

uptq ¨ ∇ujptq “
ÿ

kPΛ

akptqeik¨x ¨
˜

∇
ÿ

mPΛ

aj
mptqeim¨x

¸
“

ÿ

kPΛ

akptqeik¨x ¨
ÿ

mPΛ

∇
`
aj

mptqeim¨x
˘

“
ÿ

kPΛ

akptqeik¨x ¨
ÿ

mPΛ

aj
mptq∇eim¨x “

ÿ

kPΛ

akptqeik¨x ¨
ÿ

mPΛ

aj
mptqimeim¨x

“
ÿ

kPΛ

ÿ

mPΛ

ipakptq ¨ mqaj
mptqeipk`mq¨x.

Ou seja,

puptq ¨ ∇quptq “
˜ÿ

kPΛ

ÿ

mPΛ

ipak ¨ mqa1
me

ipk`mq¨x, ¨ ¨ ¨ ,
ÿ

kPΛ

ÿ

mPΛ

ipak ¨ mqa3
me

ipk`mq¨x

¸

“
ÿ

kPΛ

ÿ

mPΛ

i
`
pak ¨ mqa1

m, pak ¨ mqa2
m, pak ¨ mqa3

m

˘
eipk`mq¨x.

Fazendo a mudança de variável n “ k ` m, chegamos a igualdade

puptq ¨ ∇quptq “
ÿ

nPΛ

ÿ

n“k`m

ipakptq ¨ mqamptqein¨x. (3.6)

Assim, usando as equações (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) e a projeção Pn, o sistema

(1.20) pode ser escrito na seguinte forma

ÿ

nPΛ

Btane
in¨x `

ÿ

nPΛ

ÿ

n“k`m

iPn ppak ¨ mqamq ein¨x `
ÿ

nPΛ

Ω pe3 ˆ anq ein¨x `
ÿ

nPΛ

|n|2ane
in¨x “ 0.

(3.7)

Agora, agrupando os coeficientes de ein¨x e impondo a igualdade, obtemos

Btanptq ` iPn

ÿ

n“k`m

pakptq ¨ mqamptq ` Ωe3 ˆ anptq ` |n|2anptq “ 0. (3.8)

Por outro lado, desde que upx, tq :“
ÿ

nPΛ

anptqein¨x, a condição ∇ ¨ u “ 0 nos

fornece que pn ¨ anptqq “ 0. De fato,

∇ ¨ upx, tq “ ∇ ¨
ÿ

nPΛ

anptqein¨x “
ÿ

nPΛ

`
∇ ¨ panptqein¨xq

˘

“
ÿ

nPΛ

`
a1

nptqBx1
ein¨x ` a2

nptqBx1
ein¨x ` a3

nptqBx1
ein¨x

˘

“
ÿ

nPΛ

`
a1

nptqpin1qein¨x ` a2
nptqpin2qein¨x ` a3

nptqpin3qein¨x
˘

“
ÿ

nPΛ

`
n1a

1
nptq ` n2a

2
nptq ` n3a

3
nptq

˘
iein¨x

“
ÿ

nPΛ

pn ¨ anptqq iein¨x.
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Como ∇¨u “ 0 e iein¨x ‰ 0, segue que pn ¨ anptqq “ 0. Assim, obtemos o sistema equivalente

$
’’’&
’’’%

Btanptq ` |n|2anptq ` Ωe3 ˆ anptq ` iPn

ÿ

n“k`m

pakptq ¨ mqamptq “ 0

pn ¨ anptqq “ 0

anp0q “ a0,n

, (3.9)

para n, k,m P Λ. Note que a equação acima está bem definida, mesmo se n “ 0.

Como visto no Capítulo 2, o Teorema 2.1 (veja p. 53), pode agora ser reescrito

da seguinte forma:

Teorema 3.1. Assuma que ap0q :“ tanp0qunPΛ P ℓ1pΛq com panp0q ¨ nq “ 0 para n P Λ e

a0p0q “ 0. Então, temos uma única solução

aptq :“ tanptqunPΛ P Cpr0, TLs : ℓ1pΛqq,

com panptq ¨ nq “ 0 para n P Λ e a0ptq “ 0, satisfazendo

TL ě C

}a0}2
e sup

0ătăTL

}aptq} ď 10}a0},

onde C é uma constante positiva independente de Ω.

Nosso propósito é fazer uso do Teorema 3.1 (existência de soluções locais em

dimensão 3) para provar o principal resultado estudado nesta dissertação, o qual será

detalhado mais a frente. No que segue, precisamos das duas condições básicas, onde a

primeira é sobre o conjunto de frequências.

Observação 3.4. Devemos ressaltar que esses tipos de restrições são técnicas, contudo,

não sabemos se essas condições são removíveis. Isso significa que um resultado geral com

funções quase periódicas ainda está em aberto.

Condição A. Primeiro definimos o conjunto Λpγq, como sendo uma “perturbação” dos

elementos de Λ na componente vertical. Seja,

Λpγq “ tpn1, n2, γn3q P R
3 : pn1, n2, n3q P Λu (3.10)

para γ P Rzt0u.

Observação 3.5. Para qualquer conjunto enumerável de frequências com soma fechada

Λ, existe um conjunto Γ Ă Rzt0u dependendo de Λ cujo complementar é um conjunto

enumerável. No Capítulo 5, Seção 5.1, temos a definição completa do conjunto Γ. Assuma

que γ P Γ.

Considere agora a seguinte definição, que pode ser encontrada em Giga et

al. [25].
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Definição 3.3. (Média vertical) Seja u P L8pR3q. Dizemos que u admite média vertical

se

lim
LÑ`8

1
2L

ż L

´L

upx1, x2, x3qdx3 ” ūpx2, x2q

existe quase sempre. O campo vetorial ūpx2, x2q é chamado média vertical de upx1, x2, x3q.

Condição B. Assumimos a existência de soluções globais para as equações bi-dimensionais

de Navier-Stokes. Isto é, o problema de valor inicial (1), em R
2, admite globalmente uma

única solução em Cpr0,8q : pℓ1pΛ̄qq2q com média vertical do dado inicial em pℓ1pΛ̄qq2.

Note que a existência de soluções globais para a equação bi-dimensional de

Navier-Stokes em Cpr0,8q : pℓ1pΛ̄qq2q foi parcialmente resolvida por Giga et al. em [28],

como podemos ver pela Proposição 3.1 abaixo.

Proposição 3.1. Seja u0 “
ÿ

mPZ2

ame
im¨x P FM0pR2q com a0 “ 0 e x P R

2. Então, a

única solução branda global upx, tq para a equação (1), com dado inicial u0pxq, pode ser

expressa como

upx, tq “
ÿ

mPZ2zt0u

amptqeim¨x. (3.11)

Além disso, a solução u está em L8
locpr0,8q : FM0pR2qq se u0 é real. Mais precisamente

sup
0ďtďT

}u}FMptq ď C, (3.12)

onde C ą 0 depende apenas de T ą 0 e }u0}FM.

Agora enunciamos nosso principal resultado e, como colocado anteriormente,

discorremos um pouco sobre como vamos demonstrá-lo.

Teorema 3.2. Assuma as condições A e B. Sejam ap0q “ tanp0qunPΛ P ℓ1pΛq, com

panp0q ¨ nq “ 0 para n P Λ, e a0p0q “ 0. Então, para qualquer T ą 0 existe Ω0 ą 0

dependendo apenas de ap0q e T tal que se |Ω| ą Ω0, existe uma solução branda aptq de (1)

pisto é, de (3.9)q, tal que

aptq “ tanptqunPΛ P Cpr0, T s : ℓ1pΛqq,

com a0ptq “ 0 e panptq ¨ nq “ 0 para todo n P Λ.

3.2 Principais passos da demonstração do Teorema 3.2

Nesta seção descrevemos os argumentos que iremos utilizar para provar o

Teorema 3.2. Primeiro, consideramos a versão linear de (1), que foi estudada originalmente

por Poincaré. Relembre o operador S :“ PJP, onde P é a projeção de Helmholtz e J é matriz
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3 ˆ 3 anti-simétrica satisfazendo e3 ˆ u “ Ju (veja (1.18)). Dizemos que o propagador de

Poincaré e´tΩS é definido como o grupo unitário associado com o problema linear
$
’&
’%

BtΦ ` Ωe3 ˆ Φ “ ´∇P

∇ ¨ Φ “ 0

Φ|t“0 “ Φ0

, (3.13)

ou, equivalentemente,

BtΦ ` ΩPJPΦ “ 0. (3.14)

As soluções de (3.13) são da forma Φptq “ e´tΩSΦp0q e são chamadas ondas de

Poincaré. Como colocado, o sistema (3.13) dá origem a um grupo unitário de transformações

e´tΩS em um espaço de campos vetoriais livres de divergência com quadrados integráveis.

Além disso, desde que o operador S :“ PJP é limitado, as soluções para (3.14), com

condição inicial Φp0q, podem ser expressadas como

Φptq “ e´tΩSΦp0q “
`8ÿ

j“0

p´tΩSqj

j!
Φp0q.

A equação (3.14), com a condição ∇ ¨ Φ “ 0, isto é,
#

BtΦ ` ΩPJPΦ “ 0

∇ ¨ Φ “ 0
,

é considerado o problema de autovalor para as equações de Poincaré-Sobolev. O operador

PJP é anti simétrico com respeito ao produto interno em L2.

Se a função Φ é formalmente expressa como uma função quase periódica, isto

é, Φ0pxq “
ÿ

nPΛ

φne
in¨x com φ0 “ 0, o propagador de Poincaré e´tΩS pode ser escrito, no

espaço de Fourier, como

e´tΩSΦpxq “
ÿ

nPΛ

e´tΩS

n φne
in¨x,

e´tΩS

n φn :“ cos
ˆ
n3Ωt
|n|

˙
φn ´ sen

ˆ
n3Ωt
|n|

˙
Rnφn,

onde

Rnφn “ n

|n| ˆ φn para n P Λzt0u e R0φ0 :“ 0.

Observação 3.6. Note que podemos caracterizar e´tΩS

n e etΩS

n , como

e´tΩS

n :“ cos
ˆ
n3Ωt
|n|

˙
I ´ sen

ˆ
n3Ωt
|n|

˙
Rn e etΩS

n :“ cos
ˆ
n3Ωt
|n|

˙
I ` sen

ˆ
n3Ωt
|n|

˙
Rn.

Observação 3.7. Seja φptq :“ tφnptqunPΛ. Temos a seguinte estimativa

p1{3q}φptq} ď‖ te´tΩS

n φnptqunPΛ} ď 3}φptq} para qualquer t,Ω P R.
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Reescrevendo o Sistema (3.9)

Nossa ideia agora é “filtrar” soluções do sistema (3.9) usando o semigrupo

auxiliar e´tΩS

n pelo método dos limites oscilantes singulares rápidos. Para tal, introduzimos

a transformação, conhecida como transformação de Van Der Pol,

anptq :“ e´tΩS

n cnptq,

no sistema (3.9), para n P Λ, onde cnptq é a variável slow enveloped também conhecida

como variável de Poincaré. Para mais detalhes sobre essa transformação e o método

utilizado veja Mahalov et al. [41], inclusive para um melhor entendimento do método aqui

utilizado.

Um cálculo direto nos diz que tcnptqunPΛ satisfaz o seguinte sistema:

$
’&
’%

Btcnptq ` |n|2cnptq ` Bnpcptq, cptqq “ 0

pn ¨ cnptqq “ 0

cnp0q “ anp0q
, (3.15)

para n P Λ, onde

Bnpc1ptq, c2ptqq :“ etΩS

n iPn

ÿ

n“k`m

`
e´tΩS

k c1,kptq ¨ m
˘
e´tΩS

m c2,mptq. (3.16)

De fato, por definição temos

Btanptq “ Bt

`
e´tΩS

n cnptq
˘

“ Bte
´tΩS

n cnptq ` e´tΩS

n Btcnptq.

Então, e´tΩS

n Btcnptq “ Btanptq´Bte
´tΩS

n cnptq. Além disso, anptq satisfaz (3.9) e e´tΩS

n satisfaz

(3.14), logo

e´tΩS

n Btcnptq “ ´|n|2anptq ´ Ωe3 ˆ anptq ´ iPn

ÿ

n“k`m

pakptq ¨ mqamptq ´
`
´ΩSe´tΩS

n cnptq
˘

“ ´|n|2anptq ´ iPn

ÿ

n“k`m

pakptq ¨ mqamptq ` ΩSanptq ´ Ωe3 ˆ anptq.

Afirmação: ΩSanptq ´ Ωe3 ˆ anptq “ 0.

De fato, desde que S :“ PJP, segue

ΩSanptq “ ΩPJPanptq. (3.17)

Como anptq é um campo livre de divergência, temos P panptqq “ anptq. Além disso, pela

Observação 1.14(iv), sabemos que PJ panptqq “ JP panptqq “ J panptqq, o que nos dá

ΩSanptq “ ΩJanptq “ Ωe3 ˆ anptq, (3.18)
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de onde segue a afirmação. Com isso

e´tΩS

n Btcnptq “ ´|n|2anptq ´ iPn

ÿ

n“k`m

pakptq ¨ mqamptq. (3.19)

Agora, multiplicando ambos os lados da equação (3.19) por etΩS

n , temos

Btcnptq “ ´|n|2etΩS

n anptq ´ etΩS

n iPn

ÿ

n“k`m

pakptq ¨ mqamptq. (3.20)

Todavia, substituindo os coeficientes anptq por e´tΩS

n cnptq e tendo em vista que

etΩS

n anptq “ cnptq,

concluímos que

Btcnptq “ ´|n|2cnptq ´ etΩS

n iPn

ÿ

n“k`m

`
e´tΩS

k ckptq ¨ m
˘
e´tΩS

m cmptq, (3.21)

como queríamos.

De agora em diante, lidamos com os coeficientes tcnptqunPΛ em vez dos coefici-

entes tanptqunPΛ das soluções quase periódicas das equações de Navier-Stokes-Coriolis (1),

uma vez que, usando a Observação 3.7, a norma de um deles pode ser controlada pela

norma do outro. O operador não-linear Bn em (3.15) pode ser decomposto em duas partes,

a parte ressonante B0
np¨, ¨q, que não depende de Ω, e a parte não-ressonante B0`

n pΩt, ¨, ¨q,
que depende de Ω. Com isso,

$
’&
’%

Btcnptq ` |n|2cnptq ` B0
npcptq, cptqq ` B0`

n pΩt, cptq, cptqq “ 0

pn ¨ cnptqq “ 0

cnp0q “ anp0q
, (3.22)

para n P Λ. Esta decomposição foi feita em [9], todavia, dedicamos todo o Capítulo 4

para detalharmos a mesma. Além disso, precisamos de estimativas de ambas as partes,

ressoante e não-ressonante na norma ℓ1, as quais são obtidas também no próximo capítulo.

Agora, definimos a solução bnptq, para a equação abaixo, e o resto rnptq :“ cnptq ´ bnptq
como segue $

’&
’%

Btbnptq ` |n|2bnptq ` B0
npbptq, bptqq “ 0

pn ¨ bnptqq “ 0

bnp0q “ cnp0q “ anp0q
, (3.23)

para n P Λ,
#

Btrnptq ` |n|2rnptq ` B0
npcptq, rptqq ` B0

nprptq, bptqq ` B0`
n pΩt, cptq, cptqq “ 0

pn ¨ rnptqq “ 0
, (3.24)

e r0p0q “ 0 para n P Λ.
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Para ver que tal decomposição é verdadeira, dado que rnptq ` bnptq “ cnptq,
note que

Btrnptq ` Btbnptq “ ´
“
|n|2rn ` B0

npc, c ´ bq ` B0
npc ´ b, bq ` B0`

n pΩt, c, cq
‰

´
“
|n|2bn ` B0

npb, bq
‰

“ ´|n|2 rrn ` bns ´
“
B0

npc, c ´ bq ` B0
npc ´ b, bq ` B0

npb, bq ` B0`
n pΩt, c, cq

‰

“ ´|n|2cn ´
“
B0

npc, c ´ bq ` B0
npc ´ b, bq ` B0

npb, bq ` B0`
n pΩt, c, cq

‰

Contudo, pela bilinearidade do termo Bn, como mostraremos mais adiante,

temos que

B0
npc, c ´ bq ` B0

npc ´ b, bq “ B0
npc, cq ´ B0

npc, bq ` B0
npc, bq ´ B0

npb, bq. (3.25)

Segue daí que

Btrnptq ` Btbnptq “ ´|n|2cn ´
“
B0

npcptq, cptqq ´ B0
npcptq, bptqq ` B0

npcptq, bptqq ´ B0
npbptq, bptqq

`B0
npbptq, bptqq ` B0`

n pΩt, cptq, cptqq
‰

“ ´
“
|n|2cnptq ` B0

npcptq, cptqq ` B0`
n pΩt, cptq, cptqq

‰
,

ou seja, Btrnptq`Btbnptq “ Btcnptq, como queríamos. Além disso, considerando pn¨rnptqq “ 0,

verifica-se facilmente que

pn ¨ cnptqq “ pn ¨ prnptq ` bnptqqq “ pn ¨ rnptqq ` pn ¨ bnptqq “ 0, (3.26)

de onde concluímos o sistema (3.22).

A equação (3.23) é chamada de equação limite. O ponto chave é mostrar a

existência de solução global para a equação limite (3.23) e controlar o termo restante (3.24)

pelo parâmetro de Coriolis Ω na norma ℓ1. Mais precisamente, a priori, mostraremos os

dois seguintes lemas:

Lema 3.1. Assuma as condiçõe A e B. Então, existe uma única solução global (no tempo)

bptq :“ tbnptqunPΛ para a equação (3.23) tal que bptq P Cpr0,8q : ℓ1pΛqq com pbnptq ¨ nq “ 0

para n P Λ e b0ptq “ 0.

Lema 3.2. Para todo ε ą 0, existe Ω0 ą 0 tal que }trnptqunPΛ} ď ε para 0 ă t ă TL e

|Ω| ą Ω0, onde TL é o tempo de existência local, conforme Teoremas 2.1 e 3.1.

Para mostrar uma solução global para a equação limite (3.23), precisamos

assumir a Condição A para que o operador rossonante B0
n seja decomposto em uma parte

bi-dimensional, partes lineares e um termo bilinear cujas entradas dependem da compo-

nente vertical dos vetores frequências. Para um sistema periódico, a Condição A é removível.

Babin, Mahalov e Nicolaenko [10] construiram uma convolução que baseia-se na decompo-

sição diádica de Littlewood-Paley. Essa ideia funciona apenas para domínios periódicos,
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uma vez que o método de energia não funciona mais para sistemas quase periódicos. Para

controlar o resto rnptq, basta estimar o operador não-ressonante B0`
n pΩt, c1ptq, c2ptqq desde

que aplicamos apenas o método usual: desigualdade de Gronwall ou um argumento similar.

Usamos estimativas da integral oscilatória para controlar as soluções. Uma vez obtido os

lemas chaves acima, seremos capazes de provar o principal teorema sem dificuldades.

Nos próximos capítulos 4 e 5, mostramos a bilinearidade do termo Bn, bem

como a sua decomposição em partes ressonantes e não-ressonantes, provando o Lema 4.1.

E no último capítulo, fazemos uso de todas essas ferramentas para provarmos os Lemas

3.1 e 3.2, e finalmente, para provarmos nosso principal resultado, o Teorema 3.2.



71

4 Decomposições não lineares

Este capítulo é dedicado à decomposição do termo (3.16). Considere

Bnpc1ptq, c2ptqq :“ etΩS

n iPn

ÿ

n“k`m

pe´tΩS

k c1,kptq ¨ mqe´tΩS

m c2,mptq. (4.1)

Vamos mostrar como Bnpc1ptq, c2ptqq pode ser decomposto em duas partes: a parte resso-

nante, que independe de Ω, e a parte não ressonante, que depende de Ω, bem como as

estimativas de ambas as partes. Sendo mais preciso, vamos mostrar o lema que segue.

Lema 4.1. Sejam c1ptq :“ tc1,nptqunPΛ, c2ptq :“ tc2,nptqunPΛ P ℓ1pΛq. O termo não linear

Bnpc1, c2q :“ etΩS

n iPn

ÿ

n“k`m

pe´tΩS

k c1,k ¨ mqe´tΩS

m c2,m (4.2)

pode ser decomposto em duas partes: B0
npc1, c2q e B0`

n pΩt, c1, c2q para n P Λ. Então, a parte

ressonante B0
npc1, c2q é definida como segue

B0
npc1, c2q “

ÿ

µPD

Bµ
npc1, c2q para D “ tp0, 0, 0q, p1, 0, 1q, p1, 1, 0q, p1, 1, 1qu.

Os operadores Bµ :“ tBµ
nunPΛ, com µ P D, são definidos como:

Bp0,0,0q
n pc1, c2q :“

ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpc̄1,k ¨ mqc̄2,m (4.3)

“
ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpc̄h
1,k ¨ mqc̄h

2,m `
ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpc̄h
1,k ¨ mqc̄3

2,m, (4.4)

onde Pn “ tPn,iju1ďi,jď2 é a projeção discreta bi-dimensional de Helmholtz,

c̄ “ tpc1
n, c

2
n, c

3
nqunPΛ̄, c̄h “ tpc1

n, c
2
n, 0qunPΛ̄ e c̄3 “ tp0, 0, c3

nqunPΛ̄,

Bp1,0,1q
n pc1, c2q :“ 1

2

ÿ

n“k`m

|n|“|m|‰0, n3“m3‰0

´
b

p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq ´ b

p1,0,1q
nkm pc1,k, c2,mq

¯
, (4.5)

Bp1,1,0q
n pc1, c2q :“ 1

2

ÿ

n“k`m

|n|“|m|‰0, n3“m3‰0

´
b

p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq ´ b

p1,1,0q
nkm pc1,k, c2,mq

¯
, (4.6)

Bp1,1,1q
n pc1, c2q :“

ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

ωσ
nkm

“0, n3,k3,m3‰0

αδ,σb
δ
nkmpc1,k, c2,mq, (4.7)
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onde

bδ
nkmpck, cmq :“ Rδ1

n Pn

`
Rδ2

k ckptq ¨ im
˘

Rδ3

mcmptq,

R0
ncn :“ cn, R1

ncn :“ Rncn “ n

|n| ˆ cn,

αδ,σ :“ p´1qδ2`δ3

ˆ
1
8

˙ 3ź

j“1

p´1qδjσj p´iqδj ,

ωσ
nkm :“ p´1qσ1

n3

|n| ` p´1qσ2
k3

|k| ` p´1qσ3
m3

|m| .

Por outro lado, a parte não ressonante B0`pΩt, ¨, ¨q :“ tB0`
n pΩt, ¨, ¨qunPΛ é definida como

segue

B0`
n pΩt, c1, c2q :“

ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

ωσ
nkm

‰0

αδ,σe
iΩtωσ

nkmbδ
nkmpc1,k, c2,mq.

Além disso, temos as seguintes estimativas

}te´|n|2tBµ
npc1, c2qunPΛ} ď

ˆ
C

t1{2

˙
}c1}}c2}, para µ P D, (4.8)

e

}te´|n|2tB0`
n pΩt, c1, c2qunPΛ} ď

ˆ
C

t1{2

˙
}c1}}c2}, (4.9)

onde C é uma constante positiva independente de Ω.

Antes de demonstrarmos o Lema 4.1, façamos algumas observações a respeito

de alguns termos específicos.

4.1 Bilinearidade dos termos Bn e bδnkm

Para verificarmos que o termo (4.1) é bilinear, considere c1ptq, c2ptq, c3ptq como

descrito no Lema 4.1 e α P R. Logo

Bnpαc1 ` c2, c3q “ etΩS

n iPn

ÿ

n“k`m

pe´tΩS

k pαc1,k ` c2,kq ¨ mqe´tΩS

m c3,m

“ etΩS

n iPn

ÿ

n“k`m

ppαe´tΩS

k c1,k ` e´tΩS

k c2,kq ¨ mqe´tΩS

m c3,m

“ etΩS

n iPn

ÿ

n“k`m

αpe´tΩS

k c1,k ¨ mqe´tΩS

m c3,m ` pe´tΩS

k c2,k ¨ mqe´tΩS

m c3,m

“ etΩS

n iPn

˜ ÿ

n“k`m

αpe´tΩS

k c1,k ¨ mqe´tΩS

m c3,m `
ÿ

n“k`m

pe´tΩS

k c2,k ¨ mqe´tΩS

m c3,m

¸

“ α

«
etΩS

n iPn

ÿ

n“k`m

pe´tΩS

k c1,k ¨ mqe´tΩS

m c3,m

ff

`
«
etΩS

n iPn

ÿ

n“k`m

pe´tΩS

k c2,k ¨ mqe´tΩS

m c3,m

ff
,
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de onde concluímos Bnpαc1 ` c2, c3q “ αBnpc1, c3q ` Bnpc2, c3q. Analogamente,

Bnpc1, αc2 ` c3q “ etΩS

n iPn

ÿ

n“k`m

pe´tΩS

k c1,k ¨ mqe´tΩS

m pαc2,m ` c3,mq

“ etΩS

n iPn

ÿ

n“k`m

pe´tΩS

k c1,k ¨ mqpαe´tΩS

m c2,m ` e´tΩS

m c3,mq

“ etΩS

n iPn

ÿ

n“k`m

pe´tΩS

k c1,k ¨ mqαe´tΩS

m c2,m ` pe´tΩS

k c1,k ¨ mqe´tΩS

m c3,m

“ etΩS

n iPn

˜ ÿ

n“k`m

αpe´tΩS

k c1,k ¨ mqe´tΩS

m c2,m `
ÿ

n“k`m

pe´ΩS

k c1,k ¨ mqe´tΩS

m c3,m

¸

“ α

«
etΩS

n iPn

ÿ

n“k`m

pe´tΩS

k c1,k ¨ mqe´tΩS

m c2,m

ff

`
«
etΩS

n iPn

ÿ

n“k`m

pe´tΩS

k c1,k ¨ mqe´tΩS

m c3,m

ff
,

de onde obtemos Bnpc1, αc2 ` c3q “ αBnpc1, c2q ` Bnpc1, c3q. Consequentemente, segue a

bilinearidade do termo (4.1). Por outro lado, é fácil ver que o termo bδ
nkm é bilinear. Mas

antes, observe que o operador Rδi
n é linear, por definição. Assim, considerando c1ptq, c2ptq,

c3ptq e α P R como acima, e usando as definições dadas no Lema 4.1, temos que

bδ
nkmpαc1,k ` c2,k, c3,mq “ Rδ1

n Pn

`
Rδ2

k pαc1,k ` c2,kq ¨ im
˘

Rδ3

mc3,m

“ Rδ1

n Pn

``
αRδ2

k c1,k ` Rδ2

k c2,k

˘
¨ im

˘
Rδ3

mc3,m

“ Rδ1

n Pn

`
αRδ2

k c1,k ¨ im ` Rδ2

k c2,k ¨ im
˘

Rδ3

mc3,m

“ Rδ1

n Pn

“
α
`
Rδ2

k c1,k ¨ im
˘

Rδ3

mc3,m `
`
Rδ2

k c2,k ¨ im
˘

Rδ3

mc3,m

‰

“ α
“
Rδ1

n Pn

`
Rδ2

k c1,k ¨ im
˘

Rδ3

mc3,m

‰
`
“
Rδ1

n Pn

`
Rδ2

k c2,k ¨ im
˘

Rδ3

mc3,m

‰

“ αbδ
nkmpc1,k, c3,mq ` bδ

nkmpc2,k, c3,mq. (4.10)

Analogamente,

bδ
nkmpc1,k, αc2,m ` c3,mq “ Rδ1

n Pn

`
Rδ2

k c1,k ¨ im
˘

Rδ3

mpαc2,m ` c3,mq
“ Rδ1

n Pn

`
Rδ2

k c1,k ¨ im
˘ `
αRδ2

mc2,m ` Rδ2

mc3,m

˘

“ Rδ1

n Pn

`
αpRδ2

k c1,k ¨ imqRδ2

mc2,m ` pRδ2

k c1,k ¨ imqRδ2

mc3,m

˘

“ α
“
Rδ1

n Pn

`
Rδ2

k c1,k ¨ im
˘

Rδ2

mc2,m

‰
`
“
Rδ1

n Pn

`
Rδ2

k c1,k ¨ im
˘

Rδ2

mc3,m

‰

“ αbδ
nkmpc1,k, c2,mq ` bδ

nkmpc1,k, c3,mq. (4.11)

De (4.10) e (4.11) segue a bilinearidade do termo bδ
nkm.

4.2 Demonstração do Lema 4.1

Para demonstrarmos o Lema 4.1, vamos dividir sua demonstração em quatro

partes, para facilitar o seu entendimento.
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Demonstração. Primeira parte - Expressões chaves

Inicialmente, tendo em vista a caracterização das exponenciais e´tΩS

n e etΩS

n ,

conforme Observação 3.6 (veja p. 66), vemos que

Bnpcptq, cptqq “
ÿ

n“k`m

ÿ

δPt0,1u3

p´1qδ2`δ3θδ1

n θ
δ2

k θ
δ3

mb
δ
nkmpckptq, cmptqq, (4.12)

onde

θ0
kpΩtq :“ cos

ˆ
k3

|k|Ωt
˙

e θ1
kpΩtq :“ sen

ˆ
k3

|k|Ωt
˙
. (4.13)

De fato, considerando η “ n3Ωt
|n| , κ “ k3Ωt

|k| e µ “ m3Ωt
|m| , por (4.2) (p. 71),

temos

Bnpc, cq “ cospηq piPnq
ÿ

n“k`m

rpcospκqI ´ senpκqRkq pck ¨ mqs pcospµqI ´ senpµqRmq cm

` senpηqRn piPnq
ÿ

n“k`m

rpcospκqI ´ senpκqRkq pck ¨ mqs pcospµqI ´ senpµqRmq cm.

Além disso,

rpcospκqI ´ senpκqRkq pck ¨ mqs “ cospκqck ¨ m ´ senpκqRkck ¨ m, (4.14)

pcospµqI ´ senpµqRmq cm “ cospµqcm ´ senpµqRmcm. (4.15)

Considere o produto de (4.14) e (4.15) dado por

Πk,m “ pcospκqck ¨ m ´ senpκqRkck ¨ mq pcospµqcm ´ senpµqRmcmq . (4.16)

Segue de (4.13) que

Πk,m “ pθ0
kck ¨ mqθ0

mcm ´ θ0
kpck ¨ mqθ1

mRmcm ´ pθ1
kpRkck ¨ mqθ0

mcm ` pθ1
kRkck ¨ mqθ1

mRmcm.

Então, temos

Bnpcptq, cptqq “ iPn

ÿ

n“k`m

cospηqI pΠk,mq ` senpηqRn pΠk,mq . (4.17)

Todavia, relembrando a definição de R0
n e R1

n, chegamos a

cospηqI pΠk,mq “ θ0
npθ0

kck ¨ mqθ0
mcm ´ θ0

nθ
0
kpck ¨ mqθ1

mRmcm ´ θ0
nθ

1
kpRkck ¨ mqθ0

mcm

` θ0
npθ1

kRkck ¨ mqθ1
mRmcm

“ θ0
nθ

0
kθ

0
mR0

npR0
kck ¨ mqR0

mcm ´ θ0
nθ

0
kθ

1
mR0

npR0
kck ¨ mqR1

mcm

´ θ0
nθ

1
kθ

0
mR0

npR1
kck ¨ mqR0

mcm ` θ0
nθ

1
kθ

1
mR0

npR1
kck ¨ mqR1

mcm
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e

senpηqRn pΠk,mq “ θ1
nRnpθ0

kck ¨ mqθ0
mcm ´ θ1

nRnθ
0
kpck ¨ mqθ1

mRmcmq
´ θ1

nRnpθ1
kpRkck ¨ mqθ0

mcm ` θ1
nRnpθ1

kRkck ¨ mqpθ1
mRmcmq

“ θ1
nθ

0
kθ

0
mR1

npR0
kck ¨ mqR0

mcm ´ θ1
nθ

0
kθ

1
mR1

npR0
kck ¨ mqR1

mcm

´ θ1
nθ

1
kθ

0
mR1

npR1
kck ¨ mqR0

mcm ` θ1
nθ

1
kθ

1
mR1

npR1
kck ¨ mqR1

mcm.

Sabendo que Pn é linear e comuta com o Rn, podemos escrever (4.17) como

Bnpcptq, cptqq “
ÿ

n“k`m

δPt0,1u3

θ0
nθ

0
kθ

0
mR0

niPnpR0
kck ¨ mqR0

mcm ´ θ0
nθ

0
kθ

1
mR0

niPnpR0
kck ¨ mqR1

mcm

´ θ0
nθ

1
kθ

0
mR0

niPnpR1
kck ¨ mqR0

mcm ` θ0
nθ

1
kθ

1
mR0

niPnpR1
kck ¨ mqR1

mcm

` θ1
nθ

0
kθ

0
mR1

niPnpR0
kck ¨ mqR0

mcm ´ θ1
nθ

0
kθ

1
mR1

niPnpR0
kck ¨ mqR1

mcm

´ θ1
nθ

1
kθ

0
mR1

niPnpR1
kck ¨ mqR0

mcm ` θ1
nθ

1
kθ

1
mR1

niPnpR1
kck ¨ mqR1

mcm

“
ÿ

n“k`m

ÿ

δPt0,1u3

p´1qδ2`δ3θδ1

n θ
δ2

k θ
δ3

m

“
Rδ1

n iPnpRδ2

k ck ¨ mqRδ3

mcm

‰
.

Pela definição do termo bδ
nkm (veja p. 71), segue que

Bnpcptq, cptqq “
ÿ

n“k`m

ÿ

δPt0,1u3

p´1qδ2`δ3θδ1

n θ
δ2

k θ
δ3

mb
δ
nkmpckptq, cmptqq, (4.18)

como queríamos.

Por outro lado, por um cálculo direto, temos
ÿ

n“k`m

ÿ

δPt0,1u3

p´1qδ2`δ3θδ1

n θ
δ2

k θ
δ3

mpck, cmq “
ÿ

n“k`m

ÿ

δ,σPt0,1u3

αδ,σe
iΩtωσ

nkmbδ
nkmpck, cmq, (4.19)

para mais detalhes, veja Apêndice B.

Segunda parte - Bµ
npc1, c2q “ 0 para µ P tp1, 0, 0q, p0, 1, 0q, p0, 0, 1qu

Definimos agora o conjunto de frequências ressonantes Kσ, seu complementar

pKσqc que é o conjunto das frequências não ressonantes, e o conjunto pΛq3
µ. Para µ, σ P

t0, 1u3, considere

Kσ :“
 

pn, k,mq P pΛq3 : ωσ
nkm “ 0

(
(4.20)

e

pΛq3
µ :“

 
pn, k,mq P pΛq3 : n3 P Λµ1

, k3 P Λµ2
e m3 P Λµ3

(
, (4.21)

onde Λ0,Λ1 Ă R e são tais que Λ0 “ t0u e Λ1 “ pΛ0qc; isto é, se λ P Λ1, então λ ‰ 0.

Observe que se n P Λ e n3 P Λ0 então n P Λ̄; se n P Λ e n3 P Λ1, então n P ΛzΛ̄. Assim

temos a seguinte decomposição (decomposição em partes não ressonantes e ressonantes)

pΛq3 “
ď

σt0,1u3

Kσ Y pKσqc “
ď

σt0,1u3

pKσqc Y
ď

σ,µPt0,1u3

pKσ X pΛq3
µq. (4.22)
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Além disso, vemos que

`
Kσ X pΛq3

µ

˘
X
´

Kσ1 X pΛq3
µ1

¯
“ H se σ ‰ σ1 ou µ ‰ µ1. (4.23)

Usando os conjuntos Kσ e pΛq3
µ, podemos definir os operadores tBµ

nuµPt0,1u3 . Para µ P t0, 1u3,

considere

Bµ
npc1, c2q :“

ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPKσXpΛq3
µ

αδ,σb
δ
nkmpc1,k, c2,mq, (4.24)

onde ωσ
nkm “ 0 para todo σ P t0, 1u3 (parte ressonante), e

B0`
n pΩt, c1, c2q :“

ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

αδ,σe
iΩtωσ

nkmbδ
nkmpc1,k, c2,mq, (4.25)

onde ωσ
nkm ‰ 0 para todo σ P t0, 1u3 (parte não ressonante).

Pelas equações (4.12), (4.19) e pelas definiçôes dos termos Bµ
n e B0`

n em (4.24)

e (4.25), um cálculo direto produz

Bnpcptq, cptqq “
ÿ

n“k`m

ÿ

δ,σPt0,1u3

αδ,σe
iΩtωδ

nkmbδ
nkmpckptq, cmptqq

“
ÿ

µPt0,1u3

Bµ
npcptq, cptqq ` B0`

n pΩt, cptq, cptqq.

Lembrando que D :“ tp0, 0, 0q, p1, 0, 1q, p1, 1, 0q, p1, 1, 1qu, para completar a prova de uma

parte do Lema 4.1, é suficiente provar as quatro seguintes equações:

Bp0,1,1q
n pc, cq “ 0, Bp1,0,0q

n pc, cq “ 0, Bp0,1,0q
n pc, cq “ 0 e Bp0,0,1q

n pc, cq “ 0,

para cptq “ tcnptqunPΛ. Contudo, para concluirmos a prova dessa segunda parte, basta

verificarmos as três últimas igualdades acima, as quais são facilmente obtidas. De fato, as

três equações

Bp1,0,0q
n pc, cq “ 0, Bp0,1,0q

n pc, cq “ 0 e Bp0,0,1q
n pc, cq “ 0 (4.26)

são verdadeiras, pois Kσ X pΛq3
µ “ H, já que

pΛq3
µ “ H para todo µ P tp1, 0, 0q, p0, 1, 0q, p0, 0, 1qu.

Com efeito, para µ “ p1, 0, 0q, temos que

pΛq3
p1,0,0q “

 
pn, k,mq P pΛq3 : n3 P Λ1, k3 P Λ0 e m3 P Λ0

(

“
 

pn, k,mq P pΛq3 : n3 ‰ 0, k3 “ 0 e m3 “ 0
(
.

Desde que n “ k ` m, temos n3 “ k3 ` m3, contudo n3 ‰ 0 e k3 ` m3 “ 0, o que nos

dá pΛq3
p1,0,0q “ H. De forma análoga se verifica que pΛq3

p0,1,0q “ H e pΛq3
p0,0,1q “ H. De

onde segue as igualdades em (4.26). Posto isso, nossa tarefa se resume a mostrar que

Bp0,1,1q
n pc, cq “ 0.
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Terceira parte - O termo Bp0,1,1q
n pc1, c2q “ 0

Afirmamos que θ1
nθ

δ2

k θ
δ3

m “ 0 para pn, k,mq P pΛq3
p0,1,1q e δ2, δ3 P t0, 1u. De fato,

pela equação (4.13)

θ1
nθ

δ2

k θ
δ3

m “ sen
ˆ
n3Ωt
|n|

˙
θδ2

k θ
δ3

m . (4.27)

Contudo,

pΛq3
p0,1,1q :“

 
pn, k,mq P pΛq3 : n3 P Λ0, k3 P Λ1 e m3 P Λ1

(
, (4.28)

ou seja, n3 “ 0, logo senpn3Ωt{|n|q “ 0, de onde segue a afirmação. Com isso, temos que

ÿ

σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPKσXpΛq3

p0,1,1q

θδ1

n θ
δ2

k θ
δ3

mb
δ
nkmpc1,kptq, c2,mptqq “ 0 (4.29)

para δ P tp1, 0, 0q, p1, 0, 1q, p1, 1, 0q, p1, 1, 1qu. Assim, nos resta verificar a expressão Bp0,1,1q
n

apenas para δ P tp0, 0, 0q, p0, 1, 1q, p0, 1, 0q, p0, 0, 1qu. Todavia, por um cálculo direto, vemos

que

Kσ X pΛq3
p0,1,1q “ H para σ P tp0, 0, 1q, p0, 1, 0q, p1, 0, 1q, p1, 1, 0qu. (4.30)

De fato, suponha que Kσ XpΛq3
p0,1,1q ‰ H e tome pn, k,mq P Kp0,0,1q XpΛq3

p0,1,1q, por exemplo.

Assim, pn, k,mq P Kp0,0,1q, ou seja,

ω
p0,0,1q
nkm “ 0 ñ n3

|n| ` k3

|k| ´ m3

|m| “ 0. (4.31)

Além disso, pn, k,mq P pΛq3
p0,1,1q, então n3 “ 0. Logo,

ω
p0,0,1q
nkm “ 0 ñ k3

|k| ´ m3

|m| “ 0 ñ |m|k3 “ |k|m3. (4.32)

Agora, n “ k ` m, implica que n3 “ k3 ` m3, ou seja, k3 “ ´m3, pois n3 “ 0, isto

é, ´|m|m3 “ |k|m3, implicando em ´|m| “ |k|, o que é uma contradição. Então resta

verificar que

Bp0,1,1q
n pc1, c2q “αp0,0,0q,σb

p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq ` αp0,1,1q,σb

p0,1,1q
nkm pc1,k, c2,mq

` αp0,1,0q,σb
p0,1,0q
nkm pc1,k, c2,mq ` αp0,0,1q,σb

p0,0,1q
nkm pc1,k, c2,mq

para σ1 P t0, 1u e pσ2, σ3q P tp0, 0q, p1, 1qu e pn, k,mq P Kσ X pΛq3
p0,1,1q com n “ k`m. Con-

tudo, αp0,0,0q,σ “ 1{8 e αp0,1,1q,σ “ ´1{8 para todo σ P tp0, 0, 0q, p0, 1, 1q, p1, 0, 0q, p1, 1, 1qu,

αp0,1,0q,σ “ αp0,0,1q,σ “ i{8 para σ P tp0, 0, 0q, p1, 0, 0qu e αp0,1,0q,σ “ αp0,0,1q,σ “ ´i{8 para

σ P tp0, 1, 1q, p1, 1, 1qu, como provado no Apêndice B (veja p. 108). Assim
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αp0,0,0q,σb
p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq “

ˆ
4 ¨ 1

8

˙
b

p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq “ 1

2
b

p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq,

αp0,1,1q,σb
p0,1,1q
nkm pc1,k, c2,mq “ 4 ¨

ˆ
´1

8

˙
b

p0,1,1q
nkm pc1,k, c2,mq “ ´1

2
b

p0,1,1q
nkm pc1,k, c2,mq,

αp0,1,0q,σb
p0,1,0q
nkm pc1,k, c2,mq “ 2

ˆ
i

8

˙
b

p0,1,0q
nkm pc1,k, c2,mq ´ 2

ˆ
i

8

˙
b

p0,1,0q
nkm pc1,k, c2,mq “ 0,

αp0,0,1q,σb
p0,0,1q
nkm pc1,k, c2,mq “ 2

ˆ
i

8

˙
b

p0,0,1q
nkm pc1,k, c2,mq ´ 2

ˆ
i

8

˙
b

p0,0,1q
nkm pc1,k, c2,mq “ 0,

ou seja,

Bp0,1,1q
n pc1, c2q “

ÿ

σ1Pt0,1u

pσ2,σ3qPtp0,0q,p1,1qu

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPKσXpΛq3

p0,1,1q

1
2
b

p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq ´ 1

2
b

p0,1,1q
nkm pc1,k, c2,mq.

Assim, resta apenas checar que

Bp0,1,1q
n pc1, c2q “ 1

2

ÿ

n“k`m

|k|“|m|‰0, k3“´m3‰0

´
b

p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq ´ b

p0,1,1q
nkm pc1,k, c2,mq

¯
, (4.33)

onde |k| “ |m| vem do fato de que k3 “ ´m3 ao mesmo tempo que
k3

|k| “ ´m3

|m| para

todo σ P tp0, 0, 0q, p0, 1, 1q, p1, 0, 0q, p1, 1, 1qu. Note que, por cálculos semelhantes, obtemos

(4.5) e (4.6), veja Apêndice C, p. 117. Além disso, as expressões (4.3) e (4.7) seguem por

substituição direta em (4.24).

Vejamos então que a equação (4.33) é, de fato, igual a zero, isto é,

Bp0,1,1q
n pc1, c2q “ 0.

Lembrando das fórmulas do produto exterior

α ˆ pβ ˆ γq “ βpα ¨ γq ´ γpα ¨ βq,
α ˆ β “ ´β ˆ α,

α ˆ pα ˆ βq “ ´|α|2β se pα ¨ βq “ 0,

e da definição dos bδ
nkm, temos

´bp0,1,1q
nkm pck, cmq “ ´iPnpR1

kck ¨ mqR1
mcm

“ iPnpR1
kck ˆ pm ˆ R1

mcmqq ´ iPnpmpR1
kck ¨ R1

mcmqq

“ iPn

„ˆ
1

|k| pk ˆ ckq
˙

ˆ
ˆ
m ˆ pm ˆ cmq 1

|m|

˙
´ iPnpmpR1

kck ¨ R1
mcmqq

“ iPn

„ˆ
1

|k| pk ˆ ckq
˙

ˆ pm ˆ pm ˆ cmqq 1
|m|


´ iPnpmpR1

kck ¨ R1
mcmqq

“ iPn

„ˆ
1

|k| pk ˆ ckq
˙

ˆ p´|m|2cmq 1
|m|


´ iPnpmpR1

kck ¨ R1
mcmqq,



Capítulo 4. Decomposições não lineares 79

pois pm ¨ cmq “ 0. Logo,

´bp0,1,1q
nkm pck, cmq “ iPn

ˆ
1

|k| pk ˆ ckq ˆ p´|m|cmq
˙

´ iPnpmpR1
kck ¨ R1

mcmqq

“ iPn

„
1

|m| ppk ˆ ckq ˆ cmq p´|m|q


´ iPnpmpR1
kck ¨ R1

mcmqq,

pois |m| “ |k| ‰ 0. Portanto, segue que

´bp0,1,1q
nkm pck, cmq “ ´iPnppk ˆ ckq ˆ cmq ´ iPnpmpR1

kck ¨ R1
mcmqq

“ iPnpcm ˆ pk ˆ ckqq ´ iPnpmpR1
kck ¨ R1

mcmqq, (4.34)

Por outro lado, similarmente temos que

b
p0,0,0q
nkm pck, cmq “ iPnpmpck ¨ cmqq ´ iPnpck ˆ pm ˆ cmqq. (4.35)

Segue da equação (4.33), (4.34) e (4.35) que

Bp0,1,1q
n pc1, c2q “ 1

2

ÿ

n“k`m

|k|“|m|‰0, k3“´m3‰0

iPnpmpck ¨ cmqq ´ iPnpck ˆ pm ˆ cmqq

` iPnpcm ˆ pk ˆ ckqq ´ iPnpmpR1
kck ¨ R1

mcmqq.

Além disso, podemos separar a equação acima da seguinte forma

Bp0,1,1q
n pc1, c2q “ Bζ

npc1, c2q ` Bη
npc1, c2q ` Bξ

npc1, c2q, (4.36)

onde

Bζ
npc1, c2q “ 1

2

ÿ

n“k`m

|k|“|m|‰0, k3“´m3‰0

iPnpcm ˆ pk ˆ ckqq ´ iPnpck ˆ pm ˆ cmqq, (4.37)

Bη
npc1, c2q “ ´1

2

ÿ

n“k`m

|k|“|m|‰0, k3“´m3‰0

iPnpmpR1
kck ¨ R1

mcmqq, (4.38)

Bξ
npc1, c2q “ 1

2

ÿ

n“k`m

|k|“|m|‰0, k3“´m3‰0

iPnpmpck ¨ cmqq. (4.39)

Afirmação (1): Bζ
npc1, c2q “ 0.

De fato, vejamos que
ÿ

n“k`m

ipck ˆ pmˆcmqq “
ÿ

n“k`m

ipcm ˆ pkˆckqq. Usando o

mesmo argumento de funções amplitude, como na Seção 3.1 (Capítulo 3, p. 61), considere

upx, tq “
ÿ

nPΛ

cnptqein¨x. Posto isso, temos

upx, tq ˆ p∇ ˆ upx, tqq “
ÿ

kPΛ

ckptqeik¨x ˆ
˜

∇ ˆ
ÿ

mPΛ

cmptqeim¨x

¸

“
ÿ

kPΛ

ckptqeik¨x ˆ
ÿ

mPΛ

∇ ˆ
`
cmptqeim¨x

˘

“
ÿ

kPΛ

ÿ

mPΛ

`
ckptqeik¨x

˘
ˆ
`
∇ ˆ cmptqeim¨x

˘
.
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Agora, considere cmptq “ pc1
m, c

2
m, c

3
mq, então

`
∇ ˆ cmptqeim¨x

˘
“

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

i j k

Bx1
Bx2

Bx3

c1
mptqeim¨x c2

mptqeim¨x c3
mptqeim¨x

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
.

Logo,

`
∇ ˆ cmptqeim¨x

˘
“
`
c3

mBx2
´ c2

mBx3
, c1

mBx3
´ c3

mBx1
, c2

mBx1
´ c1

mBx2

˘
eim¨x

“
`
m2c

3
m ´ m3c

2
m,m3c

1
m ´ m1c

3
m,m1c

2
m ´ m2c

1
m

˘
ieim¨x

“ pm ˆ cmqieim¨x,

onde, m “ pm1,m2,m3q, ou seja,

`
∇ ˆ cmptqeim¨x

˘
“ pm ˆ cmptqqieim¨x. (4.40)

Segue da equação (4.40) que

upx, tq ˆ p∇ ˆ upx, tqq “
ÿ

kPΛ

ÿ

mPΛ

`
ckptqeik¨x

˘
ˆ pm ˆ cmptqqieim¨x

“
ÿ

kPΛ

ÿ

mPΛ

pckptq ˆ pm ˆ cmptqqq ieipk`mq¨x.

Fazendo a mudança de variável n “ k ` m, temos

u ˆ p∇ ˆ uq “
ÿ

nPΛ

ÿ

n“k`m

i pck ˆ pm ˆ cmqq ein¨x. (4.41)

Tendo em vista que ÿ

kPΛ

ckptqeik¨x “ upx, tq “
ÿ

mPΛ

cmptqeim¨x,

segue que

ÿ

n“k`m

pck ˆ pm ˆ cmqq e
ÿ

n“k`m

pcm ˆ pk ˆ ckqq (4.42)

definem o mesmo coeficiente para u ˆ p∇ ˆ uq, onde o coeficiente da direita de (4.42) é

obtido da mesma forma, apenas trocando a ordem das funções amplitude. Assim, obtemos

a Afirmação (1).

Afirmação (2): Bη
npc1, c2q “ Bξ

npc1, c2q “ 0

De fato, vejamos primeiro que Bη
npc1, c2q “ 0. Dada a equação (4.38), temos

ÿ

n“k`m

|k|“|m|‰0, k3“´m3‰0

iPnpmpR1
kck ¨ R1

mcmqq “
ÿ

n“k`m

|k|“|m|‰0, k3“´m3‰0

iPnppn ´ kqpR1
kck ¨ R1

mcmqq.



Capítulo 4. Decomposições não lineares 81

Por outro lado, Pnpnq “ 0, vejamos.

Pnpnq “

»
—–

1 0 0

0 1 0

0 0 1

fi
ffifl

»
—–
n1

n2

n3

fi
ffifl ´ 1

|n|2

»
—–

n2
1 n1n2 n1n3

n2n1 n2
2 n2n3

n3n1 n3n2 n2
3

fi
ffifl

»
—–
n1

n2

n3

fi
ffifl

“

»
—–
n1

n2

n3

fi
ffifl ´ 1

|n|2

»
—–
n3

1 ` n1n
2
2 ` n1n

2
3

n2n
2
1 ` n3

2 ` n2n
2
3

n3n
2
1 ` n3n

2
2 ` n3

3

fi
ffifl .

Além disso,
»
—–
n3

1 ` n1n
2
2 ` n1n

2
3

n2n
2
1 ` n3

2 ` n2n
2
3

n3n
2
1 ` n3n

2
2 ` n3

3

fi
ffifl “

»
—–

pn2
1 ` n2

2 ` n2
3qn1

pn2
1 ` n2

2 ` n2
3qn2

pn2
1 ` n2

2 ` n2
3qn3

fi
ffifl “

»
—–

|n|2n1

|n|2n2

|n|2n3

fi
ffifl .

Daí,

Pnpnq “

»
—–
n1

n2

n3

fi
ffifl ´ 1

|n|2

»
—–

|n|2n1

|n|2n2

|n|2n3

fi
ffifl “

»
—–
n1

n2

n3

fi
ffifl ´

»
—–
n1

n2

n3

fi
ffifl “

»
—–

0

0

0

fi
ffifl ,

como queríamos. Consequentemente,
ÿ

n“k`m

|k|“|m|‰0, k3“´m3‰0

iPnpmpR1
kck ¨ R1

mcmqq “ ´
ÿ

n“k`m

|k|“|m|‰0, k3“´m3‰0

iPnpkpR1
kck ¨ R1

mcmqq.

Desde que k e m são simétricos, temos

´
ÿ

n“k`m

|k|“|m|‰0, k3“´m3‰0

iPnpkpR1
kck ¨ R1

mcmqq “ ´
ÿ

n“k`m

|k|“|m|‰0, k3“´m3‰0

iPnpmpR1
kck ¨ R1

mcmqq.

Daí,
ÿ

n“k`m

|k|“|m|‰0, k3“´m3‰0

iPnpmpR1
kck ¨ R1

mcmqq “ ´
ÿ

n“k`m

|k|“|m|‰0, k3“´m3‰0

iPnpmpR1
kck ¨ R1

mcmqq,

o que é uma contradição. Logo, Bη
npc1, c2q “ 0. De forma similar, se verifica que

Bξ
npc1, c2q “ 0,

concluindo a demonstração da Afirmação (2). Consequentemente, concluímos a demons-

tração da terceira parte do lema.

Quarta parte - Estimativas da parte ressonante e não ressonante

Para concluirmos a demonstração do lema, provemos agora as estimativas (4.8)

e (4.9). Inicialmente, estimamos o termo bδ
nkm. Lembre-se que

bδ
nkmpck, cmq :“ Rδ1

n iPn

`
Rδ2

k ckptq ¨ m
˘

Rδ3

mcmptq. (4.43)
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Desde que pRδ2

k ckptq ¨ kq “ 0 para k P Λ e Rδ1

n e Pn são comutativos, temos que

bδ
nkmpck, cmq “ iRδ1

n Pn

`
Rδ2

k ckptq ¨ n
˘

Rδ3

mcmptq. (4.44)

De fato,

bδ
nkmpck, cmq “ iRδ1

n Pn

`
Rδ2

k ckptq ¨ pn ´ kq
˘

Rδ3

mcmptq
“ iRδ1

n Pn

`
Rδ2

k ckptq ¨ n
˘

Rδ3

mcmptq ´ iRδ1

n Pn

`
Rδ2

k ckptq ¨ k
˘

Rδ3

mcmptq.

Como pRδ2

k ckptq ¨kq “ 0 temos iRδ1

n Pn

`
Rδ2

k ckptq ¨ k
˘

Rδ3

mcmptq “ 0, de onde segue a equação

(4.44). Além disso, tendo em vista os Lemas 2.2 e 2.7, concluimos que |Pn|, |Rδ1

n | ď 1 para

n P Λ e R0c0 “ 0, com isso temos

|bδ
nkmpck, cmq| “ |iPnRδ1

n

`
Rδ2

k ck ¨ n
˘

Rδ3

mcm|
“ |Pn||Rδ1

n ||Rδ2

k ck ¨ n||Rδ3

mcm|
ď |Rδ2

k ck ¨ n||Rδ3

mcm|.

Além disso, pela desigualdade de Schwartz |Rδ2

k ck ¨ n| ď |Rδ2

k ck||n|, e então

|bδ
nkmpck, cmq| ď |Rδ2

k ck||n||Rδ3

mcm|.

Agora, observe que |Rδi

k ck| “ |ck|, sempre que δi “ 0. Caso contrário, δi “ 1, e

temos que

|Rδi

k ck| “ 1
|k| |k ˆ ck| “ 1

|k| |ru||k||ck||senpθkq| ď |ck|,

onde ru é o vetor unitário perpendicular tanto a k quanto a ck e θk é o ângulo entre k e ck.

Seja rv o vetor unitário perpendicular tanto a m quanto a cm e θm o ângulo entre m e cm.

Logo,

|bδ
nkmpck, cmq| ď |n||ck||cm| para δ P t0, 1u3 e n, k,m P Λ. (4.45)

Agora, note que |αδ,σ| ď 1 para todo δ, σ P t0, 1u3, por definição. Assim, por (4.45),

facilmente temos a seguinte estimativa de cada amplitude:

|Bµ
npc1, c2q| ď

ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPKσXpΛq3
µ

ˇ̌
αδ,σb

δ
nkmpc1,k, c2,mq

ˇ̌

“
ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPKσXpΛq3
µ

|αδ,σ|
ˇ̌
bδ

nkmpc1,k, c2,mq
ˇ̌

ď
ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPKσXpΛq3
µ

|n||c1,k||c2,m|,

ď
ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpΛq3
µ

|n||c1,k||c2,m|
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para µ, σ P t0, 1u3, e

|B0`
n pΩt, c1, c2q| ď

ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

ˇ̌
αδ,σe

iΩtωσ
nkmbδ

nkmpc1,k, c2,mq
ˇ̌

“
ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

|αδ,σ|
ˇ̌
eiΩtωσ

nkm

ˇ̌ ˇ̌
bδ

nkmpc1,k, c2,mq
ˇ̌

ď
ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

|n||c1,k||c2,m|

ď
ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

|n||c1,k||c2,m|.

Com isso, para cada n P Λ , temos

|Bµ
npc1, c2q| ď |n|

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpΛq3
µ

|c1,k||c2,m| e |B0`
n pΩt, c1, c2q| ď |n|

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

|c1,k||c2,m|,

para µ, σ P t0, 1u3. Por outro lado, tendo em vista que e´|n|2t “ e´|nt1{2|2 , temos que
ˇ̌
ˇe´|n|2tn

ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇe´|nt1{2|2n

ˇ̌
ˇ

“ sup
nPΛ

e´|nt1{2|2 |nt1{2|t´1{2

“ t´1{2 sup
nPΛ

e´|nt1{2|2 |nt1{2|

ď t´1{2 sup
są0

e|s|2 |s|

ď Ct´1{2,

onde C é uma constante positiva. Logo, para cada n P Λ, temos

|e´|n|2tBµ
npc1, c2q| ď t´1{2C

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpΛq3
µ

|c1,k||c2,m|

ď t´1{2C
ÿ

n“k`m

|c1,k||c2,m|

e

|e´|n|2tB0`
n pΩt, c1, c2q| ď t´1{2C

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

|c1,k||c2,m|

ď t´1{2C
ÿ

n“k`m

|c1,k||c2,m|.
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Todavia,

}te´|n|2tBµ
npc1, c2qunPΛ} “

ÿ

nPΛ

|e´|n|2tBµ
npc1, c2q|

ď t´1{2C
ÿ

nPΛ

ÿ

n“k`m

|c1,k||c2,m|

“ t´1{2C
ÿ

kPΛ

ÿ

mPΛ

|c1,k||c2,m|

“ t´1{2C
ÿ

kPΛ

|c1,k|
ÿ

mPΛ

|c2,m|

“ t´1{2C}c1}}c2}.

Analogamente,

}te´|n|2tB0`
n pΩt, c1, c2qunPΛ} ď t´1{2C}c1}}c2}.

Pelas desigualdades acima, tem-se (4.8) e (4.9).
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5 Demonstração dos Principais Resultados

Este capítulo é dedicado à demonstração do principal resultado dessa dissertação,

Teorema 3.2. Como explicado no Capítulo 3, primeiro vamos demonstrar dois lemas chaves,

a saber Lemas 3.1 e 3.2.

5.1 Demonstração do Lema 3.1

Primeiro, lembramos que a equação limite é dada por

Btbnptq ` |n|2bnptq ` B0
npbptq, bptqq “ 0, (5.1)

onde pn ¨ bnptqq “ 0 e bnp0q “ cnp0q “ anp0q para n P Λ. Assim, como anteriormente,

considerando b̄ptq :“ tpb1
nptq, b2

nptq, b3
nptqqunPΛ̄, tal que Λ̄ Ă Λ, e substituindo b̄ptq na equação

(5.1), ficamos com

Btb̄nptq ` |n|2b̄nptq ` B0
npb̄ptq, b̄ptqq “ 0. (5.2)

Pelas definições das expressões dadas no Lema 4.1, segue que

Bp1,0,1q
n pb̄ptq, b̄ptqq “ Bp1,1,0q

n pb̄ptq, b̄ptqq “ Bp1,1,1q
n pb̄ptq, b̄ptqq “ 0. (5.3)

Para ver (5.3), lembramos que para µ P D “ tp0, 0, 0q, p1, 0, 1q, p1, 1, 0q, p1, 1, 1qu, temos

que

Bµ
npc1ptq, c2ptqq :“

ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPKσXpΛq3
µ

αδ,σb
δ
nkmpc1,kptq, c2,mptqq, (5.4)

conforme visto na demonstração do Lema 4.1, p. 71.

Observação 5.1. Veja que cada “entrada” do termo bilinear Bµ
npbptq, bptqq, quando apli-

cado, depende de um índice, isto é, a primeira “entrada” depende de k P Λ e a segunda

depende de m P Λ, como podemos ver na equação (5.4). Além disso, lembramos que quando

trabalhamos com o termo bnptq, sabemos que n P Λ, agora quando é com o termo b̄nptq,
sabemos que n P Λ̄, isto é, n P Λ com n3 “ 0.

Assim, em particular, veja que o termo Bp1,0,1q
n pb̄ptq, b̄ptqq possui na primeira e

na segunda “entrada” b̄ptq, e pela observação acima o primeiro b̄ptq depende de k P Λ ao

mesmo tempo que k P Λ̄, e o segundo b̄ptq depende de m P Λ ao mesmo tempo que m P Λ̄,

ou seja, k,m P Λ com k3 “ m3 “ 0. Com isso, como n “ k `m, temos n3 “ 0. Contudo,

sabemos que

pΛq3
p1,0,1q “ tpn, k,mq P pΛq3 : n3 P Λ1, k3 P Λ0 e m3 P Λ1u,
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onde Λ0,Λ1 Ă R e Λ0 :“ t0u e Λ1 :“ pΛ0qc. Assim, como pn, k,mq P pΛq3
p1,0,1q temos que

n3 “ m3 ‰ 0 e k3 “ 0, mas vimos também que n3 “ k3 “ m3 “ 0, então as condições

impostas aos índices do somatório são contraditórias (ou seja, vazios), de onde segue que

Bp1,0,1q
n pb̄ptq, b̄ptqq “ 0. (5.5)

Similarmente, verifica-se as outras duas igualdades

Bp1,1,0q
n pb̄ptq, b̄ptqq “ 0 e Bp1,1,1q

n pb̄ptq, b̄ptqq “ 0.

Além disso, pelos mesmos argumentos acima, se verifica queBp0,0,0q
n pb̄ptq, b̄ptqq “ Bp0,0,0q

n pbptq, bptqq.
Segue portanto que

B0
npb̄ptq, b̄ptqq “ Bp0,0,0q

n pb̄ptq, b̄ptqq “ Bp0,0,0q
n pbptq, bptqq “

ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpb̄k ¨ mqb̄m.

Ou seja,

Btb̄nptq ` |n|2b̄nptq `
ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpb̄k ¨ mqb̄m “ 0, (5.6)

ou ainda,

Btb̄nptq ` |n|2b̄nptq ` Bp0,0,0q
n pbptq, bptqq “ 0. (5.7)

Agora, considerando b̄h “ tpb1
n, b

2
n, 0qunPΛ̄ e b̄3 “ tp0, 0, b3

nqunPΛ̄, veja que b̄n :“ b̄h
n ` b̄3

n, o

que nos leva a concluir que b̄ptq satisfaz a igualdade

Btb̄nptq ` |n|2b̄nptq `
ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpb̄h
k ¨ mqb̄m “ 0. (5.8)

De fato, usando (5.6), temos que

Btb̄nptq “ ´|n|2b̄nptq ´
ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpb̄k ¨ mqb̄m

“ ´|n|2b̄nptq ´
ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnppb̄h
k ` b̄3

kq ¨ mqb̄m

“ ´|n|2b̄nptq ´
ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnppb̄h
k ¨ mq ` pb̄3

k ¨ mqqb̄m.

Mas observe que pb̄3
k ¨ mq “ 0, pois b̄3

k “ p0, 0, b3
kq e m “ pm1,m2, 0q, de onde segue a

equação (5.8).

Por outro lado, a equação (5.8) pode ser escrita da seguinte forma:

Btb̄nptq “ ´|n|2b̄nptq ´
ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpb̄h
k ¨ mqb̄m

“ ´|n|2
`
b̄h

nptq ` b̄3
nptq

˘
´

ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpb̄h
k ¨ mqpb̄h

m ` b̄3
mq

“ ´|n|2b̄h
nptq ´ |n|2b̄3

nptq ´
ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpb̄h
k ¨ mqb̄h

m ´
ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpb̄h
k ¨ mqb̄3

m.
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Reorganizando os termos, obtemos

Btb̄nptq “ ´|n|2b̄h
n ´

ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpb̄h
k ¨ mqb̄h

m

loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon
“Btb̄h

nptq

´|n|2b̄3
n ´

ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpb̄h
k ¨ mqb̄3

m

loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon
“Btb̄3

nptq

.

Com isso, chegamos ao sistema

Btb̄
h
nptq ` |n|2b̄h

nptq `
ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpb̄h
k ¨ mqb̄h

m “ 0 (5.9)

e

Btb̄
3
nptq ` |n|2b̄3

nptq `
ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpb̄h
k ¨ mqb̄3

m “ 0, (5.10)

tendo em vista que b̄n :“ b̄h
n ` b̄3

n e Pn é a projeção discreta bi-dimensional. Agora, considere

boscptq :“ bptq ´ b̄ptq. Por definição, Btb
oscptq “ Btbptq ´ Btb̄ptq. Assim,

Btb
osc
n ptq “ Btbnptq ´ Btb̄nptq “ ´|n|2bnptq ´ B0

npbptq, bptqq ´ Btbnptq. (5.11)

Pelas equações (5.1) e (5.7), podemos escrever

Btb
osc
n ptq “ ´|n|2bnptq ´ B0

npbptq, bptqq ´
`
´|n|2b̄nptq ´ Bp0,0,0q

n pbptq, bptqq
˘

“ ´|n|2pbnptq ´ b̄nptqq ´ B0
npbptq, bptqq ` Bp0,0,0q

n pbptq, bptqq
“ ´|n|2bosc

n ptq ´ Bp0,0,0q
n pbptq, bptqq ´ Bp1,0,1q

n pbptq, bptqq ´ Bp1,1,0q
n pbptq, bptqq

´ Bp1,1,1q
n pbptq, bptqq ` Bp0,0,0q

n pbptq, bptqq
“ ´|n|2bosc

n ptq ´ Bp1,0,1q
n pbptq, bptqq ´ Bp1,1,0q

n pbptq, bptqq ´ Bp1,1,1q
n pbptq, bptqq.

Ou seja,

Btb
osc
n ptq`|n|2bosc

n ptq`Bp1,0,1q
n pbptq, bptqq`Bp1,1,0q

n pbptq, bptqq`Bp1,1,1q
n pbptq, bptqq “ 0. (5.12)

Agora, como boscptq “ bptq ´ b̄ptq, temos bptq “ boscptq ` b̄ptq, e então

Bp1,0,1q
n pbptq, bptqq “ Bp1,0,1q

n pboscptq ` b̄ptq, boscptq ` b̄ptqq, (5.13)

Bp1,1,0q
n pbptq, bptqq “ Bp1,1,0q

n pboscptq ` b̄ptq, boscptq ` b̄ptqq, (5.14)

Bp1,1,1q
n pbptq, bptqq “ Bp1,1,1q

n pboscptq ` b̄ptq, boscptq ` b̄ptqq. (5.15)

Usando a bilinearidade dos termos Bµ
n , observe que o lado direito da equação (5.13) pode

ser expresso como

Bp1,0,1q
n pbosc ` b̄, bosc ` b̄q “Bp1,0,1q

n pbosc, boscq ` Bp1,0,1q
n pbosc, b̄q ` Bp1,0,1q

n pb̄, boscq ` Bp1,0,1q
n pb̄, b̄q.
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Observação 5.2. Um ponto importante que devemos ressaltar, antes de prosseguirmos, é

que a definição do termo boscptq nos faz concluir que

boscptq :“ tbnptqunPΛzΛ̄ “ tpbn,1ptq, bn,2ptq, bn,3ptqqu
nPΛzΛ̄

,

onde temos uma pequena sutileza no conjunto de frequências no qual está definida, isto é,

n P ΛzΛ̄.

Agora, fazendo uso dos mesmos argumentos anteriores, podemos deduzir as

igualdades

Bp1,0,1q
n pboscptq, boscptqqloooooooooooomoooooooooooon

p1q

“ Bp1,0,1q
n pboscptq, b̄ptqqlooooooooooomooooooooooon

p2q

“ Bp1,0,1q
n pb̄ptq, b̄ptqqlooooooooomooooooooon

p3q

“ 0. (5.16)

De fato, lembrando da definição do conjunto pΛq3
p1,0,1q, temos n3 “ m3 ‰ 0 e k3 “ 0. Pela

Observação 5.1, também temos que

(i) Em (1), k3,m3 ‰ 0, o que implica em n3 ‰ 0, dado que n “ k ` m;

(ii) Em (2), k3 ‰ 0 e m3 “ 0, o que implica em n3 “ k3 ‰ 0, dado que n “ k ` m;

(iii) Em (3), k3 “ m3 “ 0, o que implica em n3 “ 0, dado que n “ k ` m;

Em todos os itens acima, piq, piiq e piiiq, as condições sobre os índices não são satisfeitas

quando comparadas às condições impostas aos índices do conjunto pΛq3
p1,0,1q, daí obtemos

(5.16). Logo, a equação (5.13) pode ser simplicada como

Bp1,0,1q
n pbptq, bptqq “ Bp1,0,1q

n pb̄ptq, boscptqq, (5.17)

dado que as condições dos índices são satisfeitas. De forma similar, vemos que a equação

(5.14) pode ser simplificada como

Bp1,1,0q
n pbptq, bptqq “ Bp1,1,0q

n pboscptq, b̄ptqq, (5.18)

e também que a equação (5.15) pode ser escrita como

Bp1,1,1q
n pbptq, bptqq “ Bp1,1,1q

n pboscptq, boscptqq. (5.19)

Assim, pelas equações (5.17), (5.18) e (5.19), podemos escrever (5.12) como segue

Btb
osc
n ptq “ ´|n|2bosc

n ´ Bp1,0,1q
n pb̄ptq, boscptqq ´ Bp1,1,0q

n pboscptq, b̄ptqq ´ Bp1,1,1q
n pboscptq, boscptqq.

Com isso, a equação limite (3.23) pode ser “dissociada” nas seguintes equações:

Btb̄
h
nptq “ ´|n|2b̄h

nptq ´
ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpb̄h
k ¨ mqb̄h

m,

Btb̄
3
nptq “ ´|n|2b̄3

nptq ´
ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpb̄h
k ¨ mqb̄3

m,

Btb
osc
n ptq “ ´|n|2bosc

n ´ Bp1,0,1q
n pb̄ptq, boscptqq ´ Bp1,1,0q

n pboscptq, b̄ptqq ´ Bp1,1,1q
n pboscptq, boscptqq.



Capítulo 5. Demonstração dos Principais Resultados 89

Além disso, o “pior” termo da equação (3.23) é o termo Bp1,1,1q
n , pois contém

todos os termos bδ
nkm para δ P t0, 1u3 e, além disso, torna a equação do Btb

osc
n ptq não-

linear. Nossa intenção é eliminá-lo. Para isso, precisamos de um conjunto de elementos γ’s

específico, a saber, como o definido em (3.10).

Observação 5.3. Esse tipo de “restrição”, ou “perturbação”, é extremamente técnico. No

entanto, não sabemos se essas restrições são ou não removíveis. Isso significa que o caso

geral quase periódico ainda está em aberto.

Assim, seja n, k,m P Λ e rn “ γn3, rk3 “ γk3, rm3 “ γm3, rn “ pn1, n2, rn3q,
rk “ pk1, k2,rk3q e rm “ pm1,m2, rm3q, ou seja, n, k,m P Λpγq. Defina

Pnkmpγq :“ |rn|8|rk|8|rm|8
ź

σPt0,1u3

ωσ

rnrk rm

e

Γ :“ tγ P Rzt0u : Pnkmpγq ‰ 0 para todo n, k,m P ΛzΛ̄u.

Observação 5.4. Para a existência de γ P Γ, basta apenas o Axioma da escolha. Em

outras palavras, “Cada conjunto inclui um conjunto enumerável”. Este parece ser um ponto

crucial para considerar o cenário quase periódico. Uma vez que extraímos γ de Γ, então

podemos ver que ωσ

rn,rk, rm ‰ 0 para qualquer n, k,m P Λpγqzt0u com n3, k3,m3 ‰ 0.

Como γ P Γ, então Pnkmpγq ‰ 0. Por outro lado, |rn|8|rk|8|rm|8 ‰ 0, consequente-

mente, ωσ

rnrk rm ‰ 0 para todo n, k,m P Λpγqzt0u com n3, k3,m3 ‰ 0. É fácil ver que Pnkmpγq
é um polinômio de grau finito, sendo mais específico, de grau 24, para fixados n, k,m P Λ

com n3, k3,m3 ‰ 0.

De fato, pelas definições das expressões dadas no Lema 4.1, temos que

ωσ
nkm :“ p´1qσ1

n3

|n| ` p´1qσ2
k3

|k| ` p´1qσ3
m3

|m| .

Agora, com a nova configuração, n, k,m P Λpγq, podemos escrever

ωσ

rnrk rm :“ p´1qσ1
γn3

|rn| ` p´1qσ2
γk3

|rk|
` p´1qσ3

γm3

|rm|

“
˜

p´1qσ1
n3

|rn| ` p´1qσ2
k3

|rk|
` p´1qσ3

m3

|rm|

¸
γ.

Defina

rωσ

rnrk rm :“ p´1qσ1
n3

|rn| ` p´1qσ2
k3

|rk|
` p´1qσ3

m3

|rm| .

Assim, ωσ

rnrk rm “ γrωσ

rnrk rm. Logo, temos que

ω
p0,0,0q

rnrk rm “ γrωp0,0,0q

rnrk rm , ω
p0,0,1q

rnrk rm “ γrωp0,0,1q

rnrk rm , ω
p0,1,0q

rnrk rm “ γrωp0,1,0q

rnrk rm , ω
p0,1,1q

rnrk rm “ γrωp0,1,1q

rnrk rm ,
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ω
p1,0,0q

rnrk rm “ γrωp1,0,0q

rnrk rm , ω
p1,0,1q

rnrk rm “ γrωp1,0,1q

rnrk rm , ω
p1,1,0q

rnrk rm “ γrωp1,1,0q

rnrk rm , ω
p1,1,1q

rnrk rm “ γrωp1,1,1q

rnrk rm .

Contudo, ź

σPt0,1u3

ωσ

rnrk rm “
ź

σPt0,1u3

γrωσ

rnrk rm “ γ8
ź

σPt0,1u3

rωσ

rnrk rm.

Ou seja,

Pnkmpγq :“ |rn|8|rk|8|rm|8γ8
ź

σPt0,1u3

rωσ

rnrk rm

“ |rn|8|rk|8|rm|8γ8
ź

σPt0,1u3

˜
p´1qσ1

n3

|rn| ` p´1qσ2
k3

|rk|
` p´1qσ3

m3

|rm|

¸

“ |rn|8|rk|8|rm|8γ8
ź

σPt0,1u3

˜
|rk||rm|p´1qσ1n3 ` |rn||rm|p´1qσ2k3 ` |rn||rk|p´1qσ3m3

|rn||rk||rm|

¸

“ |rn|8|rk|8|rm|8

|rn|8|rk|8|rm|8
γ8

ź

σPt0,1u3

´
|rk||rm|p´1qσ1n3 ` |rn||rm|p´1qσ2k3 ` |rn||rk|p´1qσ3m3

¯

“ γ8
ź

σPt0,1u3

´
|rk||rm|p´1qσ1n3 ` |rn||rm|p´1qσ2k3 ` |rn||rk|p´1qσ3m3

¯
.

Considerando α “ |rk||rm|n3, β “ |rn||rm|k3 e η “ |rn||rk|m3, temos

Pnkmpγq “ γ8
ź

σPt0,1u3

pp´1qσ1α ` p´1qσ2β ` p´1qσ3ηq .

Contudo,
ź

σPt0,1u3

pp´1qσ1α ` p´1qσ2β ` p´1qσ3ηq “ pα ` β ` ηqpα ` β ´ ηqpα ´ β ` ηqpα ´ β ´ ηq

p´α ` β ` ηqp´α ` β ´ ηqp´α ´ β ` ηqp´α ´ β ´ ηq
“ pα2 ` β2 ´ η2 ` 2αβqpα2 ` β2 ´ η2 ´ 2αβqpα2 ` β2 ´ η2 ´ 2αβqpα2 ` β2 ´ η2 ` 2αβq
“
“
pα2 ` β2 ´ η2 ` 2αβq

‰2 “pα2 ` β2 ´ η2 ´ 2αβq
‰2
.

Para simplificar os cálculos e a fim de reduzir a expressão acima, considere Σ “ α2 `β2 ´η2.

Logo,
ź

σPt0,1u3

pp´1qσ1α ` p´1qσ2β ` p´1qσ3ηq “ pΣ ` 2αβq2 pΣ ´ 2αβq2

“ rpΣ ` 2αβq pΣ ´ 2αβqs2

“
`
Σ2 ´ 4α2β2

˘2

“
”`
α2 ` β2 ´ η2

˘2 ´ 4α2β2
ı2

.

Consequentemente,

ź

σPt0,1u3

pp´1qσ1α ` p´1qσ2β ` p´1qσ3ηq “
”`
α2 ` β2 ´ η2

˘2 ´ 4α2β2
ı2

,
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onde α “ |rk||rm|n3, β “ |rn||rm|k3 e η “ |rn||rk|m3. Defina,

P nkmpγq :“
”`
α2 ` β2 ´ η2

˘2 ´ 4α2β2
ı2

.

Para facilitar a obtenção do grau do polinômio Pnkmpγq, considere agora rn1 “ pn1, n2q,
rk1 “ pk1, k2q e rm1 “ pm1,m2q. Assim,

|rn|2 “ |rn1|2 ` γ2n2
3, |rk|2 “ |rk1|2 ` γ2k2

3 e |rm|2 “ |rm1|2 ` γ2m2
3.

Segue daí que

α2 “ |rk|2|rm|2n2
3 “

´
|rk1|2 ` γ2k2

3

¯ `
|rm1|2 ` γ2m2

3

˘
n2

3.

De forma análoga,

β2 “ |rn|2|rm|2k2
3 “

`
|rn1|2 ` γ2n2

3

˘ `
|rm1|2 ` γ2m2

3

˘
k2

3,

e

η2 “ |rn|2|rk|2m2
3 “

`
|rn1|2 ` γ2n2

3

˘ ´
|rk1|2 ` γ2k2

3

¯
m2

3.

Vemos então que P nkmpγq “
”`
α2 ` β2 ´ η2

˘2 ´ 4α2β2
ı2

é um polinômio de grau 16 em

γ. Além disso,

Pnkmpγq “ γ8P nkmpγq, (5.20)

ou seja, Pnkmpγq é um polinômio em γ de grau 24, dado que os termos de maior ordem

nunca desaparecem, com queríamos. Ou seja, o conjunto complementar do conjunto Γ é

enumerável. Se γ P Γ, então podemos eliminar o pior termo não linear, pois nesse caso,

ωσ

rnrk rm ‰ 0 para todo n, k,m P Λpγq com n3, k3,m3 ‰ 0. Mais precisamente,

B
p1,1,1q
rn pc1, c2q “

ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

rn“rk`Ăm
ωσ

rnrkĂm
“0,n3,k3,m3‰0

αδ,σb
δ

rnrk rmpc1,k, c2,mq “ 0

para todo n P Λpγq. Com isso, Bp1,1,1q
rn pboscptq, boscptqq “ 0. Então, podemos dissociar a

equação limite (3.23) em três partes: a usual equação bi-dimensional de Navier-Stokes,

com dado inicial b̄hp0q P pℓ1pΛ̄qq2 e outras duas equações lineares com dados iniciais

b̄3p0q P ℓ1pΛ̄q e boscp0q :“ bp0q ´ b̄p0q P pℓ1pΛpγqzΛ̄qq3, respectivamente. Mais precisamente,

temos

Btb̄
h
nptq “ ´|n|2b̄h

nptq ´
ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpb̄h
k ¨ mqb̄h

m,

Btb̄
3
nptq “ ´|n|2b̄3

nptq ´
ÿ

n“k`m

n3“k3“m3“0

iPnpb̄h
k ¨ mqb̄3

m,

Btb
osc
n ptq “ ´|n|2bosc

n ´ Bp1,0,1q
n pb̄ptq, boscptqq ´ Bp1,1,0q

n pboscptq, b̄ptqq.

para n, k,m P Λpγq. Com isso, segue que a usual equação bi-dimensional de Navier-Stokes,

com dado inicial b̄hp0q P pℓ1pΛ̄qq2, admite solução via Proposição 3.1. Além disso, as outras
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duas equações lineares com dados iniciais b̄3p0q P ℓ1pΛ̄q e boscp0q P pℓ1pΛpγqzΛ̄qq3 admitem

soluções globais, basta proceder como no teorema de existência local (veja Teorema 2.1, p

53) e usar as estimativas globais no tempo do Lema 4.1. Com isso, obtemos a existência

global de solução para a equação limite (3.23). Isso conclui a demonstração do Lema 3.1.

5.2 Demonstração do Lema 3.2

Inicialmente, para simplificarmos a equação do resto rptq :“ trnptqunPΛ, consi-

dere

R0
nprptq, cptq, bptqq :“ B0

npcptq, rptqq ` B0
nprptq, bptqq.

Com isso, a equação (3.24) pode ser agora escrita como

Btrnptq ` |n|2rnptq ` R0
nprptq, cptq, bptqq ` B0`

n pΩt, cptq, cptqq “ 0. (5.21)

A fim de controlarmos rptq, o ponto chave é estimar R0
nprptq, cptq, bptqq e B0`

n pΩt, cptq, cptqq
na equação acima. Para isso, precisamos analisar a seguinte integral oscilatória da parte

não ressonante

rB0`
n pΩt, c1, c2q :“

ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

αδ,σ

iΩωσ
nkm

eiΩtωσ
nkmbδ

nkmpc1, c2q. (5.22)

Agora, note que

Bt

´
rB0`

n pΩt, c1, c2q
¯

“ B0`
n pΩt, c1, c2q ` rB0`

n pΩt, Btc1, c2q ` rB0`
n pΩt, c1, Btc2q, (5.23)

onde ci :“ ciptq, para i P t1, 2u. De fato, para deduzir (5.23), primeiramente note que

Bt

´
rB0`

n pΩt, c1ptq, c2ptqq
¯

“ Bt

¨
˚̋ ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

αδ,σ

iΩωσ
nkm

eiΩtωσ
nkmbδ

nkmpc1, c2q

˛
‹‚.
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Pela regra da cadeia e usando a linearidade da derivada temporal, temos

Bt

´
rB0`

n pΩt, c1ptq, c2ptqq
¯

“
ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

αδ,σ

iΩωσ
nkm

Bt

`
eiΩtωσ

nkmbδ
nkmpc1, c2q

˘

“
ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

αδ,σ

iΩωσ
nkm

`
Bt

`
eiΩtωσ

nkm

˘
bδ

nkmpc1, c2q ` eiΩtωσ
nkmBt

`
bδ

nkmpc1, c2q
˘˘

“
ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

αδ,σ

iΩωσ
nkm

`
iΩωσ

nkme
iΩtωσ

nkmbδ
nkmpc1, c2q ` eiΩtωσ

nkmBt

`
bδ

nkmpc1, c2q
˘˘

“
ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

αδ,σ

iΩωσ
nkm

iΩωσ
nkme

iΩtωσ
nkmbδ

nkmpc1, c2q

`
ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

αδ,σ

iΩωσ
nkm

eiΩtωσ
nkmBt

`
bδ

nkmpc1, c2q
˘

“
ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

αδ,σe
iΩtωσ

nkmbδ
nkmpc1, c2q

`
ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

αδ,σ

iΩωσ
nkm

eiΩtωσ
nkmBt

`
bδ

nkmpc1, c2q
˘
.

Agora, relembre a definição do conjunto Kσ :“ tpn, k,mq P pΛq3 : ωσ
nkm “ 0u. Como

pn, k,mq P pKσqc, segue, por definição, que ωσ
nkm ‰ 0. Assim, usando a definição do Lema

4.1, temos

Bt

´
rB0`

n pΩt, c1, c2q
¯

“ B0`
n pΩt, c1, c2q `

ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

αδ,σ

iΩωσ
nkm

eiΩtωσ
nkmBt

`
bδ

nkmpc1, c2q
˘
.

(5.24)

Agora, considere

Φpbδ
nkmq “

ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

αδ,σ

iΩωσ
nkm

eiΩtωσ
nkmBtb

δ
nkm. (5.25)

Assim, pelo fato do termo bδ
nkmp¨, ¨q ser bilinear, como vimos no Capítulo 4 (veja Seção

4.1, p. 73), sabemos que

Bt

`
bδ

nkmpc1, c2q
˘

“ bδ
nkmpBtc1, c2q ` bδ

nkmpc1, Btc2q.

Com isso,

Φpbδ
nkmq “

ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

αδ,σ

iΩωσ
nkm

eiΩtωσ
nkm

`
bδ

nkmpBtc1, c2q ` bδ
nkmpc1, Btc2q

˘

“
ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

αδ,σ

iΩωσ
nkm

eiΩtωσ
nkmbδ

nkmpBtc1, c2q

`
ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPpKσqc

αδ,σ

iΩωσ
nkm

eiΩtωσ
nkmbδ

nkmpc1, Btc2q.
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Vemos então que

Φpbδ
nkmq “ rB0`

n pΩt, Btc1ptq, c2ptqq ` rB0`
n pΩt, c1ptq, Btc2ptqq. (5.26)

Logo, substituido a equação (5.26) em (5.24) obtemos (5.23).

Usando rB0`
n , em vez de B0`

n , na equação do termo restante, é possível controlar

rptq, desde que o parâmetro de Coriolis Ω esteja no denominador. No entanto, ωσ
nkm também

está no denominador e há a possibilidade de que uma subsequência de t|ωσ
nkm|u convirja

para 0. Isso significa que não podemos controlar }te´t|n|2 rB0`
n pΩt, c1, c2qunPΛ} diretamente.

Para superar essa dificuldade, dividimos a equação (5.21) em duas partes:

“muitos termos finitos” e “termos restantes pequenos” (em ℓ1pΛq), para mais detalhes sobre

essa técnica, veja Ibrahim e Yoneda [32]. Com isso, estamos dividindo bptq “ tbnptqunPΛ,

cptq “ tcnptqunPΛ e rptq “ trnptqunPΛ da mesma forma. Para trnptqunPΛ e η “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , nós

escolhemos tsju8
j“1 Ă N ps1 ă s2 ă ¨ ¨ ¨ q, nessa ordem, satisfazendo

} pI ´ Pηq r} Ñ 0, (5.27)

quando η Ñ 8, onde

Pηr :“
 
rn1
, rn2

, ¨ ¨ ¨ , rnsη
: n1, ¨ ¨ ¨ , nsη

P Λ : nk ‰ nl se k ‰ l, |nj| ď η @ j “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , sη

(
.

A escolha de n1, ¨ ¨ ¨ , nsη
não é determinada unicamente, contudo isso não é importante

em nossos argumentos. Então, sendo um pouco mais explícito, os “muitos termos finitos”

são rn1
, ¨ ¨ ¨ , rnsη

e os “termos restantes pequenos” são tpI ´ Pηq rnunPΛ. Por (5.27), basta

tomar η Ñ 8 para controlarmos tpI ´ Pηq rnunPΛ. Posto isso, agora nos resta estimar os

“muitos termos finitos” tPηrnptqunPΛ.

Agora, pela desigualdade (4.9) do Lema 4.1 ou, como visto da demosntração

do mesmo, pág. 82, temos que

} rB0`
n pΩt, c1, c2q} ď

ÿ

n“k`m

››››
1

iΩtωσ
nkmu

›››› }n}}c1,k}}c2,m}

“ 1
Ω

ÿ

n“k`m

››››
1

tωσ
nkmu

›››› }n}}c1,k}}c2,m}

ď 1
Ω

ÿ

n“k`m

1
inft}ωσ

nkm}u}n}}c1,k}}c2,m},

para cada n P Λ. Com isso, a estimativa dos “muitos termos finitos” de t rB0`
n pΩt, c1, c2qunPΛ

é dada por

}Pηt rB0`
n pΩt,Pηc1,Pηc2qunPΛ} ď 1

Ωβpηq
`
}n1}}c1,k1

}}c2,m1
} ` ¨ ¨ ¨ ` }nsη

}}c1,ksη
}}c2,msη

}
˘
,

para 0 ă t ă TL, aqui TL é o tempo de existência local, conforme Teorema 3.1 (veja p.

64), onde

βpηq :“ inft|ωσ
nkm| : k “ k1, ¨ ¨ ¨ , ksη

; n “ n1, ¨ ¨ ¨ , nsη
; m “ n ´ ku (5.28)
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é o ínfimo de t|ωσ
nkm|u sobre todas as combinações de σ P t0, 1u3. Além disso, por definição

do conjunto Pη, |nj| ď η para todo j “ 1, ¨ ¨ ¨ , sη. Logo, podemos estimar

}Pηt rB0`
n pΩt,Pηc1,Pηc2qunPΛ} ď 1

Ωβpηq
`
η}c1,k1

}}c2,m1
} ` ¨ ¨ ¨ ` η}c1,ksη

}}c2,msη
}
˘

“ 1
Ωβpηqη

`
}c1,k1

}}c2,m1
} ` ¨ ¨ ¨ ` }c1,ksη

}}c2,msη
}
˘

loooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooon
“}Pηc1}}Pηc2}

“ 1
Ωβpηqη}Pηc1}}Pηc2}

ď 1
Ωβpηqp1 ` η2q1{2}Pηc1}}Pηc2}. (5.29)

De forma análoga, pela desigualdade (4.9) (veja p. 72), para cada n P Λ, temos que

}R0
nprptq, cptq, bptqq} ď }B0

npcptq, rptqq} ` }B0
nprptq, bptqq}

“
ÿ

n“k`m

}n}}ck}}rm} `
ÿ

n“k`m

}n}}rk}}bm}

“
ÿ

n“k`m

}n} p}ck}}rm} ` }rk}}bm}q .

Da mesma forma como anteriormente, segue que

}PηtR0
npPηrptq, cptq, bptqqunPΛ} ď }n1} p}ck1

}}rm1
} ` }rk1

}}bm1
}q ` ¨ ¨ ¨

` }nsη
}
`
}cksη

}}rmsη
} ` }rksη

}}bmsη
}
˘

ď η p}ck1
}}rm1

} ` }rk1
}}bm1

}q ` ¨ ¨ ¨
` η}

`
}cksη

}}rmsη
} ` }rksη

}}bmsη
}
˘

“ η
`
}ck1

}}rm1
} ` ¨ ¨ ¨ ` }cksη

}}rmsη
}

` }rk1
}}bm1

} ` ¨ ¨ ¨ ` }rksη
}}bmsη

}
˘

ď η p}Pηc}}Pηr} ` }Pηr}}Pηb}q
ď p1 ` η2q1{2}Pηr} p}Pηc} ` }Pηb}q . (5.30)

Além do mais, se y P ℓ1pΛq então, desde que Pηy tem um número finito de

termos, vemos que

}|n|2Pηy} ď p1 ` η2q}Pηy}. (5.31)

Note que βpηq é sempre finito, uma vez que só tem combinações finitas para a

escolha de n, k e m. Também temos o mesmo tipo de estimativa para }PηBtcn} usando

(3.22) (veja p. 68). De fato, usando rB0`
n no lugar de B0`

n , por (3.22), temos

}Btcnptq} ď }|n|2cnptq} ` }B0
npcptq, cptqq} ` } rB0`

n pΩt, cptq, cptqq}.

Com isso, omitindo a variável temporal, obtemos que

}PηtBtcnunPΛ} ď }Pηt|n|2cnunPΛ} ` }PηtB0
npPηc,PηcqunPΛ} ` }Pηt rB0`

n pΩt,Pηc,PηcqunPΛ}.
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Daí, segue das desigualdades (5.29), (5.30) e (5.31) que

}PηtBtcnunPΛ} ď p1 ` η2q}Pηc} ` p1 ` η2q1{2}Pηc}2 ` 1
Ωβpηqp1 ` η2q1{2}Pηc}2

“ p1 ` η2q}Pηc}
ˆ

1 ` p1 ` η2q´1{2}Pηc} ` 1
Ωβpηqp1 ` η2q´1{2}Pηc}

˙

“ p1 ` η2q}Pηc}
ˆ

1 ` 1
p1 ` η2q1{2

}Pηc} ` 1
Ωβpηqp1 ` η2q1{2

}Pηc}
˙
.

Assim, obtemos

}PηtBtcnunPΛ} ď p1 ` η2q}Pηc}
ˆ

1 ` 1
p1 ` η2q1{2

}Pηc} ` 1
Ωβpηqp1 ` η2q1{2

}Pηc}
˙
. (5.32)

Por outro lado, a fim de conseguirmos uma estimativa para rptq, é suficiente

controlarmos o termo tB0`
n pΩt, cptq, cptqqunPΛ. Para isso, basta considerarmos

ynptq :“ rnptq ` rB0`
n pΩt, cptq, cptqq.

Não é difícil controlar ynptq, desde que t rB0`
n pΩt, cptq, cptqqun e tcnptqun possuem apenas

uma quantidade finita de termos. Com isso, tem-se que rB0` :“ t rB0`
n un tende a zero, na

norma ℓ1, quando Ω Ñ 8.

De fato, um cálculo direto nos mostra que as funções tynptqun satisfazem a

seguinte equação:

Btynptq ` |n|2ynptq ` R0
npyptq, cptq, bptqq “

3ÿ

j“1

Ej
n, (5.33)

onde

E1
n :“ |n|2 rB0`

n pΩt, cptq, cptqq;
E2

n :“ R0
np rB0`pΩt, cptq, cptqq, cptq, bptqq; (5.34)

E3
n :“ rB0`

n pΩt, Btcptq, cptqq ` rB0`
n pΩt, cptq, Btcptqq.

De fato, por (5.21) vemos que

Bt

´
ynptq ´ rB0`

n pΩt, cptq, cptqq
¯

“ ´|n|2
´
ynptq ´ rB0`

n pΩt, cptq, cptqq
¯

´ B0`
n pΩt, cptq, cptqq

´ R0
n

´´
yptq ´ rB0`pΩt, cptq, cptqq

¯
, cptq, bptq

¯
.
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Logo, por (5.23) temos que

Btynptq “ ´|n|2yn ` |n|2 rB0`
n pΩt, cptq, cptqq ´ B0`

n pΩt, cptq, cptqq ´ R0
npyptq, cptq, bptqq

` R0
np rB0`pΩt, cptq, cptqq, cptq, bptqq ` Bt

´
rB0`

n pΩt, cptq, cptqq
¯

“ ´|n|2yn ` |n|2 rB0`
n pΩt, cptq, cptqq ´ B0`

n pΩt, cptq, cptqq ´ R0
npyptq, cptq, bptqq

` R0
np rB0`pΩt, cptq, cptqq, cptq, bptqq ` B0`

n pΩt, cptq, cptqq ` rB0`
n pΩt, Btcptq, cptqq

` rB0`
n pΩt, cptq, Btcptqq

“ ´|n|2yn ` |n|2 rB0`
n pΩt, cptq, cptqq ´ R0

npyptq, cptq, bptqq ` rB0`
n pΩt, Btcptq, cptqq

` R0
np rB0`pΩt, cptq, cptqq, cptq, bptqq ` rB0`

n pΩt, cptq, Btcptqq.

De onde segue (5.33).

Note que podemos olhar (5.33) como uma equação linear do tipo calor com

“força externa”
3ÿ

j“1

Ej
n. Assim, o ponto é controlar essa “força externa”. Considerando que

ynptq é uma solução de (5.33), então podemos trabalhar com a seguinte equação integral

ynptq “ e´t|n|2ynp0q `
ż t

0

e´pt´sq|n|2

˜
3ÿ

j“1

Ej
npsq ´ R0

npypsq, cpsq, bpsqq
¸
ds, (5.35)

onde Ej
n é como em (5.34).

Agora, observe que
›››››

3ÿ

j“1

Ej
n

››››› ď
3ÿ

j“1

}Ej
n} “ }|n|2 rB0`

n pΩt, cptq, cptqq} ` }R0
np rB0`pΩt, cptq, cptqq, cptq, bptqq}

` } rB0`
n pΩt, Btcptq, cptqq} ` } rB0`

n pΩt, cptq, Btcptqq}.

Considere Σn :“
3ÿ

j“1

Ej
n. Então,

}PηtΣnunPΛ} ď }Pηt|n|2 rB0`
n pΩt,Pηc,Pηcqun} ` }Pηt rB0`

n pΩt,Pηc,PηBtcqun}
` }Pηt rB0`

n pΩt,PηBtc,Pηcqun} ` }PηtR0
npPη

rB0`pΩt,Pηc,Pηcq,Pηc,Pηbqun}.

Pelas desigualdades (5.29), (5.30) e (5.31), obtemos

}PηtΣnunPΛ} ď p1 ` η2q1{2}Pηt rB0`
n pΩt,Pηc,PηcqunPΛ} ` 2

Ωβpηqp1 ` η2q1{2}Pηc}}PηBtc}

` p1 ` η2q1{2}Pηt rB0`
n pΩt,Pηc,PηcqunPΛ} p}Pηc} ` }Pηb}q

ď p1 ` η2q1{2 1
Ωβpηqp1 ` η2q1{2}Pηc}2 ` 2

Ωβpηqp1 ` η2q1{2}Pηc}}PηBtc}

` p1 ` η2q1{2 1
Ωβpηqp1 ` η2q1{2}Pηc}2 p}Pηc} ` }Pηb}q .
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Além disso, segue de (5.32) que

}PηtΣnunPΛ} ď 1
Ωβpηqp1 ` η2q}Pηc}2 ` p1 ` η2q 1

Ωβpηq}Pηc}2 p}Pηc} ` }Pηb}q

` 2
Ωβpηqp1 ` η2q3{2}Pηc}2

ˆ
1 ` 1

p1 ` η2q1{2
}Pηc} ` 1

Ωβpηqp1 ` η2q1{2
}Pηc}

˙
.

Ou seja, para todo ε̄ ą 0, existe η0 e Ω0, dependendo de η0, tal que se Ω ą Ω0 e η ą η0,

tem-se que

}tΣnunPΛ} ă ε̄.

Posto isso, vejamos agora uma estimativa da equação integral (5.35). Assim,

lembrando que yptq :“ tynptqunPΛ, temos que

}Pηyptq} ď }e´t|n|2Pηyp0q} `
ż t

0

›››e´pt´sq|n|2
›››
˜

3ÿ

j“1

}PηtEj
nunPΛ} ` }PηtR0

npy, c, bqunPΛ}
¸
ds

ď }e´t|n|2Pηyp0q} `
ż t

0

›››e´pt´sq|n|2
›››
`
}PηtR0

npy, c, bqunPΛ} ` ε̄
˘
ds

ď }e´t|n|2Pηyp0q} `
ż t

0

ˆ
sup
nPΛ

›››e´pt´sq|n|2n
››› }Pηy} p}Pηc} ` }Pηb}q ` ε̄

˙
ds

ď }e´t|n|2Pηyp0q} `
ż t

0

ˆ
C

pt ´ sq1{2
}Pηy} p}Pηc} ` }Pηb}q ` ε̄

˙
ds

“ }e´t|n|2Pηyp0q} `
ż t

0

C

pt ´ sq1{2
}Pηy} p}Pηc} ` }Pηb}q ds `

ż t

0

ε̄ ds.

Contudo, como rptq :“ cptq ´ bptq e cnp0q “ bnp0q, obtemos que

}e´t|n|2Pηyp0q} ď }e´t|n|2Pηrp0q} ` }e´t|n|2Pηt rB0`
n pΩ ¨ 0, cp0q, cp0qqunPΛ}

ď }Pηt rB0`
n p0, cp0q, cp0qqunPΛ}.

Por outro lado, tendo em vista (5.29) (veja p. 95), chegamos a estimativa

}Pηt rB0`
n p0, cp0q, cp0qqunPΛ} ď 1

Ωβpηqp1 ` η2q1{2}cp0q}2. (5.36)

Assim, por (5.36), temos

}Pηyptq} ď 1
Ωβpηqp1 ` η2q1{2}cp0q}2 ` tε̄ `

ż t

0

C

pt ´ sq1{2
}Pηy} p}Pηc} ` }Pηb}q ds

ď 1
Ωβpηqp1 ` η2q1{2}cp0q}2 ` ε̄TL `

ż t

0

C

pt ´ sq1{2
}Pηy} p}Pηc} ` }Pηb}q ds,

para todo 0 ă t ă TL; lembre-se que TL é o tempo de existência local, conforme Teorema

3.1 (veja p. 64). Como
1

Ωβpηqp1 ` η2q1{2}cp0q}2 ` ε̄TL
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é independente de t, considere esse termo constante. Logo, pela desigualdade de Gronwall

[18, —], obtemos a estimativa

}Pηyptq} ď
ˆ

1
Ωβpηqp1 ` η2q1{2}cp0q}2 ` ε̄TL

˙
e

ż t

0

C

pt ´ sq1{2
p}Pηc} ` }Pηb}q ds

. (5.37)

Tendo em vista a desigualdade (5.37), concluimos que para todo ε ą 0, existe

η0, independente de Ω0, e Ω0, dependendo de η0, tal que se η ą η0 e Ω ą Ω0, então

}Pηy} ă ε para 0 ă t ă TL, onde TL é como anteriormente e, além disso, depende apenas

da norma em ℓ1 do dado inicial, independente de η0 e Ω0. Como colocado anteriormente,

a parte pI ´ Pηqy é facilmente controlada quando tomamos η suficientemente grande,

independente de Ω0, Com isso, conseguimos controlar rptq tomando η e Ω sufucientemente

grandes. Isso conclui a prova do Lema 3.2.

5.3 Demonstração do resultado principal (Teorema 3.2)

Usamos um argumento de bootstrapping. A técnica é inspirada no trabalho de

Babin, Mahalov e Nicolaenko [9].

Tome T ą 0 arbitrário. Este tempo T será um tempo grande de existência,

para Ω suficientemente grande. Além disso, considere

M :“ Mp}cp0q}, T q tal que sup
0ătăT

}bptq} “ M{2.

Aqui, M depende apenas de T ą 0 e da norma do dado inicial }cp0q}, como colocado na

Proposição 3.1. Dado que }cp0q} “ }bp0q}, então

}cp0q} ď sup
0ătăT

}bptq} ă M. (5.38)

Com isso, pelo resultado de existência local, Teorema 3.1 (veja p. 64), existe TL ą 0, onde

TL ě C

}cp0q}2
tal que sup

0ătăTL

}cptq} ď 10}cp0q},

onde TL é o tempo de existência local do teorema. Com isso, por (5.38) tem-se

sup
0ătăTL

}cptq} ď 10M.

Podemos melhorar esse tempo tomando Ω grande, via o Lema 3.2. Vamos agora

estimar }cpTLq}. Pelo Lema 3.2, existe Ω
1

0 ą 0, tal que

}rptq} “ }cptq ´ bptq} ă M{2 para 0 ă t ă TL e | Ω |ą Ω
1

0,

bastando tomar ε ă M{2, pois o lema é válido para todo ε ą 0.
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Além disso, }cptq} ď }rptq} ` }bptq}. Vejamos essa desigualdade em t “ TL.

Observe que

}cpTLq} ď }rpTLq} ` }bpTLq}
ď M{2 ` M{2

“ M.

Com isso, podemos estender o tempo de existência de cptq como segue:

}cptq} ď 10M para 0 ă t ă 2TL.

Repetindo esse argumento, podemos ver que sup
0ătăT

}cptq} ď 10M para |Ω| suficientemente

grande. Esta é a estimativa desejada. Com ela, as estimativas do Lema 4.1 e um argumento

similar à aquele usado na demonstração do Teorema 2.1 verifica-se facilmente a existência

de solução para o sitema (3.22).

Posto isso, pelos Lemas 3.1 e 3.2 e admitindo a existência de solução para o

sistema (3.22), como mostrado acima, segue, trivialmente, a existência de solução para o

sistema (3.9) e, consequentemente, para (1.20). Portanto, (1) admite solução global no

tempo.
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6 Conclusão

Este trabalho permitiu ao autor um forte contato e aprendizado com ferramentas

da análise harmônica e funcional no estudo das equações de Navier-Stokes-Coriolis. Tais

equações são utilizadas em vários modelos matemáticos ligados a diversos fenômenos físicos.

Além disso, este trabalho permitiu o contato com novos espaços de funções como, podemos

destacar, os espaços das funções quase periódicas e o espaço que é a pré-imagem de Fourier

das medidas de Radon complexas. Estes são exemplos de espaços que normalmente não

são abordados nos cursos básicos de pós-graduação em matemática.

Por outro lado, os métodos e argumentos aqui utilizados para obter as estima-

tivas das partes linear e não linear, obtidas nos Capítulos 4 e 5, servem de motivação para

estudarmos resultados de existência de soluções das equações de Navier-Stokes-Coriolis

em outros espaços de funções, com adequadas adaptações. Para isso, se faz necessário

investigar propriedades dos espaços de funções e, posteriomente, ver sua compatibilidade

com as equações de Navier-Stokes-Coriolis. Isto motiva futuros estudos nesta linha de

investigação de dinâmica dos fluidos.
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APÊNDICE A – Espaços de Banach

Aqui damos algumas definições sobre espaços de Banach e, pricipalmente,

mostramos que o espaço
`
XΛ, } ¨ }

˘
, conforme Definição 3.2, é um espaço de Banach.

Sabemos que um espaço normado é um espaço vetorial sobre um corpo K

mudido de uma norma. Além disso, lembremos que uma sequência pxnqnPN, em um espaço

métrico é dita de Cauchy se, para todo ε ą 0, existir um n0 P N tal que dpxn, xmq ă ε

sempre que n,m ą n0. Daí, não é difícil concluir que toda sequência convergente é de

Cauchy. Porém, em geral, uma sequência de Cauchy não é convergente. Um espaço métrico

é dito completo se toda sequência de Cauchy converge nele.

No contexto de espaços normados, isto motiva a definição.

Definição A.1. Seja X um espaço vetorial normado. X é chamado espaço de Banach se

toda sequência de Cauchy converge nele.

Observação A.1. Assim, um espaço normado é um espaço de Banach se é um espaço

métrico completo em relação à métrica induzida por sua norma.

Lembre-se que

XΛ
`
R

3
˘

:“
#
u “

ÿ

nPΛ

cne
in¨x P BUC

`
R

3
˘

: c´n “ c˚
n para n P Λ e }u}XΛ :“

ÿ

nPΛ

|cn| ă 8
+
,

onde c˚
n é o conjugado do coeficiente cn e c :“ tcnunPΛ. Além disso, aqui } ¨ }XΛ :“ } ¨ }ℓ1 .

Proposição A.1. O espaço
`
XΛ, } ¨ }XΛ

˘
é um esapço de Banach.

Demonstração. Primeiro, vejamos que XΛ é um espaço vetorial e que } ¨ }XΛ define, de

fato, uma norma. Seja λ P R e u P XΛ, então

}λu}XΛ “
ÿ

nPΛ

|λcn| “ |λ|
ÿ

nPΛ

|cn| “ |λ|}u}XΛ .

O que mostra que a operação de multiplicação por escalar está bem definida em XΛ e

que }λu}XΛ “ |λ|}u}XΛ . É trivial que a sequência nula pertença a XΛ e que se }u} “ 0,

então u ” 0. Além disso, não é difícil ver que a soma em XΛ é bem definida e que vale a

desigualdade triangular. De fato, sejam u, v P XΛ, então para todo n P Λ,

}u ` v}XΛ “
ÿ

nPΛ

|cn ` bn| ď
ÿ

nPΛ

|cn| ` |bn| “
ÿ

nPΛ

|cn| `
ÿ

nPΛ

|bn| ă 8,
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onde u “
ÿ

nPΛ

cne
in¨x e v “

ÿ

nPΛ

bne
in¨x. Com isso, concluimos que u ` v P XΛ e que

}u ` v}XΛ ď }u}XΛ ` }v}XΛ . Logo, XΛ é um espaço vetorial e a aplicação

α ÞÑ }α}XΛ :“ }α}ℓ1

define uma norma sobre ele. Ou seja, XΛ é uma espaço vetorial normado.

Considere agora a aplicação T definida como

T : XΛ ÝÑ ℓ1pΛq
u “

ÿ

nPΛ

cne
in¨x ÞÝÑ pcnqnPΛ

.

Vejamos que T é um isomorfismo isométrico. De fato, dado u P XΛ veja que

}Tpuq}ℓ1 “ }pcnqn}ℓ1 “
ÿ

nPΛ

|cn| “ }u}XΛ .

Logo, }Tpuq}ℓ1 “ }u}XΛ , de onde concluimos que T define uma isometria. A sobrejetividade

de T é trivial, segue por definição da aplicação. Portanto, T é um isomorfismo isométrico.

Posto isso, como ℓ1 é um espaço de Banach, segue que XΛ também o é, equipado com a

norma } ¨ }XΛ “ } ¨ }ℓ1 , como queríamos.
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APÊNDICE B – Igualdade (4.19) da

demonstração do Lema 4.1

Afirmamos que
ÿ

n“k`m

ÿ

δPt0,1u3

p´1qδ2`δ3θδ1

n θ
δ2

k θ
δ3

mb
δ
nkmpck, cmq “

ÿ

n“k`m

ÿ

δ,σPt0,1u3

αδ,σe
iΩtωσ

nkmbδ
nkmpck, cmq,

(B.1)

onde

bδ
nkmpck, cmq :“ Rδ1

n iPn

`
Rδ2

k ckptq ¨ m
˘

Rδ3

mcmptq,

αδ,σ “ p´1qδ2`δ3

ˆ
1
8

˙ 3ź

j“1

p´1qδjσj p´iqδj ,

e

ωσ
nkm “ p´1qσ1

n3

|n| ` p´1qσ2
k3

|k| ` p´1qσ3
m3

|m| para σ P t0, 1u3.

Para verificarmos (B.1), primeiro note que
ÿ

n“k`m

ÿ

δ,σPt0,1u3

αδ,σe
iΩtωσ

nkmbδ
nkmpck, cmq “

ÿ

n“k`m

ÿ

δPt0,1u3

ÿ

σPt0,1u3

αδ,σe
iΩtωσ

nkmbδ
nkmpck, cmq.

Assim, observe que para cada δ P t0, 1u3, temos
ÿ

σPt0,1u3

αδ,σe
iΩtωσ

nkm “αδ,p0,0,0qe
iΩtω

p0,0,0q
nkm ` αδ,p0,0,1qe

iΩtω
p0,0,1q
nkm ` αδ,p0,1,0qe

iΩtω
p0,1,0q
nkm

` αδ,p0,1,1qe
iΩtω

p0,1,1q
nkm ` αδ,p1,0,0qe

iΩtω
p1,0,0q
nkm ` αδ,p1,0,1qe

iΩtω
p1,0,1q
nkm

` αδ,p1,1,0qe
iΩtω

p1,1,0q
nkm ` αδ,p1,1,1qe

iΩtω
p1,1,1q
nkm .

Agora, seja

α “ Ωtn3

|n| , β “ Ωtk3

|k| e η “ Ωtm3

|m| . (B.2)

Logo,

eiΩtω
p0,0,0q
nkm “ e

iΩtpp´1q0 n3

|n|
`p´1q0 k3

|k|
`p´1q0 m3

|m| q “ e
iΩtp n3

|n|
`

k3

|k|
`

m3

|m| q

“ e
iΩt

n3

|n| e
iΩt

k3

|k| e
iΩt

m3

|m| “ eiαeiβeiη

“ pcospαq ` isenpαqq pcospβq ` isenpβqq pcospηq ` isenpηqq
“ rcospαq cospβq ` i pcospαqsenpβq ` senpαq cospβqq ´ senpαqsenpβqs

pcospηq ` isenpηqq
“ cospαq cospβq cospηq ´ cospαqsenpβqsenpηq ´ senpαq cospβqsenpηq

´ senpαqsenpβq cospηq ` i rcospαq cospβqsenpηq ` cospαqsenpβq cospηq
` senpαq cospβq cospηq ´ senpαqsenpβqsenpηqs .
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De forma análoga, temos os seguintes sete blocos de igualdades:

eiΩtω
p0,0,1q
nkm “ e

iΩtpp´1q0 n3

|n|
`p´1q0 k3

|k|
`p´1q1 m3

|m| q “ e
iΩtp n3

|n|
`

k3

|k|
´

m3

|m| q

“ e
iΩt

n3

|n| e
iΩt

k3

|k| e
´iΩt

m3

|m| “ eiαeiβe´iη

“ pcospαq ` isenpαqq pcospβq ` isenpβqq pcospηq ´ isenpηqq
“ rcospαq cospβq ` i pcospαqsenpβq ` senpαq cospβqq ´ senpαqsenpβqs

pcospηq ´ isenpηqq
“ cospαq cospβq cospηq ` cospαqsenpβqsenpηq ` senpαq cospβqsenpηq

´ senpαqsenpβq cospηq ` i r´ cospαq cospβqsenpηq ` cospαqsenpβq cospηq
`senpαq cospβq cospηq ` senpαqsenpβqsenpηqs ,

eiΩtω
p0,1,0q
nkm “ e

iΩtpp´1q0 n3

|n|
`p´1q1 k3

|k|
`p´1q0 m3

|m| q “ e
iΩtp n3

|n|
´

k3

|k|
`

m3

|m| q

“ e
iΩt

n3

|n| e
´iΩt

k3

|k| e
iΩt

m3

|m| “ eiαe´iβeiη

“ pcospαq ` isenpαqq pcospβq ´ isenpβqq pcospηq ` isenpηqq
“ rcospαq cospβq ` i p´ cospαqsenpβq ` senpαq cospβqq ` senpαqsenpβqs

pcospηq ` isenpηqq
“ cospαq cospβq cospηq ` cospαqsenpβqsenpηq ´ senpαq cospβqsenpηq

` senpαqsenpβq cospηq ` i rcospαq cospβqsenpηq ´ cospαqsenpβq cospηq
`senpαq cospβq cospηq ` senpαqsenpβqsenpηqs ,

eiΩtω
p0,1,1q
nkm “ e

iΩtpp´1q0 n3

|n|
`p´1q1 k3

|k|
`p´1q1 m3

|m| q “ e
iΩtp n3

|n|
´

k3

|k|
´

m3

|m| q

“ e
iΩt

n3

|n| e
´iΩt

k3

|k| e
´iΩt

m3

|m| “ eiαe´iβe´iη

“ pcospαq ` isenpαqq pcospβq ´ isenpβqq pcospηq ´ isenpηqq
“ rcospαq cospβq ` i p´ cospαqsenpβq ` senpαq cospβqq ` senpαqsenpβqs

pcospηq ´ isenpηqq
“ cospαq cospβq cospηq ´ cospαqsenpβqsenpηq ` senpαq cospβqsenpηq

` senpαqsenpβq cospηq ` i r´ cospαq cospβqsenpηq ´ cospαqsenpβq cospηq
`senpαq cospβq cospηq ´ senpαqsenpβqsenpηqs ,
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eiΩtω
p1,0,0q
nkm “ e

iΩtpp´1q1 n3

|n|
`p´1q0 k3

|k|
`p´1q0 m3

|m| q “ e
iΩtp´

n3

|n|
`

k3

|k|
`

m3

|m| q

“ e
´iΩt

n3

|n| e
iΩt

k3

|k| e
iΩt

m3

|m| “ e´iαeiβeiη

“ pcospαq ´ isenpαqq pcospβq ` isenpβqq pcospηq ` isenpηqq
“ rcospαq cospβq ` i pcospαqsenpβq ´ senpαq cospβqq ` senpαqsenpβqs

pcospηq ` isenpηqq
“ cospαq cospβq cospηq ´ cospαqsenpβqsenpηq ` senpαq cospβqsenpηq

` senpαqsenpβq cospηq ` i rcospαq cospβqsenpηq ` cospαqsenpβq cospηq
´senpαq cospβq cospηq ` senpαqsenpβqsenpηqs ,

eiΩtω
p1,0,1q
nkm “ e

iΩtpp´1q1 n3

|n|
`p´1q0 k3

|k|
`p´1q1 m3

|m| q “ e
iΩtp´

n3

|n|
`

k3

|k|
´

m3

|m| q

“ e
´iΩt

n3

|n| e
iΩt

k3

|k| e
´iΩt

m3

|m| “ e´iαeiβe´iη

“ pcospαq ´ isenpαqq pcospβq ` isenpβqq pcospηq ´ isenpηqq
“ rcospαq cospβq ` i pcospαqsenpβq ´ senpαq cospβqq ` senpαqsenpβqs

pcospηq ´ isenpηqq
“ cospαq cospβq cospηq ` cospαqsenpβqsenpηq ´ senpαq cospβqsenpηq

` senpαqsenpβq cospηq ` i r´ cospαq cospβqsenpηq ` cospαqsenpβq cospηq
´senpαq cospβq cospηq ´ senpαqsenpβqsenpηqs ,

eiΩtω
p1,1,0q
nkm “ e

iΩtpp´1q1 n3

|n|
`p´1q1 k3

|k|
`p´1q0 m3

|m| q “ e
iΩtp´

n3

|n|
´

k3

|k|
`

m3

|m| q

“ e
´iΩt

n3

|n| e
´iΩt

k3

|k| e
iΩt

m3

|m| “ e´iαe´iβeiη

“ pcospαq ´ isenpαqq pcospβq ´ isenpβqq pcospηq ` isenpηqq
“ rcospαq cospβq ´ i pcospαqsenpβq ` senpαq cospβqq ´ senpαqsenpβqs

pcospηq ` isenpηqq
“ cospαq cospβq cospηq ` cospαqsenpβqsenpηq ` senpαq cospβqsenpηq

´ senpαqsenpβq cospηq ` i rcospαq cospβqsenpηq ´ cospαqsenpβq cospηq
´senpαq cospβq cospηq ´ senpαqsenpβqsenpηqs
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e

eiΩtω
p1,1,1q
nkm “ e

iΩtpp´1q1 n3

|n|
`p´1q1 k3

|k|
`p´1q1 m3

|m| q “ e
iΩtp´

n3

|n|
´

k3

|k|
´

m3

|m| q

“ e
´iΩt

n3

|n| e
´iΩt

k3

|k| e
´iΩt

m3

|m| “ e´iαe´iβe´iη

“ pcospαq ´ isenpαqq pcospβq ´ isenpβqq pcospηq ´ isenpηqq
“ rcospαq cospβq ´ i pcospαqsenpβq ` senpαq cospβqq ´ senpαqsenpβqs

pcospηq ´ isenpηqq
“ cospαq cospβq cospηq ´ cospαqsenpβqsenpηq ´ senpαq cospβqsenpηq

´ senpαqsenpβq cospηq ` i r´ cospαq cospβqsenpηq ´ cospαqsenpβq cospηq
´senpαq cospβq cospηq ` senpαqsenpβqsenpηqs .

Por outro lado, para δ “ p0, 0, 0q, temos αp0,0,0q,σ “ 1{8, @ σ P t0, 1u3. Além

disso, para δ “ p0, 0, 1q, temos

αp0,0,1q,p0,0,0q “ i{8, αp0,0,1q,p0,0,1q “ ´i{8, αp0,0,1q,p0,1,0q “ i{8, αp0,0,1q,p0,1,1q “ ´i{8,

αp0,0,1q,p1,0,0q “ i{8, αp0,0,1q,p1,0,1q “ ´i{8, αp0,0,1q,p1,1,0q “ i{8, αp0,0,1q,p1,1,1q “ ´i{8.

Analogamente, para δ “ p0, 1, 0q,

αp0,1,0q,p0,0,0q “ i{8, αp0,1,0q,p0,0,1q “ i{8, αp0,1,0q,p0,1,0q “ ´i{8, αp0,1,0q,p0,1,1q “ ´i{8,

αp0,1,0q,p1,0,0q “ i{8, αp0,1,0q,p1,0,1q “ i{8, αp0,1,0q,p1,1,0q “ ´i{8, αp0,1,0q,p1,1,1q “ ´i{8.

Para δ “ p0, 1, 1q, temos as igualdades

αp0,1,1q,p0,0,0q “ ´1{8, αp0,1,1q,p0,0,1q “ 1{8, αp0,1,1q,p0,1,0q “ 1{8, αp0,1,1q,p0,1,1q “ ´1{8,

αp0,1,1q,p1,0,0q “ ´1{8, αp0,1,1q,p1,0,1q “ 1{8, αp0,1,1q,p1,1,0q “ 1{8, αp0,1,1q,p1,1,1q “ ´1{8.

Para δ “ p1, 0, 0q,

αp1,0,0q,p0,0,0q “ ´i{8, αp1,0,0q,p0,0,1q “ ´i{8, αp1,0,0q,p0,1,0q “ ´i{8, αp1,0,0q,p0,1,1q “ ´i{8,

αp1,0,0q,p1,0,0q “ i{8, αp1,0,0q,p1,0,1q “ i{8, αp1,0,0q,p1,1,0q “ i{8, αp1,0,0q,p1,1,1q “ i{8.

Para δ “ p1, 0, 1q,

αp1,0,1q,p0,0,0q “ 1{8, αp1,0,1q,p0,0,1q “ ´1{8, αp1,0,1q,p0,1,0q “ 1{8, αp1,0,1q,p0,1,1q “ ´1{8,

αp1,0,1q,p1,0,0q “ ´1{8, αp1,0,1q,p1,0,1q “ 1{8, αp1,0,1q,p1,1,0q “ ´1{8, αp1,0,1q,p1,1,1q “ 1{8.

Para δ “ p1, 1, 0q,

αp1,1,0q,p0,0,0q “ 1{8, αp1,1,0q,p0,0,1q “ 1{8, αp1,1,0q,p0,1,0q “ ´1{8, αp1,1,0q,p0,1,1q “ ´1{8,

αp1,1,0q,p1,0,0q “ ´1{8, αp1,1,0q,p1,0,1q “ ´1{8, αp1,1,0q,p1,1,0q “ 1{8, αp1,1,0q,p1,1,1q “ 1{8.
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Por fim, para δ “ p1, 1, 1q, temos que

αp1,1,1q,p0,0,0q “ i{8, αp1,1,1q,p0,0,1q “ ´i{8, αp1,1,1q,p0,1,0q “ ´i{8, αp1,1,1q,p0,1,1q “ i{8,

αp1,1,1q,p1,0,0q “ ´i{8, αp1,1,1q,p1,0,1q “ i{8, αp1,1,1q,p1,1,0q “ i{8, αp1,1,1q,p1,1,1q “ ´i{8.

Por outro lado,

ÿ

δ,σPt0,1u3

αδ,σe
iΩtωσ

nkmbδ
nkmpckptq, cmptqq “

ÿ

δPt0,1u3

´
αδ,p0,0,0qe

iΩtω
p0,0,0q
nkm ` αδ,p0,0,1qe

iΩtω
p0,0,1q
nkm

` αδ,p0,1,0qe
iΩtω

p0,1,0q
nkm ` αδ,p0,1,1qe

iΩtω
p0,1,1q
nkm ` αδ,p1,0,0qe

iΩtω
p1,0,0q
nkm ` αδ,p1,0,1qe

iΩtω
p1,0,1q
nkm

`αδ,p1,1,0qe
iΩtω

p1,1,0q
nkm ` αδ,p1,1,1qe

iΩtω
p1,1,1q
nkm

¯
bδ

nkmpckptq, cmptqq.

Vejamos as somas de cada parcela bδ
nkm para cada δ P t0, 1u3. Usando os valores encontrados

de αδ,σ e considerando

A “ cospαq cospβq cospηq, B “ cospαqsenpβqsenpηq, C “ senpαq cospβqsenpηq,
D “ senpαqsenpβq cospηq E “ cospαq cospβqsenpηq, F “ cospαqsenpβq cospηq,
G “ senpαq cospβq cospηq, H “ senpαqsenpβqsenpηq,

(B.3)

para δ “ p0, 0, 0q, obtemos

ÿ

δ“p0,0,0q

σPt0,1u3

αp0,0,0q,σe
iΩtωσ

nkmb
p0,0,0q
nkm “ 1

8

´
eiΩtω

p0,0,0q
nkm ` eiΩtω

p0,0,1q
nkm ` eiΩtω

p0,1,0q
nkm ` eiΩtω

p0,1,1q
nkm

`eiΩtω
p1,0,0q
nkm ` eiΩtω

p1,0,1q
nkm ` eiΩtω

p1,1,0q
nkm ` eiΩtω

p1,1,1q
nkm

¯
b

p0,0,0q
nkm

“ 1{8 rA ´ B ´ C ´ D ` i pE ` F ` G ´ Hq ` A ` B ` C ´ D ` i p´E ` F ` G ` Hq
` A ` B ´ C ` D ` i pE ´ F ` G ` Hq ` A ´ B ` C ` D ` i p´E ´ F ` G ´ Hq
` A ´ B ` C ` D ` i pE ` F ´ G ` Hq ` A ` B ´ C ` D ` i p´E ` F ´ G ´ Hq
` A ` B ` C ´ D ` i pE ´ F ´ G ´ Hq `A ´ B ´ C ´ D ` i p´E ´ F ´ G ` Hqs bp0,0,0q

nkm

“ 1{8 ¨ p8Aqbp0,0,0q
nkm “ Ab

p0,0,0q
nkm .

Por (B.2) e (B.3), A “ cos
ˆ

Ωtn3

|n|

˙
cos

ˆ
Ωtk3

|k|

˙
cos

ˆ
Ωtm3

|m|

˙
. Por outro lado,

ÿ

δ“p0,0,0q

p´1qδ2`δ3θδ1

n θ
δ2

k θ
δ3

mb
δ
nkmpckptq, cmptqq “ θ0

nθ
0
kθ

0
mb

p0,0,0q
nkm pckptq, cmptqq, (B.4)

onde

θ0
kpΩtq :“ cos

ˆ
Ωtk3

| k |

˙
e θ1

kpΩtq :“ sen
ˆ

Ωtk3

| k |

˙
. (B.5)

Ou seja,

ÿ

δ“p0,0,0q

σPt0,1u3

αp0,0,0q,σe
iΩtωσ

nkmb
p0,0,0q
nkm pckptq, cmptqq “ θ0

nθ
0
kθ

0
mb

p0,0,0q
nkm pckptq, cmptqq. (B.6)
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Analogamente, para δ “ p0, 0, 1q
ÿ

δ“p0,0,1q

σPt0,1u3

αp0,0,1q,σe
iΩtωσ

nkmb
p0,0,1q
nkm “ i

8

´
eiΩtω

p0,0,0q
nkm ´ eiΩtω

p0,0,1q
nkm ` eiΩtω

p0,1,0q
nkm ´ eiΩtω

p0,1,1q
nkm

`eiΩtω
p1,0,0q
nkm ´ eiΩtω

p1,0,1q
nkm ` eiΩtω

p1,1,0q
nkm ´ eiΩtω

p1,1,1q
nkm

¯
b

p0,0,1q
nkm

“ i{8 rA ´ B ´ C ´ D ` i pE ` F ` G ´ Hq ´ A ´ B ´ C ` D ` i pE ´ F ´ G ´ Hq
` A ` B ´ C ` D ` i pE ´ F ` G ` Hq ´ A ` B ´ C ´ D ` i pE ` F ´ G ` Hq
` A ´ B ` C ` D ` i pE ` F ´ G ` Hq ´ A ´ B ` C ´ D ` i pE ´ F ` G ` Hq
` A ` B ` C ´ D ` i pE ´ F ´ G ´ Hq ´A ` B ` C ` D ` i pE ` F ` G ´ Hqs bp0,0,1q

nkm

“ i{8 ¨ p8iEqbp0,0,1q
nkm “ ´Ebp0,0,1q

nkm .

Por (B.2) e (B.3), ´E “ ´ cos
ˆ
iΩn3

|n|

˙
cos

ˆ
iΩk3

|k|

˙
sen

ˆ
iΩm3

|m|

˙
. Além disso,

ÿ

δ“p0,0,1q

p´1qδ2`δ3θδ1

n θ
δ2

k θ
δ3

mb
δ
nkmpckptq, cmptqq “ ´θ0

nθ
0
kθ

1
mb

p0,0,1q
nkm pckptq, cmptqq. (B.7)

Ou seja,
ÿ

δ“p0,0,1q

σPt0,1u3

αp0,0,1q,σe
iΩtωσ

nkmb
p0,0,1q
nkm pckptq, cmptqq “ ´θ0

nθ
0
kθ

1
mb

p0,0,1q
nkm pckptq, cmptqq. (B.8)

Para δ “ p0, 1, 0q, obtemos as igualdades

ÿ

δ“p0,1,0q

σPt0,1u3

αp0,1,0q,σe
iΩtωσ

nkmb
p0,1,0q
nkm “ i

8

´
eiΩtω

p0,0,0q
nkm ` eiΩtω

p0,0,1q
nkm ´ eiΩtω

p0,1,0q
nkm ´ eiΩtω

p0,1,1q
nkm

`eiΩtω
p1,0,0q
nkm ` eiΩtω

p1,0,1q
nkm ´ eiΩtω

p1,1,0q
nkm ´ eiΩtω

p1,1,1q
nkm

¯
b

p0,1,0q
nkm

“ i{8 rA ´ B ´ C ´ D ` i pE ` F ` G ´ Hq ` A ` B ` C ´ D ` i p´E ` F ` G ` Hq
´ A ´ B ` C ´ D ` i p´E ` F ´ G ´ Hq ´ A ` B ´ C ´ D ` i pE ` F ´ G ` Hq
` A ´ B ` C ` D ` i pE ` F ´ G ` Hq ` A ` B ´ C ` D ` i p´E ` F ´ G ´ Hq
´ A ´ B ´ C ` D ` i p´E ` F ` G ` Hq ´A ` B ` C ` D ` i pE ` F ` G ´ Hqs bp0,1,0q

nkm

“ i{8 ¨ p8iF qbp0,1,0q
nkm “ ´Fbp0,1,0q

nkm .

Por (B.2) e (B.3), ´F “ ´ cos
ˆ
iΩn3

|n|

˙
sen

ˆ
iΩk3

|k|

˙
cos

ˆ
iΩm3

|m|

˙
. Além disso,

ÿ

δ“p0,1,0q

p´1qδ2`δ3θδ1

n θ
δ2

k θ
δ3

mb
δ
nkmpckptq, cmptqq “ ´θ0

nθ
1
kθ

0
mb

p0,1,0q
nkm pckptq, cmptqq. (B.9)

Ou seja,
ÿ

δ“p0,1,0q

σPt0,1u3

αp0,1,0q,σe
iΩtωσ

nkmb
p0,1,0q
nkm pckptq, cmptqq “ ´θ0

nθ
1
kθ

0
mb

p0,1,0q
nkm pckptq, cmptqq. (B.10)
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Para δ “ p0, 1, 1q, temos que

ÿ

δ“p0,1,1q

σPt0,1u3

αp0,1,1q,σe
iΩtωσ

nkmb
p0,1,1q
nkm “ 1

8

´
´eiΩtω

p0,0,0q
nkm ` eiΩtω

p0,0,1q
nkm ` eiΩtω

p0,1,0q
nkm ´ eiΩtω

p0,1,1q
nkm

´eiΩtω
p1,0,0q
nkm ` eiΩtω

p1,0,1q
nkm ` eiΩtω

p1,1,0q
nkm ´ eiΩtω

p1,1,1q
nkm

¯
b

p0,1,1q
nkm

“ 1{8 r´A ` B ` C ` D ` i p´E ´ F ´ G ` Hq ` A ` B ` C ´ D ` i p´E ` F ` G ` Hq
` A ` B ´ C ` D ` i pE ´ F ` G ` Hq ´ A ` B ´ C ´ D ` i pE ` F ´ G ` Hq
´ A ` B ´ C ´ D ` i p´E ´ F ` G ´ Hq ` A ` B ´ C ` D ` i p´E ` F ´ G ´ Hq
` A ` B ` C ´ D ` i pE ´ F ´ G ´ Hq ´A ` B ` C ` D ` i pE ` F ` G ´ Hqs bp0,1,1q

nkm

“ 1{8 ¨ p8Bqbp0,1,1q
nkm “ Bb

p0,1,1q
nkm .

Por (B.2) e (B.3), B “ cos
ˆ
iΩn3

|n|

˙
sen

ˆ
iΩk3

|k|

˙
sen

ˆ
iΩm3

|m|

˙
. Além disso,

ÿ

δ“p0,1,1q

p´1qδ2`δ3θδ1

n θ
δ2

k θ
δ3

mb
δ
nkmpckptq, cmptqq “ θ0

nθ
1
kθ

1
mb

p0,1,1q
nkm pckptq, cmptqq. (B.11)

Ou seja,
ÿ

δ“p0,1,1q

σPt0,1u3

αp0,1,1q,σe
iΩtωσ

nkmb
p0,1,1q
nkm pckptq, cmptqq “ θ0

nθ
1
kθ

1
mb

p0,1,1q
nkm pckptq, cmptqq (B.12)

Para δ “ p1, 0, 0q,
ÿ

δ“p1,0,0q

σPt0,1u3

αp1,0,0q,σe
iΩtωσ

nkmb
p1,0,0q
nkm “ i

8

´
´eiΩtω

p0,0,0q
nkm ´ eiΩtω

p0,0,1q
nkm ´ eiΩtω

p0,1,0q
nkm ´ eiΩtω

p0,1,1q
nkm

`eiΩtω
p1,0,0q
nkm ` eiΩtω

p1,0,1q
nkm ` eiΩtω

p1,1,0q
nkm ` eiΩtω

p1,1,1q
nkm

¯
b

p1,0,0q
nkm

“ i{8 r´A ` B ` C ` D ` i p´E ´ F ´ G ` Hq ´ A ´ B ´ C ` D ` i pE ´ F ´ G ´ Hq
´ A ´ B ` C ´ D ´ i p´E ` F ´ G ´ Hq ´ A ` B ´ C ´ D ` i pE ` F ´ G ` Hq
` A ´ B ` C ` D ` i pE ` F ´ G ` Hq ` A ` B ´ C ` D ` i p´E ` F ´ G ´ Hq
` A ` B ` C ´ D ` i pE ´ F ´ G ´ Hq `A ´ B ´ C ´ D ` i p´E ´ F ´ G ` Hqs bp1,0,0q

nkm

“ i{8 ¨ p8Gqbp1,0,0q
nkm “ Gb

p1,0,0q
nkm .

Por (B.2) e (B.3), G “ sen
ˆ

Ωtn3

|n|

˙
cos

ˆ
Ωtk3

|k|

˙
cos

ˆ
Ωtm3

|m|

˙
. Além disso,

ÿ

δ“p1,0,0q

p´1qδ2`δ3θδ1

n θ
δ2

k θ
δ3

mb
δ
nkmpckptq, cmptqq “ θ1

nθ
0
kθ

0
mb

p1,0,0q
nkm pckptq, cmptqq. (B.13)

Ou seja,
ÿ

δ“p1,0,0q

σPt0,1u3

αp1,0,0q,σe
iΩtωσ

nkmb
p1,0,0q
nkm pckptq, cmptqq “ θ1

nθ
0
kθ

0
mb

p1,0,0q
nkm pckptq, cmptqq. (B.14)
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Para δ “ p1, 0, 1q,
ÿ

δ“p1,0,1q

σPt0,1u3

αp1,0,1q,σe
iΩtωσ

nkmb
p1,0,1q
nkm “ 1

8

´
eiΩtω

p0,0,0q
nkm ´ eiΩtω

p0,0,1q
nkm ` eiΩtω

p0,1,0q
nkm ´ eiΩtω

p0,1,1q
nkm

´eiΩtω
p1,0,0q
nkm ` eiΩtω

p1,0,1q
nkm ´ eiΩtω

p1,1,0q
nkm ` eiΩtω

p1,1,1q
nkm

¯
b

p1,0,1q
nkm

“ 1{8 rA ´ B ´ C ´ D ` i pE ` F ` G ´ Hq ´ A ´ B ´ C ` D ` i pE ´ F ´ G ´ Hq
` A ` B ´ C ` D ` i pE ´ F ` G ` Hq ´ A ` B ´ C ´ D ` i pE ` F ´ G ` Hq
´ A ` B ´ C ´ D ` i p´E ´ F ` G ´ Hq ` A ` B ´ C ` D ` i p´E ` F ´ G ´ Hq
´ A ´ B ´ C ` D ` i pF ´ E ` G ` Hq `A ´ B ´ C ´ D ` i pH ´ E ´ F ´ Gqs bp1,0,1q

nkm

“ ´1{8 ¨ p8Cq “ ´Cbp1,0,1q
nkm .

Por (B.2) e (B.3), ´C “ ´sen
ˆ

Ωtn3

|n|

˙
cos

ˆ
Ωtk3

|k|

˙
sen

ˆ
Ωtm3

|m|

˙
. Além disso,

ÿ

δ“p1,0,1q

p´1qδ2`δ3θδ1

n θ
δ2

k θ
δ3

mb
δ
nkmpckptq, cmptqq “ ´θ1

nθ
0
kθ

1
mb

p1,0,1q
nkm pckptq, cmptqq. (B.15)

Ou seja,
ÿ

δ“p1,0,1q

σPt0,1u3

αp1,0,1q,σe
iΩtωσ

nkmb
p1,0,1q
nkm pckptq, cmptqq “ ´θ1

nθ
0
kθ

1
mb

p1,0,1q
nkm pckptq, cmptqq. (B.16)

Para δ “ p1, 1, 0q,
ÿ

δ“p1,1,0q

σPt0,1u3

αp1,1,0q,σe
iΩtωσ

nkmb
p1,1,0q
nkm “ 1

8

´
eiΩtω

p0,0,0q
nkm ` eiΩtω

p0,0,1q
nkm ´ eiΩtω

p0,1,0q
nkm ´ eiΩtω

p0,1,1q
nkm

´eiΩtω
p1,0,0q
nkm ´ eiΩtω

p1,0,1q
nkm ` eiΩtω

p1,1,0q
nkm ` eiΩtω

p1,1,1q
nkm

¯
b

p1,1,0q
nkm

“ 1{8 rA ´ B ´ C ´ D ` i pE ` F ` G ´ Hq ` A ` B ` C ´ D ` i p´E ` F ` G ` Hq
´ A ´ B ` C ´ D ` i p´E ` F ´ G ´ Hq ´ A ` B ´ C ´ D ` i pE ` F ´ G ` Hq
´ A ` B ´ C ´ D ` i p´E ´ F ` G ´ Hq ´ A ´ B ` C ´ D ` i pE ´ F ` G ` Hq
` A ` B ` C ´ D ` i pE ´ F ´ G ´ Hq `A ´ B ´ C ´ D ` i pH ´ E ´ F ´ Gqs bp1,1,0q

nkm

“ 1{8 ¨ p´8Dqbp1,1,0q
nkm “ ´Dbp1,1,0q

nkm .

Por (B.2) e (B.3), ´D “ ´sen
ˆ

Ωtn3

|n|

˙
sen

ˆ
Ωtk3

|k|

˙
cos

ˆ
Ωtm3

|m|

˙
. Além disso,

ÿ

δ“p1,1,0q

p´1qδ2`δ3θδ1

n θ
δ2

k θ
δ3

mb
δ
nkmpckptq, cmptqq “ ´θ1

nθ
1
kθ

0
mb

p1,1,0q
nkm pckptq, cmptqq. (B.17)

Ou seja,
ÿ

δ“p1,1,0q

σPt0,1u3

αp1,1,0q,σe
iΩtωσ

nkmb
p1,1,0q
nkm pckptq, cmptqq “ ´θ1

nθ
1
kθ

0
mb

p1,1,0q
nkm pckptq, cmptqq. (B.18)
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Por último, para δ “ p1, 1, 1q, temos

ÿ

δ“p1,1,1q

σPt0,1u3

αp1,1,1q,σe
iΩtωσ

nkmb
p1,1,1q
nkm “ i

8

´
eiΩtω

p0,0,0q
nkm ´ eiΩtω

p0,0,1q
nkm ´ eiΩtω

p0,1,0q
nkm ` eiΩtω

p0,1,1q
nkm

´eiΩtω
p1,0,0q
nkm ` eiΩtω

p1,0,1q
nkm ` eiΩtω

p1,1,0q
nkm ´ eiΩtω

p1,1,1q
nkm

¯
b

p1,1,1q
nkm

“ i{8 rA ´ B ´ C ´ D ` i pE ` F ` G ´ Hq ´ A ´ B ´ C ` D ` i pE ´ F ´ G ´ Hq
´ A ´ B ` C ´ D ` i p´E ` F ´ G ´ Hq ` A ´ B ` C ` D ` i p´E ´ F ` G ´ Hq
´ A ` B ´ C ´ D ` i p´E ´ F ` G ´ Hq ` A ` B ´ C ` D ` i p´E ` F ´ G ´ Hq
` A ` B ` C ´ D ` i pE ´ F ´ G ´ Hq ´A ` B ` C ` D ` i pE ` F ` G ´ Hqs bp1,1,1q

nkm

“ i{8 ¨ p´8iHqbp1,1,1q
nkm “ Hb

p1,1,1q
nkm .

Por (B.2) e (B.3), H “ sen
ˆ

Ωtn3

|n|

˙
sen

ˆ
Ωtk3

|k|

˙
sen

ˆ
Ωtm3

|m|

˙
. Além disso,

ÿ

δ“p1,1,1q

p´1qδ2`δ3θδ1

n θ
δ2

k θ
δ3

mb
δ
nkmpckptq, cmptqq “ θ1

nθ
1
kθ

1
mb

p1,1,1q
nkm pckptq, cmptqq. (B.19)

Ou seja,

ÿ

δ“p1,1,1q

σPt0,1u3

αp1,1,1q,σe
iΩtωσ

nkmb
p1,1,1q
nkm pckptq, cmptqq “ θ1

nθ
1
kθ

1
mb

p1,1,1q
nkm pckptq, cmptqq. (B.20)

Finalmente somando as parcelas encontradas acima para cada δ P t0, 1u3, (B.6), (B.8),

(B.10), (B.12), (B.14), (B.16), (B.18) e (B.20), obtemos (B.1),

ÿ

n“k`m

ÿ

δPt0,1u3

p´1qδ2`δ3θδ1

n θ
δ2

k θ
δ3

mb
δ
nkmpck, cmq “

ÿ

n“k`m

ÿ

δ,σPt0,1u3

αδ,σe
iΩtωσ

nkmbδ
nkmpck, cmq.
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APÊNDICE C – Igualdades (4.5) e (4.6) do

Lema 4.1

C.1 Demonstração da igualdade (4.5)

Para recordar a equação (4.5) veja p. 71. Primeiro, lembramos que para µ P
t0, 1u3, temos

Bµ
npc1, c2q “

ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPKσXpΛq3
µ

αδ,σb
δ
nkmpc1,k, c2,mq, (C.1)

onde ωσ
nkm “ 0 para todo σ P t0, 1u3, que configuram a parte ressonante. Ou seja,

Bp1,0,1q
n pc1, c2q :“

ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPKσXpΛq3

p1,0,1q

αδ,σb
δ
nkmpc1,k, c2,mq. (C.2)

Com isso, afirmamos que θδ1

n θ
1
kθ

δ3

m “ 0 para pn, k,mq P pΛq3
p1,0,1q e δ1, δ3 P t0, 1u.

De fato, tendo em vista a definição de θδ1

n θ
δ2

k θ
δ3

m contida em (4.13), temos que

θδ1

n θ
1
kθ

δ3

m “ θδ1

n sen
ˆ
k3Ωt
|k|

˙
θδ3

m . (C.3)

Além disso,

pΛq3
p1,0,1q :“

 
pn, k,mq P pΛq3 : n3 P Λ1, k3 P Λ0 e m3 P Λ1

(
, (C.4)

ou seja, k3 “ 0. Logo, senpk3Ωt{|k|q “ 0 e então segue a afirmação.

Com isso temos,
ÿ

σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPKσXpΛq3

p1,0,1q

θδ1

n θ
δ2

k θ
δ3

mb
δ
nkmpc1,kptq, c2,mptqq “ 0, (C.5)

para δ P tp0, 1, 1q, p1, 1, 0q, p1, 1, 1q, p0, 1, 0qu. Assim, nos resta verificar a expressão Bp1,0,1q
n

apenas para δ P tp0, 0, 0q, p1, 0, 0q, p0, 0, 1q, p1, 0, 1qu. Todavia, por um cálculo direto vemos

que

Kσ X pΛq3
p1,0,1q “ H para σ P tp0, 0, 0q, p0, 1, 0q, p1, 0, 1q, p1, 1, 1qu. (C.6)

De fato, suponha Kσ X pΛq3
p1,0,1q ‰ H e tome pn, k,mq P Kp0,0,0q X pΛq3

p1,0,1q, por exemplo.

Assim, pn, k,mq P Kp0,0,0q, ou seja,

ω
p0,0,0q
nkm “ 0 ñ n3

|n| ` k3

|k| ` m3

|m| “ 0. (C.7)
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Além disso, pn, k,mq P pΛq3
p1,0,1q, então k3 “ 0, logo,

ω
p0,0,0q
nkm “ 0 ñ n3

|n| ` m3

|m| “ 0 ñ |m|n3 “ ´|n|m3. (C.8)

Agora, n “ k ` m, implica que n3 “ k3 ` m3, ou seja, n3 “ m3, pois k3 “ 0. Isto é,

|m|n3 “ |n|n3, implicando em ´|m| “ |n|, o que é uma contradição. Então, resta verificar

que

Bp1,0,1q
n pc1, c2q “ αp0,0,0q,σb

p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq ` αp1,0,1q,σb

p1,0,1q
nkm pc1,k, c2,mq

` αp0,0,1q,σb
p0,0,1q
nkm pc1,k, c2,mq ` αp1,0,0q,σb

p1,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq

para σ2 P t0, 1u e pσ1, σ3q P tp0, 1q, p1, 0qu, e pn, k,mq P Kσ X pΛq3
p1,0,1q com n “ k`m. Con-

tudo, αp0,0,0q,σ “ 1{8 e αp1,0,1q,σ “ ´1{8 para todo σ P tp1, 0, 0q, p0, 0, 1q, p1, 1, 0q, p0, 1, 1qu,

αp1,0,0q,σ “ αp0,0,1q,σ “ i{8 para σ P tp1, 0, 0q, p1, 1, 0qu e αp1,0,0q,σ “ αp0,0,1q,σ “ ´i{8 para

σ P tp0, 0, 1q, p0, 1, 1qu, como vimos no Apêndice B (veja p. 108). Assim,

piq αp0,0,0q,σb
p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq “

ˆ
4 ¨ 1

8

˙
b

p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq “ 1

2
b

p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq;

piiq αp1,0,1q,σb
p1,0,1q
nkm pc1,k, c2,mq “ 4 ¨

ˆ
´1

8

˙
b

p1,0,1q
nkm pc1,k, c2,mq “ ´1

2
b

p1,0,1q
nkm pc1,k, c2,mq;

piiiq αp0,0,1q,σb
p0,0,1q
nkm pc1,k, c2,mq “

ˆ
2 ¨ i

8

˙
b

p0,0,1q
nkm pc1,k, c2,mq ´ 2

ˆ
¨ i
8

˙
b

p0,0,1q
nkm pc1,k, c2,mq “ 0;

pivq αp1,0,0q,σb
p1,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq “

ˆ
2 ¨ i

8

˙
b

p1,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq ´ 2

ˆ
¨ i
8

˙
b

p1,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq “ 0.

Ou seja,

Bp1,0,1q
n pc1, c2q “

ÿ

σ2Pt0,1u

pσ1,σ3qPtp1,0q,p0,1qu

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPKσXpΛq3

p1,0,1q

1
2
b

p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq ´ 1

2
b

p1,0,1q
nkm pc1,k, c2,mq.

Segue que

Bp1,0,1q
n pc1, c2q “ 1

2

ÿ

n“k`m

|n|“|m|‰0, n3“m3‰0

´
b

p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq ´ b

p1,0,1q
nkm pc1,k, c2,mq

¯
. (C.9)

Aqui, |n| “ |m| vem do fato de que n3 “ m3 ‰ 0 ao mesmo tempo que
n3

|n| “ m3

|m| , para

todo σ P tp1, 0, 0q, p0, 0, 1q, p1, 1, 0q, p0, 1, 1qu, de onde obtemos a equação (4.5).

C.2 Demonstração da igualdade (4.6)

Para recordar a equação (4.6) veja p. 71. Lembre-se que

Bp1,1,0q
n pc1, c2q “

ÿ

δ,σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPKσXpΛq3

p1,1,0q

αδ,σb
δ
nkmpc1,k, c2,mq. (C.10)
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De forma análoga, afirmamos que θδ1

n θ
δ2

k θ
1
m “ 0 para pn, k,mq P pΛq3

p1,1,0q e

δ1, δ2 P t0, 1u. De fato, pelas igualdades em (4.13)

θδ1

n θ
δ2

k θ
1
m “ θδ1

n θ
δ2

k sen
ˆ
m3Ωt
|m|

˙
. (C.11)

Lembremos também que

pΛq3
p1,1,0q :“

 
pn, k,mq P pΛq3 : n3 P Λ1, k3 P Λ1 e m3 P Λ0

(
, (C.12)

ou seja, m3 “ 0, logo senpm3Ωt{|m|q “ 0, de onde segue a afirmação.

Com isso, temos que

ÿ

σPt0,1u3

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPKσXpΛq3

p1,1,0q

θδ1

n θ
δ2

k θ
δ3

mb
δ
nkmpc1,kptq, c2,mptqq “ 0, (C.13)

para δ P tp0, 1, 1q, p1, 0, 1q, p1, 1, 1q, p0, 0, 1qu. Assim, nos resta verificar a expressão Bp1,1,0q
n

apenas para δ P tp0, 0, 0q, p1, 0, 0q, p0, 1, 0q, p1, 1, 0qu. Além disso, por um cálculo direto,

podemos ver que

Kσ X pΛq3
p1,1,0q “ H para σ P tp0, 0, 0q, p0, 0, 1q, p1, 1, 0q, p1, 1, 1qu. (C.14)

De fato, suponha Kσ X pΛq3
p1,1,0q ‰ H e tome pn, k,mq P Kp0,0,0q X pΛq3

p1,1,0q, por exemplo.

Assim, pn, k,mq P Kp0,0,0q, ou seja,

ω
p0,0,0q
nkm “ 0 ñ n3

|n| ` k3

|k| ` m3

|m| “ 0. (C.15)

Além disso, pn, k,mq P pΛq3
p1,1,0q, então m3 “ 0, logo

ω
p0,0,0q
nkm “ 0 ñ n3

|n| ` k3

|k| “ 0 ñ |k|n3 “ ´|n|k3. (C.16)

Agora, n “ k ` m, implica que n3 “ k3 ` m3, ou seja, n3 “ k3, pois m3 “ 0, isto é,

|k|n3 “ ´|n|n3, implicando em |k| “ ´|n|, o que é uma contradição.

Então, resta ver que

Bp1,1,0q
n pc1, c2q “ αp0,0,0q,σb

p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq ` αp1,1,0q,σb

p1,1,0q
nkm pc1,k, c2,mq

` αp0,1,0q,σb
p0,1,0q
nkm pc1,k, c2,mq ` αp1,0,0q,σb

p1,0,0q
nkm pc1,kc2,mq

para σ3 P t0, 1u e pσ1, σ2q P tp0, 1q, p1, 0qu, e pn, k,mq P Kσ X pΛq3
p1,1,0q com n “ k`m. Con-

tudo, αp0,0,0q,σ “ 1{8 e αp1,1,0q,σ “ ´1{8 para todo σ P tp1, 0, 0q, p0, 1, 0q, p1, 0, 1q, p0, 1, 1qu,

αp0,1,0q,σ “ αp1,0,0q,σ “ i{8 para todo σ P tp1, 0, 0q, p1, 0, 1qu e αp0,1,0q,σ “ αp1,0,0q,σ “ ´i{8

para todo σ P tp0, 1, 0q, p0, 1, 1qu, como vimos no Apêndice B (veja p. 108). Assim, temos
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as igualdades

piq αp0,0,0q,σb
p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq “

ˆ
4 ¨ 1

8

˙
b

p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq “ 1

2
b

p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq;

piiq αp1,0,1q,σb
p1,1,0q
nkm pc1,k, c2,mq “ 4 ¨

ˆ
´1

8

˙
b

p1,1,0q
nkm pc1,k, c2,mq “ ´1

2
b

p1,1,0q
nkm pc1,k, c2,mq;

piiiq αp1,0,0q,σb
p1,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq “

ˆ
2 ¨ i

8

˙
b

p1,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq ´ 2

ˆ
¨ i
8

˙
b

p1,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq “ 0;

pivq αp1,0,0q,σb
p1,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq “

ˆ
2 ¨ i

8

˙
b

p1,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq ´ 2

ˆ
¨ i
8

˙
b

p1,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq “ 0.

Ou seja,

Bp1,1,0q
n pc1, c2q “

ÿ

σ3Pt0,1u

pσ1,σ2qPtp0,1q,p1,0qu

ÿ

n“k`m

pn,k,mqPKσXpΛq3

p1,1,0q

1
2
b

p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq ´ 1

2
b

p1,1,0q
nkm pc1,k, c2,mq.

Assim, chegamos a igualdade

Bp1,1,0q
n pc1, c2q “ 1

2

ÿ

n“k`m

|n|“|k|‰0, n3“k3‰0

´
b

p0,0,0q
nkm pc1,k, c2,mq ´ b

p1,1,0q
nkm pc1,k, c2,mq

¯
, (C.17)

onde |n| “ |k| vem do fato de que n3 “ k3 ‰ 0 ao mesmo tempo que
n3

|n| “ k3

|k| , para todo

σ P tp1, 0, 0q, p0, 1, 0q, p1, 0, 1q, p0, 1, 1qu, obtendo a equação (4.6), como queríamos.
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