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Resumo

Nesta dissertacao de mestrado, estudamos a existéncia de solucées brandas, para tempos
grandes, para as equagoes de Navier-Stokes-Coriolis com dados iniciais espacialmente quase
periddicos. A forca de Coriolis aparece em véarios modelos de meteorologia, oceanografia e
geofisica, pois estes consideram fenémenos em larga escala e a influéncia do movimento
de rotagao da terra. Para mostrar a existéncia de solugoes brandas para tempos grandes,
usamos a norma ¢' de amplitudes e consideramos o caso de velocidades de rotacio grandes
(i.e., forga de Coriolis grande). A existéncia de solugoes é provada por meio de técnicas
de limites oscilantes singulares rapidos e usando um argumento de bootstrapping. Mais
precisamente, primeiramente obtemos estimativas para o semigrupo associado a parte
linear do sistema e para o termo bilinear em um espaco de fungoes quase periddicas.
Posteriormente, de posse destas estimativas, aplicamos os métodos acima para obter os

resultados desejados. Este trabalho é baseado no artigo [49] de T. Yoneda.

Palavras-chave: Equagoes de Navier-Stokes-Coriolis. Forga de Coriolis. Solugdes brandas.

Dados iniciais arbitrarios. Fungoes quase periddicas.



Abstract

In this master dissertation, we study the long-time existence of mild solutions to the
Navier—Stokes-Coriolis equations with spatially almost periodic initial data. The Coriolis
force appears in several models of meteorology, oceanography and geophysics because they
consider large-scale phenomena and the influence of the earth rotation movement. In order
to prove the long-time existence of mild solutions, we use the ¢£'-norm of amplitudes and
consider the case of large rotation velocity (i.e., large Coriolis force). The existence of solu-
tions is obtained by means of fast singular oscillating limit techniques and a bootstrapping
argument. More precisely, first we show estimates for the semigroup associated with the
linear part of the system and for the bilinear term in a space of almost periodic functions.
Later, with these estimates in hand, we apply the above methods to obtain the desired

results. This work is based on the paper [49] by T. Yoneda.

Keywords: Navier-Stokes-Coriolis equations. Coriolis Force. Mild solutions. Arbitrary

initial data. Almost Periodic Functions.
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Introducao

Nesta dissertacao, consideramos o problema de valor inicial para as equagoes

de Navier-Stokes com a forga de Coriolis, o qual tem a seguinte forma

u+ (u-V)u+Qes xu—Au=—-Vp em R*x (0,0)
Vou=0 em R®x (0,0) , (1)

Ulj=o = ug em R3

onde u = u(z,t) = (uy(z,t), us(z,t), us(x,t)) e p= p(x,t) denotam as incégnitas o campo
velocidade e a pressdo escalar do fluido no ponto # = (z1,2,73) € R*® do espaco e
tempo t > 0, respectivamente, enquanto ug = ug(x) denota o campo velocidade inicial,
satisfazendo a condi¢ao de compatibilidade V - u = 0. Além disso, 2 € R é o parAmetro
de Coriolis que representa a velocidade angular de rotagao do fluido em torno do vetor
vertical unitério e3 = (0,0, 1); o coeficiente de viscosidade cinematica é normalizado por
1. O simbolo x denota o produto exterior e, consequentemente, a forca de Coriolis é

representada por ez x v = Juv, onde J é uma matriz 3 x 3 anti-simétrica, a saber

-1

e
I

o~ o

o o o

0
0

O estudo das equagoes de Navier-Stokes-Coriolis tem atraido o interesse de
um grande nimero de pesquisadores internacionais, devido ao fato que estas equagoes
sao centrais em muitos modelos fisicos, estando ligados a importantes problemas em
oceanografia, meteorologia e geofisica. Por exemplo, em oceanografia e meteorologia,
devido a diferenca de magnitude de escalas entre as variaveis, a forca exercida pela rotacao
da terra torna-se importante na descrigao das correntes de ar e 4gua, veja mais em [13].
Para ter-se uma ideia, em média, a amplitude de velocidade no oceano é de poucos metros
por segundo e o tamanho tipico de um oceano é de 5 mil quilémetros. Portanto, leva
50 dias, aproximadamente, para uma particula de fluido atravessar o oceano, conforme
comentado por Chemin et al. [13]. Por outro lado, neste mesmo tempo, o planeta Terra ja
tera completado o mesmo nimero de dias, de rotagoes, isto é, 50 rotagoes em volta de seu
eixo. Como consequéncia, sempre que quisermos estudar movimentos em oceanos em nivel
global, a influéncia da rotacao da Terra, isto é, a forca de Coriolis, ndo pode ser desprezada.
Além disso, em 1868, Kelvin observou que uma esfera movendo-se, uniformemente, ao
longo do eixo de rotagdo da agua leva consigo uma coluna de liquido como se fosse uma
massa rigida em torno de si, como pode se ver em [21]. Depois disso, Hough (1897), Taylor

(1917) e Proudmann (1916) fizeram importantes contribuicoes acerca desse assunto.
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Assim, as equagdes de Navier-Stokes junto com a forca de Coriolis, e com
condigoes de contorno adequadas, nos permite analisar a circulagao oceanica em larga
escala. Evidentemente, a fim de obter um estudo mais preciso deste problema, se faz
necessario o envolvimento de mais variaveis, como por exemplo: salinidade, temperatura da
agua, estratificagao, dentre outros. No entanto, as equagoes de Navier-Stokes-Coriolis (1)
podem ser vistas como um primeiro passo na analise tedrica de modelos mais complexos,
pois nesse caso, estamos considerando os efeitos da for¢a de rotacao sobre os fluidos de
forma isolada. Além dessas aplicacoes, ha muito interesse nas equagoes de Navier-Stokes
(com ou sem forga de Coriolis). De fato, o problema de existéncia de solugao global ainda
¢ um problema em aberto para estas equacoes em dimensao n = 3, sendo este um dos sete
problemas do milénio proposto pelo Instituto de Matematica Clay, como pode ser visto em
www.claymath.org/millennium-problems. Tal problema esta resolvido no caso n = 2; por
exemplo, veja Temam [46] para resultados de existéncia e regularidade de solugao neste

caso.

Baseando-nos em [49], o objetivo desta dissertagdo é mostrar a existéncia de
solugoes de (1) para tempos grandes em um espago de fungoes quase periddicas (veja
Definicao 3.2), fazendo uso do resultado de existéncia local, em R?, obtido por Giga et
al. [24] e do resultado de existéncia, em R? devido a Giga et al. [28]. Para um dado
inicial ug quase periddico e tempo de existéncia 7', ambos arbitrarios, obtemos solugoes
brandas contanto que o parametro de Coriolis 2 tenha mdédulo suficientemente grande.
Para tal resultado de existéncia, utilizamos técnicas de limites oscilantes singulares rapidos
e um argumento de bootstrapping. Como trabalhamos nesta dissertacdo com velocidades
de rotagao grandes, uma caracteristica dos espacgos que poderia ser util nessa andlise é
uma norma que permita um bom controle dos efeitos de oscilagdes provocados pelo termo
Qes x u. Nesta direcdo, espagos cujas normas tem uma expressao conveniente envolvendo a
transformada de Fourier sdo de interesse especial. Em [49], o autor usou espagos com este
perfil, a saber, a pré-imagem de Fourier do conjunto das medidas de Radon complexas,

proposto por Giga et al. [24].

Posto isso, vale relembrar alguns dos resultados de existéncia e boa-colocagao
para (1) relacionados com o “tamanho” ou uniformidade em relagdo ao pardmetro €.
Primeiramente, cabe mencionar que os efeitos da forga de Coriolis em fluidos comegaram
a ser estudados matematicamente por Poincaré desde 1910 (veja [44]). Mais recentemente,
Babin, Mahalov e Nicolaenko (BMN) [9] e [10] obtiveram resultados no caso periédico. Para
velocidade de rotagao €2 suficientemente grande, obtiveram existéncia global e regularidade
das solugoes com velocidade inicial periddica. Para contornar a falta de dispersao do caso
periodico, BMN usaram argumentos de limites oscilantes singulares rdpidos, explorando
o fato de que o fluxo é semelhante ao fluxo bi-dimensional para uma forca de Coriolis
suficientemente grande. Eles mostraram que a solucao da equacao de Navier-Stokes pode

ser decomposta em solugoes globais de equacgoes limites e em um adequado termo restante.
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O termo restante é uniformemente estimado a partir do paramentro de Coriolis. Eles
consideraram o dado inicial vy em H%([O, hi) x [0, hs) x [0, h3)). Além disso, Babin et
al. [11] obtiveram resultados de existéncia e regularidade para dados iniciais caracterizados
por vorticidades uniformemente grandes. Por outro lado, Chemin et al. [13] obtiveram
resultados em todo o espaco R?, para dados iniciais em espacos de Sobolev H 2 e forga
de rotacao suficientemente grande dependendo do dado inicial. Boa-colocacao global em
espacos de Sobolev homogéneos H*(R?), com 1/2 < s < 3/4 e Q suficientemente grande,
foram obtidos por Iwabuchi e Takada [33]. Em [3], Angulo-Castillo e Ferreira estenderam
estes resultados para o contexto de espacos de Besov. No caso de boa-colocagao global
uniforme, Giga et al. [26] mostraram a existéncia e unicidade de solugao global para (1),
para dado inicial uy com norma suficientemente pequena em FM 1(R?)3. Este espaco
tem uma caracterizacao adequada em termos da transformada de Fourier. Por outro lado,
Giga et al. [24] e [25] provaram a existéncia local e unicidade de solugbes brandas para
(1) considerando certas classes de dados inciais que nao decaem no infinito e que, em
particular, contém fungoes quase-periédicas. Resultados de boa-colocacao uniforme para
(1) com dados iniciais pequenos tém sido obtidos em outros espagos, tais como o espaco de
Sobolev H %(R‘g) (veja [31]), o espago de Fourier-Besov critico F .Bj;,;o% (R*) com 1 < p< 0
(veja [38]), o Fourier-Besov critico F .B;;(RZJ‘) (veja [34]), bem como mé-colocagdo em

T
FBl’q(R:S) para 2 < ¢ < o0, e o espago de Fourier-Besov-Morrey critico (veja [1]).

Finalizamos a introducao descrevendo sobre a organizacao desta dissertacao, a
qual esta estruturada em cinco capitulos. O primeiro capitulo é dedicado as preliminares,
conceitos basicos necessarios para o bom entendimento do texto, a teoria das medidas
de Radon complexas e as fung¢oes quase periddicas. Nas preliminares, primeiramente
sdo apresentados resultados sobre o produto de convolucgao, transformada de Fourier e
distribui¢des. Em seguida, uma secao ¢é dedicada as transformadas de Riesz, juntamente
com suas propriedades, principalmente aquelas relacionadas a transformada de Fourier.
Ainda no Capitulo 1, descrevemos a projecao de Helmoholtz e algumas de suas propriedades,
e derivamos uma formulagao equivalente de (1) sem a pressao. Finalizando o capitulo,
revisamos a teoria sobre as medidas de Radon e sobre as fungdes quase periddicas. O
Capitulo 2 é dedicado a existéncia e unicidade local de solu¢des brandas para o sistema
(1). Neste capitulo, definimos os espagos em que trabalhamos, bem como certos operadores
de multiplicagdo e do calor. E para finalizar o capitulo, relembramos o Teorema do Ponto
Fixo de Banach e fazemos uso deste para provar a existéncia e unicidade de solugao
local para (1). No Capitulo 3, discorremos sobre o principal resultado desta dissertagao,
bem como os principais passos e ideias para demonstra-lo. Mais adiante, no Capitulo 4,
mostramos certas decomposi¢oes de termos nao lineares, bem como as estimativas da parte
ressonante e da parte nao ressonante da bilineridade da formulacao integral associada a
(1). Finalizando o texto, o Capitulo 5 contém as demonstragoes dos principais resultados

que sao os Lemas 3.1, 3.2 e o Teorema 3.2.
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1 Preliminares, Medidas de Radon e Funcoes

Quase Periddicas

Neste capitulo, recordamos alguns conhecimentos que sao essenciais nessa
dissertacao. Dentre estes, podemos destacar: a transformada de Fourier, a classe de
funcoes de Schwartz e a classe de distribui¢oes temperadas, bem como suas propriedades.
Posteriormente, ainda nesse capitulo, abordaremos algumas ferramentas especificas, como
por exemplo, as transformadas de Riesz, a projecdo de Helmholtz, as medidas de Radon, a

classe de fungoes quase periddicas e os principais resultados envolvendo essa teoria.

1.1 Espacos L”, Convolucao e Transformada de Fourier

Nesta secao discorremos sobre os espagos LP, convolugoes, transformada de
Fourier e sobre a classe de fun¢des de Schwartz bem como algumas de suas propriedades.
Basicamente, o contetido desta se¢do pode ser encontrado, por exemplo, nos livros Folland
20] e Grafakos [29].

Comecamos relembrando a definicao de espagos LP.

Definigao 1.1. Seja (X, H,p) um espago de medida. Para uma fung¢io mensurdvel f,

considere a quantidade

o= ([ 1va)” g 1<y <
No caso, p = o0, consideramos
[fllo =inf{M = 0: pu(A) =0} onde A={xeX:|f(x)> M}.
Definimos
LP(X,H,p) = {f : X - C mensurdvel : | fl, < oo}.

Observagao 1.1. Por simplicidade, denotamos LP(X,H,u) por LP, LP(X) ou LP(u),
quando nao houver risco de confugao. Observamos que LP(X) munido com a norma | - |,

¢ um espaco de Banach, para 1 < p < o0.

Quando g é uma medida de contagem, LP(X) transforma-se no espago de
“sequéncias” . Como este caso tem um papel importante no presente estudo, a seguir

fixemos sua definicao.
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Defini¢ao 1.2. (Espacgos (?) Se A é um conjunto nao vazio, definimos (*(A), para
1 <p < w0, como sendo LP(u) onde pn é a medida de contagem sobre (A, P(A)) e P(A) as
partes de A.

Observagao 1.2. Além disso, se A =N, entdo, (P(N) = (7 e

neN

?(N) = {x = (@n)nen © C: ) zal” < oo} :

constitui o espaco vetorial das sequéncias, neste caso, complexas, absolutamente p-somdveis

dotado da norma natural

SN
2] = (2 w) se 1<p< o

n=0

|2 = sup || se p= 0.
neN

A seguir, apenas com o objetivo de esclarecimento, consideremos a defini¢ao de

convolugao de fungoes, que posteriormente sera estendida para distribuicoes.

Definicdo 1.3. (Convolugdo) Sejam f,g € L*(R™). Definimos a convolugio de f e g,
denotada por f =g, por

(f*g)(z) = . f(x)g(x —y)dy. (1.1)

O lado direito de (1.1) é definido quase sempre, uma vez que a integral dupla

abaixo converge absolutamente:

[ o =|[ ([ et nar) a

Proposicao 1.1. Considere, f,g,he L*(R"). As sequintes propriedades sio vdilidas:

< [fllerlgler < o

(i) (Associatividade) [+ (g=h) = (f=g)=h;
(ii) (Distributividade) f+(g+h)=f=g+f+«h e (f+g)=h=f+h+g=h;

(iii) (Comutatividade) f+g=g= f.

Como veremos adiante, estamos interessados em trabalhar em espagos cuja
definicao é conectada a transformada de Fourier. A seguir lembramos esta transformada

no contexto de L'.

Definigdo 1.4. (Transformada de Fourier) Considere f € L'(R"). Definimos a
transformada de Fourier de f, denotada por f ou F[f], por

FIF(E) = f e (o) da,

n
onde x - & = Z x;&; denota o produto interno euclidiano em R".
j=1
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Abaixo, relembramos a classe das fungoes de Schwartz, as quais s@o fundamen-

tais na definicao das distribui¢oes temperadas que veremos mais a frente.

Definig¢ao 1.5. (Fung¢do de Schwartz) Uma funcio complera C* em R" é chamada
fungao de Schwartz, se para todo par de multi-indices o = (aq, ..., ) e 8= (P1,---,Pn),

existe uma constante positiva C, 5 tal que

pas(f) = supla®d’f(z)] = Cap < o, (1.2)

zeR™

onde x* Hwa’ e 0’ = H( 0. Aqui, pap sio chamadas seminormas de Schwartz de

f. O conjunto de todas as fun§oes de Schwartz em R™ é denotado por S(R™).

Observacgao 1.3. Vale ressaltar que S(R™) é um espago vetorial topolégico localmente
convexo, munido da familia de seminormas p, s que sapara pontos. Além disso, através
de resultados da topologia geral podemos afirmar que S(R™) é metrizavel e completo,

caracterizando-o como uma espago de Fréchet.
Proposigao 1.2. (i) S(R") c LP(R") e a inclusio é continua.

(i) S(R™) é denso em LP(R"™) para 1 < p < 0.

Vejamos agora uma propriedade da transformada de Fourier no espaco S(R").

Proposicao 1.3. Seja f € S(R"). Entao fe S(R"™) e a transformada de Fourier aplica
S(R™) continuamente em S(R™).

A seguir, vejamos alguns resultados que relacionam a transformada de Fourier

de uma funcao e suas derivadas.

Proposicao 1.4. Sejam f,g,h € S(R™) e a um multi-indice. As sequintes propriedades

sao vdlidas:

(i) (0°F)(€) = (2mi&)* f(€);
(i) (0°F)(€) = ((—2miz)* f(2))" (€);
(i) | f@ia)de = | f(x)g(x)dz

Definicio 1.6. (Transformada de Fourier Inversa) Seja f € L'(R™). Definimos a
Transformada de Fourier inversa de f, denotada por f¥ ou F'[f], como

[ (@) = f(=a).
Observacao 1.4. E facil ver que a transformada inversa de Fourier compartilha das

mesmas propriedades da transformada de Fourier.
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O isomorfismo de F em L? é uma consequéncia imediata da densidade de

S(R™) em L*(R") (Proposicio 1.2) e da proposicio abaixo.

Proposicao 1.5. Sejam f,g,h € S(R"), entdo:

~

(i) (Inversa de Fourier) (f)¥ = f = (f")";

(it) (Relagao de Parseval) f(x)h(z)dz = . f(f)%dﬁ,

Rn

(7ii) (Identidade de Plancherel) | fl||r2 = Hﬂ]Lz = ||/

Um resultado que segue diretamente das Proposicoes 1.3, 1.4 e 1.5, juntamente

com a Observagao 1.4 é o que segue.

Proposicao 1.6. A Transformada de Fourier é um homeomorfismo de S(R™) sobre si

mesmo.

1.2 Distribuicoes e Distribuicoes Temperadas

No préoximo capitulo iremos trabalhar com o espaco de todas as medidas
complexas (finitas) de Radon, denotado por M(R"), a ser definido detalhadamente mais
adiante (Secao 1.5). Tal espago, pode ser visto como um subespago de distribui¢oes
temperadas onde pode-se definir uma nog¢ao apropriada de transformada de Fourier. Nesta
secao recordamos as defini¢oes de distribuicido e distribuicdo temperada, inclusive as
defini¢oes da transformada de Fourier e sua transformada inversa neste ambiente mais

geral. A teoria desta segdo foi extraida essencialmente de Grafakos [29].

Definigao 1.7. (Distribuicdo) Uma distribuicio T é um funcional linear continuo
definido no espago das fungoes CP(R"™). Denotamos por D'(R™) o espago de todas as
distribuicoes, isto é,

D'(R") = (CS(R")",
onde = denota o espago dual e CF(R™) é munido com sua topologia padrao localmente con-
veza, em relagio a qual a convergéncia sequencial em C(R™) corresponde d convergéncia

uniforme da sequéncia de funcoes e suas derivadas em conjuntos compactos (veja [20, Secio
9.1, p. 282)).

Definigao 1.8. (Distribuicdo temperada) Uma distribui¢io temperada T é um fun-
cional linear continuo definido no espago das fungoes S(R"™). Denotamos por S'(R") o

espaco de todas as distribuicoes temperadas.
Observagao 1.5. Nao € dificil ver que

S'(R") c D'(R).
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Além disso, observe que a nocao de convergéncia de sequéncias em S'(R") é

dada via a topologia do espaco dual, ou seja,
T, —T em & se, esomente se, T, —T, )| <Cpas(f),

para toda f € S, onde p,g(f) é como em (1.2).

A préxima proposi¢ao mostra-nos uma condicao necessaria e suficiente para que
um funcional linear u € S(R") seja uma distribuigao temperada. Aqui, u(f) = (u, f) denota
a a¢ao de uma distribuigao ou distribui¢ao temperada u sobre uma fungao f € C°(R") ou

f e S(R™), respectivamente.

Proposigao 1.7. Um funcional linear v em S(R™) é uma distribui¢io temperada se, e

somente se, existe uma constante C' > 0, k,m € 7Z tais que

w(HI<C D paslf),

lor|<m,|BI<k

para toda f € S(R™), onde pos(f) é como em (1.2).

Agora, considerando f e g fung¢oes de Schwartz, o um multi-indice e integrando

por partes || vezes, obtemos
f (0°f)(@)g(@)dz = (=D | f(2)(0%g)(x)da. (1.3)
n Rn

Tendo em vista a igualdade (1.3), é natural definir a derivada de uma distri-
buicao temperada como segue.
Definigao 1.9. Seja u € S'(R") e a um multi-indice. Definimos

<aau7 f> = <_1)|a|<u7 aaf>7

para toda f € S(R™).

Observagao 1.6. As derivadas de u no sentido de distribuicao sao também denominadas

derivadas distribucionasis.

Até aqui, definimos a transformada de Fourier em S e vimos que a mesma
aplica homeomorficamente & em si mesmo, conforme Proposicao 1.6. Usando esse fato,
podemos definir a transformada de Fourier (e sua inversa) de uma distribuigdo temperada

como segue.

Definigao 1.10. Considere u € S'(R"). Definimos a transformada de Fourier U e a

transformada de Fourier inversa u" da distribuicdio temperada w, como

@, fy=<ufy e ', fy="u ",
para toda f € S(R™).
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Por outro lado, observe que, para f,g,h € S(R"), temos que

| nep@s@iz = | gla)he pwe (1.4

onde h(z) = h(—x).

Assim, motivados pela igualdade (1.4), definimos a convolugao de uma distri-

buicao temperada com uma fungao de Schwartz.
Definigao 1.11. Considere u € S'(R™) e h € S(R™). Definimos a convolugio h = u por
(hwu, [ = Cushos f),
para toda f € S, onde h é como em (1.4).
Na proposi¢ao seguinte, listamos algumas propriedades envolvendo transfor-

mada de Fourier e convolugao de distribuicoes temperadas. Tais propriedades nos serao

bastante tteis no decorrer da dissertacao.

Proposigao 1.8. Dados u,v € S'(R"), f e S(R"), a multi-indice e b € C, temos que:

(i) (u+v)" =a+7 e bu=>bi;

(it) (0%u)" = (2mi&)“u;

(iii) 0“u = ((—2mix)*u)";

(v) ()" =u;

(0) (f »u)" = fa;

(i) (fu) = F =i
Observagao 1.7. O produto (fu), no item (vi) da Proposicao 1.8, estd bem definido,
conforme [29, Definicao 2.3.15]

Proposicao 1.9. Dado u e S'(R"), existe uma sequéncia de fungoes f, em CF(R") tal
que f, — u no sentido de distribuicoes temperadas. Em particular, CX(R™) é denso em
S'(R™).

Demonstragio. A prova desta proposigao pode ser encontrada em [29, Proposi¢ao 2.3.23].
]

Agora, note que se uma funcdo g possui suporte contido em K, entdo para

toda f e C(K°) temos
N f(z)g(z)dx = 0. (1.5)

Além disso, o suporte de g é a intersecao de todos os conjuntos fechados com a propriedade

(1.5) para toda f € C°(K*¢). Tendo em vista essa observagao, considere a defini¢ao seguinte.
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Defini¢ao 1.12. (Suporte de uma distribuicao) Seja u € D'(R"). O suporte de u,
denotado por supp u, € a intersecao de todos os conjuntos fechados K com a sequinte
propriedade:

pe C®R"), supppc K¢ = {u,p)=0. (1.6)

Observacao 1.8. Antes de prossequirmos, vale ressaltar que a transformada de Fourier

de polinomios sao distribuicoes temperadas cujo suporte é a origem.

Nosso objetivo é remover esse tipo de distribui¢ao, descrito na Observagao
1.8, quando formos definir o operador de Helmholtz. Para isso, definimos o espaco das

distribui¢oes temperadas médulo polinomios.

Definicao 1.13. Definimos P como sendo o conjunto de todos os polinomios de n varidveis

Teats,

Dol = N cppadal,

|Bl<m ezt u{0}
Bi+-+Brnsm

com cg € C e m € Z. Definimos a relagio de equivaléncia ~ em S'(R"™) por

u~v < u—veP. (1.7)

Nao é dificil ver que ~ define, de fato, uma relagao de equivaléncia em S'(R").

Definigao 1.14. (Distribuigoes temperadas mdodulo polinémios) O espaco formado
por todas as classes de equivaléncia obtidas por (1.7) é denominado espago das distribuicoes

temperadas mddulo polindmios e é denotado por S'(R")/P.

Para evitar a notacao pesada, dois elementos u, v da mesma classe de equiva-
léncia em S’/P sdo identificados e, neste caso, escrevemos u = v em S'/P. Note que para

u,v € §'/P temos

u=v em S§'/P < (u,¢y={0,¢), paratoda ¢ € S(R") com supp(¢) < R"\{0}.

A préxima proposigao contém uma caracterizagao do espago S'/P. Para uma

demonstragao veja [29, p. 121].

Proposicao 1.10. Seja S, (R™) o espago de todas as fungoes de Schwartz ¢ satisfazendo

f z%p(x)dx =0,

para todo multi-indice . Entao, S(R"™) € um subespago de S(R™) que herda naturalmente
a mesma topologia de S(R™) e cujo dual é S'(R"™)/P, isto ¢,

(S (R™))* = S'(R™)/P.
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Motivados por essa proposi¢io, dizemos que u; — u em S'(R™)/P se, e somente

se, u;, u sao elementos de S'(R")/P e temos

(uj, o) — Cu, @),

quando j — o0, para todo ¢ € S, (R").

1.3 Transformadas de Riesz

Esta secao é dedicada as transformadas de Riesz. Suas defini¢oes e propriedades
serao importantes quando considerarmos o operador projecao de Helmholtz, ferramenta 1til
na andlise do sistema (1). Para definirmos a transformada de Riesz, primeiro introduzimos

a defini¢ao da distribui¢ao temperada W; em R", para 1 < j < n.

Definicao 1.15. Para ¢ € S(R") e 1 < j < n, definimos a distribuicio temperada W; em

R™ por
. Yj
(Wi, o) = @, lim e(y)dy,
=0 Jye Yl
r 1)/2
onde &, = M el' é a funcao Gama.

T(n+1)/2

Naéo é dificil ver que, de fato, W; € S'(R™). Agora, definimos as transformadas

de Riesz para as fungoes em S(R").

Definicao 1.16. Para 1 < j < n, a j-ésima transformada de Riesz de f é dada pela

convolugao com a distribuicao W, isto €,

R,(f)(x) = (f = W))(x) = D, pov. j Y gy, (1.8)

Rn ’95 - y’nH

para toda f € S(R™), onde p.v. € o valor principal integral, isto €,

Tj—Yj : Lj—Yj

po | by =t [y (1.9)
R ‘:U - y‘nJrl =0 le|=e ‘.1‘ - y‘nJrl

A seguir, enunciamos trés proposicoes que nos fornecem propriedades sobre

as transformadas de Riesz. A saber, as duas primeiras proposi¢oes sdo demonstradas e a

demonstracao da terceira pode ser encontrada em Grafakos [29, Corolario 4.2.8].

Proposicao 1.11. Para 1 < j < n, temos 7/3\](5) = —ig

€|
&2

que (R;f)"(€) = el (€)-

ou seja, para f € S(R™) temos
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Demonstragdo. Considere g(x) = |z|'™™. Note que, cauculando as derivadas distribucionais

de g, obtemos

— |z = (1 = n)po. [ =L ).
sl = = mp ()

Com isso, segue que

R0 = e (1) © = (1 )

1—n 8%
2 € - A
~ 9,2 <|x|—“+1) (©
B 2m’€- <l> .

Além disso, usando a definicdo de ®,, conforme Definicao 1.15 e sabendo que I'(1/2) = 7%/2,
temos

_ 2
5 1-n D% ¢
) 2 T —i&;
' n—1T(%) [
ST 2 g T i
r(eh)n—1 [ T(%5) -5 [

Consequentemente, tendo em vista que nI'(n) = T'(n + 1), o
+

S R SR N C N VY
_ (i) —i§; _ 5]
T el -l

para todo 1 < j < n, como queriamos mostrar.

Proposicao 1.12. As transformadas de Riesz satisfazem

EEE
j=1

onde I é o operador identidade.

n . 2
Demonstracao. Usando a Proposicao 1.11 e a identidade Z ( é% ) = —1, temos que

Zn:R?(f) = —f, paratoda feS(R").
=1
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As transformadas R; podem ser estendidas para os espacos LP, 1 < p < o0, via

um argumento de densidade. De fato, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.13. Seja 1 < j < n. As transformadas de Riesz R; sdo limitadas em

LP(R™) para 1 < p < .

Na préxima segdo queremos definir o operardor de Helmholtz em (S'(R™)/P)™.
Posto isso, se faz necessario algumas definicoes sobre as transformadas de Riesz neste

espago. Dada uma f € S'(R")/P a forma mais natural de se definir R; f seria considerando

(Rif, ¢) ={fR;9),

para toda ¢ € S(R"). Contudo, esta igualdade ndo estd bem definida. De fato, dado

¢ € S(R"), nem sempre R ;¢ € S(R™). Assim, nao é possivel considerarmos essa definicao.

Por outro lado, a Proposigao 1.11 (veja p. 24) nos motiva a definir a j—ésima
transformada de Riesz em S'(R")/P via transformada de Fourier de forma andloga. Com

isso, se faz necessario que o produto
(g a)” (1.10)

esteja bem definido, o que nem sempre é possivel, pois a funcao g(§) = [£]?, com s € R,
nao é necessariamente suave na origem. Para isso, primeiro considere a seguinte proposi¢ao
(veja Grafakos [29, p. 124]).

Proposigao 1.14. Seja u € 8'(R™) tal que supp u = {xo}. Entdo, existe k € Z e nimeros

complexos a, tais que

w= Y aa0%0s. (1.11)

|| <k

Seguindo Grafakos [29], podemos contornar o problema descrito acima. De
fato, dado u € §'(R"™)/P, conforme Proposigao 1.14, o valor de @ na origem ¢ irrelevante.
Posto isso, se torna possivel multiplicar # por uma funcdo ndo-suave na origem e com
crescimento polinomial no infinito. Sobre fungoes de crescimento polinomial no infinito
veja [29, Definigao 2.3.15].

Assim, fixemos uma funcao suave h(§) em R", tal que,

1 se [¢ =2
h(&) = 1.12
(6) { <1, (1.12)
Agora, para u € §'(R")/P ¢ ¢ € S(R"), considere

(€18, 4) = hm¢@, h(E/EPUE), seR (1.13)

Desde que o limite a direita em (1.13) exista, (1.13) pode ser usada para definir o produto

|£]°G como outro elemento de §'(R™)/P. Note que (1.13) é independente da fungao h.
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Com essas consideragoes e definigoes em maos, podemos definir as transformadas

de Riesz em S'(R")/P via transformada de Fourier.

Defini¢ao 1.17. Sejam u e S'(R™)/P e 1 < j < n. Entdo, definimos a j—ésima transfor-
mada de Riesz de u como
(Rju)"(§) = ——>ta. (1.14)

Observagdo 1.9. Como —i€; tem crescimento polinomial no infinito e |¢|"'u € S'(R™)/P,
seque que R u e S'(R™)/P.

1.4 Projecao de Helmholtz e Equacoes de Navier-Stokes-Coriolis

Nesta se¢ao, abordamos algumas defini¢oes e propriedades do operador projecao
de Helmholtz P que é util para trabalhar com um sistema equivalente a (1) mas sem
a pressao Vp. Nesta secio consideramos o caso R?, contudo a maioria das definicoes e
propriedades aqui apresentadas podem ser estendidas para R". A teoria desta se¢do pode
ser encontrada parcialmente em Zuazo [50]. Além disso, cabe mencionar que a maior parte

do contetdo aprensentado aqui foi retirado das dissertagdes de mestrado [2] e [7].

Inicialmete, considere R = (R1,R2,R3) e (ROR);j = RiR;, paral < i, j <3,

onde R; é a i-ésima transformada de Riesz em R?.

Definicao 1.18. (Operador de Helmholtz) Considere 1 o operador identidade em
(S’(R”)/P)3. Definimos o operador projecio de Helmholtz P em (S’(R”)/P)3 por

P=I+R®R.

Observacdo 1.10. Inicialmente, afirmamos que P é um operador linear em (S'(R™)/P)>.

De fato, sejam f, g € (S'(R")/P)* e A € C, ¢ note que

PAf+9) =(Af+9)+RORS +9)
= A +RORAf)+9+ROR(9)
= A\Pf) + Pg.
De onde segue a afirmacao.

Agora, vejamos trés propriedades do operador P em forma de proposicoes,

envolvendo seu divergente e sua transformada de Fourier.

Proposicao 1.15. Se f € (S’(R?’)/P)S entdo

B(7)(€) = (61-,3-—&%') 7
€17/ 1<ij<s

1, se 1=y
onde 9, ; € o delta de Kronecker, isto €, 0;; = . ‘7 .
0, se i#]
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Demonstragao. Inicialmente, da Proposicao 1.11 (veja p. 24), obtemos

RRAE = (i) (<12 (1.15)

para todo 1 <i,7,k < 3. Como Pf = f + (R®R)f, aplicando a transformada de Fourier
e a igualdade (1.15), obtemos

Pf=f+(ROR))"

i) C8)) LT

f+
€i§j) ~
( 62) ey

Pf(¢) = (@',j - &%) f.
€17/ 1<ijes

Portanto,

Proposigao 1.16. Seja f € (S'(R™)/P)" entio div(Pf) = 0 ou, equivalentemente,
(div(Bf)" =

Demonstra¢io. Como Pf = f+ (R®R)f, obtemos

divP = div/ + div(R®R)
= (6k)k + (deivR)k.

Aplicando a transformada de Fourier, segue que
(divP)® = (Op) + (RydivR)™),, -

Logo, para cada 1 < j < 3, obtemos

é+mmmau44@+(zm@ma)
=@%w—( %)(i @ﬁﬁ
e (5ol

J=1

)

= ( ka) + 2‘5’2|§|2

Portanto, (div(Pf))" = 0 e consequentemente, div(Pf) = 0.
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Antes de enunciarmos a préxima proposicao, fagamos uma observacao que nos

sera util na demonstracao da mesma.

Observagao 1.11. Se f € ((S’(R3)/77)3 satifaz divf = 0, entdo, aplicando a transformada

de Fourier em divf = 0, obtemos

—i&;f; = 0.

o,
e
i

Proposicao 1.17. Seja f € ((8’(R3)/77)3 satisfazendo divf = 0. Entdo, Pf = f.

Demonstracdo. Aplicando a Proposicao 1.15, vemos que

< 51 ) J’g 5152 ~ o %’\
€2/ eR T eP

=5 §ié; o 281 ( 3 ) £2€3
Pj= (6, -
7= (b0 ) | iR () B I

Gha 86
TIERATEE *( |5|2)f3

Logo,

3
- (R0 (110
j=1

onde k indica a k—ésima componente do campo I@ Tendo em vista a Observagao 1.11 e
a igualdade (1.16), obtemos I@} = fe, portanto, Pf = f.

O

Observacao 1.12. Note que uma consequéncia imediata das Proposicoes 1.16 e 1.17 é
que P> f = Pf para cada f € (S’(R3)/73)3. Assim, P* = P e, de fato, P € uma projecdo.

Este operador sera muito 1til no estudo das equagoes de Navier—Stokes-Coriolis.
As suas propriedades em relagdo a transformada de Fourier nos ajudarao a estabelecer

algumas estimativas importantes.

Observagao 1.13. O operador projecao (ou projetor) de Helmholtz P é conhecido como
projetor livre de divergéncia, pois sua imagem estd sempre na componente de um campo

vetorial com divergente nulo.

Se u é um campo vetorial temos a decomposigao u = uj + us, onde div(uy) = 0
e uy = Vi, e entdao P(u) = uy. Tal decomposi¢ao é conhecida como decomposi¢ao de

Leray-Helmholtz. Por outro lado,

div(u) = div(ug) = div(Vy)
=V -Vp = Ap.
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Entao, div(u) = Agp, ou seja, V - u = Ay, logo ¢ = (A_l) V - u. Além disso,

U =U— Uy =U— VP

=u—V(A‘1)V-u.

Como P(u) = uy, em geral, se u admite a decomposigao de Helmholtz, a projegao P atua

sobre o campo u da seguinte forma
Plu)=u—V (AT V- u

Para mais detalhes sobre a decomposicao Leray-Helmholtz veja Deriaz e Perrier [15] ou
Kozomo et al. [19].

Agora, vejamos algumas observagdes a respeito do sistema (1) das equagoes
de Navier-Stokes-Coriolis. Considere u = u(z,t) = (uy(z,t), ua(x,t), us(z,t)) uma funcdo
suficientemente suave na varidvel ¢, de modo que u(-,t) € S(R?), para cada t > 0,

satisfazendo

o —Au+Qez xu+ (u-Vu+Vp=0 em R*x (0,0)
V-u=0 em R? x (0,0) , (1.17)

u(z,0) = ug(x) em R?
onde a pressao p(x,t) também é suficientemente suave.

Tendo em vista que nossa ideia é aplicar a projegao P no sistema (1.17), vejamos

algumas propriedades sobre a aplicagdo desse operador nos termos de (1.17).

Observagao 1.14. Os itens abaizo sao facilmente verificados:

(i) O operador P comuta com a derivada temporal, ou seja, Py = 0,P;
(ii) O operador P comuta com o laplaciano, ou seja, PA = AP;
(7ii) O operador P se relaciona com o gradiente da sequinte forma: (PV)" = 0;

(tv) Com a matriz J, o operador P se relaciona da sequinte forma: P(Qez x u) = QJ(Pu),

onde

(1.18)

ey
Il
o = o
o o
o o o

é uma matriz anti-simétrica.

(v) O operador P age como operador identidade sobre u, ou seja, Pu = u, pois
divu = 0.



Capitulo 1. Preliminares, Medidas de Radon e Fung¢ées Quase Periddicas 31

Demonstragio. (i) Usando transformada de Fourier é facil ver que

ON' (s &GN (0N (s &S\ .
(Pa) (5” |£\2) (a> (5” |a2) (=it)
- - (5= 53)

a A

:<af”) ’

de onde obtemos a conclusao do item (i).

(ii) De forma analoga, observe que:
3
o) 5+ (0 5)

Sy (o)

obtendo o item (ii).

(iii) Usando a transformada de Fourier do Gradiente V, obtemos

—1&;
i) o9 (£
—1€3
entao,
2
(BV)"), = ( - é) (—ig) + (_fmf) ig) + (_if) (g
. ﬁ 6185 &6
= TR T e T ep
3 52
= —i&1 + & 27]2
j=1 |§|
— & +i& 1 =0.

De forma similar se verifica ((PV)"), = 0 e ((PV)"), = 0, como querfamos mostrar.
(iv) Sabemos que Qes x u = QJu, onde J é como em (1.18). Com isso, observe que
P(Qe3 x u) = P(QUu) = QJ(Pu),
de onde segue a igualdade do item (iv).

(v) O item (v) segue diretamente da Proposicao 1.17.
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Posto isso, aplicando a proje¢ao P no sistema (1.17), obtemos que

{ P (du) — P(Aw) + P(Qes x u) + P((u- V)u) + P(Vp) =0 (1.19)

P(u(z,0)) = P(uo(x)) = ug

Tendo em vista as propriedades contidas na Observagao 1.14, o sistema (1.19) é equivalente

ao seguinte sistema

{ G = Bu+ Qg x u+ Pl(u- V)u) =0 (1.20)

u(z,0) = ug(x)

Com isso, obtemos a formulagao (1.20) onde desaparece o termo gradiente da pressao
e ficamos com um sistema de equacdes apenas com a incégnita u, o campo velocidade.
Posteriormente, vamos trabalhar apenas com esse ultimo sistema com fungoes do tipo

quase periodicas. Tal definicao serd dada ainda neste capitulo.

1.5 Medida de Radon

Nesta se¢do, relembramos algumas definigdes e fatos sobre as medidas de Radon.
Para isso, ao longo deste trabalho, X denota um espago de Hausdorff localmente compacto
(HLC). Aqui, Bx é a o-algebra de Borel em X (a o-dlgebra gerada pelos conjuntos abertos,
denominada o-dlgebra dos borelianos). Uma medida de Borel é qualquer medida definida

sobre a o-algebra dos borelianos. Basicamente, todo contetido desta se¢ao foi extraido do
livro do Folland [20].

Defini¢ao 1.19. Seja f € C(X), isto é, f : X — C é uma fungao continua. Entdo,

definimos
C.(X) ={feC(X) :supp(f) é compacto}.

Além disso, dizemos que f anula-se no infinito se para todo € > 0 o conjunto {z : |f(x)| = €}

¢ compacto. Assim, definimos

Co(X) = {f € C(X) : f anula-se no infinito}.

Uma importante relacao entre os espagos Cy(X) e C.(X) é a que segue.

Proposicao 1.18. Se X ¢é um espago HLC entao Cy(X) € o fecho de C.(X) na métrica

uniforme.

Demonstragio. Se {f,} é uma sequéncia em Cy(X) que converge uniformemente para
f e C(X), para todo ¢ > 0, existe n € N tal que |f, — f|| < e. Entédo, |f(x)] < ¢
se x ¢ supp(fn), assim f € Cy(X). Por outro lado, se f € Cy(X), para n € N, seja

K, = {z:|f(z)] = n'}. Entdo, K,, é compacto. Pelo Lema Urysohn, na versio localmente
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compacto, existe g, € C.(X) com 0 < g, < 1le g, =1em K,. Seja f, = g,f. Entao,

faeCuX)e|fn— f| <n!, assim f, — f uniformemente.

]

Defini¢ao 1.20. Seja f € B(X), ou seja, f : X — C uma fungio limitada. Entdo, a

norma uniforme de f é dada por
[ flle = sup{[f(z) : 2 € X}.

Vejamos agora algumas propriedades de funcionais lineares positivos sobre

C.(X) para podermos definir uma medida de Radon.

Definicao 1.21. Um funcional linear I : C.(X) — C é chamado positivo se I1(f) = 0
sempre que f =0 com f e C.(X).

Tal definicdo nao faz mencao direta a qualquer no¢ao de continuidade, porém

ela implica uma nogao de continuidade relativamente forte.

Proposicao 1.19. Se I é um funcional linear positivo definido em C.(X), para cada

compacto K < X existe uma constante Cy tal que

[T < Crllflus (1.21)

para toda f € C.(X) tal que supp(f) < K.

Se u é uma medida de Borel sobre X tal que u(K) < oo para todo compacto

K < X, entdo é claro que C.(X) < L'(y). Neste caso, temos que

o L fdu (1.22)

define um funcional linear positivo atuando sobre C.(X). Ainda nessa se¢ao veremos que
todo funcional linear positivo definido em C.(X) tem esta forma. Ainda mais, impondo
condicoes adicionais de regularidade sobre p concluimos que p é tnica. Vejamos tais

condigoes.

Seja 1 uma medida (positiva) de Borel sobre X e E um boreliano de X. Entao,
(i) p é chamada regular exterior em E se

w(E) =inf{u(U) : E < U, U aberto}. (1.23)

(ii) p é chamada regular interior em F se

u(E) =sup{u(K): K ¢ E, K compacto}. (1.24)
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Definigao 1.22. (Medida de Radon) Uma medida (positiva) de Borel p é uma medida

de Radon se ela satisfaz as trés sequintes propriedades:

(i) w € finita sobre todos os conjuntos compactos;
(ii) p € regular exterior sobre todos os borelianos;

(iii) p € regular interior sobre todos os abertos.

Considere a seguinte notacao: dada f € C.(X) e O um aberto de X, escrevemos

0<f<1
supp(f) < O

Proposicao 1.20. (Teorema da representacdo de Riesz) Seja I um funcional linear

f<O se { (1.25)

positivo em C.(X), entdo existe uma unica medida de Radon y em X tal que

105) = | sdn (1.26)
X
para toda f € Co(X). Além disso, p satisfaz

(i) w(U) =sup{l(U): feC.(X) e f<U} para todo aberto U < X,

(i7) wW(K)=inf{I(U): feC.X) e f=xk} para todo compacto K < X.
Aqui xi corresponde a fungdo caracteristica em K.

Demonstragio. A prova desta proposigao pode ser encontrada em Folland [20, Teorema
7.2].

]

Daqui em diante, exploramos com mais detalhes algumas propriedades das

medidas de Radon, como regularidade e teoremas de aproximacao.

Proposicao 1.21. (Regularidade interior) Se p é uma medida de Radon em X, entdo

W € reqular interior em todos os conjuntos o-finitos.

Corolario 1.1. Toda medida de Radon o-finita é reqular. Se X é o-compacto, toda medida

de Radon em X é regular.

Proposicao 1.22. (Condigdo suficiente para uma medida ser de Radon) Seja
X um espago HLC' no qual todo conjunto aberto é o-compacto (em particular, por exemplo,
se X for sequndo contdvel). Entdo, toda medida de Borel em X, que € finita em conjuntos

compactos, é reqular, e consequentemente de Radon.
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Proposicao 1.23. (Densidade de C.(X) em LP(X,pu)) Se u é uma medida de Radon
em X, entio C.(X) € um conjunto denso em LP(u), para todo 1 < p < 0.

A seguir, veremos que o conjunto de todas as medidas complexas de Radon
pode ser visto como o espago dual de Cy(X), através do teorema da representagao de

Riesz. Comecamos com uma definicao.

Defini¢ao 1.23. Denotamos por M(X) o espago das medidas complezas p de Radon em
X. E para cada pe M(X) considere

el = 1l (X,
onde |u| denota a variagio total da medida p.

Proposicao 1.24. Se p é uma medida complexa de Borel, entdo p é de Radon se, e

somente se, |u| é de Radon. Além disso, M(X) é um espago vetorial e

po= [l
define uma norma sobre ele.

Proposicao 1.25. (Teorema da representac¢ao de Riesz) Seja X um espago HLC,
e para € M(X) e f e Co(X) seja

Lf) = | fdu (1.27)
Entao, o mapa pn — I, € um isomorfismo isométrico de M(X) para Co(X)*.

Demonstragio. Ja vimos que cada I € Cy(X)* é da forma I,, com p € M(X). O que
nos leva a concluir que o mapa descrito no enunciado é sobrejetor. Por outro lado, se
uw € M(X), pela desigualdade triangular para integrais em medidas complexas, veja

Folland [20, Proposicao 3.13c], segue que

fio

Assim, [, € Co(X)* e |1,| < |u|. Ainda pela Proposicao 3.13b, citada acima, vemos

< f\f|d|u| < 1l (1.28)

que se h = du/d|u|, entdo |h| = 1 |pu|—quase sempre. Agora, pelo Teorema de Lusin,
veja [20, Teorema 7.10], para qualquer ¢ > 0 existe ¢ € C.(X) tal que [¢], <1 e ¢ = h,

exceto em um conjunto E com |u|(E) < €/2. Entdo, usando o fato de que h € L' (1), pois
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w(X) < oo, pela regra da cadeia para o caso complexo, encontramos

el = [l = [ Bt dind = [ = [0+ = 6y

< Uaﬁdu‘ + U(ﬁ - fb)du‘
<IAWh+fM—¢MM

< M| + 2|pl(E), pois o], <1
< | L] + e, pois |u|(E) < €/2.

]

Corolario 1.2. Se X é um espago de Hausdorff compacto, entao C(X)* é isometricamente

isomorfo a M(X).

1.6 Funcoes Quase Periddicas

Mostraremos nesta secao os teoremas fundamentais da teoria de fungoes quase
periddicas. Aqui, escolhemos como defini¢ao para funcoes quase periddicas, fungdes com
a seguinte propriedade: podem ser uniformemente aproximadas por polinémios trogo-
nométricos. A partir desta definicdo, é mais facil provar algumas propriedades dessas
fungoes. Todo contetido desta secdo é uma extensao para R"™ da teoria encontrada em
Corduneanu [14] e, também, algumas propriedades em [12], [40]. Algumas dessas extensoes
podem ser encontradas em Arguedas [4], [5]. Em alguns livros, como por exemplo, Bohr [12],

a definicao abordada neste trabalho é tida como corolario ou, até mesmo, como teorema.

Inicialmente considere a defini¢cdo seguinte para polindémios trigonométricos

complexos.

Defini¢ao 1.24. (Polinémio trigonométrico) Considere a func¢io dado por
n
T(x) = 2 cpe™* xe R, (1.29)
k=1

onde ¢, € C" e A\, € R, € chamado polinomio trigonométrico complexo.

Defini¢ao 1.25. (Funcgées quase periédicas) Uma fung¢io f : R" — C é chamada

quase periddica, se para qualquer € > 0 existe um polinomio trigonométrico T.(x), tal que

|f(x) =T ()] <€, xeR" (1.30)

Assim, fung¢des quase periddicas sao aquelas fungoes definidas em R", que
podem ser uniformemente aproximadas por polinémios trigonométricos. Partindo dessa
definicao, de fungoes quase periddicas, segue que qualquer polindmio trigonométrico ¢ uma

funcao quase periddica.



Capitulo 1. Preliminares, Medidas de Radon e Fung¢ées Quase Periddicas 37

Observacao 1.15. Além disso, seque do teorema da aproximagdo de funcoes periodicas
por polinémios trigonométricos, conhecido como Teorema de Weierstrass (veja [12, p.
26], [14, p. 05]), que qualquer fungao periddica é também uma fung¢do quase periédica. Por

outro lado, existem funcoes quase periddicas que nao sao periodicas.

Proposicao 1.26. Toda funcao quase periddica é limitada, isto €, existe uma constante
C >0, tal que
|lf(x)|<C  para todo  xeR"

Proposicao 1.27. Toda fungio quase periddica f(x) é uniformemente continua para

x € R"™, isto €, para um arbitrario € > 0, existe 6 = J. tal que
\f(z)— fly)| <e  sempre que |z —y| < 4.

Proposicao 1.28. Seja f(x) uma fungio quase periédica, x € R", ce C e a € R". Entado,
as funcoes

flx), cf(x) e f(z+a),
também sao fungoes quase periddicas. Além disso, se g(x) € outra fungao quase periddica,
entao as fungoes

f@)+g(x) e f(x)-g(x),

sdo funcoes quase periodicas.

Corolario 1.3. Considere o polinomio P(z1,zs,...,2,) € as fungoes quase periddicas

fi(z), fo(x), ..., fu(x). Entdo,
F(ZE) = P(fhf%"'vf?’b)

¢ uma funcao quase periodica para x € R".

Proposigao 1.29. A fungao limite f(x) de uma sequéncia de fungoes quase periddicas

fi(@), fo(z), -+, fu(x) uniformemente convergente em x € R", é quase periddica.

Observagao 1.16. A Proposicio 1.29 expressa um importante fato de que o conjunto de
fungoes quase periodicas € fechado com respeito a convergéncia uniforme. Isso também pode
ser visto da sequinte forma: qualquer funcao que possa ser aproximada, uniformemente,

por funcoes quase periodicas é quase periddica.

Proposicao 1.30. Considere ®(z1, 22, ..., 2,) uma fungao uniformemente continua de
(21,22, ..,2n) € M", onde M"™ < C". Se fi(x), fo(x), ..., fu(x) sdo fungoes quase periddicas

tais que (f1, fay ..., fn) € M" para qualquer x € R, entao a funcao

F(z) = @(f1, for .-, [a) (1.31)

¢ quase periodica.
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Proposigao 1.31. Se f(z) € uma fungao quase pericdica e (x) € uniformemente

8@-

(x) € uma fung¢io quase periddica, para todo i = 1,2, n.

continua em R"™, entdo
i

Agora vejamos duas propriedades caracteristicas das fungoes quase periddicas.

Vamos supor, a seguir, que as fungoes envolvidas nas definigdes e teoremas sao continuas

para todo x € R" e sao de valores complexos.

Definicao 1.26. Um conjunto K < R" é chamado relativamente denso se existir | =
(I1, - ,ln) € R", com | > 0, no sentido que l; > 0 para cada i =1,--- ,n , tal que, para

todo y € R"™, existe

H[yi, yi + ;] = R”,

i=1

com a propriedade de que

[Tl +1ln K+ @.

=1

Definigao 1.27. Um ndmero 7 € R" é chamado e—quase periddico de f(x) se
[fz+7)— fz)] <&, (1.32)

para todo x € R".

As duas propriedades caracteristicas das fungoes quase peridédicas sao:

Propriedade 1.1. A partir de qualquer sequéncia da forma {f(x + h,)}, onde {h,} < R",

pode-se extrair uma subsequéncia uniformemente convergente em R™.
Definicao 1.28. Se uma fungdo satisfaz a Propriedade 1.1 ela é chamada normal.

Propriedade 1.2. Para qualquer e > 0, existe um conjunto relativamente denso {T}. < R"

satisfazendo (1.32), para todo T € {T}..

Observagao 1.17. Cada nimero T € {1} é chamado nimero de translagao correspondente

ao parametro € (ou o nimero de e—translagao) de f(x).

A Propriedade 1.2 é a usual definicao de func¢oes quase periédicas dada por
Bohr [12] e, Zhicov e Levitan [40]. E basicamente a juncdo das Definicoes 1.26 e 1.27.

A fim de estabelecer uma equivaléncia entre as Propriedades 1.1 e 1.2 com a
definicao de fungoes quase periédicas, prosseguimos da seguinte forma: primeiro, mostramos
que qualquer fungao quase periédica possui a Propriedade 1.1; entao provamos que qualquer
funcao com a Propriedade 1.1 também tem a Propriedade 1.2; finalmente, provamos que
uma funcao com a Propriedade 1.2 é quase periddica, isto ¢, pode ser uniformemente

aproximada por polinomios trigonométricos. Mais precisamente, temos:
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Proposicao 1.32. (Equivaléncia entre as Propriedades 1.1 e 1.2)

(i) Se f(x) é uma fungdo quase periédica, entao ela satisfaz a Propriedade 1.1.
(ii) Se f(x) satisfaz a Propriedade 1.1, entdao também satisfaz a Propriedade 1.2.

(iii) Se f(x) satisfaz a Propriedade 1.2, entao f(x) é uma fungdo quase periddica.

Demonstragio. As demonstragoes dessas equivaléncias podem ser encontradas em [14,
Teoremas 1.9, 1.10, 1.11]. O

Na secao acima, detalhamos apenas algumas propriedades das fungoes quase
periddicas, bem como, alguns resultados a cerca destas. Contudo, vale ressaltar a impor-
tancia da teoria sobre a série de Fourier associada as fungoes quase periddicas, que nao

abordamos aqui, mas que pode ser encontrada em Corduneanu [14, Capitulo 1].
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2 Existéncia e Unicidade de Solucoes Locais

Neste capitulo estudamos a existéncia e unicidade local de solugoes brandas
para o sistema (1). Este resultado sera utilizado na demonstracao do nosso principal

teorema. A teoria deste capitulo foi baseada no artigo do Giga et al. [24].

2.1 Espacos de funcoes baseados na transformda de Fourier

Nesta secao veremos classes de espagos vetoriais cuja definicdo é baseada na
transformada de Fourier, onde o semigrupo gerado pelo operador de Riesz é uniformemente

limitado. Além disso, estes espacos contém fungoes quase periddicas que nao sao periddicas.

2.1.1 Medidas com valores em C¢

Seja M = M(R"), como anteriormente, o espa¢o de todas as medidas de
Radon, de valores complexos (nesse caso, finitas), em R™. Exemplos de tais medidas sdo:
fungdes integraveis em relagdo a medida de Lebesgue, medidas finitas concentradas em
pontos (Diracs), medidas finitas concentradas em curvas ou superficies, entre outros tipos

de medidas singulares em R".

Além disso, como vimos no Capitulo 1, este espaco é um espaco de Banach
(complexo) equipado com a norma da variagao total. Além disso, pelo Teorema da Re-
presentacao de Riesz 1.25, M pode ser identificado com o espago dual de Cy(R™). Mais

precisamente, para u € M

|pllae = sup{|[p, )l - ¥ € Co(R™), ] < 1},

onde ¢, -) denota o produto interno candnico. Desde que o espago S = S(R") de Schwartz,
conforme Definigdo 1.5, é denso em Cy(R"), p € M ¢é considerada uma distribuicao
temperada, isto é, u € 8’ = §'(R"). Em outras palavras, M < §’. Além disso, uma medida

nao negativa de Radon ¢ definida como

|1l (O) = sup{[{p, )] - ¢ € Ce(0), [Yloe < 1}, (2.1)

para um conjunto aberto O, onde C.(Q) é como na Definigao 1.19 com suporte compacto

em O e |u| a total variagdo da medida p.

Observacgao 2.1. Pela Proposigio 1.18, C.(R™) é um subconjunto denso de Cy(R"™). Entao,
M cD'(R") e
[ (R™) = ] e
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Para uma medida de Radon finita p = (uq,- - , ptq), com valores em C, ainda

denotaremos sua medida de variagao total |u| pela dualidade acima, entendendo que

[l = [l para b = (¢n, -+ 2a),

onde | - | denota a norma euclidiana em R?%. A totalidade das medidas finitas de Radon em
R", com valores em C%, é denotado por M? = (M(R™))? (frequentemente vamos escrever
M? simplesmente por M a fim de ndo sobrecarregar a notagdo). Existem varias maneiras

. d . . s . ,
de definir uma norma em (M(R"))“. A mais conveniente, para o nosso propédsito, é

] pge = |l (R™).

Outra norma equivalente que usamos aqui é

J 1/2
|l = (Z !m%) :
=1

No caso em que p; ¢ absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue, ou seja,

(B T)

dp; = pid§, onde p;(x) [ W’

(veja [45]), entao

d 1/2 d 2 1/2
e = | (Zw) i e rmF(Z(fRnrpi\df)) e

Como veremos mais adiante, essas normas sao equivalentes. Mas antes, considere

a definicao seguinte.

Definicao 2.1. Para uma fun¢io mensurdvel limitada de Borel 1 e € M associamos

uma nova medida de Radon, denotada por u|y € M e definida por

(u$)(0) = j@ H(E)ulde). (2.3)

Observagao 2.2. (Equivaléncia das normas em (2.2)) Vejamos que as duas normas

em (2.2) sdo equivalentes. Mais precisamente, vamos mostrar que

lliue < lelaa < Vlplige,  pe M (2.4)

Demonstragio. De fato, seja h; a derivada de Radon-Nikodym de p; com respeito a |ul;
isto é, |u| estd bem definida quase sempre, desde que p; é absolutamente continua com

respeito a |u|. Entao, por (2.2)

d 2\ 1/2
M = hil|pld .
il (Z (] 1t )
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Aplicando a desigualdade de Minkowski para integrais com p = 2, obtemos

d 9\ 1/2 J 12
(Z ([ ) ) <. (;m ) .

d
Além disso, desde que Z |hi?(€) = 1, |u|—quase sempre em &,
i—1

J 1/2
f <Z hi‘2> |pld€ < J |uld€ = |l (R™).
R™ \4i=1 R
Com isso,

[ < el pga- (2.5)

d
Por outro lado, é facil ver que ||u| e < 2 | 4| p- Contudo,
i=1

d d
D lualae = Y luallae -1 = |G, D,
i=1 i=1

com i = (|pallne, - s lpaamg) € T = (1,1,---,1). Assim, fazendo uso da desigualdade de
| ——

d vezes
Schwartz, chegamos a estimativa

J 1/2 J 1/2
K DI < )T = (Z |Mii4> : (Z 12)
i=1 i=1
= [l - V.
Dai,
el ae < V| plfiga (2.6)
De (2.5) e (2.6), segue (2.4). O
Agora introduzimos um importante subespaco de M(RR"), denotado por M e

definido por
Mo = {pe M : u|{0} = 0}. (2.7)

Em outras palavras, 1 € M pertence a M, se, e somente se, ndo existe ponto de massa

na origem. A condigao u|{0} = 0 é equivalente a dizer que

lim |4/ (B(0)) = 0, (2.8)

r—0

onde B,(0) é a bola aberta de raio r centrada na origem.

Proposicao 2.1. O espagco M é um subespaco fechado de M.



Capitulo 2. FEzisténcia e Unicidade de Solugdes Locais 43

Demonstragio. De fato, se pi,, — u em M e p,, satisfaz (2.8), entao

1l (Br(0)) < |t — p| (Br(0)) + || (B1(0))
< Hﬂm - N”M + ‘Mm’(Br(O))'

Tomando r — 0, temos que

lim sup [1] (B, (0)) < f[ptm — pt]aa-
Desde que p,,, — p em M, isso implica que p satisfaz (2.8), ou seja, u € M.
O

Lema 2.1. Seja o € C(R™"\{0}) limitada em R™\{0}. Assuma que pn € Mg e que {op}_; <
S(R™) é uma sequéncia aprozimada de o, no sentido de que o,, — o pontualmente em
R™\{0} e ||om]o € uniformemete limitada. Entio, {u|om )y © M e a sequéncia {oy,}_;

convergem em M. Além disso,

lim plom = (ul(R™\{0}) Lo € Mo, (2.9)

m—0o0

independentemente da escolha da sequéncia aprozimada {0y}, _;.

Observagao 2.3. Seja ¢ uma extensio de o € C(R"\{0}) para a origem. Desde que
e Mo de modo que = pl(R\{0}), vemos que (ul(R\{0)))]o = . Em particular, o

medida p|o independe do caminho da extensdo de o.

Aqui denotamos (u|(R™\{0}))|o simplesmente por u|o € Mg para e M. A
medida u|o em geral depende do valor |0 quando p e M.

Demonstragio do Lema 2.1. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, vemos

que
lim |om — o|pdé = 0. (2.10)
" Jr o)
Desde que 4 € Mo de modo que o, = (4l7) (R™\{0}), implica que
plom — (u(R™\{0}))|o € Mo. (2.11)
0

2.1.2 Imagem de Fourier de M e M,

Agora consideramos a pré-imagem de Fourier dos espacos M e M. Relembre
que F e F~! denotam a transformada de Fourier e sua inversa, respectivamente. Seja F.M
a imagem de M por F, e F ' M a pré-imagem de M por F'. Desde que F ' f(z) =
(Ff)(—x), o espago FM é também a pré-imagem de M por F, isto é,

FM={feS: feM)} (2.12)
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Esse espaco é um espaco de Banach equipado com a norma

| £l7aa = 1 Flmae (2.13)

Seja F M, o seguinte subespaco fechado de F M,
FMo={feS8:fe My} (2.14)

O espaco FM esta incluido no espaco BUC, espaco de todas as fungoes limitadas e
uniformemente continuas. O espaco F M, nao contém funcao constante diferente de zero.

De fato, F M admite uma decomposicao topoldgica em soma direta da forma
FM =FM,@C, (2.15)

onde C denota o espago de todas as fungdes (complexas) constantes. Além disso, uma
curiosidade a cerca desse espaco, ¢ que F .My estd estritamente incluido no espaco de Besov
32071, para definigdo do espago de Besov e prova da inclusao veja Giga et al. [24, Apéndice
A]. No entanto, F M, ainda inclui varias fungdes quase periddicas, ndo necessariamente

periodicas, como podemos ver no exemplo abaixo.

Exemplo 2.1. Observe que a funcao quase periodica

w .
f(.T) _ Z aje'ﬂﬂ*/\j-x’
=1

ee}
\j € R™\{0}, a; € C, pertence a F M, se 2 |Ozj| < 0.

7j=1

De fato, inicialmente, vamos determinar a transformada de Fourier de f. Usando

a linearidade da transformada, obtemos

f(é“) _ Z a; (6¢27r,\‘j.g;)A _ Z 04]6({ B )\j)'
j=1 J=1
Dai, temos que
F&) =o€ =) e My,
j=1

onde § é o delta de Dirac. Além disso,

e}
HfHFM:Z|aj| se A\j# )\, para j # k.

j=1
Agora, mostramos a limitacao do operador de Riesz no espago F.M.

Lema 2.2. O operador de Riesz R; € limitado em F Mg para j =1,2,--- ,n. Além disso,
(@) |Rj flrm < [ fll 2 (@) 1™ flrm < | flzm, t=0

para toda f € FM,.



Capitulo 2. FEzisténcia e Unicidade de Solugdes Locais 45

Observacao 2.4. Nao ¢ dificil mostrar as estimativas do Lema 2.2. Apenas com uma
aplicagao da transformda de Fourier podemos obter a limitagcdo, em F My, do operador de

Riesz »
Rf) =7 (flo(Ry)) 0 o) =2 =12 (2.16)

embora o simbolo o(R;) ndo seja continuo em & = 0.

Demonstragio do Lema 2.2. De fato, podemos estimar |R; f|zum com segue:
IR flram = [(Rjf)" |m
- |ageng]
< | flm = 1F1Fm;
de onde concluimos (7). De forma similar,

[ Flran = (€™ )" | m

_ | gitesriel ]?H
M

< [ flwm = [fl7m
obtendo (ii).

]

A seguir, estendemos o resultado do Lema 2.2 para um operador cujo simbolo

pode nao ser continuo na origem. Essencialmente, vamos provar que

(=h)@) = F (o€ (F©)) @) (2.17)

¢ um operador bem definido para f € FM, se o simbolo ¢ € C(R™"\{0}) ¢ limitado.
Aproximamos o por {0}, © S tal que |0, é limitada e 0,, — ¢ pontualmente em
R™\{0}. A quantidade F~! <omf> ¢ bem definida em &', se f € . Pelo Lema 2.1 F~'o,,f

converge para, F ' (ﬂa) em FMy se f e FM,. Entao, definimos ¥ f por

of=F " (flo). (2.18)
Lema 2.3. Assuma que o € C(R™"\{0}) € limitada em R™\{0}. Entdo ¥ em (2.18) é um

operador linear limitado em FM; e

Eflrm < llollol flrm, (2.19)

para f e FMgy. Se, além disso, o é continua na origem, entdo X é um operador linear
limitado em FM e (2.19) permanece vdlida para toda f € FM.

Observacao 2.5. Note que agora podemos ver o Lema 2.2 como um coroldrio do Lema
2.3. Além disso, na proxima segcdo apresentamos uma versao vetorial do Lema 2.3 e

descrevemos os principais pontos de sua demonstracao.
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2.1.3 Operadores produto e do calor

O espaco FM é uma algebra cujo elemento unitario é a fun¢do constante 1.

O espaco F M, ndo é uma algebra, desde que a multiplicacio de e*® e e é igual a

1 ¢ FM, para A € R\{0}.

Lema 2.4. Se f e g estio em FM, o mesmo acontece com fg. A norma de uma funcao

constante 1 € igual a 1. Além disso,
| fglzam < [ flFrmlglram

Demonstragao. Pela Proposicao 1.8(vi) temos que ]/CZ] = f + ¢, e usando a desigualdade de

Young para medidas, segue por que

Hfg”}'M = HngM
= |f*glm
< [ flmlglm

= | flzmlglzr
que nos fornece a estimativa desejada.

]

A seguir, vamos relembrar alguns fatos sobre o semigrupo do calor €' em FM
e FMy. Para f € FM, temos que

(2 = F ()
_F1 (f[e—t‘€'2>, t>0.
Similarmente, temos também que
G2 f = F (igge " (7))
= 7 (Rligge™"), t=0.

Lema 2.5. (i) A familia {¢'*};=0 ¢ um Co—semigrupo limitado em FM e FM,. Além

disso,

le®flzm < [ flrm para fe FM, ¢=>0.

(ii) O semigrupo {e“}i=0 é um semigrupo analitico em FM e FM,. Além disso,

O, f e FMg e
|06 Fllraa < (2te) 2] fl 7,

para fe FM,t>0,1=1,2,--- ,n.
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Demonstragio. (i) Primeiro, observe que

€2 Flran = 1€ )" ma
= e Flla

< | fllam = £l zm5

como queriamos. Agora, para mostrarmos que {em}tzo é um Cp—semigrupo em F M,
vamos provar primeiro sua continuidade em t = 07 e, posteriormente, para t > 0

seguird como consequéncia. Assim, dado f € FM, temos

[ f = Flram = (eF = )" [

=l -1) 4,

< f etE? 1) d|f]. (2.20)

Além disso, ‘e’tw — 1‘ <2e Ll(d|f|). Posto isso, sabemos que

t—07F

‘e_tlﬂz — 1 — 0, paratodo &€ R".

Logo, pelo teorema da convergéncia dominada, temos

lim sup
t—0+ n

Consequentemente, de (2.20) e (2.21), segue que

e el 1‘ d|f] < f 0-d|f| =0. (2.21)
Rn

limsup [ f — f] za < 0.
t—0+

Assim, como a norma || - |z é ndo-negativa, obtemos que
: tA
lim e f — fllzm = 0.
t—0t
Por outro lado, considere g > 0 tal que ¢ > t3. Logo,

|2 f — €2 flra = e ("2 f — §) Iy
<[ (€2 = ) pa (2.22)

Assim, tomando t — ¢y em (2.22), tem-se que (t — t5) — 0, dai, recaimos no caso

anterior. De forma similar, se t < ty, entao

||etAf - etOAfH]:M = HetA (f - e(t()it)Af) H]_‘M
<[(F =% | 5
= [( ™2 = Dl (223)

Tomando t — ¢y em (2.23), o resultado segue do primeiro caso.



Capitulo 2. FEzisténcia e Unicidade de Solugdes Locais 48

(ii) Por outro lado, veja que para t > 0, podemos estimar

102,62 Flran = 1 (9™ f) " g

“|(se) 71,

—¢l€12 ) 7
< sup [¢le”"*) £ p
EeR"™
_ 20 7
< sup [¢le™1) Fllug
EeRn”

= 71 sup ["2¢|e”"F ]l
£eR™
Considerando agora a mudanca de variavel s = |t1/ 2¢|, obtemos

_ _g2 ~
0 s < 07 (suptse ™)) 17l

_ g2
_ e (sup (se )) f s
s=0

Agora, seja g(s) = se™, logo g'(s) = e (1 —2s%). Dai, vé-se que g possui um tnico

—-1/2 —-1/2

ponto critico, a saber, s = 27 /“. Avaliando g em s = 27 /* chegamos a

9(27%) = (277,

_g2 _ . . .
de onde segue que sup se” = (2¢) /2 Assim, obtemos a estimativa
s=0

[0z flran < (2t€) 2| [l ans
para fe FM, t>0,i=1,2--- ,ne 0,efeFM,.

]

No que segue, conforme Observacao 2.5, estabelecemos uma versao vetorial do

Lema 2.3. Para isso, considere f = (f1, fo, -, fa), f= (]?1,]?2, - ,]?d) e o= (0jk)i<jh<d
uma fun¢ao matricial de valores complexos de ordem d x d.

Lema 2.6. Assuma que o = (0;;) € C(R™\{0}) € limitado em R™\{0}. Entdo,

“(frlox) (2.24)

i M&

é um operador limitado em FMy com a estimativa

12 f 1 zaee < lollloolf] e (2.25)

para f € FMy. Suponha, além disso, que o é continua na origem, entao o é um operador
limitado em FM satisfazendo (2.25) para toda f € FM.
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Demonstracao. Observe que é suficiente mostrarmos a estimativa no espaco de fase. Posto

isso, note que

ISH

d
> Feloje = 1711 b,
k=1

onde hy, 6 a derivada Radon-Nikodym de f;, com respeito a |f|. Desde que |h|(£) = 1,

|f|—quase sempre em &, por definicao de o, temos

d
PREOLAC

para h = (hy, -+, hg). Por fim, obtemos (2.25) usando a norma do supremo de |o]|.

< o (OIR(&)] = |o ()],

]

O Lema 2.6 fornece uma consequéncia mais forte para P ou e® do que o que

segue do Lema 2.2. Mais precisamente, temos o lema que segue.

Lema 2.7. (i) Seja P como definido na Segio 1.4 (veja p. 27). Entdo, P é limitado de
FME em FME. Além disso,

IPflrige < | flrme  para toda f e FMQ.

(ii) Considere o operador S = PJP. Entdo, S : FMg — FM; € limitado. Além disso,

S também é limitado e vale a estimativa

1€® fl e < | flrre,  para toda fe FMS, teR,

1
onde e zzk—

Demonstragio. (i) Temos que

{®¢
€17

¢ uma projecao ortogonal de C¢ sobre si mesmo. Assim, a norma do operador é

oP)=1-

dada por ||o]|, = 1. A partir de (2.25) segue a estimativa em (7). A propriedade
Pf e FM{ para f € FME segue diretamente da definigio de FM{ e da expressio
de o(P).

(ii) Desde que o(S) = o(P)Jo(P) é anti-simétrico e

0 & &
o (g ) ursen () R omte me= g 60 e )
& &0
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7®! § uma matriz unitaria, e entdao |e”®’| = 1 como uma matriz. Assim (2.25)

e
produz a estimativa desejada para €. A limitacdo de S segue da limitacdo de seu

simbolo em relagao a £. Em vista da expressdao de o(S), é claro que sua imagem esté
em FM3, quando f e FM;.

]

2.2 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Nesta secao, introduzimos conceitos basicos para compreensao do teorema
do ponto fixo de Banach, o qual é também conhecido como teorema da contragao. Ele
estabelece condigoes suficientes para a existéncia e unicidade de um ponto fixo, ponto
este que é mapeado em si mesmo. O teorema também fornece um processo iterativo pelo
qual podemos obter aproximagoes para o ponto fixo. O contetido desta secdo pode ser
encontrado, por exemplo, em Kreyszig [39, Capitulo 5], Khamsi e Kirk [36, Capitulo 3| ou,

até memso, na dissertagao do F. L. Azevedo [7].

Definigao 2.2. (Ponto fixo) Um ponto fizo de uma aplicagio T : X — X com X # &,

¢ um ponto x € X que € aplicado em si mesmo por T, isto é,
T(x) =z,
a imagem T(x) coincide com x.

Defini¢ao 2.3. (Aplicagdo Lipschitz) Seja X = (X,d) um espago métrico. Uma
aplicacao T : X — X € dita lipschitziana se existe um numero real positivo o = 0 tal que
para todo x,y € X

d(T(z),T(y)) < ad(x,y). (2.26)

O numero a em (2.26) € dito constante de Lipschitz de T

Definigao 2.4. (Contracdo) Uma aplicagio lipschitziana T : X — X é chamada

contragio se a < 1 em (2.26).

Observacao 2.6. Geometricamente, isso significa que qualquer ponto x e y tem imagens
que estao mais prorimos do que 0s pontos x e y; mais precisamente, € valida a propor¢ao

d(T(z),T(y))

< 1.
d(x,y)

A demonstragao da proposi¢ao abaixo pode ser encontrada em Kreyszig [39,
Teorema 5.1-2]

Proposicao 2.2. (Teorema do ponto fixro de Banach) Seja X = (X, d) um espago
métrico completo nao-vazio e sejaT' : X — X uma contragio em X. Entdo, T admite um

unico ponto fixo.
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Demonstracao. Para monstrarmos que a aplicagao T' admite ponto fixo, vamos construir

uma sequéncia (r,), em X e mostrar que ela é uma sequéncia de Cauchy. Como X é

completo, (z,), serd convergente. Agora, digamos que linc}o T, = r, entado provaremos que
n—

esse limite é um ponto fixo de T" e que é tnico.

Inicialmente escolhemos um ponto xg € X e definimos uma sequéncia interativa

(p)n pOT
X € X
xr = TiL'o,
zy = Ty = T?x, (2.27)
Ty =TT, 1 = =T"xg,

Claramente, vemos que (x,), é uma sequéncia de imagens de xy sob repetidas aplicagoes
de T'. Mostremos que (x,), ¢ uma sequéncia de Cauchy. Inicialmente, por (2.26) e (2.27),

obtemos

d<~rm+17 xm) = d(Txnu Txm—l)
< Oéd(ﬂ?,—m xm—l)

Oéd(T{Z'm_l, T,Im_g) (228)

N

a2d(xm—l> $m—2)

N

a™d(xy, o),

para todo m € N. Entao, para n > m, aplicando a desigualdade triangular e a férmula

para a soma de uma progressao geométrica em (2.28), temos a seguinte estimativa

(T, Tn) < ATy Tig1) + A(Tia1, Tago) + - + d(xp_1, )

< (@™ + o™ 4o o d(20, 1)
1 o anfm
m
— - d .
0% 1— o ('T07I1>

n—m

Desde que 0 < a < 1, entao 1 — « < 1. Consequentemente, para n > m, temos

am

l—«o

(T, x,) < d(xg,x1). (2.29)

Além disso, note que se d(zg, 1) = 0 entdo zg é ponto fixo de T" e temos a existéncia do

ponto fixo. Vejamos o caso em que d(zg,z1) # 0. Como 0 < a < 1, entao

m

.«
lim Ed(xo,xl) =0.
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Logo, dado € > 0 existe mgy € N tal que

am

l—«o

d(xg,x1) <e, para todo m = my. (2.30)
Por (2.29) e (2.30), para n > m = my, temos
d(xpm, x,) < €.
Portanto, (z,), é uma sequéncia de Cauchy e, como X é completo,
T, — x para algum z e X.

Posto isso, vejamos que x é ponto fixo da aplicacao T'. Fazendo uso da desigualdade

triangular e (2.26), para todo m € N, temos que

d(z,Tx) < d(x,xm) + d(Tpm, TT)
d(z,zp) + d(TTp-1,Tx)
d(x,x

< d(

m) + ad(zy,_1, 7).
Como z,, — x, dado § > 0, existe m; € N, tal que,
d(x, ) + ad(xy,,x) <06, paratodo m =my.

Logo, d(z,Tx) < 6, para todo > 0. Assim, d(z,Tz) = 0 e consequentemente Tz = x.

Isto mostra que x é um ponto fixo de T.

Para mostrar a unicidade do ponto fixo, suponhamos que exista & € X tal que

T7 = z. Com isso, obtemos por (2.26) que
d(z,z) = d(Tz, T%) < ad(zx, T),

o que implica em d(z,z) = 0, desde que o < 1. Entdo, x = Z, e a prova do proposicao esta

completa.

O

Observagao 2.7. Além da existéncia de um unico ponto fixro x = T(x), tem-se também
que para cada y € X,
lim T"(y) = =.

n—ao0

Além disso,
n

1l—«

d(T"(y), r) < d(y, T(y)).

Os resultados da Observacao 2.7 podem ser encontrados em Khamsi e Kirk [36,

Teorema 3.1].
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2.3 Teorema de existéncia e unicicade local de solucoes brandas

Inicialmente, note que o sistema (1.20) pode ser reescrito como

{ ou = (A —QS)u—P((u-V)u) (2.31)

u(z,0) = up(x)
Com isso, conseguimos a definigdo que segue, via Pazy [43, p. 106].

Definigao 2.5. (Solugdo branda) Seja 0 < T < 0. Considere X < 8’ um espago de
Banach. Dizemos que w € C ([0,T] : X) é uma solugio branda do problema de valor inicial

(2.31), se u satisfaz a sequinte equagdo integral
t
u(t) = T (t)ug — f T(t—s)P((u-V)u)(s)ds, (2.32)
0

onde T (t) = A=) ¢ o semigrupo associado @ parte linear do sistema (2.31), V-u=0
e0<t<T.

Observacao 2.8. Ao longo desta dissertacio estamos interessados em encontrar solucoes

brandas para o sistema (1). Quando T = o, consideramos [0,0) em vez de [0, 0].
Teorema 2.1. Assuma que ug € F My com divug = 0. Entdo, existe
Ty = ¢/ |luo|Fag > 0
independente do parametro de Coriolis €2, e uma unica solug¢io branda
u=u(t) e C([0,Tp]; FMy)
de (1), onde ¢ > 0 é uma dada constante.

Demonstragao. Em vista da Defini¢ao 2.5, consideramos a equacao integral

t
U(t) _ etAeftQSuO o J e(tfs)Aef(tfs)QSP(v . (U ®U)) (S)dS, (233>
0

onde €2 é o semigrupo do calor, S = PJP, t > 0 e

V- (u®u) = (u-V)u,
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desde que sempre trabalhamos com campos vetoriais livres de divergéncia, isto é, V- u = 0.
De fato, dados u e w campos vetoriais, tais que V-u =0 = V - w, temos que
ULW,  UIWo  UTW3
V (uQw) = (Ory, Ouys Ozs) -+ | Uswi Uy UswWs
UsW, U3Wy UIW3
Oy (U w1) + Oy (ugwy) + Opy (uzwy)
O, (U W2) + Oy (Ugws) + Opy (uzws)
| Opy (urw3) + Oy, (uows) + Opy (usws)
[ 0, uqwy + U1y, wy 4 Opytowy + Uy, wy + Oz UsW1 + U3 0y W1
Oz UTWa + Uy Oy W + Oy UsWs + U0y Wo + Oy UsWa + Ug Oy Wo
Oz U1 W3 + Uy Oy W3 + Oy UgW3 + U0z, W3 + OpyUsWs + Uz Oy W3

6351U1 + (9z2uQ + é’x3U3) w1 + ulﬁxlwl + ugé’xzwl + u;;&zgwl

(
= (8zlu1 + 5332U2 + 8m3u3) Wy + Ulamlwg + UQ(?IZUJQ + u36333w2

Oy U1 + OgyUs + OpyUlz) W3 + Up Oy W3 + U0z W3 + Uz0py W3
Como V - u = 0 temos que

(O u1 + Opytin + Opyuz) = 0,

logo,
[ 0100, w1 + U0y wy + UgOyywy (U104, + U204, + U30y,) W
V- (u@®w) = | w0y ws + ugOpywo + uzlpwo | = | (u10z, + U204, + u30,,) wo
U1 0z, W3 + U Oy W3 + U30py W3 (u10z, + U0y, + Uz0s,) W3
[ (u- V) w,
=| (u-Vwy | =(u-V)w,
| (u-V)ws

como queriamos. Analogamente, se verifica que V - (w @ u) = (w - V)u.

Agora, com o objetivo de deixar as contas mais claras, denotamos o tensor

u ® u como sendo U, com isso

u®u="U = (Uz’j)lsz‘,j<3 = (Uiuj>1<z',j<3-

3

Com isso, V - U := Zéinzj. Devemos ressaltar aqui que existem duas estimativas
i=1
principais: estimativa do termo linear e do termo nao-linear.

(i) Estimativa do termo linear: Pelo Lema 2.5 (i) e 2.7 (ii), temos

He—tQ

le"®e™ S ug| pppe < St Fage

< [uol zae-
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Com isso,

le"®e™ P ug| zpps < Jluo] 2 pse- (2.34)
(ii) Estimativa do termo ndo-linear: Desde que temos pelo Lema 2.5 (ii)
V-e®Ue FM3,
para qualquer U = (Uj;)1<; j<3 € FM?>*® aplicando o Lema 2.7, obtemos

e 2T BPY - Ul zop < [PV - 2 U £
= 1"z [Pl rae |V - €2 U] £pgo
<11V e Uppe

=V etAUH]-'MS‘

Além disso,

(]

<
Cb@#
>
-
I
T~
B

Il
—

3 3
5a:,-€tAUi1, Z 5@- etAUzQa Z 5@- 6tAUi3>

i=1 i=1

a:pietA (Uu, U, Uz’S)

I
e

1

<.
Il

tA
axi € Ui?

Il
.Mw

S
Il
—_

onde U; = (U;;, Uy, Uys) para todo U e FM**?. Com isso,

3
Z &El etAUi

=1

[ 2™ PPV - Ul pppe <

3
< V002Ul s
]:MB i=1

Mais uma vez, tendo em vista o Lema 2.5 (ii), obtemos

3
[e"2e BBV - Ul ppp < (2te) ™2 Y | Uil s, (2.35)

=1
com U; = (U;;, Uy, Uys) para todo U e FM**?,

A priori, para T > 0, defina

ulleqorrmey == sup_[ul-, s)| e (2.36)
0<s<T

Considere também
uy (t) = e e By,
t

N(u,w)(t) = — | et92e=E=IBP(V . (u@w))(s)ds.

=]
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Posto isso, vejamos entdo estimativas para |jui(t)|c (o1, 7m0 €, €m particular, para

IN (w, w)(t) | co.11,7Mm0)- Segue de (2.34) que

lur (t) [ e o1 7Mm0) < w0l za42-

Por outro lado,

HN<U7u)(t)HC([O,T];}'Mo) = sup [N (u,u)(t)|rre

0<s<T

= sup
0<s<T

t
_J 6(t s)A6 (t— SQSP(V U)( )d
0

FM?

Aplicando a estimativa (2.35), obtemos

IN ) Olerirg < s [ eI )]0

< (2¢)7Y% sup L(t—s)_l/ZZUiHIMs(s)ds (i

0<s<T i—1

\%
=

Agora, vamos estimar o termo nao linear

Z Uil = H(Uu, Uiz, Uis)| zaes

3

Uil zree = Z [ (wiun, wiuz, uus)| Fae
=1

E‘Mw i

l
&Mw

@
Il
fu

Juiu] Fags-
Pelo Lema 2.4 e a equivaléncia de normas em (2.4) (veja p. 41), observe que

Juiul g < V3Jugulps < V3Juiul zaee < V3l zadlul zage,

para u € FM? e u; € FM. Por outro lado, lembrando que

3
lul e < D il man < V3Julfpg,
i=1
temos

3
V3 uillzan < 3lul e
i=1

(2.37)

. (2.38)

(2.39)

(2.40)

Assim, usando novamente a equivaléncia de normas em (2.4) e as desigualdades em (2.39)

e (2.40), vemos que
3 3
2 [DRTFIVERS \/52 w7 adllwl Fae
i=1 i=1

< 3wl e vl 2 ae
< 3Juf 2wl Fags

= 3Julipee
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Inserindo esta estimativa em (2.38), chegamos a

t
IV (at,0) (8) ooy < (26) 72 (3 sup u<.,>||§ws) sup f (t—s)ds. (2.41)

O<s<t 0<s<T Jo

Como,

Jt(t — 5)"V2ds = 24/,

0

podemos ver que
t
sup J (t —s)"V2ds = 272,
0<s<T Jo

Substituindo esta igualdade em (2.41), obtemos

|N (w, 1) () ooryzme) < (26)7 (3 Dxont > MS) e

= 3(2/e)*T2 w20 117 0)- (2.42)

Agora, considere o espaco X definido por
X :={ueC([0,T]); FMy) : |lulcqorrmo < 2|uo|zre com divu = 0},

com a métrica |u — v||c(o17,7Mm0)- Além disso, seja W (u)(t) := ui(t) + N(u,u)(t), isto é,

t
W (u)(t) := ePe ™ Byy — J =8B~ =By . U)(s)ds.
0

Para aplicar um argumento de ponto fixo, vejamos que ¥ mapeia X em si mesmo, e que,

além disso, ¢ uma contracao.

Entao, para u € X temos

t
[0 (w)(®) | eqoryrme = sup |ee™ g —f IR (IBP(V . U)(s)ds

0<s<T 0 FM?
< sup Jui ()] zpaps + sup [N (u, w) ()] zap0 -
0<s<T 0<s<T

Pelas desigualdades (2.37) e (2.42), segue que
[ () () leorn7m0) < ol zaee + 3(2/€) T2 [ullZ 0,177 00)-
Além disso, u € X, o que nos garante |ullco 11700y < 2uo 3, com isso
([ ’ ]7 O) FM
19 () () leorn.7m0) < ol zaes + 3(2/€)*T22% fug | % -

Todavia, a fim de que ¥ (u)(t) € X, vejamos as condigoes em T > 0 para que isso ocorra.

De fato, precisamos que

3(2/€)"*T22% Jug| 3 pps < o] 7ase- (2.43)
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Dividindo os dois lados de (2.43) por 3(2/e)"/?22||jug|% ,, ficamos com
1
3(2/e)" 222 uo] £ pe0
Com isso, desde que T' < T, temos que ¥(u)(t) € X, para todo u € X, onde
Ty = = N

(3(2/€)"/22 Juo|| 7re2)

Por outro lado, para u,v € X, podemos estimar

[W(w)(t) = W) cqornrme = )(t) = N(v,v) (@) | eqorrmo)
u, u) t) - N(u U) + N(“? U) - N(U, v)(t)”C([O,T];}'Mo)

T1/2

= 1/(12(2/€)"uo| 7as2)-

£
<

)+ N(v, u=0)(#)]eorzmo
ez + IN (v, u—=v)(®)|eorirmo)-
Considere |[U(u,v)| := [T (u)(t) — U (v)(t)|cor]:7Mm0), com isso, de (2.42) segue que
|9 (w, 0)| < IN(uw = v, u)(®) oo im0 + [N (v, = 0) () oo ry 7o)
3(2/e)* T2 [(Jullcoirate) + I0leqorrzmn) |t = vlcqoryran]

3(2/0) 2T (Pluol sae) [0 — vlogommaie
Para que W(u)(t) seja uma contragao, precisamos ter
3(2/6) T (2 g ) < 1
Ou seja, basta tomar T' < T,. Entao, escolhemos T' = Ty - 1/4 para obter

|9 (u,v)| < 3(2/e)"*T" (2% uo] 7ass) 1 = vllcory o)

1 1 1/2
=02 @Hlsse) = sleworsrsi- (G 7)
FM

= §Hu — Voo Mo)-

Portanto, para T < T/4, segue que
3
[T ()l corizme < 5luoleqomzme, (2.44)
1
[T(u)(t) = ¥ )l corizme < 5lu = vleqorzme- (2.45)

Por (2.44) e (2.45), para T < T /4, temos que a aplicagdo ¥ : X — X é uma contragao.
Posto isso, segue da Proposicao 2.2 (veja p. 50) que existe um tnico v € X tal que
U(u) = u. Assim,

¢
u(t) = ePe By, — J e(t_s)Ae_(t_s)QS]P’(V -U)(s)ds € C([0,T]; FM,) (2.46)
0

¢ a tnica solucao de (1).
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Observacao 2.9. A partir da prova acima, o tempo de existéncia da solucao u, denotado

como Ty no Teorema 2.1, é estimado por baixo como seque:

Ty 1 1
Ty = 22 T (92 2 92
(22-3(2/€)?|luo) pe2)” 2
1
2632 [(2/e)V2]" ol % g0
1 1
203 uo | page 2/e
e

27 - 32 uo| g g
e 1
27 3% Juo| Fags

Assim, no Teorema 2.1 (veja p. 53) a constante ¢ pode ser tomada como

(&
62727‘32.
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3 Existéncia de solucoes para tempos gran-

des e dados quase periddicos

Neste capitulo enunciamos os principais resultados estudados nesta dissertagao,
os quais tratam de existéncia de solugoes para o sistema (1) com dados quase periddicos.

Além disso, comentamos sobre as principais ideias e métodos para provar estes resultados.

3.1 Classe de dados iniciais quase periddicos

O método utilizado neste trabalho segue ideias de Babin, Mahalov e Nicolaenko
(BMN) [9] e [10], no entanto, precisa-se introduzir uma classe de espagos funcionais que
seja adequada para o contexto quase periddico. Uma aplicagao direta da desigualdade de
energia ¢é dificil (se ndo impossivel) no caso de dados e solugoes quase periédicos. A fim de

superar essa dificuldade, utiliza-se a norma ¢! em um conjunto de frequéncias com soma
fechada.

Definicio 3.1. (Conjunto de Frequéncias) Dizemos que A = R® é um conjunto de
frequéncias com soma fechada em R® se A é um conjunto enumerdvel e satisfaz as sequintes

propriedades:

(i) Para todo o, € A tem-se que a + € A;

(ii) Para todo o € A tem-se que —av € A, isto €, —A = A.

A segunda condicao é necessaria, ja que sempre lidamos com fungoes quase
periédicas com valores reais. Além disso, definimos um subconjunto de A, denotado por A,

CcOomo segue:

A= A=A M) eA: A3=00 e —A=A
Nesse caso, A pode ser visto como a “projecao” de A no plano.

Observacgao 3.1. Tanto A quanto A serao muito utilizados no decorrer dos préximos
capitulos, bem como neste. Inclusive, a condicio —A = A € de suma importancia para as

demonstracoes.

No que segue, podemos ver dois exemplos de conjuntos com a caracteristica de

soma fechada.
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Exemplo 3.1.
A= {€1m1 + \@Ggmg + e2mg + €3Mmy @ M1, Mo, M3, My € Z},
B = {eymi + (e1 + 62\/§)m2 + (es + e37v/3)mg : my, Mg, mg € Z}.
Os conjuntos A e B sdo conjuntos enumeraveis de frequéncia com soma fechada, onde
{e;}3_; denota a base candnica em R®.
Agora estamos prontos para definir a classe de dados iniciais que consideraremos
para (1).

Definigao 3.2. (Uma classe de fungdes quase periddicas) Seja BUC o espago de
todas as fungoes limitadas e uniformemente continuas equipado com a norma L. Para o

conjunto enumerdvel de frequéncias com soma fechada A c R®, considere o espaco

XM (RY) = {u _ Z cne™® € BUC (R) : c_, = ¢} para neA e |uf := 2 cn| < oo},

neA neA

onde ¢ é o conjugado do coeficiente ¢, € ¢ := {Cp}nea-
Observacgao 3.2. A condigao c_, = ¢ garante que fungoes em XA admitam valores reais.

Observacio 3.3. Antes de prossequirmos, vejamos algumas caracteristicas do espaco X™.

(i) Como mostrado no Apéndice A, (X*,|-|) é um espago de Banach;

(i) Toda funcio ue C([0,T]; X*) pode ser decomposta como

u(z,t) = Z cn(t)e™?:
nel

(iii) X™ é um subespaco fechado de FM (a pré-imagem de Fourier de M), tendo em

vista os resultados da Secao 2.1.2.

Agora, como u € X*, pela Observacio 3.3(iii) tem-se que u € FM. Tendo
em vista uma abordagem do sistema (1.20) em X A consideramos a projecao discreta de

Helmholtz denotada aqui por P,, = {P,,;;}: =123 € definida da seguinte forma

nin;

(1<i,j<3)
Py =

)

0ij (caso contrério)

onde d;; é o delta de Kronecker, como colocado anteriormente. Assim, o sistema (1.20)

(veja Secao 1.4, p. 32) pode ser reescrito como

, (3.1)

{ o — Au+ Qez x u + Py ((u-V)u) =0
u(z,0) = ug(x)
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onde u(z,t) = Z cn(t)e™ e P, é como descrito acima.

neA
Devido a estrutura quase periédica de u € C([0,7]; X*) e munidos do conjunto
de frequéncia com soma fechada A, podemos reescrever o sistema (3.1) usando os coeficientes

das fungoes quase periddicas, os quais sao func¢oes amplitude. Considerando

u(z,t) = Z an(t)e™ e wgy(x) = Z apne™, TeR? e t=0, (3.2)

neA neA

temos que:

(i) Derivando a série formalmente em relagio a t,

Oru(z,t) = Z Oran(t)e™® para t > 0. (3.3)

nen

(ii) Pela linearidade do produto vetorial, temos

Qeg x u(x,t) = Qeg x Z an(t)e™™

neA

=Q Z (e3 x an(t)) ™™

nen

- Z Q (e3 x ay(t))e™™.
neA
Ou seja,
Qes x u(x,t) = > Qes x an(t)) €™ (3.4)

neA

(iii) Agora, dado que o operador laplaciano esté definido para a varidvel espacial, isto é,
3
A=) 0%/0,,, temos

j=1

—Au(t) = =AY ap ()™ = = Aay(t)e™" = = Y an(t) A",

neA neA neA

Por outro lado,

=1 j=1 7%
3 in-
o(e™?) 2,2

= > (in;) =) i‘nie™”

jzl aﬂlj ; J
_ _’n|2ein-:p

Ou seja,

—Au(x,t) = Y |nfan(t)e™". (3.5)
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(iv) Além disso, dado que Ve = ime™* e que [(u- V) ul; (t) = (u-Vuy) (t), com

1 <5 <3, temos que

u(t) - Vu(t) = 3 a(t)e™ - (V 2 ain@)eim“) = D ar(t)e - 31V (af, (1))

keA meA keA meA

= Z ap(t)e . Z al (H)Ve™?" = Z ar(t)e* e . Z al (t)ime™”
keA meA keA meA

= D D ilan(t) - m)ad, (t)e' ™
keA meA

Ou seja
(u(t) -V (ZZ i(ay - m)ak ef®rme ZZ i(ag - m)a e(“m)’“")
keA meA keA meA
= Z Z (ar, - m)al,, (ay, - m)al,, (ay - m)ad,) eFrme,
keA meA

Fazendo a mudanca de varidvel n = k& + m, chegamos a igualdade

(w(t) - V)ut) = >, > ilar(t) - m)am(t)e™ (3.6)

neA n=k+m

Assim, usando as equagoes (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) e a projegao P,, o sistema

(1.20) pode ser escrito na seguinte forma

Zatan znz+2 Z ak mam) znx+ZQ €3Xan) znx+2|n|2an in T _ .

neA neA n=k+m neA neA
(3.7)
Agora, agrupando os coeficientes de ™ e impondo a igualdade, obtemos
Oran(t) + ilP, Z (ar(t) - m)am(t) + Qes x a,(t) + [n2a,(t) = 0. (3.8)

n=k+m

Por outro lado, desde que u(zx,t) := Z an(t)e™*, a condicio V - u = 0 nos
neA
fornece que (n - a,(t)) = 0. De fato,

V-u(z,t)=V- Z an(t)e™" = Z (V : (an(t)em'x))

neA neA

= Z ((I,}l(t)axl ein-x —+ (Z?.L(t)axlein.x + ai(t)axl ein-x)

neA

- Z (a}m(t) (in1)e™™ + a2 (t) (ing)e™" + a? (t) (m?))em-m)

neA

- Z (marll(t) + ngai(t) 4 713@2(75)) jetn T

neA

= Z (n - an(t))ie™=.

neA



Capitulo 3. FEzisténcia de solugdes para tempos grandes e dados quase periodicos 64

in-x

Como V-u = 0eie™® # 0, segue que (n - a,(t)) = 0. Assim, obtemos o sistema equivalente

Oran(t) + [n|2an(t) + Qes x a,(t) + iP, Z (ap(t) -m)an(t) =0

(- au(t)) = 0 - B39)
an(0) = agp
para n,k,m € A. Note que a equagao acima estd bem definida, mesmo se n = 0.
Como visto no Capitulo 2, o Teorema 2.1 (veja p. 53), pode agora ser reescrito

da seguinte forma:

Teorema 3.1. Assuma que a(0) := {an(0)}nea € £1(A) com (a,(0)-n) =0 parane A e

ao(0) = 0. Entdo, temos uma unica solug¢do
a(t) = {an(t)}nea € C([0, Tr] - £1(A)),
com (a,(t) -n) =0 paran € A e ay(t) = 0, satisfazendo

C
e sup Ja(t)] < 10]aol,

T > 2
HGOH 0<t<Try,

onde C' é uma constante positiva independente de ).

Nosso propésito é fazer uso do Teorema 3.1 (existéncia de solugoes locais em
dimensdo 3) para provar o principal resultado estudado nesta dissertacdo, o qual sera
detalhado mais a frente. No que segue, precisamos das duas condig¢oes basicas, onde a

primeira é sobre o conjunto de frequéncias.

Observacao 3.4. Devemos ressaltar que esses tipos de restricoes sao técnicas, contudo,
nao sabemos se essas condigoes sao removiveis. Isso significa que um resultado geral com

funcoes quase periddicas ainda estd em aberto.

Condigao A. Primeiro definimos o conjunto A(y), como sendo uma “perturbacao” dos

elementos de A na componente vertical. Seja,
A(y) = {(n1,n2,7n3) € R® : (n1,n9,n3) € A} (3.10)

para v € R\{0}.

Observacao 3.5. Para qualquer conjunto enumerdvel de frequéncias com soma fechada
A, eziste um conjunto I' < R\{0} dependendo de A cujo complementar é um conjunto
enumerdvel. No Capitulo 5, Secio 5.1, temos a definicio completa do conjunto I'. Assuma

que ye I

Considere agora a seguinte defini¢do, que pode ser encontrada em Giga et
al. [25].
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Definicao 3.3. (Média vertical) Seja v e L*(R?). Dizemos que u admite média vertical

se

N O _
Jm oL J_L u(w1, T9, v3)drs = U(T2, T9)

existe quase sempre. O campo vetorial u(xs, xs) € chamado média vertical de u(xy, 2, x3).

Condicao B. Assumimos a existéncia de solugoes globais para as equagoes bi-dimensionais
de Navier-Stokes. Isto é, o problema de valor inicial (1), em R? admite globalmente uma

tinica solucdo em C([0,0) : (¢*(A))?) com média vertical do dado inicial em (£*(A))>.

Note que a existéncia de solucoes globais para a equacao bi-dimensional de
Navier-Stokes em C([0,00) : (¢(A))?) foi parcialmente resolvida por Giga et al. em [28],

como podemos ver pela Proposicao 3.1 abaixo.

Proposic¢ao 3.1. Seja uy = Z ame™" € FMo(R?) com ag = 0 e x € R®. Entdo, a
meZ?
unica solugao branda global u(x,t) para a equagiao (1), com dado inicial uy(z), pode ser

exrpressa como

u(@,t) = > am(t)e™”. (3.11)

mez2\{0}

Além disso, a solugio u estd em Li°.([0,00) : FMo(R?)) se ug € real. Mais precisamente

sup |ulzm(t) < C, (3.12)

<t

onde C' > 0 depende apenas de T > 0 e ||uo|zm-

Agora enunciamos nosso principal resultado e, como colocado anteriormente,

discorremos um pouco sobre como vamos demonstra-lo.

Teorema 3.2. Assuma as condicoes A e B. Sejam a(0) = {an(0)}ner € £1(N), com
(an(0) -n) = 0 para n € A, e ag(0) = 0. Entao, para qualquer T > 0 eziste Qg > 0
dependendo apenas de a(0) e T tal que se |Q| > Qq, existe uma solugio branda a(t) de (1)
(isto €, de (3.9)), tal que

a(t) = {an(t)}ner € C([0,T] : €1(A)),

com ap(t) =0 e (a,(t) - n) =0 para todo n € A.

3.2 Principais passos da demonstracao do Teorema 3.2

Nesta secao descrevemos os argumentos que iremos utilizar para provar o
Teorema 3.2. Primeiro, consideramos a versao linear de (1), que foi estudada originalmente

por Poincaré. Relembre o operador S := PJP, onde P é a projecao de Helmholtz e J é matriz
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3 x 3 anti-simétrica satisfazendo ez x u = Ju (veja (1.18)). Dizemos que o propagador de

—tQS

Poincaré e ¢ definido como o grupo unitario associado com o problema linear

atq)+Q€3 x P =-VP

V- &=0 , (3.13)
Pli—0 = Do
ou, equivalentemente,
0;® + QPJPP = 0. (3.14)

As solucbes de (3.13) sao da forma ®(t) = e “*®(0) e sio chamadas ondas de
Poincaré. Como colocado, o sistema (3.13) d& origem a um grupo unitério de transformacoes
e "% em um espaco de campos vetoriais livres de divergéncia com quadrados integréveis.
Além disso, desde que o operador S := PJP é limitado, as solugdes para (3.14), com

condicao inicial ®(0), podem ser expressadas como

A equagao (3.14), com a condi¢ao V - ® = 0, isto é,

0y + QPJPP = 0
V-®=0

é considerado o problema de autovalor para as equagdes de Poincaré-Sobolev. O operador

PJP é anti simétrico com respeito ao produto interno em L.

Se a funcao ® é formalmente expressa como uma fungdo quase periddica, isto

t

é, Oo(x) = Z ™ com ¢y = 0, o propagador de Poincaré e ** pode ser escrito, no

neA
espaco de Fourier, como

e_tQSCD(QL') _ Z e;tQSaneinﬁc’

neA

0 Qt
e;tQqun ‘= COS <n3 t) ¢, — sen (n3 ) Rnon,

[n] [n]

onde

Rudn = |Z| X ¢, para neA\{0} e Ropo:=0.

Observacao 3.6. Note que podemos caracterizar e;mg € efLQS,

Qt Qt 94 913
e, % .= cos <n3 ) I —sen (n3 ) R, e €% :=cos <n3 ) I+ sen (n3 ) Ry
] 7] 7] ]

Observagao 3.7. Seja ¢(t) := {Pn(t) }nea. Temos a sequinte estimativa

como

(1/3)|oM)] <l {ez" P dn(t)}neall < 3[6(t)| para qualquer ¢ QeR.
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Reescrevendo o Sistema (3.9)

Nossa ideia agora é “filtrar” solugdes do sistema (3.9) usando o semigrupo
auxiliar e, 85 belo método dos limites oscilantes singulares rdpidos. Para tal, introduzimos

a transformacao, conhecida como transformacao de Van Der Pol,

an(t) := e, ¢, (1),

n

no sistema (3.9), para n € A, onde ¢,(t) é a varidvel slow enveloped também conhecida
como wvaridvel de Poincaré. Para mais detalhes sobre essa transformacao e o método
utilizado veja Mahalov et al. [41], inclusive para um melhor entendimento do método aqui

utilizado.
Um célculo direto nos diz que {c,(t)},eca satisfaz o seguinte sistema:
Orcn(t) + n|*cu(t) + Bu(c(t), c(t)) =0
(n-cu(t)) =0 : (3.15)
cn(0) = a,(0)

para n € A, onde

B (c1(t), ea(t)) i= ef®iPy >0 (exPern(t) - m) e, Py m(t). (3.16)

n=k+m

De fato, por definicao temos

Oran(t) = 0, (e, %, (t))
= 0y, B, (t) + e, 0,c0(t).

Entéao, e, ®0,c,(t) = 01a,(t) — dpe, ¥, (t). Além disso, a,(t) satisfaz (3.9) e e, "™ satisfaz
(3.14), logo

e e (t) = —|nPan(t) — Qes x an(t) — Py ) (ar(t) - m)an(t) — (—0Se, e, (1))

n=k+m

= —[nfan(t) = Py > (ak(t) - m)am(t) + QSan(t) — Qes x ay(t).

n=k+m
Afirmacgao: QSa,(t) — Qes x a,(t) = 0.

De fato, desde que S := PJP, segue
OSa,(t) = QPJPa,(t). (3.17)

Como a,(t) é um campo livre de divergéncia, temos P (a,(t)) = a,(t). Além disso, pela
J

Observagao 1.14(iv), sabemos que PJ (a,(t)) = JP (a,(t)) = J (an(t)), 0o que nos da

OSa,(t) = QJan(t) = Qez x a,(t), (3.18)
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de onde segue a afirmacao. Com isso

e, "B 0,cn(t) = —|nlfa,(t) —iP, Z (ag(t) - m)am(t). (3.19)

n=k+m

Agora, multiplicando ambos os lados da equagao (3.19) por eZQS, temos

Oien(t) = —|nf*ei®a, (t) — %P, Z (ar(t) - m)an(t). (3.20)

n=k+m

Todavia, substituindo os coeficientes a,(t) por e, *c,(t) e tendo em vista que

el %a,(t) = ca(t),

n

concluimos que

Oien(t) = =InlPen(t) — ef®iPy > (e en(t) - m) e,/ Pem(t), (3.21)

m
n=k+m

como queriamos.

De agora em diante, lidamos com os coeficientes {c, () },ca em vez dos coefici-
entes {an(t)}nea das solugoes quase periddicas das equagoes de Navier-Stokes-Coriolis (1),
uma vez que, usando a Observagao 3.7, a norma de um deles pode ser controlada pela
norma do outro. O operador nao-linear B,, em (3.15) pode ser decomposto em duas partes,
a parte ressonante BY(-,-), que ndo depende de ), e a parte ndo-ressonante B2* (Qt, -, ),

que depende de (2. Com isso,

Oren(t) + [nfPen(t) + B2(c(t), c(t)) + B2 (Qt, c(t), c(t)) = 0
(n-ca(t) =0 : (3.22)
cn(0) = a,(0)

para n € A. Esta decomposicao foi feita em [9], todavia, dedicamos todo o Capitulo 4
para detalharmos a mesma. Além disso, precisamos de estimativas de ambas as partes,
ressoante e nao-ressonante na norma ¢', as quais sio obtidas também no préximo capitulo.

Agora, definimos a solugao b, (t), para a equacao abaixo, e o resto r,(t) := ¢,(t) — b,(t)

como segue
Otbn(t) + [n[*ba(t) + B, (b(t), b(t)) = 0
(n-b,(t)) =0 , (3.23)
b, (0) = ¢,(0) = a,(0)

paran € A,

{ O () + [n)?rn(t) + B2(c(t),7(t)) + B2(r(t), b(t)) + B2 (Qt, c(t), c(t)) = 0
(n-r(t)) =0

e r9(0) = 0 paran e A,
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Para ver que tal decomposicao é verdadeira, dado que r,(t) + b,(t) = c,(t),

note que

Oira(t) + Oiby(t) = — [|n|*rn + BY(c,c — b) + By(c —b,b) + By (U, ¢, )]
= [Inl*b + By (b,)]
= —[nf? [rn + by] = [By(c,c — b) + By(c —b,b) + By(b,b) + By (Qt,c,c)]
= —|n*c, — [By(c,c — b) + By(c —b,b) + By (b, b) + Byt (Q, ¢, )]

Contudo, pela bilinearidade do termo B,,, como mostraremos mais adiante,

temos que
BY(c,c —b) + B%(c —b,b) = B%(c,c) — B%(c,b) + B%(c,b) — B°(b,b). (3.25)
Segue dai que

Oirn(t) + Oiba(t) = —Inl’ca — [ By(c(t), c(t)) — ( (£),b(t)) + By(e(t), b(t)) — By (b(t), b(t))
+By(b(t),b(t)) + BYF (U, c(t), c(t))]

= —[InPea(t) + B2(c(t), c(t)) + Bg+(m,c< ), ()],

ou seja, 0y, (t) + 04by (t) = 0ycn(t), como querfamos. Além disso, considerando (n-r,(t)) = 0,

verifica-se facilmente que

(n-ca(t) = (n- (ru(t) +ba(t))) = (n-7a(t)) + (n-ba(t)) =0, (3.26)

de onde concluimos o sistema (3.22).

A equagao (3.23) é chamada de equagao limite. O ponto chave é mostrar a
existéncia de solucao global para a equacao limite (3.23) e controlar o termo restante (3.24)
pelo parametro de Coriolis €2 na norma ¢*. Mais precisamente, a priori, mostraremos os

dois seguintes lemas:

Lema 3.1. Assuma as condi¢oe A e B. Entdo, existe uma tinica solugao global (no tempo)
b(t) := {bn(t)}nea para a equagdo (3.23) tal que b(t) € C([0,90) : £1(AN)) com (b,(t)-n) =0
para n € A e by(t) = 0.

Lema 3.2. Para todo € > 0, existe Qg > 0 tal que |[{r,(t)}nenll < e para 0 <t <Tp e

Q] > Qq, onde Ty, é o tempo de existéncia local, conforme Teoremas 2.1 e 5.1.

Para mostrar uma solugao global para a equagdo limite (3.23), precisamos
assumir a Condicdo A para que o operador rossonante B seja decomposto em uma parte
bi-dimensional, partes lineares e um termo bilinear cujas entradas dependem da compo-
nente vertical dos vetores frequéncias. Para um sistema periddico, a Condigao A é removivel.
Babin, Mahalov e Nicolaenko [10] construiram uma convolugido que baseia-se na decompo-

sicao diadica de Littlewood-Paley. Essa ideia funciona apenas para dominios periddicos,
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uma vez que o método de energia nao funciona mais para sistemas quase peridédicos. Para
controlar o resto 7,(t), basta estimar o operador nao-ressonante BY* (0, ¢;(t), co(t)) desde
que aplicamos apenas o método usual: desigualdade de Gronwall ou um argumento similar.
Usamos estimativas da integral oscilatoria para controlar as solugoes. Uma vez obtido os

lemas chaves acima, seremos capazes de provar o principal teorema sem dificuldades.

Nos proximos capitulos 4 e 5, mostramos a bilinearidade do termo B,,, bem
como a sua decomposi¢do em partes ressonantes e nao-ressonantes, provando o Lema 4.1.
E no dltimo capitulo, fazemos uso de todas essas ferramentas para provarmos os Lemas

3.1 e 3.2, e finalmente, para provarmos nosso principal resultado, o Teorema 3.2.
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4 Decomposicoes nao lineares

Este capitulo é dedicado a decomposigao do termo (3.16). Considere

By (c1(t), ca(t)) := eBiPy > (e Pern(t) - m)ey S eam(t). (4.1)

n=k+m
Vamos mostrar como By, (c1(t), ca(t)) pode ser decomposto em duas partes: a parte resso-
nante, que independe de €2, e a parte nao ressonante, que depende de €2, bem como as

estimativas de ambas as partes. Sendo mais preciso, vamos mostrar o lema que segue.
Lema 4.1. Sejam c;1(t) := {c1.,(t) bnea, c2(t) := {Con(t)}nea € (*(A). O termo ndo linear

B,(c1,¢3) := ISP, 2 (e ey g -m)e ey, (4.2)
n=k+m
pode ser decomposto em duas partes: BY(cy,co) e BXY(Q, c1,¢3) para n € A. Entdo, a parte

ressonante BY(c1, cy) € definida como seque

e 2) = Y. Bi(cr,c2) para D = {(0,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}.

pueD

Os operadores B* := {BE},cn, com p e D, sio definidos como:

B, = Y] Balers mhan (43

n=k+m
nz=kz=m3z=0

= > Py m)E, Y P m)E,,  (44)

n=k+m n=k+m
nz=kz=m3=0 n3=kz=m3z=0

onde P, = {P,, ;;}1<ij<2 € a projecio discreta bi-dimensional de Helmholtz,

c= {<C}u Ci? Ci)}nefxv " = {(61117 Cns O)}nef\ e &= {<07 0, Ci>}nefx7

B0V ¢y ¢y) = ; Z (bgzoégﬁo)(cl,mczm) - bglé(r)rll)(clvhclm)) ’ (4.5)
[nl= {0, ng—ma 0

BULO (¢ ) 1= ; Z (bflo,;?,;o)(cl,kv%m) — bs;;i,’zo)(cl’k’@’m)) ; (4.6)
I =|m] %0, ng=ms %0

BT(LI’I’I)(ChQ) — Z Z og(;’gbikm(q,k,cg,m), (4.7)
5,06{0,1}3 n=k+m

w? e m =0, n3,k3,mz#0
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onde

bfbkm(ck, Cm) = Rle]P’n (R?ck(t) . im) Rgicm(t),

Rgcn = Cp, R,llcn =R,c, = ‘n| X Cp,
n
1\ 3
. (__1)92+6 - _1N\005 (0
Qso = ( 1) 2+03 <8> H( 1) Ji J( /L)J’
j=1
ns ks . M3
W = (1705 4 (21)7 o ()
: n| k| Im|

Por outro lado, a parte ndo ressonante BY"(Qt,-,-) := {BY(Qt, -, ) }nea € definida como
seque
B (O, cq,¢0) = Z Z s oM nkmbd (1 ks Com)-

8,06{0,1}3 n=k+m
Wy e 70

nkm

Além disso, temos as sequintes estimativas

—inl2 C
e Bienealenl < (55 ) lelleal, para o D, (45)
€
—|n|?t RO+ ¢
e P30 (2, e 0| < (1) lerllesl, (1.9)

onde C' é uma constante positiva independente de ).

Antes de demonstrarmos o Lema 4.1, facamos algumas observagoes a respeito

de alguns termos especificos.

4.1 Bilinearidade dos termos B,, e bgkm

Para verificarmos que o termo (4.1) é bilinear, considere ¢;(t), co(t), c3(t) como

descrito no Lema 4.1 e o € R. Logo

B, (acy + cq,c3) = 5P, Z (e,,;ms(ozcuc + Cop) m)e‘tQSc&m

m
n=k+m
tOS —tQS —tQS —tQS
= e, "iP, Z (e, "®ery + e, Pear) - mhe, > csm
n=k+m
QS —tQS —tQS —tQS —tQS
= e, iP, Z ale,"Fer g -m)e, ey, + (e ok - m)e, ez m
n=k+m

QS 108 —10S —10S 108
= e, zIP’n< Z ale, ey -m)e, s m + Z (e "“cop-m)e, " csm

n=k+m n=k+m

QS ; 108 108
:a[en 1P, Z (e " Fcrg-m)e,, ngm]

n=k+m

t0S —t0S —t0S
+ [en iP, 2 (e " “cap - m)e,, 037m],

n=k+m

)
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de onde concluimos B,,(«c; + o, c3) = aB,(c1,c3) + By(ca, c3). Analogamente,

B, (c1,ace + ¢3) = effzSiIP’n Z (e;tQScl,k -m)e,. tQS(OéCQ m + C3.m)

n=k+m
o198 —QS —tQS
= 1P, Z e, km)(ae, Ccam + e, Cc3m)
n=k+m
(198 QS QS QS
= 1P, Z e, kom)ae, ey, + (e ek - m)e, s m
n=k+m
QS ; QS QS
= e, iP, Z ale, " e -m)e) sz + Z 61 kom)e, s m
n=k+m n=k+m

+0S ; —tQS —tQS
:a[en iP, Z (e, e -m)e,, Cz,m]

n=k+m
[ tQSZP Z Clk m)e tQSC&m] 7

n=k+m

de onde obtemos B,,(c1, acs + ¢3) = aB,(c1,¢2) + By(c1, c3). Consequentemente, segue a
bilinearidade do termo (4.1). Por outro lado, é ficil ver que o termo b7, ~ é bilinear. Mas
antes, observe que o operador R ¢ linear, por definicao. Assim, considerando c;(t), cy(t),

c3(t) e a € R como acima, e usando as defini¢oes dadas no Lema 4.1, temos que

B (QCrye + Cogy Cam) = ROP, (R (act g, + co) - im) Roes
- R(Slpn ((O‘Rk Crk + Rk Co k) : ZTrL) 7'\’,5303 m
= RIP, (o
= RIP, [a (Rk Crp  im) Ry + (R,fcg,k -im) ngc;g’m]
=« [RZIIP’n (R%cm : z'm) Riﬁc&m] + [R;?]P’n (R%cm . im) ngC&m]

= abikm(cl,k, C3m) + bikm(cm, C3.m.)- (4.10)

Rk Crk - im + Rk Cok - zm) R‘s“cgm

Analogamente,
i (ClLp, QCom + C3.m) = ROP, (Rizclyk -im) R (acym + C3m)
= Rle]P’n (R%cl,k . zm) (aRiﬁczm + Riﬁc&m)
= RIP, (a(RPZery - im)RZeom + (RPery - im)R2cs )
= a[RIP, (RPZciy. - im) RZcom| + [RUP, (RPe1y - im) Re2es ]
= b 4 (€1, Com) + B (CLis C3.m)- (4.11)

De (4.10) e (4.11) segue a bilinearidade do termo b’,, .

4.2 Demonstracao do Lema 4.1

Para demonstrarmos o Lema 4.1, vamos dividir sua demonstracdo em quatro

partes, para facilitar o seu entendimento.
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Demonstracio. Primeira parte - Expressoes chaves

Inicialmente, tendo em vista a caracterizacdo das exponenciais e;tQS e effzs,

conforme Observagao 3.6 (veja p. 66), vemos que

By(c(t)c(t) = Y >, (L0020, (cn(t), ean(t)), (4.12)

n=k+m §e{0,1}3

onde

k k
09 (Qt) := cos (,éﬂt) e 05(Q) :=sen (Vj’Qt) : (4.13)
Ot kst Ot
De fato, considerando n = n?’—, k=" ¢ o= m377 por (4.2) (p. 71),
) id || Im|
emos

By(c,c) = cos(n) (iP,) Z [(cos(k)I — sen(k)Ry) (cx - m)] (cos(u)l — sen(p)Rm) ¢m

+ sen(n)R,, (iP,) Z [(cos(k)I — sen(k)Rg) (cx - m)] (cos(p)I — sen(u)Rm) -
Além disso,
[(cos(k)I — sen(k)Rg) (cx - m)] = cos(k)cg - m — sen(k)Rycy - m, (4.14)
(cos(u)I — sen(u)Rm) ¢ = cos(i)cm — sen (i) R Cp. (4.15)

Considere o produto de (4.14) e (4.15) dado por
g = (cos(k)cg - m — sen(k)Ryck - m) (cos(p)cm — sen(p) Rycm) - (4.16)
Segue de (4.13) que
g = (Ohcy - m)0% o — 0R(ck - m)0) R — (04 (Ricr - m)0% o + (0, Rk - m)0y, RonCon.
Entao, temos

By (c(t), c(t)) = iPy > cos(n)I (Tgm) + sen(n) Ry (Mxm) (4.17)

n=k+m

Todavia, relembrando a defini¢io de R? e R}, chegamos a

cos(n)I (Iy,,,) = 020y, - m)O° cp — 0200 (ck - M)OL RonCon — 0201 (Rycr - m)02 cp
+ 020, Rycr - m)O: RunCom
= 0,040, R (Rci - m) Ry e — 0,030, R,y (R - m) Ry
—0°0;0° R2(R.cr, - m)RL e + 020,01 R2(Ricr - m)RL em
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sen(n)Ry, (Mgm) = OL R, (00ck - m)0° o — OLR 00 (cr, - m)OE Roncm)
— O R (0L (Rycr - m)E° ey + 0L R (0L R cr - m) (0L, Roncom)
= On 000 R (RRCk - M) Ry C — 00305, R (RiiCr - m) Ry
—010,0° R (Rycr - m)RY e + 00101 R (Ricr - m)RE .

Sabendo que P, é linear e comuta com o R, podemos escrever (4.17) como

Bu(c(t),c(t) = D 096060 ROIP,(Rick - m)RY, oy — 09000}, RoiP, (Ricy, - m) Ry,

i
—0°0;0° RYIP, (Rycr - m)RY ¢ + 020105 RYIP, (Rick - MRy Com
+0L000° RLIP, (Ricy - m)RY, ¢ — 010001 REIP, (Rick - m)RE Cm

—010,0° REIP, (Rici - m)RL e + 010,01 REIP, (Ricr - m)RE e
= XN U (R (RE - m) RG]

n=k+m §€{0,1}3

Pela definicdo do termo b2, (veja p. 71), segue que

nkm

By (c = > DT (1) 020, (ci(t), cm(t)), (4.18)

n=k+m §e{0,1}3
como queriamos.

Por outro lado, por um célculo direto, temos

Z Z (—1)%27%20010%20% (¢ ¢, ) = Z Z s o€ nkmb?  (cpy ), (4.19)

n=k+m §e{0,1}3 n=k+m §,0€{0,1}3

para mais detalhes, veja Apéndice B.

Segunda parte - B! (c1,c9) = 0 para € {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

Definimos agora o conjunto de frequéncias ressonantes K7, seu complementar
(K?)¢ que é o conjunto das frequéncias nao ressonantes, e o conjunto (A)z Para p,o €

{0,1}?, considere

K7 :={(n,k,m) e (A)®: w3, = 0} (4.20)
e
A i={(n,k,m)e (A)® inge Ay, kse Ny, emze A}, (4.21)

onde Ag, A; < R e sao tais que Ay = {0} e Ay = (Ag)€; isto é, se A € Ay, entdo A # 0.
Observe que se n € A e ny € Ag entdo n € A; se n € A e ng € Ay, entdo n € A\]X. Assim
temos a seguinte decomposi¢ao (decomposi¢do em partes nao ressonantes e ressonantes)

A= [ Ko@)y = (K)o | K@) (4.22)

"
o{0,1}3 o{0,1)3 o.pe{0,1}3
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Além disso, vemos que

(K7~ (A)7) N <IC”/ N (A)i) = se o#0 ou p# . (4.23)
Usando os conjuntos K7 e (A);, podemos definir os operadores { B4},c(0,1y5- Para pu € {0,1}7,
considere
B! (c1,¢9) = Z Z 5.6 (CLis Com),s (4.24)
8,0€{0,1}3 n=k+m
(n,k,;m)es n(A)3
onde w?,, = 0 para todo o € {0,1}* (parte ressonante), e
B (Qt,c1,0) = Z Z s €M mkm b0 (1, Com),s (4.25)
5,06{0,1}3  n=k+m
(n,k,m)e(Ko)e
onde w7, # 0 para todo o € {0,1}* (parte nio ressonante).

Pelas equagdes (4.12), (4.19) e pelas defini¢des dos termos B e BY" em (4.24)

e (4.25), um célculo direto produz

Bu(e(t),c(t) = D1 D e nnbly (cr(t), cm(t)

n=k+m §,0€{0,1}3

= D Bh(e(t),e(t) + B (Qt, e(t), e(t)).

pe{0,1}3

Lembrando que D := {(0,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}, para completar a prova de uma

parte do Lema 4.1, é suficiente provar as quatro seguintes equagoes:

BT(LO’I’I)(C, c) =0, B(I’O’O)(c, c) =0, B(O’l’o)(c, c)=0e BT(LO’O’I)(C, c) =0,

n n

para c(t) = {c,(t)}nen. Contudo, para concluirmos a prova dessa segunda parte, basta
verificarmos as trés ultimas igualdades acima, as quais sao facilmente obtidas. De fato, as

trés equacoes

3721,0,0)(0’ C) =0, B(U,l,O)(C’ C) -0 e B7(10,0,1)(C7 C) =0 (4.26)

n

sao verdadeiras, pois K7 n (A)i = J, ja que

(A)i = ¢ paratodo pe {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
Com efeito, para p = (1,0,0), temos que
(A)?I,O,O) = {(n, k’,m) € (A)3 ‘N3 € Al, kg € AQ € ms € Ao}
={(n,k,m) e (A)® ing #0, ks =0emy =0}.

Desde que n = k + m, temos n3 = ks + mg, contudo n3 # 0 e k3 + mz = 0, o que nos
da (A)?I,O,O) = J. De forma andloga se verifica que (A)?O,I,O) =Je (A)?O,O,l) = . De
onde segue as igualdades em (4.26). Posto isso, nossa tarefa se resume a mostrar que
B (¢ ¢) = 0.
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Terceira parte - O termo BV (¢y,¢5) = 0

n

Afirmamos que 016220% = 0 para (n,k,m) € (A)?o,m) e 0y, 03 € {0, 1}. De fato,
pela equagao (4.13)

Qt
01920% = sen (”|3 | ) 6200 (4.27)
n
Contudo,
(A)?O,l,l) = {(n, k’, m) € (A)S N3 € A(), ]{fg € A1 ems € Al} s (428)

ou seja, ng = 0, logo sen(nzQt/|n|) = 0, de onde segue a afirmagdo. Com isso, temos que

> > 0 032000 o (1,1 (1), C2m(t)) = 0 (4.29)
oe{0,1}3 n=k+m
(n,k,m)elC”m(A)?OyLl)

para d € {(1,0,0), (1,0,1),(1,1,0), (1,1,1)}. Assim, nos resta verificar a expressio B

apenas para ¢ € {(0,0,0),(0,1,1),(0,1,0), (0,0, 1)}. Todavia, por um célculo direto, vemos

que
K7~ (A):(So,l,l) = @ para o€ {<07071)7(07170>7(17071)7(17170>} (430>

De fato, suponha que £7 N (A)?O,l,l) # & e tome (n, k,m) e KOOV A (A)?o,l,l)a por exemplo.

Assim, (n, k,m) € KOO ou seja,

(0,0,1) ns k3 ms3
Wopm =0 — 4 = —— = (4.31)
* n|  |k[ - |m]
Além disso, (n,k,m) € (A)?o,m), entdo ng = 0. Logo,
(0,0,1) k3 ms
Agora, n = k + m, implica que n3 = k3 + mg3, ou seja, k3 = —mg, pois ng = 0, isto
é, —|m|ms = |k|ms, implicando em —|m| = |k|, o que é uma contradi¢do. Entao resta

verificar que

0,1,1 (0,0,0) (0,1,1)
B (e, ¢3) =00,0,0)00nim ) (CLks C2.m) + Q0,110 (CLs C2m)

(0,1,0) (0,0,1)
+ (0,1,0),00nkm  (C1k> C2.m) + €(0,0,1),00n8m  (C1k, C2.m)

para oy € {0,1} e (02,03) € {(0,0), (1,1)} e (n,k,m) e K7 n (A):())o,1,1) com n = k+m. Con-
tudo, 0,000 = 1/8 € o011, = —1/8 para todo o € {(0,0,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,1,1)},
Q0,100 = X0,01),0c = /8 para o € {(0,0,0),(1,0,0)} e 1,00 = ¥0,0,1),0 = —1/8 para
o€{(0,1,1),(1,1,1)}, como provado no Apéndice B (veja p. 108). Assim
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1 1
@(0,0,0),057(3;210) C1 k’aCQm <4 8) ,B.ano Cl,kaCQ,m) = 555352;0)(01,k702,m)7
(0,1,1) 1 011 Loy
a(O,l,l),obnkm (Cl ks C2 m é Cl Ky C2 m) - _5 nkm (Cl,kv CQ,m)a
(0,1,0) ? 0,1,0 (0,1,0)
0,1,0),00npm  (C1Lk, Com) = (8) b (C1js C2m) — (8) boim (€1, Com) = 0,

1
Q(0,0,1) ,abnkm)(cl,kach = (8) H%Sn) (C1,k, Com) — ( )biﬁc& (c1,k, C2m) = 0,

8
ou seja,
0,1,1) B 1. 0,00 L 01,1
Bn (Cl7 62) - Z Z ankm (Cl,k? CQ,m) - 5 nkm (Cl,k? CQ,m)'

o1€{0,1} n=k+m
(02:03)21(0,0),(1,1)} (mik,m)ek” A(A)3) )

Assim, resta apenas checar que

1
BM Y (ene) =5 )] (0850 (s cam) = W (e c2m)) - (4.33)
[kl =Im] £0, ks = —mi 0
ks
onde |k| = |m| vem do fato de que k3 = —m3 ao mesmo tempo que i —|m3| para
m

todo ¢ € {(0,0,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,1,1)}. Note que, por calculos semelhantes, obtemos
(4.5) e (4.6), veja Apéndice C, p. 117. Além disso, as expressoes (4.3) e (4.7) seguem por
substitui¢ao direta em (4.24).

Vejamos entao que a equagao (4.33) é, de fato, igual a zero, isto é,
Béo’l’l) (Cl, CQ) = 0.
Lembrando das férmulas do produto exterior

x (B x7)=Bla-vy)—y(a-B),
axf=—-0Fxa,
x (ax ) = —[a]’8 se (a-fB)=0,

e da definicdo dos b°, ., temos

nkm>»
bn(;;:,;l)(ck, cm) = —iP,(Ricr - m)RE cm

= z’IP’n(iR,lgck x (m x R}Yem)) — iPu(m(Rycr - R} em))
=P, (llfl (k x ck)) X (m x (m x cm)|;|>] — P, (m(Ricr - RiCm))

— P, & (k x cx) | x (m x (m x cm))L — P (m(Rycr, - Rycm))
(k‘| ) |m|]

=P, (;‘ (k x ck)) X (*|m|26m);‘] — iP(m(Rick - Rpcm)),
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pois (m - ¢p,) = 0. Logo,
1

A (S (|k|(k X ) X (—|m|cm)) — P (m(Rick - RL en))

=P, [|ml\ ((k x k) x cm) (|m|)] — P, (m(Rjcr - Ricm)),

pois |m| = |k| # 0. Portanto, segue que
—b,(lok’rlr;l)(ck, cm) = —iP,((k x c) x cm) — iP(m(Rycr - R cm))
= iPy(cm % (k % cx)) — iP,(m(Rycr - R em)), (4.34)
Por outro lado, similarmente temos que
bﬁ?,;?,;o’(ck, Cm) = iPy(m(ck - cm)) — iPu(ck x (m X ¢p)). (4.35)
Segue da equacao (4.33), (4.34) e (4.35) que
1
B (¢ ¢y) = B Z iP,(m(ck - cm)) —iPu(cx X (M X )
k| =lml £0, Ka =m0
+ Py (cm % (k x c)) — iP(m(Ryck - R cm)).

Além disso, podemos separar a equacao acima da seguinte forma

B ey, ¢3) = BS(er, e2) + Bl(cr, e2) + BS(cr, 2), (4.36)
onde
Bl(er, 00) — ; 3 i (cn x (k x &) — iPolcx x (m x ), (4.37)
n=k+m

|k|=|m| 0, ks=—m30

Blene)=—5 3 iPuim(Rle Rhew), (4.38)
n=k+m
|k|:|m|;é0, ks=—ms3#0

B (e, ) = ; > iPr(m(cy - cm))- (4.39)

n=k+m
|k|=|m|#0, ks=—m3#0
Afirmacao (1): BS(ci,c) = 0.

De fato, vejamos que Z i(cpx (Mmxcy)) = Z i(cm x (k% ¢)). Usando o
n=k+m n=k+m
mesmo argumento de fung¢oes amplitude, como na Segao 3.1 (Capitulo 3, p. 61), considere

u(x,t) = Z cn(t)e™®. Posto isso, temos

nen

u(z,t) x (V x u(z,t)) = Z ck(t)eik'x % (V % Z cm(t)eim'“>

keA meA

— Z cr(t)e T x Z V x (em(t)e™?)

ke meA

=D 2 (™) x (V x c(t)e™)

ke meA
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1 2 3

Agora, considere ¢,,(t) = (¢,,, ¢, €y ), €0LA0

i j k
(V)™ = | o, e o
(D e (e
Logo,
(V X cn(t)e™T) = (.00, — ConOuys CpoOny — CopyOsys Co Oy — CppOsy) €7F

= (macd, — mac},, msc,, — mach,, mich, — mac,,) ie"™"
onde, m = (mq, mg, m3), ou seja,

(V X cn(t)e™®) = (m x cp(t))ie™?. (4.40)

Segue da equacao (4.40) que

u(z,t) x (V x u(zx,t)) Z 2 (cx(t)e™) x (m x ey (t))ie™?

ke meA

= D0 (en(t) x (m x ey (t))) e e,

ke meA

Fazendo a mudanga de variavel n = k + m, temos

x (Voxu) =Y > ilokx (mxcp))e™. (4.41)

neA n=k+m

Tendo em vista que

Z cr(t)e™® = u(x,t) = Z Cm ()™
keA meA
segue que

Z (cp x (M X)) e Z (cm x (k % ¢x)) (4.42)

definem o mesmo coeficiente para u x (V x u), onde o coeficiente da direita de (4.42) é
obtido da mesma forma, apenas trocando a ordem das fungdes amplitude. Assim, obtemos
a Afirmacao (1).
Afirmagdo (2): B(ci,c) = BS(c1,¢) =0
De fato, vejamos primeiro que B}(c1,c2) = 0. Dada a equagao (4.38), temos
iP(m(Ryck - RLem)) = iPn((n — k) (Ryck - RL.em))-

n:k+m

—m3#0 |k|=|m]|£0, k

k+

n

[k[=(m]

H3

=

—m37#0
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Por outro lado, P, (n) = 0, vejamos.

1 00 n ) n% NNy MN1N3 ny
2
P.(n)=|0 1 0 ny | — O naMy M5 Nan3 No
| 0 0 1 N3 N3Ny  N3No n% n3
i 2 2
ni’ + ning + ning
_ 2 3 2
= |n|2 Tony + Ny + Nang
2 2
| | N3Ny + ngng + ng
Além disso,
3 2 2 7] 2 2 2 2
ny + nin; + nin; (ny +n5 + n3)ny In|“n,
2 2 2 2 2 2
non? +ns4+mnoni | = (MP+ns+ning | = | |n*ng
2 2 2 2 2 2
nany + nans +nj | (n} + n5 + n3)ns In|*ns
Dai,
ny . In|?n, ny 0
2 _ _
Pn(n) = N9 - W |TL| o = N9 = 0 5
2
N3 In|“ng ns 0
como queriamos. Consequentemente,
- 1 1 1 1
> iPy(m(Rick - RLem)) = — Z Py (k(Rick - RE cm)).
n=k+m n==k
|k|=|m|#0, ks=—m370 |k|=|m|#0, k :—mg#o
Desde que k e m sao simétricos, temos
- 1 1 » 1 1
- > P (k(Rick - REcm)) = — > iP(m(Rick - RE ).
n=k+m n=k+m
|k|=|m|#0, ks=—m37#0 |k|=|m|#0, ks=—m350
Dai,
- 1 1 . 1 1
Z iP(m(Rycr - Ry em)) = — Z iPr(m(Ryck - Ryycm)),
n=k+m n=k+m
|k|=|m|#0, kg=—m30 |k|=|m|#0, ks=—m370

o que é uma contradi¢ao. Logo, B)(c1, cz) = 0. De forma similar, se verifica que
Bg(cl,CQ) = 0,

concluindo a demonstracao da Afirmacao (2). Consequentemente, concluimos a demons-

tragao da terceira parte do lema.

Quarta parte - Estimativas da parte ressonante e ndo ressonante

Para concluirmos a demonstragao do lema, provemos agora as estimativas (4.8)

e (4.9). Inicialmente, estimamos o termo b’ .. Lembre-se que

m*

B (cpycm) i= RIP, (R%2ck(t) - m RE ¢, (1). 4.43
nkm n k m
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Desde que (R2ci(t) - k) = 0 para k € A e R® e P, sdo comutativos, temos que
v, (ChyCm) = iROP, (Rizck(t) -n) R3c(t). (4.44)
De fato,

D (Chs €m) = TRy (RyZex(t) - (n = k) Ryten(t)
= iRIP, (RPc(t) - n) ReEcy(t) — iRIP, (RPZex(t) - k) REco(t).

Como (R22cx(t)-k) = 0 temos iR P, (R%ck(t) k) R%c,n(t) = 0, de onde segue a equagio
(4.44). Além disso, tendo em vista os Lemas 2.2 e 2.7, concluimos que |P,|, |R%| < 1 para

ne A e Rocop =0, com isso temos

B (€ €n)| = |iPARY! (RZek - 1) Riyicnl
= [Pul[RY IR i - | R3 el

< [R2¢y - n||R% ¢y
Além disso, pela desigualdade de Schwartz |R2¢, - n| < |R%2cx||n|, e entdo

B (s )| < [RZ e[l RE ol

5 ‘.
Agora, observe que Ry cx| = |cx|, sempre que §; = 0. Caso contrario, §; = 1, e

temos que
1

I
7 [k x cx| = mlallk]lex|lsen(Br)] < ek,

Rlicy| =

onde @ é o vetor unitario perpendicular tanto a k quanto a ¢ e 05 é o angulo entre k e ¢y.
Seja ¥ o vetor unitario perpendicular tanto a m quanto a c¢,, e 6,, o dngulo entre m e ¢,,.
Logo,

100, (cks em)| < |nllckllem| para 0€{0,1}® e n,k,me A. (4.45)

Agora, note que |as,| < 1 para todo §,0 € {0,1}*, por definicio. Assim, por (4.45),

facilmente temos a seguinte estimativa de cada amplitude:

‘Bﬁ(clﬂ 02)| < Z Z ‘aé,abikm(cl,k’a CZ,m)‘

8,0€{0,1}3 n=kim
(n,k,;m)eksn(A)3

2 e

50e{0,1}8  nekim
(n,k,;m)ee n(A)3

>, > Inllellezml,

8,0€{0,1}3 n=k+m
(n,k,m)eks n(A)3

Z [nle1kl|czml

n=k+m
(n,k,m)e(A)

}bgkm(ﬁ,k, CQ,m)‘

N

N
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para o0 € {0,1}3, e
|B2+ (Qtu 1, 02)‘ < Z Z !Oétg,oeigtwgkm bzkm(cl,ku CQ,m)’
8,0€{0,1}3 n=k+m
(n,k,m)e(Ke)e
) D sl [ | [ €1k C2m)]
8,0€{0,1}3 n=k+m
(n,k,m)e(Ke)e
< ) Y Inllewlleaml
8,0€{0,1}3 n=k+m
(n,k,m)e(Ke)e
< > Inllelleaml.
n=k+m
(n,k,m)e(Ke)e
Com isso, para cada n € A | temos
Bi(c, )l <lnl D) lerlleaml e IBY Q) <Inl ). lerklleaml,

n=k+m
(n,k,m)e(A)},

para y, o € {0,1}>. Por outro lado, tendo em vista que e~

2
‘e ey,

1nl/212
z‘e It

ingl/2)2 _
neA
_ _1ntl/2)2
neA
_ 2
<t V2 supells|
s>0

< Ct™V2,

onde C' é uma constante positiva. Logo, para cada n € A, temos

\n\zt _ e_lnt1/2|2

n=k+m
(n,k,m)e(K7)e

, temos que

Bl e e)l < 20 Y Jalenl

n=k+m
(n,k,m)e(A)3

< tV2C Z le1.k][€2.m]

n=k+m

—|n|%t RO+ —1/2
y C1, X
e "B (1 e0)| < PO )]

n=k+m
(n7k7m)e(}ca)c

‘Cl,k ’ ‘CZ,m’

< 770 ) lewalleaml.

n=k+m
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Todavia,

[{e " Bi(er, ea)bnenll = D le” " Bi(er, e)]

nei

< 20 ) > ewslleaml

neA n=k+m

= t*I/QC’Z Z le1k||c2.m|

ke meA

=720 ) el Y] leaml

keA meA
= t72C]cal 2.

Analogamente,
[{e " B (Qt, e1, c2)}nea | < t7Y2C 1 ca).

Pelas desigualdades acima, tem-se (4.8) e (4.9).
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5 Demonstracao dos Principais Resultados

Este capitulo é dedicado a demonstracao do principal resultado dessa dissertagao,
Teorema 3.2. Como explicado no Capitulo 3, primeiro vamos demonstrar dois lemas chaves,

a saber Lemas 3.1 e 3.2.

5.1 Demonstracao do Lema 3.1
Primeiro, lembramos que a equacao limite é dada por
Oibn(t) + |n|?b, (t) + B2(b(t), b(t)) = 0, (5.1)

onde (n - b,(t)) = 0 e b,(0) = ¢,(0) = a,(0) para n € A. Assim, como anteriormente,
considerando b(t) := {(b%(t), b2 (1), b2 (t))}, i, tal que A = A, e substituindo b(t) na equacao
(5.1), ficamos com

Orbn(t) + |n[?b,(t) + BL(b(1), b(t)) = 0. (5.2)

Pelas defini¢oes das expressoes dadas no Lema 4.1, segue que
B (b(1), b()) = B0 (b(t),b(t)) = BIHHD(b(1), b(1)) = 0. (5.3)

Para ver (5.3), lembramos que para u € D = {(0,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}, temos
que

Bi(cr(t),ea(t) = ) > 5.0 b (LR (E), Co.m (1)), (5.4)
8,0€{0,1}3 n=k+m
(n,k,;m)eke n(A)3

conforme visto na demonstracdo do Lema 4.1, p. 71.

Observagao 5.1. Veja que cada “entrada” do termo bilinear Bt (b(t),b(t)), quando apli-
cado, depende de um indice, isto €, a primeira “entrada” depende de k € A e a sequnda
depende de m € A, como podemos ver na equagao (5.4). Além disso, lembramos que quando
trabalhamos com o termo by(t), sabemos que n € A, agora quando é com o termo by(t),

sabemos que n € A, isto €, n € A com nz = 0.

Assim, em particular, veja que o termo BV (b(t), b(t)) possui na primeira e
na segunda “entrada” b(t), e pela observacio acima o primeiro b(t) depende de k € A ao
mesmo tempo que k € A, e o segundo Z_)(t) depende de m € A ao mesmo tempo que m € A,
ou seja, k,m € A com ks = mz = 0. Com isso, como n = k + m, temos nz = 0. Contudo,

sabemos que

(A)?I,O,l) = {(TL, k:,m) € (A)3 N3 € Al, ]{53 € Ao € Mg € A1}7
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onde Ag, Ay c R e Ag:={0} e Ay := (Ag)°. Assim, como (n,k,m) € <A)?1,071) temos que
ng = ms # 0 e k3 = 0, mas vimos também que n3 = k3 = m3 = 0, entao as condigoes

impostas aos indices do somatério sdo contraditérias (ou seja, vazios), de onde segue que
BMD (b(t), b(t)) = 0. (5.5)

Similarmente, verifica-se as outras duas igualdades

B (p(t),b(t)) =0 e BIIY(b(t),b(t)) = 0.

n

Além disso, pelos mesmos argumentos acima, se verifica que BO%9 (b(t), b(t)) = BLO%O) (b(t), b(t)).

Segue portanto que

B(b(t),b(t)) = BV (b(1),b(t) = BLOO(b(1),b(1) = Y, iPulby - m)bm.
ns =nk:3k=+7:3 =0
Ou seja,
Obn(t) + [nba(t) + D, iPu(b - m)by, = 0, (5.6)
n3=nk:3k=+7’:zn3=0
ou ainda,
Otba(t) + |20 (1) + B (b(1), b(t)) = 0. (5.7)
Agora, considerando b" = {(b%,02,0)},.i ¢ b* = {(0,0,63)}, .5, veja que b, := b + b3, o

que nos leva a concluir que b(t) satisfaz a igualdade

Obn(t) + [nba(t) + Do P (b) - m)by = 0. (5.8)

n=k+m
ny=kz=m3=0

De fato, usando (5.6), temos que
Obn(t) = =[nbu(t) — > iPu(bi - m)by,

n=k+m
n3=kz=m3=0

= —[nfba(t) = D> iPL((B +B}) - m)bn
ns—hamms—0

= —[nfba(t) = D> iPL((Bf - m) + (B - m))bn.
n3=nk:3k=+7”;1ng=0

Mas observe que (b - m) = 0, pois by = (0,0,b63) e m = (my,my,0), de onde segue a

equagao (5.8).

Por outro lado, a equagao (5.8) pode ser escrita da seguinte forma:

Obn(t) = =Inlbu(t) = > AP (B} - m)b
g = =0
=[P QL)+ 03(0)) = D) iPalby-m)(by, + D))
g — s =0
e RO R R () S S G U S N (D
i irim

ny=kz=ms3=0 nsy=kz=ms3=0
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Reorganizando os termos, obtemos

oba(t) = —lnPBh— Y

n=k+m

P (b - )by, —[n|b, —

D i) m)b,

n=k+m

N ny=kz=ms3=0 N nz=kz3=ms3=0 y
=6;I;E;(t) =6:13r$1(t)
Com isso, chegamos ao sistema
abh(t) + nfokt) + DL P (b - m)bl, =0 (5.9)

n=k+m
ny=kz=m3=0

o (1) + [nPoi() + DL P (b - m)b, =0, (5.10)

n=k+m
nz=kz=m3=0

tendo em vista que by, := BZ + Bfl e IP,, é a projecao discreta bi-dimensional. Agora, considere
b2*¢(t) := b(t) — b(t). Por definicio, 0,b°(t) = 0,b(t) — ,b(t). Assim,

D2 (2) = Oubu(t) — Prba(t) =

—[nl*0(t) — By (b(t), b(t)) — Ceba(t). (5.11)

Pelas equagoes (5.1) e (5.7), podemos escrever

by (t) = —Inl*ba(t) — By(b(t) — (=P,
)

= —|n[*(ba(t) — n(t)) ((t,b()>
= —[n?bee(t) — BOCO (b(2), b(t)) —

= B (b(t), (1)) + B (0(1), ())
= —|n?00e(t) — BV (0(1), b(t)) — B (b(2), b(t)) —

n

B0 (b(t), b(t))
)(b(t), b(t)) — B (b(2), b(t))

Ou seja,

Oubiy(8) + b5 () + B (b(2), b(1)) + B (b(1), b(t) + BV (b(E), b(2)) = 0. (5.12)

Agora, como b**°(t) = b(t) — b(t), temos b(t) = b°*“(t) + b(t), e entao

BIHOD(b(1),b(t)) = BV (07 (t) + b(t), b(¢) + b(t)), (5.13)
BN (b(1), b)) = B0 (605 (8) + b(1), b (t) + b(t)), (5.14)
B (b(0), b)) = By (0°(t) + b(), b(1) + b(t)). (5.15)

Usando a bilinearidade dos termos B, observe que o lado direito da equacao (5.13) pode

Ser expresso como

B (1,0,1) (bosc + b pose 4+ b) B(l,O,l)(bosc’bosc) + Bg’o’l)(bost;) + 37(1170’1)(67 bosc) + B1(11,0,1)([;’ B)
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Observacao 5.2. Um ponto importante que devemos ressaltar, antes de prossequirmos, €

que a defini¢io do termo b°*°(t) nos faz concluir que

b8 = {bn() fpema = {1 (), bno(8), b 3(0))emia

onde temos uma pequena sutileza no conjunto de frequéncias no qual estd definida, isto é,
ne A\A.

Agora, fazendo uso dos mesmos argumentos anteriores, podemos deduzir as

igualdades
BOD(07(t), 07 (1)) = BOY (074(t), (1)) = BV (b(¢), b(t)) = 0. (5.16)
M) @) )

De fato, lembrando da definicao do conjunto (A)?l,o,l)v temos ng = ms # 0 e ks = 0. Pela

Observagao 5.1, também temos que

(i) Em (1), k3, mg # 0, o que implica em n3 # 0, dado que n = k + m;
(i) Em (2), k3 # 0 e mg = 0, o que implica em ng = k3 # 0, dado que n = k + m;

(77i) Em (3), k3 = mg = 0, o que implica em n3 = 0, dado que n = k + m;

Em todos os itens acima, (7), (i7) e (7i7), as condi¢oes sobre os indices nao sao satisfeitas
quando comparadas as condi¢oes impostas aos indices do conjunto (A)i()’1 0,1y, dal obtemos

(5.16). Logo, a equagao (5.13) pode ser simplicada como
BV (b(t), b(t)) = BV (b(t), 07(1)), (5.17)

dado que as condig¢oes dos indices sao satisfeitas. De forma similar, vemos que a equacao

(5.14) pode ser simplificada como

BERO(b(1), b(t)) = B0 (67%¢(8), b(t)), (5.18)

n

e também que a equagao (5.15) pode ser escrita como

Bél’l’l)(b(t), b(t)) _ B(l’l’l)(bosc(t), bosc(t)). (519)

n

Assim, pelas equagoes (5.17), (5.18) e (5.19), podemos escrever (5.12) como segue
(1) = I — B0V (B(1), b7 (1)) — B (0), B(e)) — B (67 (1), b7 (1),

n n

Com isso, a equacao limite (3.23) pode ser “dissociada” nas seguintes equagoes:

(L) = =n?h(t) — >, iPa(bf - m)bl,
S i A
Ob(t) = =i (t) — D> AP (b} - m)b,,

n=k+m
n3=ks3=ms3=0

b e(t) = —In|?05% — BREOV(b(1), 7°C(2)) — BHO (67°4(2), (1)) — Bt (6°°(1), 07 (1))

n
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Além disso, o “pior” termo da equagao (3.23) é o termo B,(Ll’l’l), pois contém
todos os termos b°,, para 0 € {0,1}% e, além disso, torna a equacio do 7;b°*(t) nao-
linear. Nossa intencao é eliminé-lo. Para isso, precisamos de um conjunto de elementos ~’s

especifico, a saber, como o definido em (3.10).

Observacao 5.3. Esse tipo de “restricio”, ou “perturbacao”, é extremamente técnico. No
entanto, nao sabemos se essas restricoes sao ou nao removiveis. 1sso significa que o caso

geral quase periodico ainda estd em aberto.

Assim, seja n,k,m € A e n = yng, k3 = vks, m3 = ymg, . = (ny,ng, N3),

k= (K1, kg,%g) e m = (my, mg, Mm3), ou seja, n, k,m € A(v). Defina

P (7) 1= [7]* K% |22 Wi
oe{0,1}3

I':={yeR\{0} : Pum(y) # 0 para todo n,k,me A\A}.

Observacao 5.4. Para a existéncia de v € I', basta apenas o Azxioma da escolha. Em
outras palavras, “Cada conjunto inclui um conjunto enumerdvel”. Este parece ser uwm ponto
crucial para considerar o cendrio quase periodico. Uma vez que extraimos v de ', entdo

podemos ver que W + - # 0 para qualquer n,k,m € A(y)\{0} com ns, ks, m3 # 0.

Como 7 € T, entdo Paym(7) # 0. Por outro lado, |7|*|k|®|m|® # 0, consequente-
mente, w’- - # 0 para todo n, k,m € A(y)\{0} com ns, k3, m3 # 0. E facil ver que Pim ()
é um polinémio de grau finito, sendo mais especifico, de grau 24, para fixados n,k,m € A

com ns, k3, ms # 0.

De fato, pelas defini¢bes das expressoes dadas no Lema 4.1, temos que

wh = (=D —= + (=172 —= + (—=1)7—.

s TR3 yms
W = (FL7 G (C)7 o ()P
ki Id k| ||
o (G- TGV PG
7] || ||

Defina L
~ ns 3 mg
0 = (F) ()72 4 () T
ki 7] k| ||

Assim, w . = yw?: . . Logo, temos que
(0,00) _  ~(0,0,0) 0,01) _ ~(0,0,1) (0,1,0) _ _~(0,1,0) (0,1,1) _ _~(0,1,1)
Yikm T a0 Yakm T T%Em 0 Y T MYaEe 0 YEe T TYam o
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(1,0,0) ~(100) (1,0,1) ~(101) (1,1,0) _  ~(1,1,0) (1L,1,1) _  ~(1,1,1)
Yirm T T%%hem wﬁkm = 1% 0 Y T 7”%% B
Contudo,
nkm H ,ywnkm = ,}/8 H &;g%ﬁz
0€{0,1}3 oe{0,1}3 oe{0,1}3
Ou seja,
Pogm(7) = |n| |k| |m|878 1_[ nkﬁl
0e{0,1}3
~(81T 18] ~ ns ks ms
= [P &% (D7 =+ ()= + (1)
Ueg}g 7] k| ||
13I8 (58 kl[m[(=1)"ng + [A][m[(=1)72k; + |7]|k](—1)7*ms
= [k T =
e{01}3 7] | k[
_ ’ﬁ|8‘k|8|~‘8 8 ’]; ~ _1 o1 ~l| _1 a’gk ~ 7; _1 o3
S AL R ) (—1)* s+ (7]l (—1)°2s + (78] [R)(— 1)
PIEEImE oy
9 R (=) 1 -+ (77 (1) kg + 7] [F (1) ms )
oe{0,1}3

Considerando « = [k||i|ns, B8 = |7||m|ks e n = [7i]|k|ms, temos
nkm fy H Gla + ( )UQB + (_1)0377) :
oe{0,1}3
Contudo,

[ (D)7a+ ()78 + (=1)n) = (a+ B +n)a+ 5 —n)a-F+n)(a=5-n)

oe{0,1}3

(—a+B+n)(—a+B—-n)(-a-B+n)(-a—5-n)
= (0® + 7 —n* + 2aB)(0” + B — n* — 2aB3)(0® + B* — " — 2a83)(® + > — 0 + 2a3)
= [(@2+ 3 =2 + 208" [(® + 32— = 208)]" .

Para simplificar os célculos e a fim de reduzir a expressio acima, considere ¥ = a2 + 32 —n?

Logo,
[] (D7 a+ (D78 + (=1)n) = (£ +2a8)* (% - 228)*
oe{0,1}3
= [(Z + 2a8) (£ - 208)]"
= (22— 40°5?)°
o [
Consequentemente,

[T ()7a+ (=178 + (=)7n) = | (o® + 52 =)’ - 4a252]2 :

0e{0,1}3
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onde o = |k||mi|ng, 8 = [7i|||ks e n = |7i]|k|ms. Defina,

Prin(1) = [ (0> + 87— )" - 4a252]2.

Para facilitar a obtencao do grau do polindmio P, (7), considere agora 1’ = (ny,ns),
K = (ki ko) e i’ = (my, my). Assim,

2

7> = |0 +’y2n§, ]k:|2 |/’<;’|2+fy2k‘2 imf? = |m|2+72m§.

Segue dai que
2 = kP03 = (W +22K3) ()2 + ~%m3) n.

De forma analoga,

/’2

= [ |mks = (|7)? + v*n3) (|07 + v*m3) k3,

7 = [ARREmE = (] + 52n3) (V) + +2k3 ) m3.

_ 2
Vemos entao que P, (7) = [(a2 + % — 7]2)2 - 404262] ¢ um polindémio de grau 16 em
~. Além disso,

ou seja, Pyrm(y) é um polindmio em v de grau 24, dado que os termos de maior ordem
nunca desaparecem, com queriamos. Ou seja, o conjunto complementar do conjunto I" é
enumeravel. Se v € I', entao podemos eliminar o pior termo nao linear, pois nesse caso,

wlr~ # 0 para todo n, k,m € A(y) com ng, k3, mz # 0. Mais precisamente,

(17171)
By (e, ¢2) = Z Z Oéagbmm(CLk,CQ,m) =0
6,0’6{0,1}3 = k+m
w?e - =0,n3,ks,;m3#0
n

para todo n € A(y). Com isso, B(1 Lh (b"sc(t), b°*¢(t)) = 0. Entao, podemos dissociar a
equagao limite (3.23) em trés partes: a usual equagao bi-dimensional de Navier-Stokes,
com dado inicial ¥"(0) € (¢'(A))? e outras duas equacdes lineares com dados iniciais
b2(0) € £*(A) e b°*°(0) := b(0) — b(0) € (£*(A(7)\A))?, respectivamente. Mais precisamente,

temos

bty = =Pty — > AP (b - m)bL,,
15— ks =0

() = =nPoi(t) = > AP (b - m)bY,,
n=k+m

ny=kz=ms3=0

b (t) = —[nl?bye — BV (b(t), 0 (1)) — B0 (6°(1), b(t)).

para n, k,m € A(vy). Com isso, segue que a usual equacao bi-dimensional de Navier-Stokes,

com dado inicial b"(0) € (¢*(A))?, admite solucdo via Proposicio 3.1. Além disso, as outras
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duas equacdes lineares com dados iniciais b*(0) € £*(A) e 5°*°(0) € (£*(A(7)\A))? admitem
solugdes globais, basta proceder como no teorema de existéncia local (veja Teorema 2.1, p
53) e usar as estimativas globais no tempo do Lema 4.1. Com isso, obtemos a existéncia

global de solucao para a equagao limite (3.23). Isso conclui a demonstracdo do Lema 3.1.

5.2 Demonstracao do Lema 3.2

Inicialmente, para simplificarmos a equacao do resto r(t) := {r,(t)},ea, consi-

dere
Ry (r(t), c(t),b(t)) == Bp(c(t), r(t)) + Bp(r(t), b(t)).

Com isso, a equacao (3.24) pode ser agora escrita como
O (t) + [n|?r, (t) + R2(r(t), c(t),b(t)) + BYT(Qt, c(t), c(t)) = 0. (5.21)

A fim de controlarmos r(t), o ponto chave é estimar R? (r(t), c(t), b(t)) e Bt (2, c(t), c(t))
na equacao acima. Para isso, precisamos analisar a seguinte integral oscilatéria da parte

nao ressonante

§2+<Qt7 C1, Cg) e Z Z .QO-QS;U eiQtwgkmbikm(ch 02)' (522>
5,0e{01}3  nehim 2 %nkm
(n,k,m)e(Ke)e

Agora, note que

& (§g+(m, o, 02)> — B (Qt,c1,c0) + B (0, 0,01, ¢0) + B (Qt, e, duea),  (5.23)

onde ¢; := ¢;(t), para i € {1,2}. De fato, para deduzir (5.23), primeiramente note que

Ot (Eng(Qtacl (1), C2(t>)> = 0y Z Z (oo M by (C1, 2)

1Qw?
8,0€{0,1}3 n=k+m nkm
(n,k,m)e(Ke)e
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Pela regra da cadeia e usando a linearidade da derivada temporal, temos

B « g 7 w?
o(Bream.an) - X N GEa e, o.0)
5,0’6{0,1}3 n=k+m nkm
(n,k,m)e(KCo)e

- Z Z oo (at (eZQtwnkm> bnkm(cl> CQ) + BZQtwnkma ( nkm(cla 02)))

8,0€{0,1}3 n=k+m Zankm
(n,k,m)e(K)e

= 2

8,0€{0,1}3 n=k+m
(n,k,m)e(K)e

= 2

5,0€{0,1}3  n—k+m
(n,k,m)e(K)e

(Zankm M km bkam<Cl7 02) + ezgthkm at ( nkm(cla CQ)))
zankm

thw
i dw;, Whkm€ mkm bnkm (Clv 02)

zankm

4 Z 2 Qs o thw kmat (bnkm<cl7 02))

5,0€{0,1}3  n=k+m ZQw"’fm
(n,k,m)e(Ko)e

= Z Z s o€ ZQtw"kmb km(clacQ)

8,0€{0,1}3 n=k+m
(n,k,m)e(Ke)e
Q50 iQtws, A (16
+ Z Z ) " im0y () o (€1, C2)) -
5,0’6{0,1}3 n=k+m v wnkm

(n,k,m)e(KCo)e

Agora, relembre a definicdo do conjunto K := {(n,k,m) € (A)® : w7, = 0}. Como

(n, k,m) e (K7)¢, segue, por defini¢do, que w?, = # 0. Assim, usando a definigdo do Lema

nkm

4.1, temos

o (BY(@tene)) = BY Q)+ Y, Y o e ™ind, (e, 00))

8,0€{0,1}3 n=k+m Zankm
(n,k,m)e(K)e

(5.24)

Agora, considere

nkm Z Z & Zﬂtwnkma bnkm (525>

8,0€{0,1}3 n=k+m ZQWNkm
(n,k,m)e(K)e

Assim, pelo fato do termo bnkm( ,+) ser bilinear, como vimos no Capitulo 4 (veja Secao

4.1, p. 73), sabemos que

Or (B (1, 2)) = b (Orcr, €2) + U (c1, Orca).

Com isso,

D (b)) = Z Z 0 i (B som (Grc1, 2) + B (c1, Oucs))

8,0€{0,1}3 n=k+m ZQWNkm
(n.k,m)e(K)e

X0 iQtwe, 16
= Z Z e’ wnkmbnkm<atclﬂc2)

8,0€{0,1}3 n=k+m Zankm
(n,k,m)e(K)e

&s,0 1T, 10
+ Z 2 B ”kmbnkm(Cl, 6t02).

5,06{0,1}%  nehim Zankm
(n,k,m)e(Ko)e
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Vemos entao que
Db y) = BYT (U, Grca(t), ea(t)) + BT (U, ea(), Grea(t)). (5.26)
Logo, substituido a equacao (5.26) em (5.24) obtemos (5.23).

Usando B°*, em vez de B%", na equacdo do termo restante, é possivel controlar

g

o em também

r(t), desde que o parametro de Coriolis {2 esteja no denominador. No entanto, w
estd no denominador e hé a possibilidade de que uma subsequéncia de {|wy,,.|} convirja

para 0. Isso significa que nao podemos controlar |{e """ BO* (O, ¢y, ¢3) bnea | diretamente.

Para superar essa dificuldade, dividimos a equagao (5.21) em duas partes:
“muitos termos finitos” e “termos restantes pequenos” (em ¢*(A)), para mais detalhes sobre
essa técnica, veja Ibrahim e Yoneda [32]. Com isso, estamos dividindo b(t) = {b,(t) }nea,

c(t) = {cn(t) }nea € 7(t) = {rn(t)}nea da mesma forma. Para {r,(t)},ecar e n =1,2,--- nds

escolhemos {s;};2; = N (s < s < ---), nessa ordem, satisfazendo

| @ —=Py)r| — 0, (5.27)
quando 77 — o0, onde
P,r = {rnl,rm,"- S Tngy DM, s, € Ay # my se ko # njl<n Vj=1,2--- ,sn}.
A escolha de ny,--- ,n, nao é determinada unicamente, contudo isso nao é importante

em nossos argumentos. Entao, sendo um pouco mais explicito, os “muitos termos finitos”

830 Ty, ,Tn,, €08 “termos restantes pequenos” sao {(I —P;) ry}nea. Por (5.27), basta

tomar 7 — oo para controlarmos {(I — P,) r,}nea. Posto isso, agora nos resta estimar os

“muitos termos finitos” {P,ry(t)}nea-

Agora, pela desigualdade (4.9) do Lema 4.1 ou, como visto da demosntragao

do mesmo, pag. 82, temos que

~ 1
1B @t e el < Y | Il lewelleaml
" Y b n=k+m ZQ{wgkm} "
O O B AT
= — nj|C1kl ||C2,
Qn=k+m {wgkm} "

1 1
<= — o il lenklllczml,
o 2 inf{flw7e,n [}

n=k+m
para cada n € A. Com isso, a estimativa dos “muitos termos finitos” de {B>* (0, c1, ¢2) }nea

¢é dada por

HPW{EQJF (Qt, Pyer, Prca) bneal <

(Inalles e llezm | + - + Ins, Hevw,, lezm,,

; )
QB(n) ’
para 0 < t < Ty, aqui Ty, é o tempo de existéncia local, conforme Teorema 3.1 (veja p.

64), onde

B(n) = inf{|wy,,| k=K, ke n=mn1,--- ,ng; m=n—k} (5.28)

n
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é o infimo de {|w?,,,|} sobre todas as combinacdes de o € {0, 1}*. Além disso, por definicio

do conjunto P,, |n;| < n para todo j =1,---,s,. Logo, podemos estimar
~ 1
HP,]{Bg*(Qt, Puct, Pyca) bnea| < m (77||C1,1<;1H||02,m1 |+ + anl,kSn ||Cz,m5,] )

1

= mﬁ (ler i Mezm | + -+ + le1 g, llezm., )

=IPaerll [Py

1

= mn”PnClH”Pn@H
1

< a1 2 Poer || Poes - (5.29)

QpB(n)

De forma andloga, pela desigualdade (4.9) (veja p. 72), para cada n € A, temos que

| R (r(t), e(t), b)) < [ Ba(e(t),r())] + | By(r(2), b(t)]

= 5 Inllellrml + > Inllrelom]
n=k+m n=k+m

= >0 Inl Uexllrml + Irel [oml) -
n=k+m

Da mesma forma como anteriormente, segue que

[P B (Pyr(£), e(2), () bneal < Imal (lew, [, |+ I, [10m, ) + -

+ Hns'n H (Hcks’,7 H Hrmsn + H/rk/'sn |bm37] )
< 0 (lerallrma |+ llre, [1om, ) + -
+ /r/H (”Cksn |‘rmsn + ‘|Tksn ||bmS’y] )

H Tmsn

=0 (lew rmll + - + e,

+ i Mo | + -+ + I, [, 1)
< 0 ([Pocll|Pyr || + [Pyr [ Pyb])
< (L+0?) 2IPyr] (IPyell + [Pyl - (5.30)

Além do mais, se y € ¢'(A) entdo, desde que P,y tem um ntimero finito de

termos, vemos que

[l Payll < (1 +7)[Pyyl. (5.31)

Note que (n) é sempre finito, uma vez que sé tem combinagoes finitas para a
escolha de n, k e m. Também temos o mesmo tipo de estimativa para ||P,0;c,| usando

(3.22) (veja p. 68). De fato, usando §2+ no lugar de B°*, por (3.22), temos

[Gsen®)] < [nfea(®)] + | Bale(t), c(®)] + | Byt (2t e(t), c(t))
Com isso, omitindo a variavel temporal, obtemos que

[Pl scntneall < IPofInlPentneal + IPof BL(Prc: Pyc)bneall + [Pt By (2, Poc, Pyc) bneal.
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Dai, segue das desigualdades (5.29), (5.30) e (5.31) que

[Pa{Orcatneall < (1 0*)[Pycl + (1 +72) 12| Pye]® + (14 172) 2 [ Pyef?

1
QB(n)
(14 P)Pye (1 F (L) Py +

1 2\—1/2
3 (L 1P )

1 1
= @+ PIPel (14 Pl + gl P )

Assim, obtemos

) 1 1

oy lPy c). (5.32)

Por outro lado, a fim de conseguirmos uma estimativa para r(t), é suficiente

controlarmos o termo {B°* (Qt, c(t), c(t)) }nea. Para isso, basta considerarmos

Yn(t) 1= ro(t) + BOH(Qt, c(t), c(t)).

Néo ¢ dificil controlar y,(t), desde que {B(Qt, c(t), c(t))}n e {ca(t)}n possuem apenas
uma quantidade finita de termos. Com isso, tem-se que Bt := {éﬂ*}n tende a zero, na

norma ¢', quando Q — 0.

De fato, um célculo direto nos mostra que as fungoes {y,(t)}, satisfazem a

seguinte equacao:
Oy (t) + [Py (t) + Ry (y(t), Z (5.33)

onde

E! = [n]2B2* (0, c(t), c(t));
E2? := RY(B(Qt, c(t), c(t)), c(t), b(t)); (5.34)
E3 = BY* (O, 0yc(t), c(t)) + B (O, c(t), dpel(t)).

De fato, por (5.21) vemos que

0 () = B (91, (1), (1)) = = [nf? () = B (98, (1), (1)) ) = BY (U e(t), e(t))
~ R ((y(t) — B, 1), c(t))) c(t), b(t)) .
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Logo, por (5.23) temos que

Oryn(t) = —=In[*yn + [n]* BT (O, c(t), c(t) — BYT(Q, c(t), c(t)) — RA(y(1), c(t), b(t))
+ RO(B™(Qt, c(t), c(t)), c(t), b(t)) + &, <B°+ (1 c(t),c(t))>

—[n?yn + [0 B (Q, e(t), e(t)) — BYF(Q, c(t), clt)) — Ry (y(t) c(t),b(t))
+R2(B°*(Qt,c( ), c(t)), c(t),b(t)) + By (Q, c(t), c(t)) + By (L, dre(t), c(t))
+ BY(Qt, c(t), dye(t))
—[nPyn + [0 BT (Q1, c(t), e(t) — Ry (y(t), c(t), b(t)) + By (O, dye(t), c())
+ RO(B™ (U, c(t), c(t)), c(t), b(t)) + B (Qt, c(t), dye(t)).

De onde segue (5.33).

Note que podemos olhar (5.33) como uma equacao linear do tipo calor com
3

“forca externa” Z EJ. Assim, o ponto é controlar essa “forca externa”. Considerando que
j=1
Yn(t) é uma solucao de (5.33), entdo podemos trabalhar com a seguinte equacao integral

yn(t) = e 1"y (0) + Jot e (o (Z E;(s) — Ry(y(s), c(s), b(S))) ds, (5.35)

onde EJ é como em (5.34).
Agora, observe que
3

I

< Z [E] = [InfByt (R, clt), e(t)) | + | By (B (2, e(t), e(t)), e(t), b(1)) |

+ | B (9, dre(t), ()] + | ByF (R e(t), dre(D))].

3
Considere Y, := Z E7 . Entao,
j=1
[Pa{Sntneal < [Py{[nl® BaH (R, Poc, Poc)bnll + [Pyt By (2, Pyc, Pydic)}nl
+ HPn{§2+(Qt,Pn(9tc, Poc)}tal + HPU{RQ(PHEOJF(QL Puc, Pyc), Poc, Ppb) }nl.-
Pelas desigualdades (5.29), (5.30) e (5.31), obtemos

[P{Snbnenll < (1 +0%) "2 |Py{ By (Qt, Pyc, Pyc)dneall + (1 +72) 2Pyl | Pydic]

9
QB(n)
+ (1402 2| Py{ B (2, Pye, Pyc) neall ([Pacll + [Py])

p_ 1 /
< (4L ) PPl +

+(1+n%)Y2

(1 + 1) 2 [ Pcl | Pyrc]

9
QB(n)

1/2 C c .
B30 >(1+77) [Pocl® (IPyel + |Pybl)
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Além disso, segue de (5.32) que

(L + 7)) Pyel® + (L +0*) 52—

[Py {Zn}neall < [Pocl® (IPyel + [Pyb])

QB( ) QB( )

(1 4+ 72)2Pyel? (1 " Pl +

1 1
* 55 T2 Pt Qe ”7’"0”) '

Ou seja, para todo € > 0, existe 19 e {2y, dependendo de 1y, tal que se 2 > Qe n > nq,

tem-se que

{0 }neall < &

Posto isso, vejamos agora uma estimativa da equagao integral (5.35). Assim,

lembrando que y(t) := {yn(t)}nea, temos que

rt
He—a—sw

[Py ()] < e~ Py (0)] +

[ S—
o

(Z | P Bl dneal + IPo{Ro(y, c. b)}neA> ds

j=1

rt
< e Py ()] + | fe M

(IPy{ B2y, ¢, b)bnea | + £) ds

2
sup H (t—s)|n|
neA

r‘t C )
. (Wllpny (IPyell + [Pyb]) + 5) ds

rt C
o E—s7

[ S—
O

< e Py (0)) +

o 1Pl (1Pyel + [P0 + €) s

L;

< e Py (0)) +

[S—

= e Py (0)] +

t
Pyl ([Pacl + [Pob]) ds + j = ds.

[S—

Contudo, como 7(t) := ¢(t) — b(t) e ¢,(0) = b,(0), obtemos que

[~ Py (0)| < e Pyr(0)] + e PP, {BYH(Q - 0,¢(0), ¢(0)) bnea]
< [P {BS* (0, ¢(0), ¢(0)) }nea -

Por outro lado, tendo em vista (5.29) (veja p. 95), chegamos a estimativa
[Py{Ba* (0,¢(0), ¢(0)}nea|l < Qﬁ( )(1 +1°) 2] e(0) . (5.36)

Assim, por (5.36), temos

1 ot C
1Pyy@)| < m(l +0?)2[c(0)]* + te + JD m!\ﬂy\l (|Pye]| + [Pybl) ds

tC
Qﬁ( )(1 + 7)Y 2e(0)]* + ETy, + L ml\%y\l (IPncll + [Py0]) ds

para todo 0 <t < Tp; lembre-se que T}, é o tempo de existéncia local, conforme Teorema
3.1 (veja p. 64). Como

Q;(n)u ) 2|e(0)]? + 2Ty
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¢é independente de ¢, considere esse termo constante. Logo, pela desigualdade de Gronwall

[18, —], obtemos a estimativa
f C Pyl + [Ppl) d
1 e E— C S
Iﬂmm<(m%MLHﬁmw®2+HQeo“_@W ! U e

Tendo em vista a desigualdade (5.37), concluimos que para todo € > 0, existe
1o, independente de g, e €y, dependendo de 7, tal que se n > ng e > Qy, entao
|P,y| < e para 0 <t < Ty, onde T}, é como anteriormente e, além disso, depende apenas
da norma em ¢' do dado inicial, independente de 1y e €. Como colocado anteriormente,
a parte (I — P,)y é facilmente controlada quando tomamos 7 suficientemente grande,
independente de €, Com isso, conseguimos controlar r(¢) tomando 7 e  sufucientemente

grandes. Isso conclui a prova do Lema 3.2.

5.3 Demonstracgo do resultado principal (Teorema 3.2)

Usamos um argumento de bootstrapping. A técnica é inspirada no trabalho de
Babin, Mahalov e Nicolaenko [9].

Tome T > 0 arbitrario. Este tempo T serda um tempo grande de existéncia,

para €) suficientemente grande. Além disso, considere
M= M(J(0)],T) talque  sup [b(t)] = M/2.
0<t<T

Aqui, M depende apenas de T' > 0 e da norma do dado inicial |¢(0)|, como colocado na
Proposicao 3.1. Dado que ||c(0)| = |b(0)], entao

Je(0)] < sup [b(t)| < M. (5.38)

Com isso, pelo resultado de existéncia local, Teorema 3.1 (veja p. 64), existe T, > 0, onde

tal que s 1) < 10|c(0)],
o e sw [eft)] < 100e(0)

onde T, é o tempo de existéncia local do teorema. Com isso, por (5.38) tem-se

sup |e(t)] < 10M.

0<t<Ty,

Podemos melhorar esse tempo tomando 2 grande, via o Lema 3.2. Vamos agora

estimar ||¢(T})|. Pelo Lema 3.2, existe €, > 0, tal que
Ir(t)] = |e(t) —b(t)| < M/2 para 0<t<Ty e |Q[|>Q,,

bastando tomar ¢ < M /2, pois o lema é valido para todo € > 0.
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Além disso, |c(t)]

Observe que

< |r(t)] + ||b(t)]. Vejamos essa desigualdade em ¢ = T},.

le(Te)ll < llr(Te)] + [6(TL)]
< M/2+ M)2
= M.

Com isso, podemos estender o tempo de existéncia de ¢(t) como segue:
|e(t)| < 10M  para 0 <t < 27T},

Repetindo esse argumento, podemos ver que sup |lc(t)|| < 10M para || suficientemente
O<t<T

grande. Esta ¢é a estimativa desejada. Com ela, as estimativas do Lema 4.1 e um argumento

similar a aquele usado na demonstracao do Teorema 2.1 verifica-se facilmente a existéncia

de solucao para o sitema (3.22).

Posto isso, pelos Lemas 3.1 e 3.2 e admitindo a existéncia de solugao para o
sistema (3.22), como mostrado acima, segue, trivialmente, a existéncia de solugao para o
sistema (3.9) e, consequentemente, para (1.20). Portanto, (1) admite solu¢ao global no

tempo.
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6 Conclusao

Este trabalho permitiu ao autor um forte contato e aprendizado com ferramentas
da analise harmonica e funcional no estudo das equagoes de Navier-Stokes-Coriolis. Tais
equagoes sao utilizadas em varios modelos matematicos ligados a diversos fenémenos fisicos.
Além disso, este trabalho permitiu o contato com novos espagos de fungoes como, podemos
destacar, os espagos das fungoes quase periddicas e o espago que é a pré-imagem de Fourier
das medidas de Radon complexas. Estes sao exemplos de espacos que normalmente nao

sao abordados nos cursos bésicos de pés-graduagao em matematica.

Por outro lado, os métodos e argumentos aqui utilizados para obter as estima-
tivas das partes linear e nao linear, obtidas nos Capitulos 4 e 5, servem de motivacao para
estudarmos resultados de existéncia de solucoes das equagoes de Navier-Stokes-Coriolis
em outros espacos de fungoes, com adequadas adaptagoes. Para isso, se faz necessario
investigar propriedades dos espagos de funcoes e, posteriomente, ver sua compatibilidade
com as equagoes de Navier-Stokes-Coriolis. Isto motiva futuros estudos nesta linha de

investigacdo de dinamica dos fluidos.



102

Referencias

1 ALMEIDA, M. F. de; FERREIRA, L. C. F.; LIMA, L. S. M. Uniform global
well-posedness of the Navier-Stokes-Coriolis system in a new critical space. Math. Z.
287(3-4) (2017), 735-750.

2 ALVAREZ, L. L. A. Boa-colocagao global e md-colocacao das equagoes de Navier-Stokes
com forca de Coriolis em espacos de Fourier-Besov. Dissertacao (Mestrado) —
Universidade Estadual de Campinas, Campinas, SP, 2016.

3 ANGULO-CASTILLO, V.; FERREIRA, L. C. F. Global well-posedness and asymptotic
behavior for Navier-Stokes-Coriolis equations in homogeneous Besov spaces. to appear in
Asymptotic Analysis (2019).

4 ARGUEDAS, V.; CASTRO, E. Some aspects in n-dimensional almost periodic
functions II1. Revista de Mat. Teor. Apl. 11(2) (2004), 25-33.

5 ARGUEDAS, V.; CASTRO, E. Algunos aspectos tedricos de las funciones casi
periédicas n-dimensionales. Revista de Mat. Teor. Apl. 7(1-2) (2000), 165-174.

6 ARNOLD, V. 1. Ordinary Differential Equations. Second printing of the 1992 edition.
Translated from the Russian by Roger Cooke. Universitext. Springer-Verlag, Berlin, 2006.

7 AZEVEDO, F. L. Boa-colocagio global para as equacoes de Navier-Stokes-Coriolis.
Dissertacao (Mestrado) — Universidade Estadual de Campinas, Campinas, SP, 2017.

8 BABIN, A.; MAHALOV, A.; NIKOLAENKO, B. Fast singular oscillating limits and
global regularity for the 3D primitive equations of geophysics. Special issue for R. Temam
60th birthday. M2AN Math. Model. Numer. Anal. 34(2) (2000), 201-222.

9 BABIN, A.; MAHALOV, A.; NIKOLAENKO, B. Regularity and integrability of 3D
Euler and Navier-Stokes equations for rotating fluids. Asymptot. Anal. 15(2) (1997),
103-150.

10 BABIN, A.; MAHALOV, A.; NIKOLAENKO, B. Global regularity of 3D rotating
Navier-Stokes equations for resonant domains. Indiana Univ. Math. J. 48(3) (1999),
1133-1176.

11 BABIN, A.; MAHALOV, A.; NIKOLAENKO, B. 3D Navier-Stokes and Euler
equations with initial data characterized by uniformly large vorticity. Dedicated to
Professors C. Foias and R. Temam (Bloomington, IN, 2000). Indiana Univ. Math. J. 50
(2001), (Special Issue, 1-35).

12 BOHR, H. Almost Periodic Functions. Chelsea Publishing Company. New York, N.Y.,
1947.

13 CHEMIN, J. Y.; DESJARDINS, B.; GALLAGHER, I.; GRENIER, E. Mathematical
geophysics: An introduction to rotating fluids and the Navier-Stokes equations. Oxford
Lecture Series in Mathematics and its Applications, 32. The Clarendon Press, Oxford
University Press, Oxford, 2006.



Referéncias 103

14 CORDUNEANU, C. Almost Periodic Functions. Second edition. Interscience Tracts
in Pure and Applied Mathematics, 22. Chelsea Publishing Company, New York, N.Y .,
1989.

15 DERIAZ, E.; PERRIER, V. Orthogonal Helmholtz decomposition in arbitrary
dimension using divergence-free and curl-free wavelets. Appl. Comput. Harmon. Anal.
26(2) (2009), 249-269.

16 DIEUDONNE, J. Foundations of Modern Analysis. Pure and Applied Mathematics,
10-i. Academic Press Inc., New York - London, 1969.

17 ESKIN, G. Lectures on Linear Partial Differential Equations. Graduate Studies in
Mathematics, 123. American Mathematical Society, Providence, RI, 2011.

18 EVANS, L. C. Partial differential equations. Second edition. Graduate Studies in
Mathematics, 19. American Mathematical Society, Providence, RI, 2010.

19 FARWIG, R.; KOZOMO, H.; SOHR, H. The Helmholtz decomposition in arbitrary
unbounded domains - A theory beyond L?. Proceedings of Equadiff 11. International
Conference on Differential Equations (2005), 77-85.

20 FOLLAND, G. B. Real Analysis: Modern techniques and their applications. Second
edition. Pure and Applied Mathematics. John Wiley & Sons, Inc., 1999.

21 FUENTES, O. U. V. Kelvin’s discovery of Taylor columms. Fur. J. Mech. B/Fluids.
28 (2009), 469-472.

22 FUJITA, H.; KATO, T. On the Navier-Stokes initial value problem I. Arch. Rational
Mech. Anal. 16 (1964), 269-315.

23 GALDI, G. P. An Introduction to the Mathematical Theory of the Navier-Stokes
FEquations. Steady-state problems. Second edition. Springer Monographs in Mathematics.
Springer, New York, 2011.

24 GIGA, Y.; INUI, K.; MAHALOV, A.; MATSUI, S. Uniform local solvability for
the Navier-Stokes equations with the Coriolis force. Methods Appl. Anal. 12(4) (2005),
381-393.

25 GIGA, Y.; INUI, K.; MAHALOV, A.; MATSUI, S. Navier-Stokes equations in a
rotating frame in R* with initial data nondecreasing at infinity. Hokkaido Math. J. 35(2)
(2006), 321-364.

26 GIGA, Y.; INUI, K.; MAHALOV, A.; SAAL, J. Uniform global solvability of the
rotating Navier-Stokes equations for nondecaying initial data. Indiana Univ. Math. J.
57(6) (2008), 2775-2791.

27 GIGA,Y.;INUI K.; MAHALOV, A.; SAAL, J. Global solvability of the Navier-Stokes
equations in spaces based on sum-closed frequency sets. Adv. Differential Equations. 12(7)
(2007), 721-736.

28 GIGA, Y.; MAHALOV, A.; YONEDA, T. On a bounded for amplitudes of
Navier-Stokes flow with almost periodic initial data. J. Math. Fluid Mech. 13(3) (2011),
459-467.



Referéncias 104

29 GRAFAKOS, L. Classical Fourier Analysis. Second edition. Graduate Texts in
Mathematics, 249. Springer, New York, 2008.

30 GRAFAKOS, L. Modern Fourier Analysis. Second edition. Graduate Texts in
Mathematics, 250. Springer, New York, 2009.

31 HIEBER, M.; SHIBATA, Y. The Fujita-Kato approach to the Navier-Stokes equations
in the rotational framework. Math. Z. 265(2) (2010), 481-491.

32 IBRAHIM, S.; YONEDA, T. Long-time solvability of the Navier-Stokes-Boussinesq
equations with almost periodic initial large data. J. Math. Sci. Univ. Tokyo. 20(1) (2013),
1-25.

33 IWABUCHI, T.; TAKADA, R. Global solutions for the Navier-Stokes equations in
the rotational framework. Math. Annal. 357(2) (2013), 727-741.

34 TWABUCHI, T.; TAKADA, R. Global well-posedness and ill-posedness for the
Navier-Stokes equations with the Coriolis force in function spaces of Besov type. J. Funct.
Anal. 267(5) (2014), 1321-1337.

35 KESAVAN, S. Topics in functional analysis and applications. John Wiley & Sons, Inc.
New York, 1989.

36 KHAMSI, M. A.; KIRK, W. A. An Introduction to Metric Spaces and Fized Point
Theory. Pure and Applied Mathematics. Wiley-Interscience, New York, 2001.

37 KISHIMOTO, N.; YONEDA, T. Global solvability of the rotating Navier-Stokes
equations with fractional Laplacian in a periodic domain. Math. Ann. 372(1-2) (2018),
743-779.

38 KONIECZNY, P.; YONEDA, T. On dispersive effect of the Coriolis force for the
stationary Navier-Stokes equations. J. Differential Equations. 250(10) (2011), 3859-3873.

39 KREYSZIG, E. Introductory Functional Analysis with Applications. Wiley Classics
Library. John Wiley & Sons, Inc., New York, 1989.

40 LEVITAN, B. M.; ZHICOV, V. V. Almost periodic functions and differential
equations. Cambridge University Press. Cambridge-New York, 1982.

41 MAHALOV, A.; NICOLAENKO, B.; BARDOS, C.; GOLSE, F. Regularity of Euler
equations for a class of three-dimensional initial data. Trends in partial differential
equations of mathematical physics, 161-185, Progr. Nonlinear Differential Equations Appl.,
61, Birkhauser, Basel, 2005.

42 NARICI, L.; BECKENSTEIN, E. Topological Vector Spaces. Second edition. Pure
and Applied Mathematics, 296. CRC Press, Boca Raton, FL, 2011.

43 PAZY, A. Semigroups of Linear Operators and Appications to Partial Differential
FEquations. Applied Mathematical Sciences, 44. Springer-Verlag, New York, 1983.

44 POINCARE, H. Sur la précession des corps déformables. Bulletin Astronomique. 27
(1910), 321-356.

45 RUDIN, W. Functional Analysis. Second edition. International Series in Pure and
Applied Mathematics. McGraw-Hill, Inc., New York, 1991.



Referéncias 105

46 TEMAM, R. Navier-Stokes equations and nonlinear functional analysis. Second
edition. CBMS-NSF Regional Conference Series in Applied Mathematics, 66. Society for
Industrial and Applied Mathematics (STAM), Philadelphia, PA, 1995.

47 TRIEBEL, H. Theory of function spaces. Monographs in Mathematics, 78. Birkhauser
Verlag, Basel, 1983.

48 VASY, A. Partial Differential Equations: An accessible route through theory and
applications. Graduate Studies in Mathematics, 169. American Mathematical Society,
2015.

49 YONEDA, T. Long-time solvability of the Navier-Stokes equations in a rotating
frame with spatially almost periodic large data. Arch. Ration. Mech. Anal. 200(1) (2011),
225-237.

50 ZUAZO, J. D. Fourier Analysis. Graduate Studies in Mathematics, 29. American
Mathematical Society, Providence, RI, 2001.



106

APENDICE A - Espacos de Banach

Aqui damos algumas defini¢gbes sobre espacos de Banach e, pricipalmente,

mostramos que o espaco (X A H), conforme Definicao 3.2, é um espaco de Banach.

Sabemos que um espago normado é um espaco vetorial sobre um corpo K
mudido de uma norma. Além disso, lembremos que uma sequéncia (,)nen, €m UM espago
métrico é dita de Cauchy se, para todo £ > 0, existir um ng € N tal que d(z,, z,) < ¢
sempre que n,m > ng. Dai, ndo é dificil concluir que toda sequéncia convergente é de
Cauchy. Porém, em geral, uma sequéncia de Cauchy nao é convergente. Um espago métrico

¢é dito completo se toda sequéncia de Cauchy converge nele.

No contexto de espacos normados, isto motiva a defini¢ao.

Definicao A.1. Seja X um espago vetorial normado. X é chamado espaco de Banach se

toda sequéncia de Cauchy converge nele.

Observacgao A.1. Assim, um espaco normado € um espaco de Banach se é um espago

métrico completo em relagcao a métrica induzida por sua norma.

Lembre-se que
XM (RY) o= {u _ Z cpe™* € BUC (R) i c_, = ¢} para neA e |ufxa:= Z len| < oo} :
neA neA

onde ¢ é o conjugado do coeficiente ¢, e ¢ := {¢,}nen. Além disso, aqui || - |[xa = | - [|e.

Proposicao A.1. O espaco (XA, |- HXA) ¢ um esapgo de Banach.

Demonstragio. Primeiro, vejamos que X* é um espaco vetorial e que | - | xa define, de

fato, uma norma. Seja A € R e u e X*, entdo

[Mullxa = Y3 Aeal = [A] D] lenl = (Al xa-
neA neA
O que mostra que a operacio de multiplicacdo por escalar estd bem definida em X* e
que ||Aul|xa = |A|[ul|xa. E trivial que a sequéncia nula pertenca a X e que se |ul| = 0,
entdo v = 0. Além disso, nio ¢ dificil ver que a soma em X* é bem definida e que vale a

desigualdade triangular. De fato, sejam u,v € X*, entdo para todo n € A,

[u+ v|xa = Z len 4+ by] < Z len| + |bn| = Z len| + Z b,| < o0,

neA nei neA neA
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onde u = Z et e v = Z b,e™®. Com isso, concluimos que u + v € X* e que

neA neA
|l + v] xa < |Juf xa + [Jv]|xa. Logo, X* é um espaco vetorial e a aplicacio

o= HO‘”XA = HaHel

define uma norma sobre ele. Ou seja, X* é uma espaco vetorial normado.

Considere agora a aplicagao T definida como

T A —  (Y(A)

X
u = Z cn€™® > (Cp)nen

neA

Vejamos que T é um isomorfismo isométrico. De fato, dado u € X veja que

IT@le = Mea)nla = Y leal = Julxa.

neA

Logo, |T(u)|s = ||ul|xa, de onde concluimos que T define uma isometria. A sobrejetividade

de T ¢é trivial, segue por definicdo da aplicagdo. Portanto, T é um isomorfismo isométrico.

Posto isso, como ¢! é um espaco de Banach, segue que X* também o é, equipado com a

norma | - ||xa = | - [|er, como querfamos.
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APENDICE B - lgualdade (4.19) da

demonstracao do Lema 4.1

Afirmamos que

SN O ) = Y D aet ety (o)

n=k+m §e{0,1}3 n=k+m 6,0€{0,1}3
(B.1)

onde
bikm(ck, Cm) 1= R‘:L%Pn (R,ffck(t) . m) ngcm(t),

o = (0 (D) T -

7j=1

e

n3 k3 ms
Wl = (=1)7 == 4+ (=1)2> + (1) — para o€ {0,1}".
i n| || Im| ’
n m
Para verificarmos (B.1), primeiro note que
1Qtw? § iQtw? &
S Y e b= TN ase ety
n=k+m §,0€{0,1}3 n=k+m §{0,1}3 0€{0,1}3
Assim, observe que para cada ¢ € {0, 1}, temos
iQtw? Qw900 10t (00D it (01.0)
Z Qg€ mhm =05 0,0,0)€7 P+ Qs 0,0,)€ M+ Qg 0,100 T
0e{0,1}3
Q01D it (10:0) Q10D
+ as 0,1, Crkm o+ a5 10,0)€" M+ Qg 10,1)€" k.
(1,1,0) . (1,1,1)
=+ (6% (1 1 0)6 Qtwnkm —+ O‘5,(17171)6 Q1 nkm

Agora, seja

Qtng thg thg B
o= g T 2 (B2)
n || m|
Logo,
(0 0 0) ; on3 0k 0 n3
it 0 it (DO RO (DO RE) ’Qt(|n|+|k\+lm|)

n3 k3 m3 L
_ eth ] ezﬂt 7] eth [l ezaezﬁem

= (cos(a) + isen(a)) (cos(B) + isen()) (cos(n) + isen(n))
= [cos(a) cos(f3) + i (cos(a)sen(f) + sen(a) cos(f)) — sen(a)sen(s)]
(cos(n) + isen(n))

= cos(a) cos(f) cos(n) — cos(a)sen(S)sen(n) — sen(a) cos()sen(n)
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De forma analoga, temos os seguintes sete blocos de igualdades:

(001) _1\0m3 _1\0ks  _qy1m3 p( 3 k3 _m3
it (DO R (DO DS (R )
_ eZQtInI eZQtIk\ e zﬂt‘m‘ emezﬁ —in

= (cos(a) + isen(a)) (cos(B) + isen(f)) (cos(n) — isen(n))

(a) cos(B) + i (cos(a)sen() + sen(a) cos(5)) — sen(a)sen(f)]
cos(n) — isen(n))
os(a) cos(3) cos(n) + cos(a)sen(S)sen(n) + sen(«) cos(S)sen(n)
— sen(a)sen(f) cos(n) + i [— cos(a) cos(f)sen(n) + cos(a)sen(S) cos(n)
+sen(a) cos(f) cos(n) + sen(a)sen(S)sen(n)],

—_— o~

COS

—

I
8

(0,1,0) —1)073 4 (_1)tk3 L _qyoms (™3 _k3  m3
1w th(( D02 +(—1)! 52 +(-1)°; ) th(lnl |k\+|m|)
73 k3
— 6 ‘n‘e th\H elﬂt‘m‘ _ ezae 15 177

= (cos(a) + isen(a)) (cos(B) — isen(S)) (cos(n) + isen(n))
= [cos(a) cos() + i (— cos(a)sen(S) + sen(a) cos(f)) + sen(a)sen(f)]
cos(n) + isen(n))

) cos(B) cos(n) + cos(a)sen(F)sen(n) — sen(ar) cos(B)sen(n)

(

+ sen(a)sen(f) cos(n) + i [cos(a) cos(S)sen(n) — cos(a)sen(B) cos(n)

—~

O

os(a

+sen(a) cos(f) cos(n) + sen(a)sen(B)sen(n)],

. k
O (P ) _ ()
n3 i _ m
_ IO iU R i ,—iB i

= (cos(a) + isen(a)) (cos(B) — isen(3)) (cos(n) — isen(n))
(a) cos(f5) + i (— cos(ar)sen(f) + sen(a) cos(3)) + sen(a)sen(f)]
cos(n) — isen(n))
os(a) cos(3) cos(n) — cos(a)sen(S)sen(n) + sen(«) cos(f)sen(n)
+ sen(a)sen(f) cos(n) + i [— cos(a) cos(fB)sen(n) — cos(a)sen(S) cos(n)

COS

A~ — o~

O

+sen(a) cos(f) cos(n) — sen(a)sen(S)sen(n)],
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(100) _1\1m3 ,(_1\0k3 , , q\0om3 . n3 | k3
iy, _ ZQt(( DI e+ EDP g+ (1) ): eth( 42478 )

[n] [m| [n] T k[ 7 m]

n3 k3 mg3 .
—e ZQtW eZQt\kI 6ZQt‘m‘ —e zaezﬂem

= (cos(av) —isen(a)) (cos(S) + isen(f)) (cos(n) + isen(n))

= [cos(a) cos(B) + i (cos(a)sen(f) — sen(a) cos(3)) + sen(a)sen()]
(cos(n) + isen(n))

= cos(a) cos(f) cos(n) — cos(a)sen(S)sen(n) + sen(a) cos(5)sen(n)
+ sen(a)sen () cos(n) + i [cos(a) cos(B)sen(n) + cos(a)sen(3) cos(n)
—sen(a) cos(f) cos(n) + sen(a)sen(S)sen(n)],

k
,mwﬂko D zszt((q)l”—?»ﬂq)om -D'73) _ mt(f—+—t%)

[nl " 1k[ |m]

n3 k3 SO M3
. zﬂt‘n‘ eZQt\kI thlml _ e—mezﬁe—m

cos(a) — isen(a)) (cos(B) + isen(3)) (cos(n) — isen(n))
cos(a) cos(B) + i (cos(a)sen () — sen() cos(f)) + sen(a)sen ()]
(cos() — isen(n))
= cos(a) cos(3) cos(n) + cos(a)sen(F)sen(n) — sen(a) cos(5)sen(n)
+ sen(a)sen(f) cos(n) + i [— cos(a) cos(f)sen(n) + cos(a)sen(S) cos(n)

=
[

—sen(a) cos(f) cos(n) — sen(a)sen(3)sen(n)],

thw(llo) _ th((—l)ln—3+(—1) m+(— )O‘TM) _ th(—n——k—gJ,- )

[nl k[ 7 |m]

—th

’LQt‘k‘ eZQtlml - efzaefzﬁezn

= (cos(a) — isen(a)) (cos(B) — isen()) (cos(n) + isen(n))

g

—_— o~

= [cos(a) cos(3) — i (cos(a)sen(S) + sen(«) cos(B)) — sen(a)sen(3)]
cos(n) + isen(n))

—

O

os(a) cos(3) cos(n) + cos(a)sen()sen(n) + sen(a) cos(f)sen(n)
— sen(a)sen(f) cos(n) + i [cos(a) cos(B)sen(n) — cos(a)sen(3) cos(n)

—sen(a) cos(f) cos(n) — sen(a)sen(5)sen(n)]
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1,1,1 k . n k m
thw( L mt(( DU (-1 R (- ER) _ior(— T ra )

—is _ioeks
=e Inle

cos(ar) — isen(a)) (cos(B) — isen(B)) (cos(n) — isen(n))
a) cos(3) — i (cos(a)sen(B) + sen(«) cos()) — sen(a)sen(3)]

\k\e th‘m‘ _ e—iae—iﬂe—in

= cos(a) cos(f) cos(n) — cos(a)sen(f)sen(n) — sen(a) cos(5)sen(n)
(a)sen(3) cos(n) + i [— cos(a) cos(f)sen(n) — cos(a)sen () cos(n)
—sen(a) cos(f) cos(n) + sen(a)sen(S)sen(n)].

Por outro lado, para ¢ = (0,0,0), temos a0, = 1/8, V o € {0,1}*. Além
disso, para 6 = (0,0, 1), temos

€(0,0,1),(0,0,0) = i/8, @(0,0,1),(0,0,1) = = —i/8, @(0,0,1),(0,1,0) = i/8, @(0,0,1),(0,1,1) = —i/8,
Q(0,0,1),(1,0,0) = /8, @0,0,1),1,01) = —1/8,  0,0,1),1,1,00 = /8, 001),1,1,1) = —1/8.
Analogamente, para § = (0, 1,0),
®(0,1,0),(0,00) = /8, Q(0,1,0),00,0,1) = ¥/8,  ¥0,1,0),00,1,0) = —/8; X0,1,0),(0,1,1) = —/8,
Q(0,1,0),(1,0,0) = /8, (0,1,0),1,01) = /8, Q0,100,110 = —/8, Q0,1,0),1,11) = —4/8.
Para § = (0, 1,1), temos as igualdades
0,1,1),0.00) = —1/8, 1,100 = 1/8, 11,010 =1/8, a@011),01,1) = —1/8,
0,1,1),1,0,0) = —1/8, ap11),001) =1/8, 11,010 =1/8 api1,a11) =—1/8.
Para § = (1,0,0),
Q(1,0,0),0,0,0) = —1/8, (100,001 = —1/8, 100,010 = —1/8, @100)011) = —i/8,
Q(1,0,0),(1,0,0) = /8,  @1,00),1.01) = /8, (100,110 = /8, 1,00),1,1,1) = 1/8.
Para 6 = (1,0,1),
(10,1),000 = 1/8, a@o1),001 = —1/8, @010 =1/8 anon01y =—1/8,
Q101,100 = —1/8, om0 =1/8 aqon.aio =—-1/8 aqonaiy =1/8.
Para § = (1,1,0),

@(1,1,0),0000 = 1/8, a,1,0),001) = 1/8, a@10,010 = —1/8, a@10),011) = —1/8,
¥(1,1,0),(1,0,0) = —1/8, a(1,1,0),(1,0,1) = —1/8, ¥(1,1,0),(1,1,0) = 1/8, a(1,1,0),(1,1,1) = 1/8~
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Por fim, para 6 = (1,1,1), temos que

Q1,1,1),00,00) = /8, @a1,1),001) = —1/8, aa1,1),01,0 = —/8, a@,11),011) =1/8,

Q(1,1,1),1,00) = —4/8, @ ),01) = /8 a0 =/8, auinay = —i/8.

Por outro lado,

iQtw? 4 iQtw(O’O’O) zﬂtw<o 0.1)

D1 ™t (elD). ent) = D) (0n000e ™+ agpo e
8,0€{0,1}3 5e{0,1}3

Qteo(0:1.0) ., (0,1,1) ., (1,0,0) ., (1,0,1)

Q Q
+ g 0,1,0) €m0, € Enkm 4 g 10,087k A s 0,1)€" T nkm
(1,1,0) . (1,1,1)

+g(1,1,0€ T g (1,1,1)€" e )bikm(ck(t),cm(t))-

Vejamos as somas de cada parcela b2, para cada § € {0, 1}*. Usando os valores encontrados

de a5, e considerando

A = cos(a) cos(f) cos(n), B = cos(a)sen()sen(n), C = sen(a)cos(f)sen(n),
D = sen(a)sen(f) cos(n) E = cos(a)cos(B)sen(n), F = cos(a)sen(3)cos(n), (B.3)
G = sen(«) cos(f) cos(n), H = sen(a)sen(S)sen(n),

para 6 = (0,0,0), obtemos

1 -, (0,0,0) -, (0,0,1) (0,1,0) o, (0,1,1)
2 o 0 0 0) 0_6 Qtwnkmb 0 0 0 — ethwnkm —|— eZQtwnknL + ethwnknL —|— eZQtwnk'm
~ 8
6=(0,0,0)
oe{0,1}3
Qe (100 iQtw (101 iQtw<1fl’0) iQtw LY (0,0,0)
+e nkm 4 e nkm 4 @ nkm 4 @ nkm bnkm

=18[A-B-C—-D+i(E+F+G—-H)+A+B+C—-D+i(-E+F+G+H)
+A+B-C+D+i(E-F+G+H)+A-B+C+D+i(-E-F+G—-H)
+A-B+C+D+i(E+F-G+H)+A+B-C+D+i(-E+F—-G—-H)
+A+B+C—-D+i(E-F—-G-H)+A—-B—-C—-D+i(—E—F -G+ H)]p%%
= 1/8 - (8AL0 — 45000

nkm nkm *
Qt Qtk Qt
Por (B.2) e (B.3), A = cos ( n3) cos ( 3) cos (mg> Por outro lado,
Id || m|
o (1RO 00 (ca (1), (1)) = 020060 b0 (ch (1), (1)), (B.4)
§=(0,0,0)
onde Qth Otk
02 () := cos (“{;r> e 0.(Q) :=sen (M’) : (B.5)

Ou seja,

Z (0,0,0), aemtw”’“mb o) ( k(1) em(t)) = e[r)zeke?nbnok?no (cx(t), cm(t))- (B.6)

5=(0,0,0)
0e{0,1}3
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Analogamente, para § = (0,0, 1)

) 7 (0 0 0) (0,0,1) .y, (0,1,0) ., (0,1,1)
Z (0,0,1) anQtwikmbgzgr;l) _ 7 < iQtw,, o ethwnkm + ethwnkm o @ZQtwnkm
§=(0,0,1) 8
oe{0,1}3
(1 0 0) ., (1,0,1) ., (1,1,0) (1 1 1)
+e Qtw,, . ethwnkm + ethwnkm o thw ) bg]kvgél)

—i/8[A-B—-C—-D+i(E+F+G—-H)—-A-B-C+D+i(E—F—-G—H)
+A+B-C+D+i(E-—F+G+H)-A+B-C—-D+i(E+F—-G+H)
+A-B+C+D+i(E+F-G+H)—-A-B+C—-D+i(E-—F+G+H)
+A+B+C—-D+i(E-F—-G-H)—-A+B+C+D+i(E+F+G—H)]p%"

= /8 (8B = — g0,

Por (B.2) e (B.3), —F = —cos (Z n?’) oS (ZWS) sen (Z‘TZT?’) Além disso,

n|
(—1)%+90016220%00, (cx(t), em(t)) = —020001 60D (c(t), (D). (B.T)
§=(0,0,1)
Ou seja,
D1 o0 b (c(t), em(t)) = —030005 b (cu(t), cm(t)). (B.8)
§=(0,0,1)
o€{0,1}3

Para § = (0, 1,0), obtemos as igualdades

(0,1,1)

U (i (0:00) 1t (001 Q0 (01:0) ;
Z a(0.1.0), 067, twnkmbn(;gino _ v <ezﬂtwnkm + eIy i i i
5=(0,1,0) 8
oe{0,1}3
-, (1,0,0) (1 0, 1) ., (1,1,0) (1 1 1) 0.1.0
+ezﬂtwnkm +e iQtw, o elﬂtwnkm o thw ) bfﬂ;ﬁ; )

=i/f8][A-B-C—-D+i(E+F+G—-H)+A+B+C—-D+i(-E+F+G+H)
-A-B+C-D+i(-E+F—-G—-H)—-A+B-C—-D+i(E+F—-G+H)
+A-B+C+D+i(E4+F-G+H)+A+B-C+D+i(-E+F—-G—-H)

~A-B-C+D+i(-E+F+G+H)-A+B+C+D+i(E+F+G—H)by,"

= /8 (8iF)BGLY = — ppOLO)

Por (B.2) e (B.3), —F = — cos (Z n?’) sen (Z kg) Ccos (Z m3>' Além disso,
[n] [kl [m|

(—1)%+00016220%00, (ex(t), em(t)) = 0001000V (ci(), em(D)).  (B.9)
§=(0,1,0)
Ou seja,
(0.1.0)0 € mim b (1 (1), e (1)) = —000500055 1 (ci(t), em(t)).  (B.10)
§=(0,1,0)
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Para § = (0,1,1), temos que

1 . (0,0,0) (0 0, 1) (0 1 0) (0,1,1)
<_ethw +e Qtw,, +e iQtw,, o 6thw

(0,1,1
2 06011)0—6 twnk b ):é nkm

5=(0,1,1)

oe{0,1}3

Qe (1-0:0) thw(l 0,1) 2Qtw<1 1,0) 1Qtw(1 L,1) (0,1,1)
nkm 4 e + e — bnkm

=18[-A+B+C+D+i(-E-F-G+H)+A+B+C—-D+i(-E+F+G+H)
+A+B-C+D+i(FE—F+G+H)-A+B-C—-D+i(E+F—-G+H)

-A+B-C-D+i(-E-F+G—-H)+A+B-C+D+i(-E+F—-G—-H)
b(O,l,l)

+A+B+C—D+ME—F—G—H%A+B+C+D+ME+F+G—HﬂMm

(0,1,1)

Por (B.2) e (B.3), B = cos (Z ng) sen (Z’kkf’) sen (W) Além disso,

n]
(—=1)%2 500022008 (i (1), e (£)) = 020403, D50" (ci(t), em()). (B.11)
5=(0,1,1)
Ou seja,
Y e bl (), em(t)) = 050405 bl (cr (), em(t) (B.12)
ey

Para § = (1,0,0),

(0,0,1) . (0,1,0) (o 1 1)
Q _ ethwnkm — et iQtw,,

(1 0 0 i (0,0,0)
Z (1,0,0), 0 mEm 0D = =3 < e Mniim MMk

§=(1,0,0)
oe{0,1}3
(1 0 0) (1,0,1) . (1,1,0) (1 1)
iQtw, iQtw iQtw iQtw,, (1,0,0)
+e + e Hnkm 4 e Mnkm” + e )%m

=i8[-A+B+C+D+i(-E-F-G+H)-A-B-C+D+i(F—-—F—-G-H)
~A-B+C-D—i(-E+F—-G-H)—-A+B—-C—-D+i(E+F—-G+H)
+A-B+C+D+i(E+F-G+H)+A+B-C+D+i(-E+F—-G—-H)
+A+B+C—-D+i(E—-F-G-H)+A—B—-C—-D+i(—-E—F -G+ H)|b>0
— /8- (8GN = Gpl00)

nkm
Qt Otk Qt
Por (B.2) e (B.3), G = sen ( n3) cos < 3) cos ( m3>. Além disso,
Id || m|
(1) 200 2000 (1 (1), (D)) = G000 (i), (1) (BL13)
5=(1,0,0)
Ou seja,
Z 0(100)0€ P by (en(8), €n () = OO (c(t), en(D). (B.14)
(1,0,0)
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Para § = (1,0,1),

iQtw? (1,0,1) 1 thw 0 0 O) thw<0 0,1) thw(O ! 0) Qtw(o L1)
2 a(17071)706 nkmbnkm = g —¢€ +
6=(1,0,1)
oe{0,1}3

(100)

1wy, +e thw(l 0.1 thw(l 1,0) +e thw(l L, 1)) b(LO:l)

nkm
=18[A-B-C—-D+i(E+F+G—-H)-A-B-C+D+i(FE—F—-G-H)
+A+B-C+D+i(FE—F+G+H)-A+B-C—-D+i(E+F—-G+H)
-A+B-C-D+i(-E-F+G-H)+A+B-C+D+i(-E+F—-G—-H)
—~A-B-C+D+i(F-E+G+H)+A—B—-C—D+i(H—E—F—G)]p}"
= —1/8-(8C) = —CbL%Y,

nkm
Qt Qtk Ot
Por (B.2) e (B.3), —C' = —sen < ng) cos < 3) sen < o ) Além disso,
] || m|
o (1) OG0 ek (1), em(t) = —0h0000 b (ck(t), em(®)). (B.15)
5=(1,0,1)
Ou seja,
21 oM Rn b (1), cn(t) = ~0L80,000" (cr(D), en(D). (B.16)
oelo}

Para 6 = (1, 1,0),

110 1 (000) (001) (010) (0,1,1)
2 ag10), 06 Mw?, b g < iQtw,, +e iQtw,, _ oy — U
6=(1,1,0)
oe{0,1}3

(100)

thw o zﬂtw

(101)+ 2QM(UO)_’_ thw(111)> b,(j];},;(])
=18[A-B-C—-D+i(E+F+G—-H)+A+B+C—-D+i(-E+F+G+H)
-A-B+C-D+i(-E+F—-G—-H)—-A+B-C—-D+i(E+F—-G+H)
—-A+B-C—-D+i(-E—-F+G—-H)-A-B+C—-D+i(E—-F+G+H)
+A+B+C—-D+i(E-F-G-H)+A—-B—-C—-D+i(H—E—F—G)]b}10
—1/8- (=8D)pLLO — _ ppl10),

nkm nkm
Ot Qtk Ot
Por (B.2) e (B.3), =D = —sen ( n3) sen ( 3) Ccos (m;;) Além disso,
n| k| Im|
D (=) OR0000,, (cr(t), em(t)) = —0L010° b0 (e (1), e (1)). (B.17)
6=(1,1,0)
Ou seja,
0(1,1,0) .0 € MR b 0D (er (1), €m(t)) = —O80400,bhen” (ck(t), em(t).  (B.18)

=(1,1,0)
{01}
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Por ultimo, para § = (1,1, 1), temos

thw (1,1,1) v thw(O 0,0) Qw00 Q0 1:0) iQtw &)
Z 05(17171 nkm bnkm = g — e nkm — e nkm + e nkm
§=(1,1,1)
oe{0,1}3
. (1,0,0) . (1,0,1) ., (1,1,0) (1 1 1)
_ethwnkm + ethwnkm + ethwnkm o thw ) bSkv?lTvbl)

=i/8[A-B-C—-D+i(E+F+G—-H)-A-B-C+D+i(E—-—F—-G—-H)
-A-B+C-D+i(-E+F-G-H)+A-B+C+D+i(-E-F+G—-H)
-A+B-C-D+i(-F—-F+G—-H)+A+B-C+D+i(-E+F—-G—-H)

(1,1,1)

+A+B+C—-D+i(E-F—-G—-H)-A+B+C+D+i(E+F+G—H)|b,,,.,
— /8 (—=8iH)EY = Hpl LD,

nkm
Ot
Por (B.2) e (B.3), H = sen <Qtn3> sen (thg) sen <m3) Além disso,
In| k| m|
(—1)%27%021920%00  (cr(t), cm(t)) = OLOL0LDLD (cr(t), em(2)). (B.19)
§=(1,1,1)
Ou seja,
D o€ b (c(t), en(t)) = 00008 Y (ci(t), em (1)) (B.20)
§=(1,1,1)
oe{0,1}3

Finalmente somando as parcelas encontradas acima para cada ¢ € {0,1}%, (B.6), (B.8),
(B.10), (B.12), (B.14), (B.16), (B.18) e (B.20), obtemos (B.1),

Z Z 62+53(951962(953bnkm(0k,Cm) = Z Z Q5 o€ ZQm}"kmbnkm(ckaCm)

n=k+m §{0,1}3 n=k+m §,0€{0,1}3
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APENDICE C - lgualdades (4.5) e (4.6) do
Lema 4.1

C.1 Demonstracdo da igualdade (4.5)

Para recordar a equacao (4.5) veja p. 71. Primeiro, lembramos que para u €
{0,1}%, temos

Bl(c1,¢2) = Z Z Olﬁ,abflkm(ﬁ,k:, Co.m), (C.1)

8,0€{0,1}3 n=k+m s
(n,k,m)eKn (A)M

(e

7m = 0 para todo o € {0, 1}3, que configuram a parte ressonante. Ou seja,

B,(f’o’l)(ch Cg) 1= Z Z O‘&abikm(cl,k, Co,m)- (C.2)

8,0€{0,1}3 n=k+m
(n,k,m)elon(A)

onde w

3
(1,0,1)

Com isso, afirmamos que 02'0,0% = 0 para (n,k,m) € (A)?I,O,l) e 01,03 € {0, 1}.

De fato, tendo em vista a definicdo de 0216226% contida em (4.13), temos que

021010% = §%sen (kf’]gt) 0% (C.3)
Além disso,
(A>?1,0,1) = {(n, k, TTL) S (A)3 :ng € Al, kg € A() ems € Al} s (C4)

ou seja, k3 = 0. Logo, sen(k3Qt/|k|) = 0 e entdo segue a afirmagao.

Com isso temos,

2 > 00103200 b (1.1(2) 2, (1)) = 0, (C.5)
0e{0,1}3 n=k+m

(n,k,m)ekon (A)?l,o,l)

para ¢ € {(0,1,1),(1,1,0), (1,1,1),(0,1,0)}. Assim, nos resta verificar a expressio B
apenas para ¢ € {(0,0,0),(1,0,0),(0,0,1),(1,0,1)}. Todavia, por um célculo direto vemos
que

K7 n (A)z()’l,o,l) = @ para o € {(07070)7(0717())7(17071)7(17171)} <C6)
De fato, suponha K7 n (A)?1,0,1) # @ e tome (n, k,m) e KO0 ~ (A)?1,0,1)a por exemplo.

Assim, (n,k,m) € K000 ou seja,

(0,0,0) ny kg  ms
Wogm . =0 =  —+ =4+ —=0. (C.7)
: In| (k] |mi
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Além disso, (n,k,m) e (A)?17071), entao k3 = 0, logo,

(0,0,0) _ 0 ng ms3 _ 0

Agora, n = k 4+ m, implica que n3 = k3 + ms, ou seja, ng = ms, pois k3 = 0. Isto é,

|m|ng = |n|ng, implicando em —|m| = |n|, o que é uma contradigao. Entao, resta verificar
que
Bﬁll’o’l)(cl, e) = @(0,0,0),052(;;2;0)(01,1“ Cam) + Q(10,1), bﬁ,;g;”(cl ks C2,m)

+ Q(0,0,1),0 bf&?ﬂ )(Cl k» Co.m) + €(1,0,0), b&’?ﬁo)(cl,k? Co.m)
para oy € {0,1} e (01,03) € {(0,1),(1,0)}, e (n,k,m) e K7 n (A>?1,0,1) com n = k+m. Con-
tudo, 0,000 = 1/8 € o101y, = —1/8 para todo o € {(1,0,0),(0,0,1),(1,1,0),(0,1,1)},
Q1,00),0 = X001),0c = /8 para o € {(1,0,0),(1,1,0)} e 1,000 = 0,0,1),0 = —1/8 para

1),

o€ {(0,

(0,1,1)}, como vimos no Apéndice B (veja p. 108). Assim,

1

. 1
(1) @(0,0,0), abg)kfno)(cl k> C2 m) = (4 : 8) bg;;glbo)(ﬁ,k, Cz,m) = 5 ;(;;2;0)(01,1@, Cz,m)§

3 1
(i) 0,005 (€L Com) = ( )bffkgf) (C1ks Com) = —ibﬁfgg;l)(cl,k,czm);

: p(L00)(
(1V> &(17070)70 nkm cl ks C2 m

4 -
(ili)  @(01)0 b,(fk?n) (C1,ks Com) (2 ) n(;?nl) (C1,k, Com) — 2 (;) biog?gl)(cl,k,62,m) = 0;

2- ) nlkfno) (C1 s Com) — 2 (;) b,g,;?,;o)(cl,k,czm) = 0.

Ou seja,
1
B (e1,05) = >, >, bfgvglo (C1k C2m) — §b1(111£211)(01,k> Co,m)-
o9€{0,1} n=k+m
(01,03)€{(1,0),(0,1)} (n.k,m)ek? ﬁ(A)(l 0,1)
Segue que
1
BIW(ee) =5 D (M e eam) =W (e cam)) . (CO)
In| =m0, nig =m0
. n3 ms3
Aqui, |n| = |m| vem do fato de que ng = m3 # 0 a0 mesmo tempo que Tl = Tl para
n m
todo o € {(1,0,0),(0,0,1),(1,1,0),(0,1,1)}, de onde obtemos a equacao (4.5).
C.2 Demonstracdo da igualdade (4.6)
Para recordar a equagao (4.6) veja p. 71. Lembre-se que
BM (e, c) = ) > 5000 (C1is Com)- (C.10)

8,0€{0,1}3 n=k+m

(n,k,m)EICUm(A)?LLO)



APENDICE C. Igualdades (4.5) e (4.6) do Lema 4.1 119

De forma andloga, afirmamos que 62162201 = 0 para (n,k,m) € (A)?l,l,o) e
1,02 € {0,1}. De fato, pelas igualdades em (4.13)

Qt
0010201 = 9PrgPsen [ 1) (C.11)
[m|
Lembremos também que
(A)?I,LO) = {(n,k,m) € (M)’ :ng e Ay, ks Ayemg e Ao}, (C.12)

ou seja, mg = 0, logo sen(mzQ2t/|m|) = 0, de onde segue a afirmagao.
Com isso, temos que

> >, 00320 b (CLE (1), 2, (1)) = O, (C.13)

0e€{0,1}3 n=k+m

(n,k,m)ekon (A)?LLO)

para § € {(0,1,1),(1,0,1),(1,1,1),(0,0,1)}. Assim, nos resta verificar a expressao BL1.0)

apenas para ¢ € {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)}. Além disso, por um célculo direto,

podemos ver que
Kon (A2 o=@ para o€ {(0,0,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}. (C.14)
(1,1,0)

De fato, suponha K7 n (A){, ) # & e tome (n, k,m) € KOO0 (A){1.1.0) PO exemplo.

Assim, (n, k,m) € K©%9 ou seja,

(0,0,0) ns3 ks ms3
-0 = 4+ =4+ = =0. C.15
wm = T Tl (C.15)

Além disso, (n,k,m) € (A):()’LLO), entdo ms = 0, logo

k
W00 _ g r;j + |—k3| —0 = |klng = —|nks. (C.16)

Agora, n = k + m, implica que n3 = k3 + mg3, ou seja, ny3 = k3, pois mg = 0, isto é,
|k|n3 = —|n|ns, implicando em |k| = —|n|, o que é uma contradigao.
Entao, resta ver que

1,1,0 (0,0,0) (1,1,0)
B (e, ¢0) = 0.0,0),0bmm (Cis C2m) + C1,1,0),00mim (C1is C2,m)

(0,1,0) (1,0,0)
+ (0,1,0),00nkm  (C1Lk, C2.m) + Q(1,0,0),0008m  (CLEC2m)

para o3 € {0,1} e (01,09) € {(0,1),(1,0)}, e (n,k,m) e K7 n (A)?LI,O) comn = k+m. Con-
tudo, o o,0,0)0 = 1/8 € a@ 1,0, = —1/8 para todo o € {(1,0,0), (0,1,0),(1,0,1),(0,1,1)},
Q01,00 = X1,00),0 = /8 para todo o € {(1,0,0),(1,0,1)} e 1,00 = (1,000 = —1/8
para todo o € {(0,1,0),(0,1,1)}, como vimos no Apéndice B (veja p. 108). Assim, temos
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as igualdades

000) L. (0,00

4- ) nkm Cl,’wclm) = 5 nk’rr; (Cl,kch,m>;

1
( ) bf};;,l,;o)(cl,k,czm) = —ibfllk’:);o)(cl,k,clm);

) b(o,o 0)
(1) €(0,0,0),0Onkm Cl k,C2m

(i) aoneblim (€18 Com)

. b(l 0 0)
(lV) Q(1,0,0),0 Onkm C1 ks C2 m

-
4.
(i) 1000050 (15 Com) (2 ) b (1 Com) — 2 (;) DD (1 gy Com) = 0;
(2 ) nlkﬂf) (C1 s Com) — 2 (;) b,(llk’g;o)(cm,cg,m) = 0.
Ou seja,

1
BT(LLLO)(CD c) = Z Z bf’gc?no (CLk, Com) — 5 ;1;;71,;0)(61,1@7 Com)-

o3€{0,1} n=k+m
(01,02)€((0,1),(1,0)} (nk;m)ekr A (A, |

Assim, chegamos a igualdade

1
B ey, 09) = 3 > <b£3$210) (C1s C2m) — bin (Cr, Cz,m)) : (C.17)

n=k+m
|n|=|k|#0, n3g=k3#0

onde |n| = |k| vem do fato de que n3 = k3 # 0 a0 mesmo tempo que , para todo

| ! !k\
o€{(1,0,0),(0,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}, obtendo a equagao (4.6), como queriamos.
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