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Resumo 

O objetivo principal deste trabalho é apresentar uma classificação para os digrafos 

semicompletos hamiltonianos, extendendo os resultados obtidos para os torneios. Para 

isso utilizamos da teoria da homotopia regular de grafos de Davi de C. Demaria, apresen

tando resultados sobre torneios simplemente desconexos, a caracterização de torneios 

por 3-ciclos e o conceito de ciclo conado e não-conado para digrafos, introduzido por 

Kiihl e Tironi. Com a noção de ciclo minimal e característico para digrafo uma classi

ficação para os digrafos semicompletos harniltonianos surge então naturalmente. Esses 

resultados, quando encontrados para torneios, proporcionaram a obtenção de uma classe 

de torneios reconstrutíveis (torneios normais) e pesquisa nesse sentido deve ser efetuada 

para digrafos. Apresentamos em apêndice a matriz de um digrafo, os torneios de moon, 

normais e, brevemente, o problema da reconstrução de grafos. 

The main target in this work is to present a classification for the hamiltonian semi

complete digraphs, extending the results previously obtained for the tournaments. In 

this way we apply the regular homotopy of finite directed graphs theory developed by 
Davide C. Demaria, presenting results on simply disconnected tournaments, on the car

acterization of tournaments by 3-cicles and the concept of coned and non-coned cicie 

for digraphs, introduced by Kiihl and Tironi. \Vith the notion of minimal and carac

teristic cicle we naturally get a classification o f the semicomplete hamiltonian digraphs. 

These results, when used for tournaments led to a new class of reconstructible ones 

(named normal) and future research on the extension of these results for digraphs in 

general seems to be interesting. Vle present in appendixes the array of a digraph, the 

tournaments of Moon, Normal and, briefiy, the reconstruction problem for graphs. 
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Introdução 

Talvez o problema mais antigo na teoria de grafos seja o das sete pontes de KOnigs

berg sobre a existência de um caminho fechado passando por todas elas apenas uma 

vez. Mas nenhum outro foi tão famoso quanto o problema de coloração de um ma

pa por até 4 cores. Proposto por um estudante britânico, Francis Guthrie, em 1852, 

despertou a atenção de vários matemáticos como De !:VIorgan e Cayley. Em 1879, A. 

B. Kempe apresentou uma suposta prova que foi questionada por P. J. Heawood em 

1890. Este último, por sua vez, resolveu o problema para 5 cores. Apenas em 1976, K. 

Appel e W. Hankem apresentaram uma demonstração utilizando para isso dos recursos 

computacionais ora existentes. Passando por nomes como Kuratowski, Pólya, Frucht, 

Turán1 Ringel e Youngs, entre outros, a teoria dos grafos desmembrou-se no estudo da 

enumeração de grafos, grupos de automorfismos, determinação do número cromático 

de uma variedade, grafos infinitos, para citar algumas áreas. As aplicações em compu

tação, análise de algoritmos, otimização e teoria de jogos demonstram a importância 

dessa teoria de grafos. 

Entre os temas hoje em estudo está o problema da reconstrução de um grafo. Dize

mos que um grafo Gn é hipomorfo a Hn se, e somente se, existe f : Gn --+ Hn bijeção 

tal que Vv E Gn, Gn- v é isomorfo Hn- f( v). S. H. Ularn e P. J. Kelly propuseram 

a conjectura sobre a reconstrução de grafos: Dois grafos Hn e Gn (n 2: 3) são isomor

fos se são hipornorfos. Alguns resultados foram obtidos (todas as árvores e os grafos 

disconexos são reconstrutíveis) mas a validade da conjectura ainda não foi verificada. 

Já para digrafos contra-exemplos foram apresentados sendo a conjectura falsa nessa 

classe. Frank Harary propôs o problema de reconstrução para torneios e demonstrou 

juntamente com Palmer (1967) que todo torneio Tn (n 2: 5) redutível é reconstrutível. 

Entretanto em 1970 Beieneke e Parker encontraram torneios não reconstrutíveis de or

dem 5 e 6. Foi Stockmeyer que, em 1977, construiu torneios não reconstrutíveis de 

ordem 2n + 1 e 2n + 2 para todo n 2: 1, demonstrando definitivamente a falsidade da 

conjectura de reconstrução para torneios. 

Passou-se então à busca de classes de torneios que seriam reconstrutíveis (além 
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dos transitivos, altamente regulares e bineutrais, já conhecidos) que contou com con

tribuições de D. C. Demaria na introdução da teoria de homotopia regular para grafos 

no início dos anos 70. Nesse sentido Demaria e :~o/1. Burzio caracterizaram os torneios 

com menor número de 3-ciclos e introduziram o conceito de ciclo minimal não-conado 

([4L[5]), que pode ser extendido para digrafos semicompletos hamiltonianos, conforme 

J. C. S. Kiihl e G. Tironi ([19]). As contribuições de Moon, Douglas, Gianella, Guido, 

Kiihl, Vitolo (este último usando a classe dos torneios simplesmente desconexos) possi

bilitaram a exibição de grandes classes de torneios reconstrutíveis sem que, no entanto, 

se saiba se existem outras classes que englobem outros torneios, ou classe maior que 

englobe essas já determinadas. 

O continuado esforço para levar adiante o estudo desta nova Teoria de Homotopia 

Regular para Grafos tem-se mostrado muito eficaz, com os pesquisadores produzindo 

inúmeros resultados relevantes para a Teoria de Grafos. Muitos dos invariantes ho

motópicos verificados são importantes particularmente para o estudo de digrafos. E 

é nesse contexto que as classificações obtidas para torneios e digrafos atuam. Com 

uma visão estrutural definida dos objetos a serem estudados a busca pela solução de 

problemas mais avançados segue um caminho mais claro. 

No trabalho que se segue parte deste caminho foi trilhado. Num texto praticamente 

autocontido apresentamos as definições e resultados necessários para a obtenção de 

uma classifição para os digrafos semicompletos hamiltonianos. Acompanham exemplos 

e apêndices que objetivam ilustrar a teoria apresentada e expandir o alcance do assunto 

tratado por áreas próximas as que estão sendo trabalhadas. A divisão do conteúdo foi 

feita em 5 capítulos e um apêndice final. No primeiro capítulo as noções e resultados 

preliminares para entendimento do restante do texto. Já no segundo apresentamos um 

breve resumo de pontos da teoria da homotopia regular de grafos e a caracterização dos 

digrafos simplesmente desconexos por meio do quociente simples altamente regular. Em 

seguida, no próximo capítulo, o conceito de ciclo conado para torneios, sua caracteri

zação por 3-ciclos não-conados e a extensão desse conceito para digrafos vêm motivados 

pelos resultados do capítulo anterior. O quarto capítulo é dedicado exclusivamente 

a exemplos e aplicações, uma vez que a teoria dos grafos é conhecida por seu desen

volvimento à base da ''mão na massa" nos exemplos. Finalmente no último capítulo o 

teorema de classificação para digrafos e os digrafos com diferença cíclica má..·,dma encer

ram esta tese. Permeando os capítulos e o apêndice final estão os torneios de Moon, 

torneios normais, matrizes de um torneio e a falsidade da conjectura de recontrução 

para torneios. 

Campinas, janeiro de 2000. 
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Capítulo 1 

Noções Preliminares 

1.1 Resumo 

Neste capítulo apresentaremos as definições e proposições básicas que utilizaremos du

rante todo o trabalho. A noção de grafo (e diversos de seus tipos), decomposição 

de torneios e digrafos e algumas propriedades da decomposição são os pontos chave. 

Estaremos considerando para todos os efeitos apenas grafos finitos. No apêndice deste 

primeiro capítulo a matriz associada a um digrafo é rapidamente exposta. 

' 1.2 Grafos, Arvores, Digrafos e Torneios 

Definição 1.2.1 Seja V um conjunto de elementos finito e não vazio e A um conjunto 

de pares não ordenados de elementos distintos de V. O par G = {V, A} é o Grafo 

com vértices dados pelos elementos de V e arestas dadas pelos elementos de A. A 

cardinalidade de V é a ordem de G, denotada IGI. 

Denotaremos os elementos de V por {v 1,v2 , .. -,vn} e por (v,vj), i,j = I, ... ,n a 

aresta obtida quando vi e Vj formarem um par em A. Nesse caso vi e Vj são os extremos 

da aresta. Representamos graficamente os vértices de G como pontos e as arestas como 

linhas unindo os vértices que constituem o par ordenado. 

Exemplo 1.2.2 Considere o conjunto V formado pelas cidades Campinas, São Paulo, 

Salvador, Rio de Janeiro e Brasüia e os trechos Campinas/Brasz?ia, Brasllia/Rio, São 

Paulo/Campinas e Campinas/Rio como os elementos de A. Então podemos representar 

o grafo G assim obtido do seguinte modo (observe que o vértice relacionado à cidade de 

Salvador não faz parte de nenhuma aresta): 
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Salv[ldor 

Brasilia 
';;:------_]_Rio de Janeiro 

Campinas 
São Paulo 

Dado um grafo G, um vértice v em G, dizemos que existe um caminho fechado, ou 

ciclo, passando por v se existe uma sucessão finita e distinta de arestas em G tendo v 

como extremo da primeira, cada aresta tendo como extremo um vértice que é extremo 

da anterior e com a última aresta tendo v como extremo. 

Definição 1.2.3 Um grafo G é uma árvore se não existe caminho fechado passando 

por nenhum de seus vértices. 

Apesar de não serem objetivo deste trabalho, o estudo das árvores forneceu resulta

dos muito úteis para a teoria de grafos. Por exemplo, toda árvore é reconstrutível (no 

sentido da introdução). É imediato que em uma árvore a diferença entre o número de 

vértices e o número de arestas é constante igual a 1 e isso é usado para demonstrar a 

fórmula de Euler para grafos, por exemplo. 

Definição 1.2.4 Suponha que as arestas de G sejam pares ordenados de seus vértices. 

Nesse caso o par D = {V, A} é um grafo dirigido ou digrafo. Além disso, deno

taremos vi --+ vi no lugar de (vi, vj) como o arco entre vt e Vj e chamaremos Vi de 

predecessor de v}, vi de sucessor de vi. 

Dados dois vértices v., Vj de D, existem então, a priori quatro possibilidades: 

1. não existe o arco entre 't\ e vi. Nesse caso denotaremos a arco nulo por vilvi; 

2. existe a arco (v;, vi) mas não existe o arco (vi, v;). Então o arco é chamdo de 

simples e denotado por vi --+ Vji 

3. Simetricamente posso ter o arco Vj ---t Vi; 

4. existem os arcos (vi, vi) e (t,'j, v;). Então o arco é chamado de duplo e denotado 

por v; +-----+vi; Um arco duplo também é chamado de par simétrico ou 2-ciclo. 
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Um digrafo D é dito orientado se entre dois vértices distintos de D existe no máximo 

um arco orientado, ou seja, se os arcos em D são todos simples ou nulos. O digrafo é 

não-orientado se entre quaisquer dois vértices distintos de D existe um arco duplo ou 

nulo. O digrafo é semicompleto se entre dois vértice distintos existe ao menos um arco 

orientado (simples ou duplo). 

Exemplo 1.2.5 O primeiro digrafo é orientado e o segundo semicompleto. 

• Digrafo não-orientado (apenas arcos nulos ou duplos) 

v, o 2 

• Digrafo semicompleto (não possue arcos nulos) 

v, 

Os digrafos hamiltonianos formam uma grande classe entre os digrafos, com pro

priedades muito especiais: 

Definição 1.2.6 Um digrafo D é hamiltoniano se contém um ciclo passante (que 

passa por todos os seus vértices). 

Exemplo 1.2. 7 Neste trabalho, como o título mostra, concentraremos nossas atenções 

aos digrafos semi completos hamiltonianos. As figuras a seguir ilustram alguns exemplos 

desses digrafos. 

• No digrafo abaixo todos os arcos são simples ou duplos. São ciclos passantes: 
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• Neste digrafo todos os arcos são simples. Temos o ciclo passante: 

v, 

No exemplo anterior o segundo digrafo é semicompleto e não contém nenhum arco 

duplo. Ele faz parte de uma classe muito importante de digrafos, os torneios. 

Definição 1.2.8 Um digrafo Tn (de ordem n) é dito um torneio se entre dois vértices 

distintos de Tn existe um e apenas um arco orientado (simples). 

Observação 1.2.9 Um torneio T é dito transitivo se cada vez que u ---t v, v ---t w 
então u ---t w para u, v, w E T. O torneio Trm é o torneio transitivo de ordem m 

formado por t'1 , 112 , ••• , Vm tal que Vi ---+ Vj, se i < j. 

1.3 Subdigrafo, Digrafo quociente, Homeomorfismo 

entre digrafos 

Seja D um digrafo e A, B C V não vazios. Denotaremos A ---+ B se todo vértice de A é 

um predecessor de um vértice de B. Se nenhum vértice de B é predecessor de um vértice 

de A e A ---+ B, então denotaremos A :::} B. Se entre os vértices de A e B tivermos 

apenas arcos duplos usaremos a notação A -H- B. Denotaremos AIB se ujv para todo 

uEA,vEB. 
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Definição 1.3.1 Seja Dum dígrafo e S Ç D. O subdigrafo < S > é o grafo induzido 

pelos vértices de Sem D (preservando-se as relações entre os vértices que estão em S). 

Se S = {v}, v E D, usaremos a notação D - v para o subdigrafo gerado por todos os 

vértices de D com exceção de v. 

Considere então D um digrafo e X c D não vazio. Diremos que X é um conjunto 

de vértices equivalentes de D ou que X é uma e-componente de D se para todo vértice 

v E D - X os arcos orientados entre v e u, u E X são do mesmo tipo. O tipo de arco 

entre os vértices de D - X e X pode mudar dependendo do vértice de D - X. 

Estamos então em condições de apresentar um conceito fundamental para todo o 

restante do trabalho. Os conjuntos equivalentes de um digrafo podem ser agrupados 

de modo que o digrafo obtido a partir desse agrupamento seja, em geral, mais simples 

de ser estudado que o original. Mais ainda, algumas das propriedades são preservadas 

(por exemplo o fato de ser hamiltoniano). 

Seja Dn um digrafo de ordem n. Podemos particioná-lo em m subdigrafos disjuntos 

S{l), ... , S(m) de subconjuntos de vértices equivalentes de D. Denotemos por Qm o 

subdigrafo com m vértices com as relações wi -----1- Wj se, e somente se, S(i) ---+ SUl 

(uma vez que os arcos entre os vértices de S(il e sUl são do mesmo tipo). 

Definição 1.3.2 Nas condições descritas acima podemos escrever 

e dizemos que Dn é a composição dos m digrafos S(l}, ... , S(m). Cada S(i) é uma 

componente de Dn e o digrafo Qm é o quociente do digrafo Dn (ou quociente relacionado 

ao di grafo D }. 

Observação 1.3.3 Um digrafo D, em geral, não possui um único quociente. Particu

larmente se considerarmos cada vértice de D como um conjunto equivalente de vértices 

o digrafo quociente obtido com essa composição é um quociente de D (e como veremos 

a seguir, evidentemente isomorfo a D ). 

Cm digrafo é dito simples se a composição Dn = Qm(S(l), ... , S(rn)) implica que 

m = 1 ou m = n. Nesse caso ou Qm é o digrafo trivial ou estamos na condição da 

observação anterior. 

Definição 1.3.4 Sejam D e D' digrafos e V e V' seus conjuntos de vértices. Uma 

função f : V ---+ V' é um homeomorfismo entre D e D' se, para todo u, v E V, 

u--> v= f(u)--> f(v) ou f(u) = f(v). 
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Se o homeomorfismo f for também uma bijeção então diremos que é um isomorfismo 

e usaremos a notação D '"'-~ D'. 

Após essa sequência de definições podemos apresentar então os primeiros resultados: 

Proposição 1.3.5 Seja Qm um digrajo quociente de um digrafo Dn. Então existe um 

subdigrafo de Dn que é isomorfo a Qm. 

Dem.: 

Bastar tomar o subdigrafo induzido por vértices VI, ... ' Vm, com Vi E s(iJ. 

Proposição 1.3.6 Sejam X e Y conjuntos equivalentes de vértices de um digrajo D. 

Se X n Y #- 0 e X U Y i- D, então X U Y é um subconjunto equivalente de vértices de 

D. 

Dem.: 

Seja u E X n Y e v E D- (X U Y). Para todo vértice w E X U Y tenho que 

w -----+ v ~ u -+ v e v -+ w ~ v -t u. Dessa forma as relações entre v 

e qualquer vértice de X U Y são as mesmas e o mesmo ocorre então com os arcos 

orientados. 

Teorema 1.3. 7 Todo digrafo (não-trivial) tem um único quociente simples. 

Dem.: 

Suponha por absurdo que existem duas partições diferentes de D em quocientes que são 

simples: 

Primeiramente suponha que h ~ 3. Uma vez que as partições são diferentes existem 

duas componentes Se T diferentes entre si tais que SnT i-(/) e SÇ T. Considere as outras 

componentes em Qk que interceptam S. Ao menos uma destas não está contida em S. 

Caso contrário poderíamos substituir essas componentes por S e obter urna partição 

para Qb o que seria uma contradição com sua simplicidade. 

Dessa forma tenho componentes S e T de maneira que S n T #- 0, S ç:_ T e T ç:_ S e os 

numeramos como S(l) e T(l). Reenumeramos também as componentes de Ph de modo 

que S(ll, ... , S(r) interceptam T(ll e S(r+lJ, ... , S(h) não interceptam T(ll. 

Temos dois casos possíveis: 

L l<r<h 

Como as componentes S(l), ... , S(r) interceptam y{l) 
1 

a união U = S(l) U ... U S(r) 

é um conjunto de vértices equivalentes e posso então obter a partição de Dn = 
[U, S(r+l), ... , S(hJ] que induz uma partição de Ph, contradizendo sua simplicidade. 
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2. r= h 

Os arcos orientados entre um vértice u E S(l) - T(1l e qualquer vértice em U = 

S(2) U ... U S(hJ são todos do mesmo tipo, uma vez que toda componente S(i), i = 

1, 2, ... , h intercepta T(l). Por outro lado, como u E S(ll, os arcos orientados 

entre qualquer vértice de S(l) e qualquer vértice de U são do mesmo tipo. Mas 

então [S{l), UJ é uma partição não trivial de Ph o que mais uma vez contradiz sua 

simplicidade. 

Finalmente, se h = 2 e k > 2 repetimos o argumento anterior invertendo as com

posições. Logo, posso supor k = 2. Mas P2 e Q2 devem ser isomorfos pela conexidade 

do quociente aplicada a D (veja [18]). 

Observação 1.3.8 Observando-se a demonstração do teorema, se h > 2 além da uni

cidade do quociente simples temos uma única partição em componentes. Já para h= 2 

podemos ter mais partições. Como exemplo, seja D = [u, v, w; u +-----7 v, u t----t w, v +---+ 
w]. Temos as seguintes partições de D em T2 : 

P =[lu, v], w], Q = [[u, w], v] e R= [[v, w], u] 

Proposição 1.3.9 Um digrafo semicompleto é hamiltoniano se, e somente se, T2 (com 

arco simples) não é um de seus quocientes (equivalentemente T2 não é seu quociente 

simples) 

Dem.: 

(:::::::::}) Suponha por absurdo que T2 com arco simples é quociente do digrafo hamiltoniano 

Dn· Então posso escrever Dn = T2 (A, B), com A::::} B (todos os arcos entre os vértices 

são do mesmo tipo) e A, B 1- 0. Como Dn é hamiltoniano admite um ciclo passante C 

e então enumerando corno v1 um vértice qualquer de B e seguindo-se pelo ciclo C em 

algum momento deve haver v1 , Vj com vi E B e vJ E A tal que vi -------t v1 . Mas isso é 

uma contradição com A ::::} B. Logo, se Dn é hamiltoniano T2 com arco simples não é 

um de seus quocientes. 

( =) Seja w E Dn e considere os conjuntos U = {v E Dnlv --+ w} e U' = {v E 

Dnlw ~ v} (se existe um arco duplo entre v e w então v está nos dois conjuntos). 

Obviamente os dois conjuntos não podem ser ambos vazios. Além disso, se U ou U' for 

vazio então Dn será T2 (com arco simples) de uma componente formada por w e outra 

formada pelo conjunto não-vazio. Logo, U, U' i- 0. Se U ::::} U' então ( U U { w}) =} U' e 

então Dn é T2 com arco simples, uma contradição. Do mesmo modo não tenho U' =} U. 

Logo, tenho u E U e u' E U' tal que u' ~ u ou u' = u. No primeiro caso tenho um 

3-ciclo < u -------t w -------t u' -------t u > e no segundo caso tenho um 2-ciclo u B w. 
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Seja agora C um k-ciclo de comprimento máximo (que existe pelo argumento ap

resentado até agora). Para todo vértice v E Dn- C tenho que v =?- C ou C ::::> V 1 

caso contrário pelo argumento da implicação inversa posso extender C a um (k+l)

ciclo, o que será uma contradição à maximalidade de seu comprimento. Tenho então os 

conjuntos V= {v E Dn- Cjv =?C} e V'= {v E Dn- CjC =?v}. 

Se apenas um dos dois conjuntos V ou 111 for vazio, Dn = T2(V, C) ou Dn = T2(C, V') 

com arco simples, o que seria uma contradição. Suponha agora que tanto V como V' 

são não-vazios. Se V=?- V' teríamos Dn = T2((V U C), V') (absurdo). Logo, existem 

v E V e v' E 11' tais que v1 ----+ v ou v' = v. Em ambos os casos posso extender o 

ciclo C usando das relações que v -----+ C e C -----+ v', o que é uma contradição com 

a maximalidade do comprimento de C em Dn· Logo, V = V' = 0 e dessa forma C 

abrange todos os vértices de Dn· Portanto, Dn é hamiltoniano. 

Corolário 1.3.10 Um digrafo semicompleto é hamiltoniano se, e somente se, todos os 

seus quocientes (não triviais) são hamiltonianos. 

Dem.: 

Tanto o digrafo inicial quanto qualquer de seus quocientes tem o mesmo quociente 

simples relacionado. Então aplique o resultado da proposição anterior ao digrafo original 

e seus quocientes. 
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1.4 Apêndice 

Apresentaremos brevemente nesse apêndice o conceito de matriz associada a um digrafo. 

Primeiramente temos a matriz de adjacência, formada da forma seguinte: seja então 

Dn um digrafo de ordem n. Associamos a Duma matriz A(D) de ordem n x n cujas 

entradas são dadas da seguinte forma: se v1 , v2, ... , Vn são os vértices de D e aii é a 
entrada referente a i-ésima linha e j-ésima coluna de A(D), defino aii = 1, se vi ---1- Vj 

e ai; = O caso contrário. Se o arco entre Vi e vi for duplo, então aij = ai' = 1. 

Exemplo 1.4.1 Para os digrafos D1 e D2 abaixo, A(D1 ) e A(D2) são suas matrizes 

de adjacência. Observe que num digrafo semicompleto pelo menos uma das entradas 
VI 

v, v, v, 

Vs ·v, 
v, 

o 1 1 o 1 3 o 1 1 o 2 
1 o o o 1 2 

A(D1) = 1 , A(D2 ) = 1 o 1 1 2 
1 o o o o 

1 o o 1 2 o o o o o o 
1 o o o 1 o 1 o o o 1 

As somas das entradas das colunas e das linhas da matriz nos fornece os números de 

adjacência dos vértices (os nmeros que aparecem dos lados das matrizes dos exemplos 

são as somas de cada linha). Já a entrada a~j') referentes as potências AP da matriz de 

adjacência referem-se ao número de caminhos de comprimento p entre os vértices Vi e 

Vj. 

Podemos representar as propriedades do digrafo por outros tipos de matrizes. ~a 

matriz de alcance R(D), a entrada rij é 1 se existe um caminho partindo de Vi e chegando 

em vJ (respeitando-se as orientações dos arcos, é claro) e rij = O caso contrário. Na 

matriz de distância a entrada i,j nos mostra a distância entre os vértices vi e vj (menor 

caminho entre eles). Ca::;o nao haja caminho partindo de um vértice e chegando no 

outro, a entrada dij referente na matriz é representada por oo.O seguinte resultado 

vale: 

Proposição 1.4.2 As entradas da matriz de alcance e matriz de distância podem ser 

obtidas das potências da matriz de adjacência da seguinte maneira: 
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1. Vi, rii = 1 e dii =O; 

2. rij = 1 se, e somente se, para algum p, a~~) > O; 

3. d(vt, Vj) é o menor p (se existir) tal que aW >O e é oo caso esse p nao exista. 

Exemplo 1.4.3 Veja as matrizes de alcance e distância referentes a D 1 e D2 do ex

emplo anterior: 

1 1 1 o 1 
1 1 1 1 

1 1 1 o 1 

R(D1 ) = , R(D,) = 
1 1 1 1 

1 1 1 o 1 
1 1 1 1 o o o 1 o 
1 1 1 1 

1 1 1 o 1 

o 1 1 00 1 o 1 1 2 
1 o 2 co 1 

d(D,) = , d(D2 ) = 
1 o 1 1 

1 2 o co 2 
1 2 o 1 

co co co o 00 
1 2 2 o 

2 1 3 co o 

No estudo da conexidade de um digrafo a matriz de adjacência também é útil (veja 

[18])o 

Proposição 1.4.4 Seja vi um vértice do digrafo D. A componente forte de D contendo 

Vi é a determinada pelas entradas com valor 1 na i-ésima linha (ou coluna) da matriz 
RxRT 

A matriz associada tem uma aplicação direta como mecanismo para implementação 

computacional do estudo dos digrafos. Com a análise das propriedades do digrafo 

transportadas para sua matriz pode-se classificar os digrafos de determinada ordem 

completamente quanto a sua conexidade, classes isomorfas, normalidade, característica 

cíclica (conceitos que serão definidos a posteriori). Em sua dissertação de mestrado 

André Oliveira Dias classificou todos os torneios de ordem 7 utilizando para isso a 

matriz associada, por exemplo. O software computacional "digraph" elaborado por 

Demaria nos fornece essas características dadas as entradas da matriz de adjacência do 

torneio e é bastante útil para o estudo de novos resultados. 
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Capítulo 2 

Homotopia Regular de Grafos e os 

Torneios Simplesmente Desconexos 

2.1 Resumo 

A motivação para a obtenção dos resultados de classificação dos torneios hamiltonianos 

e sua extensão para os digrafos semicompletos hamiltonianos tem origem na Teoria da 

Homotopia Regular para Grafos de Davide C. Demaria. Demaria e Burzio utilizaram os 

resultados dessa teoria e conseguiram resultados importante sobre a caracterização dos 

torneios simplesmente desconexos. Esses são os dois pontos que serão tratados nesse 

capítulo. 

2.2 Introdução a teoria de homotopia regular de 

grafos 

Considere D um digrafo. l'\osso objetivo é caracterizar os grupos de homotopia de 

um digrafo a partir de objetos cujos grupos de homotopia já foram de algum modo 

estudados. Iniciamos então associando ao digrafo um complexo simplicial. 

Definição 2.2.1 Sejam D um digrafo e X c D um subconjunto não-vazio. Dizemos 

que um vértice v de X é uma testa (resp. cauda) de X se v é um predecessor (sucessor) 

de todos os outros vértices de X. O subconjunto X é dito testado ( caudado) se X 

possue pelo menos uma testa (cauda). Se cada subconjunto não-vazio de X é testado 

(caudado), então X é dito totalmente testado (caudado). 
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Observação 2.2.2 Se X é composto por apenas um elemento (um único vértice de D) 

então dizemos que X é totalmente testado e totalmente caudado. Se X é um par é 

fácil ver que X é testado {:} X é totalmente testado {::} X é totalmente caudado {::} X é 

caudado. De maneira geral, um subconjunto X de D é totalmente testado se, e somente 

se, é totalmente caudado. 

Definição 2.2.3 Seja D um digrafo. O complexo simplicial associado a D, (Kn), é o 

complexo tendo como vértices os vértices de D e como simplexos os simplexos gerados 

pelos subconjuntos totalmente testados de D. O poliedro IKv[ de Kv é o poliedro do 

digrafo D. 

Exemplo 2.2.4 

da direita) 

1. Um digrafo com apenas O e 1-simplexos(o poliedro ]Knl é afigura 

v, v, v, V2 

2. No caso a seguir o poliedro compreende todos O, 1 e 2-simplexos possíveis: 

vz 

Utilizaremos os grupos de homotopia de um complexo simplicial para obter os grupos 

de homotopia regular de um digrafo (veja [1]). No caso acima os grupos de homotopia 

do complexo Kv serão denotados por nn(IKvl). 

Seja A um conjunto e F um filtro sobre A. Denote o conjunto das partes de A por 

exp(A) e seja (3 E exp(A). Denotaremos por íJ o filtro gerado por (3. Ainda, se F= {Bj 
para algum subconjunto E E A, diremos que o filtro é principal. 
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Definição 2.2.5 Sejam dados, um conjunto não-vazio I e para cada elemento x E I um -filtro Fx sobre I tal que Fx c; { x}. Então o filtro Fx é chamado de filtro de vizinhanças do 

ponto x. Denominamos de pré-topologia sobre I à famüia dos filtros P = { Fx} (x E I), 
e chamamos de pré-espaço topológico ou pré-espaço de suporte I e pré-topologia P ao 

par P ={I, P). 

Se os filtros da fam{lia P são principais dizemos que P é um pré-espaço a filtros 

principais ou um pf-pré-espaço. 

Dois p/-pré-espaços P = {I, P} e P' = {I, P'}, possuindo o mesmo suporte I e 

pré-topologws P = {Ax) (x E I) e P' = {Â!;} (x E I) são ditos simétricos se para cada 

x E I e cada y E I temos que: x E A~ ~ y E Ax· 

Observa-se que os pré-espaços coincidem com os espaços fecho de 6ech. 

Definição 2.2.6 Seja D = {V, A} digrafo. Definimos os pré-espaços associados a D 

como sendo os dois pf-pré-espaços P(D) ={V, P) e P'(D) ={V, P') de suporte I= V 

com as seguintes pré-topologias: 

Para cada vértice x E I consideramos dois subconjuntos 

A(x) = {x) U {y E Dlx----> y) e A'= {x) U {y E Dly----> x) 

pondo 

P = {Ax) (x E I) eP' ={A~) (x E I) 

Dessa forma os filtros de vizinhanças de x E I em P(D) (P*(D)) têm como base os 

conjuntos formados por x e seus sucessores (resp. predecessores). 

Exemplo 2.2.7 Considere os digrafos e seus filtros de vizinhaça e pré-topologia: 

v1 ------Vz 

1. V= {v1,v2) e A= {(vhvz)). 

A(v1) = {{v1,v2}) 

A(v2 ) = { {v2 }} -A(v,) = {{v,,v,)) -A•(v1 ) = {{vl},{v1,v2 }} --P(D) ={V, {A(v1), A(v2))) 
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A'(v1) = {{v1}) 

A'(v2 ) = {{v1,v,)) -A(v,) = {{vz),{v,,v,)) -A•(v2 ) = {{v1,v2}} --P'(D) ={V {A•(v1), A.•(v2 )}} 



v3 "------'Vz 

2. V={v 1 ,v2 ,v,} eA={(v 1 ,v 2 ),(v~,v,),(vz,v3),(v,,v 1 )}. 

A(vt) = {{v1 ,v3}} 

A(vz) = {{vz,vt}} 

A(v,) = {{vt,v,,v,}} -A(vt) = {{vt,Vz},{vt,Vz,v,}} -A(v,) = {{vt,Vz},{vt,v,,v,}} -A(v3 ) = {{v1 ,v2 ,v3}} ---P(D) ={V, {A(v1 ), A(v2 ), A(v3 )}) 

A'(vt) = {{v~,v 2 ,v 3 }} 

A'(vz) ={{v,, v,}} 
A'(v3 ) = {{v3,vt}} -A'(vt) = {{v1 ,v2 ,v3 }} 

~) = {{v,,ve}, {v1,v2 ,v,}} -A•(v3 ) = {{v3 ,v,},{v1,v,,v,}} ---P'(D) ={V, {A'(v1 ), A'(v2 ), A'(v,)}} 

De posse de uma pré-topologia podemos definir funções pré-contínuas. Quando 

falamos da pré-topologia associada a um grafo essas são as funções o-regulares e o*

regulares (a pré-topologia dependendo do tipo de incidência entre os vértices). 

Definição 2.2.8 Sejam P = {I, P} e P' = {1, P'} dois pré-espaços. Uma função 

f : I -+ r é dita pré-contínua se para cada X E 1 temos: 

-f(F") S:: F11"J := ('dU E Fli"l'lV E F" tal que f (V) ç: U) 

Equivalentemente se considerarmos dois pré-espaços P e P' como espaço de 6ech a 

junção f : I --+ I' é pré-contínua se para cada A' Ç P e para cada B' Ç I' vale a 

zmplicação: 

A' n B' = 0 =r' (A') n f 1(B') = 0 

Definição 2.2.9 Dados um pré-espaço P e um digrafo D, uma função f : P ----+ D 

é dita o-regular (o* -regular) se f é uma função pré-contínua entre os pré-espaços P e 

P(D) (entre os pré-espaços P e P'(D)). 

Podemos então introduzir o-homotopia e o* -homotopia que definindo relações de 

equivalência entre as funções o-regulares e o~ -regulares levam aos grupos de homotopia 

regular de grafos Qn(D) e Q~(D) (o espaço pré-topológico base é o cubo unitário). 

Essas definições não serão explicitadas aqui uma vez que são feitas em paralelo com a 

definição de homotopia e dos grupos de homotopia nos espaços topológicos em geral. 
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Observe que os grupos de o-homotopia e o*-homotopia foram apresentados sem levar 

em consideração o ponto base. Isso pode ocorrer quando o digrafo é fracamente conexo, 

que é o caso dos digrafos semicompletos. 

A união da teoria dos grupos de homotopia 7Tn(IKD!) e Qn(D) e Q~ (D) é feita através 

dos teoremas de isomorfismo para esses grupos: 

Teorema 2.2.10 (Teoremas de Isomorfismo) Seja Dum digrafo. Então: 

1. Os grupos de homotopia regular Qn(D) e Q~(D) são isomorfos. 

2. O grupo de homotopia regular Qn(D) é isomorfo ao grupo de homotopia 7Tn([Kn[L 
onde Kn é o complexo simplicial assocwdo ao grafo G. nKn[ é o espaço subjas

cente de Kn). 

O primeiro decorre diretamente do segundo observando-se as propriedades das duas 

possibilidades de incidência de vértices que definem os pré-espaços e pré-topologias 

associadas a G. 

Dern.: 

(l)Pela última linha da observação 2.2.2 os digrafos De D* possuem o mesmo complexo 

simplicial associado, ou seja, Kn = KD. Logo, podemos indentificar P*(D) com P(D*). 

Temos então as seguintes igualdades e isomorfismos, utilizando-se o segundo teorema 

de isomorfismo: 

(2)A demonstração em [2] utiliza os três teoremas de normalização (em especial o 

terceiro, que decorre dos outros dois). Os teoremas de normalização também valem no 

caso dual: 

L Sejam S um espaço topológico normal, D um digrafo e f : S --+ D uma função 

o-regular entre S e D. Então, existe uma função completamente o-regular o

homotópica a f. Se o espaço produtoS x I (onde 1=[0,1]) é normal, duas funções 

completamente o-regulares f, g : S --+ D o-homotópicas são também completa

mente o-homotópicas. 

2. Seja S um espaço métrico compacto, D um digrafo e f : S --+ D uma função 

completamente o-regular. Então existe r real, tal que para cada partição P = 

{ Xj} (j E J) de S em subconjuntos de diâmetro menor que r, existe uma função 

g : S --t D fracamente quase constante com respeito a P, completamente o

regular e completamente o-homotópica a f. 
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3. Sejam S um espaço triangularizável e compacto, D um digrafo e f : S --+ D 

uma função completamente o-regular. Então existe uma função g : S --+ D que é 
pré-simplicial com respeito a uma triangulação adequada de S e completamente o

homotópica a f. Além disso, dadas duas funções pré-simpliciais e completamente 

o-homotópicas f,g: S --t D, existe entre elas uma homotopia, que é também 

pré-simplicial com respeito a uma triangulação adequada de S x I. 

O primeiro exemplo a seguir é de um digrafo simplesmente desconexo. Os demais 

tem grupo fundamental trivial: 

Exemplo 2.2.11 1. Para o digrafo Da seguir, IKnl é homeomorfo ao círculo S 1 e 

então Q1 (D) ~ 1r1 (S1
) ~ Z e para n > 1 Qn(D) ~ 7rn(S1

) que é trivial. 

"'O' 
v4 Vs 

2. Faca o digrafo Da seguir IKvl é homeomorfo a esfera S2 e então Qn(D) ~ 7rn(S2 ) 

Dessa forma temos uma maneira rápida de calcular os grupos de homotopia regular 

de um grafo G. Estudaremos agora o caso onde este grupo de homotopia não é trivial. 

2.3 Torneios simplesmente desconexos 

Marco Burzio e Davide Demaria caracterizaram em [8] os torneios simplesmente de

sconexos através dos quocientes altamente regulares não-triviais. Essa caracterização 

utiliza fortemente os resultados da seção anterior da teoria de homotopia regular de 

grafos. 

Nesta seção trataremos especificamente dos torneios, apesar dos resultados serem 

válidos para digrafos semicompletos em geral. A extensão, nesses casos, será natural. 

Ao nos referirmos ao grupo fundamental de um torneio T, pelo segundo teorema do 

isomorfismo, utilizaremos o complexo associado Kr e o grupo n1 (jKyl), isomorfo a 
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Q1(T) e Q~(T). Na construção do complexo simplicial associado aTa condição dos 

simplexos serem formados pelos subconjuntos totalmente testados de T é equivalente 

à condição que o simplexo (v1 , v2 , ..• ) vn) de Kr ocorre se) e somente se, o subtorneio 

< vb v2, ... ) Vn > é transitivo. 

Diremos que um torneio T é simplesmente conexo se seu grupo fundamental é trivial 

e que T é simplesmente desconexo caso contrário. 

Exemplo 2.3.1 Para o digrafo D a seguir, ]Kvl é homeomorfo ao disco D 1 e então 

Qn(D) ~ 7rn(D1
) que é trivial. 

vs L-----"·v2 

Observação 2.3.2 O grupo fundamental de T (1í'1 (]Kr])) pode ser calculado utilizando

se apenas os simplexos de dimensão menor ou igual a dois, através dos laços de arestas 

(vide [1)). Lembremos que um laço de arestas é um sequência de vértices de Kr fechada 

(vv 1v2 ... vnv) em que cada vivi+l formam um 1-simplexo de Kr. 

Observação 2.3.3 Dois laços de arestas são homotópicos se podemos obter um a partir 

do outro por meio da repetição finita de operações do tipo: 

1. Se três vértices consecutivos uvw geram um simplexo de Kr, então podemos trocá

lo por uw e vice-versa. 

2. Um vértice repetido uu pode ser substituído por um vértice único u e vice-versa. 

As classes de equivalência dos laços de arestas formam um grupo (chamado de 

grupo de arestas e denotado por E(Kr), no caso conexo) por meio da multiplicação: 

{vv 1v2 ..• vrv}{vw1w 2 ..• w 8 v} = {vv 1v2 ... vrvvw 1w 2 ••• w5v} e E(Kr) é isomorfo a 

,,(jKyl). 

Exemplo 2.3.4 Nos exemplos a seguir temos o digrafo, seu poliedro e o seu grupo 

fundamental. 

1. O transitivo de ordem 3 gera o 2-simplexo € portanto seu grupo fundamental é 

isomorfo ao do disco, que é trivial. 
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2. Digrafo com grupo fundamental isomorfo a Z: 

Proposição 2.3.5 Um torneio Tn é simplesmente conexo se, e somente se, todos de 

seus quociente não-triviais Rm são simplesmente conexos. 

Dem.: 

Seja Tn = Rm(S(l), S(2), ... , S(m)) decomposição de Tn em quociente não-trivial (m > 
1). A proposição será demonstrada ao obtermos que os grupos fundamentais de Tn e 

Rm são isomorfos (este resultado também é muito forte). 

1. Primeiramente, pela primeira propriedade para homotopia dos laços de arestas, 

se u, v e w são tais que u, w E S(il e v E S(j), com i # j, então posso trocar o 

simplexo gerado por uvw por uw. Então, se 1 =v ... baa'li ... v é laço de arestas 

d ,__ 1 ' sl'l b b' su1 - 1 2 - h t- -e .ny ta que a, a E e , E , t,J = , , ... ,m, "/e orno op1co a 

"/=v ... bli ... v. De fato, 

• Se i # j, então "f, v ... ba'b' ... v, r' são laços de aresta homotópicos (pela 

observação imediatamente anterior) 

• Se z = j, então tomo c~ S(i) e tenho que/, v ... bcaa'b' ... v, v ... bca'b' ... v, 

L' .•• bcb' ... v, i são laços de aresta homotópicos (pelo mesmo motivo). 

2. Tome v; E S(il, para cada i= 1, 2, ... , m. Pela demonstração da proposição 1.3.5 

Rm é isomorfo ao subtorneio r:n =< v~, ... , v:n >. Se Q1 (T:n) "' Q1 (Tn) então 

teremos que Q1 (R,) ~ Ql (Tn)-

Seja p : Tn ---+ r:n a projeção canônica p(vi) = v~, V vi E S(il, i = 1, 2, ... , m. 

Então p induz um homeomorfismo p* : QI (Tn) ---+ Q1 (T:n) dado por 

p'( { v'v1v2 ., vkv'}) = { v'p( v1
) _ ., p( vk)v'}, 
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onde posso tomar v' E r:r. como ponto base (que não importa no cálculo do grupo 

fundamental). 

Seja agora j: r:n-------+ Tm a inclusão e j*: Q1 (T:n)-------+ Q1(Tm) homeomorfismo 

induzido. Por definição, p* o j* é a identidade em Q1 (T:rJ 

Para --y = v'v 1 ... vkv' laço de arestas tenho que --y' = (j*op*) ( --y) = v'p( v1) ... p( vk)v' 

(lembre-se que j é a inclusão). Dessa forma -y( --y') -r = v'v 1v2 ... vkv'v'p( vk) ... p( v1 )v'. 

Por 1), -y(--y')~ 1 :::::v' (laço trivial). Logo, 7 e 7' são homotópicos===? j* o p* é a 

identidade. Logo, p* é um isomorfismo entre Q1 (Tn) e Q1 (T~J e a demonstração 

está completa. 

Corolário 2.3.6 Se T é simplesmente desconexo, então T é hamiltoníano. 

Dem.: 

Como T é simplesmente desconexo seu quociente simples único também o é pelo teo

rema. Logo esse quociente não é T2 (uma vez que 7r1 (1Kr2 1) é trivial). Mas então pelo 

teorema 1.3.9, T é hamiltoniano. 

Definição 2.3.7 Um torneio T é dito altamente regular se existe uma ordenação 

cíclica v1, v2, ... , v2m+I; v1 dos vértices de T tal que vi -------+ Vj se, e somente se, Vj é um 

dos primeiros m sucessores de Vi na ordenação cíclica. Equivalentemente se vi -------+ Vj 

Vi= 1,2, ... ,2m+l ej .=i+l,i+2, ... ,i+mmod(2m+l). 

Teorema 2.3.8 Todo torneio altamente regular {não-trivial) é simplesmente desconexo. 

Dem.: 

Vamos precisar de dois lemas topológicos cujas demonstrações encontram-se em bibli

ografias do tema: 

Lema 2.3.9 Seja S um espaço topológico e sejam X e Y dozs subspaços fechados de S 

tais que X U Y =S. Se Zé um retrato de deformação de Y tal que X n Y ç Z, então 

X U Z é um retrato de deformação de S. 

Lema 2.3.10 Se X é um retrato de deformação de um espaço topológico S e Z é um 

retrato de deformação de X, então Zé um retrato de deformação de S. 

Dem.: 

(teorema 2.3.8) Seja T2n+l, (n > 1), um torneio altamente regular com vértices nu

merados por v1, v2, ... , V2n+l· Denotamos por T2n e T2n-l aos torneios T2n+l- Vn+l e 

T2n - Vzn+r, respectivamente. Vejamos que; 
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1. o poliedro IKr2, I é um retrato de deformação do poliedro IKr2n+LI; 

2. o poliedro IKr 2 n~ll é um retrato de deformação do poliedro IKr2,1. 

Dem. de L Como T2n+l é altamente regular, o poliedro do complexo associado a 

ele pode ser representado da seguinte maneira: 

Denotando por st(vn+l) a estrela aberta de Vn+l (vide [1]), temos que IKr2,+,1 = YuX, 

onde y = l(v,v, ... VnH)I u l(v,v, ... Vn+2)1 u ... u l(vn+l"n+2 ... V2n+l)l = st(vn+l) e 

X = l(vn+2Vn+3 ... v,)l u l(vn+3Vn+4 ... v,) I u ... u l(v2nHVl ... Vn)l. 
Seja agora Z a união dos fechos dos simplexos obtidos dos simplexos de Y pela 

eliminação de Vn+l: 

Comparando Y e Z vemos que Y é o cone lvn+rZI com pico Vn+l· 

Vamos demonstrar agora que Z é homeomorfo ao cubo unitário 1n-1
• De fato, se 

procedermos por indução no número m dos termos da união temos, param= 1, que o 

resultado é claramente satisfeito. Supondo que I ( v1 v2 ... Vn)l U I ( v 2va ... VnVn+ 2) I U ... U 

l(vmVm+l ... VnVn+2 ... Vn+m)l é homeormorfo ao cubo unitário 1n-l, ao adicionarmos o 

termo m + 1 da sequência da união [(vm+l Vm+2 ... VnVn+2 ... Vn+m+I)I ainda temos um 

espaço homeomorfo a Jn-I, uma vez que o vértice Vn+m+l não está presente em nenhum 

dos simplexos anteriores. 

Logo, podemos definir um homeormorfismo f entre Y = Jvn+1Zj e In, tal que f /Z 
leva Z sobre rn-r_ Dessa forma temos que Zé um retrato de deformação de Y. Logo, 

pelo lema 2.3.9, Z U X é um retrato de deformação de Y U X. Mas, por construção 

Z U X= IKr,.l. 
Dem. de 2. Seja W a união dos fechos dos simplexos obtidos a partir dos simplexos 

de X pela retirada de V2n+r: 

Comparando X e Vfl vemos que X é o cone jv2n+ 1H'I com pico v2n+l· 

Repetindo o procedimento anterior podemos demonstrar que W é homeomorfo ao 

cubo unitário r-r e que W é um retrato de deformação de X. Logo, pelo lema 2.3.9, 

Z U VF = JKr2,_ 1 l é um retrato de deformação deZ U X= IKr2,1. 
Mas, pelo lema 2.3.10, 1. e 2., então JKr2,_1 j é um retrato de deformação de IKr2,+1 j. 

Logo, os grupos fundamentais Q 1 (T2n+l) e Q 1 (T2n-d são isomorfos. 

24 



Vamos usar então indução na ordem n do torneio Tzn+l para demosntrar o teorema: 

para n = 1, T3 é o 3-ciclo e Q1(T3) rv Z. Suponha agora que para n ~ 1 vale o teorema e 

seja Tzn-l = T2n+l- {vn+l)Vzn+I}- Considere o torneio altamente regular (para o qual 

vale o teorema) de ordem 2n ~ 1, T~n-l' com vértices w1, w2 , •.• , Wzn-l· A função g : 

T~n-l--+ Tzn-1, tal que g(wi) =vi, 1:::; i:::; n, e g(wi) = Vi+l• n+ 1:::; i:::; 2n~ 1, é um 

isomorfismo entre T~n-I e Tzn-l· Dessa forma, por hipótese de indução, Qr(Tzn-d rv Z. 

Além disso, como havíamos visto que Q1(Tzn+I) e Q1(Tzn-d são isomorfos, temos o 

teorema. 

Corolário 2.3.11 O grupo fundamental de um torneio altamente regular (não-trivial) 

Tzn+l é isomorfo a Z. 

Dem.: 

Considere T2n+l e os seguintes subtorneios induzidos: 

Tzn-I =< V1, Vz, ... , Vn, Vn+z, ... , Vzn > 
Tzn-3 =< V1, Vz, ... , Vn-1, Vn+Z• ... , Vzn-1 > 

T3 =< Vt, Vz, Vn+2 > 
Pela repetição sucessiva do argumento da demonstração do teorema 2.3.8, cada 

poliedro do complexo simplicial associado a Tzn-I (respectivamente T2n_ 3 , ... , T3 ) é um 

retrato de deformação do torneio imediatamente anterior. Logo, Q1(Tzn+d rv Q1 (T3 ) rv 

íL. 

Corolário 2.3.12 Seja T um torneio. Se o quociente simples relacionado a T é alta

mente regular, então T é simplesmente desconexo. 

Dem.: 

Imediata a partir da proposição 2.3.5 e do teorema 2.3.8. 

As seguintes proposições decorrem dos resultados até agora apresentados e serão 

necessárias para demonstração do teorema de caracterização geral. Suas demonstrações 

encontram-se em [8]. 

Proposição 2.3.13 Seja Tzn+I um torneio altamente regular (não-trivial) e seja --y = 

vivjvkvi um 3-laço em Ky. Então a classe {í'} é um gerador de Q1(Tzn+l) rv Z. Logo, 

{!·} =j:. {vi}, isto é --y não é homotopicamente trivial em IKTI 

Proposição 2.3.14 Se Tn = Rzm+l(S(t), S(2), ... , S(Zm+I)) é a composzção de quais

quer torneios S(i), i= I, 2, ... , 2m+ 1, com um torneio altamente regular (não-trivial) 
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R2m+I, então o grupo fundamental QI(Tn) é isomorfo a Z. Além disso, seja"(= vivivkvi 

um 3-laço em Kr,.,, cujos vértices não estão contidos na mesma componente. Então a 

classe { "(} é um gerador de Q1 (T) e, então, { "(} não é homotopicamente trivial em 

IKrol· 

Exemplo 2.3.15 O tornezo T7 , altamente regular: 

Teorema 2.3.16 (Caracterização) Um torneio T é szmplesmente desconexo se, e 

somente se, o quociente simples relacionado a T é altamente regular. 

Dem.: 

(-{:=::::)Decorre imediatamente do corolário 2.3.12. 

(=:::::>)Por indução. Para n = 3, se T3 for simplesmente desconexo, então T3 é o 3-ciclo 

e também é altamente regular. Logo, T3 é seu próprio quociente simples relacionado. 

Assuma então por hipótese de indução que para cada torneio simplesmente desconexo 

Tn, o quociente simples T* relacionado a T"n é altamente regular. 

Seja então um torneio simplesmente desconexo Tn+l e um laço de arestas 'Y = 

v1v2 ... V8V 1 que não é homotopicamente nulo em IKrn+J Aplicando as operações que 

preservam classe de homotopia podemos escrever: 

Como í' não é trivial, ao menos um dos laços de aresta { v1 Vi~l wu1} também é não-trivial. 

Seja então um vértice w tJ.< v1, Vi-l, Vi>, e considere o torneio Tn = Tn+l- w. O laço 

de arestas Vrvi-rvivl será não-trivial em IKrnl também, uma vez que Tn é um subtorneio 

de Tn+I· Logo, por hipótese de indução o quociente simples R2m+I relacionado a Tn = 

R2m+1(S(l), ... , S{2m+ll) é altamente regular. 

Temos então a seguinte condição para a orientação dos arcos entre w e qualquer 

vértice Vi de Tn: 
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(*) Se os vértices de um 3-ciclo"' de Tn não estão contidos na mesma componente, então 

nem "' ----+ w nem w ----+ "'· 
De fato, caso contrário o laço de arestas positivo"/+, gerado por "f, será homotopi

camente nulo em [Kr"+1 [. Mas isso é uma contradição uma vez que o laço V1, Vi, Vi+I, v1 

que não é trivial em [Kr,+ 1 [ é, pela proposição 2.3.14 homotópico a vn+v1 em IKrnl e 

em [Kr,.+1 I, de modo que ')'+ não é trivial. 

Seja agora, para cada i = 1, 2, ... , 2m+l, os conjuntos (complementares) s-+Cil={ v E 

S(il[v----+ w} e s+-Cil={v E S(iljw----+ v}. Provemos que existe no máximo um índice 

para o qual a partição { S-+(il 
1 
S+-(i)} de S(il é não-trivial. Caso contrário, existem p e q, 

p # q tal que s~(p) # 0 # s~IP) e s~(q) # 0 # s~(q). Suponha que S(P) --+ S(q). Como 

R2m+l é a.r. e não-trivial, 3r = 1, 2, ... , 2m+ 1 tal que S(r) ----+ S(P) ----+ S(q) -----+ S(r) 

(pela ordenação cíclica). Seja Vr E s(r) e suponha que w -----+ Vr- Tomo Vp (resp. Vq) 

em S(P) (S(q)) tal que w ----+< vp, vq, Vr >= 7 (quando Vr ----+ w, faço o mesmo por 

hipótese de não-trivialidade das duas partições). Logo w -----+ ''/ (ou I' -----+ w) e isso é 

uma contradição com (*). Temos então duas possibilidades: 

L Vi = 1, 2, ... , 2m+ 1, ou S-+(il = 0 ou Sio-(il = 0; 

2. 3' i tal que s~li) # 0 # s~(i) 

1) Não posso ter w -----+ sU-l nem S(i) ----+ w para todo i, caso contrário todo r

laço em Krn+l é homotopicamente nulo. Mudando os índices se necessário, suponho 
que w ----+ S(m+l) e que S(m+Z) ----+ w. Temos duas possibilidades: w ----+ S(l) ou 

S(l) -----+ w. Suponha que S(l) ---+ w. Seja, por exemplo, v1 E S(l), v2 E S(2l e 

Vm+2 E S(m+Z). Então V1 ----+ v2 ----+ Vm+2 ----+ VI e Vm+2 ----+ w. ~vias então w ----+ v2 

(w ----+ S{2l), pois senão o 3-ciclo < v1 , vz, Vm+Z > seria tal que < z,·1, vz, Vm+2 >--+ w, o 

que é absurdo (por(*)). Faço isso para i= 2,3, ... , me aplico então argumento análogo 

para i= m+3
1 
m+4, ... ,2m+l, obtendo que w ----t S(~l,i = 2,3, ... ,m+ 1 e sUl--+ 

w, i= m + 2, m + 3, ... , 2m+ L Caso w ---+ S(l), começo por i= 2m+ 1 e, utilizando 

S(m+l) obtenho os mesmos resultados. Logo Tn+l = Rzm+l (SC1lu{w }, S(Z), ... , S(Zm+ll), 

Rzm+l altamente regular e não-trivial, por Tn e as relações obtidas para w. 

2)Faço, se necessário, uma rotação nos índices de Rzm+b de modo que S-+(l) =/=- 0 "1=

S+--(l). Se w ----t sCrn+l), posso proceder como antes (posso tomar v1 E S-+(l) t.q. v1 ----t 

w e v~ E S+--(ll t.q. w --t vi e obter que Tn+l = Rzm+I (SC 1l u { w }, SC2l, ... , S(Zm+ll), 

R2m+l altamente regular e não-trivial. Se S(m+l) ----+ w, então obtenho que w ----+ 

S lil · - 2 2 · 1 Si'l . - 2 3 A · ·d~ . d - -,z-m+ , ... , m, eque ----+w,z- , , ... ,m. s1nC1 enc1as ewnaosao 

mais as mesmas para que o quociente da forma do item anterior seja altamente regular. 
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Além disso, s+--(l) ---+ S--1-(l). Senão seja Vr E S--1-(l) e v~ E S+--(l) tal que Vr ---+ v~. 

Seja Vzm+I E S(2
m+I) e um 3-ciclo ~{ =< vl, Vm+l, Vm+2• Vzm+l >, com Vm+l E sm+l 

e Vm+2 E sm+Z. Então {lh,Vm+I,Vm+2,vr} = {vr} o que é uma contradição com o 

argumento utilizado na obtenção de (*). Logo, valem as incidências de modo que 

~ -R (S~(I) sim+!) { } slm+2) .. , s~lll), .l.n+l- 2m+3 , ... , , W 1 ,. 

onde Rczm+J) é altamente regular e não-trivial. 

O teorema de caracterização é extendido para digrafos semicompletos através do 

Teorema 2.3.17 Um digrafo semicompleto D é simplesmente desconexo se, e somente 

se, o quociente simples relacionado a D é um torneio altamente regular. 
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Capítulo 3 

Ciclos conados e não-conados de 

digrafos e a classificação de torneios 

por 3-ciclos não-conados 

3.1 Resumo 

A classificação dos torneios por 3-ciclos não-conados obtida por Burzio e Demaria ([4]) 

e a posterior classificação dos torneios hamiltonianos ([7]) foram fundamentais no estu

do dos torneios normais e sua posterior aplicação no problema de reconstrução destes 

torneios. São resultados citados em grande parte dos trabalhos que se sucederam (ex. 

[10], [16]). Neste capítulo apresentamos a classificação de torneios por 3-ciclos não

conados que tem uma ligação direta com os resultados do capítulo anterior. Apre

sentamos também a extensão dos conceitos de ciclos conados (ou projetados) e não

conados para digrafos, ciclo característico, minimal, característica e diferença cíclica. 

No apêndice apresentamos os torneios de Moon que tem um uma caracterização que 

decorre imediatamente dos resultados da primeira seção e que são reconstrutíveis com 

apenas duas exceções. 

3.2 Ciclos conados e não-conados em torneios 

Definição 3.2.1 T' subtorneio de T é conado por v (v é pico de T) se 3v E T- T 
t. q. v --+ T' ou T' --+ v. T' é não conado se V v E T- T' a propriedade não é satisfeita. 

Esta é uma definição combinatória, mas com motivações topológicas fortes. Há bem 

da verdade obteremos ao término da seção seguinte o resultado: 
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Corolário 3.2.2 Um torneio é simplesmente desconexo se, e somente se, 

1. :3 um 3-ciclo não conado 

2. todos os 3-ciclos conados são contraíveis 

Este resultado vem como união do teorema 2.3.16 do capítulo anterior com o teorema 

3.3.9 e vale com adaptações para digrafos em geral. É utilizado (na forma do teorema 

3.3.11) para a classificação dos torneios de Moon, por exemplo (veja apêndice). 

3.3 Classificação dos torneios por 3-ciclos não-conados 

Lembremos que um torneio T é altamente regular se existe uma ordenação cíclica v1, v2 , 

... , v2m+I, v1 dos vértices de T tal que vi ----t vj se, e somente se, Vj é um dos primeiros m 

sucessores de vi na ordenação cíclica. Equivalentemente se vi --1- vj 'Vi = 1, 2, ... , 2m+ 1 

e j ::::=:i+ 1, i+ 2, ... , i+ m (mod 2m+ 1). 

Se T é hamiltoniano e Rm é o quociente simples relacionado a T, as componentes 

também são unicamente determinadas e são os conjuntos ma..-x:imais equivalentes de 

vértices de T, ie, se T é hamiltoniano existem 2 conjuntos maximais equivalentes em T, 

em geral não disjuntos. 

Definição 3.3.1 T' subdigrafo de T é contraível se :J um subconjunto próprio de 

vértices de T equivalente que inclue os vértice5 de T'. Se não existe tal subconjunto, T' 

é não-contraível. 

Observação 3.3.2 Todo conjunto equivalente está contido em um equivalente maximal 

==? T' é contraível se, e somente se, está contido numa componente maximal de T. 

As seguintes observações são imediatas e decorrem diretamente das definições: 

• Todo subtorneio contraível é conado. 

• Ternos as seguintes possibilidades para os 3-ciclos: não conados, contraíveis( conados) 

e conados, mas não contraíveis. 

Proposição 3.3.3 Seja R quociente não trivial de Te p a aplicação projeção canônica 

de Tem R. Um 3~ciclo 1 é não-conado em T se, e somente se, sua projeção p('r) é 

não-conada em R. 
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Dem.: 

Se 7 é não-conado em T, então não é contraível. Logo, sua projeção é não-conada. A 

recíproca é semelhante. 

A próxima proposição é de verificação bastante simples e de fato caracteriza os 

torneios transitivos de maneira bastante útil: 

Proposição 3.3.4 T é transitivo se, e somente se, não tem 3-ciclos. 

Dem.: 

Claramente transitividade e existência de 3-ciclos não são compatíveis. 

Proposição 3.3.5 T é hamiltoniano se, e somente se, :J um 3-ciclo não-contraível em 

T. 

Dem.: 

T hamiltoniano não é transitivo e portanto admite um 3-ciclo. Se todo 3-ciclo é con

traível, o quociente com componentes maximais não possue 3-ciclos (ficaram dentro das 

componentes). Mas então esse quociente é transitivo pela proposição anterior, o que é 

uma contradição com o fato do torneio original ser hamiltoniano (lembrando que se um 

torneio for hamiltoniano então cada quociente também o será). Reciprocamente, se T 

não é hamiltoniano, todo 3-ciclo está contido em uma única componente. Mas como T 
possui um 3-ciclo não-contraível isso não pode ocorrer. 

Proposição 3.3.6 Cada 3-ciclo de um torneio simples é não contraível. 

Dem.: 

A demonstração é imediata. 

Proposição 3.3. 7 Cada 3-ciclo de um torneio altamente regular é não-conado. 

Dem.: 

Seja T2m+1 o torneio e"'(=< x, y, z >um 3-ciclo em T. Ordene T2m+l na ordem standard 

e seja então v1 = x, vh = y, Vk = z, com h < k ::; 2m+ 1. Das incidências em um 

torneio altamente regular, temos: 

k - h :::s; m .:::} Vh ----+ Vi ----+ Vk 'ih < Z < k 

k 2": m + 2 =} vk ----+ V1 ----+ v1 \fk < i < 2m+ 1 

Dessa forma, nenhum vértice de T co na /'. 
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3.3.1 Torneios com um quociente altamente regular 

Lema 3.3.8 Seja T um torneio cujos 3-ciclos conados são todos contraíveis e w E T. 

Então um 3-ciclo não-conado de T'=T-w é também um 3-ciclo não-conado de T. 

Dem.: 

Seja Rh o quociente simples relacionado a T com componentes S(l), ... , S(h) e Rk o quo

ciente simples relacionado a T 1 com componentes §(ll, ... , §lkl. Suponha por absurdo 

que existe um 3-ciclo não-conado "f de T' que seja co nado por w (essa é a única possibil

idade de ser conado em T). Então 'Y é contraível por hipótese e está numa componente 

de Rh, por exemplo S(l). Pela proposição 3.3.5 T' é hamiltoniano e portanto a partição 

{S(l) - w, Sl2l - w, ... , S(h) - w} é uma cobertura de T' mais fina que §(lJ, ... , $(k) 

formada pelos conjuntos equivalentes maximais. Mas 'Y Ç S(ll - w e S(l) - w Ç l;Ul, 

j = 1, ... , k. Por outro lado, como 'Y não é conado em T', os vértices estão em diferentes 

componentes i;(P), i;(q), §('!'). Contradição. Logo 'Y é não-conado em T. 

Nas condições do lema anterior e pela proposição 3.3.5, T' hamiltoniano:::::;. T hamil

toniano. 

Podemos então a partir destes resultados caracterizar os torneios cujo quociente 

simples é altamente regular, utilizando para isso dos 3-ciclos conados e não-conados. 

Teorema 3.3.9 O quociente simples relacionado a T é altamente regular se, e somente 

se, 

1. 3 um 3-ciclo não conado 

2. todos os 3-ciclos conados são contraíveis 

Dem.: 

(=) 
Suponha que o quociente simples relacionado aTé altamente regular (a.r.). Então 

T é da forma Tn = R2m+r(S(l), ... , S(2m+Il), com R 2m+ I altamente regular não-trivial. 

Se 'Y é não contraível seus vértices estão em componentes diferentes. Como R2m+l é a.r., 

~~ é não conado (pelo mesmo argumento da proposição 3.3. 7). Além disso, como R2m+l 

é hamiltoniano, por 3.3.5 possue 3-ciclo não contraível =::} possue 3-ciclo não-conado e 

por 3.3.3 existe um 3-ciclo não-conado em T. 

(=) 
Por indução. Para n=3, Tn é 3-ciclo e então altamente regular. Suponha então que 

n ~ 4. Suponha que VTk de ordem k, que satisfaz 1) e 2) o quociente simples relacionado 

a Tk é altamente regular. Seja Tk+1 que satisfaça 1) e 2). Por 1) existe um 3-ciclo não

conado 'Y em Tk+I· Seja w E Tk+I- 1 e Tk = Tk+l- w. 1 é não-conado em Tk (pois não 
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é em Tk+l)· Por outro lado, cada 3~ciclo conado a de Tk é conado em Tk+l e portanto 

contraível em Tk+l por 2). Logo, a está contido em um subconjunto próprio equivalente 

A de Tk+l· f\..Jas então a está em A- w e é contraível em Tk. Dessa maneira 1) e 2) 

valem para Tk e, por hipótese de indução, Tk é da forma Tk = Rzm+l (S(l), ... , S(Zm+ll), 

onde Rzm+l é a.r. não~ trivial. 

Considere, Vi= 1, 2, ... , 2m+1 os conjuntos (complementares) S-+(i)={v E S{rllv---+ 

w} e S+-(i)={ v E S(illw ---+v}. Provemos que existe no máximo um índice para o qual 

a partição { s--+(iJ, S+-(iJ} de S{il é não~ trivial. Caso contrário, existem p e q, p i- q tal 

que s~IPI # 0 # s~IPI e s~lqJ # 0 # s~lql. Suponha que SIPI--> Sl'l. Como R2m+l 

é a.r. e não~trivial, 3r = 1, 2, ... , 2m+ 1 tal que S{r) ---+ S(p) ---+ S(q) ---+ S(r) (pela 

ordenação cíclica). Seja Vr E S(r) e suponha que w ---+ Vr· Tomo Vp (resp. vq) em 

S(Pl(S(q)) tal que w ---+< vP, vq, Vr > (quando Vr ---+ w, faço o mesmo por hipótese de 

não~ trivialidade das duas partições). Logo w cana o 3~ciclo em Tk+l e, pelo lema 3.3.8 o 

3~ciclo é conado em Tk· Mas isso é uma contradição, uma vez que seria contraível (por 

2) e, pela forma como foi construído, isso contradizeria o fato de Rzm+l ser altamente 

regular. 

Temos então duas possibilidades: 

L Vi= 1, 2, ... , 2m+ 1, ou S-+(i) = 0 ou S+-(i) = 0; 

2. ::J! i tal que s-+til !- 0 !- S+-(il 

1)Como existe 3-ciclo não-conado em Tk+1, por 3.3.5 Tk+l é hamiltoniano e então 

w não-cana Tk. Mudando os índices se necessário, suponho que w ---+ S(m+ll e que 

S(m+Z) ---+ w (como w não cana Tkl existem índices tais que isso ocorre). Temos 

duas possibilidades: w ---+ S(1) ou S(l) ---+ w. Suponha que S(l) ---+ w. Seja, por 

exemplo, VI E S(l)' Vz E s(z) e Vm+Z E s(m+2). Então li'I ---+ Vz ---+ Vm+2 --t VI e 

w ---+ Vm+Z· Mas então w ---+ v 2 (w ---+ S(2l), pois senão o 3-ciclo < v1 , v2 , Vm+2 > 
seria conado por w, o que é absurdo (pelo lema 3.3.8). Faço isso para i = 2, 3, ... , m 

e aplico então argumento análogo para i = m + 3, m + 4, ... , 2m + 1, obtendo que 

w ---+ S(i), i = 2, 3, ... , m + 1 e S(i) ---+ w, i = m + 2, m + 3, ... , 2m+ 1. Caso 

w ---+ 5(1), começo por i=m+3 e, utilizando S(m+I) obtenho os mesmos resultados. 

Logo Tk+r = R2m+l (S(1l u{ w }, S(2), ... , S(2m+ll), Rzm+t altamente regular e não-trivial, 

por Tk e as relações obtidas para w. 

2)Faço, se necessário, uma rotação nos índices de R2m+l• de modo que s-+(l) i- 0 =f. 
S+-(ll. Se w --+ stm+ll, posso proceder como antes (posso tomar v1 E S--r(ll t.q. v1 ---+ 
w e v~ E s+-(lJ t.q. w --t v~ e obter que Tk+t = Rzm+l (S(rJ u { w }, S(z), ... , S(2m+ll), 
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R2m+l· Se S(m+l) ---+ w, então obtenho que w ---+ S(i), i = m + 2, ... , 2m+ 1 e que 

S(il ---+ w, i= 2, 3, ... , m. As incidências de w não são mais as mesmas. 
Além disso, St-(1l ---+ S-+(1). Senão seja v 1 E S-+(l) e v~ E S+-(I) tal que v1 ---+vi. 

Seja Vzm+I E S(Zm+l). Então á=< VI, w, Vzm+l > é conado por vi e então contraível em 

Tk+l· Seja f'ltl o quociente simples relacionado a Tk+l e as componentes §ll), ... , §(tl. 

Então v1 e v2:m+l estão na mesma componente (ex. §til). Pela demonstração do lema 

3.3.8, a partição {§úl - w, ... , §ttl - w} é mais fina que { sttl, ... , S(z:m+I)} de Tk- Mas 

vl e Vz:m+l E s(l)) enquanto VI E S(l) e Vzm+l E S(Z:m+l)' uma contradição. Logo, valem 

as incidências de modo que 

~ R (S~(ll s(m+ll { } s(m+21 s~('i) l.k+l = 2:m+3 , ... , 'w 1 , ••• , 

com R(Z:m+3) altamente regular e não-trivial. 

Observamos que os torneios cujos 3-ciclos conados são todos contraíveis são também 

os torneios redutíveis daqueles com um quociente altamente regular não-triviaL 

Esse teorema pode ser generalizado para digrafos semicompletos, de maneira natural: 

Teorema 3.3.10 O quociente simples relacionado a D é altamente regular se, e so

mente se, 

1. 3 um 3-ciclo não conado em D 

2. todos os 2 e 3-ciclos conados de D são contraíveis 

Teorema 3.3.11 (caracterização) As seguintes condições são equivalentes para qual

quer torneio Tn: 

1. todo subtorneio de Tn ou é hamiltoniano ou transitivoi 

2. todo subtorneio de Tn de ordem 4 ou é hamiltoniano ou transitwo: 

3. todo 3-ciclo de Tn é não-conado; 

4- Tn = R2:m+l (SOl, Sl2l, ... , S(Zm+l)) é a composição de 2m+1 componentes transi

tivas S(l), S(Z), ... 1 S(2:m+l) com um quociente altamente regular Rzm+t· 

Dem.: 

1) ===} 2) óbvio. 2) ===} 3) Se 1 =< x, y, z >é 3-ciclo conado por v, então< x, y, z, v> 
é subtorneio não-transitivo, redutível, T4 de T. 

34 



3) ::::::=:::} 4) Se Tn não possue 3-ciclo, então é transitivo ==';- Tn = R1 (Tn), onde R 1 é o 

torneio trivial altamente regular. Suponha agora que existe um 3-ciclo 'Y em Tn. Por 

hipótese "f é não-conado. Pelo teorema 3.3.9 Tn = R 2m+I(S(l) 1 •.• 1 S(Zm+ll), onde Rzm+l 

é altamente regular e não-triviaL Ainda, 'r:/i = I, 2, ... , 2m+ I, SUl é transitivo uma 

vez que nenhum 3-ciclo está contido em S{i) (pois seria conado). Logo, vale 4). 

4) ==::} 1) Se R2m+1 = R1 , Tn é transitivo e 1) vale. Se Rzm+I é não é trivial, seja w E Tn 
e Tn_ 1 = T- w. w está incluso em, por exemplo S(Zm+1l. Temos dois casos: 

1. S(Zm+l)- W -::f; (/J. Então Tn-1 = R2m+I(S(ll, ... ,S(2m+l)- w). Logo, Tn-1 é 

hamiltoniano e a componente S(Zm+I) é transitiva. 

2. S(Zm+l) - W = 0. 

-Sem= 1, Tn_ 1 = R2 (S(l), S(2l) e essa decomposição é transitiva, pois S(l) e S(2l 

são transitivas e Sl1l ----t S(2). 

-Sem > 1, Tn-1 = Rzm-1(S(ll, stzJ, ... , stm-rJ, slmlustm+rJ, S(m+2l, ... , S(2m-1J) 

onde R2m+l é altamente regular e SlmJ u stm+Il é transitiva, uma vez que stml 

e S(m+r) são transitivas e S(m)----+ S(m+IJ. Logo, todo torneio de ordem (n -I) 

é hamiltoniano ou transitivo e satisfaz 4). Extendendo aos subtorneios de ordem 

n- 2, n- 3, ... tenho o resultado. 

3.4 Ciclos conados e não-conados em digrafos 

Podemos extender o conceito de ciclo conado naturalmente de torneios para digrafos: 

Definição 3.4.1 D' subdigrafo de D é conado por v (v é pzco de D) se ::lv E D- D' 

t. q. v => D' ou D' =:>- v. D' é não conado se V v E D- D' a propriedade não é satisfeita. 

Lembremos que: 

Observação 3.4.2 A notação A =:>- B é utilizada quando 'r:/ v E A, u E E tenho que 

v ----+ u e para nenhum vértice de A ou B a relação em direção contrária ocorre. 

Observação 3.4.3 Se Qm(S(lJ 1 ••• ,S(ml) é quociente de Dn então Qm é isomorfo a 

um subdigrafo de Dw 

Observação 3.4.4 'r:!Dn existe um único quociente simples relacionado. 

Observação 3.4.5 Dn não é hamiltoniano se, e somente se, T2 não é seu quociente 

(com arco simples). 
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3.4.1 Diferença cíclica em um digrafo semicompleto 

Para o restante deste trabalho, a menos de menção em contrário explícita, estaremos 

denotando Dn como um digrafo semicompleto hamiltoniano de ordem n. 

Definição 3.4.6 Um vértice v de Dn é um vértice neutra! de Dn se Dn- v é hamil

toniano. O número de vértices neutrais de Dn é denotado por v(Dn)-

Observação 3.4.7 v(Dn) é o número de subdzgrafos hamiltonianos de ordem n-1. Em 

Dn (n 2: 4) existem pelo menos 2 e no máximo n subdigrafos de ordem n-1. Então 

2 ::; v(Dn) S n para n 2: 4. Esta observação vale para torneios e pode ser exten

dida naturalmente para di grafos hamilton ia nos em geral (a existência de arcos duplos 

aumenta o número possível de vértices neutrais). 

Proposição 3.4.8 Dn(n 2: 5) é hamiltoniano se, e somente se, existe um m-ciclo 

não-conado C, onde 2 ::; m ::; n- 2. 

Dem.: 

(:::::::}) Seja Dn digrafo semi completo hamiltoniano e v um vértice neutral de Dn. Como 

Dn - v tem ordem maior ou igual a 4, possui pelo menos dois vértices neutrais w1 

e wz (pela observação anterior). Dessa forma os subdigrafos Dn- v, Dn- {v,wd e 

Dn - {v, w2} são harniltonianos. Suponha por absurdo que os dois subdigrafos Dn -

{v, w1} e Dn- {v, wz} são conados. Então W1 não pode conar Dn- {v, w1}, pois senão 

Dn- {ü•,w2 } é não-hamiltoniano. Analogamente, w2 não pode conar Dn- {v,w2 }. 

Mas então tenho que v co na tanto Dn- {v, wi} quanto Dn- {v, wz} e portanto v cana 

Dn- ·v. Contradição pois teria Dn = T2 (Dn - v, {v}). Logo, pelo menos um desses 

dois n - 2-ciclos de Dn é não-conado e portanto existe um m-ciclo não-conado C, onde 

2 -:::;; m < n- 2. 

( {::::::::) Suponha por absurdo que Dn não é hamiltoniano. Então seu quociente simples é 

T2 (com arco simples). Logo1 cada ciclo de Dn está em uma das duas componentes de 

T2 e portanto é conado. Contradição com a existência de um m-ciclo não-conado. 

Observação 3.4.9 Ao observarmos os tornezos D 3 e D 4 , observamos que eles contém 

m-ciclos não conados, mas a condição m ::; n- 2 não é satisfeita. 

Definição 3.4.10 Se C é um ciclo não-conado de Dn, Pc = V(Dn)- 1/(C) consiste 

de vértzces neutrais de Dn, que são chamados pólos de C. 

Definição 3.4.11 Um ciclo não-conado C de Dn é minimal se cada ciclo C' tal que 

V(C') C V(C), é conado por pelo menos um vértice de Dn. 
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Definição 3.4.12 Um ciclo minimal é dito característico se possue o menor compri

mento entre os ciclos minimais. O comprimento de um ciclo característico é chamado 

de característica cíclica de Dn e é denotado por cc(Dn). A diferença n ~ cc(Dn) é a 

diferença cíclica de Dn e denotada por cd(Dn)· 

Observação 3.4.13 Se C é um ciclo característico de Dn, então cd(Dn) = IPc[. 

3.4.2 Partição dos digrafos semicompletos hamiltonianos 

Proposição 3.4.14 Um vértice v de Dn é neutral se, e somente se, existe um czclo 

minímal C de Dn tal que v E Pc. 

Dem.: 

Se v é neutral, então Dn -v é hamiltoniano e, em particular, não-conado. Seja então 

C ciclo minimal de Dn em Dn - v (que existe, nem que seja o próprio Dn - v). Então 

v E Pc. Se v E Pc, para algum C ciclo minimal, então por definição v é neutral. 

Observação 3.4.15 Se v é um vértice neutral de Dn, em geral não existe ciclo carac

terístico C tal que v E Pc. 

Corolário 3.4.16 O conjunto de vértices neutrais de Dn é a umão dos conjuntos de 

pólos dos ciclos minimais de Dn. Então cd(Dn) s; v(Dn)· 

Proposição 3.4.17 cd(Dn) = v(Dn) se, e somente se, existe um único ciclo minimal 

em Dn (o ciclo característico}. 

Dem.: 
Se cd(Dn) = v(Dn), suponha que existem C e C' ciclos minimais, e seja C o carac

terístico. Então I Fel = cd(Dn) = v(Dn)· Em particular os pólos de C são os vértices 

neutrais de Dn- Mas C' é outro ciclo minimal e então existe u E Pc' tal que u tJ. Pc. 

Como u é neutral fora de Pc temos uma contradição. Reciprocamente se existe um 

único ciclo minimal o resultado é satisfeito observando-se a proposição 3.4.14. 

Proposição 3.4.18 Se Dn = n:n(s(l>, S(2l, ... , s<ml) de m di grafos S(tl com quociente 

n:n, então cc(Dn) = cc(D:n). 

Dem.: 
Seja C um r-ciclo não-conado de Dn. Como C é não conado, os r vértices de C são 

elementos de componentes diferentes S(i) em D'rr,. Reciprocamente, como todo quociente 
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de um digrafo T é isomorfo a um subdigrafo de T, seja D~ um subdigrafo de Dn isomorfo 

a D'm. Então a imagem em D~ de um m-ciclo não-conado de D'm é um m-ciclo não

conado de Dn· Dessa forma os ciclos não conados de Dn e D'm estão em correspondência 

1-1 e portanto cc(Dn) = cc(D:,). 

Proposição 3.4.19 Se Dn = D'm(S(l), ... , S(ml), então v é um vértice neutral de Dn 

se, e somente se, v está em uma componente não-singleton (formada por apenas um 

vértice) ou p(v) é um vértice neutra! de D'm_, onde pé a projeção canônica. 

Dem.: 

Seja v vértice neutral de Dn e suponha que v está numa componente singleton de D'm. 

Então p( v) é vértice de D'm. Como v é neutral, existe C ciclo minirnal de Dn tal que 

v E Pc. Mas então p(v) E Pp(C) e p(v) é vértice neutral de D'm_. Reciprocamente, se 

p(v) é um vértice neutral de D'm certamente será de Dn. Se v está numa componente 

não-singleton de n:n_ então Dn- v tem a mesma decomposição o:n_, hamiltoniana. Logo, 

Dn- v será hamíltoniano e portanto v é vértice neutral de Dn. 

Proposição 3.4.20 Seja D'm um subdigrafo semicompleto hamiltoniano de Dn- Então 

cd(D:,) 5 cd(Dn) 

Dem.: 

Sendo cd(Dn) = n- cc(Dn), é equivalente mostrar a desigualdade cc(D~) ;:=: cc(Dn)

n+m. 

1. Suponha primeiro quem= n- 1 e então mostremos que cc(D~_ 1 ) 2: cc(Dn)- L 

Seja h= cc(D~_ 1 ) e C h um ciclo característico em D~_ 1 = Dn- v. Se v não cana 

C h então C h também é um ciclo não-conado em Dn- Logo, cc(D~_ 1 ) 2: cc(Dn) > 
cc(Dn) -1. Se v corra C h, como Dn é hamiltoniano, existe w E V(D~_ 1 )- V(Ch) 

tal que v não cana< V(Ch) U {w} >.Além disso como w não cana C h, podemos 

construir um ciclo de ordem h+ 1 passando por C h e w, que não é conado em Dn. 

Logo, cc(D~_ 1 ) 2: cc(Dn) - 1. 

2. Suponha então que 2 ::; m ::; n- L Temos duas possibilidades: 

Temos uma cadeia tal que V(D:,) c V(D;,+,) c ... c V(Dn) de subdigrafos 
hamiltonianos de Dn, e então posso aplicar o procedimento anterior repetida

mente e obter cc(D~) ;:: cc(Dn) - n + m. Senão, existe D~ digrafo harniltoni

ano com V(D:,) C V(D:,+l) C ... C V(D;) C V(D,+l) C ... C V(Dn) com 

D'm_, ... , D~ sudigrafos hamiltonianos e D~+l não hamiltoniano. Dessa forma D~ 
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é conado por todos os vértices {x1 , ... ,Xn-s} e posso fazer a composição Dn = 

D~-s+1 (x1, ... , Xn-s, D~). Mas então cc(Dn) = cc(D~-s+ 1 ), pela proposição 3.4.18 

e por sua vez cc(D~-s+l) < n- s pela proposição 3.4.8. Logo, cc(Dn)- n + m < 
-s + m < cc(D~)- s + m ~ cc(D~..), com a última desigualdade vindo do caso 1) 

anterior. 

Observação 3.4.21 Se definirmos um ciclo característico como um ciclo minimal com 

comprimento máximo, uma proposição similar a 3.4.18 vale, mas não com uma pro

priedade como em 3.4.20. 

Corolário 3.4.22 Se C é um ciclo característico de Dn e v E Pc é um pólo de C, 

então cd(Dn) 2: cd(Dn- v) 2: cd(Dn)- 1. 

Dem.: 

Pela proposição 3.4.20 temos que cd(Dn) 2: cd(Dn- v). Vejamos a outra desigualdade: 

Como v E Pc, C é não-conado em Dn- v (caso contrário, seria conado em Dn)· Mas 

então cc(Dn- v) <; cc(Dn) =I C I. Logo, n- 1- cc(Dn- v) 2: n- 1- cc(Dn). Como 

n-1-cc(Dn -v) = cd(Dn -v) e n-cc(Dn) = cd(Dn), temos que cd(Dn-V) 2: cd(Dn)-1. 

Proposição 3.4.23 Seja D'm um subdigrafo semicompleto hamiltoniano de Dn· Então 

v(D;,) <; v(Dn) 

Dem.: 

Primeiramente suponha quem= n -1 e que ué vértice neutral de Dn-l = Dn- v, mas 

não é de Dn· Então Dn -u não é hamiltoniano e portanto é da forma T2 (S(l), S(2 l). Uma 

dessas componentes deve ser {v}, senão Dn- {u, v} não é hamiltoniano, contrariando 

o fato de u ser seu vértice neutral de Dn -v. Temos então duas possibilidades: u ---;. 

v ---;. Dn- {u. v} ou Dn - { u, v} ---+ ·v ---+ u, levando em consideraçào que v nào cona 

Dn - v. Seja vl vértice neutral de Dn - v diferente de u. Pelas possibilidades acima, v 

não pode conar Dn - { U1
, v} e então u' é vértice neutra} de Dn (posso extender o ciclo 

passante em Dn - {'u', v} por v e fazer Dn - U
1 hamiltoniano). Logo, existe no máximo 

um vértice neutral de Dn-1 que não é neutral de Dn. Como v é vértice neutral de Dn 

que não é de Dn- v, v(D~_ 1 ) :S v(Dn). 

No caso geral, se temos uma cadeia tal que D'm c D'm+I c . . . C Dn de sub

digrafos hamiltonianos, posso aplicar o procedimento anterior repetidamente e obter 

v(D~) ~ v(Dn)· Senão, como na demonstração da proposição 3.4.20, existe D~ di

grafo hamiltoniano com D'm C D'm+l C ... C D~ C T8+1 C ... C Dn e tal que 

Dn = D~-s+1 (x~> ... , Xn-s, D~). Mas então v(D:U) ~ v(D~) :S v(Dn), pela proposição 

3.4.19, uma vez que D~ é uma componente de Dn· 
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3.5 Apêndice 

Seja Tn torneio de ordem n. Os torneios de Moon são aqueles em que todos os 

subtorneios são transitivos ou hamiltonianos. Claramente um subtorneio de um torneio 

de Moon é de Moon (ou de tipo Moon). Foi demonstrado que é possível verificar se 

um torneio é ou não de tipo :l\iloon analisando-se seus 5-subtorneios hamiltonianos. Se 

todos forem de Moon, então o torneio original também é. Mais ainda, observando-se o 

teorema 3.3.11 é possível verificar se o torneio é de Moon através de seus 4-subtorneios. 

Exemplo 3.5.1 O torneio T8 abaíxo é um exemplo de torneio de Moon. 

• Seus 4 subtomeios são todos de Moon. Por exemplo: 

< v1, v2, v6, vs > é hamiltoniano e seus subtomeios são < v1 , v2, v6 > (hamil

toniano), < v1 ,v2 ,v8 > (transitivo), < vr,v6 ,v8 > (transitivo), < v2 ,v6 ,v8 > 
{hamiltoniano) 

< v5 , v6 , v7 , v8 > é transitivo e seus subtorneios são < v5 , ve, V7 > (transitivo), 

< v5 , v6 , v8 > (transitivo}, < v5, v7, v8 > (transitivo) e v6 , v7 ,. v8 > (transitivo). 

• Seus 5 subtorneios hamiltonianos são de Moon. Por exemplo: 

< v 1,v3,'v5 ,ve,vs >é hamiltoniano e seus 4-subtorneios são< v1 ,·v3,v5 ,ve > 
(hamiltoniano), < v1 , v3 , v5 , v8 > (hamiltoniano), < v1 , v3 , Ve, Vs > {hamiltoni

ano), < vl> v5, v6 , v8 > {hamiltoniano) e< v3 , v5 , v6 , v8 > (hamiltoniano). 

Já em [15] os torneios de Moon foram caracterizados como uma composição de dois 

torneios transitivos. Se Tn é um torneio de Moon, então Tn = {Trp, Trq}, onde Trp é o 

maior subtorneio transitivo de Tn e Trq = TrP_ 1 (X1 , X2 , ... ,Xp_1) é um torneio transi

tivo de ordem q formado por componentes transitivas X1 , X2 , ••• , Xp-l (que podem ser 

vazias) de vértices de Tn- Trp e tal que os vértices a1 , a2 , .•. , ap de Trp se relacionam 

com vértices de Xi da seguinte maneira: 

at ---+v 'Vv E Xj e 'Vj = 1,2, ... , i- 1 
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v --+ai 'r/v E Xj e 'r/j =i, i + 1, ... , p ~ 1 

O diagrama a seguir representa essas relações no torneio de Moon T8 do exemplo 

anterior: 

x, x3 0) 0) 

a1- az--- as- a4--- as 

Além disso, valem as seguintes desigualdades sobre a ordem das componentes Xi: 

IX,I+IX,I+ ... IX;I :<;i, 'ti=l,2, ... ,p-l; 

IXp-!I+IXp-21+ .IX;I :<;p-i, lfi=l,2, ... ,p-1; 

E possível demonstrar que um torneio de Moon de ordem n está completamente deter

minado sabendo-se o número de vértices nas componentes Xi. O torneio Tn é descrito 

então com a notação Tn = [np_1, np_z, ... , n1], onde ni = IX; I é uma letra de Tn e a 

expressão [np-l) np-z, ... , nt] é a palavra relacionada a Tw 
Uma das propriedades mais valiosas dos torneios de Moon vem do fato dos mes

mos (com duas exceções) serem reconstrutíveis. Considerando-se a descrição obtida na 

proposição 3.3.11 e os resultados do capítulo anterior obtemos que os torneios de Moon 

são simplesmente desconexos e que portanto ternos um grande número de torneios sim

plesmente desconexos reconstrutíveis, nos dando a dimensão do papel que representam 

no decorrer do estudo do problema da reconstrução. Mais do que isso, Paolo Vito

lo demonstrou que os torneios simplesmente desconexos (com algumas exceções para 

ordem menor ou igual a 7) são reconstrutíveis. 
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Capítulo 4 

Exemplos e aplicações 

4.1 Ciclos característicos e minimais em digrafos 

a) Seja D5 o digrafo semicompleto hamiltoniano: 

• O digrafo não é um torneio, pois possui arcos duplos. 

• O ciclo C:< v1 , v2, vs, v4, vs >é ciclo passante. 

• Todos os vértices são neutrais. 

• O 3-ciclo < v1 , Vz, Vs >~AO é conado, pois ü's ----+ Vt, Vs ----+ t-'2, Vs ----+ Vs, 

mas não tenho v5 =?-< v1 , vz, V3 >,uma vez que v2-+ v5 e vr ----+ V5. 

• Os 3-ciclos < v3 , ü·4 , v5 > e < v2 , v4 , v5 > são ciclos minimais. Em < 
v2 , v4 , v5 >, temos que < v2 , v5 >:::::} Vs. 

• v1 ++ v 3 não é conado, pois apesar de v5 ---+ v1 ++ vs, v1 ---+ Vs- Logo, 

v1 ++ v3 é o ciclo característico. 
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• Para este exemplo cc(D5 ) = 2, cd(Dn) = 3 e v(D5) = 5. 

• Quando um digrafo Dn tem apenas um único ciclo minimal ele é chamado 

de normal. David e Demaria e Cosimo Guido demonstraram em 1990 ([11]) 

que os TORNEIOS normais são reconstrutíveis (veja apêndice). Nesse caso, 

cd(Dn) = v(Dn). 

b) Considere o torneio hamiltoniano H6 : 

• Todos os vértices são neutrais. 

• H6 não posssui 4,5-ciclos minimais. 

• Os 3-ciclos conados são< v1, v2, V6 >e< v1 , V3, v4 >e os 3-ciclos não-conados 

são < v1, v2, v4 >, < vb v3, Vs >, < v2, v4, Vs >, < v2, v3, Vs > e < V4, vs, v5 >. 
Os 3-ciclos não-conados são os ciclos característicos. 

• Pela observação anterior, cc(H6) = cd(H6 ) = 3. 

4.2 Variações do torneio transitivo 

Definição 4.2.1 Seja o torneio obtido a partir de Tr m pela inversão do arco entre v1 

e Vm e manutenção dos demais. Denominamos por torneio quase-transitivo e usamos 

a notação ATrm ao torneio assim obtido. 

Esse torneio ATrm será então hamiltoniano. Além disso, V 2 ~ i,j ~ n -l, i i- j 

tenho: 

t'l ---+ Vj 

e portanto os 3-ciclos < v1 , Vi, Vm > são não-conados. Dessa forma, cc(ATrm) = 3 para 

todo n. 

43 



v1-v2- ... 
Diagrama do torneio transitivo Trm 

v1-v2-

Diagrama do torneio quase-transitivo ATr m 

Observação 4.2.2 'r:/ n 2: 4, se algum dos arcos de Tr m vi -t Vj for trocado por 

vi --+ vi, i i= 1, o torneio resultante não é hamiltoniano, ao contrário do que ocorre 

com ATrm. 

Definição 4.2.3 Denotaremos por DTr m ao digrafo obtido pela substituição do arco 

v1 --+ Vm por v1 H Vm de Tr m e manutenção dos demais. Para todo 2 :S i ::; n ~ 1, 

v1 --+vi --+ Vm ===? o 2-ciclo Vl +--t Vm é não-conado e então cc(DTr m) = 2, para todo 

m. 

O digrafo DTrm: 

Do mesmo modo que para ATr m essa substituição dos arcos em um vértice qualquer 

leva a resultados diferentes: 

Observação 4.2.4 V n ;::: 4, se algum dos arcos de Trm for substituído de Vi --+ Vj, 

i# 1,j # m, por Vi B Vj o di grafo resultante não será hamiltonzano. 

Se trocarmos um dos arcos Vi ----t Vj, com 1 < j- i< n -1, por vi --+vi o digrafo 

resultante ainda não será hamiltoniano. 

Agora, se substituirmos todos os arcos Vi--+ t'i+L 1 < j- i< n -1, por vi H vi+b 

o digrafo resultante é hamiltoniano, com cc(Dn) = 2. 
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Capítulo 5 

Classificação dos Digrafos 

Semicompletos Hamiltonianos 

5.1 Resumo 

Apresentaremos o teorema de classificação que é o objetivo matar deste trabalho. 

Trataremos ainda de algumas aplicações e do estudo dos digrafos com diferença cíclica 

máxima. No apêndice apresentaremos os torneios normais que tem uma classificação 

obtida como aplicação dos resultados ora apresentados. A extensão para digrafos semi

completos dos resultados obtidos para estes torneios normais é objeto de interesse de 

pesquisa posterior. 

5 .2 O teorema de classificação 

O torneio bineutral surge na decomposição dos digrafos semicompletos e dos torneios 

normais de modo a desempenhar um papel ímpar na classificação destes objetos: 

Definição 5.2.1 O torneio An(n 2:: 4) com conjunto de vértices V(An) = {x1, ... , Xn} 

e conjunto de arestas E(An) = {(xi,Xj)lj <i -1 ou j =i+ 1} contém os dois únicos 

vértices neutrais x1 , Xn e é chamado torneio bineutral de ordem n. 

Exemplo 5.2.2 Os 3 primeiros torneios abaixo são bineutrais de ordem 4,5,6. No 

último exemplo temos o torneio H~ obtido a partir do bineutral pela inversão de orien

tação entre os vértices x2 e x 5 . 
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v, 

Em 1975, Las Vergnas mostrou que o torneio bineutral An é o único torneio com 
dois vértices neutrais para cada n 2: 7. 

Proposição 5.2.3 Para cada n 2: 5, o torneio bineutral An tem diferença cíclica 2 e 

contém o único ciclo minimal X2, X3, ... , Xn-1, X2-

Dem.: 

Por indução. Para n = 5, basta observar em A5 que x 2 , x 3 , x 4 , x 2 é o único ciclo minimal. 

Então, cd(A5 ) = 2. Suponha o resultado válido para n - 1 e seja An obtido de An-1 

pela inclusão do vértice Xn sucedendo Xn-I e precedendo Xi, Vi= 1, ... , n- 2. Em An, 

todos os (n- 3)ciclos são conados. De fato, temos apenas 2: x2 , ... , Xn-2, X2, conado 

por Xn, e o único que contém Xn, x4 , xs, ... , Xn, x4 , que é conado por x1. Além disso, o 

(n - 2)~ciclo x 2 , x3 , ... , Xn-l, X2 é o único (n- 2)-ciclo não conado. Logo, cd(An) = 2. 

Estamos preparados então para apresentar o teorema da classificação que decorre 

rapidamente dos resultados anteriores. 

Teorema 5.2.4 (Classificação dos Digrafos Semicompletos Hamiltonianos) Seja 

Dn (n ::0: 5) um digrafo semicompleto hamiltoniano de ordem n. Então 2 :.:; cd(Dn) :.:; 

n-2 (2 ~ cc(Dn) _:::; n-2), onde cd(Dn) é a diferença cíclica e cc(Dn) é a característica 

cíclica de Dn. Além disso, para cada n ::0: 5 e para cada h tal que 2 -:;_ h :.:; n- 2, existem 

di grafos semi completos hamiltonianos Dn com cd( Dn) = h. 
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Dem.: 

A primeira parte decorre da proposição 3.4.8. Em contrapartida, para n 2: 5 e h = 2, 

An satisfaz cd(An) = 2, por 5.2.3. Para cada 2 < h ::::; n- 3 seja então V(An-h+2) = 

{ X1, ... 1 Xn-h+2}, onde An-h+2 é bineutral e Dn = An-h+2(Th-1, x2, ... , Xn-h+2), onde 

substituo x1 por Th-l transitivo qualquer. Então cc(An-h+2 ) = n -h = cc(Dn), pela 

proposição 3.4.18. Dessa forma, cd(Dn) =h e Dn é o digrafo procurado. 

Se h= n- 2, seja Dn o digrafo DTrn, com cc(DTrn) = 2 e cd(DTrn) = n- 2. 

Observação 5.2.5 Podemos obter um torneio hamiltoniano simples Hn com cd(Hn) = 

h a partir de An, revertendo o arco (xi, Xi+h-d para cada i 2: 3 e h 2: 3 tal que 

i + h ::; n - 1. Logo, para cada h existem torneios simples Hn com cd( Hn) = h 2: 4. É 
possível construir torneios simples com cd(Hn) = 3 

Lembrando que um torneio é simplesmente desconexo se, e somente se, todo 3-ciclo 

é não-conado, então os torneios simplesmente desconexos têm característica cíclica 3. 

Como corolário temos a classificação de todos os digrafos semicompletos hamiltonianos, 

para todo n. 

Corolário 5.2.6 A coleção 'Dn,h = {Dn:digrafos com cd(Dn) = h}, para cada n 2: 

5 e para cada h tal que 2 ::; h S. n - 2 é uma partição do conjuntos dos digrafos 

semicompletos hamiltonianos com n 2: 5. Basta adicíonar os casos n=2, 3 e 4 para 

obter uma partição dos digrafos semicompletos hamiltonianos. 

5.3 Digrafos normais com diferença cíclica máxima 

Um digrafo D de ordem n tem diferença cíclica máxima se cd(Dn) = n- 2. Equivalen

temente cc(Dn) = 2. Estudemos um pouco esses digrafos e seja então Dn com diferença 

cíclica máxima. Então Dn possui (pelo menos) um 2-ciclo. Suponha ainda que esse 

digrafo seja normal (com apenas um ciclo minimal, o característico) e denotemos por 

C : a1 B a2 o ciclo característico de Dn· 
Podemos escrever o digrafo como Dn =< x1 , x2 , ... , Xn-2 1 a 1 , a2 >,onde o conjunto 

P dos pólos de Dn é P = {x 1,x2 , ... ,Xn-2} = Pc, com IPcl = v(Dn) = n- 2. Já os 

vértices a 1 e a2 são os únicos vértices não~neutrais de Dn. 

Enumeremos P de maneira que P: x 1 ....__....,). x 2 ---+ ... --+ Xn_ 2 . Como cada xi é um 

pólo C, Xi não cana o ciclo a 1 B a2 . Além disso, se a 1 --+ Xi não posso ter X1 +-+ a2 , 

pois senão o ciclo Xi B a2 será um novo ciclo característico. Do mesmo modo não posso 
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ter a 1 +--- xi +-+ a2 , a 1 ++ xi --+ a2 , a1 ++ xi +--- a2 e a 1 B x; ++ az. Dessa forma as 

adjacências entre xz e a1 e a2 só podem ser do tipo; 

Suponha agora que (a menos de uma inversão na numeração de a1 e a2) temos 

a1 --+ x 1 --+ a2. Se a2 -----+ Xn- 2 -----+ a11 o (n- 1)-ciclo a1 -----+ X1 -----+ xz ---+ ... ---+ 
Xn- 2 ----+ a 1 contradiz o fato de a2 não ser vértice neutral. Dessa forma tenho que ter 

a relação a 1 ----+ Xn- 2 ----+ a2 . Posso repetir esse procedimento utilizando essa nova 

relação para xz e Xn-3 e assim por diante, obtendo que V i = 1, 2, ... , n - 2 vale a 

relação a1 --+ xt ---+ a2 • 

Para a obtenção da decomposição do conjunto dos pólos de um digrafo normal 

utilizamos a condensação de um digrafo que é trivial caso ele seja hamiltoniano: 

Definição 5.3.1 SeJa Dn (n 2: 2) um digrafo. A condensação de Dn é o quociente 

transitivo Trj U ~ 2), com as componentes S(i) fortes (hamiltonianas) tais que Dn = 

Trj(Si11, ... , SUl). 

Observação 5.3.2 Qualquer outra componente transitiva de Dn é obtida pela união de 

algumas componentes fortes consecutivas, logo a condensação de Dn é o maior quociente 

transitivo de Dn. 

Observação 5.3.3 A condensação para os digrafos e suas relações foram estudadas 

por Harary em [18}. 

Consideremos então o conjunto dos pólos P como a condensação (com componentes 

hamiltonianas maximais) 

de modo que a1 ---+ P ----+ a2 pelas observações acima. 

Para a obtenção da condensação, se P for hamiltoniano então h = 1 e temos o ciclo 

x 1 ----+ x 2 ----+ ... Xn~ 2 ----+ x1. Se P não for hamiltoniano então h :;::: 2 e 

S (j) \1 . l ? h a1 ----+ ----+ a2 J = 1 ~, ••• 1 • 

Esses resultados podem ser sistematizados numa caracterização dos digrafos semi

completos hamiltonianos normais com diferença cíclica máxima: 

Teorema 5.3.4 Seja Dn um digrafo semicompleto hamiltoniano com cd(Dn) = n- 2 

(cc(Dn) = 2). Então Dn é normal se, e somente se, Dn tem um único ciclo característico 

a 1 +-+ az satisfazendo as seguintes condições: 
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a}os vértices a1 e a2 são os únicos vértices não-neutrais; 

b}o subdigrafo P gerado pelos pólos de C é tal que 

P = Trh(sl'l, si'J, ... , sihJ) 

onde Trh é a condensação de P em Dn; 

c)os vértices a1 e a2 tem as seguintes adjacências em relação aos outros vértices: 

S(j) w . - 1 2 h a1 --+ --+ a2 v J - , , ... , . 

Caso cada componente maximal SUl seja formada por apenas um vértice então 

(adicionando-se as relações de a1 e a2 ) Dn é o digrafo semicompleto DTrn obtido do 

torneio transitivo Trn pela adição de um arco extra entre o transmissor e o receptor. 

Neste caso a1 é identificado com o transmissor e a2 com o receptor. 

5.4 Apêndice 

Os torneios normais são aqueles que possuem um único ciclo minimal, que será o ciclo 

característico. Equivalentemente, Hn é normal se, e somente se, cd(Hn) = v(Hn). 

Observamos ainda que num torneio normal o conjunto dos vértices neutros do ciclo 

minimal é também o conjunto dos pólos associados ao ciclo característico. 

Em [10] Demaria e Gianella mostraram que é possível obter uma caracterização 

estrutural dos torneios normais com cc(Hn) = 3 e cc(Hn) 2: 4. Em particular vale o 

teorema: 

Teorema 5.4.1 Hn é normal se, e somente se, 

1. Hn possui Ak (k 2: 4) ou H3 = A3 {3-ciclo) como torneio minimal; 

2. As adjacências entre os vértices de Ak e os pólos em Hn - Ak satisfazem certa 

propriedade; 

3. O subtorneio Pn-k dos pólos é não-hamiltoniano e permite uma composição tran

sitiva. 

Com a composição canônica de Pn-k (transitiva) é demonstrado que dois torneios 

normais são isomorfos se, e somente se, tem a mesma composição e característica cíclica. 

Além disso 1 é demonstrado em outros trabalhos que a classe dos torneios normais 

contém: 
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1. Os torneios f3n, que contém o menor número (n- 2) de 3-ciclos e são diferentes 

da composição de 2 singletons e um torneio transitivo como 3-ciclo; 

2. Os quocientes simples Qm dos torneios hamiltonianos Dn (torneios de Douglas) 

que admitem exatamente um ciclo hamiltoniano. 

5.4.1 Torneios Normais e sua Decomposição 

Temos as definições de ciclo característico, minimal e pólos também para subtorneios 

(e mais geralmente para digrafos) hamiltonianos Hm de Hn usando os ciclos geradores 

de Hm· 

Os resultados a seguir estão em [11] e suas demonstrações serão omitidas aqui. Em 

particular os torneios bineutrais estão intrisicamente ligados aos torneios normais em 

geral. 

Proposição 5.4.2 Seja Hn um torneio normal de ordem n, cd(Hn) =h, cc(Hn) = k. 

O subtornew característico H~ de Hn ou é Ak (k ~ 4) ou o 3-ciclo, k = 3. 

Teorema 5.4.3 Seja Hn torneio hamiltoniano, cc(Hn) 2: 5 e tendo o bineutml Am 

(m 2: õ) como subtorneio minimal. Então a1 e am de Am não são neutrais de Hn se, 

somente se, 

1. Pn-m dos pólos de Am não é hamiltoniano; Então se Pn-m =Trj(S(1 l, ... ,sUl), 

(j 2: 2), Slil hamiltoniano vale que: (Am-ai) --+ S(ll --+ a1 ; am --+SUl --+ 
(Am-am). 

Decorre do teorema 5.4.3 a observação (que será melhor entendida na próxima sub

seção) de que as componentes T(O) e T(k) do subtorneio Pn-k dos pólos são não-vazias. 

Teorema 5.4.4 (Caracterização Gráfica) SeJa Hn um torneio hamiltoniano de or

dem n e com cc(Hn) ~ 4. Hn é normal se, e somente se, as seguintes condições são 

válidas: 

1. Hn tem um bineutral Ak como subtorneio minimal; 

2 S . P - H A · - T • (Pi'l pl21 piJI) . eJa n-k - n - k e a composzçao rj 1 , ••• , dada
1 

onde p(i) 

(i = 1, 2 .... , j) são as componentes fortes de Pn-k. Então: 

(A,- a1 ) ---+ plll ---+ a1 ; a,---+ piJI---+ (Ak- a,) 

3. Não existe nenhum caminho C : a.,. ----7 x(I) --7 x(2) ----7 ... --+ x(q) --+ as, tal 
li que a.,., as E Ak, r+ 1 < s, x z E Pn-k, (i= 1, 2, ... , q), 1::; q::; n- k. 
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5.4.2 Torneios normais de característica cíclica 3 

Teorema 5.4.5 Um torneio hamiltoniano H, com cc(H,.,) = 3 é normal se, e somente 

se, Hn tem um ciclo característico C : a1 ----t a2 ----r as -------+ a1, satisfazendo as 

seguintes condições (rotacionando os índices, se necessário): 

1. os pólos associados a C são dos tipos x, x', y, y', definidos da seguinte maneira: 

(a2, a3) ---+ x----+ a1; 

(ai, as) --+ y ---t a2; 

as --+ x' ----t ( a1, a2); 

a2 ----t Y1 ----+ (ai, as); 

2. O subtorneio Pn-s dos pólos associados a C não é hamiltoniano; 

3. Pn-3 possui a seguinte composição Pn-3 = Tr4(T(o), y(l), T(2), T(3l), onde: 

y(o) é formado por pólos do tipo x; 

y(I) é formado por· pólos do tipo x, x', y; 

T(2) é formado por pólos do tipo x, x', y'; 

y(J) é formado por pólos do tipo x'. 

e as componentes T(l) e T(2) podem ser vazias. 

5.4.3 Caracterização estrutural dos torneios normais 

Lema 5.4.6 Seja Hk+3 um torneio normal com diferença cíclica 3, Ak seu subtorneio 

característico e Trj(x, z, x') o sub torneio dos pólos. Então o sub torneio< Aku{ x, x'} > 
é isomorfo a Ak+2 • Além disso, temos as seguintes 2k-2 possWüidades de adjacência 

entre z e Ak: 

Definição 5.4. 7 O pólo z é de tipo i e classe 1 ou classe 2 e denotado por X i ou Yi, se 

as adjacências são dadas pelas condições 1) e 2) do lema anterior. Podemos ver isso 

em detalhes. 

Proposição 5.4.8 (Regras de adjacência entre os pólos) Sob as condições da defi

nição 5.4. 7, sejam xi e xj dois pólos de classe 1 e tipo i e j respectivamente e sejam Yi 

e y;. dois pólos de classe 2 e tipos i e j respectivamente. 

Então as seguintes condições valem: 
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i) Sexi ---+xj, entãoj=1,2, ... ,i+2, í.e. j :Si+2; 

ii) Se Yi---+ yj, então j = 1, 2, ... , i, i. e. j :Si; 

iii} Se xi---+ yj, então j = 1, 2, ... , i+ 1, i. e. j ~i+ 1; 

iv) Se Yi ---+ xj, então j = 1, 2, ... , i+ 1, i. e. ) ::; i+ l. 

O próximo resultado decorre dos anteriores apresentados e fornece então uma car

acterização dos torneios normais descrevendo as possibilidades de adjacência para os 

vértice de Pn-k· 

Teorema 5.4.9 (Caracterização estrutural) Um torneio Hn é normal se, e so

mente se, as seguintes condições são verdadeiras para Hn: 

1. Hn possui um bineutral Ak (k ;:::: 4) ou o 3-ciclo (H3 

mini mal; 

As) como subtorneio 

2. Os pólos associados a Ak são de {k-1) tipos de classe 1 (x1 , x 2, ... , Xk-l) e de 

{k-1) tipos de classe 2 (y1, y2 , ... , Yk- 1), considerados na definição 5.4. 1; 

3. O sub torneio Pn-k dos pólos têm a seguinte composição Pn-k = Trk+l (T(O), y(I), ... , y(kl), 

onde: 

y(o) é formado por pólos do tipo x 1; 

T(ll é formado por pólos do tipo x1,x2;y1; 

T(2) é formado por pólos do tipo x 1 , x2, XsiY2i 

T(i) é formado por pólos do tzpo X;-I,X;, Xi+liY;i 

T(k-2) é formado por pólos do tipo XJ;;-3, Xk-2, Xk-liYk-2; 

y(k-l) é formado por pólos do tipo Xk-2,Xk-l,"Yk-li 

T(k) é formado por pólos do tipo Xk-Ii 

e cada componente diferente de T(o) e T(k) pode ser vazia ou não. 
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Apêndice A 

O Problema da reconstrução- a 

falsidade da conjectura de Frank 

Harary para os torneios 

Como foi mencionado na introdução o problema da reconstrução de um grafo foi mo

tivador, e ainda é, para a obtenção de inúmeros resultados nessa teoria. Relembremos 

que dois grafos Gn e Hn são hipomorfos se, e somente se, existe f : Gn --+ Hn bijeção 

tal que Vv E Gn, Gn- v é isomorfo a Hn- f(v). Um grafo Gn é dito recontrutível se 

para todo Hn que for hipomorfo a Gn tenho que Gn ""' Hn- Uma carta de um grafo é 

um subgrafo gerado por todo os vértices do grafo com exceção de um. Usualmente se 

refere a um grafo recontrutível como reconstrutível a partir de suas cartas. 

A ocorrência de contra-exemplos para o problema da reconstrução em torneios era 

exporádica até que Stockmeyer apresentou em [22} duas classes de torneios não recon

strutíveis. Primeiramente ele construiu o torneio An (de ordem p = 2n) definido pela 

seguinte relação entre seus vértices: 

v,---+ v,-= odd(j- i)= l(mod 4), para i of j 

onde odd( m) é o quociente ;; , sendo k o maior inteiro tal que 2k divide m. Em seguida 

contruiu o torneio Bn (de ordem 2n + 1) obtido a partir de An pela adição de um vértice 

v o tal que v o -----1- Vz: v o -------+ v 4 , ... , v o -------+ Vp e v1 --+ v o, V3 --+ V o, ... , Vp-1 ---+ V o 

e o torneio Cn (de ordem 2n + 1) obtido a partir de An pela adição de um vértice v0 

tal que Vo -------+ Vt, Vo ---+ v3, ... , Vo --+ Vp-1 e V2 ---+ Vo, V4 --+ Vo, ... , Vp -----1- Vo

Magistralmente Stockmeyer demonstrou que esses dois torneios são hipomorfos e que 

não são isomorfos para todo n 2: 1. Essa era o primeiro grupo bem determinado de 

contra-exemplos da conjectura de reconstrução para torneios (veja tabela A.l). 
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o o 1 o 1 o 1 o 1 oi 1 o 1 o 1 o 1 o 
1 o 
o 1 

1 o 
o A, 1 A, 
1 o 
o 1 

1 o 
o 1 

Tabela A.1: As matrizes de B3 e C3 em relação a .43 

Prosseguindo por um caminho semelhante Stockmeyer construiu contra-exemplos de 

ordem 2n + 2. O problema passou a ser então quais seriam os torneios reconstrutíveis? 

A busca por esses torneios prosseguiu com o estudo dos torneios de Moon hamil

tonianos, Normais, Douglas, com menor número de 3-ciclos, redutíveis, simplesmente 

desconexos1 com quociente simples normaL Todas essas classes, com algumas exceções 

em seu meio, podem ser consideradas de torneios reconstrutíveis. É objeto de interesse 

para pesquisa a extensão destes reultados obtidos para torneios aos digrafos semicom

pletos, sempre no caminho para a solução do problema geral para grafos. 
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