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Resumo

O objetivo principal deste traballko é apresentar uma classificacdo para os digrafos
semicompletos hamiltonianos, extendendo os resultados obtidos para os torneios. Para
isso utilizamos da teoria da homotopia regular de grafos de Davide C. Demaria, apresen-
tando resultados sobre torneios simplemente desconexos, a caracterizagdo de torneios
por 3-ciclos e o conceito de ciclo conado e ndo-conado para digrafos, introduzido por
Kiihl e Tironi. Com a nog¢do de ciclo minimal e caracteristico para digrafo uma classi-
ficacdo para os digrafos semicompletos hamiltonianos surge entéo naturalmente. Esses
resultados, quando encontrados para torneios, proporcionaram a obtencao de uma classe
de torneios reconstrutiveis (torneios normais) e pesquisa nesse sentido deve ser efetuada
para digrafos. Apresentamos em apéndice a matriz de um digrafo, os torneios de moon,
normais e, brevemente, o problema da reconstrugao de grafos.

The main target in this work is to present a classification for the hamiltonian semi-
complete digraphs, extending the results previously obtained for the tournaments. In
this way we apply the regular homotopy of finite directed graphs theory developed by
Davide C. Demaria, presenting results on simply disconnected tournaments, on the car-
acterization of tournaments by 3-cicles and the concept of coned and non-coned cicle
for digraphs, introduced by Kiihl and Tironi. With the notion of minimal and carac-
teristic cicle we naturally get a classification of the semicomplete hamiltonian digraphs.
These results, when used for tournaments led to a new class of reconstructible ones
(named normal) and future research on the extension of these results for digraphs in
general seems to be interesting. We present in appendixes the array of a digraph, the
tournaments of Moon, Normal and, briefly, the reconstruction problem for graphs.
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Introducao

Talvez o problema mais antigo na teoria de grafos seja ¢ das sete pontes de Konigs-
berg sobre a existéncia de um caminho fechado passando por todas elas apenas uma
vez. Mas nenhum outro foi tdo famoso quanto o problema de coloragio de um ma-
pa por até 4 cores. Proposto por um estudante britdnico, Francis Guthrie, em 1852,
despertou a atenc¢do de varios mateméticos como De Morgan ¢ Cayley. Em 1879, A.
B. Kempe apresentou uma suposta prova que foi questionada por P. J. Heawood em
1890. Este dltimo, por sua vez, resolveu o problema para 5 cores. Apenas em 1976, K.
Appel e W. Hankem apresentaram uma demonstracao utilizando para isso dos recursos
computacionals ora existentes. Passando por nomes como Kuratowski, Pdlya, Frucht,
Turdn, Ringel e Youngs, entre outros, a teoria dos grafos desmembrou-se no estudo da
enumeragdo de grafos, grupos de automorfismos, determinagio do nimero cromético
de uma variedade, grafos infinitos, para citar algumas dreas. As aplicacbes em compu-
tagdo, analise de algoritmos, otimizacio e teoria de jogos demonstram a importéncia
dessa teoria de grafos.

Entre os temas hoje em estudo estd o problema da reconstrucio de um grafo. Dize-
mos que um grafo G, é hipomorfo a H, se, e somente se, existe f : G, — H, bijecdo
tal que Vv € G,,, G, — v é isomorfo H, —~ f(v). S. H. Ulam e P. J. Kelly propuseram
a conjectura sobre a recomstrucéo de grafos: Dois grafos H, e G, (n > 3) sdo isomor-
fos se sdo hipomorfos. Alguns resultados foram obtidos (todas as drvores e os grafos
disconexos sdo reconstrutiveis) mas a validade da conjectura ainda néo foi verificada.
Jé para digrafos contra-exemplos foram apresentados sendo a conjectura falsa nessa
classe. Frank Harary propds o problema de reconstruciio para torneios e demonstrou
juntamente com Palmer (1967) que todo torneio T3, (n > 5) redutivel é reconstrutivel.
Entretanto em 1970 Beieneke e Parker encontraram torneios nio reconstrutiveis de or-
dem 5 e 6. Foi Stockmeyer que, em 1977, construiu torneios néo reconstrutiveis de
ordem 2" + 1 e 2* + 2 para todo n > 1, demonstrando definitivamente a falsidade da
conjectura de reconstrucdo para torneios.

Passou-se entfo a busca de classes de torneios que seriam reconstrutiveis {além



dos transitivos, altamente regulares e bineufrals, j4 conhecidos) que contou com con-
tribuicdes de D. C. Demaria na introdugio da teoria de homotopia regular para grafos
no inicio dos anos 70. Nesse sentido Demaria e M. Burzio caracterizaram os torneios
com menor nimero de 3-ciclos e introduziram o conceito de ciclo minimal néo-conado
([4],[5]), que pode ser extendido para digrafos semicompletos hamiltonianos, conforme
J. C. S. Kiihl e G. Tironi ([19]). As contribuicGes de Moon, Douglas, Gianella, Guido,
Kiihl, Vitolo (este tltimo usando a classe dos torneios simplesmente desconexos) possi-
bilitaram a exibico de grandes classes de torneios reconstrutiveis sem que, no entanto,
se saiba se existem outras classes que englobem outros torneios, ou classe maior que
englobe essas jd determinadas.

O continuado esfor¢o para levar adiante o estudo desta nova Teoria de Homotopia
Regular para Grafos tem-se mostrado muito eficaz, com os pesquisadores produzindo
indmeros resultados relevantes para a Teoria de Grafos. Muitos dos invariantes ho-
motdpicos verificados sdo importantes particularmente para o estudo de digrafos. E
é nesse contexto que as classificacGes obtidas para torneios e digrafos atuam. Com
uma visao estrutural definida dos objetos a serem estudados a busca pela solucéo de
problemas mais avancados segue um caminho mais claro.

No trabalho que se segue parte deste caminho foi trilhado. Num texto praticamente
autocontido apresentamos as definicoes e resultados necessdrios para a obtencédo de
uma classificio para os digrafos semicompletos hamiltonianos. Acompanham exemplos
¢ apéndices que objetivam ilustrar a teoria apresentada e expandir o alcance do assunto
tratado por dreas proximas as que estdo sendo trabalhadas. A divisdo do conteido fol
feita em 5 capitulos e um apéndice final. No primeiro capitulo as nocdes e resultados
preliminares para entendimento do restante do texto. J& no segundo apresentamos um
breve resumo de pontos da teoria da homotopia regular de grafos e a caracterizagao dos
digrafos simplesmente desconexos por meio do quociente simples altamente regular. Em
seguida, no préximo capitulo, o conceito de ciclo conado para torneios, sua caracteri-
zagio por 3-ciclos ndo-conados e a extensao desse conceito para digrafos vém motivados
pelos resultados do capitulo anterior. O quarto capitulo é dedicado exclusivamente
a exemplos e aplicacdes, uma vez gue a teoria dos grafos é conhecida por seu desen-
volvimento & base da “mé&oc na massa” nos exemplos. Finalmente no dltimo capitulo o
teorema de classificaciio para digrafos e os digrafos com diferenca ciclica maxima encer-
ram esta tese. Permeando os capitulos e o apéndice final estdo os torneios de Moon,
torneios normais, matrizes de um torneio e a falsidade da conjectura de recontrucédo
para torneios.

Campinas, janeiro de 2000.



Capitulo 1

Nogoes Preliminares

1.1 Resumo

Neste capitulo apresentaremos as defini¢bes e proposi¢bes bdsicas que utilizaremos du-
rante todo o trabalho. A no¢do de grafo (e diversos de seus tipos}, decomposicio
de torneios e digrafos e algumas propriedades da decomposicio sdo os pontos chave.
Estaremos considerando para todos os efeitos apenas grafos finitos. No apéndice deste
primeiro capitulo a matriz associada a um digrafo é rapidamente exposta.

1.2 Grafos, Arvores, Digrafos e Torneios

Definicdo 1.2.1 Seja V um conjunto de elementos finite e nio vezio e A um conjunto
de pares ndo ordenados de elementos distintos de V. O par G = {V, A} é o Grafo
com vértices dados pelos elementos de V e arestas dadas pelos elementos de A. A

cardinalidade de V € a ordem de G, denotada |G|

Denotaremos os elementos de V' por {v;,vq,...,vs} € por (v;,95), ¢, =1,...,na
aresta obtida quando v; e v; formarem um par em 4. Nesse caso v; € v; séo 0s extremos
da aresta. Representamos graficamente os vértices de G como pontos e as arestas como
linhas unindo os vértices que constituem o par ordenado.

Exemplo 1.2.2 Considere o conjunto V formadoe pelas cidades Campinas, Sdo Paulo,
Selvador, Rio de Janeiro e Brasilia e os trechos Campinas/Brasilia, Brastlia/Rio, Sao
Paulo/Campinas e Campinas/Rio como os elementos de A. Entao podemos representar
o grafo G assim obtido do sequinte modo {observe que o vértice relacionado ¢ cidade de
Salvador nio faz parte de nenhuma aresta):



Salvador

Brasilia
Rio de Janeiro

Campinas
Séo Paulo

Dado um grafo G, um vértice v em G, dizemos que existe um caminho fechado, ou
ciclo, passando por v se existe uma sucess@o finita e distinta de arestas em G tendo v
como extremo da primeira, cada aresta tendo como extremo um vértice que é extremo
da anterior e com a ltima aresta tendo v como extremo.

Definigdo 1.2.3 Um grafo G ¢ wma arvore se ndo eriste caminho fechado passando
por nenhum de seus vértices.

Apesar de ndo serem objetivo deste trabalho, o estudo das drvores forneceu resulta-
dos muito uteis para a teoria de grafos. Por exemplo, toda drvore é reconstrutivel {no
sentido da introdugéo). E imediato que em uma 4rvore a diferenca entre o nimero de
vértices e 0 ntimero de arestas é constante igual a 1 e isso é usado para demonstrar 2
férmula de Euler para grafos, por exemplo.

Definicdao 1.2.4 Suponha que as arestas de G sejam pares ordenados de seus vértices.
Nesse caso o par D = {V, A} é um grafo dirigido ou digrafo. Além disso, deno-
taremos v; — v; no lugar de (vf,vj) como o arco entre v; € v; e chamaremos v; de
predecessor de v,, v; de sucessor de v;.

Dados dois vértices v;, v; de D, existem entéo, a priori quatro possibilidades:

1. néo existe o arco entre v; e v;. Nesse caso denotaremos a arco nuio por vv;;

2. existe a arco (v;,v;) mas nfo existe o arco (v;,v;). Entdo o arco é chamdo de
simples e denotado por v; — v;;

3. Simetricamente posso ter o arco v; —» vs;

4. existem os arcos (v;,v;) e (v;,v;). Entdo o arco é chamado de duplo e denotado
por v; «— v;; Um arco duplo também ¢ chamado de par simétrico ou 2-ciclo.



Um digrafo D é dito orientado se entre dois vértices distintos de D existe no maximo
um arco orientado, ou seja, se os arcos em D sdo todos simples ou nulos. O digrafo é
nao-orientado se entre quaisquer dois vértices distintos de D existe um arco duplo ou
nule. O digrafo é semicompleto se entre dois vértice distintos existe a0 menos um arco
orientado (simples ou duplo).

Exemplo 1.2.5 O primeiro digrafo é orientado e o sequndo semicompleto.

o Digrafo ndo-orientado {apenas arcos nulos ou duplos)

Vg (4]

Us © //”2

.

Ua U3

e Digrafo semicompleto (ndo possue arcos nulos)

Vg !

Vs 3

Os digrafos hamiltonianos formam uma grande classe entre os digrafos, com pro-
priedades muito especiais:

Definicao 1.2.6 Um digrafo D ¢ hamiltoniano se contém um ciclo passante {que
passa por todos o0s seus vértices).

Exemplo 1.2.7 Neste trabalho, coma o titulo mostra, concentraremos nossas atencoes
aos digrafos semicompletos hamiltonianos. As figuras o sequir iustram alguns exemplos
desses digrafos.

e No digrafo abaizo todos os arcos sdo simples ou duplos. SGo ciclos passantes:
C1 1 vy, v, V3, V4, U5, V1,

C2 v V1, V3, V4, Vs, V2, U1,

CS U, Ve, U, Vs, Ve, U



(%1

Us Uz

V4 3

o Neste digrafo todos os arcos sdo simples. Temos o ciclo passante:

Ci : U1, V3, Vg, Us, V2, U1

Vs ()

2
i
o2
flry
[ a3

No exemplo anterior o segundo digrafo é semicompleto e ndo contém nenhum arco
duplo. Ele faz parte de uma classe muite importante de digrafos, os torneios.

Definicdo 1.2.8 Um digrafo T,, (de ordem n) € dito um torneio se enire dois vértices
distintos de T,, existe um e apenas um arco orientado {simples).

Observacao 1.2.9 Um torneio T é dito transitivo se cade vez que u — v, v — w
entigo u — w para u,v,w € T. O torneio I'r, é o torneto transitive de ordem m
formado por vy, v, ..., Um tal que v; — v;, se 1 < 7.

1.3 Subdigrafo, Digrafo quociente, Homeomorfismo

entre digrafos

Seja D um digrafo e A, B C V ndo vazios. Denotaremos A — B se todo vértice de A é
um predecessor de um vértice de B. Se nenhum vértice de B é predecessor de um vértice
de A e A — B, entdo denotaremos A = B. Se entre os vértices de A e B tivermos
apenas arcos duplos usaremos a notacio A <+ B. Denotaremos A|B se u|v para todo
ueE A veB.



Definicao 1.3.1 Seja D um digrafo e S C D. O subdigrafo < $ > é o grafo induzido
pelos vértices de S em D (preservando-se as relacées entre 0s vértices que estio em ).
Se S = {v},v € D, usaremos a notacdo D — v para o subdigrafo gerado por todos os
vértices de D) com ezce¢do de v.

Considere entdo D um digrafo e X € D nido vazio. Diremos que X é um conjunto
de vértices equivalentes de D ou que X é uma e-componente de D se para todo vértice
v € D — X os arcos orientados entre v e u,u € X sdo do mesmo tipo. O tipo de arco
entre os vértices de D) — X e X pode mudar dependendo do vértice de D — X.

Estamos entao em condigOes de apresentar umn conceito fundamental para todo o
restante do trabalho. Os conjuntos equivalentes de um digrafo podem ser agrupados
de modo que o digrafo obtido a partir desse agrupamento seja, em geral, mais simples
de ser estudado que o original. Mais ainda, algumas das propriedades sdo preservadas
(por exemplo o fato de ser hamiltoniano).

Seja D, um digrafo de ordem n. Podemos particionda-lo em m subdigrafos disjuntos
S .,5™ de subconjuntos de vértices equivalentes de D. Denotemos por Qn, 0
subdigrafo com m vértices com as relagdes w; — w; se, e somente se, S 5 s
(uma vez que os arcos entre os vértices de $@ e SU) sio do mesmo tipo).

Definicao 1.3.2 Nas condigdes descritas acima podemos escrever
D, = Qm(S(l),Sm, N _,S(mJ)

e dizemos que D, é a composicio dos m digrafos SN, ..., 8™ Cada S% ¢ uma
componente de D, e o digrafo Qm € 0 quociente do digrafo D, (ou quociente relacionado
ao digrafo D).

Observacao 1.3.3 Um digrafo D, em geral, ndo possui um wdnico guociente. Particu-
larmente se considerarmos cada vértice de D como um conjunto equivalente de vértices
o0 digrafe quociente obtido com essa composicdo € um quociente de D (e como veremos
a sequir, evidentemente isomorfo a D).

Um digrafo ¢ dito simples se a composicio D, = @n(SWY,..., 5™ implica que
m = 1 oum = n. Nesse caso ou ¢, é o digrafo trivial ou estamos na condigéo da

observacao anterior.

Definigao 1.3.4 Sejam D e D’ digrafos e V e V' seus conjuntos de vértices. Uma
fungdo f : V. —s V' é um homeomorfismo entre D ¢ D’ se, para todo u,v € V),
u— v = f(u) — flv) ou flu) = f(v).

S



Se 0 homeomorfismo f for também uma bijegiio entdo diremos que é um isomorfismo
e usaremos a notacgio D ~ IV,
Apds essa sequéncia de definicdes podemos apresentar entdo os primeiros resultados:

Proposicao 1.3.5 Seja G, um digrafo quociente de um digrafo D,,. Entdo existe um
subdigrafo de Dy, que é isomorfo a Q.

Dem. :
Bastar tomar o subdigrafo induzido por vértices v, ..., Um, com v; € S,

Proposigac 1.3.6 Sejam X e Y conjuntos equivalenies de vértices de um digrafo D.
SeXNY #CGeXUY # D, entdo X UY é um subconjunto equivalente de vértices de
D.

Dem. :

Sejau € XNY ev e D—-(XUY). Para todo vértice w € X UY tenho que
W — Ve u —vev — w > v —r u Dessa forma as relacbes entre v
e qualquer vértice de X U Y sic as mesmas e 0 mesmo ocorre entdo com 08 arcos
orientados.

Teorema 1.3.7 Todo digrafo (nao-triviel) tem wm inico quociente simples.

Dem. :
Suponha por absurdo que existem duas parti¢des diferentes de D em quocientes que sio
simples:
D =Py (59, 8™ = QuT™, ..., T

Primeiramente suponha que A > 3. Uma vez que as partigdes sdo diferentes existem
duas componentes S e T diferentes entre si tais que SNT # @ e SC T. Considere as outras
componentes em (J; que interceptam S. Ao menos uma destas nfo esta contida em S.
Caso contrario poderiamos substituir essas componentes por S e obter uma particio
para (J;, © que seria uma contradi¢do com sua simplicidade.

Dessa forma tenho componentes S e T de maneira que SNT # 6, SG TeTC Seos
numeramos como S e T, Reenumeramos também as componentes de P, de modo
que S, ..., 8} interceptam T e S+Y . S®) n3io interceptam T,

Temos dois casos possiveis:

1. 1<r<h

Como as componentes S, . S0V interceptam T, a unido U = SWU. .. u8W
¢ um conjunto de vértices equivalentes e posso entio obter a partigdo de D, =
[, S+ §™)] que induz uma particio de Py, contradizendo sua simplicidade.

10



2. r=h

Os arcos orientados entre um vértice u € SU) — T e qualquer vértice em U =
S@ .. US™ sho todos do mesmo tipo, uma vez que toda componente S@ i =
1,2,...,h intercepta TV, Por outro lado, como u € S, os arcos orientados
entre qualquer vértice de SV e qualquer vértice de U sdo do mesmo tipo. Mas
entdo [S™, U] é uma partigio ngo trivial de P, o que mais uma vez contradiz sua
simplicidade.

Finalmente, se h = 2 e k¥ > 2 repetimos o argumento anterior invertendo as com-
posigbes. Logo, posso supor £ = 2. Mas P e (J3 devem ser isomorfos pela conexidade
do quociente aplicada a D (veja [18]).

Observagao 1.3.8 Observando-se a demonstragdo do teorema, se h > 2 além da uni-
crdade do quociente simples temos uma dnica particdo em componentes. Jd para h = 2

podemos ter mais partigbes. Como exemplo, seja D = [u, v, w;u +— v, 4 +— W,V
w|. Temos as sequintes particées de D em Ty:

P =u,v],w], @ =[u,w],v] e R=][[v,w],u

Proposicao 1.3.9 Um digrafo semicompleto é hamiltoniano se, e somente se, Ty {com
arco simples) ndo € um de seus quocientes (equivalentemente Ty ndo € seu gquociente
simples)

Dem. :

(==} Suponha por absurdo que 75 com arco simples é quociente do digrafo hamiltoniano
Dy. Enté@o posso escrever D, = Th(A, B), com A = B (todos 0s arcos entre os vértices
sdo do mesmo tipo) e A, B # 0. Como D, é hamiltoniano admite um ciclo passante C
e entao enumerando como v; um vértice qualquer de B e seguindo-se pelo ciclo C em
algum momento deve haver v;,v; com v; € B e v; € A tal que vy, — v;. Mas isso ¢
uma contradicdo com A = B. Logo, se ), é hamiltoniano 15 com arco simples nfo é
um de seus quocientes.

(<) Seja w € D, e considere os conjuntos U = {v € Dylv — w}e U = {v €
Dyp|lw — v} (se existe um arco duplo entre v e w entdc v estd nos dois conjuntos).
Obviamente os dois conjuntos ndo podem ser ambos vazios. Além disso, se U ou U’ for
vazio entdo Dy serd 75 (com arco simples) de uma componente formada por w e outra
formada pelo conjunto ndo-vazio. Logo, U, U" # 0. Se U = U’ entdo (UU{w}) = U’ ¢
entdo Dy, é T3 com arco simples, uma contradicao. Do mesmo modo nédo tenho U’ = U.
Logo, tenho u € U e v € U’ tal que v’ — u ou v/ = uw. No primeiro caso tenho um
3-ciclo < u —» w —> v — u > e no segundo caso tenho um 2-ciclo v <> w.
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Seja agora C um k-ciclo de comprimento mdximo {que existe pelo argumento ap-
resentado até agora), Para todo vértice v € D, — C tenho que v = C ou C = v,
caso contrric pelo argumento da implicacio inversa posso extender C a um (k+1)-
ciclo, 0 que serd uma contradicdo & maximalidade de seu comprimento. Tenho entdo os
conjuntos V={v €D, -Clu=C}eV' ={ve D, -C|C=v}

Se apenas um dos dois conjuntos V ou V' for vazio, D,, = To(V,C) ou D, = T,(C, V")
com arco simples, o que seria uma contradi¢do. Suponha agora que tanto V' como V’
$30 ndo-vazios. Se V = V’ teriamos D, = To((V U C),V’) (absurdo). Logo, existem
veVer €V tais que v/ — v ou v = v. Em ambos os casos posso extender o
ciclo C usando das relacdes que v — C e C — v/, 0 que € uma contradi¢ao com
a maximalidade do comprimento de C em D,. Logo, V =V’ = { e dessa forma C
abrange todos os vértices de D,. Portanto, D), é hamiltoniano.

Coroldrio 1.3.10 Um digrafo semicompleto € hamiltoniano se, e somente se, todos 0$
seus quocientes (ndo triviais) sGo hamiltonianos.

Dem. :

Tanto o digrafo inicial quanto qualquer de seus quocientes tem 0 mesmo quociente
simples relacionado. Entao aplique o resultado da proposi¢io anterior ao digrafo original
e seus quocientes,
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1.4 Apéndice

Apresentaremos brevemente nesse apéndice o conceito de matriz associada a um digrafo.
Primeiramente temos a matriz de adjacéncia, formada da forma seguinte: seja entéo
D,, um digrafo de ordem n. Associamos a D uma matriz A{D) de ordem n x n cujas
entradas sdo dadas da seguinte forma: se vy,v9,..., U, 380 0s Vértices de D e g;; é a
entrada referente a i-ésima linha e j-ésima coluna de A(D), defino a;; =1, se v; — v

e a;; = 0 caso contrdrio. Se o arco entre v; e v; for duplo, entdo a;; = a;; = 1.
3 i j i

Exemplo 1.4.1 Para os digrafos Dy e Dy abaizo, A(Dy) e A(Dy) sGo suas matrizes

de adjacéncia. Observe que num digrafo semicompleto pelo menos uma das entradas
; !
a;; OU Gy € 1.

U1 v2
s U4 - Uo
Us .
Ua
Us
(011017 3 )
1 0001 2 2;;13
AD)=100 0 0] 1, A(Dy = 100 1 5
00000 O0 L 0o ol 1
_01000‘1

As somas das entradas das colunas e das linhas da matriz nos fornece os niimeros de
adjacéncia dos vértices (0s nmeros que aparecem dos lados das matrizes dos exemplos
sdo as somas de cada linha). J4 a entrada aﬁ?) referentes as poténcias A7 da matriz de
adjacéncia referem-se ao nimero de caminhos de comprimento p entre os vértices v; e
Uj.

Podemos representar as propriedades do digrafo por outros tipos de matrizes. Na
matriz de alcance RB(D), a entrada r;; é 1 se existe um caminho partindo de v; e chegando
em v; {respeitando-se as orientacbes dos arcos, é claro) e r,; = 0 caso contrdrio. Na
matriz de distdncia a entrada i,j nos mostra a distdncia entre os vértices v; e v; (menor
caminho entre eles). Caso nao haja caminho partindo de um vértice e chegando no
outro, a entrada d;; referente na matriz é representada por c0.0O seguinte resultado
vale:

Proposicao 1.4.2 As entradas da matriz de alcance e matriz de distdncie podem ser
obtidas das poténcias da matriz de adjecéncia da seguinte maneira:
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1. V?:, Ty = le dﬂ' = 0,‘
(p)
t}

3
(¥

2. ry; =1 se, e somente se, para algum p, a;; > 0;

8. d(vi,v;) € 0 menor p (se emistir) tal que aF’ > 0 e € oo caso esse p nao exista.

Exemplo 1.4.3 Veja as matrizes de alcance e distancia referentes a Dy e Dy do ez-

emplo anterior:

11101
1111
1 1101 1111
RDy)y=1111011,RDy=
11 1 1
0O 0010
11 11
1114901
0 1 1 o 1
g 1 1 2
1 0 2 oo 1 L0011
dDy)=11 2 0 o 2 |,dD;)=
(D) (D) L9 01
oo oo o 0 o
1 2 20
2 1 3 oo 0

No estudo da conexidade de um digrafo a matriz de adjacéncia também é 1til (veja

[18]):

Proposicao 1.4.4 Seja v; um vértice do digrafo D. A componente forte de D contendo

v; € a determinada pelas entradas com valor 1 na i-ésima linha (ou coluna) da matriz
R x RT.

A matriz associada tem uma aplicacio direta como mecanismo para implementacio
computacional do estudo dos digrafos. Com a andlise das propriedades do digrafo
transportadas para sua matriz pode-se classificar os digrafos de determinada ordem
completamente quanto a sua conexidade, classes isomorfas, normalidade, caracteristica
ciclica (conceitos que serdo definidos a posteriori). Em sua dissertacio de mestrado
André Oliveira Dias classificou todos os torneics de ordem 7 utilizando para isso a
matriz associada, por exemplo. O software computacional "digraph® elaborado por
Demaria nos fornece essas caracteristicas dadas as entradas da matriz de adjacéncia do
torneio e € bastante util para o estudo de novos resultados.
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Capitulo 2

Homotopia Regular de Grafos e os
Torneios Simplesmente Desconexos

2.1 Resumo

A motivagao para a obtencao dos resultados de classificacdo dos torneios hamiltonianos
e sua extensdo para os digrafos semicompletos hamiltonianos tem origem na Tecria da
Homotopia Regular para Grafos de Davide C. Demaria. Demaria e Burzio utilizaram os
resultados dessa teoria e conseguiram resuitados importante sobre a caracterizacdo dos
torneios simplesmente desconexos. Esses sao 0os dois pontos que serdo tratados nesse

capitulo.

2.2 Introducao a teoria de homotopia regular de

grafos

Considere D um digrafo. Nosso objetivo é caracterizar os grupos de homotopia de
um digrafo a partir de objetos cujos grupos de homotopia ja foram de algum modo
estudados. Iniciamos entdo associando ao digrafo um complexo simplicial.

Definicdo 2.2.1 Sejam D um digrafo e X C D um subconjunto ndo-vazio. Dizemos
que um vértice v de X é uma testa (resp. cauda) de X sev € um predecessor (sucessor)
de todos os outros vértices de X. O subconjunto X € dito testado (caudado) se X
possue pelo menos uma testa (cauda). Se cada subconjunto ndo-vazio de X é testado
(caudado), entdo X ¢ dito totalmente testado (caudado).
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Observagao 2.2.2 Se X é composto por apenas um elemento (um dnico vértice de D)
entdo dizemos que X € totalmente testado e totalmente caudado. Se X é um par €
facil ver que X € testado < X € totalmente testado < X é totalmente caudado & X €
caudado. De maneire geral, um subconjunto X de D € totalmente testado se, e somente
se, € totalmente caudado.

Definicao 2.2.3 Seja D um digrafo. O complezo simpliciel associado a D, (Kp), é o
compleso tendo como vértices os vértices de D e como simplezos 0s simplexos gerados
pelos subconjuntos totalmente testados de D. O poliedro |Kp| de Kp € o poliedro do
digrafo D.

Exemplo 2.2.4 1. Um digrafo com apenas 0 e 1-simplezos{o poliedro |Kp| é a figura
da direita)

Uy V4

Uz U U3 2]

2. No caso a seguir 0 poliedro compreende todos 0, 1 e 2-simplexos possiveis:

Vs

Utilizaremos os grupos de homotopia de um complexo simplicial para obter os grupos
de homotopia regular de um digrafo (veja [1]). No caso acima os grupos de homotopia
do complexo Kp serdo denotados por m,{[Kpl).

Seja A um conjunto e F um filtro sobre A. Denote o conjunto das partes de A por
ezp(A) e seja § € exp(A). Denotaremos por 3 o filtro gerado por 8. Ainda, se F = {B}
para algum subconjunto B € A, diremos que o filtro é principal.
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Definicao 2.2.5 Sejam dados, um conjunto ndo-vazio I € para cada elementox € I um
filtro Fy sobre I tal que F; C {;} Entao o filtro Fy é chamado de filtro de vizinhangas do
ponto z. Denominamos de pré-topologia sobre I & famdlia dos filtros P = {F,} (z € I),
e chamamos de pré-espago topolégico ou pré-espaco de suporte I e pré-topologia P ao
par P ={I,P}.

Se os filtros da familia P sdo principais dizemos que P é um pré-espaco a filtros
principats ou um pf-pré-espaco.

Dois pf-pré-espacos P = {I,P} e P' = {I,P'}, possuindo o mesmo suporte I ¢
pré-topologias P = {4} (x € I) e P’ = {AL} (z € I) sdo ditos simétricos se para cada
z €1l ecaday €] temos que: T € Ay <=y € A,.

Observa-se que 0s pré-espagos coincidem com 0s espacos fecho de Cech.

Definicéo 2.2.6 Seja D = {V, A} digrafo. Definimos os pré-espacos associados a D
como sendo os dois pf-pré-espacos P(D) = {V, P} e P*(D) = {V,P*} de suporte [ =V
com as seguintes pré-topologias:

Para cada vértice x € I consideramos dois subconjuntos

Alz) ={z}U{y € Djr — y} e A* = {z} U{y € Dy — x}

pondo
P={A)(zel)eP ={A}(zel)

Dessa forma os filtros de vizinhancas de x € I em P(D) (P*(D)) tém como base os
conjuntos formados por x e seus sucessores (resp. predecessores).

Exemplo 2.2.7 Considere 05 digrafos e seus filtros de vizinhaca e pré-topologia:

" U2

LV = {0} e A= {(v,m)}

Afw) = {{or,02}) A(or) = {{m}}

Afn) = {{w}) A(s) = {{on,2})

) = {{us,w}) Alea) = {{oab fon, w2}
Fl) ={{uhlow) F)={fnnl)

P(D) ={V.{A(w), Al2)}} P7(D)={V.{4*(0n), A*(v2)}}
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(5]

vy Vo

2. V= {v1,v,v3} e A= {{v1,0), (v1,3)}, (v2, v3), (v3, 01} }.

A(vr) = {{vi, vs}} Ar(v1) = {{v1, v, 03}}
Alve) = {{v2, v }} At(vg) = {{vo, us}}
A(vs) = {{ve, vz, v} } Atlvs) = {{vs, vt}
(’Ul) v, ve}, {v, v, 0t} (Ul) {{v1, v2,v3}}
Ave) Alva) = {{v1,v2}, {v1, v, vs}} (Uz)— {{v2, va}, {1, v, v3}}
Alvs) = {H{vn vy v}y = Av(vg) = (o, i}y (v, v sk
P(D) = {V, {A(n), A(v2), A(ve)}}  P*(D) = {V,{A*(on), A*(v2), A*(w3)}}

De posse de uma pré-topologia podemos definir fungbes pré-continuas. Quando
falamos da pré-topologia associada a um grafo essas sdo as fungdes o-regulares e o™-
regulares (a pré-topologia dependendo do tipo de incidéncia entre os vértices).

Defini¢ao 2.2.8 Segjam P = {I,P} ¢ P’ = {I,P'} dois pré-espagos. Uma funcdo
f:I — I' é dita pré-continua se pare cada x € I temos:

F(F2) < Fyay = (VU € Fye)3V € Fy tal que f(V) CU)

Fquivalentemente se considerarmeos dots pré-espagos P e P' como espago de Cech a
funcdo f : I —> I' € pré-continua se para cade A" C I' e para cada B’ C I’ vale a
implicagcgo:

ANB =0==f (4’)ﬁf HBY=1

Definicdo 2.2.9 Dados um pré-espago P e um digrafo D, uma fungdo f : F — D
€ dita o-regular (o*-regular) se f € uma funcéo pré-continua entre os pré-espacos P e
P(D) (entre os pré-espacos P ¢ P*(D)).

Podemos entao introduzir o-homotopia e o*-homotopia que definindo relagdes de
equivaléncia entre as funcdes o-regulares e o*-regulares levam aos grupos de homotopia
regular de grafos Q,(D) e Q5(D) (o espaco pré-topolégico base é o cubo unitario).
Essas defini¢bes néo serfo explicitadas aqui uma vez que sdo feitas em paralelo com a
definicdo de homotopia e dos grupos de homotopia nos espagos topolégicos em geral.
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Observe que 0s grupos de o-homotopia e 0*-homotopia foram apresentados sem levar
em consideragio o ponto base. Isso pode ocorrer quando o digrafo é fracamente conexo,
que € o caso dos digrafos semicompletos.

A unido da teoria dos grupos de homotopia 7, ([ Kpl) € @,(D) e Q5 (D) é feita através
dos teoremas de isomorfismo para esses grupos:

Teorema 2.2.10 (Teoremas de Isomorfismo) Seja D um digrafo. Entio:

1. Os grupos de homotopia regular @Qn(D) e Qi(D) sao isomorfos.

2. O grupo de homotopia reqular Q,(D) € isomorfo ao grupo de homotopia 7,(|Kpl),
onde Kp € o complezo simplicial associado ao grafo G. (|Kp| € o espago subjas-
cente de Kp).

O primeiro decorre diretamente do segundc observando-se as propriedades das duas
possibilidades de incidéncia de vértices que definem os pré-espacos e pré-topologias
associadas a G.

Dem. :

(1)Pela tltima linha da observacio 2.2.2 os digrafos D ¢ D* possuem o mesmo complexo
simplicial associado, ou seja, Kp = K}. Logo, podemos indentificar P*(D) com P(D*).
Temos entdo as seguintes igualdades e isomorfismos, utilizando-se o segundo teorema

de isomorfismo:

QD) = mu{P" (D)) = mn(P(D")) = Qu(D") ~ 7n(|Kp-[) ~ 7n(|Kb]) ~ Qn(D)

(2)A demonstracio em [2] utiliza os trés teoremas de normalizacdo (em especial o
terceiro, que decorre dos cutros dois). Os teoremas de normalizagdo também valem no

caso dual:

1. Sejam S um espago topoldgico normal, D um digrafo e f : § — D uma funcéo
o-regular entre S e D. Entdo, existe uma func¢do completamente o-regular o-
homotdpicaa f. Se o espago produto S x I (onde I=[0,1]) é normal, duas fun¢des
completamente o-regulares f,g: $ —+ D o-homotdpicas séo também completa-
mente o-homotdpicas.

2. Seja S um espago métrico compacto, Db um digrafo e f : S — D uma fungao
completamente o-regular. Entdo existe r real, tal que para cada particao P =
{X,} ( € J) de S em subconjuntos de didmetro menor gue r, existe uma fungéo
g : § — D fracamente quase constante com respeito a P, completamente o-
regular e completamente o-homotdpica a f.
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3. Sejam S um espaco triangularizdvel e compacto, D um digrafo e f : S — D
uma funcdo completamente o-regular. Entao existe uma funcéo g : & ~— D que é
pré-simplicial com respeito a uma triangulacdo adequada de S e completamente o-
homotdpica a f. Além disso, dadas duas fun¢Ges pré-simpliciais e completamente
o-homotdpicas f,g : § — D, existe entre elas uma homotopia, que é também
pré-simplicial com respeito a uma triangulacio adequada de S x 1.

O primeiro exemplo a seguir é de um digrafo simplesmente desconexo. Os demais
tem grupo fundamental trivial:

Exemplo 2.2.11 1. Para o digrafo D a seguir, |Kp| € homeomorfo ao circulo S* e
entdo Q1 (D) ~ m(SY) ~ Z e para n > 1 Qu(D) ~ mp(Sh) que € irivial
"M Vo
T

F

Uy Vs
2. Para o digrafo D a sequir |Kp| é homeomorfo a esfera 5* e entdo Qn(D) ~ 7, (S?)

(51

%
N\

Ugq

Vs

Dessa forma temos uma maneira rapida de calcular os grupos de homotopia regular
de um grafo G. Estudaremos agora o caso onde este grupo de homotopia nao é trivial.

2.3 Torneios simplesmente desconexos

Marco Burzio e Davide Demaria caracterizaram em [8] os torneios simplesmente de-
sconexos através dos quocientes altamente regulares ndo-triviais. Essa caracterizacio
utiliza fortemente os resultados da secao anterior da teoria de homotopia regular de
grafos.

Nesta secdo trataremos especificamente dos torneios, apesar dos resultados serem
validos para digrafos semicompletos em geral. A extensdo, nesses casos, serd natural.
Ao nos referirmos ao grupo fundamental de um tornreio T, pelo segundo teorema do
isomorfismo, utilizaremos o complexo associado K7 e o grupo m{|K¢|), isomorfo a
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i (T) e Qi(T). Na construggo do complexo simplicial associado a T a condigdo dos
simplexos serem formados pelos subconjuntos totalmente testados de T é equivalente
a condi¢ao que o simplexo (v, vs,...,v,) de Kr ocorre se, e somente se, o subtorneio
< Uy, Ug,..., U, > € transitivo.

Diremos que um torneio T é simplesmente conexo se seu grupo fundamental ¢ trivial

e que T é simplesmente desconexo caso contrario.

Exemplo 2.3.1 Para o digrafo D a seguir, |Kp| € homeomorfo ao disco D! ¢ entdo
Qn{D) ~ o (DY) que € trivial.

!

U3 il

Observagdo 2.3.2 O grupo fundemental de T (w1 (|K7]|)) pode ser calculado utilizando-
se apenas 0s simplexos de dimensdo menor ou igual a dois, através dos lacos de arestas
(vide [1]). Lembremos que um lago de arestas é um sequéncia de vértices de Kr fechada
(vvlv?...v™) em que cada v'v*+! formam um I-simplezo de Kp.

Observacao 2.3.3 Dois lagos de arestas sdo homotdpicos se podemos obter um a partir
do outro por meio da repeticdo finita de operagdes do tipo:

1. Se irés vértices consecutivos uvw geram um simplexo de Kr, entdo podemos trocd-
lo por uw e vice-versa.

2. Um vértice repetido uu pode ser substituido por um vértice unico u e vice-versa.

As classes de eguivaléncia dos lagos de arestas formam um grupo [chamado de
grupo de arestas e denotado por E(Kr), no caso conezo) por meio da multiplicacdo:
{fovie? . voHewrew? . Lwt) = {owl? . vTvowlw? . wiv)} e E(Ky) € isomorfo a
m{|&T]).

Exemplo 2.3.4 Nos erxemplos a seguir temos o digrafo, seu poliedro e o seu grupo
SJundamental.

1. O transitivo de ordem 3 gera ¢ 2-simplexo e portanto seu grupo fundamental é
isomorfo ao do disco, que é trivial.
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2.

vy

t
USAW ’U31)2

Digrafo com grupo fundamental isomorfo a Z:

Uy

n
U3 U2 U3

Proposicao 2.3.5 Um torneio T, ¢é simplesmente conezo se, e somente se, todos de

seus quoctente nao-triviais R,, sao simplesmente coneros.

Dem. :
Seja T, = R, (S, 5@ 8™ decomposicio de T, em quociente ndo-trivial (m >
1). A proposicio serd demonstrada ao obtermos que os grupos fundamentais de T, ¢

R,, sdo isomorfos {este resultado também é muito forte).

1.

)

Primeiramente, pela primeira propriedade para homotopia dos lagos de arestas,
se u, v e w sdo tais que u,w € S e v € Y com i # j, entdo posso trocar o
simplexo gerado por uvw por uw. Entdo, se y =v...bad'¥ ... v € lago de arestas
de Ky tal que a,¢’ € §@ e bt € SU, 4,5 = 1,2,...,m, v é homotdpico a
A =w...bb ... v. De fato,

e Se i £ 7, entdo v, v...ba'h ... v, v sdo lacos de aresta homotépicos (pela

observagdo imediatamente anterior)

e Sei=j, entdo tomo ¢ & S e tenho que v, v...bcad'tl ... v, v...bed't .. v,
v...bcb ... v, v sdo lacos de aresta homotépicos (pelo mesmo motivo).

Tome v/ € S®, paracadai=1,2,..., m. Pela demonstracio da proposicao 1.3.5

R, & isomorfo ao subtorneio 77, =< v{,..., v}, >. Se Q1(7},) ~ @(Tn) entdo
teremos que @1 (R} ~ 1 (T5).

Seja p: T, — T", a projecio canodnica p(v;) = v}, Vu; € SW, i =12,...,m.
Entio p induz um homeomorfismo p* : @1(75,) — @:1(7;,) dado por

p({v'etv? . v* ') = Wp(h) .. p(F)v'},
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onde posso tomar v’ € T como ponto base {que nio importa no célculo do grupo
fundamental).

Seja agora j : T, — Ty, a inclusdo e j* : @Q1(T},) — @1(Tin) homeomorfismo
induzido. Por definicdo, p* o j* é a identidade em Q:(7},).

Paray = v'v ... v*%’ laco de arestas tenho que v = (j*op™)(y) = v'p(¢?) .. . p(v*)v/
(lembre-se que j é a inclusdo). Dessa forma (v}~ = v'v'o?. .. v¥v'v'p(v®) .. . plut v
Por 1), v(+")~' = ¢ (lago trivial). Logo, 7 e ' sdo homotdpicos = j*op* é a
identidade. Logo, p* é um isomorfismo entre Q1 (7,) e Q1(7),) e a demonstracio
estd completa.

Corolario 2.3.6 Se T ¢ simplesmente desconero, entao T é hamiltoniano.

Dem. :

Como T é simplesmente desconexo seu quociente simples 1inico também o é pelo teo-
rema. Logo esse quociente ndo é Ty (uma vez que m (|Kyp,|) é trivial). Mas entdo pelo
teorema 1.3.9, T é hamiltoniano.

Definicao 2.3.7 Um torneio T € dito altamente regular se erisie yma ordenagdo
ciclica vy, Vo, ..., Vamy1, 01 dos vértices de T tal que v; — v; se, e somente se, v; € um
dos primeiros m sucessores de v; na ordenacdo ciclica, Equivalentemente se v; — v;
Vi=12,....2m+1ej=i+1,i+2,...,i+mmod(2m+1).

Teorema 2.3.8 Todo torneio altamente reqular (ndo-trivial) € simplesmente desconezo.

Dem. :
Vamos precisar de dois lemas topoldgicos cujas demonstragdes encontram-se em bibli-

ografias do tema:

Lema 2.3.9 Seja S um espaco topoldgico e sejam X e Y dois subspagos fechados de S
tats que X UY = 5. Se Z é um retrato de deformacgio de Y tal gue X NY C Z, entdo
X UZ € um retrato de deformacdo de S.

Lema 2.3.10 Se X ¢é um retrato de deformagdo de um espage topoldgico § e 4 € um
retrato de deformacéo de X, entdo Z ¢ um retrato de deformacdo de S.

Dem. :
(teorema 2.3.8) Seja Tany1, (n > 1), um torneio altamente regular com vértices nu-
merados por vy, vs, ..., Uone1. Lenotamos por Ta, e To,_1 20s torneios To, 1 — vpi €
15, — vgny1, respectivamente. Vejamos que:
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1. o poliedro [Kr,,| é um retrato de deformagdo do poliedro Kz, ., 1;
2. o poliedro |K,, _,| é um retrato de deformagdo do poliedro | Kz, |.

Dem. de 1. Como T5,4; € altamente regular, o poliedro do complexo associado a
ele pode ser representado da seguinte maneira:

| KTy | = [{v1ve - o )| U [(0205 - - - V) | U oo U (V2 1tive - o0

Denotando por st(vn41) a estrela aberta de v,1; (vide [1]), temos que |K7,,,,| = YUX,
onde ¥ = [(v1va...Unp1)| U (vavs . vpia)| U ... U [{(Wns1¥nsa - - Vong1)] = 6t(Unsa) €

X = |(’Un+2’Un+3 . .’Ul)] U |(‘Un_|_3’Un+4 e ’Ug)| U... U Hvena1vr .- on)l
Seja agora Z a unido dos fechos dos simplexos obtidos dos simplexos de ¥ pela

eliminacdo de vn41:

Z={{n1va... )| U(0a¥s . . Unlni2d| U . U (Unsatnas . . - Vansi )l

Comparando Y e Z vemos que Y é o cone |v,;,2| com pico ¥p41.
Vamos demonstrar agora que Z é homeomorfo ao cubo unitdrio I, De fato, se
procedermos por indugao no ndmero m dos termos da unido temos, para m = 1, que o

resultado é claramente satisfeito. Supondo que [(viva. .. v U |[{v2u3. . Untpnya)|U. .. U

HUmVmt1 - - - UnUnt2 - - - Unym)| € homeormorfo ac cubo unitdrio "1, ao adicionarmos o

termo m + 1 da sequéncia da unifo [{Vm+1Umiz - .- Unlni2 - - - Untmae1)| ainda temos um
espaco homeomorfo a I™™!, uma vez que o vértice vy, e nA0 estd presente em nenhum
dos simplexos anteriores.

Logo, podemos definir um homeormorfismo f entre Y = [v,1, 2] € I*, tal que /2
leva Z sobre I™~!. Dessa forma temos que Z é um retrato de deformacio de Y. Logo,
pelo lema 2.3.9, Z U X é um retrato de deformacio de ¥ U X. Mas, por construgio
ZUX = |KT2“ I

Dem. de 2. Seja W a unido dos fechos dos simplexos obtidos a partir dos simplexos
de X pela retirada de Vopi1:

W = |('Un+2’Un+3 RN ’Ugn’Ul)| U |(’Un+3’t)n+4 e ’Ugn‘Ul'Ug)I U...u |('U1?)2 N ‘Un)|

Comparando X e W vemos que X é o cone |vg, 17| com pico a1

Repetindo o procedimento anterior podemos demonstrar que W é homeomorfo ao
cubo unitario I*~! e que W é um retrato de deformacio de X. Logo, pelo lema 2.3.9,
ZUW = |Kg,,_,| é um retrato de deformacio de ZUX = |Kr, |.

Mas, pelo lema 2.3.10, 1. e 2., entdo |Kr,,_,| é um retrato de deformagao de |Kr,,_, |-
Logo, os grupos fundamentais @, (Tony1) € @1{T5n_1) 580 isomorfos.
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Vamos usar entdo indu¢do na ordem n do torneio 75,41 para demosntrar o teorema:
paran = 1, T3 é o 3-ciclo e @1(73) ~ Z. Suponha agora que para n— 1 vale o teorema ¢
seja Top—1 = Tont1 — {Uns1, Vons1}- Considere o torneio altamente regular (para o qual
vale o teorema) de ordem 2n — 1, Ty, _;, com vértices wy, W, ..., Wa—1- A funcdo g :
Ty — Top—y, tal que glw;) = v;, 1 <i<nyeglw) =vip, n+1<i<2n~1,éum
isomorfismo entre T, _, € To,—1. Dessa forma, por hipétese de indugéo, @ (Ton-1) ~ Z.
Além disso, como haviamos visto que Q;(Ton11} € Q1(Ton—1) séo isomorfos, temos o
teorema.

Corolario 2.3.11 O grupo fundamental de um torneio altamente regular (néo-trivial)

Ty,11 € 1somorfo o Z.

Dem. :
Considere T5,,1 e 0s seguintes subtorneios induzidos:

Ton_1 =< U1, Uz, -« Uy Oy - - - Vap >

Ton 3 =< U1,V9,...,Un_1, Upg2y .. Vop_1 >

T3 =< v1, V2, Upgo >

Pela repeticdo sucessiva do argumento da demonstracdo do teorema 2.3.8, cada
poliedro do complexo simplicial associado a Ty,,—; (respectivamente To,_3,...,73) é um

retrato de deformacio do torneic imediatamente anterior. Logo, Q1{Tone1) ~ @1(T3) ~
A

Corolario 2.3.12 Seja T um torneio. Se o quociente simples relacionado o T € alte-

mente reqular, entao T € simplesmente desconexo.

Dem. :
Imediata a partir da proposicao 2.3.5 e do teorema 2.3.8.

As seguintes proposicdes decorrem dos resultados até agora apresentados e serao
necessarias para demonstracio do teorema de caracterizacdo geral. Suas demonstragdes

encontram-se em [8].

Proposicao 2.3.13 Seja Toy4y um torneio altamente regular (ndo-trivial) e seja v =
V0, Uk, um 3-lago em Kp. Entdo a classe {v} é um gerador de Q1(Ten11) ~ Z. Logo,
{7} # {w}, isto é v ndo é homotopicamente trivial em |Kr|

Proposicio 2.3.14 Se T), = Ry (SW, S 5@+ ¢ g composicdo de guais-
quer torneios S, i =1,2,...,2m+ 1, com um torneio altamente reqular (ndo-trivial)
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Romy1, entdo o grupo fundamental Q1(T,) é isomorfo a Z. Além disso, seja v = vv;upty
um 8-laco em Kr,, cujos vértices ndo estdo contidos na mesma componente. Entdo a

classe {v} ¢é um gerador de Q1(T) e, entdo, {v} ndo é homotopicamente trivial em

| B

Exemplo 2.3.15 O torneio 17, altamente regular:

v7 4!

Teorema 2.3.16 (Caracterizacio) Um torneio T € simplesmente desconexo se, e
somente se, o quociente simples relacionado a T é altamente regular.

Dem. :
(«<=)Decorre imediatamente do corolrio 2.3.12.
(== )Por indug¢éo. Para n = 3, se T3 for simplesmente desconexo, entdo Ty é o 3-ciclo
¢ também € altamente regular. Logo, I3 é seu préprio quociente simples relacionado.
Assuma entdo por hipétese de inducdo que para cada torneio simplesmente desconexo
T, o quociente simples 7™ relacionado a 7, é altamente regular.

Seja entdo um torneio simplesmente desconexo T,.; e um lago de arestas v =
V12 ... U1 que ndo é homotopicamente nulo em |[Kr, |- Aplicando as operagdes que
preservam classe de homotopia podemos escrever:

{viv2.. . 0,01} = {U102V3V 0 UsVLVL VL VUYL - . V1V 1T

= {’1)1’()2?)32)1}{1)}_@3'1!4?}1} I {vlvs_lvsvl}

Como +y ndo é trivial, ao menos um dos lagos de aresta {vyv;-10;v1 } também é n&o-trivial.
Seja entdo um vértice w €< vy, v41, ¥; >, e considere o torneio T, = Tpq — w. O lago
de arestas v;v;-,v;v; serd nao-trivial em [Kr, | também, uma vez que T, é um subtorneio
de T,11. Logo, por hipdtese de indugéo o quociente simples Ry, .1 relacionado a T, =
Roma1(SM), ..., 8ZmH)Y ¢ altamente regular.

Temos entio a seguinte condi¢do para a orientacdo dos arcos entre w e qualquer
vértice v; de Ty:
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(*) Se os vértices de um 3-ciclo v de T}, nfo estdo contidos na mesma componente, entio
nem 7y — w nem w — 7.

De fato, caso contrdrio o lago de arestas positivo v+, gerado por v, seré homotopi-
camente nulo em [Kr,,,|. Mas isso é uma contradicdo uma vez que o lago vy, v;, Uiy1, 1
que nédo ¢ trivial em |Kr, .| é, pela proposigio 2.3.14 homotdpico a vy vy em | K, | e
em |Kr, .|, de modo que y* néo é trivial.

Seja agora, paracadai = 1,2,...,2m+1, os conjuntos (complementares) S79={v €
SOy — w} e S7W={v € S¥jw — v}. Provemos que existe no méximo um indice
para o qual a partigio {S~®, §<@} de S® ¢ nio-trivial. Caso contrério, existem p e q,
p# gtal que S7P #£ (0 # 5P e @) £ § £ S Syponha que S®) — 5@ Como
Ryma1 € ar. e ndo-trivial, 3r = 1,2,...,2m + 1 tal que S — 5 — gla} 5 Gir}
{pela ordenacio ciclica). Seja v, € S e suponha que w — v,. Tomo vp (resp. v,)
em S (S@) tal que w —< v,, v, v, >= 7 (quando v, — w, fago 0 mesmo por
hipétese de nao-trivialidade das duas particdes). Logo w — «~ {ou v — w) e isso é
uma contradicido com (*). Temos entdo duas possibilidades:

1. ¥i=1,2,...,2m+1, ou $70 = ou S+ = ¢,
2. 31 tal que S0 £ £ 50

1) Nio posso ter w — S% nem S — w para todo ¢, caso contrdrio todo 1-
laco em Kr, , é homotopicamente nulo. Mudando os indices se necessério, suponho
que w — S™+Y e que S+ 5 4. Temos duas possibilidades: w — S ou
S50} — 4. Suponha que S —3 w. Seja, por exemplo, v; € SU), v, € §C e
Umaz € SF2), Entdio v) — Vs — Upga — U1 € Umys — w. Mas entdo w — vy
(w — S, pois sendo o 3-ciclo < vy, vz, Umsz > seria tal que < vy, Vg, Umsz >— W, O

que € absurdo (por (*)). Fago isso parai=2,3,...,m e aplico entdo argumento anilogo
parai=m+3 m+4,...,2m+1, cbtendo que w — 8 =23 ... m+1e S —
wi=m+2,m+3,...,2m+1. Caso w — SN comeco por i = 2m + 1 e, utilizando
5m+1) obtenho os mesmos resultados. Logo They = Roms (SPU{w}, 5B ... §EmTLY,

Rami1 altamente regular e nio-trivial, por T, e as relages obtidas para w.

2)Fago, se necessario, uma rotagio nos indices de Ry, de modo que S =£ § £
S} 8¢ w — S™HY posso proceder como antes (posso tomar v, € S7W t.q. v; —
we vl € S0 t.g. w— v} e obter que Tpy1 = Rome (S U {w}, §P, ..., §@m+Dy,
Rom+1 altamente regular e nio-trivial. Se S™*+Y — 1 entdo obtenho que w —
SH i =m+2,...,2m+1eque S¥ — w,i=2,3,...,m. As incidéncias de w nfio sdo

mais as mesmas para que o quociente da forma do item anterior seja altamente regular.
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Além disso, S+ — 571, Sendo seja v, € S0 e v) € STW tal que v; — v},
Seja Vgmsr € SP™TD e um 3-ciclo v =< vy, Uiy, Umt2, Vamat >, COM Uy € S
€ Upsz € 5™ Ent80 {v1,Umi1,Umis,v1} = {¥1} 0 que é uma contradigio com o
argumento utilizado na obtencao de (*). Logo, valem as incidéncias de modo que

Tn+l = R2m+3(s_}(1)1 aevy S(m+1)1 {w}a S(m+2): BRI S‘c_[l));

onde Riom43) € altamente regular e nio-trivial.
O teorema de caracterizagio ¢ extendido para digrafos semicompletos através do

Teorema 2.3.17 Um digrafo semicompleto D € simplesmente desconezo se, e somente

se, o quociente simples relacionado a D é um torneio altamente regular.
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Capitulo 3

Ciclos conados e nao-conados de
digrafos e a classificagao de torneios

por 3-ciclos nao-conados

3.1 Resumo

A classificacdo dos torneios por 3-ciclos nao-conados obtida por Burzio e Demaria ([4])
e a posterior classificacdo dos torneios hamiltonianos ([7]) foram fundamentais no estu-
do dos torneios normais e sua posterior aplicagido no problema de reconstrucao destes
torneios. Sdo resultados citados em grande parte dos trabalhos que se sucederam {ex.
[10], [16]). Neste capitulo apresentamos a classificagdo de torneios por 3-ciclos nao-
conados que tem uma ligagdo direta com os resultados do capitulo anterior. Apre-
sentamos também a extensfo dos conceitos de ciclos conados (ou projetados) e nido-
conados para digrafos, ciclo caracteristico, minimal, caracteristica e diferenga ciclica.
No apéndice apresentamos os torneios de Moon que tem um uma caracterizacao que
decorre imediatamente dos resultados da primeira secdo e que sdo reconstrutiveis com
apenas duas excecoes.

3.2 Ciclos conados e nao-conados em torneios

Definigao 3.2.1 T" subtorneio de T ¢ conado por v (v é pico de T) se v € T = T"
tg v—=T ouT —v. T’ éndo conado seVv € T — T’ o propriedade ndo ¢ satisfeita.

Esta é uma definicdo combinatéria, mas com motivacdes topoldgicas fortes. H4 bem
da verdade obteremos ao término da se¢do seguinte o resultado:
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Coroldrio 3.2.2 Um torneio € stimplesmente desconexo se, e somente se,
1. 3 um 8-ciclo ndo conado

8. todos os 3-ciclos conados sdo contrafveis

Este resultado vem como unifo do teorema 2.3.16 do capitulo anterior com o teorema,
3.3.9 e vale com adaptagdes para digrafos em geral. E utilizado (na forma do teorema
3.3.11) para a classificacdo dos torneios de Moon, por exemplo {veja apéndice).

3.3 Classificagao dos torneios por 3-ciclos nao-conados

Lembremos que wum torneio T é altamente regular se existe uma ordenagéo ciclica vy, vq,
wes Vama1, U1 o8 vértices de T tal que v; — v, se, e somente se, v; é um dos primeiros m
sucessores de v; na ordenagio ciclica. Equivalentemente se v; — v; Vi =1,2,...,2m+1
ej=i+1,¢+2,...,i+m (mod 2m + 1).

Se T é hamiltoniano e R,, é o quociente simples relacionado a T, as componentes
também sao unicamente determinadas e sdo os conjuntos maximais equivalentes de
vértices de T, ie, se T é hamiltoniano existem 2 conjuntos maximais equivalentes em T,

em geral ndo disjuntos.

Definicdo 3.3.1 7 subdigrafo de T € contraivel se 3 um subconjunto préprio de
vértices de T equivalente que inclue os vértices de T'. Se ndo existe tal subconjunto, T’
¢ ndo-contraivel.

Observagao 3.3.2 Todo conjunto equivalente estd contido em um equivalente mazimal
= 1" é contraivel se, ¢ somente se, estd contido numa componente mazimel de T.

As seguintes observacoes sao imediatas e decorrem diretamente das definig0es:

o Todo subtorneio contraivel é conado.

e Temos as seguintes possibilidades para os 3-ciclos: ndo conados, contrafveis(conados)
e conados, mas nao contraiveis.

Proposicao 3.3.3 Seja R quociente ndo trivial de T e p a aplicagdo projecdo canbnica
de T em R. Um 3-ciclo v é ndo-conado em T se, e somente se, sua projeg@o p(y) €

ndo-conada em R.
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Dem:. :
Se -y é ndo-conado em T, entdo n&o é contraivel. Logo, sua projecdo é ndo-conada. A
reciproca ¢ semelhante.

A préxima proposicdo é de verificacdo bastante simples e de fato caracteriza os
torneios transitivos de maneira bastante dtil:

Proposigao 3.3.4 T ¢ transitivo se, e somente se, nao tem 3-ciclos.

Dem. :

Claramente transitividade e existéncia de 3-ciclos ndo s&o compativeis.

Proposicao 3.3.5 T ¢ hamiltoniane se, e somente se, 3 um 3-ciclo nao-contraivel em
T.

Dem. :

T hamiltoniano néo é transitivo e portanto admite um 3-ciclo. Se todo 3-ciclo é con-
traivel, o quociente com componentes maximais ndo possue 3-ciclos (ficaram dentro das
componentes). Mas entdo esse quociente é transitivo pela proposi¢do anterior, o que é
uma contradicido com o fato do torneio original ser hamiltoniano (lembrando que se um
torneio for hamiltoniano entdo cada quociente também o serd). Reciprocamente, se T
nao é hamiltoniano, todo 3-ciclo esta contido em uma tinica componente. Mas como T
possul um 3-ciclo nao-contraivel isso nao pode ocorrer.

Proposigao 3.3.6 Cada 3-ciclo de um torneio simples é ndo contraivel.

Dem. :
A demonstragdo é imediata.

Proposicao 3.3.7 Cada 3-ciclo de um torneio altamente regular € ndo-conado.

Dem. :
Seja Ty, 41 0 torneio e vy =< z, ¥, 2 > um 3-ciclo em T. Ordene 75,1 na ordem standard
esejaentdao v1 =z, vp = Y, Ur = 2z, com h < k < 2m + 1. Das incidéncias em um

torneio altamente regular, temos:
h<m+l=y —y —y Vi<i<h

k—h<m=yy, — v —uyVh<i<k
k>om+2=2vy — v —unVe<i<2m+1

Dessa forma, nenhum vértice de T cona .
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3.3.1 Torneios com um quociente altamente regular

Lema 3.3.8 Seje T um torneio cujos 3-ciclos conados sGo todos contrafveis e w € T
Entdo um 3-ciclo ndo-conado de T’=T-w ¢ também um $-ciclo ndo-conado de T.

Dem. :
Seja Rj, 0 quociente simples relacionado a T com componentes S, ..., S®) e R, o quo-
ciente simples relacionado a T’ com componentes S, ..., $®). Suponha por absurdo

que existe um 3-ciclo ndo-conado  de T’ que seja conado por w (essa é a Gnica possibil-
idade de ser conado em T). Entdo v é contraivel por hipdtese e estd numa componente
de Ry, por exemplo S, Pela proposicio 3.3.5 T" é hamiltoniano ¢ portanto a particao
(S — 4y, §® —w, .. 8™ — )} é uma cobertura de T° mais fina que SM,..., 5
formada pelos conjuntos equivalentes maximais. Mas v € S™ —w e S —w C §U),
j=1,..., k. Poroutrolado, como v nio é conado em T’ os vértices estdo em diferentes
componentes 5 5'(4’), S, Contradi¢do. Logo v é ndo-conado em T.

Nas condicoes do lema anterior e pela proposicdo 3.3.5, T' hamiltoniano = T hamil-
toniano.

Podemos ent&o a partir destes resultados caracterizar os torneios cujo quociente
simples é altamente regular, utilizando para isso dos 3-ciclos conados e nao-conados.

Teorema 3.3.9 O quociente simples relacionado ¢ T € altamente regular se, e somente

se

?

1. J um 8-ciclo ndo conado
2. todos os 8-ciclos conados sdo contrafveis

Dem. :
(=)

Suponha que o quociente simples relacionado a T é altamente regular (a.r.). Entdo
T é da forma T, = Romsi (SO, ..., SC™ 1)) com Romyy altamente regular ndo-trivial.
Se v € nao contraivel seus vértices estio em componentes diferentes. Como Ropi € a.1,
~ € nio conado (pelo mesmo argumento da proposicdo 3.3.7). Além disso, como Rom4
é hamiltoniano, por 3.3.5 possue 3-ciclo n&o contraivel == possue 3-ciclo nao-conado e
por 3.3.3 existe um 3-ciclo nfo-conado em T.
(=)

Por indugao. Para n=3, T,, é 3-ciclo e entdo altamente regular. Suponha entio que
n > 4. Suponha que VT de ordem k, que satisfaz 1) e 2) o quociente simples relacionado
a T é altamente regular. Seja Tr,1 que satisfaca 1) e 2). Por 1) existe um 3-ciclo ndo-
conado vy em Tyy1- Sejaw € Ty —v e T = Tpr1 — w. v € ndo-conado em 7T (pois ndo
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é em Ty, ). Por outro lado, cada 3-ciclo conado & de T é conado em T}, e portanto
contraivel em Ty por 2). Logo, o estd contido em um subconjunto préprio equivalente
A de Tiy;. Mas ent@o o estéd em A — w e é contraivel em T,. Dessa maneira 1) e 2)
valem para T} e, por hipétese de indugdio, T é da forma Ty = Rome1 (8D, ..., @),
onde Ry, é a.r. ndo-trivial.

Considere, Vi = 1,2, ..., 2m+1 os conjuntos (complementares) S~¥={v € S®|v —
w} e S W={y € S®w — v}. Provemos que existe no maximo um indice para o qual
a particio {S, $7() de S é nio-trivial. Caso contrério, existem p ¢ g, p # ¢ tal
que $7@) £ Q£ S o 2@ £ £ 9@, Syponha que SP —s 59, Como Roma
é ar. e ndo-trivial, Ir = 1,2,...,2m + 1 tal que $¢) —s S — 540 5 S (pela
ordenagao ciclica). Seja v, € S5 e suponha que w — v,. Tomo v, (resp. v,) em
S®(S9)) tal que w ——< v, vy, v > (quando v, —> w, fago o mesmo por hipétese de
nao-trivialidade das duas parti¢des). Logo w cona o 3-ciclo em Ty e, pelo lema 3.3.8 0
3-ciclo é conado em Tj. Mas isso é uma contradicdo, uma vez que seria contraivel (por
2) e, pela forma como foi construido, isso contradizeria o fato de Ry, ser altamente
regular.

Temos entdo duas possibilidades:

1. Vi=1,2,...,2m+1,0u S79 =0 ou §0 =@

2. 3¢ tal que S £ § £ S0

1}Como existe 3-ciclo ndo-conado em Ty1, por 3.3.5 Tp,, é hamiltoniano e entdo
w ndo-cona Ti. Mudando os {ndices se necessario, suponho que w —s St e que
Sm+2) 4 (como w ndo cona Tk, existem fndices tais que isso ocorre). Temos
duas possibilidades: w — S® ou S — . Suponha que S — w. Seja, por
exemplo, v; € S, vy € 5D e vy € S Entdo vy — v — Umao — UL €
W —> Upeo. Mas entio w — vy (w —> S®), pois sendo o 3-ciclo < vy, Vs, Vmpo >
seria conado por w, o que é absurdo (pelo lema 3.3.8). Fago isso para i = 2,3,...,m
e aplico entdo argumento andlogo para ¢ = m+3,m +4,...,2m + 1, obtendo que
w— SS9 i=23. .. m+teSH s wi=m+2m+3,...,2m+1 Caso
w — S, comeco por i=m+3 e, utilizando S{m+1) obtenho os mesmos resultados.
Logo Tesr = Roms1 (SHU{w}, 8P, ..., S 1)) Ryt altamente regular e ndo-trivial,
por T; e as relacdes obtidas para w.

2)Fago, se necessario, uma rotacio nos indices de Ropm.1, de modo que S #£ () #
S, Ge y —— S posso proceder como antes (posso tomar v; € S7WU t.q. v —
wev, € ST tq w— v e obter que Thg1 = Ram1 (SU U {w}, 5P, ..., 5@+

33



Rymy1- Se St 5 4 entdo obtenho que w —» SW i=m +2,....2m + 1 e que
56 sy, §=2,3,...,m. As incidéncias de w nfo s&0 mais as mesmas.

Além disso, SN — S Sendo seja v, € S~ e vf € S tal que v; — v].
Seja vomae1 € SPH . Entfio § =< vy, W, vomy > é conado por v e entdo contraivel em
Tisr. Seja T® o quociente simples relacionado & Ty, e as componentes S, ..., S®,
Entdo vy € va,41 estio na mesma componente (ex. S (l)). Pela demonstracdo do lema
3.3.8, a partigio {SM —w,..., 59 —w} é mais fina que {SO, ..., @™+ de T},. Mas
Uy € Uomyr € SO enquanto v, € SU e vgmer € S@+ | uma contradigio. Logo, valem
as incidéncias de modo que

Tir1 = Romya(S7Y, 0 D) L) gt geli)y

com R(am+3) altamente regular e ndo-trivial.

Observamos que os torneios cujos 3-ciclos conados sao todos contraivels sdo também
o0s tornelos redutiveis daqueles com um quociente altamente regular nao-trivial.

Esse teorema pode ser generalizado para digrafos semicompletos, de maneira natural:

Teorema 3.3.10 O gquociente simples relacionado a D € altamente regular se, e so-

mente se,
1. 3 um 8-ciclo nao conadoe em D

2. todos 08 2 e 3-ciclos conados de D séo contraiveis

Teorema 3.3.11 (caracterizacdo) As seguinies condicbes sdo equivalentes para qual-
quer torneio T,

1. todo subtorneio de T, ou € hamiltoniane ou transitivo;
2. todo subtorneio de T, de ordem 4 ou é hamiltoniano ou transitivo;
3. todo 3-cicle de T, é nédo-conado;

4. T = Romua (SW, 82 . S+ ¢ 4 composicio de 9m+1 componentes transi-
tivas S, 5@ S com um quociente altamente reqular Romay1-

Dem. :

1) = 2) ébvio. 2) = 3) Se vy =< z, ¥, 2 > é 3-ciclo conado por v, entdo < z,y, z,v >
é subtorneio nao-transitivo, redutivel, T, de T.
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3) == 4) Se T;, ndo possue 3-ciclo, entdo é transitivo = T, = R {T;), onde Ry é o
torneio trivial altamente regular. Suponha agora que existe um 3-ciclo v em T;,. Por
hipStese  é ndo-conado. Pelo teorema 3.3.9 Ty, = Roms1 (S, ..., 5®*+1) onde Rom i
é altamente regular e nio-trivial. Ainda, ¥i = 1,2,...,2m + 1, S® ¢ transitivo uma
vez que nenhum 3-ciclo estd contido em S (pois seria conado). Logo, vale 4).

4) => 1) Se Romy1 = R1, Ty, é transitivo e 1) vale. Se Rop i3 € ndo é trivial, sejaw € T,
e Th_; =T — w. w estd incluso em, por exemplo S@™+1), Temos dois casos:

1. 8@m+Y) _ gy £ @, Entdo Tyoy = Romer(SW, ..., 8@+ _ ). Logo, Thoy é

hamiltoniano e a componente S@™tY ¢ transitiva.

2. S@mHL) _ oy =

-Sem =1,T,_; = Rp(S™, S@) e essa decomposicio é transitiva, pois S e S
sdo tramsitivas e S — S,

“Sem > 1, Ty ) = Rom_1 (81,83 . Stm—1) glmiyglntl) gim+2)  Gm-1))
onde Rym,1 é altamente regular e S U SU+1) ¢ transitiva, uma vez que S
e St™+1) sfo transitivas e S — ST Logo, todo torneio de ordem (n — 1)
é hamiltoniano ou transitivo e satisfaz 4). Extendendo aos subtorneios de ordem
n—2,n—3,... tenho o resultado.

3.4 Ciclos conados e nao-conados em digrafos
Podemos extender o conceito de ciclo conado naturalmente de torneios para digrafos:

Definicdo 3.4.1 D' subdigrafo de D € conado por v (v € pico de D) se Jv € D — D
t.g. v =D ouD = v. D’ éndo conado se Vv € D— D' a propriedade néo ¢ satisfeita.

Lembremos que:

Observacao 3.4.2 A notacdo A = B € utilizada gquando Vv € A, u € B tenho que
v —> u e para nenhum vértice de A ou B a relagdo em direg@o contrdria ocorre.

Observagdo 3.4.3 Se Qn(SW, ..., 5 ¢ quociente de D, entdo Qm € isomorfo a
um subdigrafo de D,,.

Observacao 3.4.4 VYD, eziste um unico quociente simples relactonado.

Observagao 3.4.5 D, ndo ¢ hamiltoniano se, e somente se, Ty ndo € seu quociente
{com arco simples).



3.4.1 Diferenca ciclica em um digrafo semicompleto

Para o restante deste trabalho, a menos de mencdo em contrdrio explicita, estaremos
denotando D, como um digrafo semicompleto hamiltoniano de ordem 7.

Definicao 3.4.6 Um vértice v de D, é um vértice neutral de D, se D, —v ¢ hamil-

toniano. O nimero de vértices neutrais de D,, € denotado por v(D,).

Observacao 3.4.7 v(D,) ¢ o numero de subdigrafos hamiltonianos de ordem n-1. Em
Dy (n > 4) existem pelo menos 2 e no mdzimo n subdigrafos de ordem n-1. Entdo
2 < v(D,} € nparan > 4. Esta observacdo wvale para torneios e pode ser exten-
dide naturalmente para digrafos hamiltonianos em geral {a existéncia de arcos duplos
aumenta o nidmero possivel de vértices neutrais).

Proposicac 3.4.8 Dy(n > 5) ¢ hamiltoniano se, e somente se, existe um m-ciclo
nao-conado C, onde 2 <m<n-— 2.

Dem. :

(=) Seja D, digrafo semicompleto hamiltoniano e v um vértice neutral de D,,. Como
D, — v tem ordem maior ou igual a 4, possui pelo menos dois vértices neutrais w,
e wy (pela observagdo anterior). Dessa forma os subdigrafos D, — v, D, — {v, w1} ¢
D,, — {v,w,} sao hamiltonianos. Suponha por absurdo que os dois subdigrafos D, —
{v, w1} e D, — {v, ws} s&o conados. Entdo w; ndo pode conar D, — {v, w1}, pois sendo
D, — {v,w:} é ndo-hamiltoniano. Analogamente, ws ndo pode conar D, — {v,ws}.
Mas entdo tenho que v cona tanto D, — {v,w;} quanto D, — {v,wa} € portanto v cona
D, —v. Contradicio pois teria D, = T2(D, — v,{v}). Logo, pelo menos um desses
dois n — 2-ciclos de D, é nfo-conado e portanto existe um m-ciclo ndc-conado C, onde
2<m<n-2

(<) Suponha por absurdo que D, n&o é hamiltoniano. Entao seu quociente simples é
T, (com arco simples). Logo, cada ciclo de D, estd em uma das duas componentes de
75 e portanto é conado. Contradicdo com a existéncia de um m-ciclo nao-conado.

Observacao 3.4.9 Ao observarmos os torneios Dy e Dy, observamos que eles contém

m-ciclos ndo conados, mas a condicdo m < n — 2 ndo € satisfeita.

Definicdo 3.4.10 Se C' € um ciclo ndo-conado de Dy, Po = V{(D,) — V() consiste
de vértices neutrais de Dy, que sdo chamados pblos de C.

Definigao 3.4.11 Um ciclo ndo-conado C de D, € minimal se cada ciclo C’ tal que
V(C") C V(C), € conado por pelo menos um vértice de I,.
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Definigio 3.4.12 Um cicle minimal é dito caracteristico se possue o menor compri-
mento entre os ciclos minimais. O comprimento de um ciclo caracteristico é chamado
de caracteristica ciclica de D, e é denotado por cc(D,). A diferenca n — ce(D,,) € a
diferenca ciclica de D,, e denotada por cd{Dy).

Observacao 3.4.13 Se C ¢ um ciclo caracteristico de D, entdo cd{(D,) = |Pe|.

3.4.2 Particao dos digrafos semicompletos hamiltonianos

Proposicio 3.4.14 Um vértice v de D, € neutral se, e somente se, ezxiste um ciclo
minimal C de D, tal que v € Pc.

Dem. :

Se v é neutral, entdo D, — v é hamiltoriano e, em particular, ndo-conado. Seja entdo
C ciclo minimal de D, em D, — v {que existe, nem que seja o préprio D, — v). Entdo
v € FPe. Se v € P, para algum C ciclo minimal, entao por definicdc v é neutral.

Observacgio 3.4.15 Se v € um vértice neutral de Dy, em geral nio eziste ciclo caroc-
teristico C tal gue v € Pp.

Corolario 3.4.16 O conjunto de vértices neutrais de D, € a unido dos conjuntos de
pélos dos ciclos minimais de D,. Entao cd(Dy) < v(Dy).

Proposicao 3.4.17 cd(D,) = v(D,) se, ¢ somente se, existe um unico ciclo minimal

em Dy, (o ciclo caracteristico).

Dem. :

Se cd(D,) = v(D,), suponha que existem C e C’ ciclos minimais, e seja C o carac-
teristico. Entao |Pg| = ¢d(Dyr) = v(D,). Em particular os pdlos de C sdo os vértices
neutrais de D,. Mas C’ é outro ciclo minimal e entdo existe u € Per tal que u ¢ Pe.
Como u é neutral fora de Py temos uma contradigdo. Reciprocamente se existe um
dnico ciclo minimal o resultado ¢ satisfeito observando-se a proposicdo 3.4.14.

Proposicio 3.4.18 Se D, = D/ (S, 8@, ... S de m digrafos SW com quociente
D, entdo ce{Dp) = ce(D,).

Dem. :
Seja C um r-ciclo ndo-conado de D,. Como C é néo conado, os r vértices de C sdo
elementos de componentes diferentes S em D7 .. Reciprocamente, como todo quociente
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de um digrafo T ¢ isomorfo a um subdigrafo de T, seja D!, um subdigrafo de D, isomorfo
a D). Entfo a imagem em D de um m-ciclo ndo-conado de Dj, é um m-ciclo nio-
conado de D,. Dessa forma os ciclos ndo conados de Dy, e D, estdo em correspondéncia
1-1 e portanto cc{D,) = ce(D,).

Proposicao 3.4.19 Se D, = D/ (SW,..., 8™ entio v é um vértice neutral de D,

se, e somente se, v estd em uma componente nio-singleton (formada por apenas um

!

1., onde p € g proje¢Go candnica.

vértice) ou pfv) é um vértice neutral de D

DPem. :

Seja v vértice neutral de D, e suponha que v est4d numa componente singleton de D .
Entao p(v) é vértice de D},. Como v é neutral, existe C ciclo minimal de Dy tal que
v € Pc. Mas entdo p(v) € Fyey e p(v) € vértice neutral de DJ,. Reciprocamente, se
p(v) é um vértice neutral de D), certamente serd de D,,. Se v estd numa componente
nao-singleton de D), entdo D, —v tem a mesma decomposicdo D) , hamiltoniana. Logo,
Dy, — v sera hamiltoniano e portanto v é vértice neutral de D,,.

Proposigao 3.4.20 Seja D), um subdigrafo semicompleto hamiltoniano de D,,. Entdo
cd(Dy,) < ed(Dy)

Dem. :
Sendo cd(Dy,) = n — ce(Dy), é equivalente mostrar a desigualdade cc(D),) = cc(Dy) —

T+ .

1. Suponha primeiro que m = n ~ 1 € entdo mostremos que ce{D;,_;) > ce(Dy) — 1.

Seja h = ce(D],_,) e Ch, um ciclo caracteristico em D) _, = D, —v. Se v ndo cona
Ch entdo Cj também € um ciclo nao-conado em D,,. Logo, ce(D;_} > ce(D,) >
ce(D,) — 1. Se v cona Cy, como [, é hamiltoniano, existe w € V(D.,_,) — V(Cp)
tal que v ndo cona < V{Cy) U {w} >. Além disso como w néo cona Oy, podemos
construir um ciclo de ordem A+ 1 passando por C}, e w, que ndo é conado em D,.
Logo, ce{D:,_1) 2 cc(Dy) — 1.

2. Suponha entdo que 2 < m < n — 1. Temos duas possibilidades:

Temos uma cadeia tal que V(D) C V(Di,.1) C ... C V(D,) de subdigrafos
hamiltonianos de D,, e entfio posso aplicar o procedimentc anterior repetida-
mente e obter cc(D.,} > cc(D,) — n + m. Sendo, existe D! digrafo hamiltoni-
ano com V(D) Cc V(D) C ... c V(D) C V(Ds1) C ... C V(Dy) com
D, ..., D} sudigrafos hamiltonianos e D ; ndo hamiltoniano. Dessa forma D;
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é conado por todos os vértices {z;,...,Zn-s} € posso fazer a composicdo D, =
Dy i@, . Zns, DY), Mas entdo ce(Dy) = ce(D),_,11), pela proposigao 3.4.18
e por sua vez cc(D,_,,,) < n— s pela proposi¢ao 3.4.8. Logo, cc(Dp) —n+m <
—s+m < ec{ D)) —s+m < ce(D! ), com a tltima desigualdade vindo do caso 1)
anterior.

Observacao 3.4.21 Se definirmos um ciclo caracteristico como um ciclo minimal com
comprimento mdzrimo, uma proposicdo similar o 5.4.18 vale, mas ndo com uma pro-
priedade como em §.4.20.

Corolério 3.4.22 Se C € um ciclo caracterisiico de D, e v € Pc € um pdlo de C,
entdo cd(Dy) > cd( Dy, — v) > cd(Dy) ~ 1.

Dem. :

Pela proposicao 3.4.20 temos que cd(D,,) > cd{D, — v). Vejamos a outra desigualdade:
Como v € P, C é ndo-conado em D, — v (caso contrério, seria conado em D,). Mas
entdo ce(Dy, — v) < cc(Dy) = |C|. Logo, n—1— ce(D, —v) 2 n—1—ce{D,). Como
n—1—cc(Dp —v) = cd(Dp—v) e n—ce(Dy) = ¢d(Dy), temos que cd(D,—v) > ed(Dy)—1.

Proposi¢ao 3.4.23 Seja D!, um subdigrafo semicompleto hamiltoniano de D,. Entdo
v(Dy) < v(Dy)

Dem. :

Primeiramente suponha que m = n—1 e que u é vértice neutral de Dp,_; = D, — v, mas
néo ¢ de D,,. Entdo D, —u nfo é hamiltoniano e portanto é da forma T3(S®", $@). Uma
dessas componentes deve ser {v}, sendo D, — {u, v} n&o é hamiltonianoc, contrariando
o fato de u ser seu vértice neutral de D, — v. Temos entao duas possibilidades: u —
v — Dy —{u.v} ou D —{u,v} — v — u, levando em consideracdo que v nao cona
Dy —v. Seja v’ vértice neutral de D, — v diferente de u. Pelas possibilidades acima, v
ndo pode conar D, — {u', v} e entdo u’ é vértice neutral de D, (posso extender o ciclo
passante em Dy, — {/, v} por v e fazer D, — ' hamiltoniano). Logo, existe no méximo
um vértice neutral de D, 1 que ndo é neutral de D,. Como v ¢ vértice neutral de D,
que ndo é de D, — v, (D}, _,) < v(Dy).

No caso geral, se temos uma cadeia tal que D/, C D, C ... C D, de sub-
digrafos hamiltonianos, posso aplicar o procedimento anterior repetidamente e obter
v(Dry € v(Dy). Sendo, como na demonstracao da proposigao 3.4.20, existe D di-
grafo hamiltoniano com D), ¢ D] ., C ... € D, C Tyyy C ... C D, e tal que
Dy =D _ (21,20, D). Mas entdo v(Dy,) < v(D,) < v(D,), pela proposicéo
3.4.19, uma vez que D} é uma componente de D,,.
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3.5 Apéndice

Seja T, torneio de ordem n. Os torneios de Moon sdo aqueles em que todos o0s
subtorneios sao transitivos ou hamiltonianos. Claramente um subtorneio de um torneio
de Moon é de Moon (ou de tipo Moon). Foi demonstrade que é possivel verificar se
um torneio € ou ndo de tipo Moon analisando-se seus 5-subtorneios hamiltonianos. Se
todos forem de Moon, entdo o torneio original também é. Mais ainda, observando-se o
teorema 3.3.11 & possivel verificar se o torneio é de Moon através de seus 4-subtornetos.

Exemplo 3.5.1 O torneio Ty abaizo € um exemplo de torneio de Moon.

o Seus 4 subiorneios sdo todos de Moon. Por exemplo:

< Uy, Uy, Us,Ug > € hamiltoniano e seus subtorneios sdo < vy,vVe,vg > (hamil-
tontano), < vi,Vs,vs > (transitive), < wvi,ve,Us > (transitivo), < wvs,vs,vs >

(hamiltoniano)

< Uy, Vg, U7, Vg > & transitivo e seus subtorneios sdo < vs, Vs, ¥r > (transitive),
< vs, Us, Ug > (transitivo), < vs, vy, vg > (transitivo) e vs, v7, vs > (transitivo).

o Seus 5 subtorneros hamiltonianos séo de Moon. Por exemplo:

< vy, V3, Vs, Us,Us > ¢ hamilloniano e seus 4-subforneios sao < vqy,Vs,Us, Vg >
(hamiltoniano), < vy, vs,vs,vs > (hamiltoniano), < vy, vs,vs, Vs > (hamiltoni-

ano), < vy, vs, Vs, Vg > {hamiltoniano) e < v3, Vs, vs, vg > (hamiltoniano).

J4 em [15] os torneios de Moon foram caracterizados como uma composicao de dois
torneios transitivos. Se T), é um torneio de Moon, entéo T, = {Tr,,Try}, onde Trp é o
malior subtorneio transitivo de T, e Try = T'rp 1 (X, Xo, ..., X,—1) é um torneio transi-
tivo de ordem ¢ formado por componentes transitivas X;, Xs,..., X,_; (que podem ser
vazias) de vértices de T,, — Tr, e tal que os vértices a1, a9,.. ., ap de Tr, se relacionam

com vértices de X; da seguinte maneira:
a —vvweX;eVy=12...,i-1
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v—uVveX;eVi=4i+1,...,p~1

O diagrama a seguir representa essas relagGes no torneio de Moon 73 do exemplo

anterior:

Além disso, valem as seguintes desigualdades sobre a ordem das componentes X;:
X+ | Xl +. . X <4, ¥i=1,2,...,p—1;

[Xpo1| + [ Xpa| +. . [ Xi| <p—d, Vi=1,2,...,p— 1

E possivel demonstrar que um torneio de Moon de ordem n estd completamente deter-
minado sabendo-se o niimero de vértices nas componentes X;. O torneio T}, € descrito
entdo com a notagdo T, = [Np-1,Mp_a,...,M1], onde n; = |X;| é uma letra de T, e a
expressao [ny_1,7mp o,...,n1] € a palavra relacionada a Tj,.

Uma das propriedades mais valiosas dos torneios de Moon vem do fato dos mes-
mos {com duas excecdes) serem reconstrutiveis. Considerando-se a descri¢do obtida na
proposicdo 3.3.11 e os resultados do capitulo anterior obtemos que os torneios de Moon
sdo simplesmente desconexos e que portanto temos um grande ntimero de torneios sim-
plesmente desconexos reconstrutiveis, nos dando a dimensao do papel que representam
no decorrer do estudo do problema da reconstrucido. Mais do que isso, Paolo Vito-
lo demonstrou que os torneios simplesmente desconexos (com algumas excegbes para
ordem menor ou igual a 7) sio reconstrutiveis.
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Capitulo 4

Exemplos e aplicacoes

4.1 Ciclos caracteristicos e minimais em digrafos

a) Seja Dy o digrafo semicompleto hamiltoniano:

(o1
y mvg
V4 3

e O digrafo ndo é um torneio, pois possui arcos duplos.
e O ciclo € :< vy, v, v3, va, Us > € ciclo passante.
e Todos os vértices sao neutrais.

e O 3-ciclo < vy, vs, v3 > NAQ é conado, pois vs — vy, V5 — Vg, Us — Uz,
mas ndo tenho vs =< vy, ¥y, ¥3 >, UNa vez que vy — vs € v — Us.

e Os 3-ciclos < v3,v4,v5 > € < Uo,Us,Vs > 530 ciclos minimais. Em <
Vg, V4, Vs >, 1€MOS Que < vy, Us >=> Vs,

e v, +> vz 130 é conado, pois apesar de vz — vy < vy, v; ~— V5. Logo,
v, <> 3 € o ciclo caracteristico.
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e Para este exemplo cc(Ds) =2, ed(D,) =3 e v(Ds) = 5.

e Quando um digrafo [, tem apenas um dnico ciclo minimal ele é chamado
de normal. Davide Demaria e Cosimo Guido demonstraram em 1990 ([11])
que os TORNEIOS normais sao reconstrutiveis (veja apéndice). Nesse caso,
cd(Dy) = v(Dy).

b) Considere o torneio hamiltoniano He:

U6 (1

} r

by U3

O ciclo vy — v9 — v3 — ¥4 —> U5 — v — U; € um ciclo passante.

Todos os vértices sio neutrals.

H ndo posssui 4,5-ciclos minimais.

Os 3-ciclos conados sdo < vy, v9, Ug > € < U1, U3, Ug > € 08 3-ciclos ndo-conados
S0 < Ty, Vg, Vg >, < Uy, Vs, Us >, < Vg, Vg, Vs >, < Vg, Vs, Vs > € < Uy, Vs, U >
Os 3-ciclos nao-conados sdo os ciclos caracteristicos.

Pela observacédo anterior, cc(Hg) = cd(Hg) = 3.

4.2 Variacoes do torneio transitivo

Definicao 4.2.1 Seja o torneio obtido o partir de T'r,, pela inversdo do arco entre v,
€ Um € manutencdo dos demais. Denominamos por torneio quase-transitivo e usamos

a notagdo ATry, ao torneio assim obtido.

Esse torneio AT, serd entdo hamiltoniano. Além disso, V2 < i, j<n-1,1#j
tenho:
UV —F Uy

M vy

€ portanto os 3-ciclos < v1,v;, v, > 880 nlo-conados. Dessa forma, ce{ATr,) = 3 para
todo n.
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P

,Ul ——u—vg—-—-—-— .. —.-Un—l_'-vn

Diagrama do torneio transitivo Trp,

e

,Ul —-—v—l-—.v2—~—l- e —-—-l-—vn_—l—-—-hvn

Diagrama do torneio quase-transitivo AT'r,,

Observacao 4.2.2 V n > 4, se algum dos arcos de Tr,, v; —> v; for trocado por
v; — i, 1 # 1, 0 torneio resultante ndo é hamiltonieno, ao contrdrio do que ocorre

com ATr,,.

Definicio 4.2.3 Denotaremos por DT'r,, ao digrafo obtido pela substituicdo do arco
Uy —> Uy, POT Uy > U, de Tr,, e manutengdo dos demais. Para todo 2 < { <n—1,
V] — Uy — Uy = 0 B-ciclo v1 ¢ Uy € ndo-conade e entdo cc(DTry,) = 2, para todo
m.

O digrafo DTry,:

.

25 Vo e TR T1 T Un

Do mesmo modo que para AT'r, essa substituicao dos arcos em um vértice qualquer
leva a resultados diferentes:

Observacgio 4.2.4 ¥ n > 4, se algum dos arcos de T'ry, for substituido de v; — vj,
i# 1,5 # m, por v; <> v; o digrafo resultante néo serd hamiltoniano.

Se trocarmos um dos arcos v; — v, com 1 < j —i < n —1, por v; — v; o digrafo
resultante ainda ndo serd hamiltoniano.

Agora, se substituirmos todos 0s arcos v; — v;.1, 1 < 7 —%¢ < n— 1, por v; <+ Viq,
o digrafo resultante é hamiltoniano, com cc{D,) = 2.
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Capitulo 5

Classificacao dos Digrafos

Semicompletos Hamiltonianos

5.1 Resumo

Apresentaremos o teorema de classificacio que é o objetivo maior deste trabalho.
Trataremos ainda de algumas aplicacGes e do estudo dos digrafos com diferenca ciclica
maxima. No apéndice apresentaremos os torneios normais que tem uma classificagao
obtida como aplicacao dos resultados ora apresentados. A extensdo para digrafos semi-
completos dos resuitados obtidos para estes torneios normais é objeto de interesse de

pesquisa posterior.

5.2 O teorema de classificacao

O torneio bineutral surge na decomposigao dos digrafos semicompletos e dos torneios
normais de modo a desempenhar um papel impar na classificacdo destes objetos:

Definigio 5.2.1 O torneio A,(n > 4) com conjunto de vértices V(Ap) = {z1,...,%x}
e conjunto de arestas F(A,) = {(z;, z;)[] <i—1o0u j =141} contém os dois unicos
vértices neutrais T1,T, € é chamado torneio bineutral de ordem n.

Exemplo 5.2.2 Os 3 primeiros tornetos abaize sdo bineutrais de ordem 4,5,6. No

wltimo exemplo temos o torneio Hg obtido a partir do bineutral pela inversdo de orien-

tacdo entre 0§ vértices Ty € Ts.
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Em 1975, Las Vergnas mostrou que ¢ torneio bineutral A, é o 1nico torneio com
dois vértices neutrais para cada n > 7.

Proposicao 5.2.3 Para cada n > 5, o torneio bineutral A, tem diferenca ciclica 2 e

contém o unico ciclo minimal o, %3, ..., Ty 1, T3

Dem. :
Por inducao. Paran = 5, basta observar em As que 24, T3, Xy, T2 € 0 Unico ciclo minimal.
Entéo, cd(A4s) = 2. Suponha o resultado valido para n — 1 ¢ seja A, obtido de A, 1
pela inclusdo do vértice z, sucedendo z,_; e precedendo z;,Vi=1,...,n — 2. Em A,,
todos os (n — 3)ciclos sdo conados. De fato, temos apenas 2: 2, ...,%n_2, L2, conado
por x,, e o0 Unico que contém &, Z4,Ts,...,Tn, T4, que é conado por z;. Além disso, o
(n — 2}-ciclo zg, z3,...,&p—1, T2 € 0 dnico (n — 2)-ciclo nac conado. Logo, cd(A,) = 2.
Estamos preparados entf0 para apresentar o teorema da classificacdo que decorre
rapidamente dos resultados anteriores.

Teorema 5.2.4 (Classificacdo dos Digrafos Semicompletos Hamiltonianos) Seja

Dy, (n > 5} um digrafo semicompleto hamiltoniano de ordem n. Entdo 2 < ¢d(D,) <
n—2 (2 < ce(Dy) £n=2), onde cd(D,) é a diferenga ciclica e cc(Dy) € a caracteristica
ciclica de Dy,. Além disso, para cadan > 5 e pare cada h tal que 2 < h < n—2, existem
digrafos semicompletos hamiltonianos Dy, com ed(D,) = h.
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Dem. :
A primeira parte decorre da proposi¢io 3.4.8. Em contrapartida, paran > 5e h = 2,
A, satisfaz cd(A,) = 2, por 5.2.3. Para cada 2 < h < n — 3 seja entdo V (A, _pis) =
{z1,. . Tn-ns2}, onde Ay_py2 € bineutral e D, = Ap_p2(Th-1,22,. .., Tn-ps2), Onde
substituo z; por Ty_; transitivo qualquer. Entdo cc(An—nt2) = n —h = ce(D,), pela
proposi¢ao 3.4.18. Dessa forma, cd(D,,) = h e D, é o digrafo procurado.

Se h =n — 2, seja D, o digrafo DTry,, com cc(DTr,) =2 e ed(DTr,) =n — 2.

Observacao 5.2.5 Podemos obter um torneio hamiltoniano simples H, com cd(H,) =
h a partir de A,, revertendo o arco (T;,T;ip_1) parae cada i > 3 e h > 3 tal gue
i+ h <n-1. Logo, para cada h existem torneios simples H, com cd(H,) = h > 4. E
possivel construir torneios simples com cd(Hy) = 3

Lembrando que um torneio é simplesmente desconexo se, € somente se, todo 3-ciclo
é nao-conado, entio os torneios simplesmente desconexos tém caracteristica ciclica 3.
Como coroldrio temos a classificacio de todos os digrafos semicompletos hamiltonianos,
para todo n.

Coroldrio 5.2.6 A colegio D, = {D,.digrafos com cd(D,) = h}, para cada n >
5 e para ceda h tal que 2 < h < n — 2 é uma particéo do conjuntos dos digrafos
semicompletos hamiltoniancs com n > 5. Baste adicionar os casos n=2, 3 e / para
obter uma partigdo dos digrafos semicompletos hamiltonianos.

5.3 Digrafos normais com diferenca ciclica maxima

Um digrafo D de ordem n tem diferenca ciclica médxima se ¢d(D,) = n — 2. Equivalen-
temente cc(D,) = 2. Estudemos um pouco esses digrafos e seja entdo D, com diferenca
ciclica maxima. Entdo D, possui (pelo menos) um 2-ciclo. Suponha ainda que esse
digrafo seja normal (com apenas um ciclo minimal, ¢ caracteristico} e denotemos por
C @ a; ¢+ a3 o ciclo caracteristico de D,,.

Podemos escrever o digrafo como D, =< %1,%s,...,Zr-2,61, a2 >, onde 0 conjunto
P dos polos de D, é P = {z1,22,...,2n_2} = P, com |Pg| = v(D,) =n —2. Jéd os
vértices a; € ap Sao 0s Unicos vértices nac-neutrais de D,

Enumeremos P de maneira que P: x; — 23 — ... — Z,,_5. Como cada z; € um
pdlo C, x; ndo cona o ciclo a; ¢ ay. Além disso, se a1 — z; ndo posso ter z; > as,
pois sendo o ciclo z; < as serd um novo ciclo caracteristico. Do mesme modo nao posso
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ter @y «— x; <> ag, Gy &> T; — Gy, Q) & T; ¢— Qg € g € T; & ay. Dessa forma as
adjacéncias entre z; e a; € ag s6 podem ser do tipo:

Q) — Ti —> Gy OU (g —> Tj —F

Suponha agora que {a menos de uma inversdo na numeragdo de g; e ap) temos
Gy — L1 —> Q3. S€ Gy — Tp_g — a1, 0 (N — 1)=Ciclo g — 31 —> 29 — ... —
Zn—2 — a1 contradiz o fato de a; nao ser vértice neutral. Dessa forma tenho que ter
a relagdo a; — T2 — as. Posso repetir esse procedimento utilizando essa nova
relacac para zs € Zp—3 € assim por diante, obtendo que ¥V ¢ = 1,2,...,n — 2 vale a
relacédo a; — z; — a,.

Para a obtengio da decomposicio do conjunto dos pélos de um digrafo normal
utilizamos a condensagdo de um digrafo que é trivial caso ele seja hamiltoniano:

Definigao 5.3.1 Seja D,, (n > 2) um digrafo. A condensacao de D), é o quociente

transitivo Tr; (§ > 2), com as componentes S fortes (hamiltonianas) teis que D, =
Try(sh,. ., 50

Observagao 5.3.2 Qualquer outra componente transitiva de D, € obtida pela unido de
algumas componentes fortes consecutivas, loge a condensacio de Dy, € 0 maior guociente
transitivo de D,

Observagao 5.3.3 A condensagdo para os digrafos e suas relagdes foram estudadas
por Harary em [18]. '

Consideremos entdo o conjunto dos péles P como a condensacido {com componentes

hamiltonianas maximais)

Tra(SW, 8@ .., 8t

de modo que a; — P —> a2 pelas observagdes acima.
Para a obtencio da condensagéo, se P for hamiltoniano entdo 2 = 1 € temos o ciclo
Ty — Ly — ... Tpz — 3. Se P nio for hamiltoniano entio h > 2 e

al_>s{j}_>azblj:112,...,h.

Esses resultados podem ser sistematizados numa caracterizagio dos digrafos semi-

completos hamiltonianos normais com diferenga ciclica maxima:

Teorema 5.3.4 Seja D, um digrafo semicompleto hamiltoniano com cd(D,) = n — 2
(ce(Dy) = 2). Entdo D, é normal se, e somente se, D, tem um tinico ciclo caracteristico

a1 < ap satisfazendo as seguintes condigdes:
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ajos vériices ay; e as sGo 08 Unicos vértices ndo-neutrais;
b)o subdigrafo P gerado pelos pdlos de C € tal que
P =Tr,(5W 5@  gth
onde T'ry, € o condensacdo de P em Dy;

¢)os vértices a) e ap tem as sequintes adjacéncias em relacdo aos outros vértices:

o — SV — a, ¥V5=1,2,...,h

Caso cada componente maximal S seja formada por apenas um vértice entdo
(adicionando-se as relacdes de ay e ap) D, é o digrafo semicompleto D7'r,, obtido do
tornelo transitivo Ty, pela adicdo de um arco extra entre o transmissor e o receptor.
Neste caso @, é identificado com o transmissor e as com o receptor.

5.4 Apéndice

Os torneios normais sao aqueles que possuem um 1nico ciclo minimal, que serd o ciclo
caracteristico. Equivalentemente, H, é normal se, e somente se, cd{H,) = v(H,).
Observamos ainda que num torneic normal o conjunto dos vértices neutros do ciclo
minimal é também o conjunto dos pdlos associados ao ciclo caracteristico.

Em [10] Demaria e Gianella mostraram que é possivel obter uma caracterizacio
estrutural dos torneios normais com ¢c(H,) = 3 e cc(H,) > 4. Em particular vale o

teorema:
Teorema 5.4.1 H, € normal se, e somente se,
1. H, possui Ay (k > 4) ou Hy = Az (3-ciclo) como torneio minimal;

2. As adjacéncias entre os vértices de Ay e os pélos em H, — Ay, satisfazem certa

propriedade;

3. O subtorneio P,_ dos pélos é ndo-hamiltoniano e permite uma composicdo tran-

sitiva.

Com a composi¢do candnica de P, (transitiva} é demonstrado que dois torneios
normais sdo isomorfos se, € somente se, tem a mesma composicio e caracteristica ciclica.
Além disso, é demonstrado em outros trabalhos que a classe dos torneios normais

contém:
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1. Os torneios G,, que contém o menor antimero (n — 2} de 3-ciclos e sdo diferentes
da composicio de 2 singletons e um torneio transitivo como 3-ciclo;

2. Os quocientes simples @, dos torneios hamiltonianos D, (torneios de Douglas)
que admitem exatamente um ciclo hamiltoniano.

5.4.1 Torneios Normais e sua Decomposicao

Temos as definigdes de ciclo caracteristico, minimal e polos também para subtorneios
(e mais geralmente para digrafos) hamiltonianos H, de H, usando os ciclos geradores
de Hp,.

Os resultados a seguir estdo em [11] e suas demonstra¢bes serdo omitidas aqui. Em
particular os torneios bineutrais estdo intrisicamente ligados aos torneios normais em
geral.

Proposi¢ao 5.4.2 Seja H, um torneio normal de ordem n, cd(H,) = h, ce(Hy,) = k.
O subtorneio caracteristico H, de Hy, ou € Ay {k > 4) ou o S-ciclo, k = 3.

Teorema 5.4.3 Seja H, torneio hamiltoniano, cc(H,) > 5 e tendo o bineutral A,
(m > 3) como subtorneio minimal. Entdo a, € an de A, ndo sio neutrais de Hy, se,

somente se,

1. By dos pdlos de Am ndo € hamiltoniano, Entdo se Py_p = Tr3(S™, .. ., .9,
(7 > 2), S hamiltoniano vale que: (A, — a1} — S — 0y; @, — SV —
(A — am).

Decorre do teorema 3.4.3 a observacio (que serd melhor entendida na proxima sub-
secdo) de que as componentes 7% e T¥) do subtorneio P,_x dos pblos sdo nio-vazias.

Teorema 5.4.4 (Caracterizacao Grafica) Seja H, um torneio hamiltoniano de or-
dem n e com cc(H,) > 4. H, € normal se, ¢ somente se, a5 seguinles condicoes sio
vdlidas:

1. H, tem um bineutral A; como subiorneic minimal;

2. Seja Po_y = H, — Ay e a composigdo Tri(PW, PP, . PU)) dada, onde PY
(1=1,2,...,7) sdo as componentes fortes de Pn_i. Entdo:

(Ar — a1) — PY — a1 ap — PO — (A — ap)

4. Ndio existe nenhum caminho C : a, — 20— @ — | — 2@ s g, tal
que Gy, a5 € A, r+1<5, 28 € P, (1=1,2,...,9),1<g<n—k.
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5.4.2 Torneios normais de caracteristica ciclica 3

Teorema 5.4.5 Um torneio hamilioniano H, com cc(H,) = 3 é normal se, ¢ somente
se, H, tem um ciclo caracteristicc C : a1 —+ as — a3 — a1, satisfazendo as

sequintes condicées (rotacionando os tndices, se necessdrio):

1. 0s pdlos associados a C sdo dos tipos x, =, y, ¥/, definidos da seguinte maneira:
(a2, a3) — T — ay; az — &' — (a1, 02);

(ai,as) — ¥ —> ao; as — Y — (a1, 03);
2. O subtorneio P,_s dos pdlos associados a C ndo € hamiltoniano;

3. P,_3 possui a seguinte composicGo Pn-g = Tri(T0 TW T TG onde:
T ¢ formado por pélos do tipo x;
TN € formado por pdlos do tipo z, ', y;
T ¢ formado por pélos do tipo z, T, y';

T3 ¢ formado por pdlos do tipo 2.

e as componentes TV ¢ T@ podem ser vazias.

5.4.3 Caracterizagio estrutural dos torneios normais

Lema 5.4.6 Seja Hyyy um torneio normal com diferenca ciclica 8, Ay seu subtorneio
caracteristico e Tri(x, z,2') o subtorneio dos pélos. Entio o subtorneio < AgU{a,z'} >
¢ isomorfo a Aps. Além disso, temos as sequintes 2k-2 possibilidades de adjacéncia

entre z e Ay:

I (a'i-l—]sa"i-i-?:"-sak) —rz (a'laa'g?"'aai) i=1321"'1k—1;
2. (ai‘,ai+2,ai+3,...,ak) —F Z — (alaa‘za---aai—lﬁa’i-!-l) i’=1121"'3k__ 1.

Definicdo 5.4.7 O pdlo z € de tipo i e classe 1 ou classe 2 e denotado por x; ou y;, se
as adjacéncias sio dadas pelas condicdes 1) e 2) do lema anterior. Podemos ver isso
em detalhes.

Proposigao 5.4.8 (Regras de adjacéncia entre os pdlos) Sob as condi¢des da defi-
nigcio 5.4.7, sejam z; € a:;, dois pdlos de classe 1 e tipo t e j respectivamente e sejam y;
e y;- dois pdlos de classe 2 e tipos 1 e j respectivamente.

Entdo as sequintes condicdes valem:
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i) Sez; ~—> ), entdo j=1,2,...,i+2, te. F<i+2;
i) Se y; —>y;-, entdo 7 =1,2,...,4, t.e. 1 <4

u) Sex; — yl, entdo j =1,2,...,i+1,de j<i+ 1
w) Sey; —> x), entdo j = 1,2,...,i+1, de j<i+ 1

O préximo resultado decorre dos anteriores apresentados e fornece entdo uma car-
acterizacao dos torneios normais descrevendo as possibilidades de adjacéncia para os

vértice de Fp_g.

Teorema 5.4.9 (Caracterizagao estrutural}) Um torneio H, € normal se, e so-
mente se, as sequintes condigdes sGo verdadeiras para Hy:

1. H, possui um bineutral A; (k > 4) ou o 3-ciclo (H; = As) como subtorneio
minimal;

2. Os pdlos associados o Ay sdo de (k-1) tipos de classe 1 (zy,%9,...,%5-1) € de
(k-1) tipos de classe 2 (y1,ye, - -.,Yx_1), considerados na defini¢do 5.4.7;

8. O subtorneio P,_y, dos pdlos tém a seguinte composicdo Py_y = Tri (T, TH, . T®),
onde :
T ¢ formado por pélos do tipo x,;
T ¢ formado por pélos do tipo z,,zath
T2 ¢ formado por pdlos do tipo 1, To, T37Ya;

T =2} ¢ formado por pélos do tipo Ty_3, Th—2, Th—1;Ys-2;
T =Y ¢ formado por pélos do tipo Tp—g, Tk—1 Yk—1;
T ¢ formado por pélos do tipo z4_+;

e cada componente diferente de T ¢ T®) pode ser vazia ou néo.
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Apéndice A

O Problema da reconstrucao - a
falsidade da conjectura de Frank

Harary para os torneios

Como foi mencionado na introdu¢do o problema da reconstrugio de um grafo foi mo-
tivador, e ainda é, para a obtenc¢éo de indmeros resultados nessa teoria. Relembremos
que dois grafos G, e H, sdo hipomorfos se, e somente se, existe f : G, — H, bijegdo
tal que Vv € G,,, G, — v é isomorfo a H, — f(v). Unm grafo GG, é dito recontrutivel se
para tode H, que for hipomorfo a &, tenho que G, ~ H,. Uma carta de um grafo é
um subgrafo gerado por todo os vértices do grafo com excecio de um. Usualmente se
refere a um grafo recontrutivel como reconstrutivel a partir de suas cartas.

A ocorréncia de contra~-exemplos para o problema da reconstrucio em torneios era
exporadica até que Stockmeyer apresentou em [22] duas classes de torneios ndo recon-
strutiveis. Primeiramente ele construiu o torneio A, (de ordem p = 2*) definido pela

seguinte relagdo entre seus vértices:
v — vy <= odd(j — i) = 1(mod 4), parai#j

onde odd(m) é o quociente 2¥, sendo k o maior inteiro tal que 2F divide m. Em seguida
contruiu o torneio B, (de ordem 2"+ 1) obtido a partir de A, pela adigdo de um vértice
vp tal que vy —+ va, Vg —> vy, ..., Vg —— Vp e VL —F Vg, Uz —F Vp, -y Vp—1 — Up
e o torneio C, (de ordem 2" + 1) obtido a partir de A, pela adicdo de um vértice vy
tal que vo — vi, vg — V3, ..., Vo —F Vp_1 € Vg —F Vg, Vg —> Uy, - .-, Up — Vp.
Magistralmente Stockmeyer demonstrou que esses dois torneios sdc hipomorfos e que
néo sao isomorfos para todo n > 1. Essa era o primeiro grupo bem determinado de
contra-exemplos da conjectura de reconstrucdo para torneios (veja tabela A.1).
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Tabela A.1: As matrizes de By e (5 em relagdo a A3

Prosseguindo por um caminho semelhante Stockmeyer construiu contra-exemplos de
ordem 2" + 2. O problema passou a ser entao quais seriam os torneios reconstrutiveis?

A busca por esses torneios prosseguiu com o estudo dos torneios de Moon hamil-
tonianos, Normais, Douglas, com menor ndmero de 3-ciclos, redutiveis, simplesmente
desconexos, com quociente simples normal. Todas essas classes, com algumas excegbes
em gseu meio, podem ser consideradas de torneios reconstrutiveis, E objeto de interesse
para pesquisa a extensdo destes reultados obtidos para torneios aos digrafos semicom-
pletos, sempre no caminho para a solugéo do problema geral para grafos.
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