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Enquanto a dlgebra e a geometria estiveram separadas,
seu progresso foi lento, e seu uso limitado; mas, quan-
do essas duas ciéncias se uniram, elas emprestaram for-
¢as mutuamente, e marcharam juntas rumo a perfeigao.

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)

Progresso fundamental tem a ver com reinterpretagao
de idéias basicas.

Alfred North Whitehead (1861 - 1947)

Nao se encontraré figuras neste trabalho. Os métodos que
exponho nao requerem nem construcdes, nem raciocini-
0s geométricos, nem mecanicos, mas somente operagdes
algébricas, sujeitas a uma regra regular e uniforme. — Pre-
facio a Mécanique Analytigue.

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)



Sumario

O propésito desta tese € estudar, sob o ponto de vista algébrico, o papel de-
sempenhado pelos operadores diferenciais nos formalismos variacionais
Lagrangeano e Hamiltoneano. Apresentamos uma aplicagcdo simples das
1déias e resultados bdsicos da teoria dos operadores diferenciais as alge-
bras de Clifford, obtendo uma relac@o entre os operadores diferenciais e
o operador de Dirac. Introduzimos um formalismo Hamiltoneano, com
base nos moédulos de simbolos dos operadores diferenciais, generalizan-
do os resultados para anéis comutativos. Nesse formalismo, encontramos
importantes propriedades algébricas para a Hamiltoneana, e destacamos
o colchete de Poisson como uma estrutura mais bésica que a forma sim-
plética candnica. Introduzimos o conceito de adjunta de um operador di-
ferencial e, por meio dela, caracterizamos as formas integrais em termos
das formas de Berezin. Obtemos uma seqiiéncia espectral relacionando a
cohomologia das formas integrais com a cohomologia de De Rham, tanto
para variedades quanto para supervariedades. Introduzimos o conceito de
Lagrangeana, e analisamos sua relacao com as formas de Berezin. Nes-
se contexto, estudamos as leis de conservacgao, e obtemos um equivalente
algébrico para o Teorema de Noether. Finalmente, essas construcdes nos
encaminham rumo a uma versao algébrica para o teorema do indice.



Abstract

The purpose of this thesis is to study, from the algebraic viewpoint, the
rule played by the differential operators in Lagrangian and Hamiltonian
variational formalisms. We present a simple application of the basic ideas
and results form the theory of differential operators to the Clifford alge-
bras, from where we obtain a relationship between differential operators
and the Dirac operator. We introduce a Hamiltonian formalism based on
the symbol modules, generalizing some results to commutative rings. In
this formalism we find important algebraic properties for the Hamiltonian
and notice that the Poisson bracket is a more fundamental structure than
the canonical sympletic form. We introduce the concept of adjoint of a
differential operator and by means of it we are able to charactrize the in-
tegral forms in terms of Berezin forms. We obtain a spectral sequence
relating the cohomology of integral forms to the De Rham cohomology,
for both manifolds and supermanifolds. In this context, we study the con-
servation laws and obtain an algebraic equivalent to the Noether theorem.
Finally, these constructions direct us towards an algebraic version to the
index theorem.
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Introducao

Tanto a matematica quanto a fisica moderna tém langado mao das dlgebras de Clifford
como um aparato para a resolugdo de diversos problemas. Como exemplos disso,
citamos a teoria K e os espinores de Dirac.

Ao tentarmos dar uma interpretacdo matematica coerente para as lagrangeanas
multivetoriais, deparamo-nos com operadores diferenciais sobre as dlgebras de Clif-
ford. Essa tentativa aponta diretamente para dois problemas:

1. Como caracterizar operadores diferenciais e o formalismo variacio-
nal no contexto do fibrado de Clifford?

2. Como generalizar essa situag¢do, substituindo a algebra de Clifford
por um fibrado vetorial arbitrario?

Motivada pelo Teorema de Swan [61], uma andlise mais criteriosa mostra que po-
demos abordar essas questdes de uma maneira puramente algébrica, substituindo a
variedade por um anel, e o fibrado vetorial por um mddulo sobre esse anel. Isso nos
leva, entdo, a uma questdo ainda mais ampla e profunda:

Como introduzir um formalismo variacional de uma maneira puramente
algébrica?

Em 1972, A. M. Vinogradov propds uma soluc@o para isso, utilizando a teoria de
operadores diferenciais “4 la Grothendieck™ [67]. Trabalhos como [35, 68, 69, 70]
surgiram, dando impulso a esse estudo e obtendo resultados satisfatérios.

Abordaremos essa questdo, motivados pela equivaléncia dada pelo Teorema de
Swan [61]. Isso possibilita uma abordagem puramente algébrica dos fibrados vetori-
ais sobre uma variedade compacta, bem como a construcao algébrica dos operadores
diferenciais [35, 67].

No Capitulo 1, trataremos de desenvolver uma teoria algébrica para os operadores
diferenciais, no sentido de [20, 24]. Na verdade, dado um fibrado vetorial, associare-
mos a ele um anel € um médulo. A partir dai, buscaremos caracterizar as estruturas
topoldgica (por meio da topologia de Zariski) e diferencial (por meio do cdlculo sobre
anéis comutativos).

Tendo por base o Capitulo 1, estudamos no Capitulo 2 algumas propriedades dos
operadores diferenciais sobre as dlgebras de Clifford, utilizando idéias das 4lgebras
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Azumaya [5, 7] e da cohomologia de Hochschild [30, 54]. Nesse contexto, é possi-
vel mostrar que a dlgebra de Clifford € rigida [22], e tirar conclusdes a respeito das
quantizacdes por deformagao [34, 55]. Além disso, obtemos uma classificagao parcial
dos operadores diferenciais sobre a dlgebra de Clifford, mostrando sua relagdao com o
operador de Dirac.

Curiosamente, o formalismo Hamiltoneano cldssico tem reaparecido como um
componente essencial a algumas teorias matematicas que, aparentemente, nada tém
a ver com a mecanica. Nessas teorias, tem-se interesse em que o formalismo Hamil-
toneano desempenhe diferentes regras funcionais. Isto sugere que tal formalismo seja
parte de um sistema matematico mais amplo. Para o caso linear, acreditamos que este
sistema seja a teoria de operadores diferenciais lineares, como a desenvolvemos no
Capitulo 1. Esta idéia é refor¢ada por [67] e pelos avan¢os no entendimento da geo-
metria diferencial por meio do complexo de Euler [38, 51]. Talvez isso explique, em
parte, a multiaplicac@o do formalismo Hamiltoneano e nos permita um entendimento
mais profundo das possibilidades do método Hamiltoneano.

Assim, o objetivo do Capitulo 3 € traduzir os conceitos basicos do formalismo Ha-
miltoneano em uma linguagem algébrica natural, por meio do cdlculo sobre anéis co-
mutativos. Motivada por [44], esta tradug¢@o naturalmente permite uma generalizacdao
para uma teoria de schemas afins Hamiltoneanos, e aponta para uma versao algébrica
do teorema do indice [48].

Por meio da Geometria ndao-Comutativa, vislumbra-se a possibilidade de refor-
mular as nogdes classicas de geometria diferencial em termos puramente algébricos.
Nesse contexto, o cdlculo diferencial torna-se uma extendo da linguagem da dlgebra
comutativa [2]. Por outro lado, existem varios casos, bastante importantes, onde €
possivel ir além disso [44]. Eles deram impeto a novas pesquisas, cujo objetivo €
transplantar as ferramentas da andlise e geometria em termos ndo-comutativos. Um
exemplo vem do estudo de uma teoria ndo-comutativa de integragao, leis de conserva-
¢do e formalismo Lagrangeano [40, 47]. Entretanto, surge o problema da descri¢do do
processo de integragdo. A primeira questao € a seguinte: dada uma algebra comutati-
va, como definir o médulo das formas de volume? Uma resposta a essa questdo, em
particular, d4 a possibilidade de definir as formas de Berezin sobre uma supervariedade
da maneira usual, i.e., usando convenientemente a regra de sinais [53]. Tendo em vis-
ta as peculiaridades bem conhecidas da integracdo de Berezin, o cardter do problema
torna-se evidente, pois resulta na perda de um claro cendrio algébrico para o processo
de integracdo e de construgdes relacionadas a este processo.

Se entendermos por Lagrangeana multivetorial, a natural generalizagio algébrica
da Lagrangeana usual, as dificuldades de entendimento tornam-se apenas dificuldades
de linguagem e de interpretacao das propriedades do médulo das formas de Berezin.
De fato, a inesperada relagdo entre lagrangeanas e formas de Berezin, nos dd uma idéia
mais clara dos problemas variacionais em supervariedades.

Assim, nosso objetivo no Capitulo 4 serd buscar um cenério algébrico adequado
para a constru¢do do formalismo Lagrangeano. Trabalharemos sobre um anel comu-
tativo arbitrdrio, a fim de mostrar que as no¢des de formas de Berezin, adjuntas de
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operadores, operador de Euler, férmula de Green, etc., podem ser estendidas a este
anel de uma maneira bastante natural.

Finalmente, no Capitulo 5, comparamos diversas abordagens que apontam para
uma versio algébrica do teorema do indice. E dada uma definicio algébrica para
operadores elipticos e s@o feitas algumas propostas na direcdo desse resultado.



Capitulo 1

Operadores Diferenciais

Na categoria dos fibrados vetoriais sobre uma variedade compacta e homomorfismos,
existe um teorema bem conhecido, inicialmente demonstrado por Swan [61], que pro-
vé uma equivaléncia entre esta categoria e a categoria dos médulos projetivos sobre o
anel das fun¢Ges da variedade. Isto possibilita fazer uma abordagem puramente algé-
brica dos fibrados vetoriais sobre uma variedade compacta, bem como construir alge-
bricamente operadores diferenciais [35]. Esta abordagem torna-se naturalmente mais
geral, pois pode-se tratar médulos projetivos quaisquer sobre anéis e estudar diversas
propriedades, motivados pela sitagdo oriunda da geometria. Desta maneira, perguntas
naturais surgem: € possivel ter um formalismo Lagrangeano ou Hamiltoneano nes-
se contexto? Que propriedades possuem as dlgebras e os fibrados de Clifford nesse
formalismo? E possivel ter uma versio algébrica do teorema do indice?

Neste capitulo trataremos de desenvolver uma teoria algébrica para os operadores
diferenciais. Na verdade, dado um fibrado vetorial, associaremos a ele um anel e um
médulo. A partir dai buscaremos caracterizar as estruturas topolégica e diferencial.

Um primeiro passo nessa dire¢do seré caracterizar a topologia por meio dos spectra
primo ¢ maximal. Alguns resultados algébricos serdo essenciais mas, na medida do
possivel, procuraremos fazer com que nossa abordagem seja autosuficiente.

1.1 Caracterizacao Algébrica da Topologia

Dado um espaco topoldgico X, construimos o anel C(X) das fung¢Ges continuas sobre
X a valores reais. Uma pergunta que surge € se este anel se relaciona com X de alguma
forma néo trivial, i.e., que propriedades topoldgicas de X podemos obter por meio de
propriedades algébricas de C(X)?

Dado um ponto x € X, qual estrutura algébrica em C(X) representa-o topologica-
mente? Uma primeira tentativa é olhar a caracterizagao topoldgica de x. Temos

{x} =(Y{F : x € F, F fechado em X}

desde que X seja de Hausdorff. Por outro lado, se X € localmente compacto € y &
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F, onde F C X ¢ fechado, existe uma fun¢do continua f : X — R tal que f(F) =0
e f(y) = 1. Isto garante a caracterizagao dos fechados de X por meio de funcdes
continuas. Assim, se denotamos por Cx(X) = {f € C(X) : f(x) = 0}, temos:

{x} ={r: feC(X),f(y)=0}.

Isto mostra a necessidade de considerarmos espag¢os topolégicos de Hausdorff, local-
mente compactos.

Entao faz sentido olhar o conjunto de fungdes m, = {f € C(X) : f(x) =0}, jd que
este caracteriza o ponto x € X. Veremos que a associacao x — m, prové uma aplicacio
entre pontos de X e ideais maximais de C(X ). Entretanto, do ponto de vista algébrico,
ideais maximais nao desempenham um bom papel no que diz respeito a propriedades
funtoriais, e portanto prefere-se ideais primos (A imagem inversa de ideais maximais,
por homomorfismos, nem sempre € maximal, ao passo que a imagem inversa de um
ideal primo, por homomorfismos, € sempre primo).

Procuraremos, tanto quanto possivel, descobrir quais estruturas topolégicas pode-
mos obter a partir de C(X), e quais as estruturas algébricas deste tltimo que caracteri-
zam tais estruturas topoldgicas.

1.1.1 O Spectrum Primo

Seja R um anel comutativo com identidade, e X o conjunto de todos os ideais primos
de R. Dado E C R, definimos por

V(E) = {p: p primo,E C p},

o conjunto de todos os ideais primos de R que contém E.

Se a =< E > € o ideal gerado por E, € claro que temos V(E) = V(a). Na verdade,
um ideal contém E se e somente se contém a. Por simplicidade, denotaremos por V( f)
ao conjunto V({f}).

Caracterizemos agora algumas propriedades dos conjuntos V(E).

Proposicao 1.1. Os conjuntos da forma V (E) satisfazem as seguintes propriedades:
LV(@)=XeV(l)=9¢;

2. N V(Ea)zV(U Ea) ;

aeA acA

3. V(E)UV(F)=V(ab) =V(anb), onde a =< E > e b =< F > sdo os ideais
gerados por E e F respectivamente.

Demonstragdo. A parte (1) € evidente, uma vez que todo ideal primo contém ¢ e ndo
contém 1.



Quanto 2 parte (2), veja que Eq C Uyep Eq para todo @ € A. Dai, segue que
V (Ugen Ea) C V(Eq), e desta forma, V (Uyep Ea) € Ngep V(Ea)- Por outro lado,
se p € [yep V(Eq), entdo Eq C p para todo @ € A, mostrando que (J -, Ea C p.

Assim, Ny V(Ea) € V (UgenEa)-
A fim de demonstrar a parte (3), coloquemos a =< E > e b =< F >. Como
V(a)=V(E)eV(b) = V(F), devemos mostrar que

V(a)UV(b) =V(ab) =V(anb).

UmavezqueanNbCaeanbC b, temos V(a) CV(anb)e V(b) C V(anb). Desta
forma, V(a)UV(b) C V(anb). Também, como ab C anb, temos V(aNb) C V(ab).
Dessas consideragdes resulta a seguinte seqiiéncia de inclusoes:

V(a)uV(b) c V(anb) C V(ab).

Dado agora um ideal primo p, com ab C p, temos a C p ou b C p. Disso se conclui
que p € V(a) UV(b), e portanto V(ab) C V(a) UV(b). |

A proposi¢do acima assegura que ¢ e X estdo dentre os conjuntos da forma V (E), e
que tais conjuntos sdo fechados com respeito a interse¢des arbitrarias e unides finitas.
Desta forma, eles definem uma cole¢@o de conjuntos fechados, e portanto uma ropo-
logia em X. Tal topologia € chamada topologia de Zariski, e o conjunto X spectrum
primo do anel R. Usualmente se escreve Spec(R) ao invés de X.

Dado um elemento f € R, definimos X, = (V(f))¢. Isto mostra que 0s conjuntos
X sdo abertos, e vale a propriedade abaixo.

Proposic¢do 1.2. A colecao {X e f € R} é uma base para a topologia de Zariski sobre
Spec(R).

Demonstracdo. Dado um aberto U C Spec(R), devemos mostrar que existem f; € R,

iel,taisque U = UX e Com efeito, uma vez que U € aberto, existe E C R tal que
il
U =V(E)°. Assim,

U=(V(E)S= (V (U{f})) = (ﬂ V(f)) =Jwin=Ux,
fEE SfEE fEE f€E

Isto conclui a demonstracao. 1

1.1.2 Espacos Topologicos e Funcoes Continuas

No que segue, assumiremos que todos os espagos topolégicos sao de Hausdorff; caso
contrario, faremos mencdo explicita.



Seja X um espaco topolégico localmente compacto. Denotemos por C(X) o con-
junto de todas as fun¢des continuas de X em R. Nao € muito dificil de se ver que este
conjunto € de fato uma anel comutativo com identidade, quando munido das opera¢&es
usuais de soma e multiplicagdo de fungdes.

Pela discussdao da subsec@o anterior, somos levados a considerar a topologia de
Zariski sobre o espaco Spec(C(X)). Neste ponto, surge naturalmente uma questao:
qual é a relagdo entre X e Spec(C(X))?

Antes de responder, vamos olhar mais de perto a estrutura de Spec(C(X)). Dado
x € X, definimos

m, ={f € C(X): f(x) =0}.

Uma vez que m, € o niicleo do homomorfismo sobrejetivo

CX) — R
f— fix)

e R é um corpo, temos R ~ C(X) /my, mostrando que m, € um ideal maximal de C(X).
Definindo-se a aplicag@o

£:X — Spec(C(X))
X +— My,

podemos responder a questdo acima. £ € uma aplica¢do continua e injetiva. Na ver-
dade, € um homeomorfismo sobre sua imagem, quando a iltima € considerada co-
mo subespago de Spec(C(X)). Se X é compacto, ele é homeomorfo ao subespago
Max(C(X)), formado por todos os ideais maximais de C(X).

Até agora, fizemos algumas afirmacdes a fim de responder a questdo formulada
anteriormente. O préximo passo serd demonstrar estas afirmacgdes na forma de propo-
si¢oes.

Proposicao 1.3. & ¢ uma aplicacdo continua.
Demonstragdo. E suficiente mostrar que, para cada f € C(X), o conjunto &~} (V(f))
é fechado. Note que £~V (V(f)) = {x € X : m, € V(f)}. Mas m, € V(f) se e somente

se f(x) = 0. Assim,
V() ={xeX: flx) =0},

que é fechado, visto que f é continua. i
Proposicdo 1.4. & é injetora.
Demonstragdo. Sejam x,y € X, com x # y. Sendo X localmente compacto, o lema de

Urysohn afirma que existe uma funcao continua f: X — R tal que f(x) =0¢ f(y) = 1.
Desta forma, f € my e f ¢ m,. Segue que §(x) = my #m, =&(y). i



Proposiciio 1.5. & é um mergulho, i.e., & é um homeomorfismo entre X e & (X).
Demonstragdo. SejaX = &(X). Dada f € C(X), sejam
Ufz{xex‘f(x)?éo}?

§f={me}-f:f€m}.
Entdo E(Uf) ={m, € X: f(x) #0}. Mas f(x) # 0 se e somente se f & m,. Assim,
EU)={meX: fgm}=U,.

Note agora que U, = X NV (f) = XN X, e, desta forma, os conjuntos U , formam
uma base de abertos para (X)), uma vez que os conjuntos X, formam uma base de
abertos para Spec(C(X)). Além disso, o lema de Urysohn garante que os conjuntos
da forma U, também formam uma base de abertos para X. Segue disso que & é um
homeomorfismo sobre sua imagem. i

Proposicdo 1.6. Se X é um espagco compacto, entdo E(X) = Max(C(X)), onde
Max(C(X)) é o subespago formado por todos os ideais maximais de C(X).

Demonstragao. E suficiente mostrar que, para todo ideal maximal m de C(X), existe
xeX, talquem={fe€C(X): f(x) =0} =m,.

Para esse fim, seja N = {x € X : f(x) =0, Vf € m}. Vamos mostrar que N # ¢.
Suponha o contrério, N = ¢. Entdo para cada x € X existe f; € C(X) tal que f;(x) #0.
Pela continuidade de f;, existe um aberto Uy C X sobre o qual f; ndo se anula. Desta
forma, construimos uma cobertura aberta sobre X, por meio dos abertos U,. Sendo
X compacto, existe uma subcobertura finita. Designemo-los por Uy ,...Uy,. Entéo a
funcdo

f=f++f
€ continua, e nao nula, para todo ponto x € X. Isto mostra que f € uma unidade em
C(X), contradizendo o fato de f € m. Segue disso que N # ¢. Dado entdo x € N,
tem-se m, C m. Por maximalidade segue que m = m,. |

Na demonstracdo da proposicdo acima, o lema de Urysohn nos diz que, para todo
m € Max(C(X)), existe um tinico x € X, tal que m = m,, e vice-versa. Assim, podemos
imaginar os pontos de X como sendo os ideais maximais de C(X).

1.1.3 Modulos Projetivos e Localizacdo

Se R € um anél e P é um R-mdédulo, quando nao houver perigo de confusdo, diremos
simplesmente que P € um médulo.
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Definicdo 1.7. Seja P um médulo. Dizemos que P € projetivo se ele satisfaz a pro-
priedade de levanitamento projetivo, 1.e., para todo epimorfismo s : M — N e todo
homomorfismo g : P — N, existe um homomorfismo f : P — M tal que o diagrama

€ comutativo.
Proposicao 1.8. Seja P um R-mddulo. As seguintes afirmagdes sao equivalentes:
1. P é projetivo.

2. Existe um mddulo Q tal que P& Q € livre.

Demonstragao. Suponha P projetivo. Formamos o R-médulo F, constituido das fami-
lias (ax),.p de elementos de R, indexados por P, tais que a, = 0 salvo para um nimero
finito de indices x € P. F € um médulo livre, e a aplicacdo n : F — P dada por

( ax)xep) z QyX,

xEP

estd bem definida (somente um nimero finito de a,’s ndo se anula) e é de fato um
epimorfismo de médulos. Como P € projetivo, a propriedade de levantamento cinde
7, de modo que F ~ P & Ker(n).

Reciprocamente, note de inicio que médulos livres satisfazem a propriedade de
levantamento; neste caso f é determinada levantando-se a imagem de uma base. Para
ver que os mdédulos projetivos satisfazem a propriedade de levantamento, estenda g a
uma aplicacdo de um médulo livre P& Q em N, e faga o levantamento como descrito
antes. 1

Recordemos que um R-mddulo P € finitamente gerado se existe um subconjunto
finito {x,,...,x,} C P, tal que, para todo x € P, existem a,,...,a, € R com

xX= alxl +"°+anxn-

Se {x,,...,X;} € minimal com respeito a propriedade de gerar P, dizemos que 0 posto

Veja que, se P é um R-médulo finitamente gerado, € R € um corpo, entdo P é
projetivo, e na verdade livre.

Retornemos & questdo de se estudar o anel C(X), onde X é um espago topolégico
localmente compacto. Nao faz sentido falar em corpo de fragdes de C(X), visto que
este ndo é um dominio de integridade. Nesse ponto, percebemos a necessidade de uma
nogao mais geral que a de corpo de fracdes, abarcando este tipo de situagdo. Para tal, é
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no minimo instrutivo recordar a constru¢@o do corpo de fragdes do anel Z, e extrairmos
dela algumas idéias.

Para se construir os racionais a partir dos inteiros, tomamos pares ordenados (a, s),
onde a,s € Z e 5 # 0, e definimos a relagio de equivaléncia:

(a,s) ~ (b,t) se e somente se at — bs = 0.

Isto funciona bem em Z, pois podemos cancelar termos nao-nulos. Para um anel geral,
precisaremos ajustar convenientemente esta idéia.

Definicdo 1.9. Seja R um anel comutativo com identidade. Um subconjunto S C R é
dito ser uma parte multipicativa de R se:

1. 1.€8;
2.048;
3. § € estdvel por multiplicacGes, i.e., se 5,7 € S entdo st € S.

Definimos uma relagdo ~ em R x § como segue:
(a,s) ~ (b,t) se e somente se (at — bs)u = 0 para algum u € S.

E facil ver que esta relagdo é simétrica e reflexiva. Para a transitividade, suponha-
mos que (a,s) ~ (b,t) e (b,t) ~ (c,u). Entdo existem v,w € § tais que (at — bs)v =0,
e (bu—ct)w = 0. Multiplicando a primeira destas igualdades por uw, a segunda por sv
e somando, temos (au — cs)rvw = 0. Sendo S fechado com respeito 2 multiplicac@o,
tvw € §, e dai (a,s) ~ (c,u). Segue disso que ~ € uma relagao de equivaléncia.

Notemos que, se R=Z,e S=Z— {0}, temos Q = Z x §/~. Desta forma, € natural
denotar por 4 a classe de equivaléncia do par (a, s), e pensd-la como uma “fragdo”. Na
verdade. os elementos de S funcionam como os denominadores e, por esse motivo,
denotamos por S~'R o conjunto quociente R x §/~.

Colocamos em S~ R uma estrutura de anel, definindo a adi¢do e multiplicagdo das
fracdes £ como em Q

a b at+bs

—_—t—-=

s t st
a b_a-b
ct st

E um exercicio elementar em 4lgebra mostrar que estas operagdes estdo bem definidas
e fazem de S™!'R um anel comutativo com identidade. Tal anel é chamado anel de
fracdes de R com respeito a §S.

Como 1 € S, RC S™'R. Se S= {1}, ou se é formado pelos elementos inversiveis
de R, temos ST'R=R.

Um caso de especial interesse € quando p € um ideal primo de R, pois ai § =
R — p é uma parte multiplicativa de R. Com efeito, se 5,7 € S, entdo st € p, uma vez
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que p € primo. Escrevemos simplificadamente R, para S~IR neste caso. Também
¢ de interesse quando temos § = {f":n=0,1,2,---}, onde f € R ndo € nilpotente.
Nesse caso, denotamos S~!R simplesmente por R #» COMO NO €aso de um ideal primo
p, descrito anteriormente.

Os elementos % com g € p formam um ideal m em R,. Se IT’ & m, entdo b € p.

Desta forma b € § e, portanto, %- € uma unidade em R,. Logo, se a € um ideal em R, e

a Z m, entdo a contém uma unidade e é, portanto, todo o anel R. Assim, m € o tnico
ideal maximal em R,.

Definicao 1.10. Um anel R € dito local se ele possui um tnico ideal maximal.

Desta maneira, o anel Ry, € local.

O processo de passar de R para R, € chamado localizagdo em p, e 0 anel Ry, € cha-
mado localizado de R em p. Uma vez que R, € um anel local, os termos “localizado™
e “localizacdo” fazem sentido.

Podemos agora usar o processo de localizag@o para entender a estrutura dos modu-
los projetivos finitamente gerados.

Definicdo 1.11. Sejam P um R-médulo, e § C R uma parte multiplicativa de R. Cha-
mamos ao conjunto Pe = P®g Re mddulo de fracbes de P com respeito a §.

Veja que P € um Rg-médulo, e que pode ser entendido como formado pelos quo-
cientes Z comm € Pes€S.

Como fizemos para o anel R, dado um ideal primo p de R, podemos formar o
R,-médulo F,.

Proposicao 1.12. Se R é um anel local, entdo todo R-mddulo projetivo e finitamente
gerado € livre,

Demonstragcdo. Sejam m o ideal maximal de R, e P um R-mddulo projetivo e fini-
tamente gerado. Tendo em vista que P € finitamente gerado, ¢ R/m € um corpo,
P/mP ~ P®,R/m é um R/m-espaco vetorial de dimenséo finita. Seja {v,,....v,}
uma base de P/mP sobre R/m, e tomemos elementos {u;,...,u,} C P cujas imagens
via a projegdo candnica sdo os elementos {v,,...,v,}. Temos entdo um homomorfis-
mo ¢ : R* — P, que aplica os elemento e; da base candnica de R¥ no elemento ; de P,
provendo-nos da seqiiéncia exata

0—eKer(l)—sRE—2 »P—wCoker({)—>0
Como Coker({) = P/{(R¥) é finitamente gerado, reduzindo médulo m temos

Coker(&)m = Coker({)/mCoker({) = 0, donde o lema de Nakayama [39] nos for-
nece Coker({) = 0. Isso reduz a seqiiéncia exata anterior a

0—Ker({) —Rk——>P—0.
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Como P € projetivo, Ker({) ¢ finitamente gerado. Reduzindo médulo m obtemos
Ker({)m = Ker({)/mKer({) = 0 e, mais uma vez, o lema de Nakayama nos fornece
Ker({) = 0. Segue disso que P = R¥. |

Em vista deste resultado, faz sentido falar em posto nos termos da defini¢do seguinte.

Definic@o 1.13. Seja P um R-modulo projetivo e finitamente gerado. Dizemos que P
€ de posto n em p € Spec(R) se P, é um R;-médulo de posto ».

Finalmente, temos uma caracterizagdo local para os mddulos projetivos finitamente
gerados.

Teorema 1.14 (Trivialidade Local para Médulos). Sejam P um R-mdédulo projetivo
finitamente gerado e n seu posto em p € Spec(R). Entdo existe f € R—p tal que P; é
um R -~mddulo livre de posto n.

Demonstragao. Como R, € local, a proposi¢ao anterior nos dd que P, € um R,-médulo
livre. Seja entdo {v1 ,-+-yVp} uma base de P,. Reduzindo-se a um denominador co-

mum, encontramos um homomorfismo { : R” — P, de onde construimos a seqiiéncia
exata

0—Ker({)—R"—*~P—»Coker({)—=0.

Localizando em p, temos Coker({), = 0. Como Coker({) € finitamente gerado, existe
g € R —p tal que Coker({), = 0. Desta forma, obtemos uma nova seqiiéncia exata

0—=Ker({);—Rg—>FP,—0.

Uma vez que P, € projetivo, ker({), € um Rg-médulo finitamente gerado. Como
ker(£)y =0, existe h € R—p tal que ker((),, = 0. Segue disso que P, = R},. |

1.2 A Equivaléncia entre Fibrados Vetoriais e Modulos
Projetivos

Nesta secdo discutiremos a intima relagdo entre fibrados vetoriais e médulos projeti-
vos finitamente gerados. Para isso, vamos rever os principais aspectos a respeito da
estrutura dos fibrados vetoriais.

Definicao 1.15. Seja X um espaco topoldgico. Uma familia de espagos vetoriais sobre
X é um espago topoldgico E, munido de uma aplicagdo continua £ : E — X e uma
estrutura de espago vetorial de dimensdo finita (sobre R ou C) em cada fibra E; =
&~1(x), e tal estrutura é compativel com a topologia de E.
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Um homomorfismo de uma familia £ : E — X em uma familia { : F — X é uma
aplicac@o continua f : E — F, para a qual o diagrama

& F
N A

X
¢ comutativo, e a aplicacdo induzida f, : Ex — F; € uma transformacao linear de espa-
¢Os vetoriais.

Nao € dificil definir isomorfismos de familias, de modo que obtemos a categoria
formada por familias de espagos vetoriais sobre X e seus homomorfismos.

Por exemplo, se V é um espago vetorial de dimens@o n, a projec@do de 7" = X x V
em X forma uma familia “constante” de espagos vetoriais. Chamamos tal familia, e
qualquer familia isomorfa a esta, de fibrado vetorial trivial sobre X.

Se Y C X, escrevemos E|Y para a restricdo £ ~!(Y) de E a ¥; a restricdo £|Y :
E|Y — Y de & faz de E|Y uma familia de de espagos vetoriais sobre Y. Mais geral-
mente, se f : X — Y é uma aplicag@o continua, podemos construir a familia induzida
f*E€: f*E — Y como segue: o espago f*E € o subespago de Y x E, consistindo de
todos os pares (y,e) tais que f(y) = &(e), e f*E — Y é a restri¢do da projegdo. Uma
vez que a fibrade f*EemycY é E fly)» Segue que f*E é uma familia de espacos
vetoriais sobre Y,

E

Defini¢do 1.16. Um fibrado vetorial sobre X é uma familia de espacgos vetoriais & :
E — X, tal que todo ponto x € X possui uma vizinhan¢a U C X com &|U : E|U —
U trivial. Um fibrado vetorial também é chamado de familia de espacos vetoriais
localmente trivial.

O conceito de fibrado diferenciavel' pode ser definido de maneira aniloga. Apenas
se exige que E e X sejam variedades diferencidveis, que £ seja uma aplicagdo diferen-
cidvel, e que, para cada x € X, exista uma vizinhanga U C X, de modo que &~ '(U)
seja difeomorfo a um fibrado trivial.

A soma de Whitney E & F de dois fibrados vetoriais § : E +X el :F = X, éa
familia de todos os espacos vetoriais E, © Fy, munida da topologia de subespago de
E x F. Uma vez que E e F s@o localmente triviais, ndo € dificil ver que E @ F também
0 €, de modo que este iltimo € um fibrado vetorial.

Um sub-fibrado de um fibrado vetorial £ : E — X é um subespago F C E, que é um
fibrado vetorial com respeito a estrutura induzida de E. Isto significa que cada fibra
F, é um subespaco vetorial de E,, e a familia F — X é localmente trivial. O fibrado
quociente E /F é a unido de todos os espagos vetoriais E/F;, munido da topologia
quociente. Ndo é dificil ver que E /F é localmente trivial, uma vez que E e F o sdo, de

!Convencionamos que diferenciabilidade sempre significara C*.
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modo que ele € um fibrado vetorial. Isto prové uma “seqiiéncia exata curta” de fibrados
vetoriais:

0o s s B D

Se E é um fibrado vetorial sobre X, entdo a dimensdo dim(E,) da fibra E, é uma
fungd@o localmente constante de X a valores em N = {0,1,2,...}; em particular, é
constante quando X é conexo. Assim, dim(E) € uma fungdo continua de X a valores
no espaco topolégico discreto N.

Defini¢ao 1.17. Um fibrado vetorial n-dimensional é um fibrado vetorial § : E — X
tal que dim(E) = n é constante.

Os fibrados vetoriais 1-dimensonais sdo usualmente chamados de fibrados de li-
nhas (line bundles).

Defini¢ao 1.18. Uma se¢do de um fibrado vetorial £ : E — X é uma aplica¢ao continua
s:X —E talque§os=1y.

O espago de todas as se¢des de E é denotado por I'(X, E). Em particular, s(x) = 0,
(o vetor nulo de E,) € uma se¢@o, chamada se¢do nula.

Toda secdo s : X — E determina uma aplicag¢ao do fibrado vetorial trivial X x R em
E e, portanto, se s ndo se anula em em nenhum ponto, sua imagem € um subfibrado de
linhas de E.

Proposi¢do 1.19. Um fibrado vetorial n-dimensional & : E — X é trivial se, e somente
se, existem n se¢oes linearmente independentes em todo ponto x € X.

Demonstracdo. Suponhamos primeiro que E seja trivial. Entdo, existe um isomor-
fismo f: E — X x R". Definamos para i = 1,...,n as aplicagdes §, : X — X x R,
por

§(x) = (x,(0,:.+,0,1,0,...,0)),

sendo 1, somente a i-ésima coordenada de R”. E claro que $1s-+-+8n 530 segles de
X x R". Definindo-se entdo s, = f~' 0§, 1 < i < n, obtemos as se¢des procuradas.

Reciprocamente, suponha que s,...,s, 30 n se¢des linearmente independentes
em cada ponto x € X. Definamos f: X x R" — E por

f(x,ay,...,a) = a;5,(x) + -+ -+ apsp(x).

E claro que f assim definida é um isomorfismo de fibrados vetoriais. |

Defini¢do 1.20. Seja & : E — X um fibrado vetorial real. Uma colegdo de segdes
Sy....,8n € chamada referencial de X em E, se para todo x € X, s, (x)....,s(x) forma
uma base para E;.

16



Considere agora um homomorfismo f : E — F de um fibrado vetorial £ : E — X
em um fibrado vetorial { : F — X. Para cada x € X temos 0 espago vetorial Ker(f;),
do qual formamos a familia de espagos vetoriais Ker(f). A fim de que esta familia seja
um fibrado vetorial, devemos mostrar que € localmente trivial. Mas, uma vez que E é
localmente trivial, dado x € X, existe um aberto U C X, x€ U, tal que E|U ~ X x V.,
Desta forma, se identificamos as fibras de E|U com V, Ker(f) serd um fibrado vetorial
se e somente se dim(Ker(f;)) for uma fung@o localmente constante em cada compo-
nente conexa de X. Ocorrendo isso, podemos identificar Ker(f;) com um subespago
K ¢ V, de modo que Ker(f)|U ~U x K.

Lema 1.21. Se X ¢é um espago localmente compacto, entdo toda seqiiéncia exata de
fibrados vetoriais sobre X

b—ep g fop o5

(onde dim(E) = p, dim(G) = g e dim(F) = g— p) cinde, i.e., existe um homomorfismo
0:E—=GualqueBoo =1

Demonstracdo. Para cada ponto x € X existe uma vizinhanga aberta U, para a qual
GlUy~T9e E|Uy~ TP, onde T' = U, x R. Sejam s, ,...,sq4 € T'(Us, G|Uy) um refe-
rencial de Uy em G|Uy. Da sobrejetividade de B segue que {B,(s,(y)),.--,By(s4(y))}
gera Ey para todo y € U,. Entdo existem

{85,00--18, € {81005,

tais que {3x{sil(x)),...,ﬁx(sip (x))} € uma base para E,. Da continuidade em x de
{Ss,v---*-‘:‘p}' existe um aberto V, C U,, tal que para cada y € V, o conjunto
{ﬁy(sf] (y)),...,B,(s‘p(y))} ¢ uma base para E,. Definimos entdo a aplicag@o o; :
E|Vy — G|V; como

Ox (alﬂy(-‘}l )+ + apﬁ)'(sf,,(y))) =% () == +aps,-p(y).

Uma vez que X é um espago localmente compacto, existe uma parti¢cdo da unidade
{0:},cx subordinada a {V;} ..

Colocando ¢ = Zzex Ox¢y, a soma € continua, € um homomorfismo de fibrados
vetoriais. Além disso, como

Boo= z(ﬁoo})%: Z(IE V)¢'x= 1,
xeX xeX o
o € uma cisao, completando a demonstragao. i

De posse deste lema, € possivel demonstrar um teorema que traduz algebricamente
a estrutura de um fibrado vetorial sobre um espago compacto.
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Teorema 1.22. Sejam & : E — X um fibrado vetorial real n-dimensional, onde X é um
espaco topolégico compacto. Entdo

1. T(X,E) é um C(X)-mddulo finitamente gerado.
2. Existe um fibrado vetorial real { : F — X tal que E S F é trivial.

Demonstracao. Como E € localmente trivial, existe uma cobertura aberta % de X
tal que, para cada aberto U € %, se tenha E|U ~ X x R*. Pela Proposi¢do 1.19,
existem n segdes s7,...,s¥ € I'(U,E|U) que geram E, em cada ponto x € U. Como
X € compacto, existem uma subcobertura finita {U,....,U, } C % . e uma parti¢ao da
unidade {¢,}*_, subordinada a ela. Desta forma, lcrnos n -k se¢des

§;;0) = ¢,.(x)sfs(x) eI(X,E),

1 £i< k1< j< n, que por construgao geram I'(X, E). Isto prova a primeira afir-
magao.

Para provar a segunda afirmagio, colocamos 7"* = X x R"* e definimos a aplica-
¢do f: T"* — E como

k n
fCx(@yyseaaaayy)sees(@rys---18,)) =EE JU
f assim definida € um epimorfismo de fibrados vetoriais. Vc;a ainda que

dim(Ker(f;)) = dim(R"*) — dim(E;) = nk—n=n(k—1),

para todo x € X, mostrando que Ker( f) é um fibrado vetorial. Com isso, formamos a
seqiiéncia exata curta

0—Ker(f)—=T"*L ~E— >0,

Pelo Lema anterior, segue que 7% ~ E @ Ker(f), concluindo a segunda parte do teo-
rema. 1

Este teorema sintetiza duas importantes propriedades que relacionam fibrados ve-
toriais com modulos projetivos finitamente gerados. Antes, porém, de analisar mais
intimamente esta relagdo, vejamos uma situacao muito particular para a qual a segun-
da afirmacao do teorema € valida.

Se X é uma variedade diferencidvel de dimensao d, seu fibrado tangente 7X — X
¢ um fibrado vetorial real d-dimensional. Mergulhando X em R", podemos formar o
fibrado normal NX — X, onde N, X € o complemento ortogonal de 7.X em R". Nao é
dificil ver que TX & NX € o fibrado vetorial n-dimensional trivial X x R* — X.

Seja & : E — X um fibrado vetorial real n-dimensional, com X um espago topologi-
co compacto, 0 Teorema 1.22 diz que I'(X, E) é um C(X)-modulo projetivo finitamente
gerado. Na verdade, temos o teorema de Swan [61], que caracteriza a reciproca desse
fato.
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Teorema 1.23 (Swan). Seja X compacto. Entdo um C(X )-médulo P é isomorfo a um
modulo da forma I'(X,E), onde § : E — X é um fibrado vetorial real n-dimensional,
se e somente se P € finitamente gerado e projetivo.

Demonstracdo. O Teorema 1.22 estabelece a necessidade da afirmacéo. Para a sufi-
ciéncia, veja que sendo X compacto, a Proposicdo 1.6 garante que X ~ Max(X) por
meio do homeomorfismo

x—=me={feC(X): f(x) =0}.
Entao, para cada x € X o conjunto
Ey= P&y, (C(X)/m; ~R)
é um espaco vetorial real de dimensdo finita, de modo que podemos formar o conjunto

E=|JE,
xeX

Colocando & : E — X como &(E;) = x, e munindo E da maior topologia que faz
& continua, temos E uma familia de espagos vetoriais, onde dim(E,) é uma funcdo
localmente constante em cada componente conexo de X.

A fim de que & : E — X seja um fibrado vetorial, devemos mostrar que este é
localmente trivial. Para isso, o Teorema 1.14 nos fornece f € C(X) — m, tal que P é
um C(X) s-mddulo livre. Desta maneira, my € X .. Além disso, temos

X, ={m,: f) #0} =U = {yeX: f(y) #0}.

Como P é finitamente gerado, existem {v;,...,v, } C P tais que o conjunto %, = {v, ®
(14+my),...,v,®(1+m,y)} € uma R-base deP@c(X) (C(X)/m,) paratodoy € U. Com
isso, definimos se¢des s, : U — E, 1 < i < k, por

5;(y) = v, ® (f +my).

Uma vez que, para todo y € U tem-se f(y) # 0, as se¢des {s,,...,s,} formam um
referencial de U em E|U. A Proposigao 1.19, entdo, fornece E|U ~ U x (P Beix) R).
Finalmente, a construgdo de E evidencia que I'(X,E) ~ P. | |

Na demonstragdo deste teorema, foi de vital importancia tomarmos o elemento
f € C(X) —m, fornecido pelo Teorema 1.14, pois esta € a garantia de que, variando-se
y convenientemente, o conjunto %, € uma base.

Se X € um espaco topoldgico compacto, o Teorema de Swan prové uma equiva-
léncia categdrica entre a categoria dos fibrados vetoriais de dimensao finita, sobre X,
e a categoria dos C(X )-mdédulos projetivos finitamente gerados. Por meio desta equi-
valéncia, € possivel obter novos fibrados vetoriais por meio de construgdes puramente
algébricas sobre médulos projetivos finitamente gerados.
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1.2.1 Corte e Costura com Fibrados Vetoriais

Neste ponto, o leitor deve achar no minimo estranho o titulo deste tépico. Entretanto, o
que faremos com fibrados vetoriais muito se assemelhara ao processo de cortar e costu-
rar partes de diferentes tecidos para se confeccionar uma pega de roupa de particulares
caracteristicas.

As construgdes algébricas sobre médulos nos dirdo como cortar e costurar, e o Te-
orema de Swan nos dar4 a existéncia (a menos de isomorfismo) de um fibrado vetorial
nas caracteristicas desejadas.

No que segue, X serd um espaco compacto e todos os fibrados em questdo serao
reais e de dimensao finita.

Produto Tensorial: Sejam & : E — X e { : F — X dois fibrados vetoriais. Entdo
P=T(X,E)e Q =TI(X,F) sdo médulos projetivos finitamente gerados. Pelo
Teorema de Swan, existe um tnico fibrado vetorial W (a menos de isomorfismo)
tal que P® Q = I'(X,W). Pela construgao de W. ndo é dificil ver que W, =
E;® F;, de modo que denotamos W por EQ F.

Fibrado de Homomorfismos: Sejam & : E — X e { : F — X dois fibrados vetoriais.
Entdo P =I'(X,E) e Q =T'(X,F) sdo médulos projetivos finitamente gerados.
Pelo Teorema de Swan, existe um tnico fibrado vetorial W (a menos de isomor-
fismo) tal que Homc(x)(P, Q) =T'(X,W). Pela construgéo de W, nao é dificil
ver que W, = HomR(Ex,Fx), de modo que denotamos W por Hom(E, F).

Fibrado Dual: Seja & : E — X um fibrado vetorial. Entdo P = I'(X,E) é um médulo
projetivo. Pelo Teorema de Swan, existe um tnico fibrado vetorial W (a menos
de isomorfismo) tal que P* =T'(X,W). Por construcdo, Wy = E*, de modo que
denotamos W por E*.

Fibrado Produto Exterior: Sejam & : E — X um fibrado vetorial e P = I'(X,E) seu
modulo de se¢des. Formamos a dlgebra tensorial

T(P)=C(X)oPaP*?0P®g.-,

onde P®" = P®cx) " ®cx) P € 0 produto tensorial de n parcelas de P. Tal
dlgebra é um mddulo projetivo, mas nao finitamente gerado. Tomemos agora
o ideal bilateral / desta dlgebra, gerado pelos elementos da forma x® y + y®x

com x,y € P. O quociente
AP=TWPH

¢ um mddulo projetivo finitamente gerado. Como dlgebra AP possui uma gra-
duacao, entao
AP=AP&---®A"P,

onde n € o posto de P. Desta maneira, o posto de AP ndo excede 2". Pelo
teorema de Swan, existe um fibrado vetorial, que denotaremos por AE, tal que
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AP =T(X,AE) e A*P =T'(X,A*E), 1 < k < n. Por construgio, para cada
x € X temos (AE), = AE,. Assim, a fibra de AE em x € a dlgebra exterior
de E,. Isto mostra que dim(A”E) = 1, de modo que este fibrado é um fibrado
de linhas. Tal fibrado € usualmente chamado de fibrado determinante, dado
que determinantes de matrizes de mudanca de base estdo envolvidos em sua
construgao.

Construcdo Funtorial Geral Para uma construgdo geral, sejam ¥  a categoria que
consiste de todos os espagos vetoriais reais de dimensao finita e todos os iso-
morfismos entre tais espagos,

T VX x¥=aY

um funtor continuo de k varidveis ¢ E',...,E* fibrados vetoriais sobre X. A
continuidade de 7 juntamente com o Teorema de Swan provéem a existéncia de
um fibrado vetorial E tal que

E;=T(E;,....E)
paratodox € X.

As construcdes que fizemos acima, na verdade ndo dependem da equivaléncia ca-
tegérica dada pelo Teorema de Swan; este € um artefato algébrico que nos da os re-
sultados esperados. De fato, se lancarmos mao das chamadas trivializagées locais,
podemos fazer constru¢des similares as acima para fibrados vetoriais sobre uma base
ndo compacta. Como estamos buscando uma formulagdo algébrica, isso ndo vem ao
caso em nosso estudo. Para mais informagdes, vide [33, 62].

1.3 Operadores Diferenciais

Introduziremos, a principio, algumas defini¢des e resultados da geometria algébrica “a
la Grothendieck™ [24], e entdo, mediante o Teorema de Swan, mostraremos a equiva-
1éncia de tal abordagem, com o tratamento classico de operadores diferenciais lineares
sobre fibrados vetoriais [51, 52]. Isto justificard a preferéncia que fizemos por uma
abordagem algébrica. Tal abordagem serd fundamental no estudo de operadores dife-
renciais lineares sobre dlgebras de Clifford.

1.3.1 Calculo Diferencial sobre Anéis Comutativos

Sejam K um anel comutativo com identidade, e R uma K-dlgebra comutativa com
identidade. Se 1, € R representa a identidade de R, construimos o homomorfismo
@ : K — R definido por @(k) = kl,. Desta forma, todo R-médulo € também um K-
médulo, imaginando-se K C R por meio da identificagdo dada por ¢.
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Dado um par de R-médulos P e Q e um elemento a € R, definimos os operadores
de multiplicacdo a esquerda 1, e multiplica¢do a direita r, por a como

la(9)(p) =a¢(p) e ri(0)(p)=¢(ap)

para todo ¢ € Hom (P, Q). Também definimos o operador &, como a diferenca en-
tre os operadores r, € l,: 8, = r, —l,. Estas multiplicagdes a direita e & esquerda
determinam uma estrutura de R-bimédulo sobre Homg (P, Q).
Por uma questdo de simplicidade, se ay, a,,...,a, € R, definimos
[

0‘“1""‘“'3 = 630 ] aal (2L o 6‘1”.

Defini¢do 1.24. Dizemos que A € Homg (P, Q) € um operador diferencial sobre R de
ordem < n(n 2 0)agindo do R-médulo P para o R-médulo Q, se 8g.4,,..a,(A) =0
para todo o conjunto de elementos a,,a,,...,a, € R.

Equivalentemente, veja que A é um operador diferencial de ordem < nde Pem Q
se e somente se para todo a € R, &;(A) é um operador diferencial de ordem < n—1.
Isto possibilita definir operadores diferenciais recursivamente.

Denotamos por Dif,, (P, Q) o conjunto de todos os operadores diferenciais de ordem

< nde Pem Q. Este conjunto possui uma estrutura natural de R-bimédulo dada pelas

multiplicagdes a direita e a esquerda. Também se tem Difyy(P, Q) = Homg(P, Q).

Se P, Q e T sao R-médulos, A, € Dif,(P,Q) e A, € Dif,(Q,T) sdo operadores
diferenciais, a composi¢do A, o A, estd definida, e para todo a € R vale

0a(A,0A,) = 8a(A,) 0 A +A,005,(4,).

Isto mostra que A, oA, € Dif,,, . (P.T).

1.3.2 Representacao de Operadores Diferenciais e Derivacoes

Denotemos por Mod(R) a categoria dos R-médulos. Dizemos que um funtor # :
Mod(R) x Mod(R) — Mod(R) é representdvel se, para cada objeto P € Mod(R), exis-
te um objeto Z(P) € Mod(R), tal que Z (P, Q) ~ Homy(%(P),Q).

Este é exatamente nosso caso, pois temos o funtor

Dif,, : Mod(R) x Mod(R) — Mod(R).

Nosso objetivo aqui serd a construgdo dos médulos de jatos _#"(P) que sdo os objetos
que caracterizam a representacao de Dify,, i.e., Dif,(P, Q) =~ Homg(_#"(P),Q) para
todos os R-mdédulos P e Q. Para tal, consideremos o produto tensorial R ® P munido
da estrutura de R-moédulo dada por

b(a®p) = (ba) ® p,

para todos os elementos a,b € Re p € P.
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Proposi¢ao 1.25. Homg (P, Q) e Homy(R® P, Q) sdo canonicamente isomorfos.
Demonstragdo. Se ¢ € Homg(P,Q), definimos a aplicagdo ¢* € Homy(R® P, Q) por

¢'(a®p) =ag(p).
Por outro lado, se ¥ € Homy(R® P,Q), como a® p = a(1 ® p) tem-se y(a® p) =
ay(1® p). Desta forma, definimos y° € Homy (P, Q) por

V' (p)=y(1®p).

Finalmente, veja que

@) =9 ¢ (V)i=vy
para todos os @ € Homg(P,Q) e os ¥ € Homy(R®, P,Q). Isto conclui a demonstra-
¢io. |

Dado um elemento b € R, denotamos por 8° o R-endomorfismo de R® g P definido
por
8%(a® p) = aQbp—ba® p.

Como antes, por uma questdo de simplicidade, se a,,4a,,...,a, € R, definimos
§%1bn = §% o0 §% 0.0 §%,

Denotemos por /"*!(P) o sub-médulo de R® P gerado por todos os elementos da
forma §%“ % (a® p). Entretanto, por causa da estrutura de R-médulo de R® P,
temos

a®p=a(1®p),

de modo que, como R-médulo, I"*!(P) é de fato gerado pelos elementos da forma
8% (1@ p).

Proposicio 1.26. A € Dif,(P,Q) se e somente se A*(I"t1(P)) = 0.

Demonstracdo. Primeiramente, se a € R, temos

%(A)(p) = Alap)—aA(p)
= A(a®p-1®ap)
= A(8°(1®p)).

Indutivamente, se a,.a,,...,a, € R, temos
Sayay..an(8) = BH (8% (1@ p)).

Como I"*!(P) é gerado sobre R pelos elementos da forma §%%»+% (1® p) com p € P,
e A" é R-linear, temos A*(I"t!(P)) = 0 se e somente se Bay,a,,...a,(A)(P) = O para todo
p € Petodos oS ay,a,,...,a, € R, i.e., A € Dif, (P, Q). [
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Denotamos por _#"(P) o médulo quociente (R®y P)/I""(P) e por j,: P —
#"(P) a aplicagdo K-linear definida por j,(p) = 1® p+I""'(P). A estrutura de
R-médulo de R ® P mostra que #"(P) é gerado (como R-mddulo) pelos elementos
jalp), com p € P.

Teorema 1.27. Dif,,(P, Q) € canonicamente isomorfo a Homg(_#"(P), Q).

Demonstra¢do. Considere a aplicagdo ® : Dif,(P,Q) — Homg( #"(P),Q) dada por
®(A)(@a® p+I"T'(P)) = aA(p). Esta aplicacdo estd bem definida, e na verdade é
um homomorfismo de R-médulos. De fato, vale que aA(p) = A*(a® p), e a Proposi-
¢do 1.26 nos fornece

P(A)(a®@p+I"t(P)) = Ala®@p+I"t'(P))
= A (a®p)
= aA (1®p)
= aA(p).

Além disso, veja que P(A) = 0 se ¢ somente se A = 0, mostrando que P ¢é um
monomorfismo. A fim de provarmos que @ € também um epimorfismo, seja & €
Homg(_#"(P),Q). Definimos A € Hom (P, Q) como A = ho jy,, € entdo vale

Aa®p) = aA(p)=a(ho ja)(p)

= ah(1Qp+I"T'(P))
= hla®p+I"T1(P)).

Se ag,ay,...,an € R temos
aaopap...,an(a) (p) = AN(8%““(1®p))

h (8% (1@ p) + I+ (P))
= 0,

uma vez que §%%9(1® p) € I"*1(P). Segue que A € Dif,(P,Q) e que ®(A) = h.
Isto conclui a demonstragao.

Este teorema afirma que Dif : Mod(R) x Mod(R) — Mod(R) ¢ representavel na
categoria dos R-médulos. Além disso, veja que j, : P — _#"(P) é um operador dife-
rencial de ordem < » que € universal no sentido do coroldrio seguinte.

Corolario 1.28. A € Dif,(P. Q) se, e somente se, existe h € Homg(_Z"(P),Q)) tal que
o seguinte diagrama € comutativo

P - 0

N A

A" (P)
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Isto mostra que a todo operador diferencial A € Dif,(P, Q) corresponde um homo-
morfismo k € Homg( _#"(P),Q) tal que A = ho j,. Alguns autores chamam j, de
operador diferencial universal de ordem < n (para maiores detalhes ver [52]).

Vamos agora nos restringir a uma situagéo especial, onde veremos uma importan-
te conseqiiéncia do Teorema 1.27. Por simplicidade, denotemos _#"(R) por 7" e
Dif, (R, Q) por Dif,(Q). Definimos o R-epimorfismo IT : Dif,(Q) — Q como I1(A) =
A(1). Temos entdo a seqiiéncia exata

0—Ker(IT)—Dif, (@) ——~Q—0.
Se A € Ker(IT), entdo A(1) = 0. Logo, dados a,b € R, uma vez que A € Dif, (Q), vale
8,,(8)(1) =0,

de onde se conclui que A(ab) = A(a)b+ aA(b). Nesse caso, A satisfaz a regra de
Leibnitz.

Defini¢do 1.29. Dizemos que A € Homg(R, Q) é uma derivagdo de R a valores em Q
se para todos os a, b € R vale a regra de Leibnitz

A(ab) = A(a)b+ aA(b).

Denotamos por Derg(R,Q) o R-médulo de todas as derivages de R em Q. Se
A € Ker(IT), entdo A € Derg(R, Q). Por outro lado, se A € Derg(R, Q) entdo

A1) =A(1-1) =A(1)+AQ1),

de modo que A(1) = 0 e A € Ker(IT). Segue disso que Ker(IT) = Derg (R, Q). Assim,
temos a nova seqiiéncia exata

0—Derg (R, 9)—Dif, (Q)—~0—0.

Note agora que o R-epimorfismo % : Dif, (Q) — Derg (R, Q) definido por x(A) = A—
A(1) produz uma cis@o nessa seqiiéncia exata, de forma que

Dif(Q) ~ Dery (R, Q) & Q.

Definimos o R-monomorfismo i : R — f,P' I por i(a) = aj,(1), e denotamos por
Qg (R) ao quociente _# YIm(i). Sem: #' — Qu(R) é a projecdo candnica, temos
a aplicagdo d : R — Qg (R) definida como d = 7o j,. Nao é dificil ver que 4 é uma
derivagdo de R a valores no R-médulo Q(R).

Proposicdo 1.30. Derg (R, Q) é canonicamente isomorfo a Homy,(Q4(R), Q).
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Demonstragdo. Dado A € Derg(R,Q), o Teorema 1.27 fornece um tinico homomor-
fismo h € Homg(_#"', Q) tal que A= ho j,. Como A(1) =0, tem-se 4(j, (1)) = 0. Con-
seqiientemente, 2(Im(7)) = 0. Segue que A determina o elemento € Homg (Q(R), Q)
dado por & = ho x. Reciprocamente, se i € Homp(Q(R),Q) definimos a derivagdo
A = hod. Isto completa a demonstragio. |

Como uma conseqiiéncia natural desta proposi¢do, o conjunto das derivagdes € re-
presentdvel na categoria das K-dlgebras comutativas e satisfaz a propriedade universal
dada pelo resultado seguinte:

Corolario 1.31. A € Derg(R,Q) se, e somente se, existe he Homy(Qg(R),Q)) tal
que o seguinte diagrama é comutativo:

"~

Q(R)

Isto mostra que toda derivacdo A € Derg (R, Q) se fatora através de d por meio de
um homomorfismo 2 € Homg (Qg(R),Q), i.e., A= hod. Neste sentido, podemos dizer
que o par (Q(R),d) é universal.

Uma vez que, como R-médulo, #! é gerado pelos elementos da forma j, (a), o
R-médulo Q4 (R) é gerado pelos elementos da forma da. Q4 (R) possui importantes
propriedades funtoriais, e € chamado mddulo dos diferenciais de Kéihler. Para maiores
detalhes, vide o Capitulo 10 de [46].

Este processo de construgao pode ser naturalmente estendido. Para isso, denotemos
por R®"=R® k- ®g R o produto tensorial, sobre K, de n c6pias de R (convenciona-
mos que R®0 = K e R®! = P), e por .%, o grupo das permutacdes de n-elementos.

Definicdio 1.32. Sejam Q um R-médulo e A € Homy (R®", Q). Dizemos que A é uma
n-derivagdo anti-simétrica de R a valores em Q, se as seguintes condi¢des sao satisfei-
tas:

L. Alagyy--s aa(z})z(—l)cA(a},...,a,,) para todos 0s @,,...,a, € Re 6 € 7,
onde (—1) € o sinal da permutagio .

2. Para toda familia finita de elementos a,...,a;_;,a;,,,...,a@» € R e para todo
inteiro k, 1 < k < n, a aplicagdo b A(a,,....a,_,,b.a,,,...,a,) € uma de-
riva¢@o de R a valores em Q.

O conjunto das n-derivactes anti-simétricas possui uma natural estrutura de R-
médulo, denotada por D,,(Q). Com isso, Dy(Q) = Q e D, (Q) = Derg(R, Q).
Seja agora P um R-modulo e

T(P)=R®& PP g
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a dlgebra tensorial de P, onde P®" = P®g -+ ®, P € o produto tensorial, sobre R, de
n copias de P (novamente, para efeito de notagao, colocamos P®° =R e P21 = P). O
produto em T'(P) € o produto tensorial. Definimos por A(P) o ideal bilateral de 7 (P)
gerado por todos os elementos da forma p® p com p € P.

Definicao 1.33. Seja P um R-mddulo. A digebra exterior AP de P é definida como o
quociente AP = T(P)/A(P).

Se denotamos a classe de equivaléncia p@qg+A(P) por pAg, temos pAg—gAp=
(p+q)®(p+q)+A(P)=A(P), e consegiientemente tem-se

PAg=—gAp.

Desta maneira, um elemento p, A p, A--- A p, € AP satisfaz
Po(1) NPoig) A" APony = (=1)°P1 AP, A=~ A

para todos os elementos & de .%,.
A graduagdo de T'(P) produz uma graduagdo em AP, por meio da projegao dos
fatores P®" em AP, de onde se tem

AP=APoA'PEAPS---,

com A%(P) = R+ J(P) e A*(P) = P®" + J(P). Assim, A"(P) é gerado, como R-
médulo, pelos elementos da forma p; Ap, A+-+ A p, com p,,p,.,...,pn € P.
Por simplicidade, denotemos por 0 médulo Q4 (R).

Proposicao 1.34. D,(Q) é canonicamente isomorfo a Homp(A"Q, Q).

Demonstragdo. A"Q € gerado, como R-médulo, pelos elementos da forma da, A --- A
da,, com a,,...,a, € R. Além disso, o operador 4 : R — Q € uma derivacdo. Desta
forma, definindo

¢(bda, A---Nday) = bA(a,,... a,),

verifica-se que, se A € D,(Q), entdo ¢ € Homg(A"P, Q) e reciprocamente. |

Na situac@o especial de Q ser projetivo e finitamente gerado, pode-se provar um
resultado um pouco mais geral a respeito da estrutura de D,,.

Coroldrio 1.35. Se Q é projetivo e finitamente gerado, entdo D,(Q) ~ Q ®, Dp(R).

Demonstragdo. Pela proposi¢ao anterior, tem-se D,(Q) >~ Homgz(A"Q, Q). Desta for-
ma, como £ € projetivo e finitamente gerado, vale

Dy (Q) =~ Homy(A"Q, Q) ~ O ®, Homg(A"Q,R) =~ Q ®, Da(R).
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Isto conclui a demonstragéo. |

Finalizando, definimos indutivamente os operadores diferenciais de primeira or-
dem d : A"Q — A"1Q. Para n =0, tome como d meramente o operador d : R — Q
introduzido anteriormente. Se n = 1, definimos d(bda) = dbAda. Paran > 1 e qual-
quer elemento decomponivel @ A 8 € A”Q, definimos

dlwn8)=dorb+(—-1)°0Adb,
onde o sobrescrito em (—1)% significa o grau de , i.e., o inteiro n para o qual @ €
A"Q.
Os operadores d : A"Q — A"F1Q estdo bem definidos e satisfazem a relagao d* =

dod = 0. Isto nos fornece o resultado seguinte.

Proposicao 1.36. A segiiéncia

0 R d A]Q d‘_..' d‘:A"Q

é um complexo, i.e., d* =dod = 0.

Este complexo € chamado complexo de De Rham de R, e é fundamental na defini-
¢do e no estudo das lagrangeanas.

1.3.3 Simbolos e a Primeira Identidade Fundamental

Nosso objetivo aqui serd a caracterizagdo dos médulos Smbl, (P, Q) dos simbolos. Is-
to possibilitard provar a primeira identidade fundamental dos jatos, bem como uma
relagdo entre os simbolos e os diferenciais de Kahler.

Se P e Q sdo R-mé6dulos, a Defini¢do 1.24 implica que Dify,(P,Q) C Dif,(P, Q)
se m < n. Desta maneira, temos uma filtragdo crescente, que nos permite definir o
modulo filtrado

Dif(P,Q) = U Dif,(P, Q).
n=0

O médulo graduado
~ Dif,(P,Q)

._[(P 3 Q)
associado a esta filtracdo, € chamado mddulo dos simbolos. Denotamos por

Smbl, (P, Q) ao fator Dif,(P,Q)/Dif,_,(P,Q).
Se m < n, entdo I (P) Cc I"*! (P) de modo que Vypm : £ "(P) — #™(P) dada

por

Smbl(P,Q) =

Vam(@®p+I""1(P)) =a® p+I""'(P)
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estd bem definida, e é um epimorfismo de R-mddulos. Quando m = n — 1, temos

Ker(v,,,) = {a®@p+I""1(P):a@p e I"(P)}
~ ['(P)/I"t(P).

Isto fornece a seqiiéncia exata de R-mddulos

V-1

0—=1"(P) I+ (P)—> £"(P)-2 "= (P)—0.

Seja agora P um R-médulo e T'(P) a dlgebra tensorial de P. Definimos por J(P)
o ideal bilateral de T'(P) gerado por todos os elementos da forma p® g —g® p, com
p,q€P.

Definicéio 1.37. Seja P um R-médulo. A digebra simétrica S(P) de P é definida como
o quociente S(P) = T(P)/J(P).

Se denotarmos a classe de equivaléncia do elemento p ® g simplesmente pela jus-
taposi¢do pg, como pR®g—q® p € J(P), tem-se

P4 =qp.

Desta maneira, um elemento p,p, - - - p, € S(P) satisfaz
Po(1)Po(2)" "Po(n) = P1P2" " Pn

para todos os elementos ¢ do grupo de permutagdes de n-elementos .7,.
A graduacdo de T'(P) produz uma graduagdo em S(P), por meio da projegéo dos
fatores P®” em S(P), de onde se tem

s(p)=S5°P)aS'(P)aS*(P)& -,

com S°(P) = R+ J(P) e S*(P) = P®"+ J(P). Assim, §*(P) é gerado, como R-médulo,
pelos elementos da forma p, p, --- p, com py, p,,...,pn € P.

Denotamos por P* o médulo dual de P, formado por todos os R-homomorfismos
de P a valores em R.

Consideremos o caso P = Qg(R) e, por simplicidade, denotemos Q,(R) por Q.
S"(Q2) é gerado, sobre R, pelos elementos da forma

da,da,---day,

onde a,.a,,...,a, € R. Como para todos 0s a,b € R vale a relagdo %o §° = §°0 69,
a fungdo (a,...,a,) — 8% % € simétrica, i.c., para todo 0 € .7, tem-se

§59(a1),-0(an) — §a1,--an_

Com isso, podemos demonstrar a primeira identidade fundamental dos espagos de
jatos.
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Teorema 1.38 (Primeira Identidade Fundamental). 5"(Q)® P é canonicamente i-
somorfo a I"(P) /I"T1(P).

Demonstragdo. Definimos o R-homomorfismo © : $*(Q) ®, P — I"(P) /I"*!(P) por
O(da,++dan® p) = 8 (1® p) +I"*!(P).

Como a seqiiéncia

0—1"(P) /I (P)—= £ (P)—7" (P)—0
é exata, temos

Vono190(da, --da,®@p) = V,, (6% (1@p)+I""(P))
= %% (1® p)+I"(P)
= I"(P).

Isto mostra que © estd bem definida e, uma vez que ["(P) é gerado como R-médulo
pelos elementos da forma §%“*(1 ® p), segue que ® é um epimorfismo.
Por outro lado, definamos o R-homomorfismo ¥ : I"(P)/I"*(P) — §"(Q) ® P

por
¥(8% (1@ p)+1"*!(P)) = da, ---da,® p.

Se 8% +anb(1® p) € I"*!(P), entdo
§4rb(1@ p) = 84+ (1@ bp) — b&% (1@ p).
Desta forma,

(8% @nd(1Q p) +I"T1(P)) da,---da,®bp—bda,---da, ® p

0.

i

Isto mostra que ¥ estd bem definida e, de fato, € um epimorfismo.

Uma vez que ¥o® = 19(9}@,,}’ cOo¥ = 11#(?)/1“1(9)’ a demonstragdo do teore-

ma estd concluida. [ |

Levando em conta o isomorfismo dado por esse teorema, temos a seguinte seqién-
cia exata de jatos:

0——§"(Q) @ P— F"(P)—23! gn=1(p)— 0.

Para obtermos uma caracterizagao completa dos simbolos, precisaremos estabele-
cer alguns resultados a respeito das dlgebras simétricas:

Proposicao 1.39. Se P ¢ projetivo e finitamente gerado, entdo S"(P) € projetivo e
finitamente gerado.
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Demonstragdo. Se P é finitamente gerado, € claro que S*(P) € finitamente gerado.
Se P € projetivo, entdo existe um mddulo projetivo Q tal que P& Q € livre. Como
S*(P® Q) é livre, a férmula

S"(PeQ)~ P S'(P)eS(Q)

i+j=n

mostra que S"(P) € somando direto de um médulo livre e, portanto, projetivo. |

Finalmente, precisaremos relacionar (§"(P))* com S"(P*). Para isso, adicionamos
a hipétese de K ser de caracteristica zero. De fato, definindo 0 : S*(P*) — §*(P)*
como

1
0(@,---pn)a;--an) = o Z ¢, (a 0-{1})"'[}’?1(35{,,))*
OES

fica claro que, para todo n, n! deve ser invertivel em K. A Proposicéo abaixo estabelece
um pouco mais a respeito da estrutura de 6.

Proposicdo 1.40. Se P € projetivo e finitamente gerado, entdo 8 é um isomorfismo.

Demonstragdo. Se 6(¢,---¢,) = 0, entdio ¢(a;)---@(ax) = 0 para todos os
a,...,a, € R, de modo que algum dos ¢; € identicamente nulo. Sendo assim, tem-se
@, - ¢n = 0. Segue disso que € € um monomorfismo.

A fim de mostrar que 6 ¢ também um epimorfismo, note que, como P € projetivo
e finitamente gerado, a Proposicdo 1.39 garante a existéncia de um mddulo livre e
finitamente gerado F e epimorfismos & : S*(F*) — S"(P*) e n : S"(F)* — S"(P)* que
levam as bases candnicas de 5"(F*) e §"(F)* sobre os geradores de §"(P*) e S"(P)".
Definimos o R-homomorfismo 8 : §*(F*) — $"(F)* como

00 B)lay )=~ ¥ 6(ag) - Grlagy):

" OES,

Como antes, ndo € dificil ver que 6 é um monomorfismo. Além disso, como
dim, S"(F*) = dimy §"(F)*, 6 € de fato um isomorfismo de R-médulos. Temos por-
tanto o diagrama

S"(F*) =—2— S"(F)"
&* n'

sh(p*) —2—sn(P)’,

que por construg¢do é comutativo. Como 8 é um isomorfismo e & e 17 s@o epimorfismos
segue que 6 € epimorfismo. Com isso se conclui que 8 € um isomorfismo. i
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De posse desta proposi¢do temos, finalmente, a identidade para os médulos dos
simbolos.

Corolario 1.41 (Identidade dos Simbolos). Se K é de caracteristica zero e P e Q sdo
R-mddulos projetivos e finitamente gerados, existe um isomorfismo entre Smbl,(P,Q)
e SH(Q‘) ®R HomR(R Q)

Demonstragcdao. O Teorema 1.38 nos fornece a seguinte seqiiéncia exata:

vn,n—l

0—-5"(Q) @ P— #"(P)— _¢#"1(P)—0.

Dado um R-médulo Q, como Q e P sdo projetivos, a aplicagao do funtor Homg (-, Q) a
seqiiécia acima produz a seqiiéncia exata

0——Dif,_, (P, Q)——Dif,(P,Q)—Hom,(5"(Q) & P,Q)—0.

Segue disso que Smbl, (P, Q) ~ Hom,(5"(Q) ® P, Q). Como L é projetivo e finitamen-
te gerado, temos §"(Q)* ~ §"(Q"). Portanto

Smbl,(P,Q) =~ Homy(S"(Q)®P,Q)
~ Q) ®pP* @0
~ §*(Q)*®zHomg(P,Q)
~ §"(Q*)®zHomg(P,0).
Isto conclui a demonstragao. ]

A colocacdo da hipétese de Q ser projetivo e finitamente gerado faz sentido, pois,
se X € uma variedade, ndo h4 garantias de que Qg (C™(X)) seja finitamente gerado, a
menos que X seja compacta. Este serd o caso de interesse para nés.

1.3.4 Modulos Geométricos

E de se esperar que o formalismo algébrico que até aqui foi desenvolvido para os
operadores diferenciais, possua uma natural realizacao geométrica. Tal realizacao se
dé por meio da equivaléncia entre mdédulos e fibrados vetoriais.

Como foi feito na se¢do 1.2, pode-se construir uma equivaléncia entre fibrados ve-
toriais diferencidaveis sobre uma variedade X e a categoria de modulos projetivos sobre
o anel C*(X), das funcdes diferencidveis sobre esta variedade [61]. Nossa prova do
teorema de Swan foi puramente algébrica; entretanto, a estrutura do anel de fungdes
diferencidveis sobre X € suficiente para se reproduzir uma prova para a situagao dife-
renciavel.

Quando X € uma variedade, o papel desempenhado pelo anel R passa agora a ser
desempenhado pelo anel C*(X). Note que uma repeticdo direta dos argumentos da
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subsegdo anterior para a construgdo dos médulos Z%(P) e A*Q, se deparara com di-
ficuldades adicionais. Se tais médulos sd3o vistos como objetos que representam os
correspondentes funtores definidos nessa categoria (Dif,, e D,), eles conterdo elemen-
tos que serao “redundantes” no seguinte sentido: apesar de ndo serem elementos nulos
no médulo, eles se anulam em todos os pontos do spectro maximal, i.e., s@o os ele-
mentos p € P tais que p+ mP = 0 para todos os ideais m € Max(R).

Para ver isso em mais detalhes, considere a seguinte situagao: Sejam X uma va-
riedade e R=C"(X). Se { : E - Me { : F — M sdo dois fibrados vetoriais dife-
rencidveis, e P =I'(E), Q = I'(F), os correspondentes R-médulos de se¢des, pode-se
mostrar que Dif, (P, Q) coincide com 0 médulo de operadores diferenciais de & para £
e 0 médulo D, (R) coincide com o médulo de campos de vetores sobre a variedade X
([35, 52)).

Entretanto, se construimos os objetos representativos para os funtores
Dif,(P,-) e D, na categoria de todos os R-médulos, os médulos _#"(P) e A"Q nao
coincidirdo com os equivalentes “geométricos” dos jatos e formas diferenciais. Por
exemplo, no caso X = R as fungdes cost e ¢ sdo algebricamente independentes, mas
a forma diferencial “algébrica” @ = d(cost) + (sent)dr é um elemento ndo nulo de
Q = Qg (C*(X)), satisfazendo @ +m,Q = 0 paratodo x € X.

Estas dificuldades podem ser superadas restringindo a categoria dos R-mddulos a
uma classe mais conveniente de objetos.

Defini¢do 1.42. Um R-médulo P é dito geométricose [ | mP = 0.2
meMax(R)
Dado um R-médulo P, coloquemos
P

ﬂ mP.

meMax(R)

4 (P) =

Evidentemente ¢ (P) ¢ um R-médulo geométrico, e a correspondencia P — ¥ (P) da
origem a um funtor da categoria de todos os R-mddulos para a categoria dos R-mdédulos
geométricos.

Abaixo colocamos uma proposi¢do que sumariza algumas propriedades imediatas
do funtor 4.

Proposicio 1.43. Sejam R um anel, P um R-médulo e Q = Q¢ (R).

1. Os objetos representativos para os funtores Dif,(P,-) e D, na categoria dos R-
modulos geométricos, coincidem com ¥ ( _Z"(P)) e 4(A"Q) respectivamente.

2. Se P=T(&) para um fibrado diferencidvel & : E — X, entao 4 (_#"(P)) coin-
cide com o0 médulo T'(&,), onde &, : J"(E) — X é o fibrado dos jatos de ordem n
sobre X ..

2Em uma situagio algébrica mais geral, usualmente se requer ﬂp eSpec(R) pP = 0, mas para nossos

propésitos basta a Definigao 1.42.
%Para a definigdo de fibrado de jatos veja [52]
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Demonstracao. Quanto a primeira afirmag@o, basta notar que, se Q € um médulo ge-
ométrico, entdo todos os elementos de .\, ax(r) ™ _Z"(P) serdo levados em zero por
qualquer R-homomorfismo de _#"(P) em Q. Dada a defini¢do do operadord : R — Q

consequentemente ter-se-d4 0 mesmo para os elementos de [ ... (R) mQ.

A segunda afirmacao decorre diretamente da primeira. |

Uma andlise da demonstragdo que fizemos para a identidade dos simbolos (Corola-
rio 1.41) mostra que a validade deste resultado em uma variedade X € essencialmente
devido ao fato de que o modulo dos diferenciais de Kéhler nesta situagdo € projeti-
vo e finitamente gerado. Enfatizamos, ainda, que a projetividade e a existéncia de
um nimero finito de geradores desse médulo sdo determinados nao somente pela dl-
gebra R = C™(X), mas também pelo fato de estarmos trabalhando em uma categoria
de médulos geométricos. Por esse motivo, resumimos na definicdo abaixo as imposi-
coes, sobre os tipos de estrutura algébrica, necessdria para abarcar as situagdes acima
descritas.

Defini¢ao 1.44. Por situagdo diferenciavel entendemos o seguinte:

1. uma K-dlgebra R para a qual o médulo dos diferenciais de Kahler Q4 (R) é
projetivo e finitamente gerado.

2. uma K-dlgebra R para a qual o médulo ¥(Q(R)) € projetivo e finitamente ge-
rado, char(K) = 0% ¢ R é um R-médulo geométrico.

Veja que a situagdo diferencidvel estd relacionada diretamente com as propriedades
da K-algebra R. De fato, se R é um R-mdédulo geométrico, o radical de R é nulo e,
portanto, todo R-mddulo projetivo € geométrico.

4Aqui char(K) designa a caracteristica do anel K
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Capitulo 2
Aplicacoes as Algebras de Clifford

Tendo por base o Capitulo 1, estudamos nesse capitulo algumas propriedades dos ope-
radores diferenciais sobre as dlgebras de Clifford. Para tal, lancaremos mao de algumas
propriedades das élgebras de Azumaya [5, 7] e da cohomologia de Hochschild [30, 54].
Com 1ss0 € possivel mostrar que a dlgebra de Clifford € rigida, e tirar conclusoes a res-
peito das quantizagGes por deformagdo. Além disso, uma classificag@o parcial para os
operadores diferenciais sobre a dlgebra de Clifford é obtida, mostrando a relagé@o deles
com uma versdo generalizada do operador de Dirac.

Estas considerages também apontam para uma maneira de se estudar a dlgebra de
Clifford do ponto de vista da Geometria ndo-Comutativa de Connes [13, 14].

2.1 A Estrutura das Algebras de Clifford

Sejam R um anel comutativo com identidade 1,, P um R-médulo projetivo e finita-
mente gerado, e ¢ : P — R uma forma quadratica sobre P (5, 7]. Dizemos que o par
(P.q) € um médulo quadrdtico.

Denotamos por T (P) a dlgebra tensorial de P, i.e.,

T(P)=ReP& P ---0P"g..-.
Considere em T'(P) o ideal bilateral J(g) gerado por todos os elementos da forma
p®p—q(p),com p€P.

Definicéio 2.1. A digebra de Clifford C(P,q) do médulo quadrético (P,g) € o quociente
C(P.q)=T(P)/J(q).

As inclusGes naturais R — T (P) e P— T (P) induzem injecdes de Re Pem C(P,q)
(para maiores detalhes vide [5, 7]). Tais inje¢des tornam possiveis as identificagdes

a=a+J(g), u=u+J(g VaceRueM.

2

Se denotarmos uv = u®v+J(q), segue que u* = uu = q(u). Esta relagdo caracte-

riza a propriedade universal de C:
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Propriedade Universal de C. Sejam A uma R-dlgebra e p : P — A uma aplicagdo
R-linear tal que (p(p))* = ¢(p)1 4> para todo p € P. Entéo existe um tinico homomor-
fismon: € — Atal que p =1nonx, onde #: P— € ¢ ainjecdo candnica.

Este € um resultado bem conhecido da teoria das dlgebras de Clifford, e sua de-
monstra¢do pode ser encontrada em [5, 36].

O homomorfismo & : P — C, definido por a(u) = —u, satisfaz a(u)? = g(u)le.
Portanto, pela propriedade universal de C, ele se estende, de maneira tnica, a um
automorfismo & : € — €, chamado de automorfismo canénico, que é caracterizado
pela identidade

oty - ay) = (—tty) -+ (—ag) = (=1)*uay -+,

Com isso, a? = 15, mostrando que & € uma involugdo de C. Este fato gera a decom-
posigdo de C:
e=cg¢,

onde € = Ker(o —idy) e €' = Ker(a +1id). Tal decomposigdo mune € de uma
Z,-graduagdo, dada por _
Cie C ei-{—r’

onde i,r € Z,. Daqui para frente, toda vez que usarmos o termo “graduagao” de €
estaremos nos referindo a esta estrutura de Z,-graduagio.

A defini¢do que demos para a dlgebra de Clifford, corresponde a defini¢do usual
de fibrado de Clifford. De fato, se (M,g) é uma variedade Riemanniana (ou semi-
Riemanniana) consideramos o anel R = C*(M), o médulo P =T'(M,TM), onde TM
é o fibrado tangente, e g(u) = g(u,u) para todo campo de vetores u € I'(M,TM)!.
Podemos entao construir a dlgebra de Clifford C(P,g) que, pelo Teorama de Swan 1.23,
naturalmente se identifica com o fibrado de Clifford C(M) [56].

Além disso, no caso trivial, onde R = R, e (V, < - >) € um espago vetorial munido
de um produto interno, a construgdo para a dlgebra de Clifford que propusemos, leva
diretamente 2 defini¢do da dlgebra de Clifford real C(V, < - >) [57].

Nesse ponto, notamos que apenas a simplicidade e a funtorialidade da definigao
que demos para 4lgebra de Clifford, ja s@o suficientes para justificar seu uso. Assim,
podemos estudar de uma sé maneira tanto as dlgebras de Clifford sobre corpos, quanto
o fibrado de Clifford.

No que segue, vamos analisar um resultado que caracteriza a estrutura das dlgebras
de Clifford em termos da 4lgebra exterior. Para isso, precisaremos langar mao dos
mddulos ortogonais e dos médulos hiperbélicos.

Um médulo quadrético (P,q) € dito ser um mddulo ortogonal se a forma bilinear
hg : P x P — R, definida por

hq(plepz) = q(P] +Pz) _‘?(PJ) "Q(Pz)a

! Aqui estamos usando a dualidade entre campos de vetores e seges do fibrado tangente.
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onde p,,p, € P, € ndo-degenerada. Associamos a todo R-mdédulo P, o mddulo hiper-
bélico
H(P)= (P& F",qgp),

onde P* ¢ o dual algébrico de P e gp(p, f) = f(p) paratodosos p€ Pe f € P*.
Dados ent@o dois médulos quadraticos (P,g) e (P',¢'), construimos o médulo

(Pg) L (P.d)=(P&P,984),
onde ¢& 4 (p,p’) = q(p) +q(p'). De [5], encontramos que
C((Pq) L (P.q) = C(P.q) ®zC(P'.q).

¢ um médulo ortogonal, por [7, 36], existe um isomorfismo (P.g) L

Quando (P,q)
(P). Desta forma, temos

(P:_'Q) 2
C(P.q) @z C(P,—q) = C(H(P)).

Isso mostra que, se entendermos os médulos hiperbélicos, poderemos ter um entendi-
mento de C(P,q). Essa é a razdo para os considerarmos aqui.
E possivel entdo, para todo R-modulo P, construir um homomorfismo

Y, : C(H(P)) = Endy(AP).

Tal homomorfismo desempenha papel primordial no estudo das dlgebras de Clifford,
pois nos leva ao seguinte teorema de estrutura:

Teorema de Estrutura. Se P € um R-mddulo projetivo e finitamente gerado, entdo
Vp € um isomorfismo.

A demonstracdo desse fato pode ser encontrada em diversos textos [5, 7, 36]. En-
tretanto, queremos aqui entender mais a respeito da construcdo de ¥'p. Para isso, sejam
x € Pe f € P*. Temos, entdo, dois homomorfismos de A(P),

bdy A(P) = A(P),
definidos como: I, € a multiplicagdo a esquerda por x, dada por
Ix(y) =xXAY,

para todos 0s x € P e y € A(P); d € a tinica antiderivacéo prolongando f : P — R [36].
Uma vez que tf =0e d} =0, tem-se, paratodos os x € Pe y € A(P),

dp(xAy) =dp(x) Ay —xNd;(y) = Fx)y—xNdg(y).
Desta forma, dfolx+£xodf=f(x)1A(PJ e
(Zx+df)2 = f(x)lA(P} = gp(x, f) IA{'P}'
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Pela propriedade universal das dlgebras de Clifford, a aplicagdo

P®rP* — Endg(A(P))
(f) — Ix+df

induz o homomorfismo ¥p, que procuramos.

Podemos ainda verificar a naturalidade desse isomorfismo, entretanto nao faremos
1$80 aqui. Para mais detalhes, vide [7].

O Teorema de Estrutura para as algebras de Clifford estabelece um isomorfismo
entre dlgebras. Mas, se esquecermos a estrutura de produto da dlgebra de Clifford,
de [5, 36] temos:

Teorema 2.2. Existe um isomorfismo de R-mddulos entre C(P,q) e A(P).

Assim, fica clara a distingdo da estrutura de R-dlgebra, da estrutura de R-médulo
de C(P.q).

2.2 Algebras de Azumaya, Cohomologias de Hochschild,
Derivacoes e Quantizacoes

Nesta secdo vamos caracterizar a estrutura das deriva¢oes e obter um resultado a res-
peito de deformacdes das dlgebras de Clifford, mostrando a trivialidade algébrica de
alguns processos de quantizagao.

Um R-médulo P = F, & P, € dito ser um médulo Z,-graduade. Com base nisso,
temos a defini¢do:

Definicdo 2.3. Uma R dlgebra A € dita ser uma digebra de Azumaya se existe uma
dlgebra graduada B e um R-médulo Z,-graduado Q, projetivo ¢ finitamente gerado, tal
que

A®pB~Endy(0),

onde End, denota o funtor dos endomorfismos referentes a Z,-graduacao de P.

Pelo que vimos na se¢do anterior, se (P,g) é um médulo quadritico, com P proje-
tivo e finitamente gerado, temos

C(P,q) @, C(P,—g) ~ Endg(A(P)),

mostrando que C(P,q) € uma dlgebra de Azumaya.

Esse fato desempenhard papel dos mais importantes no estudo das derivagGes de
C(P,g) e na classificacdo das deformagdes, no sentido de Gerstenhaber [22, 54]. Antes,
entretanto, precisamos introduzir algumas nog¢des elementares a respeito da cohomo-
logia de Hochschild [30].
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Sejam € uma R-4lgebra associativa, e F um C-bimédulo.? Uma aplicagdo ¢ : G —
F € dita R-mulrilinear se ela é R-linear em cada argumento. Denotamos por Cf(C, F)
o conjunto de todas as aplicacdes k-multilineares de € em F. Para k = 0, definimos
C3(C,F)=F. Se ¥,® € C§(C,F) e a € R, a aplicagdo ¥+ a® é bem definida, e faz
de C§(€,F) um R-médulo.

Vamos agora definir uma estrutura de complexo cocadeia sobre (Cx(C, F))r_,. Pa-
ra isso, definimos os operadores d* : C§(C,F) — CEt1(C,F) como

d°(u)(A) = [A,u] =Au—uA, YueFA€C,
e,parak > 1,

d (D)(A},Ap, - ApAr,) = A P(A,,.. . AL )+

k -
+ X (1) P4y, A A Ay + (=)' P4y, A)A,
=1

Com isso, obtemos o complexo de Hocchschild [30, 54]

d d
0—sF—CL(C, F)—LeCR(, F)—2> ---
A cohomologia deste complexo € chamada de cohomologia de Hochschild de C com
valores em F [54], e os grupos de cohomologia sdo denotados por H*(C, F).

Para k = 0, os elementos dos R-médulo Int(C, F) = d°(F) sdo chamados de deri-
vagoes interiores de € em F e, para k = 1, temos

(d'®@)(A,A;) = A, D(A,) —D(AA,) +D(A,)A,.
Assim, se @ € C4(C, F) é fechada, segue que
Cb(AlAz) = q)(Al)Az +A1<D(A2),

mostrando que o R-médulo das cocadeias fechadas é€, de fato, o R-médulo Derg (€, F)
das R-derivagdes de Cem F.

Com isso, podemos tomar € = C(P,g) como a dlgebra de Clifford de um médulo
quadrético, e estabelecer um resultado que descreve a estrutura da cohomologia de
Hochschild de €.

Teorema 2.4. Sejam (P,q) é um médulo quadrdtico graduado, com P projetivo e fi-
nitamente gerado, C = C(P,q) a dlgebra de Clifford a ele associada, ¢ F é um C-
bimédulo. Entdo toda R-derivagao de C em F é interior.

2Um €-bimédulo é um €-médulo 2 direita e um C-médulo 2 esquerda.
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Demonstragdao. Como a dlgebra de Clifford é uma dlgebra de Azumaya, ela é separa-
vel e projetiva como R-médulo [5, 7]. Mas entdo, por [30, 54], temos H*(C,F) =0
para todo k > 0. Em particular, H! (@, F) = 0. Isso conclui o teorema. i

Na demonstragdo deste teorema, pudemos ver que H*(€, F) = 0 para todo k > 0.
Uma vez que € é naturalmente um C-bimédulo, segue que H*(@, €) = 0. Mas, como
a obstrugéo para a rigidez [22] é um elemento de H?(C, €), entdo C é rigida, i.e., todas
as deformacdes da multiplicacdo em € sdo equivalentes.

A atual proliferag@o das teorias de quantizag@o da dlgebra de Clifford, por meio
de deformagdes, tornou muito popular a possibilidade de se desenvolver um “célculo
quantico” em €. Entretanto, pelo que pudemos ver, todas essas consideragdes sdo
triviais do ponto de vista das deformagdes (no sentido de Gerstenhaber), i.e., todas as
quantizagdes algébricas na dlgebra de Clifford sdo equivalentes. Isto significa que a
1déia de quantizagao por deformagdes precisa ser aprimorada. Uma sugestdao de como
isso pode ser feito, € por meio das dlgebras C* [14] e das quantiza¢Ges por deformacéo
via operadores diferenciais [27, 55].

2.3 Operadores Diferenciais sobre as Algebras de Clif-
ford

Como antes, K serd um anel comutativo com identidade, R uma K-dlgebra comutativa
com identidade, e Q(R) o médulo dos diferenciais de Kahler. Assumimos aqui que
Q4 (R) € projetivo e finitamente gerado.

Aqui vamos supor que 0 R-médulo Derg(R) € munido de uma forma quadratica
g : Derg(R,R) — R. Entdo, podemos construir a dlgebra de Clifford

€ = C(Der,(R,R),q).

A fim de estudar os operadores diferenciais sobre C, precisamos supor que Derg (R) é
munido de uma conexdao compativel com a forma quadrdtica q, i.e.,

V : Derg(R) — Endg (Derg(R)),
onde u — V,,, satisfaz as condi¢des seguintes:
L Vu(fv) =u(f)v+fVu(v)

2. Vyu(J(q)) C J(q),

para todos os u,v € Derg(R) e f € R. A segunda propriedade garante que a conexdo
V passa a0 quociente, permitindo-nos estender a ag@o de V 2 dlgebra de Clifford C.°
Com isso, obtemos a seguinte identidade:

V.(AB) = V,(A)B+AV,(B),

3Essas considerages naturalmente sao validas no caso diferencidvel. Para ver isso, considere (M, g)
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onde A,B € C e u € Derg(R).

Teorema 2.5 (Classificacdo Parcial dos Operadores Diferenciais em C). Seja A €
Dif,(C,€C). Entdo, existem um operador diferencial O € Dif, (C,C), nulo sobre R,
A,...,A,B€Ceuy,...,u, €Der,(R), tais que

k
A=Y A;®V,+0+B.

Demonstragdo. Uma vez que R C C, podemos considerar a restricao A|,. Entdo Al
se escreve como
Al =D+A(1),

onde D é uma K-derivacéo de R a valores em C. Portanto, basta estudarmos a natureza
da derivagdo D. Como Q(R) € projetivo e finitamente gerado, temos
Derg(R,C) =~ Homg(24(R),C)
~ CQ®gDerg(R).

Desta forma, podemos considerar D como um elemento de € ®p Derg(R). Com isso,
existemA,,..., A, €Ceu,..., u, € Derg(R) tais que

D=A|®u]+"'Ak®uk.
Definindo
VD =Al®val+.-.Ak®vuk

temos V2 € Dif, (€,€) e V2|, = D. Colocando 0= A—V?, obtemos |, = 0; entéo

A = VP+O+A(1)
- A1®vul+Ak®Vuk+D+A(l)

uma variedade Riemanniana (ou semi-Riemanniana), e R = C(M) seu anel de fun¢des. Neste caso,
os campos de vetores sobre M podem ser pensados como derivagdes de R. Assumnamos ainda que M ¢é
munida de uma conexdo V, compativel com a forma quadritica g(u) = g(u,4). ie.,

V : Derg (R) — Endg (Derg(R)),
onde u — V,, satisfaz as condi¢des seguintes:
L Vu(fv) =u(f)v+ fVul(v)
2. Vu(J(q)) C J(q).

para todos os u,v € Derg(R) e f € R. A segunda propriedade garante que a conexao V passa ao quoci-
ente, permitindo-nos estender a agdo de V ao fibrado de Clifford C(M) = C(I'(M,TM), g) [15, 56].
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Isso conclui o teorema. |

Essa classificac@o é parcial, pois depende do operador [J. No caso de uma varie-
dade diferencidvel, pode-se mostrar que esse operador € um colchete ou a derivacao
definida pela extensdo a € de algum homomorfismo f : Der, (R) — R.

Um ponto importante nesse teorema é que o operador V2 é uma generalizacdo do
operador de Dirac [56, 57, 66]. Portanto, todo operador diferencial sobre C se escreve
como soma de um operador de Dirac generalizado, um operador nulo sobre R e uma
constante (operador de grau zero).

Este teorema pode ser generalizado para médulos de Clifford*, e suscita investi-
gacOes a respeito do carater do operador [J. Nessa linha, pode-se estudar estruturas
espinorais algébricas, bem como obter resultados algébricos para sua existéncia, com
base em cohomologias de dlgebras e representagdes.

Uma 1ltima consideragdo a respeito deste teorema vai na linha da Geometria nao-
Comutativa [14, 44]. Uma vez que as cohomologias de Hochschild sdo nulas, dado
u € Derg(R,R), a conexdo V,, determina um elemento F, € C tal que

Viu(x) = [F,x]

para todo elemento x € €. Comparando essa férmula com a obtida por Connes [13],
podemos vislumbrar um estudo das dlgebras de Clifford por meio da Geometria nao-
Comutativa.

48 é um médulo de Clifford se ele é um C-médulo.
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Capitulo 3

Formalismo Hamiltoneano na
Linguagem dos Operadores
Diferenciais

Curiosamente, o formalismo Hamiltoneano clédssico tem reaparacido como um com-
ponente essencial a algumas teorias matemadticas que, aparentemente, nada tém a ver
com a mecanica. Ha uns 30 anos surgiram as aplicagdes desse formalismo ao estudo
das orbitas, na teoria de representa¢des de grupos de Lie [37], e a teoria de solubili-
dade local de operadores diferenciais lineares [16]. Recentemente, as profiquas idéias
matematicas de quantizac@o algébrica [8, 9, 19, 55], juntamente com as idéias da Geo-
metria Nao-comutativa [14, 27, 42], vém promovendo importantes avancos no estudo
de uma versdo algébrica para o Teorema do Indice [48]. Também recentemente, uma
versao do Teorema de Riemann-Roch foi obtida por meio de quantizacdo por defor-
macdes [12]. Nessas teorias, tem-se interesse em que o formalismo Hamiltoneano
desempenhe diferentes regras funcionais. Isto sugere que tal formalismo seja parte de
um sistema matemaético mais amplo. Para o caso linear’, acreditamos que este sistema
seja a teoria de operadores diferenciais lineares, como a desenvolvemos no Capitu-
lo 1. Esta idéia € reforcada por [67] e pelos avangos no entendimento da geometria
diferencial por meio do complexo de Euler [38, 51]. Talvez isso explique, em parte,
as inimeras aplicagdes do formalismo Hamiltoneano e nos permita um entendimento
mais profundo das possibilidades do método Hamiltoneano, bem como um vislumbre
de novas aplicagdes.

O modesto objetivo do presente capitulo € traduzir os conceitos bésicos do forma-
lismo Hamiltoneano em uma linguagem algébrica natural, por meio do célculo sobre
anéis comutativos. Motivada por [44], esta traduc@o naturalmente permite uma gene-
ralizac@o para uma teoria de schemas afins Hamiltoneanos, e aponta para uma versao
algébrica do teorema do indice [48].

!Entendemos por caso linear aquelas situagdes que gerem equagdes diferenciais lineares sobre fi-
brados vetoriais.
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3.1 Espacos de Fase e Anéis Comutativos

O cendrio para o estudo do formalismo Hamiltoneano, o espago de fase, ¢ o fibrado
cotangente 7"M de alguma variedade M de estados (configuracdes) [41].

Do ponto de vista da geometria algébrica “a 1a Grothendieck™ [24], pode-se estudar
a variedade M estudando seu anel de fungdes C*(M). Por essa razdo, o célculo dife-
rencial sobre anéis comutativos, em que se fundamenta nossa construcdo. se baseia na
transicdo da variedade M para o anel R = C*(M).

Como antes, K serd um anel comutativo com identidade, R uma K-dlgebra comu-
tativa com identidade e Q(R) o médulo dos diferenciais de Kahler.

Devemos entdo encontrar, em termos puramente algébricos, o equivalente a 7" (M),
quando trocamos C™(M) pelo anel arbitrdrio R, i.e., devemos descobrir que “anel”
corresponde a T*(M).

Para isso, vamos considerar o caso cldssico, onde K = R e R = C*(M). Nesse caso,
Smbl(R) = Smbl(R, R) € a dlgebra dos campos de tensores simétricos contravariantes
sobre M [52, 67]. Cada um desses tensores pode ser identificado com uma fungdo que
é polinomial ao longo das fibras 7! (x), onde 7 : T*(M) — M é a projecdo natural
do fibrado cotangente [52, 67]. Desta forma, Spec(Smbl(R)) é a complexifica¢do do
fibrado 7, de modo que temos a identificagdo 7* (M) C Spec(Smbl(R)).

De acordo com o que vimos no Capitulo 1, juntamente com [26, 39], cada elemento
de Smbl(R) pode ser pensado como uma aplicag@o sobre Spec(Smbl(R)). Finalmente,
da teoria das schemas afins [20, 24, 26], segue que os elementos de Smbl(R) podem
ser recuperados por meio de suas restricdes ao subespaco 7*(M) C Spec(Smbl(R)).
Por isso, os pontos do complemento Spec(Smbl(R)) \ T* (M) sdo desnecessérios, do
ponto de vista da realizacdo geométrica do anel Smbl(R), i.e., sua representacdo como
o anel de fun¢des de “algum espacgo™.

Essa discussdo mostra que 7*(M) pode ser considerado como o equivalente geo-
métrico do anel Smbl(R).

Ja que temos essa identificag@o, seguindo as idéias de [25], daqui para frente vamos
escrever T*(R) ao invés de Spec(Smbl(R))

3.2 Colchetes de Poisson e Hamiltoneanas
Seja Dif, (R) — Smbl,(R) = Smbl(R, R) a projecdo canénica, e considere A € Dif, (R).

A imagem de A, sob essa projegao, € denotada por |A|, = |A|, € € chamada simbolo do
operador A. Temos o homomorfismo

Smbl, (R) ®¢ Smbl,(R) — Smbl, _,(R)
induzido pela composi¢do de operadores diferenciais:
VI, 1Al = [V oA,

Em particular, Smbl(R) é uma R-dlgebra associativa.
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Considere dois operadores A; € Dif, (R), i = 1,2. Entdo, como vimos no Capitu-
lo 1, seu comutador [A;,A,] = A 0A, —A,0A, € Dif, ., ;- Colocando s = |A,] e
1 = |A,|, definimos o colchete de Poisson de s € t como h

{1} =88] 11 = A, 08y —Ay08 [, 1y -

Denotando S = Smbl(R), segue diretamente dessa defini¢@o que {-,-} é R-bilinear, e
que:

Proposicdo 3.1. Para quaisquer elementos s,t,r € S temos
1. {s,t} = —{1,s} (anti-comutatividade)
2. {s,{t,r}} +{t,{r,s}} +{r. {s,1}} = O (identidade de Jacobi)
3 {s,er}y={s,t}-r+1-{s,r}

Isto mostra que {-,-} é um colchete de Lie sobre § = Smbl(R). Da terceira afirma-
¢do da proposigio, fixado s; € S, a aphcag:ao H; : S — S definida por Hy (s) = {50:5}
¢ uma derivagdo de S. Entretanto, como ° campos de vetores de §” e “derivacdes de S
sao sindnimos?, podemos pensar em H;, como um campo de vetores sobre 7°(R), i.e.,
H;, € o campo de vetores Hamiltoneano correspondente a “Hamiltoneana” s;,.

A terceira afirmagdo da proposi¢do mostra também que a aplicagdo H : § — Derg(S),
dada por s — H; € uma derivacdo de § a valores no S-médulo Dery(S). Da repre-
sentagdo do funtor Derg(-), que vimos no Capitulo 1, existe um S-homomorfismo
h: Q. (S) — Derg(S), de modo que o diagrama seguinte € comutativo

= Derg(S) ,

N~ A

Qi (S)

onde d : § = Q(S) € o diferencial de Kihler.
Desta forma, especificar a derivacdo H € o mesmo que especificar h. Portanto, o
colchete de Poisson pode ser escrito em termos de A:

{s,t} = H;(t) =< h(ds),dt >,

onde <, > é o emparelhamento natural de Q4 (S) e Derg(S), induzido pela representa-
¢do do funtor Dery, dada por Der, (§) ~ Homg(24(S),S).
Assim, ao invés de usar 4, podemos considerar a forma bilinear @, sobre Qg (R),
definida por
w,(0, B) =< h(a), B >,

2Um fato bésico do estudo das variedades diferencidveis é que os campos de vetores sio as deriva-
¢es do anel das fungdes diferencidveis dessa variedade.
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onde &, B € Q,(S). Quando % é um isomorfismo, podemos também considerar a forma
@, , sobre Dery(S), definida como

@,(D,,D,) = w,(h~'(D,),h1(D,)),

onde D,,D, € Derg(S). Se @, € A(S) = A*(Q(S)), € natural interpretd-la como
uma 2-forma sobre a variedade Spec(S) = T*(R).

Proposiciio 3.2. Se a forma &, existe, entdo ela é fechada, i.e., d®, = 0.

Demonstragdo. A representagdo do médulo A’(S) como a i-ésima poténcia exterior
de Q(S), permite-nos pensar nos elementos & € A'(S) como fungdes anti-simétricas
i-lineares sobre Dery (S), que corresponde ao tratamento cldssico de uma forma dife-
rencial sobre uma variedade. Neste caso, continua vélida a férmula cldssica para a
diferencial exterior [62, 72], de modo que devemos mostrar que:

—@,([Dy,D,],D3) + @,([Dy,D;],D,) — @,([D,,D4], D)
= 0,
onde D|,D,,D, € Derg(S).
Como Q(S) é gerado, como S-médulo, pelos elementos da forma ds, e como # é,
por hipétese, um isomorfismo, o médulo Der(S) € gerado pelas derivagoes da forma
H; com as mesmas relagdes. Portanto, como a formula cldssica para a diferencial

exterior € linear em todos os argumentos, basta verificarmo-la para D, = H; , i=1,2,3.
Assim,

d@,(Hs, Hy, H,) = Hs ,(Hy,,Hs,) — Hy, &, (Hs,  Hy,)+
+H,, @, (Hs, Hy,) — @, ([Hs, e ), By, )+
+@, ([Hs,Hs, ), Hs,) — 6,([Hs,, Hs,],Hs, )
= 2({sy. {sps3}} +{s5. {5151} + {52 {s3,5, }})
0

devido a identidade de Jacobi do colchete de Poisson, estabelecida pela Proposigao 3.1.
Isso completa a prova. I

No caso cldssico, quando R = C*(M), temos ®, = ¥, dp; Adq,, nas coordenadas
de T*(M). Assim, quando h é um isomorfismo, @, € a “realizagdo geométrica” de h.
Por isso, a aplicag@o H (ou h) é um objeto mais fundamental que @,

3Esta pode ser pensada também como a realizagdo geométrica de H, ou mesmo do colchete de
Poisson.
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Apesar de o ponto de vista convencional considerar a Hamiltoneana (estrutura
candnica) como uma 2-forma sobre 7"(M), que neste caso equivale a especificar H
ou /&, em uma situag@o geral devemos entender por estrutura Hamiltoneana (canénica)
um dos trés objetos: o operador H, o homomorfismo 4, ou a forma @,. Obviamente,
esses trés objetos deverdo satisfazer condi¢Oes convenientes. Por exemplo, o operador
H deve ser uma derivagdo de S em Derg/(S), onde H;, (s,) + H;, (s,) = 0 para todos os
51,85 €S.

Podemos, entdo, estender essa idéia para anéis arbitrarios.

Definicao 3.3. Seja S uma K-dlgebra comutativa com identidade (ndo necessariamen-
te igual ao anel dos simbolos Smbl(R)). Uma derivagdo H : S — Der(S) satisfazendo
Hs (s,) + Hg, (s;) = 0 para todos 0s s,,s, € S € dita ser uma estrutura candnica sobre
S. O par (S,H) é entdo chamado anel canénico.

Note que, quando M € uma variedade candnica (simplética), existe uma estrutura
candnica natural sobre o anel de fungdes C*(M). Desta forma, o conceito de anel
candnico € uma generalizagdo daquele para variedades simpléticas [41].

Nota-se também que a equagdo Hj, (s,) = {s,,s,} define um “colchete de Poisson™
sobre o anel candnico S. Reciprocamente, este colchete determina, de maneira tnica,
a estrutura candnica H : S — Derg(S).

Na mecénica cléssica, a forma @ = },dp, Adg, é exata, e aparece de maneira
puramente geométrica como a diferencial da 1-forma 6 = }, p,dg; sobre o espaco
de fase 77(M) [1, 71]. Esta 1-forma, por sua vez, é determinada naturalmente pela
propriedade universal: sj,(6) = p, onde p € uma 1-forma arbitriria sobre M, e s, é a
se¢do? do fibrado cotangente # : T*(M) — M, correspondente a p.

Entretanto, em geral, esta constru¢ao pode ndo ser possivel. Suponhamos que o
anel R seja uma Q-dlgebra, e definamos p = da € Qqg(R), onde a € R. Dado entio
o = |A|, € Smbl,(R), A € Dif, (R), definimos

1

$5(0) = 8, . a(8) € R=Dif(R).

k vezes

Olhando com um pouco mais de cuidado, notamos que a aplicac@o s, : Smbl(R) —
R € um homomorfismo de anéis que, no caso de R = C*(M), corresponde ao homo-
morfismo s}, : C*(7T*(M)) — C*(M), gerado pela segdo sj,. Assim, o homomorfismo
sp € 0 equivalente algébrico do conceito de se¢do de T*(M). Isto mostra que a existén-
cia de uma aplicag@o do tipo s, pode nd@o permitir a construgao da forma 6. A seguir,
damos um exemplo ilustrando essa situagao.

Considere o anel

R={f:R— R|f écontinuae f'(0) existe }.
4Recordemnos que as 1-formas sobre M sdo segdes do fibrado cotangente 7™ (M) [72].
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Dado a € R, denotemos por m, C R o ideal maximal consistindo de todas as funcdes
de R que se anulam em a. Como Qp(R) # 0, existem derivagdes de R com valores
em R/m,. Por outro lado, para a # 0, os médulos Dery (R/m,) sdo todos triviais, uma
vez que mZ = m, para a # 0. Por isso, 0 médulo Dery(R) € trivial pois, se existe
uma derivag@o ndo nula A : R — R, entdo sua composi¢do com a projecdo R — R/my,
para algum a # 0, também seria uma derivacao nao nula, em contradi¢do com o que
dissemos acima®. Esses argumentos mostram que a aplicago sp ndo depende de p €
Qg (R), i.e., ndo existe uma forma universal 6.

Portanto, 0 mecanismo cldssico que garante que (T)h € exata, ndo funciona, em geral,
em T*(R).

3.3 Transformac¢oes Candnicas

Da equivaléncia dada pelo Teorema de Swan 1.23, as aplicagdes diferenciaveis na
categoria da variedades diferencidveis estdo em correspondéncia um a um com 0s ho-
momorfismos dos respectivos anéis de fun¢des diferencidveis. Desta forma, € natural
definir-se os difeomorfismos da variedade Spec(S) como automorfismos do anel S. Is-
to nos leva a defini¢do de uma transformagdo candnica como um automorfismo que
respeita a estrutura Hamiltoneana, no seguinte sentido:

Definicdo 3.4. Um automorfismo ¢ de § € dito ser canénico se o diagrama
Q(R) —~ Dery(S)
N
¢ comutativo, i.e., h = D@ o ho Q.
Aqui, definimos Q¢ e D@ como
Qo(s'ds) = (s')de(s)
D(P(a) - ‘phl odo @,

onde s,s" € S ¢ d € Derg(S).
Os homomorfismos Q¢ e D@ estdo relacionados, por meio do emparelhamento
natural de Derg(S) e Qz(S), da seguinte maneira:

< 0,Q0(a) >= (< De(d), o >).

Essa identificacdo nos permite provar a proposicao seguinte.

>Mais informagdes a respeito disso podem ser encontradas em [46], onde estudam-se também as
extensdes de Hochschild.
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Proposi¢io 3.5. O diagrama da Proposicdo 3.4 é comutativo se, e somente se, , é
invariante por Q.

Demonstragao. Temos

<h(Qo(e)),Q0(a) >

= @(<D@ohoQo(a,),a, >)
= @(<h(a)),a,>)

= (0,0, 0)),

onde a segunda igualdade segue do emparelhamento natural que relaciona Q¢ e Do,
¢ a terceira € conseqiiéncia da comutatividade do diagrama da Proposicdo 3.4. Esta
seqiiéncia de igualdades demonstra a necessidade e a suficiéncia da proposigao. |

Il

@, (Qo(ay ). Qo(a,))

Recordando a relagdo entre H ¢ h, segue diretamente da proposi¢ao que acabamos
de provar que:

Proposicao 3.6. O automorfismo @ do anel S é canénico se, e somente se, ¢ diagrama

B il Der,(S)
@ ]Dq:r
s —2 Derg(S)
é comutativo, i.e., se, e somente se, H(¢(s)) = @ oH;o @~ ! paratodo s € S.

O conceito de transformagao candnica que introduzimos aqui corresponde, no
caso classico quando R = C*(M), ao conceito usual de transformagdo candnica em
T*(M) [1, 71].

3.4 Transformacées Candnicas Infinitesimais

O andlogo de uma transformagéo candnica infinitesimal, i.e., um campo de vetores que
respeita a estrutura Hamiltoneana, deve, em geral, ser tomado como uma derivagao do
anel S que respeita a estrutura Hamiltoneana.

Definicdo 3.7. Uma derivagio y € Der(S) do anel dos simbolos S € dita ser candnica
se satisfaz a relacao o -
Dyoh+hoQy=0,

onde, por definicdo, Dy(d) = [3, ] para toda @ € Derg(S) e Qu(s'ds) = w(s')ds +
s'dy(s) para todos os s,5” € §.

Dessa definicdo, segue diretamente que:
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Proposicio 3.8. Uma derivacdo y € Der(S) é canénica se, e somente se, satisfaz a
ambas as condicdes

L. o, Qy(e), )+ 0,0, Qu(a)) = v (0,(c;, &)).
2. H(y(s)) = [y, Hil.

Como acima, seja S = Smbl(R). Escrevemos Ham(S) para o conjunto de todos
os campos de vetores Hamiltoneanos sobre 7*(R), (derivagdes de S da forma H; para
s € 5), e Can(S) para o conjunto de todos os campos de vetores candnicos sobre 7 (R)
(derivagOes candnicas sobre §).

Quando aplicamos a segunda afirmag¢do da Proposi¢do 3.8 a um elemento s’ €
S, a identidade de Jacobi do colchete de Poisson nos dé a validade de y({s,s'}) =
{w(s),s'} +{s,y¥(s')} para todos os elementos da forma y = H,,, onde s € . Logo,
temos a inclusdo de conjuntos Ham(S) C Can(S).

Por outro lado, como Ham(S) e Can(S) estdo munidos do colchete de Lie de deri-
vacoes, a segunda parte da Proposicao 3.8 mostra que Ham(S) € um ideal em Can(S).
No caso cldssico, quando R = C*(M), o “teorema fundamental da mecanica” [71] afir-
ma que Ham(S) = Can(S) localmente (e globalmente se M é simplesmente conexa). °
Portanto, devemos entender como “teorema fundamental da mecéanica” para um anel
R, um teorema que descreva a estrutura da K-dlgebra de Lie Can(S)/Ham(S).

Como antes, os conceitos aqui introduzidos correspondem completamente, no caso
cldssico, aos usuais [41, 71].

3.5 Variedades Lagrangeanas e a Equacao de Hamil-
ton-Jacobi

De [1, 41, 71] sabemos que toda variedade Lagrangeana L C T*(M), que estd na su-
perficie de nivel H = 0 da fun¢@o Hamiltoneana, € invariante pelo correspondente
campo de vetores Hamiltoneano. Este principio de absor¢ado, traduzido em linguagem
algébrica, leva a seguinte definicao:

Defini¢do 3.9. Um ideal J C § € dito ser autoestdve! se ele € invariante pela acdo de
todos os operadores Hg, com s € J. Um ideal maximal autoestdvel € dito ser um ideal
Lagrangeano. A subvariedade L, C T*(R), correspondendo a um ideal Lagrangeano,
é também dita ser Lagrangeana.

No caso cléssico, onde R = C*(M), o conceito algébrico introduzido acima corres-
ponde ao conceito geométrico de variedade Lagrangeana em 7*(M) [41, 71].

%Isto é uma conseqiiéncia do lema de Poincaré para variedades. Também, no caso em que M é uma
variedade candnica arbitriria, tendo em vista que a forma fundamental é ndo-degenerada, o conjunto
h~!(Can(S)) coincide com o conjunto de todas as 1-formas fechadas de M, ao passo que 2~ '(Ham(S))
coincide com o conjunto de todas as 1-formas exatas. Com isso, Can(S)/Ham(S) ~ H' (M, ).
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Desta forma, o fato de que alguma variedade Lagrangeana (conexa) estd na super-
ficie de nivel H = 0, pode ser considerado como a “realizagdo geométrica” da situagdo
onde o ideal principal de § gerado por J est4 contido no correspondente ideal Lagran-
geano.

No que segue, vamos usar esta interpretacdo para determinar o significado algé-
brico da equacdo diferencial parcial de Hamilton-Jacobi. Para isso, vamos, primeira-
mente, dar um significado geométrico para a equagao de Hamilton-Jacobi no contexto
cléssico:

du du du ou
H(%;})—O, q=1(4y,""*+4n), 5&‘(3_%""‘3_@,)’ u=u(q).

Aqui, ¢,,"**,qn sd0 as coordenadas locais em U C M, e (g,p) sdo as coordenadas
canonicas em 7~ (U) C T*(M), onde 7 : T*(M) — M é a projecdo natural do fibrado
cotangente. Com essa equagdo, podemos associar uma fungdo H(g,p) em 7*(M).
Desta forma, o fato de que uma fungdo f € C°(M) satisfaz as equagdes acima, significa
que a variedade L = L(f) C T*(M), definida pelas equacdes

of
o T
p; EPn =i
em ' (U), estd na superficie de nivel H(p,q) =0.
As subvariedades da forma L( f) sdo unicamente caracterizadas pelas duas propri-
edades seguintes [41, 71]:

1. L(f) € Lagrangeana;
2. 7 1(f) € um difeomorfismo.

Logo, as solugdes procuradas estdo em correspondéncia um a um com as variedades
Lagrangeanas L C {{ = ¢} para as quais 7|, € um difeomorfismo.

Esta interpretacdo geométrica do conceito de solugdo da equagao de Hamilton-
Jacobi ndo € invariante por transformagdes candnicas do espaco de fase 7" (M). A
obstrugdo para isso € a exigéncia de que 7|; seja um difeomorfismo. Se descartar-
mos esta condigdo, poderemos considerar como solugdo generalizada da equagao de
Hamilton-Jacobi qualquer variedade Lagrangeana que esteja contida inteiramente na
superficie de nivel H = 0’

Por sua vez, esta formulacdo geométrica tem a seguinte representacao algébrica,
em virtude do significado algébrico da incluséo L C {HH = 0}: uma solugdo da “equa-
¢@o de Hamilton-Jacobi” H = 0, com H € §, ¢ um ideal Lagrangeano J C S contendo
o ideal principal gerado por H, i.e., na notacdo do Capitulo 1, < H >C J.

Vamos chamar o problema de encontrar todos os ideais Lagrangeanos J C § con-
tendo um dado ideal principal < H > de problema de Hamilton-Jacobi. Desta forma,

"Existem uma série de outras razdes, fisicas € matematicas, para que se use esse conceito mais geral
de solugdo. Para mais detalhes ver [67, 71].
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no caso classico onde R = C*(M), o problema de Hamilton-Jacobi consiste em encon-
trar todas as solugdes generalizadas da equagao de hamilton-Jacobi. Em vista disso,
€ natural considerar a equagado de Hamilton-Jacobi como a maneira “geométrica” de
expressar o problema de Hamilton-Jacobi.

Finalmente, vamos indicar o significado algébrico de uma solugdo “ordindria” da
equacdo de Hamilton-Jacobi. Por simplicidade, vamos nos restringir a um anel R que
¢ uma Q-dlgebra. Vamos ent@o construir a variedade L(f). Seja X + 0 campo Hamil-
toneano sobre T* (M) correspondendo a hamiltoneana 7*(f),sendo 7w : 7* (M) - M a
projecao natural do fibrado cotangente. Denotamos por A, : 7°(M) — T*(M) a curva
integral do campo X £ Entdo, nas coordenadas candnicas consideradas acima,

A(p.q) = (q-p—rg—f;)-

Em particular, A, (L(f)) = L(0), e assim L(0) é a segao nula do fibrado vetorial 7 :
T*(M) - M. Uma vez que X, tem curvas integrais globalmente definidas [1, 71].
podemos representar o automorfismo A} : C*(T*(M)) — C*(T*(M)) na forma A} =
¢Xr, onde _—
"X
- f
g Z’ n!’

n=20

e onde interpretamos X . como uma derivagéo do anel C*(7"*(M)), ou, em notagao “al-

gébrica”, A7 = ¢H(*'f)_Portanto, 0 operador A* , = e~#(*'f) leva 0 ideal Lagrangeano
Jy, correspondendo a L(0) no ideal Lagrangeano J, correspondendo a f. Assim, para
descrever J I basta descrever J;,. i

Por outro lado, olhando algebricamente, temos J, = €B; 5, oSmbl;(R). Assim, em
geral, define-se J ; como a imagem inversa do ideal ; 5 (Smbl,(R) C § pelo auto-

morfismo e ) onde fERe j: K — Smbl(R) € a inclusdo natural. Mas note que

il J'{f}(s)‘

i!

e HiV)(s) = i(—l)

i=0

para s € Smbly, (R), desde que H', , (s) = 0 para i > m, de modo que o operador e~ Hi)
tem um significado para anéis que sdo (Q-dlgebras.

Ap6s essas consideragdes, notamos que um elemento f € R é uma solugdo “ordi-
néria” para a equagdo de Hamilton-Jacobi se o ideal Lagrangeano contiver < H >.

3.6 Formalismo Hamiltoneano a Valores em Modulos
Recordemos que, se R = C™(M), entdo Smbl(R) = Smbl(R,R) pode ser representado

como a dlgebra dos campos de tensores simétricos e contravariantes sobre M [52, 67].
Cada um desses tensores, por sua vez, pode ser identificado com uma fung@o sobre
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T*(M) que ¢ polinomial ao longo das fibras 7' (x), onde 7 : 7* (M) — M € a projecdo
natural.

Dado agora um R-médulo P, o Teorema de Swan 1.23 nos garante que existe um
fibrado vetorial £ : E — M, tal que I'(M,E) ~ P. Desta forma, consideremos N =
C=(E). Entdo, o médulo graduado Smbl(N) = Smbl(N.N) consiste das se¢des C* do
fibrado 7*(E), que sdo polinomiais ao longo das fibras, sendo que #*(E) é o “pull-
back” do fibrado & : E — M.

Um formalismo Hamiltoneano sobre E € entdo uma maneira de escrever conceitos
e funtores na categoria dos médulos graduados dos simbolos Smbl(/N). Entretanto, o
objeto basico, que € o colchete de Poisson, ndo € possivel de ser escrito sem conside-
rarmos uma estrutura adicional: uma conexao no R-médulo P.

Definicdo 3.10. Uma conexdo no R-médulo N € um homomorfismo de modulos fil-
trados
V:Dif(R,R) — Dif(N,N)
Jd = V,

tal que V, = 1, € Homg(N,N) e §,(V,) = V:Sn(a) paratodos os a € Re d € Dif(R,R).
Desta forma, para todos os d € Dif (R, R) ¢ A € Dif,(N,N), o colchete
[A,d]g =A0d-V,(A)

€ um operador diferencial de ordem < k+m— 1, sobre N, cujo simbolo depende
somente dos simbolos dos operadores d € A.
Este raciocinio nos permite definir o colchete de Poisson:

{Smbl(A),Smbl(d)} = Smbl ([A,3d]y) .

E fécil ver que {Smbl(A), Smbl(d)} € Smbl,_, |N. E claro que, no caso cléssico,
essas consideragdes nos levam ao “formalismo Hamiltoneano com valores no fibrado
E” [67], onde N = C*(E).

Isso nos permite definir um formalismo Hamiltoneano algébrico a valores em um
anel N. Para isso, consideremos os anéis R e N , onde N € um R-médulo, e a conexdo
dada pela Defini¢ao 3.10. O colchete de Poisson, e consegiientemente 0s campos
Hamiltoneanos, ficam bem definidos. Entretanto, dado um R-médulo arbitrario P, que
anel N devemos associar a ele, de modo a obter um formalismo Hamiltoneano a valores
em P? Obviamente esta situagao nao estd clara.

No caso em que R = C*(M), ja sabemos como fazer isso, tendo em vista a equi-
valéncia categorial dada pelo Teorema de Swan 1.23. Uma resposta parcial a esta
questdo pode ser encontrada em [68]. Entretanto, a id€ia de conexao gera uma cisao
em uma seqiiéncia exata de fibrados vetoriais, envolvendo o fibrado tangente e o fibra-
do E, dando a luz os campos verticais e aos horizontais [62]. Dessa cisdo obtemos a
€ -seqiiéncia espectral de Vinogradov [63, 70], envolvendo os invariantes integrais de
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Cartan [23, 64]. Tal seqiiéncia espectral carrega dentro de seus termos as Hamiltonea-
nas, como se pode ver em [68, 70]. Ela também estd naturalmente relacionada com a
cohomologia do complexo variacional [63] e com a resolu¢ao do complexo de Euler-
Lagrange [38]. Esta abordagem, naturalmente, mistura-se com a teoria de operadores
diferenciais ndo-lineares, e mostra um pouco da natureza do problema.

Dadas as propor¢des do problema, em [64], o autor chega a sugerir a génese de
um novo campo de estudos na Matemaética, a Geometria Diferencial Algébrica, cujo
objetivo seria estudar as propriedades geométricas do complexo variacional. De fato,
em [38, 51, 70] € mostrado que toda a Geometria Diferencial advém das estruturas
envolvidas na parte vertical do complexo de Eu]er—LagrangeS. O estudo da parte ho-
rizontal pode vir a proporcionar novos resultados e a abertura de proficuos campos
de estudo na matematica, resgatando e dando entendimento a importantes resultados
das geometrias cldssica € moderna. Tal estudo esbarra, entre outras coisas, no enten-
dimento de uma versao algébrica para o Teorema do Indice, como sugerido em [67].
Voltaremos a essa questdo no Capitulo 5.

3.7 O Formalismo Hamiltoneano em Anéis Hamiltone-
anos

De nossas discussdes anteriores, do ponto de vista formal, precisamos somente da
existéncia de um colchete de Poisson para construir um “formalismo Hamiltoneano™.
Por outro lado, o método usado para se definir os colchetes de Poisson se baseia no
fato de que, no anel filtrado Dif(R) O --- D Dif,(R) D -+ D R, o comutador [A;,A,],
de elementos das filtragdes < Vv;, < V,, respectivamente, € um elemento da filtragao

< Vv, + Vv, — 1. Desta forma, podemos construir um “formalismo Hamiltoneano™ pa-
ra qualquer anel comutativo, com identidade, e filtrado, F > --- D F, D --- D F; em
que a relagdo de comutag@o esteja ligada a fltracdo, da maneira que indicamos acima.
Chamamos tais anéis de Hamiltoneanos. Assim, o anel graduado

==}

Smbl(F) = P FF -

n=1 n—1

associado a F, tendo em vista as suposig¢des feitas anteriormente, € comutativo e com
identidade.

Dados elementos 0, € }’7,,1 CFeog, € Fnz C F, definimos os simbolos Smbl(O']) =
F / Fn] _; eSmbl(0)) € Fp,/ Fﬂz_l por meio das projegdes naturais £, — Fp, / F": Y-
an — Fnz / Fnz_l. Desta maneira, podemos definir o colchete de Poisson dos elementos
s = Smbl(o;) e r = Smbl(0c,) como

{s,t} =Smbl, . _,([0},5)])-

8 A cisao dada pela conexio de que falamos antes, cinde o complexo variacional em partes horizontal
e vertical que, por sua vez, ddo origem as partes vertical e horizontal do complexo de Euler-Lagrange.
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Daqui para frente, a construgao de um “formalismo Hamiltoneano” para o anel F
prossegue, passo a passo, como fizemos nas se¢des anteriores.

Isso mostra que podemos construir um “formalismo Hamiltoneano” para qualquer
anel Hamiltoneano F. Tais anéis podem aparecer como extensdes de filtragdes de-
terminadas por fibrados vetoriais sobre uma variedade. Com efeito, a referéncia [67]
aponta uma maneira de se obter importantes invariantes “topolégico-geométricos” pa-
ra o anel F por meio do “formalismo Hamiltoneano”.

3.8 Em Direcao a uma Teoria de Schemas Afins Hamil-
toneanos

Uma sugestdo dada por Manin [44] para a superagao dos problemas apresentados no
final da se¢do 3.6, vem da Geometria Nao-Comutativa. Comentando a respeito da
férmula

da = i[F,a],

apresentada no artigo publicado por Connes em 1982, Manin sugere que os diferenciais
devam pertencer a um feixe estrutural de um “superschema” [44, 45] mais geral que
aquele adivindo de um fibrado algébrico de linhas [13, 14].

Isso mostra que o problema pode ser abordado por meio de técnicas da Geometria
Algébrica, que generalizam a nogdo de schema para “superschema”, em consonancia
com as idéias da Geometria Nao-Comutativa. Em [44, 45] temos uma idéia de como
isso pode ser feito.

Podemos, ainda que de uma maneira bem primitiva, adaptar algumas dessas idéias
a nosso estudo. Procuraremos nao nos aprofundar muito nessa questdo, pois tal envol-
veria um estudo de operadores diferenciais sobre schemas [20] e superschemas [44], e
cohomologia ciclica [13], fugindo ao escopo desta tese.

A defini¢do que demos para automorfismo candnico, pode ser generalizada no se-
guinte sentido: Um homomorfismo de anéis candnicos ¢ : §; — §, € dito ser um
homomorfismo canénico se ele preserva os colchetes de Poisson, i.e., se

¢ ({stsz}l) ={¢(s1),9(s7) }5,

para todos 0s 5,5, € S, onde {-,-}, € o colchete de Poisson de S, e {-,-}, 0 de
S,. Assim, se s, € Ker(¢), entdo ¢ ({s;,5,},) = {@(5y),0(s,)}, =0, i.e., {s5,,5,} €
Ker(¢p). Portanto, H; (Ker(¢)) C Ker(¢) paratodoss, € S.

Os ideais que sd@o invariantes pela a¢do de todas as hamiltoneanas, sdo chamados
estdveis. Isto significa que um ideal de um anel candnico S € estdvel se ele € também
um ideal com respeito a estrutura de dlgebra de Lie de §, determinada pelo colchete de
Poisson. Com isso, temos diretamente o resultado seguinte.

Proposicao 3.11. Seja p um ideal estdvel de um anel canénico S. Entdo, a igualdade
{0(s,),9(s,)} = @ ({51,5,}), onde ¢ : S — S/p € a projecdo no quociente, determi-

55



na uma estrutura candnica bem definida em S/p. Além disso, ¢ é um isomorfismo
canédnico.

Em vista desta proposicdo, € natural considerar o anel quociente como a localiza-
¢ao [26] do anel candnico S.

O quadro geométrico correspondendo ao ideal estavel p C S € que a “subvariedade™
Spec(S/p) da “variedade” Spec(S) é tangente a todo campo de vetores Hamiltoneano.
Com isso, € natural definir a 6rbita Hamiltoneana [41] de um subconjunto A C Spec(S)
como sendo o menor subconjunto A, C Spec(S), com A C Ay, que toca todos os cam-
pos de vetores Hamiltoneanos. Intuitivamente, podemos imaginar A, como sendo o
conjunto obtido de A por meio de todas as transformagdes Hamiltoneanas, i.e., des-
locamento ao longo das linhas integrais dos campos Hamiltoneanos. E claro que no
podemos dar um significado preciso para esse conceito intuitivo, em geral. Entretanto,
uma versao algébrica do conjunto A, existe, e € dada pela defini¢do a seguir:

Definicdo 3.12. A drbita algébrica de um ponto p € Spec(S) € a “subvariedade”
Spec (S/0(p)), onde O(p) é o maior ideal estdvel de S contido em p.

Note que a projecdo S — S/0O(p) d4 a luz o homomorfismo Spec(S/0(p)) —
Spec(S). Além disso, intuitivamente, podemos interpretar S/O(p) como sendo o “anel
de fungBes sobre py”. O teorema seguinte esclarece um pouco mais a respeito da
estrutura algébrica de O(p).

Teorema 3.13. Para todo ideal p € Spec(S), o ideal O(p) existe, € nico, e é primo.

Demonstragdo. Se O(p) = p, ndo hd o que provar. Denotemos, entdo, q = O(p). Va-
mos, primeiramente, mostrar que q = R(q), onde R(q) € o radical [39] de q. Uma
vez que o radical € um ideal estavel contendo q, o fato de p ser primo implica que
q C R(q) C p. Da maximalidade de q, segue que R(q) = g.

Consideremos agora um elemento s € S/q, e denotemos por

qs = {s' € §' | s"s' € q para algum n}.
Nao € dificil ver que qs € um ideal com q C q;. A identidade
Hy(s)) - "' = Ho(s-s") —Ho (") -5 = Hg(s - s"1) — (n+1)s"s'Hy (s)

mostra que Hy(s')s"™! C qse s’ € q; e 6 € S. Isto mostra que q, € estdvel. Por outro
lado, uma vez que p € primo, tem-se q; C p se s € p.

Sejam entdo s,s” € §, tais que ss’ € q. Assumimos que um dos dois, s ou s/, ndo
pertence a q. Digamos que s € g, e consideremos o ideal g;. Se existe um elemento
s" € qscom s” & p, entdo q C q C p ¢, desta forma, g = q. Uma vez que s"s” € g,
segue que 5" € q,, € dal 5" € q. Como q € igual ao seu préprio radical, vale que s € g,
contradizendo o fato de que s ¢ q. Assim, devemos ter q C q; C p, € portanto q = ;.
Desta forma, como s’ € g5, segue que s’ € q. Isso mostra que q € primo.

Como conseqiiéncias diretas desse teorema, temos os seguintes resultados:
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Coroldrio 3.14. Uma estrutura Hamiltoneana sobre S define uma aplicacao
O : Spec(S) — Spec(S), onde cada ideal p C S € associado ao ideal O(p). Tal apli-
cagdo é a projecdo do espago Spec(S) sobre o subespago Specy(S), consistindo de
todos os ideais primos estdveis de §.

Coroldrio 3.15. O conjunto das drbitas algébricas em Spec(S) estd em correspondén-
cia um a um com o conjunto de ideais primos estdveis de S, i.e., Specy/(S) € o “espago
das orbitas”.

Mesmo quando se pode dar um significado geométrico a idéia da drbita Hamilto-
neana p,, como discutimos anteriormente, pode acontecer que p,; 7 Spec (S/O(p ))°.
Essa situagdo tem a ver com o fato de Spec (S§/O(p)) ser meramente o “fecho algébri-
co” de py, e portanto ser consideravelmente maior que p,. Neste caso, o espaco de
6rbitas Spec (S/0O(p)) contém objetos geométricos q com q € Spec(S). A definigdo
seguinte corresponde, intuitivamente, a operac@o de excisdo das drbitas geométricas
qy. que ndo possuem dimensao maximal, do espago Spec (5/0(p)).

Defini¢éio 3.16. Seja p € Spec(S) um ideal primo de S. A parte principal da 6rbita
algébrica de p € definida como

P(p) = 07" (0(p)).
Como conseqiiéncia direta dessa defini¢do, temos os resultados:

Proposicao 3.17. Seja S um anel candnico. Valem:

1. A particao de Spec(S) em partes principais das orbitas algébricas é uma parti-
¢ao em classes disjuntas.

2. A érbita algébrica de Spec(S/q) coincide com sua parte principal se, e somente
se, q € um ideal estdvel maximal.

Definimos o centro de Poisson Z(S) de um anel candnico § como o conjunto dos
s € § para os quais se tem H; = 0. Dessa defini¢@o, segue que Z(S) € um subanel de
§. O resultado seguinte caracteriza o centro de Poisson quando q € um ideal estdvel
maximal.

Proposicdo 3.18. Se q € um ideal estdavel maximal, entdo o centro de Poisson de S/q
é um corpo.

Demonstragdo. Primeiramente, notemos que o centro de Poisson de §/q € o “anel de
funcdes™ sobre a drbita correspondendo a q. Assim, o anel S/q € munido de uma estru-
tura Hamiltoneana, e € caracterizado pelo fato de ndo possuir ideais estdveis préprios.
E claro que Z(S/q) # ¢. Seja entdo z € S/q. Entdo, o ideal principal < z > ¢ estével

°De fato, temos sempre p;; C Spec(S/O(p)).
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e, conseqiientemente, ele coincide com o anel todo S/q. Isto mostra que z € invertivel
em S/q. E evidente que sua inversa z~' também pertence a Z(S5/q). i

Isto mostra que, associado a uma Orbita algébrica de um determinado tipo, esta o
corpo Z(5/q), que é uma extensio do anel de base R. E natural chamar os elementos
deste corpo de caracteres infinitesimais da 6rbita algébrica Spec (§/0(q)) [16].

Os conceitos que introduzimos aqui podem ser considerados como um andlogo
algébrico-geométrico do conceito de variedade candnica, € apontam para uma teoria
de “schemas afins Hamiltoneanos”, como ja foi discutido no inicio.
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Capitulo 4

Formas de Berezin e
Lagrangeanas Algébricas

Por meio da Geometria Nao-comutativa, vislumbra-se a possibilidade de reformular
as nogdes classicas de geometria diferencial em termos puramente algébricos. Nesse
contexto, o célculo diferencial toma-se uma extendo da linguagem da dlgebra comu-
tativa [2]. Por outro lado, existem véarios casos bastante importantes, onde € possivel
ir além disso [44]. Eles deram impeto a novas pesquisas, cujo objetivo € transplantar
as ferramentas da andlise e geometria em termos nao-comutativos. Um exemplo vem
do estudo de uma teoria ndo-comutativa de integragao, leis de conservagao e forma-
lismo Lagrangeano [40, 47]. Entretanto, surge o problema da descri¢do do processo
de integragdo. A primeira questdo € a seguinte: dada uma algebra comutativa, como
definir o médulo das formas de volume? Uma resposta a essa questao, em particular,
d4 a possibilidade de definir as formas de volume (formas de Berezin) sobre uma su-
pervariedade da maneira usual, i.e., usando convenientemente a regra de sinais [53].
Tendo em vista as peculiaridades bem conhecidas da integragao de Berezin, o carater
do problema torna-se evidente, pois resulta na perda de um claro cenédrio algébrico
para o processo de integracdo e de construgdes relacionadas a este processo.

Se entendermos por Lagrangeana multivetorial a natural generalizagdo algébrica
da Lagrangena usual, as dificuldades de entendimento tornam-se apenas dificuldades
de linguagem e de entendimento das propriedades do médulo das formas de Berezin.
De fato, a inesperada relagdo entre lagrangeanas e formas de Berezin nos dao uma
idéia mais clara para estudar problemas variacionais em supervariedades.

Assim, nosso objetivo neste capitulo serd buscar um adequado cendrio algébrico
para a constru¢@o do formalismo Lagrangeano. Trabalharemos sobre um anel comu-
tativo arbitrario a fim de mostrar que as nogdes de formas de Berezin, adjuntas de
operadores, operador de Euler, férmula de Green, etc., podem ser estendidas a este
anel de uma maneira bastante natural.
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4.1 A Adjunta de um Operador

Como antes, K serd um anel comutativo com identidade, R uma K-algebra comutativa
com identidade e Q(R) o médulo dos diferenciais de Kahler.

Dados R-médulos P e Q, definimos uma estrutura de R-médulo a direita em
Dif, (P, Q) através da operagdo de multiplicagio

(Aoa)(p) = A(ap),

para todo a € R, p € P e A € Dif (P, Q).

Denotamos por Dif; (P, Q) o médulo Dif, (P, Q) munido desta estrutura de R-mo-
dulo a direita.

Note que qualquer operador diferencial de ordem < k, agindo de P a Q, € também
um operador diferencial de ordem < [/ paratodo! > k. Consegiientemente, obtemos
inclusoes Dif; (P, Q) C Dif;" (P, Q), que nos permitem definir a filtragéo

Dif§ (P,Q) C Dif{ (P,Q) C --- C Dif; (P,Q) C -+

Por simplicidade, denotaremos por Dif " (P, Q) ao médulo filtrado (J,, > o Dif; (P.Q).
Também denotaremos A" (Q,(P)) simplesmente por A"

Sendo d : A" — A"t o diferencial do complexo de De Rham, definimos a seguinte
seqiiéncia

0—Dif" (P,R)——Dif* (P,A!)——Dif " (P,A2)——- - -,

onde w(V) = d o V € Dif(P,A"*!) para todo operador V € Dif(P,A"). Uma vez que
wow(V)=dodoV =0 paratodo V € Dif(P,A"), n > 0, a seqiiéncia acima é, de fato,
um complexo.

Denotemos por P,,n > 0, 0 seguinte médulo de cohomologia deste complexo:

5 _ {V € Dif"(P,A") : w(V) = 0}
iyt w(Dif " (P, A"-1)) '

Se A: P — Q é um operador diferencial, denotamos por A a aplicagdo definida
como A(V) = VoA € Dif* (P,A"), para todo o operador V € Dif" (Q,A"). Uma vez
que w(A(V)) =doVoA=A(w(V)), A induz uma aplicacdo cocadeia entre complexos

- — Dif*(Q,A") — Dif H(Q,A"t1) — -+

I j

-» — Dif " (P,A") — Dif " (P, A" 1) — -+

Esta aplicac@o cocadeia passa ao nivel de cohomologia, determinando uma aplicacio
Ay :Qn— By, paratodon 2> 0.
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Definigdo 4.1. O operador A;, induzido por A, é chamado n-ésima adjunta do operador
A [70].

Para finalizar esta se¢do, quando ndo causar confus@o, denotaremos Dif ™ simples-
mente por Dif, e fixaremos o inteiro », omitindo o indice correspondente, a fim de
simplificar a notagao.

Proposicao 4.2. Sejam P, Q e T, R-médulos.
1. Se A € Dif) (P,Q), entdo A* € Dif, (0, P).
2. Se A, € Dif(P.Q) e A, € Dif(Q,T), entdo (A,0A,)* = A} 0 AS,

Demonstragdo. Denotemos por [V] a classe de cohomologia de um operador V €
Dif(P,A"), onde w(V) = 0. Dado a € R, denotemos por aoA e Aca 0s operadores
definidos por ao A(p) = aA(p) e Aca(p) = A(ap) respectivamente.

Para demostrarmos a primeira afirmag@o, seja a € R. Entao

%(A%)([V])) = aA*([V])-A%(a[V])=[VeaoA]-[VoAcgd]
= (a0A)*([V]) - (a0a)*([V]) = —(&(A))"([V]).

Conseqiientemente, &, 4,(A") = (—1)"“(6%‘_'_‘,,"(&))* para quaisquer elementos
ay,...,8p €R.
A segunda afirmacdo segue diretamente da identidade

(8,04))"([V]) = [Voiy 04 ] = A([Vohy]) = A[(8,([V])) = (AT 0 A3)([V]).

Isto conclui a demonstracao. i

Vejamos alguns exemplos de adjuntas de operadores.

Exemplo 4.3. Sejaa € Rea=ap: P— P o operador de multiplicagdo: a : p — ap.
Entio ap([V]) = [Voap| = [V]a. Assim, ap é a multiplicagao  direita por a em P.

Exemplo 4.4. Dado p € P, definimos o operador p : R — P por p(a) = ap, a € R.
Pela primeira parte da Proposicao 4.2, segue que p* € HomR(P,fé). Assim, existe um
emparelhamento natural < -,- >: P®Rﬁ—+ R, definido por < p,p >=p*(p), p€ P.

4.2 Formas de Berezin e Integracao Algébrica

A

Dado um complexo de operadores diferenciais ---——F,——F,_ ,—---, coloca-
mos )
Bi) _ {V € Dif(P,,A") : w(V) = 0}
k w(Dif(B,, A1)
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A
Pela Proposi¢d@o 4.2, para cada n > 0 a segiiéncia ---= ﬁk”} 2t f’}:}l «—:-- €

também um complexo de operadores diferenciais, uma vez que A0 A, = (A, ©
A,)" = 0. Por simplicidade, como antes, omitimos o indice », € chamamos o complexo

B

de complexo adjunto do complexo original.
Definicdo 4.5. O complexo adjunto ao complexo de De Rham do anel R, é chamado
complexo de formas integrais, e é denotado por

0“‘"20“L£1 i,
onde I, = Ak e § =d*. O médulo I, = R é chamado Bereziniano (ou médulo das
formas de volume), e é denotado por B [45, 53].

Quando P € um mddulo projetivo e finitamente gerado, podemos caracterizar Pem
termos do Bereziniano. Isto € feito por meio das proposi¢des a seguir:

Proposicio 4.6. Dif" (P, Q) é canonicamente isomorfo a Homg(P,Dif " (R, Q)).

Demonstragao. Dado A € Dif ™ (P, Q), definimos a aplicagdo f : P — Dif " (R, Q) por
f(p)(a) = Alap), para todos os a € R e p € P. Uma vez que (Aca)(p) = Alap)',
segue que f(p)(a) = (f(p) oa)(1), mostrando que f é R-linear.

Reciprocamente, dada f € Homg (P, Dif" (R, Q)). temos ITo f € Dif" (P, Q). onde
I1: Dif* (R, Q) — Q é definida por IT(A) = A(1). |

Proposio;?ig 4.7. Quando P é um modulo projetivo e finitamente gerado, tem-se o iso-
morfismo P >~ Homg(P,*B).

Demonstragdo. Pela proposicao anterior, e do fato de P ser projetivo e finitamente

'Recordemos que Ao a é a multiplicagao a direita de A por a.
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gerado, temos a sequinte seqiiéncia de igualdades e isomorfismos
{V € Dift(P,A") : w(V) =0}
w(Dif " (P, A"~1))

{V € Dif " (P,A") : doV = 0}
{doV:V e Dift(P,A*1)}

pln)

P* ®p {V € Dif*(R,A") :doV = 0}
P*®p{doV:V eDift(R,A"1)}

12

phig {V € Dif*(R,A") : doV =0}
R {doV :V € Dift (R,A"1)}

1

12

P* ®R B(n)
~ Homg(P,B™)

Isto conclui a demonstragao. |

Por meio dessa proposi¢do, podemos caracterizar completamente o complexo de
formas integrais somente em termos do Bereziniano quando P = R:

Corolirio 4.8. Se P =R, tem-se L, = A* = Homy(AX,8) ~ D, (B).

Notemos que o R-epimorfismo IT : Dif(R, A") — A", definido por IT(A) = A(1),
induz uma aplicag@o cocadeia

-+ — Dif(R, A") — Dif(R,A""!) — - --

nl l'll
> A” d ;Al‘l+l

pois doIT =Ilow. Desta maneira, a aplicagdo II passa ao nivel de cohomolo-
gia gerando a aplicagdo [: B — H*(A®), do Bereziniano a valores nos médulos da
cohomologia de De Rham, definida por

/[V] = V(1) +dA™ € H'(A%),

onde [V] € B = R(")_ Esta é uma versio algébrica para a integragdo, como sugerida
em [53], que se relaciona diretamente com a integral de Berezin [45, 53].
Proposicio 4.9. A aplicagdo [ : B — H*(A®) satisfaz as seguintes propriedades:

1. SeweXZ, entdo [60=0
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2. (“Integragdo por Partes”) Para qualquer operador diferencial A: P — Q e ele-
mentos p € P e g € Q, a identidade

/<A(p),?;“>=f<p,A*@>-
¢ vdlida.

Demonstragdo. Para a primeira afirmacao, suponha que @ € Z,. Entdo 6@ = [V od|
e, conseqgiientemente, [d® = [V od(1)] = 0. Quanto 2 segunda afirmagéo, suponha
que g = [V] para algum operador V : Q — A”. Entdo

/<A(p),ff)"—'/[VoA(p)]=f[Vo.ﬁop]=/<p,[VoA] >=/<p,A*(§) >

completando a demonstragao. i

4.3 Segqiiéncias Espectrais e a Dualidade de Poincaré

Nesta secdo descreveremos uma seqiiéncia espectral, que estabelece a relagdo entre
a cohomologia de De Rham e a homologia do complexo das formas integrais. Para
maiores detalhes a respeito de seqiiéncias espectrais, vide o Apéndice B ou [43].

Podemos definir o operador d’ : Dif " (A¥, P) — Dif™ (A*~!, P) por d'(A) = Aod.
Desta maneira, temos o diagrama

0 0 0

| T |

0 — Dif*(R,R) — Dif " (R,A!) —— Dif t (R,A?) — -+

e

0 — Dift(A!,R) — Dif* (A!,A!) — Dif* (A!,A%) — - -

A

0—»—Dif+(A2,R) _W,Dm(Aerl) i‘-Dif"'(AZ,A?-) S

A

Uma vez que Dift (A=P~!,Q) = Dif(A~(P*1), Q), definindo K77 = Dif* (A~7,A9),
temosd’ : KP9 — KPPt e w: KP4 — KP4t Além disso, como wow =0,d"od’ =0
e wod' =d'ow, temos um complexo duplo munido de dois operadores diferenciais, de
maneira que a constru¢@o desenvolvida no Apéndice B se aplica neste caso, e produz
duas seqiiéncias espectrais, ambas convergindo para o mesmo médulo graduado. O
resultado abaixo completa essa discusséo.
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Teorema 4.10 (Dualidade de Poincaré Algébrica). Existe uma segiiéncia espectral
{EP4,dP} com

EP9=H_,(z9),
sendo esta a homologia do complexo de formas integrais, e convergindo para a coho-
mologia de De Rham H(A*").

Demonstracdo. O diferencial d = d’ + (—1)?Pw aplica K" em K"*!, onde

K"= @ kP9,
p+g=n

fazendo de K = @, K" um complexo diferencial. Pelo que temos do Apéndice B,
segue que
U4 = HE(HS, (K)).

Mas H(K) =A% se p=0¢0se p#0. Assim, ”EZP"? = Hj(H3(K)) = HI(A") se
p=0e’ "EZP’? =0 se p # 0. Desta forma, a segunda seqiiéncia espectral converge para
a cohomologia de De Rham. Da primeira seqiiéncia espectral, temos

‘EP% = HE (HY(K))-

Mas Hi(K) = £(9). Como o operador @' é um operador de homologia sobre esse com-
plexo, tem-se "E;’f‘? =HE (HI(K)) = H;(EE‘?)) =H_ p(ZE‘”). Note que, por construg@o,
devemos ter

£ 'Ef“’ =E}9.

Uma vez que as duas seqiiéncias espectrais convergem para o mesmo limite, conclui-
mos a demonstragao. ¥

No caso das variedades diferencidveis, e mesmo das supervariedades, é possivel
obter um resultado mais amplo, caracterizando completamente a homologia das formas
integrais em termos da cohomologia de De Rham. Faremos isso na subsec@o seguinte,
como uma aplicac@o desta versao algébrica da dualidade de Poincaré.

4.3.1 Complexos de Kozul e as Teorias Supersimétricas

Uma das questdes mais freqiientes em dlgebra homolégica € estabelecer que um de-
terminado complexo € aciclico, i.e., exato em todos os graus. Uma das maneiras mais
simples de provar isso, € verificando que ele é um complexo de Kozul. Os comple-
xos de Kozul envolvem as dlgebras simétricas € a dlgebra exterior, sendo por isso de
particular importancia no contexto de nosso estudo dos operadores diferenciais.

Seja V um espago vetorial, e considere a seqiiéncia

04— 8"(V) L 5" 1(V) @V & S 2(V) @ AR(V) ¢ -,
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com
g .
d(z®vy A+ Avg) =} (=1)T vz ® (v A+ Avi_y AV AreeAvg),
i=]

onde z € §"79(V), v;,...,vg € V e v,z denota o produto simétrico de v; por z. Como
d* =dod =0, esta seqiiéncia é um complexo. Este complexo é chamado complexo
de Kozul. Para mostrar que ele € aciclico, definimos o operador

P
sz 2p®V) =Y 22124 @ (2 AY),
=1
onde z,,...,2p € Vev € A" P(V). Un célculo, usando a definicdo de d € 5, levaa
(dos+sod)(x)=(p+q)x

para todo x € S?(V) ® A?(V). Isto nos mostra que este complexo é homotépico a zero?,
i.e., é aciclico. Olhando com um pouco mais de cuidado, notamos que s> = sos =0,
fazendo com que

00— 8"(V) 5 8" (V)®V -5 S V)@ AL (V) 5 -

seja um complexo. Este complexo é chamado complexo de De Rham polinomial e, tal
qual o complexo de Kozul, € aciclico.

Com essas consideracdes prévias, podemos agora caracterizar o Bereziniano quan-
do R € o anel de funcdes de uma variedade diferencidvel de dimensao finita.

Teorema 4.11. Suponha que R = C*(M), onde M é uma variedade diferencidvel de
dimensdo n. Entao

1. R¥ =0 parak+#n.
2. B~ A", ie., 0 Bereziniano coincide com o médulo das formas de volume de M.
Demonstragao. Devemos calcular a cohomologia do complexo
0 — Dift(R,R) - Dif"(R,A!) = Dift (R,A?) =5 --- = Dif " (R,A") — 0
Para 1ss0, consideramos o complexo aumentado
0 —s Dif{ (R,R) < Diff, ; (R,A") - --- 2% Diff, (R, A") =5 A" — 0,

onde IT(V) = V(1).

%A construgio de operadores de homotopia é um processo padrdo para a demonstragio da aciclici-
dade de complexos. Para mais detalhes, veja [11, 58]
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Da definigdo da filtragdo crescente de Dif* (R, A?), se mostrarmos que esse com-
prexo € aciclico para todo o inteiro k > 0, poderemos tomar o limite algébrico sobre
k, obtendo o resultado procurado.

Uma vez que, localmente, vale a dualidade de Poincaré para formas, temos um
isomorfismo natural ® : D, (A") ~ A""¥. Tal isomorfismo ¢ definido tomando-se uma
forma de volume local @ € A". Entdo,se Z= X, A---AX, ® ® € D,(A"), temos

@(Z)(Yl,- “"‘Yﬂ‘—k) = w(Xl,-..,Xk,Yl,. “e |Yn-_k)1

onde X|,...,X;.Y;,...,X,_, s@o campos de vetores definidos localmente. Obviamente
essa definicdo ndo depende da particular escolha de .

Se P é um R-médulo projetivo e finitamente gerado, tem-se, a seqiiéncia de iso-
morfismos

D,(Dif,_(R,P)) ~ Hompg(A*,Dif,_,(R,P))
~ Hompg(A*, Homg(_#*5(R),P))
> (A%)" @ Homg( £~ (R), P))
~ F*¥S5(R)* @z (A°)* @z P
_7%5(R)* ® Homg(AS, P)
Homg(#*~*(R),Ds(P))
~ Dif,_ (R,Ds(P)).

2

Uma vez que D, (A") >~ A"™%, que A" ¢ projetivo e finitamente gerado, e que Dif_, é
um funtor exato, temos mais uma seqiiéncia de isomorfismos
Dy(Dif, __(R,A")) =~ Dif,_(R,D¢(A"))
~ Dif,_ (R,A")
e DA (R N7 7).
Tomando entdo dois complexos aumentados, definidos como no inicio da demons-

tracdo, um de ordem k e outro de ordem k — 1, e considerando as inclusGes naturais
Dif, _,(P,Q) < Dif, (P, Q), temos o diagrama

0 AT Dif;'(R,A") ~—— b (Difk_l(R,A")) e

| !

o D Difi-(l-—l(R’ A") <~—D, (Difk..g(R; A")) ~—---

Assim, como estamos em uma situacao diferencidvel, passando ao quociente, temos 0
complexo

0 «— Smbl,(R,R) «= D,(Smbl,_, (R,A")) << D,(Smbl,_,(R,A")) << ...
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Se provarmos que esse complexo € aciclico, os outros dois também serdo [11, 58]. Para
18s0, notamos que, das identidades fundamentais para os simbolos e da representacao
do funtor D,, temos

D;(Smbl, (As)) ~ Homp(A, A" ® SK(Q*)) = A" ®, SK(Q7) @3 A/(Q").
Mas, da defini¢do do operador w, ndo € dificil ver que o operador
o An ®Rsk(ﬁ*) @RA:'(Qw) so An ®RSk+I(Q*) '@RAI__I(Q*)

€ eXpresso por

i
c(@RY¥®PAAQ)=Y (1) 0RYQ P A AQ_AQ  AAQ,

r=1

onde @ € A", ¥ € Sk(.Q*), @, € Q*, sendo que W@, denota o produto simétrico de ¥
e @, em S<T1(Q*).

Com isso, vemos que o operador ¢ coincide com o diferencial de Kozul, mostrando
que o complexo em questdo € de Kozul. Isto implica que o complexo aumentado €
aciclico. Tomando o limite algébrico sobre k, nesse complexo, obtemos a aciclicidade
de:

0 — Dif (R, R) ~% Dif (R, A!) = --- % Dif " (R, A") —=» A" — 0.
Da exatidao dessa seqii€éncia segue, em particular, que

ﬁ{k)—— 0 se k;én
T A* se k=n.

Isso completa a demonstrag@o. |

Na situagdo diferencidvel, existe um isomorfismo natural A’ ~ D, _.(A") =L,, que
leva & € A no homomorfismo @ : A"~ — A" dado por a(n) =N A @, para todo
n EA",

Na demonstragdo do teorema, aqueles mais familiarizados com a teoria de Spencer,
puderam notar que o complexo, cuja cohomologia define os médulos A*, € equivalente
ao complexo de Spencer para o funtor Dif. Para mais detalhes a esse respeito, vide [35,
60].

O Teorema 4.11, juntamente com o Teorema 4.10, produzem diretamente a duali-
dade de Poincaré.

Corolario 4.12. Se R% = 0 para todos os k # n e R") = A", entdo

H™(A*) ~ H(Z.) ~ H;(A").
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E 6bvio que ndo fizemos todo esse esforco meramente para provar a dualidade de
Poincaré. Na verdade, o Teorema 4.11 prové um resultado andlogo para as supervari-
edades, onde obtemos uma ferramenta para calcular a homologia das formas integrais
em termos da cohomologia de De Rham. Isso d4 uma caracterizagdo simples para as
formas de Berezin.

As supervariedades tém se demonstrado cendrio adequado para o estudo de teorias
quénticas supersimétricas. Uma necessidade que surge nesse contexto, esta relaciona-
da com a superagao de problemas topolégicos envolvendo a homologia das formas de
Berezin. Para mais detalhes a respeito dessas questdes, vide [31, 32, 34, 45].

A teoria de operadores diferenciais que desenvolvemos, € baseada em considera-
¢oes puramente algébricas. Portanto, os resultados que obtivemos continuam vélidos
para o caso de superoperadores diferenciais (e também para as superequagdes induzi-
das por esses operadores), desde que se insira um sinal negativo onde for apropriado.
Um estudo das supervariedades e questdes topolégicas envolvendo formas de Berezin,
pode ser encontrado em [45] e as defini¢cdes de superoperadores diferenciais, superja-
tos, etc., podem ser encontradas em [28, 29]. Discutiremos aqui somente a extensao do
Teorema 4.10 e do Teorema 4.11, alguns pontos menos 6bvios e a férmula da mudancga
de coordenadas.

Sejam M uma supervariedade, dimM = n|m, e @ : E — M um superfibrado sobre
M com dimensao s|t. A validade do Teorema 4.10 segue diretamente da defini¢do dos
“superandlogos” do complexo de De Rham e do complexo das formas integrais.

Localmente, as secdes do fibrado Ber (M) sao escritas na forma f(x)D(x) [45],
onde f € C*(U) e D € uma sec@o local bésica, que é multiplicada pelo determinante
de Berezin da matriz Jacobiana, quando ocorre mudanca de coordenadas. O deter-

minante de Berezin de uma matrix em blocos ( £ & ) ¢ definido como det(A —

C D
BD~'C)(detD)~.
A seguir temos o “superanalogo” do Teorema 4.11.

Teorema 4.13. Suponha que R = C*(M). Entdo
1. R%®) =0 para k # n.
2. R ¢ 0 médulo das segées do fibrado Ber (M),

Demonstragdo. Como as afirmagdes sdo locais, podemos considerar um dominio U
com coordenadas x = (y;,§;), i =1,...,n, j=1,...,m. Nesse caso, hd uma cisdo
do complexo Dift(R,A*) em um produto tensorial de complexos Dif " (R,A*) e ®p
Dif" (R, A*) ympar» ONde Dif ™ (R, A* ) par € 0 complexo

0—Dif* (P,R)—=>Dif " (P.A!)—=Dif " (P,A?) —- -,

nas varidveis y;,...,y, € Dif"(R,A*)g ., € 0 mesmo complexo para as variveis
&,,-.-,&n da dlgebra de Grassmann.
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Pelo Teorema 4.11 temos H¥(Dif ™ (A*) ) = 0 para k # n e H" (Dif " (A*) ) = A,
onde A7; € o médulo das n-formas definidas nas varidveis y,,...,y,. Para calcu-
lar a cohomologia de Dif™" (A*) fmpar» COnsideramos, como na demonstragéo do Teo-
rema 4.11, o complexo quociente

0 —> Smbl (R, R) 5y, — Smbl,  (RAAY) e — -+

onde Smbl, (R, P) o0 = Dif} (R, P)W/Dif: 1 (R, P)inpe- O mesmo célculo feito 14
mostra que esses sdo complexos de Kozul, e portanto obtemos H*(Dif* (A") impar) =0
para k > 0, sendo que H°(Dif" (A*) impar) € um médulo de posto 1. Portanto, R® =
H*(Dif* (A*)) = 0 para k # n.3

De [45] temos que os tinicos gperadores que representam cociclos nao-triviais tem

a forma f(y,&)dy, A-- -dy,,ﬁ. Assim, para completar a prova, devemos mos-
1 S

trar que R & precisamente o médulo das se¢des I'(M, Ber (M)), i.e., que fazendo uma
mudanca de coordenadas obtemos
o™ x am
fdy, A---dy,————— = fBerJ (—) dv, A---dvg———+T,
) . z) 3N,
onde z= (v, N j) € um novo sistema de coordenadas sobre U, Ber denota o determi-

nante de Berezin, J (;) ¢ a matriz jacobiana e 7 é cohomologo a zero (veja [53]).

Mas isto € conseqiiéncia direta de um célculo envolvendo o determinante de Berezin,
como descrito a seguir:

-~

_ (A B g T B% ... ~
SeX_(C D)eX _(5 5) sdo inversas uma da outra, tem-se AB +

BD=0eCB+DD= 1, onde D =D} +CA~!'B. Desta forma,

AB\_(A B B 1 0 A B
¢ bl L€ praCaB ] \ ot 1 o D! )’

Com isso, obtemos

Ber ( c D ) = Ber ( ca-! 1 )Bcr ( o -1 ) = det(A) det(D).

Isso conclui a demonstragao. |

Por fim, esse teorema, juntamente com o “superandlogo” do Teorema 4.10, impli-
cam o seguinte:
Corolério 4.14. Se R¥) = 0 para todo k # n, entdo H (X)) 2 H 5 (A%).

Isso prové uma caracterizagdo da homologia do complexo das formas de volume
em termos da cohomologia de De Rham da supervariedade M.

Esse fato segue da formula de Kiineth para o clculo da cohomologia produto. Para mais detalhes,
vide [58].
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4.4 A Formula de Green

No que segue, vamos assumir que 0 médulo Q(R) € projetivo e finitamente gerado.
Isso implica que os médulos A* e _Z*(R) sdo projetivos e finitamente gerados. Neste
caso, vamos considerar uma variante da construgdo da adjunta de um operador.

Seja Q um R-médulo. Entdo existe um homomorfismo natural §Q 0— é, definido
por ﬁQ (9)(@) =<4q,G>. Conscqucntemente para todo operador diferencial A: P — 0,

corresponde o operador A° : Q — P, onde A° = A*o §o- Este operador também sera
chamado de adjunto de A.

Com base em consideragdes andlogas as que fizemos na ultima se¢do, pode-se
mostrar que as duas defini¢des de adjunto coincidem no caso diferencidvel.

Exemplo 4.15. Sejage Qe g: R — 0 o operador de ordem zero definido por a —
ag. Desta forma, podemos pensar no adjunto deste operador como um elemento de
Homg(Q,B).

Proposicio 4.16. A correspondéncia A — A° possui as seguintes propriedades:

1. Sejam A € Dif(P, 0) e A(p) = [V,), onde V, € Dif(Q,A"). Entdo A° = [0,], onde
0O, € Dif(P,AY) e Og(p) = Y(q)-

Para todo A € Dif(P, Q), temos (A°)° = A.
Para todo a € R, temos (aA)° = A°oa.

Se A € Dif (R, B) entdo A°(a) = j; o (ad).

moR W N

Se X € D,(B), entdo X +X° = §(X) € Dify(R,B) = B

Demonstracdo. A primeira e a terceira afirmagdes sdo conseqiiéncias diretas da defi-
nicdo de A°, e a segunda afirmacdo segue diretamente da primeira.

Para a quarta afirmagao, note que, pela defini¢do de A®, temos A° € Homg(R, P).
Assim,

A°(a) = A* o &p(a) = (ko ji)*(Epla)) = (Jk o k") (Eg(a)),
onde A= ho j,, é dado pelo isomorfismo Dif, (P, B) ~ Homg(_#X(P),B). Como &y e
h* sdo R-lineares, e _Z (P) ~ Dif, (P,B), segue que
(Jxoh™)(Eg(a)) = ji o (ah™ (Gx(1))) = ji o (ah).

Para demonstrar a quinta afirmagéo, note que &,(j,) = j,(a) —aj,(1) € #'(R).
Portanto, para A € Dif, (R, P) temos (8,(j;))*(A) = .&(a) aA(1) = (8,(A))(1). Con-
segiientemente,

82X +X°)(1) = (8(X))(1) + (8 (1)) (X) = (&(X))(1) — (8(),))"(X) = 0.
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Assim, 6(X) = jT(X) =X°(1) = X + X°. Isso conclui a demonsragao i

Nesse contexto, podemos obter um resultado semelhante ao Teorema 4.11, que
nos sera util tanto na demonstragdo da formula de Green [69, 70] para operadores
diferenciais, quanto na demonstrag@o de certos resultados, que veremos mais adiante,
envolvendo Lagrangeanas.

Teorema 4.17. O complexo abaixo é exato
=~ . (0] . (0] . @
0 +— P +— Dif(P,8) +— Dif(R,X,) +— Dif(R,%,) +— ---,
onde @ =60V, paraV € Dif(P.L,), e (V) = V°(1), para V € Dif(P,B).
Demonstracdo. Se provarmos que, para todo k > 0, o complexo
0 +— P <= Dif (P,B) <= Dif, (P,£,) ¢ Dif, (P,L,) ¢— ---
é exato, tendo em vista a filtragdo crescente Dif(P,Z;) = |, > o Dif, (P,Z,), poderemos
tomar o limite algébrico sobre k, obtendo o resultado procurado.
Recordemos que, se P € projetivo e finitamente gerado, temos os isomorfismos
D,(Dif; (R, P)) ~ D,(Dif,(P,')) ~ Dif, (P,D,(B)) ~ Dif (P,Z,).
Por meio deles, podemos transformar o complexo original no complexo
0+— P <L Dif, (R, B) - D, (Dif,_, (R, B)) + D, (Dif,_,(R,P)) < -,
onde S(V)(ay;--.,a,_;)(a) = V(ay,...,a,_;,a), V € D,(Dif,_,(R,P)).

Procedendo exatamente como na demonstragdao do Teorema 4.11, provamos que
esse complexo € um complexo de Kozul; logo, aciclico. Isso conclui a demonstragdo.

Note que, se A : P — O é um operador diferencial, temos o seguinte diagrama
comutativo:

0~— § <~ Dif(0,B) <2 Dif(Q, ) ~2 -

o |

0<~— p <1 Dif(P,B) <2 Dif(P,L,) <2 ---
Na Proposi¢@o 4.9 obtivemos a férmula para a integrac@o por partes, associando

um operador diferencial e sua adjunta. No coroldrio seguinte, obtemos um resultado
semelhante a férmula de Green do célculo vetorial.
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Coroldrio 4.18 (Férmula de Green). Se A € Dif(P, Q), pEPeqceQ, entdo
<g,A(p) > - <A°(g),p>= 6G,

para alguma 1-forma integral G € L,.

Demonstragdo. Considere o operador V € Dif(R,B). Entao, pelo Teorema 4.17, V —
V?(1) € Ker u e, consegiientemente, existe um operador [J € Dif(R,X,) satisfazendo
V-V°(1)=w(0)=6o0. Assim, V(1) — V°(1) = 8G, onde G = [J(1). Colocando
V(a) =< gq,A(ap) > obtemos o resultado procurado. |

A 1-forma integral G, que encontramos na demonstragéo do coroldrio, depende de
p e q. Entretanto, podemos escolher G de modo que a aplicacdo (p,q) — G(p,q) seja
um operador bidiferencial®. Como a aplicagdo o : Dif*(R,X,) — Dif " (R,B) é um R-
homomorfismo, o fato de 0 médulo Dif " (A,Z, ) ser projetivo, implica na existéncia de
um R-homomorfismo x : Im(®) — Dif " (R,Z,), tal que wo x = Lpiet (r.m)" Colocando

0= «k(V—V(1)), obtemos G = k(V —V(1))(1). Isso prova nossa afirmagao.

Para terminar, do ponto vista algébrico, existe, na situagao diferencidvel, uma vasta
gama de isomorfismos; por exemplo, B ~ A", A° = A”, etc. No caso geral, por exem-
plo no caso supercomutativo, estes isomorfismos desaparecem, a menos que se tenha
certas homologias iguais a zero.

4.5 Lagrangeanas, o Operador de Euler e o Teorema
de Noether

Nesta se¢do, P e Q serdo R-médulos projetivos. Introduzimos a notagéo
Dif ,, (P, Q) = Dif(P, Dif(P, 0)).
Os elementos de Dif , )(P, Q) sao chamados operadores bidiferenciais.
Um operador V € Difm (P, Q) satisfazendo a condigao
V(p1,p2) = V(p1)(p2) = 0V(py)(p)) = 6V (py.P)),

é chamado simétrico se 6 = 1, e anti-simétrico se 6 = —1, paratodos os p,,p, € P. O
R-médulo de todos os operadores bidiferenciais simétricos, de P a valores em Q, serd
denotado por Dif57(P, Q).

Teorema 4.19. A segiiéncia abaixo € exata
0 ~— Dif$i™(p, B) ~-— DiffiT(P.%B) <2 Dif {M(P,L,) <2 -,

onde 0(V) =60V, V€ DIfiff (P.L,), k> 0, e u(V)(p) = (V(p))°(1), pE P.

4A definigio encontra-se na proxima segdo
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Demonstracdo. Do Teorema 4.17, juntamente com o fato de P ser projetivo e de
Dif(P, -) ser um funtor exato, segue que

0 ~— Dif(P, P) ~— Dif(P,B) <2 Dif(P,L,) <2+,

¢ um complexo aciclico, onde ®(V) =60V, u(V)(p) = (V(p))°(1).

Para provarmos o teorema, € suficiente mostrar que este complexo cinde em par-
tes simétrica e anti-simétrica. Para fazer isso, vamos mostrar que a involugdo p, de-
finida como p(V)(p;)(p,) = V(p,)(p,), V € Dif(P,Dif(P,X,)) e p(V) = V°, para
V & Dif(P,P), é um automorfismo deste complexo. Pela definicdo de p, segue di-
retamente que @o P = p o @. Vamos entdo verificar que Lo p = p o 4. Para isso,
sejam A € Dif(P, Dif(P,B)) € A(p,)(P,) = [Vp,.p,]s Vp,.p, € Dif (R, A"). Segue da
Proposigao 4.16 que

<E(A)(py),pp, >=1[0],

onde O € Dif ™ (R, A"), O(a) = Vp, ap, (1), Py, P, € P. Portanto,

< pi(A)(py),p, >=< L(A)°(p)),p, >= [T,

onde ['(a) = Vgp, p, (1). Por outro lado,

<pp(A)(py),p, >= [0,

onde ("(a) = V), ap,(1), sendo que < p(A)(p,),p, >= [V!Pppz]‘ Por construcéo,
tem-se V), , =Vp, p . Destaforma, 0"(a) = Vgp, 5 (1). i

De posse desse teorema, podemos definir o espago das Lagrangeanas € 0os opera-
dores de Euler e de Euler-Lagrange.

Definicfio 4.20. O espago Lag(P), das Lagrangeanas quadrdticas sobre P, € definido
como o cokernel do operador @ : DifyT(P,X,) — Dify[(P,B), i.e

Dif$i™(P, B)

Lag(P) = i)

Um operador L € Dif; f’i‘)"(}’, $B) € dito ser uma densidade da Lagrangeana .%° € Lag(P)

se ¥ =L mod Im(®).
Do Teorema 4.19, passando ao quociente, i da origem ao isomorfismo

Pl Dify7(P, B)
a
¢ o (DifinPL,))

~{VeDif(RP) | (V(p)° =V(p) }.
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Este isomorfismo é chamado operador de Euler, e serd denotado por &°.
Nao vamos aqui introduzir algum tipo de principio variacional. Nosso modesto
objetivo € observar a relacdo entre o formalismo lagrangeano e as formas de Berezin.
Apesar de termos considerado somente Lagrangeanas quadraticas, os argumentos
que usamos podem ser naturalmente generalizados. Por exemplo, definindo

Dif,(P.Q) = Dif(P.... Dif(P.0)...)

"

k vezes

podemos generalizar, de maneira imediata, os resultados que obtivemos. Pode-se tam-
bém generalizar para supervariedades, fazendo uso adequado da regra dos sinais. Para
mais detalhes a respeito do formalismo lagrangeano, vide [40, 69].

4.5.1 O Formalismo Lagrangeano em Variedades

Sejam M uma variedade diferencidvel n-dimensional e R = C*(M). Nesse caso, temos
B = A". Além disso, ndo é dificil ver que d} = (—1)*!d,_, |, onded,: A' - A" ¢
o diferencial de De Rham.

Dado um R-médulo projetivo e finitamente gerado P, sejam L € Diff;‘}“(P, A% e
L(p,q) =Ly(g),com p,q € P. Consideremos a variagao de L(p, p) (valor da densidade
em p) correspondendo 2 mudanca de varidvel p — p+ €h, com € € Re h € P. Entao,
como L é R-bilinear, temos

L(p+€h,p+ €h) = L(p, p) +2eL(p,h) + €*L(h,h).

O fato de p ser um extremo, significa que

/; L(p,h) =0

para todo h € P com k|, =0, onde V C M ¢é o dominio onde estamos resolvendo o
problema variacional®.
Tendo em vista a relagdo L,(h,1) = Lp(h) = L(p, h), a férmula de Green aplicada
a Lp(h,1) fornece
L(p,h)— < L,(1),h >=dG,

onde G = G(L,(h,1)). Desta forma,

fVL(p,h)zfv(< Ly(1),h> +dG).

SExiste uma pequena diferenga entre as defini¢des do operador de Euler. Em face desse isomorfismo,
alguns autores chamam de operador de Euler & correspondénciaE : Dif{séT(P, B) — Dif?;’]“( P, ﬁ), L+ %,
enquanto que os operadores da forma A = E(L) sdo chamados de operadores de Euler-Lagrange. Pre-
ferimos adotar aqui a definicdo mais tradicional, que é usada na construgdo do complexo variacio-
nal [38, 51, 65].

%Veja que, pelo Teorema de Swan, existe um fibrado vetorial & : E — M tal que I'(M,E) =~ P. Por
180, pensamos em um elemento p € P como uma segio de E.
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Mas note que Ly, (1) = u(L)(p) = &(Z)(p).
Introduzindo a notagdo i (L) = &, podemos entdo escrever:

/V L(p,h) = [v (< &,(p),h > +dG).

Suponha que a variacdo & tenha suporte W. Entdo o suporte da forma G estd contido
em W, uma vez que h+— G(L,(h, 1)) pode ser escolhido como um operador diferencial.
Se dVNW = 0, entdo

| Lo = [ <&mn>.

Uma vez que a expressdo < &, (p),h > € R-linear com respeito a 4, a igualdade [;, <
&7 (p).h >= 0 para todo & com suporte compacto contido em V, implica que &, (p) =
0[10], i.e.,

£(.7) =0.

Isto mostra que o formalismo lagrangeano que introduzimos, coincide com o for-
malismo lagrangeano usual em variedades.

4.5.2 Leis de Conservacao

Na ultima subse¢@o, vimos que o formalismo lagrangeano que introduzimos coincide
com o usual formalismo lagrangano em variedades. Aqui iremos além, definindo leis
de conservacao para uma equagao diferencial linear.

A equagdo diferencial associada a um operador A € Dif, (P,Q) é o conjunto dos
pontos p € P para os quais A(p) = 0. Denotemos por E a equagao diferencial associada
a A, i.e., 0 conjunto

E={peP|A(p)=0}.

O operador A d4 origem a uma aplicacao de cadeia £, entre os complexos

0 < Dif(Q, B) <2 Dif(Q,X,) <2 Dif(Q,X,) <2 -
o el al
0~ Dif(P,8) <2 Dif(P,X,) <2 Dif(P,L,) <=— -

Como em [70], definimos as leis de conservagdo para a equagdo E, como os ele-
mentos do primeiro grupo de homologia do complexo Coker £,. Vamos denotar o
grupo de leis de conservagdo da equagdo E por LC(A) = H,(Coker £,). O teorema ¢
o corolério seguintes descrevem o grupo LC(A) de uma maneira mais completa.

Teorema 4.21. Existe uma seqiiéncia exata

0—H, (Im Q) —H(Ker Q) —>Ker A* —LC(A) —0.
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Demonstragdo. Por um processo padrao de dlgebra homoldgica [58], dada uma se-
qiiéncia exata curta de complexos, obtemos uma seqiiéncia exata longa, relacionando
a homologia dos trés complexos. Desta forma, segue do Teorema 4.19 que as homolo-
gias das seqiiéncias exatas curtas de complexos

0 —rKCI'QA —’-le(Q,Z;) _""lmgﬁ A

0—ImQ, —— Dif(P,X,) — Coker Q, —0
tém a forma

0— H,(Im Q,) — Hy(Ker Q) —'> § —'—= Hy(Im Q,) —0

0 — H, (Coker Q,) —= Hy(Im Q) —— p — Hy(Coker Q,) —=0.

Por construgdo, a composi¢ao joi : 0 — P coincide com a adjunta A* 0 — P. Por-
tanto, Ker A*/Im i, é isomorfo a Ker j = LC(A). Com isso, obtemos a segiiéncia exata
procurada. i

Como uma conseqiiéncia imediata deste teorema, temos 0 seguinte corario:

Coroldrio 4.22. Se Ker Q, =0, o grupo de leis de conservacdo L.C(A) é isomorfo a
Ker A*.

Vamos dar uma expressao mais explicita para a aplicacdo Ker A* — LC(A). Para
isso, suponha que g € KerA™ C 0. Entio, pelas consideracdes que fizemos apds a
demonstrag¢do da férmula de Green, temos um operador diferencial p — G(A(p,§)),
tal que

<A(p),§>=6G(A(p,9))-

Logo, o operador p — G(A(p,§)) é um 1-cociclo do complexo Coker ,, de maneira
que obtemos uma aplicacdo y : Ker A* — LC(A), onde x(g) ¢ a lei de conservagao
correspondendo ao operador p — G(A(p.g)). Vamos ver que esta € a aplicagdo que
procuramos.

Se V é um 1-cociclo de Coker Q,, de acordo com a demonstragao do Teorema 4.21,
o elemento 4 € Ker A* correspondente a ele pode ser encontrado como § = p([J), onde
O € Dif(Q,B) satisfaz a relagdo oA =80 V. Se V é o operador p — G(A(p,§)),
entdo ()= g € Dif(P,B) e u(00) = u(g) = 4.

Um aprofundamento maior no estudo das leis de conservac@o, fatalmente esbarra
na idéia de caracteristicas. Ndo desenvolveremos esta teoria aqui, pois foge ao escopo
de nossos propésitos. Para mais detalhes a esse respeito, bem como para exemplos
onde R = C*(M), com M uma variedade diferencidvel, vide [70]
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4.5.3 O Teorema de Noether

Vamos comecar descrevendo as transformacgdes dos objetos que o teorema de Noether
inclui. Para isso, considere os pares (Xp,X) tais que X € D, (R), X, € Dif| (P,P) onde
Xplap) = aXp(p) + X(a)p para todos os @ € R e p € P. Denotamos por Der(P) o
conjunto de todos esses pares.

Assim, se X € D, (R) entdo (X5, X) € Der(B), onde Xy = —X*7.

Dado (Xp,X) € Der(P), definimos (Xp;,X) € Der(Dif(P,B)) pela férmula

Para L € Dif(P,Dif(P,B)), colocamos X,(L) = X, ;oL—LoX,. Se L € Diff;‘;’(}’, B),
€ facil ver que Xp(L) € Diffé‘)n(P, B). Desta forma, X, gera uma aplicacao das Lagran-
geanas de P. Xp(L) é chamado de variagdo de L sob a transformag@o infinitesimal
Xp.
Da defini¢do de variacdo, segue que
Xp(L)(py)(Py) = X5(L(P,)(P,)) — L(py)(Xp(P,)) — L(Xp(Py)) (Py)-

Além disso, usando a quinta afirmacdo da Proposic¢do 4.16, temos

Xg(L(p))(Pa)) = —6(L(py)(p,) 0 X).

Como vimos na subsecdo anterior, das consideragdes que fizemos apés a demonstragao
da férmula de Green, temos que, para todos 0s p;,p, € P,

L(py:py) =< &.(p,),p, > +8G(Lp, (5, 1)),

onde G é tomado como sendo um operador bidiferencial.
Combinando essas duas férmulas, obtemos o teorema seguinte:

Teorema 4.23 (Férmula para a Primeira Variacdo). Sejam (Xp, X) € Der(P) e L €
Dif(P, Dif(P,'B)). Se definimos Xp(L) € DiffiT(P. B) vale que

Xp(L)(P,)(Py) = — <Xp(p,).6.(Py) > — < Xp(P)), €. (Py) > —bn(p,.p,),
onde n(p,.p,) = L(p,)(p,) o X + G(p;. Xp(p;)) + G(p, Xp(P,))-

Assim, podemos finalmente definir simetria para uma Lagrangeana % € Lag(P).

Defini¢do 4.24. X, € Der(P) ¢ dita ser uma simetria da Lagrangeana .% se X,(%) =
0.

Pelo Teorema 4.19, uma simetria da Lagrangeana % é uma simetria do operador
Ey=8E(Z),ie. Xp(€y) =X5084 — Ey0Xp =0 e reciprocamente.

"Mais geralmente, se (Xp,X) € Der(P), podemos definir (X5X) € Der(P) como X;= —(Xp)".
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Teorema 4.25 (Noether). Se X, é uma simetria da Lagrangeana £ = L mod Im(®),
e 0 médulo P é projetivo, entdo a aplicagdo p — n(p,p)+L'(p)(p), p € P dd origem
a uma lei de conservagao da equagdo & .

Demonstragdo. Se Xp € uma simetria de .%, entdo Xp(L) = @(L'), onde L é uma
densidade de &, e L' € Diffi’)”(P,Zl). Considerando a 1-forma integral n(p,,p,) +
L'(p,)(p,), a férmula para a primeira variagdo implica que esta forma ¢ fechada para
todos os p,,p, € Ker&,. Portanto, como a classe de homologia desta forma nao
depende da particular escolha de L', nem do homomorfismo k (que tomamos para que
G fosse escolhido de modo a ser um operador bidiferencial), o teorema € provado. |1

A forma n(p) = n(p,p) faz o papel da corrente de Noether cldssica. No caso
classico do célculo de variagbes, a Lagrangeana % = [L € dita ser invariante com
respeito a alguma transformagdo se a “agdo” [, L ndo ¢ alterada para um dominio
compacto arbitrario V. Isto € equivalente a invariancia da densidade da Lagrangeana
L com respeito a transformag@o. Por esta razdo, X, € chamado simetria da densidade
da Lagrangeana L se X,(L) = 0. Isso implica que Xp(&; ) = 0 toda vez que X, é uma
simetria da densidade de L. Em particular, X,(p) € Ker &; quando p € Ker &.

Para mais detalhes a respeito do teorema de Noether em variedades vide [70]
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Capitulo 5

Consideracoes Finais: Em Direcao
a uma Versao Algébrica para o
Teorema do Indice

E inegdvel o fato de que o teorema do indice de Atiyah-Singer seja um dos maiores
resultados do século. A vastidao de suas conseqiiéncias abriram novos horizontes tanto
na matemdtica quanto na fisica. Em sua versao original [3, 4], o indice de um operador
se relaciona com o carater de Chern, a classe de Euler e a classe de Todd. Isto mostra
a natureza tanto topoldgica quanto analitica do problema. Entretanto, com o adven-
to da Geometria nao-Comutativa de Allain Connes, aplicacGes a dlgebra tornaram-se
possiveis. Um exemplo disso € o trabalho [18] de Gerd Faltings.

Ja em 1972, Vinogradov apontava para uma versao algébrica do teorema do indi-
ce [67]. Sua idéia era bem simples: dado A € Dif(P, Q), denotamos por A, a compo-
sicao

Dif} (P)—>P—>Q.

Esta composi¢@o é chamada ¢-extensdo do operador A. Denotamos por b, = b,(4A) :
Dif;" (P) — Dif,,(Q) o homomorfismo correspondente ao operador A,. Tomando o
limite algébrico quando ¢ — oo, obtemos um homomorfismo de mddulos filtrados

b, : Dift (P) — Dif*(Q).

Tanto b, quanto b, induzem, ao nivel dos simbolos, homomorfismos graduados, os
quais denotamos por b, : Smbl,(P) — Smbl,(Q) e b, : Smbl(P) — Smbl(Q). Note que
by(A) = Smbl(A) € a aplicagdo que leva A em seu simbolo. O homomorfismo b, é
chamado de simbolo rotal do operador A.

Com base nessas idéias, Vinogradov [67] prop0s a seguinte defini¢do para um ope-
rador eliptico:

Definicio 5.1. Um operador A : P — Q é dito ser eliptico se seu simbolo total b, :
Smbl(P) — Smbl(Q) é uma equivaléncia “birracional” [26] dos mdédulos graduados
Smbl(P) e Smbl(Q).
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Em particular, esta defini¢o aponta para a natureza algébrica da elipticidade, Em [67]
ele afirmou que apresentaria uma generalizagio algébrica para o teorema do indice em
outro artigo. Entretanto, até agora, tal generalizagao ainda nao apareceu.

Uma generalizagdo deste tipo, fatalmente esbarra em diversas dificuldades, que s6
podem ser superadas por meio de métodos da Geometria nao-Comutativa.

As primeiras idéias para um teorema do indice, como o conhecemos hoje, veio do
estudo do Teorema de Riemann-Roch, feito por Grothendieck. Em [18] encontramos
uma descri¢do mais precisa a esse respeito. Com base nisso, vérios artigos foram
publicados, abordando o problema [12, 17, 21, 27, 48, 49, 55].

Uma das abordagens que obteve mais sucesso, usa um misto de idéias da Fisica, a
respeito de quantizagdo por deformagdes, e métodos da Geometria ndo-Comutativa.

Uma quantizagcao por deformagdo [6, 48] sobre uma variedade M € uma defor-
magdo formal a 1-parametro do feixe estrutural O,, [12, 24, 26, 44], i.e.. um feixe
de dlgebras A% sobre o anel das séries formais C[[%]] munido de um isomorfismo de
dlgebras Ay @ ¢y € — Oy Nesse contexto, a formula

{f.8) = 7.8+ - A,

onde f e g sdo duas segdes locais de O, e f e g sdo seus respectivos levantamentos a
Al | define um colchete de Poisson sobre M, associado a quantizag@o por deformagio
Al

JwEss.as quantizagdes estdo associadas as classes caracteristicas da variedade [12,
48, 49]. Por esse motivo, usando cohomologia de Hochschild e o cardter de Chern
algébrico, pode-se mostrar que, se M = 7*X para uma variedade complexa X e A?-. X
é a quantizagdo por deformagdo com classe caracteristica 8 = §7*(c, (X)), entéo

A(TM)Ué® = T"Td(TX),

onde A(TM) é o A-genus de TM e Td(TX) é a classe de Todd de TX. Esta é, na verda-
de, uma generalizagdo do teorema de Riemann-Roch e, como o lado direito da igualda-
de nao depende de A, obtem-se a conjectura de P. Schapira e J. P. Schneiders [49, 59].

Nesse contexto, é possivel estabelecer uma versao algébrica para o teotema do
indice, segundo [49]. Ela é baseada na seguinte idéia geométrica: dada uma variedade
simplética 2n-dimensional (M, ®) com um produto estrela *, definido por!

fxg=Y (ik)p.(f,8),

tomamos A"(M) = C*(M)([i]] munida do produto *, e colocamos A"(M) =
CZ*(M)[[h]]. O seguinte teorema foi provado em [49]. Considere o trago canénico

o) = T ( [ far +;(m)"bk(f)m*') :

! Para mais detalhes a respeito da construgéo desse produto, vide [27].
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onde D, sao certos operadores diferenciais.
Tomemos dois elementos X = X2 e ¥ = Y2, da dlgebra matricial M), (A" (M)), tais
que X —Y € My (Al (M)). Colocando Xy =Xmod h e Y, = Ymod /i, temos que

1
ch(Xy) =Y Ftrxo(.:fxﬂ)z"
k .

é o caréter de Chern da conexdo dX,d no fibrado vetorial X,C" [48, 49].

Recordemos que, a cada quantizagdo por deformacdo de M, estd associada uma
classe caracteristica 6, definida como um elemento de H*(M)[[h]], onde 8/ik é a
curvatura da conexdo de Fedosov definindo a deformacdo [49]. Com isso, temos a
seguinte versdo para o teorema do indice [49]:

Teorema 5.2.
Te(X —¥) = /M (ch(X,) — ch(¥y)) A(TM)eb/,

onde 6 é a classe caracteristica associada a *.

Com base nessas idéias de Nest e Tsygan, em conjunto com as concep¢des algé-
bricas de Vinogradov, podemos definir um colchete de Poisson, como indicamos no
Capitulo 3, para médulos sobre uma variedade. Para isso, precisaremos introduzir
uma conexdo, que cindird o complexo variacional [64] em partes horizontal e vertical,
levando, inevitavelmente, ao estudo da parte horizontal. Acreditamos que o processo
de quantizacdo por deformacio, aplicado a esse complexo, produza uma versio pura-
mente algébrica para o teorema do indice. Tal estudo foge ao escopo desta tese, mas,
ndo poderiamos deixar de vislumbra-lo mediante a teoria que desenvolvemos até este
ponto.
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Apéndice A
Limites Algébricos

Os limites algébricos surgem em diversas aplicacdes tais como a demonstragao das du-
alidades de Poincaré e Alexander sobre variedades, onde os médulos de cohomologia
nao sio, em geral, os médulos de cohomologia singular, mas outros obtidos através de-
les por meio do processo de passagem ao limite. Além disso, o completamento /-ddico
de um anel € obtido por meio de um limite [58].

Para se estudar limites, a primeira no¢@o que se faz necessdria € a de proximidade,
€ assim, precisamos de um sentido mais abstrato de ordem. Esta é dada por meio de
conjunto dirigido.

Definicdo A.1. Um conjunto dirigido </ é um conjunto munido de uma relagdo <
tal que:

1. @ € aparatodo @ € &.
2. a < BeP < yimplicacx < ¥.
3. Paratodos os @, 8 € &/ existe Y€ &/ talque ¢ < ye B < 7.

As propriedades 1. e 2. definem o que chamamos de conjunto pré-ordenado. O
elemento Y na parte 3 da definigo, é dito ser um limitante superior de o e 3.

Note que dois elementos quaisquer de um conjunto dirigido podem n@o ser compa-
raveis. Em vista da defini¢do, isto € perfeitamente possivel. Vejamos alguns exemplos
que elucidam esta situagao:

Exemplo A.2. A classe dos subconjuntos finitos de um conjunto X, com a ordem
parcial dada pela inclusdo, € um conjunto dirigido. Note que dois subconjuntos finitos
de X ndo necessariamente s30 cComparavels nesse caso.

Exemplo A.3. Sejam K um subconjunto de um conjunto X, e & a classe de todos os
subconjuntos que contém K. Colocamos em & uma relacdo de ordem parcial dada da
seguinte maneira: se A,B € &, definimos A < B se e somente se B C A. Assim, para
cadapar A,B € &, tem-se A < ANBe B < ANB, mostrando que &/ é um conjunto
dirigido.
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Exemplo A.4. Seja &/ o conjunto dos inteiros nao nulos. Colocamos em 27 a seguinte
relacdo de ordem: dados m,n € o7, dizemos que m < n se e somente se m divide n.
Para quaisquer elementos m,n € &7, o minimo multiplo comum mmc(m,n) € tal que
m < mme(m,n) e n < mmc(m,n). Desta forma, &/ é um conjunto dirigido.

A nog¢des que daremos a seguir, de uma certa maneira, relembram a idéia de rede.
Aqui, no entanto, temos uma rede de conjuntos. Isto € necessario para obtermos uma
noc¢ao, ainda que primitiva, de convergéncia.

Defini¢cdo A.5. Um sistema indutivo (ou direto) de conjuntos {M,, ¢f } sobre um con-
junto dirigido &, ¢ uma fung@o que, a cada p € &, associa um conjunto M, e a cada
par p,q € &7, com p < g, uma aplicagao

¢g:Mp-+Mq
tal que P = identidade, e para p < ¢ < rem &/,
Pg° 95 = 9p.

Analogamente, se quando p < g, contrariamente a defini¢do anterior, as aplicagdes
@7 forem tais que @F : M, + M, temos a nogdo dual de sistema indutivo. Aqui, por
razdes psicoldgicas, revertemos a flecha M, < M,. Desta meneira, podemos imaginar
o sistema dual como sendo um sistema indutivo onde as flechas entre os conjuntos M,
sao invertidas. Desta forma, a defini¢@o seguinte faz sentido:

Defini¢do A.6. Um sistema projetivo (inverso) de conjuntos {Mp, @7} sobre um con-
junto dirigido & € uma func¢do que a cada p € & associa um conjunto M,, e a cada
par p,q € &/, com p < g, uma aplicagdo

OF: My M,
tal que ¢f = identidade, e parap < ¢ < rem o,
93°9 =

Em um sistema indutivo (projetivo), as aplicagdes @7 sao chamadas projegdes do
sistema. Se cada M, € um espago topolégico, ou um R-médulo, ou um grupo topolo-
gico, e cada projecdo é, respectivamente, continua, R-linear, um homomorfismo conti-
nuo, entdo {Mp, qog} € dito ser um sistema indutivo (projetivo) de espagos topolégicos,
R-moédulos, ou grupos topolégicos, respectivamente.

Defini¢do A.7. Sejam {M,, @7} e {N,, y;} sistemas indutivos sobre conjuntos dirigi-
dos &7 e A, respectivamente. Uma aplicagdo

A {M), ‘Pﬁ} — {N, y7}
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consiste de uma aplicagdo A : & — 2, ¢ para cada p € &, de uma aplicacao
Ap:Mp— N,
tal que, se p < gem &, o diagrama

oF
M, ——~M,

S

Novi oV
A(p) Alg)
Vi

¢ comutativo.

Nio ¢ dificil imaginar a defini¢do andloga de aplicac@o entre sistemas projetivos.
(q)
i ’ 9 e
Para isso, basta introduzir as flechas invertidas M, «+— M, e Ny ) &2 N (g € EXiEIT

a comutatividade do diagrama

Sk

Ny e N
A(p) Alg)
Vi

Toda vez que os sistemas indutivos (projetivos) sdo sistemas de espacos topol6-
gicos, ou de grupos, etc., as componentes A, da aplicacdo A sdo requeridas serem
continuas, ou homomorfismos de grupos, etc. Caso

A: {Mp, (pg} = {Nr-; Wi}s ®: {Nh W;E} o {Tm'rr:n}v

sejam duas aplicagdes de sistemas indutivos (projetivos), sua composi¢ao
@oA: {Mp,9f} = {Tm, T}

est4 definida, e consiste das composigdes fo A e ly;'({;) °P,pE L.

Nao é dificil verificar que os sistemas indutivos (projetivos) de qualquer tipo espe-
cificado formam uma categoria. De fato, se {Mp, @7} € um sistema indutivo (projeti-
v0), a aplicag@o identidade A € a composta pelas identidades A : & — & e A, : M, —
M, (resp. A, : M, « Mp).

Vejamos agora alguns exemplos de sistemas indutivos e projetivos:

Exemplo A.8. Para qualquer conjunto dirigido &, fixe um R-médulo M e coloque
M, =M paratodo p € &, ¢ ¢F = id), para todos os p < g. Este € o sistema indutivo
e projetivo constante com conjunto de indices .27
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Exemplo A.9. Seja & tendo a ordem parcial trivial: p < g se e somente se p = g.
Um sistema indutivo (ou projetivo) sobre & é uma familia indexada {M, : p € &/}.

Exemplo A.10. Seja &/ = {1,2,3} com a ordem parcial 1 < 2e2 < 3. Um sistema
projetivo sobre 2/ € um diagrama

M, — M,

|

M,

Exemplo A.11. Seja & o conjunto dos inteiros positivos com a ordem parcial usual.
Um sistema indutivo sobre .27 € uma seqiiéncia M; — M, — - - -, e um sistema projetivo
sobre & € uma seqiiéncia M, < M, « ---

Exemplo A.12. Seja M um mdédulo. Entdo a familia de todos os submddulos finita-
mente gerados de M, € um conjunto dirigido, com a ordem parcial dada pela inclusdo.
Esta familia, juntamente com todas as possiveis aplicagdes de inclus@o, € um sistema
indutivo.

Exemplo A.13. Se M = . ., M), entdo a familia de todas as somas parciais M) &
-+ @& M, € parcialmente ordenada pela inclusdo. Esta familia, munida de todas as
proje¢des em cada fator da soma, € um sistema projetivo.

Daqui para frente, convencionamos que todos os sistemas indutivos ou projetivos
em questdo, sdo de grupos abelianos e homomorfismos de grupos abelianos. Outras
estruturas, tais como anéis, médulos, espagos topolégicos, etc, possuem um tratamento
similar, de modo que deixamos a cargo do leitor fazer as adaptacdes necessarias aos
casos que lhes interessem.

Defini¢do A.14. seja {M,, @7} um sistema indutivo de grupos abelianos sobre um
conjunto dirigido &/. O limite indutivo (ou limite direto, ou simplesmente o limite)
deste sistema € um grupo abeliano, denotado por limMp, e uma familia de homomor-
fismos

Op : Mp — limM,,

com 0,0 @ se p < g, satisfazendo a seguinte propriedade universal: para todo grupo
abeliano N e toda familia de homomorfismos f, : M, — N com f, = f;0 (pg, sem-
pre que p < g, existe um dnico homomorfismo & : limM, — N fazendo com que o
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diagrama

hﬂMp ———————————— >N
Vo’\ /
M,
oy d
%
MQ

seja comutativo.

A condi¢do 0, = G40 @] na defini¢éo, nada mais ¢ que a comutatividade do dia-
grama

M, — 2 limM,

|

M,

A propriedade universal pode, entéo, ser entendida como: para todo grupo abeliano N
e toda familia de homomorfismos f, : M, — N satisfazendo f, = f, 0 qog, toda vez que
p < g, existe um tinico homomorfismo & : imM), — N tal que f, = & o 0p, para todo
p € & . Visualmente, esse fato € ilustrado por meio do diagrama

N

A

|

f |

|

—M -M > — limM,
? g q\\___?___”ﬂ P

q
%

E claro que existe também uma propriedade universal como essa, para os sistemas
projetivos. Sendo a interpretacdo desta andloga & dos limites indutivos, deixamo-la a
cargo do leitor.

Definicdo A.15. Seja {M,, @7} um sistema projetivo de grupos abelianos sobre um
conjunto dirigido &. O limite projetivo (ou inverso, ou simplesmente limite) deste
sistema € um grupo abeliano, denotado por lim M), e uma familia de homomorfismos

Gp : My  imM,
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com O, = Qfo 0, se p < g, satisfazendo a seguinte propriedade universal: para todo
grupo abeliano N e toda familia de homomorfismos f, : M, +~ N com f, = ®d 0 fo,
sempre que p < g, existe um tnico homomorfismo & : }iLnMp + N, fazendo com que
o diagrama

mMp < - - — - - S e N
\ /
MP
Oq fq
%
M,

seja comutativo.

Como no caso dos limites indutivos, a condi¢do o, = 6,0 q:ig € equivalente a co-
mutatividade do diagrama

Gp 1

9| A

My

Como € usual em dlgebra, a menos de isomorfismo, as propriedades universais que
definem os limites indutivo e projetivo implicam na unicidade destes. Para se ter uma
1déia a respeito dos chamados problemas universais, que visam a construcao de obje-
tos (tais como os produtos tensorial € exterior) por meio de propriedades universais,
vide [50]. No que segue, mostraremos a existéncia e a unicidade dos limites.

Proposicio A.16. O limite de um sistema indutivo {M), qog}, sobre um conjunto diri-
gido &, existe e € uinico (a menos de isomorfismo).

Demonstracdo. A unicidade, a menos de isomorfismo, segue diretamente da propri-
edade universal. De fato, dois limites indutivos s@o isomorfos. Quanto a existéncia,
para cada p € &7, seja A, : M, — D . M, a p-€sima injec@o na soma. Defina o

g pesd
quociente

limM,, = (@ Mp) /S.

ped

onde § € o subgrupo abeliano gerado por todos os elementos da forma (440 @7)(a,) —
Ap(ap), com a, € My e p < g. Se, além disso, definimos o, : M, — limM,, por
a, — Ap(a,) + S entdo se nota facilmente que o grupo abeliano limM,, juntamente
com os homomorfismos o, satisfazem a defini¢do de limite indutivo. I
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Na demonstrag@o, ndo fizemos uso do fato de &/ ser um conjunto dirigido. Na ver-
dade, apenas usamos que & € um conjunto pré-ordenado. A necessidade de & ser um
conjunto dirigido somente aparecerd quando considerarmos seqiiéncias exatas. Mui-
tos autores, em se tratando de limites, apenas tomam & um conjunto pré-ordenado.
Para mais detalhes a esse respeito, vide [58]. Veja ainda que o conjunto S pode ser
caracterizado como

n n
S= {zap,-: existe g € & ,q 2 p; paratodo i, e zﬂf’g,.(ﬂp,) =0}
s =1

i=1

Além disso, a, € M, € a; € M, sdo iguais no limite se, para algum r € &, com p < r
e g < r, vale @p(ap) = @;(ag), i.e., uma classe de equivaléncia do limite € formada
pelos elementos que “estabilizam™ com o “crescimento” dos indices de 7.

O limite indutivo foi construido como o quociente de uma soma, gerando assim
uma sobrejecdo. A nog¢do dual, de limite projetivo, nos vem entdo a mente, como
algum tipo de inje¢do em um produto de médulos. A proposi¢do abaixo traz um pouco
mais de luz neste assunto:

Proposicdo A.17. O limite de um sistema projetivo {Mp, @}, sobre um conjunto di-
rigido &, existe e € unico (a menos de isomorfismo).

Demonstra¢do. A unicidade, a menos de isomorfismo, segue diretamente da propri-
edade universal. De fato, dois limites projetivos sdo isomorfos. Quanto a existéncia,
considere 0 grupo .abeliano produto [],. ., Mpe, para cadap € &, sejad : ], Mp—
M, a p-ésima projecdo. Defina o subgrupo abeliano

LimM, = {(ap) ey € | | Mp: ap=0}(ay), sempre que p < g}.
pEa

Se, além disso, definimos 6 : M), < LimM,, como sendo a restri¢ao 7‘P|§ir_n u,» DOta-
se facilmente que o grupo abeliano limM,, juntamente com os homomorfismos G,
satisfazem a propriedade universal que define o limite projetivo. v

Novamente, ndo fizemos uso do fato de & ser um conjunto dirigido. Neste caso,
realmente ndo hd muito sentido em se considerar um conjunto dirigido, uma vez que os
limites projetivos gozam de um comportamento restritivo, no que se refere a seqiién-
cias exatas. Mais adiante, veremos que o limite projetivo de uma seqiiéncia exata, em
geral, ndo € exata.

Vamos agora determinar alguns dos limites dos sistemas indutivos e projetivos,
apresentados nos exemplos anteriores.

Exemplo A.18. O limite indutivo e projetivo do sistema constante do exemplo A.8 é
M.
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Exemplo A.19. Se &/ possui a ordem parcial trivial, como no exemplo A.9, temos

imM, = [] M,.

pe

Para ver isso, note que ndo existem aplicagdes @3 quando p # g. Isto mostra que o
submédulo LimM), € todo [] ¢ ., M.

Além desses exemplos, temos algumas propriedades que seguem diretamente da
caracteriza¢ao dos limites indutivo e projetivo como quociente.

Proposicio A.20.

1. Assuma que &/ é o conjunto dos inteiros positivos com a ordem usual, e que
temos uma sequéncia decrescente M| D M, D ---. Entdo imM, = (\;_, Mp;

2. Seja M um grupo abeliano, e & a familia de todos os subgrupos finitamente
gerados de M, com a ordem parcial dada pela inclusao. Esta familia, munida
de todas as possiveis aplicacdes de inclus@o, é um sistema indutivo, cujo limite
indutivo € o proprio M.

3. Bpey Mp=1im(My &---®M,,), 0 limite de todas as “somas parciais” finitas.

Nosso objetivo, agora, € examinar o comportamento de seqiiéncias exatas mediante
limites, i.e., se o limite de uma seqiiéncia exata de sistemas indutivos ou projetivos é
ainda uma seqgiiéncia exata. Teremos de tratar separadamente os dois tipos de limites,
pois nem sempre o limite de uma seqiiéncia exata de sistemas projetivos serd exata.

Consideremos primeiramente os sistemas indutivos, que é onde temos algumas
boas propriedades.

Definicao A.21. Seja A: {M,, 3} — {N,, y; } uma aplicag@o de um sistema indutivo
sobre & em um sistema indutivo sobre #. Os homomorfismos A, : Mp — N, , sdo

componentes de um homomorfismo © : EBpe aMp = D, gN,. Como ufi‘((g oA, =
Ag0 @f, para p < g, © induz um homomorfismo

8 :imM, — im N,
chamado limite indutivo de A.

Olhando para a relagdo de equivaléncia que usamos na construgdo do limite indu-
tivo, se @, € M), estd relacionado com a, € My, entdo A,(ap) = A4(a,). Portanto, A
aplica uma classe de equivaléncia de limM, em uma de limN,. A aplicagdo induzida
entre essas classes € precisamente 6. Além disso, temos a comutatividade do diagrama

M, — 5 limM,

W e

N?-i_pl T li—ni'N'

A(p)
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onde o e 7, sdo os homomorfismos induzidos pelos limites indutivos lim M), e lim N,

respectivamente. Com isso em mente, passemos ao estudo de seqii€ncias exatas.
Suponha que temos trés sistemas indutivos: {Lp, 73}, {Mp, @7} e {Np, Y3}, defi-

nidos sobre o mesmo conjunto dirigido &. Além disso, suponha que tenhamos homo-

morfismos

f

Ol —e T i,

de modo que esta seqiiéncia seja exata, e tal que para p < g o diagrama

5
Lp P’ Mp SP' Np = 0
3| @ v

0—Ly .J“-?T}M(jT &

q

0

Ny —0

seja comutativo. Passando ao limite, obtemos homomorfismos

4

li L, —L» limM, £+ Lim N,

tais que foT, = Qpo0 fpe gop, =Y,o0g, paratodo p € &, onde 7, : L, = limL,, ¢p:
Mp — limMp e Y, : Np — lim N, sdo as aplicagdes induzidas pelos limites indutivos.
Isto € visualizado através do diagrama, que em certo sentido pode ser imaginado como
o “diagrama limite”

0 ~Lp b ~M, % Ny ——0

%) | 3

Ly —e DMy — BN,

Antes de demonstrarmos que o limite de uma seqiiéncia exata é novamente uma
seqiiéncia exata, precisamos de um resultado auxiliar.

Lema A.22. Sejam {Mp, @3} um sistema indutivo sobre um conjunto dirigido <, e

Op : Mp — limM, a familia de homomorfismos dada pelo limite indutivo. Entdo
limMp = U e Op(Mp)-

Demonstragcdo. Sejam N = UpE o Op(Mp), € W, a composi¢do dos homomorfismos

M, = 0p(Mp) — N. Entdo N, juntamente com os homomorfismos ¥, € um outro
limite indutivo do sistema. Sejam y : limM, — N e ¢ : N — limM, os nicos ho-
momorfismos satisfazendo Y, = Yo 0, € 0, = Qo Y,. Mas entdo ¢ € a incluséo
N < limM, e y = ¢~'. Assim, limM, = N. |
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Teorema A.23. A segiiéncia limite

0—limL,—L limM, —& + limN,—~0
é exata.

Demonstracdo. A sobrejetividade de g e a injetividade de f seguem diretamente do
diagrama limite, acima. Vejamos que o niicleo de g € igual a imagem de f.

Dado / € lim L, pelo lema anterior, existe /, € L), tal que [ = 7,({,). Entdo (go
F)l) = (ypogpo fp)(lp) =0, mostrando que a imagem de f estd contida no niicleo
de g.

Para a inclusao contrdria, dado m € lim M), tal que g(m) = 0, pelo lema anterior
existe m, com m = @,(mp). Visto que (!p’o gp)(mp) 0, existe um g € &/, com
p < g, tal que 0= (qﬂ o gp)(mp gpo . Pela exatiddo da seqiiéncia no

estagio g, existe [, € Lq tal que @i(mp) = &q) Entao (fotg)lg) = (@po f)lg) =
@p(my) = m. Isto completa a demonstragao 1

Corolario A.24. Se cada f, é sobrejetora (resp. cada g, € injetora) entdo f também
0 € (resp. g).

Tratemos agora dos limites projetivos. Muitas das defini¢des e resultados, apresen-
tados acima, terdo naturalmente seus analogos.

Definicao A.25. SejaA: {M,, @I} — {N;, y;} uma aplicagdo de um sistema pro;emo
sobre &/ em um sistema projetivo sobre %. Os homomorfismos A, : M, — 1( p) S

componentes de um homomorfismo ® : [] pEs M, — [1,.gN-. Como wi‘{‘g; oA, =
Apo (pg, para p < g, © induz um homomorfismo

0 :J‘iLnMp — LmAN,,
chamado limite projetivo de A.

Olhando para a construgao do limite projetivo, se (a,) peor € UMM, a construgao
feita na Proposi¢do A.17 nos dd que a, = qof,(aq) desdc que p < g. Desta forma,

temos 4, (aP)pE.ﬁf € limN,, uma vez que Ay(ap) = A,(Pg(aq)) ly" Aglag)). Isto
mostra que a aplicac@o 6 estd bem definida. Desta maneira, temos 0 dlagrama

lpl 6
"Alp) 1
Ni(pl S MN'

onde O, € T, s&0 os homomorfismos induzidos pelos limites projetivos lim ;M e
lim,N,, respectivamente.
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Consideraremos agora seqiiéncias exatas. Para tal, tomemos trés sistemas proje-
tivos {ij,rg}. {Mp, 08} e {Np,y]} definidos sobre 0 mesmo conjunto dirigido <.
Além disso, suponha que tenhamos homomorfismos

Jp gp

0——)—LP—-—3- P—-—t—NP—-—h-O‘
de modo que esta seqiiéncia seja exata, e tal que, para p < g, o diagrama

f
Oyt W -2 Ny

e o |

0 ‘;Lq fq:‘Mq gq‘;Nq——PO

seja comutativo. Passando ao limite obtemos homomorfismos

limL, L imM, £ imN,

tais que @0 f = fp0T, € Ypog =gpo Py para todo p € &, onde Tp : Ly + LimL,,
@p : Mp ¢ Mp e Y, : Np + imN,, 530 as aplicagdes induzidas pelos limites projetivos.
Isto € visualizado através “diagrama limite”

0 Lp fP 'Mp 8p = Np S 0

I

Infelizmente, o limite projetivo ndo possui tao boas propriedades, com respeito a
seqiiéncias exatas, quanto o limite indutivo i.e., a seqiiéncia limite, € exata somente em
limZp e imM,. A aplicac@o g ndo € sempre sobrejetora.

Teorema A.26. A segiiéncia limite

. $ .
0—lim L, LimM, £~ limN,,
é exata.

Demonstragao. Suponha que f(/) = 0. Do diagrama limite temos 0 = @,(f(/)) =
fp(75(1)), e da injetividade de f;, 7,(!) = 0 para todo p € &/. Sendo 7, uma projegéo
de um produto e [ = Up)pew temos [, = 0 para todo p € & e portanto / = 0.
Provemos agora que Kerg = Imf. Suponha que g(m) = 0. Entdo g,(¢@,(m)) =
V,(g(m)) = 0, de modo que existe I/, € Ly, tal que f,(l,) = @p(m) = m,, para todo
p € &, sendo que a iiltima igualdade se deve ao fato de ¢, ser uma projecédo. Tomando
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I = (Ip) ¢ - devemos mostrar que f (/) = m mas, para isso, devemos primeiramente ter
€ imL,. Veja que f,(73(lg)) = @3(f4(lg)) = @f(mg) = mp. Por outro lado, f,(lp) =
mp, € da injetividade de f, temos 7](lg) = Ip, mostrando que / € imL,. Agora, como
®p € uma projecdo e @,(f (1)) = fp(7p(!)) = fp(lp) = m, para todo p € &7, segue que
f(l) = me Kerg C Imf. A inclusdo contraria demonstra-se semelhantemente. |

Existem estudos para estabelecer a exatiddo da seqiiéncia

Para isso, utiliza-se a chamada condi¢do de Mittag-Leffer. Para mais detalhes, vi-
de [26].

Se {Mp,¢i} € um sistema indutivo, existe uma importante propriedade, conse-
giiéncia dos desenvolvimentos anteriores, entre limite indutivo e o limite projetivo.

Corolario A.27. Para todo grupo abeliano N, tem-se
Hom(limMp, N) ~ limHom(Mp. N).

Veja que poderiamos, ao invés de grupos abelianos, ter os limites para anéis e
homomorfismos de anéis, R-mddulos e aplicagdes R-lineares, espagos topologicos e
apliaces continuas, etc. Desta forma, tudo que desenvolvemos pode ser facilmente
refeito para outros casos que nos interessem.
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Apéndice B

Sequeéncias Espectrais

Sejam A um anel comutativo com unidade, ¢ K um A-médulo. Chamamos filtragao
decrescente de K a toda seqii€ncia de submodulos K, verificando as condigdes:

K, ., CKp e (K, =K.
P

Chamamos mddulo filtrado a todo A-médulo K munido de uma filtragdo decrescente.

Dado um mddulo filtrado K, chama-se mddulo graduado associado a K o médulo

G(K) = D Kp/K,,
p

Se K = P, .z K" € um mddulo graduado, podemos filtré-lo por meio de seus submo-

dulos
K,= P K"

r>p

E claro, entdo, que o médulo graduado G(K) é isomorfo ao préprio K.
Seja K um médulo filtrado e, suponha que K = @, K”. Dizemos que a filtracdo e a
graduacao de K s@o compativeis se

K, = P(K,UK"),

r

isto €, se os K, sdo homogéneos.

Ao invés de dizer que uma filtragdo de K é compativel com uma graduacao de K,
diremos somente que esta é uma filtracdo do médulo graduado obtida, munindo-se K
da graduagdo em questdo. K, munido da graduac@o e da filtracao dados, serd chamado
modulo graduado filtrado.

Seja K um médulo graduado filtrado. Dizemos que a filtragao de K € regular se
existirem n, tais que

K,NK" =0 para p > n,.
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Chamamos mddulo diferencial filtrado a todo médulo diferencial! K munido de
uma filtrag@o tal que se tenha d(K,) C K, para todo p. A teoria das segiiéncias espec-
trais consiste essencialmente em utilizar a filtragdo de K para construir por “aproxi-
magoes sucessivas” o médulo derivado H(K) = ker(d)/Im(d).

Seja r um inteiro. Colocamos

Z}=Z(K,mod K, ,),
isto €,
Zl={x€K,:dxeK,,}
Para r < 0 tem-se, evidentemente, Z7 = K.

Entre os elementos de Z7, encontram-se, por um lado, aqueles de ijll e, por

outro, todos os elementos de K, que sdo bordos. Em particular, Z? contém de V)
o conjunto dos elementos de K, que sdo bordos de elementos de K P17 Colocamos

ZP
EP = 2 ; e E,=E}.
T s

Observa-se que, se x € K, € um ciclo (dx = 0), ele define um elemento de E7 para
todo r e, se ele é um bordo (x = dy), o elemento de Ef definido por ele € nulo para r
suficientemente grande.

O diferencial d : K — K aplica Z em ZP*" e dZ["!~" + ZP*! em dZP*/. Assim,
como

Zp+r
Ep+r = r
T dzetl 4 zeirl
r—1 r—1

por passagem ao quociente, d induz um diferencial
d,: EP — EPTT
definido por
dy (x-+(dZPH7 +2P4))) = dx+ (dZ85) + 2247,
uma vez que d(dZP+!~" +ZPH') = dZPH! C dZPH! +ZPH .
Nio é dificil ver que E, | = H(E,,d,), isto é, E? | = HP(E,.d,).
A segiiéncia espectral de K é, por definigao, formada pelos complexos E; definidos

como acima.
Definimos o termo E., como segue. Coloquemos

Ka =0 K.=K
ZP = Z(K,mod K.) = ciclosdeK),
B, = K,NdK_. = bordos de K, em K.

'K é um médulo diferencial quando existe um homomorfismod : K — K tal que dod = 0.
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e definimos entdo

44
Se colocamos de forma geral B = K, NdK,_,, obtemos a férmula
oo 2

E=8 1zrl
r—1 r-1

Temos uma inclusdo natural i : K, < K, que por sua vez induz uma aplica¢ao
i* : H(Kp) — H(K) (que ndo tem por que ser inclusdo). Denotando por FP(H(K)) a
imagem de H(K,) em H(K) por i* temos a seguinte filtragdo de H(K)

FPYY(H(K)) C FP(H(K)) e \JFP(H(K)) = H(K).
P

Com isso, ndo € dificil ver que existe um isomorfismo canénico
E.~G(H(K)).
Dado um mddulo diferencial filtrado K, € facil ver que

= E_ 1
R=Ks =K., BTk,

de modo que
K
EP = 2.
0 K,
Consegiientemente, o termo E, € idéntico a0 médulo graduado associado a K, e a
diferencial d,, se deduz por passagem ao quociente da diferencial 4 de K. Além disso,

EP = H(Ky/K,.,),

sendo a cohomologia tomada com respeito ao operador d,,.

Examinaremos agora o caso onde o modulo K estd munido de uma graduacao
compativel com a filtragdo dada e, para a qual, d € homogéneo e de grau +1. Nesse
caso, dizemos que K é um complexo filtrado. Pode-se introduzir sobre os termos E,
uma bigraduac@o. Para isso, colocamos

ZP9 =ZP NKPH, BP9 = B? NKPH,

zZpPa
EP9 — r )
3 BP9 4 7pPtlg-]
r—1 r—1

Para um elemento de EP9, diz-se usualmente que p € o grau filtrante, p+ q € o grau
total e g o grau complementar.

97



Uma vez que

dZ0) =l Z2IN K g T P g R — gt

d(zPtle~ly = d(zZPHlNKPe) C d(ZPH)) NKPHetL = pPtrn KPtat]
r—1 r—1 r—1 r—1
C BPYT O KPtrtq-r+l — pptrg—r+l C Zp+r+l,q~r+Bp+r,q—r-:—]
r—1 r—1 r—1 r—1
tem-se que d, aplica EP*9 em E?*"9~"*! sendo definida por
dy (x-+ (2P £ B29)) = dx+ (ZPHH19 L BEATATH),

Além disso, em H(K) a filtragdo pelos FP(H(K)) e a graduagdo pelos HY(K) sdo
compativeis. Finalmente, colocando

FP(HY(K)) = HY(K)NFi(H(K))

tem-se a relacdo

EPY9 — FP(HP+Q(K)) )
T BRI HPE))
Vejamos agora o que ocorre para complexos duplos. Seja

K=kr1
P.q

um complexo duplo com operadores diferenciais
. kP +1, : \q+1
5:KPI KPP e §:KPA KPIT]

verificando 6> = 9> =0 e 09 = d 0 6. Podemos entdo considerar K como um
complexo “simples”, utilizando a graduagao total

K'= @ k™.

p+g=n

A diferencial d = 6 + (—1)P0 aplica K” em K™+, fazendo de K = €@,, K" um comple-
xo diferencial.

Existem duas filtragcoes muito particulares, que refletem diretamente as proprieda-
des dos diferenciais & e d. A primeira dessas filtrages é dada por

iKp: @ @Kf’j.
izpj

Os termos da segiiéncia espectral correspondente serdo denotados por ‘E”9 (note que
K = ,K" é um complexo diferencial filtrado). Vamos calcular esses termos para
e I
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Recordemos que ‘EP = H('’K, /'K, |), onde 'K, /'K, ; se identifica canonicamente

ao grupo graduado
KPI‘ —_ @Kp’j?
J

e como & aplica ’KP em 'K o1 2 identificag@o acima transforma a diferencial d; em

(—=1)*3. Portanto,

I Iyl I — ¥

onde o indice inferior @ indica que o cdlculo da cohomologia é feito com o operador
d. Um pouco de cdlculo mostra que

d:'EF — EP
] — [6],

isto €, o operador 4, € induzido por 8. Conseqiientemente, se munimos o grupo H,(K),
que representa a d-cohomologia de K, da graduacdo definida pela férmula

Ha(K) en @Ha(Kp")
P

e do diferencial induzido pelos homomorfismos & : K»* — K?*!:* obtemos isomorfis-
mos candnicos
'EP ~ Hy (Hy(K)) -

A fim de obtermos um resultado completo, devemos ainda explicitar a segunda
graduagio do termo E,. Ora, lEg’q ¢ formado pelos elementos de EP que podem ser
representados pelos elementos de graus p+¢g de K, sendo entendido que K estd munido
de sua graduacgdo total. Mas, evidentemente, JFE*z" é o conjunto dos elementos de ’E,
representados pelos elementos de K”*, dentre eles os elementos de grau p+ g formam
o grupo KP4, Entdo, se designarmos por H?(K) o grupo de cohomologia de grau g de
K, calculado por meio da segunda diferencial e da segunda graduagao de K, obtemos
a férmula abaixo ,

Epe = H (HY(K)).
De maneira inteiramente analoga, considerando uma segunda filtragdo de K como

= 1
ijzp
obtemos d,, = ¢ e, entdo, ”Ef’ = Hg(K*?). Além disso, também vale que d, ([x]) =
lppg —
(0], levando a "Ef4 = H? (Hg(x)).
Definigdo B.1. Uma seqiiéncia espectral {EP9,d,} € dita convergir para um médulo
graduado H* se existe uma filtragdo F em H* tal que

EPA ~ FP(HP‘HI)
=" = Fori (gpe)
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Ora, mas pelo que vimos na péagina 97, a seqiiéncia espectral de um complexo
filtrado, construida a partir da filtragdo, como fizemos, converge para a cohomologia
deste complexo. Para que, entdo, definir convergéncia?

Oque ocorre, no entanto, é que, dada a seqiiéncia espectral {EP?,d,} construida
a partir da filtragao de um complexo filtrado K, como podemos saber se ela converge
para H*(K,d) e ndo para algum outro grupo, digamos H*(L,d")? Para ilustrar, seja
M um médulo livre graduado. Considere o complexo K & M, com diferencial d &0 e
filtragao dada por

i (Kp+z@M) C(K,®M) C (K‘,,__l SM)---
Nio é dificil ver que as seqiiéncias espectrais de K e de K © M, construidas a partir
das respectivas filtragdoes desses modulos, s@o iguais. Assim, uma mesma seqiiéncia
espectral converge para H(K,d) e H(K,d) @M.

Surge entdo a pergunta: como (ou quando) a seqiiéncia espectral {E”?,d,} cons-
truida a partir da filtragdo de um complexo filtrado K, determina completamente o
mdédulo H(K,d)?

Para respondermos a esta pergunta, consideremos um complexo filtrado K e supo-
nhamos que a filtracdo de K € regular, isto €,

K,NK?=0 para p > n(q).
Entao, deduzimos que
ZPi=7P9%parar > n(p+q+1)—p,

pois se x € ZP9, temos dx € K., NKP*¥*!, médulo que € nulo para p+r > n(p+
g+1). Além disso, temos d, = 0 sobre EP? para r > n(p+ g+ 1) — p, pois, para os
valores de r em questdo, vale ZPT59~"1 = (.

Uma vez que, para p e g dados e r suficientemente grande, d, € nulo. sobre EF¢
temos, mediante a identificagdo H(E,) = E,_ . uma aplicagdo de EP? sobre EP4,

visto que ZP4 = ker(d, : EP? — EP+ra-r+l) = P4, Jterando estes homomorfismos,
obtemos epimorfismos
6] : EP9 — EPY

definidos para s,r > n(p+qg+1) — p.

Evidentemente, estes 6] gozam das relagdes de transitividade que permitem definir
o limite indutivo? dos E”¢ quando r aumenta indefinidamente. Vamos ver que limite
indutivo é precisamente E£9.

Com efeito, para r suficientemente grande, temos ZP¢ = Z29 e ZP+ 9 = ZZ+19~1.
Além disso, para todo r temos B?9 C B29. Como valem as férmulas

P9
Pq — Z
F BP9 4+ 7Zptla-l
r—1 r—1
P9
EP4 = Z

*  BP94zptle-l’
2Para mais detalhes a respeito de limites algébricos vide o Apéndice A
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entdo para r suficientemente grande temos um homomorfismo candnico
6. :EP9 — EBY

induzido pela aplica¢ao identidade Z29 — Z29. Veja que este homomorfismo € eviden-
temente sobrejetivo. Além disso, uma vez que 6, € induzido pela aplicagdo identidade
ZP9 — ZP49, tem-se a relagdo de compatibilidade

0. =0506/, r<s.

Para ver que EZ9 se identifica com o limite indutivo dos EP*¢ resta ver que BZY ¢ a
unido dos BP9, fato este que resulta de K ser a unido dos K.

Como conseqiiéncia deste resultado, consideremos dois complexos filtrados K e L,
e um homomorfismo f : K — L (compativel com as graduagdes e filtragdes). Deduzi-
mos, de maneira evidente, homomorfismos

E.(K)— E.(L)

comutando com os diferenciais d, compativeis com a identificagdo E, , | = H(E,) para
r finito e, com as identificagdes E.(K) = G(H(K)), E=(L) = G(H(L)). Dito isto,
suponhamos que as filtragdes de K e L sdo regulares. Com esta suposi¢do, 0 mesmo
ocorrerd com as filtragdes de H(K) e H(L). Entdo, se o homomorfismo E.(K) —
E.(L), deduzido de f, é bijetivo, 0 mesmo ocorrerd para f* : H(K) — H(L). Levando
em conta que, se f*: E,(K) — E,(L) € bijetiva para um indice r,, ela também serd
bijetiva para todo r > r; temos o resultado seguinte:

Teorema B.2. Seja f um homomorfismo de um complexo filtado K em um complexo
filtrado L. Suponhamos que as filtracées de K e L sao regulares. Se, para um inteiro r
o homomorfismo f* : E,(K) — E,(L) é isomorfismo, entd@o o homomorfismo

fP:H(K)—=H(L)
também é um isomorfismo.

Com este teorema, ficam eliminados problemas como o exposto na pagina 100,
pois a seqiiéncia espectral construida a partir da filtragdo de um complexo graduado,
converge para um tinico médulo, quando esta filtracdo € regular, a saber, 0 médulo
H(K).

Para concuir nosso raciocinio, queremos saber quando podemos determinar expli-
citamente H(K) a partir de E.(K).

Em geral, quando a filtragfo € regular, ndo se consegue determinar explicitamen-
te H(K). Entretanto, se supusermos que a filtracdo de K ¢ limirada, i.e., para cada
dimensdo n dos complexo K, existem valores s = s(n) e t = t(n) tais que

K'=KNK"DK  NK"D---DK_ NK"DKNK" D0,
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entdo, sendo este um caso especial de filtragdo regular, o Teorema B.2 se aplica, le-
vando a conclusdo de que a seqiiéncia espectral {E£79,d,} construida por meio desta
filtracdo, converge para um tnico valor, a cohomologia H (K), com

i EP ()
= T FrHI(HPH(K))

Para ver que H(K) pode ser efetivamente recuperado a partir de ., ¢ sufuciente notar
que F'(HPY9(K)) = HPY9(K) quando r > t(p+q) e F'(H?*9(K)) = 0 quando r <
s(p+q).
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