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Resumo

O trabalho tem por linha bdsica estudar a teoria dos pontos criticos em dimensdo infinita e
mostrar algumas de suas aplicacdes. O principal resultado ¢ o desenvolvimento de uma teoria de
Morse considerando pontos criticos degenerados e com hipdteses de baixa diferenciabilidade, o que

nos permite recuperar o Teorema de Gromoll e Meyer para geodésicas fechadas no caso de métrica
de Finsler.

Abstract

The goal of this dissertation is to study infinite dimensional critical point theory showing some
of its possible applications. The main result is the development of a Morse theory with low differ-
entiability hypothesis considering degenerate critical points, what allows us to state the Gromoll
and Meyer theorem for closed geodesics in the case of Finsler metric.
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Organizacao do Texto

O texto se destina a um primeiro estudo em teoria dos pontos criticos, especialmente a Teoria
de Morse e a Teoria de Lusternik-Schnirelman.

No primeiro capitulo fazemos uma breve introducido histérica do desenvolvimento da teoria dos
pontos criticos comentando alguns problemas que motivaram este desenvolvimento.

Nos dois capitulos subsequentes sdo feitas as generalizagdes e corregdes para o caso de dimensio
infinita de conceitos e resultados conhecidos para dimensio finita. No segundo capitulo tratamos
da extensio dos conceitos e resultados bdsicos do Céleulo para espagos de Banach em geral. No
terceirc vemos o que acontece com o conceito de Variedade Diferencidvel em dimensio infinita.
Neste sentido, um ponto fundamental € o teorema de Sard-Smale. Ainda no terceire capitulo
apresentamos os primeiros resultados estudados em teoria dos pontos criticos. O principal resultado
desta secao é o Lema de Morse que serd fundamental no capitulo seguinte.

Nos dois proximos capitulos passamos ao estudo da teoria dos pontos criticos propriamente dito.
O quarto capitulo é reservado ao estudo da teoria de Morse em espacos de Hilbert. Também neste
capitulo fazemos uma introdugdo ao calculo das variagdes usando-o como um exemplo de aplicagio

possivel para a Teoria de Morse. O capitulo 5 é dedicado & teoria de Lusternik-Schnirelman em
variedades de Finsler.

No tdltimo capitulo apresentamos avangos para alguns resultados como uma versio do Lema de

Morse para pontos criticos degenerados e uma pequena extensdo do trabaltho do professor Mercuri
em sua tese de doutoramento ([6]).

Adriano Adrega de Moura
fevereiro/2000
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1 Introducgao

Teoria dos pontos criticos é um conjunto de resultados relacionando a topologia de variedades &

estrutura dos pontos criticos de funcdes reais nelas definidas. Neste sentido o teorema tipico em
teoria dos pontos criticos é o seguinte :

Teorema Modelo . Sejama M uma variedade e f : M — R satisfazedo um certo conjunto de
hipdteses. Entdo existe um invariante topoldgico de M, digamos (M} = ¢ € N, tal que ¢ numero
de pontos critiocos de f é pelo menos ¢.

Um exemplo trivial de tal teorema é o seguinte :

Teorema . Se M for compacta e f for diferencidvel, f tem pelo menos 2 pontos criticos.

Os resultados mais cléssicos neste sentido so conhecidos como Teoria de Morse. A Teoria de
Morse foi originalmente desenvolvida para variedades de dimensao finita {veja {14]) e posteriormente
estendida para variedades de Hilbert por Palais e Smale ({1, 4]). A outra teoria de pontos criticos que
iremos tratar é a Teoria de Lusternick-Schnirelman seguindo de perto os artigos {2, 3]. Embora nio
tao fina quanto a Teoria de Morse, que é capaz de identificar o indice dos pontos criticos, a Teoria de
Lusternick-Schrirelman se aplica a variedades de Banach sob hipéteses de diferenciabilidade mais
fracas que as que sao usadas na Teoria de Morse. No que se refere a diferenciabilidade, vale a pena
ressaltar que as hipéteses classicas para se desenvolver a Teorla de Morse (tanto em [14] quanto
em [1]) eram de fungdes pelo menos C? com pontos criticos todos nio degenerados. Com o artigo
[9], Mercuri e Palmieri conseguiram através de um lema de Morse com hipdteses mais fracas de
diferenciabilidade (funcdes C* duas vezes diferencidveis em seus pontos criticos ndo degenerados),
possibilitaram a recuperagao de toda Teoria de Morse sob tais hipdteses.

O Teorema Modelo da teoria de pontos criticos vem sendo aplicado para resolver varios proble-

mas. Ao final do capitulo 5 usaremos a Teoria de Lusternick-Schnirelman para provarmos o seguinte
resultado :

Teorema . Seja M uma variedade riemanniana n-dimensional compacta e conexa. Dados dois
pontos .,y € M, existem infinitas geodésicas ligando z a y.

A maneira de se usar teoria de pontos criticos para demonstrar tal resultado é a seguinte. Con-
sideramos o conjunto A{M;z,y) de todos os caminhos (suficientemente regulares definidos em um
intervalo fixo) que ligam z a y. Se M for uma variedade riemanniana, podemos munir A(M; z, y)
com uma estrutura de variedade riemanniana também. Um resultado basico da geometria rieman-
niana (usando célculo das variacbes) diz que as geodésica de M s8o os pontos criticos da energia
de A(M;z,y) que é a fungdo L: AMM;z,y) =R

L) = [ Ie'l?

Um problema similar é o de encontrar geodésicas fechadas, i.e., ao invés de considerarmos os
caminhos ligando z a y, olharemos para o cinjunto A(M) dos caminhos periédicos (a{0) = «(1}).
Como veremos no capitulo 6, este problema é bem mais complicado de se resolver que o anterior,
mas, em 1969, Gromoll e Meyer estabelceram o seguinte resultado ([13]) :



Teorema . Seja M™ uma variedade de Finsler compacta e simplesmente conexa. Se a cohomologia
de M nao for uma algebra polinomial truncada em uma varidvel, entdo existem infinitas geodésicas
periédicas (ndo triviais e geometricamente distintas).

A demonstragido do teorema de Gromoll e Meyer usa a Teoria de Morse, porém os pontos
criticos (na realidade sdo subvariedades criticas de A(M)} que surgem podem ser degenerados, o
que provocou a necessidade de um lema de Morse (e correspondente Teoria de Morse) que nao
tivesse a ndo degenerecéneia dos pontos criticos como hipétese. Esta versio do lema de Morse
(para fucdes C?) foi demonstrada por Gromoll e Meyer em [12] e usada em [13].

Observe que as variedades (simplesmente conexas} que ni satisfazem as hipéteses do teorema
de Grommol e Meyer (S, CP* HP" e CaP?) também possuem infinitas geodésicas fechadas (ndo
triviais e geometricamente distintas), porém, ainda nio se tem uma demonstracio do teorema sem
considerar estes casos separadamente.

Em 1973 Katock [15, 16] construiu um exemplo de métrica de Finsler em S? que admitia
apenas um numero finito de geodésicas fechadas. Posteriormente Ziller ([17]) construiu exemplos
do mesmo tipo para os espagos projetivos. Estes fatos trouxeram a tona a pergunta “O teorema
de Gromoll e Meyer vale para o caso de méirica de Finsler 7”. A resposta ¢ afirmativa e a primeira
demonstracio foi dada por Mathias ([18]) usando uma teoria de aproximacio de dimensdo finita
inspirada no tratamento de Milnor para o problema de geodésicas entre dois pontos. No intuito de
recuperar a demonstragdo de Gromoll e Meyer, F. de Souza obteve em sua tese de doutoramento
([10]} um lema de Morse no estilo de Gromoll e Meyer (sem hipdtese de ndo degenerecéncia)
com hipdteses de diferenciabilidade malis baixas (veja no capitulo 6), de fato, com as hipdteses de
diferenciabilidade satisfeitas pela energia de Finsler. A partir deste lema os argumentos de Gromoll
e Meyer se aplicam novamente.

No capitulo 6 veremos que as propriedades de diferenciabilidade satisfeitas pela energia de
Finsler também sdo verificadas para uma classe maior de problemas variacionals que chamamos
de problemas variacionais super regulares, de modo que podemos obter resultados similares ao de
Gromoll e Meyer para estes problemas.



2 Calculo em Espacos de Banach

2.1 Diferenciabilidade

Definicao 2.1.1. Sejam E,F dois espacos de Banach sobre R e uma fungdo f . U CE - F, U
aberto. Dizemos que f é diferencidvel em zg (segundo Fréchet) se existir uma aplicagio dfy, : E = F
linear e continua tal que Vi com h +xg € UV vale :

flwo + k) = f(zo) +dfseh +7(h) e lim “?["[(;“)EE s ()

A aplicagio dfy, é chamada de diferencial {ou derivada) de f em zg. As vezes denotaremos dfy,
por f'{zg). Se f é diferencidvel em todo ponto dizemos simplesmente que f é diferencidvel.

Proposigao 2.1.1.

1. Se f é diferencidvel em 7y também é continua.
2. Se f é diferencidvel em zj entdo a diferencial é Gnica.

3. Se f é continua em zjy e A € uma aplicacio linear t.q. limp 0 7 (IOM)EJ“(W)_A'L” = 0 entdo
A é continua. ’

4. Vale a regra da cadeia.

Dem.:

1. Direto da continuidade de dfy, e de r em 0.
2. Tome h € E,t € R. Temos dfz(th) + r(th) = flzg + th) — f(zg), de onde segue que

oo @0+ 8h) = fzo)

t—0 t

= dfz,h
A uanicidade de df;, segue da unicidade do limite.

3. |AR| < ||Ah ~ f(zo +R) + f(zo)ll + i flzo +R) ~ f(zo)l] = limpq JAR] = 0 = A é continua.

4. Temos que f(zg + h) = f{zo) + dfz,h + r1(h). Assim
.

9(F (0 + B) = 9(F(20) + &) = g(F(50) + dageosk + r2(k), ou ainda,

g(flzo + b)) = g(f{zo)) + (dgj(zyydfe ) + {dgag)71(h) + ra(h).

-

e

ra(h)
dgf(zeydfoe € continua, pois é composicdo de continuas; r3 satisfaz a defini¢do 2.1.1 pois
i A0 . ¢ 1- s
T "B ldfzo € lldg seoyri (M < lldgsag)lllirs ()] Assim go f ¢ diferencidvel e d(g o f)a, =
49 (zo)4fzo-

a



Teorema 2.1.2. (Desigualdades do valor médio) :

1. Sejam J = [a,b],f : J = E,p : J — R continuas e diferencidveis em (a,b). Suponha que
lldfell < I/ (EH1)] Ve Entdo [£(b) — f(a)l} < l@(b) ~ w(a)].

2. Se ||dfilf S M = ||f{5) — fla)ll < M (b~ a).

3. Seja f : U ~» F tal que zo +typ € U e exista f'(zo + tyo) Vi € [0,1]. Ent ao existe M tal que
| f(zo +yo) — Flyoll < Mligoll.

Denote por Li(E,F) o conjunto das aplicagdes k-lineares continuas de E em F. Se f é diferenciavel
em U podemos olhar para a aplicacdo f': U — L(E, F) e perguntarmos se f' é diferencidvel. Assim
definimos, indutivamente, a n-ésima derivada de f (f(® = d"f) e escreveremos que f é C* se a
k-ésima derivada de f for uma funcao continua.

Dizemos que uma bijecio £FUC E -V C F é um difeomorfismo C* se f e £~ forem C*.

Temos ainda um conceito de diferenciabilidade mais fraco :

Definigdo 2.1.2. Seja [ : U — F,zg € U como na definico 2.1.1. f é diferencidvel (segundo
Gateaux)} se existir aplica¢do linear limitada A : E — F t.q. VA € E vale :

i £ (@0 £ th) — flwo) _
t—0 i

Ah

A ¢ chamada diferencial de Gateaux de f em z; e sera denotada por f;(zo).

Observacdo: Uma funcio diferencidvel segundo Gateaux pode no ser continua e, portanto, nio diferen-
2
ciavel segundo Fréchet. Estude (;3%z)? por exempio.

Proposicao 2.1.3. A diferencial de Gateaux ¢ tinica. Se f é diferencidvel (segundo Fréchet)
também ¢é segundo Gateaux. Se f é diferencidvel segundo Gateaux e f/, : U — L(E,F) é continua
em To = f ¢é diferencidvel em z¢ e dfy, = [ (o).

Proposigao 2.1.4. Suponha f diferencidvel segundo Gateaux em U. Sejam z1, 20 € U t.q. V ¢t €
[0,1] = ~vt) =itx + (1 —t)z2 € U. Entdo :

1£(@2) = F(ell < ( sup 1F6(rE])ler = oa
0<t<1
Dem.: Considere fov:[0,1] = F. fo-y é diferencidvel e (f o 7Y {t) = fL{v(£))(z2 — z1). Tome
weF = po foy:[0,1] = R é diferenciavel. Usando o teorema do valor médio :

e flzg) — flzy)) = w(f&;(s:cl + (1 = s)z2)(zg — zl}) para algum 0 < s < 1

Assim temos |@(f(x2) — flz1))] < |lwll (supog551 Hfé;('y(t)}”)limg ~ z5]]. Evocando o teorema de
Hahn-Banach, escolha ¢ t.q. ol = 1,0(f(z2) — f(z1)) = ||f(z — 2) — f{z1)l]-
[



Teorema 2.1.5. Se { é duas vezes diferencidvel em z¢ = f“{xy) € L2(E,F) é simétrica.

Dem.: Tome h,k € E “pequencs” e defina

PYlh, k) = flowo +h + k) — f(wo — h) — Flzo + k) + Flzo)
Yu(&) = flzo + h + &) — flzo + &)

Assim ¥(h, k) — f"{zo) (R, k) = (k) — va(0) — f"(z0){h, k). Fixando h temos f"(zo)(h,.) :E—F
linear e limitada. Aplicando a proposicao 2.1.4 a ¥ — f”(zo) na variavel k obtemos :

(s k) = £ (20) (k) < ((sup lidlmnk) = (0) — " (20) Ry D) el =
0<t<1

= sup [|f'(zo + R+ tk) ~ f'(zo +tk) — f(zo)(h, )} K]
0<t<1

Seja a(zq,v) = fl{ee +v) — f'{ze) — f"(zo)(v,.). Como fé duas vezes diferencidvel em zg temos

lo(z0,0)l| < elvl se [lol] < 6. Tome, entdo, h, & t.q. Al < /2, [k < 6/2:

[k, k) = £(z0) ()| < ( sup lio(eo, h + k) — a(zo, )]} Il < (i + 2 kDIIE]
0<t<1
Analogamente, trocando o lugarde he k

1k, B) — £ (zo)(k, b} < e(@lR]] + HEID{R]

Como 1 é simétrica segue que
17" (o) (h k) ~ (o) (b, R)| < 2e(RIIEIL + IR + &1

sempre que [|All < ¢/2 e [kl < 6/2. Mas f"(zq) 6 homogénea de grau 2 em {h,k) = Vh.k,c, a
desigualdade acima vale e o resultado segue.

O
Coroldrio 2.1.5.1. f*(zq) € Li(E,F) é simétrica.

Observacgao: A aplicagdo bilinear d° f, : E? — F é chamada de hessiana de f em z. No caso em que F=R,
a hessiana de f é uma forma bilinear simétrica. Dizemos que uma forma bilinear simétrica B num espaco de
Banach E & ndo degenerada, se a aplicacdo linear Tg:E- E* dada por Ty (ulv =B(u, v}, for um isomorfismo
linear, caso contrario, B é dita degenerada. Além disso, definimos o indice de B ( ind(B) }como sendo o

supremo das dimenstes dos subespacos V C E t.q. B é negativa definida. O coindice de B serd o indice de
-B.

Definicdo 2.1.3. Sejam Uy CE1, Uy C Bo, U =U; x Uy C E; xEz = E. Considere f : U - F g,
para {zo,y0) € U, defina fr, : Us = F, fz,(y) = f(zo,y). Analogamente defina f,,. As diferenciais
de fz,. fyo, 5@ existirem, serdo chamadas de derivadas parciais de f em (zg, yo) em relagio & primeira
e segunda varidvel, respectivamente. Elas serfo denotadas por d; fiz, y0),7 = 1, 2.

Observagao: Veja que a existéncia das derivadas parciais seguem da existéncia da diferencial de Gateaux.
Podemos generalizar esta definico para um mimero finito de “varidveis”. Também podemos definir as

derivadas parciais de ordem superior de f : di(d;f) = d;;f. Assim, se f for duas vezes diferencidvel, o
teorema 2.1.5 diz que dy ; fro.00 = @56 faq.y0-



Proposicao 2.1.6.

1. Sed;f : U = L{E;, F) estd definida e é continua = df : U — L{E,F) ests definida, é continua
e

df(a:a,yo}(hi= ho} = a1 f(zo,50) 1 + daf(zo,y0) 12

2. Considere f : U C E — F; x Fo e m; a proje¢do na i-ésima coordenada. Mostre que f é
diferenciavel se, e 86 se, 1; o f é diferencidvel para todo i

Vamos agora definir mais alguns conceitos que faremos uso mais tarde.

Definigdo 2.1.4. Suponha que [ seja um funcional linear continuo, { # 0, em E, chamaremos
de meio espago (positivo) determinado por [ o conjunto E* = {z € E;l{z) > 0}. O conjunto
OE+ = {z € E;l{z) = 0} é chamado de bordo de E*. Se UC E¥ é aberto, diremos que uma funcio
f:.U—F é C* num ponto z € U NIET se existir uma fungio CF g:V—F, onde V é uma vizinhanca
de z em E, coincidindo com f em Un V. Dessa maneira definimos d" f; = d"g,.

Definigdo 2.1.5. Dada uma fungio C*~! fUC E — F, se d*"1f:U— Ly, (E,F) for localmente
lipschitziana dizemos que f é de classe CF™.

2.2 Integragao

Definicdo 2.2.1. Uma funcdo g : [a,b] — E é chamda de func¢io escada se existir uma particio
de [a,b], tg =a < & < -+ < t, = b, t.q lit: tisq) € constante. Uma funcdo regulada é o limite
uniforme de uma sequéncia de funcoes escadas.

Definicdo 2.2.2. Se g é uma fungio escada subordinada a particdo {i:}, gl .., = ¢i, definimos

a integral de g por
b -1
f g:= Zci(ti—i—l ~ t;)
@ 1=

Para uma fungao regulada ki = lim g,, definimos
b b
/ b= lim Gn
@ Loy OO a

Observacio: E razoavelmente claro que a definicio acima estd bem feita, ie., a integral de funcdes escadas
nao depende da parti¢do do intervalo e o lim [ ab gn existe e ndo depende da sequéncia escolhida.

As seguintes propriedades sdo de demonstragio imediata

Proposicao 2.2.1.

1. Toda fungdo continua é regulada.
b b &
2 [ f+re=lf+Lg
3. Se b é regulada e T : E — F ¢ linear limitada = T [*h = [ T oh.

4. Seja h regulada e |A] : [a,8] = E, |A|(¢) = {h(2)].Temos || [T alj < fP|hle [T h= [ h+ [} h.

6



Teorema 2.2.2. (Fundamental do Calculo): Seja f : [a,b] — E continua e defina g : [¢,b] — E

por : .
o / f

Entio g é diferencidvel e g'(40)(1} = f(#o).
Dem.: Fixe #p € [a,b] e tome ¢ > 0. Mostremos que existe § > 0 tal que se |s| < J§ entdo

/ i [ peos] = / T p = pes| < el

a

Pela continuidade de f encontramos 6 t.q. ,{s| < d = ||f(tg + s) — f{to)l| <. Entdo

“ /t”s - s M ” sl =] s < [0 - sl < el

to 0 ¢ to
O
Coroldrio 2.2.2.1. Se f:UCE—=Fé Cleuxg,yo €U com zg +tyo €UVt € [0,1] vale :

1
Flzo+y0) — Flzo) = [ﬂ 7 (w0 + to)vo

Teorema 2.2.3. (Férmula de Taylor): Considere f : U C E — F de classe C? e zg,y0 € U
t.q. para todo ¢ € [0,1],zq + tyy € U.Entao :
k=1 1
Flao+ o) = flza) + 3 ' faot+ [ 96 VE=L....p (22.)

n=}

onde
(1—t)F?

d™ feoty = d" foo (Yo,--- %) e g(t)= —(‘Wf(k)(ma + tyo)uh

nvezes

Dem.: Para k=1 estd claro. Usando inducdo em k, suponha que
k-2 i
1 Ti
flzo +yo) = flzo) + Z ;;;d"fxoy@ —i—/o Gr—1 (2.2.2)
ne=l

—k
e defina @(f) = {}‘(—kt_}*ﬁ;—,F(f) = f = (zq + tyo)yi 1. Agora integre

1 1 1
[(991"’)'=f eD’F+/ oF
0 0 0

obtendo
(k=1)( )yk—l 1 {1 ___t)k—Q 3 _ L — st
Ll [ e+ o+ [ G s o + ol =
1 1
= —f Gk—1 +/ Gk
0 0
Ou seja :
1 1 {(k—1) k-1
I T
/0 Gr—1 2/0 gk + = (;g(__el))fe (2.23)

Substituindo (2.2.3) em (2.2.2) obtemos (2.2.1).



Corolario 2.2.3.1. Nas hipdteses do teorema 2.2.3 temos

Flao+y) ~ flzo) = S8 L £ ™ (z0)yf

=0
{0 lwl*

Definicao 2.2.3. Dados espagos de Banach E, F e uma funcdo f : U C E — F definida num aberto
de E, dizemos que [ é fortemente diferencidvel em z se f for diferencidvel em z ¢

lir r(y) —r(z)
yr—z iy — 2]

= {

onde r{y) e o resto da expansio em férmula de Taylor de f em torno de z :
fly) = fz)+ fllz)e —y) +rly)

Observacao: Em outras palavras, f é fortemente diferenciavel em x se, e s6 se, for diferencidvel e dado
g > 0, existe uma vizinhanca de x onde r(y) ¢ lipschitziana de constante . Em particular { é lipschitziana
em tal vizinhanca. E claro que se f for diferencidavel em uma vizinhanga de z, f serd fortemente diferencidvel
em T se, e somernte se, {’ for continua em z.

2.3 Teorema da Funcao Inversa

Teorema 2.3.1. (Teorema da Contracio de Banach-Caccioppoli) : Seja M um espago
métrico completo na distancia d e T : M — M uma funcio que, para algum & € [0, 1) vale

d(T(x),T(y)) < kd(z,y)
Entao T é chamada de contracio e possul um tnico ponto fixo zg. Além disso, para todo z € B,
a sequéncia (T™(z)) converge para zg.
Observagao: A demonstracio usual feita emn dimensao finita funciona aqui.

Teorema 2.3.2. (Teorema da Funcdo Inversa): Se f: U CE s Fédeclasse CF k> 1e
zo € U é t.q. f'(wo) : E = F é isomorfismo linear = 3y 3 z0,U; C F t.q. fly, : Up = Uy tem
inversa de classe C*.

Dem.: E suficiente supormos F = E, f'(zg) = I,z = 0 = f(zq).

Seja g(z) = z ~ f{z) = g € C¥(E),g(0) = 0. Tome r > 0 tal que ||zl <r = | @) < 3.
Usando o teorema do valor médio obtemos {jg(z)il < sup{|g'{¢tz}||liz];0 < ¢ < 1}, portanto
Q(Br(o)) C Br/2(0)

Fato : Vy € B, »(0) 3z € Br(0) t.q. f(z) =y.

De fato, seja g,(z) = z +y — f(z). se |yl < r/2]zll <7 = lgy(@) < Il + lo(@)] < r
Entéo g, (B,(0)) C B (0) e llgy(x1) — gy(z2)|l < supllg’(z)l}l|z2 — z1]f < llz2 — 21| Logo gy é uma
contracio e o fato segue pelo teorema da contracio de Banach.

Fato : Vy € B.3(0) 3z € B (0) t.a. f(z)=y.

Se y € B,;2{0) C B,;2(0} encontramos tal z € B,(0). Mas 2 = g, () + flz) —y = gy(z), logo
izl = llgy {2}l < llyll + llglz)ll <7, ou seja, = € B.(0).
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Defina Uy = f 7' (B, 2(0)) N B-(0).Uz = B, ;5(0). Assim f : Uy — U é bijetora, portanto, tem
inversa.

Fato : f—! ¢ continua.

De fato, [jz1—z2|| = o1+ f(z1)—fz1) 2o~ fla2) +f(z2) | < [ (1) - Flz2)+lig(z1) —glz)l] <
I1f(z1) = f(z2)ll + §llwy — 2o Portanto a1 — zalf < 2/|f(x1) — Flz2)]l.

Fato : f~! € C*(E).

Como |jig'(z)ll £ 1/2 se ||z|| < r segue que f'(z) = I — ¢'{z) & invertivel. Mostremos que
d(f YV = f(@)7 Sejay = flz),m = flz1)

17 ) = ) = @] -l = llz -2 — @)y —w)ll =
llz — 21 = @) (fle)e — 21) +r(z — e )] = [ (e)] (e — 1) <
L (@)~ Hir(e = 20l
Agora se [z — il < 2y — will = limy,, T—H%»};—‘} = 0 pela continuidade de f~!. Logo
dlf N = flz)™t = -1 € CKE), pois f/(z;) = [Flz1)]"! € C.
O

Uma aplicacao unportante deste teorema é o

Teorema 2.3.3. (Teorema da Fungdo Implicita) : Seja f: U =U; x Uz C E — F, com
E = E;, x Eg, de clase C¥,k > 1. Tome (z0,y0) € U e suponha que da2fizoe) * B2 = F seja
um isomorfismo com f(zg,y0) = 0. Entao existe g : (7; < U — Uy continua com g(zg) = yo e
flz,g(z)) = 0. Mais ainda U, pode ser tomada de forma a g ser C*.

Dem.: Como antes podemos supor Bz = F, da 5 ) = Ir. Considere ¢ : U — Ey xF = E definida
por @(z,y) = (z, f(z,y)). Portanto

' (zo, y0) = I 0
drf {zo.y0) da.f, {zo,¥0)

Logo ¢ é invertivel perto de (zg,yp). Defina 1 = ¢! = o(z,2) = (x,h{z,2)),h € CHF).
Considere g(x) = h(z,0), temos :

(z,f(@,9(z))) = ¢lz,9(x)) = ole,h(z,0)) = (¥(z,0)) = (z,0)

e assim f(x,g(z}) = 0.
O

Observacgao: Observe que a demonstracio do teorema da funcio inversa e, consequentemente, da fungéo
implicita, funciona se supusermos apenas que a funcdc é continua e fortemente diferenciavel no ponto em
questdo. Obviamente que f serd apenas um homeomorfismo fortemente diferencidvel em tal ponto. Usaremos
esta versdo no capitulo 6.



2.4 Equacgdes Diferenciais Ordinarias

Definigdo 2.4.1. Um campo de vetores em U C E é uma funcdo X : U — E. Assumiremos
que X é no minimo CY. Uma cuwrva integral de X com condicdo inicial z¢ € U é uma funcio
C*k>1,a: J— U, onde J é um intervalo contendo 0, e t.q.

al0) =z {t) = X(a(t)) (2.4.1)

A equacdo (2.4.1) é equivalente & seguinte :

a(t) =z + /:f o (2.4.2)

Definigao 2.4.2. Uma fungio a: J x Uy, — U, onde U, é uma vizinhanca aberta de ¢, tal que

Yz € Uy, a fungdo a.(t) = aft, z) é uma curva integral de X com condi¢io inicial z é chamada de
fluxe local de X em zy.

Teorema 2.4.1. (Picard) : Seja X : U ~+ E um campo vetorial k-lipschitziano. Considere zp €

U,a€(0,1) t.q. Baglze) = {y;lly —zoll <2a} CUel|X(z)]] <L Vz€ By,(xzg). Escolhad >0,
b < min{a/L, 1/k}. Entdo existe dnico fluxo local a: {~b,b) X By(zy) = U.

Dem.: Tome z € B,(zo} e defina
M = {a: [~bb] — Bsg{zg); « continua com a{0) = z}

M é fechado em C°{[~b,b],E) e, portanto, completo na norma induzida (norma do sup).
Para cada o € M defina (Ta}(t) = =z + f(}tX oa. Entdo |[Talt) —z|| < bL < a e Ta(0) = =z,
portanto, T(M} C M. Além disso, se o, 8 € M =

[Ta~TH[<b sup [|X{als)) — X(B(s)] < bkfla— 3]
s€[—b.b]

Agora bk < 1 = T é contracdo. Sendo M néo vazio, o resultado segue pelo Teorema da contragio
de Banach

O
Coroldrio 2.4.1.1. A aplicaciio z = «, definida de B,(zg) em C°([—b,b], E), é lipschitziana.
Dem.: Seja 1% a contragao definida no teorema 2.4.1 referente ao ponto inicial z. Entao temos
lag — Tyag|l = (T — Ty)ee|| < iz — yil. Defina ¢ = bk. Assim
oy = TPexel] < llow = Tyl + - - + IT0 e = Thaul < (L4 e 4+ ™ Hllz — g

Como lim, T} 0y = ay e 0 <c < 1, temos |lay — oy fl < (30 Hllz - yl)-
O

Observacao: Se E tiver dimensio finita é possivel demonstrar a existéncia de curvas integrais para campos
continuos, perdendo a unicidade (Teorema de Peano). Porém, existem exemplos de campos continuos em
espacos de Hilbert de dimensdo infinita, que n&o possuem curvas integrais.
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3 Variedades Diferencidaveis

3.1 Variedades e Fibrados

Defini¢do 3.1.1. Sejam E um espago de Banach e M um espago topoldgico qualquer. Uma carta
modelada em E para M, ou uma E-carta para M, é um par (U. ¢}, : U C E =M, onde U & aberto
e i € continua tais que :

1. (U} é aberto em M.

2. ¢: U — (U} é um homeomorfismo.

Se F é outro espago de Banach e (V, ) é uma F-carta para M, dizemos que ela é C* compativel
com (U,p) se ™ o o7 (V) = ¢ HeU)) e o7t otp : 7 {p(U)) — ¢ 1 {&(V)) forem
funcies C*.

Um atlas C* modelado em E para M, ou um E-C*-atlas para M, é uma colecio & = {{Us, i)}
de E-cartas C'* compativeis tais que | @(U;) =M. Dois atlas sdo ditos C* equivalentes se qualquer
carta de um for CF compativel com qualquer carta do outre.

Proposigdo 3.1.1. Sejam (U, ), (V, ) uma E-carta e uma F-carta para M com ¢ {¢(V)) # 0.
Se (U, ), (V, %) sao C* compativeis (k > 0) entdo E e F sdo espagos de Banach isomorfos.

Observacao: Pela proposicio anterior, se M for conexa, podemos exigir, sem perda de generalidade, que
todas as cartas de um atlas C*, &k > 0, estejam modeladas no mesmo espaco de Banach. Observe também
que dois atlas sdo equivalentes se, e s6 se, sua unifo é ainda compativel.

Definicio 3.1.2. Uma E-C* estrutura diferencidvel em M é uma classe de atlas equivalentes.
Dessa forma podemos associar a uma estrutura diferencidvel emm M um atlas maximal em relacio
4 C* compatibilidade .

Defini¢io 3.1.3. Uma E-C* variedade diferenciavel é wm par (M,F), onde M é um espago de
Hausdorff satisfazendo o segundo axioma da enumerabilidade ¢ F ¢ uma estrutura diferencidvel em
M.

Observag@ao: Se permitirmos que U seja um aberto de um meio espagy de Banach na defirigdo 3.1.1
obtemos o conceito de variedade com bordo, sende que o bordo de M é o conjunto dos pontos © € M para
0s quais existe uma carta (»,U} com UC E* e tal que ¢ H{z) € UNSET # . O bordo de M serd denotado
por JM.

Definicdo 3.1.4. Uma C*-fibracio sobre uma E-C! variedade M ({ > k) é uma trinca (M, F, p),
onde F ¢ um espaco de Banach, M é uma C* variedade modelada em E x F e p é uma funcio C*
p:M -+ M que satisfaz

1. Yz € M, p~1{x) tem estrutura de espaco vetorial linearmente homeomorfa a F ( F é chamado
de fibra e p~l{z) é a fibra sobre z).
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2. Existe cobertura aberta {U;} de M e difeomorfismos C*,¢; : U; x F = p~1(U;) que sdo
isomorfismos lineares em cada fibra e tornam o diagrama abaixo comutativo

U, xF ATy p_l(Ui)
im ip
U, — U

onde 71 é a projecdo na primeira coordenada.

Defini¢do 3.1.5. Considere (M,F) e (N,G) E-C* e F-C* variedades. Seja f : M — N uma fungio
continua. Dizemos que f € de classe C", 7 < k, em 2o € M se, para toda carta (U, ;) € F tal
que zo € i (Ui) e (Vj, ¢y} € G com flzo) € ¢;(V5), %—1 ofog:U; = Ffor C" em ] *(zg). Se
U <M for aberto diremos que f € C™(U) se for C" em todo ponto de U. Analogamente obtemos o
conceito de funcio C7 entre variedades.

Tome uma E-C* estrutura diferencidvel F={(U;, ;) : i € I} em M. Seja TM={J,.; U; x Ex {i}
€ defina

(zo,v,1} ~ (yo,w,7) © To = ¢ 0i(ye) e v =d(p] ¥j)y(w)

Veja que ~ é uma relacdo de equivaléncia.

Proposigiao 3.1.2.

1. A aplicagio p: T2 s M dada por p([zo,v,i]) = @i(zo) estd bem definida e é continua.

2. p: 2 — M ¢é uma fibragio com fibra E.

3. IM tem uma (E x E}-C*~1 estrutura diferencidvel onde p é de classe C*~1.
Observacdo: Veja que p~l{y) = Uyeg[z, v,4], para algum i t.q. ¥ = @;(x),z € U;. Assim, temos um
isomorfismo candnico de p~!(y) = E dado por [z,v,i] — v.

Definicdo 3.1.6. O fibrado tangente a M é a variedade (TM,TF) onde TM=Z2 e T'F ¢ a estru-
tura dife-rencidvel dada na proposicio 3.1.2. A fibra p~!{y) serd chamada de espago tangente a M
em y e serd denotado por T, M.

Proposicdo 3.1.3. Se f: M — N é uma funcio de classe C™,r > 0, entre E-C* variedades, ela
induz uma aplicacio C"" L, Tf : TM ~+ TN que cobre f, ou seja, py o Tf = f o par e tal que
Tf :pif(x) — P (f(z)) é linear para todo z € M.

Dem.: Sejam F e G as estruturas diferencidveis de M e N. Tome zy € M e escolha (U;, ;) € F com
zy € @;(U;). Defina yo = ¢ (o). Escolha também (V;,%;) € G t.q. f(zo) € 1;(V;) e defina
zg = z,b;i(f(xo)). Entéo Tf serd dada por

Tf({iz"g, U:ﬂ) = [ij_lf(Pz(xO}a d(wj_lf‘iol)xo(v}sj]

&

Notacgdo: Denotaremos por dfy, ou f'{zg) a restricdo de T f & fibra sobre zo. Por simplicidade, dependendo
da situacao, umn elemento de TM poderd ser denotado por (z,v), v, ou simplesmente v.
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Observagido: Veja que T ¢ um funtor definido na categoria das E-C**! variedades com C**+1 funcdes, a
valores na categoria das C* fibracdes com C* fungdes entre fibrados.

Podemos interpretar o conceito de espaco tangente de um ponto de vista mais geometricamente
concreto. Umna curva de classe C7 emm M passando por zg é uma fungio o : (~e,e) = M, £ > 0, de
classe C" e com «(0) = x¢. Duas curvas ¢, 8 por zop serdo ditas tangentes (em zg) se, para toda
fungio C', f : U € M — R, U vizinhanga. de zg, tivermos d(f o a)g{1} = d(f o B)o(1). Assim temos
definida uma classe de equivaléncia no conjunto das C"-curvas por xg.

Proposigdo 3.1.4. Existe uma corresponndéncia biunivoca entre classes de equivaléncia de curvas
tangentes e os elementos de T, M

Uma maneira trivial de obtermos uma fibragéo sobre M com fibra F é considerar MxF que
denotaremos por 77(M). Dessa maneira, se f : M — N é C*T1, temos uma aplicagio induzida
7(f) : w(M) — 75(N) dada por

w(f){(z,v) = (f(z), dfzv)

Dessa forma, T é um funtor definido na categoria das E-C**! variedades com C**! funcdes a valores
na categoria das C* fibragdes com C* funges entre fibrados.

Defini¢do 3.1.7. Um funtor t, definido na categoria das E-C*+! variedades com valores na cate-
goria dos CF fibrados é dito um funtor tangente para fibracdes se :

1. t(M) for um E-fibrado sobre M e se £:M—N temos a induzida t(f):t(M)—t(IN)
2. Restrita a subcategoria dos espagos de Banach, t é naturalmente equivalente a

3. Se UC M for aberto e :U—M ¢é incluséo, entdo t{U)=t{(M)|U e t(i) é a inclusdo de t(U) em
t(M).

Teorema 3.1.5. O funtor T que leva M+—TM, f —Tf é tangente. Mais ainda, quaisquer dois
funtores tangentes para fibractes sio naturalmente equivalentes.

3.2 Campos de Vetores Tangentes

Considere que M seja uma E-C*+lvariedade com bordo, £ > 1. Dada uma curva C*+! em M
@ (—¢,e) M, definimos o : (—¢, &) —~TM, o levantamento candnico de «, da seguinte maneira,
se (U;, ;) 6 uma carta para M em «oft), entdo o'(t) = (a(t),de(1),1). Note que de fato poo’ = a.

Defini¢do 3.2.1. Um C*-campo de vetores tangentes em M é uma C*-secio X:M—TM,i.e., uma
funcio C* com p(X{z)) = z. Uma curva integral de X é uma curva Cla : (~¢,g) =M tal que
o = X oa. O ponto a(0) é chamado de condigio inicial de a.

Teorema 3.2.1. Se M= 0, para cada x € M, exite uma curva integral a, de X com condicio
inicial = tal que qualquer outra curva integral de X com condi¢do inicial z é uma restricio de .

Dem.: Basta usar o teorema de Picard

A curva dada pelo teorema 3.2.1 é chamada de curva integral maximal de X com condico inicial
z. Definimos também as funcgdes tempos de escape de X, t+ : M — (0, 400}, : M — [—o0,0) por
exigir que (t7(x),t"(z)) seja o dominio de .
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Proposigdo 3.2.2. Se t7{z} < s < t7(z) e y = az(s) = oz{t +s) = o(t). Em particular,
tT(y) =t (z) — s, t7{y) =tT(z) ~ 5.

Proposicdo 3.2.3. ¢ é semicontinua superiormente e ¢~ inferiormente. Além disso, se t7(z) < oo,
a;{t) ndo acumula em ponto algum quando ¢ ~ t1(z). O mesmo ocorre se {7 {z} > ~o0.

Coroldrio 3.2.3.1. Se M é compacta tT = e t™ = —oo.

Definicdo 3.2.2. Dado um C*-campo X de vetores tangentes a M, definimos
D=D(X)={(z,t) E M xRt {zx) <t <tT(z)}
e, paracada £t € R
Dy = {z € M;(z,t} € D}

Defina &: D —Me & : D; = M por &(z,t) = &(z) = a(t). O conjunto {®,}ser é chamado de
grupo (local) a um paradmetro gerado por X.

Teorema 3.2.4. D é abertoem MxR e © é C%. Para cadat € R, I, é aberto em M e &, é um C*-
difeomorfismo entre Dy e D_4, sendo $_; sua inverssa. Também, se x € Dy, §4(x) € Dy = z € Dyys
e @t-i—s(w) = @s(ét(i’))

Observacdo: Todos os teoremas desta seqio valem para campos de vetores C*~ numa variedade
de Banach C**1 com k& > 1.

3.3 Geometria Riemanniana

Seja K um espaco de Hilbert separdvel. Nesta secio M serd uma H-CFFl-variedade e, se € M,
<, >, serd um produto interno admissivel em M, ou seja, uma forma bilinear, simétrica e positiva
definida em T,M t.q. |llp7 {z),u,illl. =< [goz’.“l(z:),u,i],{npé_l(:z:),u,i] >L/% define a topologia em
T,M. Sejam <, > o produto interno de H e (U;, ¢;) uma carta para M. Definimos uma fungéo
Gipi(Ui) = S (S é o espaco dos operadores bilineares, siméiricos e positivos definidos em H) da
seguinte maneira : se z = @;(y}, ¢i(y) é um isomorfismo de H em T,M, logo, existe um dnico
operador positivo definido G;{z) em H com

< Gi@)u, v >=<[y,u.i,[y,v,i] >z (3-3.1)

Seja (Uj, @;) outra carta em M com z = ¢;(z) € V= ;(U;)Ne;{U;) # 0 e tome o difeormorfismo
h=gitog;: @7 (V) = ¢ (V). Assim () = ¢l (y)h'(2) e entdo

< Gj(@)u,v >=< [y, 97 (@)} (2)u, i), [y, 07V (@) (2)0,1] >o=< [y, B (2)u, ], [y, 1 (2)0, 1] >o=

< Gi{z)h (2)u, B (2)v >

Portanto G,(z) = dh}G(z)dh, e, como h é C*FL G, 6 C¥ em V se, e 56 se G; o for.

Definicdo 3.3.1. A aplicago © — <, >, é dita uma estrutura riemanniana em M se, para cada
carta (U;, ;) a fungdo G; for C*. Neste caso M serd chamada uma C**1-variedade riemanniana.
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Dessa maneira temos definida uma funcéo |||} em TM dada por || {y,u, & [| = | [y, 1, 4] ||4; ¢ tal
que ||.||* ¢ C* em TM e, consequentemente, |.|| é continua em TM e C* no complementar da secio
nula. Assim, dada uma curva o : [a,b] =M, t — Jlc/(2)]| é continua em [a,b] e

b
L@@=/\Mﬁﬁﬁ

estd bem definido e é chamado de o comprimento de a.

Dados dois pontos z e ¥ em uma mesma componente conexa por caminhos de M, sempre existe
uma curva C'* ligando um ao outro. Entdo podemos definir uma funcio p(z, y) em cada componente
conexa por camninhos tomando o infimo dos comprimentos das curvas C* ligando z a y.

Lema 3.3.1. Seja fia, b] — H uma funcio C*. Entio
5
[ufwM&zﬁﬂmwﬂwﬂ
e

Dem.: Se f{a) = f(b) estd claro. Caso contrario, seja gifa,b] — R com g(t)(f(h) - f(a)) seja
a projecio ortogonal de f(t)~f{a) no gerado por f(b) — f(a). Entio g é C*, g{a) = 0, g(b) = 1
e f(t) — f(a) = g(t)(f(h) — f(a)) + h(t) onde h:[a,b] — (f{b) — f{a))* é uma aplicagdo C!. Assim
f{t) = g’ (£)(f(b) — fla)) + h'(#) com b'(t) L f(b) — £(a). Entio

IF @1 = 18 PIE0) ~ £ + I 01 2 g*11() — fa)®

e portanio

b b b
f I (t)lldt = Hf(b)—f(a)ll/ lg'ldt > EIf(b)—f(a)H/ g'dt = ||f(b)—f(a)||(g(b) ~g(a)} = [|£(b)} —{{a)]

O

Com isto segue trivialmente a
Proposicao 3.3.1. A funcdo p definida acima é uma métrica ¢ define a topologia de M.

Definicdo 3.3.2. Se M é uma C**l-variedade riemanniana, a métrica p definida (em cada compo-
pente conexa por caminhos) acima é chamada de métrica riemanniana de M. Se com essa métrica
cada componente se torna um espaco métrico completo entdo dizemos que M é completa.

Se o é uma curva C' em M (riemanniana) definida num intervalo aberto (a,b), definimos o
comprimento de o por
S
L{a) == lim o/ (£} hdt
r— a9’
s-—b

Se L{a) < oo,dado e > 0, escolha g = g < #; < --- < tpe; = bde modo que fzf“ & (#)]idt < e.
Assim, devido ao lema 3.3.1, a imagem de o est4 contida na unido das bolas B.(a(i;)), ou seja :

Proposigiao 3.3.2. Se ¢ é uma curva C! com comprimento finito numa variedade riemanniana M,
entdo sua imagem é um conjunto totalmente limitado na métrica de M. Em particular, se M for
completa, o fecho da imagem de « é compacto.



Proposicio 3.3.3. Seja X um campode vetores C* em uma C*T!-variedade riemanniana completa
M. Considere o : {t,tT) =M uma curva, integral maximal de X. Se ¢ < o¢ temos

in"-i“-
[0 1X (o) 1dt = oo

Em particular || X {a(t))]] é ilimitada em [0, 7).

Dem.: Como '{t) = X{a(t)} segue da proposi¢io 3.3.2 que, se ff X (c(i))]|dt < oo, aft) teria
um ponto de acumulagio quando ¢ — ¢7. Mas isso contradiz a proposicio 3.2.3.
O

Observacao: Evidentemente temos um resultado andlogo para t™ > —o0.

Considere agora uma funcio FM—R C**! em uma C*tl-variedade riemanniana. Para cada
z € M, df; pode ser olhada como um funcional linear (limitado) em T;M, portanto, existe um
dnico vetor V fr em T M com dfz([z,4,1]) =< [z,u,i], V[, >, Yz € T, M. O vetor V§, é chamado
de gradiente de f em z.

Proposicdo 3.3.4. A funcio Vf :M—=TM que leva z = V£, é um C* campo de vetores tangentes
a M.

Dem.: Sejam (U;, ;) uma carta para M no espaco de Hilbert E com produto interno <, >. Defina
g:U; =R por g=fop;. Entdo g"U; — H* = H é C* (denote por T a identificacio canénica, via
teorema da representagdo de Riez, de H* com E). Tome z = ¢;(y} € ¢;(U;). Entdo

< Gi(@)(de; )2V fo, v >=< V iy, [4,0,4] >0= dfe(ly, v, 1)) = ¢/ (W)v =< T¢'(),v >

Entao (d{p:"l)xv‘f,j = Gi(z) Y T¢ (y}) de onde segue que a aplicagio z — (dcpfl)z‘?fx de ;{U;)
em Hé CFie., VFéum C*-campo de vetores em M.
™

Observagao: E claro que Vf, = & 2 é ponto critico de {, ou seja, 0 conjunto dos pontos criticos de £ é
o conjunto de zeros da fungio ||V f]|. Além disso,

(VA () = dfe (V fo) =< V2, Vfz >o= [V full?

portante (Vf) f ¢ estritamente positiva fora do conjunto dos pontos criticos de f.

3.4 Pontos Criticos : Primeiros Resultados

Definicdo 3.4.1. Dizemos que um subespaco E; separa um espago de Banach E se existir Eg tal
que E=E; ¢ E,

Considere £:M— N uma funcio de classe CF k> 1.

Defini¢do 3.4.2. Se dfz, for injetiva e Zm(dfs,) separar Ty, )N diremos que f € uma imersao em
zg. Se dfy, for sobrejetiva e Ker(dfz,) separar Ty M f serd dita uma submersdo em zg. Diremos
que f é uma i1mersao ou submerszo se o for em todos os pontos de M.
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Definicdo 3.4.3. Se f for uma imersio e um homeomorfismo sobre sua magem diremos que f é
um mergulho (de M em N). Um mergulhio sobrejetivo serd chamado de difeomorfismo.

Definicio 3.4.4. (S, F') é dita uma subvariedade de M se SC M e F for uma C*-estrutura
diferencidvel na qual a inclusdo é um mergulho.

Definicdo 3.4.5. Um ponto 2y € M serd dito ponto regular de f se f for uma submersio em .
Caso contrario zo é um ponto critico de £. Um ponto yg € N serd chamado de valor regular de f se
f~1(yo) 86 possuir pontos regulares. Novamente, se 4 nio for regular serd dito valor critico.

Teorema 3.4.1. Sejam M e N C*-variedades (sem bordo), se £M— N é C*¥ k > 0, e g € N &
valor regular de f = f~!(y) é subvariedade de M.

Dem.: Basta proceder como no caso de dimensio finita, haja vista que ja temos feito o teorema
da funcio implicita.

Consideremos agora fungdes do tipo f:M—R, onde M é uma E-C'-variedade. Se f for C?, existe
uma dicotomia dos seus pontos criticos.

Lema 3.4.1. Seja h:U— V um difeomorfismo C* k > 2, entre os abertos U e V dos espagos de
Banach E e F e considere uma fungio C? f:V-3R. Tome g=foh: SR, entio :

dgz =0 = d’ga(ur,ug) = & fig)(dho(ur), dho(uz))

Dem.: Pela regra da cadeia temos
dgz = dfy(z)dhy

d? gz (u1,uz) = d” fuzy (dha(ur), dha(u2)) + dfner) (d2ha (1, u2))
Da primeira equagdo tiramos que dfy(z) == 0 pois dh, é um isomorfismo. Com isso, a segunda
equacdo nos fornece o resultado.
O

Proposicdo 3.4.2. Seja fM—R, onde M é uma E-C?-variedade. Se f for C?, e z for um ponto
critico de f, temos unicamente definida uma forma bilinear, continua e siméirica em T, M, chamada
a hessiana de f em x e denotada por H{f),, com a seguinte propriedade : se (U;, ) é uma carta
em r = p;(y) entao

H{f)allysu, ], [y, v,]) = d°(f 0 i)y (u, v)

Dem.: Direto do lema 3.4.1

Definicio 3.4.6. Se f € C*(M,R), onde M é C?, e £ é um ponto critico de f, dizemos que z é
um ponto critico degenerado ou ndo degenerado de acordo com H(f}, ser ou ndo degenerada. O
indice (e coindice) de um ponto critico também ¢ definido como o indice {e coindice) da hessiana
o ponto.

Vamos agora aos primeiros resultados importantes da teoria dos pontos criticos.
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Lema 3.4.2. (Morse) : Seja £/ C H —R uma funcido C* definida numa vizinhanga aberta da
origem num espaco de Hilbert. Suponha. que 0 seja um ponto critico nao degenerado onde f seja
duas vezes diferenciavel e f{0)=0. Entdo existe um difeomorfismo C11), o V C U - W C H com
0 €V abertec e

P(0)=0 e dpg=1I {(3.4.1)

flz) = 5 folple), ola)) Ve eV (3.4.2)

Dem.: Seja A a aplicagdo linear simétrica associada a %d2f{), ie, < Au,v >= %aﬂfo(u, v}). Defina
entdo gH—R por g(u} =< Au, v >. Defina o seguinte campo de vetores em H-{0}

Au
X = gaup

e seja ag(¢) sua curva integral maximal com condigio inicial .

Dessa maneira temos g'(a-(t)) = 1 = gla.(?)) =g(z) + . Por outro lado,

Llulllasl)117) =2 < X(ault)), aelt) >

e entao

U e ()]
loct)P = Nzl < [ L2 ds < e
- o Tagle® =
onde k > 0 ¢ tal que %ﬂ > k™! {veja que A é um isomorfismo continuo de H em H).
Pelo teorema de Taylor temos f(z) =< Az,z > +r(z) sendo que, para algum § > 0,
Ir(z)] < = lzll® se [lz|| < 6. Logo, se [t| < |r(z)}, temos

e

(O = izl (3.4.3)

o

Em particular 7 (z) < r(z) < t7(z). De fato, se fosse, por exemplo, t7(z) < |r(z)| < oo, dado
0 <t<t", teriamos

t _Lff ds 1t fes(9)ds VRt
[9 [ X (az(s))]l ds = 2/0 TAas ()] 2/(; A (s e ()]l < 3 Tzl

e portanto

V2 ktt

Tm(fi’o

tF 4
[ X et ds = tim [ X (ac(o)) as <
G t—sptt 0
contradizendo a proposicao 3.3.3

CYx(T‘(.’L')) ,.’L‘?éo

0 o Pelo teorema 3.2.4, ¢ é C* fora da origem.
y &I ==

Sendo assim definimos p(z) = {

Mais ainda,
9(e(x)) = glax(r(z))) = g(z) + r(z) = f(z)

3¢ f for C° entdo ¢ serd CF.
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Provemos agora que dypg = . De fato,

[r{z]] , 1 |7 (=) 3 E i) _ kr(x)
fola) =l < [ led@llae =5 [T Bastiae < § [ ool e < e

(na 1dltima desigualdade usamos a equagdo {3.4.3)). Mas entdo, limyg_g W—(‘%ﬁﬂ = (, como
queriamos.

Resta mostrar a continuidade de ¢ em 0. Para tanto, consideremos a(t, 2} = a,(t) o fluxe
de X, malis particularmente, olhemos para as derivadas parciais d1Q( z), doy 7). Assim, definindo
Yz (£} = dacy(z zy. T (t) € a solucio da equagdo (veja [23])

7;(” = anc(t,x} © ﬁf:r(t): 7%(0) =1
e entao

I
e <1+ fﬂ 1dX ooy | Il (s)]] ds

Agora, temos [[dX,|| < cllul|7? para algum ¢ > 0 {apenas derive X para achar ¢), entdo podemos
usar a desigualdade de Gronwall para obter

el <o (e [ fax(ol-tas ) < exp(21)

e, portanto, || vz (r(z))|| = 1 quando ||z|| ~ 0.

Finalmente calculamos

lidwr — Il = ”dla(ﬁ”{-”i)ﬂ)drx + dQCE(r{:c),x} -Ij < ﬁdla(r(z),x}ii lldrell + vz (r(z)) — I|]

Usando a equagao (3.4.3) novamente vemos que a primeira parcela da soma acima vai a 0 quando
z — (. Vejamos a segunda :

ir(z)| r@ oy ()1 dit
betre)-1< [ IX (awal @l dse [ D2OLE
0 0 Has ()]
Como vz (r{z))|| é limitada, {3.4.3) também nos diz que esta parcela vai a zero guando z — 0.
Agora é s6 usar o teorema da fungdo inversa para ver que ¢ é um difeomorfismo local C1.
O

Observacio: Veja que 0 é um ponto critico isolado de f. De fato, em V temos df;u = 2 < Adg,u, p(z) >=
df; # 0. De maneira mais geral temos :

Corolério 3.4.2.1. Os pontos criticos ndo degenerados de uma fungio real C' definida numa
variedade riemanniana C* tal que, se 3 é ponto critico de f, entdo existe f*{xy), sdo isolados.

Observacao: Classicamente a teoria de Morse fol desenvolvida em dimensao finita com fungdes pelo menos
C? {veja [14] por exemplo). Posteriormente Palais e Smale estenderam os resultados para dimenséo infinita
([1, 4]), mas mantiveram as hipdteses de diferenciabilidade. Esta versdc do lema de Morse, que possibilita o
desenvolvimento da teoria de Morse {capitulo 4) com hipGteses mais fracas de diferenciabilidade, é devida a
Mercuri e Palmieri {[9]). As razdes para queremos uma, teoria de Morse com hipéteses de diferenciabilidade
mais fracas ficara clara no capitulo 6.
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Seguindo ainda as hipdteses do lema de Morse, se  for um ponto critico n&o degenerado, pela
decomposicao espectral de A, obtemos uma decomposicao de H

H=H_aH,

por subespacos A-invariantes com A negativa em H.. e positiva em H,.. Entdo seja P:H— H.. a
projecio ortogonal e considere

P =AY o
onde |Al(u-. + uy) = —Au_ + Aug e [A]Y? é o tnico operador {positivo) B:H-+H tal que
BoB = B? = |4] (Veja em [22] um tratamento para estes fatos). Dessa maneira f assume a
forma
flz) ={|(I = Pyp(@)I]® — 1Py () (3.4.4)

e o indice de fem 0 ¢ a dimensdo de H_ .

Observacao: Veja em [9] os problemas que ocorrem para se falar no lema de Morse em espagos de Banach
e em [19] alguns resultados da teoria de Morse que podem ser recuperados para variedades modeladas em
espacos de Banach.

Teorema 3.4.3. ( Forma canénica para pontos regulares ) : Seja f uma funcdo C*, k > 0,
a valores reais definida numa vizinhanca U da origem de um espa¢o de Banach E. Suponha que
f(0)=0 e que O seja um ponto regular de f. Entdo existe [ € E*,[ # 0, e um difeomorfismo C* k de
uma vizinhanca de 0 em E com h{0)=0 e f(h{z))=l(z).

Dem.: Tome I =dfy # 0 e escotha 79 € E t.q. I(z9) =1. SejaNo Ker(l) edefinaT:E—- N xR
por T{z) = {z — Uz)zo,l{x)}. Assim, T é um isomorfismo linear entre E e NxR. Considere
g:U— N x R dada por g(z) = (z — l{z)xo, f(z)). Entdo g é C* e dgy(z) = (z — l(z)ze, dfy(z)), em
particular, dgo = T, logo, pelo teorema da funcio inversa, h=g~! o T é um difeormorfismo C* de
uma vizinhanga de 0 em E com h(0)=0. Agora (h(z) — I(h{z))zo, f(h{z))) = g(h(z)) = T(z) =
(z — Uz)zo, L)), ou seja, f(h(z))= I(z).

B

Coroldrio 3.4.3.1. { Suavidade para pontos regulares ) : Se f é uma funcdo real C* definida
numa variedade de Banach M C* e a é um valor regular de f tal que f~{a) n&o tem intersecio
com o bordo de M, entdo M, = {z € M;f(z) < a} é uma C*-subvariedade fechada de M e
M, = (Mg N &M) U (1 (a)) (unido disjunta).

Observagiao: M, = M,(f) é chamada de subvariedade de subnivel a.

3.5 Transversalidade Forte
Considere uma C**'-variedade,k > 0, M (sem bordo) e X um campo de vetores tangentes a M

de classe C%, com grupo (local) a um parametro ®;. Se f é uma funcio C* a valores reais em M,
definimos uma, funcao Xf:M—R dada por

X f(p) = dfip(Xyp) (3.5.1}

20



Proposicdo 3.5.1. Suponha que Xfi=l, f(M)s=(—¢,¢c) e que ®;(z)} esta definida para |t + f{z)] < e.
Entso, W=f"1(0) é uma C*-subvariedade fechada de M e a funcio F:Wx(~z,¢) =M dada por
F(w,t) = ®¢(w) é um difeomorfismo C* tal que, para cada to € (—e,2), F leva Wx{to}C*-
difeomorficamente em f~1{#y).

Dem.: A condigao Xfz=1 diz que todo s € R ¢ valor regular de f, logo f~!(s) é C¥-subvariedade
fechada de M. Observe que se definirmos A({t) = f(®:{zg)) = f{am(t)) para algum zg € M, teremos

W (1) = dfo, (o’ (8) = dfa, )Xo () = X f(Pe(20))

e, portanto,
F(@s(z0}) = flzo) +1¢

Logo, se tivermos F(w,t) = F(uw',#) obtemos

t=flw)+t=F(Pe(w)) = f(Pp(w) = flw)+t' =1
entao, B (w) = P¢(w') e, como &, ¢ injetiva, w = v, i.e., F é injetiva.

Por outro lado, se z € M, | — f(z) + f(z)] < ¢ = w = P_;(;(z) estd bem definida e temos
fw) = flz) — flz) =0 = w & W. Mais ainda, F(w, f(2)} = $5,1{P_s){(2)) = z, ou seja, F ¢
sobrejetiva.

Além do mais, F~l{(z) = (©_ ¢y (x), f(z)) é uma funcio CF de M em Wx(—¢,e) (teorema
3.2.4). Agora, como f(F(w,te)) = f(Ps,(w)) = f(w) +4#5 = tg, a Gltima parte da proposicdo segue.
i

Definicdo 3.5.1. Seja M uma C**l.variedade (sem bordo), k£ > 0. Um campo C* de vetores
tangentes a M é dito C*-fortemente transversal a uma funcio C* £M—R em um intervalo [a, b], se
para algum & > 0, as condi¢des seguintes sdo satisfeitas para V=f"1(a — 4,5 + §)

1. Xfé C% e nio se anula em V

2. Se ¢y é @ curva integral maximal de x € V, entdo o, (f) ¢ V para algum ¢ positivo no dominio
de o, e também para algum { negativo.

O conjunto V acima é uma subvariedade aberta de M e Y=X/Xf é um campo de vetores
tangentes a M definido em V. Mais ainda, Y{ é identicamente 1 em V de maneira que as curvas
integrais de Y sdo as curvas integrais de X reparametrizadas. Dessa forma, se ¢; é o grupo (local} a
um pardmetro gerado por Y em V, a condico (2) diz que ¢4(z) estd definido paraa—4 < f(z}+t <
b+ 4.

Se definirmos

g= flV — 5 © 5

vemos que a trinca (V,g,Y) satisfaz as hipdteses feitas para {M,f, X} na proposigao 3.5.1, 0 que nos
leva ao

Teorema 3.5.2. (Transversalidade Forte) Seja f uma funcio a valores reais de classe C%, k > 0,
definida numa C**!-variedade (sem bordo) M. Se existir um C* campo de vetores tangentes a M
que é C* fortemente transversal a f num intervalo [a, b], entio W=f"*(a) é C*-subvariedade fechada
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de M e, para algum § > 0, existe um difeomorfismo C* F:-Wx{a — 6,5+ §) =NCM, onde N é uma
subvariedade aberta de M, e tal que F leve Wx f~!(c) C*-difeomorficamente em f~!{c) para todo
ce (a— &b+ &). Em particular, £1([a, 8]) é C* difeomorfo a Wx[a, b].

Corolério 3.5.2.1. Existe uma fungio G* H:Mx[0,1] —M tal que, se denotarmos Hy(z) =H(z, s),
temos

1. H, é um C* autodifeomorfismo Vs € [0, 1]
2. Hi(z) =z sez € fHa=§/2,b+5/2)
3. Hp é a identidade

4. Hy(f 7 (~o0,al}= F71{(~oc, b))

Dem.: Considere uma func¢do estritamente crescente, h:R—[R, satisfazendo h(¢) = ¢ sempre que
tg f"Ha~38/2,b+6/2) e h{e) =b. no complementar de f~*{a — §/2,b+ §/2) defina Hy como a
identidade e, em f~!(a — §,b+ 4}, usando a relagio H,(F(y,t))= F(y, (1 — s}t + s h(£)).

O

3.6 Partigoes da Unidade

Nesta secao estudaremos a existéncia de particoes da unidade e notaremos algumas diferencas entre
variedades modeladas em espacos de Hilbert ¢ de Banach.

Definigdo 3.6.1. Uma C™ particiao da unidade em uma E-C* variedade M é uma familia de abertos
e funcdes, {(Aq, Paj;a € A}, sendo que ¢, : Ay ~» RT sioe C7 e satisfazem

1. {A,} é cobertura de M localmente finita.

2. supp(de) C Au (Supp(¢s) denota o suporte de ¢,.

3. Para cada x € M temos Y ¢u{z) = 1 (observe que a soma §é finita).

Se {Bg, € B} é uma cobertura aberta de M, dizemos que {{As, ¢o)} é dominada por {Bg}
se existir fungdo ¢ : A — B t.q. Ax T Bjys). Diremos que um espago de Banach ou uma variedade

modelada num espago de Banach admite particdo da unidade se para toda cobertura aberta existir
parti¢do da unidade dominada por ela.

Dizemos que um espago de Banach E é C7 suave se existir funcio ndo identicamente nula em
C™(E,R*) com B1(0) = f1((0, c0)).

Teorema 3.6.1. Se E é um espaco de Banach entio E admite particio da unidade de classe CF
@ E é CF suave.

Dem.: = é ébvio. Reciprocamente, dada uma cobertura aberta {A4,}, podemos obter cobertura
localmente finita {Oz} de E que refina {A,} e tal que, se U for aberto em algum Oy existe
fE — RT,CF com U= f~1{(0,00)). Como E é normal (pois é métrico) podemos refinar mais
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uma vez {A,} a uma cobertura aberta {Upg} com Us C Op. Assim podemos considerar fungdes
ks -+ — g1 5 /-
C*fg :E — R™ sendo Us = f7 ((0,00)}). Defina entio ¢g = 375 -

Também estaremos interessados na existéncia de partices da unidade C'~ em uma variedade
de Banach C''. Usaremos o lema

Lema 3.6.1. Seja M uma E-Cl-variedade de Banach e O C M aberto contido em alguma carta,
i.e., existe uma carta (p;,U;) com O C ¢;(U;). Entio existe uma fungio C'~ £M— RT com

O = f71((0, 00)).

Dem.: E suficiente mostrarmos que existe tal f para M=E e O C E. Defina f(z) como sendo o
inf{llz —yll; ¥ ¢ O}. Como O é aberto segue que O = f~*{(0,o0)). Dados 71,27 € O e ¢ > 0, tome
y & O tq |lee — yll < flze) + e Entdo £(xy) < ||z —yll € iz — mo)| + lz2 — ¢l € |izy — 22|+
f{z,) +¢. Sendo ¢ qualquer obtemos || f(x1) ~ flz2)ll < llz1 — 22}

0

Teorema 3.6.2. Se M ¢ uma variedade de Banach C? e paracompacta, dada uma cobertura aberta

{A,} existe uma C'~ partigdo da unidade dominada por {4,}.

Dem.: Basta repetir a demonstracéo do teorema 3.6.1 notando que M ¢ normal j4 que é paracom-
pacta.

3.7 Operadores de Fredholm e 0 Teorema de Sard-Smale

Como vimos na se¢ao 3.6 muitos teoremas que temos para o caso de dimens&o finita ndo tém um
correspondente exato no caso de espagos e Banach em geral. A classe de fungoes de Fredholm,
que veremos nesta secao, é uma classe de funcgdes onde conseguimos manter muitos dos teoremas
vilidos para dimensao finita. Antes, vejamos que o teorema de Sard para dimensao finita falha ne
caso de dimensdo infinita.

Teorema 3.7.1. (Sard) : Seja F : R® — R™ uma funcio C7,r > sup{n — m,1}. Entio, o
conjunto C = {F(x); x é ponto critico de F} C B™ tem medida de Lebesgue nula.

Exemplo 3.7.1. Considere
L™ ={f:[0,1] = R; 345 C [0,1] de medida nula e constante ka, t.q. |f(t)] < kset g Af}
A norma ||f|| = supa, k4, faz de L™ um espaco de Banach.

Tome v : R — RC™ tal que a(t) < 0 set < 0eaft) >1set > 1 Definamos uma funcio
F: L® — R dada por

1
F() = [ aos
0
Veja que F é diferencidvel segundo Gateaux :

fig A+ s0) — F(F) _

im /1 a(f +sh) - o(f) _
s—0 5 s-+0 fg 8
1 ! h h) — 1
‘1']_-_1;% A a(f}+a(f)5 S+ T{S ) a(f) :/D Of’(f)h
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Ou seja, FL{Sf)h = fﬂl o/ (f}h. Observe também que Fj : L™ — L(L*™,R) é continua, logo F é
diferencidvel e

1
B (f)h = /g o ()b

. 1, se0<t<s , .
Considere agora a func¢io @s(t) = = 7 . Claramente ¢, &€ L*. Além disso
0, ses<t<1

F'{ps) =0 e Flps) =s. Logo, a imagem dos pontos criticos de F nio tem medida nula.

Definicao 3.7.1. Um subconjunto BCEF (Banach) é dito relativamente compacto se o fecho de B
for compacto.

Lema 3.7.1. BC¥ (Banach) é relativamente compacio se, e s6 se, para todo £ > 0, existirem finitos
pontos {y1,. . -.yn} CB tal que as bolas B.(y;) cobrem B (ou seja, se B é totalmente limitado).

Definicdo 3.7.2. Dados dois espacos de Banach E e F, um operador linear T: E — F é dito
compacto se a imagem de conjuntos limitados de B por T for relativamente compacta.

Lema 3.7.2. Um operador linear T: E — F é compacto < T(S%)} for relativamente compacto,
onde SE = {z;|z|lz = 1}.

Proposicao 3.7.2. Seja K(E.F) o subespago de L{E,F) formado pelos operadores compactos.
K{E,F) ¢ fechado.

Dem.: Tome Fe K(E.F) e r > 0. Escolha T€ K(E,F) t.q. |F —T|| < r/2. Entdo T(S%) pode
ser coberta por bolas B, /q(y), v € T(S®). Assim, se z € ST valem

iFlz) =Tl <r/2 e |T(z)~wll <r/2 paraalgumi

Logo, |F{z) — i}l <r = T(SE) pode ser coberta pelas bolas B.(Y;} = F é compacto.

Proposicdo 3.7.3. Se T: E — F ¢é compacto, T* : F! — E', o operador adjunto, é compacto.
Dem.: Sendo T compacto, dado € > 0, existem finitos {z1,...,za} C ST t.q. {Br,)(e/3)} cobre
T(S%), ou seja, para todo z € S existe i t.q. | Tz — Tl < £/3.

Defina A: ' — R" por
Alf) = (f(Tz1),..., f(T'24))

A é compacto e, entio, existem {fi,..., fm} C ST t.q. {Bags,(e/3)} cobre A(S¥). Logo, se
f e 8F, existe j tal que
[f(Tzy) — F(Tz)| <e/3 Vi

Portanto, se z € 8%, f € §F, existem ¢, j tais que

T (FHw) = T el < f(Tz) = f (Tl + | f(Tzi) - (Tz)| + [f3(Tz) = f3(Tw)| <e

ou seja, as bolas By () cobrem T(SF).
O

Observacdo: Veja que nfio precisamos da completude dos espagos na demonstragfo. A reciproca também
é verdadeira, para uma demonstragdo veja [21].
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Defini¢do 3.7.3. Um operador linear ¥: E — F continuo entre espagos de Banach é dito um
operador de Fredholm se

1. O nicleo de F tiver dimensao finita.

2. A imagem de F tiver codimensio finita.

O inteiro
tp(F) = dim(KerF} — codim{(ZmF)
é chamado de indice de Fredholin de F.

Observagdo: A imagem de um operador de Fredholm é fechada em F pela condigdo 2.

Lema 3.7.3. B é relativamente compacto se, e s6 se, toda sequéncia em B possui subsequéncia

convergente {para algum ponto do fecho de B). Logo, se I: E ~» E for compacta, E tem dimensio
finita.

Teorema 3.7.4. Se T: E — E é compacto entdo I-T é de Fredholm.

Dem.: liker(r-1) : Ker{{ —T) = Ker(I — T} coincide com T, logo é compacta (a restrigio) =
Ker(I-T) tem dimensao finita.

Dessa forma temos que E=Ker(I-T) & G, com G fechado. Para mostrarmos que Zm(1-T) é
fechada basta que (I-T){g(G) seja fechada (j& que (I-T)ig € injetiva). Para tanto, mostremos que
(I-T)" . (I-TYG) — G é continua. Suponha que existisse sequéncia {z,} t.q. (I~T)z, — 0, mas
z, ndo converge para 0. Passando a uma subsequéncia se necessdrio, existe £ > 0 t.q. [lz,|l > ¢
Entao (I"T)ﬁiﬁ"ﬁ — 0 e, como T é compacio, Tm possui subsequéncia convergente. Logo, a
sequéncia {Wg_zﬂ} possui subsequéncia convergindo para z € G com |jz|| = 1. Mas isto é um
absurdo pois seria ¢ = Tz = z € Ker(I —T)NG = {0}.

Suponha por absurdo que Zm(I-T) ndo tem codimensdo finita. Entdo existem subespagos
(I—-T)(IE) :E(}C-" CEn ...

com E; fechado e de codimensio ! em E,. ;. Entdo, existe sequéncia {z,} t.q. lzill = 1,2, € E; e
com d{z;,E;..1) > 1/2. Assim, se m < n temos

Ty — Tam|| =lzny — (I =Tz —2m + I —Tzm| > 1/2
Logo {Tz,} ndo posui subsequéncia convergente, contradicdo com o fato de T ser compacto (lema

3.7.3).
O

Notagao: Chamaremos de Fred{E,F) ¢ subespaco de L(E,F} formado pelos operadores de Fredholm.

Se F é um operador de Fredholm e denotamos por N o seu nucleo e por R sua imagem. Entdo
podemos escrever E=N&E; e F=R®Fy, onde Ey ¢ Fy sdo os complementos topolégicos de N e R
respectivamente, além disso dim(Fy)=codim(R).

Lema 3.7.4. Seja MC E de dimensdo finta e My complementar topolégico de M. A aplicacdo

x, sexeM .
P:E — E dada por Pz = é linear ¢ continua.
0, sexz€ My



Dem.: A linearidade é trivial e a continuidade segue da desigualdade triangular.

Dessa forma temos o seguinte resultado

Proposicio 3.7.5. Sejam FeFred(E,F) e N,R.Ey,Fy como acima. Entao existe Fy : F = E linear
e continuo com

1. Ker(Fp) =Fp
2. Im(FD) == Eg
3. FGF]EO i IGFFQ!RzI

4. Fi1 =1 — FyF e F2 =1 — FFj s#o tais que Im(F)) =N e Im(Fy) = Fy

Dem.: Basta usar o lema 3.7.4

Observagao: Note que Fi, F; sio compactos pois N e B tém dimensdo finita. De fato, se E ou F for de
dimenséo finita, entéo qualquer operador linear continuo de E em F é compacto.

Nosso objetivo agora € provar o seguinte teorema
Teorema 3.7.6. Fred(E,F) é aberto em L{E,F} e a funcio
ir:Fred(E\F): — Z
F ~ 1 F(F )

é continua.

Para tanto usaremos o seguinte lema.

Lema 3.7.5. Seja GEL(E,F) e suponha que existem operadores G1, Gy €L(E,F), K; ¢K(E,E) e
Ky eK(F)F) tails que
GthIM-Kz e GG2=I—‘K2 (3.7.1)

Entio G é de Fredholm.

Dem.: Como Ker(G) C Ker(G1G) segue que dim(Ker(G)) < dim(Ker(I — K;)) < co. Também
temos Im{G) D Im(GG2) = Im(l — Ks), entdo codim(Im(G)) < codim(Im(I — K3)) < oo.
O

Dem. (do teorema 3.7.6) :

Seja Fe Fred(E,F) e GEL(E,F). Considere T=G-F e tome Fy, F}, F» como na proposi¢ao 3.7.5.
Entao valem

e =I1~-F + FRT GFy=1—-Fh+TF,

Seja £ = min{||F||"}, |Fo] 7'} e tome G t.q. |G — F)| < &. Assim [T < |BIIT] < 1 e
ITFi <1= I+ FTel+TF, possuem inversas continuas. Entao vale

I+ FT) 'R G=1~(I+FT)™'F, e GRUI+TF) '=1~F(I+TF)"!
~ — 4 s, et em— p——— e it
[ 5 Ky Gz Ko
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que é a equagao (3.7.1) do lema 3.7.5 = G é de Fredholm e Fred(E,F) é aberto.

Mais ainda., se olharmos para a proposicao 3.7.5(3) vemos que (usando a notagdo da proposicéo
3.7.5) FoGlg, = I+ FyT = Gig, € injetivo e, portanto, Ker{G)NEqy = {0}. Como E = Ker(F)®E,,
segue que dimn(Ker(G)} < dim(Ker(F)). Também segue que codim{Im(F)) — codim(Im(G)} =
dirn(Ker(F)) — dim(Ker(G)), logo ip(G) = ip(F) = ip é continua.

0

Observacao: Na demonstracio acima obtivemos um resultado que vale a pena ser frisado : se F € de
Fredholm ¢ G estd suficientemente préximo de F, entdo Ker(G) C Ker(F}.

Corolario 3.7.6.1. Se TeK(E,F), entdo ix(/ —T) = 0. Em particular, se FeFred(E,F) e Fg € a
aplicac@o da proposicio 3.7.5, ip(Fy) = ~ip(F).

Dem.: Dado £ € R, o operador {1': E — IF é compacto e { — t7" é uma func¢ao continua de R em
L(E.®). Consequentemente, t — ip(f — 77} é continua e, como ¢g{I —tT) = 0 em ¢t = 0, segue que
ip (I —1tT} = 0 para todo t. A segunda afirmacio segue da proposi¢io 3.7.5(4) e da observagéo logo
apds.

O

Lema 3.7.6. Sejam E F, G, H espagos de Banache A E - F,B:F — G,C : G — H operadores
lineares continuos com B compacto. Entdo B o A e C o B sdo compactos. Em particular K(E,E) é
um ideal por ambos os lados.

Proposicio 3.7.7. Sejam A € Fred(EJF) e B € Fred(F.,G), entdo BA € Fred(E,G) e ip(BA) =
ir(A) +ir(B).

Dem.: Sejam Ag, A, Az, By, By, B2 como mna proposi¢do 3.7.5. Entdo temos

AgByBA = Ao(I — B))A =1~ (4; + ApB 1 A)
N
i1

BAAyBy =B(I — A3)By =1~ (By + BAaBy)
e s
Fy

Além disso Fy, F> sdo compactos, pois Ay, B2 0sdo e AgB1 A, BA» By também pelo lema 3.7.6. Logo
BA é de Fredholm pelo lema 3.7.5.

Considere Iy = Zm(A) N Ker(B) e tome Fy, F3, Fy tais que
Im(A)=F & F, Ker(B)=F, &F; F=Im{A)®&F; & Fy
Seja d; = dim(F;},=> dy,d3,ds sio finitos. Agora
Ker(BA) = Ker(A) éb B Im(B)=Im(BA) &G
com E: CEqt.q. A(E))=F; e G; = B(F4). Logo dim{E,)} = d; e dim(G1) = d;. Assim

ip{BA) = Eiim(iCer(BA))lwEodim(Im(BA})J = dim{Ker(A)) — (ds +d3) + (ds +di) —codim(Zm(B))

dim(.’Ce;’(A))-i—d; codim(I;r;(B})-{-d.i codim{Im{A}} dim{Ker(B))
O
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J4 vimos que K(EJF) é fechado em L(E,F). Além disso, também é um ideal pelos dois lados
{lema 3.7.6}, logo, podemos considerar o anel %(%% Dessa maneira, diremos que os operadores
T e S sdo compacto-equivalentes e escreveremos T=yS se T-S for compacto. Diremos que T é
invertivel médulo operador compacto e existir Ty € L(F,E) t.q. TT)y =g Ire 'T =k Ig .

Lema 3.7.7. T =g 8,1y =g 51 = TTy =g SS;. Se T, T, sao inversas médulo operador com-
pactode T = T =x T5.

Teorema 3.7.8. Seja F€ L(EF). F é de Fredholm se, e s6 se, F é invertivel médulo operador
compacto.

Dem.: Suponha F de Fredholm e escreva E=N&E;,F = R® Fy onde N é ¢ nticleo de F e R sua
imagem. O operador 5: F —+ E dado pela composicao

projecio

F=R&® Fy RELE, - E

¢ inversa de F mddulo operador compacto de F.

Reciprocamente, se F é invertivel médulo operador compacto, denote por § tal inversa. Entéo
temos

Ker(F) < Ker(SF) ¢ Im(I — SF)
Zm(F) D Im(FS)

Logo Ker(F) é localmente compacto e, portanto, tem dimensfo finita. Além disso, como
FS=(I~T), com T compacto, a imagem de FS tem codimensio finita = codim(Zm(F)) < oc.
g

Definigdo 3.7.4. Sejam M,N variedades de Banach C*, com k> 0,e f: M — N,C",1 <r < k.

Diremos que f é de Fredholm em zg € M se df;, for de Fredholm. O indice de Fredholm de f em

zp serd ip(f{zg)) = ip(dfz,). Se ffor de Fredholm em todo ponto de M diremos simplesmente que
f é de Fredholm (em M).

Proposicao 3.7.9. Se fé de Fredholm em xy, entdo §f é de Fredholm erm uma vizinhanga U de 2.
Mais ainda, tal vizinhanga pode ser fomada de modo que ip{f{z)) = ip(f(ze)) Vz e U.

Dem.: Direto do fato de f ser pelo menos C* e do teorema 3.7.6.
O

Coroldrio 3.7.9.1. Se M for conexa iz { f(z)) ndo depende de z. Neste caso, podemos definir

ir(f).

Definigcao 3.7.5. Dados dois espacos topoldgicos XY, diremos que uma fungdo f : X — Y é
prépria se, para todo B C Y compacto, f!(B) for compacto. Se todo x €X possuir vizinhanga
onde f é prépria dizemos que f é localmente prépria.

Lema 3.7.8. Sejam XY espacos métricos e f: X — Y prépria e continua., entdo f é fechada.

Dem.: Tome A C X fechado e {y,} C F'(A4) t.q. yp — y € Y. Provemos que y € f(4).

O conjunto B = {y, }U{y} é compacto = f~*(B) é compacto. Tome z,, € A t.q. f(Tn) = yn =

T € fH{B) = {zn} possul subsequéncia convergente, digamos z,, — z. Como A é fechado, z € A
e flz) =y

!“_"é
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Lema 3.7.9. Se £M-—N é de Fredholm entéo f é localmente propria.

Dem.: Basta provarmos para M=E e N=F. Tome z; € E e seja A=df,, : E — F. Entao
E = E; © Ker(A) e zyg = {ag. bg). A primeira derivada parcial d; frop) € injetiva com hmagem
fechada se (a, &) estiver préximo de (ag, bg). Pelo teorema da fung¢io implicita, existe uma vizinhanga
Dy x D2 CEy x Ker(A) de {ag, by) com D3 compécto e f|p, x {5} ¢ um difeomorfismo sobre a imagem
para todo b & Ds.

Seja D = f (D1 % Dsy), B ¢ D compacto. Mostremos que K = f~1{B)}ND; x Dy é compacto, ou
seja, que fip, « p, € prépria. Tome x; € K, x; = (a;,8:) e y; = f{z;). Como B é compacto, podemos
supor sem perda de generalidade que y; — y € B ¢ também que b; — b € Dy. Agora, flp, ) é
difeomorfismo sobre a imagem, logo, se f(ai,b) = y = a; — a € Dy.

00

Coroldrio 3.7.9.2. Se M —N é de Fredhohm entdo f é localmente fechada.

Teorema 3.7.10. (Sard-Smale) : Sejam M, N variedades C* e conexas modeladas nos espacos
de Banach E e F respectivamente. Se f : M — N,C", é de Fredholm com sup{ir(f),0} <r <k,
entdo, o conjunto dos valores criticos de f é fechado e de 12 categoria(2),

Dem.: Como M e N satisfazem o 2° axioma da enumerabilidade e f é localmente fechada, fica
claro que ¢ conjunto dos pontos criticos é fechado e que 86 precisamos analisar localmente. Seja
entdo U uma vizinhameca fechada de z € M onde f ¢ fechada. Novamente sp precisamos considerar
ocaso M =E e N = F. Mais uma vez ponha A=df,,,E = Ker(4) @ E1,F =F; ® Im(A). Assim
podemos identificar : By =Im(A4),Ker(A) =R*Fi=R™ en—m=1ip(f).

A menos de mudangas de coordenadas, podemos supor que f é da forma

f(a'a b) = (g(ab)ab)

numa vizinhan¢a U de z. Se denotarmos g(a,b) = gula) temos que df, ) é da forma
dfa,py (u; ) = (gyu + Tv,v)

para alguma aplicacdo linear (continua) 7" : E; — E™. Logo (a,b) é ponto critico de f se, e s6 se,
a for ponto critico de gp.

Suponha entao que f{a,b) seja um valor critico com uma vizinhanga de valores criticos. Mas
entdo gp(a) tambémn é valor critico para g, com vizinhanca de valores criticos, 0 que contradiz o
teorema de Sard em dimensdo finita (g, : R™ ~» R™),

I

Coroldrio 3.7.10.1. Nas hipéteses do teorema de Sard-Smale, existe um conjunto aberto denso
R ¢ N tal que se y € R = f~'(y) é vazio ou uma subvariedade de M com dimensio ip(f).

?Para relembrar conceitos de categoria de Baire consulte [24], por exemplo.
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4 Teoria de Morse

4.1 Algas

Denotaremos por D" a bola unitdria fechada de um espago de Hilbert separdvel H de dimensdo
0 <n<oc. S serd aesfera unitdria correspondente e f)“ o interior de D™. Como H é de
Hilbert, f = [].]I* ¢ uma funcio C*° com 0 o tnico ponto critico. Entdo D" =f~1{(—o0, 1]} é uma
subvariedade €°° de H com bordo §"7*.

Definicdo 4.1.1. Uma alca de indice n e co-indice m, ou uma (n,m}-alga, é o produto D™ x D™,

Observacio: A menos que 1 ou m seja nulo, a (n,m)-alca ndo serd uma variedade diferencidvel (sem
1]
bordo), mas S™™! x D™ e D™ x D™ sempre serdo variedades de Hilbert C*,

Definicio 4.1.2. Sejam M uma C*-variedade de Hilbert, N uma subvariedade fechada de M e f
um homeomorfismo de uma (n,m)-alga num subconjunto fechado de M. Diremos que M é obtida
de N colando uma (n,m}-alga via f, ou simplesmente que M=N Uy(D" x D™) se :

1. M=N Uf(D" x D™)
2. flgn-1x pm & um difeomorfismo C* sobre f{(D” x D™) N aN

3. f| é um difeomorfismo C* sobre M\N

o
DTI‘. xDm

Observagdo: Podemos proceder indutivamente para obter M a partir de N colando um mimero finito de
células.

Lema 4.1.1. Seja k:R-R uma funcio ndo crescente O satisfazendo
1
A{t)=1 se xg—z-, h(z) >0 se z<1 e hiz)=0 se z>1

Entao. para 0 < s < 1 existe nica solugdo g{s) da equacio

hlg) 2
Tos i ,§(1 ~ s} (4.1.1)

no intervalo [0, 1] e g é crescente, continua, C°° em [0,1), g(0) == 1/2 e g(1) = 1. Além disso, dado
e >0, se u? — v2 2~eeu2—v2——§§ih(iﬁ—3) < —¢, vale

5 v
=g £+ u?

Dem.: Para g € [0,1] temos que f(g) = %%% é estritamente decrescente, f(0) =1 e f(1) = 0.
Entdo f tem inversa também continua e estritamente decrescente, ou seja, podemos escrever g como
g=g(f) para fem [0,]]. Agora, paras=0= f=2/3=>g=1/2eparas=1=f=0=g=1
Como f vista como funcdo de s é estritamente decrescente temos que g com funcéo de s também é.

Que g{s) é C* segue do teorema da funcfo inversa pois f'(g) nao se anula para g € [0,1).

Agora, seja ,

) = —eg (25)

£+ u?
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na regiao

3¢, ru?

u? - o? > —&, u? —0? - ~—-h(——) < —£
2 £
E de facil verificacio que g{; = 0 ¢ u = 0, mais ainda, para cada v fixado, a func¢io fy(u) =
flu,v) tem um minimo em 0, logo { deve assumir seu méximo na fronteira da regido. Sobre a curva
2 ~ - =
w? ~v? = —g ¢ Hy = 1 temos f(u,v) = u® — . Se (u,v) nio ests sobre a outra curva entdo vale
h(u?/e) >0 = u? < £ e, portanto, f{u, v) < 0. Por outro lado, se estivermos sobre a curva
2 35 'U:2 3

u? — p? — —2—h(u2/8) = ¢ ou, equivalentemente, v R 1-—- mh(uz/s)

temos u%/e > 1/2 (do contrario seria ﬁg < 0) e também w?/e < 1. Defina g(s) = u?/c e observe
que
vt ;- 3hlgls)

cT@ T 2Tage U

e, entdo flu,v) = u® ~ ag(;%;) = ¢g(s) —eg(s) = 0, i.e., { se anula sobre esta curva. Logo {< 0

em toda regiio, ou seja, u? < eg( ﬁ%y) ali.
M

Proposicdao 4.1.1. Seja B = By.(0) a bola aberta de raio 2 num espago de Hilbert i, Considere
P a projecdo ortogonal num subespago H,, de dimensio m e Q=I-P, proje¢do num H,, e defina
£B—s R por f(v) = [|Pv}}2 — |Qu|®. Defina também p(v) =f{v) ~ g—eh(m) onde h é uma fungio
como a do lema 4.1.1. Entao M= {z € B; p(z) < —¢} ¢ obtida de N= {z € B; f(z} < —¢} colando
uma (n,m)-alga.

Dem.: Tome D" C H, e D™ C H, e denote por A o cojunto em Bondef > —cep £ —e. Entao
M=NUA e NN.4 C dN. Defina F:D" x D™ — H por

1/2 2
F(z,y) = (eg(l=l?)pl? +¢) o + (sqlllzl)) "y
onde g é uma funcio como a g do lema 4.1.1.

Assim obtemos

(P (z,y)) = e (gUzI?)igl? - (1 + gz igl®)el®) = e (gaiyiP — o)) - 212} = -

p(F(z,y) = =(g(lellvll* (1 ~ o) ~ el ~ S(szllal?)) <
< (gl ~ ll2I) ~ 2l - 3h(o(ial®)) < e

Observagdo: Na iltima desigualdade use a definicio de g : h(g{[lzi*)) = 2(1 + a(llzlPN( = il=|]?).
Sendo assirn, podemos concluir que F leva D" x D™ em A.

Por outro lado, se w € A tome u == Pw,v = Qw. Entio |jul]? — ||[v)|? > —¢ e também

flull? — Iv]]* — %h(ﬁi‘fﬁ} < —e&. Portanto E% <i= g(s;[u!g‘ } est4 bem definida e, pelo lema
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4.1.1, temos W_(L‘]ﬁj;_) < 1. Logo

A
1 _ .
o= (Yo D7 e y= (sl L) e

o que nos permite definir G:4— D™ x D™ dada por

2 1

Glw) = 2~} _IQui® yy-2

) = (e +1Pul?) 2w . (so( T2 )) P
Com alguma paciéncia ve-se que F e G s&o inversas e, portanto, dio um homeomorfismo entre A4
e D" x D™, Como g é C% como derivada ndo nula em [0,1) segue que F é C* em 13” x D™ e em
571 x D™ F é dada por
2
Fla,y) = (s(iyl? + 1))z + e¥/%y

que é um difeomorfismo C° sobre NN.4.
i

Observagao: Esta seciio segue de perto o livro de Palais e Terng [4]. Talvez seja interessante o leitor dar
uma olhada nas ilustracdes l& contidas para uma maior intuigio sobre o pracesso.

4.2 Resultados Basicos da Teoria de Morse

Consideremos para esta segio variedades riemannianas C**1 k > 0, sem bordo e fungdes :M—R
também C**1 tendo apenas pontos criticos nio degenerados (consequentemente sio todos isolados).
Além disso, vamos exigir que o par (M,f) satisfaga a seguinte condicdo :

(C) Se SC M é um conjunto onde f é limitada e inf{||Vf |z € S} = 0, entdo existe um ponto
critico de f aderente a S.

Observacgao: Esta condigédo foi introduzida originalmente por Palais e Smale (veja {1}) para substituir, no
caso de dimensdo infinita, a perda de compacidade que havia na teoria de Morse cldssica com variedades de
dimenséo finita. A condicio (C) de Palais-Smale é entao uma condicdo de compacidade sobre a fungdo e,
no caso de dimenséo finita, ela é indcua.

Tome dois niimeros reais ¢ < b e suponha que (z,), seja uma sequéncia de pontos criticos
distintos de f com a <f(z,) < & Seja p a métrica riemanniana de M. Escolha entdo pontos
regulares (z,) tais que

plonan) < VSl <= e a<im)<b

B

Pela condigido (C} existe subsequéncia de (z,) convergindo para um ponto critico de f Mas isso
implicaria na convergéncia da subsequéncia correspondente de (z,), contradizendo o isolamento
dos pontos criticos, ou seja :

Proposicdo 4.2.1. Se a < b sdo ndmeros reals, existern no méaximo finitos pontos criticos z de {
satisfazendo a <f(z) < b. Em particular, existem finitos valores criticos de f entre ¢ ¢ b sendo que
cada um tem pré-imagem finita.
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Proposicdo 4.2.2. Sejam M uma variedade completa e a : (¢#7,¢7) =M uma curva integral maxi-

mal de Vf. Se lim, ;4 f(a(i)} < x.entdo tT = oo € o tem um ponto critico de { como ponto de
acumulacio gquando ¢ -+ oo.

Dem.: Defina g(t} =f((«(t)). Temos

9'(t) = oy (t) = dfoin Vfary = 1V oI

entdo g é ndo decrescente e tem um limite L quando t — £+, Se L < oo, como

£ £
g(t) = g(0) + fo g (s)ds = g(0) + /0 1V oo |12

também terfamos .
t

f IV fagsy 1 2ds < 00
0

Assim, usando a desigualdade de Schwarz obtemos

J

Logo t* = oo, se nao, teriameos contradiciio com a proposicao 3.3.3. Como fot* |V fars)IPds < o0,
temos obrigatoriamente que inf{|[V/fyyi;0 <t < o0} = 0. Como (M,f) satifaz a condigio (C) e
estamos supondo foa limitada para 0 < ¢ < oo segue que ¢« tem um ponto critico de f como ponto
de acumulacio quando ¢ — oo.

t+

ol [t ., \ V2
IV faie s < £F ( /0 IEVfa(s)sz5>

O

Observacdo: Obviamente também temos que, se im;.;- < co,entdo 7 = —oo e ¢ tem um ponto critico
de f em sua aderéncia quando ¢ ~ —oc.

Proposigao 4.2.3. Se M é completa e f nio tem valores criticos em [a, b}, Vf é C*-fortemente
transversal a f em [a, b].

Dem.: Pela proposicéo 4.2.1 encontramos ¢ > 0 tal que f ndo tenha valores criticos em [a — 6, b+4].
Se V=f"t(a — &, b+ d) temos (Vf)f = ||V f||? estritamente positiva e C¥ em V. Fixe £ em M e olhe
para oz : (t7,t1) =M a curva maximal de Vf por z. Precisamos encontrar ¢~ < ¢; <0 <2 < ¢+
com ag{t;} € V, ou seja, com f(az(t;)) < a—3d e flax(tz)) > b+ 5. Se fosse f{oy (1)) < b+ 6 sempre
que 0 < £ < ¢, pela proposicao 4.2.2 a, teria um ponto critico y de f aderente. Sendo f continua e
forr, mondtona segue que a — 4§ < f(z) < f(y) < b+ 4§ e £(y) seria valor critico de fem [a — 6,04 4].

O

Coroldrio 4.2.3.1. Nas condi¢des da proposicio anterior M, é C*-difeomorfo a My,

Dem.: Direto do teorema 3.5.2 (transversalidade forte).

Resta saber o que acontece quando passamos por um valor critico, ie., qual é a diferenca
topoldgica entre M, e My quando existe um valor critico ¢ entre a e b. O préximo teorema é o
ponto central da teoria de Morse e sua demonstracdo usa o lema de Morse 3.4.2 como ferramenta
fundamental.
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Teorema 4.2.4. Seja f uma funcio a valores reais C**1 k > 0, definida numa variedade riemanni-
ana completa M C**! gque tem apenas pontos criticos nio degenerados {dizemos que f é funcao de
Morse} e que satisfaca a condigio (C). Se ¢ é valor critico de { correspondente aos pontos criticos
Zy,...,Z, que tém indice e co-indice (n;, m;) respectivamente e [a,b] € tal que ¢ é o unico valor
critico de f entao M, é CF difeomorfo a M, colando(de forma disjunta) r algas de indice e co-indice
(ng,my).

Dem.: Sem perda de generalidade podemos considerar ¢ = 0. Primeiro consideremos o caso em
que f~1{0) seja um dnico ponto z; de indice e co-indice (n,m}. Seja (U,p) uma carta ao redor
de z como a do lema de Morse, ou seja, U é um aberto de um espago de Hilbert H = H_ x H,
sendo que H_,H; tém dimensdo n e m respectivamente, ©(0) = z e fop(u) = [Jus|® ~ |[u-||?, com
w o= (U, Uy )

Escolha £ de modo que [~2¢,2¢] C [a, b] e que 2 bola fechada B = B, ;£(0) ¢ U. Seja h:R—=R
como no lema 4.1.1 e defina

2
oleo(w) = Flpt) - Tn(ll)

Vamos estender ggM—R de forma diferenciavel e de modo que g{z) < f(z) e g(z) = f(x)
sempre que f{z) > cou flz) > —2c e z ¢ @(U). Suponha que u € U e flp(u)) > -2 e
glo(u)) # f(p(u)). Entao h{flusl?/2) # O e, portanto, [lul? <& Logo, ull® = flu-* +jlul® =
20lug |7 = flp{u)) < 4e, ouseja, u € é Assim podemos fazer g=f fora de p(u). Em particularg < f
no fechado f~1([—2¢,00)), entdo podemos acabar de estender g mantendo a mesma propriedade.

Além disso, se f(¢(u)) 2 ¢ e u €T, [ugll? = f(p(w) = £ = h(fusl/e) = 0= flolu) = glp(w).

Observe agora que o intervalo [—¢,&] ndo contém pontos criticos de g. De fato, se § =
g H{[~2¢,¢]), temos que f=g em S\@(U'}, entdo, todo ponto critico de g ali seria ponto critico de f
em f1([~2e, 2¢]), mas o dnico ponto critico de f neste intervalo é 7y € p(U). Entdo basta olharmos
para os pontos criticos de g em {(U). Mas em U temos g(i(u)) = [Ju [ — [fu- |2 = LA (Jlusi®/c) e,
como h' < 0, basta derivar para ver que o \inico ponto critico de gop é a origem, mas g(p(0)) = —378.

Entac temos que M. (f)=M,(g), pois f=g se > ¢, e M.(g) ¢ difeomorfa a M._.(g) pois g nio
tem pontos critticos em [—¢,¢]. Que M..(g) é obtida de M_,(f) colando uma (n,m}-aica segue da
proposicac 4.1.1. Agora, como podemos usar o mesmo processo em vizinhas disjuntas de vérios
pontos criticos, o resultado segue.

d

Considere agora espagos de Hilbert H;,7 = 1,...,n. Seja d; a dimensdo de H; e suponha que
di < oosei1 < med; = oo para i > m. Considere funcbes continuas g; : S; — X com imagens
disjuntas onde 5; € a esfera unitdria de [H; e X am espago topolégico. Entido obtemos um novo
espaco X Uy, [; colando as células (discos) D; atrvés de g;.

Lema 4.2.1. X Ug D Ug, -+ Uy Dm, é uin retrato de deformacéo forte de X Uy D1 Uy, - - Uy, Dn.

£

Dem.: E suficiente lembrar que a esfera S de um espaco de Hilbert H de dimens3o infinita é
retrato de deformagcio forte do disco de HL.

Seja entdo N uma variedade de Hilbert com bordo e que M é obtida de N colando n algas, i.e.,
temos n funcdes de colagem f; : D% x D® . Defina g; : S%~! — 0N por g;(y) = fi(y,0) (que é um
homeomorfismo). E claro que N Uy, D% x 0 é idéntica a N Uy, D%.
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Proposicdo 4.2.5. N U, D% ¢ um retrato por deformacdo forte de M.

Dem.: E suficiente mostrar que (D9 x 0) U (4% x D¢) é retrato por deformacio forte de D4 x D®
e, como este 1iltimo é convexo, basta definir uma retraciio r: D¢ x D¢ — (D% x 0) U (8471 x D?) :

{(z,0) ,sey =10
rlz,y) = § (22/(2 ~ fiyl), 0) cse flzll < 1—fiyli/2
(/=i Q] + lyll = 2)u/livl) 5 se llell = 1 - liyli/2
0
Coroldrio 4.2.5.1. Se di,...,d:, 3o os indices finitos entdo N U, D% Ugy **+ Ug,, D9 6 retrato

de deformacgdo forte de M.

Tudo isso resulta no

Teorema 4.2.6. Seja M uma C?-variedade riemanniana completa e f : M — R uma funco C!
satisfazendo a condicio (C) e sendo duas vezes diferencidvel em seus pontos criticos nao degenera-
dos. Considere um valor critico ¢ e seus pontos criticos correspondentes zi, ..., z, de indice finito
d;. Suponha que ¢ seja o dnico valor critico de f em [g,b]. Entao M, é umn retrato de deformagio
forte de M, colando células (de forma disjunta) de dimensao d; no bordo de M,.

Coroldrio 4.2.6.1. H;(M,, M,) = Z°*) onde ¢(k) é o ndmero de pontos criticos de indice k no
nivel c.

4.3 Introducao ao Calculo das Variagoes

Definicao 4.3.1. Uma funcao « : [0,1] — R™ ¢ dita absolutamente coninua se uma das seguintes
condigdes equivalentes ¢ satisfeita.

e Dado ¢ > O existe d >0talque,se 0 < < - <ty <le Efza [t2ir1 — to;] < 4, vale
2ot} — altu)ll < e
o Existe funcdo integravel g:[0,1]— R"” com a{t) = o{C) + fg g{s)ds
Observacdo: E claro que uma funcio absolutamente continua é contfnua. Veja também que se « é abso-

lutamente continua entdo o existe q.t.p.. Também, se LR? -+ R™ ¢ lipscitziana, entdo foa é absolutamente
continua,.

Definigao 4.3.2. O conjunto das fungdes quadrado integraveis de I=[0,1] em R" serd denotado
por Ho(I,R™) (ou também L*(I,R")). Hg(I,R®) é um espaco vetorial com as operacdes usuais e
se torna um espago de Hilbert (médulo ser igual q.t.p.) com o produto interno

1
< 0,8 o= /0 < alt), Bt) > dt

Também definimos H1{I,R") como sendo o conjunto das fungbes absolutamente continuas cujas
derivadas estdo em Hy(I,R™). H; tamém € um espago de Hilbert com o produto interno

<o, >1=< al0),8(0) >+ <o, 8 >

35



Lema 4.3.1. A aplicaciio R" x Ho(I,R"™) — H(I,R"Y), (z,a) — B, onde A(t) = z + f(}t als)ds é
uma isometria bijetiva.

Considere a aplicagio
D: H{{ILR") — H{,R")
«@ > o
e defina H; (I,R™) = {o € Hj;2(0) = (1) = 0}. Temos de imediato a
Proposicao 4.3.1. D ¢ um operador linear limitado de norma 1, H} é um subespago vetorial de
codimensao 2n em Hj; e D leva HY sobrejetiva e isometricamente no subespaco de Hp formado

pelas funcdes g que fﬁl g{t)dt = 0, ou seja, no complemento ortogonal das func¢des constantes em
Hy{I, R™).

Proposicao 4.3.2. Se a € H{ e 8 é absolutamente continua entdo

1
/ < B'(t),alt) > dt =< 8, ~Da >
0

Dem.: A funcao t —< 3{t),alt) > é absolutamente continua e tem derivada < 5'(t), «(t) > +
< B{t),a'(t) >. Agora é sé lembrar que uma fungio absolutamnte continua é a integral de sua
derivada e que << 8(¢), a(t) > se anula nos estremos.

|
Proposicao 4.3.3. A inclusdo C°(I, R™) «» Hy(I,R™) é continua.
Teorema 4.3.4. (Desigualdade de Sobolev) : Para o € H(I,R") vale

lt) — a(s)ll < |t — s"*lello < |t — 8|l

Dem.: Seja x a funcéo caracteristica do intervalo [s,t]. Temos ||x| = [y x? = [I1=¢—s e entdo

le(®) = als)ll = I fLa/l =1 fy x&/ll < 1t = 512 fo.

||
Coroldrio 4.8.4.1. [lall« < 2ilal)
Dem.: [a(t)]] < [a(@)] + o) — (0] < lefi + #2ofh < 2lal);.

[

Proposicio 4.3.5. Seja S C H; limitado. Entdo S tem fecho compacto em CY(I,R"™), conse-
quentemente também o tem em Hy.

Dem.: Usando o teorema de Arzela-Ascoli, basta provarmos que S é limitadeo e equicontinuo em
CY. Pelo dltimo corolario jd vemos que S é limitado na norma || oe. A equicontinuidade segue da
desigualdade de Sobolev. A dltima afirmacao segue direto da proposicao 4.3.3.

O

Proposicio 4.3.6. Se £R™ — R™ ¢ C*+2 entdo a funcio

f: Hl(f1Rn) - Hl(IaRm}
o' > foa

é Ck. Além disso, para 1 <¢ <k temos

difa(ﬁla wres 6‘1)@) i dzfcr(t}(ﬁl (t)z v yﬁz(t})
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A demonstracdo € consegéncia do seguinte lema :

Lema 4.3.2. Seja F:R® — L (R",R™) wuma funcio C!. Podemos definir um funcio continua,
F o Hi(I,R") — Li(H\(LR"), Hi(I,R™)), dada por F@)(81,..-. Bk)(8) = Fla(t))(Br(2),. .-, Be(t)).
Se F for C3 entdo F é C! e df = dF

Dem.: Observe que

() (Brs - B))'(2) = dFagy(d () (Brlths .-, Biut) +2Fa(t (Bi(t)s- -, Br(t)

231

€, portanto,

HE (@) (Brs - - B (O < Nl dFagll e/ R 18: ) --- 18: ()} + ZE BN - - 18 ()]

Como {|Billec < 2[18ill1, segue que

HE(@) (B, Br)Y (B)llo < 25P(@)|Billy - 118kl
onde P(a) == sup [j{dFy il lo' () + ksup || F(a{t))]l. Além disso, também

(@) (Brs - Bi)llos < 28 sup |F ()] 1Bullx - - - 1Bkl

Logo temos

1E(e)(Bs - -, Bl < K(a)fiBully -+ Beln
segue que F(ex) € Ly(H:{I,R*); Hy(I,R™)). Entio tome p € Hy(I,R"). Temos

I(F (@) = Fe) (B, Bl < 2% sup|F(al()) — Flp@)I Bl - 1Bells

e, consequentemente

H(F (@) = F(o)(Brr-- -, 86)) Nlo < 25M (e, o)lIBells -+ 1Bl
com M (e, p) = sup [[dFy 1l lie! = p'llo+sup |dFaw —dF | 10710 +sup | F(a(t)) — F(p(t))]]. Entao
LF(a) — F(p)ll < K(a,p)

onde a norma € a de Ly(H(I,R"); H;(I,R™)) e K{a, p) — 0 se forem a 0 sup || F{a(t)) — F{p(t))},
sup |[dFaqy — dFpll € o/ — lle- Mas, se p =+ « em Hi(I,R") = llo’ -~ p'ljo < |l ~ plfy vai
a 0 e p - a uniformemente. Logo, como F e dF sio continuas, também F{p(t)) — F(a(t)) e
dFy iy — dFy(¢) uniformemente, logo, F ¢ continua.

Suponha agora que F ¢ 3. Usando o teorema do valor médio, obtemos uma funcdo CF,
R R® — Lo(R™; Ly (R™,R™)), tal que, se & = p+ v, entdo Flz) — F(p) ~ dFp(v) = R(z}{v,v).
Assim,
R+ Hi(I,R") ~ Lo(H1(I,R"); Hy(I, Ly (R™; R™)))

é continua (pela 12 parte da demonstracao) e, se a e ¢ = o + p estao em H;{I,R™} temos que
F(z) - Fla) — dE,(p) = R(z)(p,p). Logo F é diferenciavel com dF' = dF. Usando novamente a
1% parte da demonstragio segue que F' é C'.

i
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Proposicdo 4.3.7. Escreva R™ = R™ @& R™. A fungio

H(I,R*) x H\(I,LR™) — H{I,R™*™)
(a, B) o a+f

é nma isometria sobrejetora

Definicio 4.3.3. Se M for uma variedade C! de dimensio finita, definimos Hy(I, M) como sendo
o conjunto das funcdes continuas o : 7 — M tais que ¢! o o seja uma funcido absolutamente
continua com |[{¢~! e @)'|| € L? para toda carta w. Se M for C? e o € H (I, M) definimos

Hi(I,M)o = {8 € Hi(I,TM);5(t) € Toy M}
Para z,y € M definimos
AM;z,y) = { € Hi{I,M):a(0) = z,0(1) = y}
esea € A(M;z,y)

AM;2,9)a = {8 € Hi(I, M)a; 8(0) = 05, (1) = 0}

Observagao: Vejaque H, (I, M), setorna um espaco vetorial com as operacdes pontuais e que A(M,z,¥)q
¢ um subespaco de Hy (I, M),,.

Proposigdo 4.3.8. Suponha que M seja um C*Fvariedade fechada em R",{k > 1). Entdo
Hi(I,M) é formado pelas fungdes o € Hi(I,RB") tais que a(I) C M e é uma C*-subvariedade
fechada de H1(I,R"), assim como A(M;z,y) é uma CF-subvariedade de Hy(I,M). O espago
tangente Tof1 (1, M) é H (I, M)s que coincide com o espago {# € Hi(I,R");5(t) € TouyM}.
Também, To A(M, z,y} = A(M,2,y). que é o espago {8 € Hi (I, M)4: 5(0) = S(1) = 0}.

Dem.: E claro que H(I.M)={aec H (I,R");al) C M} assim como Hy{I,M), e A(M;z,9)a
s30 os conjuntos ditos. Sendo M fechada em R" segue que H;(I, M) é fechado em C%(I,R?) e,
consequentemente, também em Hi{J,R™). Analogamente, A(M;z,y) ¢ fechado em H:{[,R"?} e
H:(I, M)y ¢ A(M;z,y)s sio subespagos fechados de Hi{I.R"). Como M é CF™* existe uma
métrica C*T3 em R” na qual M é totalmente geodésica. Seja entdo E : R” x R® — R™ a aplicacio
exponencial correspondente, ie., £ — F(p,fv) é a geodésica por p com velocidade v. E ¢ uma
aplicacio C*+2. Tome o € H (I, M) e defina ¢ : H:(I,R*) — H(I,R") por

P(B)(t) = Elalt), B(2)

Entdio ¢ é CF (proposiges 4.3.6 e 4.3.7) e ¢(0) = . Além disso, usando a proposicio 4.3.6,
temos dwo(B)(t) = dEff(t) (B(t)) onde EX((y) = E{a(t),v). Como dEg(t) é a identidade segue
que ¢ leva uma vizinhanca do 0 de H; (I, R®} C*-difeomorficamente numa vizinhanga de o Sendo
M totalmente geodésica tem-se que, se 5 estd préxima de 0, entdo o(F) € H (I, M} se, e s6 se,
8 € Hi{l, M), e, analogamente, se « € A{M;z,y), tem-se (B} € A(M;z,y) & 8 € AM;z,y)a-
Assim ¢ nos fornece uma carta local para uma vizinhanca de o que é a restricio de uma C*-carta
para Hy(I,R") e o resultado segue.

d
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Coroldrio 4.3.8.1. Se M e N forem C'*4.gybvariedades de R" e R™ respectivamente e M — N
for uma funcdo C**+4, a funcio f : H{(I, M) — H1(I, N) definida por f(A)(t) = foA(t) é C* e sua
diferencial é dfa(8)(t) = dfa) (B(2))

Observagdo: Veja que f leva A(M;z,y) em AN £(z), Fy)). A aplicaciio (M, f) — (H (I, M), f) é um
funtor da categoria das C*+*-variedades de dimensdo finita na categoria das C*-variedades de Hilbert.

Definigao 4.3.4. Se M for uma C***-variedade de dimensio finita definimos a acio integral de M
por

- 1 !
B(a) =5 [ e
H]
para a € H{ (I, M).

Proposicio 4.3.9. Considere uma C**%-jsometria local :M—N. Entdo Ly =Lyof.

Dem.: f{a) (t) = (foa)(t) = dfa(e) (' (t}). Como dfy( € uma isometria segue que i) () =
e ()]
o

Corolério 4.3.9.1. Se M ¢ subvariedade de N Ly = Ly| B, M)

Coroldrio 4.3.9.2. Se M for subvariedade fechada de R", L(a) = 1||Dal2 é CF.

Corolério 4.3.9.3. Se M for uma C**%-variedade completa de dimensdo finita, L é C*.

Dem.: Basta mergulhar M isometricamente em algum R”, o que é possivel por um teorema de
Nash.

Se N C M ¢ uma subvariedade fechada sendo M completa e considerarmos em N a estrutura
riemanniana induzida de M, dados 2,y € N temos naturalmente que py(z,y) = pum(z,y). Logo, se
{zn} for uma sequéncia de Cauchy em N, {z,} converge em M e, consequentemene em N, pois N
é fechada. Ou seja, N também é completa. Isto nos leva &

Proposicao 4.3.10. Se M for uma subvariedade C**4 k& > 1, de R" temos que H;(/, M) é uma
C*-subvariedade completa de H,(I,R™).

Proposigiao 4.3.11. Se M é uma C*T*.gubvariedade de R” e z,y € M, o conjunto A(M;z,y) é
uma translagdo de HY (I,R"} e A(M;z,y)o C H{(I,R?)

Dem.: A segunda afirmacio segue direto da definicdo de A{M;z,y)o. Agora se o,8 € A(M;x,y)
temos (o — 8)(0) = (a — £)(1) = 0 de onde segue a primeira afirmagcdo.
o

Corolario 4.3.11.1. Se olharmos A(M; z,y) como subvariedade de Hj(/,R™), o produto interno
<, >q em A(M; z,y)q é dado por < 8,77 >a=< D,y >0.

Corolario 4.3.11.2. Seja S subconjunto de A(M;z,y) onde Ly é limitado. Entdo S é totalmente
limitado em CY(I,R") e em Hy(I,R").
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Dem.: Lar(a) = $I1Da|3. logo [[Dal] é limitado em S. Como A{M;z,y) é um transladado de
H(I,R*) e D € uma isometria ali, segue que S é limitado em H;(7,R™). Agora o resultado segue
pelos corolarios da desigualdade de Sobolev.

O

Corolério 4.3.11.3. Se {a;} for uma sequéncia em A(M;z.y) com || D{c; — ¢;)llo — 0 quando
i,7 — o0, ela converge em A(M;z,y).

Dem.: Como o; —«; € H{(I,R") segue que {a;} é de Cauchy em H,;([,R™). Mas A(M;z,y) é
fechada em F, (I, R"}.

O

Definigdo 4.3.5. Se o € A(M;z,y) definimos ¢* como sendo a projecio ortogonal de Da no
complemento ortogonal de D(A{M;z,y)s) em Hy{I, R™).

Proposicdo 4.3.12. Seja M uma C*F%-gybvariedade de RB™ e considere L a restricho de Ly a
A(M;z,y). Olhando para A(M;z,y) como subvariedade riemanniana fechada de H,(/, R™), para
cada o € A(M; z,y) podemos caracterizar VL(a) como sendo o tnico elemento de A(M; z, 7)o que
é levado por D em Da —~ . Além disso, |VL(a)lle = |Da — o™ijs.

Dem.: Como A(M;z,y) é fechado em H;(I,R™) e estd incluido em H}{I,R"), segue da proposi¢io
4.3.1 que D leva A(M; z, y), isometricamente em um subespaco fechado de Ho(f, R?). Assim, como
Do — o é ortogonal ao complemento ortogonal de D(A{M;z,y),), é da forma Df para alguma
B € A(M;z,y)a € como D é uma isometria em A(M;z,y)a, 5 é tnica e ||Blla = [|DBllo =
Do — oo Entdo serd suficiente provar que dLop =< f,p >4 onde p € A(M;2,1)a, ou ainda,
pelo coroldrio 4.3.11.1, que dLap =< D3,Dp >p= < Da —o*,Dp >g. Mas, pela definicio de o,
temos < o', Dp >o= 0. Agora Lg»(y) = Li7|2 = dLg~(a)p =< Da, Dp >¢ para p € Hi(I,R?).
Como L é a restrigio de Lzn a A(M;z,y) estamos feitos.

0

Definicdo 4.3.6. Denotemos por P(z), P:M — L{R™ R"), a projecio ortogonal de R em T, M. P
é uma aplicacio C*3. Se A(M;z,y), for o fecho de A(M;z,y)s em Ho(I,R"), denotaremos por
P, a projecio ortogonal de Ho{I,R™} em A(M;z,y)q-

Proposigo 4.3.13. Se o € A(M;z,y), A(M;a,y)a = {8 € Ho(I,R"); B(t) € TouyM a.t.p. }. Se
8 € Ho(1,R™), Fa(B)(t) = P(alt)) ().

Dem.: Defina a seguinte aplicagdo linear em Hy(J,R"™), m.8(¢) = P(aft})B(t). Como para cada
t P(alt)) é uma projecdo ortogonal, segue-se que %, ¢ uma projecao ortogonal diretamente da
definicio do produto interno <,>g. Pela proposicio 4.3.8 segue que n, leva H(I,R") sobre
AM;z,9)a, mas Hf(I,R™) é denso em Hp(I,R"*) = 7y = P,. Agora f € Hy{I,R™) é ponto fixo
se, e somente se, 5(t) € T,nhM q.t.p..

0

Coroldrio 4.3.13.1. Para o € A(M;z,y) temos Pa(H 1 (I,R™)) = Hi(I, M)y e FPo(H(I,R")) =

Coroldrio 4.3.13.2. <", DP,8 >= 0 para § € H (I,R").
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Corolario 4.3.13.3. P.Da = Do

Dem.: Pois (Da)(t) = /(t) € Ty M sernpre que existir o, entdo Do € A(M;z,y)a.
Lema 4.3.3. Seja T € Ho(I, L(R",R™)) e defina para cada o € Hy(f,R"} uma func¢io
T{a): T - R™ por  T(a)(t) = T(t)elt)

Termos

1. T é um operador linear continuo de Hy(I,R™) em L'{(I,R™).
2. Se T, o forem fungdes absolutamente continuas, T(a) e (T{a)) também o sdo.

3.8eT e H:i(I,LR", ™) e a € Hy(I,R"), T(a) € H{I,R™).

Dem.: Suponhan =m = 1. Entao {1) é consequéncia imediata da desigualdade de Schwartz. (3)
segue de (2) que por sua vez segue do fato que (T'a)'(t) = T'{t)a(t) + T{t)o'(¢). Em dimensio mais
alta basta olhar coordenadas.

g

Consideremos as funcgoes G, € H (I, L{R™, R")) e Q, € Ho(I,L(R",R")) dadas por G, = Poax
¢ Qo = GI,. Temos

Proposicdo 4.3.14. Sejama € A(M:z,y) e § € H(I,R"). Entao (DP,—P,D)5{t) = Q.(t)5(1).
Se f € Hy(I, R™) defina

1
= o d
o) = [ Quts)s(s)ds
Assim, se § € H{(I,R"} vale

< [ {(DPy — FPoD)f >o=< g,—Df >

Dem.: Como FopB(t) = Ga(t)B(t) e Pu(DB)(t) = Ga()'(t) = (DPs — PoD)B(t) = Qa{t)B(t)
(lema 4.3.3). Também s — (J,(s)f{s) é somdvel de modo que g é absolutamente continua. Agora
observe que, como Gu{t) = P{a{t)) é auto-adjunta para todo ¢, Qu{t} = GL(¢t) é auto-adjunta
sempre que for definida, logo

i 1 1
< §,(DPa — PaD)8 0= f < F(8),0aBE) > dt = f < Qa(B)F(t), B6) dt = / < g HAW) > di
0 8 0
Assim, se B € H{({,R"), a proposigao 4.3.2 diz que

< [ (DPy — PaD)B >p=<g,-Df >

Proposicdo 4.3.15. P,a" é absolutamente continua e (FPya®)'(t) = Qu(t}al(2).
Dem.: Se 3 € Hf(I,R™) temos
< Py DB >p=< o, PoDB >o=< o, (PoD — DP,)S >g
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pois < o', D P, >= 0. Logo, pela proposicao anterior, < Pao*, DB >¢=< g, DS >¢ onde g é

1
o(t) = [0 Qa(s)a(s) ds

Entio P,a — g € ortogonal a D(H;(I,1R™)) e a proposigio 4.3.1 diz que Pyo — g é constante.
Como g é absolutamente continua, P, também o é e ambas tém a mesma derivada. Mas ¢'(t) =
Qalt)a(t).

e

Teorema 4.3.16. Seja a € A(M;,z,y) um ponto critico de Lys. Entdo a € C*4(I, M) e o/ (t)
é ortogonal a ToyM para todo t. Reciprocamente, se o for absolutamente continua e o for
ortogonal a M g.t.p., entdo « € um ponto critico de L.

Dem.: A proposicio 4.3.12 nos diz que se « for um ponto critico de L entio Da = o Mas
acabamos de ver que P,Da = Do = Paah = gl Logo ¢« é absolutamente continua, em particular
aéCh e

o’ (8) = Qa(t)al(2) (4.3.1)

Agora, P é C* 3 ¢

Qalt) = ZP(alt) (43.2)

Assim, se a for C™,1 < m < k+3, Q.(t) serda O™ ! que junto com a equacio (4.3.1) diz que o serd
C™+1. Como ja sabemos que a é C*, indutivamente obtemos que « é C*¥4, Para 8 € A(M;2,9)a
temos que Do = of é ortogonal a DB. Como A(M;z,y)e C Hi(I,R") obtemos que o/’ é ortogonal
a (3 através da proposicao 4.3.2. Sendo S e o continuas segue que < (1), a(t)” >= 0. Agora, dado
t€(0,1) e v € TouyM, existe 8 € A(M; x,y)q com S(t) = v. Novamente usando a continuidade de
o' obtemos a ortogonalidade de o em 77,(yM e Ty1yM também.

Reciprocamente, se & € A(M;z,y) for absolutamente continua com «” ortogonal a M q.t.p., a
mesma proposi¢do 4.3.2 nos diz que Do é ortogonal a D(A(M;z,y),) = Da = o, Agora ¢ s6
usar a proposi¢do 4.3.12 novamente para concluir que o é ponto critico de L.

]

Observagao: Um resultado da geometria diferencial diz que uma curva o € C%(7, M) é uma geodésica
para M se, e somente se, o' for ortogonal a M q.t.p.. Em particular concluimos que a € A(M;z,y) é ponto
critico de L « for uma geodésica para M.

Lema 4.3.4. Seja A C M um subconjunto compacto. Entao existe uma constante X tal que

1
/0 1Qa(®)B(1){ dt < K| DajlollBlloV o € Ho(I,R™) com al) C Ae 3 € Hi(I,R")

Dem.: Considere o conjunto compacto A’ de (B?)? consistindo das triplas (z,v,z) com z € A,
v € T, M unitdrio e |lzf| = 1. A aplicagao (z,v,z) — [[dP{v)z]| é continua em A’ e portanto
limitada por uma constante K. Mas Qq(t) = dPyy (< (1)) = [[Qa()B(H) = l[dPuar (&' (#))BE)] <
Ko/ (1) 115(t)]]. Agora é s integrar e usar a desigualdade de Schwartz.

O
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Teorema 4.3.17. Suponha que S C A(M;z,y) seja tal que L seja limitado em S e infg || VL] = 0.
Ento existe um ponto critico de L aderente a S, em outras palavras, L satisfaz a condicio (C).

Dem.: Escolha sequéncia {a;} € § com [|[VL{)la; = [|Day ~ ol]o % 0. Como F,, é uma
projecao, ela preserva decrescimento de norma; entdo, usando o corolario 4.3.13.3 obtemos que

| Pag(De; — a)lo = | Dag — Pacllo 5 0 (4.3.3)

Além disso, S ¢ totalmente Hmitado {coroldrio 4.3.11.2) e, assim sendo, podemos assumir que

les — |0 i& 0. Se provarmos que [[D{a; — a;)|lo — 0 o resultado seguird do corolério 4.3.11.3 e
da continuidade de VL.

Agora | D(oy — oy)llf =< Doy, D{ey — ;) >¢ — < Doy, D{ey; — oj >9. Logo, basta mostrar gue
< Da;,D{a; — o) > 0. Mas ||Dayll* = 20(a;) é limitado e, portanto, também é limi-
tado ||[D{a; —~ ay)llo. Assim, devido & equaciio (4.3.3), serd suficiente verificarmos que de fato
< Pyl D(cy — ;) >0— 0. Entdo, usando as proposicdes 4.3.15 e 4.3.2 temos

1
i< Pﬂia?yD(ai ”"aj) >|= l[} < Q&i(t)a?{f):ﬂi - >g dt| < [le; "‘ijl oo / 1Qa, (E)e ()] dt

e entdo basta mostrar que fol Qo ()i (t)]] dt é limitada. Seja A um compacto tal que o;(I) C A4
Pelo ultimo lema existe uma constante K com

1
/G 1Qas (B0l (1)) dt < K| Daslo Nl o

Como || Da;|} € limitada assim como [|of]| (devido & equacio (4.3.3)), estamos feitos.

4.4 Desigualdades de Morse

Proposicao 4.4.1. Sejam M uma variedade conexa C' e f : M — R uma funcio C! ndo constante.
Se K for o conjunto dos pontos criticos de f tem-se f(K} = f{0K).

Dem.: Tome y € K e escoltha x € M regular tal que f(y) # f(z). Considere também uma curva
C* ligando y a z, digamos «, e defina g(t) = f(a(t)). Como g ndo é constante, g'(t) = dfaw ¢/ (t)
nao ¢ identicamente nula, logo a imagem de « ndo estd contida em K. Seja #y = inf{t;a(t) € K}
E claro entdo que afty) € 9K e, como ¢'(£) = 0 se ¢ < to, fly) = fla(ts)).

O

Proposicao 4.4.2. Se { é uma funcdo real ' numa variedade riemanniana C' M que satisfaz a
condicao (C) e K é o conjunto dos pontos criticos de f, flax € prépria.

Dem.: Tome a < b € R e uma sequéncia {z,} C 0K com a < f(z,) < b Queremos provar que
{z,} possui subsequéncia convergente. Escolha uma sequéncia {y,} € M\K tal que

P TnYn) S 1/n IV S1/n a~-1<flyp) <b+1
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onde p é métrica de M. Pela condigio (C) existe subsequéncia de {y, } que converge para um ponto
critico de f, mas entdo a subsequéncia correspondente de {z,} também convergird.

0

Observagao: No caso de pontos criticos ndo degenerados temos K = K. Vale a pena observar que a
proposicdo 4.4.2 também vale para f|g que no caso de pontos criticos ndo degenerados ndo faz a minima
diferenca. Porémi, como ne capitule 6 estaremnos trabalhando comm pontos criticos possivelmente degenera-
dos e, portanto, ndo necessariamente isolados, j4 deixamos estes resuitados preparados aqui.

Proposicio 4.4.3. Sejam M uma C?-variedade riemanniana conexa e completa e f, também C?,
uma fungio real em M satisfazendo (C). Se f for limitada inferiormente ela assume seu minimo.

Dem.: Seja d o infimo de f. Dado € > O escolha z € M com f(z) < 6 + ¢ e considere uma curva
integral maximal de Vf por z, @ : (a,b) — M . De acordo com a proposigdo 4.2.2, @ = —oc e o
tem um ponto critico de f como ponto de acumula¢ao quando ¢t — a. Chame y tal ponto critico.
Como f oo € nao decrescente segue que f{y) < § + ¢. Suponha sem perda de generalidade que f é
ndo constante (se for, ndo hd nada a fazer), entdo existe z € 8K com f(z) = f(y).

Usando este argumento, encontre sequéncia {z,} € 9K tal que § < flz,) < § +1/n. Sendo
f prépria se restrita a 6K, teremos subsequéncia de {z,} convergindo para um ponto zy € 9K.
Obviamente f(zp) = 4.

ad

Coroldrio 4.4.3.1. Suponha que M néo seja conexa. Se K tiver interior vazio f assume seu limite
inferior.

Dem.: Ache, em cada componente conexa de M, um ponto de K = 8K onde f assume seu minimo.
Agora monte com estes pontos uma sequéncia {z,} tal que § € f(zn} £ § + 1/n. Novamente
teremos subsequéncia convergente.

O

Coroldrio 4.4.3.2. Se M for C%variedade riemanniana completa a agio integral L assume seu
infimo em cada componente conexa de A(M;z,y) assim como em A(M;z,y).

Dem.: A condigio (C) ¢é satisfeita e os pontos criticos de E}A( Mir,y) 830 geodésicas. Agora € facil
obter elementos de A(M;z,y) ndo parametrizados proporcionalmente ao comprimento de arco e
arbitrariamente préximos de um ponto critico apenas fazendo pequenas variagfes no pardmetro.
Logo o conjunto dos pontos criticos tem interior vazio.

O

Teorema 4.4.4. Dada uma CS-variedade riemanniana completa e uma classe de homotopia de
caminhos ligando = a y em M, existe uma geodésica nesta classe cujo comprimento é menor ou
igual ao de qualquer caminho absolutamente continuo ligando z e y na mesma classe. De fato,
existe uma geodésica cujo comprimento é p(z,y).

Dem.: Dado um caminho absolutamente continuo « : [0,1] — M ligando z e y, a desigualdade de

Schwarz nos diz que L{a) = fﬂl I < \/2]5(&). Além disso, a igualdade ocorrerd se, e somente
se, ||| for constante. Por outro lado, sempre podemos reparametrizar ¢ proporcionalmente ao
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comprimento de arco obtendo o € A{M; x,y). Como o comprimento e a classe de homotopia ndo
mudam com reparametrizagdes vemos que, se L assumir seu fnfimo numa geodésica o, entao, entre
todos 0s caminhos absolutamente continuos ligando z e y na mesma classe de homotopia de o, &
terd o menor comprimento.

O

Definicdo 4.4.1. Dado um par de espacos topolégicos (XY}, diremos que o par é admissivel se
H (X.Y') tiver dimensao finita e, a menos de um namero finito de indices, H (X, Y) == 0, onde H,
é o funtor de homologia sobre um corpo K.

Observagao: Dada uma trinca de espagos, € conseguéneia imediata da sequéncia exata longa de homologia
da trica que, se (X,Y) e (Y,Z) forem pares admissivels, entio {X,Z} também ¢é.

Definicdo 4.4.2. Uma funcfo inteira S sobre pares admissiveis de espagos é dita sub-aditiva se
S(X,2) < S(X,Y)+ S(Y, Z). Se valer a igualdade sempre diremos que S é aditiva.

Observagao: E claro que se Xp C -+ < X, (X;, X;_;) for admissivel e S for subaditiva teremos
S(Xn, Xo) < > S(Xi, Xi_1) e a igualdade valera caso S seja aditiva.

Definicio 4.4.3. Para cada inteiro & e par admissivel de espacos definimos

Ry(X,Y) = dimHy(X,Y) Si(X,Y)= > (=) ™Ry(X,Y) x(X,Y)=) (~1)"Rn(X,Y)
4]

m<k

x € chamada de caracteristica de Euler do par (X,Y).

Lema 4.4.1. Rj e S; sdo subaditivas enquanto y é aditiva.

Dem.: Tome uma trinca de espagos {(X,Y,Z) tal que (X,Y) e (Y,Z) sejam admissiveis. Da sequéncia
exata longa de homologia da trinca

c = Hp(Y, Z) % Ho(X, Z) 4% Hp(X,Y) 22 Hpoo(Y, 2) -
obtemos as 3 sequéncias exatas curtas
0—=Im(Ompe1) — Hn(Y, Z) = Imlip) — 0
0 = Imlty) — Hpn(X,Z2) = Im(jm) — 0
0= Im(fm) — Hup(X.Y) = Im(dy,) =0
de onde
R (Y, Z) = dim Im(8pe1) + dim Tr(i,)  Rp(X, Z) = dim Im(jp) + dim Im(iy,)
Rp{X,Y) = dim Im(0y) + dim Im{jm)

e consequentemente

R(X, 2) = Bn(X,Y) = B (Y, Z) = = (dim Tim(0p) + dim Zm(Om1) *)
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Multiplicando (*) por (—1)*"™ e somando sobre m de 0 a & chegamos em
Sk(X,Z) — Sp(X,Y) = Sk (Y, Z) = (~ 1) dim Im(8p) ~ dim Zm(Bks1)

que é negativo pois g = 0. Analogamente, multiplicando (*) por {—1)™ e somando para m € N
obtemos

ja que Gy = O para k suficientemente grande.
O

Considere entdo uma C?-variedade riemanniana completa M e uma funcdo real f C'! satisfazendo
a condiggo (C) e com pontos criticos ndo degenerados. Escolha —co < a < b < oo valores
regulares de f e sejam ¢; < --- < ¢, 08 valores criticos de f em [a,b]. Escolha também a;’s com
a=a; < ¢3 < a1 < - < ¢y <a, = bedefina X; = My,. Segundo o corolario 4.2.6.1 os

pares (X;, X;_1) s@o admissiveis e o niirnero de pontos criticos de indice & no nivel ¢; é dado por
Ry (Xig1, X5).

Tecrema 4.4.5. (Desigualdades de Morse) : Usando a notagao do pardgrafo acima, seja Cp,
o ndmero de pontos criticos de indice 772 de f em f~1([a,b]) e Ry 0 m-ésimo ntmero de Betti de
{M,, M,). Temos as seguintes relacdes

k

k
DDTTRA LY (-DF 0 R <Cn x(Mp, Mo) = Z( PR = 3 (~1"Crn

mw={ m=0 m=0 el

Dem.: Basta ver que

k n—1 k
S (=1 Ry = Sp(My, Ma) <3 Sk(Xin, Xi) = 3 (-1)F"Cy
() im0 m={
o0 -1 oo
S (=1 R = x(My, Ma) =Y x(Xis1, Xi) Z( ™
m=0 1=0 =0

0

Coroldrio 4.4.5.1. Se f for imitada inferiormente as relacoes acima continuam vilidas para R,
o m-ésimo nimero de Betti de M, e Oy, 0 nimero de pontos criticos de indice m de f em M.

Dem.: Basta tomar ¢ menor que o infimo de £

Corolario 4.4.5.2. Se f for limitada inferiormente, R}, for o m® niimero de Betti de M e (7, for
o mimero total de pontos criticos de indice m de f temos R}, < C},.

Dem.: $6 é preciso mostrar o caso C};, < oo. Pelo coroldrio anterior temos R, (M;) < C}; para
todo valor regular b. Assim é suficiente provar que, se R, > k = R, (M) > k para algum b.
Sejam hi1,. - - , iy elementos L.1. de H,,,(Ad) e =, ..., z; ciclos (singulares) que os representam. Seja
C um subconjunto compacto de M que contem o suporte dos z;. Entdo, & medida que b — oo
percorrendo os valores regulares de f, os interiores de M, formam uma familia crescente de abertos
que cobrem M. Logo C' C M} para algum b e z1,..., 2 sdo ciclos em M,. Além disso, nenhuma
cobinagio linear ndo trivial deles pode ser homdloga a zero em M, {caso contririo seria homéloga
a zero também em M}, consequentemente B, (M) > k.

O
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5 Teoria de Lusternik-Schnirelman

5.1 Variedades de Finsler

Definigdo 5.1.1. Dada uma C**'-variedade M e um espaco de Banach F, considere uma C*-
fibragio M com fibra F. Uma funcdo [|.|] : M — R ¢ dita uma estrutura de Finsler para M se,
para cada z € M fixo, a aplicacdo (z,v) ~— ||(z,v}]| for uma norma equivalente 4 de F {denote-a
por jfulz) e se, para cada z € M e k > 1, existir vizinhanga Uy tal que $[v]le < {jvlly < kllvll: para

todo y € Uz . Se N for uma norma compativel com a de F, a fungdo {(x,v) — N(v) é chamada de
estrutura de Finsler plana.

Observagoes:

¢ Uma estrutura de Finsler é claramente continua
e Equivalénica entre fibracdes “transporta” a estrutura de Finsler

e Se M; e M, forem fibragdes sobre M com fibras F; e F2 e ||.|l1, ]2 forem estruturas de
Finsler, construimos uma estrutura de Finsler em L(M;j, Ms) {que é a fibracdo induzida
sobre M com fibra L{FF{,Fs)} através da funcgio ||(z, T} = sup{!l(z,Tv)|2; ll{z, v}||1 = 1}-
Consequentemente temos a estrutura de Finsler para o dual M’ (fibra F') dada por {|[(z,1})]]| =

sup{|l(v}; [i(z, )] =1}

s Sejam p : M —M uma fibragdo e {(;,7 € T} uma coberiura aberta de M com estruturas de
Finsler ||.[l; para p™*(0;). Se {¢;,j € J} for particio da unidade dominada por {0;} (diga
supp(ip;) © Oy ), entdo 3 7 (95 0 pY ]l € estrutura de Finsler para M

¢ Toda fibragdo sobre uma variedade paracompacta admite uma estrutura de Finsler

Definigao 5.1.2. Uma variedade de Finsler é uma C'-variedade com uma estrutura de Finsler
sobre o fibrado tangente.

Observagao: Se (,) for uma estrutura riemanniana para M entio |lel]* = (e,e) define uma estrutura de
Finsler ern TM (e € TM).

Vamos agora olhar os conceitos métricos em uma variedade finsleriana.

Lema 5.1.1. Seja M uma C*-variedade de Banach conexa e tome z,y € M. Entao existe uma
curva C*, o : [a,b] =M com o{a) = z e o (b} = y.

Dem.: Defina = ~ y se ¢ lema for verdade para z,y. Basta provar que ~ ¢ uma relagao de
equivaléncia, pois entfo, cada classe de equivaléncia serd aberta em M (todos os pontos numa carta
ao redor de z serdo equivalentes). Também sio claras as propriedades de reflexividade e simetria
de ~. Entdo, sejam oy : {0,1/2] =M e o9 : [1/2,1] - M com 01(1/2) = 02(1/2). Seja :R—R uma
fungdo C* nao decrescente com f(0}=0, f(1)=1 e f(t)=1/2 se 1/4 < ¢ < 3/4. Defina o : [0,1] =M
oi(f(t) ,se0<t<3/4
por o(t) =
o2(f(2)) ,sel/a<t<1
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Definigdo 5.1.3. Dada uma variedade de Finsler M e uma curva C%, o : {a,b] =M definimos o
comprimento de «, L{a), por
b
L{a)= / e/ (¢
a

Se 7,y estdo na mesma componente conexa de M definimos a distidncia entre z e y por

plz,y) = inf{L(a);a C! ligando z a y}

Observagdao: Observe que a funcio £ — ||a/(t)]! é continua e, portanto, L{a) é um ndmero real nio
negativo bem definido e invariante por reparametrizagbes. Que plz,y) é um nimero nao negative bem
definido estd claro pelo lema 5.1.1.

Teorema 5.1.1. A fungio p acima define wma métrica em cada componente conexa de M que é
compativel com a topologia de M e, portanto, é chamada de métrica de Finsler para M.

Dem.: Que p ¢é nido negativa e simétrica estd claro. Pela trivialidade local de TM, podemos
considerar uma carta (U, ) ao redor de z € M (¢~ {z) = 0) e identificar TM|@(U) com U x F
sendo que, para cada u € U, ||.{ ) ¢ uma norma admissivel em F. Dados r > 0 suficientemente
pequeno e k£ > 1, podemos supor U = {v € F;jjvfl; < 2r} e tlivllz € [ollppy < kiivlle parau e U.
Assim, se o € uma curva C! em @(U) = U comecando em 0 temos

b b
v = [ 1 Olayir >+ [ 1@l 2 3] [ a't) ]2 Hote) ~ attlle = @)l

Se « sair de U, existe um menor ¢ € [a, b] com [ja{c)ll; = r, ¢ entdo a, = ayq ¢ € uma curva em
o(U) e L{e) = L{ac) > gllefa) ~ a{c)|le = £. Logo, se « liga T a y e « sair de U, L{a) > } e se
a permanecer em U, L{a) > ﬁ%ﬂ Ou seja, se y # ,p(z,y) = + min{r, Jyll-} o que prova que p ¢
uma métrica em cada componente de M.

Agora, considere sequéncia (y,) tal que p(x,y,) — 0. Em particular jiy,|lo — 0 e, como [L||z €
uma norma admissivel em F, y, — z. Reciprocamente, se y, — z, temos ||y,|lz — 0. Definindo
n: [0,1] = U por ay(t) = ty, temos

1 i
o, 9n) < Liam) = f@ Wl iyt < /0 lyallodt = Elynlle

e pla,yn) — 0.
|

Observacgao: Se cada componente de M for completa na méirica de Finsler, M é dita uma variedade de
Finsler completa.

Coroldrio 5.1.1.1. Toda variedade de Banach paracompacta é metrizével.

Proposigdo 5.1.2. Se M é uma variedade de Finsler e N é uma subvariedade C! de M entéo
| Il |7y define uma estrutura de Finsler en N (chamada de estrutura induzida). Se M for completa
e N for fechada em M entdo N é completa na métrica induzida.
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Se M é uma variedade de Finsler C? e ¢ : {g,b) — M uma curva C' em M definimos o

comprimento de « por
)

Lia) = lim e/ (2)if dt
r—gd?
s—=b

Proposi¢io 5.1.3. Sejam M e o como acima e suponha que L{a) seja finito. Entéo a imagem de
a ¢ totalmente limitada e, se M for completa, temn fecho compacto.

Dem.: Andloga a da secao 3.3.

Teorema 5.1.4. Seja X um campo de vetores C'~ definido numa subvariedade aberta N C M
onde M é uma variedade de Finsler C? completa. Suponha que a : (a,b) - N seja uma curva

integral maximal de X e que b < o0 assim como féf |1 X (a(t))lldt. Entdo «t) tem um ponto de
acumulagio em M\N guando ¢ — b.

Dem.: Da proposi¢io anterior sabemos que se fé) X (alt))ldt < oo a curva tem um ponto de
acumulagio x em M. Mas se b < o¢ a proposi¢ao 3.2.3 nos conta que z ¢ N.
a

Coroldrio 5.1.4.1. Se N=M e X for limitado, qualquer curva integral de X estd definida em R.

Se M é uma variedade de Finsler temos também uma estrutura de Finsler para T"M de forma
natural dada por [[{|| = sup{{{{v)|; |lv]l = 1} para ! € T)M e v € T,M. Em particular, se £M-+ R
é C' e z € M temos definida ||df, . Mais ainda, ||df.|l : M — R é continua.

Defini¢do 5.1.4. Sejam M uma variedade de Finsler, z € M ¢ M— R uma fun¢io diferenciavel
em z. Dizernos que X{z) € T, M é um pseudo-gradiente para f em z se

LI X {2}l < 2lidf2]

2. X(z)f = dfo{X(z)) > ||dfa|®

Se X for um C*-campo de vetores em N < M, X serd dito um C*-pseudo-gradiente para f em N se
o for em cada ponto de N.

Observagoes: E evidente que se M for variedade riemanniana o gradiente de f serd um pseudo-gradiente.
O conjunto dos pseudo-gradientes para f em & € um conjunto convexo de T, M. Se x for um ponto critico de
{ entdo o unico pseudo-gradiente de f em x é o zero.

Se z ndo for wm ponto critico para f escolha v € TpM com |jufl = 1 de modo que para todo
0 <e <l dfr(u) > (L-e)lldfz]l Seja é > O e defina X(z) = 22fidf,llu. Entdo [[X ()] = 1 fidf. |
e X(z)f = 122|ldf|dfz(u) > (14 9)idf|}*. Assim podemos ter [[X|| tdo perto quanto quisermos
de ||df || e ainda termos X f > [ldf|*.

Lema 5.1.2. Se M for variedade de Finsler C*+1,k > 0, f for C! e = um ponto regular de f, existem
uma vizinhanca O de z em M e um C*-pseudo-gradiente para f em O.
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Dem.: Como observado acima, escolha X(z) de modo que [ X (z)]| < 2)idf, e X{z)f > |idfi*.
Se (p,U) for uina carta em z, estenda X em @(U) como o campo constante e defina o conjunto
O ={y € U XWf > lldfyl? e X ()} < 2lldfyll}. Como Xf,|ldfll e |X|| so continuas em
p(U) segue que O é aberto.

0

Proposicao 5.1.5. Sejam M uma variedade de Finsler 02 e £M— R de classe C*. Considere a

subvariedade aberta N de M formada pelos pontos regulares de f. Entao existe um pseudo-gradiente
C' para f em N.

Dem.: Para cada z € N tome O, e X, dados pelo lema 5.1.2. Como N é metrizavel, ela admite
particio da unidade C17, {¢;} tal que, para cada i, 3x; € N com supp(¢;) C O,. Entio o campo
X =Y, ¢: X, é um pseudo-gradiente C'*~ para f.

O

5.2 Pontos Criticos e o Teorema do Minimax
Comecamos esta se¢io re-estabelecendo alguns resultados da se¢io 4.4, mantendo as demontragdes
essencialmente intactas :
Proposicao 5.2.1. Sejam M uma variedade de Banach conexa C! e f: M — R uma funcio C*
nio constante. Se K for o conjunto dos pontos criticos de f tem-se f(K) = f{0K).
Dem.: Como a da proposicdo 4.4.1.

Teremos ¢que fazer uma pequena alteracio na definicio da condicao (C)

Definicdo 5.2.1. Sejam M uma variedade de Finsler C! e £fM—R uma fungio C'. Diremos
que f satisfaz a condicdo (C) se dado um subconjunto SC M onde f é limitada inferiormente e
inf{||df;]l;z € S} = 0, entdo existe um ponto critico de f aderente a S.

Observacao: Como para uma variedade riemanniana [|df|| = ||V fi], essa nova definicio é exatamente a
mesma nesie caso.

Proposicio 5.2.2. Se f é uma fungdo real C' numa variedade de Finsler C' M que satisfaz a

condicdo {(C) e K € o conjunto dos pontos criticos de f, flagx € prépria.

Dem.: Na demonstracio da proposicao 4.4.2 troque ||V flf por ||dfl| e faga p ser a métrica de
Finsler de M.

Proposicio 5.2.3. Sejam M uma C2-variedade de Finsler completa e sem bordo. Considere uma
funcio C! EM—R satisfazendo a condicdo (C) e X, um pseudo-gradiente C'~ para f em N, a
subvariedade dos pontos regulares de f. Se o : (f7,t7) —N for uma curva integral maximal de
X e limp, i+ f{a(t)) < 0o, entdo @ tem um ponto critico de f como ponto de acumulagio quando
t—tt.

Dem.: Defina g(t) =f((a(t)). Temos
9' () = dfany & (t) = df oy Xaw) 2 1 e >0

50



entdo g é crescente e tem um limite L quando ¢ — t¥. Se L < oo, como

i i
ﬂw:gmn1£gﬂa@agwy+£anQW%

tambeém teriainos .
t
| e lPds < o0

Se for t7 = oo, a lltima desigualdade nos diz que inf{{idfy it € [0,00)} = 0. Entdo, como,
fla(0)) < f{ex(t)) Ve, a condigdo (C) nos diz que « tem wm ponto critico de f como ponto de
acumulacio gquando t — ¢F.

Por outro lado, se fosse {7 < o0, usando a desigualdade de Schwarz obterfamos

tF apnf [f 1/2
[ ttoties < o2 ([ dragitas) <o
G

Mas [ Xopll < 2|dfasll = fo 1 Xas)ll ds < oo e, consequentemente (teorema 5.1.4), o teria um
ponto de acumulacgdo em K quando ¢ — .

0

Observagdao: Obviamente também temos que, se lim,_,;- < oc,entdo o tem um ponto critico de f em sua
aderéncia quando t — 7.

Proposicio 5.2.4. Sejam M uma variedade de Finsler ¢? sem bordo, #M—R uma fungio C*
satisfazendo a condi¢io (C), X um pseudo-gradiente C'~ para fem Ne o : (¢7,t7) — N uma
curva integral maximal de X. Suponha que z seja um ponto critico isolado de f que estd na aderéncia
de o quando ¢ — ¢, entdo lim,, .+ aft) = z.

Dem.: Suponha que ndo, ie., que existe uma vizinhanca V de z e uma sequéncia t, -+ ¢ tais
que = seja o Ginico ponto critico de fem V e a(t,) ¢ V. Seja U outra vizinhanca de z com U C V.
Dado t; < t¥ com af{t,} € U, tome §; o menor dos ¢ > ¢; tais que a(t) € 8V. Tome também s; 0
maior dos t < s] tals que a(s) € 8U, entdo a([s,s)) C VAU e plals),a(s)) = p(0U,8V) = dy > 0.
Indutivamente, podemos escolher ¢, > s com a(tn+1) € U e formar uma sequéncia de intervalos
[5n,55). Como g = foa é crescente, se s € [s,,s,] temos fla(s1)) < fla(s)) € f(z). Por outro
lado, o fecho da Ua([s,, s,]) estd contido em V\U, logo, ndo ha pontos criticos de f em tal unido.
Assim, como f satisfaz a condigio (C), devemos ter ||dfy (5|l > di > 0 para s em algum [sn, 5]
Agora segue

=+ 00 agl oo
/WMM%EZ/%%M%E@ZfH%M@>mZ/!meﬁ—
91 n=1"%n a1 n

o0

gazfimwww>@29swa>)
r=1" 5=

Mas, como vimos na demonstracdo da proposicao 5.2.3, devemos ter fgﬁ IIdfa(s)H?ds < o¢ ji que
limy e+ floft)) = flz) < cc.
O

De modo andlogo 4 secdo 4.4, obtemaos os seguintes resultados
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Proposi¢cdo 5.2.5. Seja M uma C?-variedade de Finsler sem bordo e f C!, nio constante, satis-
fazendo (C). Se f for limitada inferiormente em uma componente conexa Mg, entdo f assume seu
limite inferior em My. Se f for limitada inferiormente em M, ou existe uma sequéncia My de
componentes conexas de M onde f é constante e lim f{M;) = inf f, ou f assume seu limite inferior.

Dem.: Seja & = inf{f(z);r € Mp}. Escolha sequéncia z, € My N 8K tal que f(z,) < d +1/n.
Entdo, como fé propria em 0K, existe uma subsequéncia de x, convergindo, o que prova a primeira
parte. Agora seja d = inf f e considere p,, € M, tal que f(p,) = inf{f(z);z € M,}. Se f ndo for
constante em M,, podemos assumir que p, € 3K e que lim f(p,) = §. Assim, novamente, existe
uma subsequéncia de p, que converge .

a

Proposicao 5.2.6. Se M for variedade de Finsler C, f for fungdo real C* em M satisfazendo (C)
e ¢ for um valor regular de f que néo estd no interior do conjunto dos valores regulares, entdo existe
um sequéncia My de componentes conexas de M com f constante em My e lim f (M) = c.

Dem.: Considere S = {¢ € R;3M; componente conexa de M onde f é constante e igual a c}.
Entdo f{K) = S U f(OK). Assim, como f é prépria em 0K, se ¢ ¢ f(K) nao for ponto de
acumulacio de 5, também n&o estd na aderéncia de f(K).

O

Teorema 5.2.7. Sejam M uma C%variedade de Finsler completa sem bordo, f uma funcio real
C?~ em M satisfazendo a condigio (C) e (a,b) um intervalo que nio contenha valores criticos de f.
Se c € (a,b), entdo W = f~1(c) é uma C?-subvariedade fechada de M e existe um homeomorfismo
Cl=,¢ : W x (a,b) - fYa,b) tal que, para cada d € (a,b), a aplicagio w = ¢(w,d) é um
homeomorfismo C'~ entre W e f~1(d) sendo que, para d = ¢, ela é a identidade.

Dem.: Que W & uma subvariedade C? segue do coroldrio 3.4.3.1. Entdo seja X um psendo-gradiente
C'~ para f em N=M-K. E claro que O = f~Ho,b) CN. Tomew € Weo: (a3} — N acurva
integral maximal de X tendo w como condicao inicial. Vejamos que para todo d € (a,b) existe um
to € (o, B) tal que f(o{ts)) = d. Alids, tal £5 sers Winico j4 que f oo é mondtona (proposicdo 5.2.3).
Mas de fato, suponha que ¢ < d e que ndo existe este fy, entdo seria ¢ = f(o(0)) < flo(f)) < d
para t € {0,/). Assim, pela proposi¢io 5.2.3, existem ¢, -+ S e um ponto critico p de f tais
que o(t,) — p, logo, f(p) = im f(c(¢n)) é um valor critico de f e a < f(p) < b, contradicao.
Agorasendo df € X C'7, também Xf = df(X) é C'~ e como Xf > ||df||? > O0et— 1/t 6 C
para t # 0, segue que w}%»f é C'™ e, consequentemente, ¥ = 5{)—% ¢ um campo de vetores C*~ em
N. Seja {¢:} 0 grupo a um parametro definido por Y, i.e., para p € N, ¢ = o;{(p) é curva integral
maximal de Y com condigao inicial p. Como Y € proporcional a X com fator de propor¢ao néo
nulo, segue que ¢ (p) é a curva integral maximal de X por p reparametrizada. De fato, como
%f{(pt(p)) = Y f = 1, a reparametrizacdo ¢ tal que f{wo(p)) = flp) + ¢t e, portanto, wi(p) esta
definida para a — f(p} <t < b— f(p). Entdo defina ¢ : W x (a,b) — O por ¢(w,t) = pro{w). Que
@ & C'™ estd claro, entdo € s6 observar que w{w, ¢} = w, f(plw,t)) =t = w — p{w,d) leva W em
fHd) e que F: O — W x (a,b) dada por F(p) = (@e-. 5y (p), f(p)) é a inversa de ¢.

i

Teorema 5.2.8. Considere uma C?-variedade de Finsler sem bordo M e f uma fungio real C?~
em M satisfazendo a condi¢do (C). Tome —oo < a < b < oo e suponha que ndo existam valores
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criticos de f em [a,b] ((2,b) se b = 00) e que a e b ndo sejam pontos de acumulacio do conjunto
S = {¢ € R;3M; componente conexa de M onde f é constante e igual a ¢}. Entdo, existe uma
homotopia C*™, H : M x [0,1] — M, tal que, para algum ¢ > 0, valem :

1. Para todo s € [0,1] ([0,1) se b= o), H, é um homeomorfismo C*~ de M em si mesma.

2. Hy(z) =z sex ¢ fa~2eb+ 2e).

3. Hy é a 1dentidade.

4. Se b < co, Hi(fH—o0,b+¢)) = f~H~o0,a —¢).

5. Para b = oo tem-se H (M) = f~1(—~o0,a ~ 2¢).

Dem.: Pela proposicéo 5.2.6 existe £ > O tal que f ndo possua pontos criticos em (@ — 3¢, b + 3¢).

Pelo teorema anterior, existe um difeomorfismo C*~ ¢ : W x {0 — 3¢, b+ 3¢) — f~1(a — 3e, b+ 3¢},
onde W = f~*(a) e p(W x {c}) = F1{c).

Se for b = o0, defina Hy(m) =mse f{m) <a-2¢e¢ se f{m) > a~ 2¢, como m = @{w,t) para
um (w,t) com t = a — 2¢, defina Hy(m) = (w,t + s{a - 26 — £)).

Se for b < oo, considere £ : R — R a 1nica fun¢édo continua que satisfaz :

1. h{t) =t parat < a—2ceparat > b+ 2¢
2. é linear em [a — 2e,b+¢] com h(b+g) =a—¢

3. é linear em [b+&,b+ 2¢] com A(b + 22) = b+ 2¢

Defina Hy(m) = m quando m ¢ f~{a ~ 2¢,b + 2¢) e, quando m = @(w,t), defina Hs(m) =
plw, t + s{h(t) ~ t}).

i

Teorema 5.2.9. Sejam M uma C?%-variedade de Finsler sem borde, f uma funcio real C2~ em M
satisfazendo (C) e M, = f~}{~o0,c. Defina K, = K N f~!{c), o conjunto dos pontos criticos no
nivel c.

1. Se ¢ for um valor regular de f e n&o estiver na aderéncia de § = {c € R;3 M,; componente

conexa de M onde f é constante e igual a ¢}, entdo, para algum ¢ > 0, existe uma isotopia H;
de M com Hy(M,~.) = M,_..

2. Se ¢ > sup f(K), existe um retrato por deformacao forte de M sobre M...., para algum ¢ > (.

3. Seja K o interior de K\ K. Se c ndo for ponto de acumulagio de f(K), existe vizinhanga U de
K, arbitrariamente pequena e £ > 0 tals que existe uma isotopia H; de M com H (M +.\U) C
M,_..

Dem.: A primeira afirmagao segue do teorema anterior com ¢ = b = ¢ e a segunda também segue
do teorema 5.2.8 com a = ¢ e b = . Entfo mostremos a terceira. Seja X um pseudo-gradiente

C'~ para f em N, a subvariedade dos pontos regulares. Como na demonstracgao do teorema 5.2.7,
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defina ¥ = Xif, entdo Y é um campo C?~ tal que Y f = 1. Considere as vizinhangas abertas de
K definidas por Vi = {z € M;||df,}| < 1/k}. E claro que V;c+1 C Vi- Seja ¢ : M — [0,1] uma
funcio C'~ que vale 0 em Vg1 e 1 em M\V; e defina Yi(z) = ¢ {z)Y (z) paraz € N e Y (z) = 0
se £ € Vipe1.

Observe que se Yi{z) # 0 = o € Vi1 e lldfzll > 1/(k+1). Logo, como X é um pseudo-gradiente
para f, temos (@) et 1
; _ @a{T d i
e = || < Fa <
e, consequentemente, ¥ é Hmitado em M e seu grupo a uin parlmetro g, estd definido so-
bre R (coroldrio 5.1.4.1}. Além disso temos p{og, (), vrs(z)) < 2(k 4+ 1)|b — al e em particular
p(@, (7)) < 2(k + 1)),

Agora veja que & f(er(z)) = Yelone(2))f = (e ()Y | = ¢uleni(x)). Portanto, f(gk.(z))
é monétona nio decrescente. Além do mais, se a < b, foey(@)) — Flora(@)) = [ nlwr(z) dt =
flera(p)) + 0 — a2 flor(p) Z Flera(P)). Em particular, se @i, {z) ¢ Vi para a <t < b, temos
Flogy(p)) — flor.(p)) = b~ a. Consequentemente, se {f(z,)} e {¢,} forem sequéncias limitadas,
a sequéncia { f (., (zx))} € limitada.

<20k +1)

Considere

1

Uk = {Sﬂ e M;|flz)~¢ < 75 e wp{x) € Vi para algum ¢t € {-—@ O]}

E claro que U}, é uma vizinhanga aberta de K,. Vejamos que para toda vizinhanca U de K. existe
k tal que Uy C U. De fato, suponha sem perda de generalidade que U seja fechada e que néo exista
Ur C U. Entdo tome uma sequéncia {zx} comzy € Uy ez ¢ U. Como |f(zr) —¢| < El-z, Flag) = ¢
e, como por hipotese ¢ nido é um ponto de acumulacio de K, para k suficiente grande, zx nado esta
no interior de K. Consequentemente, trocando z; por um ponto proximo se for o caso, podemos
supor que zx nao é um ponto critico de f. Escolha t; € [-2/ k2, 0] de modo que @i, (zx) € Vi
Entdo {f{wre, (Tx)} € limitada. Além disso ||dfy, || < 1/k onde yr = @iy, (zx), logo, pela condi¢ao
(C), existe uma subsequéncia de {p,;, (z¢)} convergindo para y € K. Entao temos

4k +1)

(2, y) < p(Tks Pry, () +p(or, (ox), ¥) < 2k +Dlte]+plke, (1), y) € =73 +p(0ke, (21),9)
Assim, a subsequéncia correspondente dos xzy, também converge para y. Mas f(y) = c = y € K,
uma contradicido pois 2 ¢ U.

Finalmente vejamos que se 0 <& < 1/k%, ¢p_y(Mor\Uz) C M. Tome z € Mcrc\Uy. Entdo
flz) <c+e < c+1/k% Como flpr_,(z)) é nio crescente, podemos supor que f(z) > ¢~ 1/k% e
entdo | f(x) — ¢| < 1/k? e, pela definicho de Uy, yi(z) ¢ Vi para t € [-2/k%,0]. Assim

2 1
Flon-1(2)) < Hop—zpp2(2)) = flz) - 5 <c—qz <c—e
Agora é s6 lembrar que £ = @i _; é uma isotopia em M.
d

Definicdo 5.2.2. Seja F uma familia de subconjuntos de uma variedade de Banach M. F ¢ dita
invariante por isotopias se, dado F' € F e uma isotopia H; : M - M, Hi(F) € F. Neste caso,
dada uma funcao EM—R, definimos o minimax(f,.F) por

minimax(f,F} = };zég__sup{f(x);:v € F}
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ou equivalentemente
minimax(f,F) = inf{la € R;3F € F com F C M,}

Teorema 5.2.10. (Teorema do Minimax) : Sejam M uma (C?-variedade de Finsler completa
e sem bordo e f:M—R uma fungio C?~ satisfazendo (C). Suponha que F seja uma familia de sub-
conjuntos de M invariante por isotopias e que —oo < minimax(f,F) < oc. Entdo, ou minimax(f,F)
é um valor critico de f, ou existe uma sequéncia de valores criticos de ¢, convergindo para o
minimax(f.F) e uma sequéncia M, de componentes conexas de M tal que f(M,) = c,.

Dem.: Suponha que ¢ =minimax(f, 7} seja um valor regular, mas que ndo seja um ponto de
aderéncia de S = {¢ € R;3 M, componente conexa de M onde f é constante e igual a ¢}. Escolha
e > 0 satisfazendo (1) do teorema 5.2.9 e F € F com F C M,,.. Entao existe uma isotopia H; de
M com H (F) C M,_.. Como Hi(F) € F = a < a — ¢, contradigio.

O

5.3 Categoria de Lusternick-Schnirelman

Definigdo 5.3.1. Seja X um espago topoldgico. A categoria de Lusternik-Schnirelman de um
subconjunto A de X é definida por

cat(A, X) = min{n € N;3 Fy,..., F,, fechados e contrdteis em X, tais que A C UF;}

A categoria de X é definida por cat{X) = cat{X,X).

Observagao: Caso tal nimero nio exista, cat{A X) é dita infinita.

As seguintes propriedades sdo imediatas da definigio

L. cat{AX) =0 A =0.

2. cat{A,X) = cat(4,X) e cat(A,X) = 1 <« A é contratil em X.

3. Se A for fechado, cat(A. X} = m < A for a unido de m fechados contriteis de X.
4. Se AC B = cat{A,X)< cat{B,X}.

5 cat{(AU B, X) < cat{AX) + cat{B,X).

6. Se A e B forem fechados e A for deformdvel em B, i.e., existe uma homotopia H : Ax[0,1} — X
tal que Ho € a inclusio de A em X e H;(A4) ¢ B, ento cat{A,X)<cat(B,X).

7. Se h:X—+X for um homeomorfismo, cat(h(A),X) = cat(A,X).

Definicao 5.3.2. Um espaco metriziavel X é dito uma retragio absoluta se, dados um subconjunto
fechado A de um espago metrizdvel Y e uma fungio continua f:A—X, existir uma extensdo de
f definida em Y. X serd dito uma vizinhanca de retracdo absoluta se existir uma extenséo de f
definida numa vizinhanca de A.

55



Notacdo: Escreveremos apenas que X é urn AR (do inglés absolute retract) ou um ANR (absolute neigh-
bourheod retract) respectivamente.

Observacdo: A definicdo usual requer que X seja separdvel. Existe a nocdo local de AR e ANR, le, X é
localmente AR (ANR) se cada ponto possuir uma vizinhanca que é AR {ANR).

Dados um ANR X e z € X, defina S como sendo o seguinte subconjunto fechado de X x [0,1] :
$ = (X x{0})U({z} x[0,1)U(X x{1}). Defina tamém £S—X por f(y,0) = y, f(z,t) = f(y,1) =z
e estenda f para uma vizichanca O de S. Chame de F tal extensio. Considere uma vizinhanga V
de z tal que V' x [0,1] C O, entdo Fly«io,1) € uma contracdo de V em z, de modo que, todo ponto
de um ANR X possui uma base de vizinhancas contraiveis em X.

Definicdo 5.3.3. Dizemos que um subconjunto fechado A de um espago metrizdvel X tem a pro-
priedade de estender homotopias em X com respeito a um espago Y se cada fungio continua
F(X x{0})yu (A x10.1]} ~ Y puder ser estendida a X x [0,1]. Se isto ocorrer para todo espago
Y, diremos que A tem a propriedade absocluta de estender homotopias.

Proposicao 5.3.1. {Borsuk) : Sejam Y um ANR, X um espago metrizavel e A C X fechado.
Entdo A estende homotopias em X com respeito a Y.

Dem.: Chame T = (X x {0} U (A x [0,1]). Dada f : T —~ Y, seja F: U x [0,1}] - Y uma
extensdo de f, onde U é uma vizinhanga de T em X x [0,1]. Devido & compacidade do intervalo
10, 1], podemos achar uma vizinhan¢a V de A tal que V x [0, 1] C U. Seja g : X — [0, 1] uma funcao
com suporte em V e tal que gly = 1. Agora é s6 definir a extensio de f a X x [0,1] por

H(z,t) = F(z,g(z}t)

O
Proposicao 5.3.2. SeXé ANRe A C X, existe uma vizinhanca U de A com cat(U,X) = cat{4,X).

Dem.: S6 precisamos verificar o caso cat{A.X)= n < oo, pols, caso contrério, basta tomar U = X.
Escreva A = A U---UA, com A, fechado e contratil emn X. Bastard encontrarmos vizinhangas U; de
A; com cat(U;,X) = 1 e tomar U = UU;. Entdo fixe ¢ e considere uma deformacio f; de 4; em um
ponto z € X. Seja O uma vizinhanca de z tal que O seja contratil em X. Agora, usando a proposicio
5.3.1, estendemos f a uma homotopia H : X x[0,1] = X. Temos 4; = f; ' (z) = f;1(0) ¢ H; (O).
Defina U; de modo que U; C FH0), logo, cat(T;,X)<cat(F (T;),X) <cat(0,X)=1.

a

Defini¢do 5.3.4. A dimensio de cobertura de um espago X é o menor inteiro n tal que, dada
uma cobertura aberta de X, existe um refinamento aberto com a propriedade de que a intersegao
de mais de n abertos distintos de tal refinamento é vazia. Se tal inteiro nfo existir a dimensao é
defirnida infinita.

Lema 5.3.1. Seja {U;;i € I} {I é um conjunto de indices) uma cobertura aberta de um espago
paracompacto X. Existe um refinamento aberto localmente finito {Gy;;j € I;},! € N, tal que, se
i # k.G, Gy, = 0. Se a dimensdo de cobertura de X for n < co podemos tomar I; = ¢ para
l>n.
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Dem.: A menos de um refinamento inicial podemos supor {U;} localmente finito e, caso a dimensio
de X seja n, que U;, N---NU;, ., =¥ para distintos 4. Seja I; o conjunto dos subconjuntos de I
formados por [ + 1 elementos. Considere uma partigido da unidade {@; } com supp(y;) C U; e, para
j « Il, defina

Gy ={2€ X;¢0:{z) >0 sei€jeprz) <plr)seicjkéj}

Como perto de cada z apenas um numzero finito de ¢;’s é nao nula, segue que G, € aberto.
Também ¢é claro que G;, NGy, =0 e que Gy; = § paral >n. Como Gy, C Nig;li, {Gy;} é de fato
um refinamento de {Uz} Para ver que {Gy;} cobre X, tome zp € X e considere todos os indices
10y. .1 01,.. . L bais que g, () > 0, ordenados de maneira que

Cio(To) = -+ = @i, (T0) > iy, (T0) 2 -+ 2 w4, (x0)

Assim zo € G, .- Finalmente, se O é uma vizinhanca de X tal que U; N O # 0 apenas para
finitos indices ¢ (seja I’ o conjunto de tais indices), entio Gy, N0 = a menos que j C I'. Como
tais j's sdo em nidmero finito, {G);} ¢ localmente finito.

O

Proposi¢do 5.3.3. Seja X um ANR conexo e A C X fechado. Entdo cat(A,X)<dim(A) + 1, onde
dim(A)=n denota a dimensao de cobertura de A. Em particular, cat(X)<dim(X) + 1

Dem.: Seja {O;} uma cobertura aberta de A composta por abertos em A que sdo contrdteis em
X eseja {Gy; }.l = 0,1,...,n, um refinamento de {O;} como o do lema 5.3.1. Sendo X conexo e
localmente conexo por arcos segue que X € conexo por arcos, assim, como Gy, € contritil em X,
também o é Gy = Ujer, Gy, Considere {Ugj } uma cobertura de A por aberto de A tal que mﬁij C Gy,
Entao A; = Ujer,U;, C G; e, portanto, A; € contratil e X e A = UA,;. Como “Lﬂj sdo fechados em
A e formam um conjunto localmente finito, temos que A; é fechado em A e também em X.

i

Antes de provarmos os dois principais teoremas da se¢io vamos precisar dos quatro resultados
abaixo. 56 forneceremos a demonstragao do quarto. Uma referéncia para estes e outros resultados
relacionados é [2].

Teorema 5.3.4. Uma variedade C° é metrizavel se, e somente se, satisfizer o 1° axioma de enu-
merabilidade e for paracorpacta. Mais geralmente, um espaco de Hausdorff é metrizdvel se, e sé
se, for localmente metrizavel e paracompacto.

Lema 5.3.2. Um retrato de um ANR, um subconjunto aberto de um ANR e a soma topoldgica
de ANR'’s ainda sao ANR's.

Lema 5.3.3. Seja X um espaco métrico.

1. Se X = X; U Xy com X; ANR aberto, entao X também é ANR.
2.8 X =X,UX;com X, e Xy Xe ANR's fechados, X também é ANR.
3. Se X = Uf*X,; com X; ANR aberto, X é ANR.

Proposi¢do 5.3.5. Um espaco de Hausdorff paracompacto X que é locaimente ANR é ANR, em
particular, uma variedade metrizivel ¢ ANR.
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Dem.: Sendo X localmente ANR ele é localmente metrizavel e, pelo teorema 5.3.4, é metrizavel.
Considere uma cobertura aberta de X {U;} formada por ANR’s e tome um refinamento {Gy, } como
no lema 5.3.1. Cada Gy, é ANR pois é aberto em algum U; (lema 5.3.2). Assim, G; = Ujes, Gy, €
soma topoldgica de ANR's ja que a unido é disjunta e, portanto, também é ANR. Agora X = UPG|
é ANR pelo lema 5.3.3.

O

Observacao: De maneira mais geral, um espacgo metrizdvel ¢ ANR se cada ponto possuir uma vizinhanga
hkomeomorfa a um subconjunto convexo de um espago vetorial topoldgico real localmente convexo.

Teorema 5.3.6. Sejam M uma C?-variedade de Finsler completa sem bordo, :M—R uma funcio
C?~ satisfazendo a condigio (C), K o conjunto de pontos criticos de f, K, = KN f~{a), K, o
interior de K\ K, e M, = f!{{—o0,a]). Suponha que todo a € R nio seja ponto de acurmulacio
de f(K,) e para cada intetro positivo m < cat(M) defina

cm{f) = inf{a € R; cat(M,, M) = m}

Entso

1 e1(f) = inf{f (2);2 € M},
2. cm(f) < em+1(f)
3. Se —o0 < o (f) < o0, e (f) é valor critico de f.

4. Se algum ¢ (f) = oo, f é limitada em K e, consequentemente, K ¢ infinito. De fato ¢, (f) >
sup{ f(z);x € K}.

5. Se 0 <m < n <cat{M) e ~o0 < ¢ = e (f) = en(f) < 00 = cat{K,,M)>n —m + 1, logo, se
M for conexa, a dimensao de cobertura de K, é pelo menos n ~ m.

Dem.:

1. Segue do fato de que cat(Mg,M)> 1 se a > inf{f(z)}.

2. Direto da monotonicidade de cat{.,M).
3. Considere F, = {F C Micat(F;M)> m}. Observe que M, € F,, & 3F € Fry com F C M,,
logo
crify=inf{la € R;3F € Fpy com F C M,} = minimax(f, F )
Como, dada uma isotopia H;, cat{H{F),M} = cat(F.M), F,, ¢ imvariante por isotopias e o

resultado segue pelo teorema do minimax 5.2.10.

4. Se ¢ > sup{f(z)}, existe ¢ > 0 tal que cat(M...,M} = cat(M) (teorema 5.2.8). Entao, se
m <cat(M), ep(f) <c—e<ec

5. O primeiro passo seré provar que cat{K M)>cat{M.. ., M} - cat(M._.,M} para algum ¢ > 0.
Sendo M metrizavel é ANR (proposicio 5.3.5), entao, pela proposicao 5.3.2, existe uma vizi-
nhanca de U de K, tal que cat{U,M) = cat(U,M) = cat{K,M). Agora, usando o teorema
5.2.9, existe uma isotopia H; de M com Hi(Mcye) C Me—.. Assim,

cat(Me—c, M) > cat(H(M+.\U), M) = cat{Mc+:\U, M)
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Usando a monotonicidade e sub-aditividade de cat(.,M} temos
cat{Mere, M) < cat{M .. UU, M) < cat(M. U, M) + cat(U, M) < cat(Mete, M) + cat{ £, M)

Sendo ¢ = cp(f) = cat{Mo., M) > n e sendo ¢ = ¢p{f) = cat(Me—e, M) <m —1. A
ultima, afirmacdo agora segue da proposicio 5.3.3.

O

Teorema 5.3.7. Se M é uma variedade de Finsler C? completa e sem bordo e f é uma fungio
real C?~ em M satisfazendo (C) que ¢ limitada inferiormente (ou superiormente), entdo f tem pelo
menos cat{M ) pontos criticos.

Dem.: Podemos supor que nerhum ¢ € R é ponto de acumulacdo de f{X.}, pois, neste caso, {
teria infinitos pontos criticos e o teoremna estaria trivialmente comprovado. Analogamente, pelo
teorema anterior, podemos supor que ¢, (f) < oo para m < cat(M). Também basta provarmos
para f limitada inferlormente, se nio for use -f, e assim —oo < ¢1{f) e —o0 < ¢ < 00 para
m =1,2,..., cat(M). Mostraremos indutivamente que existem pelo menos m pontos criticos de {
em M, (5. O caso m =1 sai direto do teorema 5.3.6 (1), entdo suponha que existem pelo menos
k pontos criticos em M, para k < 1. Se ca(f) # cnr1{f), a parte (3) do teorema 5.3.6 nos
diz que existe pelo menos um ponto critico de fem f~*(cn.1(f)) e, consequentemente, pelo menos
n + 1 pontos criticos de fem f~ {epp) UM, (f) C M., (5. Se for ¢ = co(f) = ear1(f), seja
m o menor inteiro positivo tal que ¢, (f) = ¢pe1{f). A parte (5) do mesmo teorema nos conta
que cat( K. .M)Z2n+1l-m+1=n+2-—m= {K, > cat{K.M)}, ou seja, existem pelo menos
n -+ 2 —m pontos criticos no nivel ¢. Se for m = 1 acabou, se nio, existern pelo menos m — 1 pontos
criticos em M, _ (5 e portanto, pelo menos m — 1+ n +2—m = n + 1 pontos criticos de f em
Mcm_;(f} L f_l (cn+1{f)) C Mgy (f)

O

Terminamos o capitulo com uma aplicagio :

Teorema 5.3.8. Seja M uma variedade riemanniana n-dimensional compacta e conexa. Dados
z,y € M, existem infinitas geodésicas ligando z a y(3}

Dem.: Considere, como no capitulo 4, a acio integral L : A(M;z,y) — R e defina o conjunto
Py ={a€ Hi(I,M});a(0) = z}. Temos uma proje¢io natural

T P s M
a = «afl)

Assim A(M; z,y) = 7~ (y), em particular, A(M;z,y) é homotopicamente equivalente ao espaco de
lacos (continuos) sobre x, A, {M).

Observacgio: Aqui temos um problema a principio, pois,a topologia de A, (M), ou, de forma mais geral, a
topologia do espago de caminhos continuos Ay ,{M) ¢ a induzida por C%(I, M), enquanto que em A(M; z,y)
temos a topologia de H,(I, M). Mas a proposicao 4.3.5 nos diz que a inclusdo i : A(M;z,y) < Ay (M) é
continua. De fato, i é uma egivaléncia de homotopias; uma inversa homotopica pode ser construida usando-se
operadores de convoluglo, mas isto jé& foge do escopo deste trabatho.

3Compare com o coroldric 4.4.3.2 e com o teorema 4.4.4.
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Entdo, se 71(M) for infinito, Ax(M) assim como A(M;z,y) tém infinitas componentes conexas
e o minimo de L em cada uma delas {coroldrio 4.4.3.2) nos fornece infinitas geodésicas ligando z a
Y.

Suponha agora que m; (M) = {0}. Um resultado conhecido da topologia algébrica nos diz que a
cat(Ax(M)) == oc e, consequentemente, existem infinitos pontos criticos de L que, como j& vimos,
sio geodésicas ligando z e y. Finalmente, se n; (M) for finito, o revestimento universal M de M
é compacto. Assim, se Z,7y estdo na fibra. sobre z e y respectivamente, pelo que acabamos de ver,
existern infinitas geodésicas entre Z e § gque sdo projetadas em infinitas geodésicas ligando z a y.

O
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6 Alguns Pequenos Avancgos

6.1 A Energia de Finsler e Problemas Variacionais Super Regulares

Nesta secdo M serd uma variedade riemanniana compacta n-dimensional. A métrica em M serd
denotada por <, > ou g.

Chamaremos de AM ou H'{S', M) o espaco das funcdes absolutamente continuas ¢ : §* =M
tais que ||’ (£}]] € L*(8%). Como na secAo 4.3, descreveremos uma estrutura de variedade rieman-
niana para AM associada 3 estrutura de M. Considere ¢ € C®(S51, M) e

CTM = {{t,v);t € S e (clt),v) € Tyn M}

Temos o pull-back®’

o

c*TM % TM
1 L7
st 5 M

e assim, também podemos fazer o pull-back da métrica, i.e.
< (t,v), {t,w) >a=< (c(t), v}, (c(t),u) >

Denote por (%) o conjunto das segdes X : S — ¢*TM e defina

HYSTM) = {X € (n); | X ()]l € L*(S1)}

HY(c*TM) = {X € T(n}); X é continua, V.X existe ¢.t.p. e V.X € H'(¢'TM)}

onde V. X = %ﬁvf— ¢ derivada covariante de X ao longo de ¢. Também temos

CHTM) = {X e T(x}), X € CH(S", ¢ TM)}
Os espagos H*(¢*TM) se tornam espagos de Hilbert (médulo g.t.p.) com os produtos escalares

<X,)Y >g= [Sl < X(1),Y(t) >, dt
<X Y >i=<C XY >+ <V X, V.Y >

Observac¢ao: {|.|li denotard a norma de H'¢ correspondente ao produte acima e |||l serd a norma de
CYc*'TM).

Lema 6.1.1. |[.]la < [lllo < V2|1

Dem.: [X|f = [ < X(8),X(1) >. dt < fomax|X(t)||2 = | X||5 Agora escolha ¢; tal que
[X@)lle < 1X (£ V1, entao

1y

X1 = 1XCIE = 1X @I+ [ ZIX @ de <IXOIE+2 [ X O VX Oflcde < 201

o

$Podemos substituir TM por qualquer fibrado vetorial n : E — M com fibra sobre um espaco de Banach E.
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Antes de prosseguirmos vamos mtroduzir o conceito de conexdio de uma maneira alternativa
que nos serd util. Dado um fibrado vetorial sobre M, 7 : £ —M, com fibra num espaco de Banach

E, considere uma carta local (¢;,U;) para M assim como a carta associada (®;, ¢, U;) para E dada
pelo diagrama comutativo

rTH(U) 25 (U x B
7 +
by

Us; #i(Uz)

com as propriedades
s A restricdo ®;|g, 4 fibra E, = =1 (p) é um homeomorfismo linear entre E,eE.
o Se (®;, di, Us) e (P5,4;,U;) forem duas cartas distintas, entdo ©; o @;1 :U;n Uy — L(E:E)

é uma. aplicagdo diferencidvel (tanto quanto for a diferenciabilidade em M).

Observagao: Como de costume denotaremnos os elementos de ¢,{U;) x E por (z,v). Por vezes v é chamado
de parte principal da representagio local.

De maneira andloga, uma carta local para 7 : £ — M nos fornece uma representcio local para
o fibrado tangente n : TE — F

TaHU) 28 6, () xEx R x E
I J
SRRl (BN $i(U) x B

Os elementos em ¢;(U;) x E x R” x E serdo denotados por (z,v,y,u).

Definicao 6.1.1. Uma conexao sobre um fibrado vetorial 7 : £ —M é uma aplicagcgo K : TE —- E
tal que, dada uma carta local ($;, ¢;, U;) para E, existe uma aplicagio diferencidvel

Ti: ¢i(Us) — LR",E;E)

tal que a representacao local de K, K; == $;0 K o d@;l : i (Us) x Ex R x E — ¢,(U;) x E é dada
por
(z,v,9, u} = (z,u + Ti(z)(y,v))

T'; é chamada de simbolo de Christoffel.

Observe que K faz o diagrama abaixo comutar

K

TE - FE
{ 4
E 5 M

e que KiT(z)v)E € L{Ti; ) E; Ex)

Um fato importante sobre conexdes é que elas dividem TE em componentes vertical e horizontal
definidas assim

Ty E=Nldr : TowE = T.M) e TL,E=N(Klr, 8
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Proposicao 6.1.1. Feita a identificacio natural de T, ,,E com E,, ie., identificando {z,v,0,u)
com {z,u), temos
T(U:z:,v)E = (id - K)T(x,ﬁ)E + KT(m,L)E

Dem.: Basta observar que K7 = K; e que K; T, ,E = TG W E

o)t

Dada uma conexdo K, definimos a derivada covariante de uma se¢io X : M ~» E por
VX =KodX

Dessa maneira VX é uma se¢do do fibrado L(TM; E) — M. A parte principal de uma representacao
de VX é dada por

ViX(z) = dX;(z) + Tilz) (., Xi(x))

onde X; é a parte principal da representacao local de X.
Agora, repentindo o processo do inicio da secio, dada uma curva ¢ : S! =M, temos o pull-back

ctE c—;> E
i 7 ir
st S M
O pull-back da conexao K é dado pelo diagrama comutativo
dck
TcE — TE
+ K, 1K
cE =2 E
Entdo, se X é uma secio de =} e Jt é o vetor tangente candnico em ¢ € S definimos

VX =VX ot

Outro fibrado associado ao fibrado w : E — M é Li(n) : L2(E) — M, cuja fibra L2(E) é o
conjunto das formas bilineares simétricas continuas. Uma métrica riemanniana para o fibrado é
entio uma secdo g : M — L2(E) tal que g(p) é positiva definida.

Definigdo 6.1.2. Uma conexio é dita riemanniana se para todo aberto U C M valer
dg{v)(X,Y) = g(VX v,Y) + g(X, VY v}
onde XY : U — Eewv:U — TM sao segdes.

Considere fibrados vetoriais de dimenséo finita sobre S! munidos de uma métrica riemanniana,
m; By —+ 8,1 <j<kd¢:F— S com fibras E; e F. Estes fibrados originam o fibrado associado
L(Ey,...,Ex: &) : L(Ey,...,Eg; F) — S com fibra L(E{,...,E;;F) com uma norma induzida
pelas métricas em 7; e ¢ tal que [L{Xy, ..., Xp)| < {L{{|Xq]l... || Xi}l. Temos também inclustes
candnicas
HYL(Ey,...,Ex; F)) < L(H(E1),H'(By),.... H'(E); H(F))

HYL(Ey,...,Ep; F)) < L(HYEy),... H' (B ); H(F))

dadas por )
Aty = A (X, .., X)) = AN(X (E), ..., Xe(2))
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Lema 6.1.2. As inclusbes sao lineares e continuas.

Dem.: Provaremos as seguintes desigualdades
1A, X < 250 AIR IXlE 12X - X
1A X)IF < CLAIR XN . - Xl
onde C é uma constasnte. De fato
FAX 1, - Xo)lIE S 1A 120G 105 IXEE < 2P AR XS X2 lE . - X
usando o lema 6.1.1 na dltima desigualdade. Agora observe que
VIA(X .o X)) = (VAN X, X))+ AV X, LX) + -+ ALK, L, VX))

Usando a desiguladade (le a;)? < IZ% a? e o mesmo tipo de procedimento usado na primeira
parte temos

IVA o Xl < (R+025 (IVAI X IR IANR IV X+ G0+ X 4+

JAR + X2+ + VX)) < CIAR XS - 1 Xl
L

Proposicao 6.1.2. Seja « : E — §* um fibrado vetorial de dimensio finita e O C E um aberto
tal que Oy = ONa~i{t) # OVt € S. Entdo o conjunto H(0) = {X € HYE); X{(t) € O, ¥t} é
aberto em H!(E).

Dem.: Tome X € HY(O). Existe e > 0 tal que,se Y € HY(E) e |Y{t) — X(©)II* < 26?2 V¢, entdo
Y(t) € O:Vt. Agora segue dolema 6.1.1 que [[Y — X[} <e=Y ¢ HYO).
[l

Proposigio 6.1.3. Sejam 7w : E — S e k: F — S fibrados vetoriais de dimensdo finita com
métrica e conexao riemanniana e O aberto em E. Considere uma aplicacdo ¢ : O — F diferencidvel
tal que x o+ = 7. Entdo a aplicagdo induzida

o: HYO) — HYF) X(t)—¢oX()

¢ continua.

Dem.: Comece por observar que se [|X — Y|; vai zero, o mesmo acontece com [[X — Yl e
IVX — VY g e que [|[¢(X) —9(¥)llo < [|4(X) — %(Y)lleo. Decomponha X’ em sua parte vertical e
horizontal, X'(f) = X () + X/ (¢} e veja que localmente X} é da forma (¢, X(t), 0¢, ~I':(0f, X (%)} ),
ou seja, depende apenas de X (£). Por outro, X pode ser identificada com VX (t}. Se decompuser-
mos dip{ X (¢)) = d1yp(X(¢}) + datp(X (¢)) nas suas componentes horizontal e vertical {respectiva-
mente) temos

V(o X)) ~ V(6o Y)(t) = da(X(8) VX(1) - dp(Y (1)) VY (1) =
GYX ) (VX[ - VY (6) + (du(X (1) - (Y ($)) VY ()

a menos de termos que vio a zero junto com || X — Ylie. Logo [|[Vi(X) — V(Y )|le também tende
a Zero.
|
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Lema 6.1.3. Seja ¢ - O ¢ E — E como na proposi¢do anterior. Entao ¥ é diferencidvel e

di = (da))-
Dem.: A férmula de Taylor para ¢ nos da

(X (1) ~ B(Y (1) - dagp(Y (£)) (X (1) — Y (1)) = r(Y(£), X(0)(X (2) — Y (&)
sendo que .
(Y (1), X (1)) = /0 daep (Y1) + s(X(t) — Y (1)) )ds — dawp(Y (1))

é uma aplicagio fibradade O'x (' C O < O C Ex E, com (' convexo, no fibrado L{E; F) — §'. A
proposicio anterior nos diz que 7 : H1{(O' x 0') — H(L(E; F)) é continua e, como m(Y (t),Y {¢})) = 0,
o resultado segue.

O

Observacao: Analogamente se obtem d®¢) = (d§v).
O lema seguinte € um resultado basico de geometria riemanniana.

Lema 6.1.4. Seja exp : TM — M a apilcacdo exponencial. Existe uma vizinhanca O da secio

nula em TM tal que (m,exp)}: O - M x M é um difeomorfismo sobre uma vizinhanga da diagonal
de M x M.

Assim, dados O como no lema acima e ¢ € C®(S*, M), considere O, = (c}(O) que é uma
vizinhanca da secao nula em ¢*TM e defina

exp, : HY(O,) = AM por exp(X){t) = exp (cf} (X(t)))
E claro que exp, é injetiva e que a imagem de exp, é O¢ = {b € AM;b(t) € exp(O NTy M)}
Lema 6.1.5. Se b,c € C*®(S!, M), a aplicacio
exp; oexp, : exp. (0. N Oy) = exp; (O N Op)

é um difeomorfismo

Dem.: A demonstragio consiste de arranjos de notagdo afim de se usar o lema 6.1.3. Vamos a
eles. Defina

Oct = 0c 01 (7)™ (1) O = Ocu 01 ((expock) ™ o (exp ob3) (s )
Ocp = U Ocpr se Ocpe # 8 Vi. Caso contririo defina Ogp =0
t
Assim O, ¢ aberto em O, e HY(O, ) = exp. (O, N ). Entéo, a aplicacio
Uy = (expobk) ™! o (expock) : Oep = 0°TM
fibra e 1;7;5,‘3 = epr_1 cexp,. Agora use 0 referido lema.

Agora estamnos prontos para o
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Teorema 6.1.4. AM é uma variedade de Hilbert com estrutura diferencial dada pelo atlas
(expe, H'(O¢)) com c € C=(S, M)

Observagao: O tnico ponto basico ainda néo observado para a demonstracio do teorema é que C°° (5, M)
é denso em A AJ. Ainda hé uma parte técnica se quisermos wma base enumerdvel para o atlas. Para tanto

i

refira-se a [5].
Agora, para (z,v) € O (O como no lema 6.1.4), considere a seguinte aplicacio

Vaexp(z,v): TpdM -~ Texp(zam)M
(z,u) = dexp(g,) o(Kiry

{z,v}

-1
M) U
onde K é conexio riemanniana de M.

Observagao: Veja que K|z rar : Tf, W TM — T, M € a identificacho candnica do espago tangente &
fibra T, M com ela propria. E claro entio que Vaexpl{z,v) é um homeomorfismo linear.

Para 1 = 0, 1 defina
HYAM*TM) = | ] H{c'TM)
AAM

pis H(AM'TM) — AM pif{X)(t) = n(X(2))
Proposicao 6.1.5. As aplicagdes p; acima tém a estrutura de fibrado vetorial sobre AM sendo que
p : HYAM*T M) — A é isomorfo ao fibrado tangente de AM.
Dem.: Considere
.. HYO.) x Hi (¢"TM) — p7HO,)
(X(t), Ye(2)) = Vaexp(cr(X(2)) Ye(t)

Comecemos por i = 1. Observe que (®})~*o®’ é da forma (., (c@;)) onde 1, ¢ ¢ aquela definida
na demonstragdo do lema 6.1.5. Assim, (®} exp,, H'(O,)) definem representacdes locais para
pr: HY(AM*T M) - AM e, como dotp . = dz/;bjc, segue que p; € a projecdo candnica TAM — AM.

e

Para ¢ = 0, veja que daibp . seguida da inclusio
HYL('TM;b*TM)) « L(H(¢*TM); H*(b*TM))

é diferencidvel (use o lema 6.1.2). Entdo (99, exp,, H'(O,)) define a estrutura local do fibrado.
]

Mais definigdes. Como temos Vi exp, também temos o isomorfismo

Viexplz,v): ToM -~ Texplzp) M
(x‘, u) = dexp(m,v) O(dﬁ'!T& _‘))TM)Ml u
e, combinando ambos
6: 0O — L{TM;TM) 0z, v) = (Vg exp{z,v))— o (Vl exp{x,v))
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Como ¢ € H%c*TM) se ¢ € AM, ternos uma secio natural
0: AM — HYAMTM)
Entiao definimos &, : O, — ¢*TM por
B ==t ook}

Proposicao 6.1.6. & é um se¢io diferenncidvel de py : HY(AM*TM) — AM que em coordenadas
locais tem a parte principal, 8. : HY(0,.) — HY(¢*TM), da forma

8.X(t) = Vo X(£) + 8.(X(t)

Dem.: Seja b(t) = exp(c;X(t)). Entao
Bb(t) = dexpey x(u (e (XA(0) + (X, (1))
Como drct (X} (8)) = 8c(t) e K &(XL(t)) = Vi (X (1)), temos

3blt) = V71 exple; X (1)) delt) + V2 exp (e X(1)) = Vaexpley X (£)) o i (VeX (1) + 0(X (1)

Sece C®(S, M) e X € H(¢"TM) temos a induzida

Be(X)(t) =t o f(ci X (2))d (t)

7

@ o Joexp (X)) =(X,8.X) = (X,V.X +6.X)

A proposiclo a seguir, cujos detalhes sdo encontrados em [5], caracteriza uma métrica rieman-
niana para os fibrados p; : H*(AM*TM) — AM. .

Proposigdo 6.1.7. Os fibrados p; : H{{ AM*TM) — AM possuem uma (tinica) métrica rieman-
niana que coincide com <,>; em p; ' (c) = H*(c"TM). :

Observacao: Em vista desta proposicio, as métricas em p; comtinuarao sendo denotadas por <, >,

Concluida a construgao de AM, passernos a estudar mais um pouco de problemas variacionais.

Definicao 6.1.3. Um problema variacional regular sobre M é uma aplicacdo L : TM — R tal que

1. LéC! em TM e C fora da secio nula.
2. A derivada de L sobre as fibras d¢L : TM — T M é regular fora secio nula

3. L(z,v) = 0.
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Considere em M uma estrutura de Finsler, i.e., uma aplica¢io ndo negativa F': TM — R, tal
que

1. F é ¢°° fora da secio nula.

2. F?24 C! em TM.

3. F(tX) =tF{X)¥vt> 0.

Se Ly = F? for um problema variacional regular diremos que M € uma variedade de Finsler
regular.

Observacgao: Um fato importante a ser observado é que Ly é C? se, e somente se, F for a norma de uma
métrica riemanniana em M. Veja em [31].

Associado ao problema variacional Lg temos Ly : AM - R

= 1
Eo(e) =3 [ Tole(®)
2 /s
chamada de energia integral de M (Compare com a se¢do 4.3).

Proposicdo 6.1.8. I;é C~.

Dem.: Precisaremos do seguinte lema

Lema 6.1.6. Se f : R" — R™ é uma funcio continua, C em R"\{0} e positiva homogénea de
grau k, Le., f{tx) =t*f(z)Vt > 0, entdo, para todo z,y € R", valem

1. Se k£ = 1, existe uma constante ¢p com [ f(z) ~ f(y)]| < o llz — ¥l

2. Se k = 2, existem constantes ¢1, ¢ tais que [[f{z) — f(p)l < e llz —v|? + e2llz = vl vl

Basta ver que, se iz +(1—t)y # 0Vt € [0,1], temos || f{z) — f(y)l| £ If'(tz + (1=l |z —y]]
pelo teorema do valor médio. Agora, se & = 1, {if'{tx + (1 — t)y)l| é limitada e, se k = 2,
(1 (tz + (1 = By}l < Cliltz + (1 - B)y)ll.

Tome ¢ € C®(S', M), (exp,, H}(O.) uma carta ao redor de ¢ e defina Ly, = Lg o exp,. Locé a
composicio seguinte

HY0) 2% HY(O.) x HYTM) 25 LMYy LR
onde A é a induzida por A : O, x ¢*TM — 5! x R dada a seguir
Ac(sm) = (7Z{E), Lo(Vaexp(cz&)e™n) )
Assim, serd suficiente mostrar que X, é C?~. Tome (X,Y) € HY(O.) x H'(¢*TM) e veja que

[ Lo(Vaexp(cEX ()Y (¢) df < cte [ V2 exp(cE X @) JY (112 dt
s g1

que é limitada ja que || X (#)]lec ¢ pequena e Y € HY¢*TM) = L*(c*TM), portanto X, estd bem
definida.

Considere, para cada £, a restricdo de A, & fibra A : (O;); % (¢*TM )¢ — R. Se denotarmos por
£,n a 1% e 2% varidveis respectivamente temos
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® e %3—‘5‘* sao positivas homogéneas de grau 2 em 7.

. %ﬁﬁt é positiva homogénea de grau 1 em .

Tome (X1, Y1) € H'(Oc) x HY{¢*TM) (pequenos). Para algum s € [0,1] temos

A

[Ae(X + X1, Y + 1) = A(X,Y) — dpd (X(), Y () (X1 (1), Vi(#)ligs =

72X (8) + X1(8), Y (2) + s¥1(0) = dpA( X (0), Y () } (X (1), Vi )| e <

L Fxossnm. v+ e - Sao.ro| ixolas

[ |Frxo+anm. vo+ o) - Fxo.ve|Inele s

1igw/ Ua’\f (X(t) + sX1(0,Y () + s¥1(8)) - %(x(t} v (o) at +

dt)lf" <
Zp

X1 ] !mf ”6’“ (X0 + s X1 (). Y ) + s¥30)) = (X (), Y ( Hﬂi(f”’i“’”

Y1l f I| (X(#) + sX1(8),Y () + sY3 (t)}—%( X8,

1ol [ [ G000 + sviie) - a*t(X(t ) ¥ (@) e +

Mo [, [ F0x@+ sxa (0., 7(0) + svie - 5

J;
6}3

f la’\f X(£) + sX1(8), Y (1) + sVi(t)) - —~—(X(z) Y1) +sY1 () }]—m(x 0. Y(8) + s¥3(8)) - —(X(t) vfas) "

(X(8),Y(t) + s¥1 (D) )” dt+

E 8)\1 8)\:

3’6

X(8),Y () +sHig)))? - ( (t)’y(t))E! di+

<5l [ elBi@lide + [ alROITeO)+ o)+

vilo ([ el + [ cmipa+ [ sinonmone)

Na tltima desigualdade usamos o lema 6.1.6. Assim segue que Ac € diferencisvel e também que
dALX, Y)(t) = dsA (X (£),Y{t)). Com célculos andlogos mostra-se que A, é C*~.
0

Observacio: Explicitamente temos dLo. (X)V = [dA(X(£),0.X (1)) (Y (1), V.Y (1) + d6.(X )Y (t)}. Além
de ser €2~ Lp é duas vezes fortemente diferenciavel nos pontos criticos e a segunda derivada tem niicleo de
dimensdo finita (veja em [10]).

Suponha que V : M — R seja uma fungio C?. Como M é compacta podemos supor que
V > 0. Considere entao o problema variacional regular L(z,v) = Lo(z,v) + V(ar;) e o induzido
L{c) = Lo{c) + [ Vie(t)) dt = Lo(e) + V(c). Gostariamos de ter novamente que I, € C?~, porém
nioc temos mais as homogenezdades usadas na demonstragio gue Lg era C?~. Para solucionar tal
problema somos levados & seguinte definic3o.

Definicdo 6.1.4. Um problema variacional super regular sobre M é uma aplicacio L : TM — R
tal que
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1. Lé Ct em TM e C* fora da secio nula.
2. A derivada de L sobre as fibras df L : TM — 1™ M ¢ regular fora secio nula
3. L{z,v) = 0.

4, Para ¢ € C™(S*, M) temos Loc’ € L'(S!) e uma aplicagio 4 : L}(§') — L'(S) que leva
conjuntos limitados em conjuntos limitados e tal que ||¢'li2 < | A(L o &)l

5. Existem operadores B, C : L?(8') — L?(S') que fixam o 0 e sfo continuos ali tais que
9L _oL _
| 5o (@t 00 — S0, 60| < IBE® - u(E)lo

|5 @0.00) — Lo, ue)] <0t - )

6. [ (d2L)(@)(0)(v) 2 Kolloll3.

Novamente, associado a um problema variacional super regular L temos a energia integral
L:AM = R,

Proposicdo 6.1.9. Se L é problema variacional super regular, L é C%~.
Dem.: Basta repetir a demonstracdo da proposicio 6.1.8 usando as propriedades de um problema
variacional super regular no lugar do lema 6.1.6 que explorava a homogeneidade de Ly.

Proposicdo 6.1.10. Se ¢, € AM é tal que L{c,) < By, entio {¢,} possui uma subsequéncia
convergindo uniformemente, i.e., L é prépria na norma do sup.

Dem.: Seja das a distdncia em M. Temos

i
dis(entto),ce(0)? < ([ I401r) " < CBolt =1

ty

Logo a sequéncia é equicontinua e o resultado segue por Arzela-Ascoli usando-se a compacidade de
M.

M
L induz um campo gradiente C1~, VL, em AM caracterizado por
< VL), X >1=dLl{e)X
onde X € T .AM.

Teorema 6.1.11. Suponha que {¢,} C AM seja tal que L{ck) < By e inf{||VL(ey)}1} = 0. Entéo
{¢n} possui uma subsequéncia convergindo em AM, ie., L satisfaz a condigdo (C). Naturalmente
que tal limite € um ponto critico de L.

Dem.: Usando a proposi¢io 6.1.10 podemos supor que {¢,} converge uniformemente para cg em
C%(S%, M). Escolha ¢ € C*®(S*, M) préxima o suficiente de ¢y de modo que eventualmente todas
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as ¢, estejam em O, Defina X, = expZ *(c,). Queremos mostrar que || X, — Xpnll1 — 0 quando
n,m > 00. Usando a proposicio 6.1.6 ternos

X = Xll? < 1 Xn = X |} + 16 X0 = X ll5 + [10:Xn ~ 8 X3

Como || X — Xmllo € || Xn = Xnllco esta parte vai a zero. Por motivo andlogo (basta ver a definicio
de #) também |6, X, — 6. X|ls val a zero se || X, — X, ]l for. Resta ver [[8.X, — 8:Xmllo-

Mas |8.Xn [} € kL(X0) < kBo = [|8cXn — 8. Xem||2 ¢ limitada. Agora

d-ic(Xn)(Xn - X’m) - df’C(Xm)(Xﬂ - Xm) =

dXe(Xn, 3o X )0, 8o X — Do XKi) — / e Xom, Be X ) (0, B X — BoXim) +

g1 51

e Xy B X)Xy — Xm0 Xom — 0e.Xp + dB(Xn) (X — Xm)) —
gt

/ dS‘c(Xma &:Xm}(xn - Xma écXm - éc:Xn + dgc(Xm)(Xn "‘ Xm))
51

Entio a expressdo de d. nos diz que as duas dltimas integrais vo a zero se X, — Xplle for. Ja
a segunda integral pode ser aproximada, a menos de fatores que vao a zero com [|X,, — X i|oc: por
S dAe( X0, 8. X )(0,8.X 1 — 0 X ). Aléan disso,

/ (X, B Xn) (0,8 — BeXim) = AN, 9 Xin) (0, 0 X — 0e i) =
S

DA (X (8), 86X (1)) (BeXon(8) — B Xm(1)) = St (X, (8), 86 X () @K (8) — BuXn(£)) dl
3! 8’1’] Bn

A menos de uma aproximacdo uniforme, podemos supor que para t,s € [0,1] temos

89, Xpn(t) + (1 — 5)0. X, (t) # 0 e, entdo, usamos o teorema do valor médio para ver que a tltima
integral € igual a

N

o W(Xn(t)asﬁan(t) 4+ (1= 8)8. X (£))(0eXn(t) — B Xm()? >

ko fs 18:Xn(t) = 8 Xm(t))? = koll0cXn () — 8 X ()13

sendo que a 1dltima desigualdade vem da regularidade de d¢L.

6.2 Lema de Morse para Pontos Criticos Degenerados

Seja f: H — R uma fungio C? definidada no espago de Hilbert H. Suponha que f seja duas vezes
diferencidvel em 0 e seja N o nicleo da aplicagdo A : H — H dada por

< Av,u>=d*fo(v, u)
Se a imagem Zm/{A) for fechada, como A é simétrica, N+ = Im(A4) e H se decompée em H = N-®N.

Podemos olhar entdo z € Heomor +y € N+ @ N

71



Lema 6.2.1. Nas condigbes e notagio acima, suponha gue 0 seja um ponto critico de f e que
seja fortemente diferencidvel na origem. Entdo, existe uma funcio continua g : Uy C N — Nt em

um aberto L7} contendo 0 tal que %% (g{w),y) =0,9(0) = 0 e g é fortemente diferencidvel na origem
com dgg = 0.

Dem.: Basta usar o teorema da fun¢io implicita para funcgdes fortemente diferencidveis.

Observacgdo: Se escrevermos f(z) = f(x, y) e olharmos para as restricdes de f aos planos N+ x {y}, a
fungdo g da proposigio anterior estd dando wma parametrizacdo dos pontos criticos de tais restrigdes numa
vizinhanga da origem de H.

Lema 6.2.2. Nas condigbes anteriores, existe uma vizinhanca V de 0 em H e um homeomorfismo
@:V = (V) C H tal que

flolz,y)) = % < Az,zx>+flgly)y) e  dpa=1

onde g é funcao do lema anterior.
Dem.: Defina h; : N* 9 U; - Nt @ N por

hi(z,y) =a+gly)+y

E claro que h; é fortemente diferencidvel na origem e dhi{0,0) = I, logo, by é um homeomorfismo
de uma vizinhanca V7 da origem em H em outra vizinhanga da origem W = h{V7).

Observagao: Veja que tudo o que hy faz € transportar um aberto de {0} x N na superficie parametrizada
{{g(¥),v);y € U1 C N}

A partir de agora estaremos a procura de um homeomorfismo ho : Vo C H — ho(V2), tal que,
se ¢ = hy o ke, entao

Fele,y)) =3 < dz,s > +1(g1).y)

Observacao: Como Alyu é um isomorfismeo, podemos escrever Nt = H_ & Hy onde H_ e H, sio os
subespacos A-invariantes nos quais A é negativa definida e positiva definida respectivamente. Dessa forma
temos H=H._ $Hi & Nez=2z+ycom x = z_ + .. Podemos ainda introduzir um produto interno,
(.,.), equivalente ao original,< .,. >, em N+ que torna a soma H_ & H, ortogonal, basta tomar

(e + 8, v + v =< Ay, vy > - < du_ v >
A norma deste produto interno serd denotada por L.

Procuraremos hs da forma
ho{z,y) = z 4+ Az, y)(zs ~2-) +y

onde A é uma funcdo A : H — [-1/2,1/2]. Defina

Ylx,y) = % <Azz>+flgly),y) e  Plz,y)=¢(zy) — flz+g(y) y)

Assim teriamos
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Flolo,) = f(2 4+ M@z —2-) +9(0), ) = 9o+ NE) s = 5-),9) = 6z + Me) (o2~ o)) =
S <A@ +AE) @y~ 507+ ME) (@h ~ 30) > +(9w)y) — (o + A@) s —3-),y) =

-;— < Az,xz > +Flgy),y+Alz) < Az, zq —2. > —}-%,\(2)2 <Alzy =~z ), -2 > —dlz+AEr—2-),y) =

$(@ 1) + Ml + M < Ales = 2_), 24 ~ 2 > ~$(e + Mzs ~2-),1)

e, portanto, f{¢(z)) = ¢(z) se, e somente se A sastisfizer

Az + A(2) 2y —x2),y) = A(2) |z + %/\(z)2 <Alz: —z_}, 24y —x- > (6.2.1)

Agora observe que ¢(0,y) = 0 e entdo qualquer valor atribuido a A(0,y) satisfaz a equacio

(6.2.1) nestes pontos, em particular A{O,y) = 0. Para z # 0 e y € N fixos, considere a funcio
T':R -+ R dada por

'iaz,yp = 2!119 (Zqé(x +Mzp -z hy) =N <Alzy —z2.), 20 — o >)

Queremos achar uma vizinhanga de 0 em R x (N+ & N) onde T’ seja uma contragao e, conse-
quentemente, A = A{z,y) serd um ponto fixo de I'. Comecemos por estimar I'. Observe antes

que
9%
Oz
assim —‘é(() y) = 0ecomo ¢'é forteme:ate diferencidvel na origem segue gue, dado ¢ > 0, se ||z +y||
for suficientemente pequena, “ o (2, )]l < elz]. Agora

g
(z,y)v =< Az,v > ‘—"é{:(m +g(y), y)v

1

|2 “gj(x%\(x‘me y)’{lz+—x l+ 5| <Alzi—z_), 20—z > [ < kiethg[A|

}aF(A T,y )! <

dA

onde ki,ks sdo constantes. Assim, se escolhermos ¢ suficientemente pequenc e [A] < ;ﬂlc-;, por

exemplo, temos {I”| < 1/2 e, usando o teorema do valor médio,

[F()\,.’L’, y) I\{Aﬁa-x y); MIA AG; <

N

Observe que I'{0,z,y) = !—P'l entdo, tomando Ag = 0, obtemos [I'(A, z,y) ~ I'(0,z,y)| < %W

e, consequentemente, |T'()\, z,y)] < —@%I 3IA|. Finalmente, se [A] < 2 91%%)',

Logo, se n{z,y) = 2! %%E’%’li < 4%, I' é uma contragio do interva,lo (—n,n]. Mas lim, ;on(z,¥) =0.

De fato, basta observar que (O 0} == 0 assim como 833 (O 0) = 0, logo, pela diferenciabilidade
forte de %f em 0, se ||z + y! for suficientemente pequena

5] = |5ten - ou] <o
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Agora ¢ s6 usar a desigualdade do valor mnédio
, g 9
6@ )l = I#(z,3) - 60,91l < lol sup{|| 22tz € 10,11} < elef

Observagao: X assim obtida é Hmitada em toda uma vizinhanca de 0 e 36 ndo é continua, possivelmente,
nos pontos (0, ). Como Mz, y) € [-niz,y), n(z,y)] segue que X é continua em 0.Mas h é continua mesmo
onde A ndo o for :

[Pa(z,y) = ho{0,90){ = {1+ Nzyf+ (1 = Na_| + |y = vol

Assim como hj, hy é diferencidvel na origem e dhe(0) = I. De fato, |ho(z,y) ~ z —y| =
[A(z,y)| ], e a diferenciabilidade segue da continuidade de A em 0. Todavia, nio podemos garantir
a diferenciabilidade forte de hy em 0 e assim teremos que exibir explicitamente a inversa hs de ho.
Escolhendo uma vizinhanga de 0 em H de modo que [A(z,y)| < 1/2, a fungdo hs definida abaixo é
a funcio gque procuramos

1 1
T+ Mz,0) " T 1= A5 y)

hy(z,y) = zoty

Comecemos verificando a continuidade de hy. A continuidade € clara em toda vizinhanca exceto
nos pontos (0, y). Para eles temos

1

N o o
1+ Mez,y) "

1
Ye) T+ @l =Nzl

e hs é continua. Que f3 é de fato inversa local de ko é uma simples verificacio das igualdades
hg © hs = id = h3z o hy. Para completar, vamos ver que dh3(0) =1 :

+ 1y~ ol*

Iha(z,y) — ha (0, yo)i* ==I +o z_+y“~y@‘2 =

)\2
(1-2a)

2 oz 2 A2
*“l TSR T T Ay

L
1+

H
haz, y) =2~y = | 242+ o
e a diferenciabilidade segue da continuidade de A em 0 novamente.

-

Observacao: Analogamente ao que cbservamos no lema de Morse classico, vemos que, se [ ¢ w possuir
outros pontos criticos em V), eles estardo em N (no caso classico concluiamos que os pontos criticos eram
isolados).

No desenvolvimento da teoria de Morse, o papel fundamental do lema de Morse é possibilitar
a demonstracdo do teorema 4.2.4 que por sua vez vai possibilitar a obtencfo das desigualdades de
Morse. Porém no nosso caso, 1.e., para desenvolver a teoria de Morse através do lema para pontos
criticos degenerados precisamos de um passo intermediario para redemonstrar o teorema 4.2.4 ja
que nio sabemos nem que os pontos nem que os valores criticos sdo isolados. Vamos a eles.

Suponha que M e f : M — R tenham o mesmo grau de diferenciabilidade do lema de Morse
6.2.2, que f satisfaca a condigio (C) e seja K o conjunte dos pontos criticos de f. Sejam a < &
valores regulares de f, como flx é prépria {proposicio 4.4.2), f~!([a,b]) N K é compacto. Entdo
podermos cobrir os pontos criticos em [~ {[a, 6]} com finitas cartas (V;, ©;)i=1 _» correspondentes aos
pontos criticos pi,...,pr de indices n; onde f o ¢; é dada pelo lema de Morse 6.2.2 : flg;(z,y)) =
1< A,z > +Fflai(y),y) = § < 4w,z > +hi(y). Suponha que A; seja de Fredholm, considere
vizinhancas de py, Uy C Uy C Wy € Wy C V; e perturbe by obtendo uma funcao i, de modo que
filz,y) = % < Aiz,z > +hi{y) satisfaca as seguintes propriedades
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1. fi coincide com f fora de W;.

2. fi é de Morse em W; com seus (finitos} pontos criticos contidos em U).

3. My(f) = My(f1) e My(f) = My(F1)

Repita o processo para os r pontos criticos originais. A fungio final f, terd finitos pontos
criticos em f*{[a,b]) com indices controlados pela dimensio de N;. A partir daqui recuperamos o
teorema 4.2.4 com uma diferenca : ao invés de sabermos a dimenscio das alcas que devemnos colar,
temos apenas cotas superiores para a dirnensio. Mas isto é suficinte para obtermos estimativas da
quantidade de pontos criticos em funcdo dos nimeros de Betti do par {M,, M, ).

Observagao: O mesmo tipo de argumento ¢ feito em [12] para fungdes com mais diferenciabilidade e com
a hipdtese desnecessdria de serem os pontos criticos isolados. De fato, para os objetivos do artigo o caso
interessante € o caso isolado.

6.3 Consideragoes Finais : O Teorema de Gromoll e Meyer

A demonstracao da existéncia de infinitas geodésicas entre dois pontos de uma variedade rieman-
niana compacta (como no teorema 5.3.8), se estende imediatamente, como pergunta, & existéncia
de infinitos extremais para problemas variacionals super regulares. No caso de problemas varia-
cionais super regulares periddicos (como os estudados na se¢do 6.1) surgem algumas complicagdes.
Considere um problema variacional do tipo

L=F+V

onde F é uma méirica de Finsler e V' : M — R é um “potencial”. Se V = 0 temos infintos
extremais de maneira trivial : as curvas constantes. Também, ainda com V = 0, se tomarmos
uma solugho nao trivial « : [0,1] — M, obtemos outra solugio definindo of(t) = a(ké),k € N,
ou ainda o?(#) = a(t + @) que representam percorrer k vezes « ou “rodar” o de uma angulo
6. Em [6] é desenvolvida a teoria de Lusternik-Schnirelman para eliminar problemas do 1° ¢ 3°
tipos. O 2° tipo é bem mais complicado e foi originalmente resolvido por Gromoll e Meyr usando
uma teoria de Morse baseada no Lema de Morse para pontos criticos degenerados (a versio deles
com mais diferenciabilidade disponivel) e de uma teoria de Boti-Morse que considere fungoes com
“variedades criticas” (pois o conjunto {cg;# € S'} é um circulo de pontos criticos em A(M) se &
for uma geodésica nio trivial}. O resultado (jd enunciado para o caso de energia de Finsler) é o
seguinte :

Teorema 6.3.1. Seja M" wma variedade de Finsler compacta e simplesmente conexa. Se a coho-
mologia de M néo for uma algebra polinomial truncada em uma varidvel, entdo existemn infinitas
geodésicas periddicas para a métrica de Finsler (nio triviais e geometricamente distintas).

Observacao: Os detalhes da demonstracdo podem ser encontrados em [12, 13] para o caso riemanniano e
em [10] para o de Finsler.

Se V for uma “boa” funcdo (de Morse por exemplo), os problemas mencionados acimacima nao
aparecem. Num certo sentido o problema é mais simples! De fato vale a seguinte versdo de um
teorema provado em [7].
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Teorema 6.3.2. Se M é uma variedade compacta simplesmente conexa e L = F+V é um problema
variacional super regular ent8o L admite infinitos extremals fechados ou pelo mencs um estremal
enrolante!5).

Finalizamos o trabalho observando que o estudo da geometria finsleriana tem evoluido muito
recentemente. As referéncias [25] a [30] s&o exemplos de artigos recentes sobre o assunto.

5Quando para um estremal o existe uma sequé@ncia de inteiros ki — 0o tais que o é ainda um estremal, dizemos
que o € um estrermal enrolante (winding}.
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