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Resumo

Neste trabalho sao obtidos resultados sobre o comportamento de zeros de poli-
ndémios ortogonais. Sabe-se que todos eles sao reais e distintos e fazem papel importante de
nos das mais utilizadas formulas de integragao numeérica, que sao as féormulas de quadratura
de Gauss. Sao obtidos resultados sobre a localizagao e a monotonicidade dos zeros, conside-
rados como fungoes dos correspondentes parametros, dos polindmios ortogonais cléssicos.
Apresentaremos também vérios resultados que tratam da localizacao, monotonicidade e da
assintotica de zeros de certas classes de polindémios ortogonais relacionados com as medidas

classicas.

Palavras-chave: Polindmios ortogonais, zeros, monotonicidade, limites, assintotica.
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Abstract

Results concerning the behaviour of zeros of orthogonal polynomials are ob-
tained. It is known that they are real and distinct and play as important role as node of
the most frequently used rules for numerical integration, the Gaussian quadrature formu-
lae. Result about the location and monotonicity of the zeros, considered as functions of
parameters involved in the measure, are provided. We present various results that treat
questions about location, monotonicity and asymptotics of zeros of certain classes of or-

thogonal polynomials with respect to measure that are closely related to the classical ones.

Key words: Orthogonal polynomials, zeros, monotonicity, limits, asymptotics.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste trabalho ¢ estudar o comportamento dos zeros dos polinémios

ortogonais cléssicos e de polindmios ortogonais relacionados as medidas classicas.

Os problemas sobre o comportamento dos zeros de polindmios ortogonais atrai-
ram a atencao de célebres matematicos como A. Markov e T. J. Stieltjes ainda no final do
século X1X e G. Szegd na terceira década do século X X por varios motivos. Dentre eles
destacamos sua bela interpretacao fisica advinda da eletrostética e seu papel como nos das

mais usadas formulas de quadratura, as de Gauss, que serao descritos abaixo.

Este tema continua sendo o interesse de alguns famosos matemaéticos, como
Percy Deift do Courant Institute of Mathematical Sciences, autor do livro “Orthogonal
Polynomials and Random Matrices: a Riemann-Hilbert Approach”, e de Barry Simon, um
dos autores, junto com Michael Reed, dos famosos quatro volumes “Methods of Modern
Mathematical Physics”. O recente interesse de Barry Simon em polindémios ortogonais
resultou em um volumoso e consistente livro “Orthogonal Polynomials on the Unit Cir-
cle” e em dezenas de artigos, sendo vérios tratando de zeros de polindémios ortogonais na

circunferéncia unitaria e na reta real.

Mais uma justificativa para a abrangéncia das aplica¢oes dos zeros de polinémios
ortogonais ¢ o fato de alguns resultados serem utilizados por autores em éreas como Teoria
dos Codigos em Algebra, Equagoes Diferenciais, Fisica Matemética, Teoria das Fungoes

Univalentes em Analise Complexa e, até, em Mecanica Quéantica.



Capitulo 1. Introdugao

No6s das formulas de quadratura de Gauss. Uma das motivacoes mais importantes
para o estudo dos zeros dos polindmios ortogonais é o fato deles serem os nés das mais
utilizadas formulas de quadratura, as de Gauss. S6 para esclarecer, quadraturas numéricas

consistem em aproximar a integral de uma fungao f

1(f) = / f(x)dp(z)

por uma combinagao linear de n valores da fungao da forma
k=1

E fato que escolhendo os nos da formula de quadratura como sendo os zeros do n-ésimo
polindémio ortogonal em 3, associado a pu, entao @), tem o maior grau de precisao algébrica
possivel, que é exatamente 2n—1. Por esse motivo, os pacotes numéricos, em geral, utilizam
as formulas de quadratura de Gauss para calculos aproximados de integrais. Dai, segue o
interesse no estudo da localizagao e comportamento desses zeros.

Interpretacao eletrostatica, equilibrio e equagao diferencial de Lamé. Uma outra
motivacao ¢ que os zeros dos polinomios ortogonais cléssicos, que sao solugoes de equacoes
diferenciais de segunda ordem, possuem uma bela interpretagao fisica. O vetor dos zeros é
o ponto de equilibrio de um campo eletrostatico. Um problema geral da teoria do potencial
¢é caracterizar os pontos de equilibrio da energia de um campo eletrostatico na presenca de
um campo externo. Vale mencionar que esses casos classicos sao um dos poucos exemplos
em que o ponto de equilibrio pode ser encontrado explicitamente. Assim, o estudo do
comportamento dos zeros desses polindémios ortogonais revela como o equilibrio da energia
depende do campo externo. Um dos temas principais do nosso trabalho é estudar essa
dependéncia.

S6 para exemplificar, descreveremos brevemente a interpretacao eletrostética
dos zeros do n-ésimo polindmio de Jacobi, Pr(La’ﬁ ) (x), e do n-ésimo polindmio de Laguerre,
L' (). Lembremos que esses polinoémios sdo ortogonais em [—1,1] e em [0, 4+00) com
relagio as medidas du, g(z) = (1 — 2)*(1 + 2)%z, o, > —1, e dus(z) = z%e dx,
a > —1, respectivamente. Sejam, entdo, x,i(c, 3) e xpi(a), k = 1,...,n, os zeros de

pie) (x) e LY (x) arranjados em ordem decrescente, fungoes dos parametros a, 5 e a. T.
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J. Stieltjes provou em [54, 55, 56] que, dadas duas cargas fixas nos pontos —1 e 1, com forcas
(B+1)/2 e (a+ 1)/2, respectivamente, e n cargas unitarias livres em (—1,1), a energia
do campo eletrostatico gerada por elas atinge um minimo local quando as cargas unitarias
estao localizadas em z,, ;(c, 5). Aqui, o campo obedece a lei do potencial logaritmico o
que significa que todas as cargas, fixas e livres, sao distribuidas ao longo de fios infinitos
perpendiculares ao eixo real. G. Szegd |57, Se¢ao 6.83| provou que a energia tem um tnico
minimo global, o que mostra que os zeros do polinémio de Jacobi de grau n sao os pontos
de equilibrio estavel da energia. T. J. Stieltjes considerou também um modelo eletrostatico
para os polinomios classicos de Laguerre. Fixemos, entao, uma carga de for¢a (o + 1)/2
na origem e consideremos n cargas unitarias livres em (0, +00). A fim de evitar que essas
cargas livres se movam para o infinito, impomos que a média aritmética seja limitada, isto
¢, > r_ xx/n < K, para algum K > 0. Entéo, a tnica posi¢ao para a qual a energia do
campo tem um minimo global é nos zeros de L (cpz), com ¢, = (n+ «a)/K. A. Markov
[46] (ver, também, G. Szeg6 [57, Teorema 6.12.1]) provou que todos os zeros x,, i (v, 3) s@o
funcoes crescentes de 3 e decrescentes de « e, também, que os zeros x, () crescem com
a. Isso fica intuitivamente claro das interpretagoes eletrostaticas apresentadas acima uma

vez que todas as cargas sao positivas e se repelem.

Uma questao interessante é saber com que velocidade esses zeros crescem ou de-
crescem quando os parametros crescem de —1 a +00. Nossos resultados sobre os zeros dos
polinémios de Jacobi e Laguerre com relacao a essa questao foram inspirados na solugao
completa do problema correspondente sobre a velocidade de decrescimento dos zeros posi-
tivos @, () dos polinomios de Gegenbauer C2(z), considerados como fungoes de A, para
A > —1/2. A solugao veio depois de uma série de artigos, publicados ao longo de 25 anos,
nos quais varias conjecturas e contribuicoes foram feitas. Observe que, para responder com
que velocidade @, () decresce com A, ¢ necesséario calcular a derivada dzx, x(\)/dA e isso
implica em calcular explicitamente todos os zeros de todos os polinémios C?(x), o que é
impossivel. Entdo, o seguinte problema foi investigado: Se os zeros de C}(z) sdo arranjados
em ordem decrescente, qual ¢ a fungdo extrema f,(\) que forga as fungoes f,(A)x, x(N),

k=1,...,[n/2], a crescerem? O exato significado de “extrema” estd descrito na Segao
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Capitulo 1. Introdugao

2.3. O primeiro a colocar tal questdao para os zeros positivos de C}(z) foi A. Laforgia
que conjecturou, em [41], que Az, x(\) cresce para A > 0. A. Laforgia estabeleceu esse
resultado para A € (0,1) em [40]. Mais tarde, M. E. H. Ismail e J. Letessier [34] refinaram
a conjectura com a func¢do que possui o comportamento assintotico preciso, f(A) = V.
Finalmente, R. A. Askey sugeriu que a fun¢ao extrema e universal, isto é, que nao depende
de n, seria f(\) = v/A + 1. Varias outras contribuicdes para o problema foram feitas por
R. Spigler [53], S. Ahmed, M. E. Muldoon e R. Spigler [1], E. K. Ifantis e P. D. Siafarikas
[31], D. K. Dimitrov [13], enquanto que, em 1999, A. Elbert e P. D. Siafarikas [24] provaram

que, paratodon € Ne k=1,...,[n/2],
(A4 (202 +1)/(4n + 2)) 22, £(\)  cresce para A > —1/2, (1.1)

estendendo o resultado de S. Ahmed, M. E. Muldoon e R. Spigler [1] e, assim, provando a
conjectura de M. E. H. Ismail, J. Letessier e R. A. Askey [33, 34|. Finalmente,
em 2002, D. K. Dimitrov e R. O. Rodrigues [19] provaram que a funcao
(A4 (2n% +1)/(4n +2))/? ¢ assintoticamente extrema no sentido que nio existe nenhuma
outra fungao que cresce mais lentamente do que essa e forga os produtos f,(A)z,x(N) a
crescerem com A, ou seja, o resultado obtido por A. Elbert e P. D. Siafarikas nao pode
ser melhorado. Essas contribuigoes ajudaram a conhecer o comportamento dos zeros dos
polindmios de Gegenbauer mais profundamente.

Entretanto, o correspondente problema sobre o comportamento dos zeros
Zn i, ) dos polindmios de Jacobi pieP )(1’) permanecia em aberto, apesar do interesse
dos especialistas em Fungoes Especiais. Uma das possiveis razoes para a falta de resultados
nessa dire¢ao ¢ que x, x (e, #) muda de sinal. Isso indica que, ao invés de considerarmos os
zeros de P\ (x), é mais razoavel investigar as quantidades 1 —x, (o, 3) ou 1+, x(av, ),
pois elas ja nao mudam de sinal. Além disso, uma cuidadosa inspegao na evolugao das
conjecturas e resultados com relagao aos zeros positivos dos polinomios de Gegenbauer,
descritos acima, nos leva a conclusao de que, a fim de obter resultados precisos para pelo
menos valores grandes dos parametros, quantidades que obedecem a comportamentos assin-
toticos, quando os parametros divergem, devem ser considerados. Uma férmula assintoética

para os zeros dos polindmios de Gegenbauer é \/Xxnk()\) — Ny, com hy, . denotando os
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zeros do polinémio de Hermite H,(x). Uma férmula desse tipo para os zeros do polindémio

de Jacobi é

lim ﬂ(l - xn,k(au 6)) = 2$n,n—k+1(a>7

B—oo
com z, ;(a) denotando os zeros do n-ésimo polinémio de Laguerre L' (x). Depois dessas
observagoes, descobrimos a correta abordagem para o problema dos zeros de Jacobi e os
resultados obtidos foram publicados em [17]. Provamos que, paratodon € Nek =1,...,n,

os produtos

(ﬁ+2n2+(2n+1)(a+1)

ot ) (1 =z, x(a, B)) crescem com [ € (—1,00), (1.2)

considerando este produto com fungao de 3. Como consequéncia, a desigualdade
{2n(n+a+ B+ 1)+ (@+ )B4+ 1)} - zurla, §)) <220+ + D pkra(@)

é valida para todo k =1,...,n.

Permanecia, ainda, em aberto a questao sobre os zeros z,, x(«) do n-ésimo poli-
nomio de Laguerre L\ (x). Note que (1.1) e (1.2) foram motivadas pelas formulas assintoti-
cas limy_, o \/X:Enk()\) = hp € limg oo B(1 — 2y (v, B)) = 22y, —g41(), respectivamente.
Observe que essas formulas mostram que as fungoes (1.1) e (1.2) possuem assintotas ho-
rizontais quando as variaveis A e (§ tendem ao infinito. Nossos resultados sobre os zeros

Zn k() do polinémio de Laguerre LY (x) foram inspirados na formula assintotica

1
T i) = o+ V2ah, , + 5(1 +2n+ 207 ) + O(1/y/@), quando a — oco. (1.3)

dada por F. Calogero [11] em 1978. Observe que E. K. Ifantis ¢ P. D. Siafarikas [32]
provaram que Z,1(a)/(c 4+ 1) decresce com « para o > —1. Isso e (1.3) implicam que
Tn1(a) > (a4 1), o que &, infelizmente, uma desigualdade que segue também de xq 1 (o) =
a+ 1 e da propriedade de entrelacamento dos zeros dos polinomios ortogonais. P. Natalini
e B. Palumbo [49] provaram que, para quaisquer valores de n e k, as fungoes x,, (o) /(2n+
a+ 1) sdo fungoes crescentes de «, para a € (—1,00). Além disso, eles estabeleceram dois
resultados adicionais sobre a monotonicidade de quocientes da forma x, x(«)/a®, com p

fixoe2<p<2n+1.



Capitulo 1. Introdugao

Provamos o seguinte resultado que foi publicado em [18]: para todo n > 2 e
cada k, k =1,...,n, as quantidades

Tpp(a) — (2n+a —1)
2(n+a—1)

sao fungoes crescentes de av para o« > —1/(n — 1). Além disso, quando k = 1, a funcao
acima cresce para todo a € (—1,00).
De (1.3), temos a formula assintotica

Tpp(a) —(2n+a —1)
2n+a—1)

— hpr quando o — oo.
Concluimos, entao, que a desigualdade

Tpp(a) <2n+a—1+/2(n+a—1)h,;

é valida para todon > 2, k=1,...,n e qualquer &« > —1/(n — 1). Além disso,

Tpi(a) <2n+a—14++/2n+a—1)h,;,

para todo n € N e @ > —1. Foi provado por D. K. Dimitrov e G. Nikolov em [16] que
hni < v/2n —4 para n > 2. Isso implica que a desigualdade

Toi(a) <2n4+a—1+2y/(n—2)(n+a—1)

¢ valida para todo n > 2 ¢ o > —1. Esse limite superior para x,;(a) é melhor do que
aquele obtido por M. E. H. Ismail e X. Li em [35].

Agora, consideremos os polindémios ortogonais com relagao a produtos escalares
do tipo Sobolev generalizado

k

(h.q) = / p()a(@)du(z) + 3 Mip®(e)g(c), (1.4)

i=0

com p sendo uma medida de Borel positiva com suporte ¥, um subconjunto infinito da
reta real, M; > 0 para todo i = 0,1,...,k e ¢ € R. Nos ultimos 30 anos, varios autores
(ver, por exemplo, M. Alfaro, F. Marcellan, M. L. Rezola e A. Ronveaux [5]) tém estudado

polinémios ortogonais com relagao a produtos da forma (1.4). Um dos temas que se destaca
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¢ a localizagao dos zeros desses polinomios com relagao a envoltura convexa de ». Para
o caso em que du(z) = (1 — 2)*(1 + z)%dz, du(z) = x%e *dx ou du(z) = e dz, esses
polindmios ortogonais sao chamados de tipo Jacobi-Sobolev generalizado, tipo Laguerre-
Sobolev generalizado e tipo Hermite-Sobolev generalizado, respectivamente. Em particular,
essas questoes foram consideradas por M. Alfaro, F. Marcellan e M. L. Rezola em [4] quando
dp(z) ¢ a medida de Jacobi e ¢ = 1, por R. Alvarez-Nodarse e J. J. Moreno-Balcazar em
[7] e F. Marcellan e J. J. Moreno-Balcézar em [42] quando du(x) ¢ a medida de Laguerre
e ¢ = 0 e, por ultimo, M. Alfaro, J. J. Moreno-Balcazar, A. Pena e M. L. Rezola [6]
estudaram o caso em que du(z) ¢ a medida de Hermite e ¢ = 0.

Nosso estudo consiste na localizagao dos zeros dos polindémios do tipo Jacobi-
Sobolev generalizado { plesMN) () }n>0, dos zeros dos polindmios do tipo Laguerre-Sobolev

generalizado {L%Q’M’N)(x)}nzo e dos zeros dos polindmios do tipo Hermite-Sobolev genera-

lizado {H,(LQ’MO’M“MQ’MS)(x)}nzo, ortogonais com relagdo aos produtos escalares
1
.0 = [ p(@a@)(1 = 0 (40 de + Mp(L)g(1) + Np () (1), (15)
-1
)= [ pldaC)ae "o+ Mp0)q(0) + Np'(0)d 0) (1)
0
e

(h.q) = / T @@l e e + 3 Mp®(0)(0), (L.7)

o i=0
respectivamente. Provamos que os zeros desses polinomios se entrelagam com os zeros dos
polinémios classicos de Jacobi, Laguerre e Hermite e, além disso, mostramos que ha pelo
menos n — 1 zeros de P@*MN) (x) e L,(f’M’N)(:L') em (—1,1) e (0, +00), respectivamente, e
que esse fato depende apenas da massa /N independentemente do valor da massa M, e que
H,(LQ’MO’M“MQ’MS)(:C) pode ter um par de zeros complexos localizados no eixo imaginario,
dependendo apenas dos valores das massas My e M; (ver [14], [15] e [44]).
M,N

S6 para exemplificar, sejam x, ;" («, 5) os zeros de plefAN) () arranjados em

ordem crescente. Mostramos que as desigualdades

1< xn,l(a76> < InMviN(avﬂ) <0< xn,n(avﬁ) < x%ﬁN(OQﬂ)
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Capitulo 1. Introdugao

sao validas para todon € N, n > 2, o, > —1e M, N > 0. Além disso, para todo n fixo,

o maior zero x,;N (o, §) satisfaz

2MN(q 3) <1, para N < Ny,

2MN(q 3) =1, para N = Ny,

n,n

2MN(q 3) > 1, para N > Ny,

com Ny dado por

dla+1)(a+2)(a+3)
(n=1n+p)n+at+l)(n+a+f+2)A

Ny = No(n;a,ﬁ) =

_ Fr+nDr(n+a+8+2)I'(n+a+1)

Na+2)0(a++2)L(n+ 3+ 1)(n)

Resultados anélogos como esse foram obtidos para os zeros dos polinémios

Lga,M,N) ([L’) o Hr(La,Mo,Ml,M%MB)(l.)'

Alguns casos particulares desses produtos escalares também foram considerados.

Fazendo N =0 em (1.5) e (1.6) e My = M e My = My = M3 =0 em (1.7), obtemos que:

)= [ D)1~ 21+ )+ Mp1)a01), (19

.0) = [ plohata)ae e + Mp(0)a(0) (19)
e

(pya) = /: p(@)g(@)|a**e™*" dz + Mp(0)q(0). (1.10)
Os novos polinémios ortogonais que surgem de (1.8), (1.9) e (1.10) sdo chamados de tipo
Jacobi P,ga’ﬁ’M)(x), tipo Laguerre Lga’M)(x) e tipo Hermite H,(f"M)(:L'), respectivamente.

Varios trabalhos foram publicados nos tultimos anos sobre os zeros dessas trés familias
de polinémios ortogonais. Citamos as contibui¢oes de T. H. Koornwinder [39]|, F. Mar-
cellan e coautores |2, 20, 21, 27|, F. A. Griinbaum [29] e R. Koekoek [37]. Investigamos o
comportamento desses zeros quando a massa M varia. Provamos que sao fungoes mono-

tonas, considerando-os como fungoes da massa M. Além disso, mostramos que quando M
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tende ao infinito, os zeros convergem, com velocidade de ordem 1/M, aos zeros de certos
PN . . . . ) )M
polindmios ortogonais classicos. Para os zeros M (a, 3) de ples )(:c) provamos que as

desigualdades
xn,l(a7ﬂ) < .Z’%I(Oé, 6) < 'rn—l,l(a + 275) <0<

Tnp—1(a,B) <z} (0, ) < Zp_1n1(a+2,8) < tup(a, f) <zl (o, 5) <1

sao validas para todo M > 0, n > 2 e «a, 3 > —1. Além disso, cada zero x%k(a,ﬁ) ¢ uma

funcao crescente de M e, paratodo k=1,...,n—1,

lim z
M —o0

M, B)=1, lim 2) (a,3) = zo_1k(a+2,0),

M—o0

lim M[1 — ) (a,3)] = gnlev, B)

M—o0

1+ @, 2, 8)] gn (v,
J\/l[iinooM[xn—l,k(Oé +2,0)— ;gyf‘fk(a’ 3)] = 1+ 1,ké<()éa++ 2)5)] gn( 5)7

o 2a+ 1) (a+2)
(n+8)(n+a+1)A

Para os zeros dos polinomios L,({x’M)(x) e H{™M (x), obtivemos resultados ana-

In(a, B) =

logos. Todas as contribui¢des foram obtidas através de uma cuidadosa analise do com-
portamento e assintotica dos zeros de polindmios da forma p,(z) = h,(x) 4+ c¢g,(x) como
funcgoes de c.

Por ultimo, fazendo M = 0 em (1.5) e (1.6) e My = N e My = My = M3 =0

em (1.7), obtemos

(prq) = / P)a()(1 = )" (1+ ) e+ N (D (1), (111)
(h.q) = / " p(@)g(a)at e de + Ny (0)q(0) (1.12)
(hrq) = / " p()a(a)|a e de + Ny (0)4(0). (1.13)



Capitulo 1. Introdugao

Os polinémios ortogonais gerados pelos produtos internos (1.11), (1.12) e (1.13) sdo chama-
dos de tipo Jacobi-Soboley, P (x), tipo Laguerre-Sobolev, L) (7), e tipo Hermite-
Sobolev, H,SQ’M)(SC), respectivamente. Alguns trabalhos recentes sobre os zeros desses
polinémios sao: [4], [22] e [38]. O entrelagamento dos zeros desses polindmios com os zeros
dos polindmios cléssicos de Jacobi, Laguerre e Hermite e a prova de que h& pelo menos
n — 1 zeros de P{**N) (x) e L) (x) em (—1,1) e (0, +00), respectivamente, seguem dos
resultados gerais sobre os polinémios ortogonais com respeito a (1.5) e (1.6). Acrescenta-
mos, para os zeros dos polindmios ortogonais com relagao a (1.11), (1.12) e (1.13), alguns
resultados novos sobre comportamento quando a massa N varia. Provamos, também, que
eles sao fun¢oes monodtonas considerando-os como fungdes da massa N. Além disso, quando
N — o0, demonstramos que estes zeros convergem com velocidade de ordem 1/N para os
zeros de certos polindmios ortogonais classicos.

Este trabalho esté estruturado da seguinte maneira:

e O Capitulo 2 é dedicado a teoria bésica de polindmios ortogonais, seus zeros e a

polinémios ortogonais classicos.

e No Capitulo 3 fornecemos alguns resultados classicos sobre zeros, os quais faremos

uso nas demonstracoes dos teoremas principais.

e Ao Capitulo 4 reservamos os resultados novos obtidos sobre localizagao e monotoni-

cidade dos zeros dos polinomios classicos de Jacobi e Laguerre.

e Por ultimo, no Capitulo 5, mostramos os resultados obtidos sobre localizagao, mono-
tonicidade, assintotica e velocidade de convergéncia dos zeros de polindémios ortogo-

nais relacionados as medidas cléssicas.

Os novos resultados foram publicados em [15], [17] e [18] e aceitos para publi-

cagao em [14] e [44].
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Capitulo 2

Polin6émios ortogonais na reta real

Neste capitulo forneceremos alguns dos conceitos béasicos dos polindémios or-
togonais na reta real e seus zeros. Enunciaremos alguns teoremas e introduziremos, na
ultima segao, algumas propriedades basicas dos polinémios ortogonais classicos de Jacobi,
Laguerre e Hermite. Nos referimos aos livros de T. S. Chihara [12], G. Szeg6 [57] e B.

Simon [52] para mais informagoes.

2.1 Propriedades basicas

Seja p uma medida de Borel positiva com suporte 3, subconjunto da reta real

com uma quantidade infinita de pontos, e com momentos
,un:/|m\”d,u($)<oo, n=0,1,2....
2
Definimos o produto escalar (-,-), : P x P — R por

(P )y = / p(2)a(@)du(z), p.g€P, (2.1)

com P sendo o espago linear dos polindmios com coeficientes reais, e a correspondente

norma || - ||, : P — [0, 00) por

Ipll,: = \//E p(x)|*dp(x), pelP. (2.2)
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Capitulo 2. Polinémios ortogonais na reta real

Daqui para frente, sempre consideraremos p uma medida sob as condi¢oes an-

teriores.
Definicao 2.1. Seja {p,(x)}n>0 uma sequéncia de polinomios tal que

1. pu(x) € um polinémio de grau exatamente n;

2. (Pn,Pm)u = 0, para m # n.

Neste caso, dizemos que {p,(z)}n>0 € uma sequéncia de polinémios ortogonais. Se o

coeficiente x" de p, € 1, entao dizemos sequéncia de polindmios ortogonais monzicos.

Consideremos a seguinte matriz de momentos

Mo M1 0 fn
H o= M1 M2 o Mgl
Hn  Hpy1 Hon

Essas matrizes sao conhecidas como matrizes de Hankel ¢ sao simétricas e definidas

positivas. Como consequéncia, o determinante

fo p1 ottt fn
A, =detH, —| "t M e
Hn  Hpt1 - Hon

é sempre positivo.

Teorema 2.1 (Existéncia e Unicidade). Cada medida p determina unicamente uma se-

quéncia de polinomios ortonormais {p,(x)}tn>o. Além disso,

Mo M1 K2t Hn
1 R S O N
() = —F—— : : e : : , 2.3
MUn—1 Hn Hn+1 - Hop—1
1 x x> - "

com v, = /An_1/A, sendo o coeficiente de x™ de p,(z).
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2.1. Propriedades bésicas

Teorema 2.2 (Norma Quadratica Minima). Seja p,(x) o n-ésimo polinémio ortogonal
monico com relagao a uma medida 1 e seja q,(x) um polindmio monico de graun qualquer.
Entao,

Gl = [Pl

A igualdade € atingida quando q, = p,.

A representacao desses polindmios em termos de matrizes de Hankel nao é muito
util uma vez que, para explicita-los, necessitamos calcular determinantes. Em geral, para

polinémios ortonormais, usamos uma relagao de recorréncia de trés termos.

Teorema 2.3 (Relagdo de Recorréncia). Uma sequéncia de polindmios ortonormais
{pn(2) bns0, com pu(x) = 2" + 02"t + -+, satisfaz uma relagdo de recorréncia de

trés termos

TPpn(T) = Anp1Pns1(T) + bppn () + anpn—1(z), n=10,1,2,..., (2.4)
com condigoes iniciais p_1(x) := 0 e po(x) := 1/\/lg. Os coeficientes de recorréncia sao
dados por

an = / Tpn_1(2)pn(x)dp(z) = Vj;‘l > 0, (2.5)
O On

b = [ a)dua) = 2 - 2 (2.6)
Tn Tn+1

Os polinémios ortogonais monicos pp(x) = pn(x)/vn satisfazem a rela¢io de recorréncia

de trés termos
Pus1(z) = (x — b)) (2) — a2pr_i(z), n=0,1,2,..., (2.7)
com condigoes iniciais p—1(x) := 0 e po(x) := 1.

Essas relagoes de recorréncia podem ser expressas em forma matricial. Por

exemplo, de (2.4) segue que

po(z) po(z)
T pi(z) . pi(z) ’
pa(7) pa(T)

13



Capitulo 2. Polinémios ortogonais na reta real

com
bo a7 0 0
aq bl a9 0

Joo =
0 a9 b2 as

sendo uma matriz infinita, conhecida como matriz de Jacobi.

No teorema anterior também vale a reciproca, que é conhecida como Teorema

de Favard [25, 1935|.

Teorema 2.4 (J. Favard, 1935). Seja {p,(z) }n>0 uma sequéncia de polinomios gerada por
uma relagao de recorréncia da forma (2.4) com a,y1 > 0 e b, € R. FEntao, existe uma

medida p com relacao a qual esta sequéncia é ortonormal.

Da relagao de recorréncia (2.4) podemos obter formulas que sao muito uteis.

Por exemplo, a identidade de Christoffel-Darboux e sua forma confluente.

Teorema 2.5 (Identidade de Christoffel-Darboux). Seja {p,(x)},>, uma sequéncia de

polinémios ortonormais. Entao,

n—1

Ko(y) = kzz(]pm)pk(y) - anp"@p“—l(y; :fyf”—mpn(y). (2.8)

A fungao K, (z,y) é chamada de niicleo de reprodugao e desenvolve um papel
importante na teoria dos polindémios ortogonais.
Fazendo y — x em (2.8) obtemos a forma confluente da identidade de Christoffel-

Darboux.

Corolario 2.1. Sob as mesmas condi¢oes do teorema anterior, temos

n—1

Kpa(w,2) =Y pi(e) = an {p,(x)pn-1(2) = Pl (2)pa(2)} >0, Ve €R. (2.9)
k=0

2.2 Algumas propriedades basicas dos zeros

Esta secao ¢ dedicada aos zeros de polinémios ortogonais. Eles possuem pro-

priedades bonitas. Descreveremos algumas delas.
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2.2. Algumas propriedades bésicas dos zeros

Denotemos por Cy(X) o menor intervalo da reta real que contém ¥ (o envoltorio

convexo de ).

Teorema 2.6. Seja p,(x) o n-ésimo polindémio ortogonal ménico relacionado com uma

medida p. Entdo, todos os zeros de p,(x) sao reais, simples e estao no interior de Co(X).

Demonstragao. Suponha que existam k zeros xq, ...,z de p,(x) fora de Cy(X). Entao,
Pn()/(x — 1) -+ (xr — %) € um polindémio de grau n — k com todos os zeros em Cy(X). Se

k > 0 entao, pela ortogonalidade,

() )
/ Gm) (o) =0

Por outro lado, p?(x)/(z — x1) - - - (x — z}) nao muda de sinal em Cy(X) e, portanto, essa
integral nao pode se anular. Logo, k nao pode ser maior do que zero, ou seja, k = 0 e,
assim, todos os zeros de p,(x) sdo reais e estdo em Cy(X). Se xy ¢ um zero de p,(z) de

multiplicidade maior que 1, entdo p,(z)/(x — x¢)? é um polindémio de grau n — 2 e, pela

/ b e ) ) =0

T — x9)?

ortogonalidade,

Mas p2(x)/(x — x)? € positivo em Cy(X) e, portanto, essa integral nao pode se anular.

Logo, todos os zeros de p, () sao simples. O

Uma outra forma de mostrar que os zeros sao reais ¢ usando a relagao de

recorréncia para os polinémios ortonormais. Escrevendo (2.4) em forma matricial, temos

b() aq 0 0 tee 0 po(l’)
aq bl a9 0 cee 0 P1 (1’)
0 a9 bg as 0 P2 (LU)
0 0 o Qp—2 bn—Z Ap—1 pn—2(x)
0 0 ce 0 Ap—1 bn—l pn—l(x)
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Capitulo 2. Polinémios ortogonais na reta real

po(z) 0
p1(x) 0
pa(x) 0
=z — appn(T)
pn—2($) 0
Pn-1(z) 1
Portanto, se ,,, ¢ um zero de p,(z), k=1,...,n, entdo x,, ¢ um autovalor da matriz
b() aq 0 0 0
ap by ay O 0
Jn _ 0 a9 bg as 0
0 0 an—2 bn—2 a'n—l
0 0 0 Ap—1 bn—l
com autovetor
Po(xn,k)
P1 (xn,k)
P2 (xn,k)
pn—2(xn,k)
pn—l(xn,k)

A matriz J, ¢ tridiagonal e simétrica e é conhecida como matriz (finita) de Jacobi. A

simetria de .J,, implica que os autovalores (zeros) sao reais.

também segue da relagao de recorréncia considerando a forma confluente da identidade de

Christoffel-Darboux (2.9). Se xy ¢ um zero de p,(x) de multiplicidade maior do que 1,

entao (2.9) implica que

n—1
Z pi(xO) = 07
k=0

o que é impossivel desde que po(xy) é uma constante nao nula.

Teorema 2.7. Seja {p,(z)}n>0 uma sequéncia de polinémios ortogonais monicos com re-

lagao a uma medida p e suponha que exista um subconjunto (o, ) C Co(X) com (a, B)NE =

16
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2.2. Algumas propriedades bésicas dos zeros

0. Entao, («, 3) contém no mdzimo um zero de p,(x).

Esse ultimo teorema diz que a maior parte dos zeros estao no suporte Y da

medida .

Teorema 2.8. Seja p,(x) o n-ésimo polindmio ortonormal com relagao a uma medida

e sejam Tp1 < Tpao < -+ < Ty, Seus zeros. Entao,
Lk < Ln—1,k < L k+1-

Em outras palavras, os zeros de p,(x) e p,—1(x) se entrelacam.

Formulas de Quadratura Gaussianas

Quadraturas numeéricas consistem em aproximar a integral de uma funcao f

1(f) = / f(@)dp(z)

por uma soma finita que usa somente n valores da funcao
n
k=1

Dizemos que I,, é interpolatoria quando @,(p) = I(p) para todo polinémio p(z) de grau
n — 1. Além disso, o grau de precisao algébrica de uma féormula de quadratura é k quando
Q. (p) = I(p) para todo polindémio p(z) de grau k, mas @,,(q) # I(q) para algum polindémio
q(z) de grau k + 1.

O polinémio interpolador de Lagrange é dado por
k=0

com I, x(x) denotando os polinomios basicos de interpolagao dados por

w(x)

ln,k(x) = W' (2)(z — SL’n,k)’ w(x) = g(z - $n7j)' (2.11)

Desde que I, x(x) ¢ de grau n — 1, entdo L, (f;x) também é um polinémio de grau n — 1.
Além disso, l,x(z,,;) = 0,k € isso implica que L,(f;x,;) = f(xn;), ou seja, L,(f;x)

interpola f(z) nos nos T, 1, ..., Tnn-
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Teorema 2.9. A formula de quadratura @), € interpolatoria se, e somente se, A\, =
I(ln’k), 1sto é;

Mk = /Z e () dpa(z).

Esse tltimo teorema nos diz que quadraturas interpolatérias sempre tém grau
de precisao algébrica > n — 1 e vice-versa, se uma férmula de quadratura possui grau de
precisao algébrica > n — 1, entao ela é interpolatéria. O proximo resultado mostra que,
escolhendo os noés da formula de quadratura como sendo os zeros do n-ésimo polindémio
ortogonal relacionado com u, entao @), tem o maior grau de precisao algébrica possivel,

isto é, exatamente 2n — 1.

Teorema 2.10 (Quadratura de Gauss-Jacobi). Escolhendo os n nds da formula de qua-
dratura como os n zeros x, j do n-ésimo polindmio ortogonal relacionado com a medida p,

entao, para todo polinémio qa,—1(x) de grau menor ou igual a 2n — 1,

[ s @n) = 3 At
k=1

com os coeficientes (ou pesos) de quadratura, A, y, positivos e dados por

n—1 -1
1
An ::An n - - E ; n .
ok (k) Ky 1 (T Tne) <k:0pk(:): Jg))

Teorema 2.11. Entre dois zeros consecutivos de py,(x) sempre hd um zero de p,(x) para

todo n > m.

Teorema 2.12 (Densidade dos Zeros). Seja p uma medida com suporte 3. Entao, todo
ponto de X atrai zeros. Em outras palavras, dado xo € X, para todo € > 0 existe um
No € N tal que, para todo n > Ny, p,(x) tem pelo menos um zero em (xg — €, 9 + €), ou

seja, 0s zeros sao densos em X.

2.3 Polinémios ortogonais classicos

Nesta secao forneceremos algumas propriedades dos polinémios ortogonais clas-

sicos de Jacobi, Laguerre e Hermite.
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2.3. Polinémios ortogonais classicos

2.3.1 Polindmios ortogonais de Jacobi

Seja {P,ga’ﬁ) () }n>0, com a, f > —1, a sequéncia de polinémios ortogonais
de Jacobi. Descreveremos algumas das propriedades desses polinémios.

1. Férmula de Rodrigues:

Pe(@y = CU 0 gyt 4y (di) (= @+ (212)

2. Representagao em série:

Pef@) = Ly (”“‘) (”Zﬁ)(x—nk(xﬂ)"—k

on n—=k
k=0

1 /2
_ _( n+a+ﬁ)xn+._.

AL n

(2.13)

3. Valor no ponto = = 1:

o _(n+a) T(n+a+l)
& 6)(1)_( n )_F(a+1)r(n+1)‘ (2.14)

4. Relagao de simetria:

PR (—z) = (=1)" PP (1), (2.15)
5. Relagao de ortogonalidade:

1
(PP PPy, 5 = / PP ()PP (2)(1 — 2)*(1 4 2)’dx
-1 (2.16)

- dn(aa/@)énma
com
B 20481 Pn+a+1DI(n+ B+ 1)
S 2ta+p+1 nln+a+B+1)

6. Relagao de recorréncia de trés termos:

dn(av, 3)

(2.17)

com
Cn+a+B-1)2n+a+p)

Tn = 2n(n + o+ 5)
. (2n+a+p-1)(02 - )
2n(n+a+B)2n+a+ 5 —2)
2n+ta-1)n+p-1)2n+a+F)
2nn+a+B)2n+a+p—-2)

Y

B
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Capitulo 2. Polinémios ortogonais na reta real

7. Formulas para a derivada:

d 1 o
PO @) = st at B+ )P (@)

. . 9.18
_nl@ntat Bt 8- alPENw) 420+ )t HPP ) P
(2n+a+B)(1 —2?) '
8. p{*? (x) satisfaz a seguinte equacao diferencial:
1=y +[f—a—(a+S+2)zly +n(n+a+ G+ 1)y =0. (2.19)

9. A funcdo u = u(z) = (1 — )21 4 2)B+D2 PP (1) satisfaz a seguinte equagio

diferencial de Sturm-Liouville:

dPu 1—a? 1-32  nn+a+B8+1)+(@+1)(B+1)/2)
@+{4(1_:€)2+4(1+$)2+ T }u_o. (2.20)

10. Representacgao hipergeométrica:

F'n+a+1) P —n,n+a+B+1|1—x
T(a+D)l(n+1) 2" a1 2

PP (z) = (2.21)

2.3.2 Polindmios ortogonais de Laguerre

Seja {Lga)(x)}nzo, a > —1, a sequéncia de polindmios ortogonais de La-
guerre generalizado. No decorrer do texto usaremos apenas a palavra Laguerre para
denotar esses polinomios. Destacamos a seguir algumas de suas propriedades.

1. Férmula de Rodrigues:
n

d
L(a) — (=1 e n+a _—x ) 2.99
(1) = (1) L (aoe) (2.22)

- n+ o\ zF —1)"
L (z) = Z(—1)k( - )H:( Y A (2.23)

W (nTa)y  Tn+a+1)
L) = ( ) CT(a+1D)I(n+1) (2:24)
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2.3. Polinémios ortogonais classicos

4. Relagao de ortogonalidade:

<L£za), L&?)M - / LSLQ) (x)LSS) (z)x%e"dr = dn()Spm, (2.25)
0
com
r
0 (0) = (n+a+1).
n!

5. Relagao de recorréncia de trés termos:

L) =0, LY@) =1,

(2.26)
nL¥(z) = (—z+2n+a— DL (2) = (n+ o — 1)L (2), n > 1.
6. Formulas para a derivada:
e at1) Ly (@)
LU0 @) = L0V @) = (L) ~ 4 L@}, n21 (227
7. LS?)(x) satisfaz a seguinte equagao diferencial:
vy’ + (a+1—1x)y +ny=0. (2.28)

8. A fungio u = u(z) = e /222 () satisfaz a seguinte equacdo diferencial de

Sturm-Liouville:

d*u n+(a+1)/2 1-a? 1
) —=—ou=0. 2.2
dx? * { x * 422 4}u 0 (2.29)
9. Representacao hipergeométrica:
LI (z) = (n ;; a) 1B (—nja+ 152). (2.30)

10. Relagao entre os polindmios de Jacobi e Laguerre:

lim PP (1 — 267 2) = LY (z). (2.31)

B—o0

11. Relac@o entre os zeros z,,(a, 5) € z,,(a) dos polindmios de Jacobi e Laguerre:

lim B(1 — znp(c, B)) = 22nn_ps1 (). (2.32)

B—o0
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Capitulo 2. Polinémios ortogonais na reta real

2.3.3 Polindémios ortogonais de Hermite

Seja {H,()}5°, a sequéncia de polindmios ortogonais de Hermite. Segue
abaixo algumas propriedades desses polinémios.

1. Férmula de Rodrigues:
n _x? d" —z?
H,(z) = (—1)" —(e ) (2.33)

2. Representacao em série:

Hy(zr) = n!) ERNTETS M 4 (2.34)
k=0
3. Valor na origem:
B m(2m)! , B o (2m +2)!
Ho(0) = (S0 e B (0) = (1) (23
4. Relagao de simetria:
H,(x) = (=1)"H,(—x). (2.36)
5. Relagao de ortogonalidade:
(H,,H,,) = / Hn(x)Hm(x)e_mzdx = d,0nm, (2.37)
com
d, = /72" nl.
6. Relagao de recorréncia de trés termos:
H_l(l') = 0, Ho(l’) = 1,
(2.38)
H,(x) =2xH, 1(x) —2(n— 1)H, _o(z), n > 1.
7. Férmula para a derivada:
4 H(2) = 2, () (2.39)
d n\L) = 2Ntly_1(T). .
8. H,(x) satisfaz a seguinte equacgao diferencial:
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2.3. Polinémios ortogonais classicos

9. Relagao entre os polindmios de Laguerre e Hermite:
(-3)
Hop(z) = (=1)m22™m! L, % (2?),
1
i () = (—1)" 22" Imle Ly (22).

10. Relagao entre os polinémios de Laguerre e Hermite:

2—n/2
lim o "L (Vax +a) = (—1)" H, (i) : (2.41)

a—00 n!
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Capitulo 3

Alguns resultados técnicos

O objetivo deste capitulo é fornecer alguns resultados técnicos que serao uti-
lizados nas demonstragoes dos principais teoremas nos proximos capitulos.

Primeiramente, enunciaremos alguns resultados sobre zeros de solugoes de equa-
coes diferenciais ordinarias de segunda ordem, o Teorema de Sturm, e uma versao integral
do mesmo. Na sequéncia, descreveremos alguns resultados sobre polinomios estaveis (ou
de Hurwitz). Apresentaremos, também, alguns resultados sobre autovalores de matrizes
hermitianas, o Teorema de Perron-Frobenius, e o Teorema de Hellmann-Feynman. Por
ultimo, alguns resultados sobre o comportamento e assintoticas de zeros de polindémios da

forma p,(z) = hy, () + cgn(z) como fungoes de c.

3.1 Teoremas de Sturm

O proximo resultado é conhecido como Teorema de Comparacao de Sturm. A

versao que utilizamos é a que aparece no livro de G. Szegd [57, Teorema 1.82.1].
Teorema 3.1. Sejam as fungées y(x) e Y () solugdes nao triviais das equagoes diferenciais
v+ f(@)y=0 e Y'+F(z)Y =0

e sejam xi,Ta, ..., Ty, e X1, Xo ..., X, zeros de y(x) e Y(x), respectivamente, em um

intervalo I = (a,b). Suponha que f(x) e F(x) sao continuas,
flx) < F(z), a<x<zp,
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Capitulo 3. Alguns resultados técnicos

lim [y (2)Y (z) — y(2)Y"()] = 0. (3.1)

r—at

Entao,

Xp<xp, k=1,2,...,m.

Corolario 3.1. Seja
y" (x5 1) + F(x; p)y(a; ) =0 (3.2)

uma familia de equagoes diferenciais de Sturm tais que, para todo u € (c¢,d), a solugdo
OF (x; )
o

existe e € menor do que zero, entdo todos os zeros & = &(u) de y(x;p) sao fungoes

y(x; u) desta equagao possui zeros a < &(p) < ... < &n(p) < b distintos. Se

crescentes de [

Enunciaremos, agora, uma versao integral para o Teorema de Comparacao de
Sturm. A. Elbert e M. E. Muldoon [23] obtiveram uma bonita formula para a derivada

¢'(n) de qualquer zero de uma solugao y de (3.2).

Teorema 3.2. Seja y(z,p) solugao de (3.2) para cada x em um intervalo (a,b), cada p
em algum intervalo (¢,d) e F(x,pn) continuamente diferencidvel com rela¢ao a ambas as
varidveis. Entao, a solugao y = y(x, 1) € também suave com rela¢io a x e u, € se 0s zeros
& =&(p) da solugao y sao distintos, entao cada zero & € uma fung¢ao suave do pardmetro
. Além disso, suponha que y(a,pn) = 0 ou y'(a,pu) = 0, onde a ultima derivada € com

relacao a primeira varidvel. Entao,

dy(x, p)
[ ydxu

2 3 x
J e =- [0 e (3.3

r=

As demonstragoes dos resultados desta se¢ao encontram-se na nossa dissertagao

de mestrado [50].

3.2 Critério de Routh-Hurwitz

Nesta sec¢ao descreveremos o Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz. Para

um estudo mais profundo, sugerimos consultar F. R. Gantmacher [26, Capitulo 15| e M.
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3.2. Critério de Routh-Hurwitz

Marden [45, Capitulo 9]. Alguns resultados recentes sobre monotonicidade de zeros usando
esse critério foram obtidos por D. K. Dimitrov e R. O. Rodrigues [19]. Uma boa fonte de
consulta sobre esse assunto ¢ a dissertacao de mestrado de R. O. Rodrigues [51].

Seja
f(Z) - fnzn + .fn—l'zn_1 + fn—2zn_2 + fn—3zn_3 + -+ an fn 7é 07
um polinémios de grau n = 2m + 1 com coeficientes reais.

Definigao 3.1. A matriz

Jae1 fa—s fa-s 0

fr fa—2 fa—a 0

H(f):= 0 fa1 fo-s 0
0 fo fa—2 0

¢ denominada matriz de Hurwitz de grau 2m + 1 associada ao polindomio f(z).

Defini¢ao 3.2. O polinomio f(z) = fu2" + fu_12""" + -+ fo com coeficientes reais f; e
com fp, >0 é chamado de polinomio de Hurwitz ou estdvel se todos 0s seus zeros possuem

parte real negativa.

Teorema 3.3 (Critério de Routh-Hurwitz). O polinomio f(z) € estdvel se, e somente se,

08 primeiros n menores principais da correspondente matriz de Hurwitz H(f) sao positivos.

Definigao 3.3. Dizemos que os polinomios h(z) e g(z) de grau m formam um par positivo
se os coeficientes dos termos de maior grau sao positivos e Se SeuS Zeros Ty, ...,Ty €

Y1, - - - Ym SAO TEAIS, negativos e se entrelacam da sequinte forma:
Un < Ty < Ym—1 < Tip—1 < -0 <Y1 < T7.

Teorema 3.4. O polinémio f(z) = h(2%)+2zg(z*) € um polinémio de Hurwitz se, e somente

se, h(z) e g(2z) formam um par positivo.
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Capitulo 3. Alguns resultados técnicos

Este resultado aparece como Teorema 13 na pagina 228 em [26].
Consideremos a sequéncia {p,(z; 7)},>o de polindomios ortogonais parametriza-
dos no intervalo = € (¢,d), com 7 € (p,q), e com coeficientes fungdes continuas de 7.

Suponhamos que o coeficiente de z™ de p,(x; 7) é positivo e que (i(7), com

c< Cn(T) < Cn—l(T) << Cl(T) < d,

sao os zeros de p,(x;T) arranjados em ordem decrescente. Seja

po(x;T) = ao(7) +ar(7)(z — d) + - - + an(7)(x — d)", a,(T) >0, (3.4)
a expansao de Taylor de p,(z;7) em d. Desde que os zeros (i(7), k=1,...,n, de p,(z;7)
sao distintos e pertencem ao intervalo (¢, d), entéo todos os coeficientes a;(7), 7 =0,...,n,

sao positivos.
Seja qn(x;7) tal que q,(z;7) = aog(T) + ar(7)r + -+ + ap (7)™ e Gu(z;7) =
ag(T)z™ + -+ + a1(7)x + a,(7) seu polindmio “inverso”. Denotemos por H(p,;T1,7s) a

matriz de Hurwitz associada ao polinémio

foni1(2;71, 72) i= qu (2% 71) + 260 (2% 7).

Entao,

71) Ap—2\T1

7'2) Qp,

H(pn;ﬁﬂ'z) = Ap—1(T1

o o o O

(1)
2(72)
(1)
(72)

Ap—1\T2

Analogamente, H(p,; 7, 7;) denota a matriz de Hurwitz associada com

Foner (@71, 1) = Gu(®y 1) + 2 (2% 7).

Logo,
ag(m) ay(m) as(m) 0
ag(me) a1(m2) az(m) 0
H(pn; 1, 72) = 0 ap(n) ai(m) 0
0 ag(m) ai(m) 0
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3.2. Critério de Routh-Hurwitz

Agora, para todo j, 1 < j < 2n+ 1, denotemos por A;(p,; 11, 72) € Aj(pn; T1,T2) O j-ésimo
menor principal de H(p,:71,75) € H(pn; i, T2), respectivamente. Para os primeiros trés,

temos
an(T) Qp— (T)
Al(pn;71>72):an(7_l)> Az(Pn;ﬁﬂé): ' o )
an(7'2) an—l(Tz)
Cln(Tl) @n—l(ﬁ) an—2(7'1)
A3(Pn; T1,72) = | an(T2) @n_1(T2) an_o(72) |-
0 an(11)  an_1(m1)

- - ag(m1) ai(m)
Al(pn;ﬁﬂ'z):ao(ﬁ), A2(pn;7'1,7'2): o o )

ap(72) ai(72)

As(pn; T1,T2) = ap(72) ai(m2) ax(m)

Assim, podemos formular um dos principais resultado de [19].

Teorema 3.5. Seja o coeficiente ay(T), na representagao (3.4) do polindmio parametrizado
pn(x;7), funcao continua com relagao a 7. Entao,

(1) as desigualdades

Ce(m) < G(m), k=1,...,n, (3.5)

sao vdlidas para todo 7o em uma vizinhanca suficientemente pequena de 11 se, e somente
se, Nj(pn,T1,72) >0 paraj=1,....2n+1;

(17) as desigualdades

Ce(m) < Ge(m), k=1,...,n, (3.6)

sao vdlidas para todo 7o em uma vizinhanca suficientemente pequena de T se, e somente

se, Aj(pn,Tl,Tg) >0paraj=1,...,2n+ 1.
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3.3 Teoremas de Perron-Frobenius e Hellmann-Feynman

Esta secao é dedicada a alguns resultados sobre autovalores de matrizes hermi-

tianas. Iniciaremos com o Teorema de Perron-Frobenius que pode ser encontrado no livro

de R. Horn e C. Johnson [30].

Teorema 3.6 (Perron-Frobenius). Sejam A e B matrizes tridiagonais n X n com entradas
todas positivas. Se as entradas de B — A sao nao negativas, entao o maior autovalor de B

€ maior que o maior autovalor de A.

Podemos relaxar as hipoteses do teorema anterior permitindo que as entradas

da diagonal sejam apenas reais.

Corolario 3.2. Seja H(T) uma matriz tridiagonal n X n. Se suas entradas sao fungoes
diferencidveis de T e, ademais, elas sao fungoes crescentes de T, entao o maior autovalor de
H(T) também € funcao crescente de T. Em outras palavras, se OH(7)/0T € nao negativa,

entiao o maior autovalor de H(T) € fungao crescente de .

A seguir apresentaremos o Teorema de Hellmann-Feynmam na versao dada por

M. E. H Ismail e R. Zhang [36].

Teorema 3.7 (Hellmann-Feynman). Seja H(7) uma matriz hermitiana n X n com todas
as entradas continuamente diferencidveis com relagao a um parametro T, para T € (11, Ts).
Sejam A (T) < A7) < -+ < A\ (7) 08 autovalores de H(T) com correspondentes autove-

tores uy(7), us(7), ..., un(7). Se OH(7)/O0T € a matriz formada pela derivada das entradas

de H(T), entdo

O\ u;»(@H(T)/ﬁT)uj .
' , 7=1....n.

or ulu
Corolario 3.3. Sob as mesmas hipdteses to teorema anterior, se a matriz OH(7)/0T €
definida positiva (negativa), entdo o j-ésimo autovalor de H(T) é uma fung¢do estritamente

crescente (decrescente) de T, j = 1,...,n.

Note que se trocamos “positiva”’ (“negativa’) no corolario anterior por ‘“nao-
negativa” (“ndo-positiva”) concluimos que os autovalores sao fungoes crescentes (decres-

centes) de 7 (nao sao estritamente).
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Corolario 3.4. Sejam A e B matrizes hermitianas nxn com autovalores A (A) < Ag(A) <
o < A(A) e M(B) < M(B) <--- < \(B). Se B— A ¢ uma matriz definida positiva,
entao AZ(A) < )\Z(B), 1= 1, 2, Lo, n.

Nao é dificil ver que o Teorema 3.7 e o Corolario 3.4 sao equivalentes.

Teorema 3.8. Sejam A = (a;;) e B = (b;;) matrizes tridiagonais n x n. Se A € definida

positiva e se

b2 a?.
1,041 2,041 .
i=0,1,....,n—2,

—_— 9
bi,ibz’+1,z'+1 Qi Q41,341

entao B também é definida positiva.

Uma prova deste tltimo teorema pode ser encontrada em [36].

3.4 Zeros de polinémios da forma f(z) = h,(x) + cg,(x)

O proximo resultado trata do comportamento dos zeros de uma combinagao

linear de dois polinémios com zeros que se entrelagam (ver [10, Lema 1] e [15, Lema 3|).

Teorema 3.9. Sejam h,(z) = a(x — 1)+ (x — x,) € go(x) = blx — (1) (v — )
polinémios com coeficientes reais e com zeros que se entrelacam, sendo a e b constantes

reats e positivas.
(1) Se (1 <z <+ <y < Ty, entdo, para todo ¢ > 0, o polindmio

f(x) = hn(z) + cgn()

tem n zeros reais my < - -+ < n, que se entrelagam com os zeros de hy(x) e g,(x) da

sequinte forma:

G<m<a<--<(p<np <y, (3.7)

Além disso, cada ni, = ni(c) € uma fungao decrescente de c e, para todo k =1,...,n,
limne, =¢ e limen — G = ———. 3.8

coo 1t Jm e = G g (Ce) (3:8)
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(17) Sexy < (1 < -+ <mx, <y, entao, para toda constante ¢ > 0, o polindmio

f(x) = hn(z) + cgn()

tem n zeros reais my < - -+ < n, que se entrelagam com os zeros de hy(x) e g,(x) da

sequinte forma:

T <MM<G< <Xy <Ny < Gy (3.9)

Além disso, cada ni, = n(c) € uma fungao crescente de ¢ e, para todo k =1,... n,
limn, =C¢ e limc|Cp —ne] = . 3.10

By =Gee Jim el =0 (310

Demonstragao. Demonstraremos aqui apenas (i) pois a prova de (i) é equivalente. Uma

vez que h,(z) e g,(x) s@o polindmios moénicos e r1 < (4 < + -+ < x, < (, temos

N

signf(x) = signgn(xr) = (=1)"7, S

Dai, existem n — 1 zeros 1y, ...,n,-1 de f(x) tais que
T <M < T <+ < Tp_1 <Mpo1 <Tp.

A existéncia de 1, > x,, segue de f(x,) < 0 e do fato de que f(x) — 400 quando n — +o0.

Usando raciocinio anélogo, provamos que

m<G<--<n, <G

e, assim, concluimos que (3.9) vale.

Para provar a monotonicidade dos zeros de f(x) com relagao a ¢, definamos o
polinémio f.(z) por

fe(x) = hn(z) 4 (c+ €)gn(2),
com £ > 0, e denotemos os seus zeros por 1;(g) < --- < n,(¢). E facil ver que 1, = 17;(0) e
fe(x) = f(x) + egn(z).
Portanto, f.(nx) = £g.(nx) e, entdo, para & > 0,
signfe(m) = signg(m) = (=1)"**! (3.11)
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por causa da propriedade de entrelacamento (3.9). Assim, 7, < mx(e), ou em outras
palavras, cada zero 7, é uma funcao crescente de c.

Para estabelecermos os limites (3.10), definamos o polinémio ¢(z) por

0(2) = o) + ().

Note que os zeros de f(x) e g(z) coincidem para todo ¢. Uma vez que

lim ¢(z) = gn(z),

pelo Teorema de Hurwitz (ver |57, p. 22]|), os zeros n de f(x) convergem para os zeros

(r de g,(x) quando ¢ tende para o infinito. Agora, pelo Teorema do Valor Médio, existem

nameros reais 0 € (g, (&), k=1, ..., n, tais que
Cqn — CGn
Ce — Mk
ou, equivalentemente,
i (1)
clCe — k] = :

Por outro lado, h,(x) e g,(x) sdo polindomios com zeros simples. Como ¢'({;) # 0, entdo

existe 01 > 0 tal que

my = min {|g, (z)| : € [ — 01, ]} # 0.

Seja € > 0. Assim, existe d > 0, com d5 < 1, tal que

ey em?
() = PGl < 5= € 1gn(2) = 9u(Gi)] < 2|T(§k>|

quando z € [(; — d2, (x]. Uma vez que ny, 0, — ( quando ¢ — oo, entao existe ¢o > 0 tal

que, para todo ¢ > cq, Mg, O € [(x — 2, (k). Dai, para ¢ > ¢
ho(k) — ha(Gr) oo (1) 93, (Ck) — P (Ck ) 9 (O)

9n(Ok)  90(Gk) 9n(0k) 7, (Cr)
< Tham) = (GOl g+ 1 60) Gl
< Phalm) = Aol + 60 = sl 2 < o
Portanto,
f k) = J G5 = G
completando a prova do Teorema 3.9. 0
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Capitulo 4

Zeros dos polinémios ortogonais

classicos

Neste capitulo, apresentaremos alguns fatos sobre o comportamento dos zeros
dos polinémios ortogonais classicos. Na Secao 4.1 fornecemos a bela interpretagao ele-
trostatica, dada por T. J. Stieltjes, para os zeros dos polindémios de Jacobi, Laguerre
e Hermite. Na Secao 4.2 provaremos o Teorema de A. Markov, com o qual obtemos
a monotonicidade dos zeros como fungoes dos pardametros. Em seguida, na Segao 4.3,
enunciamos os nossos resultados sobre o comportamento dos zeros dos polinémios de Jacobi
e Laguerre. Fornecemos também um histérico sobre a evolugao dos problemas em questao.

Por fim, na Sec¢ao 4.4 provamos os resultados enunciados na Se¢ao 4.3.

Os resultados descritos aqui foram publicados em [17] e [18].

4.1 Interpretacao eletrostatica

Um dos fatos mais interessantes sobre os zeros dos polindémios ortogonais clas-
sicos é que eles possuem uma bela interpretacao eletrostatica. O vetor dos zeros é o ponto
de equilibrio de um campo eletrostatico. T. J. Stieltjes [54, 55, 56] (ver, também, Szegd
[57, Secao 6.7]) obteve essa interpretagao para os zeros dos polindmios ortogonais classicos

ainda no final do século X 1X. Vale mencionar que esses casos classicos sao um dos poucos
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exemplos em que o ponto de equilibrio de um campo eletrostatico pode ser encontrado
explicitamente.

Sejam n cargas unitarias distribuidas nos pontos z1,...,x, de um intervalo
(a,b), que pode ser finito ou infinito. Suponha que a interagdo dessas cargas obedece a
lei do potencial logaritmico (nesse caso as cargas nao sao pontuais, mas sim, distribuidas
uniformemente ao longo de fios infinitos, perpendiculares ao eixo real). Portanto, a forca
¢ inversamente proporcional & distancia relativa entre elas. Entao, a energia da interagao

mutua dessas cargas ¢ dada por

1
E(xq,...,x,) = Z In

1<k<j<n |z — ]

Um ponto x = (z1,...,z,) onde o minimo local de E é atingido é chamado de ponto
de equilibrio eletrostatico local. A relagao desses pontos com os zeros dos polindbmios
ortogonais foi observada por T. J. Stieltjes. Ele observou que os minimos locais da energia
de certos campos eletrostaticos na presenca de cargas adicionais fixas coincidem com os

vetores dos zeros dos polindmios ortogonais classicos.

Zeros dos polindmios de Jacobi

Iniciaremos com a interpretacao eletrostatica dos zeros dos polinomios de Ja-
cobi PP )(1’) Suponha que duas cargas fixas com forgas p > 0 e ¢ > 0 distribuidas
uniformemente ao longo de fios infinitos perpendiculares ao eixo real nos pontos —1 e 1,
respectivamente. Entao, a energia do “campo externo” criada pelas cargas fixas ¢ dada por

1 1
z)=plh——+4¢q¢ln ——.
ple) =plr=rHaln o
Agora, suponha que sejam introduzidas n cargas unitarias em (—1,1) e que essas cargas
unitarias interagem com as cargas em —1 e 1 de acordo com a lei do potencial logaritmico,
conforme descrito anteriormente. Entao, a energia total Ep(z1,. .., z,) desse campo é dada

por

Er(zy,....10) = E(x1, ... 20) + Y ().
k=1
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4.1. Interpretacao eletrostatica

Em outras palavras,

ET(ZL'l,...,l’n) = Z In

1<k<j<n

+len +qun |xk_1| (4.1)

| k_xj|

T. J. Stieltjes provou em [54, 55, 56] que Er atinge um minimo local quando as cargas
unitdrias estdo localizadas nos zeros de P\ _1’2q_1)(x) e G. Szeg6 [57, Secao 6.83| provou
que a energia tem de fato um tnico minimo global, o que mostra que os zeros do polindémio
de Jacobi de grau n sao os pontos de equilibrio estavel da energia. Para enunciarmos

formalmente estes resultados denotamos por = o simplexo
E:= {x:(xlaan"'azn) c—1 Srp << <17, < ]-}

Teorema 4.1 (T. J. Stieltjes e G. Szegs). A fun¢ao Er(xy,...,x,) definida por (4.1)

*

*) em =. Além disso, as coordenadas de

possui um unico ponto de minimo x* = (xf,...,x

x* coincidem com os zeros de Pr(fp_mq_l)(x), isto €, vy = Tpx(2p—1,2¢—1), 1 <k <n.

Demonstracao. E 6bvio que, para o ponto minimo, todos os z; sao distintos e diferentes
de £1. Isso segue do fato que Ep(xq,...,2,) — oo quando algum z, — £1 ou z;, — x;.
Logo, os pontos criticos de E se encontram no interior do simplex =. Assim, o ponto critico

de Er é obtido nos pontos em que

0

0—1';€ET(:Z1"“’$"):0’ k=1,...,n,

e isso nos leva ao seguinte sistema de equacoes:

n

1
3 + p1+ qlzo, 1<k<n (4.2)
b LA Tp— X T — Ty +

Seja p,(x) um polindémio moénico com zeros em xy, isto é,
po(z) = (x — 1)+ (2 — x).

Entao,

S e =YY [ -

i=1 j=1,j7#1¢ =1 j=1,j#il=1,i#l#j
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Capitulo 4. Zeros dos polinémios ortogonais classicos

Logo,

n

po(ar) = H (Tk —25), pylzh) =2 Z H (xp — x1).

J=1j#k i=1,i#k j=1,i#j#k

Assim, (4.2) é equivalente a

1 /!
1 () L_P
2pl(zr)  xp—1  xp+1

=0, 1<k<n.
Isso significa que o polindémio

(1—2®)pi(z) +2[g —p — (p+ q)zlp,(z)

se anula nos pontos x;. Desde que esse polinomio é de grau n, pelo Teorema Fundamental

da Algebra, ele deve ser um maltiplo de p,(z), isto &,

(1= 2*)pl(x) +2[q — p — (p + Q)z]p), () = yupu (). (4.3)

Para obter o fator +,, basta comparar o coeficiente de z™ de ambos os lados da ultima

igualdade. Assim, segue que

(1= a*)pp() +2[q —p — (p + @)alp,(2) +nln +2(p + q) — Upa(x) = 0.

Essa ultima equacao é a equacao diferencial para os polinémio de Jacobi per _1’2q_1)(x) /cn
(a =2p—1ef=2¢—1), com ¢, sendo o coeficiente de z" em P~V (2). G. Szegs [57,
Theorem 4.2.2] provou que a equagao diferencial (4.3) possui solugao polinomial para cada
n > 0 se, e somente se, v, = —n[n+2(p+q) — 1]. Além disso, a solugio & PSP~V (z) e
nao existe outra solugao polinomial que seja linearmente independente de P,Szp _1’2q_1)(x).
Portanto, existe um tnico ponto z* = (z7,...,2}) de Z no qual todas as derivadas de

2p—1,2g—1
Er(xy,...,2,) se anulam e as coordenadas desse ponto sao os zeros de pirr-teas )(:17) O

Zeros dos polindmios de Laguerre e Hermite

T. J. Stieltjes considerou também modelos eletrostaticos similares para os poli-
némios de Laguerre e Hermite. A interpretagao eletrostética para os zeros dos polindémios

de Laguerre é a seguinte: suponha que exista uma carga fixa p > 0 na origem e n cargas
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4.1. Interpretacao eletrostatica

unitarias distribuidas livremente nos pontos xy,...,z, em [0,00). Entdo, a energia total

desse campo é dada por

n

Er(xy,...,x,) = E(x1,...,2,) + Zqﬁ(xk),

k=1
com ¢(z) = plnl/z representando a energia do “campo externo” criada pela carga fixa na

origem. Logo,

Er(zy,...,x,) = Z In

1<k<j<n

+p Z ln — (4.4)

| Lk — $]|
A fim de evitar que as cargas unitarias se movam para o 1nﬁn1t0, impomos uma condic¢ao

extra. A média aritmética das posi¢des das n cargas unitarias deve ser limitada, isto é,

> ap/n <K, (4.5)

para alguma constante positiva K. Temos, entao, o seguinte resultado:

Teorema 4.2. A fun¢io Ep(zy,...,x,) definida por (4.4), com a condi¢io (4.5), possui

*

¥ 5a0 0s zeros do polindémio

um dnico ponto de minimo x* = (z7,...,x}) quando x3,...,x

de Laguerre, L™ (coz), com ¢y = (n+2p — 1)/K.

Demonstracao. Para encontrar o minimo de Er usamos a teoria dos multiplicadores de
Lagrange sobre a restri¢ao (4.5). Observe que o minimo ¢ atingido quando Y\ | z; = nK.
Para resolver esse problema temos que minimizar a fungao
n
Er(zy,...,x,) + A (le —nK) )
i=1
Assim, o minimo é atingido nos pontos z; < --- < x, nos quais

E(xl,...,zn)+A<in—nK)] =0, k=1,...,n,

i=1

9
8:):k

e isso nos leva ao seguinte sistema de equacoes:

n

1
) + L x=0, 1<k<n (4.6)
= T —Tj Tk

k=1,k#j

Seja p,(x) um polindmio moénico com zeros em xy, k = 1,...,n, isto é,

pula) = (& = 1) - (& = 20),
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Capitulo 4. Zeros dos polinémios ortogonais classicos

Entéao, (4.6) ¢ equivalente a

1 /!
_py(‘”’f)jLﬁ_ =0, 1<k<n.
2p,(xk)

Isso significa que o polindémio

wp, (x) +2(p — Ax)p), (x)

se anula nos pontos xi, £k = 1,...,n. Como esse polindbmio ¢ de grau n, pelo Teorema

Fundamental da Algebra, ele deve ser um miltiplo de p,(z), isto &,

wpy(x) +2(p — Az)p,, () = Yupn (). (4.7)

Para se obter o fator ~,, comparamos o coeficiente de 2" de ambos os lados da tltima

igualdade. Assim, segue que

zp,(x) +2(p — Az)p,, (2) + 2Anpa(z) = 0.

Essa tltima equagao é a equacao diferencial para os polinomios de Laguerre, L& (2)\1')

(= 2p —1). Como no teorema anterior, G. Szegs [57| provou que a equagao diferencial

(4.7) possui solugao polinomial para cada n > 0 se, e somente se, 7, = —2An, e a Unica
soluc¢ao polinomial é L' (2)\1') com c constante. Dai, temos que

—Z MZM La=2p-1,
com Tni(a), k =1,...,n, e a = 2p — 1, sendo os zeros de L (z). De acordo com
(2.23),
e, entao, 2>\:(n+2p—1)/K. O

Por fim, apresentamos a interpretagao eletrostatica dos zeros dos polinémios de
Hermite. Sejam n cargas unitérias distribuidas ao longo de fios infinitos que interceptam o
eixo real nos pontos x1, ..., x, que pertencem ao intervalo (—oo, 00). Nesse caso, a energia

do campo é dada apenas por

1

|2y — 5]

Er(zy,...,x,) = E(xy,...,2,) = Z In

1<k<j<n

(4.8)
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4.1. Interpretacao eletrostatica

Necessitamos também impor uma condi¢ao a fim de evitar que as cargas se movam para
+00. Uma vez que as posicoes podem percorrer todo o eixo real, impomos, entao, que a

média aritmética do quadrado dos pontos 1, ..., x, seja limitada, ou seja,
n
> ai/n <K, (4.9)
k=1

para alguma constante positiva K.

Teorema 4.3. A fun¢io Ep(zy,...,x,) definida por (4.8), com a condi¢do (4.9), possui

*

» 5a0 0s zeros do polindmio

um dnico ponto de minimo x* = (z7,...,x}) quando x3,... x

de Hermite, H,(d,x), com d,, = \/(n —1)/2K.

Demonstra¢ao. De maneira similar ao caso anterior, para encontrar o minimo de Er usa-
mos a teoria dos multiplicadores de Lagrange sobre a restrigao (4.9). Observe que o minimo

é atingido quando 1" | 27 = nK. Nesse caso, a fungao a ser minimizada ¢ a seguinte:

Er(xy,...,x,) + A (fo —nK) )

1=1

O minimo ¢é atingido nos pontos z; < --- < x, nos quais

E(l’l,,l’n)—F)\(ZI?—nK>]:0, k:l,...,n,
i=1

e isso nos leva ao seguinte sistema de equacoes:

0

Oz,

n

1
> — 2z, =0, 1<k<n. (4.10)
ety Tk T Y
Seja p,,(r) um polinémio ménico com zeros em zy, k = 1,...,n, isto &,

po(z) = (x — 1) -+ - (T — ).

Entao, (4.10) é equivalente a

Lo ()
2, (1)

Isso significa que o polindmio

—2Mr, =0, 1<k<n.

Pn(x) — AAxp, (2)
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Capitulo 4. Zeros dos polinémios ortogonais classicos

se anula nos pontos zj. Desde que esse polinomio ¢ de grau n, pelo teorema fundamental

da algebra, ele deve ser um multiplo de p,(z), isto é,

P () — 4\zp) (1) = Yppu(2). (4.11)

Para se obter o fator 7,, comparamos o coeficiente de 2" de ambos os lados da tltima

igualdade. Assim, segue que
po(x) — 4 xp) (z) + 4 np,(x) = 0.

Essa tltima equacdo é a equacio diferencial para os polinomios de Hermite, H, (v/2\x).
Por outro lado, a equagao diferencial (4.11) possui tnica solugao polinomial para cada
n > 0 se, e somente se, v, = —4An. Além disso, a tnica solucao polinomial é cHn(\/ﬁz),
com ¢ constante. Esse fato, como nos casos anteriores, foi mostrado por G. Szegs [57].

Dali, temos que
n

1 & 1
E;ﬁ = mzxikv

k=1
com Ty, k=1,...,n, sendo os zeros de H,(x). De acordo com (2.34)

ink =n(n—1)/2.
k=1
Logo, V2X = /(n —1)/2K. O

4.2 Monotonicidade

Como foi descrito na se¢ao anterior, os zeros dos polinémios ortogonais classicos
sao os pontos de equilibrio de certos campos eletrostiticos na presenga de um campo
externo. Desde que o equilibrio depende do campo externo, ou seja, dos parametros a e 3
no caso dos polinémios de Jacobi, pe (x), e de a no caso dos polindémios de Laguerre,
LY (x), a monotonicidade dos zeros , ;(c, 8) e z.(a) de P\ (2) e LY (x) com relagio
aos parametros fica intuitivamente clara, pois todas as cargas sao positivas e se repelem.
Apresentaremos, agora, uma demonstracao formal de que os zeros z,, i («, 5) sao funcoes
crescentes de [ e decrescentes de « e, também, que os zeros x, () crescem com «,

resultados esses obtidos por A. Markov [46] ainda no final do século X7X.
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4.2. Monotonicidade

Consideremos uma fung¢ao peso w(x) = w(x;7) definida para todo = € (a,b) e
todo parametro 7 € (¢, d). Portanto, para todo 7 fixo, existe uma sequéncia de polinémios

ortogonais parametrizada { P, (z;7)},>0 associadas a fungao peso w(z;7), isto &,
b
/ !Ekpn(x;f)w(a:;T)dx =0, k=0,1,...,n—1.
a

Definamos x, x(7), & = 1,...,n, como sendo os zeros de P,(z;7) arranjados em ordem
decrescente, isto ¢, x,1(T) > -+ > x,,(7). Em 1886, A. Markov [46] forneceu condigoes
suficientes para que 0s zeros LL’nk(T) sejam fungoes crescentes ou decrescentes do parametro

T.

Teorema 4.4 (A. Markov, 1886). Seja P, (x;7) o n-ésimo polindmio ortogonal com relagao
a fungao peso w(x;T) que € positiva e tem a primeira derivada continua com relag¢do a T

para a < x <bec<Tt<d. Suponha que as integrais
b
a .
/ xk%das, k=0,1,2,....2n — 1, (4.12)
" T

convergem uniformemente em todo subintervalo compacto de (c,d). Se

Olnw(z;T)
or
¢ uma fungao crescente (decrescente) de x em (a,b), entao todo zero x, k(7) de P,(x;7) é

uma fungao crescente (decrescente) de .

Demonstragao. Como P,(x;7) ¢ ortogonal em (a,b) com relagdo a w(zx;7), entdao, dada
f(x) polinémio de grau 2n — 1, temos

n

/ﬂmmwmzzﬂmmex (4.13)

k=1
com Z, (1) denotando os zeros de P,(z;7) ¢ com os pesos A(7) todos positivos. Dali,
derivando (4.13) com rela¢ao ao parametro 7 e mudando a ordem entre diferenciagao e

integragao (isso é possivel devido & convergéncia uniforme da integral (4.12)), obtemos

[ 102 s = S (A (i) + A i)} (@10
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Capitulo 4. Zeros dos polinémios ortogonais classicos

Definamos o polinémio f(x) de grau 2n — 1 por

P (x;7)
f(l’) T T — xn,k(7—>.
Observe que
f(xni(T)) =0, i=1,2,...,n. (4.15)
Além disso, se © # k, entao
f(@ni(r)=0,i=1,2,...;k—1k+1,...,n. (4.16)

Seja wy(xr) um polinémio tal que wi(z) = f(x)/(x — z,x(7)). Logo, f(z) = (z —

2 4(7))w?(x). Derivando f(z) obtemos
(@) = wi(2) +2(z — 24 (7) )i (2)wi ().

Portanto, f'(z,4(r)) = w2(z,x(r)). Por outro lado,

Po(a;7) = (& — 2 i (7)) wp(z).
Dai,

P(a;7) = (z = zpu(7))wi(x) + wi(z).

Logo, P!(2,(7):7) = wi(z,4()) e, portanto,

f(@ng(7)) = (Pr(ap(r); 7). (4.17)

Por outro lado, (4.16) ¢ (4.17) implicam que f'(2,,(7)) = (P.(2n1(7); 7)) 0 para i =

1,...,n. Assim, (4.14) se reduz a

[T O gy ) B 7)) (119

T — (1)  OT
Seja g(x; T) uma fungao auxiliar definida por

o OwlaT)/Or
o=

Observe que
_ Ow(xni(1);7)/0T

g (xn,k(7)§ T) = w(xmk(T); 7_)

, k=1,2,...,n.
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Dai, podemos reescrever (4.18) da seguinte forma:

b 2(p: T )
/ %9 (5 7) w(w; 7)de = Ap(7) (P (20 (7); 7)) 27 1.(T). (4.19)

Por outro lado, da ortogonalidade segue que

/a T — T p(T) (w:7)d _/a IL"—:L"n,k(T)P"( s T)w(@; 7)dz = 0. (4.20)

Agora, multiplicando (4.20) pela constante g (2, x(7); 7) obtemos

/ CEEE) Fulz;7) ))g (Xnp(7): T)w(2; T)d2 = 0.

T — T (T

Subtraindo, entao, da igualdade (4.19), temos

[P g ) = g s ) e = A B s D), (12)

T — Tp(T)

ou, equivalentemente,

b 7)) — g (Tpr(T); T
[ Py DI E DD gy g () Phaalr D) (422

T — T (7T)

Uma vez que g (z;7) tem derivada continua com relagao a x, pelo teorema do valor médio,

g Er)=? (#;7) — g (@n(7);7)
’ T — T p(T)

Y

para algum ponto £ entre x e x, (7). Assim, se ¢’ (§;7) > 0 para todo £ em (a,b), a funcao
integrante em (4.22) é nao negativa e, daf, r;, (1) > 0. Analogamente, se g’ ({;7) < 0 para

todo ¢ pertencente ao intervalo (a,b), entao z;, (1) < 0. O

Corolario 4.1. Sejam x,, (o, 3) os zeros do n-ésimo polindémio de Jacobi pLep) (x). Entao

0y i (v, ) <0 e 0y i (v, B)

=1,...,n.
% a3 >0, k yeey T

Demonstragao. Os polinomios de Jacobi sdo ortogonais em [—1, 1] com rela¢do a funcao
peso w(a, B;7) = (1 —2)*(1+2)?. Agora, fixamos 3 e consideremos w(a, 3; x) uma fungao

de a. Como

Inhw(e, B;z) =In ((1 —2)*(1+2)°) = aln(l —z) + Sln(l + z), (4.23)
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temos
Olnw(a, f;x)
— 2 =1In(1 —x).
%0 (1—x)
Essa ¢ uma funcao decrescente em —oo < x < 1, pois
d

1
—ln(l—x):—1 < 0.

dx —x

Dai, pelo teorema anterior,

M <0, k=1,2,...,n.
oo
De forma analoga, obtemos que
8'rn k(a7ﬂ)
—— >0, k=12,...,n.
86 Y 7 Y 7n

O

E interessante observar o que acontece com os zeros de S (x) quando os
parametros a e § assumem o mesmo valor. Consideremos entdao o« = 3 = X\ — 1/2. Neste
caso os polinomios de Jacobi se reduzem aos polinémios de Gegenbauer, C?(z). Fica claro
que os zeros positivos de O (z) sdo fungoes decrescentes de \ e os zeros negativos fungoes
crescentes de A\. Nao forneceremos nenhuma demonstracao desse fato, pois ela se faz de

forma andaloga a dos zeros dos polinémios de Jacobi.

Corolario 4.2. Sejam x, ; () 0s zeros do n-ésimo polindmio de Laguerre, lea)(x). Entao,

dxy,
doni(@) o k1 n
da
Demonstragao. Os polindomios de Laguerre sao ortogonais em [0, o0) com relagao a funcao
peso w(z; ) = %", Assim,
Inw(z;a) =In(z% ") = aln(z) — . (4.24)

Derivando (4.24) com relagao a «, obtemos

Onw(r;a
Omw(@ia) _ o
oo
que é uma funcao crescente em 0 < x < oo. Dal, pelo Teorema 4.4, temos que
dx, k()

>0, k=12,...,n.
dOé ) ) <y y
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4.3 Velocidade de crescimento

Vimos, nas duas se¢oes anteriores, que os zeros & x(a, ), Tnr(A) € x,x(a) dos
polindmios de Jacobi, Gegenbauer e Laguerre, respectivamente, sao fung¢oes monotonas
com relacao aos parametros «, 3, A e «, fato esse demonstrado ainda no final do século
XI1X. Todavia, a velocidade de crescimento ou decrescimento desses zeros com relagao
aos parametros permaneceu até a pouco tempo em aberto. Esse problema despertou a
curiosidade de varios matematicos. Lembremos as contribui¢oes de A. Laforgia, S. Ahmed,
M. E. Muldoon, R. Spigler, A. Elbert, P. D. Siafarikas, E. K. Ifantis, J. Letessier, D. K.
Dimitrov e M. E. H. Ismail, descritas na introducao da atual tese. Formulamos, entao, os

seguintes problemas:

Problema 4.1. Com que velocidade os zeros x, ;(\), k =1,...,[n/2], do n-ésimo polindmio

de Gegenbauer decrescem com \?

Problema 4.2. Com que velocidade o0s zeros x, i (c, B), k = 1,...,n, do n-ésimo polindmio

de Jacobi crescem com (3 e decrescem com «?

Problema 4.3. Com que velocidade o0s zeros x, (o), k=1,...,n, do n-ésimo polindmio

de Laguerre crescem com «?

Observe que, para responder a essas questoes, é necessario calcular as derivadas

axn,k(au 6) 8xn,k(a7 6) dxn,k()‘> o dxn,k (Oé)
do 5 dx da

e isso implica em calcular, explicitamente, os zeros de todos os polindmios de Jacobi,
Gegenbauer e Laguerre de todos os graus, o que é impossivel. Para contornar esse fato,

uma outra forma de abordar o problema da velocidade de crescimento ou decrescimento

dos zeros foi proposta. Foram considerados os seguintes problemas:

Problema 4.1* Qual € a fungao “extrema” f,(\), positiva e suave, que for¢a os produtos

foN)znix(N), k=1,...,[n/2], a crescerem com \?

Problema 4.2* [Possivel Formulagao] Qual ¢ a funcao “extrema” f,(«, 3), positiva
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e suave, que forca os produtos f,(a, B)z,k(a, ), k =1,...,n, a decrescerem com 3 e a

crescerem com o ?

Problema 4.3* [Possivel Formulagao| Qual € a funcao “extrema” f,(a), positiva e

suave, que for¢a os produtos fn(a)x,k(a), k=1,...,n, a decrescerem com a?

Em cada um dos problemas acima buscamos determinar uma func¢ao f tal que,
quando multiplicamos os zeros por f, a monotonicidade se inverte. Além disso, desejamos
que esta funcao seja, de um certo modo, “extrema”. Mas, qual é o significado dessa ex-
pressao? Para a exata compreensao desse termo, precisamos recorrer ao trabalho de D.
K. Dimitrov [13], de 1996, onde, pela primeira vez, foi feita uma anélise do significado

“extrema” da func¢ao multiplicadora do Problema 4.1%*.

4.3.1 Zeros dos polinéomios de Gegenbauer

Consideremos o Problema 4.1* de uma forma geral, ou seja, determinar funcoes

fnk(X) tais que os produtos
Znge (N 1= fug (V) @ (V) (4.25)

sejam fungoes crescentes de A > —1/2, para todo n € N e para todo k, 1 < k < [n/2].
Naturalmente, f, x(\) deve ser positiva e diferenciavel. Como z,, () sdo fungoes positivas
e decrescentes, isto ¢, z,x(A) > 0 e 27 ,(\) < 0 e, além disso, f,x(A) > 0, entdao as
desigualdades

0<Z, 1 (A) = fr sV ie(X) + fare (AN, (V)

obtidas de (4.25), implicam em

nk(A) 7y, 1 (A)
ForO) > —$n7k()\), para A > —1/2. (4.26)

Assim, uma vez que os zeros positivos de O () sdo fungoes decrescentes de ), podemos

enunciar o seguinte problema:
P1. Para todo n fixo e k = 1,2,...,[n/2], determinar as fungoes f,i(N),
positivas e suaves para X > —1/2, tais que os produtos Z, ;(N) = fnr(N)znr(X) sejam

fungaes crescentes de X e f; 1 (N)/ fur(A) sejam minimas.
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Decorre imediatamente de (4.26) que P1 ¢é equivalente ao problema de encon-
trar @7, ,(A)/znk(N). Se, ao invés disso, desejamos procurar fungoes f,(\) que dependam
somente de n, mas nao de k, entao P1 pode ser reformulado como:

P2. Para todo inteiro n > 2 fizo, determinar a fun¢ao f,(\), positiva e suave
para A > —1/2, tal que, para todo k, 1 < k < [n/2], os produtos f,(N)x,,(\) sejam fungoes
crescentes de A e fl(N\)/fn(N) seja minima.

Além disso, seria interessante encontrar uma funcao universal. Entao, o pro-
blema pode ser reescrito da seguinte forma:

P3. Determinar a fungdo f(\), positiva e suave para X > —1/2, tal que, para
n > 2 fizo e todo k, 1 < k < [n/2], os produtos f(\)x, () sejam fungoes crescentes de A
e f'(N)/f(N\) seja minima.

A nocao “extrema’” para os problemas enunciados é equivalente a minimizagao
dos quocientes f  (A)/fur(A), [ (A)/fa(A) e f/(N)/f(N), respectivamente. Obviamente
essas exigéncias determinam uma funcao conhecida a menos de um fator constante.

Se a solugao geral f,, x(\) de P1 ¢ encontrada, o que ¢ a mais dificil, entao as
solugoes f,,(\) de P2 e f(\) de P8 podem ser, consequentemente, obtidas, para qualquer

A > —1/2 fixo, através das formulas

fr (V) nik(A) fa

B T asksin Fur ()T ) T a2k falN)

Portanto, para resolver esses problemas, necessitamos de limitantes para a derivada loga-
ritmica dInx, x(A)/d\ = 2, 1. (A)/Znk(N).

Para os Problemas 4.2*% e 4.3* o significado de fungao “extrema’ é anélogo,
considerando as particularidades de cada caso. Analisaremos cada um deles posteriormente.

Historicamente, a solugao do Problema 4.1* sobre os zeros dos polinomios de
Gegenbauer veio depois de uma série de artigos, publicados ao longo de 25 anos, durante
os quais varias conjecturas e contribui¢oes foram feitas. Na verdade, toda essa discussao
teve inicio em 1981 com a pioneira contribui¢ao de A. Laforgia [40], que provou o seguinte

resultado:

Teorema 4.5 (A. Laforgia, 1981). Sejam z,x(N\), k = 1,2,...,[n/2], os zeros de C}(x)
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arranjados em ordem decrescente. Entao, Az, ,(\) sao fungoes crescentes de A para 0 <

A< 1.
Em [41] ele conjecturou que esse resultado seria vélido para todo A > 0, isto é:

Conjectura 4.1 (A. Laforgia, 1985). Sejam z,x(\), k= 1,2,...,[n/2], os zeros de C)(x)

arranjados em ordem decrescente. Entao, Az, (\) sdo fungoes crescentes de A para A > 0.

S. Ahmed, M. E. Muldoon e R. Spigler [1], em 1986, refinaram um resultado de

Spigler [53] de 1984 demonstrando o seguinte teorema.

Teorema 4.6 (S. Ahmed, M. E. Muldoon e R. Spigler, 1986). Sejam x,x(\), k =

1,2,...,[n/2], os zeros de C)(z) arranjados em ordem decrescente. Entio,

9 2 1 1/2
<>\+ nt ) 2ns(N)

dn + 2

sao fungoes crescentes de A para —1/2 < X\ < 3/2.

Em 1988, M. E. H. Ismail e J. Letessier [34] reescreveram a Conjectura 4.1

da seguinte forma:

Conjectura 4.2 (M. E. H. Ismail e J. Letessier, 1988). Sejam x, (), k=1,2,...,[n/2],
0s zeros de C)\(z) arranjados em ordem decrescente. Entio, VA, 1(\) sio funcdes cres-

centes de \ para A > 0.

Finalmente, R. A. Askey sugeriu que a funcao “extrema” e universal, isto é,
aquela nao dependente de n, seria f(\) = /A + 1. A sugestdo de R. A. Askey foi reformu-
lada como conjectura por M. E. H. Ismail [33], em 1989. Nesta Tese, denominamos essa
conjectura por LILAC em homenagem a A. Laforgia, M. E. H. Ismail, J. Letessier e R. A.
Askey.

Conjectura 4.3 (LILAC, 1989). Se z,1(\), k = 1,2,...,[n/2], sdo os zeros de C)(x)
arranjados em ordem decrescente, entio v/ A+ 1z, ,(\) crescem para todo X > —1/2.

Naquele mesmo ano, 1989, E. K. Ifantis e P. D. Siafarikas [31] provaram a
conjectura para o maior zero positivo z, 1(A), usando uma técnica de fungao analitica. O

resultado demonstrado por eles ¢ o seguinte:
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Teorema 4.7 (E. K. Ifantis e P. D. Siafarikas, 1989). Seja x,1(\) o maior zero de C))(x).
Entao, VA4 1x,1(X\) sao fungoes crescentes de X para todo A\ > —1/2.

Em 1996, D. K. Dimitrov [13] provou LILAC para n suficientemente grande.
Além disso, ele provou essa conjectura para o maior zero x,1(A) como E. K. Ifantis e P.

D. Siafarikas em [31], mas usando um método diferente.

Teorema 4.8 (D. K. Dimitrov, 1996). Seja v um inteiro nao-negativo. Entao, para todo
n>1+02+3v+3/2)Y2 ek, 1 <k < [n/2], os produtos X+ 1, ,(\) sio fungoes
crescentes de X para —1/2 < X <3/2+v.

Corolario 4.3 (D. K. Dimitrov, 1996). Sen > 2 e 1 < k < [n/2], entdo VA + 1z, ()

sGo fungoes crescentes de A para —1/2 < X\ < 9/2.

Teorema 4.9 (D. K. Dimitrov, 1996). Seja A > —1/2. Entao,
(i) para todo n par, VA + 1x,1(\) sdo fungoes crescentes de \;
(1) para todo n > 3 impar, VA +2x,1(\) sdo fungoes crescentes de \.

Em 1999, A. Elbert e P. D. Siafarikas [24] estenderam o resultado de S. Ahmed,
M. E. Muldoon e R. Spigler [1] de 1986, provando, assim, a conjectura de A. Laforgia, M.
E. H. Ismail, J. Letessier e R. A. Askey (LILAC).

Teorema 4.10 (A. Elbert e P. D. Siafarikas, 1999). Sejam x,,(\), k =1,2,...,[n/2], os

zeros de C)x) arranjados em ordem decrescente. Entao,

2 1/2
<>\+ 2n” 1) Zni(N) (4.27)

dn + 2

crescem para todo A\ > —1/2.

Finalmente, em 2002, D. K. Dimitrov e R. O. Rodrigues [19] provaram que a
funcao

Fod) = (A + (20% +1)/(4n +2))/?
¢ de fato assintoticamente extrema.
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Teorema 4.11 (D. K. Dimitrov e R. O. Rodrigues, 2002). Seja n um inteiro positivo.
Se hn(X) € positiva e hy,(N)znk(N), k= 1,2,...,[n/2], sio fungdes crescentes de A\ para
A > —1/2, entdio

Rl (N) 1
w > 4.28
e
i1 (A) 1
i > . 4.29
Bana () 30 T AT ) (4.29)
Além disso, se hy,(\) = VA + ¢, entao
An? +n+1
n< ————— 4.
Cop < in D) ( 30)
e
4n? +Tn+9
P gL 4.31
Cont1 < 116 ( )

Observe que as desigualdades (4.28) e (4.29) fornecem limites superiores para
a derivada logaritmica da funcao extrema para o problema em discussao. Obviamente, as

desigualdades (4.30) e (4.31) s@o equivalentes a

U S
Cop <N — —+ <
? 4 2(4n +2)
(6

15

1
il < S S
Contt < G o0 13

Pelo resultado de A. Elbert e P. D. Siafarikas [24], os produtos f,(A)z,x(A), k= 1,...,[n/2]

crescem com \ se

m? 4+ 1\
n(A) = A 4.32
= (35 ) (4.32)
que pode ser reescrito como
1 3
2 f— —_— e —
JanN) = A=+ T

1 3
2 (A =2\ RN S

Por outro lado, as desigualdades (4.30) e (4.31) mostram que as fungoes f2(\) sao limitadas
superiormente por

2 2 (\) 1 3
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1 15
2 (N < h3 A)=2A -4+ —
f2n+1( ) < 2n+1( ) +n+ 4 + 4(2n+3>

e, além disso, as diferencas f3,(\) — h3,(\) e f3,.1(A) — k3,1 (N), para todo A fixo, se
comportam como O(1/n) quando n — oo. Portanto, o multiplicador (4.32) ¢ assintotica-
mente preciso, isto é, nao pode ser melhorado. Logo, esse resultado finaliza a discussao de
determinar a funcao “extrema” do Problema 4.1%*.

Todas essas contribuigoes foram muito importantes para se conhecer o compor-
tamento dos zeros dos polinomios de Gegenbauer mais profundamente.

S6 para exemplificar o fato da funcdo f,()\) ser assintoticamente “extrema”,

consideremos a Figura 4.1 dos zeros positivos do polinomio de Gegenbauer de grau 4.

X44(X)
1 —

05

Figura 4.1: Grafico dos zeros positivos de C}(z).

Como vemos, eles sao fungoes decrescentes do parametro A. Agora observe o
que acontece quando multiplicamos esses zeros pela fun¢ao fi(A). Como mostra a Figura

4.2, todos os produtos fi(A)z41(A) e fi(A)z42(X) sdo fungoes crescentes de A.
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S ) x4, (2)
2 —

s f/

0.5

0 50 100

Figura 4.2: Gréafico dos produtos fi(A)xs1(A) € fa(N)zga(N).

Se aumentamos um pouco valor de f;(\), os produtos ja deixam de ser fungoes

crescentes. Veja a Figura 4.3.

(faQ) +€) x4 4,(1)
2 _

—

1.5+

0.5

0 50 100

Figura 4.3: Grafico de (fi(A\) +&)za1(A) e (fa(A) + €)z42(N\) para um e pequeno.
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4.3.2 Zeros dos polinémios de Jacobi

Passamos, agora, para o Problema 4.2* sobre os zeros dos polinémios de Jacobi.
E interessante observar que, ao longo dos tltimos anos, desde a pioneira contribuicao de A.
Laforgia, em 1981, sobre os zeros dos polindémios de Gegenbauer, até o resultado de D. K.
Dimitrov e R. O. Rodrigues de 2002, nenhum resultado equivalente sobre os zeros ,, x (v, 3)
dos polinémios de Jacobi havia sido encontrado, apesar do interesse dos especialistas em
Fungoes Especiais. Uma cuidadosa inspegao na evolugao das conjecturas e resultados com
relacao aos zeros positivos dos polindmios de Gegenbauer, descritos na subsecao anterior,

levaram as seguintes conclusoes (razoes) para a falta de resultados nessa direcao:

1. Os zeros z,(a, ) mudam de sinal. Isso indica que, ao invés de considerarmos
o0s zeros T, k(e 3), ¢ mais razoavel investigar as quantidades 1 — z,x(c, 5) ou 1 +

Tn (e, B), pois elas ja ndo mudam de sinal;

2. Outro motivo é que quantidades que obedecem comportamentos assintoticos devem
ser consideradas para que os resultados obtidos sejam precisos pelo menos para
grandes valores do parametro. Uma férmula assintética desse tipo para os zeros
de Gengenbauer é \/X:L’nk()\) — hy . Para os zeros do polindmio de Jacobi, vale o

seguinte limite:

ﬁh—{go ﬂ(l - S(In,k(Oé, 6)) = zxn,n—k—l-l(a)v (433)

com 1z, j(a) denotando os zeros do n-ésimo polinémio de Laguerre L (x) arranjados

em ordem decrescente.

Depois dessas observagoes e junto com o fato de que as quantidades 1—z,, («, ),
k=1,...,n, sao fungdes decrescentes de 3 e crescentes de «, obtivemos a correta for-

mulagao para o Problema 4.2%:

Problema 4.2** [Formulado por D. K. Dimitrov e F. R. Rafaeli, 2007]. Deter-

mine a fungao “extrema” f,(c, 3), positiva e suave, que forgca os produtos

fola, B) (1 —zpp(a, B), k=1,...,n,
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a crescerem como funcgoes de 3, —1 < [ < o0, e a decrescerem como funcoes de «,
-1 <a<oo.

Antes de apresentarmos a solugao para esse problema, descreveremos o exato
significado de funcao “extrema’” para esse caso, equivalente aquela feita por D. K. Dimitrov
para os zeros dos polindmios de Gegenbauer. Desde que as quantidades 1 — z,, ;(av, )
decrescem como fungoes de (3, isso sugere que procuremos por uma fungao f,(«, ) que
force os produtos f,(a, 3)(1 — 2, x(c, 3)) a crescerem. E natural exigir que, para todo a
fixo, o € (—1,00), f, seja uma funcdo positiva e suave de 3, para § € (—1, 00).

Consideremos, entao, as quantidades

Znp(a, B) = furla, B)(1 = zpp(e, B))

como fungoes de 3, com f, (e, 3) sendo uma funcdo positiva e diferenciavel com relagao
a ( para qualquer n € N, k=1,....ne a € (—1,00). Que condi¢bes devemos impor a
fnx(a, B) para que as desigualdades 07, x(a, 3)/05 > 0 sejam satisfeitas? Como

o < 0Zus(@.8) _ fusle ) Orni(0, )
- op - op o

com fnr(a,B) >0, (1 — (e, ) >0 e dx,i(a, 5)/0F > 0, entdo devemos ter

alnfn,k(aaﬁ) > _aln(]' _xnvk(a’/@))
Pk op '

Portanto, dentre todas as funcoes f, x(a,3), n > 1, k =1,...,n, suaves com relagao a [

(1 = znk(a, B) = fur(e, B)

(4.34)

e que for¢am os correspondentes produtos Z, x(a, #) a crescerem com (3, a melhor possivel
é aquela que satisfaz (4.34).
Assim, uma vez que as quantidades 1 — z,, (v, 3) sdo func¢oes decrescentes de
[, o seguinte problema envolvendo os zeros dos polinomios de Jacobi pode ser enunciado:
P1°. Para todo numero natural n e o > —1 fizos e k =1,...,n, determinar a

funcao f, (o, ), positiva e suave para 3 > —1, tal que os produtos

Zn,k(aa /6) = fn,k(aaﬁ)(l - xn,k(aaﬁ))

sejam fungoes crescentes de 3 e

8111 fmk(Oé,ﬂ) _ 8fn,k(a76>/86
op3 frg(a, )
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sejam minimas.

Decorre imediatamente de (4.34) que o problema é equivalente a determinar
explicitamente todas as derivadas logaritmicas de todas as quantidades 1 — z,, x(c, 3), isto
¢, determinar 01In(1 — x, (v, 3))/0B. Podemos reduzir o problema a determinar fungoes
fn(c, B) que dependam somente de n, mas nao de k. Sendo assim, P1’ é reformulado como:

P2’. Para todo inteiro n > 2 e a > —1 fizos, determinar a func¢ao f,(a, 3)

positiva e suave para 3 > —1, tal que, para todo k, 1 < k <n, os produtos

tn,k(au 6) = fn(au 6)xn,k(a7 ﬁ)

sejam fungoes crescentes de 3 e

Ol fu(, B) _ Oful(er, 8)/08
o3 fula, )

seja minima.

E possivel, ainda, determinar uma funcio universal.

P3’. Para todo o > —1 fizo, qual € a fun¢io f(«, ), positiva e suave para
a, 8 > —1, tal que, para todo n > 2 fizo e 1 < k < n, os produtos f(c, ), (e, 3) sejam

fungoes crescentes de (3 e
ol f(.f) _ 0f (o 8)/05
op fle, B)

seja minima.
O significado de fungao “extrema” para os problemas enunciados acima é equi-

valente & minimizacao das derivadas logaritmicas

O fur(e,B) Oln fu(a,8) Oln f(a, )
o op o

respectivamente. Obviamente, essas exigéncias determinam uma func¢ao conhecida a menos

de um fator constante.

Se a solugao geral f,x(a,3) de P1’ é encontrada, que ¢ a mais dificil, entao
as solugoes f,(a, 3) de P2’ e f(«, ) de P8’ sdo, consequentemente, obtidas através das
formulas

Omfu(@f) _ oy Q0 fnk(aB)

= Imax

op 1<k<n op
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Oln f(a, 5) — sup Oln f,(a, 5)
op n>2 op
para quaisquer «, 3 > —1. Logo, para resolver esses problemas, necessitamos de limites
superiores para as derivadas logaritmicas 01In(1 — z,, x (v, 3))/00.

Nesta tese, reduzimos o problema a determinar uma fungao f,(«, ), positiva e
suave, que forca os produtos t, x(c, 3) = fu(a, B)(1 —z,i(a, 5)), k =1,...,n, a crescerem
com 3, —1 < [ < oo. Assim, uma vez que é exigido que f,(a, 3) seja uma fungao suave
com a propriedade de que %, (o, 3) cresga com 3, entao a melhor escolha para f, ¢ aquela
para a qual sua derivada logaritmica com relacao a 3 seja a menor possivel.

Uma de nossas contribuigdes é o seguinte resultado (ver [17]):

Teorema 4.12 (D. K. Dimitrov e F. R. Rafaeli, 2007). Para cadan natural ek =1,...,n,

0s produtos
fulo, B)(1 = (e, 3)),

com

fula, B) =202 +2n(a+ B+ 1)+ (a+1)(3+ 1),

sao fungoes crescentes de 3 para 3 € (—1,00).
Por um simples argumento de simetria, ver (2.15), segue que:

Corolario 4.4 (D. K. Dimitrov e F. R. Rafaeli, 2007). Para cadan natural e k =1,...,n,

0s produtos
fn(aa /6)(1 + $n,k(a7 ﬁ))a

s@o fungoes crescentes de o para o € (—1,00).

Para justificar a condi¢ao extrema de f,, no Teorema 4.12, reformulamo-lo da

forma a seguir.

Teorema 4.13 (Formulagao Equivalente). Para cada n natural e k = 1,...,n, os produtos

gn(oz, 6) (1 - xn,k(a7 ﬁ)) 9 (435)
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com )
g”(o"ﬁ):6+n+a;1+2(27:S+1)’ (4.36)
sao fungoes crescentes de 3 em (—1,00).
Temos, também, a seguinte reformulagao:
Corolario 4.5 (Formula¢ao Equivalente). Para cada n natural e k = 1,...,n, os produtos

gn(8, ) (1 + @n(a; )

s@o fungoes crescentes de av em (—1,00).

Empregando o método desenvolvido em [19], que é baseado no critério de es-
tabilidade classico de Routh-Hurwitz, provamos que a funcao g,(«, 3) é assintoticamente

“extrema’” com relacao a n.

Teorema 4.14 (D. K. Dimitrov e F. R. Rafaeli, 2007). Sejam n natural, « > —1 e h, (v, )
considerada como fun¢ao de [3, positiva e continuamente diferencidvel para € (—1,00).

Se os produtos
hn(a7ﬁ)(1 - In}ﬁ(aaﬁ))? k = 17 <oy,

sao fungoes crescentes de [ em (—1,00), entdo

0 1
S ha(a,8) > s (437)
Além disso, se hy(a, ) = B+n+ (a+1)/2 4+ d, (), entao
dn(a) < @ D@ +2) (4.38)

2n+a+1)

Como a funcao “extrema’”; com a propriedade desejada, deve possuir a menor
derivada logaritmica possivel, da desigualdade (4.37) temos que h,, deve ser uma funcao
linear de (3. Isso justifica a escolha de h,(«, 3), conforme indicado na segunda parte do
Teorema 4.14. Comparando a forma explicita da funcao g¢,(«, ), dada em (4.36), com
a fungao h,(«, ) dada no Teorema 4.14, temos que g,(a, ) — hy(a, ) < 0 para todo

neN,n>2ea,f > —1, e essa diferenga, para todo [ fixo, se comporta como O(1/n)
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quando n tende ao infinito. Portanto, a funcdo g,(«, 3) é assintoticamente precisa, isto é,
nao pode ser melhorada, finalizando assim, a discussao de determinar a fungao “extrema”

do Problema 4.2%*.

Todos esses resultados nos ajudaram a conhecer, mais profundamente, o com-
portamento dos zeros dos polinémios de Jacobi.

Como exemplo, consideremos os zeros x4 x(cr, 3), 1 < k < 4, do polindomio de
Jacobi Pia’ﬁ)(x), com o = 1. A Figura 4.4 mostra que as quantidades 1 — z4 (e, 3) sdo

todas fungoes decrescentes do parametro f3.

1= x4 (@, B)
1 —

0.5

50 100
Figura 4.4: Grafico das quantidades 1 — x4 (a, ).

Agora, multiplicando essas quantidades pela fungao g4(c, 3), os produtos

ga(a, B)(1 — z4(a, B)) j& se tornam funcoes crescentes de (. Veja a Figura 4.5.
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24(@, B) (1= x44(e, )
20 -
10
50 100
Figura 4.5: Grafico dos produtos g4(c, )(1 — x4 x(c, 5)).

Por exem

(94(cx, B) +€)(1 — 2y,
Figura 4.6.

g, B (1-

1.485
1.484
1.483
1.482

1.481

plo, aumentando um pouco o valor da fungao g4(«, 3), o produto

4(a, B)), para € pequeno, deixa de ser mondtono, conforme mostra a

xg4(a, B))

Figura 4.6:

H/ 100

Gréafico de (g4(c, B) +€)(1 — z44(a, B)) para um € pequeno.

Como consequéncia do Teorema 4.12 e da féormula assintotica (4.33), temos,

também, o resultado

a Seguir.
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Corolario 4.6. Sejamn € N e o, 3 > —1. Entao as desigualdades
{2n(n+a+B+1)+(a+1)(B+1)}(1 — (e, §)) <220+ @ + 12y poppa(a)

sao validas para todo k =1,...,n.

4.3.3 Zeros dos polindmios de Laguerre

Consideremos, finalmente, o Problema 4.3* sobre os zeros dos polindémios de
Laguerre L (). Observe que as solugoes dos problemas 4.1% e 4.2* foram motivadas pelas
formulas assintoticas limy_, o \/Xxnk()\) = hp i e limg o B(1 — zp 1(cv, B)) = 220 n—p11(),
respectivamente. Essas formulas mostram que as fungoes (4.27) e (4.35), ou seja,

om? +1\ 2
<A+ nt ) 2ok (\)

dn + 2

ﬂ+2n2+(2n—|—1)(a+1)
2n+a+1

) (1= nala,)

possuem assintotas horizontais quando as variaveis A e 3 tendem ao infinito.

Apesar de todas essas contribui¢oes, o correspondente problema 4.3* sobre
o comportamento dos zeros x, () dos polinomios de Laguerre LY (x) permanecia em
aberto. O problema é que esses zeros nao possuem assintota e, além disso, a formulagao
do problema deve ser um pouco diferente, uma vez que o maior zero x, ;(c) cresce muito
rapidamente em compara¢ao com o menor zero T , ().

Nossos resultados, entao, foram inspirados na férmula assintotica
1
T (@) = a+ V2ah, + 5(1 +2n+2h; )+ O(1/Va), a— oo, (4.39)

dada por F. Calogero [11] em 1978. Observe que E. K. Ifantis e P. D. Siafarikas [32]
provaram que z,1(a)/(a + 1) decresce com «, para o > —1. Isso e (1.3) implicam que
Tpi1(a) > (a+1), o que ¢, infelizmente, uma desigualdade que segue também de xy 1 (a) =
a+ 1 e da propriedade de entrelacamento dos zeros dos polindmios ortogonais. P. Natalini
e B. Palumbo [49] provaram que, para quaisquer valores de n e k, as funcoes z,, (o) /(2n+

a+ 1) sao fungoes crescentes de «, para a € (—1,00). Além disso, eles estabeleceram dois
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4.3. Velocidade de crescimento

resultados adicionais sobre a monotonicidade de quocientes da forma x, («)/a®, com p
fixoe2<p<2n+1.

Provamos o seguinte resultado que foi publicado em [18]:

Teorema 4.15 (D. K. Dimitrov e F. R. Rafaeli, 2009). Para todon >2 ek =1,...,n,

as quantidades
Tpp(a) — (2n+a —1)
2(n+a—1)

sao fungoes crescentes de o para o > —1/(n — 1). Além disso, quando k = 1, a func¢do

acima cresce para todo o € (—1,00).

Uma vez que, pela formula assintotica (4.39), temos

Tpp(a) — (2n+a —1)
2(n+a—1)

— hp, o — 00,

entao, concluimos que:

Corolario 4.7 (D. K. Dimitrov e F. R. Rafaeli, 2009). As desigualdades

Tpp(a) <2n+a—1+/2(n+a—1)h,y

s@o vdlidas para todon > 2, k=1,...,n e qualquer « > —1/(n — 1). Além disso,

Tpi(a) <2n+a—1+4++/2(n+a—1)h,;,

para todo o > —1.

Dai, os limites superiores para os zeros h,, ; dos polinomios de Hermite, H,(z),

obtidos por I. Area, D. K. Dimitrov, E. Godoy e A. Ronveaux em [§8|, implicam em:

Corolario 4.8. A desigualdade

2
Tpa(a) <2n+a—1+ 2(n+a—1){n—2+\/1+(n—2)2cos2ﬁg+2}cos%

€ valida para todon > 2 e a > —1. Além disso, se n > 3 € impar, entao vale

Tpa(a) < 2n+a—1+,2(n+a —1) n—2+\/1+(n—1)(n—3)cos2277r cos ——
m = ncos +1 2n’
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Foi provado por D. K. Dimitrov e G. Nikolov em [16] que h,,; < +/2n — 4 para

n > 2. Desse fato, obtemos o resultado a seguir.

Corolario 4.9. As desigualdades

Tpi(@) <2n+a—1+2y/(n—2)(n+a—1)
sao vdlidas para todon > 2 e a > —1.

Esse limite superior para x,;(«) ¢ melhor do que aquele obtido por M. E. H.
Ismail e X. Li em [35].

No intuito de ilustrar o resultado obtido no Teorema 4.15, fornecemos alguns
graficos. A Figura 4.7 mostra os zeros do polinémio de Laguerre de grau 4. Como vemos,
todos eles sao fungoes crescentes do parametro, mas nao possuem assintota. Por outro
lado, as quantidades, paran=4e 1 < k <4,

Tpp(a) — (2n+a —1)
2(n+a—1)

crescem com « e, além disso, convergem para os zeros do polinomio de Hermite de grau 4,

conforme mostra a Figura 4.8.
X4r(@)

120 -

40 -

20 40 60 80 100

IS

Figura 4.7: Grafico de x4, (a) para 1 < k < 4.
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(o) —(2n+a—1)

Figura 4.8: Gréafico de Tnk
2(n+a—1)

paran=4el1 <k <4

Vérios experimentos numéricos nos levaram a formulagao da seguinte conjec-
tura:

Conjetura: Para todon >2 ek =1,...,n, as quantidades

Tnp(e) — [+ 5(1 4+ 2n 4 h2 )]
\/ 2(0& +n— 1>hn,k

sao funcoes decrescentes, enquanto que

T (@) — [a + %(1 + 2n + hik)]

V2(a+n+ 1),

sao fungoes crescentes de o € (—1,00).

A tnica excecao é quando n = 2m + 1 é impar e kK = m, pois essas fungoes nao

sao definidas, ja que os zeros dos polindmios de Hermite sao simétricos.

4.4 Demonstracao dos resultados

Demonstraremos, nesta secao, todos os resultados inéditos enunciados nas sub-
segoes 4.3.2 e 4.3.3 e publicados em [18] e [17], que sdo algumas das principais contribui¢oes

deste trabalho.
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4.4.1 Demonstracao dos resultados sobre os zeros dos polinémios

de Jacobi

Iniciaremos com a prova dos resultados obtidos sobre os zeros x, i (o, 3) dos
polinémios de Jacobi, p? )(:L'), Teoremas 4.12 e 4.14. Resumindo, mostraremos que os

produtos
tnk(auﬂ) = fn(a7ﬁ)(1 - xn,k(a7ﬁ))7

com fp,(a, 3) = 2n*+2n(a+B+1)+(a+1)(8+1), sao fungoes decrescentes de 3 e que, para
todo « fixo, a > —1, f,(«, 3) é assintoticamente “extrema”. Para esse fim, necessitamos

de algumas informagoes sobre func¢oes cujos zeros coincidem com

tnk(aa /6) = tnk(aaﬁ)/2 = fn(aaﬁ)(l - xnk(aaﬁ)/2

a+1

Recordemos que a fun¢ao u(z) = (1—x) 2z (1+:L')TP,(LO"B ) (x) satisfaz & equagao diferencial

de Sturm-Liouville (ver (2.20))

d2
;;(f)—l-k(x,oz, Ju(x) =0,
com
. 1-a? 1-62 nn+a+B+1)+(a+1)(B+1)/2
Moo B = a e Y aas o 1= ‘

Fazendo uma mudanca de variaveis temos que
u(z) = 25 (1 — 2)= Pled (1 — 22),

cujos zeros zp, = (1 — x,1)/2 estdao em (0, 1), ¢ uma solugao de

d*u(z)
dz?

+ A(z; o, B)u(z) =0,

co1m

a+pf+2 nn+a+pF+1) a+l—zla+G+2)

a+l—zla+B+2) (a+1—-z(a+3+2))?
a 22(1 — z)? a 422(1 — 2)?

Dessa forma, concluimos que:
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4.4. Demonstragao dos resultados

Lema 4.1. A fun¢ao U(t) = u(t/f),

v = (4 (1) e (1-20)

€ uma solugao da equacao diferencial

dPU(t) ~
dtz( ) + A(t;,8) U(t) =0, (4.40)
com
Alt; o, B) = b\ <;'a ﬁ)
U e, B \ Sl 8) )
15t0 €,

a+f+2 nn+ta+B+1) ta+pB+2) —(a+1)f

B e N I o )
ta+B+2)—(a+1)f (Hat+B+2) = (a+1)f)? '
22(t — f) 482t — f)? '

Além, disso, os zeros de U(t) sio 0, fo(a, ) e tur(o, 3), k=1,...,n.

Demonstragao do Teorema 4.12 para 8 € (—1,1)

Para esse fim, demonstraremos, primeiramente, o seguinte resultado:

Teorema 4.16 (D. K. Dimitrov e F. R. Rafaeli, 2007). Sejam n € N, o > —1 e f,(a, )
uma fungao definida e positiva para todo 3 € I, I C (—1,00). Além disso, suponha que

fs =0fu(a,3)/00 exista, é continua e positiva para 3 € I. Entao, os produtos

tar(a, B) = fn(a,ﬂ)M

sao funcoes crescentes de 3 em I se, para todo 0 <t < f,
AP+ Bt +C, < 0, (4.42)

com A, =2n+a+ [ +1,
B,=_2nn+a++1)+(a+8)(B+1)]fs—(An+20+F+2)f
e

Co=1[2n4+a+1)f—@2n®+2n(a+B+1)+ (a+1)(B+1))fs f.
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Demonstracao. Esse resultado segue do Teorema de Comparagao de Sturm aplicado a
equagao diferencial de Sturm-Liouville (4.40). A versao utilizada ¢ a do Corolario 3.1.
Isso implica que os zeros da solucdo U(t) da equacio diferencial (4.40), t,, sdo funcdes

crescentes do parametro [ se a derivada parcial de A(t; a, ) com respeito a 3 é negativa

para cada t € (0, f) e § € I. Assim, (4.41) implica em

oA 1
éO/gﬁ) = Qt(f_t)s{(Qn—i—a—l—ﬁ—l-l)tz

+Cn(n+a+0+1)+(a+B8)(B+1))fs—An+2a+F+2)f] t

+H[@n+a+1)f — (2n® +2n(a+ B+ 1) + (o + 1)(B+ 1)) fs] f},

de onde obtemos a desigualdade (4.42). O

Lema 4.2 (D. K. Dimitrov e F. R. Rafaeli, 2007). Se f,(a, ) = 2n* +2n(a+ 3+ 1) +
(a+1)(B+1) e e (—1,1), entio a desigualdade (4.42) € vdlida.

Demonstragao. Substituindo a forma explicita de f,(a, ) no lado esquerdo de (4.42),

obtemos o polinémio

r(t) = an(a, B) t* — bn(c, B) t,

com a,(a, ) =2n+a+F+1e

bo(a,3) = 4n®+6n*(a+ B +1)
+2n(a® +3a+3+3(a+1)B) + (a+1)(a+2)(B+1).

Observe que o coeficiente livre do bindmio em (4.42) se anula devido & propria escolha da
funcao f. Obviamente o coeficiente a, de t* ¢ sempre positivo e os zeros de 7(t) sao 0 e
by (o, B)/an(c, 3). Além disso, o zero positivo excede f,(«, 3) se, e somente se, a, f, < b,.
Por outro lado, essa desigualdade é equivalente a

(2n+a+1)(5*-1)

< 0,
n+a+pG+1

que ¢é verdadeira para —1 < § < 1. Portanto, para esses valores de 3, r(t) é negativo para

todo t € (0, f). O
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4.4. Demonstragao dos resultados

Mostraremos, agora, como foi determinada a funcdo f,(«, ) do Lema 4.2. Para
esse proposito, suponhamos que f,(«, 3) satisfaca todas as condigoes do Teorema 4.16.

Entao, dividindo (4.42) por [f,(c, 3)]?, obtemos

@n+a+ﬁ+n<3f

f
+{[2”(n+a+ﬂ+1)+(a+6)(ﬁ+1)]%—(4n+2a+5+2)}%
+{<2n+a+1>—[2n2+2n<a+6+1>+(a+1>(6+1>]%} <0,

ou seja,
%ZF<§), 0<t<f, (4.43)
com
Pl = —CCntat Bl tulint2a+6+2) - @n+atl)
E (w="1)Du(a, ) + (7 — 1)
€

Dp(a, B) =2n* 4+ 2n(a+ B+ 1) + (a+ B)(B + 1).
Verifica-se facilmente que o denominador de F'(u) é sempre negativo para 0 < u < 1 e
-1<pg< -1
Desta maneira, para que (4.43) seja vélida para todo ¢ em (0, f), é necessario e

suficiente que

I8 > sup F(u). (4.44)
O<u<l1
Assim, basta mostrarmos que
sup F(u) = F(0). (4.45)
O<u<1

Para provar (4.45), analisamos o comportamento da fun¢ao F(u) em 0 < u < 1le —1 <
3 < 1. Observe que F'(u) é uma fungao racional, cujo numerador ¢ um polinémio de grau

2 e o denominador é um polindémio de grau 1. Desta forma, podemos escrever F'(u) como

ﬁmo:cumﬁﬂ“_jﬁi_@l (4.46)
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com

- B 8 B 1— 5
a=Lh ==l n+a+pf+1 p_1+Dn(a,ﬂ)
€
In+a+f+1
Chla, B) = —
@0 =="5 B

Primeiramente, se 5 é um dos extremos, F'(u) é uma fungao linear decrescente e, entdo,

(4.45) ¢ verificada. De fato,

(i) Se = —1, entao F(u) = Cy(a, —1)(u — 29), com

2n + o o 14 1
_anTa o — )
2n? + 2no 2 2n+a’

Co(a,—1) =

(ii) Se =1, entao F(u) = Cp(a, 1)(u — 22), com

2n+a+2 1
- p=1-—
2n2 4+ 2n(a+2) + (a+ 1) n+a+2

Chn(a,1) =

Por outro lado, se —1 < 3 < 1, a fungao F'(u) possui duas raizes reais z; e 2o ¢ um poélo p.
Agora, observe que

21 < p se, esomente se, D,(«,3) >0,

ou seja, a raiz z; esta localizada & esquerda do poélo p. Em relacao a raiz z,, temos que

R, (o, B)
2n+a+ B+ 1)D, (o, 8)’

p— 2y = ( (4.47)

com

R.(a, B) = 2n?B+2n(B+ aB+1) + (a+ 1)(8 + 1).

Podemos, entao, considerar dois casos:
1. A raiz z; esta a direita do polo p;
2. A raiz z, esta a esquerda do poélo p.
Da igualdade (4.47), segue que

— 25 <0 se, e somente se, R,(a,) <0;
b 2 (v, B) (4.48)

p— 2z >0 se, esomente se, R,(«,3)>0.
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Vamos determinar, agora, os pontos criticos da fungao F'(u). Derivando F'(u), obtemos

Va(a, B) Ol (u—&)(u— &)
D@ Au- 1)+ (B~ @A

F'(u) =

Y

com

Vi(a,3) = B1—-p)+2u—-1)(F-1)2n+a+p+1)

—(u—1?C2n+a+ B+1)D,(a, )
um polinémio de grau 2.

Se Ay é o discriminante de V,,(«v, 3), entao
Ay = —4(f = 1D)(2n+a+ B+ 1R, (a, B). (4.49)

Sabemos que:

e Ay <0 se, esomente se, V,(a, ) ndo possui raizes reais;

e Ay >0 se, esomente se, V,(a,3) possui raizes reais.
Assim, de (4.48) e (4.49), segue que

e Ay <0 se, esomente se, R,(a,) <0 se, esomente se, p— zy <0;

e Ay >0 se, e somente se, R,(a,3) >0 se, e somente se, p— zy > 0.

Observe, ainda, que F'(u) nao possui assintotas horizontais pois

lim F(u) =400 e lim F(u)= —o0. (4.50)

U——00 uU—+00
Logo, dessas observacoes, concluimos que:
(i) Se Ay < 0, a fun¢ao F'(u) nao possui pontos criticos (£1,&2 € C\R) e a raiz z; esta

localizada & direita do polo p. Assim, desses fatos e de (4.50), concluimos que F'(u)

¢ uma funcao decrescente em todo o seu dominio e, portanto, (4.45) ¢é verificada;

(ii) Se Ay > 0, a funcdo F'(u) possui dois pontos criticos (£1,& € R) e a raiz zo esté lo-

calizada a esquerda do polo p. Precisamos entao determinar a localizacao dos pontos
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criticos & e &. Pelo teorema de Rolle, um dos pontos criticos esta entre as raizes z;

e zo de F(u). Em relagao a &, observe que

\/1 - 52\/R”(O‘7 6)
V@n+a+B8+1)y/Dy(a,3)

> 0.

§o—p=

Portanto, & esté a direita do polo p. Assim, podemos considerar trés possibilidades:
1. 0< 21 <& <29 <p<éy;
2.0<z1 =8 =20 <p <&y
3. 0< 20 <& <2 <p<é&s.

Logo, dessas observagoes e de (4.50), concluimos que, em qualquer um dos casos descritos,
(4.45) ¢ verificada.

Portanto, para —1 < 3 < 1, a desigualdade (4.44) é equivalente a

(e, B8) at2n+l (4.51)
fale, B) — 202 +2n(a+ B+ 1) + (@ + 1)(B+1) '
de onde segue que
fola, B) =2n" +2n(a+ B+ 1)+ (a+1)(B + 1),
como queriamos demonstrar. O

Demonstragao do Teorema 4.12 para 3 € (1, 00)

Até o momento, provamos o Teorema 4.12 apenas para 3 € (—1,1), ou seja, em
um pequeno intervalo. A fim de estender a prova para todo § > —1, precisamos determinar
explicitamente o valor das integrais I, = I,(n, a, (3), com

1
I, = / (1—2)*(1 +2)°{ P ()} dx, a > —1, f>v—1.
-1

Mais precisamente, faremos uso de Iy, I7 e Is. As integrais Iy e I; s@o conhecidas, uma vez

que
_ 20481 Pp+a+1)I(n+ B+ 1)
S 2m+a+B+1Tn+ D (n+a+B+1)

Iy
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¢ dada por (2.16) (ver também [57, p. 68]) e

;o 270 P(n+a+1)l(n+ B +1)
Tl Thita+B+1)

é consequéncia da formula 7.391(5) em [28], ou seja,

! ) 2" T(n+a+H)(n+ B +1)
/_1(1 )T+ ) AR @) e = nla F'n+a+p+1) ’

e da relagao (2.15), isto ¢,

PeB)(z) = (—1)" PP (—g). (4.52)

n

Observe, ainda, que a integral

(1 —2)°(1 + )’ PP (z) do =

/1 25 (p+ DI (n+ B+ 1)I'(n+a — p)
1 nll'(a—p)l'(n+ 6+ p+2) '

que aparece como item 7.391(4) em [28], e (4.52) implicam em

/1 (1—2)*(1+ x)pP,Sa’ﬁ)(x) dx

1 — (_1)n2a+p+1r(/) + 1) (n+a+1)C(n+ 6 —p) (4.53)

nll'(B—p)l(n+a+p+2)

e essa integral ¢ valida para todon € Ne a,p > —1.

Lema 4.3. Para todon € N, a > —1 e 3 > 1, tem-se

L 2Tt a+ DI+ B+1)2n(n+a+B+1) +(a+A)(B+]1)
27 nl(n+a+6+1) BB-1)(B+1)

Demonstragao. Da rela¢do (4.52) e da expressao (2.21) para P,ga’ﬁ)(x) temos

ﬁ+1)nzn:(—n)k(n+oz+ﬂ+l)k 1 (1+x)k‘

P = (- P .

— B+ 1) DY

Assim,

o= [0 P @

1

_ (=D)M(B+ D), Z (=m)i(n+a+ B +1)

1
X / (1 —2)*(1 + z)TFv Pled) (z)da.
-1
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As formas explicitas de I; e I, sdo consequéncias dessa ultima expressao e de (4.53). Em

particular, para I temos

L = (—1)"M{/_1(1—x)a(1+:c)ﬁ_2P,§a’ﬁ)(:c)dx

n! 1

n(n+a+B+1) / (1= )" (1 +2) PO ()}

2(6+1)
(B+1), L2003 = DT (n+ a+ 1)D(n +2)
n! re)rmn+a+p)

= (—={(-)
nnt+a+pB+1) nwwrwﬁm+a+nnn+n}

n!

2(6+1) nl I'(H)I'(n+a+G+1)
200013 +1), T(B—(n+a+1)
n! 'n+a+p+1)

nn+a+5+1)

)

B 2aw_lr(nJromL1)F(n+ﬁ+1)2n(n+oz+ﬁ+1)+—(oz+ﬁ)(ﬁ+1)
nl(n+a+6+1) BB+1)(B—-1)

x{(n+1)(n+a—|—ﬂ)—

0

Mostraremos, agora, que, para a fungao f,(a,3) do Lema 4.2, os produtos
fnk(a,ﬁ) também sdo fungoes crescentes de [ para [ € (1,00). Para isso, usaremos a
Formula de Richardson dada no Teorema 3.2. Como dA(t; a, 3)/0f é continua em (0, f)
e U(0) = 0, aplicando a formula (3.3) para as derivadas dos zeros t,; da solucio U(t) da

equagao diferencial (4.40), segue que

[8U(t;a,ﬁ)‘ o (0, B) _ _/g"k OM(E0.8) 2y 5y at
P— 0 T .

ot 3 B

Substituindo as expressoes de U(t; a, 3) e K(t; a, ) na integral

- / OA(t; 0, 3)
0

2 .
03 U™(a, B; t)dt,

obtemos

A A e (S I L (R
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com 7(t) sendo exatamente o polinémio definido na prova do Lema 4.2. Investigaremos,

agora, a funcao

o) = [ (7 (- Ly e (10t Y

Observe que o integrando muda de sinal se, e somente se, r(¢) também muda. Todavia,
na prova do Lema 4.2 mostramos que isso acontece somente quando t = b, /a,. Por outro
lado, lembrando novamente a investigacao do comportamento deste quociente e o fato que,
agora, (3 > 1, vemos que, nesse caso, b,/a, < f. Resumindo, concluimos que ®(7) é uma
fungao crescente de 7 em (0,b,/a,,) e decrescente em (b, /an, f).

Provemos que ®(f) = 0. Fazendo a mudanca de variaveis ¢t = f(1 — z)/2 na
integral que representa ®(f), obtemos

3(f) = A / (=)™ (14 )P @)

B /1 (1= 2)* (1 +2)" P (2) } da,

1

com
1-08)2n+a+1) . B_2n+a+6+1

A= QoA+l f2 - Qo-th+2 f

Entao, como

[ a0 e =
) /_ (1= 2)°(1 + 2)*{ P2 (2)}2da — / (1= 2)°(1 + 2) 1 { P@D) (2)) 24,

1 -1

segue que

O(f) = 24 /_11(1 — 2)%(1 + 2)P2{ PP (2)V2da

+(2B - A) / (1= 2)°(1 4 2)P{ PO (2)}2dx

-1

-B /1 (1 —2)%(1 + 2)?{ PP (2)}2d.

Portanto, ®(7) > 0 para todo 7 € (0, f) e, em particular, ®(t,;) > 0. Isso

mostra que 0s zeros fnk(a, 3) sao fungoes crescentes de (3 para todo 3 > 1.
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Capitulo 4. Zeros dos polinémios ortogonais classicos

Demonstragao do Teorema 4.14

Empregaremos, para a demonstracao desse resultado, o método desenvolvido
em [19], que ¢ baseado no critério de estabilidade de Routh-Hurwitz, também descrito no
Capitulo 3.

Relembremos que os polinomios de Jacobi podem ser representados em termos

da fun¢ao hipergeométrica

F(a,b;c;2) = i (a)i(b)x 2*

el OF kL

com () sendo o simbolo de Pochhammer definido por (v)y =~---(y+k—1), para k € N,

ou seja (ver (2.21)),

(a+1),
n!

P (x) =

1_
F(—n,n+a+ﬁ+l;0z+1; QI). (4.54)

Desde que y(z) = F(a, b; c; z) satisfaz & equacao diferencial
A1 2)y" + e (a+b+1)2]y’ — aby = 0,
o polinémio de Jacobi Y (z) = pie? (x) ¢ uma solucao de
1-—2)Y'+[B—a—(a+B+2)2]Y +n(n+a+B+1)Y =0.

Introduzimos, entao, o polinémio

o a+1), .
T(l 76)(y) — %pﬁ ,6)(2y+ 1).
Logo,
0, (y) 2 <k> e, Y (4.55)

e seus zeros Y, (e, B) sdo dados por y,i(a, ) = (zpr(a,f) — 1)/2. Além disso, os
polinémios i (y) sdo ortogonais em (—1,0) e todos os zeros y,x(c, 3) pertencem a
esse intervalo. Portanto, os zeros do polindémio Q,(f"ﬁ)(y) = g\ (y/h), com h = h,(«a, (),
sdo precisamente h,(a, 8) (v, x(a, 3) —1)/2, k=1,...,n. E claro que

wi N~ (n\(nta+B+1); 1
Ql m(?ﬁ-Z(j) (@+1);  H@ps)

Jj=0
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4.4. Demonstragao dos resultados

Assim, os produtos hy,(«, 8) (2, k(cr, ) — 1)/2 sao funcoes decrescentes de [ se, e somente
se, para todo € > 0 suficientemente pequeno, os polindémios lea’ﬁ ) (y) e Qﬁf"ﬁ o) (y) formam
um par positivo. Isso é equivalente a @W o) (y)e @W ) (y) formarem um par positivo, com
L) (y) = y"Q,({x’ﬁ)(l/y) denotando a inversa de Q') (y). Seja H, := Hy(Qu: a3, ¢€) a

matriz de Hurwitz associada ao polinomio Qvﬁf‘mﬁ’(y?) + y@%a’ﬁ)(yf),

(n)(n+a+ﬁ+e+1) n\(n+a+pf+e+1),
1) (a+ Diho(e, B+e) \2) (a+1)2h2(a, B +¢)
. (n)(n+a+6+1)1 n (n+a+,6+1)
1) (a+ 1)1k, (v, B) 2) (a+1)2h2(a, B)
H, = 0 1 n(n+a+,6+e+1)
1) (a+1)1h,(a, 5+ €)
0 ] 7; (n+a+ﬂ—|—1)

(@ + 1)1hn(a; )

Aplicando o Teorema 3.5 (ver também Theorem 2.1 (ii) em [19]) para esse caso, segue que
todos os hy (o, B)(xnk(a, B) —1), k= 1,...,n, sdo funcoes crescentes de [ se, e somente se,
todos os menores ﬁj(Qn, JB.€),7=1,2,....2n+1, de f]n(Qn, o, (3, €) sdo positivos para
qualquer € positivo e suficientemente pequeno. Por outro lado, observe que 32(62”; a, B3, €)

¢é positivo se, e somente se,

n+a+ 4+ 1D){h(a, B+ €) — hy(a, B)} — ehy(a, B) > 0,

0 que é equivalente a

1 h’n(a7ﬁ+ 6) - hn(aaﬁ) > 1
ho(c, ) € n+a+pG+1

Fazendo € tender a zero, obtemos a primeira parte do Teorema 4.14.

Isso nos diz que, se h, ¢ uma funcao extrema, entao h, deve ser linear com
relagao a 3. Entao, fazemos h,(o, ) = B+ n+ (o +1)/2+d, d = d,(«). Substi-
tuindo essa expressao na matriz de Hurwitz e calculando seu terceiro menor principal
Ay = &g(@n; a, (3, €), obtemos

X — 2n e{4A(n, a,e,d)3% + 2B(n, a,¢6,d)3 + C(n,a,e,d)}
T e+ 12 (a+2)2n+a+28+2d+ 1)2(2n+ a+ 26 + 2 + 2d + 1)?’

com A(n,a,e,d) = (1+a)(2+a) —2d(1 +n+ «). Desde que o denominador do quociente

que representa Az é obviamente positivo, entao esse menor é positivo para todo valor de
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Capitulo 4. Zeros dos polinémios ortogonais classicos

( suficientemente grande quando A(n,q,€,d) é positivo. Todavia, isso é equivalente a

desigualdade
(a+1)(a+2)

I S ta+D)

Y

o que completa a prova do Teorema 4.14.

4.4.2 Demonstragao dos resultados sobre os zeros dos polinémios

de Laguerre
Demonstracao do Teorema 4.15

Para provarmos o Teorema 4.15 sobre os zeros dos polinémios de Laguerre, um
dos principais resultados desta tese, recorremos a relagao de recorréncia para os polinémios

ortonormais de Laguerre na forma simétrica

L y(x;a) =0, Lo(z;0a0) =1,
(4.56)
vLj(z;a) = aj(a) Ly (z; o) + bj(a)Li(z; o) + aj1 () Lji (x5 a), j =0,
com

bi() =2j+a+1 e aj1(a)=+j(j+a), 7=01,....

Tendo em mente a formula assintotica de F. Calogero (4.39), o objetivo é determinar as

melhores constantes ¢, d; e dy tais que as quantidades

Tpp(a) —(2n+a+c)

) = e

convergem monotonicamente, como funcoes de a, para v/2 hp . Fazendo a mudanca de

(4.57)

variaveis © = v/dia + daz 4 2n + a + ¢ em (4.56), obtemos a nova sequéncia de polindmios
ortogonais {Ej(z) }j—1 gerados pela relagdo de recorréncia

L_1(2) =0, Ly(z) =1,
(4.58)

ZZ)(Z) = a]LJ+1(Z) + bjL](Z) +aj—lzj—1(z)7 j = 07 17 s, — 17
com

~ 2-n)+1l—-c _ j(j+ )

b = = .
J ¢ 4 d10é+d2

vV leé + d2
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4.4. Demonstragao dos resultados

Além disso, os zeros z, k() de L, (z) sao as quantidades descritas em (4.57).

Agora, observe que

~ by  di{2(n—j) +e—1}

by %% _ —0,1,....n—1
7 da 2(dia + do)3/2 et
e
al' _ aaj—l _ ﬁ(d2 B jdl) ] -1 n—1
-1 Oa 2(j + a)2(dya + dy)3/?’ Y
Escolhendo ¢ = —1, dy = 1 e do = n — 1, obviamente Z; > 0eda; >0 quando a > —1

e J <n—1. Assim, o Teorema de Perron-Frobenius 3.6 implica no Teorema 4.15 para o
maior zero de L\ (z).

Novamente, para ¢ = —1,dy =1, dy =n—1ej=1,...,n— 1, vemos que
as condicoes 4[a;_]* < ?;;_175; do Teorema 3.2 sao equivalentes a o > —j/(n — j) e essas
desigualdades sao validas para j = 1,...,n — 1 desde que @ > —1/(n — 1). Isso completa

a prova do teorema. O
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Capitulo 5

Zeros de polindmios ortogonais

relacionados a medidas classicas

O objetivo deste capitulo ¢ apresentar os resultados obtidos em [14], [15] e [44].

Estruturamos este capitulo da seguinte maneira:

e Na Secao 5.1 fornecemos alguns resultados sobre a localizagao dos zeros de polinémios

ortogonais do tipo Sobolev generalizado relacionados com as medidas classicas.

e Na Secao 5.2 apresentamos um estudo sobre a localizagao e comportamento dos zeros
de polindmios ortogonais gerados por uma perturbagao na medida dos polindmios

ortogonais cléssicos.

e Na Secao 5.3 apresentamos um estudo sobre a localizagao e comportamento dos
zeros de polinémios ortogonais do tipo Sobolev também relacionados com as medidas

classicas.

As demonstragoes da maioria dos principais teoremas foram obtidas diretamente

do Teorema 3.9.
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Capitulo 5. Zeros de polinémios ortogonais relacionados a medidas classicas

5.1 Zeros de polindmios ortogonais do tipo Sobolev ge-

neralizados

Nesta segao, estudaremos polindmios ortogonais com relagao a produtos es-

calares do tipo Sobolev generalizado

.a) = [ plodat)dnta) + 3 M0 ), 6.1

com p sendo uma medida de Borel positiva com suporte ¥, um subconjunto de R com
infinitos pontos, ¢ € Re M; > 0, ¢ = 0,1,...,k. Nos ultimos 30 anos, vérios autores
estudaram polinémios ortogonais com relagao a produtos da forma (5.1) (ver, por exemplo,
3], 4], [5], 6], [7], [9], [38], [42] [43], [47] e |48]). Um dos principais temas de pesquisa ¢
o comportamento dos zeros desses polindmios com relagao as massas M;, 0 < ¢ < k. Para
o caso em que du(z) = (1 — z)*(1 + z)%dz, du(z) = x%e *dx ou du(z) = e *"dz, esses
polindémios ortogonais sao chamados de tipo Jacobi-Sobolev generalizado, tipo Laguerre-
Sobolev generalizado e tipo Hermite-Sobolev generalizado, respectivamente. Em particular,
essas questoes foram consideradas por M. Alfaro, F. Marcellan e M. L. Rezola em [4] quando
dp(z) ¢ a medida de Jacobi e ¢ = 1, por R. Alvarez-Nodarse e J. J. Moreno-Balcézar em
[7] e F. Marcellan e J. J. Moreno-Balcézar em [42] quando du(x) ¢ a medida de Laguerre
e ¢ = 0 e, por altimo, M. Alfaro, J. J. Moreno-Balcazar, A. Penia e M. L. Rezola [6]
estudaram o caso em que du(z) ¢ a medida de Hermite e ¢ = 0.

Nosso estudo consiste na localizagao dos zeros dos polindémios do tipo Jacobi-
Sobolev generalizado, {P,(La’ﬁ M) () }n>0, dos zeros dos polindmios do tipo Laguerre-So-
bolev generalizado, {Lga’M’N)(x)}nzo, e dos zeros dos polinémios do tipo Hermite-Sobolev
generalizado, {HT(LO"MO’M“MQ’MS)(x)}nzo, que sao ortogonais com relagao aos produtos es-
calares

.) = [ o)1= 0 (40 de + Mp(L)g(1) + Np (1) (1), 5:2)

1

(h.q) = / " p(@)a(w)ate " de + Mp(0)g(0) + Ny (0)¢/(0) (5.3)
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5.1. Zeros de polinémios ortogonais do tipo Sobolev generalizados

(b.q) = / " p@a@la e e+ 3 Mp©(0)g(0), (5.4)

% i=0

respectivamente. Provaremos que os zeros desses polindmios se entrelagam com os zeros dos
polinémios cléssicos de Jacobi, Laguerre e Hermite e, além disso, mostraremos que hé pelo
menos n — 1 zeros de PSP (2) ¢ LN (2) em (—1,1) e (0, 400), respectivamente, e
que esse fato depende apenas da massa N independentemente do valor da massa M, e que
H,(LQ’MO’M“MQ’MS)(:C) pode ter um par de zeros complexos localizados no eixo imaginario,

dependendo apenas dos valores das massas M, e M3. Estes sao alguns dos resultados

centrais da tese, descritos em [14], [15] e [44].

5.1.1 Polindmios ortogonais do tipo Jacobi-Sobolev generalizados

o,B,M,N) (ZIZ’)

Os polinémios do tipo Jacobi-Sobolev generalizado, {P,s }n>0, sdo or-

togonais com relacao ao produto interno

27 AT (o + B+ 2) /1

FatDrG 1) ) Wi -1+ 2)%de+ Mp(1)g(1) + Np'(1)q'(1),

(5.5)

(p,q) = 9

coma, 3>—-1eM,N > 0.

Fornecemos, em [15], uma representagao desses polindémios em termos dos poli-
nomios de Jacobi classicos, de uma maneira similar aquela apresentada em [4] (ver, também,

[5, Proposicao 2.2]).

Teorema 5.1 (D. K. Dimitrov, M. V. Mello e F. R. Rafaeli, 2010). Os polinémios

P,ga’ﬁ’M’N) (x) podem ser representados por

d d?
PEPEI(@) = AP @) — (14 2) TR @) + AL+ o) g5 PO (@), (5
€T
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Capitulo 5. Zeros de polinémios ortogonais relacionados a medidas classicas

com

nn+a+pG+1)A2BMN

Ay = AMNma6%J+AM+AGN+(

2(a+2) ’
,%:Awmmmﬂﬁiniiz+Umw+m_nzjfgﬁ+mAN+ﬁBMM
M,N), . B 1 (a+3)A’BMN
e = A 0000) = AN e a7
(5.7)
— Al I+ DI (n+a+B+2)0(n+a+1)
A=A f) = Fla+2)T(a+B+2)T(n+ 6+ 1)(n)’
_ B (n=Dmn+Bn+tat+l)(nt+a+f+2)
B=Bnie.f)= 2n(a+1)(a+2)(a+3)(n+a+B+1)"° (5.8)
C:C@ﬂw@:(n_Um+a+ﬁ+ﬂﬂMa+%m+a+ﬁ+l%ﬁa+D@.

da+1)(a+2)(a+3)

Demonstragao. Seja {P,Sa’ﬁ M) ()} a sequéncia de polindémios definida por (5.6). Mostra-

remos que esses polinémios sao ortogonais com relagao ao produto interno (5.5). Denotemos
por P, o conjunto dos polinémios de grau até n e seja pio(z) = 2%q(x), 1 =0,1,...,n—3,
com ¢ (x) sendo um polindémio de grau exatamente [. Assim, os polindémios 1, x e p;ro(x),

[=0,1,...,n— 3, formam uma base para P,_;. Entao, para n > 3,

(pra, PATM)

D(a+[+2) ! N N
- 20+3+10 (o + 1)T(B + 1) / (1 —2)**2(1 + SC)BQ(SC)Pé ’67M’N)(x>dx

B Do+ 5+2) ! N ) .
= 2atAHT (0 + DB + 1) {Ao /_1(1 —2)*(1 +2)°(1 — 2)%q(z) PP (z)dx

1
(n+a +25 +1)4 / (1= 2)* (1 +2)" (1 = 2)g(2) BT () da
-1

(n+a+B+1D)(n+a+B+2)A
+ 4

[ e P e -

1
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5.1. Zeros de polinémios ortogonais do tipo Sobolev generalizados

devido a propriedade de ortogonalidade dos polinémios de Jacobi classicos. Por outro lado,

I'a+5+2) !
1 Péa,ﬁ,M,N) _ / 1 — 2)%(1 B pla.B,M,N)

+MPEMN (1)

B Mo+ 5+2) ! N o
= 2atBil(a + 1I(G + 1) {Ao/_l(l—x) (1 + z)° PP (2)da

(n+a+8+1)4A
2

1
_Jn+a+ﬁ+Dm+a+ﬁ+2M2/(1_@%1+@“Wﬁ$wwmﬂ@}
-1

4
m=1:| )

1
/ (1 —2)*(1+ ) P (1) d
-1

2

d
AP (@)

d

P @)

+M |:A0P7§a’ ( ) — 2A1
Além disso,

(1 = ), PPN

27D (a4 8+ 2)
MNa+DI(B+1)

B D(a+f+2) ! o (@)
- g B [ - s R e

1
/ (1—2)*T(1+ x)ﬁP,Ea’ﬁ’M’N)(:c)dx - N {—
1

1
o (n+a +25 + 14 / (1—2)*" (1 + x)ﬁﬂp(a +1, 6+1)(:L’)dx
-1

1 2)Ay (!
+(n+a+ﬂ+ )(Z+a+ﬂ+ ) Az /1(1_I)a—i—l(l_|_I)6+2P7(L<i—52ﬂ+2)(;p)dfﬂ}

d d? d?

(a,8 A ,B) e
N[(AO—Al) TPO(@)| = QA=A S P ()| A P (e MZJ‘
Usando a féormula
1 204PH10(p+ D)I(n+ B+ 1) (n+a — p)
/_1( )/ (1 +2) B ) de nl(a— Lt f+pt2)

que ¢é a expressao 7.391(4) em [28], e a ortogonalidade dos polinémios de Jacobi, obtemos,

depois de alguns célculos, que
(1, PLBMNDY = (1 — z), PPNy = 0,
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Capitulo 5. Zeros de polinémios ortogonais relacionados a medidas classicas

para Ay, Ay e Ay dados por (5.7). Isso mostra a ortogonalidade da sequéncia de polindémios

{PPMN ()Y, <0, que é o resultado desejado. O
Lema 5.1. Sejamn € N,n>2, ea,3 > —1. Se P,ga’ﬁ’M’N)(x) ¢ dado por (5.6), entao
Ao, Ay, Ay, A, B, C > 0. (5.9)

Além disso, o coeficiente N (o, B) de z em P™PM™N(z) ¢ dado por

'Cn+a+p+1)
22’ (n+ DI'(n+a+ G+ 1)

IMN(a, B) = [Ag — nA; +n(n — 1) As]

e € positivo para todo M, N > 0.

Demonstragao. As desigualdades (5.9) sao 6bvias. Por outro lado, para obter a formula
explicita de IMN(a, 3), usamos (5.6) e (2.13) e, para mostrar que [N («, 3) é positivo, é
suficiente provar que

Ay —nA; +n(n—1)A > 0.

Mas, essa ultima desigualdade é equivalente a

(n+pB)A
da+)(a+2)(a+3)n+a+F+1)(n+a+B+2)

x(n+a+ B+ 1){4(a+1)(a+2)(a+3)M

1+

+n—1)n+a+8+1)nla+2)(n+a+p)—(a+1)(a+ G+ 1)]N}
+2n(a+1)(a+3)n+ 5 —-1)(n+a+F+1)ABMN >0
a qual é claramente verdadeira paran € N, n>2 o, 8> —-1e M, N > 0. O

N

Denotemos por z2" (a, 3) os zeros de plesMN) (x), todos arranjados em ordem

crescente. Mostraremos que hé pelo menos n — 1 zeros de PL* ) (x) em (—1,1). Ade-
mais, forneceremos explicitamente o valor Ny da massa tal que, para N > Ny, o maior zero
2MN(q, 3) & maior do que 1. E muito curioso que esse fato acontece independentemente

n,mn
BM,N) (7) se

do valor da massa M. Além disso, mostraremos, também, que os zeros de P,S
entrelacam com os zeros de P\ ().

Para o nosso proposito, precisamos do seguinte lema:
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5.1. Zeros de polinémios ortogonais do tipo Sobolev generalizados

Lema 5.2 (D. K. Dimitrov, M. V. Mello e F. R. Rafaeli, 2010). Para todo n € N e
a, 3> -1,

2(a+1)
(n+a+B+1)

n,n ) <1-
Zan(0 B) < 1

Demonstracao. Seja pleh) (x) o polindmio cléssico de Jacobi com a seguinte normalizagao:

Ped (1) =1
Assim, de (2.21), temos
~ —n,n+a++1 a, b > b
P () = LF ’ 2], com »,F z | = Z (a)'k( )kzk
denotando a fungao hipergeométrica de Gauss, e
iﬁéaﬂ)(x) _n(nta+f+ 1>.

dz z=1 2(a+1)

Seja 1 — ¢ o ponto de intersecgao da reta tangente a ﬁ,&“’ﬁ)(x) no ponto (1, ﬁ,&“’ﬁ)(l)) com a
reta real. Desde que ples )(1’) ¢ uma funcéo convexa para x > x, (o, 3), concluimos que

Tnn(a, ) <1—0. Por outro lado,

d - PP (1)
4 plas) _m )
dr " (z) z=1 4]
e isso implica que
5— 2+ 1)
S nnt+a+p+1)
de onde segue o resultado desejado. O

Teorema 5.2 (D. K. Dimitrov, M. V. Mello e F. R. Rafaeli, 2010). As desigualdades

—1 <zu1(e,f) < xf‘fiN(a,ﬁ) < < apnla, B) < 2MN(a, B) (5.10)

n,n

sao validas para todon € N, n>2, o, > —1 e M,N > 0. Além disso, para todo n fixo,

o maior zero xp N (o, 3) satisfaz

aMN(q B) <1, para N < N,

n,n

aMN(q 3) =1, para N = N,

n,n

aMN(q, 3) > 1, para N > Ny,

n,n
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Capitulo 5. Zeros de polinémios ortogonais relacionados a medidas classicas

com
da+1)(a+2)(a+3)
Ny = . 5.11

T =D+ +a+)(n+a++2)A (5.11)

Demonstragao. Usando (5.6), temos
PPN ) = AP (1) — 00 (2), (5.12)
com
QP (z) = Ay (1 + x)iP(a’ﬁ) (z) — Ax(1+ x)2d—2p<aﬂ> (z).
" dx " da? "

Por outro lado, (2.17) e (2.18) implicam em

AN (@) = To(@) P () = Ti (@) P2 (2), (5.13)
com

n+a)(n+3)A
S (n+ a)(n +5)

nn—1D(a+1)n+a+F+1)n+a+6+2)2n+a+ F)(z— 1)

x{(n—1)(n+a+B+2)dM(a+1)*(1 —z) +n(n+a+ S+ 1)Nq(x)]
+2n(a+1)(n+a+F+1)ABMNr(x)},
onde ¢(z) = 2(a+1)+nn+a+pF+1)(1—x)e

r(z) =2+ D(a+3)+(1—2)2nn+a+0+1)+ (a+1)(a+ G+ 2)].

Observe que os zeros de g(x) e r(x) sao

B 2(a+1)
nn+aoa+p+1)

g =1

. 2(a+1)(a+3)
2nn+a+p+1)+(a+1)(a+B+2)

r =

respectivamente. Como, para n > 2,

2(n =) (a+1)*(a+3)(n+a+F+2)

"ot At Rt at Bt Dt @t Datit)] "

mn—q =
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5.1. Zeros de polinémios ortogonais do tipo Sobolev generalizados

e, pelo Lema 5.2, z,, ,,(a, 8) < ¢1, concluimos que T3(z) > 0 para = < x,,(«, 3). Assim,
(5.12), (5.13) e a propriedade de entrelagamento dos zeros de pie? (x) e P,E‘i’f ) (x) implicam

em

—sign (PPN w40, 8) = sign (207 (@,ule )

(5.14)
= sign (PO (@aile, B))) = (1),

Portanto, (5.14) implica que n — 1 zeros de plesMN) (x) se entrelacam com os n zeros de

P,ga’ﬁ)(x), isto ¢,
—1 < zpp(a, f) < x%,;N(a,ﬁ) <Tppr(e,B), n>2, 1<k<n-—1.
Falta mostrar que x%;bN(a, B) > xnn(a, B). De (5.14),
PBMN) (g (o, B)) < 0.

Por outro lado, pelo Lema 5.1, o coeficiente [V (a, 3) de 2™ em ples M) (x) ¢ positivo.

Daia IM’N(aaﬁ) > xn,n(aa /6)

n,n

M,N

Para investigar a localizagao de ;" (a, ) com relacio ao ponto x = 1, é

suficiente observar que pieP ’M7N)(1) = 0 se, e somente se, N = Nj. O

E muito interessante observar que Ny nao depende de M. A fim de ilustrar os re-
sultados obtidos no Teorema 5.2, colocamos, na Figura 5.1, alguns graficos de Péa’ﬁ MN) (x),
com o= 0.5, 3=1e M = 0.2, para varios valores de N.

A Tabela 5.1 mostra os zeros de nga’ﬁ’MW)(a:), coma=05 8=1eM=0.2,
para varios valores de N. Agora, observe que, para N > Nj, o maior zero é maior do que
1. Ademais, parece que os zeros sao fungoes crescentes de N. Alguns outros experimentos
numéricos também indicam que esses zeros sao fungoes crescentes de M. Formulamos,

entao, o seguinte problema:

Conjectura 5.1. Para todo M > 0 fizo, os zeros x%’gN(a, B) sao fungoes crescentes de N

e, para todo N > 0 fizo, os zeros a:%;N(a,ﬁ) sao fungoes crescentes de M.
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Figura 5.1: Grafico de Péa’ﬁ’M’N)(x) para alguns valores de N.

Tabela 5.1: Zeros de nga’ﬁ’M’N) (x) para alguns valores de V.

N 237N (0.5,1) 235 (0.5,1) 2357 (0.5,1)
0 —0.592666 0.16014 0.911199
1/100 —0.559182 0.26751 0.976279

Ny =128/9009  —0.551342 0.296797 1

1/2 —0.504285 0.490049 1.33242

1 —0.502834 0.495743 1.35248

5 —0.501641 0.500377 1.36972

10 —0.50149 0.500961 1.37196

5.1.2 Polindémios ortogonais do tipo Laguerre-Sobolev generaliza-

dos

Os polinoémios do tipo Laguerre-Sobolev generalizado, {L&?vM’N) () }n>0, s@0

ortogonais com relagcao ao produto interno

1

(p,q) = Tat1) /OOO p(x)q(z)ze "dx + Mp(0)q(0) + Np'(0)¢'(0), (5.15)
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coma > —1e M, N > 0. Eles foram definidos e estudados primeiramente por R. Koekoek

e H. G. Meijer [38], em 1993. L4, eles forneceram a seguinte formula de conexao:

Teorema 5.3 (R. Koekoek e H. G. Meijer, 1993). Os polinémios Ll (x) podem ser

representados por

d d?
LEeMN) () = AL A —L Ay— L 1
o (a+2) = (a+1)
+a nfa+2)—(a+1 n+ o
Ay =AM M (za) =14+ M (" N
0 o (i) o n—1)" (a+1)(a+3) n—2
. MN n+a\(n+a+l
(a+1)(a+2)\n—1 n—2 )
+a n—1 n+a«a
Ay =AM (nra) = (" N
! v i) n )7 a +1 \n—-1
. 2MN [(n+a\ (n+a+1
(a+1)2\ n n—2 )
N (n+a«a MN (n+a\(n+a+1
? 2 (n5a) at+1\n—1 +(0z+1)2 n n—1
Denotemos por a:%,;N(a) os zeros de L%Q’M’N)(x), todos arranjados em ordem
decrescente, isto ¢, zM:N(a) < -+ < 2" (a). Foi provado em [38] que ha pelo menos
n —1 zeros de L,(f"M’N)(:L') em (0, +00). Mostraremos esse resultado de outra forma e, além

disso, forneceremos explicitamente o valor Ny da massa tal que, para N > Ny, o menor
Z€ero x%;LN (cv) é negativo, fato esse que nao depende da massa M. Provaremos, também,
que 0s zeros xka(a) se entrelagam com os zeros do polinomio de Laguerre, L' (x), (ver
14]).

Para demonstrarmos o préoximo teorema, precisamos do seguinte lema:

Lema 5.3 (D. K. Dimitrov, F. Marcellan e F. R. Rafaeli, 2010). Para todo n € N, n > 2
ea>—1,
ne,p(a) — (a+1) >0, k=1,...,n.

Demonstragao. Sejam n > 2, 1 < k < n e« > —1. Entao, usando a desigualdade (3.4)
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dada em [35], obtemos

nepp(a) — (e +1) > nx,,(a) — (a+1)
> n—1D)@2n+a—-1)—ny/1+aln—1)(n+a—1),

com a = 4 cos?(7/(n+1)). Observe que

(n—1D2n+a—-1)—ny1+aln—1)n+a—-1)>0
¢é equivalente a
ana’® + bya + ¢, > 0, (5.17)

com
a, = (n—1)2

by = —(n—1)[(a —4)n? + 4n + 2],

cn=—(n—=1)[(a—4)n*+ (4 —a)n® +5n + 1].
As desigualdades (5.17) sao verdadeiras para n = 2 e n = 3, pois sao equivalentes, respec-

tivamente, a

(@+1)*>0 e 4[(a+1)*+9] > 0.

Agora, seja n > 4. E facil ver que o coeficiente a, de (5.17) é positivo e o

discriminante b? — 4a,c, ¢ igual a
n*(n — 1)%[4(1 4 2a) — (4 — a)an?).
Provaremos, agora, que a expressao
o(n) = 4(1 + 2a) — (4 — a)an®

¢ negativa paran >4, a > —1 e a = 4cos*(7/(n+1)). De fato, o(n) < 0 se, e somente se,

4(1 4+ 2a) 2
a(4 —a)

Tendo em mente que
2cos?(f) = 1+ cos(26), 4cos*(6)sin®(f) = sin?(26),
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sin(f) > —, 0<60<—,

2|8
ol

e fazendo m = (n + 1)#, obtemos

2
4(1—|—2&):5—|T42C0829§ 97 :3(n+1)2
a(4 —a) sin”(26) 1602 16
Portanto,
41+2a) 9 9 _ 2
— <= 1) <
a(4 —a) _16(7hL ) <n
para todo n > 4, como queriamos demonstrar. O

Teorema 5.4 (D. K. Dimitrov, F. Marcellan e F. R. Rafaeli, 2010). As desigualdades

M,N

n,n

M,N

Ton (@) <zpa(a) < - <z, i (a) < zp() (5.18)

sao vdlidas para todon € N, n>2, o> —1e M,N > 0. Além disso, para todo n fixo, o

menor zero )N (a) satisfaz

oMN(q) >0, para N < N,

rMN(q) =0, para N = N,

2MN(q) <0, para N > N,

n,n
com Ny dado por

_(a+ DI -1 (a+4)
No= I(n+a+2) ' (5.19)

Demonstragao. De (5.16), temos que

LEMN () = A L) () — QY (x), (5.20)
Ccom
O (@) = QM () = 4, L gy - 4, L L@
n—l(x)_ n—1 (I)—— 1% n (LU)— 2@ n (SL’)

Por outro lado, (2.26) e (2.27) implicam em

LEAMN) () = % [Ap2® + nAiz — n(a + 1) Ay] LI (2)
x
(5.21)
(n+ )

T2

[(A; + Ag)z — (e + 1) Ag] LI, ().
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Agora, avaliando (5.20) e (5.21) em x = x,, x(«), obtemos

LM (@ (@) = =0 (2,4(a))
(n+ o) (5.22)

= T O [(A) + Ag)aap(a) — (@ +1)As) L), (24(e)
[xn,k(a)]

para 1 < k < n. Desde que A; = AgM’N) (n;a) e Ay = AgM’N) (n; @) sao fungdes crescentes

de M, do Lema 5.3, temos que
(A (5 0) + AL (03.0) ) (@) = (@ + DAL (n;a)
> (AP (n30) + AN (n50) ) wpl(a) = (@ + 1) AP (0; )

APV (n; a)
(m + 1) ZL’n,k(Oé) — (Oé + 1)

2 )

= 45" (n: )

= AP (na) [nani(@) — (o +1)] > 0.

Dai,
sign (LGN (@, (@) = =sign (L4 (war(@) ) = (=1)77F, (5.23)
para k = 1,...,n. Isso significa que n — 1 zeros de LS{I’M’N) (x) se entrelagam com os n

zeros de i (z), isto &,

T 1 () < :E%,;N(a) <zppla), n>2, 1<k<n-L1

Falta mostrar que z)5" () < zpn(). E claro, de (5.23), que

LEMN) (g (@) < 0.

n

Por outro lado, de (5.16) e (2.23), temos que

lim LM (1) = 4oo.

r——00

M,N

Entao, =) (a) < #nn(e). A fim de investigar a localizacao de x)",V

n,n

() com relagao a

ga,M,N) (0)

origem, ¢ suficiente observar que L = 0 se, e somente se, N = Nj. U

E curioso o fato de Ny ndo depender de M. Com o objetivo de ilustrar os resul-
tados obtidos no Teorema 5.4, apresentamos, na Figura 5.2, alguns graficos de Lga’M’N) (x),

com a =2 e M = 0.1, para varios valores de N.
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-30 -

Figura 5.2: Gréafico de L:(f’M’N) (x) para alguns valores de N.

Tabela 5.2: Zeros de Lga’M’N)(:L') para alguns valores de N.

N z33" (2) w3y (2) 31" (2)
0 0.887364 3.86467 8.74797
1/4 0.388762 3.26832 8.21248
No=1/2 0 3.0 8.0

3/2 —0.28764 2.85874 7.88836
1 —0.50292 2.77386 7.81997
5 —1.441 2.52628 7.60703
10 —1.63293 2.49114 7.57422

(a,M,N)

A Tabela 5.2 mostra os zeros de Ly (), com a =2 e M = 0.1, para varios
valores de N. Agora, observe que, para N > Ny, o menor zero é negativo. Além disso, essa
tabela indica que esses zeros sao fungoes decrescentes de N. Alguns outros experimentos
numéricos também mostram que esses zeros sao fungoes decrescentes de M. Formulamos,

entao, o seguinte problema:

Conjectura 5.2. Para todo M > 0 fizo, os zeros x%;N(a) sao fungoes decrescentes de N

M,N . .
e, para todo N > 0 fizo, os zeros x, ;" (o) sao fungoes decrescentes de M.
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Agora, sabemos que (ver (2.41))
Jim PO(1 = 207y) = L (y).

Se considerarmos a sequéncia de polinémios ortogonais {P*"*™ (2)}, obtida de (5.5)

substituindo N por 4N /(n + a + § + 1)2, entdo a tltima igualdade implica em

lim POOMN(1 - 9571y) = LEMD(y), (5.24)

B—o0

com L&a’M’N’ (x) sendo o n-ésimo polinémio do tipo Laguerre-Sobolev, ortogonal com re-

lagao ao produto interno

() = —— ) / " p(@)g(@)ate " de 1 Mp(0)g(0) + Np(0)q'(0).

MNa+1

Portanto, os resultados obtidos na subsecao 5.1.2 sobre os zeros de Ll (x) sao conse-

quéncias dos teorema obtidos na subsegao 5.1.1 e da relagao de limite (5.24).

5.1.3 Polindmios ortogonais do tipo Hermite Sobolev generaliza-

dos

Consideremos, agora, os polinéomios do tipo Hermite-Sobolev generalizado

Qn(z) = H}LQ’MO’Ml’MZ’M‘(’)(x), ortogonais com relagao ao produto interno

(h.q) = / " p@a(ee e+ 3 Mp(0)g(0), (5.25)

o0 i=0
com o > —1/2 e M; > 0,7 = 0,1,2,3. Note que este produto interno é simétrico, isto

2ty = 0, n,m € N. Os polinomios de Hermite (generalizado) aparecem no

é, (2", x
processo de simetrizacao dos polindmios de Laguerre. Devido a esse fato, obtivemos, em
[44], uma representacao desses polinémios em termos dos polindémios do tipo Laguerre-

Sobolev generalizado.

Teorema 5.5 (F. Marcellan e F. R. Rafaeli, 2010). Seja {Q,, }n>0 a sequéncia de polindmios

ortogonais com relag¢io ao produto interno (5.25). Entao, para todo n € N, temos

HEMOM) 2y, (x1) = L(O1/2Mo/T(at1/2)4M2 /Dat1/2) (5:2) (5.26)

n
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HEMIM) () = Qo () = o L2/ T0k3/2) 3605 104372 (42) (5.27)

Para o caso a = 0, temos os polindomios ortogonais do tipo Hermite
H2Mo M) ( ) H20 Mo, M2)(x) _ L1(1—1/2,M0/F(1/2),4M2/F(1/2))(x2)

Hz(nMJ:IMs)(x) — Hég,ﬁl,Mg)(@ _ xL1(11/2,M1/1"(3/2),36M3/F(3/2))(x2).

Demonstragio. Sejam Qa,(z) = P,(2?) e Qa,11(7) = 2R, (2*). Entao,

(Qon, Qom) = /OO Pn(:cz)Pm(:czﬂx\me_dex + Mo P,(0) P, (0) + 4M, P, (0) P, (0)

= 2 /0 h P,(2%) Py (2®) 2> ¢ dx 4+ MyP,(0)P,,(0) + 4MyP.(0)P. (0).
Fazendo 2% = t, obtemos
(Qan, Qam) = /0 N P, (t) P, ()t Y27t dt + My P, (0) P (0) 4+ 4My P (0) P. (0) = Kop0pm.
Assim,

H2(37M07M2 ( ) Q2n( ) _ (t2) Lgla—1/2,Mo/F(a+1/2),4M2/1"(a+1/2))(t2)

com My =T'(a+1/2)M ¢ My =T'(a+ 1/2)N/4 em (5.16). Por outro lado,

<Q2n+la Q2m+l>

_ / R () R (22)22 | 2]~ dix + My R (0) R (0) + 36 M3 R.. (0) R, (0)

o

=2 / R (2®) Ry (222 Ve dz + My R, (0) Ry, (0) + 36 M5 R, (0) R, (0).
0
Fazendo 2% = t, obtemos

(Qans1, Qamyr) = / R, ()R, ()t e~tdt + My R, (0) R, (0) + 36 MsR., (0) R, (0)
0

- K2n+16n,m-

Assim,

Hz(zi\fl,Ms)(t) _ Q2n+1(t) _ tRn(tz) _ tL7(1a+1/2,M1/F(a+3/2),36M3/1"(a+3/2))(t2)’

com My =T(a+3/2)M e M3 =T(a+ 3/2)N/36 em (5.16). O
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Denotemos por h%‘?,;Mz(a), 1 <k < 2n, e h%ﬂ;%j(a), 1 <k < 2n+1,

respectivamente, os zeros dos polinémios do tipo Hermite generalizado, Héz’MO’MQ)(:L’)
e H{®NM) (1)) arranjados na seguinte forma: [y M2 ()2 < oo < [y M (a)]? e

[on's i ()] < - < [hagiaf ()],

Observe que, da propriedade de simetria desses polindmios, temos que
Mo, Mo _ Mo, Mo My, M3 _ My, M3 _ :
h2n,k (o) = _h2n,2n—k+l(a) € h2n+l,k (o) = _h2n+1,2n+2—k(a)> para k =1,...,n. A seguir,
faremos uma analise do comportamento desses zeros: assintotica, entrelagamento e mono-
tonicidade.
M,N

Sejam z,, ;" (@) e xnk(a) os zeros de LM Ny e L8 (2), respectivamente,

todos arranjados em ordem decrescente. Entao, de (5.26) e (5.27), temos que

2
[h%%MZ( a)] _ x%z/r(aﬂ/z),4M2/r(a+1/2)(a _1/9)

2
[hé‘,ﬁ %j(a)] — g M/TEAS/DBMTAS/D (o 4 )

Desde que, dependendo dos valores de Ms e M3, os menores zeros dos polindmios do tipo

Laguerre-Sobolev generalizado
g Mo/T(0+1/2), AMa/T(et1/2) (o, _ 1/9) o gM1/T(a+3/2),36Ma/T(@+3/2) (¢ 1 1 /2)

. ~ Mo, Mo My, M3 1
podem ser negativos, entdao os zeros hy,;, *(a) e hy,y) () podem ser complexos, isto

) o , Mo, M. , My, M

¢, os polinomios HL® M) (1) ¢ Hézﬂl *(x) podem ter um par de zeros complexos
localizados no eixo imaginario. Portanto, no maximo dois zeros complexos aparecem nessa
situacao.

Este é um exemplo interessante que mostra que esse tipo de produto interno

pode gerar uma sequéncia de polindomios ortogonais com zeros complexos.
Teorema 5.6 (F. Marcellan e F. R. Rafaeli, 2010). Seja o« > —1/2. Entao,
(1) as desigualdades
[130% (0)]* < i n(o— 1/2) < [ (0)] < e 1/2)
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sao validas para todon € N, n > 2, e todo k com 1 < k <n—1. Além disso, para

hMo,MQ

todo n firo, o zero hy,y"* () satisfaz
12

_hMO’M2(oz) >0, para My < ]TJ;,

2n.n

- 12 —
Ryl (o) | =0, para M, = M,,

2n.n

- 12 N
R0 Mo ()| < 0, para My > M,

2n,n

~ Tn-1I(a+3/2)
M, = Ha+T7/2no

(17) as desigualdades
2 2
[hgflﬂ{,iﬂ(a)} < Toppila+1/2) < [h;‘f;f‘l{;(a)} < zppla+1/2)

sao validas para todon € N, n > 2, e todo k com 1 < k <n—1. Além disso, para
todo n fizo, o zero hé‘ﬂfﬁl(a) satisfaz

r 12 —
RIS ()| >0, for Mz < M,

2n+1,n

r 12 —~—
honiim(@)| =0, for My =M,

- 12 _
R M ()| <0, for Mz > M;,

i 2n+1.n
com
~ T(n—1DI(a+5/2)
Ms =
36(a+9/2),_2
Demonstracao. Este resultado é consequéncia dos Teoremas 5.5 e 5.4. O

O préximo teorema ¢é baseado em resultados da Secao 5.3.

Teorema 5.7 (F. Marcellan e F. R. Rafaeli, 2010). Sejam o > —1/2 e (,, () 0s zeros do
polinomio F, ,(x) definido em (5.83). Entao,

(i) as desigualdades, para My =0,
0,M 2
Gl =1/2) < [B§12(@)] < anpla = 1/2) < -+ < Guala = 1/2)
2
< [hg%z(a)} < zpi(a—1/2)
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2

2
sao vdlidas para todo n € N, n > 2. Além disso, os zeros [hg;% (a)] sao fungoes

2
decrescentes de M, [hg;f\f(a)} — Cop(a — 1/2) quando My — oo, e

lim M2{[hgﬁf(a)]z—Cn,k(a_l/Q)}:g"v’f(a_lm)’ k=1,...,n;

My=00
(17) as desigualdades, para My =0,
Gonlar+1/2) < [1525, (0)] (@4 1/2) << Caa+1/2)
< [ @] < nsta+1/2)
sao vdlidas para todo n € N, n > 2. Além disso, os zeros [hg;ﬁik(o‘)r sao fungoes

2
decrescentes de Ms, [hgfﬁ’k(a)] — Cur(a+1/2) quando M3 — oo, e

2
lim M, { [hg;j‘ﬁvk(a)} — Canlo+ 1/2)} = gurla+1/2), k=1,....n.

Ms—o00
A func@o ¢, («) acima foi definida em (5.88).

Demonstracao. Este resultado é consequéncia dos Teoremas 5.5, 5.23 e 5.24. O

5.2 Zeros de polindmios ortogonais gerados por uma
perturbacao

Nesta secao, consideraremos os polinomios ortogonais gerados por uma per-
turbagao na medida dos polindmios ortogonais classicos. Mais especificamente, sejam as
medidas classicas dpas = (1 — 2)*(1 + x)dx, o, 3 > —1, dpo = 2% %dx, a > —1, e
dp = e dz, que geram os polindémios ortogonais de Jacobi, Laguerre e Hermite, respec-

tivamente, e consideremos as seguintes perturbacoes nessas medidas:

dﬁaﬂ = d,ua,g + Méa, (528)

fie = dpte + M6, (5.29)
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dfi = dp + M, (5.30)

com 9, sendo a fun¢ao delta de Dirac no ponto x = a e M > 0. Os novos polinémios
ortogonais que surgem das medidas (5.28), (5.29) e (5.30) sdo chamados de tipo Jacobi,
tipo Laguerre e tipo Hermite. O estudo dos zeros dessas trés novas familias de polinémios
ortogonais tem sido motivo de pesquisa de varios matematicos nos tltimos anos (veja [2],
[20], [21], [27], [29], [37], [39]). Um dos interesses dos especialistas nesta area ¢ estudar o
comportamento dos zeros desses polinomios com relagao & massa M. Algumas das con-
tribuicoes desta tese tratam exatamente deste assunto. Fornecemos algumas informacoes
sobre a influéncia da massa M nos novos zeros, tais como, monotonicidade, assintoticidade
e velocidade de convergéncia, além de propriedades de entrelagamento desses zeros com os

zeros dos polinémios ortogonais cléssicos.

5.2.1 Polindmios ortogonais do tipo Jacobi

Consideremos os polinomios do tipo Jacobi (ou Jacobi-Koornwinder),

{ plosM )(l')}nzoa que sao ortogonais com relagao ao produto interno

27 A1 (o + B+ 2) /1
Fa+1I(B+1)

(p,q) = p(x)q(x)(1 — 2)*(1 + 2)’dx + Mp(1)q(1),  (5.31)

-1
com a,3 > —1e M > 0. De forma anéaloga, podemos considerar os polinémios do tipo
Jacobi, {P,(La’ﬁ N) () }n>0, ortogonais com rela¢ao ao produto interno

271D (a + B+ 2) /1

[la+DI(B+1) p(x)q(x)(1 — 2)(1 + 2)’de + Np(=1)q(—1), (5.32)

(p,q) = »

com o, > —1 e N > 0. Tais polindbmios foram estudados primeiramente por T. H.
Koornwinder [39], em 1984. L4, ele adicionou, simultaneamente, duas fungoes delta de

Dirac nos pontos x = —1 e z = 1, isto ¢,

2710 (a + B+ 2)
Fla+ 1)I(B+1)

dﬁa,ﬁ,M,N = d,ua,ﬁ + N5_1 + M51 (533)
A constante que multiplica a medida cléssica tem apenas o papel de normaliza¢ao, nao

«a,B,M,N) (LL’)

desempenha nenhuma funcao especial. Denotaremos por P,S 0s polinémios que
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Capitulo 5. Zeros de polinémios ortogonais relacionados a medidas classicas

sdo ortogonais com relagdo a medida (5.33). Uma representagao desses polindmios em

termos dos polinomios classicos ¢ a seguinte:

Teorema 5.8 (T. H. Koornwinder, 1984). Os polinémios P,ga’ﬁ’M’N)(x) podem ser repre-

sentados por

P,Sa“@’M’N)(;U) _ F(n+a+ﬂ+ 1) :|2
Fn+DHNa+5+1)
(5.34)
B.N(1—z)— A,M(1+x) d
A, B, B\ — Py
X{ (@) + a+fB+1 dx @)y
com
A, = AN(a, ) = Fn+DI'n+a+1IBE+ DN a+06+1) nn+a+F+1)N
S Dla+1DI'(n+ 8+ 1)I(n+a+8+1) B+1)(a+p6+1)
o F'n+DI(n+ 8+ ) (a+ D' (a+6+1) nn+a+G+1)M
B, = B)' (o, B) = :
r+1)I'n+a+1)'n+a+p4+1) (a+1)(a+8+1)
Como consequéncia de (5.34) ou (5.6), obtemos, para os polindémios pleopM) (x) =
J S (x), a seguinte formula de conexao:
Corolario 5.1. Os polinémios plesM) () podem ser representados por
d
PeBM) () = Ag PP (1) — A%p,gav@ (2), (5.35)
com
Ay = Al(n;a,8) = 14+ AM,
+1
A = AM(n; - -
: vmen ) = B
e

— Al T+ DI+ a+B+2)T(n+a+1)
A=A B = ) (at + 2T+ A+ DT(n)

Forneceremos, na sequéncia, uma outra féormula de conexao para esses polindémios.

Teorema 5.9 (D. K. Dimitrov, M. V. Mello e F. R. Rafaeli, 2010). Os polinomios

plesB:M) (x) podem ser representados por

PP () = PO (@) + MGl (), (5.36)
com
+3)A .
Grap(T) = %(% — P (). (5.37)



5.2. Zeros de polinébmios ortogonais gerados por uma perturbacao

Demonstragao. Observe que, de (5.35), temos

(a+1)A ) d

n(n+a+ 0+ 1)( x>@P75“’6)(x)- (5.38)

Gras(z) = AP () —

De fato, para provar que (5.37) e (5.38) coincidem, basta usar (2.13) e comparar termo a

termo cada poténcia de x. O

Sejam x)} (o, B) e xni(a, B), k = 1,...,n, os zeros de PT(LO"B’M)(x) e P,Sa’ﬁ)(x),

respectivamente, arranjados em ordem crescente, isto é, xﬁ/ll(a, g) < - < xﬁ/fn(a,ﬁ) e
Tpi(a, B) < -+ <2, ,(a, F). A monotonicidade e a assintoticidade dos zeros do polindémio

de Jacobi classico, P\*” (x), foram investigadas no Capitulo 4 (ver [17] e, também, todas as
referéncias 14 citadas). Agora, um problema interessante é investigar o comportamento dos
zeros dos polinomios do tipo Jacobi quando a massa M varia. Alguns artigos que tratam
desse assunto sao [2], [21] e [29]. Provamos que eles sao fungdes monotonas considerando-os
como fungoes da massa M, assim como a convergéncia deles quando M tende ao infinito,

com velocidade de ordem 1/M, aos zeros de certos polindmios ortogonais classicos.
Teorema 5.10 (D. K. Dimitrov, M. V. Mello e F. R. Rafaeli, 2010). As desigualdades
l’n,l(oﬁﬁ) < $%1(Oé, /6) < l'n—l,l(a + 2>ﬁ) << zn,n—l(a>ﬁ) < xi\fn—l(aa /6)

< xn—lm—l(a + 27 ﬁ) < xn,n(a>ﬁ) < xi\fn(aa /6) <1

sao vdlidas para todo M >0, n > 2 e a,3 > —1. Além disso, cada zero x%k(a,ﬁ) € uma

fungao crescente de M e, para todo k=1,...,n—1,
Jim 2 (0 8) =1, lm el 8) = zuie(a+2,8), (5.40)
e
Jim ML= (0, 5)] = gala 9),
R R

) 2+ 1)(a+2)

gnle, B) = n+08)(n+a+1)A

(5.41)
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Capitulo 5. Zeros de polinémios ortogonais relacionados a medidas classicas

Demonstragio. Observe que os coeficientes de 2 em P (x), S () e Gy p(x) sao

dados por

2_n<2n—|—a+ﬁ)7 2_n<2n+a+ﬁ)A0 . 2—"(n+ﬁ)A<2n+a—l—ﬁ)’

n n n n—1

respectivamente. Desde que todos eles sao positivos, entao, do entrelagamento (5.10), isto
é, de

Tna(a, f) < x%l(oz,ﬁ) < < Tpala, f) < x%n(oz,ﬂ)

e da formula de conexao (5.36), temos

sign (Péa’B’M)(xn,k(a,ﬁ))) = sign(Gn,aﬂ(zmk(a,/B))) = (1) kHt

sign (PO (a24,(01, 3))) = —sign| G slatiy(a, B))) = (<1,
para k =1,...,n. Isso implica na propriedade de entrelagamento (5.39).
Agora, do entrelagamento (5.39) e da féormula de conexao (5.36), usamos o
Teorema 3.9 para concluir que os zeros de P\**™) (x) convergem aos zeros de G, o 5(),
isto é,

lim z) (a,8)=1 e lim )} (a,B) =2, 14 +2,0). (5.42)

M—oo W™ M—o0
Além disso, segue, também, que

P(aﬂ)(l)
i _ M " \7
i, ML= (as )] = & 0

(a76)
]\}lm M[In—l,k(a —+ 27 6) _ xﬁ/{k(a7 6)] _ gtl (xn—l,k(af -+ 27 6))

n,a7ﬁ(x”—17k(a + 27 6)) '
Usando (2.14), (2.17), (2.19) e (5.38), obtemos, apos alguns calculos, que

G;%C‘fﬁ(l) _ 1 e G;L,a,ﬁ($n—1,k(a + 2a /6)) _ 2(0& + 2)
PP gnle, B) PNyl +2,8) L+ @aipla+2,8)]ga(e, 8)
com gn(a, #) dado por (5.41). O
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5.2. Zeros de polinébmios ortogonais gerados por uma perturbacao

Experimentos numéricos mostram que as quantidades M[1 — 2™ («, 3)] e

Mz, p(a+2,8) —x) (o, B)], 1<k <n—1,sao fungdes crescentes de M.
Para ilustrar os resultados do Teorema 5.10, fornecemos uma tabela (ver Tabela

a,B,M
P

5.3) que mostra os zeros de x), com o = 0 e f = 2, para varios valores de

M. Observe que o maior zero converge para 1 e os outros dois zeros convergem aos

Tabela 5.3: Zeros de nga’ﬁ M) (x) para alguns valores de M.

M 234(0,2) 255(0,2) 255(0,2)
0 —0.410004 0.305992 0.854012
1 —0.38243 0.368016 0.972748
5 —0.378969 0.375736 0.993617
10 —0.378475 0.376834 0.996739
20 —0.378068 0.377736 0.999336
zeros do polindmio de Jacobi P2(2’2)(1'), isto &, eles convergem para x51(2,2) = —1/V7 e

T92(2,2) =1/ V7. Note também que todos os zeros sdo funcdes monédtonas com relacio a

M. Veja também a Figura 5.3.

i la, Bl

1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

e

Figura 5.3: Gréfico dos zeros de ngo’z’M) (x) como funcao de M.

Usando a propriedade de simetria (2.15) dos polindémios de Jacobi, obtemos

facilmente resultados anélogos aos anteriores sobre os zeros z2,(a,3) dos polinémios
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Capitulo 5. Zeros de polinémios ortogonais relacionados a medidas classicas

pleohN) (x), gerados pelo produto interno (5.32).

(O‘yﬁvN) (l.)

Corolario 5.2. Os polinémios Py podem ser representados por

(n+ a)A(n;

o 50 s 1) B (). (5.43)

PN (z) = P9 (2) + N

Corolario 5.3. As desigualdades

—1<$£LV71( 6)<$n1( ﬂ)<$n 11( ﬁ+2><$n2( ﬂ)<$n2(04 ﬁ)<

< :L'n—l,n—l( ﬁ + 2) nn( ﬁ) < Zp n(a /6)

sao validas para todo N >0, n > 2 ea, 3 > —1. Além disso, cada ZL}]Xk(Oz, B3) € uma fungao

decrescente de N e, para todo k =1,...,n—1,
]\}lm ahy(a,B) = —1, A}im TN i1 (a, B) = o1 (o, B+ 2), (5.44)
e
Jim Ny, 8)+1] = ha(a, 6),

1 — zp1 ko, B+ 2)] hy(a,
1\}1—I>ICI>ON[I ra1( B) =zl B+2)] = L= l’k;?ﬂﬁ_i_z> LG /6)7

com

20+ 1)(B+2)

ho(a, B) = (n+a)(n+B+1)An;5,a)

b 7M7N
(BN (1) caso esse es-

Consideremos, agora, o comportamento dos zeros de P,
tudado, como ja dissemos, por T. H. Koornwinder. Denotemos seus zeros por :cfy ,;N(oz, 3),
k=1,...,n, com x%iN(oz, B) <--- <a)N(a, f). Uma interessante interpretacao eletros-
tatica desses zeros foi apresentada em [29]. Nossa contribui¢ao com relagdo ao comporta-
mento desses zeros ¢ que mostramos que eles sao fungoes monoétonas com relagao as massas

M e N [15].
Teorema 5.11 (D. K. Dimitrov, M. V. Mello e F. R. Rafaeli, 2010). As desigualdades

—1<api™(@,B) < Taoia(@+ 1,8+ 1) < ani¥ (e, 8) < -
(5.45)

< Tpoip—1(a+1,04+1) < ng’;LN(oz, p) <1,

sao vdlidas para todon € N, n > 2, M,N >0 ea+ [(+1> 0. Além disso, os zeros

M,N . .
x, . (o, ) sao fungoes crescentes de M e decrescentes de N.
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5.2. Zeros de polinébmios ortogonais gerados por uma perturbacao

Demonstragao. Usando (2.19), podemos reescrever (5.34) como

ploaNN gy h;m+a+ﬁ+n)r{m —A,B, (1—a) [Pe? ()]

n+D0(a+G+1 n+a+B+1)
/
+ 0 (M, Ny ) [P ()] }

com r, = r\ (M, N;z) = az — b,
—n(n+a+ G+ 1)NB,
nla+0+1)(n+a+G+1)

+&$%m+a+ﬂ+1MPHQ+5+DW+5+®BA
nla+p0+1)(n+a+pG+1)

nn+a+G+1)MA,
nla+pf+1)n+a+5+1)

n(n+a+ B+ 1N+ (a—B)(a+ 8+ 1)A,]B,
nla+pf+1)n+a+p+1)

Observe que, paran > 2 ¢ a+ f+1 > 0,
Ma+ﬂ+Um+a+ﬂ+Da:§>Q
com
¢ = Tn+D)D(a+B+1)
x{nn+nna+Unﬁ+nnn+a+nnn+ﬁ+nna+ﬁ+$

+nFW+m%WHwHJF+NNa+®%m+6+D2Nn+a+ﬂ+m}

d=T(a+2)T(B+2)(n+a+1)I(n+ B+ 1)I(n+a+p+1)%
Desde que

nla+p+1)(n+a+G+1)(a—0b)

_ A 2L(n+ Dl (a+2)L(n+ S+ ' (a+ 5+ 2)
T T(B+ )+ a+DI(n+a+B+1)

>0
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Capitulo 5. Zeros de polinémios ortogonais relacionados a medidas classicas

nla+B+1)(n+a+p+1)(a+b)

2+ DI+ 2)T(n+a+ 1)l (a+ 5+ 2)
" T+ DI+ 8+ D)(n+a+3+1)

> 0,

ozero & = b/a der, pertence a (—1,1). Agora, note que os zeros a:%,;N(a, 3) de PPN (1)

sao os pontos de interseccao da reta r{P )(M ,N;x) com a fungao racional
1
AB, A0w)
1-a2?)——=
nn+a+p+1) F&m@ﬂ
A,B, — 1
= (1—2?) Z

S nn+a+pB+1) -z pla+1,6+1)

k=1

Assim,
—1<api™(e,B) < zooi(@+ 1,8+ 1) < an (e, 8) < -+

< xn—l,n—l(a + 1, 6 + 1) < l’M’N(OK, 6) < 1.

n,n

Além disso, para & > 0,

r(M,N;z) r(M+¢e N;z)
Bi(nia.B)  Byv(map) o 0ehe Al

T(Mva'E) T(M,N—}—E;gj)_
AN (n;a, B) a AN*e(n; o, B) = (=1 +z)en(a, B, M, N),

co1m

cnlor, B, M,N) (B +1)%01 (o, B)[(a+ 1) (a + B+ 1)d1 (e, B) + nMdy (e, §)]

(a+ DB+ 1)(a+B+1)01(8,a) +nNo (B, o))
1
(B+D(a+ B+ 1)61(3,a) +n(N +¢)da(3, a)]

X[ >O>

paran>2 a+F+1>0e
(o, ) =T(n+ HlNa+1)I'(n+ 4+ 1) (a+ 5+ 1),

b, B) =T(B+2)T(n+a+1)I'(n+a+ 3 +2).

N

. . M. ~ < P
Portanto, a monotonicidade dos zeros z, ;" (o, 3) com relacio as massas M e N esta

provada.
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5.2. Zeros de polinébmios ortogonais gerados por uma perturbacao

Para exemplificar a monotonicidade, observe os graficos das fungoes racionais

sy Al S

nn+a+f+1) -z, u(lat+1,5+1)

Bl—x 2

Si(n;x) =
i) = e e P 2 e @ T LA
junto com os graficos das retas
(o, 8) M N: (. 8) M. N .
Ry(nia) = PSR gy = T N )

By*e(n; a, ) AT*e(n; o, B)

para varios valores de €, € > 0 (ver Figuras 5.4 ¢ 5.5).

Figura 5.4: Gréaficos de Sy(4;x) e R5(4; x), para alguns valores de e.

Abaixo, fornecemos duas tabelas para ilustrar numericamente a monotonicidade
dos zeros de Péa’ﬁ’M’N)(x) como fungoes de M e N. A Tabela 5.4 mostra os zeros de
Péa’ﬁ MN) (x) quando o = 1, § =2 e N = 5 para alguns valores de M. Fica claro que os
zeros sao funcgoes crescentes de M e que o maior zero converge muito rapido a 1.

A Tabela 5.5 mostra os zeros P\“PM™) (1)

quando o =1, =2 e M = 4 para
alguns valores de N. Agora, note que os zeros sao fungdes decrescentes de N e que o menor

zero converge rapidamente a —1.
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Capitulo 5. Zeros de polinémios ortogonais relacionados a medidas classicas

Figura 5.5: Graficos de S1(4;z) e R;(4; x), para alguns valores de ¢.

Tabela 5.4: Zeros de Péa’ﬁ M) (x) para alguns valores de M.

M 257 (1,2) 2557(1,2) z”(1,2)
0 -0.997724 0.000285 0.666762
1/4 -0.996843 0.0898728 0.899104
1/2 -0.996733 0.0995849 0.940857
3/4 -0.99669 0.103278 0.958181

1 -0.996667 0.105223 0.967658

5 -0.996608 0.110183 0.99301

Tabela 5.5: Zeros de Pg(a’ﬁ M) (x) para alguns valores de N.

N 55 (1,2) w55 (1,2) w55 (1,2)
0 -0.462982 0.239083 0.99439
1/4 -0.93918 0.116715 0.991499
1/2 -0.967854 0.113191 0.991401
3/4 -0.978155 0.111975 0.991366

1 -0.983456 0.111359 0.991349
5 -0.996612 0.10986 0.991306
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5.2. Zeros de polinébmios ortogonais gerados por uma perturbacao

Seja

I(n+a+B+1)n+a+p+2)M

D@D = Dln. a5 M) = o @ T (B + Dia + 5+ 27

e definamos os polinémios

(n+ B)Am; @, B) pata)
2n el

Uz) = (z — 1) { (z) + D(N)(1 + z) [Pga@(x)}”}

(n+ a)A(n; 8, )
2n

V() = (e + 1) { PEFD) 0y — D(M)(1 — ) [P <x>]”} |

L. P M,N
Mostraremos, no proximo resultado, o comportamento assintotico de =, ;" (a, #) quando

um dos parametros M ou N convergem ao infinito.

Teorema 5.12 (D. K. Dimitrov, M. V. Mello e F. R. Rafaeli, 2010). Para cada N > 0 fizo,
08 2er08 xka(a, B) convergem aos zeros de U(x) quando M — oo e, para cada M > 0, 0s

zeros 25N (ar, B) convergem aos zeros de V(z) quando N — oo,

Demonstragao. De (5.36) e (5.43),

(n + B)A(n; o, B)

PLeBMO) gy = Pld) () + M 5
n

(x — )PP ()

n+ a)A(n; 8, a)
2n

PPN (1) = plebB) () 4 N( (1+ x)P,(ﬂ’fH) (x).

Assim, podemos reescrever (5.34) como
~ o~ /
PPN () = PO () 4 BN (2) + A, PS(2) + B, [Péa’ﬁ)(x)} ,

co1ml

A— 14 I(n+a+p+2)>2MN
(a+1)(B+ DT(n)2D(a + 3 + 2)2
(§
= <1—x B 1+x) nn+a+B+1)ln+a+B+1)2°MN
" a+l [+1 L(n+1)2(a+ 6+ 2)2
Dai,
pr(LO‘ﬂ’]\J‘;N)(x) — U(z) quando M — oo (5.46)
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Capitulo 5. Zeros de polinémios ortogonais relacionados a medidas classicas

— V(z) quando N — oo. (5.47)

Portando, para todo N > 0 fixo, os zeros a:nMJjCN(a, () convergem aos zeros da fungao do lado
direito de (5.46) quando M — oo e, para todo M > 0 fixo, os zeros x%,;N(a, () convergem

aos zeros da fungao do lado direito de (5.47) quando N — oo. O

Corolario 5.4 (D. K. Dimitrov, M. V. Mello e F. R. Rafaeli, 2010). Para todo n > 2,

Além disso, para todo k =2,...,n—1,

im0 8) = e aia(a+2,942)

Demonstragao. Dividindo (5.46) por N ou dividindo (5.47) por M, temos

PLBMN) (4 il t+a+f+1Dl(n+a+5+2) (1—a?) [
MN (a+ DB+ DM+ 1PTla+5+22

quando M, N — oc. O

"
PO(a)]

5.2.2 Polindémios ortogonais do tipo Laguerre

Consideremos os polinémios do tipo Laguerre (Laguerre-Koornwinder),

{ LM )(!E)}nzoa ortogonais com relacao ao produto interno

(brq) = 1)Aﬂmmwﬁﬂm+mmmw (5.48)

Fla+1
coma > —1e M > 0. Esses polinomios também foram obtidos por T. H. Koornwinder [39],
em 1984, como um caso limite dos polinomios do tipo Jacobi {P,(La’ﬁ M) () }n>0, ortogonais

com relagao a (5.31), isto &,

L(O"M)(a:) = lim Péa’ﬁ’M)(l —23712).

n Bsoo
Apesar de T. H. Koornwinder ter obtido os polinémios do tipo Laguerre, ele nao os des-

creveu com maiores detalhes. R. Koekoek [37], em 1988, publicou um trabalho no qual ele

descreve alguns resultados, dentre eles, a formula de conexao a seguir.
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5.2. Zeros de polinébmios ortogonais gerados por uma perturbacao

Teorema 5.13 (R. Koekoek, 1988). Os polinémios Ll () podem ser representados por

d
L™ (w) = ALY () + AL (@), (5.49)
a

com

Ay = AY(n;a) = 1+M<n+a),

n—1

A = AM(nja) = M(n;a).

Da forma como apresentada acima, a férmula de conexao nao é muito util para

nosso propoésito. Por esse motivo, reescrevemos da seguinte forma:

Teorema 5.14 (D. K. Dimitrov, F. Marcellan e F. R. Rafaeli, 2010). Os polinémios

LA (x) podem ser representados por

LM(z) = LM (x) + MG o), (5.50)
com
1 /n+a a2

(@) = —— (n B 1)an_+1 )(x). (5.51)

Demonstragao. Observe que, de (5.49), temos

n+a n+a\ d

Gralz) = L — L) (x). 5.52
= (2w (M) e (5.52)
Para provar que (5.51) e (5.52) coincidem, basta usar (2.23) e comparar termo a termo
cada poténcia de x. ]
Sejam z), (@) e (@), k = 1,...,n, os zeros de LM (z) e L (z), respec-
tivamente, arranjados em ordem decrescente, isto ¢, z) () < --- <z} (a) e T, pn(a) <

-+ < xp1(a). A monotonicidade e a assintotica dos zeros do polinomio de Laguerre clas-

sico, Lgx)(x), foram investigadas no Capitulo 4 (ver [18] e, também, todas as referéncias

14 citadas). Agora, um problema interessante é pesquisar o comportamento dos zeros dos

polinémios do tipo Laguerre quando a massa M varia. Alguns trabalhos recentes sobre

este assunto sao |2, [22] e [37]. O proximo resultado mostra a monotonicidade, assintética
M

e velocidade de convergéncia dos zeros ", () com relagdo a M, além do entrelagamento

desses zeros com os zeros dos polindmios de Laguerre cléssicos [14].
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Capitulo 5. Zeros de polinémios ortogonais relacionados a medidas classicas

Teorema 5.15 (D. K. Dimitrov, F. Marcellan e F. R. Rafaeli, 2010). As desigualdades

0<aM

n,n

(@) < zpn(a) < zpna(a+2) <z (o) <z gp1(a) <---

n,n—1

(5.53)
< Tporp(a+2) < 2 (a) < zpa()

sao validas para todo M > 0, n > 2 ea > —1. Além disso, cada zero x%k(a) ¢ uma funcao

decrescente de M e, para cada k=1,...,n—1,
lim z¥ (o) =0, lim 2 (o) =2, 1 4(a+2), (5.54)
M —o0 ’ M —o0 ’
e
T Mz, (0) = (a+2)gu(a),
> (5.55)
Tim Ma(0) ~ 2140 +2)] = galo).
com
a+1
gnla) = — (5.56)
(o +2) (")

Demonstragio. Observe que os coeficientes de 2" em L (x), L,({x’M)(x) e Gpo(x) sio,

respectivamente,

N R G & <n+a)_

e
n! ' n! n! n—1

Desde que, dependendo da paridade, todos sao positivos ou negativos, entao, do entrelaca-
mento (5.18), isto ¢, de

z%n(a) < Tppla) < - < x%l(a) < xp1(@)
e da formula de conexao (5.50), obtemos

sign (LG (2,,4(a)) = sign(Gaa(wns(@))) = (~1)" 7+

e
sign (L (22,(0))) = =sign(Ga(aihy(@))) = (~1)"%,
para k = 1,...,n. Isso implica na propriedade de entrelagamento (5.53).

Agora, do entrelagamento (5.53) e da féormula de conexao (5.50), usamos o
Teorema 3.9 para concluir que os zeros de L™ (x) convergem aos zeros de Gy, (), isto
€,

lim z) (o) =0 e lim 20} (0) =z, 1(a+2). (5.57)

n,n
M—o0 ’ M—oo
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5.2. Zeros de polinébmios ortogonais gerados por uma perturbacao

Além disso, segue, também, que

L (21 (o +2))
!

lim Mz), (o) — zpq (o +2)] = (@n_1r(a+2))

M—oo

L(Of) (0)
. M L
A}EHOO M[xn,n(a)] - G;L,a((]) .

Usando (2.24), (2.26), (2.28) e (5.52) obtemos, depois de alguns célculos,

Gra0) 1
L (zpan@+2) (@) L)  (a+2)gu(a)

+
[\
~—
~—
—

G;L,a(xn—l,k (Oé

com gy, («) dado por (5.56). O
E um pouco surpreendente que o limite g, (a) em (5.55) niao depende de k.

Teorema 5.16 (D. K. Dimitrov, F. Marcellan e F. R. Rafaeli, 2010). Para cada n > 2 e

todo o > —1, as quantidades

M[:L’ﬁ/ll (@) = zp_11(a+2)]

sao funcoes crescentes de M, para M > 0.

Demonstracao. Desde que
Tpo11(a+2) < x%l(a) < xp1(a),

entao, pelo Teorema do Valor Médio, existe um namero real n em (z,-11(a + 2), 2 (@)

tal que
—L%a) ($n—1,l(a + 2))

[zt (@) = 21 (a+2)] = , (5.58)
[LSLOQM) (x)]
z=n
Por outro lado, derivando (5.50) temos
o dz, (a) da} (o)
[Ln )(I)]/|x:x£§{k(a) dM - Gn,a(xnj\/{k(a)) - MG;"“(x"M’k(Oé))idM = 07
ou, equivalentemente,
dz™ (o L (zM (o

aM ML

R COll NV
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Capitulo 5. Zeros de polinémios ortogonais relacionados a medidas classicas

De (5.58) e (5.59), obtemos

d M o d%]‘fl(a) M
FiT; {M[z) () — zp11(+2)]} = MdT + o) (@) = zp_1a (o 4 2)]
L@ (@) L (@aa(a +2)

(£ (@) (L)

a=a} (a) z=n
Desde que, dependendo da paridade de n, L (x) e L (x) sao ambas fungdes crescentes

e convexas ou funcoes decrescentes e concavas em (z,,_11(a + 2), +00), concluimos que

| L (aphy ()] < | L (@10 (0 + 2)

n,l

e
a, ! a, /
L2 2@)] Lot o] > | (L @)] Lo
demonstrando, assim, o Teorema 5.16. O

Simulagbes numéricas indicam que as quantidades Mz () e
Mz}, (o) — zp_1x(e + 2)] sdo também fungoes crescentes de M, M > 0, para todo k
coml1<k<n-—1.

Tendo em mente o limite (5.55) no Teorema 5.15 e a monotonicidade dada no

Teorema 5.16, obtemos:

Corolario 5.5 (D. K. Dimitrov, F. Marcellan e F. R. Rafaeli, 2010). A desigualdade
:E,J‘fl(a) < Zp_11(a+2) + gnla) /M

¢ vdlida para todo M >0, a > —1 en € N comn > 2.

5.2.3 Polindémios ortogonais do tipo Hermite

Consideremos os polinémios do tipo Hermite (generalizado), @, (z) = HiM (x),

que sao ortogonais com relagao ao produto interno

(p.q) = /OO p()q(w)|z**e™ dz + Mp(0)q(0), (5.60)

com o > —1/2 e M > 0. Ademais, fazendo My = M e My = My = M3 = 0 em (5.25),

obtemos (5.60). Assim, ¢ imediato que:
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5.2. Zeros de polinébmios ortogonais gerados por uma perturbacao

Teorema 5.17 (F. Marcellan e F. R. Rafaeli, 2010). Seja {Qy, }n>0 a sequéncia de polinémios

ortogonais com relagao ao produto interno (5.60). Entao, para n € N, temos

Héz’M)(ZL') — Q2n($) _ LgLa—l/2,M/F(a+1/2))(l,2) (561)
&
HM () = HSD) (2) o= Qanya () = 2 LTV (22), (5.62)

Para o caso a = 0, obtemos os polinémios ortogonais do tipo Hermite

HY () = HYM (x) = LEYAMTA/2) (42

Hyj (@) = Hyl (o) = 2 LD (22).
Demonstracio. E analoga a do Teorema 5.5. O

Denotemos por byl (), 1 < k < 2n, e honpap(a), 1 < k < 2n+1, os zeros
dos polindémios do tipo Hermite (generalizado) Héz’M) () e Héz;%) (x), respectivamente,
arranjados na seguinte forma: [h3]  (a)]* < --- < [hh ()] € [honyin(@)]® < -+ <
[hans1,1(r)]?. Devido & propriedade de simetria desses polindmios, temos que hj) (o) =
—h3h on—pi1(@) € hopy1p(@) = —hong1onso-k(a), k= 1,...,n, e, de (5.61) e (5.62), seque
que

(B3 4(0)]” = )P (0 = 1/2) e [hansri(@)]’ = zaulo +1/2).

Portanto, como consequéncia do Teorema 5.15, temos (ver [44]):

Teorema 5.18 (F. Marcellan e F. R. Rafaeli, 2010). Se n € N, entao
(i) as desigualdades

0 < [h3(0)]® < Tunla —1/2) < 2y 1na(a+3/2) < ---
< 211 +3/2) < [M ()] < zpr(a —1/2)

sao vdlidas para todon > 2, M >0 e a > —1/2. Além disso, cada h%k(a), kE=1,...,n,

¢ uma funcao decrescente de M e, para todo k=1,....,.n—1,
Jim B3l @] =0, lim [h ()] = 2ao1ale+3/2) (5.63)
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lim M [13] (a)] = (a +3/2)gn(a — 1/2),

(5.64)
lim M{[AY, ()] = 2 10 r(e+3/2)} = gula — 1/2);

Moo
(ii) as desigualdades
0< [h2n+17n(a)]2 < Tpn(a+1/2) < zpgp-1(a+5/2) <---
< Tpoqa(@+5/2) < [hop ()] < zp1(a+1/2)
sao vdlidas para todon > 2 e a > —1/2.

A fungao g, () em (5.64) foi definida em (5.56). Denotando, agora, por hj , :=
h%k(O), 1<k <2n, e hoypi1k = hont1£(0), 1 <k < 2n+ 1, os zeros dos polindmios do

tipo Hermite H2!(x) e H3L, (x), respectivamente, temos:

Corolario 5.6 (F. Marcellan e F. R. Rafaeli, 2010). Seja n € N. Entao
(i) as desigualdades

0< [h}!

2n.n

1? < Zun(=1/2) < 20 101(3/2) < -+ < @ 11(3/2) < [A]7 < 201 (—1/2)
sao vdlidas para todo n > 2 e M > 0. Além disso, cada h%k, k=1,...,n, € uma funcao

decrescente de M e, para todo k =1,...,n—1,

dim (a3 )7 =0, lim [k, ]" = 2ao1(3/2), (5.65)

lim M [h)! ] = 3/2g.(~1/2)
M=o (5.66)
lim M{ [hé\il’kf — Tn10-k(3/2)} = gn(=1/2);

M—co

(ii) as desigualdades

0 < [hons1n)” < Tun(1/2) < Tpo10m1(5/2) < o+ < 2-11(5/2) < [honi]” < 201(1/2)
sao vdlidas para todo n > 2.
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5.3. Zeros de polinémios ortogonais do tipo Sobolev

5.3 Zeros de polindmios ortogonais do tipo Sobolev

Nesta secao, estudaremos polindmios ortogonais com relagao a produtos es-

calares do tipo Sobolev (Sobolev discreto) da seguinte forma:

9, q) = / p(2)q(x)dp(z) + Ny (a)q(a). (5.67)

Mais especificamente, consideraremos os casos em que du(z) = (1 — 2)*(1 + z)’dx com

a=1, du(z) = 2% *dz com a = 0 e du(z) = e **dz com a = 0, ou seja,

ea) = [ plda(a)(1 = )1+ ) da + N (1) (1) (5.69
o) = [ pa)te e + MY O)g'0) (5.69
)= [ plalaleaf e ds + Ny O/ 0). (570

Os polindmios ortogonais gerados pelos produtos internos (5.68), (5.69) e (5.70) sdo chama-
dos de tipo Jacobi-Sobolev, tipo Laguerre-Sobolev e tipo Hermite-Sobolev, respectiva-
mente. Recentemente, varios autores estudaram os zeros desses polinémios ortogonais.
Destacamos alguns trabalhos como [4], [22] e [38]. Umas das contribui¢oes desta tese ¢ a
demonstragao da monotonicidade, assintotica e velocidade de convergéncia dos zeros dos
polindémios do tipo Jacobi-Sobolev, do tipo Laguerre-Sobolev e do tipo Hermite-Sobolev,
além de resolver um problema sobre localizacao do menor ou maior zero desses polinémios

(algumas simulagoes numéricas foram fornecidos por H. Duenas e F. Marcellan em [22]).

5.3.1 Polindmios ortogonais do tipo Jacobi-Sobolev

Consideremos os polinémios do tipo Jacobi-Sobolev {Pr(f‘ﬁ ) ()}, ortogo-
nais com relagao ao produto interno

0.0) = e D [ )1 = a0+ NP ), (5

coma, >—-1eN > 0.

Obtemos a seguinte formula de conexao para esses polinémios:
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Capitulo 5. Zeros de polinémios ortogonais relacionados a medidas classicas

Teorema 5.19 (D. K. Dimitrov, M. V. Mello e F. R. Rafaeli, 2010). Os polinémios
pLesN) () podem ser representados por
(0,8.N) (0) 4 pap) 2 & pap)
Pt (@) = AP () — A1 4 ) = B0 (2) + As(L+ @) o5 PP (), (5:72)

com

AozA((]N)(n;oz,ﬂ) = 1+ ACN,
(n—1)n+a+5+2)
4(a+1)

1

A2=A§N)(”§Oé,5) = mAN,

A= AN (n;0,9)

AN, (5.73)

rg+nDrn+a+8+2)I'(n+a+1)
Na+2)0(a++2)L(n+ 3+ 1)(n)’

m=—1Dn+a+8+2)(n(a+2)n+a+p+1)—(a+1)5)
Ya+1)(a+2)(a+3) '

A=An;a,p) =
(5.74)
C=Cn;a,p) =

Demonstracio. E analoga a do Teorema 5.1. O

De (5.72), podemos reescrever PA*7™ (z) como
PN gy = PL9)(2) + NFy o6(), (5.75)

co1ml

(n—1n+a+pF+2) d a8
D) A1+ 2) = PP ()

Froplz) = ACPY(z)— -

A P (5.76)
2 & pla,
+4(a+1>(1+x) d$2Pn ().

Denotemos por z),(a, B) e Cui(a, 3) os zeros de P,ga’ﬁ’N)@) e Fap(z), res-

pectivamente, todos arranjados em ordem crescente. No proximo resultado, provamos que
no maximo um zero de Pi**M) (x) esta localizado fora do intervalo (—1,1). Além disso,

fornecemos explicitamente o valor Ny da massa tal que, para N > N, esta situagao ocorre,

N

isto €, o malor zero x,, ,

(cv, B) € maior do que 1. Mostraremos, ainda, que os zeros an Lo, B),

Cuk(a, B) e zpi(a, B) se entrelacam (ver [15]).

120
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Teorema 5.20 (D. K. Dimitrov, M. V. Mello e F. R. Rafaeli, 2010). As desigualdades

-1< l'n,l(aaﬁ) < $£X1(Oé,ﬁ) < Cn,l(aaﬁ) << xn,n(aa/@) < l'nN,n(aa/@) < Cn,n(aaﬁ)
(5.77)

sao vdlidas para todon > 2, N >0 e a,3 > —1. Além disso, o maior zero, xﬁn(a,ﬁ),

satisfaz
N (a,3) <1, para N < Ny,

zﬁn(a,ﬁ) =1, para N = Ny,

N (a,3) > 1, para N > N,
com Ny dado por (5.11), ou seja,

da+1)(a+2)(a+3)

No= (n=Dmn+p)n+a+1l)(n+a+p+2)A

Demonstragio. Observe que os coeficientes de 2 em PP (z), P{**™) () e F, o 5(x) sdo,

2_n(2n+0z+6)’ 2_n<2n+0z+ﬂ)A0

respectivamente,

n n

(n—=1)n+Bn+a+B+)n+a+3+202n+a+5+1)
272(a+ 1)(a+2)(a+3)'(n+ DI'(n+a+ G+ 3)

Xnla+2)(n+a+p)—(a+1)(a+5+2)].
E facil ver que todos eles sdo positivos. Agora, da desigualdade (5.10) no Teorema 5.2,
segue que
—1<z,1(e,B) < :Efxl(a,ﬁ) <<l B) < 2N (a,B) (5.78)

n,

para todo n € N, n > 2. Entao, usando a férmula de conexao (5.75), obtemos

sign (P (@, (e, 8))) = sign( Foas(wnn(a, 5))) = (=1

sign (P (@0, 8) = —sign( Frp(zly(c. 8))) = (-1
para k = 1,...,n. Isso implica na propriedade de entrelagamento (5.77). Para investigar a
localizagao de z)), (av, ) com relagdo ao ponto x = 1, € suficiente observar que pieP ’N)(l) =

0 se, e somente se, N = Nj. O
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No proximo resultado, obtemos a monotonicidade dos zeros =%, (v, 3) com re-

lagdo a N bem como a convergéncia deles, quando N tende ao infinito, aos zeros ¢, x(a, )

com uma velocidade de convergéncia da ordem de 1/N.

Teorema 5.21 (D. K. Dimitrov, M. V. Mello e F. R. Rafaeli, 2010). Para todo n > 2,

N>0eafB3>—1, os zeros x¥, (a, 3) sdo fungoes crescentes de N. Além disso,

lim 2 (v, B) = Gun(a, B)

N—o0
lim N[Coi(a,B) — 2y (a,B)] = gaple, B), k=1,...,n, (5.79)

com

(an(at; B)Gni(er, B) + bu(er, 8)) ([Guil(a B))* — 1)

R P (Y ) o G T e e P

(5.80)

an(o, f) = 4n(a+1)(n+a+5+1),
bo(a, ) = 4d(a+1D)[2(a+1) —nn+a+F+1),
en(a,B) = [AC(a+1)—(n—1)n(n+a+F+1)]

xdCla+1)+nn+a+pB+1)(n+a+F+2),
do(a,8) = 2(a+ 1){-16C*(a+ 1)

—n—1nnh+a+0+1)(n+a+0+2)

+HC[(a+ D(a+2)+ Bla+ 1 —nn+a+ B+ 1)},
en(a, ) = 16C%*(a +1)?

+4C(a+ 1)2(a+ 1) (a =B+ 2) +n(—a+ 5 —-3)(n+a+ [+ 1)]
+n—=1nn+a+p+1)n+a+p+2)[-2(a+1)+nn+a+5+1).

Demonstracao. Isso é consequéncia de (5.75), das desigualdades (5.77) e do Teorema 3.9.

Para calcular explicitamente o limite

B (G
k

Aim N{Go (e, 8) = 2y (e, 9)] = F o 5o, (Z,g;
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usamos (2.17), (2.19) e (5.76) e obtemos

FAa,B(C k(a7ﬁ)) 1
P (Gl B)) gnrl@ )

com g, x(a, #) dado por (5.80). O

Simula¢oes numéricas mostram que todas as quantidades

NlGup(a,B) — 2l p(a,B)], k=1,....n,

crescem com N, para N > 0.

5.3.2 Polindmios ortogonais do tipo Laguerre-Sobolev

Consideremos os polindémios do tipo Laguerre-Sobolev, {L (M) ( ) bn>0, que
sao ortogonais com relagao ao produto interno
1 [ee]
=——— “e""dzr+ Np'(0)q' (0 5.81
.0) = gy [ P+ NP 0)4 0) (581)

coma>—1eN >0.

A seguir, apresentaremos uma féormula de conexao para esses polindémios, obtida

por R. Koekoek e H. G. Meijer [38], em 1993.

Teorema 5.22 (R. Kockoek e H. G. Meijer, 1993). Os polindmios L,(f"N)(x) podem ser

representados por

d L (2) + Ay— & L9 (z), (5.82)

a,N o
i )(I)_AOL;()+A1d Tk

com

Ny, onla+2)—(a+1) (n+a
Ag=Ag (o) =1+ CESICEE) N(n_2>

Ay = AN (q) = n—lN(n+a)

n—1

_|_
Ay = A (a) = 2 (n+a)'




Capitulo 5. Zeros de polinémios ortogonais relacionados a medidas classicas

Seja
nfa+2)—(a+1) (n+a«
Foo(r) = L
. J . P (5.83)
n—1/Mn+a«a n+ o
iy J(C)) — L9(z).
+a+1<n—1)dm "(:E)+a+1<n—1)dx2 w (@)
Entao, de (5.82), L) (x) pode ser reescrito como

LN (z) = L9 (2) + NF, o(z). (5.84)

Denotemos, agora, por ), (a), (@) € (i) os zeros de Lga’N)(x), L,({x)(:z') e
F,.o(x), respectivamente, todos arranjados em ordem decrescente. No proximo resultado,
provamos que no méximo um zero de L (x) esté localizado fora do intervalo [0, +00),
fato esse ja observado em [22] e [38]. Além disso, fornecemos explicitamente o valor N
da massa tal que, para N > N, esta situacdo ocorre, isto €, o menor zero z}, (a, () é

negativo. Em [22] foi provado que os zeros satisfazem z), (a,3) < @nn(e,8) < --- <

xTZLV (o, 8) < xpa(a, B). Nos provamos essas desigualdades de outra forma e, também, o

entrelacamento de :L',]Xn(a, B) e xp,(a, B) com os zeros (, x(a, B) (ver [15]).

Teorema 5.23 (D. K. Dimitrov, F. Marcellan e F. R. Rafaeli, 2010). As desigualdades

Cun(a) < xﬁn(a) < Tpp(a) < - < (uala) < xﬁfl(a) < xp1(@) (5.85)

sao wvdlidas para todon € N, n > 2, e todo k com 1 < k <n —1. Além disso, o menor

zero ) () satisfaz

2N (a) >0, para N < Ny,
2N (a) =0, para N = N,

2N (a) <0, para N > Ny,

com Ny dado por (5.19), ou seja

(a+1(n -+ 4).

N, —
0 Fin+a+2)

124



5.3. Zeros de polinémios ortogonais do tipo Sobolev

Demonstragio. Observe que os coeficientes de 2™ em L\ (x), L) (x) e F, o(z) sdo dados

por

(=)™ (=1 (—1)"n(a+2)—(a+1) (n+a
TR ey N(n—2)’

respectivamente. E facil ver que, dependendo da paridade, todos eles sdo positivos ou

negativos. Agora, das desigualdades (5.18) no Teorema 5.4, segue que

an (@) < Tppla) < <ali(a) < 2 () (5.86)

n,n

para todo n € N, n > 2. Entao, usando a férmula de conexao (5.84), obtemos

sign (LN (2, 1(a))) = sz’gn(Fn,a(xmk(oz))) = (—1)nh

e
sign (L (1 y(0))) = =sign( Fua(ay(a))) = (=1
para k = 1,...,n. Isso implica na propriedade de entrelacamento (5.85). Para investigar

a localizagao de a:nN ,(a) com relagdo & origem, ¢ suficiente observar que L&La’N)(O) =0se, e

somente se, N = Nj. O

Fazemos um comentério aqui sobre Ny. Em [22], H. Duenas e F. Marcellan
consideraram os polinémios ortogonais do tipo Laguerre-Sobolev, i) (x), gerados pelo

produto interno

(hq) = / " p(@)a(x)atede + Np(0)q(0),

com o > —1 ¢ N > 0. Observe que as sequéncias de polinomios ortogonais {L,(f"N) (@) }n>o0
e {Eﬁfﬁ)(z)}nzo coincidem quando N = I'(a 4+ 1)N. Portanto, todos os resultados com
relagao aos zeros de Ll () obtidos nesta tese podem ser reescritos de maneira a se
obter resultados equivalentes sobre os zeros dos polindémios E,(f’ﬁ) (x), substituindo N por
N/T(a+1).

Fazendo Ny = Ny/T'(a + 1), concluimos que o menor zero Z%, () do n-ésimo
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1(104,1?)

polindémio ortogonal do tipo Laguerre-Sobolev L (x) satisfaz

)

N (a) >0, para N < N,

n,n

)

N (@) =0, para N = Ny,

n,n
), () <0, para N > Np,

o Fin—DI'(a+2)I'(a+4)
F'n+a+2) '

Destacamos que resultados numéricos foram fornecidos em [22] no intuito de

No=T(a+1)Ny = (5.87)

determinar os valores de N para os quais 27

(@) seja positivo (negativo). Relatamos que

aqueles valores numéricos de Ny coincidem com a expressao (5.87) obtida nesta tese.
No préximo resultado, obtemos a monotonicidade dos zeros z'\, (o) com relagao
a N bem como a convergéncia, quando N tende ao infinito, aos zeros ¢, ;(a) com velocidade

de convergéncia da ordem de 1/N.

Teorema 5.24 (D. K. Dimitrov, F. Marcellan e F. R. Rafaeli, 2010). Para todo n > 2,

N >0ea>—1, os zeros z¥, (a) sao fungoes decrescentes de N. Além disso,

A}Lngo (@) = Guila)

lim N[xka(a) — Gup(@)] = gni(a), E=1,....n,

N—oo

com

ate) = (1 00) et el el (0)
n, n—1)(a+1)(a+2)?(a+3)? ACor(@)]2 — (@ + 1)Co i (@) (é .

an(a) = (a +2)"% —ala +2)n — (o + 1), byla) = (a + 1)(a+ 2)(a + 3) e
co(@) = —(a+1)(a+2)*(a+ 3).

Demonstragao. Isso segue de (5.84), das desigualdades (5.85) e do Teorema 3.9. Para

calcular explicitamente o limite

s Nlne(@) = Gl = 7= 10y
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usamos (2.26), (2.28) e (5.83) para obter, apds alguns calculos,

FralGar(@)) 1
L (Gupl@)) (@)’

com g, x(a) dado por (5.88). O

Experimentos numéricos mostram que todas as quantidades
N[xﬁxk(a) —Guip(@)], k=1,...,n—2n,

crescem com N, para N > 0, enquanto que N[z}, (@) — (un-1(@)] decresce.

5.3.3 Polindmios ortogonais do tipo Hermite-Sobolev
Consideremos os polinémios do tipo Hermite @, (z) = HiN (x), ortogonais
com relagao ao produto interno

aa) = [ poha@le e do + Np 01 0), (5:89

[e.9]

com o> —1/2e N > 0.

Teorema 5.25 (F. Marcellan e F. R. Rafaeli, 2010). Seja {Qn}n>0 a sequéncia de polindmios

ortogonais com relag¢io ao produto interno (5.89). Entao, para n € N, temos

Hy™ () = HyV () == Qan(w) = L2 (22) (5.90)
e
Hiw ) (@) = Qonga () = @ L H/2N/TO43/2) (32 (5.91)

Para o caso o = 0, obtemos os polindmios ortogonais do tipo Hermite

HY (2) = HY? (x) = LY (a?)

e
Hyyp () = Hy ) (x) = a LN (2),
Demonstracao. A demonstracao é analoga & do Teorema 5.17. O
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Denotemos por honi(a), 1 < k < 2n, e hy, 4 (a), 1 <k < 2n+1, os zeros
dos polinémios do tipo Hermite Héz’N) () e Hz(zﬁ) (x), respectivamente, arranjados na
seguinte forma: [hopn(a)®* < -+ < [hana(@)]* € [h, 41, ()] < -+ < [h), 11 ()]*. Em
razao da propriedade de simetria desses polindmios, temos que hoy, () = —hap 2n—k+1(@)

e thJrLk(oz) = —hé\éﬂgn”_k(a), k=1,...,n,e, de (5.61) e (5.62), temos
2 a
han (@) = Zela =1/2) e [Ag (@) =gl (a4 1/2).
Portanto, como consequéncia do Teorema 5.15, temos (ver [44]):

Teorema 5.26 (F. Marcellan e F. R. Rafaeli, 2010). Seja n € N. Entao,
(i) as desigualdades

0< [hgnm(Oé)]z < $n’n(Oé — 1/2) < xn_lm_l(a + 3/2) < e

< :L'n—l,l(a -+ 3/2) < [hgml(a)]z < $n71(0é — 1/2)

s@o vdlidas para todon > 2 e o > —1/2;

(ii) as desigualdades
0 < [hYp1n(@)]” < Tn(a +1/2) < 2y 1na(a +5/2) < ---

< Zpora(a+5/2) < [hY, ()] < zpi(a+1/2)

s@o vdlidas para todon > 2, N >0 ea > —1/2. Além disso, cada hé\;H’k(a), k=1,...,n,
€ uma fungao decrescente de N e, para todo k=1,...,n—1,
Jdmn [Waa(@)] =0t (1) = seakla+5/2), (592)
e
Jim N (1) ,(@)] = (@ +5/2)gn(a +1/2),
(5.93)
lim N{[hY,1,(a)]” = @aornla +5/2)} = gala + 1/2),

A funcao g, (a) em (5.95) foi definida em (5.56).
Denotando, agora, por ho,j = ho,x(0), 1 < k < 2n, e hé\gﬂ’k = hé\,’HLk(O),
1 < k < 2n+ 1, os zeros dos polinomios do tipo Hermite-Sobolev Hy) (z) e H3 (),

respectivamente, temos:
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5.4. Problemas em aberto

Corolario 5.7 (F. Marcellan e F. R. Rafaeli, 2010). Sen € N, entdo
(i) as desigualdades

0 < [honn)® < Tnn(—1/2) < Tn_1.0-1(3/2) < -+ < Tp_11(3/2) < [hana]® < Tn1(—1/2)

sao vdlidas para todon > 2 e a > —1/2;

(ii) as desigualdades

0< [hYirn]” < 20n(1/2) < Tp1n1(5/2) < -+ < 2n11(5/2) < [ 1] < 201(1/2)

sao vdlidas para todon > 2 e N > 0. Além disso, cada hévnﬂ’k, k=1,....n, € uma fun¢ao
decrescente de N e, para todo k=1,....,n—1,
dim (] =0, Jim [05,0]" = 2a1a(5/2) (5.94)
e
lim N [, )" = 5/20a(1/2),
= (5.95)
. 2
T N[ )"~ a1 s(5/2)) = 0u(1/2).

5.4 Problemas em aberto

5.4.1 Polindmios ortogonais gerados por uma perturbacao na me-
dida

Seja i uma medida de Borel positiva com suporte X, subconjunto da reta real

com uma quantidade infinita de pontos, e com momentos

oy = / 2" du() < oo

para todo n € Z,. Consideremos as seguintes transformacoes espectrais candnicas que

correspondem a perturbagoes na medida pu:

(1) Christoffel
dﬁ:(x—a)d,u, agz
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Capitulo 5. Zeros de polinémios ortogonais relacionados a medidas classicas

(77) Uvarov

dp* =du+ Mé,, a &%

com M € R, e d, sendo a funcao de Dirac em a.

(731) Geronimus

1
dit = ——dp+ Mé,, a g X
(z —a)

com M € R,.

Observe que os casos (5.31), (5.48) e (5.60) associados aos polinomios do tipo
Jacobi, tipo Laguerre e tipo Hermite, respectivamente, sao casos particulares da pertur-
bacao de Uvarov. Um dos nossos propoésitos é tentar generalizar os resultados obtidos na
Secao 5.2 em duas dire¢oes; Estudar o caso em que p ¢ uma medida qualquer, e nao ape-
nas uma medida relacionada com os polindémios classicos. Considerar também um ponto
a qualquer fora de Cy(X) e ndo apenas um extremo do intervalo, como foi feito em (5.31)

e (5.48).

Problema 5.1. Estudar o comportamento dos zeros dos polindomios gerados pela pertur-
bagao de Uvarov (ii) com rela¢iao a massa M e o ponto a. Provar resultados de entrelaga-
mento, monotonicidade, assintotica e velocidade de convergéncia. Fornecer também uma

interpretacao eletrostdtica para os casos cldssicos.

Problema 5.2. Estudar o comportamento dos zeros dos polindomios gerados pela pertur-
bagcao de Geronimus (iii) com relagao G massa M e o ponto a. Provar resultados de

entrelacamento, monotonicidade, assintotica e velocidade de convergéncia.

5.4.2 Polindmios ortogonais do tipo Sobolev

Consideremos agora produtos escalares do tipo Sobolev da forma

(p.q) = / p(@)q(z)dp(z) + Np'(a)q'(a). (5.96)

Problema 5.3. Estudar o comportamento dos zeros dos polindmios ortogonais gerados

pelo produto interno (5.96) com relagio a massa N e o ponto a.
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Problema 5.4. Estudar o comportamento dos zeros dos polindomios ortogonais com rela¢ao

ao produto interno do tipo Sobolev de ordem superior

(h.q) = / p(@)q(@)du(z) + Np9 (a)g9(a), (5.97)

comj €N, N e R, ea¢ . Investigar o entrelacamento, monotonicidade, assintdtica e

velocidade de convergéncia com relagao a N.

Problema 5.5. Estudar o comportamento dos zeros dos polindmios ortogonais do tipo
Sobolev generalizado, ortogonais com relacao ao produto interno
o) = [ plwaa)te ety M (a)a(a), (5.99)
0 i=0
coma¢g X eM, e Ry, i=0,1,...,m. Por exemplo, fizrar m pardmetros, mover com o

outro e investigar o que acontece com 08 Zeros.
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