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Lista de Simbolos

Neste trabalho utilizaremos com freqiiéncia a seguinte notagao:
X: um espago normado ndo triviel sobre R.

X*: o dual topoldgico de X.

X**: o dual topoldgico de X*; X** = (X*)*.

0 se z¢€ A

X.: o fungdo caracteristica do conjunto A; x,(z) = { | se 7€A "

dim X: a dimensdo de X.

{zp}: uma segiéncia em X, ou {zn}32,.

[zn]: o subespago gerado por {z,}.

A é fechado: A € fechado na norma.

A: o fecho de A na norme.

A?: o fecho fraco de A.

A®*: o fecho fraco x de A C X*.

Sx: a esfera unitdria de X.

Bx(z,7) = {y € X, |y~ 2] <r} .

Byx: a bola unitdria fechade de X; Bx = Bx(0,1).
Topologia fraca x: o topologia frace estrela.

J{A): aimagem de A pela aplicaggo J:z € X = J, € X*™, onde J, : o € X* — p(z) € R.
N: {1,2,3,...,n,...}

i



iv Lista de Simbolos

L.I: linearmente independente.
KerT: o nicleo de transformagdo linear T : X =2 Y; KerT = {z € X, T'(z) = 0}.

L(X,Y): o espaco vetorial das transformacdes lineares continuas de X emY, onde X ¢ Y
$Go espacos normados.

1Tl xyy = supeex{liT(2)l], llzll <1}.

T :Y* = X*: o operador dual de T : X - Y; T*(¢) =woT para cada ¢ € Y*.
co: O espago vetorial das segiiéncias que convergem a zero.

Z, (1 < p <o) o espago vetorial das seqiéncias tais que Yoo |TalF < 00.

LF[0,1] (1 € p < o)z 0 espago vetorial dus closses de equivaléncia de fungbes Lebesgue men-
surdveis tais que

1
[ If@Pds < oo.
0
[Al: o subespago gerado por A C X.
|- |x: @ norma considerada em X.
X\Y: adiferencaentre X eY; X\Y={z;2€ X e 2¢Y}.

Tp, — T G segiéncia {zn} C X converge a x; também denotaremos por limp o0 Tn = &;
lim, z, = z.

p=q: “p implicaq¢”.
I: X — X: a fungdo identidade, I{z) =z, Vz € X.
sinal f(z): o sinal da fungdo real f aplicade a z;
: _} 1, se flz)>0
sinal f(z) '{ 1, se f(z) < 0.
o(X*,X): a topologia fraca estrela de X*.
(X*,0(X*, X)) X* estd munido da topologia fraca *.
{lim, za: o limite fraco de segiiéncia {z,}.
7 < T1: a topologic T tem mais abertos que a topologia 7.
{0,1}¥: o conjunto das fungoes f : N — {0,1}.

conjunto 7-aberto (fechado): conjunto aberto (fechado) na topologia 7.



Prefacio

Um elegante principio combinatério, conhecido como Teorema de Ramsey, tem tido um
forte impacto na teoria dos espagos de Banach, a partir dos anos setenta. Pela expressao
Teoremas de Ramsey nos referiremos tanto ao teorema original de Ramsey [38], quanto as
diversas generalizagBes obtidas por varios autores. Veja, por exemplo, Nash-Williams [33],
Silver [45], Galvin-Prikry [17] e Ellentuck [12].

Um famoso problema devido ao préprio Banach, e que esteve em aberto por muito tempo
é o seguinte: se todo espaco de Banach de dimensio infinita tem subespacos isomorfos a ¢
ou a £, para algum 1 < p < oo. Uma solucdo negativa para este problema foi dada por
Tsirelson, em 1974, quando construiu exemplos de espacos de Banach reflexivos néo contendo
copias de ¢y ou £,, para 1 < p < oo.

O passo seguinte foi encontrar critérios, para que um dado espago de Banach contenha
copia de algum dos espagos mencionados. Para o caso do espago ¢; temos resultados par-
ticularmente profundos, devidos fundamentalmente a Rosenthal. Um destes resultados, for-
mulado de forma a sugerir a presenca dos teoremas de Ramsey nos seus fundamentos, é
0 seguinte: seja {z,} uma seqiiéncia limitada num espago de Banach X, entdio, {z,} tem
uma subseqliéncia {z,, }, que satisfaz uma das duas seguintes alternativas, que se excluem
mutuamente:

i). {zn,} é equivalente 4 base de Schauder candnica de 41,
it). {zn,} é uma seqiléncia fracamente de Cauchy.

O primeiro a aplicar um teorema de Ramsey & teoria dos espagos de Banach foi Farahat
[16], que utilizou um teorema de Ramsey devido a Nash-williams [33], para provar o famoso
teorema f£; de Rosenthal [39]. A partir de entdo, védrios autores passaram a aplicar os
teoremas de Ramsey & teoria dos espagos de Banach. Veja, por exemplo, Stern [47], Odell
{34, 35], Elton e Odell [13], Knaust e Odell [23, 26] e Terenzi [48].

Neste trabalho, apresentaremos uma exposi¢ao sistematica dos teoremas de Ramsey e
desenvolveremos, detalhadamente, algumas aplicacoes destes teoremas & teoria dos espagos
de Banach.

Para elaborar esta dissertacio de mestrado, foi necessdrio estudar profundamente os
seguintes assuntos:

vi



Prefacio vii

o Bases de Schauder. Seqiiéncias basicas. Teorema de Mazur sobre a existéncia de
sequiéncias basicas. Principio de selegdo de Bessaga e Pelczynski. Espacos de Banach
contendo subespacos isomorios a ¢q.

e Topologias na cole¢do dos subconjuntos infinitos de V. Familias de Ramsey. Teorema
de Ramsey. Teorema de Nash-Williams.

e Espagos de Banach contendo subespagos isomorfos a £;. Teorema de Rosenthal.

Elementos de Topologia Geral e Andlise Funcional sao assumidos como familiares ao
leitor. Além disso, muitos teoremas da Teoria de Espagos de Banach sdo bem conhecidos
e acessiveis em varios livros, por exemplo {5, 11, 22| e [27]. Suas demonstragdes ndo sdo
incluidas aqui, mas, alguns resultados sdo mencionados no Apéndice. Este trabalho também
tem o propdsito de dar uma visdo de resultados interessantes e importantes da teoria dos
espacos de Banach e, simultaneamente, introduzir muitas técnicas bdsicas usadas nesta drea.

No primeiro capitulo, introduzimos as nogoes de bases de Schander e segiiéncias basicas.

No segundo capitulo, apresentamos um critéric que garante a existéncia de segiiéncias
bésicas: o Principio de Selecao de Bessaga-Pelczynski. Posteriormente, uma versdo mais
softsticada deste principio, permite localizar seqiiéncias basicas de blocos.

No capitulo trés, caracterizamos os espagos contendo subespagos isomorfos a cg.

No capitulo quatro e cinco, concentra-se a parte principal deste trabalho: os teoremas de
Ramsey e algumas de suas aplicagoes.

Finalmente, a autora se responsabiliza por todos os erros, matematicos ou de outra
natureza, que ocorrerem neste trabalho.

Jagqueline Borges Nicolau
Campinas, Fevereiro de 1999
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Capitulo I

*w A, .

Sequéncias Basicas

Ao longo deste capitulo trataremos de seqiiéncias bdsicas, um conceito que é muito impor-
tante, pois nos permitird realizar muitas das mais interessantes construcdes da Teoria de
Sequéncias e Séries em Fspacos de Banach.

No Capitulo 1I, mostraremos como Mazur provou a existéncia de seqiiéncias bisicas em
qualquer espago de Banach de dimensio infinita. Este resultado trouxe idéias novas, gque
foram utilizadas por Pelczynski para obter uma prova diferente do teorema de Eberlein-
Smulian [9]. O principio de selecio de Bessaga-Pelczynski serd uma conseqgiiéncia. No
Capitulo I1II, apds uma breve discussdo de seqiiéncias fracamente somadveis, este principio
serd aplicado para caracterizar espacos contendo subespacos isomorfos a ¢.

Por simplicidade, s consideraremos espagos normados reais.

1 Bases de Schauder

As nogdes de base algébrica em um espago vetorial de dimenséo finita e de base ortonormal em
um espago de Hilbert sio essenciais para o estudo destes espagos. No entanto, se desejamos
investigar a estrutura de um Espaco de Banach qualquer, € natural encontrar um conceito
correspondente, ji que a base algébrica nio d4 informacdes relacionadas & topologia do
espago. Com relago & base algébrica, somente o conceito de decomposicGes finitas é usado.
Aqui trabalharemos com decomposi¢bes enumeraveis.

Definigio 1.1 Uma segiéncia {en} em um espagco normado X é dita uma base se, para
cade © € X, existe uma dnica segiéneia de escalares {\n}, tal que z = 350, Anen, onde @
série converge em norma.

Os elementos em {),} dependem linearmente de z e eles sdo chamados de funcionais
coeficientes da base {e,}.
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Definigao 1.2 (Bases de Schauder) Uma base que tem funcionais coeficientes continuos
é chamada de base de Schauder.

Definicao 1.3 (Seqiiéncia Bdsica) Uma segiéncia bdsica em um espago normado X €
umna segiiéncia {en} que € base para [en].

Os funcionais coeficientes

B:LZ ZAijEX—)/\nER

=1

e as pIojecoes
20 n
Sn ZA‘,}'BJ‘ cX —)Z)\JCJ X
j=1 =1
sdo evidentemente lineares e o seguinte resultado de Banach [1, pg. 111}, mostra que também
sdo continuos, quando X € um espago de Banach.

Proposicao 1.4 Seja {e.} uma base para o espago de Banach X. Enido, existe uma cons-
tante k > 1, tal que ||Sp(2)]| < k||z|| € |e(z)| < 2k||z||/|ex||, pora todo z € X en € IN.

Prova: Seja Y o espaco vetorial sobre R de todas as seqiiéncias y = {A,}, A, € R, para
as quais lim, Y77, Aje; existe. Claramente, sup, || 37, Aje;|| < oo, para cada y € Y e,
portanto, a fungéo |ly|| sobre Y, dada por |ly|| = sup, || X7_; A;e;l, define uma norma sobre
Y. Assim, Y € um espaco vetorial normado.

Agora, seja T : ¥ — X a transformacdo linear definida por T(y) = >3, Aje;, onde
y = {An}. Desde que qualquer z € X tem uma expansio tnica da forma z = 332, Aje;, pois
{en} 6 base, entéo T, ¢ bijetiva. Como || 5%, Aje;]l < sup, || 5= Aje;l, entdo, |T(y)] <
|ly|| e segue que T é continua.

Mostraremos adiante que Y é completo e, conseqiientemente, é um espaco de Banach.
Portanto, pelo Teorema da Aplicagio Aberta, T~ : X — Y é continna. Mas,

T~Yz) = {e.(z)}. Assim

m

D€ (x)e;

=1

13a(@)]| = = {e§@H =T @} < IT7H =]l e

n
> €i(x)e;
=1

< sup
™

len (@) leall = |Sn(z) = Sa-s(=)]| < 2ilyl = 21T~ @)} < 2T [zl

Provaremos que Y é completo.
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De fato: seja {yp} uma seqgiléncia de Cauchy em Y (cada y, define uma seqiiéncia
{Apn} € R). Como, para todo n,

m

Z ()‘pj )‘tm) j

J=1

= 2lyp — w4l

[Apn — Agnlllen|l <2 sup

entdo, {Az.} é de Cauchy e, sendo R completo, existe uma seqiiéncia {A\,} C R, tal que
lim, Ay, = An. Além disso, {yp} é de Cauchy. Portanto, para cada € > 0, existe um indice
7, tal que ||y, — y,|| < £/3 para p,q > r. Assim,

n

> (s = Aggleif <

=1

, para todo p,¢ > v e todo n. (1)

Tomando o limite sobre p, depois o supremo sobre n em (I), obtemos

SUp ! Z Aglesll < €/3, para todo g > 7. (I)

=1

Por outro lado, ¥, € Y e existe um indice n,., dependendo de r, tal que

Z Arj€ilt < = para m>n > n,. (LII)
j=n+1
Por (IT) e (III), temos para m > n > n,
Do oxg| = 22 = Agdel i 30 A |
j=n+1l F=n+1 ji=n+l

> Ay

= [ = Ades = (A5 — Angeg|f +
F=1

=1 j=n+1
m 13
< ISy = Ardes|| + [ 2200 — Ardes + Z Arj€
=1 j=1 j=ntl
n m
< 2sup > (A= Adell 1l D A
noi= j=n+1
2k &
< 3 + 3 =g,

Conseqiientemente, y = {A,} é um elemento de ¥ . Por (II), para g > 7, ||y — || < €/3,
logo y, = y ¢ Y é completo. n

Coroldrio 1.5 Em um espaco de Banach X, toda base ¢ base de Schauder.

A partir de agora, X denotard, sempre, um espago de Banach e nio faremos distincéo
entre base e base de Schauder.
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2 Exemplos de Bases de Schauder

Toda seqiiéncia ortonormal completa em um espaco de Hilbert separdvel é base de Schauder.

Um espaco, que tem base de Schauder, é separdvel. Além disso, 0s espagos separiveis
sdo os que, geralmente, tém base de Schauder. No entanto, encontrar base de Schauder para
um determinado espago, mesmo que muito conhecido, é, sempre, tarefa dificil.

No caso dos cldssicos espagos separdveis ¢p e £,(1 < p < o0}, a seqiiéncia {e, } de vetores
coordenados unitdrios e, = (0,0,...,1,0,...) é uma base de Schauder. No caso de ¢, o
espaco de seqiiéncias convergentes, a seqiiéncia constante 1 = (1,1,...,1,...), juntamente
com 08 vetores {e, }, formam uma base para ¢. As demonstragoes destes fatos sao simples e
por isso serdo omitidas.

Agora é bem conhecido que existem espagos de Banach separdveis sem base. Per Enflo [14]
foi o primeiro a encontrar um tal espago. Procurou dentro de ¢y e responden negativamente
a pergunta, levantada por Banach, sobre a possibilidade de gue todo espago de Banach
separavel pudesse ter base de Schauder. Com relacio a espacos de funcdes, obter bases de
Schauder se torna algo muito complicado. Schaunder [42, 43], foi quem introduziu a nogao
de base de Schauder, provando que o sistema de Schauder(veja exemplo 2.4) é uma base
de Schauder para C[0, 1], enquanto que o sistema de Haar(veja exemplo 2.5) é uma base
de Schauder para LP[0,1], quando 1 < p < oo. Estes resultados de Schauder podem ser
provados a partir do seguinte critério, que pode ser encontrado no artigo de R. James [23].

Teorema 2.1 (Nikolskii) Seja {e,} ume segiéncia de vetores ndo nulos em um espaco
de Banach X. Entdo, {e.} é uma seqiiéncia bdsica se, e somente se, existe uma constante
k > 0, tal gue, para toda segiiéncia de escalares {A\,} e todo inteiro m < n,

e
D Ae;
7=1

n

pRE

7=

<k

Prova: (=) Consideremos M = [e,]. Suponhamos que {e,} é base para M e definamos
o0 7
St Y Mg e M — Y Ae; € M.
=1 ji=1

J4 vimos que cada S, é um operador linear limitado e que cada funcional coeficiente é
continuo. Além disso, para todo z € M, temos que z = lim, ,o, 5,(z). Lembrando que M
é espaco de Banach, segue do Teorema de Banach-Steinhaus que

k= sup |5, < oc.
k1)
Conseqtientemente, dada uma seqiiéncia {),},se m<nez = Xi-1 Aje; € X, entdo

kit n
D Aie; Sm (Z Ajej)
j=1 3=1




Capitulo I. Segiiéncias Bdsicas 5

Jefefg)
(i)

<

< sup [|Sall |- Ases
n 3=1

= k ZAjej .
j=1

(«=) Observemos que a existéncia de k > 1, tal que

D A <k Zf\je.f‘ (V)
=1 =1

1

}

para quaisquer A;,..., A, em Re m < n em N, implica que o conjunto de vetores {e, } ¢
L.I. De fato, se 37 _1)\ e; = 0, entdo ||Are| < kIHE” 1 Aeill =k0=0= X =0. Da
mesma forma, ]])\161 + deea| < ko) 250, A i€;l| = k2.0 = 0 = Xy = 0. Raciocinando assim,
sucessivamente, provamos que A; = 0, para y =1,...,n.

Deste modo, podemos definir

m

e;:Z/\jeje[eﬂ]—))\neR e (V)
Snt Y Xjej € [en] — Y Njej € XL (VI)
i=1 =1

De (IV), (V) e (VI) obtemos ||Sn(z}|| < kllz|| e |eq(z)] < 2klizfl/[le.]), para todo z € M
en € N. Como [e,] = M, entdo, pelo teorema 3 do Apéndice, obtemos que cada ¢}, e cada
S, tem uma tnica extensao continua para M.

Provaremos que z = Y oo, ex(z)e,, para todo £ € M. De fato, sejam z € M ee > 0
dados. Como [e,] = M, ou seja, [e,] é denso em M, encontramos y = Y72, Ase; € [eg], tal
que ||z — yl| £ €. Se » > m, entao,

lz = yll + lly — S| + [|Sa () — Sa(2)]
lz — yll + Iy — yll + | S=llly — =]l

(1 + [SaiDllz — ol

(1 + &)z — ¥l

(1+ke.

lz — Sa(2)

I LS VAN

IA LA
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Logo, 3 = liMywy00 Sn(z) = limp_00 X5 ; €5 (z)e; = T72, €X(T)e;.

Mostraremos que tal representacdo é inica, ou seja: se .00, Aqe, = 0, entdo, A, = 0,
para todo n. Com efeito, dado ¢ > G, existe ng € IV, tal que || 271 Aje;|l < ¢, para todo
n 2> ng. De (IV), obtemos || 3570, Ajeil| < ke, para todo m € V. Logo, |Anlllem|l < 2ke,
para todo m € N e £ > (, 0 que completa a prova. =

Podemos, portanto, formular o seguinte resultado:

A seqiiéncia {e,}, de vetores nao nulos em X, é base de Schauder, se, e somente se, as
seguintes condigdes sao satisfeitas:

1. O subespaco gerado por {e,} é denso em X,

2. Existe uma constante & > 1, tal que || =72, Aje;|l < k|| 27, Asesl, paratodo Ay, ..., Ay €
REem<nem NN,

Veremos, agora, algumas conseqiiéncias importantes deste teorema:

Coroldrio 2.2 Se {e,} é uma base de Schauder para X, entdo, {€}} ¢ segiiéncia bdsica em

X*.

Prova: Como {e,} é base de Schauder, entdo, dade =z € X, temos z = 2 o1 Aj€; escrito
em forma inica. Assim, podemos considerar as projegdes S,(z) = 327, €} (7w )e;, para todo
z€X, ne V.

O operador dual ¢ dado por S} (z*) = 7, £*(e;)e€}, para todo z* € X*, e |5, || = {|S; |,
para todo n € IN. Pela proposicio 1.4, existe k > 1, tal que ||S%[| = ||S,|| € ¥, para todo n.

Observemos que, se z* = X 7_; Aze], entdo, =°(ex) = 3. Asef(ex) = Ay, para

: - T 1, Y pa* * : ! o*

k = l,...,n. Assim, z* = ¥7_, 2%(e;}e]. Deste modo, se m < n e z" = ¥ Nej,
entao,

H

iz‘ (ej)e;
157 ()]
1Szl
kllz ||
PIEANCHE

i=1

m
D Ase]
i=1

It

IAIA

k

il

n

= k EAJ;B;

=1

Agora, podemos usar o teorema 2.1 e obter nosso resultado. m



Capitulo I. Segiiéncias Bdsicas

Corolirio 2.3 Se {z,} € uma base de Schauder de um espago de Banach reflexivo X, entdo,
{z}} € uma base de Schauder para X*.

Prova: Para z € X e z* € X*, temos
H

z= lim S,(z) e

n—roo

o) = o (lim (o)
= lim 2" (5.(z))
= 1}3}20:1:* ( e;f(.’L')Ej)

J=1
n
_ : * R *
= n]g&;x (e5)ej(z).
Assim, a seqgiiéncia (X7, 2*(e;)€}) converge a z*, no sentido da topologia fraca . Ou

. TR W* 7 . ~ ..
seja, X* = lex] . Como X é reflexivo, entdo, o fecho fraco * coincide com o fecho fraco e
estes coincidem com o fecho na norma, logo X* = [e}]. Pelo coroldrio anterior, X* tem base

de Schauder. =

Exemplo 2.4 A seguinte seqiiéncia em CI0,1] (sistema de Schauder) é base de Schauder

para C[0, 1]:
L
zo(t) = 1, para t € [0,1]
L
0 1
1-
z1(t) =1, parat € [0,1]
1
0 1

- 2t, para t€[0,1/2]
27 2-2t, para te[1/2,1]
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2—4t, para t€(1/4,1/2]

4t, para te€[0,1/4]
$3(t) =
{ 0, para te[1/2,1]

I 1 1

0 1/4 12 1
.
0, para i€ [0,1/2]
z.(t) =4 4t —2, para t€[1/2,3/4]
[\ 4—4t, para te[3/4,1]
0 12 3/4 1

Exemplo 2.5 O sistema de Haar, que é dado por
T (t)

1, se tel(2j—2)2" (25 —1)27 Y
332"-1-3‘(’5) = {

I

1

-1, se te((25—1)27"1 252771
0, nos demais casos,

onden>0ej=1,2,...,2", é base de Schauder para LP[O, 1],1 <p<oo.

Mais explicitamente, temos,

1."—"‘

!' | | {1, para £€[0,1/2)
T #a(f) '{ ~1, para t € (1/2,1]
e
e

1, para &€ [0,1/4]
oi—.—-l;zw—.-l .‘I}3(t) = —1, para te (1/4. 1/2]

!—, 0, para t€ (1/2,1]
14 o

1, para t€[1/2,3/4]

! 0, para t€ [0,1/2)
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Observago: Se integramos o Sistema de Haar, obtemos a seqiléncia {y,} dada por

yl(t) = 11 yn(t) = -/:331;_1(3?) d.’E, n> 1:

que ¢, exatamente, o Sistema de Schaunder.

Ciesielski e J. Domsta [8] e S. Schonefeld [44] provaram a existéncia de uma base
em C*{I™) (= o espago de todas as fungdes reais f(t;,6s,...,%,), & € [0, 1], que sdo conti-
nuamente diferencidveis até a ordem %, com a norma usual). S.V. Botschkariev [4] provou a
existéncia de uma base para o espago consistindo de todas as fungdes f(z), que sdo analiticas
sobre |z| < 1 e continuas sobre |z| < 1, com a norma do sup.

Exemplo 2.6 Nos artigos mencionados anteriormente, o leitor podera encontrar o chamado
Sistema de Franklin. O sistema de Franklin consiste da seqiléncia de fungdes {f,(¢)}, sobre
[0,1], que é obtida, a partir do sistema de Schauder, por uma aplica¢do do processo de
ortogonalizagao de Gram-Schmidt {com relagio 4 medida de Lebesgue sobre [0, 1}). O sistema
de Franklin é uma seqiiéncia ortonormal, que é base de Schauder para C[0, 1].

3 Existéncia de Bases de Schauder

Uma aplicagio do teorema 2.1 mostra que todo espace de Banach de dimensio infinita
contém um subespaco com uma base. A prova deste fato, baseada nas idéias de Mazur, foi

publicada por Pelczynski {37]. Comecaremos com o seguinte lema:

Lema 3.1 Seja M um subespago de dimensdo finita de um espago de Banach X de dimensdo
infinita e seja 0 < € < 1. Entdo, eristey € X, tal que ||yli=1 e

e+ Myl = (1 - &)=l (VD)

paratodox € M e A € R.

Prova: Sabemos que Sjs é compacto e, portanto, totalmente limitado. Assim, existem
T1,. .., %, € S, tals que Sy C Uj, B(zj, €).

Por um coroldrio do Teorema de Hahn-Banach, existem ¢y,...,p, € X*, tais que
(,Dj(:t:j) = ”.”83” =1,paraj=1,...,n.

Como X € de dimensdo infinita, podemos encontrar y € X, tal que ||yl =1 e ¢;(y) = 0,
pata § = 1,...,n. Com efeito, consideremos a aplicagdo linear 7 : X — R", dada por
Tw) = (p1(y),...,0a(y)). Se ker T = {0}, entdo, T é injetiva e, conseqiientemente,
dim X < n, o que nos d4 uma contradicdo. Logo, ker T # {0}.
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Dado z e Sy, existe j € N, 1 < j < n, tal que ||z — z;|| < ¢ . Entdo, para cada A € R,
ternos
25 + Ayl — llz; — =z

Iz + Myl =
> pilz;+ M) —lzj -z 21—

Notemos que, para z = 0, a desigualdade (VII) é trivialmente satisfeita. Suponhamos,
entdo, que  # 0, z € M qualquer. Entdo, z/||z|| € Sum e € claro que @;(y/{|z|]) = 0. Assim,

z A
ToRTE —y” >1l—e.
b ll=l”]

Portanto, paratodo x € M e A € R,

[+ Ayll 2 (1 —¢)lz]].

Teorema 3.2 Todo espago de Banach de dimensao infinita tem um subespago fechado de
dimensdo infinite com base de Schauder.

Prova: Seja X um espaco de Banach e seja £ > 0. Escolhemos uma segiiéncia {&,}, tal que
O<en<le][R2,(1—en)2>(1—6)
Tomemos e; € Sx. Pelo lema anterior, existe e, € Sx tal que ||z + desf| > (1 — &)=,

para todo z € [e;]. Seja M o subespaco gerado por e, e e;. Assim, podemos encontrar
es € Sx, tal que ||z + Aes|| = (1 — e2)|}z||, para todo z € M e A € R. Podemos repetir

esse raciocinio, de modo indutive e obter a seqiiéncia {e,}, que é base de Schauder para o

subespago [e,i. De fato,

n n—1 "
dYoxel = [T —a) |3 Ase
i=1 k=m j=1

_>_ ]:[ (1 - Ek) Z )\jej
k=m J=L
_>__ (1 -~ 6) /\J-ej '
=1
para todo Ay,...,\nem Rem <nem IV. n

O leitor poderd conhecer mais acerca da teoria de bases, consultando [3], [4], (8], [24],
[30], [37], [44], [46), [49] e [50].



Capitulo II

O Principio de Selecao de
Bessaga-Pelczynski

Nesta seciio, serdo estudados certos tipos de seqiiéncias basicas, muito importantes para a
andlise de subespagos isomorfos a ¢y ou £,. Bessaga e Pelczynski estabeleceram um critério
fundamental para localizar um tipo especial de seqiiéncias, que chamaremos de segiiéncias
bdsicas de blocos'. Para comegar, uma nova no¢ao é introduzida: a de equivaléncia de bases.

4 Equivaléncia de Bases

Sejam X e Y espacos de Banach e suponhamos que {e,} e {f,} sdo bases para X e Y,
respectivamente.

Definigdo 4.1 Dizemos que {e,} e {fn} sGo equivalentes se, para tode seqiéncia {A,} de
rd - w -~ - m
escalares, o série 3332, Aje; converge se, e somente se, a série }.;2, A;f; converge.

Teorema 4.2 As bases {en} e {fn} sdo equivalentes se, e sd se, existe um isomorfismo entre
X eY, que leva {e,} em {f.}.

Prova: (<) E trivial.
(=) Podemos supor que os termos das seqiiéncias {e,}, {f,} tém norma 1.

Consideremos X munido da norma |||z||| = sup,, "E}’;l )\jej” e as fransformagoes lineares
Ty : X = Y, dadas por T} (Z;";l /\jej) = Zle A;f;. Pela proposicdo 1.4, os funcionais

'Em particular, utilizaremos a teoria de bases, para mostrar que cada subespago complementado de
dimensio infinita de um espago de seqiiéncias cldssico X € linearmente isomorfo a X e que cada subespago
fechado de dimens&o infinita de X contém um subespago complementado de dimensao infinita.

11
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2321 Ajej — A; sdo continuos, e, dai, cada Ty é continua. Entdo, a transformagio linear
T:X =Y, dada por T ($2, Aje;) = T2 Aifj = limpoo T (T2, Aje;) é continua, pelo
Teorema de Banach-Steinhaus. Além disso, T'(en) = fr e T 6 bijetiva, ja que {z,} e {fn}
sdao bases. Portanto, T € um isomorfismo entre X e Y. =

Definicao 4.3 Seja {zn} uma seqiéncia. Dizemos que a seqiéncia {z,} é fracamente nula,
se {zn} converge fracomente a zero, e, {z,} € dita normalizada se |[z,]l = 1, Vn € IV.

5 Principio de Selecao de Bessaga-Pelczynski
(Versao 1)

Teorema 5.1 (Principio de Sele¢ido de Bessaga-Pelczynski) Seje {z,} uma segiéncia
fracamente nula e normalizada em um espaco de Banach. Entdo, {z,} admite uma sub-
seqliéncia, que € sequéncia bdsica.

Prova: Seja {£,} uma seqiiéncia de ntmeros positivos, tal que 0 < &, < 1, Vn € N, ¢
Provaremos o fato usando indugao:

Sejam z,, = 7z, e Y(1) = [z1]. Claramente Y(1) é de dimensao finita. Logo Sy é

compacto, e, portanto, totalmente limitado. Assim, existem zi,..., 2, em Sy(q), tais que
cada y € Sy dista £,/3 de algum z;.
Por um coroldrio do Teorema de Hahn-Banach, existem z3j,...,z, em Sx-, tals que

|z}(z;)| =1, paracada j=1,...,m (I).

Por hipétese, {z,} ¢ fracamente nula. Entdo, para cada z* € X* lim, 2*(z,) = 0.
Assim, para cada z;, temos lim,. 2;(2,) = 0. Portanto, para ¢ > 0, existe n; € IV, tal
que, para n 2 ny, {z;(2.)| < &.

Seja ¢ = /3. Tomando ng = maXicj<m{n;} e escolhendo ny > ngy, temos
|25 (2ny )| < €1/3, para j = 1,...,m (II). Assim, para todo y € Syq) e A € R, temos
iy + Az, || = (1 — 1)]|yl]. Com efeito:

Caso 1: Se |A| > 2, entdo, [ly + Azn, | 2 |Alllznall — il 22 -1 > (1 —e)llyll -

Caso 2: Se |Al < 2, utilizando (I) e (II), obtemos

1y + Azn, [l 2 |27 (y + A%ny)|

= |2;(y+ 25— 2+ AZn,)|
(
(

|23 (2) + 7 (y — 23) + 2 (Azp,)]

»*

3

v
™

2l = |25y — ;)] = [Allf (Zn, )|
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> 1-lly -zl —2e/4
> 1wg1/3—25/3=1—¢
= (1 -e)llyll
Supondo que jd encontramos Zn,,Tmy,---»Tm,, COM Ny < Mg < ... < 7y,
seja Y (k) = [Zn,, Tngs -« o1 Ty -
Pelo mesmo argumento feito anteriormente, podemos tomar 2y, .. ., zm em Sy, tais que
cada y € Sy dista ;/3 de algum 2, e, 27,. .., 2, em Sx-, tais que |2}(z;)| = 1, para cada
j=1,...,m.

Como lim,_,o z*(z,) = 0, para cada z* € X*, entdo, podemos encontrar ., ,, com
Ng+1 > T, tal que |2f (%, )| < €x/3, para j = 1...,m. Além disso, para todo y € Sy, e
AE R? Hy + )\xﬂk+1 “ 2 (1 - ek)”y”

A mesma demonstragio usada no teorema 3.2 prova, entdo, que {zn,} € uma seqiiéncia
bisica. a
Teorema 5.2 Sejam X um espago de Banach e {e,} uma segiiéncic bdsica em X, com
seus funcionais coeficientes {ex}. Se {fn} é uma seqiéncia de elementos néo nulos em X e

T2 e = fillliesll = e < 1, entéo, {f,} € uma seqiéncia bdsica equivalente a {en}.

Prova: Seja Aj,..., Antm uma seqiiéncia finita de escalares. Entéo,

Z /\kek

k=1

il = lejll ,para j=1,...,n,

L
8; Z )\kek)' <
=1

XAk
=1

= 13 Nei+ ) M —es)
=1

j=t

FAN

S xel + X0 IS — el
i=1

=1

PIRYH B HPPITH
i=1 k=1

i=l

IA

145 = sl

IA

(1 +0a)

3 e ‘ (I10).
J=1

Além disso,
|

I

n+m

’ n+m

> il + fi — &)

=

> Aifi
=1
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n+m n-+m

> 20 M| - Z (S5 = e5)
=1
n+m n+m

> D0 el = X 1AL, — el
g=1 j=1
n+m ntm n+m

Z Z )\jej - Z ( Z )\kek “e;”“fj' --6;;“)
i=1 i=l k=1

n+m
Z 1 — a Z A j E5 IV)

Se k é a constante do teorema 2.1 para {e,}, entdo, por (IIT} e (IV) temos

n+m 1+ k n+m
(1+a) ZAeJ ki Do A < _"‘) > Afil-
=1 i=1

Pelo teorema 2.1, {f,} é seqiiéncia bésica. Por (III) e (IV), {e,} € {f,,} sdo equivalentes.

Teorema 5.3 (Bessaga-Pelczynski} Sejo X wm espaco de Banach e suponhamos que
{e.} € uma segiéncia bdsica em X, com funcionais coeficientes {er}. Suponhamos gue
ezista uma projecdo linear limitada P : X — [en]. Se {fa} € uma segiéncic em X, tal que
1P =2, lietllle; — fill < 1, entdo, {fo} € uma seqiéncia bdsica equivalente a {e} € [fn)] ¢
complementado em X.

Para provarmos este teorema, precisamos do seguinte lema:

Lema 5.4 Seja T € L{X,X), com |T|| < 1. PEnido, I —T ¢ um isomorfismo e
([-T) ' =32 T

n—

Prova: Desde que

S I < S ITI = 1=

n=0

segue que S =Y, 7" € L(X, X}. Além disso,
So=1+T+T?+---+T",
S, 0T =T+T?+... 4T ¢
Spo{l -T)=1I-1T"

Fazendo n — oo, obtemos que S o (I — T) = I. De forma andloga, se prova que
(I-T)oS=1In
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Prova: Seja @ : X — X, definida por Q(z) = z — P(z) + X%, €;(P(z))f;. Claramente, Q
¢ linear. Notemos que, dado z € X, P(z) € [e_n]-. Como {e,} ¢ base de Schauder para [e,],

entdo, P(z) = T, €] (P(z))e;.

Q operador @ é limitado, j4 que
1@ -1 = sup{||Qz) - =f}; [l=l] <1}
= sup{nP Ze ()) ej+z - i)l ||s:1|s1}
= sup {H Z:le;’(P(w))(ej — ) =l < 1}

[+ ]
< NP leslilles = £l < 1.
i=1

Pelo lema 5.4, Q é um isomorfismo de X em si mesmo e @1 = 2 (I — Q)" Além
disso,

Qen) = en=Plen) + L (Plen))f
= e, —e,+ ie}(en)fj

3=1

= fa

Se tomarmos R = @QPQ ™!, obtemos que R? = QPP QPO ' = QPPQ ' = QPO ' =R
e ImR = [f,]. Isso prova que [f,] é complementado em X.

Finalmente, como P é uma proje¢do, com imagem ndo trivial, | P|| = 1, entéo,
oo e =]
> Mles = Fillllesl] < NP1 lles — flllles || < 1.
5=1 =1
Pelo teorema 5.2, {f,} é seaiiéncia bdsica equivalente a {e,}. »
Teorema 5.5 Sejam {e,} uma segiiéncia bdsica em X, {pn} e {ga} seqiéncias de nimeros
naturais, tais que py < g < P2 < Qa..., € {A} uma segiéncia de escalares. A segiéncia

{fa}, definida por f, = Y32, Aje;, € uma segiiéncia bdsica em X.

Prova: Aplicando o teorema 2.1, resulta que

ZQJ Z Akek

k=p;

7]
> o5
a=1
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n 9

Yo > ajheer

ntm 9

k Z Z aj)\kek

J=1 k:Pj

(FAN

ntm

gy
= k> a; ) )\kek|

=1 k=p;

n-+m

= k Z ajfj

=1

Definicao 5.6 Dizemos que a segiéncia {f}, definida no teorema anterior, é uma segiiéncia
bdsica de blocos da segiéncia bdsice {en}.

6 Principio de Selecao de Bessaga-Pelczynski
(Versao 2)

Teorema 6.1 (Principio de Selecao de Bessaga-Pelezynski) Seje {e,} uma base para
X e suponhamos que {€;} € a segiiéncia de funcionais coeficientes. Se {f,} € uma segiiéncia
em X, satisfazendo inf,, || fol] > O e lim, e}(fn) = 0, para todo j, entio, existe uma sub-
segiéncia bdsica de {fn}, que € equivalente a uma seqiéncia bdsica de blocos o respeito de

{en}-

Prova: Seja k > 0, tal que, para m,n > 1,

n m+n
Z }\jej S k Z /\jej .
=1 j=1

Como inf,, || fnll > 0, entdo, podemos assumir que || f»|| = 1, para todo n.

Desde que {en} € base para X, f; admite uma expansao

o0

h= Ze;(fl)ej-

j=1

Dai, existe um g, tal que
o)
> ei(f)e;

< 1
3 -
Pl 4k2
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Desde que lim, €}(f,) = 0, para cada j, existe um p; > 1 = py, tal que

1
<-——.
— 4k24

26 sz

Novamente, como {e,} ¢ uma base para X, também f,, admite uma representagao

foo = Zl e;(fpz)ej

Dal, exite ¢, > ¢y, tal que

o 1
Y e Umel] < —eg -
AT 2 ) 4

J=gq+1 4k2

De forma anéloga, podemos encontrar p3 > pq, tal que

1‘

Ze fps)ej 4k25 :

Seja gn = Lot ., €5 (fp,.1 €. Observando que

1 = prn-i-l

(i"‘ "i‘ + Z ) (Fonsn )€

s=1  J=ga+l J=@nyitl

+ llgn |

‘:Qn—i—l“i'l

1 1

<
- 4k2n+3 + 4k2n+3

Gn [+ =]
(} + Z ) e;(fpnﬂ)e:f
o S

+ “gﬂ-lla

segue que |jgn|l > 1/2, para todo n (V).
A seqiiéncia {g,} é uma seqiiéncia bisica de blocos a respeito de {e,} e, para m < n,

<k

> Aigs 2 Aigi -
J=1 J=t i

Por (V), obtemos que os coeficientes funcionais de {g,} satisfazem ||g;|| < 4k.

Além disso,

>_lgallign — fpanll < 4K Zl gn = fpusall
n=1 =

o0

. (i'i' > )e;(fpnﬂ)ej

=41+l
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ad 1 1
< 43 (75 * 1)

© ;1 1
= z(2n+3)=§‘

n=1

Pelo teorema 5.2, {f,, ..} é uma seqiiéncia bésica equivalente a {g,.}. »

Os préximos dois teoremas sao validos tanto para £, como para ¢g, mas faremos as provas
baseadas em £,. Considere {e,} como sendo a base candnica para estes espagos.

Usaremos a letra X para representar £, ou cp.

Teorema 6.2 Seja {f,} uma segiéncia de vetores ndo nulos em X, tal que eriste uma
seqiiéncia crescente {p,} de nimeros naturais com f, = fi‘__';l +1ATe;. Entdo,

(1) {f.} € segiiéncia bdsica,

(2) [fs] € isometricamente isomorfo a X e

(3) [fa] é complementado em X.
Prova:

(1) Pelo teorema 5.3, {f,} é uma seqiiéncia bésica. =

(2} Seja {a,} uma seqiiéncia de escalares. Entdo,

Pn+1

k
= Z Z n AT E;

n=1 j=pn+l

(’k Prt1 1/p
=Y X |an)\;?|?)

\n:l F=pa+1

k
> tnfn
n=1

k l/p
(Z |an|p||fn“p) .
n=1

Segue que Yoo, o, f./||f=]] converge se, e s6 se, .20, |an|? < 00.
Seja S definida por S({an}) = 2, anfw/|| fall, para {on} em £,. Entao, S é isometria

linear de £, sobre [f,]. n

(3) Seja Xp = [ep.11,---,€p,.,)- Entdo, fn € X, e existe um f2 € X3, tal que
falfz) =1 e || fill =1/ fall- Seja z = 32, aje; em £,. Definimos P : £, — [f,], por
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Pla) =0, fr(35mh 1 aje;) fn. P estd bem definida, pois

Prt1 Pr+1 1“’
Z e || = Z lo; [P .
F=Ppn—+1 ”f““ F=pn+1

Como {f,} ¢é base para m e P(f.) = fa, para todo n, P é projegio de ¢, em [f].
Mais ainda, ||P(z)|| < |lz||, para todo z em £;. =

O préximo teorema é uma aplicacio do principio de selecdo de Bessaga-Pelczynski.

Teorema 6.3 Seja Y um subespaco fechado de dimensdo infinite de X. Entdo Y tem um
subespago complementado em X e isomorfo a X.

Prova: Desde que Y é subespaco fechado de dimensao infinita de X, é possivel encontrarmos
uma seqiiéncia crescente {p,} de ntmeros naturais, tal que

> NeeY  hl=1,

F=pn+1

para n = 1,2,.... Com efeito, consideremos a aplicagdo [ : Y — RP, definida por

oo

E}\jej €Y+ (Al, /\2, ey /\p)

=1
Tal aplicagio é linear e nio é injetiva, j4 que dimY é infinita e dim R? = p < oo. Logo,
kee T # {0} e podemos encontrar uma seqiiéncia de escalares {A,}, tal que
0# 352, Aje; € Y, satisfazendo f(2, Aje;)} = (0,0,...,0).

Como lim,, €7 ( fa) = lim, A7 = 0, entdo, pelo principio de selecdo de Bessaga-Pelczynski
(versdo 2), e)ﬂste uma subsequenc1a de {f.}, digamos {f,.}, equivalente a uma seqgiiéncia
bésica de blocos com relagio a {e,}. Pelo teorema 6.2, [fx,] é isometricamente isomorfo a
X e [fn,] é complementado em X. =
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Caracterizacoes de Espacos contendo
Subespacos Isomorfos a ¢,

Finalmente, vamos investigar que tipo de espacos de Banach contém esse espago de seqiiéncias.
Para isto, introduziremos a nog¢ao de seqiéncia fracamente somdvel e as diversas caracteri-

zagOes desse conceito.
7 Seqiiéncias Fracamente Somaveis

Defini¢do 7.1 Uma segiiéncia {e,} € fracamenie somdvel (fs), se, para cada z* € X7,
e lz*(eg)| < oc.

O seguinte teorema apresenta caracterizacdes bésicas de seqiiéncias fracamente soméveis.

Teorema 7.2 As seguintes condi¢des, o respeito de uma segiiéncia {e,} em um espaco de
Banach, séo equivalentes:

1. {e.} € fs.

2. Emiste uma constante k > 0, tal que, para cada segiéneia {A,} € £y,

Sup < ksup |Ag|.
21 k]

Zn: Ajej |

i=1

8. Para toda seqiéncia {An} € o, 372 Aje; converge.

20
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4. Eziste uma constante k > 0, tal que, para todo subconjunto finito A de N e toda

seqiiéncia {e,}, com e, = %1,

Z €4€5

JEA

<k.

Prova: (1 = 2) Definamos 7' : X* — ¢, dada por T(z*) = {z*(e,)}. Como {e,} é fs,
entdo, 122, |7%(e;)| < oo & {z*(es)} € 41 -

linear.

Portanto, T estd bem definida e é obviamente

Sabemos que X* e £, sdo espacos de Banach e, usando o teorema do gréfico fechado,

provamos que 7" é continua.

Disto resulta que, para toda seqiiéncia {A,} € By, e todo z* € Bx-,

z* (Z )‘jej) ‘
j=1 |

Logo supg+ex-
flz*]]<t

Z)‘ej

g=1

= sup
I X‘
|I=='H<1

A

A

IA

EA

EA

>zt (es)
j=1

n

2 At (eg)

=1

n

Zl 1A5] |z%(es)]

> sup [An| |z"(e))|

=1 ™

supl)\m|z lz*(e;)|
j=1

i 2" (es)

Zix e;)l

II{:L" (en) Hle,

172",
1T 2" < 7).

z* (Z}‘zl )\je,-)] < |IT|l, mas, por um coroldrio do Teorema de Hahn-Banach,

ST

“ (5
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e sup, | 7 Aje;|l < ||T||. Para uma seqiiéncia ndo nula {A} € £y, tomemos

n

>

j=l

P} () € By . Assim, sup

12} le, — sUP, (M n <7

7
‘—_e‘
supy, [As|

implica

> s

j:l

<7 sup | Anl-

(2 = 3) Seja {Au} € ¢g C £, entdo, para n € IV, temos, por hipdtese, que

> Ase

< ksup [Ay|.
j=1 n

Mas, para m > n,

<k sup |X\|—0
n+l<i<m

I i Aj€;

j=n+l

m n
DoAe =D Mg

7=l i=1

v}
e ) j21 Aje; converge.

(3 = 4) Suponhamos vilida a condicio 3 e consideremos a transformagdo Iinear 7' : ¢; — X,
dada por T({)\.}) = X%, Aje;, a qual estd bem definida, pois, sendo {A,} € ¢, entdo,
3521 Aje; converge. Pelo teorema de Banach-Steinhaus, T é continua.

Seja A um subconjunto finito de IV e seja {&,}, tal que &, = 1. Vamos provar que
2 jea €5€; € uniformemente limitada. De fato, note que podemos definir uma seqiiéncia {6}

da seguinte forma
| &, para n€A

6”'*{ 0, para n & A.

Claramente {6,} € ¢ e, portanto,

iajej — I

< |1 Tfisup [6n] = [[T]

Z gi€ih =

JEA

{4 = 1) Finalmente, se vale 4, entéo, para todo z* € Bx»,

>oeirt(e) = z (Z Ejej)

jeA JEA
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_<_ z* (Z Ejej)
JEL
< =l || D0 e
JEA
< Z E;€; < k.
jeA

Para {v,}, definida como segue
_ | 1l separa n€A:z%(e,) >0
™= -1 se para n € A:z*(e,) <0,

temos, para z* € Bx-,

Yo lzte)| = ¥ wllzt(e)l = 2o vz'(e) <k

jea jeA JEA

e, portanto, para tode n € IV,

Dzt <k e Y |zt(es)| <oo. m
j=1 i=1

Coroldrio 7.3 Uma segiéncia bdsica {f,}, tal gue inf,, ||f,|| > 0 e {fa} € fs, € equivalente
& base de vetores unitdrios de cp.

Prova: Se {f.} é seqiiéncia bésica e 372 A;f; é convergente, entdo, {327_, A;f;} é uma
seqiiéncia de Cauchy.

Fazendo n — 00, a seqiéncia

n n—1
Pl [Fall = 32 X5 f5 = Do Aifsl| =2 O
=1 =1
Disto e do fato de que inf, || £l > 0, segue que {A,} € co.
Seja {e,} a base de vetores unitirios de cg. Assim,
Yo Mgl = H{AnHle < 00
=1 o

e 272, Aje; converge.

Por outro lado, suponhamos Y32, Aje; convergente. Entdo, da mesma forma, {),} €
co. Como {f.} é uma seqiiéncia basica e {fn} € fs, entdo, 332, A;f; converge, para cada
{An} € co, gragas ao teorema 7.2, parte 3. »

Definicao 7.4 A série 332, z; € dita incondicionalmente convergente, se, para toda permu-
tac@o 7 dos nibmeros naturais, a série Z_;-";l Tx(j) CONVETYE.
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8 O Teorema de Orlicz-Pettis

Obteremos o famoso Teorema de Orlicz-Pettis a partir de alguns resultados de Bessaga-
Pelczynski, demonstrados na se¢do anterior deste capifulo. Vale comentar que este impor-
tante teorema foi originalmente provado, utilizando-se recursos da Teoria de Medida Vetorial

i9].

Teorema 8.1 (de Orlicz-Pettis) Sejam X espaco de Banach e 352, f; uma série em
X, tal que, para cada segiéncia crescente {ky} de nimeros naturais, 1tzlimn 251 fr; existe.
Entdo, para cada segtiéncia crescente {k,} de nimeros naturais, lim, >°7_, fr, existe.

Prova: Consideremos a seqiiéncia crescente {k,} de nfimeros naturais, tal que
flim, %, fi, = z. E facil verificar que {f;} é fs.

Suponhamos, por absurdo, que 322, f;, ndo seja convergente. Deste modo, a segiiéncia
de somas parciais dessa série nao é convergente. Assim, existeme > Qen; <ng <nzg <...,
tais que || 377, 1, fi; || > €, para p # q. Seja gn, = X370, 11 fr; para cada p. Evidentemente
a seqiiéncia {g,,} € fs e inf, ||gs,|| > 0. Pelo Principio de selecdo de Bessaga-Pelczynski,
{gn,} admite uma subseqiiéncia, que denotaremos {h,,}, que é bésica. Gragas ao coroldrio
7.3, {kn,} é equivalente 3 base de vetores unitédrios {e,} de co.

Observamos que {hn,} é fracamente somdvel e, como € equivalente & base de vetores
unitérios de co, entdo, a seqiiéncia {37, e;} deveria ser fracamente convergente. Diga-
mos que € = (Al,....An, ...} Seja seu limite fraco. Entfo, para m : ¢ — R, dada
por m{({\}) = A, temos m(37,e5) = m((1,1,...,1,0,...)) = 1, paral < i < n e
mi(e) = 7 (A1, ..., An,...)) = Ai. Como n é qualquer, vem que A; = 1, para todo i € N e
e=(1,1 1,...) & ¢g. Isto fornece uma contradicdo. Assim, lim, Z?=1 Jx; existe. m

1 -

9 Espacos contendo Subespagos Isomorfos a ¢

Teorema 9.1 Seja X um espaco de Banach. EntGo, as sequintes condigbes sdo equivalentes:
1. Eriste uma segiéncia {f,}, que € fs, e a série 12, f; ndo € incondicionalmente
convergente {em norma).
2. Ewiste uma seqiéncia {f,}, que € fs, tal que inf, ||fn]] > 0.
8. X contém um subespaco isomorfo a cg.
Prova: (1 = 2) Suponhamos que a seqliéncia {/.} satisfaz (1). Assim, 332, f; néo é in-

condicionalmente convergente e, portanto, para alguma permutacéo {k,} de indices, 3232, fi;
nio converge. Disto resulta que existe uma seqiiéncia crescente {¢,} de indices, tal que

inf, | S0 fi |l > 0.
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A seqiiéncia g, = 31V | fr, € fs, pois

Mg

oo Gnt1
Z 1z*{gn)| = z Z fkj)
=1

n=1 i=gn+1
o0 Gn+1

= Z Z (z*(fkj))
n=1 |j=gn+1
o gn41

< 30 20 U
=1 j=gn+1

<

S |2"(f5)] < oo,
=1

e satisfaz (2).

(2 = 3) Seja {f,} uma seqiiéncia fs, tal que inf, ||f,)] = 6 > 0. Entdo, {f,} ¢ fraca-
mente nula. Com efeito: para cada z* € X* e ¢ > 0, como 372, [z*(f;)| < oc, entio,
existe ng € IV, tal que para n > ny, 3272, 1 [2°(f;)] < . Deste modo, para n > ny,
|7* (fa)] < EiZnorr [27(fi)l <€ e 27(fa) = 0.

Por outro lado, inf, [|f,l] = § > 0 e podemos supor que a seqiiéncia {f,} esteja norma-
lizada. Utilizando o Principio de Selegdo de Bessaga-Pelczynski (versdo 1), vemos que {f,}
admite uma subseqiiéncia {f,, }, que é seqiléncia basica. Claramente {f,, } também e fs
e inf |[f,,. 1] > 0. Pelo coroldrio 7.3, {f.,} é equivalente & base de vetores unitirios de cp.
Portanto, vale (3).

(3 = 1} Consideremos a seqiiéncia {e,} de vetores unitarios de cg. Esta segiiéncia é fs, pelo
teorema 7.2, pois, sendo {e,} base de Schauder para cy, entdo, para cada {A,} € cp, 332, Aje;
converge. Mas, 33%2,e¢; ndo € incondicionalmente convergente, j& que

;.;lej:(l,l,...) ECO. ]

Corolério 9.2 Seja X um espago de Banach. Entéo, para que cada seqiéncia {f,} fs seja
incondicionalmente convergente, € necessdrio e suficiente que X ndo contenha uma cipia de

Co-

Prova: O resultado segue diretamente do teorema 9.1. »

Utilizando o principio de sele¢io de Bessaga-Pelczynski, provaremos o seguinte resultado:
Teorema 9.3 As sequintes condicées sdo equivalentes:

1. X* contém uma cépia de ¢g.

2. X contém uma cépia complementada de £,.



26 J.B. Nicolou — Aplicagdes dos Teoremas de Ramsey ¢ Teoria dos Espagos de Banach

3. X* contém uma cdpia complementada de £,.

Prova: (3 = 1) E ébvia.
Antes de provar (2 = 3), precisamos de alguns lemas:
Lema 9.4 Sejam X, Y espacos de Banach, S € LY, X) e T € L{X,Y), tais que

ToSy) =y,
pare cada y € Y. Entdo, Y € 1somorfo a um subespaco complementado de X.
Prova: Sejam M =S(Y)C X e P= 80T € L(X, X). Entéo,
P(X)=SoT(X)CSY)=M

P?P=(SoT)o(SoT)=8c(ToS)oT=85T=P

Além disso, S : Y — M ¢é isomorfismo, pois T o S(y) = y, paracada y € Y, e
P(z) = 8SoT(zx) = SoToS(y)=8(y) =z,paratodoz € M,z =S5(y),comy€Y.n

Lema 9.5 Seja T : X — £, um operador linear limitado e sobrejetivo. Entdo, X
contém um subespaco complementado isomorfo a ¢;.

Prova: Como T : X — ¥, é continuo e sobrejetivo, entao, pelo teorema da aplicacdo
aberta, T é aberto e, deste modo, T(Bx(0,1)) é aberto em ¢,. Portanto, existe ¢ > 0,
tal que By, (0,6) C T(Bx(0,1)). A seqiiéncia {e,} de vetores unitdrios de 4, estd em

By, (0,2) = (g) By, (0,6) C (g) T(Bx(0,1)

e portanto existe uma seqiiéncia {z,} C Bx(0,r), tal que T(zy,) = ey, para todo n,
com r = 2/e. Consideremos o operador linear 5 : {; — X, que leva e, em z,, isto é:

oc o0
Z/\jej — Z/\jxj c X.
i=1 i=1

Notando que

o0

[se)
Yozl = 3 Il
=1

521
< 7l
e
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r Z Aje;

=1

?

o operador S € limitadoe T o S : &1 — ¢ satisfaz T o S(z) = z, para cada z € 4.
Pelo lema anterior, X contém um subespago complementado isomorfo a 4;. =
(2 = 3) Por {2), existem S € L({:1,X) e T € L(X,4), tais que T o § = I. Dai,
T* € L{£y,X*),5* € L(X*,lx) e S*oT* = I. Pelo lema 9.4, concluimos que X* contém
uma cépia complementada de £.
{1 = 2)Seja T : ¢y — X* um isomorfismo sobre sua imagem, e denotemos por {e,} a
base de Schauder de ¢g.
Congsideremos T* : X* — fieseja S =T*cJ : X = 4. Paraz € X, Sz
(Te1(z), Tez(x),...). De fato:
Seja Sz = {n} = 132, Mfn, Onde f, é base de Schauder de £;. Assim, Sz(€) =
T* 0 J,(§) = J(T(£)) = T¢(z).
Se £ € ¢, 7 € £, entdo, p(€) = 332, &m;. Assim, n(e,) € igual a n,. Deste modo, se
Sz = {n,}, entdo, 7, = Sz(e,} = Ten, isto é

Sz = {Te,(x)} € 4.

Desde que T € um isomorfismo e [ : T'(¢cy) = X* € & inclusdo, entdo, por Hahn-Banach
e observando que
6 & (e &= x7,

concluimos que T é sobre.

Através do seguinte diagrama de funcdes continuas e por Goldstine (Apéndice, teorema 7),
(X, X"} L o(X™, X% I o(£y,¢p), concluimos que
existe £ > 0, tal que

Bfl (07 E)

1)

T*Bx-- (0,
© (X X*)

T*TBx(0,1)°
T<JBx(0,1)
SBx(0,1) .

81)00

0,1
0,1
0,

N N N

It

Portanto, existe uma, seqiiéncia {z,} C Bx(0,1), tal que

(S22 — efa)er)] < 5,
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para k =1,...,n. Ou seja,

|Sza{er)| < 5;-1, para k<n =

r}i_{glo Smn(ek) =0.

Além disso, .
|Szn(ex) — e < 9

Dai c c
|8zg(e,)] > — o > 5"

Pelo principio de selecao de Bessaga-Pelczynski, {Sz,} tem uma subseqiiéncia bdsica
{8z, }, que é equivalente a uma seqiiéncia bésica de blocos a respeito da base candnica de

f.
Para simplificar a notagio, escreveremos {Sz,} no lugar de {Sz,_ }.

Pela proposi¢ao 6.2, [Sz,] é complementado em ¥ e [Sz,] é isomorfo a £;.

Sejam @ : £; — [Sz,] uma projegao, R : [Sz,] = £ um isomorfismo e U = Ro Qo S,
Entao, U € L(X, £,) e ésobrejetiva. Pelo lema anterior, X contém uma cépia complementada
de £,.



Capitulo IV

O Teorema de Ramsey

Neste capitulo apresentaremos o elegante Teorema de Ramsey e tambéimn as diversas generali-
zacOes obtidas por vdrios autores. Com este principio combinatdrio surgiu uma nova técnica
matemadtica que permitiu solucionar alguns problemas, que estiveram em aberto por muito
tempo. Em especial, o teorema £' de Rosenthal [39] que serd abordado no capitulo 5.

10 O Teorema de Ramsey

Seja M C N um subconjunto infinito. Denotaremos por [M] o conjunto de todos os
subconjuntos infinitos de M, {M]r o conjunto de todos os subconjuntos finitos de M e
(Mg = {(m1,m2,...,mg) :m; € M paral <i < kemy < mg < ... < my} Sempre
escreveremos M = {m;} € [IN], quando m; < mg < m3 < ....

O cléassico Teorema de Ramsey diz o seguinte {ver ref. [38]):

Teorema 10.1 (Ramsey) Seja A C [IN],. Entdo, existe M € [IN), tal gue [M]s C A ou
(M, C [N]p \ A.

Prova: Seja m; € IV qualquer. Escolhemos M; € [IN], tal que (my,m) € A, para todo
m € My, ou (m;, m) ¢ A, para todo m € M,.

De fato existe tal conjunto, pois, colocando A = {{k1, £1), (ka, &2}, ... com k; < &;,i € N},
se my = k;, para infinitos j, entdo, podemos tomar os ¢; correspondentes para formar o
subconjunto infinito M, tal que para cada m € M, (my1,m) € A. Da mesma forma, se
my1 = k;, para apenas um nimero finito de j, entéo, o conjunto M;, dos £; correspondentes
aos demais k;, serd um conjunto infinito, tal que, para todo m € M, (m;, m) ¢ A. Dizemos
que (m,, M;} é bom, no primeiro caso, e ruim, no segundo.

Seja my € My, mo > my. Aplicando o raciocinio anterior a A N [M;),, vemos que existe
M, € [Mj], tal que, (my, Ms) é bom ou ruim. Continuando o processo, se I € [IN] € tal

29
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que (my, M;)icr s80 todos bons ou todos ruins, tomemos M = {m; ;cr}. Entdo, pela prépria
construcio de M, [M]; C A, se (m;, M;);c; forem bons e [M], C [Nl \ A, se (m;, M;)icr

forem ruins. e

Um argumento similar mostra que:

Teorema 10.2 Dado A C [N];, eziste M € [N], tal que [M]y C A ou [M], C [N\ A

11 Familias de Ramsey

Defini¢io 11.1 Uma famdlia A C [IN] é dita Ramsey, se, para todo subconjunto L € [N],
eriste M € [L], tal que [M] C A ou [M] C [N]\ A

E claro que A C [IN] é Ramsey, se, e s6 se, [IN] \ .A é Ramsey.

Contra-exemplo 11.2 O axioma da escolha garante que o conjunto [IV] pode ser
bem ordenado. Denotemos por < tal ordem e consideremos a famflia de conjuntos
A= {M € [N]: M > M, para algum M’ € [M]}.

Provaremos que A nao é Ramsey. Mais precisamente, nio existe M € [IN], tal que
[M] C Aou{M]C NI\ A Seja M € [N] eseja My o primeiro elemento de [M]. Entio,
My < L, para todo L € [M] e, claramente, My, ¢ A. Isto mostra que [M] ¢ A. Fal-
ta provar que [M] ¢ [IN] \ A. Com efeito, coloquemos M = {my,mg,ms,...}. Para
i € N, consideremos o conjunto M; = {ma,my,..., Mo, My, Mg, Ms, ...} E claro que
M, c My, c M;c...C M. Além disso, cada M; estd em [M]. Agora, seja M;, = min;cx M;.
Entio, M-jo < Mio—i—ls Mio C M,jo_l.l € MG_IL]_ € A. Portanto, [M] Z [N} \.A-

12 Topologias na Colecao de Subconjuntos Infinitos
de NV

Definicao 12.1 Dados X, Y C N, escreveremos X < Y, sez < y, para cada z € X €
y€Y. Dados Ac [Nl e M€ [N)], seja[A,M={Le[N,ACLCAUM,A<L\A}

Observemos que {3, M] = {L e [N; @ CLCQUM, @< L\B}={L e [N};L C
M} = [M], para todo M € [N]}.

Proposicio 12.2 Os conjuntos de forma [A, M|, onde A € [N|p e M € [IN], formam uma
base para uma topologia sobre [IN}. Denotaremos tal topologia por T.



Capitulo IV. O Teorema de Ramsey 31

Prova: Desde que [IN] = [@, V], entdo, [N] = U{[4, M]; 4 € [N]r e M € [IN]}.
Além disso, se N € [A;, M| N [A2, Ma), entdo N € [A; U Ap, N]. Como

A C N C A UM,

Ay C N C Ay U M,
entdo, para L € [A; U Ay, N|, temos que

A CLCAUAUN=NCA UM,

A CLCAUAUN=NC A UM,,
eAl<L\.41,A2<L\A2,jéqueLCNeA1<N\A1, Ag(N\Ag. POIt&DtO,

L € [A1, M) [As, Ms]. u

Identificando cada conjunto M € [IN] com sua funcio caracterfstica x,, : N — {0,1},
podemos pensar que [IN] é um subconjunto do produto {0,1}¥. Denotaremos por 7 a
topologia induzida em [IV] pela topologia produto.

Proposicao 12.3 A fungdo M € [N] %, X, € {0,1}¥ € continua.
Prova: Seja M = {m;} € [IN]. Uma base de vizinhancas abertas de M em {0,1}" é um
conjunto da forma U, = {{6,} € {0,1}¥ : 8, =1, quando 1 < n < k e n = m; para algum

7}. Se colocarmos, A = {m;;m; < k}, entédo, como [A, N| = ¥~ '(l), temos 7 continua no
ponto M. =

Corolario 124 7 < 7.

13 Teorema de Nash-Williams

Definicdo 13.1 Consideremos uma familia A C [N]. Sejam A € [N]r e L € [N]. Dizemos
que L aceita A, se [A, L] C A, e L rejeita A, se nenhum M € [L] aceita A, ou seja, se

(A, M] ¢ A para todo M € [L).

Lema 13.2 Sejam A€ [N)r e M € [N].

1. Suponhamos que M aceita A. Enido, cada N € [M|] também aceita A.

2. Suponhamos que M rejeita A. Entdo, cada N € [M|] também rejeita A.
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Prova:

1. Como M aceita A4, entdo [A, M] C A. Por outro lado, N € [M] implica que N C M.
Portanto, [A,N] C[A, M| C A. =

2. Suponhamos que algum N € [M] ndo rejeita A. Deste modo, por defini¢do, existe
P € [N] que aceita A. Desde que P € [N] C [M], entdo, existe um conjunto em [M],
que aceita A, o que é uma contradi¢ao, pois M rejeita A. =

Proposicao 18.3 Dado L € [IN], existe M € [L], tal que M aceita cada um de seus sub-
conjuntos finitos ou rejeita cada wm de seus subconguntos finitos.

Prova:
Caso 1: Existe M € [L], que aceita o conjunto . Entdo, [M] = {@, M] C A. Portanto, para
todo A € {M]r, temos
A, M] = {Le[N; ACLCAUM, A<L\A}
{Le[Nj ACLCM, A<L\A}C[M]jC A

Segue que M aceita todos os seus subconjuntos finitos.

Caso 2: Suponhamos que nenhum M € [L] aceita o vazio, ou seja, L rejeita o conjunto @.

Para provar o que desejamos, deveremos mostrar, primeiramente, dois lemas importantes:

Lema 13.4 Ezistem M, € [L] e m) € M,, tois que M; rejeita {m,}.

Prova: Suponhamos falso o lema e sejam Ny € [L] e n; € N;. Como N; nio rejeita
{m}, exdste Ny € [M] que aceita {n;}. Seja ny € Ny, com ny > n;. Entio, existe
N3 € [Ny] que aceita {na}. Se continuamos o processo, obtemos L D N; D Ny D
Ny D ...en < ny < mng..., ials que n; € N; e [{n;}, Nju] C A, para j > L.
Tomando N = {ny,ns, ns,...}, entdo, [N] C U2, [{n;}, Njsi] C A. Deste modo, N
aceita 0 conjunto &, uma contradicio. =

Lema 13.5 Ezistemm M € [M] e ma € My, tais qgue My rejeita todo A C {my, mz}.

Prova: Suponhamos falso o lema e sejam N, € {Mi] e ng € Na, ny > m;. Desde que
N; nio rejeita algum A, C {m;, ma}, existe N3 € [ N3], que aceita A;. Seja n3 € N,
ng > no. Entdo, existe Ny € [N3], que aceita algum A3 C {m;,ns}. Se continuamos o
processo, obtemos M; D N, DN; D ..., my <np < ma...e A; C {my,n;}, (j > 2),
tais que n; € Nj e [4;, N;u] C A, para j > 2. Como Ny C My e M, rejeita @ e
{mi}, entdo, n; € A;, para todo j > 2. Segue que A; = B; U {n;}, com B; C {my},
para todo 7 > 2. Passando a uma subseqiiéncia, se necessirio, podemos assumir que
B; = B, para todo j > 2.
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Segue que (B U {n;}, Nju1] C A, para todo j > 2. Se pomos N = {ny,ng,n3,...},
entdo, é facil verificar que

oo

[B,N] c U[BU {n;}, Nj+1] C A.

j=2

Deste modo N aceita B, o que é uma contradicdo, jd que N C M; e M rejeita J ¢

{mi}. »

Se continuamos este processo, obtemos L D M; D My D My D ...em < my <
ms < ..., tais que m; € M; e M; rejeita todo A C {my, ..., my}.

Seja M = {my,ma,m3,...}. Provaremos que M rejeita todos os seus subconjuntos
finitos. Suponhamos que isso seja falso. Entdo, existem A C {my,...,m;} e N € [M] tais
que [A4, N] C A. Logo, [4, NNM;] C [A, N] C Ae NNM; aceita A, o que é uma contradi¢io,
j4 que todo subconjunto de M; rejeita todo 4 C {my,...,m;}. w

Depois de alguns resultados obtidos por Nash-Williams em [33] e outros, Galvin e Prikry
[17] provaram que todo conjunto 7-Borel é Ramsey. J. Silver [45] mostrou, com um argumento
meta-matemadtico, que todo conjunto 7-analftico é Ramsey. Mathias [31] deu uma outra prova
disto e Ellentuck {12] deduziu este resultado em um artigo de trés paginas, usando somente
nogoes cldssicas e alguns lemas de {17].

Neste trabalho apresentaremos o seguinte resultado devido a Nash-Williams, que ¢é de
grande importéincia na prova do teorema £; de Rosenthal.

Teorema 13.6 Os conjuntos 7-abertos emn [IN| formam uma familia de Ramsey. Consegiien-
temente, os conjuntos 7-fechados formam uma familia de Ramsey.

Prova: Seja A C [IV] um conjunto 7-aberto e seja L € [IV]. Pela proposi¢io anterior, existe
M € (L], tal que M aceita todos os seus subconjuntos finitos ou M rejeita todos os seus
subconjuntos finitos. No primeiro caso, M aceita o conjunto @. Assim, [M] = [0, M] C A.

No segundo caso, vamos mostrar que {M] C [IV] \ A. Suponhamos que [M] ¢ [IN]\ A.
Entio existe N € [M] N A. Pela proposicio 12.2, podemos encontrar A € [N|p, tal que
N e [4,N)C A Logo, [A,N]C[A N]C Ae N aceita A. Mas N C M e M rejeita todos
os seus subconjuntos finitos, temos uma contradicio. Conseqgiientemente [M] C [IN]\ A. 8

Definicdo 13.7 A C [NV] ¢ completamente Ramsey se, para cade A € [N)p e cada L € [N},
ezistir M € [L], tal que [A,M] C A ou [A, M] C [N]\ A.

Teorema 13.8 (Nash-Williams) Os conjuntos 7-abertos de [IN| formam uma familia com-
pletamente Ramsey. Consegqientemente, os conjunios 7-fechados formam uma familia com-
pletamente Ramsey.



34  J.B. Nicolau - Aplicagbes dos Teoremas de Ramsey a Teoria dos Espagos de Banach

Prova: Sejam .A C [IN] um conjunto 7-aberto, 4 € [N]r e M € [N].

Tomemos 3 : IV — M, uma funcio bijetiva crescente. 3 induz uma funcio continua f
de [IN] em [N}, por: f{L}= B(L), para todo L € [IV].

Mostraremos que f é 7T-continua. Sejam L € [IV], 4; € [N]p e My € [IN] tais que
F(L) C [As, M;). Escolhendo A, = 37 '(A), M, = §1(M;), obtemos que

L€ [A;, M) C F([{As, My)).

Definimos ¢ : [IN] = [IN] por g(L) = LU A. A fungdo g é continua, pois, se L € [IV],
Ay € [N, M, € [IN] sdo tais que g(L) € [Ag, My, entdo, definindo A4, = Az \ (A \ L),
M, = M,, obtemos L € [A;y, M) C g7 ([Ag, M2)).

Desde que (go f)"'(A) é T-aberto, entdo, pelo teorema 13.6, ele é Ramsey. Assim, existe
X € [N], tal que [X] C (g0 f)7'(A) ou [X] C [IN]\ (g0 f)7'(A). Pondo ¥ = f(X) € [M],
temos [Y'] C g7'(A4) ou [Y] C [IN]\ g7'{A).

Observemos que [A, Y] C{AUM; M e [N|, M CY} C g([Y]). Logo

[AY]cg(Y) cA

[4, Y] Cg(IN\g'(A4) = {AUL; Le[N\g'(A)}
= {AUL; Le[N], AUL¢ A}
C [N\ A

Isto completa a prova.

Para finalizar, demonstraremos o caso geral do Teorema de Ramsey de forma diferente
da que foi sugerida na Segio 10.

Teorema 13.9 (de Ramsey) Dado A C [N, existe M € [N] tal que [M]z C A ou
[M]i C [N]i \ A.

Prova: Seja f; : [N] = [N, a funcio restricdo f({ni,ns,...}) = {n1,...,nx}, onde
g <Ny < ...
Notemos que, se 4 € [IV]; e L € [IN], entao, fr(X) = A, para todo X € [4, L.
Tomando M =U{[4,L]: A€ A, L € [IN]}, entdo, M é T-aberto ¢, portanto, Ramsey.
Deste modo, existe M € [IN], tal que [M] C M ou [M] C [IN]\ M. Aplicando a func¢éo f,
temos [M]k C Aou [M]k C [Mk \.A [}



Capitulo V

Aplicacoes dos Teoremas de Ramsey a
Teoria dos Espacos de Banach

Um resultado importantissimo de Eberlein-Smulian diz o seguinte: de uma seqiiéncia limi-
tada em X podemos extrair uma subseqiiéncia fracamente convergente, se, e somente se, X é
um espago de Banach reflexivo. Exigindo menos, ou seja, se de uma seqliéncia limitada em
X pudermos extrair uma subseqiiéncia fracamente Cauchy ( {z,} é fracamente Cauchy, se,
para cada z* € X*, a seqiiéncia de escalares z¥(z,) € convergente), o que podemos afirmar
a cerca do espago de Banach X7 A condicdo suficiente (reflexividade)} estd garantida pelo
teorema de Eberlein-Smulian. No entanto, se X é um espaco de Banach separdvel (reflexivo
ou nio), com X* também separdvel, entdo, cada seqiiéncia limitada em X tem subseqiiéncias
fracamente Cauchy.

Neste capitulo, o teorema #; de Haskell P. Rosenthal, que serd demonstrado utilizando-se
dos teoremas de Ramsey e suas generalizacOes, serve de contra-exemplo para a condigéo
necessiria no teorema de Eberlein-Smulian.

Comegaremos aplicando os teoremas de Ramsey para encontrar espacos de Banach con-
tendo cp.

14 Espacos de Banach contendo ¢

Teorema 14.1 Seja {e,} umao segiiéncia bdsica normalizada em um espago de Banach X.
Entdo, {e,} satisfaz uma das seguintes alternativas, que se excluem mutuamente:

1. Emiste uma subseguéncia bisica {fn} da seqiéncia {e,}, que ¢ equivalente ¢ base de
Schauder candnica de cy.

2. Eziste uma subseqiiéncia {gn} da seqiiéncia {e,}, tal que sup, || 325 gn;]| = oo, para
toda segiéncia estritamente crescente {n;} em N.
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Prova: Para 0 < ¢ < o0, seja A, = {N = {n;} € [IN]; sup, || 25, en, | < 2¢}. E importante
notar que, eventualmente, a colecdo A, pode ser vazia.

Afirmamos que a colegio A, é T - fechada em [IV].

De fato: seja N = {n;} € A, e consideremos a vizinhanca de {n;}32;, dada por
U, = [4,, N], onde A, = {ny,ng,n3,...,1p}. E claro que 4, C {n;}2, C 4, UN. Se
M = {m;} € A.N[A,, IN], entéo,

P
sup || Y em;ll <2¢ e
? =1
{ni,m9,m3,...,0} T M C A,UN.
Consequentemente, para j < ¢, temos
nj =m; €

g 7
Z €n; Z €m;
=1 =1

m

D em,

=1

|

< 2c,

< sup

m
para todo ¢. Logo, sup, || Z_; ex,|| € 2ce N = {n;} € A.. Segue que A; é 7-fechada e é
Ramsey, para todo c.

Deste modo, existe N; € [IV], tal que [N;] C A1 ou [Vq] C [IV]\ A;.

Também podemos encontrar N, € [N;], tal que Na C Ap ou Ny C [IN]\ As. Proce-
dendo de forma indutiva, escolhemos IV O N, D N, D N3 D ... tais que [N;] C A; ou
[N;] € [N]\ A;, para cada j € V.

Primeiramente, assumimos que [V;] C [IV] \ A;, para cada j € IN. Seja N; = {n},
para todo j, e seja N = {n.} 2 seqiiéncia diagonal. Como N; D N;; D Njpe D..., entéo,
N\ {{nw}; &k < j} € [N;] € [IN]\ A;, para todo j. Além disso, para cada j, vai existir
p; > 4, tal que || 7 en,, || > 2j. Portanto,

Py Pj j-1
“Zenkk“ = zeﬂkk+zeﬂkk
k=1

k=1 E=j

v

Pj j—i
Z Cnge = Z Crnee
k=] k=1

> 2j—-(G-1D=j5+1.
Logo,

sup = 00.
n

P
Z Enkk
k=1
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Fazendo gy = en,,, para cada k, entdo, estd demonstrado que sup, || X5_, gsl| = oo
O mesmo argumento mostra que sup, || ©5_; gk, | = oo, para cada seqiiéncia estritamente
crescente {k;} em IV.

Por outro lado, se assumirmos que [N;] C Aj, para algum j € N, provaremos que a
seqiéncia {e,  } € equivalente & base de Schaunder canénica de cq.

Dados Ay,..., A, € R, escolhemos @y € X*, ||¢sll = 1, satisfazendo

Y P
EP)\ (Z Akenjk) = Z Akeﬂjk
k=1

k=1

Colocando A = {k; k < p, plen,) > 0} e B={k; k <p, p(ea,) < 0}, entdo,

r P
Z /\keﬂjk Z )\k@l(eﬂjk)
= Z Ak{lo)t(eﬂjk) -+ Z )‘k(lg)\(enjk)
ke A keB
< Ifla}%{ lAk| Z (Pl(enjk) + Z f,O,\(ank)
€ oy kEB

< %leagrfl/\k[ (‘PA (Z enjk) + |¥x (Z eﬂjk) )
ke A keB

< I,?eag,cl)\klllcp}t” ( Z €nsill T Z €nji )
kcA kEEB

- i

Deste modo, se 332, A;e; converge, entdo, {A,} e ¢, isto €, A, — 0. Assim,

oo
Aeen., | < 47max|i;] < o0.
kgl wenz|| < 47 max Ay

Reciprocamente, se 3.7, Aven;, converge, entdo, A, — 0 e 3722, Aje; converge. Assim,
{€n,.} € uma seqiiéncia equivalente a base de Schauder canénica de ¢y. =

15 Sistemas Independentes

Definicdo 15.1 Uma segiéncia de subconjuntos (A,, B,) de um conjunto fivo S, com
A, N B, =9 para cada n € N, € chamada um sistema independente, se, para cada n-upla
(e1,--.,8&n), come; = £1, para todo j = 1,...,n, tivermos (\;_, £;A; #0, onde ;A; = A;,
seg;=+1 eg;A; = B, segj = —1.
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Exemplo 15.2 Um sistema independente {A,, By} em [0, 1] é dado por 4, = {t; r.(t) =1}
e B, = {t; r.(t) = —1}, onde {r,.} so as fun¢des de Rademacher. A primeira funcio é dada
por, () = 1, para todo £ € [0,1]. A segunda, 73, é 1, sobre o intervalo [0,1/2), e —1, sobre
[1/2,1]; r3 6 1, sobre [0,1/4) e [1/2,3/4), mas é —1, sobre [1/4,1/2) e [3/4,1], etc.

Mais explicitamente:

z1(f) = 1, para t € [0, 1]

Yo
0 1 ; zo(t) = { 1’1, pa;;at fe[—:o[ll //ri)l]

Y R

l—o

I mi={ oy P S ey

-1t — or—

A seqiiéncia de fungdes {r,} é uma seqiiéncia bdsica em L,({0,1]) (1 < p < o), equiva-
lente & base candnica de #;.

Proposicio 15.3 Seja {z,}°2, C X. Se existem b > a > 0, tais que

ay Ml S0 Al <830 A,
=1 =1 =1

para todo Ay, ..., A, € R en € N, entgo, {z,} € uma segiiéncia bdsica em X eguivalente ¢
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base candnica de £;.
Prova: Seja T : £, — X, definido por

T : {)\J}??—-l S fl — Z)\j.’.ﬂj € X.

j=1

Da desigualdade da direita, segue que T estd bem definido e é continuo. Da desigualdade

da esquerda, segue que T é um isomorfismo entre £, e [z,]. Além disso, Te, = z,, para cada

n. Logo, T é uma base de [z,] equivalente a {e,}. »

Proposicdo 15.4 Seja {f,} wma segiéncia uniformemente limitada de fungdes reais sobre
um conjunto S. Sejamr € Red >0, Ay ={s€S; fals)>r+6} eB,={s€S; fuls) <
r}. Se (A,, By) é um sistema independente, entdo, {fn} € uma segiéncia bdsica em £(5),
que ¢ eguivalente d base candnice de £, .

Prova: Se 3.7 Aje; converge, entdo, 322, |\ < oce
o0 o
XAl < 21l
j=1 F=1

< CZ | A} < o0
=1

Pela proposicdo anterior, é suficiente provar que |[ 327, A; f;l| > (6/2) 377, |A;], para ¥n.
Sejam F={j € N; \; >0} e G={j € N; X; <0}.
Como o sistema {An, B,) é independente, podemos tomar

s,te(ﬂAn)ﬂ(ﬂBn).

neF neG

Como s,f estdo em cada A, e em cada B,, temos

i)‘ifs‘(s) = 2 Aifi(s)+ 2 Aifis)
= 2 INlfi(s) = X IA1fi(s)
> _Z;;|Ajf(f+6J+;;1Ajr(—r)

= Y N+ -+ 1Nl ey

jeF JEG
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S M EIUNSID RTINS SVE0

JjeG JEF
> Ml +8) =3 [Nl ()
j€G JEF
Adicionando (I} e (II), temos
> Al i(8) 2 Z)\|+5ZI/\|—5Z|/\|
J:]‘ F j'cG
Segue que
ifi@)) 2 Z)\jfa‘(s) = 2 Xifit)
; =
> 530Nl
j=1
Assim,

n
max y
7=1

Deste modo, para todo n € IV,

Z/\ f

J_

= sup E: )\J-fj(u)‘

> max(ZAfj s}, t))
5 i
> *2-32231|)\J| a

16 Teorema de Rosenthal sobre Espacos de Banach
contendo /;

Um dos mais bonitos teoremas na teoria dos espagos de Banach ¢ devido a H.P. Rosenthal
[39] (veja L. Dor [10], para o caso complexo). A prova original de Rosenthal nao utiliza o
teorema de Ramsey, mas Farahat [16] mostrou que o teorema de Ramsey pode ser aplicado
num ponio chave do argumento. Na verdade, a demonstracdo feita por Rosenthal contém
muito dos elementos necessdrios para se obter o teorema de Ramsey.
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Teorema 16.1 (¢; de Rosenthal) Seje {z.} uma segiéncia limitade em um espago de
Banach X. Entdo, {z,} tem uma subsegiiéncia {z, }, que satisfaz uma das duas seguintes
alternativas, que se excluem mutuamente:

1. {z,, } ¢ uma seqiiéncia bésica equivalente & base de Schauder candnica de ;.

2. {z,,} é uma seqiiéncia fracamente Cauchy.

Prova: A idéia da prova deste teorema estd em mostrar que, s {z,} nao tem uma sub-
seqliéncia fracamente Cauchy, entfo, ela contém uma subseqiiéncia, cujos termos sdo pare-
cidos com as funcoes de Rademacher sobre um determinado conjunte. Mais precisamente,
ela contém uma subseqiiéncia, que satisfaz a hipétese da proposigao 15.4.

Suponhamos que {z,} é uma seqiiéncia limitada em um espago de Banach X e que {z,}
10 tem subseqiiéncia fracamente Cauchy.

Considerando o mergulho canénico J, temos z € X — J, € X*™ C £o(Bx~, R). Deste
modo, um elemento £ € X pode ser visto como um elemento de £ (Bx~, R). Neste
caso, {z,} nao ter segiidncia fracamente Cauchy equivale a dizer que J, ndo tem sub-
seqiiéncia pontualmente convergente, pois, z*(z,) converge, para cada z* € X", se, e sd se,
Jz. (') (= x*(z,)) converge, para cada z* € X™.

Para simplificar a notacao, trabalharemos com a seqiiéncia {z,} em lugar da seqiiéncia
{J:.}, mediante aquela identificagéo.

Provaremos que {z, } tem uma subseqiiéncia bisica equivalente & base de vetores unitarios
de {,.

De fato:

Seja Z a colecdo enumersvel de todos os pares (C;, D;) de bolas abertas de R (ou se-
ja, intervalos), cujos centros e raios sdo racionais e satisfazem diam C; = diam D; <
(1/2)d (C;, D;). Aqui diam C; é o diametro do intervalo C; e d(Cjy, D;) é a distincia entre
Cj e Dj. Fazendo Cj = (Tj — 6_.’;, r; + 63) e Dj = (Sj - 6_:;, S; + éj), com r;, 8; € Q, T; < 8;, 8¢
66; < s; — r;, é facil verificar que diam C; = diam D; < (1/2)d(C}, D;).

Lema 16.2 Eristem k € N e L € [IN], tais que, para cada M € [L], eziste z}; em
By, para o gual {2,(2%,) bmenr temn pontos de acumulacio em ambos Cy e Dy.

Prova: Suponhamos falso o lema, ou seja, para cada k € IV ¢ cada L € [IV], existird
um conjunto M € [L], tal que, para todo z* € By, a seqiiéncia {Zm(z*) }mear ndo
tem pontos de acumulacio em cada Cy e ;. Em particular, existe um conjunto
M, € [N}, tal que para cada z* em Bx-, a seqiiéncia {2, (2") }mear, ndo tem pontos
de acumulacio em C; e D;. Da mesma forma, existe My € [M1], tal que, para cada
z* € Bx-~, a seqiiéncia {zm, (z*)}mer, ndo tem pontos de acumulacéo em Cy e Do.
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Por indugao, encontramos uma seqiténcia {M;}2, de subconjuntos M;,; € [M}], tal
que, dado n € IV, se z* € Bx., a seqiiéncia {Z,,(2*) }mepm, néo tem pontos de acu-
mulagio em C, € Dy. Seja P = {p,} € [IV], tal que p, € My, para cada n. Podemos
assumir que {p,} é estritamente crescente. Lembremos que nenhuma subseqiéncia
de {z,} converge pontualmente sobre By.. Deste modo, existe z§ € Bx-, tal que
a seqiiéncia {z,, (z})} ndo é convergente. Mas {z, ()} é uma seqiiéncia limita-
da. Lembremos o resultado: Dados ume segiiéncia {z,} C X (espaco topoldgico} e
z € X. Se cada subseqiéncia de {z,} possui uma subsegiiéncia que converge a z,
entdo, T, — z. Entdo, temos que {z,,{z})} com pelo menos dois pontos de acumu-
lagio. Digamos que ¢ e d sd os pontos de acumulagio para {z, (zf)}. Podemos supor
¢ < d. Escolba 0 < 6 < (d — ¢}/6 e 1y, 53, € €, satisfazendo

TE < C<Tp+ 0k, 8 — 0k <d< 5.

Entdo, c€ G, d€ Di e
d—ec 8, —T%
66, < 5 < g

Para cada j > 1, a seqiiéncia {,, (2§) }n>; ter ¢ e d como pontos de acumulaggo. Ain-
da mais, é uma subseqiiéncia de {Zm(25)}mear;- Deste modo, para j = k, temos que
{z,.(z3)}a>k tem ¢ e d como pontos de acumulacdo. Isto implica que {zn,(2§) mens,
tem ¢ e d como pontos de acumula¢io em Cy e Dy, contrariando a definicio dos M;. m

Consideraremos {Z, }ner como sendo {z,}, C; = C e Dy = D, para simplificar a notagao.

Temos, até este momento, que {z,} é uma seqiéncia limitada em X, sem uma sub-
seqiiéncia que seja pontualmente convergente sobre Bx+. C e D sdo intervalos disjuntos de
mesmo didmetro e separados por, pelo menos, duas vezes o didmetro. Dado um subconjunto

M € [N], existe um z3}, em By, tal que {2, (2},) }menm tem pontos de acurmulagio em C e

D.

Sejam os conjuntos A,, B, definidos por

Ar, = {z* € Bx; z,(z") € C},
B, = {z* € Bx-; z,(z*) € D}.

Lema 16.3 A segiéncia (An, By) tem subsegiiéncia, que € um sistema independente.

Prova: De fato: Denotaremos por —A4; o conjunto B;. Assim, para cada k, seja A,
a colecao

k
Ay = {{ﬂj} €[N}, (M(=1V Ay, # GJ}-

=1
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Identificaremos cada subconjunto de IV com um ponto em {0,1}¥ e alegamos que
N, A; é um subconjunto fechado de [IV], com relacdo a topologia de {0,1}¥ e
portanto, fechado em [IV]. De fato, seja {nf} € A e consideremos a vizinhanga
bdsica U de {n;}, dada por

:{{nj}E[N]; n; =nj para 1gjgk}.

Claramente U N.A # @ (basta ver a definigiio de Ay) e, portanto, existe {n;} € A,
tal que

Assim,

Fazendo A = M., Ag, entdo, também A é fechado. Pelo teorema 13.6, A é Ramsey e
existe M € [N}, M = {m,}, tal que [M] C A ou [M] C [IN]\ A. Sabemos que, dado
M € [IV), existe um z}, em Bx-, tal que {Zn(z})}men tem pontos de acumulagio
em ambos C e D. Assim, existe um subconjunto N € [M], N = {m,, }, tal que, se g
é impar, z,, (z},) € C, a0 passo que, se ¢ ¢ par, entdo, z,, (z3¢) € D. Ou ainda,
para ¢ impar, 7}, € Ay, e, para g par, zy, € By, . Logo, para todo g,

€ (1A,

o que mostra {m,_ } € A, e descartamos a possibilidade de que [M] C IV \ .A. Segue
que [M] C A. Podemos dizer que {m,} é uma seqiiéncia estritamente crescente de
niimeros naturais, tal que uma subseqiiéncia {mj,} de {m,} satisfaz

k
[ (=1)P A, # D paratodo k€ N

p=1

Lembrando que —A; temos na verdade que, para qualquer subseqiéncia
{m,} € [M], se mterceptamos By com Apy com By com ... (um nimero fini-
to del&s) entdo, o conjunto resultante é ndo vazio. Tomemos O € [M], tal que
O = {my,}. Dado qualquer subseqiiéncia {mj,} € [O], a intersec¢iio de um niimero
finito de A e B indexados por {mj, } é do tipo Apy NAm; sy * 558 interseccio contém
Am! N B, N Ameop+1), onde & € um natural qua.lauer ta.l que mzp < mg < m2(p+l}
De fonna, andloga, se prova que se dois By ocorrem um apés o outre, digamos
B, N By, entdo, essa interseccdo contém B,,],l_1 N A, N By, onde j < k < I. Portan-
to, a seqiiéncia (Am,,, Bm,,) € uma seqiiéncia independente de subconjuntos disjuntos
de B X+ B
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Pelo lema 16.3, (A, By) tem uma subseqiiéncia que é um sistema independente ¢, pela
proposicao 15.4, {z,} tem uma subsegiiéncia basica equivalente & base candnica de £;. »

Outras aplicagoes do teorema de Ramsey podem ser encontradas em [39-46].



Apéndice

Alguns Resultados Importantes

Apresentaremos aqui alguns resultados fundamentais [5, 9], que podem ser considerados, de
certa forma, como pré-requisitos para a compreensdo deste trabalho.

Teorema 1 (da aplicacao aberta) Sejam X e Y dois espagos de Banach e seja T um
operador linear continuo e sobrejetivo de X sobre Y. Entdo, eriste uma constante k > 0, tal

que
T(Bx{0,1)} > By (0, k)

Coroldrio 1 Sejam X e Y dois espagos de Banach e seja T um operador linear continuo e
bijetivo de X sobre Y. Entdo, T~ € continueo de Y em X.

Teorema 2 (Banach-Steinhaus) Sejam X eY dois espagos de Banach. Seja (Ti)icr uma
femilia (ndo necessariamente enumerdvel) de operadores lineares continuos de X em Y.
Suponhamos que

sup|[T(a))) < oo Yz € X,

[3=

entao,
sup 1Tl 2,y < o0
i€l

Dito de outro modo: existe uma constante k, tal que ||T;(z)|| < kljz||, Vo € X, Vi€ L.
Corolirio 2 Sejam X eY dois espagos de Banach. Seja {T,} uma segiiéncia de operadores

lineares continuos de X e Y, tal que para cada x € X, T,(z} converge, quando n — o0, a
um denotado por T(x). Entdo, se tem

(a) sup |7l zix,vy < o0,
(b)  TeL(X,Y),
(C) “THC[X,Y] < gi'%inf”Tn“.C(X,Y}‘
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Teorema 3 Seja M subespago de um espago vetorial normado e Y um espago de Banach.
SeT : M = Y ¢ transformacdo linear continua, entdo, existe, uma unica T : M - Y
linear continua.

Teorema 4 (Hahn-Banach, forma analitica) Seja p: X — R uma aplicacio, que ver-
ifica

(a) p{dz) =dp(z) VzeX e YA>0

(b)  plz+y) <plz)+ply) Vo,yeX

Sejam, também, Y C X um subespaco vetorial e g : Y — R uma aplicagdo linear, tal que
g{z) < p(z), Vz € Y. Entdo, existe uma forma linear f definida sobre X que estende g, isto
¢ 9(z) = f(z), V2 €Y ¢ f(z) < g{z), vz € X.

Obs.: Neste teorema, X € apenas um espago vetorial.
Coroldrio 3 Para todo zy € X, existe f € X*, tal que ||fl| =1 e f(zo) = |lzo]|.

Teorema 5 (do Gréfico Fechado) Sejam X e Y dois espacos de Banach. Seja T uma
transformacdo linear de X em Y. Suponhamos que o gréfico de T,G(T), ¢ fechado em
X xY. Enigo, T ¢ continua.

Teorema 6 (Eberlein-Smulian) Um subconjunto de um espaco de Banach é relative-
mente fracamente compacto, se, e somente se, € relativamente fracamente sequencialmente
compacto. Em particular, um subconjunto de um espaco de Banach é fracamente compacto,
se, e s6 se, € fracamente sequencialmente compacto.

Teorema 7 (Goldstine) Para todo espago vetorial normade X, J(Bx) € fraco * denso em
By e J(X) € fraco  denso em X**.
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