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Resumo 

Kesta tese estudamos os geradores mínimos da álgebra de Rees simbólica de ideais gerados 
por monônios livres de quadrados, dedicando especial atenção ao caso em que o ideal é o 
ideal de arestas de um grafo simples. 

Entre vários outros resultados destacamos a determinação de quais tipos de estruturas 
contribuem para a determinação e crescimento do tipo de geração da álgebra de Rees 
simbólica, a construção de vários exemplos de estruturas(grafos) que aparecem como gera
dores genuínos do ideal de aresta, e a obtenção da melhor quota inferior e superior para o 
grau de geradores mínimos do módulo simbólico não trivial. 

Abstract 

We study minimal generators of simbolic Rees algebra to monomial radical ideal, with 
spedal atention to the case of edge-ideals of sirnple graphs. The rnain results are the 
determination of which kind of structures contribute to increase the generation type of the 
simbolic Rees algebra, the construction of severa! examples of these structures and finally 
the best range to degrees of minimal generators(fresh generators) of simbolic powers of an 
edge-ideal. 
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Capítulo 1 

INTRODUÇAO 

A noção de potência simbólica de um ideal foi introduzida por W. Krull, nos anos 30. 
Trata-se de um objeto extremamente natural em Álgebra Comutativa, cujo primeiro 
Hignificado geométrico foi dado por O. Zariski em sua célebre memória sobre funções 
holomorfas ( "Main Lernma"). Foi ainda Zariski quem aplicou a teoria das potências 
simbólicas para deduzir, de forma elegante, resultados de estrutura em Álgebra Co
mutativa (cf. [19]). Cerca de 15-20 anos depois, M. Hochster ([8]) chamou a atenção 
para o comportamento peculiar dessas potências no caso de certos ideias primos. 
Em particular, observou que se o ideal era gerado pelos elementos de uma sequência 
regular, então as potências simbólicas coincidiam com as potências ordinárias. Para
lelamente, vários autores deram partida ao estudo abstrato das filtrações simbólicas, 
introduzindo formalmente a álgebra de Rees simbólica, culminando com o problema 
da finitude desta álgebra no caso de curvas monomiais em A 3. A bibliografia de 
potências simbólicas enriqueceu-se aceleradamente nas duas últimas décadas, com a 
descoberta de vários teoremas de estrutura e aplicações a outros problemas. 

Por outro lado, com a intensificação dos métodos da função de Hilbert tornou-se 
acentuado o interesse por ideais monomiais - assim chamados os ideais de um anel 
de polinômios sobre um corpo cujos geradores são monômios. A interpretação de um 
tal ideal como fibra especial de uma farru1ia, do lado geométrico, só fez aumentar o 
interesse por suas propriedades. Finalmente, a contribuição espetacular advinda da 
Combinatória, devida a R Stanley e vários outros ( cf. Apêndice C), entronaram os 
ideais monomiais como parada obrigatória da Álgebra Comutativa recente. 

No final da década anterior,Villareal ([17])e posteriormente, Simis, Vasconcelos 
e Villarreal ([16]) introduziram sistematicamente o estudo de ideais de arestas de 
grafos (vide Apêndice A). A motivação vinha, parcialmente, dos vários experimentos 
de Villarreal em sua tese de doutorado de Rutgers University, sob orientação de 

1 



2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 

Vasconcelos. Neste trabalho, os autores deram uma condição necessária e suficiente 
em termos da teoria dos grafos, a fim de que o ideal de arestas de um grafo fosse 
normalmente livre de torção. A condição era, exatamente, que o grafo fosse bipartido. 

Abria-se, assim, um horizonte natural para o estudo do comportamento das potên
cias simbólicas de um ideal de arestas admitindo ciclos ímpares. Numa sequência 
natural, a monografia [14], pontuou várias dessas questões, deixando claro que a 
grafologia correspondente não era de forma alguma triviaL Algumas delas, em fase 
preliminar1 diziam respeito à natureza dos monômios geradores das potências simbóli
cas de um ideal monomial radical (isto é, gerado por monômios livres de quadrados) e, 
mais particularmente, de um ideal de arestas. A experimentaçãü desta fase convergiu 
para duas questões básicas, de simples enunciado: 

Questão 1.1 Fixado um corpo k, dado um ideal I C R= k[X] gerado por monômios 
livres de quadrados, então os geradores mínimos do módulo 

I(m) /(I ]lm-1) + Ii2) I(m-2) + ... + Iim-1) I), 

são monômios livres de quadrados (possivelmente {0}). 

(N.B. J(r) denota a potência simbólica de ordem r do ideal J. Em particular, para 
rn = 2. perguntava-se quais os geradores da segunda potência simbólica que não eram 
produtos de monômios de I) 

Questão 1.2 Seja G um grafo. Se I é o ideal de arestas de G, então os ciclos ímpares 
sem cordas que sejam arestas de C e os cliques de C são os geradores mínimos livres 
de quadrados dos módulos em 1.1, para os vários m 2 2. 

Uma terceira pergunta subjacente, de caráter técnico, dizia respeito à possibili
dade de reduzir o problema ao estudo de geradores cujo suporte contivesse todas as 
variáveis. 1-lais precisamente, seria preciso verificar a validade da seguinte formulação. 

Questão 1.3 Seja I C R = k[K] um ideal gerado por monômios livres de quadrados. 
Dado X"- E I, colocamos S ~ k[Supp (X"-)], e J ~In S. Então, 

X"- E Il'l \ (X)II'I ~X"- E Jl'l \ (Supp (X") )Jl'l 

Nesta tese, estudamos as questões acima, bem como outros aspectos da teoria 
para ideais monomiais radicais. No caso de ideais de arestas, mais manejáveis, este 
estudo revelou problemas de complexidade inesperada. As respostas às duas primeiras 
questões são negativas em geral. A terceira questão tem, esperadamente, resposta 
afirmativa. 
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A seguir, comentamos nossos resultados, seção por seção, de maneira sucinta. 
O capítulo 2 é introdutório, revendo algumas técnicas para o cômputo efetivo das 
potências simbólicas de ideais monomiais radicais. 

O capítulo 3, ainda de natureza geral, introduz as noções de módulo simbólico, 
álgebra de Rees simbólica, tipo de geração e geradores genuínos. Aqui indicamos a 
relação entre as duas primeiras noções. 

No capítulo 3, olhamos um contexto mais especial, em que os anéis são graduados. 
Na seção 3.2 observamos relações entre potências simbólicas e módulos conormais 
numa extensão de álgebras graduadas. Esta seção poderá ter interesse para o estudo 
dos sistemas lineares de hipersuperfícies que se anulam até uma determinada ordem 
ao longo de variedades projetivas. 

Os dois capítulos seguintes contêm o núcleo desta tese. 

O capítulo 4 estuda a natureza dos geradores do módulo simbólico de um ideal 
I C R (denotado F(I)), no caso de ideais de não faces de um complexo simplicial, 
introduzindo as ferramentas básicas necessárias à abordagem feita nos capítulos sub
seqüentes. Introduz-se1 aqui, a função de ordem simbólica, explicitando-se seu exato 
valor para cada monômio e estabelecendo-se a relação entre a ordem de um monômio e 
a altura do ideal do subcomplexo gerado pelo seu suporte. O Teorema 4.14 determina 
a ordem simbólica dos geradores de F( I). 

No capítulo 5 consideramos os geradores de F (I), no caso em que I é um ideal de 
arestas de um grafo simples. A complexidade familiar de questões da teoria dos grafos 
se reflete aqui de modo natural. As estruturas típicas em que geradores simbólicos 
são, por assim dizer, incubados, são os grafos completos e os cíclos ímpares. Um 
estudo mais cuidadoso mostrará que estas estruturas são básicas mas estruturas mais 
complexas, montadas sobre estas, introduzem fenômenos imprevistos. Talvez o mais 
inquietante, neste contexto, seja a existência de geradores genuínos mínimos não livres 
de quadrados. Isto nos levou a estudar com detalhe outras classes de grafos, tais como 
cones, suspensões e alguns de seus isótopos, que convencionamos chamar de pseudo
ciclos e pseudo-cones. Descrevemos, completamente, os geradores mínimos da álgebra 
de Rees simbólica nos casos do cone e da suspensão de um grafo G, em função dos 
geradores da álgebra de Rees simbólica de G. No caso particular da suspensão de 
G, mostra-se que a álgebra de Rees simbólica tem os mesmos geradores mínimos da 
álgebra de Rees simbólica do grafo G. 

Em 5.3 introduzimos uma versão da familiar polarização, adaptada ao presente 
contexto de ideias de arestas. Polarizando o ideal dado, reduzimos o estudo dos 
geradores genuínos mínimos ao dos geradores genuínos mínimos que são livres de 
quadrados. Como conseqüência, obtemos a melhor cota superior para o grau dos 
geradores mínimos da potência simbólica de um ideal de arestas. 
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A subseção 5.4 discorre brevemente sobre questões em aberto, relativas a cotas 
superiores para o tipo de geração da Rees simbólica. 



Capítulo 2 

Potências simbólicas 

Definição 2.1 Seja R um anel noetheriano. Dado um ideal I C R, e um inteiro 
r ~ O, a r-ésima potência simbólica de I, é o ideal 

Jl"i :={!E R I 'ls E R\ U P, com sf E r}. 
PEAss(Rji) 

O seguinte resultado geral mostra que, em pnncrp10, a determinação de uma 
potência simbólica reduz-se ao caso de ideais primários. 

Proposição 2.2 Seja R um anel noetheriano e seja J c R um ideal sem pnmos 
associados imersos. Se J = niQi é a decomposição primária de } 1 então 

Demonstração. Cf., e.g., [13, Apêndice]. D 

Para outras considerações e para questões de efetividade de cálculo, utilizaremos 
dois resultados relevantes, a saber: 

• O teorema de Zariski-N agata. 

• O método de A. Simis para o cálculo efetivo de potências simbólicas de ideais 
polinomiais (em característica 0). 

Passamos a uma revisão das idéias principais envolvidas. 

5 



6 CAPÍTULO 2. POTÊNCIAS SIMBÓLICAS 

2.1 Operadores diferenciais e o teorema de Zariski-N agata 

É conveniente introduzir a seguinte noção. 

Definição 2.3 Seja R= k[X1 ... Xn.]- Dado r 2: O) e um ideal I c R, a r-észma 
potência znfinitesimal de I é o ideal 

i}" f 
J<c> •~ {f E R I DX" E I, \la, lod <:r- 1 ). 

Esta noção goza de propriedades bastante semelhantes às da potência simbólica. 
A seguir assinalamos algumas delas. 

Proposição 2.4 Seja R~ kiX1 ... Xnl e I C R um 1deal. 

(i) Para todo r 2: O, o anula dor do R-módulo J<r> / J<r+l> contém I 

(ii) Se I não tem primos associados imersos então R/ I e Rj J<r> têm os mesmos 
primos assoc~ados 

(iii) A sequência { J<r> }r2':0 é uma filtração (descendente) multipltcativa. 

='fão faremos a demonstração~ remetendo o leitor a um resultado mais geral em 
[9, Proposition 6]. O ingrediente crucial é o caráter recursivo da noção, que isolamos 
para eventual referência. 

Lema 2.5 Seja R= k[X1 ... XnL r 2:: O, e I C R, um ideal. Então 

J<c> ~{f E R I E! f E rc-l> \11 <i< n). ax ' - -
' 

Demonstração. Basta observar que todo operador 8 ~,. é composto de derivações 
ordinárias. O 

A semelhança entre J<r> e f(r) não é casuaL 

Teorema 2.6 (Zariski-Nagata) (char k ~ 0.) Se k é algebricamente fechado e P é 
um ideal primo, então p(r) = p<r>, Vr 2:: O. 

Demonstração. Cf. [5, Theorem 3.14]. 

Corolário 2.7 (char k = 0.) Se I é um ideal radical, então J(r) = J<r> para r 2:: O. 

Demonstração. Trata-se de uma conseqüência imediata da Proposição 2.2 e do 
Teorema 2.6, observando-se que a potência infinitesimal comuta com interseções. D 
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2.2 Cômputo de potências simbólicas via matrizes jacobianas 

Dado um ideal de dimensão pura J C R= k[K], consideramos a segunda sequência 
fundamental do módulo das diferenciais de Kiihler 

Escolhendo um sistema de geradores f := {h, ... , fm} C R de J, a aplicação à 
esquerda é induzida pelo homomorfismo de R/ ]-módulos livres definido pela matriz 
jacobiana transposta de f. O núcleo desta aplicação é o submódulo de torção T / J2 
do conormal JjJ2

. Por definição, vemos que J 2 c J(2) C T. Resulta uma sequência 
exata de quatro termos 

O~ T/Ji'l ~ J/J('i ~ (R/J)" ~ ílk(R/J) ~O. 

Em geral, T =f- J(2) (uma exceção familiar é quando J é radical e k é perfeito). A 
observação crucial em [15], aparentemente despercebida antes, é que, para obter-se 
um conjunto de geradores de J(2), a sequência dos tres primeiros termos (a partir da 
direita) é suficiente uma vez que a torção será anulada pela ação da matriz jacobiana 
transposta. A vantagem do método é que se aplica a ideais puros quaisquer e usa 
apenas relações de matrizes com elementos no anel R/ J. 

Dado um conjunto de polinômios f := {h, ... , fm} C R, designamos por 8(f) 
a transposta da matriz jacobiana de f. Para cada inteiro r ;:::: O, W('l(f) denotará 
um "levantarnento"(lifting) para R, da matriz de relações de 8(f) sobre o anel quo
ciente R/(f)C"I, enquanto que h((f) · w(f)) denotará o ideal gerado pelos elementos 
do produto de matrizes [h, ... ,fm]· w(c)(f). 

Proposição 2.8 ([15, Proposition 1.3]) Seja R= k[K] um anel de polinômios sobre 
um corpo de característzca zero e I C R, um ideal. Dado r ;:::: O, seja f := {f1 , ... , fm} 
um conjunto de geradores de J<r>. Então 

J<c+l> = I 1((f) · w(f)) +I· J<c> 

Demonstração. Cf. [loc. cit.]. 

A proposição fornece um método para obter, recursivamente, as potências simbóli
cas de um ideal I C R = k[X] tal que J(r) = J<r>, para todo r :2: O. Pelo resultado de 
Zariski-Nagata, este é o caso se I é radical e char k =O (ou se char k é suficientemente 
alta). É uma questão aberta, em geral, decidir quando se dá a igualdade das duas 
noções quando uma dessas condições falha. 

O método presta-se bem ao cálculo efetivo, permitindo a construção de algo
ritmos razoavelmente rápidos. Existe uma implementação na forma de "script" 
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para Macaulay ([1]), feita por D. Eisenbud (os scripts são "next-symbolic-power"e 
"symbolic-power"). A implementação para Macaulay2 ([7]) está no Apêndice D.l. 



Capítulo 3 

' Algebras e módulos simbólicos 

Definição 3.1 Seja R um anel (sempre comutativo com identidade). Dado um ideal 
I C R, introduzimos o ideal 

c-1 

2:,(!) =I: I(') I(c-') 

~=1 

O módulo :F (I)= E9,?:2 i:~;) é chamado o módulo simbólico (ou módulo genuíno) de 
I. 

Observemos que, como J(r) Ç J(r-l) para r;::::-_ 1, resulta que :F (I) é um R/ I-módulo. 
Fixado o ideal I na discussão, usaremos :E, em lugar de 2::.,.(1) e, analogamente, 
F,(!) = I~''. _, 

Os elementos de :F,(I) \:E, serão chamados de geradores szmbólicos genuínos de 
ordem r. ou simplesmente de genuínos de ordem r, enquanto que :E, será chamado 
de submódulo tnvial de J(r). Observemos que 

:E, c 2::,_1 c ... c :E2. 

Se (R, m) é local ou graduado e se I C m, então :E2 C ml. Por conveniência, poremos 
2:: 1 =ml. 

9 



10 CAPÍTULO 3. ÁLGEBRAS E MÓDULOS SIMBÓLICOS 

3.1 Álgebra de Rees simbólica 

Dada uma filtração multiplicativa de ideais F= {Ir }rEM, a álgebra de Rees associada 
a F é o subanel R( R, F) C R[t] dado por: 

n(RJ) = EB r,r 
rEI\' 

Existem três versões que são relevantes em álgebra comutativa e geometria algébrica, 
são elas: 

• A álgebra de Rees (ordinária) de um ideal I C R, associada à filtração I-ádica, 
{I'),eN 

• A álgebra de Rees simbólica, associada à filtração {I(n)}nE::<i· 

• A álgebra de Rees associada à filtração dos fechos inteiros das potências de um 
ideal I. 

Derivado de cada uma das estruturas acima ternos o anel graduado associado, dado 
por 

Ç(R,F) = EB /' ' 
rEN r+l 

e uma das principais preocupações é saber quais as propriedades da álgebra de Rees 
que são herdadas pelo anel graduado associado e vice-versa. É imediato que se 
a álgebra de Rees é noetheriana, então o graduado associado também o é. Cu
riosamente, no caso da álgebra simbólica de certos ideais radicais, estabelecemos a 
recíproca (cf. Proposição 3.5). 

3.1.1 Tipo de geração (posto simbólico) 

Se I= (!1 , ... ,/m) C R, então é imediato que EB.ew I't' = R[j,t, ... , fmt] = R[It]. 
Em particular, a álgebra de Rees associada à filtração J-ádica {r}rEN é finitamente 
gerada sobre R. 

Definição 3.2 Seja {Ir }rEN uma filtração do anel R, e R a álgebra de Rees associada. 
O tzpo de geração de R é o número natural 

tg = tg(R) := min{s]R = R[I1t,I2t 2
, ... ,I,t')). 

Caso tg não exista, diremos que o tipo de geração é infinito. Neste caso, a álgebra de 
Rees associada não é uma R-álgebra finitamente gerada. 
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Se 'R = RYl é a álgebra de Rees simbólica do ideal I, então o tipo de geração de 
'R coincide com o posto simbóhco s(I) de I, onde s(I) := min{riJ(m) =:Em Vm >r}. 

Exemplo 3.3 Se I é o ideal de arestas de um ciclo puro com 2h-1 (h;:::: 2) vértices, 
sem cordas, então o tipo de geração de RYl é igual a altura de I. Mas precisamente: 

Isto será uma consequência da Proposição 5.8, e do fato que h = ht J. 

3.1.2 Condições de finitude 

Teorema 3.4 Seja I C R um ideal, R noetheriano. São equivalentes : 

(1) R(Il é uma R-álgebra finitamente gerada. 

(2) F( I) é um !f-módulo noetheriano. 

(3) J(>) = l.:, s »o. 

Demonstração. 

(2 <o> 3) É imediato. 
(1 => 3) Sabemos que RYl é N-graduado com ideal homogêneo R~) = Lr>O J(r)fr. 

~este caso, R~) é finitamente gerado por elementos homogêneos: F1, F2 , ... , Fm. res
pectivamente, de graus d1 , d2 , ... , dm. e, cada parte homogênea de R (I) de grau n e 
dada por: RUI= F R 1II +···+F RUI n l n-d1 m n-d.,., 

Se ft8 E J(S)fs = nFl; então f E L: r Fi n~~d,. Tomando s > max{ dl 1 ••• ' dm} 
teremos f(s) = ~s-

(3 => 1) Seja q = max{s;II'I f l.:,}, I= (!1, ... ,/u), e sejam, respectivamente, 
{Fi1, ... ,Fiu,L{Gil,···,GimJ geradores de F 1(I) e ~ 1 ~ i= 2, ... ,q. Considere o 
anel k[2(, Z, T, Y], onde Z = Z1, ... , Zu, T = T::n, ... , Tquq, Y = Y21, ... , Yqmq· e o 
homomorfismo de R-álgebras, dado por: 

e: k[X,Z,T,Y] ~ J?_(I) 

zk ~ fkt 
T.j ~ F;_jtt 

Y,c ~ Gtctt 

Afirmamos que f) é sobrejetiva. De fato, suponhas :::; q e seja jt 5 E J(s)ts. Sabemos 
que como R-módulo temos J(s) =< F81 , ••. ,Fsu.,G51 , ••• ,Gsm. > Logo para todo 
elemento g E RU) de grau menor ou igual a q, existe um polinômio p9 E k[X, Z, T, Y] 
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tal que B(pg) = g. Suponhas= q+ 1, como f(s) = L: 5 , Vfts E J(s)ts podemos escrever 
f = Lj=1 hd2s-i com hi E J(i) e hs-J E f(s-i). Sejam Pri e P2s-i os polinômios para 
os quais B(pli) = f li ti e B(P2s-i) = hs-iis-i. Desta forma: o polinômio L PliP2s-i 
satisfaz B(LPriP2s-i) = fts. Portanto se fts E J(s)ts,s > q, obtemos após um 
número finito de substituições um polinômio cuja imagem via e é fts. Concluímos 
que () é sobrejetor sobre as partes homogêneas de 'R(I) e conseqüentemente, sobre 
todo RYI. D 

De um modo geral a condição (3) equivale a dizer que a filtração {I(n)}nEZ, é uma 
e.p.f ( "essentially power filtration") na terminologia de [12, Theorem 2. 7]. 

Proposição 3.5 SeJa R um anel noetheriano e I c R, um ideal. Se J(q+l) c Eq 
para q »O, então são equivalentes: 

(a) RJil, é uma R-álgebra finitamente gerada. 

(b) çUI é uma R/ I-álgebra finitamente gerada. 

Demonstração. (a) => (b) Óbvio. 
(b) => (a) Queremos mostrar que Il•l = E,(I) para todo r» O. Como çiiJ é R/I

graduada: podemos escolher um conjunto de geradores homogêneos. Sejam, então, 
{ Gj E J(s)) \ J(sj+l) 11 ::::; j ::::; m} tais que os respectivos resíduos geram Ç(I) como 
R/I-álgebra. Ponhamos d := max{s; 11 :S j :S m}. 

A afirmação é que I(r) = ~r (I) para r 2:: max{q0 , d}, onde q0 é tal que I(q+l) C 
I:q Vq » qo . Ora, dado f E J(r) \ J(r-i-1), temos f = 2':7=1 HjGj +F, onde o 

resíduo de Hj em Ç(I) é homogêneo de grau r - Sj :$ r e F E I(r+l). Resulta que 
f E L7=l f(r-sJ) f(sj) + I(r+l) C ~r+ I(r+l) C ~r: onde foi usado que I(r+l) C ~r pois 

•2% o 

Observação 3.6 veremos adiante que o ideal de arestas de um grafo satisfaz as 
condições da Proposição 3.5. 

Um resultado de Lyubeznik [10] nos diz que se I é ideal gerado por monômios 
então a álgebra de Rees simbólica é finitamente gerada. A título de ilustração, damos 
a demonstração deste resultado, com pequenas modificações, para o caso em que I é 
radical (isto é, gerado por monômios livres de quadrados). 

Dado um ideal monomial radical I C k[X1, ... , Xn], sejam P1, ... , Pq E Ass (I) os 
primos mínimos de I, e vg para í = 1, ... , q a ordem simbólica associada à filtração 
{F:r}r~l· Observe que dado XQ_, temos v1 (XQ_) = Min •=L. .. q{vg(Xº-)}. 



3.1. ÁLGEBRA DE REES SIMBÓLICA 13 

Considere o conjunto z~+q parcialmente ordenado pela ordem induzida pela ordem 
2: em cada componente Z~ i,é, 

(z1 , .•• 1 Zn+q) 2: (z~, ... ,z~+q) qz1 2:z; 'ii]E {l, ... ,n+q}. 

Sabe-se que todo subconjunto não vazio deZ~ admite um conjunto finito de elementos 
minimais para a ordem induzida. Definimos 

Z(I) ~ {(a1 , ... , <>n, vp, (a) - v1 (a), ... , vp,(a)- v1 (a)), X" E 1}. 

Um elemento típico de Z(J) será denotado por z(X.!!.). 

Teorema 3. 7 Se I C k[X1, ... , Xn] é um ideal monomial radical, então R,.(Il é fini
tamente gerada. 

Demonstração. De acordo com 3.4, basta mostrar que existe m > > O tal que 
Ii•l ~ l:, para r 2: m. Sejam M 1, ... , M, E I monômios tais que z(M 1), ... , z(M,) 
são os elementos minimais de Z(J) em:~ Max{vi(Mr), ... , VJ(M,)}. 

Consideremos XQ. E J(r), r 2: m. Por hipótese, z(Xª-) 2: z(M1J, para algum 
)o E {1, ... , t}. Como a restrição da ordem parcial de z~+q a Z+ corresponde à 
divisibilidade de monômios em k[X], temos X 52 = Xº-M 1,, para algum 8 E 24-. Para 
z = 1, ... , q obtemos 

vp, (XI.) vg (X")- Vp, (M,J 
> vr(X") - v1 (M1J 
> r- v1 (M1J 

(3.1) 

(3.2) 

onde a primeira desigualdade resulta de que z(Xª-) > z(M1J inclui a condição 
Vp,(X")- v1(X") :;> vg(M,J- v1 (M,J para todo P,. 

Logo, v1 (Xº-) ~r- v1 (M1.,), e conseqüentemente, 

o 

Exemplo 3.8 Seja I~ (XY, XZ, YZ). 

Os seus primos associados são: P1 = (X, Y), P2 = (X, Z) e P3 = (Y, Z). Neste 
caso, temos: 

vp1 (a, b, c) 
vp,(a, b,c) 

vp,(a, b,c) 

vr(a, b, c) 

a+b 

a+c 
b+c 

min{a + b, a+ c, b +c} 
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Segue que 

Z(I) ={(a, b,c, a+ b- VJ(a, b, c), a+ c- v1(a, b,c), b +c- v1(a, b, c))IX'Y6Z' E I}. 

Além disto para cada xayb zc E I temos apenas quatro possibilidades: 

(1) a= O e b, c 2: 1 e isto implica b +c- v1(a, b, c) 2: 1. Logo, 

z(a, b, c) 2: (0, 1, 1, O, O, 1). 

(2) b = O e a, c 2: 1 e isto implica a+ c- VJ(a, b, c) 2: 1. Logo, 

z(a, b, c) 2: (1, O, 1, O, 1, O). 

(3) c= O e a, b 2: 1 e isto implica a+ b- v1 (a, b, c) 2: 1. Logo, 

z(a, b, c) 2: (1, 1, O, 1, O, 0). 

(4) e finalmente, a, b, c 2: 1 e isto implica 

z(a, b, c) 2: (1, 1, 1, O, O, 0). 

Segue que os elementos rrúnimos de Z(J) são: 

{(0,1, 1,0,0,1),(1,0,1,0,1,0), (1, 1,0,1,0,0),(1,1,1,0,0,0)} 

Lemos os monômios correspondentes nas três primeiras coordenadas. Obtemos, 
assim, que a álgebra simbólica é gerada, como k[X]-subálgebra de k[X, t], pelos ele
mentos X1X2t, XrX2t, X2X3t, XrX2X3t2. 

Engenhoso e essencialmente algorítmico, o método se presta pouco a conclusões 
teóricas gerais. No capítulo 4 veremos outra forma de estudar os geradores da álgebra 
simbólica. 

3.2 Sub-álgebras graduadas e potências simbólicas 

Seja B um anel N-graduado. Poremos A := B0 . Seja J C B um ideal homogêneo e 
I •= lo= Jn A. 

Lema 3.9 1m nA.= 1m param 2:: 1. 



3.2. SUB-ÁLGEBRAS GRADUADAS E POTÊNCIAS SIMBÓLICAS 

Proof. Para qualquer d 2: O, tem-se 

J ... J 
~l '"'. 

Em particular, para d = O, obtem-se (Jm)o = lo··· J0 (m vezes), 
definição. 

Proposição 3.10 Sejam A,B,I e J como acima. Então: 
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o que é 1m por 
o 

(i) As inclusões naturais 1m C Jm, m 2: O, induzem um homomorfismo injetivo de 
A/ I -álgebras graduadas 

gr r( A)~ gr J(B). 

(ii) Se J é um ideal radical e B / J é uma A/ I -álgebra hvre de torção1 então J 
normalmente livre de torção ::::} I normalmente livre de torção. 

(iii) Seja A~ k[X] ~ k[X1 , ... ,Xn] (k um corpo de característica zero) e B ~ 
A[Y] ~ A[Yr, ... , Yc] (com a graduação canómca onde Bo ~A). Se J é um 
ideal radtcal, então existem myeções naturais 

de A/ I -álgebras, e 

de A/ I -módulos. 

Demonstração. (i) As aplicações induzidas 

IljJl+1 __,. i;i+l 

são aplicações de A/I-módulos (via a injeção AJI ___,_ BjJ). Isto claramente induz 
uma aplicação de A/ I-álgebras gr 1 (A) -----+ gr J(B) Esta aplicação é injetiva pois 11 n 
] 1+1 = J1+1 para todo l o que, por sua vez, segue imediatamente do Lema 3.9 

(ii) Isto é imediato e vale em uma forma mais geral: Se C C D são anéis tais que 
D é uma C-álgebra livre de torção, então qualquer D-módulo que seja livre de torção 
sobre D, é também livre de torção sobre C. 

(iii) Usando o Teorema 2.6, é fácil ver que as igualdades A n J(l+l) = J(l+I), valem 
para todo l. Estas igualdades, por sua vez, implicam as igualdades J(llnJ(l+I) = J(l+l), 

para todo l. 
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Conseqüentemente, a aplicação natural de A/I-módulos gr(IJ(A)- gr(JJ(B) é 
injetiva. Para mostrar o análogo para os módulos simbólicos, é suficiente verificar 
as igualdades A n J(t) J(l-t) = J(t) J(l-t) (as quais implicam, de forma imediata, as 
igualdades desejadas, que são: JU) n J(t)J(l-t) = J(t)J(l-tl). Mas isto é novamente é 
imediato pois J(m) é um ideal homogêneo na graduação de B = A[Y]. Em particular, 
tem-se A n Jl11]11-ti = (Ji'IJI1-t1)0 = (Ji'i) 0 (Ji'-t1)0 e o termo da direita é igual a 
J(t) J(l-t) pelos cálculos anteriores. D 

Observação 3.11 Seria de algum interesse saber se o item (iii) da Proposição 3.10 
se estende a um contexto mais geraL 



Capítulo 4 

Geradores do módulo simbólico 

4.1 Ideais gerados por monômios livres de quadrados 

Seja ~um complexo simplicial nas variáveis X1 , ... , Xn. I= I6 o ideal gerado pelos 
mônomios que correspondem às não faces de ~. Dado um monômio X!!, escrevere
mos L'-..( a:) para denotar o subcomplexo induzido pelo suporte de Xfr, enquanto que 
Ia = In k[Supp (X!!.)] será o ideal das não faces do subcomplexo induzido. Nosso 

objetivo é estudar os geradores mínimos de EBr;:::2 i:~i) e determinar de que maneira 
eles contribuem para o tipo de geração da álgebra de Rees simbólica. Para isto vamos 
determinar o exato valor da função de ordem associada à filtração simbólica. Em 
particular, estabeleceremos uma relação entre a ordem do monômio X 1 ···X,. e a 
altura do ideal monomial I. 

4.1.1 O Polinômio condutor de um monômio 

A título de notação, dada uma face G = {X i,, ... , X i,.} E .6., designaremos o produto 
Xi, · · · Xi,. por Ji.o. Por definição de .6. e de It.., para qualquer face G E .6.., tem-se 
.&; r;' I=!;,.. 

Os ideais condutores da forma (I : X,) detectam uma boa parte da estrutura 
das vizinhanças dos vértices em .6.. e têm sido usados com sucesso na descrição de 
construções algébricas associadas a I (vide, por exemplo, [4]). É imediato que se F é 
uma faceta que não contém X,, então, por maximalidade, XF E (I: X,). Em geral, 
X F não é um gerador mínimo do condutor (I : X,) uma vez que as faces G E .6. tais 
que G U {X,} r;' L'. têm a prioridade. 

Mais geralmente, poderíamos considerar uma face G E .6. e averiguar a estrutura 
do condutor (I : &). Usando monômios associados a facetas convenientemente 

17 
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posicionadas relativamente a G, podemos obter certos polinômios regulares módulo 
I. Precisamente, temos: 

Proposição 4.1 O polinômw 

Po(G) :=&+ L Xp 
FnG"'G 

é regular em k[6] = k[X]/I com (I= h,). 

Demonstração. Suponhamos que Pa(G) fosse divisor de zero módulo I. Seja P um 
primo associado de k[X]/1 contendo Pa(G). Ora, Pé gerado pelo complementar de 
uma faceta F' E ~ (vide Apêndice C). Então cada um dos monômios constituintes 
de Pa ( G) também pertence a P. Em particular, & E P o que implica em dizer que 
G n F' -=f=. G. Logo F' é uma das facetas que contribuem um monômio Xp, de Pa(G), 
portanto X F' E P. Isto é absurdo pois, por hipótese, Pé gerado pelo complementar 
&P. D 

Observação 4.2 Por maximalidade das facetas, temos Kc X F E I para toda face
ta F tal que F n G # G. Assim, designando Pc(G) := L:FnG#GXF, vemos que 
p,(G)& E I. Como & <f I, p,(G) é divisor de zero módulo I. 

Isto sugere a terminologia seguinte. 

Definição 4.3 Seja G E 6.. O polinômio Pa(G) (resp. Pc(G)) é o polinômio adjacente 
(resp. o polinômzo condutor) de G. 

A pergunta surge se é possível estender a noção de polinômio condutor a um con
junto C C { X 1 , ... , Xn} arbitrário de tal forma a se prestar como teste de pertinência 
X 1 · · · Xn E J. Uma forma natural de generalizar a expressão acima de Pc(G) seria 
através de 

p,(C) :=L Xp 
C~F 

Por razões que se esclarecerão mais adiante, é conveniente ter uma expressão 
que atenda ao caso de um multiconjunto de variáveis, que seria o adequado para lidar 
com monômios arbitrários (não necessariamente livres de quadrados). Por esta razão, 
definiremos: 

Definição 4.4 O polinômio condutor de um monômio XQ. E k[X] é o polinômio 

p,[X"] := (rr p,[X,]"') _X"- L, 
I 

onde L 1 designa a soma dos monômios de (fiPa[XJ"'')- Xf!. que pertencem a J. 
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Proposição 4.5 Seja X9'.. E k[X]. Então: 

(i) X" E (I' p,[X"]) 

(ii) p,[X"I é regular em k[~] se, e somente se, X" E h. 

Demonstração. (i) Em geral, se um monômio XI!.. é tal que Supp(Xf!..) é uma faceta, 
então, por maximalidade, XJXf!.. E I, VXi (/!. Supp(X'ª-). Resulta, assim, pela definição 
de Pc[X9:.j, que seus monômios constituintes são da forma 

onde Supp(X~' 1 
• • · x::"•) Ç F, e F é uma faceta de~- Segue que X9:. E (I: Pc(X2-]). 

(ii) Uma implicação resulta imediatamente do item (i). Reciprocamente, se Pc[Xª] 
não é regular em k[L1] e Xf!. E J, então existe uma faceta F para a qual Pc[X!!.J E Pp. 
Segue que Pc[X9:.] +X!!. E PF e isto implica em que I1 Pa[X~]a, E Pp. Assim, existiria 
um índice z tal que Pa[X,] E Pp. Isto contradiz a Proposição 4.1. O 

Um exemplo simples poderá ser útil para ilustrar esta ordem de idéias. 

"-' 

A área hachuriada é uma faceta. 

Consideremos o monômio X.!! = X 1X3X 4 . Obtemos Pc(X1X 3 X 4 ) = XfXi + 
XiXf + Xf xg + XtXl pela Definição 4.4 (enquanto que: pela noção que estenderia 
naturalmente a Definição 4.3, obteríamos Pc(X1X3X4 ) = X 1X 2 + X 2 X 3 + X 1X 5 + 
X 4 X 5 ). Vemos que, por exemplo, X 1X 3 E (I' p,(X1X 3 X 4 )) \I. 
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4.1.2 A função de ordem simbólica 

Dado um polinômio f E k[X], escreva f = L fd, onde !d é a sua parte homogênea 
de grau d, na graduação canônica de k[X]. 

Definição 4. 7 Dado um polinômio não nulo f = L fd E k[X], e um ideal homogêneo 
I c k[X], definimos 

indeg(J) :~ min{djf, f O} 

indeg(J) :~ min{indeg(g)jg E I\ {0}}. 

Proposição 4.8 Seja R = k[X] um anel de polinômzos sobre um corpo de carac
terístzca zero, e I C R um ideal radical. Seja 

VJ : R\ {O} ~ l\1 u CXl 

v1 (f) ~Max{ r; f E Ii'l} 

a função de ordem associada à filtração {J(n)}.,.>o· Então: 

(1) Se I é homogêneo, então v1(!) <: indeg(J) - indeg(I) + 1 para todo f E R\ {O}; 

(2) Escreva f = EBo-E1/' c.,. X~, onde X >r =1- X!!.., sempre que cc., CfJ i- O. Se I é mono
mial, então 

v!(!)~ min{vJ(X~)[cu f 0}. 

Demonstração. (1) Basta utilizar o critério de Zariski-Nagata Teorema 2.6: se 
f E Ii'l então {JI'If làX' E I para todo b E l\ln tal que jbj <:r- 1. Por outro lado 
temos: 

(1) indeg(àl'lfi8X') ~ indeg(f) -jbj 

(2) {JI'If I à X' E I => indeg( {JI'I f I à X') 2: indeg(I) 

Segue, portanto, que indeg(f) 2: indeg(I) + jbj, lljbj <: r- 1. Em particular, r <: 
indeg(J) - indeg(I) + 1, como esperávamos. 

{2) Segue imediatamente do fato que, neste caso, para todo operador diferencial 
d~!o!.' de ordem menor ou igual a v (f) -1, tem-se d8j!o!. = ffiaEznCo- :;~ E I se, e somente 

se, ~;: E I, sempre que c" =f O. Esta última afirmação decorre da aditividade do 
operador e do fato de I ser monomial. O 

Quando f= xn., escreveremos por simplicidade vr(a) em lugar de v1(X.tl). 
No que segue, denotaremos por ~(,6,) o conjunto das facetas do complexo simplicial 

6. 
Dado Q E N 1 introduzimos as seguintes notações: 
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(i) B(a) •~{;JEN"• X~IX", Supp(X~) E;\'(b.(a))} 

(ii) b(gc) •~ Max{I;JI; Xl3 E B(g)} 

(iii) j(a) ~ max{r 3F E F(b.(a)), 3;3 E B(Q:) tais que Xp · Xl3 E ]I• I} 

No ítem (iii) a,.= a 1.- lVX, E Supp (X.Il). Com esta notação, temos: 

21 

Proposição 4.9 Seja I C k[K} = k[X1 , ... , Xn] um ideal monomial radical e Xf!. E 
I. Então 

X" E (JI!>I-blel • p,(X"]). 

Demonstração. Sabemos que as parcelas de Pc[X2-J são da forma X,~'l · · · x::,:;n, 
X lal-(a'J +···+u,rn,) onde Supp (X 0

' 1 ••• xa,m,) é uma faceta de ,6.(a). contida na faceta -F 'l tm, , 

F E L1. Desta forma, a,1 + · · · + a,m, :::; b(g). Ao olharmos uma das parcelas do pro
duto de X f!. por p [X"] digamos Xº-· Xa' 1 · · · Xa'm• · XFial-(n,1 +··+o,m,). observamos 

_ C- 1 - !J <m, - , 

que são possíveis lo: I~ (o:,1 + · · · + 0:1,,) produtos de não-faces de L. Por outro lado, 
corno Supp (X,~' 1 

· • · X,':;n·) é uma face de L(.q), temos que jaj- (o:!1 + · · · + a,m,) 2:: 
lgl- b(g). o 

Proposição 4.10 Para todo monômio X!1., tem-se v1 (X!!) = jaj- h(Q). 

Demonstração. Se X"- cfc I, temos v( X"-) ~ lgl - b(g) ~O. 
Suponhamos que X!1. E J. Pela Proposição 4.9 e pela Proposição 4.5, (ii), resulta 

que 1<>1- b(a) S v1 (X"-). Imaginemos, por redução ao absurdo, que lgl- b(a) < 
VJ(X!!). Seja X f!_ E B(o:) tal que lél =h( a). Defina xf = -f_i, e considere a diferencial 

d~,. Temos 1!11 ~ lgl- b(a) S VJ(X")- 1. Pela caracterização das potências 
axa !3 simbólicas, via operadores diferenciais, temos d.Kl eX- E I, o que contradiz a 

escolha de xl3. Logo VJ(X") ~ lgl- b(a). o 

Corolário 4.11 Se Xº", é livre de quadrados, então lgl - b(g) ~ ht (Ia)· 

Demonstração. Neste caso os elementos de B(o:) são as faces de 6.(g:), e portanto, 
b(X!!) é o máximo das cardinalidades das faces de L\( a), o que é obtido exatamente 
para as facetas maximais de .ó..(Q). Por outro lado, sabe-se que tal cardinalidade é a 
dimensão de k[b.(a)] ~ k[Supp (X")]/ Ia, que por sua vez é igual a 1<>1- ht Ual· O 

O que a Proposição 4.10 diz é que o produto das variáveis associada.s aos vértices 
de um complexo simplicial, pertence à potência simbólica de ordem igual à altura h 
do ideal das não faces, mas não a uma potência simbólica de ordem superior a h. 
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Proposição 4.12 Seja .6.. um complexo szmpliczal, I= Il:!. e X!! E I. Tem-se 

b(a)- s <, b(<r) <, b(a)- s + j(gJ 

onde s = dim6(a)+l, Supp(X"-) = {X1 , ... ,Xm) eX"-= X"-/(Xr .. ·Xm). Se, 
em particular, b( o-) = b( a) - s, então X f!. E J(ht Ic.) J(lg_l-b(Q:)-ht '"). 

Demonstração. Como Xª- E J(ht(J"')l[U.!!:I-b(qJ), resulta 

m- s + l.éél- b(Q:) = ht (lo)+ l.éél- b(u) <, 1<>1- b(a) 

Logo, b(a)- s <, I<> I- m- (ld- b(u)) = b(u). Isto prova a primeira desigualdade 
do enunciado. 

Para verificar a segunda desigualdade, consideremos a diferencial da;:!.= d~!d~i, 

onde x,;;i'm, é uma faceta maximal de 6(g), e * E B(Q:), com IQI = ld ~ b(Q:). 

C xs d Jb(Q)+l) . t d'f 'a] 8" 1- I I- '( ) ô" ( xs ) r! I orno x!!_xf!_ 'F , eXlS e 1 erenc1 ; dXt:. ta que !!:_ - J a 1 e dXt:. xfl..xí!_ v:- . 

ConseqÜentemente, a diferencial V= d&_;;:t..d~t:.' satisfaz D(XQ:.) ~I. Portanto, lVI = 

I'YI + j(g) 2 1<>1- b(g). Como 1e1 = m = s,obtemos: 

m- s + l.éél- b(Q:) + j(a) > I<> I- b(a) 

I<> I- b(O')- s + j(a) > I<> I- b(a) 
b(a)- s + j(g) > b(u). 

Em particular se b(u) = b(a)- s, então: 

l.éél- b(Q:) =I<> I- m- b(u) = 1<>1- b(a)- (m- s) 

Corolário 4.13 Se 6(g) é puro, e 1<>1- b(a) > ht (!0 ), então 

Xª- E JCht (I,)) JCigl-blliJ-hti"). 

D 

Demonstração. Como .6..(g) é puro, podemos escrever X.!l. = X 1 · · · Xm · X!!.., com 
Xtz_ E I pois caso contrário, bastaria escolher F = (X, 1 , ..• , X,ht{I") E .J(b..(a)), 

contendo Supp (Xtz_), e considerar a diferencial dX 8 .~~_;;"'
1 

, de modo a obter a con-
'l 'ht(I"') 

8ht{Ia)X"' ) 
tradição dX ··X - ~ I. Por outro lado, toda faceta de 6.(cr , estende-se natu-

'1 'ht (Ia) 

ralmente para uma faceta de .6.(a) 1 e isto é suficiente para garantir que b(cr) 
b(a)- (dim6(a) + 1). D 
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Teorema 4.14 Dado um complexo simplicial Ll., com ideal I = It., ponhamos c = 
Max{l~l; X~ E I\ (X) I}. Se X"- E F,(I) é um elemento não nulo, então: 

(1) r 2 VJ(a)- c+ 12 htla- c+ 1. 

(2) Se X!!.. é gerador mínimo de Fr(I) 1 então r= v1(a). 

(3) Se c= 2, i. é, ft::. é gerado por monómios de grau dois, livres de quadrados, então 
r~ v1 (a). 

Demonstração. No ítem (1), como vr(o) _::::: htlu, basta mostrar a primeira de
sigualdade. 

Suponhamos, por redução ao absurdo, que r :::; VJ(a) -c. Seja x1j ... xtt E J, 
um gerador mínimo de I, dividindo xa. Neste caso t ::; c, e então considerando a 
diferencial dX 8 .. x e a definição de potências simbólicas via operadores diferenciais, 

'l 't 

obtemos 

Desta forma, Xft = X, I ... X te • X~:. E I J(r~l) 1 o que é uma contradição. Logo, 
'J 'T 

r> v1 (o:)- c, i.é, r~ v1 (a) ~c+ 1. 
Para o ítem (2), basta observar que se Xf!. é gerador mínimo então Xf!.1- (X)JC•l, 

portanto Xft tj_ J(•+1l, e conseqüentemente v1(a) =r. 
Para o ítem (3), se r < v1 (a) então, tomando uma não face (aresta!) X 1X1 

dividindo X8·, teremos ;,;J E J(~-'r(c.ll. Por outro lado, v1(o) ~ 2 2: r~ 1, e portanto 

J(v1 (u)- 2) Ç J(•-1). Conseqüentemente Xº- E I J(•- 1), contradizendo o fato de que a 
classe de Xft é não nula em :F.,. (I). D 

Proposição 4.15 Seja ll um complexo simplicial nos vértices {X1 , ... ,Xn}, h 
ht I(ll) ~ n- s. Dado X"-~ X!!.· X 1 • • • Xn E I, tem-se I ai- b(gJ > h se, e somente 
se, Supp (Xê.) ~ F para qualquer faceta maximal F E Ll. 

Demonstração. 
(::::}) Seja F = { X,P ... , X,J, uma faceta maximal. Defina x!l = { 1 ·.::?,;~ . De acordo ,, ' 
com a definição de potência simbólica via operadores diferenciais, teremos a;;; E I 

89 X"' f3 -
pois, 101 ~ n- s <; In I - b(a). Por outro lado, dX;- ~ qX- ·X.,··· X,, , logo 

Supp (X!!.) \C F. 
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Reciprocamente, para cada faceta F = { X,
1

, ••• , X,_
1
}, escreva { Xt

1
, •.• , X 1m} 

Supp (X") n F, e b(F) ~ l.:ie(, ,•m) a1 ~ l.:Je(••·····•m} /31 + t <: b(X"). Logo 

la I- b(F) ~ n + l/31- b(F) ~ n- t + (1/31- L f3i)· 
jE{tJ .... ,tm} 

Se F é uma faceta maximal, então t = s e l$1 - :Z::jE{t~, ... ,tm} ,Bj > O. Se F não é uma 
faceta maximal, então n-t > n- s. Portanto em qualquer caso, lo: I- b(F) 2: ht I+ L 
Como lgl- b(a) ~ Min{lal- b(F)IF E L'>}, concluímos: 

I ai - b(g) 2: htl + 1 

o 

Corolário 4.16 Se;a L'> puro e X" E h tal que Supp (X") ~ V(L'>) ~ {X1 , ... , Xn). 
Se lgl - b(g) > ht I, então X"- E Jlh>I) Jll2.(-b(;,)-h>I) 

Demonstração. Neste ca.so X!!. E I e Min{lal- b(F)IF E L'>}~ n- s + Min{l/31-
l.:;e{,, .•m)Pi), isto é, IQI- b(Q) ~ lgl- b(a)- (n- s). O 



Capítulo 5 

Grau dos geradores simbólicos mínimos 

Nesta seção consideramos ideais de arestas. O objetivo é responder à questão 1.1, além 
de estabelecer uma condição sobre o grau de um monômio x2., para que ele possa ser 
um gerador genuíno mínimo. Vamos mostrar também que os genuínos mínimos de um 
grafo dividem-se, a grosso modo, em duas famílias: a dos que se "comportam" como 
os ciclos ímpares e a dos que se "comportam" como cones. 

5.1 Grafos e complexos simpliciais 

Dado um grafo G, com vértices V(G) = {x1 , ... , Xn} e ideal de arestas I(G), asso
ciaremos o complexo simplicial grafai, .6.(G), cujo ideal das não faces é J(G), i.é, as 
faces de .6.(G) são complementares de coberturas de I(G), e conseqüentemente suas 
facetas são os complementares de coberturas mínimas. 

Estudaremos três classes de grafos. Além de fornecer contra-exemplos para certas 
questões, eles indicam o caminho para aprofundar a teoria. 

Exemplo 5.1 Grafos completos.Neste caso, o complexo simplicial associado é tri
viaL i.é, um conjunto de pontos isolados. Vale: 

Proposição 5.2 Seja I C R o ideal das não faces do complexo simplicial .6.. Se 
dim .6. =O, então: 

(i) Os geradores de F-r (I) são os monômios, livres de quadrados, de grau r+ 1. 

(1.1.) ffi JH • t . l d d. . '>'n-1 ( n) ~ ?n- [(n+21) + 1] 'l7-r2:2 I:r(I) e um espaço ve ona e zmensao L..r=2 r+l -

(iii) O tipo de geração de R.(I) é n- 1. 

25 
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Demonstração. Neste caso o complexo trivial é associado a um grafo completo. 
(i) É uma conseqüência do corolário 4.13, visto que todo subcomplexo de um 

complexo simplicial trivial é puro e seu correspondente ideal das não faces tem altura 

igual ao número de vértices menos L De fato, dado XQ. E CKl;;~~+'Er, então r = ht (Ia) 

e portanto .L = TI{X,ESupp(X2-)} X i E f( r). 

(ii) É uma conseqüência direta do primeiro, pois se Fr(I) f:- O, então (X) = 

AnnFr(I), e existem para cada r E {2, ... , n-1}, exatamente C:1) genuínos mínimos. 
(iii) Segue diretamente do fato de que se n = #V(G), então F, (I) =O 'Ir 2': n, 

enquanto que Fn_ 1(I) =< X 1 · · · Xn >, isto é, Fn_1(J) é um k-espaço vetorial de 
dimensão 1, gerado pela classe de X1 · · · Xn· Logo 

RUI = R[It,I('it', ... ,I(n-'lt"-2 , X,··· Xnt"- 1[ 

o 
Exemplo 5.3 Complexo simplicial não grafai. Este exemplo mostra que um 
complexo simplicial pode ser tal que seu ideal admita geradores genuínos não livres 
de quadrados. Isto dá uma resposta negativa à questão 1.1, em sua forma geral. 
Considere 

I= (X,x,x,,x,x,x,,x,x,x,) =(X,) n (X,, X,) n (X,,X,) n (X,, X,). 

Este complexo simplicial é o l-esqueleto de um tetraedro, incluindo uma das faces de 
dimensão 2. Uma verificação direta mostra que X{X2X 3X 4 pertence a J(2) mas nao 
a (X1 , X 2 , X 3 , X 4 ) ·f(' i+!'-

Usando Macaulay, obtemos J(2) = (X{X2X3X4) + 12 . 

A seguir damos um exemplo de um ideal de arestas que possui gerador genuíno 
não livre de quadrados, fornecendo uma resposta negativa para a questão 1.1 no caso 
de ideais de arestas. 

Exemplo 5.4 O ideal 

I = (Y X1, Y X 2 , Y X3 , Y X4 , Y X 5 , X 1X 2 , X 2X 3 , X 3X 4 , X 4X 5 , X5X1) 

é o ideal de arestas de um cone sobre um ciclo simples com 5 vértices. 

Uma verificação direta mostra que Y2 X1X2X3X4Xs E (K)·~::;+Es · 
Usando Macaulay2, obtivemos que o tipo de geração da álgebra de Rees simbólica 

neste caso é 5 (cf. também Teorema 5.28 para uma demonstração indireta) e que RYl 
é dada por 

R[It, YX,X,t 2
, ... , YX,X,t2

, YX,X,t 2
, X,·· ·X,t3

, YX, · · · X,t4
, Y 2X, · · · X,t5

]. 

Em resumo, neste exemplo, temos: 
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(1) Os geradores de :F,(!) são' 

{Y x,x,, Y x,x,, Y x,x,, Y x,x,, Y x,x,} 
{x,x,x,x,x,} 

{Y x,x,x,x,x,} 
{Y' x,x,x,x,x,} 

{O} 

se r= 2; 
se T = 3; 
se r= 4; 
se r = 5; 
se r :2: 6. 

27 

( ) 
ffi JI•J , 

2 IJ7r2:2 :B.,.(I) e um klfJ-módulo de dimensão zero. Como k-espaço vetorial, sua 
dimensão é 8. 

Para verificar o item (2), observe que Ann~ = (Y, XI, x2, x3, X4, X5), sempre que 
) 

:F,(!) (o O. 

\ 

X 31-----X_2 .-

Cone 

. 
' 

Para dirimir expectativas otimistas estimuladas pelos exemplos anteriores, em que 
I não é de dimensão pura, fornecemos o seguinte exemplo. 

Exemplo 5.5 A suspensão do grafo do exemplo anterior é um grafo puro e: uma vez 
. t Y'X X X X X I(S(G))Ió) M . d ' mais: em-se 1 2 s 4 5 E (X)·J(S(G))(5l+1:sJ(S(Gll. a1s o que pura, a suspensao 

é Cohen-Macaulay, o que mostra que mesmo hipóteses algébricas razoavelmente fortes, 
falham em assegurar a ausência de geradores mínimos não livres de quadrados em 
F (I). 

Exemplo 5.6 Um caso regular. 

O grafo abaixo contém dois cones sobre um pentágono e, portanto, dois geradores 
mínimos que não livres de quadrados na potência simbólica de ordem 5. Isto mostra 
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que também hipóteses fortes em teoria de grafos falham em assegurar a ausência de 
geradores mínimos não livres de quadrados em :F (I). 

Grafo 5-regular de dimensão três. 

5.2 Generalização de ciclos e cones 

5.2.1 Ciclos e pseudo-ciclos 

A caracterização clássica de grafos bipartidos diz que um grafo não orientado é bi
partido se, e somente se, ele não contém ciclos ímpares (cf. Apêndice A). 

A seguinte caracterização foi estabelecida em [16: Theorem 5.9]. 

Teorema 5.7 Seja G um grafo conexo e I seu ideal de arestas. Então G é bipartido 
se e só se J(r) =F , para todo r 2:: O. 

Demonstração. Cf. [loc. cit.] 

Proposição 5.8 Seja G um grafo puro, de vértices V(G) ~ {X1, ... ,Xn}, tal que 

X X J(r) s· . l t 
1 · · · n E (X)JlrJ I: . ao equzva en es: - + ' 

(1) G é um ciclo de ordem ímpar sem subciclos própnos. 

(2) [1•1 ~ l.:n \fr of ht (I) 

(3) Jl•l ~ l.:n 2 'S r < ht (I) 

Demonstração. De acordo com a Proposição 4.10, temos r= htl. 
((1) =} (2)) Para cada X, E V(G), G- X, é um grafo bipartido. Dado X"' E Jlml, 
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segue imediatamente do Teorema 5.7, que se #Supp (X!!)~ n -1 então X~- E JVI(a)_ 

Por outro lado, como G é puro, segue do corolário 4.13 que se #Supp (X!l) = n, tem
se X!l E l::v1 (a) sempre que v1 (a) > ht (I). Portanto sem > ht I, então X~l E Em. 
Agora se m < ht I então como X 1 · · · Xn E I J(r-l), X!l E Em. Logo Vm i- ht I e 
VXf! E f(m) tem-se XQ E ~m-Isto é, J(m) =Em. 

((2) =? (3)) imediato. 

((3)::::} (1)) Como G não é bipartido, G tem um ciclo Ímpar. digamos G', ne
cessariamente sem subciclos, pois caso contrário este ciclo se subdividiria em ciclos 
menores e para algum m < ht I teríamos J(m) #Em, uma contradição. 

Como G' é um subgrafo de G, temos ht I(G') :::; ht I e, necessariamente, ht J(G') = 
ht I, pois ciclos ímpares sem subciclos são sempre genuínos. Como G não tem vértices 

' ft . ' X 1(rJ G G' super uos, L€ 1 _ E (.K)J\rJ+:Er, temos = . D 

Observação 5.9 Muito embora tenhamos exigido a hipótese de G ser puro, na 
proposição acima, acreditamos que a mesma não seja uma hipótese essencial, e 
que, portanto, a mesma fornece uma caracterização dos ciclos ímpares sem subci
clos próprios entre todos os grafos. 

Observemos que, em geral, um ciclo sem subciclos próprios não é de dimensão 
pura, como é o caso de C9 . 

Proposição 5.10 Seja I C k[X1 , ... , Xn] o ideal de arestas de um grafo G. São 
equivalentes: 

(a) X 1 · · · Xn é genuíno mímmo. 

(b) Para qualquer partição {X1, ... , Xn} = M U N, com .71J n N = 0, tem-se : 

d , k[N] d' 
•m In k[N] + •rn 

k[MI > . 
In k[M] _ d1rn k[G] + 1 

Demonstração. Seja IM= In k[M], respectivamente IN= In k[N], i.é, l.rvJ, resp. 
IN é o subgrafo de G gerado pelos elementos de M, resp. N. Sejam X M' e XN os 
monômios dados pelos produtos dos elementos de M, e N. 

De acordo com a Proposição 4.11, temos v1(XM) = htiM, resp. v1(XN) = ht!N. 
Conseqüentemente, 

. k[M] 
d1m In k[N] ~ #M- htiM 
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resp. 
. k[N] 

drm In k[N] ~ #N- ht IN 

Além disto, vr(X M) + vr(X N) :S vr(Xr · · · Xn)- Portanto, pondo : 

. k[N] 
d1 :~ drm In k[N] 

. k[M] 
d, :~ drm In k[M] 

temos: 

d1 + d2 < dim k[G] + 1 ""' #M- ht hr + #N- ht IN < n- ht I+ 1 
<=? htJM+htiN > htJ -1 

-<=> vr(X M) + vr(X N) > VJ(Xr · · · Xn) - 1 

<=? VJ(X M) + VJ(X N) ~ VJ(Xr .. · Xn)· 

Suponhamos que X 1 · · · Xn rt (X)J(r) +:Sr. Pelo Teorema 4.14, r = v1(X1 · · · Xn) = 

ht I. Portanto, as desigualdades acima demonstram a proposição, exceto quando 
v1 (X !li) =O. ::Jeste caso M é um conjunto de vértices isolados e conseqüentemente: 

D 

Corolário 5.11 Dado r;::: 2. Seja C2r-l um ciclo ímpar sem subciclos próprios, de 
vérhces {X1 , ... , Xzr-t}, então X1 · · · Xzr-I é um genuíno mínimo. 

Demonstração. Seja I= I(C2r_1 ). Temos ht I= r, e dim k[C2 ,.._ 1J =r- 1. De fato, 
para qualquer X, o subgrafo induzido pelo suporte de Xr·;.2r 

1 é um produto de r -l 

arestas e, portanto, X 1 · · · Xzr-l E f( r). Por outro lado, se indexarmos os vértices de 
forma que {X1 Xz 1 •• • ,Xzr~zXz,.-I,Xzr~lXI} sejam as arestas de Czr-1 1 o operador 
diferencial ao de ordem r, dado por ao= dx

1
x

2
J: ... x

2
,._

2
, satisfaz ae X 1 · · · Xz,._ 1 ~I. 

Logo, ht I = vr(XI · · · Xzr-1) =r. 
Suponha X 1 · · · X 2,._1 = Xf!.Xfi, com I ai ímpar. Como o subgrafo induzido G(a) 

é bipartido, temos 

2dimk[G(a)]? ]ai+ 1 
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Por outro lado, como IPI é necessariamente par e o subgrafo induzido pelo seu suporte 
é também bipartido, temos 

2dimk[G(8)]2: 1,6[. 

Portanto, 

2(dimk[G(a)] +dimk[G(;J)]) 2: [a[+ 181 + 1 2r 

2(dimk[C2c-l] + 1) 

Observação 5.12 A Proposição 5.10 é, evidentemente, válida para complexos sim
pliciais em geraL 

Definição 5.13 Dado um vértice X de um grafo G, definimos sua vizinhança : 

r(X) = {X,[X, E Annk[cJ(X)}. 

Do ponto de vista de Teoria dos Grafos, f(Y) é o conjunto dos vértices de G que são 
adjacentes ao vértice Y (cf. Apêndice A). Aqui, como antes, abusamos da identificação 
entre os vértices de G e as variáveis de k[X]. 

Proposição 5.14 Seja a um grafo nos vértices {X1 , ... , Xn, Y}, G = G' ~ Y, I', I 
os respectzvos ideais de arestas. Se f(Y) não é subconJunto de nenhuma cobertura 
minimal de G, então: 

(1) ht (I')= ht (I)+ 1 

(2) Se X1 · · · Xn é genuíno mínimo) então Y X 1 · · · Xn é genuíno mínimo. 

Demonstração. Seja P' um primo mínimo de I'. O primo P = P' n k[X] é uma 
cobertura de G e portanto contém um primo mínimo de I. Logo ht (P') 2:: ht (P) 2:: 
ht (!). Se Y E P', então ht (P')- 1 2: ht (P) e, portanto, ht (P') 2: ht (I)+ 1. Por 
outro lado se Y rf. P', então r(Y) Ç P' e P' = P. Por hipótese P' não é primo 
mínima! de I, e portanto ht ( P') 2: ht (I) + 1. 

Resta mostrar que I' tem um primo mínimo de altura ht (I) + 1. Este fato é 
imediato pois se P é um primo mínimal de I, então ( P, Y) é um primo mínimo de I'. 
Isto demonstra o ítem (1). 

Para o item (2), seja h= ht (!). Suponha por absurdo que X 1 • • • Xn é genuíno 
mínimo, e Y X 1 • • · Xn não o seja. Obrigatoriamente, após uma re-indexação, temos 
YX1···Xn = YX1 ···Xt · Xt+t· · ·Xn, em que YXt···Xt E J'(rl, e Xt+ 1 · ··Xn E 
]'(h+ l-r), r ::; h. 
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(a) Se r = 1, então Xt+l · · · Xn E f'(h) e, portanto, X1 · · · Xn E (X1 , ... , Xt) · J{h), 

contradizendo o fato de X1 · · · Xn ser genuíno mínimo. 

(b) Se r > 1, então YX~"Xt E f'(r~l), e portanto X 1 · · · Xn E J'(r~l) · J'(h-(r-l)), 

contradizendo o fato de X 1 · · · Xn ser genuíno. 

Em ambos os casos (a) e (b) estamos usando implicitamente a injetividade f( r) '---+ f'( r), 

descrita na Proposição 3.10. D 

Observação 5.15 Ao adicionar-se um novo vértice a um grafo G, a altura do ideal 
de arestas pode aumentar no máximo de uma unidade. Este aumento acontecerá se, 
e somente se, a vizinhança do novo vértice não estiver contida em nenhum primo 
minimal do ideal de aresta do grafo originaL Esta afirmação é um corolário imediato 
da Proposição 4.15 e, portanto, o item (1) é um caso particular da mesma. 

A recíproca do item (2) da proposição anterior não é valida. De fato, qualquer 
ciclo de ordem ímpar contraria a recíproca, urna vez que retirando-se qualquer um dos 
vértices, obtemos um grafo bipartido e, portanto, o produto dos vértices restantes não 
pode ser genuíno. Curiosamente, estes não são os únicos exemplos que a contrariam, 
conforme pode ser verificado nos exemplos a seguir. 

lJ i~ I ;,; " h" i' 
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Exemplo 5.16 No grafo abaixo, o produto dos vértices é genuíno mínimo de ordem 
5. Retirando-se qualquer um dos vértices: obtemos um subgrafo cujo ideal tem altura 
4 e cujo produto dos vértices não é um elemento genuíno. 

Em geral, dado um ciclo de ordem 2r ~ 1, sem subciclos próprios) C2r-l) o seu 
complemento em relação ao grafo completo com 2r- 1 vértices; K 2r_1, para r 2 3, 
é um grafo cujo produto dos vértices é rninimalmente genuíno, isto é: ao retirar-se 
qualquer um dos seus vértices, obtemos um elemento não genuíno de ordem igual a 
altura do subgrafo induzido. 

[K\C], 

Grafo não planar 4-regular de dimensão 2. 

Proposição 5.17 Dado n = 2r -1;::::: 5. Seja [K \ C]n o complemento, em Kn, de 
um ciclo de ordem n. sem subciclos próprios. Seja V([K \ C]n) = {X1 •... , Xn), 
e I C k[X] seu ideal de arestas, então X 1 · · · Xn é genuíno mínimo e x,;,xv E 
l:ht(J)-l(I) Vz. Em particular, estes são os únicos grafos de dimensão 2 com tal pro
priedade. 

Demonstração. Usando o critério dado em 5.10) vemos que [K/C]n é genuíno 
mínimo pois, qualquer que seja a partição, V([K \ C]n) = M U N, teremos ao menos 
dois independentes em um dos conjuntos, isto é: 

. k[M] . k[N] 
d!m In k[N] + dlm In k[N] :0: 3. 
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Após uma re-indexação, se necessário, podemos supor que o ciclo retirado, tem arestas 
{X,., X,+1}. Eliminando-se um dos vértices, digamos X 1, considere a partição, onde 
]'v! é dado pelos vértices de índice ímpar, e N é dado pelos vértices de índice par. Os 
subgrafos gerado pelos elementos de N, eM- {X1}, são grafos completos com n;l 
elementos. Isto mostra que 

X1·' ·Xn (n-3) ("-3) X, . E I-,- ·I-,- Ç I:'< (I)-! (I). 

Para um outro vértice qualquer, basta fazer uma translação nos índices dos vértices 
e repetir o raciocínio. 

Para demonstrar que estes são os únicos grafos de dimensão 2, tais que o produto 
dos vértices é um genuíno mínimo, basta observar que o complemento de um tal grafo 
é, necessariamente, um ciclo sem subciclo próprio. O 

Observação 5.18 Se G = [K \ Chn então X 1 · • · X2r não é genuíno. De fato, seu 
ideal de arestas tem altura 2r- 2, enquanto que o conjunto dos vértices de índice par, 
e o conjunto dos vértices de índice ímpar geram ambos, subgrafos completos com r 

vértices e portanto de altura r - 1. 

Definição 5.19 Seja G um grafo nos vértices {X,, ... , Xn}, e h= ht I(G). G é um 
pseudo-ciclo se é um triângulo ou se o produto de seus vértices satisfaz as condições: 

(a) X 1 ···Xn é genuíno mínimo, isto é, X 1 ···Xn ~(X)· J(h) + L:h; 

(b) x, ... x ~ v 
X, n E úh-1• Z. 

Os ciclos de ordem ímpar são exemplos de pseudo-ciclos, assim corno os grafos 
[K \ C]n descritos acima, e os quatro exemplos a seguir. 

Pseudo-ciclos de dimensão 3 

X} X_6 

Pl:u•:.r Niío PliUl>r NioPI;uw 
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Triangulação do plano projetivo JfD2(JR)(abaixo) 

Cf. [6] 

Seja Cn um ciclo sem cordas de vértices V = {X1, ... , Xn}, enumerados de forma 
que I(Cn) = (X1X2, X2X3, ... , Xn-IX,.,, XnXl) seja seu ideal de arestas. Dado um 
natural 'l > n, a notação X, é usada para o vértice Xmod(•,nr 

Proposição 5.20 Dado m ;::: 1, seja G' = C4rn um ciclo sem cordas cujos vértices 
foram enumerados como acima. Seja P seu ideal de arestas e hc = ht (P). O algoritmo 
a seguir gera um pseudo-czclo cujo tdeal de arestas tem altura h = hc + 1. 

Algoritmo 

Input : I:~I(G') 

Set variable j=l 

While J ~ 4m do I~ I+ (X,X,+hJ 

Set variable J = J + 2 

end do 

Set I(G) :~I+ (X,X,+,_,) 

Output : I(G) 
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Demonstração. Seja G o grafo de vértices {X1 , ... X 4m}, cujo ideal de arestas é 
dado por 1=1( G). Em primeiro lugar mostraremos que h = ht (I) = hc + L Uma vez 
que G' é um ciclo sem cordas: é fácil ver que hc =2m. Como { X 1 , X3 , ... , X 4m_1 , X 2} 

é uma cobertura mínima com 2m + 1 elementos, temos que h .S hc + 1. Para 
mostrar a igualdade, basta mostrar que X 1 · · · X 4m E J(hc+l) ou, equivalentemente, 
que X1 ·x_~4m E J(hc). 

Definamos 

{ 
z + 1 

J = '+4, 
se z =O (mod 2) 

caso contrário 

Desta forma, o subgrafo gerado pelos vértices {X1 , X1+2 , ... , XJ+hc+I}, onde os 
índices devem ser tomados módulo 4m, é um ciclo sem cordas com 2m + 1 vértices 
e portanto um elemento de J(m+l) = J(~+l). Por outro lado o subgrafo gerado pelos 
demais vértices, excluindo-se o X 1 , é um produto de ~ - 1 = m- 1 arestas, i.e, um 
elemento de J(t!,f-rJ_ Logo X 1 ·~~ 4 m E J(rn.-l)J(m+I) Ç J(2m) = JU•cl. De acordo com a 

Proposição 4.8 temos h= VJ(X, ... x,m) :> h,+ 1 e, portanto, ht (I) = h,+ 1. 
Vamos agora mostrar que o produto X1 · · · X 4m é um elemento genuíno de ordem 

hc + 1. Mostremos; primeiramente, que X 1 · · · X 4m ~ II(hc). 

Seja X 1.X1 uma aresta. Se z!] são ambos ímpares, o ideal primo 

(X,, X,, ... , X,m_1, X,) n k[X \{X., X1)] 

é uma cobertura do subgrafo induzido e tem altura hc- 1, logo x~ .. ~ 4 ""' ~ J(hc). 
, ' 

Se i= 2,J = 2 + hC) o operador diferencial d~2.' em que 

X!!.= X3X5 · · · X2+hc-rX2+hc+2X2+hc+4 · · · X4m, 

tem ordem hc - 1 e satisfaz 

a X 1 ···X4m 
-0 <ti 
dX- x,x,+h, 

Suponha z < J, com z ímpar e J par. Considere os conjuntos: 

e 
v2 = {X,+hc, XHhc+2, ... 'XH2hc}. 

Temos ~1/i = ~V 2 -1 = ~ =me, consequentemente, o conjunto Jvf = Vi UV2 \{X., X1 } 

tem cardinalidade hc - 1 e 

X r·· ·X4m 
XJX3+2 · · · Xl+hc-lX•+hc ···X. ~I. 
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Com isto concluimos que X 1 · · · X 4m rf_ I J(hol. Para mostrar que X 1 · · · X4m rf_ 
L:hc+l, basta observar que o grafo G não possui subciclos ímpares de ordem menor 
que hc + 1 e, portanto, todo subgrafo de G cujo ideal de aresta tem altura menor ou 
igual a ~ é bipartido. Em outras palavras, todo monômio livre de quadrado em f( r), 

com 1 ::; r ::; .tr, é um produto de arestas, i. é, está em r. 
SuponhaX1 - ··X4m E J(r)J(hc+l-r) com 1::; r::; f!;r,entãoour::; ~ouhc+l-r '5 

tr- Neste caso, X1 · · -X4m E JJ(hcl; contradição. 
Concluimos portanto que X 1 · · · X4m é genuíno. Como G é conexo e todo vértice 

tem grau de incidência no mínimo 2, temos que X 1 · · · X 4m rf. (X)J{hc+l). logo é um 
genuíno mínimo. O argumento utilizado para mostrar a altura do ideal de arestas de 
G também mostra que x 1 ···X4"' E J(m-l) J(m+l) C :E h • \h. Portanto G é um pseudo-x, ~ C• 1 

ciclo. O 

Um pseudo-cone de ordem 1 é um grafo G tal que para algum vértice Xi, G- Xi 
é um pseudo-ciclo e ht (I(G)) ~ ht (I(G- XJ)) +L Um pseudo-cone de ordem q é 
um grafo tal que para algum vértice Xj, G- Xj é um pseudo-cone de ordem q- 1 
e ht (I(G)) ~ ht (I(G- XJ)) +L Observemos que grafos completos K, são pseudo
cones de ordem n - 3, e que o grafo do Exemplo 5.6 é um pseudo-cone de ordem 
2. 

Teorema 5.21 Os monômios livres de quadrados cujos suportes são pseudo-cones, 
são sempre genuínos mímmos. 

Demonstração. Por indução sobre a ordem do pseudo-cone. Podemos supor, sem 
perda de generalidade, que o pseudo-cone é todo o grafo. Para pseudo-cones de ordem 
1, o teorema segue do fato mais geral dado pela Proposição 5.14. 

Suponhamos válido para pseudo-cones de ordem q e seja G' um pseudo-cone de 
ordem q + 1. com V(G') ={XI, ... , Xn}· Pela definição, existe um vértice, digamos 
X,, tal que X 1 · · · Xn_ 1 é um pseudo-cone de ordem q. Por hipótese de indução, 
o subgrafo G induzido por {XI, ... , Xn_1} é genuíno mínimo. Por outro lado, se 
{X,

1
, ... , X,,} é primo minimal do ideal de arestas do subgrafo G, então r(Xn) ~ 

{ X, 1 •..• , X,,}, pois caso contrário { Xt1 , ••• , Xtt} seria um primo mínimal do grafo G', 
o que noD daria ht (J(G')) = ht (I(G -Xj)), contradizendo a definição de pseudo-cone. 
Aplicando a Proposição 5.14 aGe G' temos que X 1 · · ·Xn é genuíno mínimo. 

Proposição 5.22 O subgrafo induzido pelo suporte de um elemento genuíno 
mímmo, livre de quadrados, é 2-conexo. 

Demonstração. Em geral se G' e G 11 são duas componentes conexas disjuntas, de 
um grafo G, isto é, V(G') x V(G") n A(G) ~ 0 e V(G) ~ V(G') u V(G"), então os 
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primos mínimos do ideal de arestas I ( G) são todos da forma P' + P", onde F' e P" 
são, respectivamente, primos mínimos de G' e G". 

Suponhamos que V(G) = X 1 , ... , Xn, Y, e que X 1 · · · Xn · Y é genuíno mínimo e 
que Y é um vértice desconectar com M = {X1 , ... ,Xt}, e N = {Xt+t, ... ,Xn} os 
vértices das componentes conexas resultantes da retirada de Y. Sejam rM = r(Y) n 
.lvf, e r N = r(Y) n N as vizinhanças de y nos subgrafos induzidos por Jvf e N' 
respectivamente. Temos ht I( G) - 1 = ht IM + ht Izv. Afirmamos que 

ht!Mu(Y} =htfu+l, ouhtiNu(Y} =htiN+l. 

De fato, htiMu{Y} = htiM, e htlNu{Y} = htiN, se, e somente se existem, respecti
vamente, P' c k[M] e P" c k[N] primos minimais de IM e IN tais que rM ç P' e 
rN Ç P". Segue-se que P' + P" C k[X1 , .. . ,Xn] é um primo minimal de G- {Y} e 
conseqüentemente de G. Isto significa que ht I ( G) = ht h1uN, isto é , X 1 · · · Xn · Y E 
(Y) . I( G)tht I(G)), contradizendo o fato de ser genuíno mínimo. Outrossim, temos, di
gamos, ht IMu{Y} = hthf + 1 e portanto, xl ... Xn. y E I(htJM+l). I(htiN) ç Í::htJ(G), 

contradizendo o fato de ser genuíno. Concluímos, portanto, que se o produto dos 
vértices é um genuíno mínimo, o subgrafo induzido não pode ter vértices desconec
tares, i.é, tem necessariamente que ser 2-conexo. O 

Teorema 5.23 Seja G um grafo simples, I o seu ideal de arestas. São equivalentes: 

(a) Para todo gerador mínimo livre de quadrados Xft E Fr(I), tem-se 1~ E :Er-L Vi 
se

1 
e somente se, o subgrafo gerado pelo suporte de x2. é um ciclo ímpar sem 

cordas. 

(b) Os geradores genuínos, mímmos, livres de quadrados são ciclos ímpares sem 
subciclos, e pseudo-cones sobre ciclos ímpares sem subciclos. 

Demonstração. ((a)=<> (b)). Por indução sobre hti. Para ht(I) = 2, já sabemos 
que os genuínos são triângulos e, portanto, ciclos ímpares sem subciclos próprios. 

Suponhamos válido para grafos cujos ideais de arestas têm altura q e seja G um 
grafo cujo ideal de arestas tem altura q + 1. Dado um genuíno livre de quadrados, se 
o ideal de arestas do subgrafo gerado pelo seu suporte tem altura menor ou igual a 
q, usamos a hipótese de indução. Podemos, portanto supor que X 1 · · · Xn é genuíno 
mínimo e o ideal de arestas do sub grafo gerado pelo seu suporte tem altura q + 1. Se 
existe X; tal que x~;x" é genuíno então o subgrafo gerado pelo suporte de x 1;x,., é um 

' ' ciclo ímpar sem subciclos, ou um pseudo-cone. Em qualquer dos casos G é um pseudo-
cone (grafo completo, se G- Xn for completo). Se por outro lado x 1X.x." E :Eh_ 1, Vj, 

' então por hipótese temos que G é um ciclo ímpar sem subciclos. 
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A recíproca segue, imediatamente, da definição de pseudo-cone. Isto é, se X9. é 
um gerador genuíno mínimo de J(m), tal que o subgrafo gerado pelo seu suporte não 
é um ciclo, então existe X, E Supp (X2.) tal que ~~ é genuíno. o 

5.2.2 Cones e suspensões 

Dado um grafo G nos vértices V(G) = {XL ... , Xn}, a suspensão S(G) de G é o 
grafo obtido de C por inclusão de n novos vértices {Y1, ... , Yn} e n novas arestas 
{Y1X 1, ... , YnXn}- Observemos que, por definição , os novos vértices introduzidos 
têm grau de incidência igual a L 

O Cone sobre G é o grafo C(G) tal que V(C(G)) ~ V(G) U {Y} e A(C(G)) = 
A(G) u {X,Y I x, E V(G)}. 

O objetivo é estabelecer uma relação entre o módulo não-trivial de um grafo e os 
módulos não-triviais de S(G) e de C(G). 

Faremos uso do seguinte resultado. 

Lema 5.24 Seja J o ideal de arestas de um grafo G. Dado Z"' E J, seja G(a) o 
subgrafo induzido pelo suporte de Zº-. Então: 

(1) Se G(a) contém um elemento de grau de incidência zero, dzgamos Zt, então 
Z"' E (Z,) . Jh(o)) 

(2) Se G(a) contém um vértice terminal, digamos Z., então za. E J. j(vJ(a)-l)_ 

Neste caso Zfr E :Er, 2:::; r:::; VJ(a). 

Demonstração. (1) Neste caso, considerando o complexo simplicial associado ao 
subgrafo G( a), vemos que z~ é um elemento de todas as suas facetas, e de acordo 
com a Definição 4.8 e pela Proposição 4.10 é fácil ver que 8fe. E J(vJ(a)). 

(2) Seja Z~o o elemento de V(G(a)) que é adjacente a Zt· Pondo zO!' = 
2
8zz2., temos 
'O ' za' E J(VJ(n)-l) = ji'J(a'), e conseqüentemente zg_ E J. j(IIJ(a)-l)_ De fato, para cada 

primo mínimo do ideal de arestas do subgrafo induzido pelo suporte de Z"'', digamos 
P, tem-se, excludentemente, Z,0 E P ou Z, E P. segue-se que b(a/) = b(o:)- 1, e 
portanto, 

VJ(ci) ~ I ai- 2- (b(a')) ~la I- b(g)- 1. 

A segunda afirmação segue do fato que ~m. Ç ~m-l, Vm :::=: 2. o 

Proposição 5.25 Dado um grafo G, se I(G)(•) = J + ~., em que J é o ideal gerado 
pelos geradores genuínos de J('l, então I(S(G))H = J · k[X, YJ + I:,(I(S(G)). 
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Demonstração. Ponhamos I~ I(G), I'~ I(S(G)). l:~ ~I;;;::{ ['1•1['1,_,1. 

Seja D ~ {X" E k[KJ; X" li (2:) · Jl•l + l:, }, e H~ {Y~ · Xft E k[Y, X]: Y~· Xft li 
(Y,X) · ['I• I+ 1:~}. Pela Proposição 3.10, tem-se (D) ~(H) n k[X]. Para concluir, 
basta mostrar que todo monômio da forma Y~·Xº- é um elemento de (Y, X) .J'(r)+I:~, 
mas isto resulta do Lema 5.24. O 

Corolário 5.26 Se I = I(G) é o ideal de arestas de um grafo G, os monômws 
pertencentes a Jl2l \ 12 U (X)Jl2 l são da forma Xi1 Xi2 Xi3 , onde {X,:1 , Xi2 , Xi3 } é um 
ciclo de G. 

Demonstração. Seja X!l E F 2 (I) um gerador mínimo. Pelo Lema 5.24, todo vértice 
de G(a) tem grau de incidência:,. 2. Resulta d •~ #Supp (X") :,. 3. 

Suponhamos que fosse d 2' 4. Dado X, E Supp (X"'). sejam X 1 , X, E Supp (X") 
adjacentes a Xt. De acordo com a caracterização de f( 2) via operadores diferenciais, 
temos a:,S!. E I. Duas possibilidades podem ocorrer. A primeira seria X 1Xt E I, e 

neste caso X2- E (X)· J(2). A segunda seria que um quarto vértice, digamos Xm, fosse 
adjacente a X1 ou a Xt. Neste caso X_g E ! 2

. Ambas possibilidades levam a uma 
contradição, e portanto d:::: 3. Forçosamente, G(o:) é um triângulo. o 

Em seguida, coletamos algumas propriedades do cone C( G) que, certamente, 
fazem parte do folclore elementar. 

Lema 5.27 Seja I= I(G) = n1P1 a decomposição primária do ideal de aresta de G. 
Então: 

(i) I(C(G)) ~ (2:) n (n,(Y, P,)). 

(ii) C(G) é puro se, e somente se, G é um grafo completo Kn (em cujo caso, C(G) 
é um Kn+l)-

(iii) Para todo m 2 O, tem-se I(C(G))Iml ~ (X)m n (n1(Y, Pl)m). 

Demonstração. (i) Isto segue diretamente da definição, pois primos mínimos cor
respondem a coberturas mínimas. 

(ii) Se G é completo, claramente C(G))também o é. Reciprocamente, se C( C)) 
é puro então ht (Y, Pl) = n para todo l. Segue-se que ht H = n- 1 para todo l, 
portanto G deve ser completo. 

(iii) Segue diretamente do Corolário 2.2, e do fato que, em nosso caso, cada um 
dos ideais primários da decomposição é um primo gerado por uma seqüência regular. 

o 
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Teorema 5.28 Dado um grafo G de vértices {X1, .. Xn}, seja G' o cone sobre G 1 e 
I c k[X]. J c k[X, Y] os respectivos rdeais de arestas. Então: 

(1) X" E Jl"l {'} Y. X" E Jl"+l) 

(2) Y ·X" E (Y, X)JI"'(a)+l) + E",(a)+I(J) ""X" E (X)· Jl"<l"ll +E",( o)· 

(3) Dado q 2': O, yq · Xf! é genuíno mínimo se: e somente se, XQ. é genuíno mínimo 
e q S b(a). 

Demonstração. Pela Proposição 3.10, J(r) = J(r) n k[X]. 
(1) Considerando os complexos simpliciais ~(a) e [:j_', associados respectivamente 

aos subgrafos gerados pelos suportes de Xf! e Y x~-, vemos que as facetas de l::l.' são 
dadas pelas facetas de ó.(o:) e {Y}. Logo, de acordo com a Definição 4.8, temos 
b(YX") ~ b(a) e, portanto aplicando a Proposição 4.10 temos v1 (YX"-) ~[a[+ 1-
b(a) = v1 (a) + 1. Conseqüentemente, pela definição de v, 

X"- E Jl"l ? vi( a) 2' r {'} v 1 (Y X"-) :;, r + 1 {'} Y X"- E Jl"+l) 

(2) Se YX"- E (X, Y) · Jl"+li, temos duas possibilidades: Y X"-~ Y X,, ···X" .xt, 
com X f!_ E J(r+ll, o que implica Xf! E J(r+l) Ç 'Er ou Y X f!= X2

1 
• • • Xlt · Y XI!.., com 

YXt E J(c+l) Neste caso, pelo item (1), xt E J(c) e, portanto, X"- E (X)· Ji"l. 
Podemos, portanto, supor 

Y Xª-= Y X f!_· Xfl com Y X f!_ E J(r+l-l)e Xfl E J(t) 1 <C< r. - - _, - - - -

Se r+ 1- e~ 1, então r ~e e portanto X"- E (Supp (xt))- Jl"l. Por outro lado, 
se r+ 1 -C 2:: 2, então C $ r - 1 e pela parte (1), Xf2 E J(r-J), o que nos fornece 
Xª- E :E,... 
- Reciprocamente. X.!.! = X,1 · · · X, 1 ·X!!.., com X!!.. E J(r), então Y X!1 · · · X,

1 
E J 

e conseqüentemente Y x~r E J · J(r). Por outro lado, se Xª- = X!!.· Xfl..: com X!!. 
e Xfl.., respectivamente em J(r-e) e J(i!), então Y X!!.. E J(r-1!+1) e portanto Y Xª- E 
j(1'"+1-l) . J(l). 

(3)( Çc) Indução sobre q - Pelo ítem (2) acima, afirmação é válida para q ~ 1. 
Suponha que seja válida para q 2: 1, e que q + 1 :::; b(a). Queremos mostrar que 
yq+l X.!.! é genuíno. Suponha por absurdo que não, i,é : 

Com 
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Como q + 1 'Õ b(a), temos 

b(Y'+1X'') = b(Y'X") = b(a), 

e de acordo com 4.10, VJ(YqXª-) = v;(Yq+lX.9:.)- 1. Portanto ao derivar em relação 
a Y, obtemos: 

ou 

yq'-lxo/. yq"xo" 

y•/ X"'' . yq"-1 xa'l 

conseqüentemente yq X2. não é genuíno, e isto contradiz a hipótese de indução. Logo 
YH 1 Xª- é genuíno. 

(3)(=>) Se q > b(a), então para todo X, E Supp (X"-), b(Y'-1 · ~~) = q-1. Portanto: 

yq-1 x2. 
vJ( X ) 

' 

logo 

(q -1 + 1<>1- 1- (q- 1) 

(q+lal-q)-1 
v J(Y' X"-) - 1 

nos leva a uma contradição, e isto prova q::; b(o:). 
Se X"= X,· X~, com v1 ({3) = v1 (a), então : b(/3) = b(a)- 1 2: q- l, donde 

b(Y'- 1 X~) = b(a)- L Segue-se que 

q-1+ 1/31- (b(a) -1) 
q- 1 + 1<>1- 1- (b(a)- 1) 
q+ 1<>1- b(a) -1 
VJ(Y' X") - 1 

Desta forma Y X, · yq-l · ~~ E J · J(vJ(Yqxa.)-l), nos leva a uma nova contradição. 
Isto mostra que Xf! !f. (X)J(vJ(a)J. 
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Finalmente: suponha Xg_ =X-º=-· X(J_, com v1 (XSL) + v1(Xf!..) = v1(Xg_). Neste caso, 
b(a) = b(;J) + b(o'). Uma vez que q <: b(a), podemos escrever q = q' + q" com 
q' <: b(;J), e q" <: b(o). Conseqüentemente, 

Logo 

e isto significa que : 

VJ(Y''. X!!.)= q' + VJ(X!!.) 

v;(Y'" ·X")= q" + v1(Xº'). 

q' + VJ(X!!.) + q" + VJ(X") 

q + VJ(X") 

VJ(Y'X") 

yqXg· E j(q'+vJ(.Kf!..)). j(v;(YqXS!..)-(q'+v1(Xf!..))). 

Contradizendo o fato de yq Xg_ ser genuíno. 
Concluimos, portanto que Xg ~ (X) · J(vi(o)) + Í::v

1
(a)· o 

O Teorema 5.28 acima mostra que os cones sobre os subgrafos cujos produtos de 
vértices são elementos genuínos também são genuínos e por isso estes novos elementos 
contribuem para o incremento do tipo de geração de G. Em particular, para um 
ciclo puro de ordem ímpar, Cn, o tipo de geração da álgebra de Rees simbólica do 
cone, C(Cn), é exatamente n. Mais precisamente, se I = I(C(Cn)), pondo h 
htl(Cn),V(Cn) = {X,, ... ,Xn}, e V(C(Cn)) = {Y,X,, ... ,Xn}. Tem-se 

nUl = R[It, JC2l, X1 · · · Xnth, Y X 1 · · · Xnth+1 , ••• , yh-l X 1 · · · Xntn] 

De um modo geral se a álgebra de Rees simbólica de um grafo G é dada por: 

R[It, M1tvi(M 1>, ... , Mpi 111 (Mp)J, 

então a álgebra de Rees simbólica do cone sobre G é dada por: 

R[It, J(2)t2, M 1tvi(Mtl, ... , yb(MI) M 1tiM1I, ... , Mpt'"'r(Mp), ... , yb(Mp) MptiMPI] 

Aqui, 1Mplv1 (Mp) + b(Mp) denota o grau de MP. A necessidade de considerar 
os termos de J(2lt2 justifica-se pela existência de novos triângulos cujas bases são as 
arestas de G e que obviamente não podem ser obtidos como combinação dos outros 
termos de R (I). 



44 CAPÍTULO 5. GRAU DOS GERADORES SIMBÓLICOS MÍNIMOS 

5.3 Graus dos geradores de Fr(I). 

Polarização 

Seja I = I(G) o ideal de arestas de um grafo G nos vértices X 1, ... , Xr,_. Dado 
um monômio X-ª- E I, com a = (o:1 , ... , Ctn), considere o anel de polinômios a lo I 
variáveis: 

k[Y] = k[Yu ... , YnL onde~= Y;1, ... , Y;a, é um bloco com a, variáveis. 

Sem perda de generalidade, podemos supor que Supp (Xg_) = X 1 , ... ,Xn, e con
seqüentemente Ia =I. Considere o ideal J c k[l] cujos geradores são os elementos 

{Y,,y;,[x,x, E I}, 

e o homomorfismo de anéis 

8 0 :~k[Y1, ... ,Y"] ~ k[X] 
Y;1, ~--------+ X, J, = 1, ... , o:, . 

• 
O ideal J descrito acima, é o ideal do grafo G"' obtido adicionando-se, para 

• 
cada vértice X,, a, - 1 novos vértices de mesma vizinhança que X,. Defina Y= 
TI ·= 1 --- -" Y;t,-

<1=l .... ,o 1 

Proposição 5.29 ( char k =O) Com a notação acima, temos: 

(i) e,_(JI"I) ~ 1r,; 1 

(ii) ht (J) ~ v1 (o) e, para todo (3 E N"' x · · · x N"", v1 (Yi') ~ v1 (8,_(Yi')); 

• 
(iii) Xº- é genuíno se, e somente se, Y= TI ,,.,l, ...... Y.t, é genuíno. 

t,=l,---·"'' 

Demonstração. (i) Claramente temos 8,_(J) ~I, e Jl"i c:; 8,;(11"1) \ir. 
Para mostrar a inclusão contrária, procederemos por indução sobre r. Supondo 

válida para r 2: 1, seja yt! E J(r+l). De acordo com a caracterização das potências 
simbólicas via operadoreS diferenciais, temos que: 
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Usando a hipótese de indução temos: 

e novamente pela definição de potência simbólica, temos 8ª-(Y~) E J(r+l). 

• • 
(ii) E imediato que 8"(Y) ~X"-. Além disto, já sabemos que 

• 
VJ(Y) ~ ht (J) . 

• 
Isto por sua vez, siginifica que Y\t J(ht (J)+l). Pelo item (i), Xí!1- J(ht (J)+l). Por outro 
lado, XQ_ E J(ht J), e portanto , pela definição de v1 , temos ht ( J) = VJ( o:). O mesmo 
argumento demonstra o caso geraL 

(iii) Basta observar que para cada monômio dividindo Xf:!.., existe um monômio 
de k[Y1 , ... ,r,[ livre de quadrado, na sua pré imagem pela e". Os ítens (i) e (ii), 

• 
juntamente com a Proposição 5.10, completam a demonstração. De fato, Se Y é 

não genuíno, digamos Y= Y~Y~, com v;(Yf!) + vJ(YQ_) = ht J, então v 1 (Y~) + 
vJ(Y"') ~ v1(a). Por outro lado;-X"~ 8 0 (Yi!.)8 0 (Y"'),-;; pelo ítem (i) VJ(eo(Yf!.)) + 
v1 (8a(Y"')) ~ v1(a). Portanto X" é não genuíno-:-- --

R~ciprocamente, se X.!! = X!!!..X'!l, com v1 (w) + v1 (17) = v1(a), defina Y~ = 

TI {, 1 x,ESupp(K~l} Y,.t,· Temos Gg(Y~) = X!!d... Por outro lado, uma vez que ~t}jq E 
t,=l, ... , ... , 

• 
J {::} X.XJ E I, vemos que a dimensão do subgrafo de G"" gerado pelo suporte de Y~ 
é igual a b(w), e portanto -

ht I(G(Yi!.)) vJ(Yi') 

liJI- b(w) 
jwj- b(w) 
v1 (w). 

Defina Y!I. = ~, temos 8g(Y!I.) = X'!l, e novamente pelo mesmo argumento 

htl(G(Y")) ~ v1 (Y"') ~ v1 (ry). Concluimos, portanto, que' 

ht J ~ VJ(a) ~ VJ(j3) + vJ(CT), 

isto é, 
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o 
A polarização permite implementar com um ((custo computacional'' baixo, a ordem 

simbólica VJ, descrita em 4.8. De fato ela permite calcular em Macaulay2 ([7]), o valor 
de v1 para monômios cujos suportes tem cardinalidade razoavelmente grande, e desta 
forma possibilita a procura de novos exemplos de elementos genuínos. Além disto, a 
polarização permite transportar as propriedades e limitações dos genuínos livres de 
quadrado para os não livres de quadrados. 

A função de ordem associada a filtração simbólica, ajuda a estabelecer a posição 
exata em que um monômio ocorre como elemento genuíno (se ele for genuíno em 
alguma ordem). O teorema a seguir nos fornece cotas inferiores e superiores para o 
grau dos elementos genuínos em um grafo. Estas cotas não podem ser melhoradas, 
visto que elas são alcançadas respectivamente pelos grafos completos e pelos ciclos de 
ordem ímpar. 

Lema 5.30 Seja G um grafo simples, com n vértices e I = I( G) C k[X], seu ideal 
de arestas. Se dim k[G] 2: ~ então X1 · · · Xn E l::h + (X)Jih), onde h~ ht (I). 

Demonstração. Se C não é conexo, digamos G = D UH, com V(D) x V(H) n 
A(G) ~ 0, então ht!(G) ~ ht!(D) +ht!(H), e conseqüentemente X1 ···Xn E 
I(ht J(D)) I(ht I(H)). Podemos portanto supor que G é conexo. 

Ponhamos s := dim k[G] = n- h. Para cada conjunto maximal S' de vértices 
independentes, seja q(S') o máximo das cardinalidades de subconjuntos de arestas 
independentes ( emparelhamento ) ji!JS' Ç A( G), possuindo a seguinte propriedade: 

Defina q = max{q(S')I S' é conjunto maximal de independentes}. SejaS o conjunto 
maximal de independentes para o qual q = q(S). Rotulemos os vértices de G de forma 
que: 

• S~{Y,, ... ,Y,}eV(G)\S~{X 1 , ... ,Xh} 

• Ms ~ {(X1 , Y1), (X,, Y,), ... , (X,, Y,)} 

Se q =h, o resultado segue de imediato. Suponhamos portanto que q < h :::; s. Co
mo C é conexo, podemos sem perda de generalidade, supor que X 1 E r(Yq+l: ... , Ys) = 

Uq+1s;
1
s;s r(Y,.), digamos X1 E r(Yq+I)- Consideremos a seguinte recursão: 

N1 ~{(X,, Yí)}; 

N2 ~ N 1 U {(X, Y,)[(X, Y,) E Ms e X, E r(YJ)}; 
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N, = N,_1 U {(X,. Y,)I(X, Y,) E Ms e X, E f(Yo) para algum Y, tal que (X,, Y,) E 
N,_r) 

Como V ( G) é finito, a seqüência 

Nr C: N, C: · · · C: N, C: · · · 

estabiliza, fornecendo um subconjunto N C Afs tal que : 

(X, Y,) ~ N =>X, ~ f(Yo) V( X,, Y,) E N. 

Se t := #N, podemos re-indexar os vértices presentes nas arestas de 1\115 , de forma 
que: 

( Pl ) S = {Y1, ... ,Y,} e V(G) \ S = {X1, ... , X h} 

( P2) Ms = {(X1, Y1), (X,, Y,), ... , (X,, Y,)} 

( P3) N = {(X1 , Yr), (X2 , Y,), ... , (X,, Y,)} 

( P4 ) Se (Xt, ~) E N, então existe um caminho da forma: 

inteiramente contido no subgrafo gerado por N 

A propriedade P4 segue imediatamente da definição de N. Para provar que N possui 
P5 , suponhamos que para algum z 2:: t + 1, tenha-se X, E r(~), com (X1 , y;) E N. 
Pela maximalidade de N, devemos ter necessariamente z > q. Aplicando P4 , e a 
escolha de X 1, obtemos um caminho : 

Defina Q = { (Xr,lí), (X,, Y,, ), ... , (X,., Y,.), (X, Y,)} C: N c M8 . O empare
lhamento dado por : 

{(Xr. 1';+1 ), (X,, Y1 ), (X,, Y,,), ... , (X,, Y,.), (X, Y,)} U Ms \ Q 

tem cardinalidade q + 1, contradizendo a maximalidade de q. Logo P 5 é verdadeira. 
Considere os subgrafos G1 e G2 induzidos, respectivamente, por N e por V(G) \ 

V(G1). Como S \ {Y1 , ... , Y,} C V(G,), temos dimk[G2] 2: s- t. Por outro lado, se 
fosse estritamente maior que s- t, como r(V(G2 )) n {Yi, ... , yt} = Ql, obteríamos 



48 CAPÍTULO 5. GRAU DOS GERADORES SIMBÓLICOS MÍNIMOS 

em G um conjunto com s + 1 vértices independentes, contrariando o fato de que 
s ~ dimk[G]. Sendo assim, dimk[G2] = s-t, e portanto ht (I(G2 )) = n-2t-(s-t) = 
n- s- t =h- t. 

Por outro lado, como G1 possui um produto de t arestas, ht (I( G1)) :::_ t. Entretan
to como ht (I( G1)) + ht (I( G2)) :<: h, temos obrigatoriamente ht (I( G1)) ~ t. Portanto 
Xz ... X, E Ii'i Iih-t). D 

Teorema 5.31 Seya C um grafo, I= I(G) seu ideal de arestas. Se X!!. é genuíno 
mínzmo (isto é, se X" E Ii•l \L:, U (X)II•I), então 

r+ 1 :<:[a[:<: 2r -1 

Demonstração. A primeira desigualdade é imediata. Pelo Teorema 4.14, temos 
• 

r = v(o:). Considere Ga o grafo associado a o: pela Polarização. De acordo com . ' 
5.29 htl(Go) =v( a) e Y é genuíno mínimo. Aplicando o lema anterior, vemos que 

• • 
b(e>) ~ dimk[G0 ] :<: hti(Go) -1. Conseqüentemente: 

• 
[e>[= v( e>)+ b(e>) :<:v( a)+ ht I(Go)- 1 = 2v(")- 1. 

D 

Proposição 5.32 Seja I o ideal de arestas de um grafo G. Se X'a. E f('), com lo: I = 
r+ 1, então X!!. é livre de quadrados e G(a) é um grafo completo. A recíproca vale 
se r~ v( a). 

Demonstração. Dado Se r= 1, então G(a) é uma aresta. Suponhamos, portanto: 
que r;:: 2. Seja {X2,X1} Ç V(G(o:)). Defina X!}_= J:.~;' e considere o operador 

diferencial dado por da;Ê.. Temos lfJI = lo:l- 2::; r -1, e portanto a:::= cX2X1 E I, 
com c 1' O. Segue que G(a) é completo. -

Para mostrar que Xg_ é livre de quadrado, suponhamos que a, > 1, para algum~, 
e escolha X1 =X, na definição de da;!!.., para obter x; E I. Um absurdo. Logo Xf! é 

livre de quadrado. A segunda parte é imediata. O 

Corolário 5.33 SeJa G um grafo simples, I = I( G) seu ideal de arestas. Se Xf! E 
I(r) \ :Er U (X)I(r) e a, > 1, para algum~, então 

r+ 2 :<: [e>[ :<: 2r- 1. 

Demonstração. Imediata. 
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Corolário 5.34 Dado r 2: 1, seja I C k[X] o ideal de arestas de um grafo G. Se 
X" E Ji'i \ (X)JI'i, então la I <; 2r. Em partrcular, 

r+ 1 <; indeg(JI'I) <; 2r, \Ir > 1. 

Demonstração. Se r = 1 o resultado é imediato. 
S 'l d xa J(t+l) - l c J(t-'-2) uponhamos vai o para r ::; tl e seja _- E (.K)J(•+JJ, nao nu o. orno · C 

(K)Ji'+li, temos v1 (a) = t + 1. 
Se Xfr é genuíno, o resultado segue do Teorema 5.31. Se por outro lado x~- = 

xfLxf!_ E í:t+ll com VJ(()) + VJ(f3) = VJ(a), então, obrigatoriamente, temos X!l. E 
J("J(g)) x/3 J("r(l>)) - l p d h' ' d . d -

(K)J(,1 (eJJ. e _- E (2f.)J("J(i3JJ, nao nu os. ortanto, usan o a rpotese e m uçao, 
obtém-se 

la I= 181 + lill < 2(vi(e) + v1(8)) 
< 2vi(a) 

< 2(t + 1) 

5.4 Outras questões 

o 

Dado um complexo simplicial .6., diremos que o ideal das não faces, I= It:. é sensível 
ao suporte se para todo par de monômios (Xª-, XI}_) de mesmo suporte com X9..IX!}_, 
e v1 ({3) = v1 (a) + 1, tem-se• 

Observe que os complexos associados aos ciclos puros e aos grafos completos são 
sensíveis ao suporte. 

Teorema 5.35 Seja I = I t,. ideal das não faces de um complexo simplicwl sensível 
ao suporte. Sejam XÇ!·, xf!.. E J, de mesmo suporte. Se X~IXf!.., e X!l E :Lv1 (a), então 

xf!.. E :Lv 1 (t~)· 

Demonstração. (indução sobre v1({3)- v1(a)) 
f3 f I! I 11 

Se VJ(f3)- VJ(cr) =O, então X-= x~-Xl = XQ_-XQ_·Xl Com XQ_· XQ_ E :LvJ(a)· 

Suponhamos que a proposição seja válida sempre que v1 (.6)- v1 (cr) .::; q e sejam 
XftiXf!.. E I, de mesmo suporte, com v1 (;3)- v1 (cr) = q + 1, e X!l E :E,...

1
(a)· Existem 
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X X S (X ~) t . 6 > + 1 X~ - x' Ji"•ifl-'1 
1_1 , .•. : 1.t E upp _- rus que, ~ 3 _ o:tJ com_ - x,

1 
... x,, E 

satisfazendo v1 (e) = v1 ((3)- 1, e Supp (X~) = Supp (X"-). Isto é imediato pois caso 
contrário teríamos v1 (j3) = v1(a). 

Temos X9:-[Xi, ambos de mesmo suporte e v1(B)- v1 (o:) q. Por hipótese de 
indução:Xf!. E :Ev(e)- Por outro lado Xf[Xf!., e vr(/3)- v1 (8) 1 e como 6. tem a 
propriedade de base,X~ E :Ev1 (J3)· O 

Dado X!!- E I, Xçr designará o (único) monômio livre de quadrados de mesmo 
suporte que X!!-. 

Corolário 5.36 Seja I = I ( G) o ideal de arestas de um grafo G, satisfazendo à 
conclusão do Teorema 5.35. Se Xi! E I é genuíno e mínimo, então X a é genuíno e 

• mzmmo. 

Demonstração. O Teorema 5.35 garante que Xc. é genuíno. Suponhamos, por via 
de redução ao absurdo, que Xo: = X 1 , • • -X,t · xf, com v1 (8) = ht (Ia:)· Os vértices 
Xt1 ) •.. 1 X~~ são necessariamente independentes. Afirmamos que eles são vértices iso
lados do subgrafo gerado pelo suporte de Xf!. De fato se existisse Xrc E Supp (Xfl.) 1 

adjacente sobre algum elemento de xtp ... ) xtp então Xo: E I . J(ht (Ia)-l) 'uma con
tradição. Portanto Xt 1 , ... , X 1.t faz parte de todo conjunto maximal de indepen-
d .. t X" (X X ) Jl"•l"ll U ad. - I entes e, consequentemen e, _- E 11 1 .•. , 11 · . ma contr IÇao, ogo 
X, it' (2i:) . J(h<(Io)) D 

Observemos que, em verdade, o Teorema 5.35 diz que todos os monômios de 
mesmo suporte que um genuíno não livre de quadrado, e que o dividem, também são 
genuínos. 

Parece, então, natural propor a seguinte 

Conjectura 5.37 

• Todos os ideais de arestas são sensíveis ao suporte. 

• Os pseudo-ciclos têm posto simbólico igual a sua altura. 

Um corolário imediato da validade destas conjecturas é que o tipo de geração da 
álgebra de Rees simbólica é menor ou igual ao número de vértices do grafo. 



Apêndice A 

Nações de grafos 

A referência básica é [2]. Todos os grafos nesta tese serão finitos e simples (isto 
é, desprovidos de orientação ou lacetes). Um grafo G será também indicado por 
{V= V(G),.A = A(G)} para enfatisar seus elementos de definição (vértices e arestas, 
respectivamente). 

Vértices v1 , v2 E V são ditos adjacentes se (v1 , v2 ) E A(G). Dois vértices v1 , v2 E 
V( C) de um grafo G são ditos independentes se (v1 ,v2) f. A(G). Um subconjunto 
S Ç V é dito um conjunto de vértices independentes se v1, v2 são independentes para 
todos L' 1 , Vz E S, com v1 i- v2. 

Um grafo é completo se seus vértices são adjacentes, dois a dois. 
Se C. H são grafos, dizemos que H é subgrafo de G, e escrevemos H Ç G, se 

V(H) c; V(G) e A(H) c; A(G). Se, além disto, A(H) ~ A(G) n (V(H) x V(H)), H 
dito um subgrafo induzido de G, e, neste caso, denotamos por G Ç H. 

Observe que dado um grafo G = (V,A(G)), e um subconjunto V' Ç V, existe 
um único subgrafo induzido de G, cujos vértices são os elementos de V'. O subgrafo 
induzido é denominado subgrafo gerado por V'. 

Um caminho, de comprimento r, escrito Pn é um grafo cujos vértices e arestas 
são, respectivamente, a menos de notação, 

V ~ {0, 1, .. , r} e A~ { {0, 1}, {1, 2}, ... , {r- 1, r}} 

Caminhos que são subgrafos de um grafo G são ditos caminhos em G. 
Dado r E N(r > 2), um ciclo, de ordem r, escrito Cn, é um grafo cujos vértices e 

arestas são são, respectivamente, a menos de notação, 

V~ {1, ... , r) e A~ { {1, 2}, ... , {r- 1, r), {r, 1}} 

Ciclos que são subgrafos de um grafo G são ditos czclos de G. 

51 
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Dado um ciclo C em G, as aresta.':> do subgrafo induzido por C, complementares 
às do subgrafo C são chamadas sugestivamente cordas de C . Se C Ç G coincidir 
com o subgrafo induzido correspondente, diremos que o subgrafo induzido é um czclo 
szmples (ou urn ciclo sem cordas). 

Um grafo G é dito conexo se para todo par de vértices de G existe um caminho 
em G ligando estes vértices. Um grafo r-conexo (r E N+) se para todo subconjunto 
V' C V(G), de cardinalidade menor ou igual a r-1, o subgraio induzido G(V(G) \V') 
é conexo. 

Um grafo G é uma árvore se é conexo e todos os seus subgrafos conexos são 
caminhos. 

Seja G um grafo. Dado v E V(G), o grau de incidência de v em G, escrito dc("v) 
é a cardinalidade do conjunto de vértices de G que são adjacentes a v. Os vértices de 
grau de incidência zero em G são chamados de vértices isolados. 

Se G é r-conexo, então da( v) 2:: r para todo vértice. 
Um dos invariantes básicos de um grafo é o máximo das cardinalidades de con

juntos de vértices independentes. Este invariante desempenhou um importante papel 
no desenvolvimento deste trabalho. 

Seja G um grafo de vértices V(G) = {v1 , ... ,vn}· Uma cobertura de G é um 
subconjunto P c V(G) tal que para toda aresta {vt,v1} tem-se V1 E P ou v1 E 

P. Uma cobertura é ser mínima se nenhum de seus subconjuntos próprios é uma 
cobertura de G, e será dita minimal se não existe cobertura de cardinalidade menor. 
A cardinalidade de uma cobertura minimal de G, escrita o:0 (G), é também designada 
como o número de cobertura de G, enquanto !3a(G) := #V(G) - o:0 (G) é dito ser a 
dimensão de G. 

Da definição segue que o complementar de uma cobertura é um conjunto de 
vértices independentes em G, e vice-versa. Portanto, o complementar de cobertu
ra mínima (resp. minimal) corresponde a um conjunto máximo (resp., maximal) 
de vértices independentes em G. Também se ve que se V' C V(G) é o conjunto de 
vértices de um subgrafo G' C G, e P é uma cobertura de G, então P' = P n V' é uma 
cobertura do grafo G'. Reciprocamente, toda cobertura de G' pode ser completada 
de forma a tornar-se uma cobertura de G. 

Um grafo G é dito bipartido se admite uma cobertura composta por vértices 
independentes. Se G é bipartido, então G admite uma cobertura minimal composta 
por vértices isolados. 

Teorema A.l Um grafo nao trivial, G, é bzpartido se, e somente se, não contém 
ciclos de ordem ímpar. 

Demonstração. Cf., e.g., [2]. 



Apêndice B 

Generalidades sobre ideais monomiais 

Estruturas combinatórias, tais como grafos e complexos, podem ser codificadas em 
termos de certas álgebras graduadas cujo ideal de definição é um ideal monomiaL A 
decomposição primária deste ideal determina completamente a natureza combinatória 
do grafo ou do complexo simplicial em questão. 

B.l Decomposição primária de ideais monomiais. 

Nesta seção reveremos brevemente as principais propriedades de ideias monomiais 
usadas nesta tese são. Seja R= k[X1 , ... , Xn] um anel de polinômios e I C R, um 
ideal gerado por monômios. 

(a) Se f~ 2:: À,M, E I, então M, E I. para todo À, f O. 

(b) Dados monômios X"-, XII E R. Se MDC(X",Xi') ~ 1, então• 

(X"Xfi,J) ~ (X",I) n (XII. I). 

(c) Os primos associados de I são gerados por subconjuntos de variáveis. 

(d) I é gerado por monômios livres de quadrados se e so se I é ideal monomial radical. 

B.2 Ideal de arestas de um grafo 

Esta ordem de idéias foi originalmente introduzida por A. Simis, V1.f. Vasconcelos e R. 
Villarreal (cf. [16], [14]). 
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Definição B.l Dado um grafo Grafo G de vértices V(G) = {x1 , ... , xn}, seja R= 
k[X1, ... , Xn] e '1j.J como acima. O ideal das arestas de G é o ideal gerado pelos 
monômios X~X 1 E R, tais que {\fr(X2),'1{!(X1)} é uma aresta de G. Escrevemos, 

I(G) = (X,X,[x,x, E A(G)). 

O anel do grafo (denominado Anel de Petersen em [14]) é o anel de classes k[G[ := 

k[K]/I(G). 

O teorema abaixo relaciona os primos mínimos do ideal de arestas de um grafo G 
com as suas coberturas, e a dimensão de G com a dimensão do anel de Petersen de 
G. 

Teorema B.2 Dado um grafo szmples G, com n vértices, seja I = I(G) C k[X] 
seu ideal de arestas. Os conjuntos de geradores (mínimos) dos primos mínimos de 
I(G) correspondem a coberturas de G. Em particular, hti(G) = <>o(G), e dimk(G) = 
f3o(G) = dimG. 

Demonstração. Uma vez que I é gerado por monômios livres de quadrados, I é 
ideal radical, e seus primos mínimos são gerados por variáveis. 

Dado um primo mínimo P = (X, 1 , ••• , X,.,) de I, onde {X,J) ..... X,,} é um con
junto mínimo de geradores de P, seja Cp = {x,J) ... ,x,.}. Afirmamos que Cp é uma 
cobertura mínima de G. 

De fato, dado uma aresta x,x1 E A(G), temos X.X1 E I c P, e portanto, X, E F 
ou X 1 E P, o que implica x, E Cp ou x1 E Cp. Segue que Cp é uma cobertura de G. 
Para mostrar que Cp é uma cobertura mínima, basta observar que se P' C F é gerado 
por subconjunto próprio de {X,l! ... ,X,,}, então I g; F'. Como F' é monomial, existe 
aresta X.oXJ"' E I tal que X, 0 ,X1" tt F'. Logo, x, 0 ,x1" tt CP' c Cp. 

Reciprocamente, dado uma cobertura mínima C = {x,11 ..• , x,,} de G, o primo 
P = (X,1 , ... , X~t) contém I, e nenhum primo P 1 C P contém I, pois neste caso, F' 
deveria conter um subconjunto de variáveis propriamente contida em P e portanto 
pela primeira parte acima, Cp' C C e C não seria uma cobertura mínima. 

Para concluir a demonstração do teorema, observamos que coberturas minimais 
correspondem a primos minimais e vice-versa, logo ht (J) é igual a cardinalidade da 
menor cobertura possível, i.é, ht (I)= a 0 (G). Em particular, 

dimk[G[ =n-ht(I) =#V(G) -a,(G) =f3o(G) =dimG. 
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B.3 Anéis de Stanley-Reisner 

B.3.1 Complexos simpliciais 

Como de hábito, dado um conjunto V, escreveremos 2 v para denotar o conjunto de 
todos os subconjuntos de V. 

Seja V= {v1 , ... , vn} um conjunto finito. Um complexo simplicial (finito) .6.. sobre 
V, é uma coleção finita de subconjuntos de V, b.(V) Ç 2v, tal que: 

{v,} E Ll lfz E {1, ... , n} 

F E Ll => G E Ll VG C F 

Os elementos F E .6.. são chamados de faces, e sua dimensão, dim F, é #F- 1. A 
dimensão do complexo simplicial é o máximo das dimensões de suas faces. Uma face 
que não é subconjunto de nenhuma outra face, é dito ser uma faceta. As faces de 
dimensão 1, são chamadas de arestas, enquanto que as de dimensão zero são chamados 
de vértices. Denotaremos por F(b.) o conjunto de todas as facetas de 6... 

As noções de subcomplexo e subcomplexo induzido são paralelas àquelas dadas 
para grafos. Ainda como lá, dado um complexo simplicial D.. de vértices V, para 
cada subconjunto V' Ç V, existe um único sub complexo induzido de 6., cujo conjunto 
de vértices é dado por V'. Observe que um complexo simplicial fica perfeitamente 
determinado quando identificamos suas facetas, e é deste fato que resulta a unicidade 
de um subcomplexo gerado (isto é, induzido) por V'. 

Dado um grafo G em um conjunto finito de vértices V, o subconjunto 6.(G) Ç 2v 
cujos elementos são conjuntos de vértices independentes em G, formam um complexo 
simplicial. De fato, todo subconjunto de um conjunto de vértices independentes , é no
vamente um conjunto de vértices independentes, inclusive os subconjuntos unitários. 

Por comodidade, um complexo simplicial cujas faces são conjuntos de vértices 
independentes de um grafo G será dito grafal. 

A exemplo do que foi feito para grafos, os complexos simpliciais também admitem 
uma formulação algébrica que permite a aplicação de ferramentas de Álgebra Comu
tativa para resolver problemas puramente combinatórios, veja [3]. 

Definição B.3 Seja 6. um complexo Simplicial de vértices V(.6.) = {x1 , ... , Xn}, e k 
um corpo de característica zero. O Anel de Stanley-Reisner ou Anel das faces 1 de 6., 
é a k-álgebra 

k[Ll] = k[X\, ,X"J, 

onde It:., chamado ideal das não-faces, é o ideal gerado por todos os monômios cujo 
suporte não é uma face de 6.. 
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Pela definição de ft:. vemos que ele é um ideal monomial gerado por monômios 
livres de quadrados. De fato, se x2. E JCJ. tem suporte { x,

1
, ••• , x,

1 
}, 

então X,.1 ···X,., E !f::.. 
A cada faceta F E F(!:l) corresponde um primo PF c k[X], cujos geradores 

mínimos são as variáveis cujo suporte não está em F, i,é, Pp = (X1 tal que x, ~ F). 
O teorema a seguir mostra que estes são os primos mínimos do ideal ft:.. É um exercício 
simples verificar que lt::.. = nFEF(t..)PF é a decomposição primária reduzida de It:.- em 
particular, dim k[l'>] ~ dim L>+ 1. 

Senão vejamos. Se Xf!. E I, então para toda faceta F E .6., Supp (Xº-) ~ F, e 
portanto Xª- E Pp. Logo I ç_ nFEF(!':.)Pp. 

Reciprocamente, suponha Xª- E nFEF(!::.)PF. Temos Supp (Xf!-) r/- H, \f H E ,6., 

logo Supp (Xf!.) ~ Do, e Xª E I. Isto mostra que nFEF(.0..)PF é uma decomposição 
primária de I. Por outro lado, dados duas facetas distintas, F, F' E Ll, tem-se, obri
gatoriamente, Pp tb Ppr. Isto demonstra que a decomposição é reduzida e, portanto, 
que os primos Pp acima são os primos mínimos de I. 

Para cada faceta F E Ll, tem-se 

dimF =#F -1 ~ n- htPF -1. 

Em particular se F é uma faceta maximal, então Pp é um primo rninimal. Segue que 
dim L>= dim k[l>] - 1 

o 



Apêndice C 

Aspectos Computacionais 

Nesta seção descreveremos os algoritmos usados nesta tese, apoiados em M acaulay2, 
versão 0.8.46. O formato utilizado para descrever cada rotina será: 

• Utilização; 

• Código - deve ser digitado exatamente como está escrito. 

• Comentários sobre o output da rotina. 

C.l Cálculo das potências simbólicas 

nextsymbolicpower = method(); 
nextsymbolicpower (Ideal):= I - > (n:= numgens ring I 

nc:= numgens I ; 
jac:= map(jacobian I,Degree = >-1); 

ideno= map((ring I)\-{}n,(ring I)\-{}n) 
Im := gens I ; 
tt:= iden ** Im ; 
RI:= syz (concat(jac,tt)); 
FI:= submatrix(RI,{O .. nc-1}, ); 
ideal (mingens ideal (Im *FI ))); 

symbolicpower = method() 
symbolicpower(Ideal,ZZ):= (I,r)->( II:= I;clearAll; 

if r==1 then (I) 
else (nextsymbolicpower(symbolicpower(I,r-1)))); 
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A primeira rotina recebe como input a potência simbólica de ordem r de um 
ideal monornial radical, e tem como output a potência simbólica de ordem r + L 
A segunda rotina (symbolicpmver)tem como input um ideal monomial radical e um 
inteiro positivo r. O seu output é sua potência simbólica de ordem r. 

C.2 Cálculo dos módulos Fr(I). 

s1gma =method(); 
sigma(Ideal,ZZ):= CI,r)-> ( S:= O*I; a:=O; 

d := u-> u+l; 

if r <=1 then (a =-2;(ring I)/I) 
else (while member(d (a), 1.. (r+l) I /2) do 

(S=S+(symbolicpower(I,r - d(a)) * symbolicpower(I,d(a))); 
a= d(a)); 

trim S ) ) ; 

freshmodule=method(); 
freshmodule(Ideal,ZZ):=(I,r)-> 

(trim image( gens (symbolicpower(I,r)) % gens(sigma(I,r)))); 

A primeira rotina(sigma) Tem como input um ideal monomial radical I e um 
inteiro r. Sigma calcula o submódulo trivial de ordem r, que é dado por I:r(J) = 
:L 1<,<r-l J(•)J(r-~l. A segunda rotina tem o mesmo input que sigma, e calcula o 
suhfnódulo não trivial :Fr(I), tendo como output um ideal, cujos geradores mínimos 
são os geradores de :Fr(I). 

C.3 Cálculo de grau de incidência, suporte e subgrafos 

grau=method C) ; 
grau(RingElement,Ideal):=(f,I)->( 

numgens ideal compress diff(f,gens I)); 

Calcula o grau de incidência de um vértice f no grafo cujo ideal de arestas é I. O 
grau também pode ser obtido calculando--se a altura do ideal quociente (I : f). 

support=method(); 
support(RingElement):=(F)->( N:=ideal (vars ring F); 

n:= numgens N; r:=O; B := {}; 
if F==O then (B={O_(ring F)};r=n;); 
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while r<=n-1 do ( if F%N_r ~=O 
then ( B = append( B ,N_r) ; r=r+l) else r=r+l ); 

B ); 

support(Matrix):=(M)->( N:= ideal vars ring M; B:={}; r:=O; 
n:= numgens N; 
if M==O then (B={O_(ring M)}; r=n;); 

while r<=n-1 do ( if (M%N_r) != M 

B ); 

then ( B = append( B ,N_r); r=r+l) 
else r=r+1 ); 

support(Ideal) := I->(support gens I); 
support(Module):= M->(support gens M); 
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A rotina de cálculo "support"tem como input um monômio, uma matrix cujos el
ementos são monômios, ou um ideal monomial. O output é um conjunto de variáveis 
que define o menor anel de polinômios contendo o monômio, as entradas da matriz, 
ou o ideal. 

subgraph=method(); 
subgraph(RingElement,Ideal):=(L,I)->( quote M; 

quote N; quote B; B:={O_(ring I)}; quote r; r:=O; 
M:=substitute(power(ideal support(ideal L),2), ring I); 
N:= numgens I; 
íf L~~o then(B~{O_(ríng L)}; r~N;); 
while r<=N-1 do (if I_r%M==O 

then (B=append(B,I_r);r=r+1;) else r=r+1); 
ideal mingens ideal B ); 

subgraph(List,Ideal):=(L,I)->(quote M; quote N; quote B; 
quote r; B:={O_(ring I)}; r:=O; N:= numgens I; 
if L=={} then r= N ; 
M:=power(ideal support(ideal L),2); 
while r<=N-1 do C 

if I_r%M==O then (B=append(B,I_r);r=r+l;) 
else r=r+l); 

ideal mingens ideal B ); 
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A rotina subgraph tem como input um monômio ou uma lista de variáveis e um 
ideal de arestas. O output é o ideal de arestas do subgrafo gerado pelo suporte do 
monômio ou pela lista de variáveis. 

sqffresh=method(); 
sqffresh(RingElement,Ideal):=(f,I)->( quote LT1; 

quote LT2;quote result; 
quote hl; quote h2;quote r; quote B; quote t; 
quote q; quote h; quote L; quote controle; 
h:= codim subgraph(f,I); LT1:= O; LT2:=0; 
h!:=O; h2:=0; r:=!; q:=O; 
result:={true}; controle:={};L ={}; 

B:=support f; t:=(#B/2)+1; 
if f%!==0 and (degree f)=={2} 

then (result={true} ; r=t+2;); 
if f%I !=O then (result= {"Produto de vertices isolados"}; 

r=t+2;); 
while r<= t do ( L=subsets(B,r);q=O; N=#L; 

while q<= N-1 do ( LT!=subgraph(L_q,I); 
LT2=subgraph( support(matrix{B}%ideal(L_q)),I); 
h1: codim LT1; h2= codim LT2; 
if h1+h2::h then(controle:false; 

result:{{Msupport(idealL_q)}, 
{Msupport(matríx{B}%ideal(L_q))}}; 

;q=N+!;) 
else (controle=true; q=q+1;); ); 

if controle then r=r+1 else r=t+1; ); 
result ); 

Dados um ideal de arestas I e um monômio f, livre de quadrados, esta rotina 
baseiarse no resultado da Proposição 5.10 para decidir se f é um elemento genuíno 
mínimo em alguma potência simbólica de I. Seu output é '1true" se f é genuíno ou, 
caso contrário, é um par de monômios que descreve f como elemento do submódulo 
trivial na ordem dada pela ordem simbólica de f, ou como multiplo de um genuíno, 
se for o caso. 

Msupport=method(); 
Msupport(List):= (L)->( N:=#L; r:=O; ps:=1; 

while r<=N-1 do ( ps=ps*L_r ; r=r+1;); 
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ps l; 

Msupport(Matrix):= M->(Msupport(support(M))); 
Msupport(Ideal) :=I->(Msupport(support(I))); 
Msupport(Module):=M->(Msupport(support(M))); 
Msupport(RingElement):= f->(Msupport(support(f))); 
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A rotina Msupport calcula o monômio livre de quadrados: cujo suporte é o con
junto de variáveis que determina o menor anel de polinômio contendo a lista L de 
variáveis, o ideal monomial I, o módulo monômial M, ou as entradas da matriz 
monomial M. 

multsupport=method(); 
multsupport(RingElement):= f->( quote h; quote ff; 

quote L; quote Ra; quote pare; 
pare:=false; ff:=O; 
L:=support(f); h:=Msupport(support(f)); 
while f!=h do ( ff=substitute(f/h, ring f); 
L=join(L, support(ff)); 
h=Msupport(L); ) ; 
L); 

A rotina multsupport tem como input um monômio f e calcula o suporte de f, 
com as multiplicidades de cada variáveL Seu output é uma lista das variáveis que 
dividem j, onde cada uma delas aparece um número de vezes igual ao seu grau em f. 

Lgraph=method(); 
Lgraph(RingElement,Ideal):=(f,I)->(quote B; quote n; 

quote S;quote L; i:=O; j:=O; 
B:=multsupport(f); n:=#B 
S:= coefficientRing(ring I)[s_l .. s_n]; L:={O_S}; 
while i<= n-1 do (j=O; 

while j<=n-1 do (if (B_i*B_j)%I ==O 

j=j+i;); 
i=i+1;); 

then (L=append(L, S_i*S_j);); 

ideal mingens ideal L); 

Lgraph tem como input um monômio f = Xg e um ideal de aresta de um grafo 
G. A rotina Lgraph calcula o ideal de arestas do grafo obtido do subgrafo de G, 
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gerado pelo suporte de f adicionando para cada vértice X 1 tal que X 1 lf, at novos 
vértices de mesma vizinhança que xl. 

symbolicvalue=method(); 
symbolicvalue(RingElement,Ideal):= (f,I)->( quote B; 

quote n; quote S; quote L; i:=O; j:=O; 
B:=multsupport(f); n:=#B 
S:= coefficientRing(ring I)[s_1 .. s_n]; 
L,={O_S}; 
while i<= n-1 do (j=O; 

while j<=n-1 do ( 
if (B_i*B_j)%I ==O then (L=append(L, S_i*S_j);); 

j=j+1;); 
i=i+1;); 
codim ideal L) ; 

A rotina symbolicvalue calcula a ordem simbólica de um monômio f em relação 
ao ideal de arestas J. Esta rotina baseia-se no resultado da Proposição 5.29. 

isfresh=method(); 
isfresh(RingElement,Ideal):=(f,I)->( 

quote result; quote B; quote FM; 
quote L; quote q; quote retorno; 
quote i; quote j; quote n; quote S; quote h; 
result:={true}; L:={}; FM:=Msupport(subgraph(f,I)); 
pule:=false; h:=subgraph(f,I); B:=multsupport f; 
retorno:=matrix{B}; n=#B ; 
S:=coefficientRing(ring I)[s_i .. s_n]; L={O_S}; 
if (Msupport(f)!= FM )then 

(q:=substitute(Msupport(f)/FM, ring I); 
result={q,substitute(f/q, ring I)}; 
pule=true); 

if f%!! =O then ( result={"Produto de vertices isolados"}; 
pule=true;); 

if (Msupport f)== f then(result=sqffresh(f,I); pule=true;); 
if pule== false then C i:=O; j:=O; 

while i<= n-1 do (j=O; 
while j<=n-1 do (if (B_i*B_j)%I ==O 

then (L=append(L, S_i*S_j);); 
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j=j+1;); 
i=i+1; ) ; 

result=sqffresh(Msupport ideal L,ideal L); 
if #result !=1 then 

C result=transpose substitute(matrix(result), 
retorno););); 

result ); 
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Esta rotina baseia-se nas Proposições 5.29 e 5.10 para decidir se o monômio f, não 
necessariamente livre de quadrados, é genuíno mínimo em alguma potência simbólica 
do ideal de arestas I. O monômio f e o ideal de arestas I são o input desta rotina. A 
saída é "true"se f é genuíno ou, caso contrário, é um par de monômios que descrevem 
f como elemento do submódulo trivial de ordem igual a ordem simbólica de f. ou 
como multiplo de um genuíno, se for o caso. 

isfreshbasico=method(); 
isfreshbasico(RingElement,Ideal) :=(f,I)->( quote j; 

quote result; quote pule; quote n; n:=numgens ideal support(f); 
j:=O; quote L; L:=support(f); 
if (f%I)==O_(ríng I)then pule = false else pule= true ; 
while j<=n-1 and pule==false do ( 

if member(true,isfresh(diff(L_j,f),I)) 

result ); 

then (result={diff (L_j ,f), "is fresh." } ; j=n;) 
else (result=true, j=j+1 );); 

Tendo como input um monômio f, que é um elemento genuíno mínimo para o 
ideal de arestas I, esta rotina decide se f é um pseudo-ciclo ou um Pseudo-cone. O 
output é "true" se for pseudo-ciclo ou um monômio f que é genuíno na ordem igual 
a ordem simbólica de f menos 1. 



Conclusão Geral 

Os geradores mmtmos das potências simbólicas de um ideal monomial radical, que não 
podem ser obtidos como combinação de produtos de elementos em potências de ordem 
menor, os chamados, elementos genuínos, não são, todos, monômios livres de quadrado. 
Este resultado é verdadeiro mesmo no caso especial de ideais de arestas de um grafo simples. 

No caso particular, em que o ideal é o ideal de arestas de um grafo, simples, os ciclos 
de ordem ímpar e os subgrafos completos contribuem de forma decisiva para que o ideal 
não seja normalmente livre de torção, entretanto, estas não são as únicas estruturas que 
aparecem como geradores mínimos da álgebra de Rees simbólica e que contribuem para a 
determinação do tipo de geração da mesma. 

O estudo dos geradores mínimos das potências simbólicas de um ideal de arestas, ~-eduz
se, via polarização, ao estudo dos geradores mínimos que são livres de quadrado. 

Ainda no caso de ideais de arestas, concluimos que em geral o grau dos geradores 
mínimos, genuínos, de uma potência simbólica de ordem r, encontra-se limitado inferi
ormente pelo valor r + 1, e superiormente pelo valor 2r - 1. Além disto estes dois valores 
são os melhores limitantes possíveis. 
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