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Resumo

Neste trabalho estudamos desintegragoes de medidas em folheagdes com enfoque em enten-
der principalmente as desintegragoes atomicas. Uma das motivagoes deste trabalho foi o
artigo (PONCE; TAHZIBI; VARAO, 2014), onde os autores provam, para difeomorfismos
derivado de Anosov, desintegracoes mono-atémica. Nés generalizamos alguns desses resulta-
dos mostrando que também podemos ter desintegracdes mono-atomica para sistemas mais
gerais, sem condigoes de hiperbolicidade, no qual eliminamos a necessidade de partigoes
de Markov, que sao estruturas herdadas dos difeomorfismos de Anosov. Para obtermos
monoatomicidade em folhas que se contraem, exigimos mensurabilidades das folhas. Por
outro lado, sem supor mensurabilidade, também chegamos na monoatomicidade exigindo
contragao uniforme nas folhas, assim como condi¢oes de transitividade e atomicidade. Um
outro resultado que obtemos nos permitiu compreender como a desintegracao atomica

afeta a prépria geometria da folheagdo quando olhamos suas holonomias.

Palavras-chave: medida, medidas invariantes, desintegracao de medidas, desintegracao
atOmica, desintegragao mono atomica, desintegragao ergddica, folheacoes absolutamente

continuas, sistemas dinamicos, sistemas hiperbélicos.



Abstract

In this paper we study disintegrations of measures in foliations with a focus on under-
standing mainly atomic disintegrations. One of the motivations of this work was the
article (PONCE; TAHZIBI; VARAO, 2014), where the authors proved, for Anosov-derived
diffeomorphisms, mono-atomic disintegrations. We generalize some of these results by
showing that we can also have mono-atomic disintegrations for more general systems
without conditions of hyperbolicity, in which we eliminate the need of Markov partitions,
which are structures inherited from Anosov’s diffeomorphisms. To obtain mono-atomicity
in the context of shrinking leaves, we require a measurable foliation. On the other hand,
without assuming measurability, we also arrive at mono-atomicity by requiring uniform
contractions in the leaves, as well as conditions for transitivity and atomicity. Another
result that we obtained allowed us to understand how atomic disintegration affects the

leaf geometry itself when looking at its holonomies.

Keywords: measure, invariant measures, disintegration of measures, atomic disintegra-
tion, mono-atomic disintegration, ergodic disintegration, absolutely continuous foliations,

dynamical systems, hyperbolic systems.
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Introducao

Uma classe importante de sistemas dinamicos muito estudado devido as suas
ricas propriedades dindmicas sao os difeomorfismos de Anosov. Associadas a esses difeomor-
fismos estao as estruturas geométricas conhecidas como folheacoes estaveis e instaveis. Um
dos resultados fundamentais da teoria hiperbodlica, provado por Anosov (ANOSOV, 1969)
é que todo difeomorfismo de Anosov de classe C? que preserva volume é ergédico com
relagdo a medida de volume. Um dos pontos fundamentais dessa prova esta na compreensao
do comportamento métrico dessas folheagoes (estaveis e instaveis). Mais precisamente
entender que a desintegracao do volume com relagdo as folheacbes estaveis e instaveis
fornecem medidas equivalentes a medida de Lebesgue da folha, ou seja, as folheagoes
estaveis e instaveis possuem comportamento regular o suficiente de modo que se possa

“aplicar” o teorema de Fubini.

O comportamento métrico de folheagoes associadas a uma dindmica é o ponto
chave deste trabalho. O comportamento das folheacoes poderia ser traduzido em compreen-
der a desintegracao de uma medida nas folhas. Dado um espago de probabilidade (M, B, u),
onde M ¢é uma variedade compacta e B ¢é sua o-algebra de Borel, uma desintegracao da
medida p é uma familia {up : P € P} de probabilidades tal que cada medida pup esté
definida na o-dlgebra B e assume peso total no conjunto P € P , onde P é uma particao
do conjunto M, e a medida original p ¢ uma soma dessa familia. Mais precisamente, a

medida de cada conjunto mensuravel F € B é dada por
u(B) = [ nr(E)dp.
P

Dizemos que uma desintegragdo de uma medida em relacao a uma folheagao é
atomica quando existe um conjunto de medida total tal que sua interse¢do com cada folha
¢ um conjunto enumeravel ou, mais precisamente, uma desintegragao ¢ atémica quando
cada medida desintegrada pp na folha for uma soma de medidas de Dirac. Neste caso,
existe um conjunto de medida total N © M tal que, para cada P € P, a intersecao N n P
é um conjunto enumeravel de pontos que chamaremos de atomos. Quando cada medida
pup for apenas uma medida de Dirac, dizemos que a desintegragdo ¢ mono-atéomica, o que

significa que os conjuntos N n P sdo unitarios (tém apenas um &tomo).

Na década de 70, R. Maiié e M. Shub (veja (BONATTI; DIAZ; VIANA, 2005))
deram exemplos de sistemas robustamente transitivos que nao eram difeomorfismos de
Anosov, ou seja, nao possuiam hiperbolicidade uniforme. Esses exemplos assemelham-se
com os difeomorfismos de Anosov no sentido que possuem direcoes estaveis e instaveis.

Entretanto eles possuem uma terceira dire¢ao cujo comportamento nao é hiperbolico. Essa
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terceira direcao é chamada de direcao central e os difeomorfismos que exibem esta diregao

com comportamento intermediario sao chamados de Parcialmente Hiperbdlicos.

Uma novidade dos Parcialmente Hiperbodlicos é que a folheagao central (quando
existe) nao possui o “bom comportamento” exibido pelas folheacoes estaveis e insta-
veis. Ruelle e Wilkinson em (RUELLE; WILKINSON, 2001) deram um exemplo em
que a desintegragdo do volume na direcao central é atomica. O exemplo tratado em
(RUELLE; WILKINSON, 2001) é um skew-product e sua folheacao central é compacta e
um-dimensional (circulos). Em (PONCE; TAHZIBI; VARAO, 2014) Ponce, Tahzibi e Vardo
exibem um exemplo dindmico ainda mais curioso: um sistema parcialmente hiperboélico que
preserva volume, com uma folheacdo um-dimensional por folhas ndo compactas minimal
(ou seja, toda folha é densa) e que existe um conjunto de volume total que intersecta cada

folha dessa folheagdo em um tnico ponto.

Esses comportamentos de desintegracao atomica em um primeiro momento
podem dar a impressao de um comportamento patolégico das folheagdes, mas os exemplos
citados acima, tanto de Ruelle e Wilkinson quanto de Ponce, Tahzibi e Varao, valem em

conjuntos abertos (dentro do mundo conservativo).

Muito tem-se estudado sobre a desintegracao de medidas em folheagoes inva-
riantes (aqui tendo em mente principalmente dindmica nao-uniformemente hiperbdlica).
Para citar um exemplo, em (AVILA; VIANA; WILKINSON, 2015) os autores estudam a
desintegracao do volume para perturbados de tempo-um do fluxo geodésico em superficies
compactas, obtendo uma dicotomia: ou a medida é muito comportada (desintegragao
equivalente & Lebesgue) ou é muito “irregular” (desintegragiao atémica). O mesmo tipo
de estudo também foi feito em (VARAO, 2016) para outra classe. Mais recentemente
em (PONCE; VARAO, 2019) os autores estudam a desintegracio de medidas invariantes
para as agoes de grupos em contextos muito gerais e conseguem obter uma dicotomia da

desintegracao de medidas em muito regulares ou atomicas.

Ou seja, em muitos contextos dindmicos, a desintegracao de medidas recai
na dicotomia muito regular ou atémica. Em geral, a desintegragao mais regular implica
heuristicamente em uma maior facilidade para se lidar com essa dindmica. Um exemplo

de implicacao dinamica quando se supoe uma “boa desintegracao” da medida considerada

pode ser encontrado em (VARAO, 2016) e (VARAO, 2018).

Neste trabalho iremos explorar a direcao das medidas atémicas, por ser um
pouco menos explorado na literatura. Temos dois principais objetivos: o primeiro é estudar
os casos de desintegracoes atomicas ou que geram desintegragao atomica com o minimo
possivel de hipdteses, na tentativa de generalizar resultados que estao relacionados com a
desintegragao atomica de (VARAO, 2016) e (PONCE; TAHZIBI; VARAO, 2014) como

por exemplo:
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Teorema 1 (G. Ponce, A. Tahzibi, R. Vardo). Seja f : T* — T* um difeomorfismo DA,
que tem medida de volume invariante e ergodica. Se o volume tem desintegracao atomica

nas folhas centrais, entao a desintegracdio ¢ mono atémica.

Esse resultado (e os outros mencionados até aqui) sempre se utilizam de muita
regularidade do mapa e objetos geométricos invariantes (folheacoes estaveis, instaveis e
centrais). O resultado acima faz forte uso de partigoes de Markov para o Anosov linear
associado ao sistema (para mais detalhes sobre as partigdes de Markov e os difeomorfismos
de Anosov veja o classico (BOWEN, 2008)). Ou seja, hd muita estrutura na dindmica.
Conseguimos reduzir a estrutura na dindmica: a inica condi¢ao dindmica que colocamos
na folheacao é que as folhas contraiam no futuro. A contragao nao precisa ser uniforme,
basta que pontos na mesma folha tendam a zero quando iterados. Mais precisamente

provamos que:

Teorema A. Sejam M uma variedade compacta, f : M — M um homeomorfismo que
preserva uma folheagio F (i.e. f(F(x)) = F(f(x))) e u uma medida de probabilidade
invariante e ergodica para f. Suponha que F € contraida por f, isto €, F € tal que para
todos x,y € M, com x € F(y), tem-se

limsup dz(f"(x), f*(y)) = 0.

n—-+oo

Se a particao de M pelas folhas de F é mensurdvel, entao a desintegragdo de p é mono-

atomica.

Quando nao se supoe mensurabilidade na folheacao é mais dificil tratar a
desintegracao, assim, sem supor a mensurabilidade da folheagao, adicionamos que a

folheagdo seja uma contracao uniforme e alguma condigao nos pontos transitivos. Obtemos:

Teorema B. Sejam M uma variedade compacta, F uma folheagio de M por retas
(folheagao cujas folhas sao variedades imersas 1-dimensionais e nao compactas) que é
invariante por um homeomorfismo f : M — M (i.e. f(F(zx)) = F(f(z))) e p uma
medida de probabilidade invariante e ergodica para f. Suponha que o conjunto dos pontos
transitivos para [ tenha medida total e que F € contraida uniformemente por f, isto é€,

existe 0 < A < 1 tal que, dados x,y € M, com x € F(y),

Se p tem desintegragao atomica nas folhas de F, entdo a desintegra¢io é mono-atomica.

Por fim conseguimos estudar a proépria geometria das folheagoes que admi-
tem desintegracao atomica. De fato, o que provamos é que as folheacoes que admitem
desintegracao atomicas quando olhadas suas holonomias possuem um comportamento

peculiar.
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Teorema C. Sejam F uma folheaciao de uma variedade compacta M e T uma folheagao
de classe C" localmente transversal a F. Suponha que F tenha desintegracio atomica e
que, para uma dada carta folheada Q) de F, exista k € N tal que a desintegracio de p nas
folhas de Q tenha no mdzimo k dtomos. Entao, para p x pi quase todo ponto (z,y) € Q x Q,
a holonomia hy.,, : T, — T, leva o conjunto T, N Q N {atomos de F} (que tem medida de

Lebesque 1) em um conjunto com medida de Lebesque zero.
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1 Conceitos Preliminares

1.1 Introducao a Teoria da Medida

Apresentaremos nesta introducgao alguns conceitos e resultados fundamentais

da teoria da medida que serao utilizados ao longo deste trabalho, para mais detalhes veja

(BARTLE, 1995).

Definicao 1. Uma familia B de subconjuntos de um conjunto M é chamada de dlgebra

se possui as sequintes propriedades:

(i) M € B;

(ii) Se A€ B, entio A° = M\A € B;

(iii) Se Ay, As, ..., A, € B, entio UAl- e B.

i=1

Se a familia B possui as propriedades (i), (ii) e
o0
UAI»EB, para todos Ay, Ay, As, ... € B (1.1)
i=1

dizemos que B € uma o-dlgebra. Neste caso, os elementos de conjuntos A € B sdo

chamados de conjuntos mensurdveis.

Observagao 1. (a) Se a familia B for uma o-dlgebra, as propriedades (i) e (it) implicam
que @ € B. Além disso, de (ii) e (1.1), também temos

o0

ﬂAi € B, para todos Ai, Ay, As, ... € B.

i=1

Em particular, temos

At uAyeBe Ay n Ay e B, para todos A, Ay € B.

(b) Para qualquer cole¢io A de subconjuntos de M, a intersecao de todas as o-dlgebras
que contém A é uma o-dlgebra (esta é a menor o-dlgebra que contém A), que

denotaremos por o(A) e chamamos de o-dlgebra gerada por A.

Definicao 2. Sejam M um conjunto e B uma o-dlgebra de subconjuntos de M. Uma
medida em M ¢é uma fungio p : B — [0, 40| que satisfaz p(@) = 0 e, para qualquer

familia (A;)ien de elementos disjuntos de B,

H ([_OJ Ai) i 1(A;).

i=1
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A tripla (M, B, ) é chamada de espago de medida. Quando (M) = 1, dizemos que p é
uma medida de probabilidade e que (M, B, 1) é um espago de probabilidade.

Observagao 2. Se (M, 7) for um espago topolégico, a o-dlgebra o(t) é chamada de o-
dlgebra de Borel e os conjuntos A € o(T) sao chamados de Borelianos. Uma medida de

Borel é uma medida definida na o-dlgebra de Borel o(T).

Definigao 3. Seja (M, B, j1) um espago de medida, onde p é uma medida de Borel. Dizemos
que a medida p € reqular se, para todo conjunto mensurdvel B € B e todo € > 0, existirem

um conjunto fechado F' e um conjunto aberto A tais que F < B < A e u(A\F) < e.

Definigao 4. Seja (M, B, 1) um espago de medida. Um ponto x € M, com {x} € B, tal
que u({x}) > 0 é chamado de dtomo.

Definigao 5. Sejam M um conjunto e A uma dlgebra de subconjuntos de M.

(a) Dizemos que uma fungao p: A — [0,4+000) € finitamente aditiva se

H (O Az‘) = i 1(A:)

para qualquer familia finita Ay, As, As, ..., A, € A de conjuntos disjuntos.

(b) Dizemos que uma fungdo pu: A — [0, +0) é o-aditiva se
0 0
H (U Az‘) = Z 1(A:)
i=1 i=1

e ¢]
para qualquer familia (A;)en de elementos disjuntos de A tal que U A e A.
i=1

Teorema 2 (Continuidade no Vazio). Sejam M um conjunto, A uma dlgebra de subcon-
juntos de M e pu: A — [0,400) uma fungao finitamente aditiva, com pu(M) < +00. Entao,
a funcao p € o-aditiva se, e somente se,

lim u(A;) =0

1—+00
para toda sequéncia decrescente A1 2 Ay 2 ... 2 A; 2 ... de elementos da dlgebra A tal

que N2 A, = Q.

Teorema 3 (Extensao de Medidas). Sejam M um conjunto, A uma dlgebra de subconjuntos
de M e g : A — [0,+00) uma fungio o-aditiva e com u(M) < +oo0. Entdo existe uma
unica medida p : 0(A) — [0, +00) tal que

w(A) = uo(A), para todo A € A.
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Proposicao 1 (Critério de o-aditividade). Sejam M um espago métrico completo e
separdvel e A a dlgebra gerada por uma base enumerdvel U = {U,; n € N} de abertos de
M. Se p: A — [0,1] for uma fungdo aditiva com u(@) = 0, entao p se estende a uma
medida de probabilidade na o-dlgebra de Borel de M.

Demonstragio. Esta feita com detalhes em (VIANA; OLIVEIRA, 2016). O

Defini¢ao 6. Sejam (M,B;) e (N,By) espacos mensurdveis. Dizemos que uma fungdo

f: M — N é mensurdvel se
f1(A) € By, para todo A € B,.

Definicao 7. Dado um conjunto M, uma familia nao vazia C de subconjuntos de M, com

M € C, é uma classe mondtona se satisfaz as sequintes propriedades:

(a) Se (Ap)nen for uma sequéncia de elementos de C tal que Ay € Ay € Az € ..., entdo
o8]
U A,eC
n=1
(a) Se (B )nen for uma sequéncia de elementos de C tal que By 2 By 2 B3 2 ..., entdo
0
ﬂ B, eC.
n=1

Observacgao 3. Note que se (C;)icr for uma familia de classes mondtonas, entao MierC; €

uma classe mondtona.

Teorema 4 (das Classes Monétonas). Se (C;)ier for a familia de todas as classes mondtonas

que contém uma dlgebra A, entao neC; = o(A).

Proposigao 2. Sejam A uma dlgebra numa variedade M, p uma medida de probabilidade

na o-dlgebra gerada o(A) e f : M — M uma bijecio tal que
FHA) e A e p(f(A) = u(A), para todo A€ A.
Ento:
(a) f~Y(A) € o(A), para todo A € o(A)
(b) u(f~ (A)) = u(A), para todo A € o(A).
Demonstragio.  (a) O conjunto dado por
Ci={Aeca(A); f(A)ea(A)}

é uma classe monotona, pois M € C; e valem as propriedades:
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(i) Dados A; € Cy, com A; € A; 41, temos

GAi eo(A) e [ (6 Ai)

mostrando que U2 A; € C;.

s e oa),

@
I
—

(ii) Dados A; € C1, com A; © A;4 1, temos

OAZ' ceo(A) e [ (O Al-) = Df—l(AZ) € o(A),

mostrando que N2 A; € Cy.

Como A < (4, se denotarmos por (C;)r a familia das classes mondtonas que contém
A, entao

O'(A) = ﬂcl - Cl,
iel

provando o item (a).

(b) O conjunto dado por
Co = {Aea(A); p(f~'(A) = u(A)}

é uma classe monotona, pois M € Cy e valem as propriedades:

(i) Dados A; € Cy, com A; € A;41, temos
0
UA" eo(A) e u(f1(4)) = u(A;), para todo i e N.
i=1

Como f~(4;) € f ' (Ass1), temos também

Logo

mostrando que U2, A; € Cs.
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(ii) Dados A; € Cy, com A; © A;11, temos
0
ﬂAi eo(A) e u(f1(4)) = u(A;), para todo i e N.
i=1
Como f'(4;) 2 f '(Ai1), temos também

.ﬂ FHA) = 1 (Aw).

[ (f_l (ﬂ Ai)) = u (ﬂ f_l(Ai)>
- Nli%lwﬂ(ﬂf*“‘i))

= lim pu(f7'(An))

N—+00

= lim p(Ay)

N—+00

N
- NILIEOO H (Q AZ)

= W (@A> :

Como A < Cy, se denotarmos por (C;)r a familia das classes mondtonas que contém

A, entao

Logo

mostrando que N2, A; € Cs.

O'(A) = ﬂC, c Cy,
el

provando o item (b).

Proposicao 3. Seja (M, B, ) um espago de probabilidade.

(a) Sejam f,g: M — R fungées mensurdveis e a,b € R. Entdo as fungées
(af +bg)(z) = af(z) +bg(x) e (fg)(z)= f(z).g(x)
sGo mensurdveis.
(b) Se fo: M — [—0, +x0] é uma sequéncia de fungdes mensurdveis, entdo as fungoes
s(z) = sup{fu(2)} e i(z) = inf{fu(2)}
fi(@) =limsup{fu(2)} e fo(z) = liminf{f. ()}

SG0 MENSuUrdveis.
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(¢c) Se p: M — R for uma fungao mensurdvel limitada, entdo as fungoes

" (x) = max{p(z),0} e ¢ (x) = max{—p(z),0}

Teorema 5 (Convergéncia Mondtona). Seja (M, B, ) um espago de probabilidade. Se
fn: M — [0, +0] for uma sequéncia mondtona crescente de fungoes integrdveis, entio a

fungao definida por f(x) = hr_"I_loo fn(x) € integravel e

hrfoojf”d'u = deu.

Teorema 6 (Convergéncia Dominada). Sejam (M, B, 1) um espago de probabilidade e
fn : M — R wuma sequéncia de fungoes integraveis. Suponha que existe uma fun¢ao
integravel h : M — R tal que |f,(x)| < |h(x)|, para p-quase todo x € M, e suponha que

lir}rloo fn(x) = f(x) eziste, para pi-quase todo x € M. Entao f é integrdvel e
n—

i [ fudn = | s

Definigao 8. Sejam v, u medidas definidas em (M, B). Dizemos que v é absolutamente

continua com relagdo a u, e escrevemos v < i, se para todo A € B,
p(A)=0 = v(A)=0.
Quando v < p e i L v, dizemos que vV e i sGo equivalentes.

Teorema 7 (Derivada de Radon-Nikodym). Sejam v, n medidas definidas em (M, B). Se
v <, entdo existe uma fungio mensurdvel f e L'(X, B, u), com f =0, tal que
() = | fn
A
para todo A € B.

Sejam (M, B, 1) um espago de probabilidade, N um conjunto e f : M — N

uma funcao. Entao, a familia de subconjuntos de N dada por

B={Qc<N; f(Q)eB)

é uma o-algebra e a funcao denotada por fyu : B — [0, 4+00) e definida por

Far(@Q) = u(f7(Q)), para cada Q € B

é uma medida de probabilidade. Assim, temos o espago de probabilidade (N, Z?, fsr). No
caso particular de uma fungao mensuravel f: M — M, a fungao f.u: B — [0, +0), dada
pela expressao

Fon(A) = u(f7(A), para todo A e B

define uma outra medida de probabilidade na o-algebra B.
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Teorema 8 (Mudanca de Variavel). Seja (M, B, 1) um espaco de probabilidade e sejam
f:M — Meyp: M — R funcoes mensuraveis, com ¢ limitada num subconjunto

mensuravel B < M. Entdao

Ll(B)(so o f)du = JB @dfupu.

Demonstracio. Se ¢ for a fungao caracteristica, p = xp, a igualdade acima é verdadeira
por ser equivalente a pu(f*(B)) = fuu(B). Se ¢ for uma funcao simples, ou seja, uma

combinagao de fungoes caracteristicas

Y= Z Qi X Ay s
=1

onde aq,as, ..., a, € R sdo constantes e Ay, Ay, ..., A, s@0 conjuntos mensuraveis disjuntos,
pela linearidade da integral, também obtemos a igualdade. No caso de ¢ ser uma funcao
mensuravel mais geral, a igualdade segue do fato conhecido de que ¢ ¢ o limite de uma

sequéncia de funcoes simples. O

Teorema 9 (Mudanga de Variavel). Sejam (M, B, 1) um espago de probabilidade, N um
conjunto e f: M — N uma funcdo. Suponha que ¢ : N — R seja uma fungao mensurdvel,
com relagao ao espago de probabilidade (N, l§, fslt), € que @ seja limitada num subconjunto

g-mensurdvel B < N. Entao

L_l(B)(sO o f)dp = JB ©df .

Demonstracao. Anéloga ao caso anterior. O]

1.2 Desintegracao de medidas

Definigao 9. Seja (M, B) um espago mensurdvel. Uma partiggo P de M é uma familia

de subconjuntos mensurdveis, dois a dois disjuntos, tal que

JA=M

AeP

Sejam (M, B, 1) um espaco de probabilidade e P uma particao de M. Podemos

definir, em M, a seguinte relacao de equivaléncia:
z~y<Plr)="P),
onde P(z) é o elemento da particdo P que contém o ponto . Assim, o conjunto quociente

M/ ~=P ={P(x); v e M}
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pode ser munido de uma estrutura de espago de probabilidade da seguinte forma: Primeiro,

considere a projecao natural

T: M —P
x— P(x)

depois, defina em P a o-algebra
B={QcP; 7(Q) e B}
e a seguinte medida de probabilidade:
i(Q) = u(r~'(Q)), para cada Q€ B.

Desta forma, obtemos o espago de probabilidade (P, B, i).

Dizemos que uma sequéncia de partigoes enumeraveis (P, )qen é crescente, ou
que P,, é¢ menos fina do que P, 1, e escrevemos P, < P11, se todo elemento de P, estd

contido em algum elemento de P,. Denotando
0 0 0
\/Pnz{ﬂPn; ﬂPn;é®ePne73n, paratodoneN},
n=1 n=1 n=1

e}
segue que \/ P, é a particao menos fina tal que

n=1
o8]
Pn < \/Pn, para todo n € N.
n=1

Defini¢ao 10. Sejam (M, B, ) um espago de probabilidade e P uma particio de M.
Dizemos que P d uma partic@do mensurdvel se existe algum conjunto mensurdvel My <

M, com u(My) =1, tal que, restrito a Mo,

7>=<O/7>n,

n=1

para alguma sequéncia crescente Py < Py < ... < P, < ... de parti¢oes enumerdveis.

A definicao acima é equivalente a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 11. Sejam (M, B, ) um espago de probabilidade e P uma partigio de M.
Dizemos que P d uma partiggo mensurdvel se existe algum conjunto mensurdvel My <
M, com u(My) =1, e uma familia enumerdvel {A,;n € N} de conjuntos mensurdveis tais

que, para cada P € P, existe uma sequéncia B,, € {A,, M\A,}, que depende de P, tal que

Q0
P My=((Bnn M).

n=1
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Definigao 12. Sejam (M, B, i) um espago de probabilidade e P uma particio de M. Uma
desintegragdo de i relativamente a P € uma familia {up : P € P} de probabilidades,

definidas na o-dlgebra B, com as sequintes propriedades:

(a) pp(P) =1 para ji-quase todo P € P;

(b) Para toda p € L'(M, B, 1), a fungio P — R, dada por P — J odpp, € i-mensurdvel
M

[ (o)

Observacgao 4. Segue do item (b) que, para todo conjunto mensuravel E < M, a fungdo

P — pp(FE) é i-mensurdvel e

u(E) - fp up(E)di.

Exemplo 1. Para um caso simples de desintegracao basta considerar P = {Py, ..., P,}
uma particio finita de M formada por subconjuntos mensurdveis, com u(P;) > 0, e a
medida quociente dada por L({P;}) = u(P;). Entdo, a famdlia {1, ..., ptn} de probabilidades

dada por
p(E N P))

w(py)

¢ uma desintegrac¢io de p relativamente a P, pois satisfaz das propriedades (a) e (b) da

wi(E) = para todo conjunto mensurdvel E < M,

definicdo, onde

=ﬁ] E)A((P).

O seguinte teorema, provado em (VIANA; OLIVEIRA, 2016), mostra que, para

o- algebras enumeravelmente geradas, a desintegracao é essencialmente tnica.

Teorema 10. Sejam (M, B, ) um espago de probabilidade e P uma particio de M.
Suponha que a o- dlgebra B admita um gerador enumerdvel. Se {up : P € P} e{vp: P € P}

s@o desintegragoes de p com relagio a P, entdo p, = vp para [i-quase todo P € P.

Enunciaremos agora os teoremas da desintegracao de Rokhlin e desintegracao
ergbdica. As demonstragoes apresentadas encontram-se na referéncia (VIANA; OLIVEIRA,
2016).

Teorema 11 (Desintegracao de Rokhlin). Seja P uma particao mensurdvel de um espago
métrico compacto M e p uma probabilidade definida na o- dlgebra de Borel B. Entao existe

uma desintegracao de j em relagao a P.
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Demonstracao. Suponha que P seja uma particao mensuravel de M. Entao existem uma
sequéncia crescente de partigdes enumeraveis P; < Py < ... < P, < ... e um conjunto

My < M, com pu(My) = 1, tais que, restrito a My, temos a igualdade

o0
P=\/Pu
n=1

Sendo assim, para cada funcao mensuravel limitada ¢ : M — R, podemos definir uma

sequéncia de fungoes e, (¢) : M — R dada por

en(i0)(x) = { H(Pu(x)) Ln(x) pdp se p(Py(x)) > 0,
0 se u(Py(z)) =0,

onde P, (x) é o elemento da parti¢cao P,, que contém o ponto x. Como, para todo y € P, (),
vale P, (y) = Pn(x), segue que, para todo n € N, a func¢ao e,(p) é constante em cada

Pn(x) € P,. Logo, para toda funcao mensuravel limitada ¢ : M — R, temos

Jetoran = 31 [ eatorin

Pn(z) Y Pn (@)

- Pnz(;c)f () {N(Pi(x)) Ln(x) (pdu] w
- pnz(l) [M(Pi(x)) Ln(x) gpdu] JP"(x) Ly

- 3 lamay | e s

Pn(x)
= ZJ pdy
Pn(z) Y Pn(@)

= f pdy,

onde as somas acima envolvem apenas os elementos P,(x) € P, tais que u(P,(z)) > 0.
Assim, mostramos que, para toda funcdo mensuravel limitada ¢ : M — R, temos a

igualdade
Jen(go)d,u = Jgod,u, para todo n € N. (1.2)

Lema 1. Para cada fungao mensurdvel limitada ¢ : M — R, existe um conjunto M, < M,

com (M) =1, tal que
(a) O limite lirfoo en(p)(z) existe para todo x € M.
(b) A funcdo e(p) : M, — R dada por

e(p)(x) = lim e,(p)(x)

n—-+0oo
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¢ mensurdvel e é constante em cada P € P.

(o) [ eto)dn = [ e

Demonstragao.

(a) Suponha que ¢ > 0. Considerando «, 5 como sendo nimeros racionais, seja S(«, 3) o

conjuntos dos pontos x € M tais que
lim inf en(p)(z) < a < f <limsupe,(p)(x)

Assim, a sequéncia (e, (¢)(x)), diverge se, e somente se, x € S(«, ) para algum par de

nimeros racionais « < [, ou equivalentemente, o limite lirf en(p)(z) existe se, e somente
n——+0o

se,

reM,= ﬂ S(a, B)°
a,8eQ

a<f
onde S(a, #)° é o complementar do conjunto S(a, ).

Afirmacao: O conjunto definido por

A4¢ = (] ‘S(Qaﬁﬂc

a,BeQ

a<f

satisfaz (M) = 1.

Como a intersecao acima é enumeravel, para provar a afirmacao, basta mostrar que
w(S(a, 8)) = 0, para todo o < . Para isso, considere «, 5 racionais fixos. Para cada z €
S(a, B), considere uma sequéncia de naturais 1 < a7 < bf < a3 <bj < .. <af <bf <
tal que

ear(p)(z) <a e epw(p)(z) > B, para todoi > 1.

2

Os conjuntos definidos por
U P € U ’wa
zeS(a,B) zeS(a

satisfazem S(«, 5) € A;11 € B; € A;, para todo i = 1, pois P,, < P,;1 para todo n € N.

Logo S(a, f3) esta contido no conjunto

©¢] Q0
S=(B=[)A: (1.3)
=1 =1

Como a sequéncia P; < Py < ... < P, < Phy1 < ... é crescente, para quaisquer dois
conjuntos Pe (x) e Pay(l'), ou eles sao disjuntos ou um deles esta contido no outro. Logo,

os conjuntos Pqz (), que sdo maximais, sdo disjuntos dois a dois e, portanto, eles formam
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uma parti¢ao do conjunto A;. Escolhendo apenas estes conjuntos Pgz (x) maximais que

tém medida positiva e usando a definicao da funcao eaf(go), obtemos

| wtn= ¥ | e ¥ auPue) = anta),
Ai Paz (2) ¥ Pa (7)

Pal.z (J})

para todo ¢ > 1. Analogamente, para o conjunto B;, temos

Li iyt — Z) Lbf@) cdp= Y Bu(Pu(x) = Bu(By),

Pyz (z Pyz (=)

mostrando que
Bu(B;) <J pdp e L pdp < ap(A;),

B;

para todo i > 1 e, como B; € A; e o = 0, segue que

Bu(B;) < f

pdp < f pdp < o Ay).

Portanto,
Bu(B;) < ap(A;), para todo i > 1. (1.4)

Como A; 1 € B; © A;, segue de (1.3) que

Jim p(Bi) = lim p(A;) = p(S).
Sendo assim, fazendo ¢ — +00 em (1.4), obtemos Bu(S) < au(S). Logo u(S) = 0 e,
como S(a, 8) < S, temos que (S (e, B)) = 0. Portanto p(M,) = 1, provando assim nossa
afirmagao. Isto prova o item (a) quando ¢ = 0. Para o caso geral de uma fun¢do mensuravel

limitada qualquer ¢ : M — R, podemos escrever ¢ = ¢* — ™, onde as funcoes

" (r) = max{p(z),0} e ¢ (r) = max{—p(z),0}

sdo mensuraveis, limitadas e nao negativas. Logo, pelo que acabamos de provar, existem

conjuntos Mg+, M,- < M, com pu(My+) = p(M,-) = 1, tais que

. + .
nEI-&r-loo en(¢™)(x) existe para todo x € M+

nl—lgloo en(¢™)(x) existe para todo x € M.

Como e,(p) = en(¢") — €n(¢7), 0 conjunto My, = Mg+ N M- é tal que p(My) =1eo
limite
. Y + T -
i () = i, e )e) i, a6

existe para todo x € M, a prova do item (a) esta completa.
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(b) Como as fungoes ¢* e ¢~ satisfazem o item (b), a funcdo e(yp) : M, — R dada por
_ . _ . + _ . — _ + _ —
e(@)@) = lm ea()(@) = lm e,(¢*)(@) = lm en(p)(a) = el*)(x) — el )(a)

é mensuravel (veja Proposigao 3) e é constante em cada P € P.

(c¢) De (1.2), temos que

Jen(go)du = Jgpdu, para todo n € N.

Como, para p-quase todo x € M,

1
@@ = | [ ] < supe
e lim e,(p)(x) = e(p)(z), pelo Teorema 6, da convergéncia dominada, obtemos

n—-+o0

fe(sf))du = lim | en(p)dp = Jsodu,

fe(w)du = Js@du-

Dado um conjunto mensuravel A < M, no caso particular da fungao caracteris-

mostrando que

]

tica ¢ = x4, a defini¢ao de e,(¢) e o item (b) do lema acima nos dar

elp)a) = Ji PP 02

e T uPaa) (5)

O conjunto P4 definido por
Pa={PeP; M,n P +#Q}

satisfaz [i(P4) = 1. Como e(y), dada pelo lema acima, é constante em cada P € P, a

funcdo E(A) : P4 — R dada por
E(A)(P) = e(p)(x), para qualquer x € M, n P (1.6)

estd bem definida e é mensuravel, pois e(p) = E(A) o7 |y,. Além disso, do item (c) do

lema anterior e do Teorema 9, obtemos

f edp = f e(p)dp
M My
= J E(A)O7T|Mw d,u
Mp=m=1(Pa)
_ J B
Pa
_ J B
Pa

(A)dmap
(A)d,
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mostrando que

fM pdp = JPA E(A)dp

e, como estamos supondo que ¢ = x4, & equacao acima ¢ equivalente a

ua) = | B4y (17)

Sendo M um espaco métrico compacto, temos uma base enumeravel de abertos
U = {U,; neN}. Seja A a algebra gerada por U. Assim, a dlgebra A é enumeravel, pois,
se denotarmos por A, a algebra gerada pela familia finita {U;; 1 <7 < n}, cada dlgebra

A, é enumeravel ja que é finita e, sendo

A= f_oj An,
n=1

segue que A é enumeravel. Além disso, a o-dlgebra gerada por A é a o-algebra de Borel
de M, isto é, o(A) = B. Como, para todo conjunto A € A, temos ji(P4) = 1 e sendo A

enumeravel , o conjunto definido por
Pe= (] Pa
AcA

é [i-mensurdvel por ser uma interse¢do enumeravel e ji(P,) = 1. Agora, para cada P € P,

defina a fungao up : A — [0, 1] por

e, portanto pup(M) = E(M)(P) = 1. Além disso, cada pup é uma funcdo aditiva, pois,
dados A, B € A, com An B = (Q, temos

up(AUB) = E(AUB)(P)

= pp(A) + pp(B).

Logo, pela Proposicao 1, cada funcao pp pode ser estendida a uma medida de probabilidade

wup : B —[0,1] (que denotaremos pelo mesmo simbolo pp) definida na o-dlgebra de Borel
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B. Portanto, a seguinte afirmacao conclui a prova do nosso teorema:
Afirmagdo: A familia de probabilidades {up : P € P,} é uma desintegracio de pu
relativamente a particao P,.

De fato, vamos verificar que essa familia satisfaz as propriedades (a) e (b) da Definigao 12.

(a) Seja Pe P, = ﬂ P4 < P. Como cada P, é uma particao e
AeA

a0
P, < \/Pn = P, para cada n € N,
n=1

existe um tunico P, € P,, que contém P. Além disso,

o0
P:QPn.

Para cada n € N fixo, temos P,, < P,, para todo m > n, pois P, < P,,. Sendo a medida
wp regular, existe uma sequéncia de abertos A7, A5, ..., A?, ..., com P, € A} para todo 1,

tal que
pp(Pr) = pip (ﬂ A?) : (1.8)

Como P,, € P, € A7, para todo m > n, temos que

)
mostrando que pp(A7) = 1, para todo i e, por (1.8), concluimos que pup(P,) = 1. Portanto,

up(P) = (ﬁ Pn) 1

n=1
(b) Pelo item (b) do Lema 1, para cada A € A, a fungao P, — R dada por
P = up(4) = E(A)(P)

¢ mensuravel (veja a definicao de E(A)(P) em (1.6)) e, por (1.7), temos

P
wA) = | Badn
Jra

- | B
JPy

= pp(A)dp,
Jr,

onde, na segunda igualdade, usamos o fato de que [i(Py) = fi(P4) = 1. Em resumo,

provamos duas propriedades:
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(1) Para todo A € A, a funcao P, — R dada por
P pp(A) = E(A)(P)
¢ mensuravel.

(77) Para todo A € A, temos

A familia de subconjuntos
C = {A e B; A satisfaz as propriedades (i) e (i) acima}

é uma classe mondtona. De fato, se (4;); = C for uma sequéncia crescente e (B;); < C for
uma sequéncia decrescente de subconjuntos, entdo P +— pp(A;) é uma sequéncia crescente
de fungoes mensuraveis e P — pp(B;) é uma sequéncia decrescente de fungoes mensurdveis.

Logo, denotando
e} o0
i=1 i=1

temos, pelos teoremas de convergéncia (5) e (6), que as fungoes
P pp(A) = sup pp(Ai) e P pp(B) = inf up(B;)
sao mensuraveis. Além disso, temos

p(A) = tim (4) =t [ pe(4)d = | ae(a)dp
% Px

—+00 1—+00 P

W(B) = lim p(B) = lim | pp(B)d = f up(B)dE,

1—> 400 1— 400 Py Py

mostrando que A, B € C, ou seja, que a familia C é uma classe monétona. Portanto, sendo
C uma classe mondtona que contém a dlgebra A, pelo Teorema 4, obtemos B = o(A) < C.
Assim, as propriedades (i) e (i7) sdo védlidas para todo conjunto A € B. Logo, o item (ii) é

equivalente a: Para todo A € B e ¢ = x4, temos

| i - L* (f sodup> an. (1.9)

Para finalizar, suponha que ¢ : M — R seja uma funcao mensuravel e limitada. Entao,
existe uma sequéncia de fungdes simples ¢; : M — R que converge uniformemente para .

Logo, a sequéncia de fung¢oes mensuraveis P — | ¢;dup converge uniformemente para a

funcao P — Jgpdﬂ p. Portanto, a fungao P — Jgpdup é mensuravel e a equagao (1.9) é

verdadeira. n
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Definigao 13. Sejam (M, B, ) um espago de probabilidade e f : M — M wuma fungao
mensurdvel, que também chamaremos de sistema dinamico. Dizemos que a medida p
¢ f-invariante, ou que p € invariante por [, ou ainda, que f preserva a medida | se

w(fH(A)) = u(A), para todo conjunto mensurdvel A < M.
Observacao 5. Note que dizer que j € f-invariante é equivalente a dizer que foit = .

Defini¢ao 14. Sejam (M, B, ) um espago de probabilidade e f : M — M uma fungdo

mensuravel. Dizemos que um conjunto mensurdvel A < M € invariante se

n(ADFHA) =0,

onde AN f~H(A) = (A\f1(A) u (f H(A)\A) € a diferenca simétrica entre os conjuntos
Ae f7HA).

Defini¢ao 15. Sejam (M, B, ) um espago de probabilidade, f : M — M uma fungdo
mensuravel e suponha que p seja f-invariante. Neste caso, dizemos que o par (f,p) é

ergodico, ou que a medida p € ergddica, se para todo conjunto invariante A, tivermos

u(A) =0 ou u(A) =1.

Teorema 12 (Desintegragao Ergddica). Sejam M um espago métrico completo e separdvel,
f: M — M uma fungao mensurdvel e p uma medida de probabilidade f-invariante. Entao
existem um conjunto mensurdvel My < M com u(My) = 1, uma particio P de My em
subconjuntos mensurdveis e uma familia de probabilidades {jup : P € P} em M, com as

sequintes propriedades:

(a) pp(P) =1 para ji-quase todo P € P;

(b) Para toda ¢ € L' (X, B, i), a fungio P — R, dada por P > f odpp, € [i-mensurdvel
M

[ (o)

(c) up € f-invariante e ergddica para [i-quase todo P € P.

Demonstragio. Seja A a algebra gerada por uma base enumeravel de abertos de M. Entao
A é enumeréavel e ela gera a o-algebra de Borel de M. Pelo Teorema de Birkhoff (veja
(KATOK; HASSELBLATT, 1995)), para cada conjunto mensurével A € A, o limite

T(A,x) = lim —ZXA fi(z

n—+00

existe para pu- quase todo ponto x € M. Assim, para cada A € A, existe um conjunto
My < M, com u(My) = 1, tal que o limite 7(A,x) acima existe para todo = € M.
Considerando,

My = (] Ma,
AeA
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temos que p(My) = 1, pois o conjunto M\M, tem medida nula por ser uma uniao

enumeravel de conjuntos de medida nula.

Seja P a particao de My dada pela seguinte relacao de equivaléncia:
r~y<eT1(Azx)="1(A 1Y), para todo A€ A.

Afirmacgao 1: A particdo P, definida acima, é mensuravel.

De fato, sejam {Ag; k € N} uma enumeracao dos elementos da algebra A e
{qx; k € N} uma enumeracao dos nimeros racionais. Para cada n € N, seja P,, a particao

de M, dada pela relacao de equivaléncia: x ~ y < para todo i,j € {1,2,...,n},

T(Aiwr) < q; € T(Alay) < q;
ou

(A, x) > q; e T(Aiy) > g

. , _— . (. 2
Assim, cada P,, é uma particao finita de My com, no maximo, 2" elementos.
Além disso, P,, < P,+1, para todo n € N, isto é, todo elemento de P, esta contido em

algum elemento de P,. Logo, =,y estdo num mesmo elemento do conjunto

o0 o0 o0
\/73n = {HPH; ﬂPn;«é@ePnePn,Vn}

n=1 n=1 n=1

< x,y€ P, e P, paratodoneN

< para todo i,j € N, temos

(A x) < g e T(Aiy) < g
ou

(A, x) > q; e T(Aiy) > g

< 7(Ajx) =7(A;,y), para todo i € N,
pois {¢;;j € N} = Q é denso em R
< 7(A,x) =7(A,y), para todo Ae {A;;ie N} = A

< 1,y estdao num mesmo elemento do conjunto P.

e}
Logo P = \/ P, e, portanto, P é mensuravel. Assim, pelo Teorema de Desinte-
n=1
gragao de Rokhlin, existe uma desintegracao {y,; P € P} de p em relagdo a P satisfazendo

as propriedades (a) e (b). Logo, para concluir a demonstracao, basta provar a seguinte
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afirmacao:

Afirmagao 2: up é invariante e ergédica para ji-quase todo P € P.

Primeiro, note que todo conjunto P € P é invariante por f, pois, para todo

Ae A,

7(A, f(z)) = lim —ZXA (f(x

n—-+ao n,

= lim —ZXA fi(x —*[XA( ) = xa(f"(z))]

n—-+o n,

—7(Ax) ~ T~ [ea(e) - xa(7" (@)

=71(A, z),

mostrando que z e f(x) estdo sempre num mesmo elemento de P. Sendo assim, a familia
de probabilidades {f.p,; P € P} satisfaz:

Fetp(P) = pp(f7H(P)) = 11p(P) = 1,

para fi-quase todo P € P. Além disso, sendo {yu,; P € P} uma desintegracdo, para todo

conjunto mensuravel £ € M, a funcao P — R dada por

P = fupp(E) = pp(fHE))

é mensuravel e, sendo p invariante por f, temos

W(E) = u(f M (E)) = fp (7 (E))df = L Futtp(E)dR.

Portanto, a familia {f.p,; P € P} é uma desintegracdo de p em relacdo a P e, pela

unicidade da desintegragao, segue que fyi, = fip, para ji-quase todo P € P.

Para finalizar, mostraremos que pp é ergédica para fi-quase todo P € P. De
fato, sendo pu(My) = 1, temos que pp(Mon P) = 1 para quase todo P € P. Logo, por uma
caracterizacao de ergodicidade, basta mostrar que, para qualquer conjunto mensuravel

E < M, a funcao
r—7(E 1) = hm—ZXEf]

n—+o n,
esta bem definida e é constante em My N P.
Para isso, tome P € P fixo e considere a cole¢do de subconjuntos de M dada

por

C ={E < M; E é mensuravel e 7(F, x) estd bem definido e é constante em My N P}.
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Dado A € A, da definicao de My, segue que 7(A,z) estd bem definida em
My N P e, pela definicao da particio P, 7(A, z) é constante em My n P. Sendo assim,

temos que A < C. Além disso, dados E1, F» € C, com E; € FE5, temos

T(EQ\El, = lim — Z XEQ\El

n—+o N,

— tim L S (@) - x (@)

n—+aoo
n i=0

= T(EQPT") - T(Ebﬂf),
o que implica que Ey\E; € C. Em particular, se E € C, entdao E° = M\FE € C, pois
MeAcC.
Além disso, para qualquer familia (F;);~,; < C de conjuntos dois a dois disjuntos,

temos que

( U= 1Ez>$ lim 7ZXUZ B fj )

n—+o n,

:mnzlzm]
n—1 o0

= im0 3 (P )

7=01i=1

Z[ng@wnZXE f(x ]
-

T(E;, x)

estd bem definido e é constante em My n P, mostrando que u;2, E; € C.

Usando as propriedades acima, concluimos que C é uma classe monétona. De

fato, para quaisquer A;, B; € C, com A; € A;,1 e B; 2 Bj;1, para todo j € N, temos

GAj:Alulfj(AjH\Aj)]ec e ﬁ@:(@B;) eC

Pelo Teorema 4, das classes mondtonas, segue que C contém a o- algebra de

Borel de M. Sendo assim, para todo conjunto mensuravel e f-invariante £ < M, temos

E € C e, consequentemente

T(E,z) = lim —ZXE (fi(x

n—+ow n,
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é constante em My n P, com pp(Myn P) = 1. Logo up(E) = 0 ou up(FE) = 1 e, portanto,
wp é ergédica para fi-quase todo P € P. O

Para finalizar esta secao enunciaremos um teorema importante que sera ttil na

demonstracao do nosso Teorema B.

Teorema 13 (Recorréncia de Poincaré). Sejam (M, B, 1) um espago de probabilidade,
f: M — M uma fungdo mensurdvel e suponha que p seja uma medida f-invariante. Se
A< M for um conjunto mensurdvel com medida positiva, entdo para p-quase todo x € A,
o conjunto {n € N; f"(x)e A} € infinito.

1.3 Folheacoes em Variedades

Definigao 16. Seja M uma variedade de dimensao m = 2 e classe C*. Uma folheagdo
de dimensdo n, com 0 <n < m, e classe C" é um atlas mdximo F de classe C", com as
sequintes propriedades:

a) Se (U, ) € F, entao o(U) = D1 x Dy « R" x R™™™ onde Dy e Dy sio discos abertos
de R" e R™™™ respectivamente;

b) Se (U, ), (V,v) e F sao tais que U n'V # @, entdo a mudanga de coordenada

Yoo tipUnV)—yUnV)
¢ da forma o o~ (z,y) = (hi(x,9y), ha(y)), com (z,y) € R" x R™™",

Observacgao 6. Boas referéncias sobre folheagoes e variedades sio os livros (CAMACHO;
NETO, 1985) e (LEE, 2013).

Definicao 17. Dizemos que uma folheacao F de uma variedade M é minimal se todas

as folhas sao densas em M.

Defini¢ao 18. Sejam (M, o) um espago topolégico e f : M — M wma transformagdao
continua. Dizemos que f é transitiva se existe x € M tal que a drbita {f"(x): neN} é

densa em M. Neste caso, o ponto x é chamado de ponto transitivo para f.

Definicao 19. Dizemos que um difeomorfismo f : M — M ¢ robustamente transitivo
se existe uma vizinhanga aberta Uy < Dif f(M), na topologia C', tal que todo g € Uy é

transitivo.

Defini¢ao 20. Seja (M, B, 1) um espago de probabilidade. Dizemos que uma folhea¢io F
de M tem desintegracao atomica com relagio a medida p se, para toda carta folheada
(U, ) € F, as medidas condicionais (isto €, as medidas pi.|u~x), obtidas da desintegrag¢do
de 1 nas folhas de U, sio somas de medidas de Dirac. Dizemos que a desintegracdao é

mono-atomica se cada medida condicional for apenas uma medida de Dirac.
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1.4 Folheacoes absolutamente continuas

Nesta secao apresentaremos algumas definigdes e conceitos que serao utilizados
na demonstragido do Teorema C, para mais detalhes veja (BRIN; STUCK, 2015).

Definicao 21. Seja F uma folheacao de uma variedade M. Dizemos que uma folheacao
T ¢ localmente transversal a F se, para cada ponto p € M, existir uma vizinhanca

Usp tal que UnF,nT, ={p} e, além disso,
M = T,F, & T,7,

Desta forma, uma holonomia (ou F-holonomia) entre duas folhas Ty e Ty de T é a fungdo
hr, 1, : Th — Ty definida por hy, 1,(p) = Fp 0 T.

Definicao 22. Dizemos que uma folheagcio F de uma variedade M ¢ transversalmente
absolutamente continua se, para todo par de folhas Ty e Ty transversais a F, a F-
holonomia hr, 1, entre T\ e Ty é absolutamente continua em relagao as medidas Ay, e Ap,,
isto €, se A < Ty for tal que A, (A) =0, entdo Ap,(hr, 1,(A)) =0 (aqui Ay, e Ap, sdo as

medidas das folhas Ty e Ty, respectivamente).

Proposicao 4. Seja F uma folheacao de uma variedade compacta M. Entao F é trans-
versalmente absolutamente continua se, e somente se, para cada par de folhas Ty e T

transversais a F, existe uma funcao mensurdvel positiva J : Ty — R, tal que

/\T2(hT17T2 (A)) = f 1AJd/\T17

T

para todo subconjunto mensurdvel A < Ti.

Demonstracao. Suponha que F seja transversalmente absolutamente continua. Como

hz, 7, = hr 1, dado um subconjunto B < Ty, com Ay (B) = 0, temos

(hT27T1)*)‘T2 (B) = )‘Tz(h;gl,Tl (B)) = )\TQ(th,TQ (B)) =0,

mostrando que (hp, 1 )« A, < A e, pelo Teorema 7, de Radon-Nikodym, existe uma

funcdo mensuravel positiva J : T7 — R, tal que
/\T2<hT1,T2 (A)) = (hT2,T1)*)‘T2 (A) = f 1A‘]d/\T17
T

para todo subconjunto mensurdavel A < T;. A reciproca é imediata. O]

Definicdo 23. Seja F wma folheagio de classe C* de wma variedade M. Dada wma
folheacio L de classe C* e localmente transversal a F, dizemos que F € uma folheacdo
absolutamente continua (ou folheacao absolutamente continua em relagio a L) se,

para cada carta folheada U e para cada L € L que intercepta U, existe uma familia de
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fungoes mensuraveis positivas 6, : F, nU — R, com x € L, (chamadas de densidades

condicionais) tal que, para todo conjunto mensurdvel A < U,

) = | [ [ i e,

onde xa(z,.): U — {0,1}, com x € L, é uma familia de fungoes caracteristica de A.

A propriedade de uma folheacao ser transversalmente absolutamente continua
é sempre mais forte do que a continuidade absoluta, como mostra o proximo resultado
cuja demonstracao pode ser encontrada em (BRIN; STUCK, 2015).

Proposicao 5. Seja M uma variedade compacta. Entao, toda folheagcio VW de M trans-

versalmente absolutamente continua ¢ absolutamente continua.

Definigao 24. Seja F uma folheacio de uma variedade M. Entao:

(i) F é inferiormente absolutamente continua se, dada uma carta folheada (U, ),
para p-quase todo x € U, a medida da folha A\x, é absolutamente continua em relagao

a medida desintegrada fi,, isto €,

Ar, L [z, para p— quase todo x € U.

(ii) F é superiormente absolutamente continua se, dada uma carta folheada
(U, @), para p-quase todo x € U, a medida desintegrada pi, € absolutamente continua

em relacao a medida da folha \r,, isto €,

e < Ag,, para p— quase todo x € U.

(iii) F é inferiormente e superiormente absolutamente continua se, dada uma
carta folheada (U, ), para p-quase todo x € U, a medida da folha Nz, € equivalente

a medida desintegrada pi,, isto é€,
Ap, K [y € fy L Ag,, para p— quase todo x € U.

Observacao 7. Na definicao acima, estamos pensando na medida desintegrada ji, como
sendo a restri¢io ji, |F, que, pela teoria da desintegrag¢io de medidas, é uma medida de

probabilidade na subvariedade F,.

1.5 Sistemas Hiperbélicos

Nesta se¢io enunciaremos alguns resultados de (PONCE; TAHZIBI; VARAO,
2014). Como esses autores abordam desintegragoes em sistemas dindmicos parcialmente
hiperbdlicos, falaremos brevemente um pouco destes conceitos (veja também (HAMMER-
LINDL, 2009)).
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’

Definicao 25. Seja M uma variedade compacta. Um difeomorfismo f : M — M ¢é
chamado de parcialmente hiperbdlico se existem constantes A < oy <1 <as < p e
C > 0 tais que, para todo x € M, existe uma decomposicao do espaco tangente T, M em
soma direta

T.M=FE®E, ®FE,

com D, fE; = E},, para todo T € {s,c,u} e
1 n n U
ol < (Daf) ol para todo v € E\{0}

[oll < 1(Daf)"v]| < Caglvf,  para todo v e EL\{0}
(D f)"v| < CA"||v|, para todo v e E\{0}.

n
—«

1
C

Observacao 8. E possivel escolher uma métrica em M (chamada de métrica adaptada)
de tal forma que C = 1 na defini¢io acima. Neste caso, seque das desigualdades acima

que,

[(Daf) 0| < [[(Daf)" 0% < [[(Daf)" 0",

para todo vetor unitdrio v’ € E, com T € {s,c,u}. Além disso, temos |(D,f)"|E;| <1 e

|(Daf) "B < 1.

Definicao 26. Seja f : M — M um difeomorfismo definido numa variedade compacta M.
Dizemos que f ¢ um difeomorfismo de Anosov se, para todo x € M, o espaco tangente

T, M pode ser decomposto como uma soma direta de subespacos
T.M =E®FE;,

com as sequintes propriedades:

(a) D.f(E;) = Eff(x) e D.f(Ey) = E}L(x);
(b) Existem constantes A € (0,1) e C' > 0 tais que

| (D.f)"(v) [|[< CA" || v || para todo veE; e n=0
e

| (D.f)"(v) [K CX" ||v]|| paratodo veEY e n=0

Exemplo 2. Para uma matriz A € SL(n,Z) hiperbélica, isto €, sem autovalores de mddulo

um, o difeomorfismo hiperbolico linear
fa: T —T"
[2] — [Axz]

¢ um difeomorfismo de Anosov que € chamado de Anosov linear associado a matriz A.
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Definicao 27. Um difeomorfismo f : T" — T" é chamado de Derivado de Anosov, ou
simplesmente DA, se ele for parcialmente hiperbolico e for homotopicamente equivalente a

algum difeomorfismo hiperbolico linear f4.

Observagao 9. Se o difeomorfismo f : T" — T" for um DA, seu Anosov linear associado

fa € unico.

Teorema 14 (G. Ponce, A. Tahzibi, R. Varao). Existe um subconjunto aberto U <
Dif fua(T?) no espago dos difeomorfismos f : T° — T° parcialmente hiperbélicos que
preservam volume tal que, para todo g € U, a folheagio central de g € minimal e ainda

mensuravel (em relagio da medida de Lebesgue) como partigao.

Teorema 15 (G. Ponce, A. Tahzibi, R. Vardo). Seja f : T> — T um difeomorfismo DA,
que tem medida de volume invariante e ergédica. Se o volume tem desintegracdo atomica

nas folhas centrais, entao a desintegracdo é mono atomica.

Definicao 28. Seja f : M — M um difeomorfismo parcialmente hiperbolico numa
variedade compacta M. Definimos os expoentes de Lyapunov de f no ponto x em

relacao aos espacos E*, E° e E° por

.1 n
A (x) = lim ﬁlogH(DIf) v,

n—+00
ondev e E™ et € {u,c,s}.

Teorema 16 (G. Ponce, A. Tahzibi, R. Vardo). Seja f : T> — T um difeomorfismo DA,

que preserva volume. Suponha que sua linearizacio fa tenha decomposicdo

(onde E** e E" correspondem ds folhas instdvel forte e instdvel fraca, respectivamente). Se
f tem \(x) < 0 para quase todos os pontos x € T (em relagio a medida de volume), entdo
o volume tem desintegragio atomica nas folhas F; e, consequentemente, a desintegragao é

mono atomica.



39

2 Resultados principais

2.1 Teorema A

Teorema A. Sejam M uma variedade compacta de dimensao m e F uma folheagcio de M
por folhas nao compactas de dimensao n (folheag¢io cujas folhas sao variedades imersas n-
dimensionais e nao compactas), com 1 < n < m, que é invariante por um homeomorfismo
f:M — M, ou seja, f(F(x)) = F(f(x)), e seja p uma medida de probabilidade definida
na o-dlgebra de Borel de M tal que f.p = p. Suponha que (f, 1) seja ergddico e que F é
contraida por f, isto é, para todos x,y € M, com x € F(y), temos

lim sup d(f*(x), f*(y)) = 0. (2.1)
Se a particao de M pelas folhas de F é mensurdvel, entao a desintegragcdo de p é mono-

atomica.

Demonstracdo. Como a particdo de M pelas folhas é mensuravel, existe uma desintegracao
de 1 em uma familia de probabilidades {u,;z € F(z)}. Sendo f(F(z)) = F(f(x)), segue
que { fypty-1(z); ¢ € F(x)} também é uma desintegracao de p e, pela unicidade, obtemos

Jaltf-1(z) = Mg, para p-quase todo x € M.

Vamos definir, a partir de M, um novo espago de probabilidade da seguinte

forma: Primeiro considere o conjunto

M= U ({z} x (M n F(x))),

xzeM

isto é, Méo conjunto dos pares ordenados da forma & = (z,y), com z € M, y € F(x).

Agora, chamaremos de conjuntos basicos todos os subconjuntos de M da forma

|J{=} x (A F(x))), com A, BeB,

reB

onde B ¢ a o-algebra de Borel de M. Considerando a familia de todos os conjuntos basicos

C = {U({x} x (An F(zx))); com A,BEB},

temos o seguinte lema:

Lema 2. A familia de unioes finitas
sz {U/L, comﬁiegeneN}
i=1

¢ uma algebra de subconjuntos de M.
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Demonstracao. Os trés itens abaixo provam nosso lema:

(i) Como M € B, temos que

M= |z} x (M~ F(z))) e A

xzeM
(ii) E 6bvio que o conjunto A é fechado para unides finitas.

(iii) O complementar de um conjunto basico

[U({w} x (An f(%’)))] = [U({x} x (AN f(x)))] U [ U () x (M~ Fa))
zeB zeB reB¢

¢ sempre a uniao de dois conjuntos basicos. Por outro lado, dados os conjuntos
basicos

U ({z} x (4; A F(z))), comi=1,2,..,r

xGBi

temos AynAsn...nA, eBe B nByn..n B, eB. Assim,

xe€B1NnBaN...nBy

ﬁ [U ({z} x (4; N f(x)))] = U ({z} x (A " Ay oo Ay 0 Fz)))

mostra que a intersecao finita de conjuntos bésicos é sempre um conjunto bésico.

Consequentemente, como todo A € A é uma uniao finita de conjuntos basicos

n
A=A,
i=1
o seu complementar é dado por

A=A =((B: v G,
i=1 i=1
onde EZ e @ sao conjuntos béasicos e, por distributividade, segue que Ace A pois
A° ¢ uma unido finita de intersecoes de conjuntos bésicos. Portanto o conjunto Aé

fechado para o complementar.
O

Definiremos agora uma funcao o-aditiva i : A - R, da seguinte forma: A

imagem pela i de cada conjunto basico

= [ e} x (4 0 F@)

xeB;

¢é dada por
HA) = [ A
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e a imagem de cada uniao finita de conjuntos basicos

JAicA
i=1

¢é definida pela expressao

1 (O le‘) = iﬁ(gi) - Ji(A; n Aj) + > fi(A;i 0 Aj 0 Ay)

i=1 1<i<j 1<i<j<k

- Z i(A; A /Tj A A, N /Nlp) Fot (D" WAL A Ay A A A,
I<i<j<k<p

Vamos usar o Teorema 3, da extensao de medidas, para obter, a partir de fi, uma medida

de probabilidade na o-4lgebra gerada por ./T, mas antes, vamos verificar se ﬁ(M )=1ese

11 é realmente o-aditiva nos seguintes itens:

(i) Sendo
M=z} x (M o F(2)))

xeM

um conjunto basico, segue que
BOT) = | ()= 1.
M

(ii) Para mostrar a c-aditividade usaremos o Teorema 2, da continuidade no vazio.
Pela forma como foi definida a funcao g é claro que, para qualquer familia finita

ﬁl, ﬁg, ey A, e Ade conjuntos disjuntos, temos

ﬁ(ﬂ&):imix

mostrando que i ¢é finitamente aditiva. Para verificar a propriedade da continuidade
no vazio, considere uma sequéncia decrescente A; 2 A, 2 ... 2 A; 2 ... de elementos

da algebra A tal que mﬁlﬁi = () e provaremos que

lim fi(4;) = 0.

1——400
De fato, cada conjunto A; é uma uniao finita de conjuntos bésicos, isto é,

A= U U G x (48 2 7o)

et} i
J xij

A familia de conjuntos dada por

&:O@
j=1
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satisfaz B; 2 B;,1. De fato,

Ni+1

x € By = U B;H = TE€ B;(Tl, para algum jo € {1,2,....,m;41}
j=1

= {a} x (A A F(z)) € Ay € 4
= {z} x (A A F(z)) € 4
= zx¢€ B§007 para algum joo € {1,2,...,n;}
= zel| B =B,
j=1
mostrando que B; 2 B; ;1. Agora, considerando o conjunto
e}

i=1

temos a seguinte uniao disjunta

1&=@w«uwwmeﬂww>O(&m(Uwameﬂm0>

zeB reB¢

e, portanto

(A = fi (ﬁi N (U({w} x (M ﬂﬂ@)))) + [ <ﬁi N (U ({z} > (M ﬁﬂ@)))) :

zeB reB¢

Entao, basta mostrar que cada parcela da soma acima tem limite zero quando i — +c0.

De fato, para o segundo conjunto da uniao disjunta acima, temos a inclusao

Ain (U ({z} x (Mﬂf(x)))> c U e} x (M~ Fla))

xeB; " B¢

e, pela definicdo da funcao i,

ﬁ(LJ(WMWMGFWM)=L}WMMMM=M&ﬂBW

reB; B¢

Portanto

reB¢

ﬁ(&n<Lﬂmwmef@m>><mamb (2.2)

Sendo B; 2 B;,1, segue que

B, n B = (ﬂ Bl> A B,
=1

além disso, temos a sequéncia decrescente B; n B¢ 2 B;,1 n B°. Como

ﬁ(Bch):ﬁ<ﬁBl) n B = (ﬁBi) NB°=BnB'=0Q

i=1
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e p é o-aditiva, temos, pelo Teorema 2, da continuidade no vazio, que
lim = u(B;nB°) =0

1—~400

e, por (2.2), concluimos que

£%ﬂ<&m<Lymqumf@m>>_o (2.3)

reB¢

Por outro lado, pela defini¢ao da funcgao ji, temos

ﬁ(iﬂ(UHMXUWﬂF@m>>==ﬁ<UﬁMWMbNMﬂf@m>

- j o (Au(2)) s, (2.4)

~

onde 4;(z) = {y € F(z): (z,y) € A;} e, como A; D A, e N2 A; = ©, para cada x € B,

e, sendo cada pu, o-aditiva, temos

1—+00
Sendo assim, a sequéncia de fungoes mensuraveis f; : B — R, dada por f;(z) = pu.(A;(z))
é tal que |fi(z)| < 1e 'ligrn fi(x) = 0. Logo, pelo Teorema 6, da convergéncia dominada,
1—+00

obtemos
lim | p(Ai(z))dp = lim f fidp =0
B B

1— =400 i——+00

e, por (2.4), concluimos que

i@&ﬁQLm<quXUWmf@m>):o (2.5)

zeB

De (2.3) e (2.5) segue que <liI+n ﬁ(ﬁ,) = 0, provando que a fungao i : A R, é o-aditiva.
1—+00

Portanto, pelo Teorema 3, da extensao de medidas, existe uma tnica medida de proba-

bilidade, que estende [i, definida na o-algebra gerada B:= a(.Z) que, para simplificar,

denotaremos pelo mesmo simbolo /.

Lema 3. A funcdo
fM— M
(z,y) — (f(2), f(y))

¢ uma bijecao B-mensurdvel com inversa B-mensurdvel e fyji = [i.
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Demonstracao. Sendo f um homeomorfismo, segue que f é claramente uma bijecao e com

inversa

M ay) = (F71 (@), £ ().
Quanto a mensurabilidade de f (a prova da mensurabilidade de f_l é analoga), basta

observar que, para cada conjunto basico

3= | ed x (A Fl))),

:EEBi

sua imagem inversa

FHA) = U e x (A Fla))

reB;

= W@} x (1A a FU @)

U 7@ = (1 A) n F(F (@)
S @ef 1 (B)
(

U < (F71(A4) n Fw))

yef~1(B;)

I

é um conjunto bésico, pois f(4;), f1(B;) € B. Além disso,

—1<Ai>>=f 1y (7 (A0))dply) = f Futtn(A)dp(y) = f 70 (A)dis(y),
—1(By) F=H(By)

f=1(B:)
onde, na ultima igualdade, usamos o fato de que f.py = s, para p-qtp. Assim,

~

B = | (4)dnts) (2.6

Considerando a funcio f : f~'(B;) — B; e a funcdo mensuravel limitada ¢ : B; — R dada

por p(z) = p,(A;) temos, pelo Teorema 8, da mudanga de variavel, que

Ll(Bi)(so o f)dp = Li pdf i

e, sendo (0 )(y) = i (Ad)s 9(2) = s(A) © fupt = p, segue que
| dduty) = | nedutz) - ). 2.7
F=1(By) B;

As equacdes (2.6) e (2.7) provam que fi(f'(4;)) = F(A;), para todo conjunto bésico A;.
Logo, como a imagem inversa preserva as operagoes de conjuntos, para toda uniao finita

de conjuntos bésicos
i-Jiea

os conjuntos f'(A;) sdo basicos e
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Tendo em vista que fi( f -1 (El)) = ﬁ(;ll), para todo conjunto bésico Ei, usando a expressao
que define a funcdo i na unido finita de conjuntos basicos e o fato dos conjuntos basicos

serem fechados para intersec¢oes, obtemos

fi <U fl(ﬁ») = Ji (U L) = fi(A)

,\q
Il
—

e, consequentemente

Portanto,
fHA) e A e J(f7(A) = ji(A), para todo Ae A

e, pela Proposicao 2, o mesmo vale na o-algebra gerada B = O—(.Z). O

Lema 4. Para cada i € N, o conjunto

~

D = {(a.y) € B dx(f'(@), f'(y)) < e}

¢ [i-mensurdvel.

Demonstracio. Os conjuntos da forma A x B, com A, B abertos de M, geram a o-algebra
de Borel de M x M. Sendo

M=z} x (M~ F(x) € M x M

xeM

(Ax B)n M = U({x} x (B n F(z))), para todos A, B < M abertos,
zeA

a o-algebra B , que construimos acima, é a o-algebra dos Borelianos de M. Como a composta
de funcdes continuas F : M — R, dada por (z,y) — d=(f(x), f'(y)), é mensurével, o

conjunto Df = F~'((—o0,¢]) é Ji-mensurével. O

p <U{<as,x>}> -1

Demonstracao. Para cada € > 0, os conjuntos

Lema 5.

B - {(x,y> e BT supds(f"(x), (1)) < }

n=k

SA0 [I-mensuraveis, pois

0
e _ €
Bk - ﬂDw
i=k
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com
D: = {(w.9) € M dr(fi(), () < <}
e, pelo Lema 4 acima, os conjuntos ﬁf sao fi-mensuraveis. Além disso,
w ~ ~ ~
UB,iz Bj < By, para todo k e N.
Consequentemente, como /7(]\7) = 1, para ¢ = 1/2, existe k; € N tal que

<B1/2> 1oL
2

para ¢ = 1/2%, existe ky € N, com ky > k, tal que

1/22 1
i(BL) =15

para ¢ = 1/27, existe k; e N, com k; > k;_4, tal que

Como f*ﬁ = [i, temos que
(P (827)) =58y

Logo, para cada j € N, os conjuntos

%=Uﬂ@w)

satisfazem P} 2 P],,, e ainda

()5 (7 (7)) -2 () 21

para todo k € N, o que implica

mostrando que

Afirmacao: Para todo j € N,

ﬂ? L ({} x Br[z,1/27]),
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onde Br[x,1/27] é a bola fechada na folha de centro x e raio 1/27.

Como

A 5 N1 1/27 o ~1/27

ﬂ ;= ﬂ U I <Bk]/ > c U " (Bkj/ ) , para qualquer k;,
k=0 k=0n=k n=~k;

basta mostrarmos que

e}
U ( B ) c U ({x} x Br[z,1/27]).
n=k; reM
De fato,
. ,
U ( B/ ) = (2,y) € ]?kﬁm (Eij/y) , para algum m € N,
n=k;
logo

(2.9) = 5™ (0. 90) = (F94" (o), " (40). com (20, 30) € Byl

= (z0,90) € M e dr(fH ™ (x0), f ™ (o)) < sup dr(f"(x0), f"(%0)) < 1/27

nZk‘j

=ye F(z) e de(z,y) <1/2
~ (e | (o) % Bele,1/27)

xeM

provando (2.8). Portanto, para todo j € N, temos

ﬂ Pl c U {z} x Br[z,1/27]),

zeM

com

Consequentemente
1

i (U ({w}  Brlz. 1/2]’])) -

ji (U{(mﬂ) >1

i <U{<x,x>}> -1

e, fazendo j — +0o0, obtemos

e portanto

(2.8)
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Sendo assim, pela defini¢do da medida i, temos que

fM pafa})dp = i (U {a} x ({z} n f(x») — <U {(x,w>}) -1,

zeM xzeM
0 que mostra que
| patiahyan =1
M
Portanto, o conjunto
N ={z e M; p,({z}) > 0}
é tal que u(N) = 1, ou seja, N é um conjunto de dtomos com medida total.

Lema 6. Existe ng € N tal que, para [i-quase toda folha F, o conjunto F n N tem

exatamente ng dtomos.

Demonstracio. Para cada 6 = 0, o conjunto
As ={z e N; p,({z}) > 6}
¢ f-invariante, pois

r € As reN e p({x})>0

tpa ({f(@)}) = fena({f(@)}) = pa({z}) >0
f@)eN e ppay({f(2)}) >0
f(IL’) € A57

=
=
=
=

mostrando que f(As) € As. Logo, pela ergodicidade de f, obtemos p(As) = 0 ou u(As) =1
(note que p(Ag) =1 e u(As) =0, para 6 > 1). Considerando

o = sup{8; j(As) = 1},

afirmamos que: para fi-quase toda folha F(z) € F, cada dtomo x € F n N satisfaz
e ({x}) = do (aqui i1 = mep é a medida no espago quociente). De fato, pela defini¢ao de
supremo, temos

p(Aso—1/n) = 1, para todo n e N,

o que implica pu,({z}) > dp — 1/n, para todo n € N, consequentemente j,({x}) = dy. Por

outro lado,
+00
Asy = | J{z e Ny po{}) > 60 + 1/n},
n=1

com p ({x € N; p({x}) > dp+1/n}) = 0, para todo n € N. Logo u(As,) = 0 e, consequen-
temente p,({z}) < do. Portanto, para fi-quase toda folha F(z) € F, temos u,({z}) = dq e,

sendo p, probabilidades, cada uma dessas folhas tem 1/dy = ng dtomos. O
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O proximo lema conclui a prova do Teorema A.

Lema 7. Para [i-quase toda folha F, o conjunto F n N tem exatamente um dtomo.

Demonstracao. Dado € > 0, os conjuntos de atomos

E, = {x eN; sup dr(f(z), f/(y)) <e, para todo j > n}

YyeENNF(z)

satisfazem F, <€ E, 1, para todon e N, e

0
E, = N.
=0

n

Cada conjunto E, é f- invariante pois

veE,= sup dr(f/(z),f(y)) <e, paratodoj=n
yeNNF(x)

= sup  dr(f(f(x), F(f(y))) <e, paratodo j = n
FW)eNnF(f(z))
= f(x) € E,,

mostrando que f(F,) < E,. Assim, pela ergodicidade de f, obtemos
w(E,) =0 ou p(E,) =1, para todoneN

e, sendo
0

E, =N, com u(N) =1,
=0

existe ng € N tal que u(FE,,) = 1. Logo, pela invaridncia de f, o conjunto de atomos
[ (E,,) satisfaz
H(f™ (Eny)) = p(Eny) = 1.

Além disso, para quaisquer y1,y2 € f"°(E,,) e na mesma folha, temos y; = f"(z1) e

y2 = ["(xq), com x1, x5 € E,, e, portanto

dr(y1,y2) = dr(f"(z1), f*(12)) <e.

Em resumo, o argumento acima mostra que, para cada € > 0, existe sempre um conjunto
de atomos FE., com pu(FE.) = 1, tal que dz(y1,y2) < €, para todos y;,y2 € E. na mesma

folha. Em particular, tomando £ = 1/2°, o conjunto de dtomos

[0 0]
E=()Ep
i=1

é tal que u(F) =1 e dz(y1,y2) = 0, para todos y1,y, € E na mesma folha. Portanto o

conjunto E tem medida total e sua intersecao com cada folha é um conjunto unitario. [J



Capitulo 2. Resultados principais 50

]

Agora, falaremos um pouco do conceito de transformacoes induzidas, que sera
usado na demonstracao do nosso préximo resultado. Aqui, estamos considerando (M, B, )
um espaco de medida de Borel e f : M — M um sistema dindmico tal que f,u = p. Se
A < M for um conjunto mensuravel com p(A) > 0, pelo Teorema 13, da recorréncia de

Poincaré, o tempo do primeiro retorno de x a A, definido por
na(z) = inlg{n; fM(x) e A}
ne

existe, para p-quase todo ponto x € A. Sendo assim, a funcdao f4 : A — A, dada por
fa(z) = f*4@ () e definida em p-quase todos os pontos de A é chamada de transformacao
induzida pela f em A. Se a transformacao f for ergédica, o préximo lema, provado em
(EINSIEDLER; WARD, 2011), nos garante a ergodicidade da transformagao induzida fa.

Lema 8. Sejam (M, B, ) um espago de medida de Borel, f : M — M uma bijecao tal
que fopr =, A< M um conjunto de medida positiva e fa a transformacao induzida pela

f em A, que estd definida (a menos de um conjunto de medida nula) no espago de medida

1
(A,B‘A,,UA = MM’A) .

Se (f, ) for ergodico, entio (fa,pa) € ergddico.

2.2 Teorema B

Teorema B. Seja M uma variedade compacta e F uma folheagao de M por retas (folheagio
cujas folhas sao variedades imersas 1-dimensionais e nao compactas) que é invariante
por um homeomorfismo f: M — M, ou seja, f(F(x)) = F(f(z)), e seja u uma medida
de probabilidade invariante pela f e definida na o-dlgebra de Borel de M. Suponha que
(f, 1) seja ergédico, o conjunto dos pontos transitivos para f tenha medida total e que F
¢ contraida uniformemente por f, isto €, existe 0 < \ < 1 tal que, dados x,y € M, com

x e F(y),

Se p tem desintegragao atomica nas folhas de F, entdo a desintegracio é mono-atomica.

Demonstragio. Para cada ponto transitivo 2o € M denotaremos por R, um subconjunto
de alguma carta folheada (U, ¢) e que também seja uma carta folheada (chamaremos
esses conjuntos de retangulos) tal que as folhas de R, tenham comprimento e (aqui

estamos supondo € > 0 suficientemente pequeno de forma que o retangulo Rii também
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esteja contido em alguma carta folheada). Considerando em cada retangulo R; a funcao

g: R, — R, dada por
g(z) = f*@(z), onde n(z) é o tempo do primeiro retorno de z a RE,

temos, pelo Lema 8 acima, que g é ergddica com relacao a medida IR, - Denotando por

1 as medidas desintegradas de p no retangulo Rif) e considerando o conjunto
As = {oe By p({a)) < o),

temos o seguinte lema:

Lema 9. Para todo § = 0, temos g(As) < As.

Demonstragcdo. Para um ny € N fixo tal que 3\" < 1 ¢é vélida a seguinte afirmacao:
Afirmacao: Para cada ponto transitivo x¢g € M, existe um ¢ > 0 tal que o tempo do
primeiro retorno a R; , para p-quase todo x € RZ , ¢ maior que ny.

De fato, como o ponto xy é transitivo, a orbita f"(zy), com n € N, é formada por
pontos disjuntos. Sendo assim, pela continuidade das funcées f, f2, f>, ..., f™, existe uma

vizinhanca aberta U > z( tal que
Un f"(U) =@, para n=1,2,...,ng.

Logo, escolhendo € > 0 suficientemente pequeno tal que R, < U, o tempo do primeiro
154 £ 7 . .

retorno a R, , para p-quase todo x € I, , é maior que ng, ou seja, n(x) > ng, para p-quase

todo x € R, , provando assim nossa afirmacao.

13

Consequentemente, para p-quase todo = € R ,» temos

17 (Frgg (2)) & Frgy (179(2)) (2:9)

onde F R () denota a componente conexa em Rii da folha que passa no ponto z € I .

De fato, sendo 3\ < 1 e n(x) > ng, temos

Y€ Frae(z) = ye R A F
= "y

(x) e dr(z,y) < 3e
) e F(f*(x)) e dr(f"(x), " (y)) < N"Odp(z,y) < 3A"“e

= (y) € F(f"(2)) e de(f*(x), [ (y)) < 3N"We < 3\"e <&

= ["(y) e F( dr(f"(x), " (y)) < e

= ()

onde, na dltima implicagdo, usamos o fato de que f™® (7) € R pois, estamos denotando
por n(z) o tempo do primeiro retorno de x a R . Portanto, sendo a inclusao (2.9)

verdadeira, para todo subconjunto mensurdvel A < () <.7-" R (x)), temos
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e, em particular

1) @y (L (@) }) < f79 e ({f")(2)}), para pu — quase todo z € RS,

Logo
reA; = p.({x}) <o
= ppoin @) (" @)}) < L2 (1 (2)}) = po({a}) <6
= oo @) ({ " (@)}) <0
= g(x) = f"(x) € As,
provando que g(As) < As, para todo ¢ = 0. ]

Lema 10. Quase toda folha de qualquer retaingulo R, tem no mdzimo Ny dtomos, para

algum natural Ny.

Demonstragcio. Como a fungio g é ergddica com relagao a medida R, € para todo 6 =0

o conjunto A é g-invariante, segue que

1

1
() (A0 =0 o s

)M|R (As) = 1, para todo 6 = 0.
Pela definicao do conjunto As temos que

1 1

= =1 todo 0 > 1
(RE ):U’|R ( ) 0 e (RE )M|R ( ) , para todo

Sendo assim, definindo

b= int {51 gl (45) = 1},

concluimos, de forma analoga ao argumento usado na demonstragdo do Lema 6 do teorema
anterior, que

pz({x}) = do, para pu — quase todo ponto z € R

Logo, como todos os atomos de R tem peso dy, no maximo temos [1/dg] = Ny dtomos

nas folhas de R, , onde [1/dy] denota o maior inteiro menor ou igual a 1/do. O

Lema 11. Quase toda folha de F tem no maximo Ny datomos.

Demonstragao. Suponha que os pontos transitivos xy, T, ..., Ty,+1 sejam atomos distintos
de alguma folha genérica F(x) (lembre que estamos supondo que o conjunto dos pontos
transitivos tem medida total) e seja I um segmento desta folha que contém esses dtomos.

Denotando por C'(I) o comprimento do segmento I, temos

C(f"(I)) < A\"C(I), para todo n € N.
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Como, para todo retangulo R e todo ponto tramsitivo x;, temos f"(z;) € R para
infinitos valores de n e sendo C(f"(I)) — 0, concluimos que existe n; € N suficientemente
grande tal que

f™(I) c R;

o)

para algum retangulo I . Portanto os No+1 dtomos f™ (1), f" (2), ..., f"* (¥ n,+1) estdo

numa mesma folha de R , contradizendo o lema anterior. O

Lema 12. Existe ny € {1,2,..., No} tal que, quase toda folha de F tem exatamente n,

dtomos.

Demonstragio. Seja F; o conjunto das folhas de F que tém apenas i d&tomo(s). Seja N o

conjunto de todos os dtomos e considere os conjuntos
A; ={x e N; F(z) e Fi}.

Como a imagem de um atomo é sempre um atomo, os conjuntos A; sdo invariantes pela f

e, portanto, (A4;) = 0 ou u(A;) = 1. Como toda folha de F tem no maximo Ny dtomos,

temos
No
i=1
Logo existe ny € {1,2, ..., No} tal que pu(A4,,) = 1. O

Agora, no proximo lema, mostraremos que cada folha de F tem apenas um

atomo e concluimos assim a prova do Teorema B.

Lema 13. Quase toda folha de F tem apenas um unico dtomo.

Demonstracdo. Seja T uma folha transversal a folheacao F. Denotando por N o conjunto

de todos os atomos e considerando a familia de conjuntos
Qn = {x € N; dr)(y, T) <n, paratodoye N n F(z)},

onde dr(,(y, T) é a distancia, ao longo da folha F(y), do dtomo y a folha T, temos a
seguinte afirmacao:

Afirmacgao:

p (0 Qn) = p(N) = L.

De fato, a inclusao
o0
U Q. N
n=1

¢é 6bvia. Por outro lado, considerando apenas as folhas de F que tém n; atomos, temos

o}
NelJan
n=1
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pois, para x € N, a folha F(x) tem n; dtomos e, escolnendo n o menor natural tal que

sup dr)(y, T) <n
yeNNF(x)

concluimos que x € ),,, 0 que prova nossa afirmacao.

Sendo
o]
H (U Qn) = 17
n=1

existe [y € N tal que pu(Q),) > 0. Além disso, pela definicao de @, para todo x € @, 0

conjunto @, N F(x) tem n, atomos e
dr(z)(a,b) < 21y, para quaisquer a,be Q;, N F(z).

Agora, para a familia de conjuntos

B(n) = [OJ f4(Qy), comneN
temos " _ "
f(B(n)) = Uf”l(on) = U f1(Qu) < B(n),
ou seja,

f(B(n)) € B(n), para todo n € N,

com p(B(n)) > 0 e, pela ergodicidade da f, temos
u(B(n)) =1, para todo n € N.

Logo, o conjunto
0
B =()B(n)
n=1

tem medida total e a proxima afirmacao conclui a prova do lema.
Afirmacgao: Para todo atomo x € B, o conjunto B n F(x) tem apenas um atomo.

De fato, dados atomos x € B e
o0
yeBn F(z)=()Bn)n F(x),
n=1

temos, para cada n € N, que y € B(n); logo existem i, € N, com 4, = n, e um atomo
b e Q, tais que y = f(b). A folha F(b) contém n;, dtomos e todos esses atomos
estdo no conjunto Qy,, logo o conjunto f(Q;, N F(b)) contém todos os dtomos da folha
fm(Fb) = F(fi~(b)) = F(y) e, como = € F(y), temos que = € f(Q;, N F(b)); assim,

existe um atomo a € @y, N F(b) tal que x = f™(a). Portanto,
dr(z,y) = dr(f"(a), f(b)) < X"dz(a,b) < N"dx(a,b) < \"2ly,

ou seja,
dr(x,y) < \"'2ly, para todon e N

e, fazendo n — 400, obtemos dx(z,y) = 0, mostrando que = = y. ]
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2.3 Teorema C

Teorema C. Sejam F uma folheacio de uma variedade compacta M e T uma folheagao
de classe C" localmente transversal a F. Suponha que F tenha desintegracio atomica e
que, para uma dada carta folheada Q) de F, exista k € N tal que a desintegracio de p nas
folhas de @ tenha no mdzximo k dtomos. Entao, para px pi quase todo ponto (z,y) € Q x Q,
a holonomia hy., : T, — T, leva o conjunto T, n Q N {dtomos de F} (que tem medida de

Lebesque 1) em um conjunto com medida de Lebesque zero.

Demonstracao. Como o conjunto dos atomos da folheagdo F, que estamos denotando
por {&tomos de F}, tem medida total, para todo conjunto H < @, com pu(H) > 0, os

conjuntos da forma

Ay =T, 0 Q n {atomos de F}

sempre satisfazem a condigdo A\, (A,) > 0, para u-quase todo z € H (aqui A\, denota a
medida de Lebesgue da folha 7, n Q).

Pela defini¢ao do conjunto A,, a igualdade A, (A;) = 1 é sempre verdadeira,
assim, basta provarmos que \,(A;,) = 0, onde A, , = h;,(A,). Suponha por absurdo que
exista um conjunto W < @ x @, com medida positiva (produto de medidas de Lebesgue),
tal que

Ay(Azy) > 0, para todo (z,y) € W.

Como W tem medida positiva, usando o teorema de Fubini, podemos encontrar um
subconjunto em forma de produto cartesiano Wy x Wy € W, com u(W;) > 0, para i = 1, 2,
tal que

Ay(Azy) > 0, para todo (z,y) € Wy x Wa.

Sendo p(W;) > 0, para i = 1,2, existe um subconjunto H x V< Wy x Wy, com u(H) > 0
e u(V) >0, tal que \;(H nT;) > 0 para todo x € H, \,(V nT,) >0 para todoye V e

satisfazendo a condicao
Ay(Azy) > 0, para todo (z,y) € H x V.

Entdo, para cada y € V fixo, temos \,(A4,,) > 0 para todo z € H e, como \,(H nT,) > 0,
o conjunto H tem uma quantidade ndo enumeravel de pontos, logo existe uma sequéncia
{z;}ien © H tal que

Ay(Az;y) > 1/n, para algum n e N.

Note que, para cada x; € H, o conjunto A,, = T, n Q n {&tomos de F} é formado apenas

por atomos das folhas de F.
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Como 1/n < A\, (A, ) <1, para todo i € N, entre os n + 1 conjuntos

Azhy’ A$2,y7 A$3,y7"'7 A

Tn+1,Y

. . N . ~ 1 o
existem dois, que denotaremos por A;, , e A;, ,, cuja intersegao Axnlyy = Ap, y N As,y
satisfaz A\, (AL ) > 1/n® e, como as folhas T, e T, sdo distintas, existem folhas de F
ny,Y ni ng

com pelo menos 2 atomos que intersectam Ainl ,- Analogamente, entre os n + 1 conjuntos

A A A A

Tn+42,Y9 Tn+3,Y) Tn44,Y7 T2n+2,Y

. . .. ~ 1 . 1 2 ,
existem dois cuja intersecao, que denotaremos por A, . satisfaz Ay (A, ) > 1/n” e, além
disso, existem folhas de F com pelo menos 2 atomos que intersectam A}% ,- Prosseguindo

A s . 1 1 2
dessa forma, obtemos uma nova sequéncia de conjuntos (Amn“y)ieN, com )\y(Axn“y) > 1/n",
tal que, para cada 7 € N, existem folhas de F com pelo menos 2 atomos que intersectam

1 . . N 1
Axni:y' Agora, repetindo o mesmo argumento acima com a sequéncia (Axni 7y)l-€N, podemos
~ . 2 2 4 N

obter uma outra sequéncia (Aacni,y)ieN’ com /\y(Axnl_,y) > 1/n", tal que, para cada i € N,
existem folhas de F com pelo menos 2% dtomos que intersectam Aiﬂ_ ,- Portanto, repetindo
varias vezes 0 mesmo processo, sempre podemos encontrar folhas de F com uma quantidade

arbitrariamente grande de atomos, o que contradiz uma das hipdteses do teorema. O

Para finalizar, apresentamos o corolario a seguir, que é uma consequéncia

imediata do teorema acima.

Corolario 1. Seja F uma folheagao de uma variedade compacta M. Suponha que F tenha
desintegracao atomica e que existam k € N e uma carta folheada Q) de F tais que, para
toda folha F € F, o numero de dtomos de (Q n F' seja menor ou igual a k. Entao F nao

pode ser transversalmente absolutamente continua.
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