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RESUMO

Este trabalho aborda homotopias nao usuais entre solucoes de equacoes pertencentes
a uma colecao de equagoes. Cada colecao de equagoes é denominada pelo termo sistema e
neste trabalho sao considerados dois tipos de sistemas, os sistemas de Young e os sistemas
rugosos. Sob determinadas condi¢oes, mostramos que um conjunto de pontos acessiveis de
um sistema de Young admite recobrimento e um resultado andlogo para sistemas rugosos
também é valido. Além disso, mostramos que a concatenacao de trajetérias de um sistema
ainda é uma trajetéria deste sistema. Com esse resultado é possivel definir uma operacao
entre as classes de homotopias de trajetorias de um sistema. Outro ponto abordado é estender
ao contexto de um sistema de Young a nocao de trajetérias regulares de equagoes diferenciais
ordindrias pertencentes a um sistema de controle. Nesta direcao obtivemos um resultado o
qual diz que a concatenacao entre uma trajetoria regular e qualquer outra trajetoria produz
uma trajetoria regular. Por fim, estudamos como o conceito de homotopia entre trajetorias
de um sistema rugoso se relaciona com conjugacgao de sistemas e com equagoes diferenciais

estocasticas.
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ABSTRACT

This work accosts unusual homotopy between solutions of equations belonging to a
collection of equations. Each collection of equations is called by system and in this work are
considered two types of systems, Young systems and rough systems. Under certain conditions,
we show that a set of points accessible from an Young system admits covering and a similar
result for rough systems is also valid. Furthermore, we show that the concatenation of
trajectories of a system is also a trajectory of the system. With this result it is possible
to define an operation between the classes of homotopy between trajectories of a system.
Another point discussed is to extend to the context of trajectories of an Young system the
notion of regularity of trajectories of ordinary differential equations belonging to a control
system. In this way we obtain a result which says that the concatenation of a regular
trajectory and any other trajectory produces a regular trajectory. Finally, we study how
the concept of homotopy between trajectories of a rough system relates with conjugation of

systems and stochastic differential equations.
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INTRODUCAO

Uma homotopia pode ser entendida como uma deformagao continua entre duas aplicacoes
continuas. Dentre as homotopias de maior interesse estao aquelas cujas aplicagoes que se

deformam sao caminhos continuos sobre um determinado espaco topolégico M.

Suponha que num espago topologico M nao dispomos, nao conhecemos, ou ainda, nao
controlamos todos os possiveis caminhos continuos tomando valores em M, mas que ape-
nas temos controle sobre uma parte dos possiveis caminhos continuos tomando valores em
M. Uma questao natural que surge é a seguinte: Ainda é possivel realizar homotopias so-
mente entre caminhos continuos em M sobre os quais temos controle? Se sim, esta nocao de

homotopia se difere da nogao usual de homotopia?

Tais questdes foram tratadas por Colonius, Kizil e San Martin [2] no contexto em que os
caminhos sob os quais se tem controle sao as solugoes de um sistema controlado de equagoes
diferenciais ordindrias e as homotopias entre estas solugoes receberam o nome de homotopias

monotonicas.

Nesta tese, trataremos sobre as questoes acima mencionadas no contexto de sistemas de
Young e no contexto de sistemas rugosos. Outras questoes relacionadas ao estudo de homo-
topias monotonicas dos sistemas citados também serao abordadas aqui, a saber, construcao
de recobrimento via homotopia monotonica, estudo de trajetérias regulares de sistemas de
Young, relacao entre homotopia monotonica e conjugacao de sistemas e relacao entre homo-

topia monotonica e equagoes diferenciais estocasticas.

Dados E e E; espagos de Banach e fixada uma aplicagao f: Ey — L(E7, E3), um sistema
de Young é basicamente uma colecdo de equagoes integrais (no sentido de integracdo de

Young) do tipo
v = yo+ Jo fys) dX, (1)



onde cada uma das equacoes é obtida escolhendo um integrador X num certo conjunto A
de integradores. Neste caso, os integradores sao caminhos continuos com p-variagao finita
tomado valores em F; e as solugoes “y” das equagoes acima, quando existirem, sao caminhos
continuos com p-variacao finita tomado valores em F,. Deste modo, integrais no sentido de
Young presentes num sistema de Young sao generalizagoes de integrais no sentido Riemann,

visto que seus integradores nao se restringem apenas ao integrador “dt”.

Um sistema de controle evoluindo sobre R”, com equacoes do tipo

§ = wi(y) (2)

onde cada controle w é um caminho continuo tomando valores num subespaco de dimensao
finita £/ do espago dos campos de vetores sobre R", pode ser visto como um sistema de Young,
bastando para isto considerar uma aplicagao f: R” — L(E,R") dada por f(y)(w) = w(y) e
considerar para cada controle w; o integrador X;" = fot ws ds. De fato, no caso em que X é
um integrador de classe O tem-se que [, f(ys) dXs = [ f(ys)(X,) ds e como X = wy, segue
que y; = Yo + fot fys)dX, e gy = w(y) sdo equagdes equivalentes.

Um sistema de Young qualquer pode ter equacoes dirigidas por integradores mais gerais
do que integradores de classe C!, como por exemplo, integradores com p-variacao finita,
sendo p um valor alto. Em outras palavras, os integradores de um sistema de Young podem
ser bastante irregulares, o que implica no sistema de Young ter solucoes bastante irregu-
lares, podendo estas solucoes inclusive nao serem diferenciaveis em todos os pontos dos seus

dominios, o que nao ocorre com as solucoes de um sistema de controle.

O segundo tipo de sistema considerado neste trabalho sao os sistemas rugosos, cujas
equagoes sao dirigidas por caminhos chamados rugosos. Os caminhos rugosos sao caminhos
tomando valores em um grupo de Lie, cujos elementos sao seqiiéncias truncadas de integrais

iteradas no sentido de Young.

Para as homotopias abordadas nesta tese, os objetos a serem avaliados como homotépicos
sao trajetérias, isto é, solugoes dadas por equacoes de um sistema, seja este um sistema
de Young ou um sistema rugoso. Nestas homotopias, além das condig¢oes usuais exigidas
para que se tenha uma deformagao continua de uma trajetéria em outra (trajetérias vistas
a principio apenas como caminhos), exigem-se ainda condigoes adicionais, a saber, que as
curvas intermediarias sejam também trajetorias do sistema em questao e que a continuidade

da homotopia seja com respeito a topologia do espago de trajetorias.



Objetivos

Os objetivos desta tese sao essencialmente treés.

O primeiro constitui-se em estender ao contexto de sistemas de Young os principais re-
sultados associados ao conceito de homotopia monotonica para sistemas de controle. Dentre
os resultados, citamos a construcao de recobrimento para um conjunto de acessibilidade de

um sistema e resultados relacionados ao conceito de regularidade de uma trajetoria.

O segundo objetivo é construir uma nogao analoga de homotopia monotonica para as
trajetérias de um sistema rugoso, e para tanto, se faz necessario mostrar que concatenacao de
duas trajetorias de um sistema rugoso ainda é uma trajetéria deste sistema, algo fundamental
se quisermos ter um produto entre classes de equivaléncia dada pela relagao de homotopia

entre as trajetérias do sistema.

Por fim, o terceiro objetivo é estudar como o conceito de homotopia monotonica entre
trajetorias de um sistema rugoso se relaciona com conjugacao de sistemas e com equacgoes

diferencias estocdsticas.

Estrutura dos Toépicos Apresentados

Abaixo segue um resumo do contetido da tese, qual foi dividido em cinco capitulos.

Capitulo 1

No capitulo 1 é apresentada a nocao de sistema de Young, que nada mais é do que uma
colecao de equagoes indexadas por parametros tomados num subconjunto apropriado de um

espaco de caminhos.

A definicdo de sistema de Young exige o conhecimento prévio de alguns objetos ma-
tematicos, que sao eles: os caminhos de p-variacao finita, aos quais se destina a secao 1.1,
as aproximacoes poligonais de caminhos de p-variagao finita, vistas na se¢ao 1.2, e as inte-
grais no sentido de Young, cuja existéncia é garantida pelo Teorema de Young, sendo estas

integrais e o teorema citado abordados na secao 1.3.

Na secao 1.4 apresentaremos as equacoes integrais no sentido de Young e comentamos

sobre resultados de existéncia e unicidade de solucoes relacionados a estas equacgoes.

O capitulo 1 é finalizado com a secao 1.5, onde formalizaremos a idéia de um sistema de

Young ¥ = (f, A, M) e do espago de suas trajetérias T(3, u,v).



Capitulo 2

O capitulo 2 trata o conceito de homotopia monotonica de trajetorias de um sistema de

Young. Na secao 2.1 provaremos o seguinte resultado:

Proposicao: Seja ¥ um sistema de Young consistente. Se Is(u, X) € T(X,u,v) e Is(v,Y) €
T(3,v,w) entdo
In(u, X) x In(v,Y) € T(Z, u,w) . (3)

O termo consistente utilizado na proposicao acima visa apenas renomear em sistemas
de Young a propriedade de existéncia e unicidade de solucao encontrada nas equacgoes de
Young presentes nos teoremas da secao 1.3. A importancia do resultado acima é que ele
déa consisténcia a definicao de produto entre classes de equivaléncia dadas pela relacao de

homotopia monotonica entre as trajetorias do sistema .

Na secao 2.2 apresentaremos a definicao de homotopia monotonica entre as trajetorias de
um sistema de Young Y, algumas propriedades desta homotopia e um exemplo de que tal

homotopia difere da homotopia usual entre caminhos continuos.

Na secao 2.3 apresentaremos um resultado que estabelece em que condigoes um conjunto
de pontos acessiveis A(X, z) de um sistema > admite recobrimento. Em outras palavras, na

secao 2.3 demonstraremos o seguinte resultado:

Teorema: Sejam p € [1,00) e ¥ = (f, A, M) um sistema consistente com p -varia¢do. Se
A contém algum sinal constante e A(X,z) € localmente conexo por trajetdrias de ¥ e semi-

localmente simplesmente conezxo por trajetorias de 3, entdo A(X,x) admite recobrimento.

Na secao 2.4 apresentaremos uma caracterizacao que possibilita decidir se duas trajetorias

em 7'(X,u) sdo ou ndo monotonicamente homotdpicas.

Capitulo 3

No capitulo 3 estudaremos as trajetérias regulares de um sistema de Young. Na segao 3.1
definiremos trajetorias regulares e apresentaremos propriedades basicas associadas, enquanto
que nas secgoes 3.2 e 3.3 demonstraremos resultados preparatérios para obtengao dos principais
resultados deste capitulo, resultados estes apresentados na secao 3.4. Abaixo indicamos os

principais resultados da secao 3.4.

Teorema: Seja ¥ um sistema de Young regular da forma ¥ = (f,A, M). Entdo
D(e")xev) (Z1 % Zo) = (D(@7 )y 0 D(e™*)x)(Z1) + D(e")y (Ze) (4)
para todo u € M, X, Y € A e Zy, Zs € span(A).
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No teorema acima, e denota a aplicacao que associa a cada integrador X € A o ponto
final da trajetéria Is(u, X) € T(3,u), v indica o ponto e™*(X) e @?’Y denota a aplicacao

que associa a cada ponto w € M o ponto final da trajetéria Ix(w,Y) € T(3, w).

Teorema: Sejam ¥ um sistema de Young reqular, « € T(X,x,y) e f € T(X,y,2). Se a ou

B forem trajetorias requlares entdo o (3 € uma trajetoria reqular.

Na secao 3.5 definiremos homotopia monotonica regular e abordaremos alguns resultados

oriundos deste conceito.

Capitulo 4

O Capitulo 4 é dedicado a fazer uma introducao basica de caminhos rugosos. Basicamente
este capitulo introduz as defini¢oes, notacoes e resultados considerados como pré-requisitos

para se definir um caminho rugoso.

Na secao 4.1 sao apresentadas as séries formais, em especial as séries da forma

(1, [ dXu,..., [-f dXu, ®..®dX,,), (5)

0<u1 <T 0<ui<..<un<T
onde X: [0,7] — E é um caminho de p-variacao finita tomando valores no espago vetorial
E, p € [1,2) e as integrais consideradas s@o integrais no sentido de Young. Uma série formal
de integrais iteradas, como a acima, ¢ chamada de assinatura truncada de X de ordem n

com respeito ao intervalo [0,T].

Na secao 4.2 constataremos que o conjunto das assinaturas de todos os caminhos continuos
de p variagao finita tomando valores em E é um grupo de Lie, o qual denotamos por G™(FE).
A secao 4.3 tem como objetivo introduzir uma métrica invariante a esquerda para o grupo
G™(FE), a chamada métrica de Carnot-Caratheodory. Na secao 4.4 é apresentada a defini¢ao
de caminhos rugosos e na secao 4.5 sao apresentadas as equagoes dirigidas por caminhos

rugosos.

Capitulo 5

No capitulo 5 estenderemos ao contexto de sistemas rugosos resultados sobre homoto-
pias monotonica de sistemas de Young obtidos no capitulo 2. Além disso, relacionaremos a
homotopia monotonica entre trajetérias de um sistema rugoso com conjugacao de sistemas

rugosos e com equacoes diferencias estocasticas.

Na se¢ao 5.1 definiremos homotopia rugosa, que é a homotopia monotonica entre as
trajetérias de um sistema rugoso do tipo A = (f, A, M). Na secao 5.2 demonstraremos o

seguinte resultado:



Teorema: Sejam E, e Ey espagos vetoriais de dimensdo finita, uw € FEy, p € [1,00) e
f € LipP Y ( By, L(Ey, By)). Se X, Y € VWP(J,GPI(EY)) (isto é, X e Y sdo caminhos

p-rugosos geométricos com respeito a Ey) e v =1$(X)(T'), entdo
I4(X) + T(Y) = T4(X + Y) (6)

onde I't(X), I3(Y) e I4(X+Y) denotam trajetorias dadas respectivamente por X, Y e XY .

Tal resultado é um analogo do resultado principal da se¢ao 2.1, contudo no contexto de
sistemas rugosos a demonstracao se torna mais trabalhosa, na medida em que faz necessaria

a utilizacao do Teorema de Chen.

Na segao 5.3, apresentaremos a versao do teorema que diz sob quais condigoes, o conjunto
de pontos acessiveis de um sistema rugoso admite recobrimento e também apresentaremos

uma caracterizacao para homotopia rugosa entre duas trajetorias.

A segao 5.4 é dedicada a estudar a relagdo entre homotopia rugosa e conjugacao entre

dois sistemas rugosos. Nesta secao apresentamos os seguintes resultados.

Teorema: Sejam A um sistema p-rugoso com respeito ao intervalo compacto J = [0,T] e

L:Jx[0,1] = M uma aplicagao continua. Se H(s) € T(A,u,v), para todo s € [0,1], onde
H{(s)(t) = L(t, ) (7)

entao as sequintes afirmagoes sao validas:
i) Eziste uma seqiencia {H"},en C C([0,1], VI(J, Ey)) tal que

lim d,(H"(s), H(s)) =0 (8)

para todo s € [0,1] e para todo q > p.

ii) Se sup ||H(s)||ps < oo entdo H : [0,1] — T(A,u,v) € uma homotopia q-rugosa, para
s€[0,1]

todo q > p.

Teorema: Sejam A e A sistemas p -rugosos e a, 3 € T(A,u,v). Se o ~, e h € uma

conjugagdo de classe C entre A e A’ entao hoa ~, ho 3, para todo q > p.

Estes dois tltimos teoremas admitem versoes similares no contexto de sistemas de Young
e homotopias p-monotonicas entre trajetérias de um sistema de Young e além disso, as

demonstragoes sao analogas.

Por fim, na secao 5.5 relacionaremos homotopia rugosa com homotopia entre trajetérias
amostrais de uma solucao de uma equagao diferencial estocédstica. Nesta secao provaremos

os seguintes resultados.



Teorema: Sejam p € (2,3), f € Lip*(R¢, L(R4, R®)), B o movimento Browniano canénico
em R? e P a medida de Wiener associada a B. Se' Y € a unica solu¢do continua no intervalo

J da equacao diferencial estocdstica
dY, = f(Y;) o dBy (9)
com condicao inicial Yo =y € R® entao
Y(w) e T(Ay) (10)

para P -quase todo w, onde T'(A,y) denota conjunto de trajetorias iniciadas em y do sistema
D -TUgoSO

A= (f,VYP(J,G*(RY)),R?). (11)

Teorema: Sejam p € (2,3), f € Lip*(R¢, L(RY, R®)), B o movimento Browniano canénico
em R? e P a medida de Wiener associada a B. Se' Y € a unica solu¢do continua no intervalo

J da equagdo diferencial estocdstica (9) entao

—dp

suppPy =T(A,y) (12)

onde A € o sistema p-rugoso (f, V{*(J, G*(R%)),R¢).

Estes dois resultados possibilitam, através do conceito homotopia rugosa, definir uma ho-
motopia entre duas trajetérias amostrais da solu¢ao de uma equagao diferencial estocéstica,
de forma que as deformacoes intermediarias da homotopia ainda sejam trajetorias amos-
trais desta solugao. Isto permite estudar conjugacao de solucoes de equacoes diferenciais
estocédsticas como um problema relacionado a conjugacao de sistemas rugosos e nesta direcao

a homotopia rugosa é usada como critério de obstrugao para ocorréncia de conjugacao.



CAPITULO 1

SISTEMAS DE YOUNG

Uma equagao diferencial ordinéria do tipo

y=F(y), (1.1)

com condigao inicial y(0) = yo e solugdes definidas num intervalo [0,77] e tomando valores
num espaco de estados F, digamos E = R?, pode ser interpretada como uma equacio integral
do tipo

¢
o) =w+ [ Fly)ds (12)
0
com ¢t € [0,7T], onde a integral considerada é uma integral no sentido de Riemman.

Temos que as equagoes que compoem um sistema de Young sao uma generalizacao do
conceito de equagoes diferenciais ordinarias, uma vez que considerado um sentido de inte-

gracao adequado, tais equacoes sao do tipo

y(t) = o + / F(y(s)) da(s) (1.3)

com t € [0,7], onde x: [0,7] — R é um caminho continuo com uma determinada variacao.

Em outras palavras, nas equagoes diferencias ordinarias o integrador, presente nas inte-

gragoes consideradas, é sempre o caminho id: [0,T] — R dado por
id(s) =s (1.4)

enquanto numa equacao de um sistema de Young, o integrador pode ser um caminho
z: [0,7] — R totalmente diferente do caminho id: [0,7] — R.
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Nesta generalizacao uma solucao de uma equacao pertencente a um sistema de Young
pode nao ser diferenciavel em relacao ao tempo, fato que nao ocorre com as solugoes de
uma equagao diferencial ordinaria, as quais sao diferenciaveis no tempo. Neste sentido, o
ambiente das solugoes de um sistema de Young é mais amplo que o ambiente das solucoes de

uma equagao diferencial ordinaria.

1.1 Caminhos de p-Variacao Finita

Em todo o texto o conjunto de todas as partigdes D = {a =ty < ... < ty_1 < tx, = b}
de um intervalo [a, b] serd denotado por P([a,b]). Seja T > 0 e também em todo o texto
o intervalo [0, 7] serd denotado por J, o conjunto dos caminhos continuos de J em E serd
denotado por C(J, E), o conjunto dos caminhos de classe C* de J em E sers denotado por
C*(J,E), com k =1,2,... e por fim o conjunto caminhos suaves (classe C*°) de J em E serd
denotado por C**(J, E).

Definig¢ao 1.1.1. Sejam p € (0, 00) e (F, d) um espago métrico. A p-variagio de um caminho

continuo X : J — E com respeito ao subintervalo [a,b] do dominio J é definida por

1
[ X |payy = sup > (d(Xiy,, Xi))")?- (1.5)
DeP([a,b]) t; €D

Dizemos que um caminho continuo X: J — E tem p -varia¢do finita se || X||, s < oo.

Exemplo 1.1.2. Sejam (2, F,P) um espago de probabilidade
B={B;: Q—R|te[0,00)} (1.6)
um movimento Browniano. O caminho X : J — L?*(Q,P) dado por
X(t) = By (1.7)
tem 2-variacao finita. De fato,

z ||th'+1 - Xti %2 = Z E((Bti+1 - Bti>2) = Z ti—i-l - ti =T

t,eD t,eD t,eD

para todo D € P(J). Portanto, || X||s, = T2

O conjunto de todos os caminhos continuos de J em E com p-variacao finita é denotado

por VP(J, E).

Se E é um espago de Banach com respeito a uma norma || - || entdo o conjunto V*(J, E)

¢ um espaco de Banach, quando munido com a norma

[ XWveey = 1Xp.s + 1 X, (1.8)
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onde
1X ooy = sup | X (1.9)
teJ

denota a norma da convergéncia uniforme em C(J, E'). A norma descrita na expressao (1.8)
é chamada de norma da p -variag¢ao e tal norma pode ser denotada simplesmente por || X||y»

quando nao houver perigo de confusao com os espacos envolvidos em um dado contexto.

Se (E,d) é um espago métrico, entao aplicagdo do.: C(J, E) x C(J, E) — R* dada por

doo(X,Y) = supd(X3, Yy) (1.10)

ted
é uma métrica em C(J, F') chamada métrica da convergéncia uniforme.

No caso em que (E, ||-||) é um espaco de Banach, a aplicacio d,: VP(J, E)xVP(J, E) — R*
dada por

dp(X,Y) = [[X = Ylps + doo( X, Y) (1.11)

¢ uma métrica em VP(J, F) chamada métrica da p-variac¢io, a qual nada mais é do que a

métrica induzida pela norma da p-variagdo em VP(J, E), isto é,

By(X,Y) = X = ¥llps + X = Yilloos = |1 X = Ylyn (1.12)

Proposicao 1.1.3. Seja (E,d) um espago métrico. Sep € (0,1) e X: J — E € caminho

continuo com p -variacao finita entao X € constante, isto é, X(t) = X(0) para todo t € J.

Demonstracao: Seja D € P(J). Entao

d(Xt7 XO) < Z d(Xti+17 th> < maXd(Xt

t;€D

1-p P
i+17th‘) ' HX“ e
Usando a continuidade uniforme de X no intervalo compacto J, podemos tomar max d(Xy,,,, Xy,)
3
arbitrariamente pequeno tomando uma particao D, com |D| = max |, —t;| suficientemente
(2

pequeno.

Portanto, d(X;, Xo) = 0 para todo t € J, donde segue que X (t) = X (0) paratodot e J. O

Proposicao 1.1.4. Sejam (E,d) um espago métrico e X € C(J,E). Sel <p < g < o0
entao
1 X g,0 < ([ X]]p, - (1.13)

Em particular,
VY(J,E) C VP(J,E) C VY(J,E) C C(J,E). (1.14)
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Demonstracgao: Segue da desigualdade
(Xlasl )Y < (Xlail?)' 7.
m

Proposicao 1.1.5. Sejam (E,d) um espago métrico, X € C(J, E) ep € [1,00). As sequintes
afirmacoes sao verdadeiras.

i) Se p: J — J € sobrejetiva e nao-decrescente, entao

1 Xlps = [1X 0 @llps- (1.15)
it) Tem-se que
sul?]d(Xt,Xs) < |1 X||p,s - (1.16)
s,te

i) Se {X™},5¢ € uma seqiiencia em VP(J, E) que converge pontualmente ao caminho X,

entao
1 s,y < Yimm inf X g (1.17)
para todo s <t em J.
Demonstragao: i) Temos que
Zd(Xw(tiJrl)?XsD(ti))p = > d(XliJrl’Xli)p (1.18)
tieD li€p(D)

para todo D € P(J).
Da igualdade (1.18) segue que
Z d(Xip(ti+1)7 X@(ti))p < ”XHZ,J

t;€D

para todo D € P(J), donde decorre que

1X 0 @llps < 11 Xlp.s -

De modo andlogo, utilizando a igualdade (1.18) temos que || X ||, < | X o ¢||p.-

ii) Sejam s,t € J tal que s < t. Considere a particao D = {0 < s < t < T} do intervalo J.
Temos que
d(Xt7 Xs)p S Z d(Xt¢+17Xti)p S HXH;J '

t;€D

Logo,
d( Xy, Xo) < [ X]|p,s
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para todo s,t € J, donde segue que

sup d(Xe, Xs) < || X|[p.7 -

s,tedJ

iii) Sejam s < t em J. Como {X™}, 55 C VP(J, E) converge pontualmente a X segue que

2 d(Xi Xe)" = ligicgftZDd(Xfﬁ XY < liminf [ X7
i€ i€

JIs0t]
para todo D € P([s,t]).

Portanto,
X

p,[5,1] S llrllrigolf ||X(n) p,[s,t] *

]

Seja E um espago de Banach. O subespago de VP(J, E) constituido por todos os caminhos
iniciados em 0 € E é denotado por VI (J, E). A aplicagao d,: VI(J, E)xV{(J, E) — R dada
por

0(X.Y) = X = Vs (1.19)

é uma métrica e ela é equivalente a métrica d,, restrita a VJ(J, E). De fato, pelo item ii) da
Proposicao 1.1.5 temos que

X

o < X Tve = 1X T 50 X = Xoll < [ Xl + sup X, = X|| < 21X
(S s,te

para todo X € V§(J, E) e portanto
d(X,Y) < d)(X,Y) < 2d,(X,Y)

para todo X, Y € VI (J, E).

Para todo p € [1,00), 0 conjunto
DP ={X e V(JE): | X|,s <1} (1.20)

é fechado na topologia uniforme de C(J, E). De fato, se {X(™},5o C DP é uma seqiiencia

convergente na norma uniforme com lim X®™ =Y entao pelo item iii) da Proposigao 1.1.5

n—oo

temos que ||V, < lim inf [|X®™]|,; < 1, o que implica que Y € DP. Portanto DP é
fechado na topologia uniforme.

Definigao 1.1.6. Seja Ar = {(s,t) € [0,T]* : s < ¢} o conjunto simplexo. Uma aplicagao
c: Ap — R é dita uma fung¢do de controle ou um controle em [0, 7] se:

i) ¢ é continua;

ii) ¢(s,t) > 0, para todo (s,t) € Ar e ¢(t,t) = 0, para todo t € [0,T7;

iii) c(s,u) + c(u, t) < c(s,t), para todos s,u,t € J, com s < u < t.
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Observacao 1.1.7. A condicao iii) na defini¢do anterior é denominada superaditividade.

Exemplo 1.1.8. Sejam (E,d) um espa¢o métrico, p € [1,00) e X € VP(J,E). A fungado
cxp: Ar — R dada por

cxp(s,t) = | X[} (1.21)

i[s:t]

é um exemplo de controle.

O controle cx,: Ar — R, onde X € VP(J, E), ¢ uma fun¢do nao-decrescente na se-
gunda varidvel, isto é, para cada s € J fixado, a funcdo t — cx,(s,t) é nao-decrescente.

Analogamente, para cada t € J fixado, a fungao s — cx,(s,t) é ndo-crescente.

A soma finita de controles ainda é um controle. Se a soma de uma infinidade de controles
converge pontualmente, entao a soma ainda é um controle. O maximo de dois controles pode

nao ser um controle pois a superaditividade pode falhar.

Definicao 1.1.9. Dizemos que a p-variagao de um caminho continuo X : J — E é controlada

por um controle ¢: Ar — R se
1
[ X[lp,s. < (s, )7 (1.22)

para todo (s,t) € Ar.

Proposigao 1.1.10. Sejam (E,d) um espag¢o métrico, X € C(J,E), p € [1,00) e K > 0 uma
constante. Se c: Ar — R satisfaz a condi¢do de superaditividade e d(X,, X,) < Kc(u,v)'/?,
para todo (u,v) € Ar, entdo

1 X Ip, s < Ke(s, t)YP (1.23)

para todo (s,t) € Ar.

Demonstragao: Sejam (s,t) € Ar. Usando hipétese que d(X,, X,)? < KPc(u,v), para

todo (u,v) € Ar e a superaditividade de ¢ temos que

Z d(XtH_l?Xti)p = Z Kpc(ti7 tZ+1) S KPC(S, t)

t;€D t,€D

para todo D € P([s, t]).

Portanto,
1
[ XWpjs) < Kels, £)7 .
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Proposicao 1.1.11. Sejam (E,d) um espago métrico, py € [1,00) e X € VP°(J, E). Para

todo s <t em J, a aplicacdo vx sy : [po, 00) — [0,00) dada por

vx(s4(P) = | Xp,1s.0 (1.24)

¢ nao-crescente e satisfaz
lim (| X || rs.60 = | X | 15,6 - 1.25
ql\p | Hq,[ it] | ||p7[ it ( )

Demonstragao: Segue da Proposicao 1.1.4 que a fungao vy, ¢ nao-crescente. Em parti-
cular isto implica que

c(s, )P = e

existe e satisfaz
c(s,t)l/p < || X

p[sit] -

Mostremos a desigualdade inversa. Decorre do item ii) da Proposi¢ao 1.1.5 que d(X,, X,) <
X

aluv], Para todo ¢ € [p,00) e dai fazendo ¢\, p temos que
d( Xy, X,) < c(u, )P (1.26)

para todo u < v no intervalo J.

Mostremos que ¢ é superaditiva. Observe que
c(s,t) = (lim || X P=lim||X||?,.,=1limexq(s,t).
(50) = (lm X |y o)” = lim X[ = lim x5
Usando a superaditividade de cx , temos que

c(s,t) + c(t,u) = (lliilé(cxﬂ(s,t) +exq(tu)) < tlzi\nzlJ cx q(8,u) = c(s,u)

para todo s < t < u no intervalo J, ou seja, ¢ é superaditiva.

Logo, usando a desigualdade 1.26 e a superaditividade de ¢, segue pela Proposicao 1.1.10 que

1X s < (5,17
Portanto,
lim [| X g s = c(s, )" = [ X |y -
a\p

]

Definigao 1.1.12. Sejam (E,d) um espag¢o métrico e a > 0. Um caminho X : J — E € dito
a -Holder se existe uma constante K > 0 tal que d(X;, Xs) < K|t — s|*, para todo s,t € J.
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O conjunto de todos os caminhos a-Holder de J em E é denotado por H*(J,E) e o
conjunto de todos os caminhos a-Holder de J em FE iniciados em 0 € E é denotado por
M (J, E).

Sejam (€2, F,P) um espaco de probabilidade e B = {B;: 2 — R |t € [0,00)} um mo-
vimento Browniano. Vimos que o caminho X: J — L2?(2,P) dado por X(t) = B; tem
2-variacao finita. Entretanto, P-quase sempre os caminho amostrais que compoem o movi-

mento Browniano sdo a-Holder, com « € (0,1/2) (Ver [17], pagina 6). Em outras palavras,
dado a € (0,1/2), existe Q' C €2, com P(€)) = 1, tal que os caminhos X*“: J — R dados por

X“(t) = By(w) (1.27)

sao a-Holder, para todo w € 7.

Uma questao que surge é se os caminhos amostrais do movimento Browniano restritos ao

intervalo compacto J teriam P-quase sempre p-variagao finita para algum p € [1,00).

Seja p > 0. Temos que qualquer caminho (1/p)-Holder é um caminho continuo com
p-variacdo finita. De fato, se X € HY?(J, E), entdo existe uma constante K > 0 tal que
d(X;, X,) < K|t — s|'/?, para todo s,t € J. Logo,

> d( Xy, Xo )P S KP 3 [ty — Ui = KPT
t, €D t,eD

para todo D € P(J) e portanto
1X . < KTV

isto é, X € VP(J, E).

Baseado nisto, concluimos que P-quase sempre os caminhos amostrais do movimento

Browniano tem p-variagao finita, com p € (2, 00).

Proposicao 1.1.13. Sejam (E,d) um espago métrico e X € C(J,E). Se X € VP(J, E)
et — cxp(0,t) € uma funcao crescente, entao existem uma funcao crescente h: J — J e
Y € HYP(J,E) tais que

X=Yoh. (1.28)

Demonstragao: Seja X € VP(J, F). Considere a aplicagdo h: J — J dada por

T

ht) = cxp(0,T)

cexp(0,1). (1.29)

Temos que h é uma bijecao, pois cx, é uma funcao crescente.

Considere
Y =Xoh!. (1.30)
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Segue do item ii) da Proposigao 1.1.5 que

1 Xn-1) = Xn-1)I” < WX o1y h-10

para todo s <t em J e como cx, é superaditiva, segue que

V(&) =Y = [ Xn-10) = X197

< exp(h7 (), h7H(1)

< exp(0. A7 (1) — exp(0,h7(s))

— w -(hoh™'(t) —hoh™(s))
CXJJ(O,T)

== (t—s)

para todo s < t em .J, donde seque que Y € H'/?(J, E).
Portanto, X =Y o h, onde h é um funcdo crescente e Y € HY/?(J, E). ]

1.2 Aproximacoes de Caminhos de p-Variacao Finita

Definigao 1.2.1. Seja (FE, d) um espago métrico. Dizemos que T%°: [0,1] — E é um caminho
geodésico ligando os pontos a,b € E se T4*(0) = a, Y**(1) =be

d(T(s), T*(t)) = [t — s| - d(a, ) (1.31)
para todo s < t em [0, 1].

Se quaisquer dois pontos de (E, d) sao ligados por um caminho geodésico, dizemos que FE

é um espaco geodésico.

Temos que R? munido com a métrica euclidiana é um espaco geodésico. Em geral, um
espago vetorial normado (E, || - ||) é um espago geodésico. De fato, dados a,b € E, entao o

caminho y**: [0,1] — E dado por
b () = (1 = t)a+ tb (1.32)
¢ um caminho geodésico ligando os pontos a,b € E, visto que
Iy () =y (s)ll = [t = s| - [Ib = all, (1.33)

para todo s < t em [0, 1].
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Defini¢ao 1.2.2. Sejam (F,d) um espago geodésico, X € C(J,E) e D ={tp =0 < t; <
... < t, =T} uma partigdo do intervalo J. Uma aprorima¢ao geodésica de X com respeito
D é um caminho X? € C(J, E) dado por

X(t), sete D
XD(t) = Xt,7Xt, t—t; (134)
YA ’*1(m) , set e (ti7tz‘+1>
onde cada Y™+ ¢ um caminho geodésico em (F,d).
Se (E,||-||) é um espago vetorial normado, X € C(J, E) e D é uma partigdo do intervalo

J entao a aprorimacao poligonal do caminho X com respeito a D é a aproximacao geodésica

dada por

~ i+1(i) , set € (ti,tiyr)

tir1—ti

X(t), sete D
XP(t) = { o (1.35)
lembrando que cada %%+ : [0,1] — E é dado por

r-YXti?Xfiﬂ (t) — (1 — t>Xti +tX, (136)

i+1 °
Proposicao 1.2.3. Sejam (E,d) um espago geodésico e X € C(J,E). Se {Dp}n>0 € uma
seqiiencia de parti¢oes do intervalo J tais que |D,| — 0, quando n — oo, entdo qualquer
seqiiéncia {XPr},>q de aprozimagies geodésicas de X , com respeito as partigoes D,,, converge
uniformemente para X, isto €,

lim dy (X", X) =0. (1.37)

Demonstragao: Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

0sc(X,0) = sup d(Xs, Xi) <¢€/2 (1.38)

[t—s|<d
o que é possivel, uma vez que X é um caminho continuo no intervalo compacto J = [0,T] e
portanto uniformemente continuo.

Como |D,| — 0, entao existe ng € N tal que |D"| < §, para todo n > ngy. Entao tomando a

partigdo D™ e t; < t;41 dois pontos consecutivos em D™, para t € [t;, t;11] temos que

d(XPr X)) <d(XPr X))+ d( X, Xo)
d(XP, XD+ d(Xy,, Xy)
t—t;
liy1 — 1
< 20sc(X,0) <e€

d(Xtm th'+1) =+ d(XtN Xt)




CAP.1 o SISTEMAS DE YOUNG 19

para todo n > ny.

Logo
doo (X P X)) = supd(X[Pr, X;) < €
ted
para todo n > ng e portanto lim do(XP", X) =0. O

n—oo

Lema 1.2.4. Sejam E um espago de Banach e 1 <p < q. Se X,Y € VP(J, E) entdo
1X = Yllvaerey < @IX =Y lao) 700X = Yilp)s 41X = Yoy (139)
e consequentemente
1X = Yllvawe) < @IX =Yoo ) 5 (X o) + 1Y vrrm) 7 + 1X =Yl (1.40)

Demonstragao: Primeiramente mostremos que se 1 < p < g e Z € VP(J, E) entao vale a

desigualdade

12]]q. < (Sg 12— Z)' (1 Zlp.) (1.41)

De fato, tal desigualdade segue do fato que

Z Hth‘H - Zti ‘= Z HZtH»l - th‘ p”Zti+1 - th‘ P < (Sup HZt - ZS'inp Z HZti+1 - th‘ b
t;eD t;€D s,teJ t,eD
para todo D € P(J).
Agora usando a desigualdade (1.41) para Y = X — Y temos que
X =Yg < (S?g] 1X: =Yy — (X = YOI (|1 X = Y[p0)e
< (2sup [|X, = Vi) P(IX = Y lp.0)"
teJ
donde segue imediatamente as desigualdades desejadas. O]

Lema 1.2.5. Sejam E um espaco de Banach, {X™},s0 C C(J,E) e X € C(J,E) e
p € [1,00). Se X™ converge uniformemente para X, sup, | X™ ||, s < 0o e ¢ > p entdo
{X(n)}nzg converge para X na norma da q-variacao, isto €

lim dy(X™, X)=0. (1.42)

n—oo

Demonstragao: Como X™ converge uniformemente para X segue do item iii) da Pro-
posicao 1.1.5 que
X[ gy < Timn nf | X g0
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para todo s < t em .J e como sup,, || X™|,.; < co, segue que X tem p-variagdo finita.

Como X (™ converge uniformemente para X segue que sup,, || X™||..; < co. Logo

sup || X™|yn(s,5) < sup | X™||oo.s + sup | X ™|, s < o0.

Usando a desigualdade anterior e a desigualdade (1.40) do Lema 1.2.4 para X — X™ segue

que

_p n P n
1X = X yairm < @IX = XD oo )" (| X [vrmy +50p [ X lyoerm) s + 1 X = X ||

Como X ™ converge uniformemente para X (isto é, lim [|[X — X™|| ; = 0) decorre desta
dltima desigualdade que lim || X — X™||yuypm = 0, ou seja, lim dy(X™,X) = 0 como

queriamos. n

Corolario 1.2.6. Sejam E um espaco de Banach, 1 < p < q e X um subconjunto de
VP(J, E). Se X € limitado e uniformemente equicontinuo, entio X ¢é relativamente compacto
em VI(J, E).
Em particular, se ¢ é um controle em J, entao o conjunto

(X €C,E): Xo=0 ¢ ||X|ppg < c(s,)P, V(s,t) € Ar} (1.43)
¢ relativamente compacto em VI(J, E).

Demonstracao: Decorre do teorema de Arzela-Ascoli e do Lema 1.2.5. [

Teorema 1.2.7. Sejam E um espaco de Banach, 1 < p < q. Se X € VP(J,E) e {Dy}n>0
¢ uma seqiiencia de parti¢oes do intervalo J tais que |D,| — 0, quando n — oo, entdo a
seqiiéncia {XPr},>0 C VI(J, E) de aprozimagies poligonais de X converge na norma da

q-variacao para X, isto €,
dy(XPr X) — 0, quandon — co. (1.44)
Demonstragao: Uma vez que X € VP(J, F), vale a desigualdade
1XP Nl < 377X s (1.45)

para todo D € P(J) (Ver [5]).
Logo,
sup [ X7 [y < 317X |y < 00

e deste fato, juntamente com as demais hipdteses, segue pelo Lema 1.2.5 que

lim d,(XP", X)=0.

n—oo
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Sejam E um espago de Banach e p € [1,00). Denotaremos o fecho de C*°(J, E') em relagao

a métrica d, da p-variagdo no espaco VP(J, E) por V*?(J, E), ou seja,
VOr(J,E) = C=(J,E)™. (1.46)

O conjunto V9P(J, E) é um subespago vetorial fechado de V?(J, E) e portanto é um espago

de Banach. Da mesma forma

VOP(J,E) = C(J,B) " = O (J,B) (1.47)
¢ também um subespaco vetorial fechado de VP(J, E) e portanto é um espago de Banach.

Proposicao 1.2.8. Sejam E um espago de Banach e p € (1,00). Se Q C VY J, E) e
VOUJE) C ﬁdl, entdo .
Q" =Vr(J,E). (1.48)

Demonstragao: Primeiramente mostremos que

VOP(J E) c Q™.

Decorre da Proposigao 1.1.4 que se 1 < p < g < oo entao

4 d

2

Q Cﬁ@C

Usando o fato acima e a hipétese que VO (J, E) C ﬁd_l, temos que
C*(J,E) C O=(1E)" =V (J,E) c Q" c a®
donde segue que ) )
VOr(J,E) = C=(J,E)" c Q"
Agora mostremos a outra inclusao. Temos

VHJ,E) C V*P(J,E).

De fato, qualquer X € V!(J, E) pode ser aproximado uniformemente por uma sequéncia

X, € C(J, E) tal que sup || X,|1s < oo e dal usando o Lema 1.2.5 (em relagao a 1 e p)
temos a inclusao acima. !
Logo, )

QCV'(J,E) CV?(J,E) = C&(J, E) "

e portanto

Q% c CP(LE)" =V (), E)

como queriamos. O
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Como conseqiiéncia imediata da Proposicao 1.2.8 temos que

VILE)™ = V% (JE). (1.49)

Se E é um espaco de Banach e 1 < p < ¢, temos que
VP(J,E) C V(] E). (1.50)

De fato, dado X € VP(J, E), decorre do Teorema 1.2.7 que existe uma seqiiéncia {X P },en
de aproximagoes poligonais de X tal que cada XP» € V1(J E) e lim Jq(XD", X) = 0. Logo,

X eVI(J,E)" = V(] B).

1.3 Teorema Young

Sejam Ej e Fy espagos de Banach. Denote por L£(E}, E2) o conjunto de todas as aplicagoes

lineares continuas de E; em Ej.

Definicao 1.3.1. Sejam X: [a,b] — Ej e Y: [a,b] — L(E), Ey) caminhos continuos. Se o

limite
lim Z YSL(XSiH - XSz‘) (1'51>
‘D|—>O s;€D
DeP([a,b])

existe, dizemos que tal limite é uma integral de Riemann-Stieltjes de Y com respeito a X no
intervalo [a, b] e o denotamos por
[Py, dx,. (1.52)

Seja E um espago vetorial normado, X € C(J, E) e v € E. Definimos operador translagao
por v em C(J, E) como sendo a aplicacao L,: C(J, E) — C(J, E) dada por

L,(X)(s)=X(s)+wv. (1.53)

Proposigao 1.3.2. Sejam E; e Ey espagos de Banach, X € C([r,t], E1), Y € C([r,t], L(E1, E2)).
As sequintes afirmacoes sao verdadeiras.

i) Se v € Ey entio
JYedXo = [[Yod(Ly(X)), (1.54)

i) Se @: [a,b] — [r,t] é um homeomorfismo crescente entao

JEOYedX, = [J(V o), d(X 0 p),. (1.55)

iii) Se @: |a,b] — [r,t] € um homeomorfismo decrescente entdo

JEYadX, = = [1(V 0 p),d(X 0 ), (1.56)
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Demonstracao: i) Decorre da igualdade

Z }/Sz‘(XSH-l - st) = Z }/si((XSH—l + U) - (st + U)) = E }/Si(LU<X)3i+1 - LU(X)81>

s; €D s, €D s, €D
a qual é valida para todo D € P([r,t]).
ii) Seja D = {a = sp < 51 < ... < 8§ = b} e considere oD = {r = p(s9) < p(s1) < ... <

p(sk) = t}.
Temos que aplicacao ¢: P([a,b]) — P([r,t]) dada por

(D) = D (157)

é uma bije¢ao e além disso |D| — 0 se, e somente se, |pD| — 0.

Assim, denotando ¢(s;) = §; para s; € D, temos que

Z Yjﬂ (Xsijrl - ng) = Z YW(Si)(XSD(SiJrI) - X‘P(Si))

si€pD s; €D

= Z (Y o @)Sz((X o 90)81'+1 - (X o SO)Sz) .

s;€D
Segue da igualdade acima que se existe o limite de um dos termos da igualdade, entao existe
o limite do outro termo e além disso,
w(b) _ [t
Y.dX, = [IY.dX,
= lim Z YS—i(XSill - XS_Z)

leD|—0 s'coD
eDeP([rt])

= lim > (Yop),(Xow)s,, —(Xop)s)

‘D|_>0 SieD
DeP([a,b])

= ff(Y op)sd(X op)s.

iii) Decorre de maneira andloga a demonstracao do item ii). O

Proposigao 1.3.3. Sejam E; e Ey espagos de Banach. Se X € VI(J, Ey) eY € C(J,L(Ey, E»))

entao para cada t € J existe a integral
t
fOYS dXs. (1.58)
Além disso, fOtY; dXs € linear em relacdo a'Y e em relacao a X e vale que

t
oY dXillp, < (sup [Yill e z) 1 X 1o - (1.59)

Demonstracao: Veja E. Lima [14], pagina 194. O
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Uma questao que surge € se existe a integral de Riemann-Stieltjes fot Y, dX,, se por a caso

X nao tiver 1-variagao, mas sim um grau de variagao maior.

L. C. Young [28] apresentou as condigoes suficientes para que a integral f; Y, d X exista,
caso a variagao de X seja maior do que 1. Mais precisamente ele provou que a integral existe
quando X tem p-variacao finita, Y tem ¢-variacao finita e é satisfeita a condicao 110 + é > 1.
Em seguida apresentaremos uma demonstracao deste resultado baseada na demonstracao

apresentada por T. Lyons e colaboradores [17].

Teorema 1.3.4 (Young). Sejam E; e Es espacos de Banach e p,q € [1,00). Se X €
VP(J,Ey), Y e VI(J,L(Ey, Ey)) e %4—% > 1 entao para cada [s,t] C J existe a integral

[y, dX,. (1.60)
Além disso, deu dX, € VP(J, Ey) e existe um constante C,, dependente de p e q tal que

1Yo dXoullp sy < CogllY Ivaqis..cien e | X lp. s (1.61)
para todo [s,t] C J.

Demonstracao: Seja [s,t] C J.
No caso em que || X||, s,q = 0, temos que X |4 é um caminho constante, logo f;Yu dX, =0

e a condigao (1.61) é satisfeita para qualquer constante C.

No caso em que ||Y||4 s, = 0, temos que Y[ 4 é um caminho constante, logo

[V, dX, = Yi(X; — Xs)

1, Yu dXullp s < 1Yslleqm,ml1X

lembrando que neste caso, ||Y||va(is.,c(51,8.)) = [|Ysllz(e,E)-

pi[s,1]

No caso em que || X/, 5.0 # 0 e |V lgs.4 # 0, considere o caminho X : [s, ] — E; dado por
- X(t)

X(t) = (1.62)
X1,
e 0 caminho Y: [s,t] — L(Ey, Ey) dado por
y Y(#)
Y(t) = : (1.63)
Y]l

Defina c¢: A, — R por

||X||p[uu})p (||Y||q[uv]>q
c(u,v) = (— + |l - (1.64)
X pi[st] ||Y||q7[8,t]
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Segue que ¢(s,t) = 2 e ¢ controla a p-variacio de X e a g-variacio de Y em [s,].

Seja D ={ty=s <t <..<t,_1 <t, =t} uma particao do intervalo [s,t] C J e considere
r—1

JoY dX = SV (X,

Para isso removeremos pontos de D.

— X;,). Queremos limitar || [,Y dX|| g, independentemente de D.

i+1

Se D possui apenas trés pontos, retiramos o ponto intermediario ;. Se r > 2, escolhemos t;,

com ¢ € {1,...,7 — 1}, tal que

2
C(ti_l, ti—i—l) S 1 . C(S,t). (165)
Tal t; existe. De fato, suponha que c(t;_1,t;41) > =25 - ¢(s,t) para todo i € {1,...,r — 1}.
Segue disto e da superaditividade de ¢ que:
e Se r — 1 é impar, entao
2 r—1
2-¢(s,t) = (r—1) 1~c(s,t) < etz tivr) < (s, ty)+c(ty, tr—1) < 2-c(s,t). (1.66)
r—= i=1
e Ser — 1 é par, entao
r—1
2-c(s,t) = (r—1) 1~c(s,t) < Yoe(tiza, tivn) < s, tro)+c(ty, ty) < 2-¢(s,t). (1.67)
r— i=1

Logo, ¢(s,t) < ¢(s,t), o que é absurdo.
Agora, considere a partigaio D' = D° — {t;}, onde D’ = D e t; € D ¢ o ponto escolhido

acima. Temos que

”ny dX - fDIY/dXH]% = Hﬁifl (th - Xtiﬂ) + };:‘q (Xt
= ||(Y;51 - }/tz'—l)(Xt'bkl - Xti)

< ||zz - zi—lHE(ELEZ) : ||Xti+1 - XtiHEl

- th) - gifl (Xti+l - Xtifl)”EQ

41

E>

1Y:, — Ki—lHE(El’EQ) ] HXtiH — Xy, B
N ||Y a,[s,t] |X||p,[s,t]
||Y @lti-1,ti] ||X||p,[ti7ti+1]
B HY 0,[st] “XHP,[SJ}

1 1
_ <<||Y |Qv[ti—17ti])q> 4 . ((HXHpa[tiytiH])p) P
1Y Mg, X 1[50,

< C(ti—lati)% - c(t, ti—f—l)% .
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Assim,

”B?dX—jﬁ?dthgdzb i)

IN

o
-

IN

1,
P

)

r—1

t’L 1, z+1)

i—1 'L+1)

c(ti tizr) z

c(tiot, ti+1>%

~0)

’Bb—' Q=
-Q\»—-

S =
2=

1
q

De modo recursivo, para cada n = 2,...,r — 1 obtemos D" = D"~! — {t;‘_l}, onde tg."*l) €
Dt =t =5 <Y < <l 1) < tfff(i)_l) =t} je{l,.,r—n}e tg."*l) satisfaz
n—1 n—1
(él%éﬂ))ér_n-daﬂ (1.68)
e
- - 4 T
| fpn Y dX — [, dX||g, < (r —n) (1.69)
Assim,
1fp(Y = Yo)dX||g, = || [pY dX = Yo(Xs = Xo)|,
= ||fDYdX — fD,ﬂ,leXHE2
r—1 - - - -
- 1,1
1 1 — p q
= 4pTq .
nz:l (T — n>
+1 7»21
—45tq .
A (n)rte
Como
YV Y X NV = Y)) dX|
1o =505 = 1y () (7= ) I = e
als.1] [ X lp. s Y g sl X Mg st
¢ 1 1 x© 1
§(—+-):= < 00,
Gt 712231(71)11)+c11

uma vez que
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segue que
1fp (Y = Y5) dX|lg, < CogllY lla sl X llpgs. (1.70)
onde C,, = 45+ S+
Logo,
30 Lo (Y = 5) dX e, < ol g X (1.71)

para todo [s,t] C J.

Temos também que

1/pY dX g, — Ya(Xe = Xo)llgl < 1 (V' = Y) dX |5y < CogllY g s X p,s

entao
1Y dX |5 < CogllY llafs.a X llp s + 1Ys(Xe = Xo) |,

< CpgllY Mg sl X lp s, + [1Ysll 21, ) 1 Xt — X,

< CpallY Nl st X Ml s, + 1Y Noo, 11 X Mlp s

< CpgUIY llgstsy + 1Y oo, st ) I X My 15,8

< CpallY lvaqisa.cmnzan | X p, s -
Portanto

p 1Y dX|l5, < CpgllY llva(sg.cim,mapll X llp s (1.72)

para todo [s,t] C J.

Agora usaremos um argumento de aproximagao para garantir que a integral existe. Sejap’ > p
tal que I%—i—% > 1. Segue pela Teorema 1.2.7 que existe uma seqiiencia (X ™),y C V}(J, E})
de aproximacoes poligonais X tal que

lim d, (X", X)=0. (1.73)

n—oo

Além disso, para cada n € N, como X tem 1-variacio, decorre da Proposicdo 1.3.3 que

existe a integral de Riemann-Stieljes

[y, dxim = Jim [,y dx™. (1.74)

DeP([s,t])

Desta forma da € > 0 existe ng € N tal que

€

X0 = X ||y <
¢ 3Cp,q||Y||W

(1.75)

e existe 0 > 0 tal que
€
Y dX0) = [o,¥ dX 00|, < & (1.76)
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para todo D, D’ € P([s,]) satistazendo max{|D|, |D’|} < .
Logo existe 6 > 0 tal que

1[,Y dX — [,V dX||g, < ||, Y dX — [,V dX ")
+ | [pY dX " — [Y dX" g, + || [, Y dX") = [V dX| g,
<Y d(X = X)),
1Y dX T — [, Y dX T g, + | [, Y d(XT = X)| g,

< 20,0 Y Vet mp 1IX ™ = Xl (og.m) + § =€

para todo D, D’ € P([s,t]) satisfazendo max{|D|,|D’|} < 0, ou seja, existe a integral

[Y,dX, = |})i‘1£10 [LYdX . (1.77)

DeP([s,t])

Por fim, usando a desigualdade (1.72) temos que

Y dXull g = sup D> | YadXol,

DeP([s, t)t D

< sup Y (CogllVlvewre.en) IXIE 40

DeP((s.])
P
< ( pq”YHVq(Jﬁ(El E2) Sup Z HXHP tistita]
DeP([s,t]) t.eD
< (prqHYHVq(J,E(ELEz))||X||p,[s,t]) )
isto é,
1Y dXullps,g < CogllY lvas,g,eem,m2) 1 X lp s, (1.78)
para todo [s,t] C J. O

Defini¢ao 1.3.5. Sejam FE; e Fj espagos de Banach, X € C(J, Ey), Y € C(J,L(E, Es)).
Dizemos que a integral de Riemann-Stieltjes fOTYu dX, é uma integral no sentido de Young
se existem p,q € [1,00) tais que X € VP(J, Ey) Y € VU(J,L(Ey, Es)) e 713 + % > 1.

Para finalizar esta se¢ao enunciaremos uma proposicao que fornece uma descricao de uma
integral de Riemann-Stieltjes como integral de Riemann, caso o integrador seja um caminho

de classe C1.

Contudo, antes disso é importante informar sobre a notacao utilizada nesta tese para
a derivada de uma aplicacao. Dados V' e W espagos vetoriais, U C V um aberto e uma
aplicacao g: U — W diferencidvel, denotaremos a sua aplicagao derivada Dg: U — L(V, W)
avaliada num ponto u € U por Dgy,, ou seja, Dg(u) = Dgj,.
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Proposigao 1.3.6. Sejam E; e Ey espagos de Banach. Se X € CY(J, Ey) eY € C(J,L(Ey, E»))
entao
JyYedX, = [[Yi(X,)ds, (1.79)

para todo t € J, onde X: J — Ey é o caminho derivada dado por X (t) = DX(1).

Demonstracao: Veja E. Lima [14], pagina 195. O

1.4 Sistemas de Young

Nesta secao nés propomos dar uma notacao mais formal para uma colecao de equagoes
integrais (no sentido de Young) cujos integradores sao caminhos continuos com p-varia¢ao

finita. A cada uma destas colecoes de equacoes demos a denominacao de sistema de Young.

Proposicao 1.4.1. Sejam Vy e V5 espacos de Banach, f: Vi — Vo uma aplicagao Holder
continua com expoente v € (0,1] e Y € VP(J, V1), com p € [1,00). Entao foY € V%(J, Vs)

e existe um constante C' > 0 tal que
If oYz s < ClYlvruw) - (1.80)

Demonstragao: Como f: V] — V5 é Holder continuo com expoente v € (0, 1], entao existe

uma constante C' > 0 tal que
1] (u) = f(0)llve < Cllu—vlfy, - (1.81)
Entao para toda particao D € P(J) temos que

||fOY||%,J: ( sup Z ||f(Y;1+1)_f(}/;z>||;);
DeP(J) t;eDCJ
p)%

< ( sup Z O%”Yizﬂ - Yﬂ
DeP(J) t;eDCJ

=C ( sup Z ||)/ti+1 - }/tz”p)

DeP(J) t;eDCJ

=C|Y,; <ClIYys -
O
Observagao 1.4.2. Sejam f: V), — V5 uma aplicagao Holder continua com expoente v €

(0,1] e Y € VP(J,V}), com p € [1,00). Estudar a continuidade da aplicagdo ¥ — f(Y)

¢ uma problema dificil. O que verificamos com alguma facilidade é que se uma seqiiéncia
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{Y™1, oo CVP(J,V}) étal que lim d,(Y™,Y) = 0, entdo a seqiiencia { f(¥;,)},>0 ¢ limitada
na norma da £ -variagao e Jin;oncfojf(Yn), f(Y)) = 0. Dai, usando o Lema 1.2.4 temos que
lim d%(f(Yn), f(Y)) =0, para todo ¢ > p, isto é, a seqiiencia { f(Y,) }n>0 converge na norma
Zlgog -variagao para f(Y'), para todo ¢ > p.

Observagao 1.4.3. Um outro ponto importante a mencionar é que se f: Ey — L(Ey, Es) é
uma aplicagdo Holder continua com expoente v € (0,1] e se Y € VP(J, Ey) entao de acordo
com a Proposicao 1.4.1 tem-se que foY € V%(J, L(E, Ey)). Desta forma, se X € VP(J, E)
e foY € V%(J, L(E,, Ey)), para poder utilizar o Teorema de Young e assim garantir que a
integral [, f(Y;)dX, existe é suficiente que a desigualdade

Ly
- +-—>1&1+y>p (1.82)
p p

seja valida, e uma vez vélida, esta desigualdade implica que p € [1,2), visto que v € (0, 1].

Dado um numero real v € (0,00), denotaremos por |v|, o maior inteiro estritamente

menor do que 7, isto é,

v=[y]+{v}, onde |y] €Ne {v} € (0,1]. (1.83)

Definigao 1.4.4. Sejam V; e V; dois espagos vetoriais normados e v € (0, 00). Uma aplicacao
f: Vi — V4, é chamada de vy -Lipschitz se f é || -vezes continuamente diferencidvel e existe
um constante C' > 0 tal que:

i) sup,ev, |f®)(z)|| < C, para k =0,...,|v], onde f*) denota a k-éssima derivada de f;
ii) || f0D (@) — D ()| < Cllz - y||}}’, para todo &,y € V4.

Denotamos o conjunto das aplicagoes de V; em V5 que sao 7 -Lipschitz por Lip?(Vi, V3) e

ressaltamos que o nimero vy é chamado de expoente Lipschtiz.

Defini¢ao 1.4.5. Sejam E; e F, espagos de Banach, p € [1,00), A C VP(J,Ey) e f €
Lip"(Ey, L(E1, E3)), com v € (0,00). Para cada X € A e para cada u € Fy dizemos que um

caminho a € C(J, Ey) é uma solugdo para a equagao de Young

dY = f(Y)dX
JY) (1.84)
YE) =uc E2
se a € VP(J, Ey) e satisfaz
a; =u+ [) flas)dX, (1.85)

para todo t € J, onde a integral f;f(as) dX, é uma integral no sentido de Young.
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A aplicac@o f na defini¢ao acima é chamada de campo, o caminho X de sinal (ou controle)
de integracao e o elemento u de de condigao inicial. E importante mencionar que uma
solugao para a equacao de Young (1.84) pode nao ser diferencidvel com respeito aos pontos

do intervalo J.

Teorema 1.4.6 (Cauchy-Peano). Sejam E; e Ey espagos de Banach, p € [1,2) ey € (0,1].
Se X € VP(J,Ey), [ € Lip"(Ey, L(Ey, Es)) e 1 +7 > p, entao para todo u € Ey a equagdo

dY = f(Y)dX (1.56)
Yo=ue€ E,

admite solucao.

Demonstragao: Veja T. Lyons [17], pagina 16. O

Teorema 1.4.7 (Picard-Lindel6f). Sejam E; e Fy espagos de Banach, p € [1,2) e vy €
(1,2]. Se X € VP(J, Ey), f € Lip"(Ey, L(E1, Es)) e > p, entdo para todo u € Ey a equagdo

{ dy = f(Y)dX

(1.87)
Yo=ue€ E,

admite uma unica solucao.
Além disso se Ir(u, X) denota a solugcdo iniciada em uw € Ey da equagdo acima, entdo a

aplicagao

]fi EQ X Vp(J, El) — Vp(J, Eg) (188)
(u, X) — If(u, X)

€ continua.

Demonstracao: Veja T. Lyons [17], pagina 22. O

Definigao 1.4.8. Sejam E um espaco de Banach, p € [1,00) e A C VP(J, E). Dizemos que:

i) A é um conjunto fechado por reparametrizac¢oes positivas se para cada X € A e para cada
fungao ¢: J — [0,t], com ¢t € J, continua, C' por partes, sobrejetiva e nao-decrescente,

temos que X o p € A.

ii) A é um conjunto fechado por concatenagoes continuas se para cada (X,Y) € A x A temos
que X xY € A, onde

Xy, se t €[0,%]

1.89
Yorr+Xr =Yy, sete LT (1.89)

(X*Y)t:{
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Observacao 1.4.9. No item i) da definicdo anterior a exigéncia de que as funcées ¢ consi-
deradas sejam Cl por partes é colocada para que o subconjunto de V'(J, E) constituido de

caminhos C por partes seja um conjunto fechado por reparametrizacoes positivas.

Defini¢ao 1.4.10. Sejam E; e Fy espacos de Banach, 1 < p < ~, f € Lip?(Ey, L(E, Es)),
A C VP(J, Ey) um conjunto fechado por reparametrizagbes positivas e por concatenagoes

continuas e M subespaco topologico de F,. Dizemos que a tripla ¥ dada por
(f, A, M) (1.90)

é um sistema de Young com p-variacao.

Dado um sistema de Young ¥ = (f, A, M) dizemos que f é o campo, A é o conjunto de

sinais (ou controles) de integra¢ao e M é o espago de estados do sistema .

De agora em diante quando nos referirmos a um sistema de Young (f, A, M) com p-
variacao, entenderemos, mesmo nao sendo mencionado explicitamente, que este sistema esta
relacionado a espagos de Banach F; e Fs e a algum v € (p, o], onde f € Lip?(Esy, L(E, Es)),
A C VP(J,Ey) e M é subespaco topoldgico de E,. Quando for necessirio explicitar as
consideragoes acima, diremos que E; e Fy sao os espagos associados ao sistema de Young

(f, A, M).

Definigao 1.4.11. Seja ¥ um sistema de Young da forma (f, A, M) com p-variagao. Os

elementos do conjunto
T(X)={ae V() E):a=u+ [ flag)dX,, X € AeaJ) C M} (1.91)
sao chamados de trajetorias do sistema de Young 3.

Dados u,v € M, o conjunto das trajetorias do sistema X que iniciam em wu é denotado
por T'(X, u), enquanto o conjunto das trajetérias do sistema ¥ que iniciam em u e terminam

em v é denotado por T'(X, u,v). O conjunto
ABu) ={we M : w=a(T) para algum o € T(X,u)} (1.92)

é chamado de conjunto dos pontos acessiveis (ou conjunto de acessibilidade) a partir de u
com respeito ao sistema X.
Agora, construiremos alguns exemplos de sistemas de Young. Sejam R e S espacos de

Banach. Tome FE; = C¥(R, S), Fy = S e g € C*(S, R). Defina f,: Ey — L(F, Ey) dada por

fo(x)(h) = (hog)(x). (1.93)
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Temos que f, é de classe C* e
D(fy)1=(y)(h) = D(ho g)z(y). (1.94)
Sejam X* € VP(J, Ey), com i = 1,...,n. Denotamos por
X' . X", (1.95)

o menor subconjunto de VP(J, Ey) fechado por reparametrizac¢oes positivas e concatenagoes
continuas contendo X', ..., X" e X"

Tomando A = [X', ..., X"],, temos que ¥ dado por

(fg: A, 5) (1.96)

é um sistema de Young com p-variagao.

Se na construcao do exemplo genérico acima, tomarmos X*: J — E; diferencidveis entao
o sistema de Young X acima tem 1-variacao e suas trajetérias coincidem com as solugoes do
sistema de controle (F!, ..., ™) gerado pelos campos F': J x S — S dados por

F'(s,x) = ((D(X")5(1)) 0 g)(x) = (X[ 0 g)() . (1.97)
De fato, usando a Proposigao 1.3.6 temos que

dY; = fo(Y}) dX] & dY; = [,(Y))(X)) dt & Y, = X[(9(Y))) & Y, = F'(t, V).

Exemplo 1.4.12. Seja E; = L(R?* R?), By = R? e considere a transformagao linear

A(ZL’, y) = (yv _‘T) :

Entao a aplicacao fa: Fy — L(Ey, Es) é dada por

fa(z,y)(L) = (Lo A)(z,y).

Considere
A=10,X" X7

onde 0 denota o caminho constante X° = 0 e os caminhos X*: J — E;, i = 1,2, sao dados
por

th(l’, y) = (txa ty)

XE(ZE, y) = (_tyv —tZE) :
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Portanto as trajetorias do sistema de Young
(fa, A, R?)
coincidem com as solugoes do sistema de controle (veja ilustragao)

<0,Xg o A, X2 oA> — (0, A, F)

onde

Figura 1.1: Algumas trajetérias do sistema de Young (fa, A, R?).

Definigao 1.4.13. Seja X um sistema de Young da forma (f, A, M). Dizemos que o sistema
Y. é consistente se cada (u, X) € M x A estd em correspondéncia com uma tnica trajetoria
a €T (X) tal que oy = u+ fotf(as) dX,, para todo t € J, e além disso, tal correspondéncia é

continua.

Se ¥ é um sistema de Young consistente da forma (f, A, M), entao faz sentido definir a
aplicagao de Ito Is,: M x A — T(X) dada por

Is(u, X) =« (1.98)
onde
on :u—l—f(ff(ozs) dX (1.99)
para todo t € J. Segue da definicao de ¥ ser consistente que Iy, é uma aplicacao continua.
Exemplo 1.4.14. Sejam F; e E, espagos de Banach e ¥ = (f, A, E3) um sistema de Young
com p-variagao, onde p € [1,2), k > p, f € C*(Ey, L(Ey, Ey)) e A C VP(J, Ey). Entao segue

pelo Teorema de Picard-Lindelof que ¥ é consistente.



CAPITULO 2

HOMOTOPIA MONOTONICA
ASSOCIADA A SISTEMAS DE
YOUNG

Este capitulo tem por objetivo estender ao contexto de sistemas de Young resultados
associados ao conceito de homotopia monotonica para sistemas de controle. A homotopia
monotonica para trajetérias de um sistema de controle e seus resultados associados foram
apresentados por F. Colonius, E. Kizil e L. A. San Martin em [2].

2.1 Concatenacao entre Trajetorias de Young

Uma das conseqiiéncias da consisténcia de um sistema de Young, é que a concatenacgao de
duas trajetorias deste sistema ainda continua sendo uma trajetoria deste sistema. Abordamos

tal fato na seguinte proposigao.

Proposicao 2.1.1. Seja ¥ um sistema de Young consistente. Se Is(u, X) € T(X,u,v) e
In(v,Y) € T(X,v,w) entao

[E(U,X>*12(U,Y) :IE(U,X*Y) (21)

e portanto
In(u, X) x In(v,Y) € T(Z, u,w) . (2.2)

Demonstragao: Seja ¥ um sistema de Young consistente da forma (f, A, M).

35
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Usando o item ii) da Proposigao 1.3.2 temos que se t € [0,7/2], entao

([Z(’LL, X) * [Z(U> Y))(t) = Iz)(U, X)(2t)

:u—l—Off(]g(u,X)(s))dXS
= u—i—ﬁf Is(u, X)(2s)) dXos
—u+ff ((Ig(u, X) * I (v,Y))(s)) d(X % Y),.

Usando os itens i) e ii) da Proposigao 1.3.2 temos que se t € [1'/2,T], entao

(In(u, X) % I (0, Y))(t) = In(v, Y)(2t — T) + Is(u, X)(T) — I (v, Y)(0)

=v+ f f[E(U,Y)(S))dy;+u+ff([2(u,X)(8))dX5—’U

T/2

=u+ ff (Is(u, X)(2s)) dXos + ff (Is(u,Y)(2s = T)) dYos—r

T/2
T/2
=u+ Off(lg(u,X)(Qs))ngs

+szf<zz<u, Y)(25 — T)) d(L gy (Y))ao_r

T/2

=u+ ff (In(u, X) x In(v,Y))(s)) d(X * Y),

+T{2f ((Is(u, X) x Is(v,Y))(s)) d(X Y,

=u+ bff(((fg(u,X) * In(v,Y))(s)) d(X *Y)s.

Assim,
t

(Is(u, X) * Is(v,Y))(t) = u + Off((lz(u,X) * Ig(v,Y))(s)) d(X *Y),,

para todo t € J.
Por outro lado, como ¥ é consistente, temos que
t

Is(u, X xY)(t) = u+bff(fg(u,X xY)(s)) d(X *Y)s

para todo t € J.
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Mais ainda, como ¥ é consistente entao existe unicidade de solugoes neste sistema e portanto
In(u, X) * In(v,Y) = In(u, X * Y') .

m

A importancia do resultado acima é que ele da consisténcia a definicao de produto entre

classes de equivaléncia dadas pela relacao de homotopia monotonica entre as trajetorias do

sistema X.

Definigao 2.1.2. Seja ¥ um sistema de Young da forma (f, A, M). Dizemos que ¥ é um
sistema reversivel se para todo X € A temos que X! € A, onde X; ' = X7_, para todo
te0,7].

Abaixo apresentaremos um outro resultado numa linha similar ao do resultado abordado

anteriormente.

Proposicao 2.1.3. Seja X2 um sistema de Young consistente. Se ¥ € reversivel e Is(u, X ) €
T (%, u,v) entao
(Ig(u, X))t = Ix(v, X 71). (2.3)

Demonstragao: Usando o item iii) da Proposigao 1.3.2 temos que

(T2 (u, X)) (t) = (Is(u, X))(T — 1)

—u [ s X)) dX.
— = [0, X)(T — 8) dXa,

- ff(fzw, X)T = 8)) X + [ s, X)(T - o)) .
= [T X)X+ [ () (5) X,

t
= v+ [f(Is(u, X)7'(s)) dX!
0
para todo t € J.
Por outro lado, como ¥ é consistente, temos que

Is(v, X H(t) =v + Oftf(lg(u X H(s))dx;?

para todo t € J.

Mais ainda, como X é consistente entao existe unicidade de solugoes neste sistema e portanto

(Ig(u, X))t = Is(v, X 7H).
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2.2 Homotopia Monotonica em um Sistema de Young

Homotopias entre trajetorias de um sistema de controle dado por equacoes diferenciais
ordindrias foram tratadas por F. Colonius, E. Kizil e L. A. San Martin em [2]. Tais homotopias
presente neste artigo receberam o nome de homotopias monotonicas. Nesta secao nossa
proposta é apresentar uma versao de homotopia monotonica para trajetérias de um sistema

de Young.

Sejam p € [1,00), ¥ = (f,A, M) um sistema de Young com p-variagdo e F; e Fy 0s
espagos de Banach associados ao sistema . Temos que T'(X, z,y) C VP(J, Es) e portanto
consideraremos T'(X, z, y) munido com a topologia 77 induzida pela norma da p-variagdo em
VP(J, Es).

Note que

T(X,z,y) CVP(J, Ey) CVI(J, Ey) C C(J, Ey), (2.4)

para todo 1 < p < ¢ e denote por 7> a topologia induzida em T'(X,z,y) pela norma
da convergéncia uniforme em C(J, Es). Segue da expressao (1.8), a qual define a norma

p-variagao, que dado o € VP(J, E5) entao
el oo < llaxl[ve (2.5)
e portanto 7°° C 7TP.

Definigao 2.2.1. Sejam p € [1,00), ¥ um sistema Young com p-variacao e a, 3 € T(3, x,y).
Dizemos que « € p-monotonicamente homotdpica a 3 com respeito ao sistema X se existe
um caminho continuo H: [0,1] — T'(X, z,y) em relagdo a topologia 77 tal que H(0) = a e

H(1) = 5.

O caminho continuo H é chamado homotopia p-monotonica entre o e [ e usamos a
notacao o ~~, 3 para dizer que o é p-monotonicamente homotépica a 3. Também usamos a
notacao H: a ~~, 3 quando queremos indicar que H é a homotopia p-monotonica entre « e

( a ser considerada.

A relacdo ~~, é uma relacdio de equivaléncia em 7'(X). O espaco quociente dado pela

relacao de equivaléncia ~, é denotado por
I'E)=T7T%)/~, (2.6)

e para cada o € T'(X), sua classe de equivaléncia em I'(X) é denotada por [a],. Para cada

x € M o espaco quociente T(X, x),/ ~, é denotado por I'(X, z).

O proéximo resultado elementar serd ttil no resto da segao.
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Proposicao 2.2.2. Sejam p € [1,00), ¥ um sistema de Young com p-variacdo da forma
(f,A, M) ea,peT(E,xy). Sea ép-monotonicamente homotdpica a 3 com respeito ao
sistema %, entao existe uma aplica¢ao continua L: J x [0,1] — M satisfazendo:

i) L(t,0) = ay e L(t,1) = 3, para todo t € J.

i) L* € T(E,z,y), para todo s € [0,1], onde L*(t) = L(t, s).

Demonstracao: Seja H: a ~, 3. Temos que H: [0,1] — T'(X, z,y) é um caminho continuo
com respeito a topologia 7P. Como 7> C 7P entao H é continuo com respeito a topologia
7T e deste fato segue que L: J x [0,1] — M dado por

L(t,s) = H(s)(t) (2.7)

¢ uma homotopia cldssica entre os caminhos a e 3. Portanto a aplicacdo L é continua (com
respeito a topologia em M) e a verificagdo que as propriedades i) e ii) sao satisfeitas por L

segue imediatamente da defini¢ao de L. O]

Segue da Proposicao 2.2.2 que se a ~, 3 entao a >~ 3, onde ~ denota a relagao de
equivaléncia dada pela homotopia classica entre caminhos continuos. Entretanto, existem
sistemas de Young ¥ com «, f € T'(X, z, y) nos quais o ~ 3 e nao existe H: [0,1] — T(X, z,y)
tal que H: a ~, 3. Abaixo formalizamos um exemplo de A. A. Agrachev, que nos foi

comunicado oralmente por E. Kizil, o qual ilustra esta situacao mencionada.

Sejam F; = L(R3 R3) e Ey = R3. Considere a transformagao linear

A(x>y7 Z) = (_y>xa 2) ) (28>
a aplicagao fa: By — L(E, Ey) dada por
fA(:an?Z)(L) = (LOA)(Z',y7Z> (29>
e
A=10,X" X7 (2.10)

onde os caminhos X*: J — E; sao dados por
X} (z,y,2) = (to, ty, t2) e X2 (x,y,2) = (tz, —tx, —ty). (2.11)
Considere o sistema de Young > dado por
(fa,A,8%) (2.12)

o qual suas trajetérias coincidem com as solugoes do sistema de controle (0, A, F'), onde
F(z,y,2z) = (z,y,—x). Considere também u = (1,0,0) e as trajetérias o, € T(%,u,u)
dadas por

a(t) =(1,0,0) e fB(t) = (cos(2nt/T), sen(2nt/T),0). (2.13)
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Nés temos que o ~ 3, pois S? é simplesmente conexo. Entretanto, nao existe H: [0, 1] —
T(X,z,y) tal que H: a >, .

De fato, supondo que exista H : o =, (3, decorre da Proposi¢ao 2.2.2 que existe uma

aplicacao continua L: J x [0,1] — M satisfazendo:
i) L(t,0) = oy and L(t,1) = (3, para todo t € J.
ii) L* € T(X,u,u), para todo s € [0, 1], onde L*(t) = L(t,s) = H(s)(t).

Tomemos uma pequena vizinhanga W C S* de v = (1,0,0), tal que (0,1,0) ¢ W e
(0,0,1) ¢ W. Usando o fato que L é continua, entao existe algum s € [0, 1] tal que L*(J) C
W, L* # ae L*(0) = L*(T) = u, isto é, existe uma trajetéria ndo constante em forma de
loop contida em W. Mas isto é absurdo, visto que os sinais de A fornecem apenas trajetérias
do sistema 3 contidas em W que sejam diferentes de loops, como pode ser visto na ilustracao

abaixo.

3= (fa.4,5%)

Figura 2.1: Trajetérias homotépicas no sentido usual que nao sao p-monotonicamente homotdpicas.
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2.3 Recobrimento de um Conjunto de Acessibilidade

de um Sistema de Young

F. Colonius, E. Kizil e L. A. San Martin em [2] mostraram que um conjunto de acessi-
bilidade (via trajetérias regulares) de um sistema de controle admite recobrimento e para
a construcao de tal recobrimento foi utilizado o espaco das classes de equivaléncia da-
das pela relacao de homotopia monotonica entre as trajetorias regulares deste sistema de
controle. Resumidamente, para cada condigao inicial © num espaco de estados eles consi-
deraram uma aplicacao que associava a cada controle w a sua respectiva trajetéria iniciada
em u, a qual denotaram por trj,(w). Além disso, consideraram a aplicacdo de avaliacao
evy(w) = trj,(w)(T), onde T representa o tempo final. Desta forma, em [2], controles re-
gulares sdo aqueles controles, cuja derivada de D(ev,)),, é sobrejetora e trajetérias regulares

sao aquelas trajetorias provenientes de algum controle regular.

Em sistemas de Young, respeitadas as particularidades deste contexto, os sinais de in-
tegracao correspondem aos controles dados em [2] e a aplica¢ao de 1t6 Ix(u, ) corresponde
a aplicacao trajetéria trj,. Desta forma é possivel considerar no contexto de sistemas de

Young a nocao de trajetérias regulares, o que sera tratado no Capitulo 3.

Entretanto, também estamos interessados em estudar as homotopias monotonicas entre
trajetérias quaisquer de um sistema de Young, para que no capitulo 5 possamos estender
esta nogao a trajetérias quaisquer de um sistema rugoso e por fim, através do teorema do
suporte de Stroock Varadham, relacionar tais homotopias com as trajetérias amostrais de

um processo estocastico solucao de uma equagao diferencial estocastica.

Devido a este interesse de se estudar homotopias monotonicas entre trajetérias quais-
quer de um sistema de Young, nesta secao mostraremos que, sob determinadas condigoes,
um conjunto de acessibilidade (via trajetérias quaisquer) de um sistema de Young com p-
variacao admite recobrimento e também utilizaremos o espaco das classes de equivaléncia
dadas pela relacao de homotopia p-monotonica entre as trajetérias do sistema de Young para
tal finalidade.

As condigoes para a construcao deste recobrimento sao condi¢oes de natureza topolédgica
relacionadas as trajetorias do sistema de Young e desta forma nos basearemos nas técnicas
encontradas na construcao de recobrimentos utilizando o espaco de classes de homotopia
classica entre caminhos continuos sobre um espaco topologico, como pode ser conferido em M.
J. Greenberg e J. R. Happer [6]. As técnicas baseadas em [6] e empregadas aqui s@o diferentes
das técnicas empregadas em [2], nas quais o espago das classes de equivaléncia (segundo
relagdo de homotopia p-monotonica) é munido de uma estrutura de variedade diferencidvel

obtida através de uma familia de injegoes, o que serd discutido na se¢ao 5 do capitulo 3.
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Proposicao 2.3.1. Sejam X um sistema de Young consistente, ag, o € T(X,x,y) € By, 1 €

T(X,y,2). Seag =, aq e Py, f1 entao ag * By 2 oy * By

Demonstracao: Se ag ~, «a;, entao existe F' tal que I’ : ap ~, o e da mesma forma, se
Bo =~ (1, entao existe G tal que G : By =, B1.

Para cada s € [0, 1], temos que F(s) € T(X,z,y) e G(s) € T(X,y,z). Assim, resulta pela
Proposicao 2.1.1 que F(s) * G(s) € T(X, z, z), para cada s € [0, 1].
Defina H: [0,1] — T(%, z, z) por

F(s)(2t), set € [0,7/2]
H(s)(t) = (F G t) = 2.14
(5)(t) = (F(s)  G(s)(0) {G(S)@t_m te (2.14)
Segue que H é uma homotopia p-monotonica entre as trajetorias ag * By e oy * (. O

Sejam p € [1, 00), X um sistema de Young com p-variacao, [a], € I'(X, z) e [5], € I'(¥, y),

onde ar = y. Definimos o produto de [a], por [3], da seguinte forma:

o], 18], = [+ 8], - (2.15)

A Proposicao 2.3.1 garante que este produto nao depende da escolha das trajetérias que
representam as classes [a] e [, isto &, se [a], =[] e [B], = [#], entdo [a * B], = [a' * ] .
Analogamente, se ¥ é um sistema de Young reversivel com p-variagdo, p € [1,00), e

[a]p € I'(X, z) entao definimos sua classe inversa por
[, =[a],. (2.16)

Sejam > um sistema de Young com p-variacao da forma (f, A, M). Se o € A é um sinal
constante e x € M entdo o caminho ¢,: J — M dado por ¢,(t) = x é uma trajetéria de 3.
Dito de outra forma, se A contém algum sinal constante o, entdo ¢, € T'(%, z, z), para todo
x € M. De fato, para todo t € J segue que

t

() —x=0= {f(cz(s)) dos . (2.17)

Proposigao 2.3.2. Sejam ¥ um sistema de Young consistente com p -variagdo, o« € T(X, z,y),
BeT(X,y,z) eyeT(E,z,w). As sequintes afirmagoes sao vdlidas:

i) Se A contém algum sinal constante e a~' € T(Z,y, ), entdo [a], [a];l = [cil, €

[a];l [a], = [cy], . onde ci(t) =z e cy(t) =y, para todo t € J.
it) Se A contém algum sinal constante, entdo [c.], o], = [a], = [a], [c,],.

wi) ([od,, [61,) [e] = [a], (18], [a]).
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Demonstracao: As provas destas propriedades sao similares as provas das mesmas proprie-

dades no caso da homotopia classica. O

Sejam p € [1,00) e ¥ um sistema de Young consistente com p-variagao. Considere a

aplicacdo ex: I'(X, z) — A(X, z) dada por
es(lal,) = a(T). (2.18)
Sejam y € A(X,x) e 8 € T(Z,y). Podemos definir o caminho 3: J — T(X,y), onde para

cada s € J, a trajetéria §,: J — M é dada por

Bs(t) = B((s/T) - t). (2.19)

Note que cada aplicacdo 3s: J — M é uma trajetéria, pois A é fechado por reparame-
trizagdes positivas e ¥ é um sistema consistente. Mais ainda, usando o fato que y € A(3, x)
e a Proposicio (2.1.1) temos que 3,(J) C A(X, ), para cada s € J.

Como y € A(X,z) entao T(X, x,y) # (). Portanto, para cada o € T'(X, z,y), podemos
definir o caminho *: J — T'(X, z) dado por

B = ax* 3, (2.20)

e podemos definir também o caminho 3%: J — ['(3, z) dado por
br=laxb], . (2.21)

Mais ainda, temos que
en 03 = 0. (2.22)

Diante das consideragoes acima apresentaremos o seguinte resultado.

Proposicao 2.3.3. Sejam p € [1,00), X um sistema de Young consistente com p -variagao,
(X, z) munido com alguma topologia T, oy, € T(X,2,y) e f € T(X,y). Se os caminhos

g J — [(3,x), comi = 1,2, sao continuos com respeito a T e ex: I'(X,2) — A(3, x)

satisfaz a propriedade de levantamento unico entao a sequinte propriedade € valida:

[aa], [Bl, = [e], 18], & [ai], = [aa], - (2.23)

Demonstragao: Se [a;], = [az], segue da Proposicao 2.3.1 que [a1], [5], = [az], [5],

Se [eu], [B], = [a2], 8], entao Bo1(T) = $*2(T). Como os caminhos % sao continuos e
€x 0 % = 3, para i = 1,2, entdao G e (% sao levantamentos dos caminho [ a partir de
B (T) = e (T). Como €5 tem a propriedade de levantamento tnico entao o = o2 ¢
portanto 3°1(0) = 3°2(0), isto é, 1], =[] O
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Defini¢ao 2.3.4. Sejam p € [1,00) e X um sistema de Young consistente com p-variagao.
Dizemos que ¥ tem a propriedade de cancelamento a direita se para todo oy, aq, 5 € T(X)

tal que aq x 3 ~, ap * 3, temos que a; >, a.
Portanto, em um sistema ¥ com a propriedade de cancelamento a direita vale:

[oa], 18], = lev], [6], = [ea], = loa], - (2.24)

No caso em que ¥ = (f,A, M) é um sistema de Young consistente reversivel e A contém

algum caminho constante, entao Y tem a propriedade de cancelamento a direita.

Agora, considere ¥ = (f, A, M) um sistema de Young consistente, A contendo algum

sinal constante e B> a familia de todos os conjuntos da forma
o, W], = {lax ], : B € T(Z,a(T)) e B(J) C W}, (2.25)

onde a € T'(X,x) e W é uma vizinhanca aberta de a(T") em M. Temos que:

DIz = U  [o,W],.

[a,W]pEB%;
ii) Se [7], € [an, Wi], N oz, W2],,, entdo [y, Wi N Wa], C [ar, Wi, N [as, W] .
De fato, [v], € [, Wi], N a2, Wa],,, entédo [y, Wi, C [ei, Wi],, para i = 1,2 e portanto
[y Wi W, C [y, Wi], 0 [y, Wa], C [an, WA, N [aa, W2,
Portanto, a familia B> ¢ uma base topoldgica em I'(3, z) e a topologia gerada por B>
em I'(X, x) é denotada por 7.=.
Sejam [o, V], € By ey € ex([a,V],). Entao existe [y],

Logo, [7], = [a*3],, com B(J) C V, e conseqiientemente y = yr = fr € V. Portanto
ex([e, V],) C V.

€ [, V], tal que 77 = y.

Definigao 2.3.5. Sejam > um sistema de Young da forma (f, A, M) e A um subespagco
topologico de M.

i) Dizemos que A é conezo por trajetdrias de 3 se
{a e T(X,u,v):a(J)C A} #10 (2.26)

para todo (u,v) € A x A.

ii) Dizemos que A é localmente conexo por trajetorias de X se para cada y € A e para cada

vizinhanga W, 3 y em A existe uma vizinhanca aberta V, tal que y € V, C W, e
{a e T(Z,u,v):a(J)CV,}#0 (2.27)

para todo (u,v) € V,, x V.
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Exemplo 2.3.6. Considere o sistema de Young 31 = (g, A;, R?), onde g: R? — L(R3 R?) ¢
dada por

g(x,y)(a,b,c) = (a—c,b—c) (2.28)
e Ay = [0, X', X? X3, sendo cada caminho X*: J — R3, ¢ = 1,2,3, dado por
X} = (t,0,0)
X?=1(0,t,0) (2.29)
X} =1(0,0,t).

O sistema X, nao é reversivel, R? é conexo por trajetérias de ¥, e localmente conexo por

trajetorias de ;.
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Figura 2.2: Conexidade e conexidade local por trajetérias do sistema de Young ¥;.

J& o conjunto A = {(z,y) € R?|x € Q} U {(z,y) € R?|y = 0} nao é conexo por trajetérias

de Y1 e também nao é localmente conexo por trajetérias de ;.

Exemplo 2.3.7. Considere o sistema de Young 3y = (h, Ay, R?), onde h: R* — L(R? R?)
¢ dada por

h(z,y)(a,b) = (a,b) (2.30)
e Ay =10, X', — X1 X? —X?] sendo cada caminho X*: J — R? i = 1,2, dado por
th = (£,0)
X2 =(0,1). (2.31)

O sistema Y, é reversivel e R? é localmente conexo por trajetérias de Yy e conexo por

trajetorias de Y.
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Figura 2.3: Conexidade e conexidade local por trajetérias do sistema de Young ¥s.

J& o conjunto A = {(z,y) € R?*|z € Q} U{(x,y) € R?|y = 0} é conexo por trajetérias de

Y9, mas nao ¢ localmente conexo por trajetorias de .

Proposicao 2.3.8. Sejam ¥ = (f,A, M) um sistema de Young consistente, no qual A
contém algum sinal constante, e [a, W] € BZ. Se A(X,z) € localmente conexo por trajetorias
de X entao existe [a, V], € By tal que V. C W ees([y,V],) =V, para todo v € T(X,z,y),
comy € V. Em particular, es([a,V]) = V.

Demonstragao: Como A(X,x) é localmente conexo por trajetérias de 3, entao existe um
aberto V tal que ar € V.C W e {8 € T(X,u,v) : B(J) C V} # 0, para todo u,v € V.
Sejam v € T(X,z,y), comy € Ve z € V. Como { € T(Z,u,v) : f(J) C V} # 0, para
todo u,v € V, entdo existe ' € T'(¥,y,2) tal que §'(J) C V. Assim, [yx 3], € [,V], e
conseqiientemente z = ex([v * #],) € ex([v, V1)

Logo, V' C ex([y,V],). A inclusio ex([y,V],) C V é sempre valida.

Portanto, ex([y,V],) =V, para todo v € T'(3, z,y), com y € V. ]

Definigao 2.3.9. Sejam > um sistema de Young da forma (f,A, M) e A um subespaco
topologico de M.

i) Dizemos que A é localmente simplesmente conexo por trajetérias de 3 se para todo u € A

existe uma vizinhanga W, 5 u em A satisfazendo a seguinte propriedade:

Se a,f € T(X,u,v) e a(J),B(J) C W,, entdo existe H: a =, 3, com H(J x [0,1]) C W,,.
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ii) Dizemos que A é semi-localmente simplesmente conexo por trajetorias de X se para todo

u € A existe uma vizinhanga W, > u em A satisfazendo a seguinte propriedade:
Se a, f € T(3,u,v) e a(J),B(J) C W, entdo existe H: a ~, 3. (2.32)

Segue imediatamente das defini¢oes que se A é um conjunto localmente simplesmente
conexo por trajetérias de um sistema de Young entao A é semi-localmente simplesmente

conexo por trajetorias deste mesmo sistema de Young.

Exemplo 2.3.10. Considere os sistemas de Young 3; e Y5 apresentados nos exemplos (2.3.6)
e (2.3.7) respectivamente. Temos que R? é localmente simplesmente conexo por trajetérias

de Y1 e localmente simplesmente conexo por trajetorias de 5.

Exemplo 2.3.11. Considere o sistema de Young ¥ = (h, A,R3), onde h: R? — L(R3 R3) ¢
dada por
h(z,y,z)(a,b,c) = (a,b,c) (2.33)

e A é o conjunto todos os caminhos X: .J — R3 continuos e C! por partes. As trajetérias

do sistema de Young ¥ sao translacoes em R? dos caminhos de A.

Para cada n € N, seja C,, o circulo de centro (0,1/n,0) e raio 1/n. Note que cada circulo C),
tangencia o eixo x na origem (0,0, 0).
Sejam C' = U,,C,, e A o espago obtido tomando um cone de base C' e identificando o vértice

deste cone com a origem (0,0, 0).

O espago A é semi-localmente simplesmente conexo por trajetérias de ¥, pois cada ponto
de A possui uma vizinhanga, na qual a propriedade 2.32 é satisfeita. Entretanto, A nao
é localmente simplesmente conexo por trajetorias de Y, pois dada qualquer vizinhanca W,
da origem (0,0,0), nao é possivel obter uma homotopia 1-monotoénica H: o ~; «, com
H(J x [0,1]) € W, onde o ¢ trajetéria constante (0,0,0) e o é uma trajetéria que dé
um numero inteiro positivo de voltas completas em torno de um circulo C,, para algum n

suficientemente grande.
O seguinte resultado é o resultado central deste capitulo.

Teorema 2.3.12. Sejam p € [1,00) e X um sistema consistente com p-varia¢ao da forma
(f,A,M). Se A contém algum sinal constante e A(X,x) € localmente conexo por tra-
jetorias de X e semi-localmente simplesmente conexo por trajetorias de ¥, entao a aplica¢ao
e: U(3,2) — A(X,z) é uma aplicagio de recobrimento com respeito a topologia T.> em
X, z).
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Demonstragao: Seja W um aberto em A(X, z).
Temos que [a, W], C es' (W), para todo [a, W], € B

>, e conseqiientemente e (W) € T.7.

De fato, se [7], € [, W] entdo [7], = [ * 3], para alguma trajetéria 3 tal que 5(J) C W.
Assim, yr = Or € W e [7], € et (W).

Portanto, a aplicagao ex é continua com respeito a topologia 7.*.

Sejam W € T” ey € ex(W). Entio existe [a], € W tal que ex(lal,) = y e existe [y, W] € By
tal que [a] € [y, W], C W. Assim,

[a], € [a, W], C [y, W], C w. (2.34)

Como A(X,x) é localmente conexo por trajetérias de 3, usando a Proposigao 2.3.8 entao
existe [, V], € BY tal que V.C W e ex([a, V])) = V, e usando (2.34) temos que y € V C
es(W).

Portanto ey é uma aplicagao aberta com respeito a topologia 7.>.

Seja y € A(X,z). Sendo A(X, x) um conjunto de acessibilidade, existe v € T'(X, z,y). Como
A(X, x) é semi-localmente simplesmente conexo por trajetérias de 3, existe uma vizinhanca
W, 3y em A(X, z) satisfazendo a propriedade (2.32). Tomemos [y, W,] € BZ.

Como A(X,x) é localmente conexo por trajetérias de X, decorre da Proposi¢ao 2.3.8 que

existe uma vizinhanca aberta Vj, > y tal que V,, C W, e
es(la, V) =V, (2.35)

para todo [a], € By, onde B, = {[a], : es([a],) € V, }.

Temos que cada V), satisfaz

e (V)= U [V, (2.36)

[o],€By

e dado [ov],, [ao], € B, com [ay], # [as],,, entdo

[Ozl,Vy] m[OQny] =0 ou [alvvy]

P

, o= las, Vi), - (2.37)

A verificagao de (2.36) é imediata.

Para verificar (2.37) considere [a1],, [a2], € B, e suponha que exista [a], € [, V,] N[az, V] .
Assim, [ay * Bi], = [a], = [ag * Ba] ,, com Bi(J) C V,, parai=1,2.

Como A(X,z) é localmente conexo por trajetérias, existem n € T(3, (aq)7, (o)), com
n(J) C Vy, e p € T(E, (az)r, (1)r), com pu(J) C V,. Como A(X,x) é localmente sim-

plesmente conexo por trajetérias, V, € W, A contém algum sinal constante, temos que
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[ pl, = [Canrlp © [xn], = [Carlp, onde c(a,), indica a trajetéria constante igual ao
ponto «;(7T), com i = 1,2. Entao

[ ], [wx Bul, = laal, (], 1], [Bu], = o], [0 * 1], [Bu],, = [en], [ctan ], (8],
= [al]p [51]]3 = [aq * ﬁl]p = [ag * ﬁz]p = [a2]p [52]p~

Como A(X,z) é semi-localmente simplesmente conexo por trajetérias e V,, C W, entdo

[ * ﬁl]p = [(9] ,» conseqiientemente

[ ], [B2], = |l [B2], - (2.38)

Usando novamente o fato que A(X, ) é localmente conexo por trajetdrias, ou mais especifi-
camente, usando o fato que a vizinhanca V}, (conforme descrito na prova da Proposigao 2.3.8)
satisfaz

{veT(Z,u,v):~v(J)CV,} #0 (2.39)

para todo u,v € V,, segue que existe v € T(X, (B2)r1, (82)0) tal que v(J) C V.

Assim, como A(X,z) é semi-localmente simplesmente conexo por trajetérias e V, C W,

segue que [B * 7], = [C(as)7]p € disto juntamente com a expressao (2.38), decorre que

lar %], = [az], (2.40)
isto &, [aw], € [a1,V,], e portanto [az, V)] C [au, V] .
Similarmente, [a1, V,], C [a2, V] e portanto oy, V,] ) = a2, V, ], donde-se conclui que (2.37)

é valido.
Finalmente, temos que a restri¢ao es|(,y,) € uma bijecao em V. De fato, se e(lax 31],) =

E([a*ﬁﬂp) entao Bi(T) = B(T). Como B, 3 € T(X,ar), Bi(J) C V, e Bao(J) C V,,
A(X,z) é localmente simplesmente conexo por trajetérias e V,, C W, entdo f; ~, (s e

[ Bu], = [ Bal,.

Portanto ex, é uma aplicagao de recobrimento. O

2.4 Caracterizacao da Homotopia Monotonica

Baseados nas técnicas encontradas no contexto de homotopia classica entre caminhos
apresentaremos um resultado que caracteriza quando duas trajetérias de um sistema de

Young com p-variacao sao p-monotonicamente homotdpicas.

Seja X = (f,A, M) um sistema de Young consistente tal que A contém algum sinal
constante. Suponha que A(X,z) é localmente conexo por trajetérias de ¥ e localmente
simplesmente conexo por trajetérias X. Sejam y € A(X, x) e [a], € ex!(y). Temos que 3* é

um caminho continuo com respeito a topologia 7. em I'(3, z).
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Proposicao 2.4.1. Sejam p € [1,00) e ¥ um sistema consistente com p -varia¢ao da forma
(f,A,M). Se A contém algum sinal constante e A(X, x) € localmente conexo por trajetdrias
de X2 e semi-localmente simplesmente conexo por trajetorias de 32, entao Y tem a propriedade

de cancelamento a direita.

Demonstragao: A proposicao acima satisfaz as hipéteses do Teorema 2.3.12, logo a aplicacao
e: (X, z) — A(X,z) é uma aplicacio de recobrimento com respeito a topologia 7. em
L3, x).

Toda aplicacao de recobrimento satisfaz a propriedade de levantamento tnico e a aplicacao
e: T(X,2) — A(X, x) é uma aplicacao de recobrimento (com respeito a topologia 7.7).
Como cada (% é um caminho continuo com respeito a topologia T.= e e: ['(2, z) — A(Z, x)
satisfaz a propriedade de levantamento tinico, resulta da Proposicao 2.3.3 que ¥ tem a pro-

priedade de cancelamento a direita. O
Considere a aplicacao ©,: I'(3,y) — ['(X, z) dada por

Oa([8],) = o= 5], - (2.41)

Temos que a aplicagao ©,, estd bem definida. Na verdade, usando a Proposi¢ao (2.3.1),
se [0'], = [B], entdo

Oa([81,) = a* 3], = [ox f], = Oa([A],)- (2.42)
Mais ainda, como X tem propriedade de cancelamento, se
[ ], = 0a(18],) = ©a([A],) = [ax ], (2.43)
entao
161, = (5], , (2.44)

isto é, a aplicacao ©, ¢ injetora. Além disso,

04([8],) = o * 8], = B(T). (2.45)

Teorema 2.4.2. Sejam ¥ = (f, A, M) um sistema consistente com A contendo algum sinal
constante, y € A(X,z), [a], € es'(y) e B, B2 € T(X,y). Suponha que A(X,z) € localmente
conexo por trajetorias de > e semi-localmente simplesmente conexo por trajetorias de X.
Entao, p ~, B2 se, e somente se, B?(T) = Bg(T)

Demonstracao: Se 3, ~, (; entao Bf‘(T) = @a([ﬁl]p) = @a([ﬁg]p) = B;“(T)
Reciprocamente, se f%(T") = 33(T) entao Ou([A1],) = Oa([B],) e como O, & injetora entao

[/61]]) = [62]197 isto é, 01 =, [.
]



CAPITULO 3

TRAJETORIAS REGULARES DE
UM SISTEMA DE YOUNG

F. Colonius, E. Kizil e L. A. San Martin no artigo [2] apresentaram o conceito de tra-
jetorias regulares de um sistema de controle. Tal conceito também pode ser trabalhado no
contexto de trajetorias de um sistema de Young e nds verificamos que o principal resultado
obtido por Colonius, Kizil e San Martin sobre concatenacoes de trajetorias regulares de um
sistema de controle ainda continua valido para trajetorias de um sistema de Young, muito
embora os resultados preliminares para se chegar ao resultado principal se tornem resultados
com provas mais trabalhosas. Isto ocorre pois os controles de integracao de uma equacgao de
Young nao precisam ser necessariamente caminhos diferenciaveis, o que por sua vez implica
que as férmulas utilizadas no trabalho de Colonius, Kizil e San Martin, por serem prove-
nientes de relacoes de dependéncia de parametros para equagcoes diferenciais ordinarias, nao
poderao ser aplicadas diretamente para equacoes de Young. Noés contornamos estes proble-
mas, verificando que cada uma das féormulas necessarias possuem uma versao correspondente

e apropriada para equagoes envolvendo integracoes no sentido de Young.

3.1 Trajetorias Regulares

Sejam Fj e Ey espagos de Banach. X. D. Li e T. Lyons [13] mostraram que se p € [1,2),
u€ Eye f e Lip'(Ey L(E, Es)), com |v]| >1e{y} > {p}, entdo a aplicacao

I V(T L) — VP(J, Es) (3.1)
dada por
WX = Ip(u, X) (3.2)

o1
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¢ |v| -vezes Frechet diferenciavel.

Lembre-se que I denota a aplicacao de Ito associada ao campo f, isto ¢, para cada u € Fy
e X € VP(J, Ey) fixados, If(u, X) denota a solucao da equagao

{dY F(Y)dx

V(o) u (3.3)

Note também que a condi¢ao de que |y] > 1 e {~v} > {p} implica que v > p e portanto pelo

Teorema de Picard-Lindelof a equagao acima admite uma unica solucao I7(u, X).
Mais ainda, para cada s € J e cada sinal X € VP(J, E;) temos que a equagao

{dY F(V)dx

Y(s) = (3.4)

tem um fluxo ¢/*X de difeomorfismos de classe Cl em E, (veja P. Friz [5]), isto é, para cada
(s,t) € J x J, com s < t, existe um difeomorfismo gbftx . By — F de classe C1J) dado por

o0 (u) = Iy(siu, X)(1) (3.5)
onde I¢(s;u, X)(t) é a unica solu¢ao da equagao (3.4), e este difeomorfismo satisfaz
Ol oo = ol (36)

para todor < s <t em J.

Considere a seguinte situacao. Tome E; = R, E; = R™ p € [1,2), A um subcon-
junto aberto em V%?(J, ) fechado por reparametrizagoes e concatenagoes continuas e f €
Lip"(Ey, L(E4, E5)), com |v] > 1e {y} > {p}. Além disso, suponha que M C E; é uma
variedade diferenciavel compacta, u € M, a aplicacao F': Fy — FE5 é tal que restrita a M é

um campo de vetores tangentes a M e que f(v)(A) = AF(v). Verifica-se que:

e ¥ =(f,A, M) é um sistema de Young consistente;
e a aplicacao (IJtE . By, — B, dada por
O (u) = Iy (u, X)(1) (3.7)

é um difeomorfismo de classe C'17) (e portanto de classe C'), para cada (¢, X) € J x A

e além disso, como Y é consistente tem-se que &~ (M) C M.
e a aplicagao ‘I/?” A — M dada por
WP (X) = Tn(u, X)(t) (3.8)

é aplicacdo de classe C") (e portanto de classe C') para cada (t,u) € J x M.
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As propriedades descritas acima inspiram a definir a seguinte classe de sistemas de Young.

Defini¢ao 3.1.1. Sejam p € [1,00), ¥ um sistema de Young com p-variacao da forma
(f,A, M) e E; e Ey os espagos associados a . Dizemos ¥ é um sistema reqular se as
seguintes condicoes sao satisfeitas:

i) A é aberto em V°?(J, Ey);

ii) ¥ é consistente;

iit) para cada (t, X) € J x A tem-se que ®; : Fy — F, é um difeomorfismo de classe C";
iv) para cada (t,u) € J x M tem-se que TP A C VOP(J, E)) — M ¢é uma aplicagao de

classe C*.

Observacao 3.1.2. a) Na defini¢do acima A é considerado munido com topologia induzida
pela topologia de VY?(.J, E), e esta topologia por sua vez ¢ induzida pela topologia 7, de

VP(J, Ey), onde p é o grau da variagao do sistema 3 considerado.

b) As condigoes ii) iii) e iv) sdo baseadas nas propriedades do exemplo citado anteriormente.
J& a condigao i) é uma condi¢ao técnica, uma vez que para todo caminho X € VO?(J, E))
existe uma seqliencia caminhos suaves converge na métrica da p-variacao para X (e nao
apenas na métrica da g-variagao, com ¢ > p). Tal condicdo serd utilizada em resultados que

serao vistos posteriormente.

Definigao 3.1.3. Sejam ¥ um sistema de Young regular da forma (f, A, M), X € A e

U

u € M. Dizemos que X é um sinal regular com respeito a u se a derivada D(\D? )ix €

sobrejetiva.

Num sistema de Young regular 3 da forma (f, A, M), denotaremos o conjunto dos sinais

regulares com respeito a u € M (relativamente ao sistema ¥) por A,

Definigao 3.1.4. Sejam Y um sistema de Young regular da forma (f,A, M) e a € T(X,u).

Dizemos que « é uma trajetoria reqular se existe X € A, tal que a = Ig(u, X).

Denotaremos o conjunto de todas as trajetorias regulares de 3 por T(Z), o conjunto das
trajetorias regulares de ¥ iniciando em x € U por T(E, x) e o conjunto de todas as trajetérias

regulares de X iniciando em x € U e terminando em y € M por T(Z, z,y).

O conjunto
AX,z)={ve M :v=aT) para algum o € T(X, z)} (3.9)

é chamado de conjunto de acessibilidade reqular de x com respeito a X.
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3.2 Foérmulas Relacionadas a uma Equacao de Young

Nesta secao iremos trabalhar no sentido de encontrar expressoes que descrevam as deri-

C o ) X , .
vadas das aplicagoes U, e @, onde ¥ é um sistema de Young regular. Estes resultados
sao importantes para a conclusao de outros resultados nas secoes posteriores. O primeiro

resultado é o seguinte:

Proposicao 3.2.1. Sejam p € [1,00) e Ey e Ey espagos de Banach. Se ¥ é um sistema de

Young reqular da forma (f, A, M) com p-variagcio e Ey e Ey espagos associados, entao
t t
D(¥;")x (Z) = E[Df\\yf’um(D(‘I’SE’“NX(Z)) dX, + Uff(‘l’?“(X)) dZ, (3.10)

para todo (t,u, X,Z) € J x M x A x VOP(J Ey).

Demonstragao: Como f € Lip?(Ey, L(E, E,)), com v > p, segue que f é de classe CLJ,
onde |v] > 1, entdo podemos definir a aplicagao fiEyx By — L(Es, L(Ey, Es)) dada por

~

f(z,y)(v) :/0 D fiig+a-nz) (v) dA. (3.11)

Como f é de classe C segue que Df: Ey — L(Ey, L(E1, E,)) é continua e isto implica que
f é continua.

A aplicacao f satisfaz

~

A~

fy) = flx) = fz,y)(y — ). (3.13)

De fato, a verificagao da propriedade (3.12) é imediata. Para verificar a propriedade (3.13),
considere g: [0, 1] — E5 dada por g(\) = Ay + (1 — A\)z. Entao

Fy)—f(x) = / D(fog)(\) d = / D fiogsne(Dgp) dA = f(z,4)(Dgp) = F(, 9)(y—1).

Sejam (t,u,X,Z) € J x M x A x V*(J E;) e A € R. Como X é regular (e portanto

consistente) temos que para cada (u, X) € U x A existe um tnico Iy (u, X) tal que

I, X)(0) = u + [ F I, X)(s)) dX.
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e daf usando (3.13) e considerando \ suficientemente pequeno temos que

VPN +NZ) = U7N(X) Is(u, X+ AZ)(t) — Is(u, X) (1)

A A
jf(]g(u,X + AZ)(s)) d(X + \Z) Oftf(lg(u, X)(s)) dX,
— S _ N
JFIs(u, X +AZ)(s)) = f(Is(u, X)(s)) dX

0

A
¢

- bff([z(u, X +A2)(s)d(2)s,

ou seja,
U A? — W) AL (\) + Ay (V) (3.14)
onde
A = [0z (S E R B gy )
A0 = [FWEH(X +22) d(2).. (3.16)

0

Note que ¥, é continuo e que para X € int(A) existe D(¥;"") x, uma vez que ¥ é regular.

Além disso,
UPX 4+ \Z) — U7(X)

Dy (¥,")(X) = lim < (3.17)
Dz(U;7")(X) = D) x(Z) . (3.18)

Portanto, tomando limite quando A tende a 0 na expressao (3.14), usando a continuidade
das aplicacdes f e U2 e usando (3.12) e (3.17), segue que

D(UF)x(Z) = Ofth\pg,u(X)<D<\P§’“>|x<Z>> aX, + Oftf(‘I’?’“(X)) iz..

]

Com demonstragao semelhante, apresentamos outro resultado que sera util para a proxima

Secao.
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Proposicao 3.2.2. Sejam p € [1,00) e Ey e Ey espacos de Banach. Se ¥ é um sistema de

Young reqular da forma (f, A, M) com p-variacio e Ey e Ey espacos associados, entdo
t
D(®7)u(v) = v+ [ Df gz.x ) (D(DT)u(v)) dX (3.19)
0

para todo (t,u, X,v) € J X M x A X Es.

Demonstracao: Como f € Lip"(FEs, L(Ey, Es)), com v > p, de modo andlogo a Proposicao
3.2.1, tem-se a aplicacdo continua f: Ey X Fy — L(Es, L(E4, Es)) dada por

fz,y)(v) = fol D fiix+1-n)z) () dA (3.20)
e que satisfaz
f) = fl@) = flz.y)y—x). (3.22)

Sejam (t,u, X,v) € J x M x A x Ey e A € R. Para cada w € F, temos que &, (w) satisfaz
t
O (w) = wt [F(O7 (w)) dX,, (3.23)
0
e dai considerando e A\ € R temos que

| | FR@E (a4 0)(s)) — F@5X (u)) dX,
O (A o) =0 (W) 1)

A A

donde, usando (3.22), decorre que

7% (u+ M) — 7% (u)
A

7% (u+ Av) — o7F
A

= v+ ft F@7X (ut-Mv), @7 (u))( (u))dXs. (3.25)
0

Note que @7 ¢ continuo e que para u € M existe D(<I>tE ’X)|u, um vez que X é regular. Além

disso,
DL @F¥) () = iy P LA Z B (3.26)
Dy (@) (u) = D(®)ju(v) (3.27)

Portanto, tomando limite quando A tende a 0 na expressao (3.25), usando a continuidade

das aplicacoes f e d>* ¢ usando (3.21) e (3.26), segue que

D(®;7 ) (v) = v+ bf D fgmx (0 (D(®7)u(v)) d X
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3.3 Foérmula de Variacao dos Parametros para

Equacoes de Young

A férmula de variagao de parametros para equacoes diferenciais ordinarias foi utilizada
de maneira direta por F. Colonius, E. Kizil e L. A. San Martin [2] para se obter uma férmula
ou expressao intermediaria a qual conduz ao resultado principal relacionado a concatenacao
de trajetorias regulares. Como jé foi dito anteriormente, férmulas provenientes do contexto
de equacoes diferenciais ordinarias podem nao ser aplicadas a equacoes de Young, uma vez

que as solucoes destas ultimas nao sao necessariamente diferenciaveis em relagao ao tempo.

Neste sentido, trabalhamos nesta se¢ao para encontrar uma formula apropriada no contexto
de sistemas de Young a qual cumpra um papel similar a da formula de variagao de parametros
para equacoes diferenciais ordinarias. Em outras palavras, o objetivo desta secao é o provar

o seguinte resultado.

Proposicao 3.3.1. Sejam p € [1,00) e Ey e Ey espagos de Banach. Se ¥ é um sistema de

Young reqular da forma (f, A, M) com p-variagcio e Ey e Ey espacgos associados, entdo

DY) x(Z) = D(PY),, (j(D«D?X)u)-l o F(B5 () dzs) (3.28)

para todo (t,u, X,Z) € J x M x A x VOP(J Ey).

No restante desta segao apresentaremos os resultados preliminares para se obter a prova
da Proposicao 3.3.1.

Sejam Fj e Ey espagos de Banach e considere as aplicagoes continuas Y : J — L(E, Es)

e X : J — Ey. Se existe o limite

im Y (v
IDnl—=0¢,eD,,cJ

- Y) (X (3.29)

41 'L+1)

t
entao o denotaremos por f X, dY;.
0

Lema 3.3.2. Sejam E,, Ey espagos de Banach, t € J, Y € C(J,L(Ey, Ey)) e X € C(J, Ey).
t t

A integral [Ys dX, existe se, e somente se, a integral [ X;dY; existe. Mais ainda, a equagdo
0 0

t t
Yi(Xe) = Yo(Xo) = [YsdX, + [X,dY; (3.30)
0 0

¢ vdlida.
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Demonstracgao: A prova segue das igualdades abaixo

Y;(Xt) - YE)(XO) = Z Y;fi+1 (th‘+1) - Y;f@ (th)

ti EDnCJ

- Z )/;H—l (Xti+1> - Ytz (Xti+1> + )/ti<Xti+1) - )/;;Z(th)

t, €D, CJ
= Z (ni+1 - Y )(th+1) Z Y;‘/z (XtiJrl - Xti)'
t, €D, CJ t, €D, CJ

]

Lema 3.3.3. Sejam U,V e W espacos de Banach. Se g € C(J,L(U,V)) eh € C(J,L(V,W))
entao a aplicagio k: J — L(U, W) dada por

k(t) = h(t) o g(t) (3.31)
¢ continua, ou seja, k € C(J, L(U, W)).

Demonstragao: Seja ¢ > 0.

Como g € C(J,L(U,V)) e J é um intervalo compacto entao existe uma constante C; > 0 tal
que [|g(t)||zw,vy < C1, para todo t € J. Do mesmo modo, como h € C(J, L(V,W)) e J é um
intervalo compacto entao existe uma constante Cy > 0 tal que ||h(t)||zcv,w) < Cs, para todo
teJ.

Além disso, decorre da continuidade uniforme de g € C(J, L(U,V')) que existe §; > 0 tal que
19(t) — g(s)llcw,v) < 565, sempre que [t —s| > d;. Do mesmo modo, a continuidade uniforme
de h € C(J, L(V,W)) implica que existe d, > 0 tal que [|h(t) — h(s)|lcvw) < 35, sempre
que [t — s| > ds.

Assim,
1E(t) — k(s)ll cww) = [[(h(t) © g(2)) = (h(s) o g(s))ll cw,w)
< [[h()(g() — R(&)(g(s))lcww) + [[R(E)(g(s)) — A(s)(g(s)) ]| ccww)
< h@)(g(t) = g()llcww) + [[(A(E) = h(s))(g(s)] cw.w)
< A @), ||9( ) = 9(s)llewvy + 1A(E) = h(s) [ cevwy - l9() ]l oy
< (Cy- G, + 2—01 C, =
sempre que que |t — s| > max{d;,da}.
Portanto, k € C(J, L(U,W)). O

Lema 3.3.4. Sejam FE, e E5 espacos de Banach e X um sistema de Young reqular da

forma (f,A; M) com E; e Ey espa¢os associados. Para cada s € J considere a aplica¢ao

Fs: L(Es, Ey) — L(Ey, L(Es, Ey)) dada por

[Fo(T)(@)](v) = D figzx () (T(v)(2) (3.32)
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onde (u, X) € M x A e denote L(Esy, Ey) por Wi.

As sequintes afirmacoes sao vdlidas:

i) Cada aplicagiao Fys é uma transformacgao linear continua, isto €, Fy € L(Ws, L(E1, W3)).
it) O caminho s — Fy € continuo, isto é F € C(J, L(Wy, L(Ey,Ws))).
ii1) O caminho p: J — Wy dado por

pu(t) = D@7, (3.33)
satisfaz
t
0

para todo t € J, onde Id € a transformacao identidade de Fy em FEs.

Demonstragao: i) Primeiramente verifiquemos que cada aplica¢ao Fy tem o contradominio
correto. Para isto, verificaremos que:

a) Para cada (T, z) € Wy x E) fixado, entao Fy(T)(z) € Wa.

b) Para cada T € W, fixado, entao Fi(T') € L(E;, Ws).

Note que f: By — L(Ey, Ey) e ®7%(u) € M C By, logo Df y.x ) € L(Es, L(E1, Ey)).
Sejam v,w € Fy, A € R e considere (T,z) € Wy x FE; fixo. Usando que Df\@E’X(u
L(Ey, L(Ey, Ey)), temos que

) © T e
[Fs(T)(2)](v+ A w) = D fgex,(T(v+ A w))(z)

= Df\@?’x(u) (T'(v))(x) + X~ Df\@f’x(u) (T'(w))(z)

= [F(T)(2)](v) + A [Fo(T) (@)} (w) .

Logo, Fy(T)(x) é uma transformagao linear de Fy em Fj.

Considere a constante positiva C;, 7 (dependente da escolha de s € J, z € Ey e T € W)
dada por
Csar = 1D f gz |l c(Bacion ) - 1T Iwe - 7], - (3.35)

Como
I[F(T)(@)](W)l[ 22 = 1D fg2x () (T () (@) | £, < Coor - [[V]] 22 (3.36)

para todo v € Es, segue que Fy(T')(x) é continua e

1Fs(T) (@)l < Corr- (3.37)

Portanto F(T')(z) € L(Es, Ey), como desejdvamos provar para o item a) acima.
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Sejam x,y € Fy, A € R e considere T' € W, fixo. Usando que (Df@;;,x(u) oT)(v) € L(E, Es),
para todo v € Es, temos que
[Fs(T)(z + A= y)l(v) = Dfjgzxy(T(w)(z+ A-y)
= Df gy (7)) + A Df gox o (T(0)) ()
= [F(T)(@)](v) + A [F(T)(y)](v)

)
)

para todo v € Es, ou seja,
F(T)(x+A-y) = F(T)(x) + A F(T)(y) -

Logo, Fy(T) é uma transformagao linear de F; em Ws.

Considere a constante Csr (dependente da escolha de s € J e T' € W3) dada por
Cor = 1D fip3x ) leimacier m) - 1T 2o mn) - (3.38)

Como
| Es(T) (@)|lw, < Cser = Csr - 2|1y (3.39)

para todo x € Ey, segue que Fy(T') é continua e
HFS<T)”E(E1,W2) < CS,T . (340)

Portanto Fy(T') € L(E;, W5), como desejavamos provar para o item b) acima.

Sejam S, T € W5, A € R. Usando que Df|(I>§’X(u) € L(Fy, L(E1, Ey)), temos que

[Fo(S+X-T)()](v) = Dfjgzx (S +A-T)(v))(x)
= Dfignxy(S)() + A= Dfigzxy (T(v))(y)
= [F(S)(@)](v) + A - [E(T) ()] (v)

para todo v € Fs e para todo x € Ey, ou seja,
Fo(S+X-T)=F,(S)+ X - F(T).

Logo, F, é uma transformacao linear de Wy em L(E7, W5).

Considere a constante C (dependente de s € J) dada por
Cs = ||Df‘cp§’x(u)||E(E2,E(E1,E2)) . (3.41)

Como
I E(D) e w) < Csr = Cs - || T ||, (3.42)
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para todo T" € Wy, segue que F; é continua e
||FS||£(W2,£(E1,W2)) <. (3.43)

Portanto Fs € L(W2L(Ey, W3), como desejavamos provar para o item 1i).
ii) Sejam s,t € J.

Para x € E) e T € W, fixos, considere a constante positiva C, ) . dada por
Clopyar = 1D fig2x ) = Dfje3x o lle@,cn ) - 1T, - l2le, - (3.44)

Logo
IE(T) ()] (v) = [F(T)(2)](0) |2 < Clayar - Iv]| (3.45)

donde segue que
[E(T) () = Fo(T)(2)lw, < Clsyar - (3.46)

Dai procedendo de forma andloga ao item i) e considerando a constante C(; ) r dada por

Clsr = HDf\@tE’X(u) - Df\fl)f’x(u)”ﬁ(Ezﬁ(El,Eﬂ) ' ”THE(Ez,Ez) (3.47)

tem-se que
|FUT) = Fo(T)| 2 w2) < Clspyr (3.48)

e em seguida considerando a constante C,; dada por

Cop = ||Df\q>t2’x(u) - Df‘cpE’X(u)HE(E%E(ELE2)) (3.49)
conclui-se que

| Fy = Follcown,coer,wa)) < Coy - (3.50)

Como num sistema de Young a aplicacao f é no minimo de classe C!, segue que Df é
uma aplicagdo continua e como s +— ®¥X(u) é um caminho continuo decorre que s +—
D f g2.x(,) é caminho continuo (lembre-se que D fgz.x ) denota Df(®%(u))). Assim, segue
pela continuidade de s — D f|q>sz,x (w) © pela desigualdade (3.50) que s — Fy é um caminho

continuo.

iii) Mostrar que vale a igualdade
¢
pe = 1d+ [Fy(u,) dX, (3.51)
0

é equivalente a mostrar que igualdade

i(v) = (fd . Ost<us> dxs) (v) (3.52)
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é valida para todo v € Ejs.

Como X é um sistema regular segue da Proposicao 3.2.2 que a igualdade
t
D(7)u(v) = v+ [ Df g () (D(@7F)u(v)) dX, (3.53)
0

é valida para todo v € E, e esta igualdade por sua vez é equivalente a igualdade (3.52),

donde concluimos o que desejavamos. O]

Agora apresentaremos a prova da Proposicao 3.3.1.

Demonstragao da Proposigao 3.3.1: Seja (t,u, X, Z) € J x M x A x VoP(J, Ey).
Considere o caminho n: J — L(E}, E) dado por

0(t) = (D(@77)) " o f(@ (w) = (D(®)) ™ o f(¥ (X)) (3.54)

Decorre do Lema 3.3.3 que o caminho 7 é continuo.

Agora, considere os caminhos continuos

p(t) = D(®;7), (3.55)

v(t) = Oftns Az, = bf(D((DSE’X)u)l o f(®>N(u))dZ,. (3.56)

Primeiramente provaremos o resultado para o caso em que X € ANCY(J, Ey), Z € CY(J, Ey).

Como Z € C'(J, Ey) entao segue, pela Proposicao 1.3.6, que
t .
v(t) = [ns(Zs)ds (3.57)
0

e neste caso v é diferenciavel e sua derivada é dada por
v(t) =m0 Z (3.58)

a qual também ¢é uma aplicacao continua, uma vez que é uma composicao de aplicagoes
continuas. Em resumo, no caso em que Z € C1(J, E}), temos que v também ¢é um caminho

de classe C1.

t
Se a integral [, dv, existe, segue do Lema 3.3.2 que
0

t t
pe(ve) = pe(ve) — po(vo) = [ps dvs + [vedps. (3.59)
0 0
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A integral
0ff(‘I’SE’”(X)) dZs = 6ff(‘1’§’“(X))(Zs) ds (3.60)

existe, pois é uma integral de Riemann com integrando continuo.
t

Garantiremos que a integral [, dvs existe mostrando que
0

Oftus dvy = Oftf(‘llf’“(X)) dZ;. (3.61)

Temos que

Oftf(‘l’?’"(X)) dz, = ‘j(D(CI)?X)u o (D(7)) o f(U(X))) dZs = J"us o1 dZ,
logo

t t

t _ ¢ ¢
ff(\llsz’"(X))dZs:fusonstS:f,usonsonds:f,usovsds:fusdl/s.
0 0 0 0 0

Agora mostraremos que
Oftl/s du = Ofth\PsZ’"(X) (us(vs)) dXs . (3.62)
Decorre do item iii) do Lema 3.3.4 que
= [Flj) dX. (3.63)
onde Fy: L(Esy, Ey) — L(Ey, L(Esy, Ey)) ¢ dada por
[E(T)(@))(v) = Dfigzx oy (T(0)) (@) - (3.64)
Assim, como X € C'(J, E}) segue que
= [F(n)(X.) ds (3.65)
e usando o item ii) do Lema 3.3.4 temos, neste caso, que o caminho p é diferenciavel e
e = Fupu) (X2) (3.66)

Logo,
f d, = bfusw ds = Ofthws)(Xs)(us) s

Df|q>§vx(u) (Ms(Vs))(XS) ds

Df|<p§’X(u) (1s(vs)) dXs

o o o
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como queriamos.

Usando as expressoes (3.59), (3.61) e (3.62) temos que
¢

() = [ DFWE()) () X, + gt"f(\lf?’“(X)) iz, (3.67)

Pela Proposic¢ao 3.2.1 temos que D(\I/tz’“)‘X(Z) também satisfaz a equagao (3.67) e como tal

equacao tem solugao tinica, uma vez que X, Z € C'(J, E}), segue que

D) x(2) = ().
isto é,
D(UF)x(2) = D@FY), (_Of (D@3X),) ™ o F(U54(X)) dzs) |

Por fim, a férmula ainda é vélida para X € A C VO(J, Ey) e Z € V°?(J, E;), uma
vez que C1(J, Ey) é denso em VYP(J, F;) (segundo a Proposicao 1.2.8) e que as aplicagoes

D(U7™), &7 e U sqo continuas em relacio a topologia de VO?(J, Ey). O

3.4 Concatenacao entre Trajetorias Regulares

Nesta secao mostraremos o principal resultado deste capitulo, o qual diz que num sistema
de Young a concatenagao de uma trajetoria regular com uma trajetoria qualquer produz uma

outra trajetéria regular.

Sejam ¥ um sistema de Young regular da forma (f,A,M) e u € M. A aplicagdo
ev™": A — M dada por
ev>(X) = U2 (X) (3.68)

é chamada avaliacao de ponto final do sistema Y com respeito a wu.

Como X é um sistema de Young regular decorre da Proposigao 3.3.1 que

D(ev™*)x(2) = D(@EY),, (f(D(@?vX)W 0 F(@5 () dzs) C 369)

Abaixo apresentamos uma férmula crucial para a alcancar o objetivo desta secao.
Teorema 3.4.1. Se ¥ € um sistema de Young regular da forma (f, A, M) entao
D(ev™) ) (Z % Z) = (D@E ), 0 D(v™) ) (Z2) + D(v™ )y (Ze)  (3.70)

para todou € U, X, Y € A e Zy, Zy € span(A), onde v = ev*(X).
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Demonstragao: Como ¥ é regular, segue pela Proposicao 3.3.1, ou mais especificamente

pela equagao (3.69), que

D(ev™")(xevy(Z1 % Z3) = D(®7)y, (foT(D(@f’X*Y)\u)*l o (f(TF(X *Y))d(Z: * Z2)s>

(3.71)
Usando a Proposicao 2.1.1 temos que
XY LY | a5,X
(i =®;7 o
Logo,
D((I)’_%X*Y)Iu = D(q)?y © q)f?,X)lu = D(Q?Y)@?X(u) © D(qD’_%X)Iu (3'72)

e substituindo a expressao (3.72) na expressao (3.71), segue que
D(ev™ ) o (Z1 + Z2) = D@3 (A + B) = D@3V ), () + D@F)u(B)  (373)

onde

A= D@7 ) (Jo P (D@EFY)) o (JUE(X 4 Y) d(Z + 2Z5), )

B = D@F), ([1,(D@FXY)) " o (JUEH(X +Y)) d(Zy + Z), )

Para s € [0,7/2], temos que

XxY _ 7525,X
(I)s - CI)2S

VIHX YY) = 0y (X)

donde segue, usando a Proposicao 1.3.2, que

ST (D@5, o (F(UPH(X #Y)) d(Zyx Zo)s = [ (D(@2X)) o (F(U2(X)) d(Zy),

e usando a Proposi¢ao 3.3.1 que
A= D@ ) (7 (D@F)) " o (FEUIX) d(Z),) = Dlev™)x(Z2). (374)

De modo similar, para s € [T/2,T], temos que

%Y 3,X
YN = @y 0 B

VIHX *Y) = Uy (Y)
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donde resulta, usando a Proposicao 1.3.2, que
B = D(7 ) ([ D@FN ™)) o (F(UFU(X 5 Y)) d(Zy * 20), )

= D@7 ) (S (DX <I>”>|u> Lo (D@30 ™ o (FU5 (V) d(Zo)as 1)

= D@7 )0 0 (D@F¥)) ™ (ol D@RY D)) 0 (R (Y)) d(Zo)ar )

= Jy (D@V)) o (JUIH(Y)) d(Z2),
e usando a Proposi¢ao 3.3.1 que

D@7, (B) = D@7 )y, (Jo (D@F))™ o (FWEH(Y)) d(Z2)s) = D(ev™ )y (Z) . (3.75)

Portanto, substituindo as expressoes (3.74) e (3.75) na expressao (3.73), temos que

D(ev™")(xav)(Z1 * Za) = (D(®3 )}, 0 D(ev™)x)(Z1) + D(ev™) v (Zs) .

O teorema a seguir € o resultado central deste capitulo.
Teorema 3.4.2. Sejam X um sistema de Young reqular da forma (f, A, M), a € T(2,u,v)
e €T (3, v,w). As sequintes afirmagoes sao vdlidas:

i) Se o é uma trajetoria reqular entdo o * [ € uma trajetdria regqular.

it) Se B é uma trajetoria reqular entdo o * 3 € uma trajetdria regqular.

Demonstracao: Se a e [ sao trajetdrias regulares, entao existem X € A, cAeY eA, C
A tais que a = I (u, X) e 8 = Ix(v,Y). Segue pela Proposigao 2.1.1 que a3 = Ix(u, X *Y).
Seja F 0 espaco de Banach associado ao sistema > tal que M C FE,. Abaixo constam as

demonstragoes das afirmagoes i) e ii) respectivamente.

i) Para mostramos que a * § = Iy(u, X *Y) é um trajetéria regular, basta mostrarmos que
D(\Ifg )‘X*y = D(ev )|(X*y) ¢ sobrejetiva, ou seja, basta mostrarmos que dado a € FEs,
existe Z € span(A) tal que D(ev™")x.w)(Z) = a.

Seja a € Ey. Como D((ID?’Y)‘U ¢ bijetiva entao existe b € E5 tal que

D(®7")(b) = a (3.76)
e como « é uma trajetéria regular entao existe Z; € span(A) tal que
D(ev™)x(Z1) = D(¥7")x(Z1) = b. (3.77)
Como X é um sistema regular, vale o Teorema 3.4.1, donde decorre que

D(ev™")\(xevy(Z1 % 0) = (D(@?’Y)h) o D(ev™™)x)(Z1) + D(ev™")y(0) = a.
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Assim, tomando Z = Z; % 0 temos que
D(evz’“)ux*y)(Z) =a, (3.78)

como queriamos.

Logo D(evz’“)KX*y) é sobrejetiva, o que resulta em X *Y € A,. Portanto o * 8 é uma

trajetoria regular.

ii) Da mesma forma, para mostramos que a* 3 = I (u, X *Y) é um trajetéria regular, basta

mostrarmos que dado a € E,, existe Z € span(A) tal que D(ev™")|x.v)(Z) = a.

Seja a € Ey. Como (3 é uma trajetéria regular entdo existe Zs € span(A) tal que
D(ev™")y(Zs) = D(V2") v (Z2) = a. (3.79)
Como Y ¢ sistema regular, vale o Teorema 3.4.1, donde decorre que
D(ev™") ) (0 % Z2) = (D(@77 )y © D(ev™)x)(0) + D(ev™) v (Z2) = a
Assim, tomando Z = 0 * Z5 temos que
D(ev™)x:v)(Z) = a, (3.80)

como queriamos.

Portanto, D(evz’“)KX*y) é sobrejetiva, donde resulta que X *Y € A, e a3 é uma trajetéria

regular. O

3.5 Homotopia Monotonica entre Trajetorias

Regulares

De forma similar ao capitulo 2, os resultados de homotopia p-monotonica podem ser
refeitos, para o conjunto de trajetérias regulares de um sistema de Young. Isto é o que
discutiremos nesta segao.

Definigao 3.5.1. Sejam p € [1,00), ¥ um sistema de Young regular com p-variagdo e
a, e T(E, u,v). Dizemos que a € p -monotonicamente reqular homotdpica a (3 com respeito
ao sistema ¥ se existe um caminho continuo K: [0,1] — T(X,u,v) com relacio a topologia
TP tal que K(0) = e K(1) = 3.

A aplicacao K é chamada homotopia p-monotonica reqular entre a e 3, e usamos a

notacao o ~, 3 para dizer que o ¢ p-monotonicamente regular homotépica a (.
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A relagao ~, é uma relacao de equivaléncia em T(E) O espaco quociente dado pela

relacao de equivaléncia ~, ¢ denotado por
N =7(2)/%, (3.81)

e para cada a € T(X), suas classe de equivaléncia em I'(X) sio denotadas por [a] , - Para

cada u € M o espaco quociente T(E, u),/ %, é denotado por f(Z, u).

Seja ¥ um sistema de Young regular e a, 3 € T(X). Temos que se a ~, B entdo o v,
e portanto a = 3, onde = é a relacao de equivaléncia dada pela homotopia classica entre

caminhos continuos.

Proposicao 3.5.2. Sejam ¥ um sistema de Young reqular, g,y € T(3,u,v) e fo, 31 €

T(X,v,w).

i) Se ap =, aq e By =, B1 entdo o x By =, aq * Fy.

i) Se ap >, a1 e By =2, B1 entdo ag * Py =, aq x .

Demonstracao: i) Se F': oy &, oy entdo F : o =, oy e como G : fy ~, [ entdo segue

pela Proposicao 2.3.1 que existe H : By * o =, 31 * vy, onde

F(s)(2t), setel0,%]

G(s)2t~T), sete(LT] (3.82)

H(s)(t) = {

Temos que H(s) = G(s) * F(s) € T(X,z, 2), Vs € [0,1].
De fato, por hipdtese F'(s) € T(E,a:, y) e G(s) € T(X,z,y), entao segue pelo Teorema 3.4.2
que F(s)* G(s) € T(Z,z,2). Portanto H : ag * fy =, oy * [y

ii) Segue de modo similar. O

Utilizando trajetérias regulares de um sistema de controle Y. evoluindo sobre um variedade
diferenciavel M, F. Colonius, E. Kizil e L. A. San Martin aplicando um resultado sobre
construgao de variedades a partir de uma familia de injegoes (ver [16], Lema 1, pagina 137)
verificaram que o conjunto de classes de homotopia regular I'(X, u) tem uma estrutura de
variedade diferencidvel e (€x)|ps,) ¢ uma aplicacdo de recobrimento. Fixado u € M, eles
consideraram a familia

FU = {(¢w, Aw) : we A} (3.83)

onde A, denota os controles regulares do sistema de controle no ponto u; cada A, é um
aberto difeomorfo a um aberto da variedade M (o que decorre do fato de w ser controle

regular) e cada ¢,,: A, — f‘(Z, u) é dada por

Gw = T 0 (trju)] A, (3.84)
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sendo trj, a aplicacao que associa cada controle w a sua trajetoéria iniciada em u e 7. a

projecao das trajetorias em suas classes de homotopia monotonica regular.

No contexto de um sistema de Young 3, de modo similar ao que se fez em [2], é possivel

definir injecoes ¢x: Ax — f‘(E, u) dadas por
¢x =m0 (Ig)]ax (3.85)

onde X sao sinais regulares e Ax abertos correspondentes. Também é possivel provir r (3, u)
de uma topologia tal que as bije¢oes ¢x sejam homeomorfismos, contudo com tal topologia

nao podemos garantir uma “boa”estrutura de variedade diferencidvel para I'(X, u).

Uma alternativa para construir um recobrimento para o conjunto de acessibilidade regular
de um sistema de Young regular com p-variacao é proceder de modo analogo ao Teorema
2.3.12.

Teorema 3.5.3. Sejam p € [1,00) e ¥ um sistema de Young reqular com p-variagio da
forma (f,A,M). Se A contém algum sinal constante e A(X,u) € localmente conexo por
trajetorias de ¥ e semi-localmente simplesmente conexo por trajetorias de 33, entao A(Z,u)

admite um espaco de recobrimento.

Demonstracgao: Usando a Proposicao 3.5.2 é possivel considerar a familia BE de todos os

conjuntos da forma
[0, W], = {[a % 8], : B € T(S,a(T)) and B(J) C W}, (3.86)

onde o € (X, u) e W é uma vizinhanca aberta de (T) em A(X, u).
A familia B> é uma base para a topologia em I'(X,u). A restricio (ex)|p(s) ¢ @ aplicagao

de recobrimento procurada e o resto da prova é similar a prova do Teorema 2.3.12. O



CAPITULO 4

CAMINHOS RUGOSOS

O objetivo neste capitulo é fazer uma breve apresentacao dos conceitos basicos relativos
a caminhos rugosos (“rough paths”), os quais se fazem necessarios para o desenvolvimento

posterior do capitulo 5.

4.1 Séries Formais e Assinaturas de Caminhos

Nesta secao discutiremos, segundo T. J. Lyons, M. Caruana e T. Levy [17], sobre as

séries formais e as assinaturas de caminhos introduzidos por K. Chen.
Definigao 4.1.1. Seja E um espaco de Banach e considere E®¥° = R. O conjunto

T(E) = {(ag,a1,...) | a, € E®", ¥Vn € N} (4.1)
¢ denominado espaco das séries formais de tensores de F.

Sejam a = (ag,ai,...), b = (ag,a,...) € T(F) e A € R. Consideramos o espago T(FE)
munido com as seguintes operagoes:

a+b :(a0+bo,a1 +b1,...>
a®b =(co, c1,...), onde ¢, = > ar @ by_g
k=0

Aa =(Aag, Aag, ...)

71
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O espago T'(E) das séries formais de £ com as operagoes acima é uma algebra associativa,
nao-comutativa e com unidade 1 = (1,0,0,0,...). Um elemento a = (ag, as,...) € T(F) é

inversivel se, e somente se, ag # 0, e caso seja inversivel seu inverso é dado por

al=—%1-2), (4.2)

Para cada n € N considere o conjunto
B, ={(ag,ai,...) e T(E)|ap = ... = a, =0} (4.3)

o qual é um ideal de T'(F). A algebra tensorial truncada de ordem n de E é o espago quociente

T"(E) = : (4.4)
Considere o homomorfismo canonico 7, : T(E) — T™(E) dado por
(@0 covy Ay o) = (A0, -vy Q) - (4.5)

n
Vale ressaltar que algebra tensorial truncada T"(E) é isomorfa a @ E®* munido com o

k=0
produto
(ag, vy an)R(bg, ..., by) = (Coy -y Cn) (4.6)
k
onde ¢, = > a; ® by_;. Além disso, a algebra tensorial truncada T™(FE) possui uma norma
i=0
usual dada por
(@0, s an)llrme) = (2 llaillze:)*” (4.7)
A &lgebra T'(E) tem dois subconjuntos relevantes que sao
T (E) ={(ap,a1,...) € T(E) : ag = 1} (4.8)
e
Tg(E) = {((lo,al, ) S T(E) Ty = 0} (49)
Do mesmo modo, a élgebra quociente 7™ (F) tem os subconjuntos
T'(E)={gcT"(E):g= (L1, ,9)} (4.10)

THE)={acT"(E):a=(0,a,...,an)} (4.11)
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Definigao 4.1.2. Sejam F um espago de Banache X € VP(J, E), comp € [1,2). A assinatura
de X com respeito um subintervalo [s,t] C J é o elemento S(X)s; € T(E) dado por

S(X)S,t - (17X51,t7X32,t7"') (412)

onde
X= [ f dXy, ®..®@dX,, (4.13)

s<up <...<un<t

para todo n € N\{0}.

O elemento 7,(S(X)s:) € T™(E) é chamado de assinatura truncada de X de ordem n

com respeito ao subintervalo [s,t] C J e tal elemento serd denotado por Sy, (X)s .

A assinatura é uma aplicacao com dominio no conjunto de caminhos tomando valores em
E, com contra-dominio na algebra T'(E) e é invariante por translagoes e reparametrizagoes,

o que é uma decorréncia da Proposicao 1.3.2.

E interessante notar que o conjunto de caminhos, a menos translacoes e reparametrizagoes,
tomando valores em F tem uma operacao de multiplicagao que é a concatenacgao entre ca-
minhos. Dados dois caminhos continuos X : [r;s] — E e Y : [s,t] — E a concatenagao

continua simples de X por Y é o caminho X VY : [r,t] — E dado por

Xu, se u € [r, s]

(4.14)
Yo+ (Xs—Yy), seuc€ st

(X\/Y)t:{

Teorema 4.1.3 (Chen). Seja E um espaco de Banach. Se X € V([r,;s],E) e Y €
Vi([s,t], E) entao

S(XVY): =8(X)s@S(Y)ss - (4.15)
Demonstragao: Sejam S(X),, = (1, X}, X2, ..), S(Y)se = (1Y}, Y2, ..) e Z=X VY.
Temos que S(Z),, = (1,2}, Z2,,...), onde

Zh = [-f dZu ®..0dZ,,, Vn e N\{0}.

r<u;<...<un<t

Por outro lado, S(X), ®5(Y)s: = (1, A', A%, ...), onde
Y= S XE @ Vi Ve N\{0)
k=0
ou mais especificamente,

A=Y [orf dXy®@dX,)( [f AV ®.0dY, )]

k=0 r<ui<..<up<s §<V1 <. <VUp_ <t
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Pelo Teorema de Fubini tem-se que A" = Z7*,, Vn € N\{0}. De fato,

n

At=300 [ dXy® .. @dX,)@( [ dY, ®..©dY, )]

k=0 r<u;<...<up<s §<V1 <. <V <t

= Z[( ff qul®"‘®quk)®( ff dYUk+1®“'®dYun)]
k=0 r<ui<..<up<s s<up41<...<un<t

=3 ) dZu®..®dZ,)®( [ dZy,, ©..©dZ,)
k=0 r<u;<...<up<s s<Up41<...<un<t

= [of dZy®..®0dZ,, =27V,

r<uy <...<unp <t
Portanto S(X VY ), = S(X),s®S(Y )s.s. O
Agora relembre que se (X,Y) € VP(J, E) x VP(J, E) entao X xY € V?(J, E) é dada por

X, set €0, %]

4.16
Yorur + Xr — Yy, sete[L,T) (4.16)

(X*Y)t:{

Um resultado simples, conseqiiéncia do Teorema de Chen, que nés observamos ¢ o se-

guinte:
Corolério 4.1.4. Seja E um espaco de Banach. Se X € V}(J,E) e Y € VI(J, E) entdo
S(X#Y)or = S(X)or®S(Y)or- (4.17)
Demonstragao: Note que
X+Y =[XV(Yop)opu (4.18)
onde ¢ : [T,2T] — [0,T] é dado por p(t) =t —T e p: [0,T] — [0,27] é dado por u(t) = 2t.

Entao usando o fato de que a assinatura de um caminho é invariante por reparametrizagoes

deste caminho e usando o Teorema de Chen temos que
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Com a intencao de simplificar a notagao, a assinatura de um caminho X : J — F com
respeito ao préprio intervalo J serd denotado simplesmente por S(X) e a denominaremos
por assinatura de X, sem mencionar o subintervalo. Em outras palavras, S(X) = S(X)or.
Também denotaremos m,(S(X)) por S, (X).

Naturalmente podemos considerar a aplicagao S,,: V¥(J, E) — T"(FE) dada por
S(X) = S(X)or (4.19)
denominada aplicagcdo assinatura e a aplicagao S,,: VP(J, E) — T"(FE) dada por
Sn(X) = Su(X)or (4.20)

denominada aplicacao assinatura truncada de ordem n.

Uma pergunta natural é se o teorema de Chen ainda vale para caminhos de p-variacao

finita, com p > 17 A resposta é sim para p € (1,2).

Proposigao 4.1.5. Sejam X € VP(J,E), com p € [1,2) e £: T"(E) — L(E,T"(F)) dada
por
£(ag, ...,an)(x) = (0,00 @ T, ..., 01 @ ). (4.21)

Entdo o caminho LX : [0,T] — T"(E) dado por
LY = Su(X)os = (1, X34, -, X3 (4.22)
¢ a unica solucao da equacgao diferencial
st = £(Lt> dXt, com LO = (1, O, ceny O) . (423)

Demonstragao:

[ELD)AX, = T Y £LE)(X, - Xo)

0 IPI=0¢,eDno,4] Z
= hm Z £<1,Xé7ti7"'7X&ti)(Xt

P10 ¢, eDn(0,4

=lim > (0,1® (X, —Xy), -, X0 © (X, — X))
IPI=0¢,eDn[0,4

= (O, hm Z (Xti+1 — Xti)a ceey hm Z X&;l ® (Xt¢+1 — Xt))

1
IPI=0 ¢, eDn[0,4 IPI=0 ¢, eDn[0,4

=0, [ dXu, [ Xb.,0dXpu, .., [ Xi'®dX,,)

X,.)

i+l i

O<ui<t O<uo<t O<un<t

=0, [ dXuroo [[  dXy ®..®dX,,)
o<ur1 <t O<ur <...<unp<t

— (1, [ dXepen  [[  dXe ®..®dX.,)— (1,0,...,0)
O<ui<t O<uy <...<unp<t

=LY - L.
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Como X € VP(J, E), com p € [1,2), a unicidade da solu¢ao decorre do Terorema de Picard-
Lindelof. ]

Denominamos por aplicagdo de Lyons de ordem n a aplicagao S,,: VP(J, E) — VP(J, T"(E))
dada por
S.(X)=L* (4.24)
onde L* : [0,T] — T"(E) é solugao da equagdo acima dirigida por X € VP(J, E), com
p € [1,2). J4 o caminho S,(X) : [0,7] — T"(E) dado por

Su(X)(t) = Ly = Su(X)os (4.25)
¢ denominado o n -levantamento de Lyons do caminho X € VP(J, E). O caminho S, (X)

avaliado em um ponto t € J também pode ser denotado por S, (X);.

Apesar de parecer mais sugestivo denotar o n-levantamento de Lyons de um caminho

X € VP(J,E) por L*, o denotaremos a partir de agora somente por S, (X) que é a notagao

mais freqiiente encontrada nos livros sobre “rough paths”. Ressaltamos que o leitor deve ter

sempre em mente que S,(X) denota n-levantamento de Lyons de X, o qual é um caminho

tomando valores em T"(F), enquanto S, (X) é a n-assinatura de X, a qual é um elemento
de T"(E). Mais ainda,

Sn(X)7r = Sp(X). (4.26)

Corolario 4.1.6. Sejam p € [1,2) e E um espa¢o de Banach. Temos que as aplicagoes
Sn: VP(J,E) = VP(J, T(E)) € S,,: VP(J,E) — T™(E) sao continuas.

Demonstragao: Decorre do teorema de Picard-Lindel6f que a aplicagao de 1t6 1. VP(J, E) x
T"(E) — VP(J,T"(FE)), na qual cada I(X,a) é solucao da equagao

st = f(Lt) dXt, Ccom LO =a (427)

dada na Proposicao 4.1.5, é uma aplicacao continua.

Logo a restrigao I} : VP(J, E) — VP(J, T"(E)) dada por
I3(X) = 1e(X,1) = S,(X)

é continua, isto é, I} = S, e portanto S, é continua.

Agora, como para todo t € J a aplicacao m; : VP(J, T"(E)) — T"(E) dada por
7Tt<H) = Ht

também é continua, conseqiientemente 77 o I3 é continua.
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Mas, para todo X € VP(J,T"(F)) tem-se que

(7 0 Ip)(X) = mr(I3(X)) = m7(Sp(X)) = Su(X)r = Su(X).

Logo mp o [} = S,, e portanto S,, é continua. O

Corolario 4.1.7. Sejam p € [1,2) e E um espago de Banach. Para cada s,t € J a aplica¢ao
St VP(J, E) — T™(E) dada por S5 (X) = m,(S(X)s+) € continua.

Demonstragao: Andlogo a demonstragao do corolario anterior. ]

Proposicao 4.1.8. Sejam Xy: J — E caminhos Lipschitz tais que | Xyl Lip < C , para todo
k € N. Se a seqiiencia (Xi)ren converge pontualmente para X : J — E entao ||S,(X) || Lip <
C1 e (Sn(Xk))ken converge pontualmente para o caminho S,(X). Em particular, S, (Xx)

converge S, (X).
Demonstragao: Para cada k € N temos que S, (X%) é a tnica solucao da equagao
dLy = £(Ly) d(Xg):, com Ly=1, (4.28)
isto é, I(Xx) = Sp(Xk). Do mesmo modo, S, (X) é a tnica solu¢ao da equagao
dLy = £(Ly)dX;, com Ly=1, (4.29)

isto é, I,(X) = S,(X). Logo, usando as hipéteses segue de resultados para equacoes dife-
renciais dirigidas por caminhos Lipschitz que ||I¢(X%)||zip < C1 e que (L£(Xk))ren converge

pontualmente para o caminho [,(X%), o que é exatamente o que queriamos. O

O proéximo resultado é chamado de teorema generalizado de Chen.

Teorema 4.1.9. Seja E um espago de Banach. Se X € VP([r,s],E) eY € VP([s,t]|, E), com
p € [1,2), entao
S(X VY ) = S(X) @SV ). (4.30)

Demonstracao: Seja p € [1,2). Escolha ¢ € [p,2). Como X € VP([r,s],E) e Y €
VP([s,1], F) existem seqiiencias (X™),so C VP([r,s], E) e (Y(™),5o C VP([s,], E) tais que
lim d,(X™, X)=0e lim d (Y™ Y) = 0.

Como cada X™ e Y™ sio aproximacoes poligonais de X e Y respectivamente, tem-se que
cada X™ € VY([r,s], E) e Y € V1([s,], E), logo pelo Teorema de Chen vale que

S(XM v Ym),, = S(XM), @S (Y ™)., ¥n € N\{0}. (4.31)
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e dal segue que

T (S(X™ VY ™) ) = 71, (S(X™M), &S (Y™),,)
= T (S(X ™), )@ (S(Y™),,), Vn,m € N\{0}. (4.32)

Pelo Corolério anterior, para cada m € N\{0} as aplicacoes 7,,,(S(-)r.t), Tm (S(+)rs) € T (S(+)s2)
sdo continuas, e como lim d (XM, X) =0e lim d, (Y™ Y) = 0, segue de (4.32) que

T (S(XVY)rs) = T (S(X)r,s) @7 (S(Y)sz), ¥Vm € N\{0} (4.33)

e portanto
S(X VY )y = S(X)ns®S(Y )i (4.34)
0

Corolério 4.1.10. Seja E um espago de Banach. Se X € VP(J,E) e Y € VP(J,E), com
p € [1,2), entao
S(X*xY)=S(X)®S(Y). (4.35)

Demonstracao: Andloga a demonstragao do Corolario 4.1.4. [

4.2 A Imagem da Aplicacao Assinatura

A imagem da aplicagao assinatura truncada S,,: VP(J, E) — T™(FE) é um objeto impor-
tante e portanto nosso objetivo nesta secao é descrevé-lo. O teorema de Chen afirma que
esta imagem ¢é fechada pela multiplicagao de T"(E). Como o termo de grau 0 em S, (X) é
1, segue que S, (X) é inversivel em T™(E). Se X € VP(J, E), com p € [1,2), entdo

(S(X)) =8(x7) (4.36)

onde X; ' = Xr_,. Isto garante que (S(X))~" ainda est4 na imagem da aplicacio assinatura.
A partir de agora considere E' como sendo um espaco vetorial de dimensao finita. Fixado

n € N\{0}, temos que (TJ'(E),[-,-]) ¢ uma algebra de Lie, onde o colchete é dado por
[a,b] = a®b — b®a. (4.37)

Considere a aplicac¢ao exp: T (E) — T7'(F) dada por

a®2  g®3
exp(a)zl—ka—l—j%—?—k... (4.38)
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Dito isto, e identificando £ com o conjunto {(0,v,0,...,0) € T3(E) : v € E} podemos

definir os seguintes conjuntos:
L"(E)=E®[E,E]|®[E,[E,El]®... CT}(E) (4.39)
o qual é uma subalgebra de Lie de Tj'(E) e
G"(F) = exp(L"(E)) (4.40)

o qual é um grupo de Lie, sendo L™(FE) a sua algebra de Lie associada.

Como ja foi visto na Proposicao 4.1.5, dado X € V!(J, F) o n-levantamento de Lyons

Sp(X): J — T"(F) é a tnica solu¢ao da equagao diferencial
dLy = £(Ly)dX;, com Lyg=1 (4.41)
onde £ : T"(E) — L(E,T"(E)) é dada por
£L(ag, ..., an)(x) = (0,00 @z, ..., 001 @ ) = (g, ..., 4)®(0, 2,0, ...,0) . (4.42)

Note que para cada a € T"(E) tem-se que £(a) é um transformacao linear, logo dado

uma base B = {vy,...v4} do espago vetorial E, se x = \jv; + ... + A\qug entdo
L(a)(x) = M.£(a)(vr) + ... + Ag. £(a)(vq) - (4.43)

Considerando as aplicagdes £; : T"(E) — T"(E), com i = 1, ...,d, dadas por
£4(a) = £(a)(v) (1.44)

segue que a equagao diferencial acima pode ser reescrita como o sistema de equagoes diferen-
ciais
n
dLy =) £i(L;)dX{, com Lo=1 (4.45)
i=1

onde cada X', com i = 1,...,d, representa uma coordenada do caminho X € V!(J, FE) em

relagao a base B, isto é, X; = (X}, ..., X?)p.

Teorema 4.2.1. Seja E um espaco vetorial de dimensao finita. Se X € VI(J, E) entdo o

n -levantamento de Lyons S,(X) toma valores no grupo de Lie G"(E), isto é,
Sp(X) € GM(E), VYted (4.46)

Em particular,
S, (V'(J,E)) c G"(E). (4.47)
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Demostragao: Como j4 foi dito o caminho S,,(X): J — T™(F) é a tinica solugao do sistema

de equacoes diferenciais
dLy =Y £i(L)dX], com Hy=1¢€ G"(E) (4.48)
i=1

onde cada X', com ¢ = 1,...,d, representa uma coordenada do caminho X € V!(J, E) em
relagao a uma base B = {vy, ...v4} de E. Lembremos que G™(E) é um grupo de Lie, e portanto
uma variedade. Se {£1, ..., £4} forem campos de vetores tangentes a variedade G™(E), entao
qualquer solugao de um sistema de equacoes diferenciais dada por estes campos de vetores
e com condigao inicial em um ponto de G"(E) permanece ao longo do tempo em G™(E).

Mostremos que os campos de vetores {£1, ..., £,} sdo tangentes a variedade G"(F), logo
Sp(X) € GM(E), Vte (4.49)

De fato, considere para cada g € G"(E), a aplicagdo mg: G"(E) — G"(FE) dada por mg(h) =
g®h. Temos que a derivada D(mg)1 : T1G™(E) — TgG"(E) é dada por D(mg);1(x) = g@x
Para cada i = 1,...,d, denote v; = (0,v;,0,...,0) € T"(E) e note que na verdade v; €
L"(E) =T1G"(E), logo

£:(8) = g®vi = D(mg)n(v:) € T,G"(E), Vg € G"(E), (4.50)

ou seja, cada £; é um campo tangente a G"(E) como queriamos.

Por fim S,(X)r = S,(X) e dai segue como caso particular do que provamos acima que
S.(X) € G"(F), donde decorre que

S, (VY(J,E)) c G"(E). (4.51)
O

O teorema de Chow (veja P.Friz [5] pagina 10) diz que para todo g € G"(E) existe um
caminho X : J — F Lipschitz linear por partes (e portanto X € V!(J, E)) tal que g = S,,(X).

Logo, segue do Teorema de Chow que

G"(E) Cc S,(V'(J,E)). (4.52)

Assim concluimos, a partir das expresssoes (4.47) e (4.52) que a imagem da aplicacao

assinatura truncada S,,: VP(J, E) — T"(F) coincide com o grupo de Lie G™(FE), ou seja,

S,(VNJ,E)) =G"(E). (4.53)
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4.3 Meétrica de Carnot-Caratheodory

Definicao 4.3.1. Considere A\ € R e E um espaco de Banach sobre R. A aplicacao
or: T™(F) — T"(F) dada por

6)\<g0>gla"'7gn) = (907)\1917-"7>‘ngn) (454>

é chamada aplicacao de dilatacao.

Se X € VP(J,E), com p € [1,2), decorre diretamente da definicdo de assinatura de um

caminho que

Sn(AX)sp = 0A(Sn(X)se) - (4.55)

Definicao 4.3.2. Seja EF um espaco vetorial sobre R de dimensao finita. Uma aplicacao

continua || - ||: G"(E) — R* é dita uma norma homogénea se satisfaz as seguintes condigoes:

i) ||lg|| = 0 se, e somente se, g =1

ii) || - || ¢ homogénea com respeito a aplicacao de dilatagao 0y, isto é, ||0,g|| = |A||/g]| para
todo A € R.
Uma norma homogénea é dita simétrica se ||g|]| = ||g!||. Uma norma homogénea ¢ dita

sub-aditiva se ||g@h| < [|g]| + |||

Se || - ||: G*(E) — R é uma norma homogénea nao-simétrica, seque que a aplicagao
g — |lg|l + [[g7!]] é uma norma homogénea simétrica. Além disso, a propriedade de sub-

aditividade ¢é preservada sob tal simetrizacao.
Exemplo 4.3.3. A aplicagao continua | - ||: G"(E) — R* dada por

11, 91, .., gl = max{(llgell ger)* = k=1,....,n} (4.56)

¢ uma norma homogénea.

Proposigao 4.3.4. Se || - ||: G"(E) — R* € uma norma homogénea sub-aditiva e simétrica
entao aplica¢io d: G"(E) x G"(E) — R* dada por

d(g.h) = [lg™"@h]| (4.57)
¢ uma métrica invariante a esquerda.

Demonstragao: Primeiramente, usando a propriedade i) da definigdo de norma homogénea
temos que
dig,h)=0< ||g'®h| =0 g '®h=1<g=h.
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Segue do fato de que a norma homogénea é simétrica que
d(g.h) = |g7'@h|| = [(g7'@h)7!|| = |h~'@g| = d(h.g)
e usando o fato de que a norma homogénea é sub-aditiva temos que
d(g.k) = lg7'@k| = (g7 ®@h)@(h~'®k)|| < [[g”'@h[| + [h™'@k[| = d(g,h) + d(h.k).

Todos os fatos concluidos acima, junto como o fato de que a aplicagao d assume valores
positivos, implica que d é uma métrica.

Por fim, temos que
d(g@h,g@k) = [ (g@h) ™' @(g@k)|| = |[h~' ®gdg™'@k|| = |h~'®k|| = d(h,k),
ou seja, d é invariante a esquerda. O

Seja g € G"(FE) e considere o conjunto

b= {[] ldXu]|lz : X € V(] E) e Su(X) =g} (4.58)
onde
Sy ldX e = lim 3 [Xi,, — Xule. (4.59)
|D|_>0 tiED
DeP([0,T7])

Para cada g € G"(F) existe A € (g tal que A = inf {;. Em outras palavras, o conjunto /g

admite minimo (veja P. Friz [5] pdgina 11).

Proposigao 4.3.5. A aplicagiao ||+ ||cc: G"(E) — R dada por
|g||cc = inf fg = min /g (4.60)

satisfaz as sequintes propriedades:

i) |lgllcc =0 se, e somente se, g = 1.

ii) homogeinidade: ||0xg||cc = |A|||&]|cc para todo X € R.
iii) simétria: ||gllcc = Ilg™"[|cc-

i) sub-aditividade: ||g@hlce < ||g]lce + [[h]cc

V) lIgllec = [Bllec] < llg™ @hlcc.

vi) continuidade: || - ||c. € continua.

Demonstragao: i) Dado g € G"(E), existe X € V}(J, E) talque S,,(X) = ge foT |dXulle =
|g||ce. Portanto,

Igllee =0 < fOT |dX.||p =0« X é constante & S, (X)=1<g=1.
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ii) Se A = 0 entao vale que ||0:g||cc = |A|-||g]lce- Suponhamos que A # 0. Seja X € Vi(J, E)
tal que S, (X) =ge fOT |dXu||lE = ||glcc- Temos que S,(AX) = 0,(S,(X)) = dr(g). Isto
implica que

T T
16x(8)llee < Jy NdAX )l = Al Jy [1dXullE = [Alllg]lee -

A desigualdade oposta segue substituindo A por 1/ e g por §,(g) na desigualdade acima.

iii) Dado g € G™(F), existe X € V3(J, E) tal que S,,(X) =ge fOT 1dXu|lE = ||g]lce- Temos
que S, (X 1) = (S,(X))"! = g!. Isto implica que

— T _ T
lg™ lee < Jo ldX M e = fo lldXulle = llglec-

A desigualdade oposta segue substituindo g por g~! na desigualdade acima.

iv) Dados g,h € G"(E), existem X,Y € Vj(J,FE) tais que S,(X) = g, S,(Y) = h,
fOT 1dXulle = |8l € fOT |dYulle = ||h||ee. Decorre do teorema de Chen generalizado, ou
mais especificamente do Corolério 4.1.10, que S, (X *Y) =S, (X)®S,(Y) = g&h. Logo,

= T T/2 T
lg@hllee < fy 14O Y )ulle = f3" (X V)l + Jrp (X Y )l

T T
= fo |dXullE + fo 1dYulle = [Igllcc + [Ih]cc -

v) Usando o item iv) temos que
B = Hg®g_l®h”cc < [lgllec + ||g_1®h||cc

donde segue que
—llg™" ®hlle < llgllcc — [lcc- (4.61)

Por outro lado, usando o item iv) temos que
g™ lee = lg™' @h&h ™" | < lg™' @hl|ee + W7
donde decorre, usando o item iii), que
gllec = [hllee < [lg™ @l (4.62)
Portanto, segue de (4.61) e (4.62) que

lgllce = Ihllec| < llg™ @]l

vi) Primeiramente mostraremos a continuidade no elemento neutro 1 de G"(E).
Considere uma seqiiencia {h®}cy € G"(E) tal que klim h® — 1|l7amy = 0. Entéao

klim thk) |ge: = 0, paratodoi = 1,...,n e decorre disto e do teorema de Chow que para cada
—0o0
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k)

k € N existe um caminho X : J — E Lipschitz linear por partes tal que S,(X®) = h® ¢

fim | fy dX.7lle = 0

Assim
0< Jim 0O < Tim 74X 5 =0
e portanto,
i B = 0 = [1]...
isto é, || - || é continua em 1.

Agora, sejam g € G"(E) e {g® ey € G™(F) uma sequéncia tal que klim gt —g||rnE) = 0.
Logo lim |[((g®)~" @ g) = 1[l7+(m) = 0, 0 que implica lim [|(g®)~! @ gl = [[1]|cc = 0 € dai

usando o item v) temos que

0< tim [lg® e — gl < Jim [[(5%) " gl =0

Portanto,
khjgo Hg(k)Hcc = [Igllec
ou seja, || - || é continua em g. O
Concluimos da proposi¢ao anterior que aplicagao || - [|..: G"(FE) — Rt dada por
lg||cc = inf g = min /g (4.63)

¢ uma norma homogeénea simétrica e sub-aditiva. Logo, decorre da Proposicao 4.3.4 que
dCC<gah> = Hgil@)h’lcc (464)

é uma métrica invariante a esquerda em G"™(FE). Esta métrica é chamada métrica de Carnot-

Caratheodory.

4.4 Espaco dos Caminhos Rugosos

Dado um caminho X: J — G"(E), denotaremos X;; = X;'®X;. Em tudo o que segue
o grupo G"(F) estarda munido com a topologia dada pela métrica de Carnot-Caratheodory.
Sendo assim, para p € [1,00), a p-variagdo de um caminho continuo X: J — G"(E) com

respeito ao subintervalo [a, b] do dominio J é dada por

hSEE
B =

X

p,la,b] — ( sup Z dCC(Xti-H’Xti)p) = ( sup Z ||Xti7ti+1HIc)c>

DeP([ab]) t;eD DeP([a b)) t;€D

(4.65)
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Dados X,Y € C(J,G™"(E)) considere

D=

dp-Var<X’Y) = ( sup Z dCC(Xtutz‘H’Yti,tiH )p)
DeP(J) t;eD

(4.66)

Com o objetivo de simplificar a notacao em todo o texto denotaremos d,, ., simplesmente
X|lp.s- A aplicagao (X,Y) — d,(X,Y) ¢é positiva,

simétrica e satisfaz a desigualdade triangular. Por outro lado, temos que

por d,. Vale ressaltar que d,(1,X) = |

dp(X,Y) =06 dee(Xst, Ysr) =0, Vs,teld
-~ XO,t = YO,t7 \V/t € J
= Xt — (X()@Yo_l)@Yt, Vt S J,

ou seja, se dp(X,Y) = 0 entdo os caminhos X e Y podem nao ser iguais, mas é certo que
um é uma translacio do outro por uma constante, a saber, (Xo®Y, ') € G*(E). Portanto,

dp_var N80 é uma métrica para conjunto VP(J, G"(E)), entretanto, d, v,y ¢ uma métrica para

o conjunto
VI(J,G"(E)) ={X e V(JG"(E)) : Xqg=1}. (4.67)
Além disso,
dp(X,Y) = sup de.(Xy, Yy) + dp(X,Y) (4.68)
teJ

¢ uma métrica genuina para o conjunto V?(J, G"(E)).

Proposicao 4.4.1. Seja 1 <p <gq. Se X, Y € V?(J,G"(FE)) entao

dy(X,Y) < (sup dee(Xse, Ysi)) (1K gy + 1Y [, (4.69)

0<s<t<T

Demonstragao: Temos que

Z dCC<Xti7ti+l ) Yti7ti+1 )q = Z dCC<Xti7ti+l ) Yti7ti+1 )pdCC(Xtiati+1 ) Yti,ti-o-l )q—p

t,€D t,€D
S ( sup dcc(Xs,t7 Ys,t>>q7p Z dcc(Xti,t¢+17Yti,ti+1)p
0<s<t<T t,€D
< sup dee(Xst, Yo ) 20 1K, @Y i e
0<s<t<T ti€D
para todo D € P(J).
Usando as propriedades de sub-aditividade e simetria de || - ||.. vistas na Proposi¢ao 4.3.5

tem-se

Z dCC(Xti,ti+l7Yti7ti+1)q S ( sup dCC(XSi’ YS,t))q_p Z (||Xti7ti+1 ||CC + ||Yti7ti+1 ||CC)p

t;€D 0<s<t<T t,€D
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para todo D € P(J).
Usando a desigualdade (3 |a; + bi\p)% < (Z|ai|p)% + (Z|bi|p)%, segue que

Z dCC(X‘ti7ti+17Yti7ti+1)q < ( sup dcc(Xs,ta Ys,t))qip(( Z HXtiﬂfz‘Jrl ch);—i_( Z HYti,ti+1 H;gc)

t;€D 0<s<t<T t,eD t,eD

3=

)P
para todo D € P(J), donde resulta a desigualdade desejada. ]

Proposicao 4.4.2. Seja 1 < p < q. Se (Xy)ren € uma seqiencia em C(J,G™"(E)), a

qual € equicontinua, limitada e sup || Xy, < 0o, entdo existe X € VP(J,G"(E)) e uma
keN

subseqiiéncia (Xg, )ien de (Xg)ren tal que

Jim doo (X, X) = 0 (4.70)
€
Jim dy(Xg,, X) = 0. (4.71)

Demonstracao: Se (Xj)ren ¢ uma seqiiencia equicontinua e limitada em C'(J, G*(FE)), segue
gue do teorema de Arzeld-Ascoli que existe X € C(J,G"(E)) e uma subseqiiéncia (Xy, )en
de (Xi)ken tal que zlgglo doo(Xy,, X) = 0.

Usando o item iii) da Proposicao 1.1.5 e a hipdtese que sup || X[, s < oo temos que X €
VP(J,G"(E)). <

Por fim, decorre da Proposicao 4.4.1 que zliglo dy(Xy,, X) = 0. ]

Definigao 4.4.3. Seja p € [1,00). Definimos Vy*(.J, G*(E)) como o conjunto dos caminhos
continuos X: J — G™(FE), com X, = 1, para o qual existe um seqiiencia de caminhos suaves

Xi: J — E tais que

klim dy(X, S, (X)) =0. (4.72)
Em outras palavras,
VOP(J,G"(E)) = 8,(C=(J, E)) " (4.73)

onde S, (C>(J, E))dp denota o fecho do conjunto imagem S,,(C*°(J, E')) em relagao a topo-
logia induzida pela métrica d, em Vi (J,G"(E)).

Outro conjunto a ser considerado é o conjunto
VOP(J,GM(E)) = {X € VP(J,G"(E)) : X e V{*(J,G"(E))} (4.74)

onde X*': J — G"(F) é dado por
X! =X;'eX,. (4.75)

Segue da continuidade da aplicacdo de Lyons S,,: V1(J, E) — V1(J,G"(E)) que
S, (VO (T, E)) c VW, GM(E)). (4.76)
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Proposicao 4.4.4. Sejam E um espago vetorial de dimensao finita e p > 1. Se Q C
VI(J,G(E)) e V''(J,G"(E)) ¢ O, entdo

Q” =V?(J,G"(E)). (4.77)

Demonstracao: A prova desta proposicao é similar a prova da Proposicao 1.2.8. O
Um caso particular da Proposi¢ao acima é que
—_—
VI, GM(E) " =W, G(E)). (4.78)

O teorema de Lyons (veja [17], [18] e [5]) diz que se p € [1,00) e n € N sdo tais que n > p,
entdo a aplicacdo m,,: VP(J, G(E)) — VP(J,GP)(E)) dada por

Tup(L X (), X)) = (LX), X)) (4.79)
é bijetiva e a partir disto tem-se a seguinte defini¢ao.

Definigao 4.4.5. Seja p € [1,00). O conjunto VP(J,GI(E)) é chamado espago dos ca-
minhos p -rugosos e o conjunto V*?(J, G?I(E)) é chamado espaco dos caminhos p -rugosos

geomeétricos.

Para finalizar esta se¢cao, daremos um exemplo de caminho p-rugoso, o qual seré construido
a partir de um movimento Browniano. Seja B = (B!, ..., BY) um movimento Browniano em

R

Definigao 4.4.6. Sejat € Jei,j € {1,....d}. A drea de Levy é a matriz A, = (AV7)gxa,

onde - .
A = 5(/ B! o dB’ —/ B’ 0 dB) (4.80)
0 0

e as integrais [ od consideradas sdo integrais no sentido de Stratonovich.

Se X:J — R? é um caminho Lipschitz iniciado em 0 € R? (conseqiientemente, X &

VE(J,R?)) entao o seu 2-levantamento de Lyons é dado por
So(X)e = exp(X; + ay) (4.81)

onde X, + a”’ denota o elemento (0, X, a;) € L2(RY), a; = (a7 )axa,

1t ot
0} = S(XidX] - [X7dX)) (4.82)
0 0
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e as integrais consideradas sao integrais no sentido de Young. Para verificarmos que o levan-
tamento de Lyons satisfaz as igualdade acima, observe primeiramente que se g = (0,g!, g?) €
TZ(E), entao

| —

exp(g)

)
k=0

1 .
=(1,0,0) + (0,g", &*) + 5-(0,g1,g2)®(0,g1,g2) + ...

Rk
'g

PTA

1
= (17g17g2) + 5'(0707g1 b2y gl)

1
=(1,g',g° + 5-(g1 ®g)).

ij | —
= (]-7 (tha s 7Xg)’ (atd)dxd + §~(Xt~Xg)d><d)
1 d 1 t . to . 1 t . to .
= (1, (X}, ..., X)), 5-(fX§ dX] — [X3dX])axa + 5-(fX§ dX] + [X]dX)ixa)
0 0 0 0

t . .
= (L, (X}, .., XD, ([ XLdXT)axa)
0

=, [dXy, ..., [[ dX,, ®dX,,)
0 0<ui<uz<t
— SQ(X)t .

Definigao 4.4.7. Seja B = (B!, ..., BY) um movimento Browniano em R%. O movimento
Browniano “enhanced” associado ao movimento Browniano B é o processo estocastico B

tomando valores em G?(R?) dado por
Bt = eXp(Bt + At) = exp(O, Bt, At> y (483)
onde A; é a area de Levy associada ao movimento Browniano B.

Como B = {B;}>¢ ¢ um processo tomando valores em G?*(R?), entdo para cada t > 0
fixado, B;: 2 — G?(R?) é uma varidvel aleatéria. Para quase todo w € Q, tem-se que
B(w): J — G?*(R?) é um caminho p-rugoso geométrico, com p € (2,3] (veja P. Friz [5],
pégina 33), ou seja, B(w) € V*(J, G*(R?)) para quase todo w € €.
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4.5 Equacgoes Dirigidas por Caminhos Rugosos

Sejam E; e Ey espagos vetoriais de dimensoes finitas, 1 < p < ve f € Lip"(Es, L(E1, E»)).

Considere todas as equacoes do tipo
Y = f(Y)dX (4.84)

com X € V!(J, F;) e condigao inicial u € E.
Como ja foi visto nos capitulos anteriores, fixado u € FEs, a solu¢cao de uma equacao do
tipo (4.84) associada a cada X € V!(J, E}) é caminho em V!(J, Fy) da forma
Y =u+ [j f(V,)dX, (4.85)

e a aplicagdo de Ito I : V!(J, Ey) — V'(J, Ey) dada por I#(X) =Y é diferencidvel e portanto
continua. Logo, dados X € V!(J, E1) e € > 0, existe § > 0 tal que

di(X,2) <bd=di(I}(X),I}(Z)) <e. (4.86)

Visto que V'(J, Ey) C VP(J, Ey) podemos considerar I} com contra-dominio V?(J, Ey) e
ainda assim temos que [ : VY(J, Ey) — VP(J, E5) permanece continua em relagio a topologia

induzida pela d, em VP(J, Ey), uma vez que

AIH(X), TH(2)) = |THX) = D) s < 1IHCX) = T}l = du(TH(X), TH(2))

Proposicao 4.5.1. Sejam (E,dy) um espago métrico, (W,dy) um espago métrico completo
eV CE. Seg:V — W é uniformemente continua em subconjuntos limitados de V', entao

existe uma tnica aplicacdo continua g: V — W tal que gly = g.

Demonstragao: Para cada v € V\ V existe um seqiiencia {vx }reny C V tal que limy, oo vp =
v. Como {vg}ren € convergente, segue que {vy}ren é um subconjunto limitado de V', e dai
como g: V — W ¢é uniformemente continua em conjuntos limitados segue dado € > 0, existe

0 > 0 tal que da(g(u), g(w)) < €, para todo u, w € {vg }ren satisfazendo d; (u, w) < 6.

Como {vg }ren ¢ uma seqiiencia de Cauchy (pois é convergente), entdo existe ky € N tal
di(vg,v) <6, Yk 1>ko.
Desta forma, dado € > 0, existe ky € N tal
da(g(vk)g(v)) <€, Yk, 1> ko,

isto é, {g(vk) }ren é uma seqiiencia de Cauchy, e como W é completo, entao klirn g(vg) € W.
— 00
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Defina
_ g(v), scveV
glw) =9 -
lim g(vx), seveV\V

k—o0
onde {vg}reny € uma seqiiéncia convergente para v.
Mostremos que g estd bem definida, isto é que se {ug}treny C V' é outra seqiiencia tal que
]}Lrgo u = v entao khjg) g(ug) = khj& g(vg).
Coloque z = ]}Lrgo g(vg) ey = kh_}rgo g(ug). Seja € > 0 e considere B(v, 1) a bola de centro v e
raio 1. Por hipétese g é uniformemente continua em B(v,1) NV e portanto existe 0 < § < 1
tal que da(g(u), g(w)) < €/3 sempre que dy(u,w) < J e u,w € B(v,1)NV.
Como v — v entdo existe k; € N tal que dy (v, vg) < 0/2, para todo k > k;. Da mesma forma
existe ks € N tal que dy(v,ux) < 0/2, para todo k > ky. Entao para todo k > max{ky, k2}
temos que di (vg, ux) < d, o que implica que da(g(vk), g(ug)) < €/3.
Por outro lado, existe k3 € N tal que da(z, g(vg)) < €/3, para todo k > ks, pois g(vx) converge
para x. Analogamente existe ky € N tal que da(y, g(ux)) < €/3, para todo k > ks, pois g(us)

converge para y.

Tomando | > max{k, ko, k3, k4}, segue

da(z,y) < da(z, g(v1)) + da(g(vr), g(w)) + dalg(w, y) <e.

Como € é arbitrario, entao ds(x,y) = 0 e portanto = = y.

Por fim, a continuidade de g decorre da sua prépria definicao e a sua unicidade é de facil

verificacao. [
Temos que C*°(J, Ey) C V!(J, Ey), logo
Sip)(CZ(J, Ev)) C S (VH(J, En)) (4.87)

e consequentemente

SL(C=(TE))" € S, (Vi1 E) . (4.88)

Em outras palavras, a inclusao

VP, GPH(EY)) € S, (VT Ey)) (4.89)

é sempre vilida, e disto resulta, usando a Proposicao (4.4.4), que

S V(T Er) ™ = W (J,GP(E))) . (4.90)

Sejam p € [1,00) e S, : VI(J, Ey) — VI(J,GPI(E})) a aplicacdo de Lyons. Considere a
aplicacao if: Sy, (V'(J, E1)) — V*(J, Ey) dada por

(S, (X)) = IH(X). (4.91)
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Se f € LipP!*Y(E,, L(E,, E,)), tem-se que a aplicacdo
if: Sy (VH(J, Er)) — VP(J, Ey) (4.92)

é uniformemente continua em subconjuntos limitados de seu dominio Sy, (V'(J, E1)), com
respeito a métrica d, de V§(J, GIPI(E})) (veja P. Friz [5], pagina 25).

Logo, decorre da Proposicao 4.5.1 que i%: S|, (V'(J, E1)) — VP(J, E) admite uma tinica
extensao continua

I4: VIP(J,GPN(Ey)) — VP(J, EBs) . (4.93)

O dominio V{*(J,GP)(Ey)) da aplicacio I pode ser substituido por VO7(J, GlPI(E))) da
seguinte maneira:

I4(X) = IH(X") (4.94)
para todo X € V°2(.J, GPI(E,)), onde X*: J — G™(E) é dado por X} = X, '®@X,.

Definigao 4.5.2. Sejam E; e F; espagos vetoriais de dimensoes finitas, p € [1,00),
f € LipP!l*Y By, L(Ey, Ey)) e X € VOP(J,GPN(E))). A equagdo

aY = f(Y)dX

f¥) (4.95)

Yo=u€ E,
é chamada equacao diferencial dirigida pelo caminho p-rugoso geométrico X, ou simples-
mente, equacao diferencial p -rugosa dirigida por X e a sua (tinica) solugao é definida como
sendo o caminho

14(X) € VP(J, Bs). (4.96)

E importante salientar que da maneira como foram construidas as equacoes diferenciais ru-
gosas, a solucao de uma equagao diferencial rugosa dirigida por S|, (X), com X € V(J, Ey),
coincide com a solugao da equagao diferencial de Young dirigida por X, caso o campo f seja

o0 mesmo para as duas equacoes.

Teorema 4.5.3 (Wong-Zakai). Seja B um movimento Browniano em RY. Considere a

equacao diferencial estocdstica no sentido de Stratonovich
dY = f(Y) odB, comYy=yeRe (4.97)

onde f € Lip3(R¢, L(RY,R®)). Tal equacio tem uma tinica solucio continua Y no intervalo
J (a menos de indistinguinabilidade).
Majis ainda, I?(B(k)) converge para'Y em probabilidade e uniformemente no intervalo J, onde

cada I}/(B(k)) € a unica solucao da equagao

Y = f(Y)Bu), comYy=y€R" (4.98)



CAP. 4 ¢« CAMINHOS RUGOSOS 92

e {Bu tken € uma seqiiencia de aprozimagoes poligonais do movimento Browniano B em

relacao ao intervalo J.

Demonstracao: Veja P. Friz [5], pagina 36. [

Proposicao 4.5.4. Seja B um movimento Browniano em R? e f € Lip*(R¢, L(RY, R?)).
Entdo 19(B) ¢ uma versdo da tnica solugdo da equagdo diferencial estocdstica no sentido de

Stratonovich
dY = f(Y) odB, comYy=ye€R". (4.99)

Demonstragao: Temos que klim d,(S2(Bi(w)),B(w)) = 0, para quase todo w € 2, visto
que B(w) € VP (J, G*(R%)), com p € (2, 3], para quase todo w € Q. Decorre da continuidade

de I% que
lim JP<I§-(SQ(Bk(W))),I?(B(Q}))) =0 (4.100)

k—o00

para quase todo w € €2, logo

lim do (T4(Sa(Bi(w))), T4(B(w))) = 0 (4.101)

k—o0
para quase todo w € €.
Por outro lado, I3(Sy(By(w))) = I}((Bk(w))) e decorre do teorema de Wong-Zakai que

Jim doo (T (S2(Bi(w))), Y (w)) = I dog (I¢((Bi(w))), Y (w)) = 0 (4.102)

k—o0
para quase todo w € €2, onde Y é o tnico processo solucao da equacao

dY = f(Y) odB, comYy=ye€R".

Portanto, Y (w) = I} (B(w)), para quase todo w € €. O



CAPITULO 5

HOMOTOPIA MONOTONICA
ASSOCIADA A SISTEMAS
RUGOSOS

Neste capitulo temos como objetivo estender os resultados de p-homotopia monotonica
entre trajetérias de um sistema de Young para o contexto de trajetérias provenientes de
equacoes dirigidas por caminhos rugosos. Estas homotopias serao denominadas de homo-
topias rugosas. Além disso, neste capitulo é verificado que a homotopia monotonica entre
trajetérias de um sistema rugoso é preservada por conjugacgao de sistemas rugosos. Finali-
zamos este capitulo estabelecendo uma relagao entre homotopia rugosa e homotopia entre
trajetorias amostrais de um processo estocastico, o qual é solugao de uma equacao diferencial

estocéstica determinada pelo mesmo campo do sistema rugoso considerado.

5.1 Homotopia entre Trajetorias Dadas por Caminhos

Rugosos

Comecaremos esta segao definindo a nogao de concatenagao entre caminhos tomando

valores em G™(E).

Definicao 5.1.1. Sejam E um espago vetorial de dimensao finita e X,Y € C(J,G"(E)). A

concatenagao continua entre os caminhos X e Y, denotada por X Y, é o caminho

Xoy s set €0, %]

_ _ 5.1
(XT®Y071)®Y21€7T y sete [%, T] ( )

93
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Dizemos que um subconjunto de A de C(J,G™(E)) é fechado por concatenagdes continuas
se para todo X, Y € A tem-se que X *xY € A.

Sejam E; um espago vetorial de dimensao finita, Fy um espago de Banach, p € [1, 00),
f € Lip Y (Ey, L(Ey, By)), A € VyP(J,GW(E;)) um conjunto fechado por concatenacoes
continuas e reparametrizacoes positivas e M C Fj.

Dizemos que a tripla A = (f, A, M) representa um sistema p -rugoso. Para u,v € M

definimos o conjunto
T(A u,v) = {I4(X) € VP(J, Bp) : TH(X)(T) =v, X € Ael}(X)(J) C M} (5.2)

o qual denominamos de conjunto das trajetorias do sistema p -rugoso A.

Usaremos a notagio I§ (X) para a trajetéria It(X) de um sistema p-rugoso A = (f, A, M),
pois com esta notagao fica subentendido, pela definicao do que é uma trajetéria de A, que
IN(X)C MeX eA.

Como T(A,u,v) C VP(J, Ey), consideraremos o conjunto T'(A,u,v) munido com a to-
pologia induzida pela topologia de VP(J, Es), lembrando que a topologia de VP(J, Ey) é a

topologia proveniente da métrica Jp.

Defini¢ao 5.1.2. Sejam «a, f € T(A, u,v). Dizemos que « é p -rugosamente homotdpica a 3
se existe um caminho continuo H: [0,1] — T'(A, u,v) tal que H(0) = a e H(1) = f.

A aplicacao H é chamada homotopia p-rugosa entre o e 3 e empregaremos a notacao

a~y, (B ou H: a~, (3 para dizer que a é p-rugosamente homotopica a (.

A relacao ~, é uma relacao de equivaléncia em T'(A,u) = {a € T(A,u,v) : v € M} eo
espago quociente T'(A,u) / ~, é denotado por YT (A, u)

Uma homotopia p-rugosa é basicamente um analogo da homotopia p-monotonica para
trajetérias de equacoes diferenciais no sentido de Young. A diferenca reside no fato de que
as trajetérias de um sistema p-rugoso do tipo A = (f, A, M) s@o controladas por caminhos
p-rugosos pertencentes ao conjunto A C VP (J, GLr) (E1)), enquanto as trajetérias de um
sistema de Young com p-variacao do tipo ¥ = (f, A’, M) sdo controladas por caminhos de

p-variagao finitas pertencentes ao conjunto A" C VP(J, Ey).

Proposicao 5.1.3. Sejam A um sistema p -rugoso e v, 5 € T(A,u,v). Se a é p-rugosamente
homotdpica a [3, entdo existe uma aplica¢do continua L: [0,T] x [0,1] — M satisfazendo:

i) L(t,0) = oy e L(t,1) = (4, para todo t € J.

it) L* € T(A,u,v), para todo s € [0, 1], onde L*(t) = L(t, s).



CAP.5 ¢ HOMOTOPIA MONOTONICA ASSOCIADA A SISTEMAS RUGOSOS 95

Demonstragao: A prova desta proposicao ¢ analoga a prova da Proposicao 2.2.2. ]

De acordo com a proposi¢ao acima, se a ~,, 3, entao o ~ 3, lembrando ~ denota a relagao
de homotopia cldssica. Entretanto, existem sistemas p-rugosos A, com «, f € T'(A, u,v), tais

que a =~ (3, mas nao existem aplicagoes continuas H: [0, 1] — T'(A, u,v) tais que H: a ~, (.

Exemplo 5.1.4. Um exemplo que ilustra o comentario acima é o exemplo das trajetorias
a(t) = (1,0,0) e B(t) = (cos(2mt/T), sen(27t/T),0) do sistema de Young ¥ = (f4, A, S?),
onde f, é dada pela expressao (2.9) e A é gerado por caminhos expressos em (2.11). Vimos
que as trajetérias a e  sao homotdpicas no sentido classico, mas nao sao 1-monotonicamente
homotdpicas. Tais trajetérias sdo também trajetérias do sistema 1-rugoso A = (fa, S1(A),S?),
visto que A C V'(J, E1) e consequentemente [} (Z) =1} (S1(Z)), para todo Z € A. Disto,
resulta que o nao é 1-rugosamente homotopica a (3, pois se existisse uma homotopia 1 -rugosa
entre elas, esta homotopia também seria uma homotopia 1-monotonica, o que geraria uma

contradicao.

5.2 Concatenacao entre Trajetérias Dirigidas por

Caminhos Rugosos

Nesta secao apresentamos um resultado importante sobre concatenacoes entre solugoes
de equacoes diferenciais p-rugosas, isto é, equacoes do tipo dY = f(Y)dX, onde X €
Vor(J GIPN(E))). A prova deste resultado no contexto equacdes rugosas exige um pouco
mais de trabalho para ser realizada do que a prova de seu analogo no caso de sistemas de
Young. Comegamos com o seguinte lema.

Lema 5.2.1. Sejam E um espago de Banach e X,Y € VI(J, E). Temos que
Sn(X) % S (V) =S (X xY). (5.3)
Demonstragao: Temos que

Sn(X)at set €0, 5]
(Su(X)2@(Sn(Y)o) @Su(Y)ar-r, setel[F,T]

NIl

(Sn(X) * Sp(Y))e = {
0 que equivale a

(Sn<X) * Sn(Y))t =

Sn(X)o.2t se t € [0, 7]
Sn(X)or®@Sn(Y)oat—r, sete [%? T]
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Computemos agora S,(X *Y). Primeiramente lembremos que

X, setE[O,g]

XxY)y =
( )at {YQt—T‘FXT_YOv setE[%,T]

Seja t € [0,T/2]. Entéao

Sn(X * Y)t = Sn(X * Y)O,t

= (1, [ dX*Y)u,..., [-f dXxY), ®.@dXx*Y),)
0<u;<t 0<ui <...<un<t

= (1, f dXQul,..., ff dXQul ®®dX2un)
0<u1<t <y <...<un <t

=1, [ dXu,.... [-[ dX,, ®..®dX,,)
0<uy <2t 0<ur <...<un <2t

= Sn<X)O,2t .

Agora consideremos t € [T/2,T]. Notemos que
X*xY=[XVYop)opu

onde ¢ : [T,2T] — [0,7] é dado por p(t) =t —T e p : [0,7] — [0,27] é dado por
p(t) = 2t, e disto decorre, usando o fato de que a assinatura de um caminho é invariante por

reparametrizagoes e usando o Teorema de Chen, que

Logo,
T
S (X Y), = 4 SntE ozt st €l0,3)
Sn(X)or@9,(Y )o2t—r, sete[5,T]
Portanto,
Sp(X) * S, (Y) = Sp(X xY)
como queriamos. O

Agora apresentaremos o resultado central desta secao.
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Teorema 5.2.2. Sejam E; e Ey espacos vetoriais de dimensao finita, u € Ea, p € [1,00) e
f € Lip!! T (Ey, L(Ey, Ey)). Se X, Y € Vy*(J,GPH(EY)) ev = I4(X)(T), entdo

T4(X) # T5(Y) = T4(X % Y) . (5.4)

Demonstracao: Como X € V{(.J, GP)(E,)) entao existe uma seqiiencia { Xy }ren € C(J, Ey)
tal que klim dp(S|p) (Xk), X) = 0.

Da mesma forma, como Y € Vy*(.J, GP)(E,)) entdo existe uma seqiiencia { Yy }ren € C°(J, Ey)
tal que klim dp(S;p(Y),Y) = 0.

Pela definigdo de I restrita a elementos do conjunto S|,,|(C*°(J, E1)) temos que
Segue do Teorema 2.1.1 que
I}L(Xk) * I}’(Yk) = I}L(Xk * Yy) .

Mas

e decorre do Lema 5.2.1 que

Portanto,
L3 (S1p) (X)) * T3(S1p) (Vi) = TH(S ) (X) * Sppy (Vi) - (5.5)

Por fim, usando a continuidade das aplicacoes I} e I} e o fato que klim dp(S|p) (Xk),X) =0
e klim dp(S|p)(Yx),Y) = 0 (e conseqiientemente que klim dp(S|p) (Xi) * S1p)(Ya), X Y) = 0),

resulta tomando limite quando k& — oo na equagao (5.5) que
IH(X) + I5(Y) = I3(X*Y)

como queriamos. O

Corolario 5.2.3. Seja A um sistema de p-rugoso. Se IY(X) € T(A,u,v) e I}(Y) €
T(A,v,w) entdo
19X) % I2(Y) = I8(u, X +Y) (5.6)

e portanto

I4X) * IY(Y) € T(A, u,w). (5.7)
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A importancia deste resultado, mais precisamente de seu coroléario, esta no fato de que ele
garante que a concatenacao entre duas trajetorias, com respeito a um sistema p-rugoso A, é
também uma trajetéria com respeito A. Logo podemos definir uma operagao de produto entre
classes de equivaléncia dada pela relagdo de homotopia p-rugosa. Isto é, se a« € T'(A, u,v) e
B € T(Av,w), entdo definimos

(a)p(B)p = (% B)p - (5.8)
Este produto esta bem definido pois vale o seguinte resultado.

Proposicao 5.2.4. Sejam A um sistema p -rugoso, ag, a1 € T (A, u,v) e By, f1 € T (A, v, w).
Se ag ~p a1 e By ~, B entao ag * By ~p g * By

Demonstracao: Se ag ~, a1, entao existe F' tal que F' : ap ~, o e da mesma forma, se
Bo ~p B1, entao existe G tal que G : By ~, B1.

Para cada s € [0, 1], temos que F(s) € T(X,u,v) e G(s) € T(X,v,w). Assim, resulta pelo
Corolario (5.2.3) que F(s) * G(s) € T(X,u,w), para cada s € [0, 1].

Defina H: [0,1] — T'(X, u, w) por

F(s)(2t), set €[0,T/2]
H(s)(t) = (F G t) = 5.9
(5)(t) = (F(s)  G(s)(1) {G@(%_T), e (59
Segue que H é uma homotopia p-rugosa entre as trajetorias g * By e aq * (. O

5.3 Recobrimento de um Conjunto de Acessibilidade

de um Sistema Rugoso

Da mesma forma que, sob determinadas condigoes topoldgicas, um conjunto de pontos
acessiveis de um sistema de Young possui recobrimento, o mesmo ¢é valido para um conjunto
de acessibilidade de um sistema p-rugoso, sendo que as condigoes exigidas sao analogas a

exigidas para sistema de Young.

Seja A = (f, A, M) um sistema p-rugoso e z € M. O conjunto
AN z) ={ve M : v=a(T) para algum o € T'(A,z)} (5.10)
é chamado conjunto dos pontos acessiveis a partir de x com respeito ao sistema p-rugoso A.

Defini¢ao 5.3.1. Seja A = (f, A, M) um sistema p-rugoso e A C M. Dizemos que:
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i) O sistema A tem a propriedade de cancelamento a direita se para todo aq, s € T(A, u,v)

e f € T(A,v,w) a propriedade abaixo vale:
(a1)p(B)p = (a2),(B)p = (a1)p = (a2)p. (5.11)

ii) O conjunto A é localmente conexo por trajetorias de A se para cada y € A e para cada

vizinhanga W, > y em A existe uma vizinhanca aberta V, tal que y € V, C W, e
{ae T(Au,v):a(J)CV,}#0 (5.12)

para todo (u,v) € V, x V.
iii) O conjunto A é semi-localmente simplesmente conexo por trajetorias de A se para todo

u € A existe uma vizinhanga W, > u em A satisfazendo a seguinte propriedade:
Se a, B € T(A,u,v),a(J) C W, e B(J) C W, entdo a ~, 3. (5.13)

Seja A um sistema p-rugoso, p € [1,00). Considere a aplicacao €5: T(A,z) — A(A, x)
dada por
ea((@)p) = a(T). (5.14)

Teorema 5.3.2. Se um sistema p-rugoso A = (f, A, M) ¢é tal que A contém algum sinal
constante e o conjunto de pontos acessiveis A(A,u) € localmente conexo por trajetorias de A
e semi-localmente simplesmente conexo por trajetorias de A, entao A(A,u) admite um espago

de recobrimento.

Demonstragao: Considere a familia B2 de todos os conjuntos da forma
(a, W), ={{axp),: €T (E,a(T)) e (J) C W}, (5.15)

onde o € T(A,u) e W é uma vizinhanca aberta de o(T) em A(A, u).
A familia B} ¢ uma base para a topologia em T(A,u). A restri¢ao (ex)|y(s.u) € a aplicagdo

de recobrimento procurada e o resto da prova é similar a prova do Teorema 2.3.12. O]

A familia B, descrita na demonstracao do teorema anterior, ¢ uma base topoldgica em
Y (X, u) e a topologia gerada por BY em T(A,u) é denotada por T,A.

Seja A = (f,A, M) um sistema p-rugoso tal que A contém algum sinal constante. Su-
ponha que A(A,u) é localmente conexo por trajetorias de A e semi-localmente simplesmente
conexo por trajetérias A. Sejam v € A(A,u) e (a), € €, (v). Temos que 3%, definido de ma-
neira similar a (2.21), é um caminho continuo com respeito a topologia Z.* em I'(A, u). Sendo

(€a)|r(s,u) uma aplicacao de recobrimento, segue que 3% ¢ o levantamento de 3 em [(A, )
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iniciando em (), € €;'(v). De forma similar ao realizado da demonstracio da Proposicio

2.4.1, conclui-se que A satisfaz a propriedade de cancelamento a direita.

Considere a aplicacao ©,: I'(A,v) — I'(A, u) dada por

Oa((B)p) = (a* B)y . (5.16)

Temos que a aplicacao ©, estd bem definida. Na verdade, usando a Proposicao (5.2.4),

se (0", = (B)p entdo O,((3),) = (a* ), = (a*x [), = 0,((F),). Mais ainda, como A
tem a propriedade de cancelamento, se (a * '), = 0,((7),) = O.((5),) = (a * 3), entdo

(8", = (B)p, isto ¢, a aplicacao O, ¢ injetora. Além disso,

Oa((B)p) = {a* B)y = B*(T). (5.17)

Teorema 5.3.3. Sejam A = (f, A, M) um sistema p -rugoso com A contendo algum sinal
constante, v € A(A,u), (a), € ex*(v) e B1, 82 € T(A,y). Suponha que A(A,u) € localmente
conexo por trajetorias de A e semi-localmente simplesmente conexo por trajetorias de A.
Entdo, By ~, (5 se, e somente se, 3(T) = 53(T).

Demonstracio: Se 1 ~, (3, entdao 33(T) = O, ((41)y) = Ou((Ba),) = BI(T).
Reciprocamente, se 3%(T) = $3(T) entdo O4({31),) = Oa((Ba),) € como O, é injetora entio
<61>p = <B2>p7 isto €, By >, Bs. ]

5.4 Relacao ente Conjugacao de Sistemas Rugosos e

Homotopia Rugosa

No estudo dos sistemas rugosos um problema que pode ser considerado ¢ o de comparar
dois sistemas, identificando-os se eles tiverem as mesmas propriedades essenciais de estrutura.
Nos sistemas rugosos as trajetérias sao os elementos mais relevantes. Portanto, é de se esperar
que qualquer nocao de equivaléncia entre sistemas rugosos preserve, de alguma forma, as
trajetorias. Nesta secao apresentaremos a nocao de conjugacao entre dois sistemas rugosos e

a sua relacao com homotopia rugosa.

Definigao 5.4.1. Sejam A = (f, A, M) e A’ = (g, A, N) dois sistemas p-rugosos com respeito
ao intervalo J = [0,7]. Dizemos que A é topologicamente conjugado a A’ se existe um

homeomorfismo h: M — N, chamado de conjugacao, tal que
u h(u
RI{(X)() = Ty (X)(¢) (5.18)

para todo (t,u,X) € J x M x A.
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Se uma conjugacao h entre dois sistemas p-rugosos é uma aplicacao de classe C*, dizemos
que esta é uma conjugacdo de classe C* entre os sistemas rugosos.

As homotopias rugosas podem ser aplicadas no contexto de conjugacao de sistemas rugosos
como um invariante. Mais especificamente, homotopias rugosas podem ser utilizadas como
critério para dizer que certos homeomorfismos nao podem ser uma conjugacao entre dois

sistemas rugosos.

Para abordarmos tal questao obtivemos previamente um resultado que funciona como
uma reciproca fraca da Proposicao 5.1.3, ou seja, se uma homotopia no sentido classico entre
caminhos satisfaz a condigao ii) da Proposi¢ao 5.1.3, mais uma condigao adicional, entao esta

¢ uma homotopia rugosa.

Teorema 5.4.2. Sejam A um sistema p -rugoso com respeito ao intervalo compacto J = [0, T]

e L: Jx[0,1] = M uma aplicacdo continua. Se H(s) € T(A,u,v), para todo s € [0, 1], onde
H(s)(t) = L(t, s) (5.19)

entao as sequintes afirmagoes sao validas:
i) Existe uma seqiiencia {H" },en C C([0,1], V1(J, Ey)) tal que
lim d,(H"(s), H(s)) = 0 (5.20)

n—oo

para todo s € [0,1] e para todo q > p.

ii) Se sup ||H(s)||ps < oo entdo H : [0,1] — T(A,u,v) € uma homotopia g -rugosa, para
s€[0,1]

todo q > p.

Demonstragao: i) Sendo A um sistema p-rugoso, entao T'(A,u,v) C VP(J, Ey), onde E, é

um dos espacos de Banach associado ao sistema A.

Seja { Dy }nen C P(J) uma seqiiencia de partigoes do intervalo J tal que |D,| — 0, quando

n — oo. Para cada n € N, consideremos a aplicagao H™ : [0,1] — V!(J, Fy) dada por
H"(s) = (H(s))"" (5.21)

onde (H(s))P» é aproximacao poligonal do caminho H(s) € T(A,u,v) C VP(J, Ey) com
respeito a particao D,,.

Sejam € > 0 e s, € [0,1].

Recordemos que

dy(H"(s), H"(s')) = [[H"(s) = H"(s')[|1,s + sup [ H"(s)(t) — H" (') (1), -

teJ
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Como H"(s) e H™(s") sdo caminhos poligonais temos que
I1H"(s) = H"(s")[l1.s = ZD [H™(5)(tir1) — H"(s")(ti41) — H"(s)(t:) + H"(s") (&) || 2,
t;eD™
< [|H"(s)(0) = H™(")(0) |z, + | H" (s)(T) — H"()(T) |
kn—1
+2 2, [1H"(s)(t:) — H"™(s")(t:) |l 2,
< [1L(0,5) = L(0, )|, + 1 L(T, s) = L(T, 8) ||
kn—1
+2 Z HL(tiv 3) - L(tiv S/)||E2
i=1
onde k, 4+ 1 representa nimero de elementos da particao D,, e temos também que
sup [|H"(s)(t) — H™(s')(t) || m, = max [[H"(s)(t;) — H"(s')(t:)|| 5, = max [|L(ti, 5) — L(ti, ') ||, -
ted ti€Dn t;€Dnp,
Por hipétese temos que L é continua e [0, 1] x J é um compacto, entdo L é uniformemente
continua. Logo existe d(n) > 0 tal que ||L(t,s) — L(t', ')||g, < €/(2k, + 1), para quaisquer
(t,s),(t',s") € J x[0,1] caumprindo a condicao max{|s — |, |t — t'|} < d(n).

Logo, para todo n € N, tomando §(n) > 0 como mencionado acima temos que

dl(Hn(S)v Hn(sl)) = ”L(O’ 3) - L(O78,)||E2 + ||L(T7 S) - L(T’ S,)||E2

n—1
+2 HL(ti? S) - L(ti7sl)|lE2 + tnéabx HL(ti? S) - L(ti’ S,)||E2
€
< (2k, + 1 —
< (2hn + )2kn+1 ¢

sempre que |s — §'| < 6.
Portanto {H"},en C C([0,1],V1(J, Ey)) e além disso, para cada s € [0,1], como H(s) €
T(A,u,v) C VP(J, Es), decorre do Teorema 1.2.7 que

lim d,((H(s))"", H(s)) =0 (5.22)

n—0

para todo ¢ > p. Logo lim d,(H"(s), H(s)) = 0, para todo s € [0,1] e para todo ¢ > p. Em
n—o0 _

outras palavras, H" converge pontualmente para H com respeito a métrica d,, para todo

q > Dp-

ii) Usando a hipdtese que sup ||H(s)l, s < 0o, segue que
s€[0,1]

1(H ()P lps < 3PN H (5)lp.s < 3747 sup [ H(s)]]p.s

s€[0,1]

para todo s € [0, 1] e para todo n € N.
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Além disso, como L é continua e [0, 1] x J é compacto segue que  sup  ||L(¢, 9)||g, < oo,
(t,8)eJ%x]0,1]
donde resulta que

sup [|(H(s)) 7" (t) |l g, = max [|(H(s))”" (t:)| z, = max [|L(s,t,)[|, < sup  ||L(t, 5)| g,
e t;€Dy, t;€Dn (t,s)€Jx[0,1]

para todo s € [0, 1] e para todo n € N.

Logo,
sup [|H"(s)|h» < K (5.23)
s€[0,1]
para todo n € N, onde
K =3V sup |H(s)|lps+ sup ||L(t 8|, . (5.24)
s€[0,1] (t,5)eJx[0,1]

Dado € > 0, como L é uniformente continua, existe 0 > 0 tal que ||L(t,s) — L(t', )| g, <€,
para quaisquer (t,s),(t',s") € J x [0,1] cumprindo a condi¢ao max{|s — |, |t — |} < 0.

Assim, para todo n € N, temos que

1H"(s) = H"(5") [0,y = Sup 1" (5)(2) = H"(s')($)ll . = maxc || L(ti, s) — L(ti, ')l < €
(5.25)
sempre que |s — §'| < 9.
Como H™ € C([0,1],VI(J, Ey)), VY(J,Ey) C VUJ,E3) e || - |lve < || - |ly1, resulta que
{H"},en C C([0,1], VI(J, E3)).

Usando o Lema 1.2.4 e a expressao (5.23) temos que
|H"™(5) = H™(s)|lve < 2IH"(5) = H™(s)|loo,s)' "7 (2K) 7 + [ H"(s) = H"(5)|sos  (5.26)
para todo g > p, donde resulta, usando a expressao (5.25), que para todo n € N
|H" () = H"(s)llve < (26)' 75 (2K)7 + (5.27)

sempre que |s — §'| < 4.

Logo, a seqiiéncia que {H"},en C C([0,1],V9(J, Ey)) é uma seqiiencia equicontinua em
relagdo a métrica d,.

Lembremos que se uma seqiiéncia aplicagoes equicontinuas converge pontualmente, entao
seu limite ¢ uma aplica¢do continua. Como {H"},eny C C([0, 1], V(J, Ey)) é uma seqiiencia
equicontinua a qual converge pontualmente para H em relagio a métrica d,, segue que

H e C(0,1], VI(J, By)).

Portanto H é uma homotopia ¢-rugosa, para todo ¢ > p. 0
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Agora estamos em condicoes de relacionar homotopias rugosas com conjugacoes de siste-

mas rugosos.

Teorema 5.4.3. Sejam A e A’ sistemas p -rugosos e a, f € T(A,u,v). Se o ~, 3 e h é uma

conjugagdo de classe C entre A e A’ entao hoa ~, ho 3, para todo q > p.

Demonstracao: Seja H uma homotopia p-rugosa entre a e 3. Como H: a ~, 3 segue da
Proposicao 5.1.3 que

L(t,s) = H(s)(t) (5.28)
¢ uma homotopia no sentido classico entre « e (3, ou seja L: a >~ (3.
Note que L* = H(s) € T(A,u,v), para todo s € [0,1], uma vez que H é uma homotopia
p-rugosa com respeito ao sistema A.

Como h é uma aplicacao continua de classe C! entao
hoL:hoa~hof. (5.29)

Usando a hipdtese que h é uma conjugacao entre A e A’ temos que ho L* € T'(A', h(u), h(v)),
para todo s € [0, 1].

Como L(J x [0,1]) é compacto e h ¢ uma aplicacao de classe C?, segue que h é Lipschitz
sobre L(J x [0,1]). Logo, como na demonstracao da Proposi¢ao 1.4.1, existe uma constante
C > 0 tal que

[ho L2[|, < ClIL7[|v (5.30)

para todo s € [0, 1].

Como H uma homotopia p-rugosa, entdao H é continua no intervalo [0, 1] com respeito a
métrica d,, logo sup ||L*||y» = sup ||H(s)||y» < oo e
s€(0,1] s€l0,1]

sup ||ho L?[|, < c0. (5.31)
s€[0,1]

Definido G(s) = (ho L®), para todo s € [0, 1], temos que G satisfaz as hipéteses do Teorema
5.4.2, donde segue que
G:hoar~,hof (5.32)

para todo g > p. O

Abaixo apresentamos um exemplo de situagao na qual a Teorema 5.4.3 pode ser empre-

gada.
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Exemplo 5.4.4. Considere o sistema 1-rugoso A = (fa,51(A),S?) e as trajetérias a(t) =
(1,0,0) e 5(t) = (cos(2mt/T), sen(2nt/T),0) deste sistema, como no exemplo (5.1.4).

Nao existe sistema 1-rugoso do tipo A’ = (g,51(A),S?) que seja conjugado, via um difeomor-
fismo de classe C*, k > 2, ao sistema A acima e que satisfaca a condicao de que quaisquer

duas trajetorias em formato de loop sejam 1-rugosamente homotdpicas entre si.

De fato, se existisse um sistema rugoso A’ como foi citado, entao existiria um difeomorfismo
h de classe C*, k > 2, que seria uma conjugacao entre A e A’. Deste modo, terfamos que
hoa,hof € T(N, h(u),h(u)) e entdo hoa ~1 ho 3. Dai, se hoa ~; ho (3 resultaria pelo
Teorema 5.4.3 que h™* o hoa ~, h™' o ho 3, para todo ¢ > 1, ou equivalentemente, que
a ~, (3 para todo ¢ > 1. Mas isto é um absurdo, pois @ nao é g-rugosamente homotépica
a (0 com respeito ao sistema A, o que pode ser verificado de maneira analoga ao exemplo do

final da segao 2.2.

Observacao 5.4.5. Resultados similares ao Teorema 5.4.2 e ao Teorema 5.4.3 sao validos no
contexto de sistemas de Young e homotopias p-monotonicas entre trajetorias de um sistema

de Young. Além disso, as demonstragoes sao similares.

5.5 Relacao entre Equacoes Estocasticas e Homotopia

Rugosa

Nesta secao caracterizaremos, através de uma homotopia p-rugosa, uma homotopia entre
duas trajetorias amostrais de uma solucao de uma equacao diferencial estocastica, de modo

que os caminhos intermediarios desta homotopia sejam trajetérias amostrais desta solucao.

Tome o espago de probabilidade (£2, F,P), onde 2 = C([0,00),R), F = Borel(C(]0,o0),R))

e P é a medida de Wiener. Seja B o movimento Browniano canonico em R, ou seja,

Bi(w) = w(t). (5.33)

Considere a equacao diferencial estocastica no sentido de Stratonovich
dY; = rYidt + aY; o dB; (5.34)

onde r e « sdo constantes e B é um movimento Browniano em R.

Do fato que as integrais de Stratonovich e as integrais de Ito se relacionam mediante a

formula
¢

t
1
/ZodX:/ZdX+§[X,Z] (5.35)
0

0
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e que [t, B;] = 0 e [By, B] = t, segue que a equagao (5.34) é equivalente & equacao diferencial
estocastica no sentido de Ito

1
dY; = (r + §a2)Y;dt +aY;dB; . (5.36)

Considere a equacao diferencial estocatica de 1to
dY, =7Y,dt +aY,dB, (5.37)
onde 7 é uma constante. Usando ferramentas de Calculo Estocastico deduz-se que
Y, =Yqexp((F — %oﬂ)t + aBy) (5.38)

é solucao da equagao (5.37). No caso particular em que 7 = r + %aQ temos que a equacao

(5.37) coincide com a equagao (5.36) e
Y = Yoexp(rt + aBy) (5.39)

¢ solugao das equagoes diferenciais estocasticas (5.36) e (5.34). Tomando r = 0 e a = 1,
segue que
Y; = exp(B;) (5.40)

¢ solugao da equacao diferencial estocatica no sentido de Stratonovich
dY, = Y, 0 dB, (5.41)

com condicao inicial Yy = 1. Decorre da Proposicao 4.5.4 que existe um subconjunto Q' C 2,
com P(Q)) =1 tal que
Yi(w) = exp(Bi(w)) (5.42)

¢ solucao da equagao rugosa
dY; =Y, dB(w) (5.43)

com condicao inicial Y = 1, para todo w € (0.

Este exemplo simples ilustra uma situagao em que o conhecimento de solugoes de equagoes
diferenciais estocastica permite conhecer solucoes de equagoes rugosas com 0 mesmo campo
da equacao estocéstica e dirigidas pelos caminhos amostrais do movimento Browniano en-
hanced. Mais do que simplesmente isto, este exemplo sinaliza a possibilidade de relacionar
homotopias entre os caminhos amostrais no suporte da solucao de uma equacao estocastica
com homotopias rugosas entre trajetérias de um sistema rugoso associado a estas equacao
estocastica. Antes de explicitarmos de que maneira se da esta relacao entre homotopias,
apresentaremos a seguir algumas informacoes relevantes relacionadas a suportes associados

processos estocasticos.
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Defini¢ao 5.5.1. Seja p uma medida de probabilidade em um espago métrico (E,d). O
suporte da medida p, com respeito a topologia induzida por d, é o menor conjunto fechado

A C E tal que pu(A) = 1. Denotamos A por supp p.

Dada uma varidvel aleatéria Z: Q@ — FE, onde E é um espaco métrico e (2, F,P) um

espaco de probabilidade P, induzimos uma medida de probabilidade P, em E por
Py (A) =P(Z1(A)) (5.44)

para todo A € Borel(F). A medida de probabilidade P, é denominada lei de Z e o suporte

de Pz é denominado suporte associado a varidvel aleatoria Z.

Sejam (2, F,P) um espaco de probabilidade e B o0 movimento Browniano canénico em R?,
onde Q = C([0,00),RY), F = Borel(C([0,00),R%)) e P é a medida de Wiener. O movimento
Browniano B pode ser visto como uma varidvel aleatéria tomando valores em C(J, RY), onde
J=1[0,T] e T > 0. Em outras palavras, B: Q — C(J,R%), pode ser visto como uma varidvel
aleatéria dada por

Bw)=w. (5.45)

Para p € (2,0), temos que B(w) € V§(J,R?), para quase todo w € Q. Mais do que isso,
temos que o suporte associado ao movimento Browniano B, visto como variavel aleatéria, é

precisamente
suppPg = V9P (J,RY) (5.46)

onde p € (2,00) (Veja P. Friz [5]). J4 o suporte do movimento Browniano “enhanced” B

interpretado como uma varidvel aleatéria B: Q — C(J,G*(R?)) é
suppPg = VyP(J, G*(R?)) (5.47)

onde p € (2, 00).

Um resultado de grande importancia para o estudo de suportes de solugoes de equagoes

diferenciais estocésticas é o teorema suporte de Stroock-Varadham.

Teorema 5.5.2 (Stroock-Varadhan). Sejam p € (2,3), f € Lip*(R®, L(R?,R®)) e B o
movimento Browniano candnico em Re. Se'Y € a tinica solugdo continua no intervalo J (a

menos de indistinguinabilidade) da equacdo diferencial estocdstica no sentido de Stratonovich
dY = f(Y) odB, comYy=y€eR® (5.48)

entio Y (w) € VP(J,R®), para quase todo w € ) e

dp

suppPy = {I{(h) : h € C55\(J,R9)} (5.49)
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onde Cg5(J, R%) indica o conjunto dos caminhos continuos de J em R? iniciados em 0 e
suaves por partes, d, indica a métrica de VP(J,R?) e cada Iji(h) ¢ a unica solucao da equacao
diferencial ordindria

Y = f(Y)h, comYy=yeRe. (5.50)

Uma prova relativamente curta para o Teorema de Stroock-Varadhan, a qual se utiliza de
ferramentas da teoria dos caminhos rugosos, esta disponivel nas notas de P. Friz [5]. Outras

provas deste teorema podem ser encontradas em [11], [20] e [26].

O Teorema de Stroock-Varadhan pode ser interpretado da seguinte maneira: O suporte

associado ao processo estocdstico Y, solucao da equagao (5.48), é dado por

—dp

suppPy = T(X,y) (5.51)

onde T'(X,y) denota conjunto de trajetérias iniciadas em y do sistema de Young com 1-

variacao (ou sistema 1-rugoso)
2 = (f, Ca(J.RY), RY) (5.52)
ou seja, o conjunto de trajetérias deste sistema é

T(S,y) = {I}(h) : he C(J,RY)}. (5.53)

Baseado nestes fatos, seria interessante definir um tipo especial de homotopia entre as
trajetorias amostrais de um processo estocastico Y, solu¢do de uma equagao do tipo (5.48),
de tal forma que os caminhos intermedidrios desta homotopia continuem sendo trajetdrias
amostrais de Y. A estratégia de definir diretamente uma homotopia entre trajetérias amos-
trais satisfazendo tal condigao leva imediatamente a questao sobre a possibilidade de se definir
um produto entre as classes desta relacao de homotopia. Dito de outra forma, a questao que
surge é se a concatenacao entre trajetérias amostrais de um processo estocastico continua
sendo trajetoria amostral deste processo. Uma idéia para tratar esta problematica seria en-
quadra-la em um ambiente ja conhecido, que seria o ambiente das homotopias rugosas, uma

vez que neste ambiente o produto de classes de homotopia esta bem definido.

Uma primeira tentativa neste sentido seria definir tal homotopia como sendo a homotopia
1-rugosa entre as trajetérias do sistema ¥ = (f, Cg%, (J, RY),R), entretanto poderia ocorrer
das trajetdrias amostrais de Y nao serem P-quase sempre trajetérias de T'(X,y), muito
embora tenha-se pelo teorema do suporte que suppPy = m ", Contudo podemos
enxergar as trajetorias amostrais de Y P-quase sempre inclusas em um espaco trajetorias de

um outro sistema rugoso. Formalizamos isto no seguinte resultado.
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Teorema 5.5.3. Sejam p € (2,3), f € Lip*(R¢, L(R?R®)), B o movimento Browniano
canonico em R? e P a medida de Wiener associada a B. Se' Y € a tnica solugdo continua no

intervalo J da equagao diferencial estocdstica (5.48) entao
Y(w) e T(Ay) (5.54)

para P -quase todo w, onde T(A,y) denota conjunto de trajetdrias iniciadas em y do sistema
P -TUgoSso
A= (£, WP(LG*RY),R). (5.55)

Demonstracao: Seja {2 o espaco amostral associado a P. Decorre da Proposicao 4.5.4 que

existe um subconjunto Q' C €, com P(Q') =1 tal que

V() = TY(B(w) (5.56)
para todo w € V', onde [{(B(w)) é solucdo da equacio rugosa

dY = f(Y)dB(w) (5.57)

com condigao inicial Yy = y.

Tome Q" = Q' N (B~ (suppPg)). Temos que P(Q") =1 e se w € Q” entao B(w) € suppPp.
Como suppPg = V{?(J, G*(R%)) entdo I(B(w)) € T(A,y) para todo w € Q”. Por outro
lado Y;(w) = ijc(B(w))(t) para todo w € €.

Portanto, Y;(w) € T(A,y) para todo w € Q" e P(2") = 1. O

Definicao 5.5.4. Seja Y o processo solucao no intervalo J de uma equagao estocastica do
tipo (5.48). Dizemos que duas trajetérias amostrais de Y, digamos Y (wp) e Y(wy), sdo
estocasticamente homotopicas se as seguintes condigoes sao satisfeitas.

1) Yr(wy) = Yr(wr).

ii) Y(wo), Y(wi) € T(A,y), onde A = (f, VP(J,G*(RY)),R¢) e p € (2,3).

iii) Y (wp) é p-rugosamente homotépica Y (wq), com respeito ao sistema p-rugoso A.

Se Y(wo) e Y(wy) s@o trajetérias amostrais do processo Y (solugdo de uma equagao
estocastica do tipo (5.48)) e H é uma homotopia p-rugosa entre Y (wp) e Y (wy) em T(A,y),
onde A = (f,V{P(J,G*(R%)),R®), entdo dizemos que H é uma homotopia estocdstica entre
Y(wp) e Y(wy).

Sejam Y o processo solugao no intervalo J de uma equagao estocastica do tipo (5.48)
e H: Y(wy) ~p Y(wi) uma homotopia estocdstica com respeito a Y. Embora os caminhos
intermedidrios da homotopia estocastica H pertengam ao conjunto de trajetérias T'(A,y) do

sistema p-rugoso A = (f, V{P(J, G2(R%)),R°), uma questio que falta verificarmos é se este
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caminhos intermediarios da homotopia estocastica H sao trajetérias amostrais de Y, isto é,
para cada s € [0, 1] existe algum w, € Q tal que H(s) = Y(ws)? A resposta para isto é que
os caminhos intermediarios da homotopia estocastica H sao trajetérias amostrais de Y e este

fato é uma conseqiiéncia imediata do teorema a seguir.

Teorema 5.5.5. Sejam p € (2,3), f € Lip*(R¢, L(RY,R®)), B o movimento Browniano
canonico em R? e P a medida de Wiener associada a B. Se' Y € a tnica solugdo continua no

intervalo J da equagao diferencial estocdstica (5.48) entao

—dp

suppPy = T(A, y) (5.58)
onde A € o sistema p-rugoso (f, Vi'(J, G*(R%)),Re).

Demonstragao: Seja () o espaco amostral associado a P. Segue da Proposi¢ao 5.5.3 que
existe um subconjunto " C Q, com P(Q") =1 e Y (w) € T(A,y), para todo w € Q".

Assim

1=P(Q") SPYH(Y(2) = Py(Y(2) < Py(T(A,y) <Py(T(A 1)) <1

e entao segue da definicao de suporte que

suppPy C T(A,y) "

Decorre do teorema de Stoock-Varadhan que supp Py = I7(Cg5 (J, R9)) .

Temos que I4(Cg5, (J, RY)) = T4(S2(C55 (J,R?))), logo supp Py = T4(S2(Cg5 (J,R?)))

Assim,

dp

Sa(Coan (. R)) € (T7) T (TH(S2(CFn (L RY))) € (1)~ (suppPy) . (5.59)

Segue da Proposicao 4.4.4 que Vy?(J, G*(R%)),R¢) = So(Ceon(J,RY)) ¢ como I% é continua,

segue que (I}) ™! (suppPy) é fechado e conseqiientemente, segue da expressao (5.59) que

VP (], GP(RY), RY) = 55(Ce5 (J,RD) ™ € (14) " (supp Py)

Portanto,
T(Ay) = T(V77(J, G*(RY)),R%)) C suppPy .

como queriamos. O

Corolario 5.5.6. Seja p € (2,3). Se A € o sistema p -rugoso (f, V'P(J,G*(R%)),R¢) e ¥ ¢
o sistema 1 -rugoso (f,Cg5, (J,R?),R¢) entdo

Ty =T, (5.60)
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Demonstracgao: Decorre da proposicao anterior e do teorema de Stroock-Varadhan. ]

Para finalizar, apresentaremos um exemplo que ilustra que sob determinadas condigoes
é possivel explicitar a homotopia p-rugosa entre trajetorias de um sistema do tipo A’ =
(f, VP (J, G2(R%)), M), onde M é um variedade diferenciavel contida em Re.

Exemplo 5.5.7. Sejam F},..., Fy; campos de vetores C* em R¢. Considere sistema p-
rugoso A’ = (h, V{?(J,G*(R?)), M), onde p € (2,3), M C R® é uma variedade diferencidvel
e h: R — L(R? R¢) é dado por

h(x)(y1s - - ya) = nFi(x) + ..+ yaFalz) . (5.61)

Temos que T'(A, zg) C suppPy, onde Y é o processo estocastico solu¢ao da equagao

dY =h(Y)odB = F\(Y)odB' + ... 4+ Fy(Y) o dB* (5.62)
com condicao inicial Y (0) = zp e B = (B!, ..., B%) é o movimento Browniano canénico em
R
Se Fi, ..., Fy sdo campos de vetores (com respeito a M) completos e que comutam entre si
entao

Y,(w) = exp(B}Fy) o...0exp(BIF;)(z) (5.63)

onde exptF; é o grupo de transformacoes a 1-parametro gerado pelo campo de vetores Fj,
i=1,...,d, ou seja, ¢! (r) = exp(B}F;) ¢ solugao de d¢; = F;(¢!) o dB} (ver H. Kunita [11],
D. W. Stroock [26] ).

Neste caso, dados «, 5 € T(A, zp) temos que « e (3 sdo trajetérias amostrais de Y, digamos
a(t) = Yy (w%) e B(t) = Yi(w'), e portanto o é p-rugosamente homotépica a 3 se, e somente
se, a é estocasticamente homotopica a 3. Ou ainda, « é p-rugosamente homotoépica a 3 se,

0

e somente se, W’ e w! estdo na mesma componente conexa por caminhos de Y 7! (supp Py).

De fato, se L é um caminho continuo ligando w® e w! em Y ~!(suppPy) entao
H(s,t) = exp(L'(s,t)F}) o ... o0exp(L%s,t)Fy)(20) (5.64)

com s € [0,1], t € J, é uma homotopia p-rugosa entre o e 3. Reciprocamente se H é
uma homotopia p-rugosa entre a(t) = Y;(w°) e 3(t) = Yi(w') entao H(s) € T(N,2) C
Y~ !(suppPy) para todo s € [0,1] e H é da forma

H(s,t) = exp(B} (w*)F}) o...o0exp(BYw®)Fy)(2) . (5.65)

Logo, exp(Bi(w®)F;) e conseqiientemente B!(w®) sdo continuos em relacao s € [0,1], para
i =1,...,d. Como w*(t) = By(w®) = (B}(w®),..., B}w*)) segue que L(s) = w(s) é um

caminho continuo ligando w® e w! em Y ! (supp Py ).



CONSIDERACOES FINAIS

Sejam p € (2,3); f,g € Lip*(R®, L(RY,R®)); M, N C R° e B o movimento Browniano

canonico em R%. Se Y ¢é a solucdo no intervalo J da equacao diferencial estocastica

dY = f(Y) odB, comYy=yeM (5.66)
e Z é a solucao no intervalo J da equacao diferencial estocéstica

dZ =g(Z) odB, com Zy=z€ N (5.67)

entao um problema que pode ser considerado é se existe um difeomorfismo h: M — N de
classe C*, k > 2, tal que
hoY =7, (5.68)

ou seja, se existe difeomorfismo h de classe C*, k > 2, que leve trajetérias amostrais de Y

em trajetorias amostrais de 2.

Uma possibilidade para o estudo de tal problema seria enxergé-lo como um problema
de conjugacio entre o sistema p-rugoso Ay = (f, Vi*(J, G*(R%)), M) e o sistema p-rugoso

Az = (g, VP (J, G*(R%), N), associados respectivamente aos processos estocésticos Y e Z.

Por exemplo, suponha que o campo f na equacao (5.66) seja dado por

FW) i, ya) =vniFily) + ..+ yaFa(y) (5.69)

onde Fi, ..., F; sao campos de vetores em M completos e que comutam entre si. Do mesmo

modo, suponha que o campo g na equagao (5.67) seja dado por
9(2)(z1, ..y zq) = 21G1(2) + . .. + 2aGa(2) (5.70)

onde Gfi,...,G4 sao campos de vetores em N completos e que comutam entre si. Se

Y ! (suppPy) tiver duas componentes conexas por caminho e Z~!(suppPz) tiver uma tnica
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componente conexa por caminhos entao os seus respectivos sistemas rugosos associados, Ay

e Az, ndo sdo conjugados por meio de um difeomorfismo de classe C*, k > 2..

De fato, se existisse uma conjugacao h entre Ay e Az tal que h é um difeomorfismo de
classe C*, k > 2, entdo tomando w® e w! eventos em componentes conexas por caminhos
distintas de Y ! (suppPy) terfamos que ho Y (W) = Z(&°), para algum @° € Z~(suppPyz)

0 e ! estdo na mesma com-

e hoVY(w') = Z(&'), para algum &' € Z7!(suppPz). Como @
ponente conexa por caminho de Z~!(suppPy), pelo que foi visto no exemplo 5.5.7, teriamos
que Z(@") ~, Z(o'). Logo, pelo Teorema 5.4.3 terfamos que h™' o Z(@%) ~, h™! o Z(&")
para ¢ € (p,3), ou seja, Y (w’) ~, Y(w!) para ¢ € (p,3) e dai, novamente pelo que foi visto

0

no exemplo 5.5.7, concluirfamos que w® e w! estariam na mesma componente conexa por

caminho de Y ~!(suppPy), o que seria um absurdo.

O que observamos na situagao acima é que podemos utilizar a invariancia por conjugacoes
das homotopias rugosas (ou homotopias estocésticas) como critério de obstrugao para iden-
tificar casos em que nio existem difeomorfismos de classe C*, k > 2, que levem trajetérias
amostrais da solucao de uma equacgao diferencial estocédstica em trajetérias amostrais da

solucao de uma outra equacao diferencial estocastica.

Evidentemente, o fato de se considerar a situacao acima, em que as equagoes diferenciais
estocasticas sao dadas por campos de vetores completos e que comutam entre si, nos permite
ter conhecimento mais explicito das homotopias estocéasticas entre as trajetorias amostrais que
compoem as solugoes destas equagoes. Portanto, nesta situacao a utilizacao das homotopias
rugosas como critério de obstrucao para identificar casos em que nao existem conjugagoes

entre solugoes de equacoes estocdsticas se mostra uma ferramenta consideravel.

Uma questao que surge, e que nos da uma direcao para continuar futuras pesquisas
neste tema, é como utilizar de maneira efetiva a invariancia por conjugacoes das homotopias
rugosas como critério de obstrugao nos casos em que as equagoes diferenciais estocasticas nao
sao dadas por campos de vetores que comutam entre si? Neste sentido, um problema que
ainda requer estudos é o de se caracterizar como sao as homotopias rugosas (ou estocasticas)
entre trajetérias amostrais de solucoes de equacgoes diferenciais estocasticas, cujos campos de

vetores nao comutam entre si.

Uma outra linha para se dar continuidade a futuras pesquisas seria o problema de com-
putar a probabilidade de cada classe de equivaléncia segundo a relacao de homotopia rugosa
associada a solucao de uma equacao diferencial estocastica. Decorre do Teorema 5.5.5 que

dado Y uma solugao de uma equagao estocéstica do tipo (5.48), entao
T(A,y) C suppPy (5.71)
onde A é o sistema rugoso (f, V' (J, G*(R%)),R¢) associado a Y e portanto as classes de
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equivaléncia homotépica das trajetorias de T'(A,y) sao subconjuntos disjuntos em supp Py

os quais possuem um certa medida de probabilidade.

Um outro problema em aberto seria caracterizar nos sistemas de Young em que condigcoes
uma homotopia p-monotonica entre duas trajetorias regulares é estritamente uma homo-
topia p-monotonica regular entre estas duas trajetdrias, visto que a reciproca (homotopia

p-monotonica regular implica em p-monotonica) desta questao é sempre valida.

Verificar a possibilidade de estender a sistemas de Young e a sistemas rugosos resultados
de Teoria de Controle, como por exemplo, resultados sobre controlabilidade e acessibilidade

¢ uma outra diregao de estudos que também pode ser adotada.

Uma outra linha para estudos futuros, baseados no tema homotopia rugosa, seria a linha
de explorar propriedades topoldgicas provenientes da homotopia rugosa, como por exemplo,
explorar questoes relativas a recobrimentos (obtidos através das homotopias rugosas) daqueles
subconjuntos de um espaco de estados de um sistema rugoso que admitam recobrimento,
ou entao, estudar grupos fundamentais associados a homotopias rugosas naqueles sistemas

rugosos que admitam trajetérias em formato de loop.

O estudo de trajetorias de equacoes dirigidas por caminhos rugosos ainda pode ser ex-
plorado em muitas direcoes e o que apresentamos nestas consideracoes finais foram apenas

algumas das questoes que podem ser tratadas em futuras pesquisas sobre o tema.
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p-variagao
controlada, 14
de um caminho, 10, 84
finita, 10
Area
de Levy, 87

Aplicacao
v -Lipschitz, 30
assinatura, 75
assinatura truncada, 75
avaliagao de ponto final, 64
campo, 31, 32
de dilatacao, 81
de Ito, 34
de Lyons, 76
norma homogénea, 81
simétrica, 81
sub-aditiva, 81
Aproximacao
geodésica de um caminho, 18
poligonal de um caminho, 18
Assinatura
de um caminho, 73

truncada de um caminho, 73

Caminho

geodésico, 17

rugoso, 87
rugoso geométrio, 87
Concatenagao
continua entre caminhos, 31, 93
continua simples entre caminhos, 73
Conjugacao
de classe C* entre sistemas rugosos, 101
entre sistemas rugosos, 100
Conjunto
conexo por trajetérias, 44
de acessibilidade
de um sistema de Young, 32
de um sistema rugoso, 98
regular de um sistema de Young, 53
fechado
por concatenacoes continuas, 31, 94
por reparametrizacoes positivas, 31
localmente
conexo por trajetérias, 44, 99
simplesmente conexo por trajetorias, 46
semi-localmente
simplesmente conexo por trajetorias, 47,
99

Funcao de controle, 13

Homotopia
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p-monotonica regular, 67
p-rugosa, 94

estocéstica, 109

Integral
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no sentido de Young, 28

Levantamento de Lyons, 76

Métrica
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da convergéncia uniforme, 11
de Carnot-Caratheodory, 84

Movimento Browniano “enhanced”, 88
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da p-variagao, 11

da convergéncia uniforme, 11

Propriedade de cancelamento a direita, 44, 99

Séries formais, 71
Sinal
(ou controle) de integracao, 31, 32
regular, 53
Sistema
de Young, 32
reversivel, 37
consistente, 34
regular, 53
rugoso, 94
Solucao
de uma equacao de Young, 30
de uma equacao diferencial rugosa, 91
Suporte
associado a uma variavel aleatéria, 107
de uma probabilidade, 107

Teorema
de Cauchy-Peano, 31

de Chen, 73
generalizado, 77
de Picard-Lindelof, 31
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de Young, 24
do suporte de Stroock-Varadhan, 107

Trajetorias
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de um sistema rugoso, 94
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