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RESUMO

Introduzimos a teoria dos p-rough paths seguindo a abordagem de M. Gubinelli, con-
hecida por integragao algébrica. Durante toda a dissertacao nos restringimos ao caso 1 <
p < 3, o que ¢é suficiente para lidar com trajetérias do movimento Browniano e aplicagoes ao
Calculo Estocastico. Em seguida, estudamos as equacoes diferenciais associadas aos rough
paths, onde nds conectamos a abordagem de A. M. Davie (as equagdes) e a abordagem de
M. Gubinelli (as integrais). No final da dissertagao, aplicamos a teoria de rough path ao
calculo estocastico, mais precisamente relacionando as integrais de It6 e Stratonovich com a

integral ao longo de caminhos.
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ABSTRACT

We introduce p-Rough Path Theory following M. Gubinelli’s approach, as known as
algebraic integration. Throughout this master s thesis, we are concerned only in the case
where 1 < p < 3, witch is enough to deal with trajectories of a Brownnian motion and some
applications to Stochastic Calculus. Afterwards, we study differential equations related to
rough paths, where we connect the approach of A. M. Davie to equations with the approach
of M. Gubinelli to integrals. At the end of this work, we apply the theory of rough paths
to stochastic calculus, more precisely, we related the integrals of It6 and Stratonovich to

integral along paths.

X



SUMARIO

Introducao

1 Integragao Algébrica
1.1 Motivacao . . . . . . . . e e
1.2 Incrementos . . . . . . . . ..

1.3 Espagos Cif e CY=HOL

1.4 Resultados fundamentais . . . . . . . . . . . .

2 Aplicagoes

2.1 Resultados preliminares . . . . . . . . . . ... ...
2.2 Integral de Young . . . . . . . . . .
2.3 Integragdo ao longo de caminhos (1 <p<2) ... ... ... ... ... ..
2.4 Integragdo ao longo de caminhos (2<p<3) ... ... .. ... .......
2.5 Integrais iteradas multiplas . . . . . . . ... oo

2.5.1 Integrais iteradas de ordem 2: . . . . . .. ... ..o

2.5.2 Integrais iteradas de ordem 3: . . . . .. . ...
2.6 Integracao ao longo de p-Rough Path, 1 <p<oco . .. .. ... .. .. ...
2.7 Alguns resultados de T. Lyons [16] . . . . . ... ... ... ... ......

3 Equacgoes Diferenciais Rough
31 OCasol1<p<y<2 e

x1

13
20

29
29
32
35
37
45
46
A7
47
49

57



xii

SUMARIO

32 OCas02<p<~y<3

3.3 Comparagao entre integrais e equagoes diferenciais . . . . . . . . . .. .. ..

3.3.1 Integral de Riemann-Stieltjes via equacoes diferenciais ordindrias . . .

3.3.2 Integral ao longo de caminhos via equacgoes diferenciais . . . . . . . .

4 Aplicacoes a Analise Estocastica

4.1 Movimento Browniano Enhanced (Melhorado/Aprimorado) . . . . . . . . ..

4.2 Integrais Estocasticas

Bibliografia

89
89
91

95



INTRODUCAO

A primeira preocupagao da Teoria de Rough Paths é definir e entender integrais da forma

/ de (u) & (y ()

ou, equivalentemente, definir equacoes do tipo

dy = ¢ (y) dx (0.0.1)

onde y : I C R—=W ex : I C R—V sao caminhos nos espacos de Banach W e V
respectivamente, e ¢ : W — L(V,W). Sendo que = nao tem, necessariamente, variacao
limitada. Do ponto de vista da Analise Estocastica, a Teoria de Rough Paths é capaz de dar
uma formulagao “caminho-a-caminho” para integrais e equagoes diferenciais estocasticas.
A grande descoberta de T. Lyons, pai da teoria, foi que no caso do integrador x ser
diferencidvel, a solugado da equacao dirigida (0.0.1) depende de maneira “bem comportada”’

das integrais iteradas, x, de x:

_ ~ t Un Unp—1 u2
(5,8) € I* = x" (s, 1) = x{., == / dzy, / dzy) / / dr'y;
S S S S

onde a é o multi-indice (ay,...,a,) com |a] = n sendo seu comprimento. Por exemplo, no
caso V = R", 1§ ¢é a a;—ésima coordenada de z,,, enquanto no caso geral (mesmo quando
dimV = 0), @ = (ay,...,a,) pode ser visto como uma |a| —upla de funcionais lineares, ¢

entao zy 1= a; (vy,) .
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Pode-se dizer que, em algum sentido, as integrais iteradas codificam o comportamento
local do caminho x suficientemente bem para recuperar seu efeito na solucao y. A idéia
de representar fielmente um caminho pelas integrais iteradas, originalmente foi desenvolvido
por K. T. Chen na década de 60. Para referéncias histéricas: [2, 3, 4].

Numa perspectiva de sistema de equacoes, as integrais iteradas fornecem um conjunto de
coordenadas canonicas para a analise de sistemas nao lineares, andlogo aos coeficientes de
Fourier para sistemas lineares.

Para um exemplo mais concreto e numérico, recomendamos a introdugao do livro de T.
Lyons e Z. Qian [17], onde através de um exemplo simples mostra-se a eficiéncia das integrais

iteradas do caminho z para aproximar a soluc¢ao de equagoes do tipo (0.0.1).

Este trabalho teve como motivagao relacionar a abordagem (discretizada) de A. M. Davie,
[5], nas equagoes diferenciais a abordagem (algébrica) de M. Gubinelli, [7], nos rough paths.
Esta relacao até entao nao tinha sido feita, e a chave para conseguirmos isto foi construir
uma versao discreta do resultado fundamental de M. Gubinelli: a aplica¢do costura (“Sewing
map”).

No decorrer da dissertacao essencialmente estamos em dimensao finita. Avisamos isto,
pois apesar do esforco e de alguns argumentos serem validos para dimensao infinita, em
algum momento nos rendemos a dimensao finita. Vale ressaltar que o esforgo nao foi em
completamente em vao, pois mantivemos a linguagem de espaco vetorial abstrato o tempo
todo, portanto é bastante provavel que pode-se facilmente verificar a validade de todos (ou
quase todos) os resultados para um espago de Hilbert qualquer.

No Capitulo 1, introduzimos a linguagem apropriada para a integracao algébrica: os
incrementos. Inicinalmente provamos algumas propriedades simples do operador § e alguns
fatos sobre a norma nos incrementos, que sao usuais no contexto de fungoes Holder continuas.
No final deste capitulo, provamos os resultados fundamentais da dissertacao: Aplicacao
costura (e a sua versao discretizada), Teoremas 1.4.1 e 1.4.2, e o Corolario da integragao
algébrica 1.4.6. Numa primeira leitura, recomendamos pular as demonstragoes.

No Capitulo 2, é onde a teoria de rough paths é de fato abordada: integragao ao longo
de caminhos. As duas primeiras secoes é dedicada a familiarizar-se com o operador ¢ e
construir a integral de Young, como exemplo de aplicao dos resultados do capitulo anterior.
Em seguida, no desenvolvimento da integragao ao longo de caminhos, ¢ muito importante a

idéia de como aproximar integrais usuais (tipo Riemann-Stieltjes) e como esta aproximagao
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junto com a aplicagao costura A (para controlar o “resto”) sao usados para extender a nogao
de integral. As duas secOes finais é devotada a comentarios gerais da teoria e a abordagem
a teoria de rough paths de T. Lyons via os funcionais multiplicativos. Como exemplo da
versatilidade da aplicacao A, provamos dois resultados importantes da abordagem de T.
Lyons, [16]. Estas tltimas se¢bes podem ser omitidas pois tratam de tépicos além dos
desenvolvidos na dissertagao.

No Capitulo 3, primeiramente desenvolvemos a teoria de equacgoes diferenciais associadas
aos rough paths provando resultados tipicos: existéncia, unicidade e dependéncia continua
dos parametros iniciais para solugoes da equagao diferencial do tipo (0.0.1). A idéia da
aproximacao discreta para a soluc¢ao da equagao é de A. M. Davie, [5]. Como pré-requito para
os resultados citados, é necessario apenas a aplicacao costura discreta e familiaridade com
o operador 0. Deste modo, pode-se passar rapidamente ao estudo das equagoes diferenciais
sem a definicao de integral. No final deste capitulo, mostramos que a nocao de solucao e a
definicao de integral ao longo de caminhos sao compativeis. Tal conexao entre as teorias é
original e foi desenvolvido por nés durante o mestrado.

No Capitulo 4, fazemos uma répida aplicacao ao calculo estocastico mostrando como
podemos interpretar as integrais estocésticas de Ito e Stratonovich caminho a caminho via a
integral ao longo de caminhos definida no Capitulo 2. Feito a relacao, segue imediatamente
do capitulo anterior que temos resultados de existéncia e unicidade de solugoes, caminho a

caminho, para equagoes diferenciais estocasticas (sob hipoteses adequadas).



CAPITULO 1

INTEGRACAO ALGEBRICA

Apresentaremos aqui os fundamentos da integracao algébrica seguindo M. Gubinelli, [7, 13].
O autor introduziu os incrementos para formalizar abstratamente os conceitos e resultados
técnicos necessarios para estabelecer rapidamente os rough paths e a integracao ao longo
destes. Primeiramente chamou esta sua abordagem de Integracao Algébrica, pois introduzia

a integracao com integradores de variagao ilimitada através de um problema algébrico [7].

1.1 Motivacao

Terry Lyons propos as primeiras defini¢oes e formulagoes para os rough paths em 1998, [15].
Depois reescreveu com mais clareza, [16]. Atualmente, a referéncia mais completa seguindo a
abordagem de Lyons é P. Friz [6], livro que ainda nao foi publicado, entretanto esté disponivel
na rede.

Os integradores que estamos interessados em definir a integral sao caminhos Holder

continuos, i.e., x : I — V que satisfaz a seguinte desigualdade
7 — 2| < Ot — s|'P

para algum C' > 0 e 1 < p < 3. Vale observar que a restricao no expoente p nao € essencial, a

teoria esta desenvolvida para qualquer 1 < p < oo. Durante toda a dissertagao discutiremos
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apenas o caso 1 < p < 3, pois é suficiente para, por exemplo, lidar com as trajetérias do
movimento Browniano fracionério com expoente de Hurst H € (1/3, 1].
Como motivagao temos o problema de dar uma definicao do tipo soma de Riemann para

a integral

¢ ?
J (dx¢ (5[7))ts = / dr,¢ (vy) = |7l>i|r£10 Z ¢ (T;) (mui-H - xm)
$ w; €P—{t}

sendo ¢ : V. — L(V,W) suave, onde L (V,W) é o espago das transformacoes lineares
continuas de V' em W. Procedendo por aproximagoes, consideramos uma familia {z () }.~0

de aproximacoes suaves do caminho x e

T ([d20(0) (), = [ do(@), 0 (6),).

é facil de se convencer que em geral nao temos nenhum controle da convergéncia destas
integrais quando lim._ox (¢) = x na norma 1/p—Holder. Um fato notdvel é que todas as
possiveis integrais obtidas variando a fungao ¢ convergem ao mesmo tempo (contanto que ¢
seja suficientemente suave), desde que as integrais iteradas aproximadas (abaixo) de ordem

2 convirjam & uma funcio x: I? — V @ V.

Definigao 1.1.1. Seja V' um espaco de Banach e seja x : [0,T] — V um caminho C°.

Definimos a integral iterada de ordem 2

T t
x:/ dxt®/d1:s€V®V,
0 0

coordenada a coordenada. Isto €, fitamos {e, : a € A} base de V e denotamos z§ € R a

coordenada de x; na direcao de e,, e entao
T s
x> —/ da® </ dxf) para a,b € A,
0 0
T
— [ ottt - ap)
0
T
= [ dsibat-ap
0

(onde as integrais sao no sentido de Riemann).
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Convém interpretarmos x como funcao dos extremos de integracao

t u
(t,s) — x>0 :—/ da:‘Z/ dx?

A convergéncia das integrais iteradas das aproximagoes x () para x é no seguinte sentido

b,a b,a
|x(5)té —Xys ’
SUPsper —_opr 0 quandoe — 0 ,

onde,
x(e),, = /St dx, () ® /su dx, (€) .

Entao, em algum sentido, podemos afirmar que a teoria de integracao com o integrador x
estd bem definida desde que possamos controlar a convergéncia das integrais iteradas de
ordem 2. Assumindo isto é possivel definir as integrais: J (dz¢ (x)) e as integrais iteradas
de ordem superior. Estas novas integrais serao “boas func¢ées” do caminho x e x*2,

Vale observar que a afirmacao “podemos definir as outras integrais sabendo x e x*#2“
é valida somente quando 1 < p < 3. No caso geral, serdo necessarias |p| —integrais iteradas
para definir as integrais J (dz¢ (x)) e as integrais iteradas de ordem superior. Entretanto,
o caso geral nao serd tratado aqui. Recomendamos P. Friz [6], para um tratamento deste.

Observamos que uma vez tomado o limite ¢ — 0, o objeto x nao é mais uma integral
iterada (no sentido usual, ver Defini¢do 1.1.1) e pode ser caracterizado abstratamente pelas

seguintes propriedades

1. Relagao de Chen

Xpy " = xp A XG0+ () — 2yt (2 — 2?) (1.1.1)

2. Condicao de regularidade

ai,a2 |

|x
ts
sup 2/}7

stel |t — s

O mais interessante é que pode existir mais de uma escolha possivel para este objeto que
satisfaz estas duas propriedades. Desta maneira, levando a diferentes teorias de integracao.
Por exemplo, com a integral de It6 e a integral de Stratonovich cada uma fornece uma

definicao para o objeto x de maneira diferente. Veremos mais detalhes no Capitulo 4.
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Neste contexto limitado encontramos o primeiro exemplo nao trivial de rough path: o
par (z,x)
(,x): I* — Vo VeV
(t,s) = (14— T5,Xys)
¢ denominado p—rough path. Em outras palavras, um rough path é um caminho mais
alguma informacao na forma de “integrais iteradas”, para o qual uma completa teoria de

integracao e de equagoes diferenciais pode ser construida.

1.2 Incrementos

M. Gubinelli introduziu um complexo de cocadeias para codificar as relagoes algébricas refer-
entes as integrais iteradas e aos rough paths. Seja V' um espaco de Banach e I C R um sub-
conjunto qualquer. Nao estamos interessados nas dificuldades técnicas que um espaco de di-
mensao infinita pode oferecer, mas sempre que possivel nao colocaremos hipdteses adicionais
em V. A grande dificuldade est4 na definicao para os produtos tensoriais V" = V®---QV e
na escolha das normas em V®". Vamos assumir que existe uma familia de normas admissiveis

. n S , onae |- € norma eI . als precisamente.
. N}, onde |-|,, & Ve Mais preci t

Definicao 1.2.1 ((V®",]-|,)). Seja V' um espaco de Banach. Dizemos que as poténcias

tensoriais V" estdo munidos de normas admissiveis se as sequintes condi¢oes sao vdlidas
1. Para cada n > 1, o grupo simétrico S,, age por isometrias em V®", isto €,

Vo) @+ ® V)|, =11 @ -+ @ vy, Yo; €V, Vo €S,

2. O produto tensorial tem norma 1, isto €, para cada n,m > 1

v ® w| < |vl,, |wl,, Yv e VO Yw € V"

m—+n

Notagao 1.2.2. Sempre que ndo causar confusdo, omitiremos o indice n nas normas |-|,,

simplesmente denotando por |-| para todo n.

Exemplo 1.2.3. Em dimensao finita temos os exemplos usuais. Fize {e, : a = 1,...m}
base de V. Entao {ez := €4 @ -+ Qe,, : a = (a1,...,a,) € {1,...,m}"} € base de V=",

Sejav="7> v € V" (soma finita) e considere as normas em V"

[ol, =D 1v°
a
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|

o], = max

Entao (V& ||]I,), cxe € (VO |-,.). o SG0 exemplos de familias de normas admissiveis.

neN neN

Exemplo 1.2.4. Suponha V = (H,{-,-)) espago de Hilbert separdvel. H®* é o completa-

mento com respeito a (-,-), do espago das formas bilineares

p@y: HxH — R , onde ¢, € H
(hl? hQ) = <¢7 h1> <¢7 h2>
sendo

(P, 0@m), = (4,0) (¥,n).

Munimos H®* com a norma, ||, , induzida por (-,-),. Analogamente construimos (H®",|-| )
para cada n € N. Notamos que (-,-) tem a sequinte propriedade: se {e, : a € N} € base
ortonormal de H entdo {ez := €4, @ -+ R ¢,, : a € N"} € base ortonormal de (H®", || ).

Deste modo, para v =3, . V"€a € H®" e w =Y 5w w'ey € H™ temos

2
lvew|,, ., = Z
a,b

-3

a,b

_ -2
= 2P|
a b

2

R
anb‘ |€&®65|n+m

2
v“wb‘

N . - . . .
portanto (H®",|-|.), e € uma familia de normas admissiveis.

Observacao 1.2.5. Para exemplos e construcoes de tensores e mormas admissiveis para

espagos de Banach de dimensdo infinita ver R. A. Ryan [18].

Vamos ao complexo de cocadeias. Definimos
CV)y={f:I1-V}
e para k > 2,

Co (V):={f:I" >V : fi.., = 0 quando t; = t;;; para algum i}
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onde fy,..t, := f (t1,...,tx). Os elementos de Ci, (V) sdo chamados de k—incremento, k > 1.
Seja C, (V') := Ug>1Cx (V). Definimos o operador de cobordo ¢ : Cy (V) — Ciy1 (V') por

k+1

g)tl...tk+1 = Z (_1)2 gt1--~£i~-tk+1
i=1

onde t; significa que esta varidvel em particular é omitida.

Denotamos
ZCp (V) :=Cr(V)Nkerd e BCy(V):=Cr(V)NImé

0s k—cociclos e os k—cobordos, respectivamente.
O par (C.,0) é denominado complexo de cocadeias. A nomenclatura introduzida aqui é

convencional na dlgebra homoldgica.

Notagao 1.2.6. As vezes omitiremos o espaco V' na notac¢dao introduzida.

Exemplo 1.2.7. Acdo de §: dados g € Cy e h € Cy, entao, para qualquer t,u,s € I temos

(69)1‘3 =0t—0s € <5h)tus - htS - htu - hus

Exemplo 1.2.8. Os principais exemplos de 2—incrementos sao as integrais. Sejam x,y :
I=10,T] — R caminhos C*°. Definimos h', h* € Cy por

Wi =[xy, e b= [l dw, [Mdy,.
Note que h' € ZCy enquanto h? ndo necessariamente pertence a ZCs. Isto é, temos
(6n"),.. = / a1y, — / dx,y, / de,y, =0
(6h%),.. = (xe—zu) (yu —ys) = (02),, (6y),,
e nao temos a garantia de que 6h* = 0.
Segue algumas propriedades algébricas do operador §

Proposicao 1.2.9. As sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:

1. 0 : Cx (V) = Ciy1 (V) € linear
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2. 00 =0

3. (Cy, ) € aciclico, isto é, ZCjy1 (V) = BCy (V)

Demonstracao. 1. Trivial

2. Seja g € C,, vamos mostrar, pela definicao, que 66g = 0. Convém introduzirmos o

operador que exclui a varidvel na posicao i, T; : C,, — C,11, definido por

T; (g)t1~-~tn+1 = Getioatipa

deste modo
bg=7_ _ (-1)'Tyg
Vamos mostrar que ¢ verdadeira a seguinte igualdade T;7; = T;T;_, para i < j. Este

fato sera 1til para provarmos que 06 = 0. Por um lado,
(Eﬂg)tl---thrQ = (Eg)tl.‘.ti...{j‘..tn+2
= gtl---fi---fj---tn+27
por outro lado,
(jjijjjflg)tl.“tn_‘_z = (nflg)tlwt}mtj~-~tn+2
gtl.,.fi...fj...tn+2

portanto vale T;T; = T;T;_; para 1 < i < j < n + 1. Calculemos ddg. Segue da

linearidade de ¢ que

n

069 = > _(=1)'6(Tig)
i=1
n n+l o
= >0
i=1 j=1
= Y ()P nTg+ > ()T Ty
1<i<j<n+1 1<j<i<n

= > (=DTTLTg+ Y ()T TTg

1<i<j<n+1 1<j<i<n
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usamos a relacao T;7; = T;T;_; no somatorio da esquerda na ultima igualdade. Para
finalizar, trocando j por j+1 no somatdério da esquerda e trocando i por j no da direita

resulta que

oog = Y ()TUITTg+ Y0 (-1 T
1<i<j<n I<i<j<n

=0

3. Pelo item 2, ZCy1 (V) 2 BCy (V). Agora, se g € ZCiy1(V), fixe s € I e defina

htl"'tk = (—1)k+1 Gty -tys- Obviamente, tz = ti+1 = htztz = U. Agora
k k+1
(5h)t1~~~tk+1 [_htz-"tk+1 + ht152-~-tk+1 +oeee (_1) htl"'tk—ltk+1 + (_1) - htr“tk]
k k
- (_1) o [_gt2"'tk+1$ t Gtitytypas T T (_1) i gt1--~tks]

= (=D"09) iy rs — D gt

= Gtitpy

usamos na ultima igualdade que dg = 0. Resulta que h € Cy e dh = g.
O

No caso de V' = R entao podemos introduzir um produto em C, = C, (R), da seguinte

maneira. Sejam h € C,,, e g € C,, definimos hg € C,,1,,_1 por

(hg)tl“'tm+n—1 = htl"'tmgtm"'tm+n—1 .

Proposicao 1.2.10. Se V = R, entio C, = C, (R) munido do produto definido acima, é
uma dlgebra graduada (associativa, ndo comutativa) e § age como uma derivagdo graduada.

Em particular, para f,g € Ci e h,h € Cs, & satisfaz

6(fg) = dfg+ fog
5(fh) = G&fh+ foh
5(hf) = Ohf —hof (1.2.1)
5<hﬁ> — Shh — hoh (1.2.2)

Demonstracao. Elementar. O
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Observagao 1.2.11. Mais adiante, vamos considerar outros produtos, andlogos ao definido

acima, quando os incrementos tomam valores em espacos vetoriais quaisquer. Por exemplo,

sex,y €Cp (I,V) eT €C,(I,L(V,W)) entao podemos definir

=Tyt

xtm "'tnz+n— 17

também
= Dt Tyt

e também

o ®2
(xy>t1'"7f2m71 = Ttyety, ® Tty tom_1 < V

1.3 Espagos Ci' e C7H

Para introduzir as condicoes de regularidade nas integrais iteradas, é necesséario definir nor-

mas nos espagos Cx (V), k= 1,2, 3.

Definicao 1.3.1 (C). Se p € [0, 00)

he—he
1. Para h € C; (V); HhH“ = Hthf(v) ‘= SUP¢ yer W

htu
2. Para h € Coy (V), B, = I Pllceq) = SuPruer ﬁ

‘htus‘
lt—s|""

8. Para h € C3(V), HhHu = Hthg(V) = SUPscu<t

4. Para h € Cp (V) (k=1,2,3), |l :=supy, .. ser [Ptyte] -
5. Cp (V) :={heC (V) :|hl, <oc}, para k=1,2,3.
6. CYo (V) :={heC(V):hy=o0}, ondeocV fizo.

7. CLT (V) i= Ui Cl (V) como unido de conjuntos. Analogamente, ZCy = ZCy N CL,
BCE, ...

Proposigao 1.3.2. Seja I = [0,T]. Entao ”HC;’: € uma seminorma para k =1 e € norma
quando k = 2, 3. ||||Clﬂ induz uma métrica d em C{, (I, V) e é uma norma quando o = 0. Os
espagcos Ci', (1, V'), C;/ (I, V) (k =2,3) sdo completos.
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Demonstragdao. Caso k = 1. Sejam h, h', h? € C{f .- Segue das propriedades de fungoes Holder
continuas que [|-[|, ¢ uma seminorma. Também sabemos que [[h]|, = 0 se, e somente se, h ¢
constante. Logo d (h', h?) = [[h! — h?|, = 0 se, e somente se, b} = hi = o (Vt € I). Ou seja,
d (h',h?) = 0 se, e somente se, h' = h?, e portanto d é uma métrica. E 6bvio que Cf'; é um
espago vetorial e portanto ||| i é uma norma. A demonstragao da completude é anédloga ao
caso k = 3.

Caso k = 3. Provaremos que ||-||, ¢ norma para k = 3. Seja h tal que |[A]|, = 0. Entao
|heus| < N|A|, [t = s|" = 0, logo hys = 0. Os outros axiomas de norma seguem facilmente.

Provaremos que C§ é completo. Seja (h"), C C4 sequéncia de Cauchy. Entao

|h
su
t,u,sIéI ’t -

tus tus|
|/J

\hy,

.sup [t — s|*
t,sel

tus tus ’ —

tyu,sel |t - 3|‘u

= Tr[p" =™,

Logo
[P = h™ | < T [|A" = h™,,

ouseja, (h™) é Cauchy na norma ||-|| . Como o espago das fungdes continuas (C' (I*, V), ||-||..)
é completo segue que existe h continua tal que lim,,_. || — h||

Se s = wu ou se u = § entao hy,s = lim,_o A, =lim, . 0 =0, ou seja, h € Cs.

tus

Mostraremos que ||h[|, < co. Sejam t,u, s € I entao

|htus| _ : ‘h’?us|
t—sf ]t
s |
S
= limsup, m “’|M

< limsup, [[A"[],

Como (Hh”H u) ¢ limitada segue que, tomando o supremo na desigualdade acima, ||k, <
neN
co. Para terminarmos vamos mostrar que lim, .o [[" — hl|, = 0. Dado £ > 0, para n e m

suficientemente grandes temos que

‘h‘tus tus‘ ’ tus h’;zs’
E=s T e =l
= [|n" = n™,

< €
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(Vt,u,s € I). Tomando m — oo, resulta que

|h?us — htus|
t = s
(Vt,u,s € I). Logo ||h" — b, < &, como querfamos. O

Proposigao 1.3.3. § : C5 — C§ (u > 1) € injetor e verifica a sequinte desigualdade
[6hlp < 2 ly

logo € continuo.
Demonstragao. Sejam h € Cy e s <u<tem I. Entdo |t —s| = |t — u| + |u — s]|, logo

t—sl" = (|t —u[+[u—s])"

> |t —u|f +|u—s|".
Como 0hyys = hys — hyyw — hys € usando a desigualdade anterior temos que
|5htus| S ’hts’ + |htu’ + ’hus‘

1Plles (It = sI" + [t — ul" + [u = s|")
< lhllgg (18— s + [t = s["),

IA

logo [|6Alep < 2||All¢y - Portanto ¢ : Ch — CY estd bem definido.
Resta mostrar a injetividade. Seja h € C§ tal que 6h = 0. Como ZCy = BC; segue que
existe f € C; tal que 6f = h. Entao “f”cf = ||5f||cg = Hthg < 00, ou seja, f é u—Holder

continua com p > 1. Portanto f é constante. Logo h = ¢ f = 0, ou seja J é injetor. O]

Definicao 1.3.4 (C7~1%), Sey € (0, 00) denotamos por C7~ " (V, W) 0 espago das funcées

loc
| 7] -vezes diferencidveis sendo que as derivadas de ordem |v] sao localmente (v — |v]) —Hélder

continuas. FEste espaco é munido com a topologia definida pela sequinte familia de seminor-

mas
L]

161,k = NDlloec + 1O SN s + D N0 i

=1
onde K CV é um compacto. £
10l ic = = sup o (2)]
zeK
¢ (z) — ¢ (y)
1| NI = sup ————
|| H(’Y [v))—HolK oy K ‘x_y"y—hj
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- Hél

e das fungoes que possuem suporte compacto

Denotamos por CY~H% o subconjunto de

waHbl

y—Hdl :
e por C o subconjunto de C)_

das fungoes que satisfazem ||¢|| < oo.

Observacgao 1.3.5. |v] € a parte inteira de vy, isto €, || € o unico nimero inteiro tal que

v <v< v+ 1

A seguir mostraremos alguns resultados que serao tteis nas secoes posteriores.

Lema 1.3.6. Sejam I C R compacto (ndo precisa ser intervalo), ¢ € C,Q;”‘Hél (U, Us) e
z € Cll/p (I,Uy) 2<p<vy<3eUceU sio espagos de Banach, nio necessariamente finito
dimensionais). Consideramos os sequintes 2-incrementos
(0zDpoz),, = Do(z,)02us € Us
dpozys = @(24) — P (25) € Us.
Entao
-1
[0¢p 02 —62D¢o ZHWle < ||¢||(7—1)—H5Z,K ||Z”¥/p )
onde K € um compacto que depende de z e de I. Isto €, mostramos que d¢po z —dzD¢po z €

Cy VP (1, Uy)

Demonstragao. Usando a propriedade |v|,, = sup{&v:§ € Uy, [§| =1}, resulta que

|<5¢OZ_5ZD¢OZ)US| = ¢ (2u) — ¢ (25) — D (25) 6 2us]
= sup €@ (2u) — & (25) — D (25) 0zus)|
£eUs =1
= sup € (2u) — @ (25) — ED (25) 02
§eUs,l¢|1=1
= sup [[§o¢(2u) =09 (25) = EDP(25) zys]] - (1.3.1)
£eUy,IEl=1

Agora aplicando o teorema do valor médio as funcoes £ o ¢ : U; — R, segue que existem z¢

pertencentes ao segmento [z, z,] C U tais que
E00(n) —E0o(z) = D(Eod) (=)o
= D¢ () 2.
Entao

£og(z) —E0d(2) —EDP (25) 0zus = DG (2°) 62us — ED (25) 62us
- 6 {(ng (Zg) - qu (zs)) 5Zus} >
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de onde segue que

€0 ¢ (2u) — €0 @ (25) — DG (25) 0zus| < [E[{| D (2°) — Db (25) | 102us| (1.3.2)

Agora, uma vez que z* € [z, z,] resulta que |25 —z| < |z, —z] < |2 Hl/p]u—s|1/p
portanto
_9 1
}D¢ (Zg)_D¢(Zs)H52us’ < HD¢H (v—2) 41511{‘25_ P |2 H1/p‘“_5’ P
< DGl 9o 1215 1w = s 7
< 0y 1210075 T =87 (1.3.3)

com K = co(z(I)) (fecho da envoltéria convexa de z (I)), o qual é compacto inclusive no
caso em que dim U; = oo. Substituindo as desigualdades (1.3.2) e (1.3.3) na igualdade (1.3.1)
segue que

[(6¢p 02— b2D¢oz),,| < H¢H(’y HolK”Zul/p \u—s] Py

de onde segue a conclusao do lema. O]

Proposicao 1.3.7 (Interpolacdo). Sejam 0 < % <l <1exeC(I,V). Entio vale a

S

sequinte desiqualdade

1-P
Il g < 1702 (1]l

Demonstracao. Seja u,s € 1. Como >0el—2 i 0, vale a desigualdade
p/a
’xu - xs’ . |xu - 'Ts| ’.T — ylfp/q
|u—s|1/q B |u—3|1/p v
1-2
< g o ”
Logo a proposicao segue. O

Corolario 1.3.8 (Critério de compacidade). Seja K C C%{Op (I,V) (1 < p < q) limitado
(na métrica d, de Clli)p) e equicontinuo. Entao K € relativamente compacto em Cll,/oq. Em

particular, as bolas na métrica d, sao relativamente compactas na topologia de d,.

Demonstragdo. Seja (2"), .y C K. Como K é limitado em C1 '» e x5 = o (para todo n € N)
é facil de ver que K é limitado na métrica uniforme d.,. Ainda mais, K é equicontinuo, logo

segue do Teorema do Arzela—Ascoli que K é relativamente compacto na topologia uniforme,
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ou seja, existem subsequéncia (y") de (z") ey : I — V continua tais que lim,, .o, doo (¥",y) =

0. Ainda mais, [|y||,,, < oo, pois

e — sl <yl =yl e — |+ e — vl
< sugHy"Hl/p!t—8\1/p+2doo(y”,y)
ne

logo, tomando o limite n — oo concluimos que |y|, ,, < supen [[4"];,, < oo
Resta mostrarmos que lim, .. d, (y",y) = 0. Notamos que dy (y",y) < 2d- (y",y) e

portanto usando a proposi¢ao anterior com x = y" — y temos que

d (y"y) = lv" =yl

-2 n n 1-2
< 20 |y =y " — yllee -

n__nplay,mn 1-2
v =yl " — yly

IN

Como K ¢ limitado e como |[y[],,, < oo segue que {||y” —yllypin € N} é limitado. Por-

tanto, segue da desigualdade acima que

lim d, (y",y) = 0.

n—oo

Em particular, as bolas sao da forma B = {x cCYP ||z — :L’OHl/p < 7"}, logo limitadas.

Também,
r— x| < ‘xt—ms—m?—i—xg‘ + ‘x?—xg‘
< Nomatllyy = 9 a7, - 5
(Vz € B), ou seja, sdo uniformemente equicontinuas. ]

O seguinte lema é similar ao conhecido Lema Omega (Omega Lemma) de equagoes difer-

enciais ordindrias, ver R. Abraham, J. E. Marsden e T. S. Ratiu. [1, p 101].

Lema 1.3.9 (Omega). Sejam I = [0,T] e ¢ € C/. " (U,Uy) (0 < v < 1, Uy, U, sio
espagos de Banach e dimU; < oo). Definimos ) : C%Lp (I,Uy) — Cﬁz/p (I,U;) 1 <pe
0<a<1)por

Q(z)=vou.

Entao ) € continua.
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Observacao 1.3.10. A hipdtese dim U, < oo, pode ser substituida por ¢ € CY~Ho  Pois

161, s < BNl _pap, € portanto a desigualdade (1.5.7), abaizo, implica a continuidade
de €.

Demonstragcao. Sejam x,y € C117/0p (I,Uy) eu,s €l

¢ (2u) = (yu)| + |9 (25) — ¢ (ys)]
11— e, i (7w = gl + |25 = wsl")

IN

< 2000 pai 1z =yl s

onde K = (z — ) (I). Logo

1€2(z) = 2 W)llo < 201¥ My —pra i e — wll s - (1.3.4)

Por outro lado,

2@ -2, < 12@],,+I12,
= [[vo m||«Y/p + o ?/Hy/p
< ¥l (Il + 9l ) (1.3.5)

sendo K = x (I) Uy (I). Entao, interpolando as desigualdades (1.3.4) e (1.3.5), temos que

12) = W)y < 12) = Q) 19@) - 25
< IS (T + IIT,) ™ 2 el e — w2
< 2l e (2l + Il e =l (136)

Agora, observamos que
Ty — Yu = Ty — Yu + To — Yo,

logo

IN

lz =yl (w = 0)"
< lz =yl T

|xu _yu|

A

Portanto

lz =yl < e —ylly, TP
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Substituindo esta desigualdade em (1.3.6) temos que

y(1—a)

—a -1 -1\¢ 1-a
19.2) = Ly < 27T 101 e (N3 + Il ) e = ol (137

Antes de concluirmos a continuidade de €2 é necessario observar que o compacto K na
desigualdade acima depende de y. Logo nao podemos concluir diretamente a continuidade
lay/p = 0). Para

contormar este problema, devemos escolher melhor o compacto K, e isto sera feito da seguinte

(isto é, ndo podemos simplesmente tomar o limite lim, ., [|Q () — Q (y)

maneira. Seja ("), .y C Ci/op tal que lim, [|2" — ||, ,, = 0, devemos encontrar K que nao
depende de n e contenha K U K, ou seja, que contenha ™ (I) Uz (I) U (z — 2™) (I). Como

(™) converge a x segue que existe r > 0 tal que valem as seguintes desigualdades

[l < 7

||'rn - x”l/p S r
="y, < 7

(Vn € N). Logo
|z, — o] < PP

\xf—0| < TTl/pa

(Yt € I,¥n € N). Logo, basta tomar K sendo a bola fechada de raio r7"/? e centro o. Deste
modo podemos concluir (z — z™) (I) C K. Portanto por (1.3.7) segue que

lim {|€2 () — Q («")]

nsoo oy/p

0. (1.3.8)

]

1.4 Resultados fundamentais

O Teorema 1.4.2 apareceu pela primeira vez no artigo [7] de M. Gubinelli, entretanto, a
demonstracao apresentada aqui é mais clara e direta, foi publicada em M. Gubinelli e S.
Tindel [13]. J4 o Teorema 1.4.1, ¢ o anédlogo discreto do Teorema 1.4.2 e, até onde sabemos,
¢ inédito. Porém, sua demonstracao ¢ uma adaptacao do resultado fornecido por M. Gubinelli
em [13].
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O interesse do resultado discreto reside na seguinte idéia inspirada de A. M. Davie, [5],
resolver, em algum sentido, a equagao diferencial rough (Capitulo 3) em cada parti¢ao finita
de um intervalo, para depois, por argumentos de densidade, ter uma solucao no intervalo.
Este é o tema do préximo Capitulo, baseado no artigo A. M. Davie [5].

O fato relevante do Teorema 1.4.1 é que o utilizamos, seguindo as idéias de Davie, para
demonstrar o Lema de Davie e, consequentemente, os teoremas de existéncia e unicidade de
solucao para equacoes diferenciais rough. Deste modo, conectando as duas abordagens. A
vantagem € que chegamos aos resultados fundamentais da teoria mais rapida e diretamente.
Isto ndo desmerece as literaturas de T. Lyons, [16], e P. Friz, [6], uma vez que estas fornecem
ferramentas para tratar um p—rough path em geral (isto é, p € [1,00)).

Por simplicidade assumiremos ao longo desta segao que V' é um espago de Banach finito
dimensional (dimV < oo). Entretano as demonstragoes apresentadas aqui sao vélidas no
caso infinito dimensional desde que V' seja separavel e reflexivo, ver Observacoes 1.4.4 e 1.4.5

abaixo.

Teorema 1.4.1 (Aplicacdo costura A discreta). Sejam [ = {ro <r; <--- <rg} epu> 1.

Entao existe wma aplicagao linear
A:ZCE (I, V) —CY(1,V)

tal que
0N = id|ZC3(I,V) (1.4.1)

[AR]], < 2¢C () IA]l,, » (1.4.2)
sendo C () = > o (%)“ a funcao zeta de Riemann.
Teorema 1.4.2 (Aplicagao costura A). Seja I = [0,T]. Entao existe uma unica aplicagdo
linear
A=ZC7(1,V) = G (1, V)
tal que
Além do mais, para todo p > 1, esta aplicagao € linear e continua de ZC (I1,V) paraC (I1,V)

e temos que vale a desigualdade

AL, < 57 IRl ,Yh e ZC5(V) (1.4.3)

o=
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Também A wverifica a sequinte propriedade local: Sejam J C I, intervalo, e h,h €
2¢5" (1,V)

h|J3:hJ3:>Ah|J2:AhJ27

em outras palavras, N’ : ZCy* (J, V) — Cy* (J, V) satisfaz A’ (h|,;) = (AR)|,

Lema 1.4.3. Ses=rg<r; < -+ <rp_1 <nr,=testao em I, entao existe um indice l

em {1,...,m — 1} tal que

T — 1| < —— |t — s|
Demonstragio. No caso m = 2, tomando | = 1 temos que |ry — ro| = |t — s| < 327 [t — s|.
No caso m > 3,
m—1 m—1
Z|Tz‘+1—7“z‘—1| < Z|Ti+1_ri|+|ri_ri—l|
=1 1=1
= |t—ri| + |rm-1— s
< 2|t — s

entao, pelo menos um dos termos do somatoério da esquerda deve ser menor ou igual a

%H—s]. O

Demonstragio do Teorema 1.4.1. Seja h € ZC (I,V) C ZC3" (I,V). Durante a demon-
stragado omitiremos a dependéncia de I e de V' nos objetos em questao. Para evitar sub-
subindices, usaremos h,,;, em vez de h

TmTEk*

Dividimos a demonstracao em dois passos.

Passo 1 - Vamos construir M € C4 tal que dM = h.
Como 0h = 0, pela Proposicao 1.2.9 item 3., segue que existe B € Cy tal que 0B = h.

Definimos

m—1

M, == Bk — Z B; i1 para todo 7, > 1y (1.4.4)
i=k

: s k—1 . p
(no caso da igualdade, r,, = ry, o somatério > . deve ser entendido como 0). Entao
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M € Cy e satisfaz
My = My, — My — My,
m—1 m—1 -1
= Buk — By — By, — ( Y. Biiv1— Y, Biix1— ), Bi,iJrl)
i—k = i—k
= 0B —0
— e (1.4.5)

Resta garantir que [|M]|, < oo.

Segue do Lema 1.4.3, com s = ry e t =1, que existe I; € {k+1,...,m — 1} tal que
2z
m—k—1
Seja {sr < -+ < Sm_1} =A{Tks .- -, "} \{{1}, definindo

P — -] < |7 — 7l - (1.4.6)

m—2
|
Mm,k = Bm,k - E :Bsi+115i
i=k
resulta que

1
Mm,k - Mm,k = Bll+1:l1*1 - Bl1+1,l1 - Blhll*l

- 5Bl1+1,ll7l1—1

h’ll—‘rl,ll,ll—l'
Logo, da identidade anterior, das definigoes e (1.4.6) temos que
My, g = M| < Al i n = 7]

< 2[Rl [rm =l

(m—k—1)"
por (1.4.6).
Agora, repetindo o processo, escolha ly € {k+1,...,m—1}\{l1 } tal que |rj,41 — r,—1| <
—2— |ry, — 13| e defina M? analogamente a M*. Vemos que
v
(m—k—2)"
assim por diante, definindo [; € {k+1,....,m —1\{l1,..., 1} e MIparaj=1,...,m —

| My i = My, | < 20 [1A], 7 — 7l

k + 1, temos que

My, = My | < 28 |[Bl, rm — 7l (14.7)

(m—k—j)"
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Portanto, chamando M° := M e observando que Mn”;;k“ = 0. Segue de (1.4.7) que

m—k+1 . '
|Mm,k| = Z Mg@,k - Mzﬂ:kl
j=1
m—k+1 1
I
< 2"[[nll,, [rm — x| Z m—k— )"
7j=1
< 28Rl rm — il C (1) -
Desta maneira provamos que
M|, < 24¢ () [|7],, (1.4.8)

Passo 2 - Definiremos A satisfazendo (1.4.2) e (1.4.1).

Seja {ha taca base (de Hamel) do espago C§. Definimos H, := {B € Cy : dB = h,} para
cada a € A. Como cada H, é nao vazio podemos escolher B® € H, para cada «. Assim,
definimos A (ha)rm,rk =By . —Z?;l Bfi-ﬂ,w para 0 < r, <r,, <rg ecada a. Nos outros

vetores de C§ estendemos A’ por linearidade. Logo, pelo passo anterior (mais precisamente
por (1.4.4,1.4.5,1.4.8) ) e pela linearidade de 0, segue que A satisfaz (1.4.2) e (1.4.1). O

Demonstracio do Teorema 1.4.2. Seja h € ZC4 C ZC3" para algum p > 1. Vamos mostrar
que existe um tnico M € C," tal que SM = h, e entdo basta definir Ah := M. Assim
terfamos mostrado a existéncia e a unicidade da aplicagdo A : ZC37 (V) — C37 (V) que
satisfaz 0A = id|z¢, () -

Dividimos a demonstragao em 4 passos.

Passo 1 - Unicidade do 2—incremento M € C;" tal que M = h.

Isto é trivial, pois ¢ é injetor da Proposicao 1.3.3.

Passo 2 - Vamos construir M € C§ tal que 6M = h.
Aqui a técnica é resolver o problema em U, P,, onde (P,), é uma sequéncia arbitraria
de particoes encaixadas, e depois estender ao fecho da uniao dos pontos das partigoes. Para

isso, vamos utilizar o Teorema 1.4.1 em cada C4 (P,), n > 1.
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Para cadan € N, h" := h|, . Entdo h" € C§ (P,). Note que [|h"|, < ||A[|,. Usando o

costureiro discreto, definimos M™ := A" (h™), entdo de (1.4.3) temos

n
’Mn“mz

< 2°C () A, byt =l < el =g ” (1.4.9)

para todo 1}, 1y € P i={0 =15 <r{ <--- <rp =T}, sendo ¢, :=2"C (p) [[A]] -
Como P,, C P,, se n < m, faz sentido considerarmos as sequéncias (M,Zl% rg> cVv
’ m>n

para cada r',r? € P, e cada n € N. Para n = 1 e para cada r},r, € Pj, temos que

< ¢, |rf —ril", logo podemos

[e.e]
a sequeéncia (M:frl> , esta limitada em V| pois )M;’f 1
1" ) m=1 1Tk
: L m L
extrair subsequéncia, de modo que Mrzlﬁi convirja, digamos, para Mr;,r; € V quando m — oo
(ver Observacoes 1.4.4 e 1.4.5). Como P; ¢ finito, existe uma subsequéncia (m;);-, tal que
lim; 0 M:zfri = M,1,1, Vri, ri € P;. Agora para n = 2, podemos extrair uma subsequéncia
o m; 2 .2 . .
de (m;);2, de modo que M’”fj’”i el MT?W%’ Vri,ri, € P» D P;. Repetindo sucessivamente
o processo de extrair subsequéncias podemos concluir que existe uma (outra) subsequéncia
0 . ,
(mi)—q tal que lim;_oo M7 = My, 0, V7,11 € U1 P

Note que por (1.4.9), temos |My| < ¢, |y — m|", Vry, r, € Uy Py,. O que implica que M é

uniformemente continua o que implica que podemos estender M ao fecho U, P,, = I, isto é,
M € C5 (I) satisfazendo |Mys| < ¢, |t — s/ Vi, s €I, (1.4.10)

lembramos que ¢, = 2"¢ (u) [[h] , -
Por fim, dados t,u,s € UP,

5Mtus = Mts - Mtu - Mus
= lim (M — M, — M)
= lim Ay,

= Dius (1.4.11)
portanto 0 M = h em todo I.

Passo 3 - Unicidade e propriedades de A.
Notamos que M construido no passo anterior é tinico, pois M € Ca*t e satisfaz M = h.
Logo a unicidade de A segue do primeiro passo. Isto é, existe uma tinica funcao A : ZC3" —

Cyt tal que 6A = id. Do passo 2, segue-se que & é sobrejetivo, portanto A = <5|c;+> e

isto implica que A é linear.
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Provaremos a propriedade local de A. Dados J C I, e h, h e ZC};L (I) tais que h|;; =
h N definimos g := Ah— Ah. Logo 8g = h— h, isto implica que dg| ;5 =0, ou seja, g2 =0,
pois d € injetor.

Quanto a restricao A : C§ — C§ para pu > 1, resulta que (1.4.10) garante que A estd bem

definida e é continua.

Passo 4 - Resta mostrar a desigualdade (1.4.3). Para isto vamos especializar a construgao
de M numa sequéncia de partigoes.

Como na demonstragao do Teorema 1.4.1, consideramos B € Cy tal que 0B = h € CY.

Fixamos s,t € I e tais que s < t. Dado n € N, definimos para cada i =0,...,2"
(t—s).
no._
Ty =S8+ 2—nz
isto é, P, := {r;i=0,...,2"} é a partigao diddica do intervalo [s, t] com |P,| = 27™. Entao

definimos M™ usando a férmula (1.4.4) com a partigao P, := {r”"}. Notamos que M, = 0.

. . n+1 n n n+1 n _ .n+l
Para simplificar as contas de M/, — M vale observar que {r'} C {r'""} equer! = r5,"".
Portanto podemos reescrever
2n—1
ngl = Bt,s — B ntl ntl + B pntl el
21+2’ 2i+1 21+1’ 27,
i=0
Logo
1
MZ?fl — MZZ = B ntl  n4l — BTn-H prtl —+ Brn+1 n+tl (1.4.12)
21—0—2’ 21+1 21412 27 21427 21
i=0
1
- E 5B +1 +1 +1
( )r;1+2’r;11+17rgz
i=0
1
E h +1 +1 +1 1413
ng+2’7.gz+17 gz ( )
como h € C{ resulta que
o1
n+1 n
) < Sl ()
=, L
DTS
|, (t=s)" 1

om on(p—1)
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Por fim, somando em n,

= o], (t=s)" S 1 \"
n+1 n 1%
Z‘Mts _Mts’ S TZ(F)
n=0 n=0
Al = 9"
2 —2
Logo existe
M, : = lim M}
= M+ (M - M)
n=0
- St -
n=0
satisfazendo [M|,, < 5 [[h]], (t — s)". O

Observacao 1.4.4. No passo 2 do Teorema 1.4.2 usamos o fato que podemos extrair uma
subsequéncia convergente de M, pois esta estd contida numa bola de V. Este resultado é,

em geral, falso quando dim'V = oo.

Observagao 1.4.5. Por exemplo, no caso dimV = oo, se V' ¢é reflexivo e separdvel entdo
podemos extrair uma subsequéncia. Para garantir a cota |Ms| < ¢, |t — s do limite fraco,
basta usarmos a sequinte propriedade do limite fraco: ||z|| < lm, | ||z,| se w—lim, .. x, =
x. FEziste mais um problema, o limite e a igualdade (1.4.11). Isto pode ser contornado,

redefinindo o espagos Cy (V') da sequinte maneira:
C(V)y:={h€Cs:h"=a(h)€eC (R),VaeV'}.
Deste modo a igualdade (1.4.11) é entendida no sentido fraco.

Corolério 1.4.6 (Integral de 2-incrementos). Seja h € Cy tal que 6h € C§, (u > 1). Entao
h pode ser escrito como

h=6f+ ASh

sendo f € Cy unica a menos de constante aditiva. Ainda mais, [ satisfaz
Ti+1,T4

sendo s partigoes de [s,t].
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Demonstragao. Como 0h € CL segue que R := Adh estd bem definido. Como dA = id resulta

que

§(h—R) = G6h—G0ASh
— Sh—6h
— 0.

Sabemos que ZCy (V) = BCy (V) logo existe f € C; (V) tal que 6f = h — R. Resulta que
h=4df+ Adh e que d f é tinica.
Seja Pys = {t; :i=0,...n+ 1} logo

hti+1,ti = 6fti+17ti + Rti+1,ti

portanto
n n
Z hti+17ti = 5fts + Z Rti+l7ti
i=0 1=0

= 0. De fato,

Resta mostrarmos que limyp, 1o Y 1y |Rti ks

n
E ‘Rti+17ti
=0

n
HRHMZ ltip — til"
1=0
< IR, s E = 8

= 0. [l

portanto segue que limp, |0 Y ig | Reyy b



CAPITULO 2

APLICACOES

Agora vamos ver como a aplicacdo A e a integral de 2-incrementos ajuda na teoria de
integracao com caminhos pouco regulares e suas integrais iteradas. O propédsito desta secao
é, inicialmente, fornecer ao leitor uma familiaridade com o operador . Em seguida, vamos
definir a integral cldssica de Young e a integral [ dwz,¢ (z,) quando = € C; nao é suave.
Também recuperaremos a definicao usual de rough path dada por T. Lyons, bem como a

demonstracao de alguns resultados de T. Lyons [16].

2.1 Resultados preliminares

O exemplo padrao de 2-incrementos sdo as integrais. Por exemplo, se f,g € C* (I,R), entao

definimos

7= [ dus,
T (e = | g,

29
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Denotaremos por C3° (R) a Cy (R) N C™ (I,R). Com estas notagoes, J (f) e J (dgf) estao

em C5° (R). Também podemos definir a integral de um 2-incremento h € C3° (R)

t
j(h)ts ::/ duh,,
t
7 (dgh),, = / dgules

Desta maneira, como a integral é um 2-incremento, definimos as integrais iteradas de maneira

natural
J (dg"---dg"f) = T (dg"---dg" T (dg" [))

sendo f, g € C* (R).
Lema 2.1.1. Sejam g € C° e h € C5° tal que 6h = >, h'"h*" (soma finita). Entdo

87 (dgh) = J (dg) h+ > _ T (dgh'*) h*'
Demonstracao. Para s <u <t

5j (dgh)tus =

dgr (6hrus + hus)

t t
= / dg, (Z hiﬁiﬁ) + ( / dgr> hus

t
= X ([ dnrte) 2 T ()
= DT (dgh),, Wil + T (dg)y, s
Proposigao 2.1.2. Sejam f,g,4%,...,9" € C*(R). Entdo

1. 7 (dg) = b9

2. 6J (dg) =0
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3. 8F (dgf)=0
4. 0 (dgdf) = J (dg) T (df) = dgd f
5. Relacao de Chen:
n—1
0 (dg'dg®---dg") =Y T (dg'dg®...dg") T (dg""...dg") (2.1.1)
i=1

Esta relagao usualmente aparece como

t t1 tnh—1 t t1 tn—1
/dg;/ dﬁ,--/ dgz;:/ dgtﬁ/ dg;---/ dgp +
4 / dg! / dg? - / dgp. +
n—1 t t1 ) t:1 ' Su ' tiv1 ' tn_1
; ( [ g [Cag | dg;) ( [asin [ ag | dgzz>

=1

Demonstracao. 1. Para s <t,

t
7 (dg),, = / g,
= gt — s
= 69158‘

2. Pelo item anterior J (dg) = dg, logo T (dg) = 66g = 0.

3. Para s <u <t

5T (dgf) s = / g f, ( / “dgofo+ / tdgrfr>
- / gy fr — / donf,

= 0.
4. Para s < u < t, como
t r
7 (dgd), = [ do [ .
St S
= / dgr (fr - fs)

S

_ /:dgrfr— (/dg> /.

- \7 (dgf)ts - 5gtsfs
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segue que

= 0— 65.gtusfs + 5gtu5fus
= J(dg)y, T (df) s

pelos itens 1 e 3.

. Faremos a prova por inducao em n. Caso n = 2, é o item 4. Suponha verdade para

n — 1, isto é,

—_

n—

0T (dg2 e dg”) = J (dedg?’ o dgi) J (dgiJrl .. .dg")
Pela definicao de integral iterada, J (dg'---dg") = J (dg*J (dg*---dg")), logo us-
ando o lema anterior com h'" = J (dg?dg®...dg"), h*" = J (dg'™...dg") e h =
J (dg?---dg"), resulta que

I
V)

oJ (dg1 . --dg") = 0J (dglh)

n—1
= J(dg")h+) T (dg'n"") h**
=2
n—1 ‘ .
— j(dgl)j(dg2dgn)—’—Zj(dglhl’Z) h2,z
=2

2.2 Integral de Young

Originalmente L. C. Young, [20], definiu a seguinte integral

T
/ dgufu = lim Z ft¢ (gti+1 - gtifl)
0 ti€P

[P|—0
i€

sendo f € C}/P (I,L(V,W)), g € CI/" (I, W) com p,q > 1 e%—i—% > 1. Esta integral é uma

extensao da integral de Riemann-Stieltjes para integradores que nao tem variacao limitada,
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ver L. C. Young [20]. Hoje é conhecida como integral de Young e serd nossa primeira

aplicacao do operador A.

Podemos introduzi-la no contexto da integracao algébrica da seguinte maneira. Sejam f

e g funcoes suaves, entao vale

J (dgf),, = [s (6gqis) + T (dgdf),, (2.2.1)

Assim, pretendemos estender a integral da esquerda via o lado direito da equacao. Para isso
é suficiente dar significado ao termo J (dgdf) quando f e g nao forem suaves. Isto nao serd

feito diretamente. Note que pelo item 4. da Proposicao 2.1.2, no caso suave, temos
0T (dgdf) = dgdf

Como o lado direito estda bem definido independentemente da regularidade de f e de g, gragas

a aplicacao A e a propriedade 0A = id, é natural definirmos

J (dgdf) = A(dgd f)

e isto faz sentido desde que 6g6f € C3T (W) (ver Teorema 1.4.2). Afim de que 6g6f €
C3t (W), é suficiente que f € CY/P (L (V,W)) e g € CY4(V) com p,qg>1e 110 + 5 > 1.

Entao podemos definir

\7 (dgf)ts = fs (dgts) + A (696f)t3
= [0gf + A (690 f)ls

Como 0gdf = =6 (0gf), pelaeq. (1.2.1) (ie, Regra de Leibniz) e pelo fato §6g = 0, podemos

reescrever a igualdade acima como

J (dgf) = (id — Ad) (6gf),

aplicando o Corolario 1.4.6, resgatamos a defini¢ao original da integral de Young,

d = i Age., — g ).
‘-7( gf)ts |Pm[};§]ﬁ—>0§)ftl (gt'Hrl gtz—l)

Esta integral satisfaz as propriedades de continuidade usuais.



34 Secao 2.2 e Integral de Young

Teorema 2.2.1 (de Young). A aplicagao

TGP (V) x /NI, L(V,W) — Cl T (IL,W)

(9,f) = J (dgf)
¢ bilinear, continua e satisfaz
! 1 1,1
[ o= 10] £ et ol Il o= 515

Demonstracao. Provaremos a bilinearidade. Como ¢ é linear e o produto de incrementos é

bilinear, resulta que

(9, f) — dgf

¢ bilinear. Como A também ¢ linear segue que (id — Ad) ¢ linear. Logo

(9, f) — T (dgf) = (id — Ad) (0g.f)

¢é bilinear.

Provaremos a desigualdade. Observamos que

lﬁwm—ﬁ>=—¢@wﬁ[@m
= —[fs0gis + (id — A0) (09 [),,
= —Ad(09f),
= —A(00g —dg0f),,
= A(690f),,-

Logo segue da desigualdade 1.4.3 da aplicagao costura que

< |A(390f),]

< R
. 1.1 — glp'a
= g g e

Lﬁ%m—ﬁ>

1 141
ST, gllearn ([ Fllgrsa [t = 8] .

Plqa —

A continuidade de J segue da desigualdade acima. O
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2.3 Integracgao ao longo de caminhos (1 < p < 2)

Este é o primeiro exemplo (trivial) de rough path e é um caso particular da integral de Young.
Definigao 2.3.1. Um p-Rough Path (1 <p < 2) € um caminho z € Cll/p (I1,V).

A condigao 1 < p < 2 aparece naturalmente quando queremos definir J (dz¢ (x)) ao
longo do caminho z € C}/* (I, V), para ¢ € CO- V"7 (v, L (v, W) (1 <~ < 2).
Podemos resolver o problema da integracio, J (dz¢ (z)), usando a integral de Young. E
sabido que,
gbeC, ~h-Hel xGCl/p:>¢oxeCWTTI,

Logo
5:E6qboxEC;/p(I,W).

Deste modo, a existéncia da integral J (dzx¢ (x)) é garantida pela se¢ao anterior (com g = x
e f = ¢oux) desde que dzdpox € C37 (I,W). Isto é, desde que “/le —l—i = % > 1. Como
v € (1,2] segue que p € [1,2) (dai, a restri¢ao natural 1 < p < 2). Como % >lepell,2)
resulta que p < v < 2.

Portanto a integral

J (dz¢(x)),, = (id—AJ) (0zpox), (2.3.1)
= lim Z¢ 2e,) (Toesy — Tt ,) (2.3.2)

[Ps.t]|—0 1

existe desde que z € CL/P (I, V) e ¢ € COVH (v L (v, W) (1<p<y<2).

loc

YWV LWV,W) 1<p<y<2edimV < o). Entio

a integral de ¢ ao longo de x € CL/Op (I1,V) depende continuamente de x, ou seja,

Proposigao 2.3.2. Seja ¢ € co

loc

T Cl/p ( ) N C;’Y/P (I, W)
x = J (dz¢ (2))

(p/y < a < 1) € continua.

Demonstracao. Sejam x,y tais que yg = xo. Pela definicao da integral,

J (dzxop(z)) = (id—AS) (d0x¢pox)
= dzxpox — A (dzpox).
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Mostraremos que as aplicagoes * +— dx¢p o x e x +— Ad (dz¢ o x) sdo continuas na norma
[I[l1/,- Seja (z") C CY/P tal que lim,, .o ||x — 2™|| = 0.

Primeiramente mostraremos que = — dx¢ o x é continua. Temos que

¢ (25) 015 — ¢ (aF) Oy = [ (ws) — @ ()] 0ss + ¢ (2) (045 — Oy - (2.3.3)

Por um lado temos que

|6 () (0015 — 07|

IA

|0 (@) 1020 — o]
[ (@) llz = 2"l (8 = )"

IN

entdo basta limitarmos |¢ (27)| < C com C independente de s e n, para concluirmos que

limy, [|(6z — é2") p o z"||, ,, = 0. Para isto, fixamos a € (0,1) e consideramos a aplicagao
~y—1

Q: Cll’/op — CloéoT definida por
Q)= o

que é continua pelo Lema Omega 1.3.9. Como (z™) é convergente e ) é continua, resulta

que [|Q (27)]| 21 < C (Vn € N). Logo, lembrando que x = o,

6 (@) = 10(x) = ¢ (x5) + & (o)

y=1

< Npoa gzt (s =077+ (a0)]
< Nléoa"lym T°F + 16 (wo0)

= Q@ T + 16 (o)
< OT*F + 6 (x0)|.

Portanto tomando C' = CT* 7 + |¢ ()| segue que

[ (22) (215 — Sap)| < |6 (@) llz — 2", (E = )"
< Cla—a"|,(t—s)""

de onde concluimos que

lim || (6z — 62") p o 2™, ,, = 0, (2.3.4)

como afirmamos.
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Por outro lado

¢ (xs) = & (@) 0wes| < [0 (25) — ¢ ()] |0ss]
12 (2), — Q2 (2") | [01s|
< 192(2) = @)l Nzl (= 5)'7,

logo
[0z (pox—goa™), <z, 12 (=) - Q")

Mais uma vez, usando que z{f = xp, podemos concluir que
19(2) = Q @)l < T [|2(x) - © (@] g2z
pela continuidade de €2 segue que
JL%O||6m (gbox—gbox”)”l/p:O. (2.3.5)

Dos limites (2.3.4) e (2.3.5), e da igualdade (2.3.3) concluimos que a aplica¢do = — dz¢p oz
¢ continua na norma |||, .

Resta provarmos a continuidade de x — Ad (dxp o x) = —A (dzd¢ (z)). Seja v € (0, 1) tal
Qa=t Qa=t Qa=t
que af > 1. Logo Q(z) =¢ox €C; * eécontinua. Como§:C; * —C, * ¢ continua,
Q=1
pois preserva norma, segue que o € : Cll’/op — C, * é continua. Como dxd¢ (1) € C?W/p

segue que A (5206 (z)) estd bem definido e A : ZC57P — €577 6 continua. O

2.4 Integracgao ao longo de caminhos (2 < p < 3)

Comecaremos com a definicao de rough path para este caso. Em seguida, continuando a
discussao da secao anterior, veremos que esta definicao é natural quando se procura uma

melhor aproximacgao para a integral J (dz¢ (z)).

Definigao 2.4.1. Um p-Rough Path (2 < p < 3) € um par (z,x) onde x € Cll/p (I,V) e
x €Co/P (I,V®V) que verifica
0x = dzow.

Em outras palavras, (z,x) satisfaz a relacao de Chen, (2.1.1).
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Observamos que J (dxdz) nao pode ser definido via integral de Young quando 2 < p < 3,
pois dxdx € Cg/ Pe2/p < 1. Como o 2-incremento x satisfaz as propriedades que gostariamos

que a integral iterada J (dzdx) tivesse, definimos J (dzdzx) := x.

Proposigao 2.4.2. Denotamos por Q,,(1,V) o subconjunto dos p-rough path (2 <p < 3)

tais que vo = 0. O congunto Q,, (I,V) munido da sequinte métrica

dy (X,Y) = max {1z = yllev . Ix = ¥l 2 }
X = (2,x),Y = (y,y) € Q,(1,V), é um espago métrico completo.
Demonstracao. A completude segue do fato dos espagos Clli)p e C22/ P serem completos. [

Observacao 2.4.3. Cuidado, no caso v € Cll/p (2 < p < 3), pode ezistir mais de um 2-
incremento em C22/p satisfazendo a relagao de Chen com o caminho x. Mais precisamente,

suponha que existe X €C22/p (I,V®V) tal que
0x = dxdx.
Entao x nao € unico.
Demonstracao da Observagao. Seja y € Cf/p (I,R) nao constante. Definindo

Y =X + Oy

b

onde z% e x* sao as coordenadas de x e X, respectivamente. Resulta que

0¥is = 0Xpy +0

= 6x b,
e quey 6(322/10 (I,V®V).Como x # y segue que X nao é unico. H

Esta é a m4 noticia. Vamos ver que para definir a integral J (dz¢ (7)) quando z € C/?
(2 < p < 3), é necessario uma aproximagao melhor para o integrador, no seguinte sentido.
Quando 1 < p < 2, o integrador usado na soma de Rieman (ou equivalentemente, no

argumento do operador id — Ad) foi ¢ (zy,) 0y ver (2.3.1) e (2.3.2). Logo, procurando

it 1,000

um melhor integrador, aparece naturalmente a segunda integral iterada de x: J (dzdz) = x.
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A estratégia é a seguinte, a principio suporemos que ¢ e x sao suaves € escreveremos
J (dz¢ (x)) (a qual existe neste caso) em termos da derivada de ¢ e em termos de J (dzdz).
Depois, substituimos J (dzdz) por x e para os termos que nao puderem ser definidos de

modo algébrico, usaremos a aplicacao A para defini-los.

Vamos supor que z : I — Ve ¢: V — L(V, W) sdo suaves. Para entendermos melhor as
contas, é conveniente olharmos o problema em coordenadas. Seja {e, : a = 1,...,m} base

de V', entao

m
Ty = Zx?ea
a=1
m t r1
J (dzdzx),, = Z/ da:ffl/ dzl e, ® e
a,b=1""% s

= ) J(da"da’), eq @ e, € VE?

a,b=1

Também, como ¢ : V — L(V,W) segue que D¢ (z) € L(V,L(V,W)) = LV W).

Portanto

Do (x)e, @e, = 0p0" (x), sendo Opp” : V. — W
o(r)e, = ¢*(x),sendo ¢": V — W

Como sempre, denotamos
t
7 (426 (2)),, — / dr (1)

Segue que somando e subtraindo o termo ¢ (xs) (dxs) = fst dx,¢ (zs) do lado esquerdo na

igualdade anterior obtemos que

T (deg(2)),, = & (zs) (Faes) + / dz, (6 (2,) — 6 (x2))
= ¢ (x5) (0x4s) + T (daxdp o x),, . (2.4.1)
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Aplicando o teorema fundamental do calculo em ¢* o x temos que , para s < r; em I,
m r1
o ($T1) = ¢ (:Es) + Z / %" ($T2) ‘f?erg
b=1"%

= @)+ / " 0" () da?
b=1"°

= ¢*(zs) + Z J (dmbabgba o x)rls ,
b=1

integrando com respeito a d; = 7 dry,
J (dz*¢” o x),, = ¢" (x) T (dz*),, + Z J (dmad$bab¢a © :U)ts ’
b=1

somando e subtraindo 9,¢® (x,) J (da*da®), = J (da*dx’dy¢ (x,)),, na linha anterior obte-
mos,

T (da¢® o x),, = ¢" () T (da),, + > 0h¢" (1) T (dada®), +
b=1

m

+ YT (e da o 0w — 00" (),

b=1

Logo da desigualdade anterior e por (2.4.1) temos que

NgE

J ([dxtd¢® o x),, = > 00" (x,) T (da’da’),, +

o
I

Mz~

+ 3. T (da"da0yo" o w — D" (),

o
I
—

ou equivalentemente,
J (dxtdg* o x),, = Y 00" (2,) T (da’da’), +
b=1

+ fj J (dz®da’d (9,9 0 ), - (2.4.2)

b=1
Usando a expressao de J (dxdx) na base e, ® e, e usando a linearidade de D¢ (x5) (-) resulta

que

D¢ (x5) J (dzdz), Z O (z4) dx“da:b)ts €a ® ey,

a,b=1
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segue que (2.4.2) pode ser reescrita como
J (dzdg o x),, = Do (x) T (dwdz),, + T (dzdrd (D o z)),,
substituindo esta tltima igualdade em (2.4.1) resulta que
I (dz¢ (x)),s = & (5) 04 + Do (x5) T (dxdz),, + T (dxdzd (D¢ o ), ,
isto é,
J (dx¢ (2)) = dxpox + J (dedx) Dpox + J (dedrd (Do o x)).

Logo, para podermos definir J (dz¢ (x)) através da férmula da direita no caso em que x
nao ¢ diferenciavel, temos o termo problematico J (dzdxd (D¢ o x)). Apenas sabemos como

este deve comportar-se sob a agao do operador § (ver Proposigoes 2.1.2 e 1.2.10, lembrar que
d(6x) =0):
0T (dxo (x)) = 0 (dxpox)+ (T (dedr) Dpox)+ 0T (drdxd (D o x))
= —dxdpox+dxdxDpox —J (drdx)dDpox + 0T (dedrxd (D¢ o x))
= 0.

Logo

0J (dxdxd (Do ox)) = dxdpox— dxdxDpox+ J (dedr)dDeoox
= dz[0pox —dxDpozx|+ J (dedr) §D¢ o x. (2.4.3)

Note que, neste estigio, o lado direito de (2.4.3) esta bem definido independentemente
da regularidade de z. Vamos mostrar que o lado direito estd no dominio de A quando (z,x)

for um p-rough path (2 < p < 3) e ¢ € C2 7% Consequentemente, definiremos

loc
J (dxdxd (D¢ o x)) := A (dx[dpox — dxD¢p o x] + xdDp o x) ,

0 que resolveria nosso problema.

De fato, resta mostrarmos o seguinte resultado.
Lema 2.4.4. Sejam (x,x) um p—rough path a valores em V e ¢ € Cl(;*”*Hél (V,L(V,W))
(2 <p<~<3). Entio
sz[fpox —SxDpox] € CIP(I,W)
x§Dpox € CIP(I,W)
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Demonstracao. Usando o Lema 1.3.6 com U; =V, Uy = L(V,W) e z = x, resulta que
S¢pox —6xDpox e CY V(I L(V,W))

e que
-1
|0¢ 0z — dxD¢ o x”('y—l)/p < |’¢H(fy—1)—Hbl,K ||33||Y/p ’

para algum compacto K C V. Logo,
52[0¢ o v — 6z Do z] € CYP (I, W)

Agora vamos mostrar que xdD¢ o x € C’;/p (I,W). Fixamos s < u < t em I, logo

|(x6Dgox),, | = [(Do(zu) — Do (xs)) (Xeu)|
< Do (wu) — Do ()] [Xeal
—2 2
< HD¢H(772)—H5I,K vy — 24| HXHCS/P(LV@;Q) |t — s w
< D v—2 _ =2 t— 2/p
< 1Dl (y-2y-norrc Xl 2w [l lu = s 7 [t = s
—2
< DM (39w s Xl ezro 1llersn 1 = s
onde K = x (I). Resulta que
-2
x6D¢oxll,, < NDOl o) max Xz 12l
< Q.
Isto é, mostramos que xdD¢ o x € C;/p (1, W). ]

Agora, podemos definir (desde que estivermos nas hipéteses do lema anterior) a seguinte

integral

Proposigao 2.4.5 (Existéncia da Integral). Sejam (x,x) um p—rough path a valores em V
epe C’l(gc_l)_Hél (V,L(V,IW)) 2<p<~<3). Entdio
J (dx¢ (x)) = dzpox+xDpox+ A(dz[dpox —dxDpo x| +x0D¢ o x)

estd bem definida e valem as sequintes igualdades

J (dxg (x)),,

(id — AO) [0xp o x +xD¢p o ]y (2.4.4)
= lim [0 (1) 01,0, + D (1,) Xt 11, (2.4.5)

|PN[s,t]|—0
t, €P
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Demonstragao. A boa definigao de J (dz¢ (x)) segue do lema anterior. Enquanto que a
igualdade (2.4.4) segue de aplicar § no argumento [dx¢ o x + xD¢ o x], usar a linearidade de
A e as propriedades elementares dos incrementos.

Ja a igualdade (2.4.5) é uma consequéncia imediata do Coroldrio 1.4.6. Deste modo,
podemos interpretar ¢ (xy,) 0xy,, ¢, + D¢ (24,) X4,,,¢, como sendo a versao corrigida do inte-

grando ¢ (x,) dxy o qual é mais natural. O

it+1ti0

Notagao 2.4.6. Quando for necessdrio, denotaremos J (dx¢ (x)) por

T (doo (@) = 7 (d(2.x) 6 (a) = [ d(a.x)6 (@)
para ressaltar a dependéncia de (x,x).

Proposigao 2.4.7 (Continuidade da Integral). Seja ¢ € CO- V" (v, L(V,W)) 2 <p <
v <3 edimV < oo0). Entao a integral de ¢ ao longo de (x,x) depende continuamente de
(x,%), ou seja,

T Qo(,V) — P a,w)

(z,x) = J(d(z,x)9)

(p < ary < 3) € continua.
Demonstragao. Pela definicao da integral, eq. (2.4.4),

J (dxop(z)) = (id— Ad)[dxpox+xD¢o x]
= dxpox+xDpox— Ao (dxpox+xDporx).
Vamos mostrar a continuidade das aplicagoes = — dx¢p o x e (x,x) +— xD¢ o z. Para
isto fixamos o € (0,1) tal que 2 < p < ay < 3 (veremos adiante que isto garante que

dxpox+xDgox estd no dominio de AJ). Em especial aqui temos que ¢ € C1=H9 logo pela

demonstracao da Proposicao 2.3.2 sabemos que a aplicagao x — dx¢ o x é continua e que
dxpox € ce/v
2 .

Vamos mostrar que a aplicacdo (z,x) — xD¢ox é continua. Como D¢ € CO—2=Ho (V[ (V2 1}))

e como r € C1 ' » segue que aplicando o Lema 1.3.9 temos que

Q(z) = Dpox ey 2P,
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e () é continua.
Agora sejam s < t e (z,x),(2",x") € Q,,([,V) tais que d, — lim (2",x") = (z,x).
Temos que vale
D¢ (x5) xts — D¢ (27) X{s = (D (x5) — D¢ (7)) X4s + Db () (Xes — Xy) -
Por um lado podemos majorar (D¢ (z5) — D¢ (27)) x;s da seguinte maneira
(D¢ (25) — D () Xt Do (x5) — D ()] [%ts|

<
n|v—2 2
S ||D¢||(7—2)—H61,K|x8 — |’ ||X||2/p (t—s) /P

2/p

IA

1D (32— man i 17 = 2" | 1%, (£ = 5)

n 1
1DG |y 2y man e 17 = 2" | g I, TP (2 = )17,

onde K ¢é uma bola fechada de raio suficientemente grande que contém x (I),z" () e

IN

(. —2") (I) (Vn). Usando na desigualdade acima que ||z —2"|| < |z —z2"|,, TP im-

plica que vale o seguinte limite.
lim [|x (D¢ ox—Dgoa”)|,, =0.

Por outro lado podemos majorar D¢ (z7) (x5 — X}%) da seguinte maneira

Do (x3) (%45 = x5)| < [D ()| [ 345 — X
< DGl i llxx = X"y, (¢ = )
< DGl e = X", TP (2 = )17

Logo
lim [|(x —x") D¢ o x|, = 0.

n—oo

Portanto podemos concluir que
Jim (| Do (2.) %15 — Do (a7) x4, = 0,

ou seja (z,x) — xD¢ o x é continua. Observamos que esta continuidade segue fundamen-
talmente dos seguintes fatos: em primeiro lugar a linearidade de D¢ (z;) (+) e em segundo
que © € CP ¢ x € C¥/P. Portanto com a mesma demonstracdo podemos concluir que as

seguintes aplicagbes sdo continuas (na topologia dada por d,)

(x,x) +— dzéxDpox (2.4.6)
(x,x) +— dzdpox (2.4.7)
(r,x) — x0D¢ozx. (2.4.8)
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Resta mostrar que (z,x) — Ad (0x¢ oz + xD¢ o x) é continua. Aplicando § temos que
d(bxpox+xDpox)=dx[-dpox+dxDpox|+x6Dpox (2.4.9)

Como a < 1 temos que ¢ € C@~D=H o que 2 < p < ay < 3, logo aplicando o Lema 1.3.6

para z = x, resulta que

~y—1

—5gbo:p+5xD¢oxEC:” (I,W),

logo
z[~8pox+dxDpox] € CP(I,W).

Pelas eq. (2.4.6) e (2.4.7) e pela linha anterior temos que = +— 0z [—dpox + dzDpo x| €
CoP § continua. Agora, a eq. (2.4.8) diz que (z,x) — x6D¢ o z é continua. Precisamos
mostrar que x0D¢ o x € C ov/p para aplicarmos A na eq. (2.4.9). O Lema 1.3.9 temos
que Q(x) = Dpox € C 2. Logo D¢ oz € C2 e portanto x0D¢ o x € C?W/p, como
querfamos. Entao aplicando A em (2.4.9) resulta que (z,x) — Ad (dzpox+xDpox) €
C /e ¢ continua, pois A é continua.

Logo provamos que
(x,x) = dxpox+xDpox — A (dxpox+xDpox) € C;V/p
é continua, ou seja, a integral depende continuamente do rough path (z,x). O

Observacao 2.4.8. Sabemos que CY/? C CY9 se 1 < p < q. Uma pergunta natural é se vale,

de alguma forma, a sequinte inclusao
{p — rough path (1 <p < 2)} C{p— rough path (2 <p < 3)}?

Entretanto se nos adiantarmos respondendo (afirmativamente) esta questdo, isto nos levaria
a vdrios outros perguntas: por que ndao escrever as contas com a hipotese 1 < p < 3¢ Por que
formulas “diferentes” para as integrais ao longo de x (comparar (2.3.1)e (2.4.4))? Assim,

preferimos esclarecer estas questoes num contexto mais amplo, na secao sequinte.

2.5 Integrais iteradas multiplas

E possivel construir integrais iteradas, J (dz . .. dx), de um caminho x desde que conhegamos

suficientes integrais iteradas de ordem baixa. Isto é, se z € C*/? (V) (1 < p < 2) entdo para
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definirmos J (dx . .. dx) é suficiente conhecermos J (dx)(= 0z); esex € CY/? (V) (2 < p < 3)
entdo para definirmos J (dx .. .dx) é suficiente conhecermos J (dz) e J (dxdx)(= x).

O procedimento é simples. Queremos preservar a relagdo de Chen (2.1.1). Portanto,
observando que quando aplicamos ¢ numa integral iterada obtemos uma relagao em termos
de integrais iteradas de ordem inferior. Segue que se esta relacao estiver no dominio da
aplicacao A entao podemos inverter ¢, definindo as integrais de ordem superior e resolvendo

nosso problema.

2.5.1 Integrais iteradas de ordem 2:

Para 2 < p < 3 definimos
J (dzdz) = x.

Para 1 < p < 2 definimos

J (dzdz) == A (dxdx),
pois, desta maneira, J (dxdx) é o inico 2-incremento em c§/ P(v®?) tal que 6T (dxdz) =
dxox (ie, 0T (dxdx), = 0xy, @ 0xys).

tus

Observagao 2.5.1. Devido a unicidade de [J (dxdz) quando 1 < p < 2, temos que as
equacies (2.3.1) e (2.4.4), que definem J (dx¢ (x)) em cada caso, coincidem se ¢ € C)-1

loc

(v >2p—12>1). Mais precisamente:
Proposigao 2.5.2. Sejam = € CY/?([0,T],V) (1 < p < 2) e ¢ € CL7(V,L(V,IWV))

loc

(v > 2p — 1). Definindo x :=J (dwdz), temos que vale a iqualdade
T (dxg (2)) = T (d (x,%) ¢ (x)),
em outras palavras,
I (dz¢ (z)) = (id— AS) [6z¢ o 2]
= (id — AS) [pxd o & + xD¢ o 1]

Demonstracao. Das hip6teses e das equagoes (2.3.2) e (2.4.5) temos que os seguintes limites
existem
lim Z ¢ (xtz) 6'Iti+1ti7

[P|—0
t,€P

lim Z D(b (l’tz) Xti+1yti'
t, P
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S6 resta verificar que limp| .o Y, cp D (74,) X4, 1, = 0. De fato,

2/
‘E tiepDéb(xti)Xtm,ti < DOl a(o.1 \|X|’c;/p§ tieP‘tHl_ti’ ?
1—2
< 1Dl o oy 1%l ez P17 ) ep |tiv1 — L]

1—2
106l oy Il [P T,

como % > 1 temos que

i D . oo =0.
Plrilotze; ¢ (T,) Xty s

2.5.2 Integrais iteradas de ordem 3:

Seja (x,x) um p—rough path (1 < p < 3) podemos definir J (dzdzdz) como anteriormente.

Queremos que seja verdadeira a relacao de Chen, entao

0J (dxdxdx) = J (dz)J (dzdz)+T (dxdz) J (dx)
= 0xX + x0T

e como o lado direito da equagao pertence a Cg’/ P(I,LV®3) e % > 1, resulta que esta no dominio

de A. Definimos entao
J (dzdzdz) = A (dxx + x6x)

O procedimento para definir J (dz . ..dx) é andlogo.

2.6 Integracao ao longo de p-Rough Path, 1 < p < o0

Aqui vamos dar uma idéia das dificuldades de se estudar o caso geral de rough paths e indicar
as referéncias para prosseguir o estudo. Também comentamos as diferencas bésicas entre as
duas abordagens principais: via os funcionais multiplicativos de T. Lyons e via a integracao

algébrica de M. Gubinelli.

Definigao 2.6.1. Se |p] =n, isto én < p <n+1 comn € N, dizemos que (x,xg, - ,XU’J)

¢ p-rough path se cada x* satisfaz a relacio de Chen, isto €,

k—1
oxk = E xFIx
j=1
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exk e /P (I, V®k) para todo k.

Com as ferramentas ja desenvolvidas, a tinica dificuldade em definir a integral J (dz¢ (x))
é computacional. O algoritmo é o mesmo: supor ¢ e x diferenciaveis e expandir o termo
J (dxdzxd (D¢ o)) até sua n—ésima ordem, de modo que possamos garantir que quando
(x, x2, ... ,XL”’J) for um p-rough path, o termo J (dxdz - - - dxd (D™ '¢ o x)) estard no dominio

de A. No final chegariamos numa expressao do tipo
J (dz¢ (z)) := (id — Ad) [dxpox +x*Dpox + -+ +x"D" '¢o 1]

ou ainda

T (du (x)) = “gi'rgot;f (2,) 01100, + Z DI () X,
e aqui aparece o novo integrando corrigido ¢ (,) 02y, ,,s, + D5y D/ (24,) X]

Para seguir este método computacional, M. Gubinelli foi além. Ao invés de indexar as
integrais iteradas “apenas” nos N, ele utilizar arvores finitas, [11], [8], [13]. Deste modo
cada integral x? ¢ vista como um galho (branch) linear de comprimento j. Ele introduziu os
branched rough paths. Estes novos objetos se mostraram tteis em alguns casos da KdV [10],
da Navier-Stokes [9] e Diagramas de Feynman [13]. Bem como equagoes de evolugao infinito

dimensionais nos trabalhos em conjunto com S. Tindel e A. Lejay, [13] e [14].

Ja na visao de T. Lyons, P. Friz, para lidar com p-rough path, adota-se uma postura
mais geométrica. Através da relacao de Chen, cria um grupo dentro da algebra tensorial
T™ (V) truncada no nivel n e introduz uma métrica tipo Hélder. A partir dai tem um grupo
de Carnot, com ricas propriedades, e entao estuda-se todos os objetos que estao no escopo
da teoria através de aproximagoes por geodésicas deste grupo.

As geodésicas sao, de certo modo, curvas diferencidveis por partes tais que suas integrais
iteradas até uma certa ordem aproximam (na métrica do grupo) o rough path (z,x2,...,x").
Os rough paths que podem ser aproximados por geodésica sao chamados de rough paths
geométricos, T. Lyons [15]. E estes sao os objetos fundamentais para esta abordagem. Para

uma boa referéncia para estudar esta abordagem e estes objetos ver Parte 2 do livro de P.
K. Friz e N. B. Victoir [6].
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2.7 Alguns resultados de T. Lyons [16]

Os teoremas desta secao fornecem as técnicas fundamentais na abordagem de T. Lyons e
podem ser encontrados em [16], [17, p 35]. Sao conhecidos como Teorema da extensao e
Teorema do funcional quase multiplicativo (ou Teorema do quase rough path).

Devido a generalidade da aplicacao costura, A, é possivel obtermos demonstracoes sim-
ples. Apresentaremos aqui as demonstragoes fornecidas por M. Gubinelli, [7].

Os resultados demonstrados aqui nao serao usados no texto da dissertagdo nem sao
importantes para a abordagem que utilizamos (seguindo o autor M. Gubinelli) para a teoria

dos rough paths.

Denotamos por T™ (V) (n € N) a élgebra tensorial truncada na ordem n. Isto é,

n

T (V) =EPVver
i=0
sendo V¥ = R. 7™ (V) é munido do seguinte produto. Sejam u = (u’,...,u"),v =
(0°,...,0") € T™ (V), definimos u ® v por

k

U®v:(u0v0,ulvo+u0v1,...,E u’®vk7’,...>

=0

Definigao 2.7.1. Um funcional multiplicativo de graun é um 2-incremento Z = (Z°,Z1,..., Z") €
Co (1, T™ (V) tal que
AR

e as outras componentes satisfazem a relacao de Chen, isto €,
k-1
VAR ARV
j=1
Exemplo 2.7.2. Sejam (z,x?,...,xP)) um p—rough path. Entio Z = (1,6z,x?,...,xP))
¢ um funcional multiplicativo de grau |p)|.

A vantagem de introduzir a coordenada Z° = 1 é que podemos relacionar a relacao
de Chen com o produto da algebra T (V) da seguinte maneira. Sejam t,u,s € I, e

Z = (2°...,Z" € T™ (V) um funcional multiplicativo. Entdo, segue da relacdo de Chen
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que
Zt = I+ Zi+ ZZijMi;s
k—1 A
= Z5LQ1+1Q 25+ ) 747 © Z),
7j=1

k
= > Zn’®Z,,

(1 <k <n). Logo
Zts = Ztu X Zus

Observagao 2.7.3. Na abordagem de T. Lyons, [16], um p—rough path é definido como
ak|t—s|*/P
Kl <= (1 <k < [p)), para

algum o > 0. Entretanto, é desnecessdrio introduzir este formalismo jd que o intuito da

sendo um funcional multiplicativo de grau |p] tal que

dissertagao € apenas o caso 1 < p < 3.

Defini¢ao 2.7.4. Um 2-incremento Z = (Z°,...,2") € Co (I, T™ (V)) € denominado de
funcional quase-multiplicativo se eriste R = (R',... R") € C, (],T(”) (V)) tal que R* €
CY(LVER) (u>1ek=1,...,n) e verificam

k—1
7j=1

(k=1,...,n).
Para as demonstragoes, é conveniente introduzirmos multi-indices na relagao de Chen.

Notacao 2.7.5. Denotaremos os multi-indices por letras do alfabeto latino com uma barra
acima: @, b,... Dois multi-indices juntos indicam concatenagdo. Por exemplo se b = (a1, as)
e ¢ = (as, aq) entdo be significa que (ay,ay, as,ay). Vamos utilizd-los junto com o simbolo de

somatorio da sequinte maneira, para a = (ay,. .., a,) fizo,

significa que estamos somando para todos b e ¢ da forma

B = (al,...,ak),

ol
I

(s .oy ap),
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1<k<n-1).

Exemplo 2.7.6. A relagao de Chen
k—1
VAR VARV
j=1

em coordenadas, € escrita como
02° =Y 2'7Z".
be=a

Teorema 2.7.7 (Teorema do funcional quase multiplicativo). Sejam I = [0,7] C R e
p€[l,00). Seja Z = (ZO, o ZU’J) um funcional quase-multiplicativo de grau |p| tal que
k-1
0z =y " ZMIz e oy (1, V)
j=1

z8 e ¢ (1,Ver),

(1 <k<|p|]ep>1). Entao existe um unico funcional multiplicativo Z = <ZO, . ZU’J> €
Co (I, TPV (V) tal que
Zk e )P (I,Ver),

HZ’“—Z’“ < 00,

Cy

(1 <k<lpl)

Demonstracao. E suficiente mostrarmos que existe um funcional tnico multiplicativo Z €
Co (1, 7D (V) tal que
Z=7+Q, (2.7.1)

para algum @ € Cs (I,T(ij) (V)) tal que QF € CY (I, V®k). Isto resolve nosso problema,

pelos seguintes motivos.
Lozr = 24| = ll@¥], < .
w

2. ng € C;C/p (I,V®k), pois,

k
Zts

IA

|Ze] + Q]

HZ'“Hk/p\t—sr’“/M 1R, 1t = sl

IN

e como || Q¥ < T"7# [|Q¥, < o0 (1% > 0) resulta que Zf; € C3'" (1, VoF).
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Procederemos por indugdo em |a| para demonstrar a existéncia de Z e de Q, provando
a igualdade (2.7.1) coordenada a coordenada. Para |a| = 1, segue da defini¢ao de funcional
quase-multiplicativo que

=R

tus?

YA

tus

com R® € C{ (I,R). Logo segue do Coroldrio 1.4.6 que a seguinte decomposigao é tnica

Z°=06f+AN6Z°,
com f € C; (I,R). Entao definindo
Z% . =46f
Q" : =ANZ" €l (I,R)
temos que
6Z% =0,

isto é, Z% ¢ multiplicativo. Logo Z% é o tnico funcional multiplicativo que satisfaz
Zrz _ Za + Q|a\

com Q® € C§ (I,R), terminando este caso.
Agora provaremos o passo indutivo. A hipdtese de inducao diz que existem tnicos fun-
cionais multiplicativos Z% € C‘;l/p (I,V®al) (1 < |a| < k — 1) tais que satisfazem

78 =7+ Q"

onde Q% € C§ (I,V®ll). Pela hipétese de indugao e pela defini¢io de funcional quase-

multiplicativo segue que, para |a| = k,

§7° = ZZBZEH-W
—~ IS <25 + Ql_’) <ZE + QE> + R
_ §2b25+z <Z5Q5+QBZE+QBQE> 1 Ra
bc=a bc=a
= AVARS o (2.7.2)

be=a
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onde

R — Z (ZZ_’QE—FQEZE—FQEQE) + Re
be=a

= 07" =Y 27, (2.7.3)
be=a

Mostraremos que R* € ZC4 (I,R) (dominio de A). Cada parcela da equacdo (2.7.3) estd
em C4, logo R® € C{ (I,R). Também temos que

SR = § <5za -y ZT)ZC>
be=a
- 0-Y5 (ZE )

Portanto R® € Kerd NCY (I,R) = ZC% (I,R), como querfamos.
Agora, podemos definir
Q% := AR* e C! (I,R) (2.7.4)

e também

=z

Desta forma Z% é tnico. Ainda mais, Z% é multiplicativo, pois como A = id e por (2.7.2) e

(2.7.4) temos que
60Z% = 67°—6Q"

= ( ZbZE+R@> — SAR"
be=a
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Teorema 2.7.8 (Teorema da extensdo). Sejam p € [1,00) e n € N tais que |p| < n. Seja

Z um funcional multiplicativo de grau n tal que

Zk c C;/P ([, V®k)

_ ak
D N2y, < oy (2.7.5)

la|=F
(1 <k <mn) onde a, 3 > 0. Se B € suficientemente pequeno (ie, satisfaz (2.7.8)) entdo
existe um tunico Z : I* — T ((V)) tal que é um funcional multiplicativo, estende Z e satisfaz
(2.7.5) para todo k € N.

Demonstracao. Usaremos inducao em k. O passo inicial £ = n, é verdadeiro pelas hipdteses
do teorema. Para a hipdtese indutiva, supomos que k& > n e que vale
_ ol
S 172 65
lal=j
(1 < j < k). Provaremos que Z pode ser estendido & um funcional de grau k 4+ 1 de modo
que a desigualdade acima ainda seja verdadeira com o mesmo (3.

k+1
Seja a tal que |a| = k+ 1. Provaremos que existe um tnico Z% € C,* (I,R) tal que vale

02" =Y A4S
be=a

k+1
O fundamental é mostrar que o lado direito pertence a ZC;” (I, R). Primeiramente, vejamos

que HZE&:& zh7e

CEVP (1, R), logo 2°2° € CE*Y? (I, R) ([B| + |¢| = |a| = k +1). Portanto HZEM 77

i 5 _
< 0o. Da hipétese de inducao temos que Z° € C2’ & (I,R) e que Z°¢ €

k+1

<

k+1
p

k41 —
0o. Lembramos ZC,* = Ch /P nker §, portanto devemos mostrar que & (ZE&:& Zch) = 0.
Isto segue, pois Zb e Z° sdo multiplicativos pela hipdtese de indugao. Logo aplicando (1.2.2)

da Proposicao 1.2.10 (regra de Leibniz) em Z°Z¢ temos que

5 (Z)Z szé> = 25 (7'7)

bc=a
A A A VA
be=a be=a
_ ZZZJZéZE_ ZBZJZé



Capitulo 2 e Aplicagoes 55

k+1 k+1

Logo, mostramos que > .. Z°Z° € ZC,* (k41> p), ou seja, >y, Z°Z° € 2ZC,7 estd

no dominio de A. Definimos Z% via A,

7%= A (Z ZbZC> .
be=a

k+1
Logo, pelas propriedades de A, Z% é o tinico 2-incremento em C,” (I,R) que satisfaz

— Z ZEZE,
be=a

em outras palavras, (ZO, cee Zk“) é o unico funcional multiplicativo de grau k 4+ 1 que
estende Z.
Provaremos que (Z°,..., Z"!) satisfaz (2.7.5). Segue da desigualdade de A (1.4.3) que

k+1 )
P

a 1 b rrc
12°ss < S 2 ||2°2
bc=a

somando em |a| = k + 1temos que

> 12 < g 2 2|77 (276)
|a|=k+1 \a =k+1 be=a
Como
brrc b ¢
HZ 7... < HZ Hb/pnz ls/p (2.7.7)

substituindo (2.7.7) em (2.7.6) segue que

_ 1 7
2 120 < gmmr s 2 > [,
jal=k+1 =k+1be=a
- k+1)/p ZZ 2 H H;;HZCE

1=1 |b|—z |e|=k+1—i

12°). -
&k

Logo da desigualdade anterior, usando (2.7.5) para Z° e Z° (|b] + 1) = k+1) e, em

seguida, usando a férmula do binomio de Newton segue que
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k 5 -
a 1 a| ’ ale!
|_|Z]€+1HZ len < 2<k+1>/p—2i215 il 6(1{:—1—1—2’)!
52ak+l k41 1 1

2000 —2 2= i1 (k + 1 — )

52ak+1 (1 + 1)k+1
200 2 (h 1)

Portanto escolhendo (3 tal que

ok+1)/p _ 9

0 < 6 < min

segue que

_ ﬁozk'H
Z% a1 < .
22"”%*—%+1ﬂ

la|=k+1
Terminando este passo da indugao.
Notamos que [ independe de k, logo a majoracao acima vale para todo k£ > n, ou seja,

é possivel estender Z de maneira multiplicativa a qualquer grau. O



CAPITULO 3

EQUACOES DIFERENCIAIS
ROUGH

Neste capitulo vamos utilizar o esquema de Euler para provar existéncia e unicidade de

solucgoes de equacoes diferenciais da forma

dy (t) = ¢ (y (1)) dx (1) (3.0.1)

onde z nao é diferencidvel. A. M. Davie, [5], foi o primeiro autor a utilizar o esquema de
Euler (modificado) para aproximar discretamente a solu¢ao (ou melhor, a aproximagcao esta
definida apenas numa partigdo do intervalo) da equagao diferencial (3.0.1), conduzindo a
uma demonstragao simples e direta para os teoremas de existéncia e unicidade de solugoes
(locais no tempo). A demonstracao apresentada aqui, desenvolvida por nds, é baseada do
artigo A. M. Davie [5].

Nossa demonstracao conecta o resultado fundamental de M. Gubinelli, a aplicagao costura
A (Teorema 1.4.2), com o Lema de Davie (Lemas 3.1.9 e 3.2.9). Deste modo temos mais
um exemplo da versatilidade da aplicacdo A (o primeiro exemplo é a se¢ao 2.7), agora num
contexto discreto.

Vale observar que nao entraremos em discussao sobre condi¢oes para que a solugao seja
global no tempo. Para isto, recomendamos o recente preprint de M. Gubinelli e A. Lejay

[12]. Esse preprint é importante na literatura dos rough paths, pois responde questdes

o7
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fundamentais (as quais estavam abertas até entdo) sobre a diferenga entre rough paths
geométricos e nao-geométricos.

No final deste capitulo, mostraremos a dependéncia continua da soluc¢ao em relacao ao
integrador. Fato andlogo a continuidade das integrais ao longo de caminhos nas secoes 2.3 e
2.4 (mais precisamente Proposigoes 2.3.2 e 2.4.7).

Durante todo o capitulo, V e W sao espagos de Banach de dimensao finita.

31 OCasol1<p<~y<L?2

Denotamos por I o intervalo [0, T]. Sejam z € CYP (I,V) (1 <p<2)e¢: W — L(V,IW)
suficientemente regular.
Dado yo € W, queremos encontrar y : [0, 7] — W tal que resolve o seguinte problema de

Cauchy

dy (t) = ¢ (y (1)) dx (1), y(0)=1yo - (3.1.1)

Notagao 3.1.1. Seja 6 : R — (0,00). Usaremos a notagdo
0 (o) =o0(a) quando a — 0

significando que

lim —9 (@) =0
a—0

Definicao 3.1.2. Dizemos que y (t) € solugao de (3.1.1) em I =[0,T] sey(0) = yo e existe

uma func¢ao nao-negativa @ em [0,00) tal que 8 () = o (a) quando o« — 0, tais que satisfazem

ly (1) =y (s) =@ (y(s)) (x(t) = (s))] <O(]t - s) (3.1.2)

Observacgao 3.1.3. Esta defini¢io tem a sequinte interpretacdo. Fizado s € (0,T) e dado
y (s), significa que o comportamento de y(t), quando t estd prozimo de s, é dado pelo

comportamento de x, pois

y(t)~y(s)+o(y(s)) (z(t) —x(s)),

uma vez que t proxzimo de s implica que 6 (|t — s|) ~ 0.
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Esta defini¢ao nao envolve uma nogao de integral, entretanto se y satisfaz a desigualdade
acima entao y é a integral de Young de ¢ (y) com respeito ao integrador x. Mais precisamente,
suponha que ¢ € C’l(gc_l)_Hél (W,L(V,W))equez € CYP(I,V) (1 <p<y<2), estas sido

condigoes suficientes para garantir a existéncia da integral de Young. Entao vale as seguintes

afirmagoes:
o Sey(t)=yo+ fot dz (s) ¢ (y (s)) entdo y € CV/P (I, W) e y satisfaz (3.1.2);

e Se y satisfaz (3.1.2) entao y (t) = yo + fot dx (s) ¢ (y(s)), onde a integral é no sentido
de Young.

Proposicao 3.1.4. Assumimos que 1 < p <~y < 2. Entdo y satisfaz (3.1.2) se, e somente

y@=m+Adﬂ@Mwm, (3.13)

onde a integral € no sentido de Young.

Demonstracdao. Primeiramente, sejam y e # como na Definicao 3.1.2. Queremos mostrar que

y satisfaz (3.1.3). Dado € > 0 tome « tal que @ < e. Segue de (3.1.2) que para toda

particio P ={0 =tg < --- < tx =t} de [0,7] tal que |P| < «, vale

[Yer1 — Uk — & () (Trg1 — )| < 0 (tpgr — ta)

< € (tk+1 — f}k) .

Somando em k, obtemos

Yo —y(t) — Z ¢ (yr) (Th1 —a1)| < et
tr€P
< T,
logo, tomando o limite com |P| indo a zero, temos
t
Yo —y (1) —/ dr,¢ (yu)| < eT.
0

Assim
yw—m+£dﬂwmmwx

como queriamos.
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Seja y tal que y, = yo + fot dz,¢ (y,). Queremos mostrar que y é uma solucdo no sentido

da Definicao 3.1.2. E imediato que
= —Ys — ¢ (yS) (xt - :L‘S) )

logo

1Y — ys — O (ys) (21 — 15)| = ¢ (ys) dz,,

< W—nqsoyw Lzl (= )"

onde utilizamos o Teorema de Young 2.2.1 (propriedade de continuidade da integral de
Young). Logo y satisfaz (3.1.2) com 0 («) := <2W—£_2 | oyl 21 ||x|\;> /P, O
P P

A seguir introduziremos as aprozimagoes discretas a uma solucao da equagao (3.1.1) (ou
esquema de Euler): seja P = {0 =ty < -+ < tx = T} uma parti¢do, definimos zj, := x(ty)

e Yy pela relagao de recorréncia

Ykt1 = Yk + & (Ur) (Tps1 — xp) (3.1.4)

ou equivalentemente

k
Yer1 — Y0 = Y & (1) (w1 — w)
=0

Observacao 3.1.5. A diferenca com o método convencional em equacdes ordindrias € que
aqui ndao estamos “ligando os pontos” (ou melhor, fazendo interpolagao linear com os pontos
(21, yr)) para definir a aproximagao yi em todo [0,tk|. Aqui, temos y, somente nos pontos

da parti¢ao. Esta idéia é original de A. M. Davie [5].
Os resultados principais desta secao serao os seguintes teoremas:

Teorema 3.1.6. Sejam ¢ € CO-V" (W L(V,W)) 1 < p <~y <2) ey, € W. Entio
eziste T € [0,T] e uma solugdo y de (3.1.1) em [0,7) tal que y € %—Hdlder em cada subinter-
valo [0,t] C [0,7). Ainda mais, se T < T entdo a solu¢ao explode em T, ou seja, |y (t)| — oo

quando t — T.
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Teorema 3.1.7. Sejam ¢ € CJ"H (W, L(V,W)) (1 < p <~ <2) ey € W. Entio a
solugdo y de (3.1.1) dada pelo Teorema 3.1.6 € unica no sequinte sentido. Set < T ey €
outra solu¢ao de (3.1.1) em [0,t] entao y =g em [0,¢].

Mais ainda, set < 1 e e > 0, podemos encontrar o > 0 tal que para toda particao P tal
que |P| < o vale

lu — y (tk)| <&,

onde y € dado por (8.1.4). Em outras palavras,a aproximag¢ao discreta (5.1.4) aproxima

uniformemente a solugao nos pontos da particao P.

Corolario 3.1.8. Sejam ¢, p e v como no teorema anterior. Dadas as condi¢des iniciais
Yo, %0 € W, considere y,§ € CY/?([0,¢], W) (com t < T ou com t = 7 quando 7 = T) as
tnicas solugoes da equacgdo (3.1.1) no intervalo [0,t] tais que y (0) = yo e §(0) = go. Entao

existe constante C' tal que
lys — s| < C"|yo — To|, Vs €10,].

Comegaremos analisando o problema discretizado (3.1.4). Seguindo as idéias (e o artigo)
de A. M. Davie [5], aqui vamos resolver o analogo discreto dos Teoremas 3.1.6 ¢ 3.1.7. Tal
solucdo discreta é o conteido do Lema de Davie 3.1.9 (a seguir). Este resultado foi incor-
porado e adaptado em artigos e livros, ver por exemplo P. Friz [6], produzindo estimativas
muito boas e novas demonstragoes para teoremas tipo existéncia e unicidade de equacoes
diferenciais rough.

Para facilitar a notacao desta secao, vamos omitir a variavel ¢. Isto serd feito da seguinte
maneira: fixamos uma partigdo do intervalo I, P={0 = t;g < t; < --- < tx =T}, e
definimos zy,...,2x € V,wy, € Rpara k,l =1,..., K, por zj := x4, e wy, :=t; — t;. Deste
modo, ) e wy, satisfazem

o — 2] < Nl lonl"?

(lz[l,,, ¢ a constante de Hélder no intervalo I, logo ||z, /,,» < |lz[l;/,, ou seja, |z, nao

depende de P). Também, abusando da notagao, vamos dizer que k,l € P.

Dado yo € W, definimos y; € W, para k € P, pela férmula (3.1.4).
Sejam My, (k <) definidos por

My =y — e — ¢ (Ye) (21 — 1) - (3.1.5)
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Trocando y; — yi pela soma telescopica Zi;i Yir1 — Yi,

-1

My = =6 () (zi — 1) + Y ¢ (1) (w1 — 5)

i=k
ou ainda, numa notacao mais sugestiva,

-1

My = [5x¢ 0yl — Y _[62¢ 0 ylis1,i

i=k

Observamos que M € Cy (P) .

Lema 3.1.9 (Lema de Davie). a) Sejam ¢ € CO V"™ (W, L(V,W)) ¢ E > 0 tal que
||$||1/p < E. Entao existem constantes positivas C e D que dependem apenas de

Y, D, Ta Ee H¢H(’Y*1)7H5I,W7 tais que
i — yi| < Cwll” e |My| < Dwj/”
para k < 1.

b) Sejam ¢ € CYI7HL(W, L(V,W)), 5o € W e G, definido por (3.1.4). Entdo existe
C" >0, dependendo somente de vy, p, T, |||/, par € IO, _gaw. tal que
T — y] < C"|Fo — yol

Observacao 3.1.10. Vale notar que as constantes nao depende da particao nem da norma

da particao. Dependem apenas do comprimento do intervalo particionado, T'— 0 =T.

Observagao 3.1.11. A parte a), diz precisamente que y € uma solugdo de (3.1.1) na parti¢ao
P, pois y satisfaz a defini¢do de solucdo com 6 (o) := Ma”/?. Jd a parte b) do lema acima,

nos da dependéncia Lipschitz da condicao inicial.

Demonstragao do Lema 3.1.9 a). Utilizaremos a aplicagdo A discreta. Para isso, é funda-
mental que y € CY/P~H3 (P) = CI/? (P), pois, assumindo isso, segue que h := dzdpoy € CJ'”

e portanto M estaria escrito na forma

m—1
Mmk = Bmk - E Bi+1,i
i=k
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com By := —¢ (Yr) (Tm — xx) = [02¢ 0 y|mi 0 qual satisfaz

0B = d[—dxpoy]
= —8%xpoy+dxdpoy
= Jdxdpoy
= h.

Entao pelo costureiro discreto (ver demonstracao do Teorema 1.4.1, comparando o incre-

mento M daqui ao M de 1),
A(h)=M

e por (1.4.2)

|My.| < D |t; — tk|”/p

com
~ y
D =2v7¢ <E) A1l . -

A constante D que vamos construir na demonstracdo do lema ¢ similar a D. A diferenca
entre elas é que D nao vai depender da particio, enquanto D, a principio, depende (pois o
termo ||, , » € explicito em D). Esta é a ideia.

Mostraremos que y € Cll/ P(P). Isto serd feito em dois casos. Fixamos m,k € P tais que

k < m. Escolha ¢ = ¢ (Py,p, 11l ¢y —1)— maww » E) > 0 tal que

Cev <1 (3.1.6)

onde

~ 142 Y — _
=t (5) PR P

note que ||¢||7_H51 W < 00, pois o suporte de ¢ é compacto.

Caso 1: wy, < e: Usando inducao em m — k mostraremos que:

1
Yoo — ya| < 2B [0y wisk-
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Se m — k = 1 entao, pela defini¢ao de y, (3.1.4), segue que

|yk+1_yk| =
< & ()] 10T ks1,k]
< Nlloow Il ik
< Bl oy wik
< 2B |¢]l gy wink.

Agora, se m — k > 1, seja | € P tal que k < | < m. E nesta etapa onde o costureiro discreto

A é fundamental. Definimos h € C3 (P) por

hoie = (@ (1) — & () (T — 71)
= [02d¢ o Ylmuk-

Mostraremos que h € CWP (PN [tg, tm]). Para k <1 < m,

] = 0 (1) — & ()| |2 — 1]
1
< WMy o v — vl Nl wrd
< gl 2 bl if?) Nll,, 0
< —HL,W oo, W Wik Ly /p W
1 1 T 1/
< 27ET H$||1/p‘|¢|| —1)— Hozw||¢||oowwzk Wonl
ol
é 27_1E’YH¢” 'y 1) HolW|’¢“oomek

onde a 1* desigualdade segue de ¢ e x serem Holder, a 2% segue da hipétese de inducao, e a

32 é trivial, pois Wy =ty — t; <ty — te = Wik © também ||$||1/p <FE.

Como h também satisfaz dh = 0, segue que h estd no dominio do costureiro discreto A,
ZC3T (P N [ty tm]) . Logo (existe costureiro tal que) A (h) = M, pois M = h (lembrando
que A satisfaz 6A = id). Pela desigualdade (1.4.2), temos

y
| My,| < 27/7¢ (]_9> HhHCW(Pﬂ[tk tm]) wW’
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agora, pela definicao de M, (3.1.5), e pelas majoragoes acima temos

[Um — k] < |6 (ye)| |02 mr| + | Mok
1
< N llooy Il wr? + [ Mo
< 16l Il (1+éw“‘)w”p
— oo, W 1/p mk mk
< Bl (147 ) wr?
< B¢l 1+ 1w,

2B ]| ooy 2l itk

assim terminando a inducao.

Caso 2: wy,, > e: Para esta parte é importante escolher alguns pontos de P N [ty, t,,] de
maneira “econdmica”, ver Observagao 3.1.12 abaixo.

Construiremos k := ko < ky < -+ < k, =:m, k, € P N [ty, t,n] da seguinte maneira: caso
Whot1ko > € definimos ky := ko + 1 e caso contrério, k; é o maior inteiro tal que kg < k1 < m
satisfazendo wg,p, < € € Wr414, > € Caso wi, 41k, > € definimos kg := k; + 1 e caso
contrario, ko é o maior inteiro tal que k; < ko < m satisfazendo wi,p, < € € Wry414, > €.
Assim, sucessivamente, definimos kq, ....k, = m.

Um fato bom na escolha dos k, s é que a quantidade destes (ie, r) nao depende da

quantidade de pontos da particao. Mostraremos que

T
r<—+1
€

E 6bvio que r < m — k, pois m — k é a quantidade de pontos da particao no intervalo

[tk,tm]. A igualdade rp.x = m — k ocorre precisamente quando wy > g, Yu. Como

u+1 ku

no intervalo [tg,t,,] cabem no maximo L%J subintervalos de comprimento ¢, segue que

Tmax = M — k = L“’aﬂj + 1. Portanto

r

IN
—
‘E
REE
B
| I
_|_
—_

VAN
|
+
=

Agora, com os k, “s construidos, temos que sempre vale

1
yku+1 - yku| S 2E ||¢||007W wkilj_lku
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pois, quando wy,,k, < € a desigualdade segue do Caso 1, quando wy, ,x, > € segue que
kut1 = ky + 1 (definicdo de k,41) e portanto a desigualdade segue da definicao de yy, .,
Somando em u obtemos

r—1

1
2B ||l oo Izl > wil” i

u=0

r—1
1
2B |l oy > wiik
u=0

IN

|ym_yk;|

IN

T
< 28 (41 lollow
Portanto y € Cll/ P(P N [ty, tm]), terminando assim o Caso 2.

Finalizando. Como k,m € P, sao arbitrarios temos que y € Cll/ P(P), e satisfaz

|ym - yk| S CW;{]Z

com

T
¢ =28 (24 1) ol

Lembrando que ¢ satisfaz (3.1.6). Logo h = dxzdpoy € ch/p (P). Pelo costureiro discreto
A (h) = M, e portanto

(M| < Dy},
onde
D= 25 ()16l oy O
terminando assim a parte a) do lema. ]

Demonstragao do Lema 3.1.9 b). Denotamos por Y a funcdo que associa a condigao inicial
Yo ao valor yy definido por (3.1.4), isto é, Y : W — W, yo — Y (y0) := yg. Por exemplo,
Yy : W — W é o operador identidade Y, = idy, .

Por hipétese, ¢ € C7H (W, L (V,W)), entdo faz sentido calcularmos a derivada

L1 (yo) = DY}, (yo) .

Logo de (3.1.4) segue que Zj (yo) satisfaz

Zis1 (Wo) (-) = Zk (o) () + Do (yr) Zk (o) () (wr11 — 1) (3.1.7)
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para cada yy fixo. Queremos utilizar o item a) para estimar | Z, (yo)|. Para isso, consideramos

a seguinte formula de recurso:

(Yrt15 Zir1 (Y0)) = Wk, Zi (Y0)) + @ (Yk, Zi (o)) (Thy1 — 7) (3.1.8)

onde : Wa L(W,W)— L(V,Wa&L(V,V)) édefinido por
O (w, T)v = (¢(w)v, Do (w)(T)v).

Deste modo ¢ € Cl(;:fl)*Hél. Assim podemos aplicar a parte a) do Lema utilizando a relagao

(3.1.8) com as condigoes iniciais (yo,0) € W @& L (W, W), obtendo
(s, Zk (0)) — (30, 0)| < Cwylf < CTV?,

Tomando a norma ||, = max{[-[y, , ||y} em W & L (W, W), temos

max

| Z1 (yo) — O < [(yk, Zk (y0)) — (10, 0)] .

Logo
| Z| < COTYP

max —

Por fim, seja § dado pela relagdao (3.1.4) com condigao inicial go. Olhando y e gy

como fungoes de suas respectivas condigoes inicias, podemos aplicar a desigualdade do valor

intermediario
e — 0kl < |Ze ()] lyo — Dol
< C'yo — ol
onde § é um vetor da forma § = nyo + (1 — 1) go para algum 7 € [0, 1]. O

Observacgao 3.1.12. Vale observarmos que uma técnica mais padrao, para o caso 2 da
parte a), seria escolhermos uma parti¢ao que refina P de modo que possamos garantir que
Whysike < €. Isto € ruim, pois € muito importante que possamos controlar as normas de y e
M com constantes que nao dependam da particao, jd que a estratégia que visamos utilizar
¢ a de resolver a equacgoes diferenciais discretamente e depois passar ao fecho da uniao dos

pontos das partigoes.
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Demonstracio do Teorema 3.1.6. Suponhamos primeiramente que ¢ € C7 ™1~ (W, L(V,W)).
Tomamos uma seqiiéncia de partigdes {P,, : m =1,2,...} de I = [0, 7] tais que Py, C Ppis1,
com lim,, o0 |Pm| — 0. Sejam y™ (t;), também denotados por y,gm), definidos pela relacao
de recorréncia (3.1.4) usando a particao P,,.

Fixamos ¢ € Py, entdo podemos extrair uma subsequéncia (y™) (¢)) de (y™ (t)) de

modo que ™) (¢) convirja (a principio) em [—o00, 00| quando n — co. Denotamos
y (t) = lim 4™ () € [~o0, 00].

Agora para t # t € P, podemos extrair uma subsequéncia (y(m”k) (t)) de (y(m”) (t)) de
modo que (y(mnk) (t)) e <y(m”k> (t)) convirjam em [—o0, o0]. Como U,,P,, é enumeravel,

podemos ir extraindo sucessivamente subsequéncias de modo que

y(s) ;== lim ym™ (s) € [—o0, 0],

para todo s € U,,,P,,. Estamos abusando da notacao para a subsequéncia.
Notamos que, pelo Lema 3.1.9 a)
[y ()] < ol + |ME| + 16 (o)l 2 — o
< ol + Dl +16 (o) Nl i
< lyol + DT + 16 (yo)| Iz, T**

A

logo {y™ (5)}men é uniformemente limitada e portanto y (s) € R.

Resulta que podemos passar o limite m — oo na desigualdade que o mesmo lema nos
fornece

Y™ (s) —y™ ()] < C'ls — 577
obtendo
[y (s) =y (N < Cls' = s

para todo s,s € U, Py,.

Logo y é uniformemente continua neste conjunto e, entdo, estendemos y ao fecho U,,P,, =
[0, 7. Resulta que y : [0,T] — R" é tal que [|y[|,, < C < occ.

Resta mostrarmos que y é solugao da equacao (3.1.1) no sentido de (3.1.2). Novamente

do lema,

(m) _

yo =y — ¢ (y™) (wg — )

— ’M(,m)

s',s

< D¢ — s, (3.1.9)
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logo, passando o limite m — oo obtemos que y satisfaz (3.1.9) no conjunto U,,P,, com
0 (o) = Da?/?. Da densidade de U,,P,, em [0,T] e da continuidade das fungdes envolvidas

resulta que y é solugao em [0, T]. Terminando este caso.

Caso ¢ € C)" (W, L (V,W)): Consideramos ¢ € C7~1 (W, L(V,W)) (r = 1,...), tais

que ¢ (y) = ¢ (y) quando |y| < r. Seja r tal que |yo| < r. Seja y™™) uma solucdo da equacdo

dy; = ¢ (y;) dz; no intervalo [0, 7] (a qual existe pelo caso anterior). Definimos
71 :=max{t € [0, 7] : [y (s)| < r, Vs € [0,¢]}

Segue da continuidade de y™) que existe ¢ > 0 tal que ‘y(l) (s){ <rVs € |0,t]. Logo 71 > 0.
Notamos que y™") é solucdo de dy, = ¢ (y;) dx, em [0, 7], pois ™) <y§1)> =¢ (yt(l)
te [0, 7'1]

Seja y® solucao da equacao dy, = ¢ Y (3,) dxy com condicdo inicial y@ (1) := y® (11).

) quando

Definimos

7o i=max{t € [r,T] : |[y® (s)| < r+1,Vs € [r1,t]}.

Resulta que 79 > 71, que ‘y@) (s)‘ < r+1 para s € [11,75] (6bvio) e que y? é solugdo de
dy, = ¢ (y;) dx; em [71,75]. Concatenamos os caminhos ¥ e 3 denotanto (ainda) por
y@. Segue que y® (o caminho concatenado) é solucao de dy, = "V () da; em [0, 73] com

condicao inicial yg.

y@ (s)] < r+14,
= y(j)

Indutivamente, definimos ¥, 7;, Vi € N, de modo que 7,41 > 73,
Vs € [0,7,], sendo y¥) solucdo de dy; = f (y;) dx; em [0,7;] e, ainda mais, y(i)’[oﬂ]
quando 7 > j.

Entao, definimos

7:= lim 7; € [0, 7]

1— 00

y (1) =y (t) quando t € [0, 7)),

para todo t € [0, 7). Segue do pardgrafo anterior que y estd bem definido em [0, 7) e é solucao
da equagdo (3.1.1) em cada intervalo fechado contido em [0, 7).

Resta mostrarmos que quando 7 < 7" temos que lim;_,, |y (t)| = co. De fato, dado L > 0
tome ¢ € N de modo que L < r + i, lembrando que r é tal que |yo| < r. Das construgoes

anteriores, temos que quando t € [7;, Ti41],

ly ()] = [y (0)] € [r + 4,7+ + 1],
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logo
ly ()] > r+i
> L
quando ¢ € [r;, 7). Portanto lim; ., |y ()| = oc. O

Demonstra¢ao do Teorema 3.1.7. Sejam y a solugao construida no Teorema (3.1.6) e § uma
solugao de (3.1.1), (veja Defini¢ao 3.1.2). Seja [0,¢] um intervalo para o qual y e § estejam
definidas. Para concluirmos que y = ¢ em [0, ¢] afirmamos que basta mostrarmos que ym)
do Teorema (3.1.6) converge uniformemente sobre U,,P,, a §. Pois, esta afirmacao implica
que y™) converge uniformemente sobre U,,P,, a § e a 3. Logo § = y em U,,P,,. Como 7 e
y s@o uniformemente continuas (pois, em particular, sdo Holder), segue que y = ¢ no fecho

UmnPm = [0,t]. Ou seja, § =y e as conclusoes deste teorema sao satisfeitas.

Provaremos a afirmacdo, 4™ do Teorema (3.1.6) converge uniformemente sobre U, P,
a g. Sejam r tal que |y (s)| < r, para todo s € [0,t], e P,,, particiao de [0,¢]. Definimos zl(k),

para t;,t;, € P, (I > k) pela relagao
zl(f)l ) (zl(k)> (T141 — 1)

com condic¢ao inicial

Como
—Ukt1 + 212?1 = — i1 + G + 0 (Z/(gk)> (T141 — 1)
segue de (3.1.2) que

k) ~
R+l — Yk+1

<0 (tgsr — te) (3.1.10)

. k - )~ ~
pois 21" = gi e ¢ (i) = ¢ (i) -

Para k <[ < K, podemos ver zl(k) como a solugao de (3.1.4) calculado no tempo ¢; e com
condicao inicial

k ,
Zl(ch)l =y + &) (yr) (T1 — ) -

Logo aplicando o Lema 3.1.9 b) para gb@, zl(kH) e zl(k), no lugar de ¢, y e y, respectivamente,
e com tempo inicial t;.1, temos
(k) (k+1) (k) (k+1)
‘Zz A < ' \z — %
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Segue de (3.1.10) que

k -
' Z](ng)l - ykz—i—l‘

< C'0(tgyer — tr) -

IN

‘Zl(k) B zl(k-‘,—l)’

Somando sobre k, obtemos que

20— gl‘ <O 0 (tre — ) -
k

Notamos que zl(o) = yl(m), onde yl(m) é definido pela relacao (3.1.4) usando a parti¢ao P,,.

Agora dado € > 0 tome o > 0 tal que 6 (o) < F . Logo, para m suficientemente grande
tal que |P,,| < a (e isto é possivel pois C’ ndo depende dos pontos da parti¢ao e |P,,| — 0

quando m — 00), segue que

_ £
Zl(O) - ?Jl‘ < Clze(tkﬂ —t) < C,m Ztk—i-l — iy =¢.
k k

’yz(m) - ﬂz‘ =
Logo y™ aproxima a ¢ uniformemente em U,,P,,, como queriamos mostrar. 0

Demonstracao do Corolario 3.1.8. Segue imediatamente do Teorema 3.1.7 e do Lema 3.1.9
b). O

3.2 0OCaso2<p<~y<3

Como nas integrais ao longo de rough paths, aqui também temos problema para 2 < p < v <
3. Podemos pensar que a relagao de recorréncia (3.1.4), ndo nos fornece uma aproximacao
suficientemente boa para o problema, sendo necessario introduzirmos termos de maior ordem.
Heuristicamente, a relacdo de recorréncia (3.1.4) da segdo anterior aproxima localmente a

solugao y via o comportamento do integrador x:

Y = Yk + O (k) (20 — ) (3.2.1)

para t proximo de k. Pensando em expansao de Taylor podemos interpretar (3.2.1) como
sendo obtido a partir da equagao diferencial rough (3.1.1) aproximando ¢ (y:) por ¢ (yx) . Ou

seja, essencialmente temos expansao de Taylor de ¢ de ordem zero:

¢ (ye) ~ & (yr+ o () (2 — 1))
¢ () -

Q
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Seguindo este raciocinio uma aproximagcao melhor (neste sentido informal) seria incluir

a derivada de ¢ da seguinte maneira, através de Taylor de ordem 1 :

o) = &y + () (70 — a1))
~ ¢ () + Do (yr) (0 (yx) (zr — 1))

para t préximo de k. Portanto para resolvermos a equagao diferencial (3.1.1), usando esta
aproximagcao, nds temos que integrar com respeito a (x — ) dz. Entretanto hé problemas

em interpretar esta integral. Portanto voltamos aos rough paths assumimos o seguinte.

Axioma 3.2.1. Supomos que eziste X€C22/p (I,V®V), sendo I = [0,T], tal que satisfaz

0Xpus= 0%y @ OZys, (Vs,u,t € I). Ou equivalentemente, valem as sequintes condigoes:

1. x%(t,s) = x® (t,u) +x% (u, s) + (2 (t) — 2 (v)) (z° (u) — 2°(s)) (a,b=1,...,dimV
eVs,u,t €1).

2. |xme2 (t,5)] < C'|t — s*/?

Notamos que se x é uma trajetéria do movimento Browniano (cujas trajetérias sdo 1—17—

Holder, q.t.p., para p > 2) entao a integral de Itd e a integral de Stratonovich nos dao
exemplo de tais objetos. Vale ressaltar que existem muitas possibilidades de escolha para
x, Observacao 2.4.3. Diferentes escolhas do objeto x levam a diferentes interpretacoes de

(3.1.1). Do ponto de vista dos rough paths todas as escolhas sao de igual relevancia.

Definigao 3.2.2. Dizemos que y € solugdo de (3.1.1) em I = [0,T] se y(0) = yo € W e
existe uma fun¢ao nao-negativa 6 em [0,00) tal que 6 (o) = o(a) quando t — 0, tais que
satisfazem

|yt —Ys — ¢ (ys) (l‘t - ‘Ts) - (ng ® ¢) (ys) thl S 0 <|t - Sl) (322)

Onde denotamos y, ==y (1) e X5 1= x(t, 5).

Observagao 3.2.3. D¢ ¢ a derivada de ¢, o mapa Do @ ¢ : W — L(V @ V,W) € definido
por (Do @ @) (y) ea @ e, := Do (y) (0 (y) €a) €r ({€a} € uma base de V).

Observacgao 3.2.4. A preocupagio em fazer Do ® ¢ (y) € L(V @ V,W) se deve ao fato das
“integrais iteradas”, X pertencerem ao espaco V @V e do fato da natureza (e defini¢io)
dos elementos x; s nao estarem no escopo da teoria dos rough paths. Logo precisa-se de uma

maneira natural para definir os funcionais de X .
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Observacgao 3.2.5. Como no caso 1 < p < 2, podemos interpretar essa definicdo da sequinte
maneira. Fizado s € (0,T) e dado y (s), significa que o comportamento de y (t), quando t

esta proximo de s, ¢ dado pelo comportamento de x e de sua integral iterada X, pois

Yt = Ys + ¢ (Ys) (20 — ) + (Do @ ) (s) Xt

uma vez que t prozimo de s implica que 0 (|t — s|) ~ 0. Dai, a idéia da integral iterada dar

uma melhor aproxrimacao.

Lema 3.2.6. Seja ¢ € CO V(W L(V,W)) (2 <~ < 3). Entio a aplicacio Do ® ¢ :
W — L(V&V,W) satisfaz

D6 ® 6 (y) = D6 &6 )] < {16l 1ysmoraw + 1911w § (19 =5 + Iy = 31)
(Vy,y € W), onde ¢ > 0 e depende das dimensoes de V' e de W.

Demonstra¢ao. Em dimensao finita é suficiente provarmos a desigualdade para as funcoes
coordenadas de ¢. Ou seja, fixamos {e,} base de V e definimos ¢ (y) = ¢* (y) e,. Logo
¢* € COVTH (W W) e D (y) = Dé (y) eo. Notamos que

(D¢ @ ¢) (y) e @ e, — (Dp © ) (§) ea @ ey = D" (y) (¢° (y)) — D" () (6 (5)) -

Sejam y,y € K, ={y € W : |y| <r}. Entao

D" () (6" (1) — D" (3) (" ()| < |[De" (v) = D" (9)] 6" ()| + | DS (5) [0 () — 6" (@)
< Doy 19 = 57+ DG oy 1D g Iy = 3
< el -1 maw v — g+ ||¢||?7—1)—H6I,W ly — 9
< L0l 1912y} (I = 5772+ 1y — 1)

Como dim W, dim V' < oo segue que
D@ ¢ (y) — DY@ ¢ (y)] < C{WH@A%H&,W + H(bH?y—l)fHél,W} (ly - g+ ly - 7l) ,
onde ¢ é uma constante que depende das dimensoes de V e W. O

A seguir introduziremos as aprozimagoes discretas a uma solugao de (3.1.1) (ou esquema
de Euler modificado) para este caso. Analogamente ao anterior, seja P = {0 =ty < -+ <

tx = T} uma particao, definimos zy, := x(tx) e yx pela seguinte relagdo de recorréncia

Yk1 = Y& + & (Ur) 0Tpq16 + DO @ @ (Yr) Xpg1,k (3.2.3)
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ou, equivalentemente, y é a solucao da equacao algébrica

Yp+1k = [0xPp oy +xDPp @ ¢ o y]k+1,k

com passo inicial yo. Lembramos que aqui estamos usando o produto nos espacos de incre-
mentos C; (P) e Cz (P).

A seguir os principais resultados desta secao.

Teorema 3.2.7. Sejam ¢ € C’l(gcfl)fHal (W, L(V,W)) 2 <p<~vy<3)ey € W. Entio

existe T, com 0 < 7 < T e uma solugao y(t) de (3.1.1) para 0 < t < 7, tal que se T < T

entdo |y (t)] — oo quando t — 1. Ainda mais, y € %-Hdlder em cada intervalo [0,t] C [0, 7).

Teorema 3.2.8. Sejam ¢ € C- " (W, L (V,W)) eyy € W. Entdo a solugio y (t) de (3.1.1)
dada pelo Teorema 3.2.7 € unica no sequinte sentido. Set < T ey ¢ outra solugao de (3.1.1)
em [0,t] entao y =g em [0,1].

Mais ainda, se t < 1 e e > 0, podemos encontrar o > 0 tal que para toda particao P tal

que |P| < o vale
gk —y (L) < €

onde yi € dado por (3.2.3). Em outras palavras,a aprozimagdao discreta aprorima uniforme-
mente a solugao nos pontos da particao. Além do mais, y possui dependéncia Lipschitz com

respeito a condi¢ao inicial.

Comegaremos analisando o problema discretizado (3.2.3). Para facilitar a notagao desta
secao, vamos omitir a variavel t. Isto serd feito da seguinte maneira: fixamos uma particao
do intervalo I, P ={0 =ty <t; <--- < tgx =T}, e definimos xg,...,1x € V, xj € V¥ e
wip € Rpara k,l=1,..., K, por

T = Xy,
Xik - = Xyt
Wi -+ = tl — tk.

Deste modo, xy, X, e wy, satisfazem as seguintes desigualdade.

= el < |zl lonl”

2
x| < N1l o>
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Abusando da notacao, diremos k,[ € P.

Dado yg € W, defina y, € W, para k € P, pela férmula (3.2.3).
Definidos Ny, (k < 1) por

Nig =y —Ye — ¢ (k) (21 — 21) — Do @ ¢ (Yx) X1 (3.2.4)

ou equivalentemente

-1

Ny = —o () (x1 — ) — Do ® ¢ (y) Xu + Z 0Yit1,i
i—k
-1

= —[bx¢oy+xDo@¢oyu + ZMWb oy +xDd® ¢ oylitr,.

1=k

Observamos que N € Cy (P).

Lema 3.2.9 (Lema de Davie). a) Sejam ¢ € CO V™" (W, L(V,W)) 2<p<y<3)e
B > 0 tal que [z, [[x]ls/,; < B. Entao existem constantes positivas C' e D que

dependem apenas de v, p, T, B e Hqﬁl‘('yfl)be'l,Wf tais que
— | < Cwl” e |Nu| < Dwjl”
[y = yel < Cwy” e [Nl < Dy,
para k < 1.

b) Sejam ¢ € CI~h (W, L(V,W)) e §jo € W e § definido por (3.2.3). Entdo existe
C" > 0, dependendo somente de v, p, T, B e ||¢||(7_1)_H6l7w, tal que

1Tk — k| < C"|Jo — vol

Demonstracao do Lema 3.2.9 a). Analogamente ao Lema de Davie 3.1.9, o fundamental é
mostrarmos que a solucao discreta y, estd em y € CY/P (P) . Pois, uma vez mostrado que

y € CY/? (P), segue que
h = d[éxp oy +x¢ ® D¢ oy GC;/p (P) (3.2.5)

¢ portanto N = AP (k) € CJ/"(P). De concluimos que [Nyl < Dw!’?. Logo, segue

facilmente que |y, — yx| < C’wllk/p . Esta é a ideia da demonstracao.
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Tomamos
g€=¢ (%197 ||¢||('y—1)—Hb'l,W ) B’T> >0

tal que

=2
C.y/pBli-? p < By

—1
Cy/pBre T < B
onde B; depende das constantes do problema (nao depende de €) e é tal que
HhHC“//P(Pm[tk,tm]) < Bl quando Wk < E.

As outras constanstes sao definidas por

Cypp 1 =2V%¢ (%)
By : = B[Dé®0llow

By + =B (|6l + T 1D6@ 6l )

(3.2.8)

Notamos que as constantes, c,/,, Bz e Bz nao dependem da particio. Quanto as € e B,

ficara claro ao longo da demonstragao que elas também nao dependem da particao.

Fixamos m, k € P tais que k < m e denotamos P, = PN [tk tr)

Caso 1: wyy, < e Usando indugao em m — k mostraremos que ||y, ,» =~ < 2Bs e que

10y — 6z o ylly,p,, < 2B2. Denotamos por M o 2-incremento
M =y — dxpoy.

Para m — k = 1. Pela definigao de yx41 (3.2.3) temos que

|Mk+1,k’ = \5yk+1,k—¢(yk)5$k+1,k’
= |Dé® ¢ (yr) Xpt1,k]
2
< (D6 @ dllaey Xl wilfrs
2
< BIIDé ® dllyory wilhi s
= BZWika
< 2Byw'?
> 2Wkt1 k-
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Da mesma maneira, também pela defini¢ao de yx11 (3.2.3), resulta que

10Ukl = [0 (W) 0Tps1k + DO @ & (Yr) X1,k

(1l i+ 106 © Bl w01

(18llaar + 106 @ Gl wilfin) i

B (16l + 106 @ 6llc e T ) il

= B/l (3.2.9)

1/p
2B3wi i1 ke

IN

B
B

IN

IN

Terminando, assim, o passo inicial.

Faremos um breve comentario sobre como finalizar a inducao. A hipdtese de indugao
diz que se | € P ¢ tal que k < | < m entdo valem as desigualdades ||M[|,,, p, < 2B»
e |yl P < 2B Para concluirmos o passo indutivo, usaremos a aplicacao A discreta
(Teorema 1.4.1) da seguinte maneira. Mostraremos que vale (3.2.8), portanto (existe A tal
que) A (h) = N. Usando (3.2.8) e (1.4.2) temos que

V] < &b

/P, Pk

Isto terminara a inducao pois, para 0y,,, temos que

[Ym — Ykl = [Nok + & () (@m — 1) + DO @ & (Y) Xonie|
< Nkl + 10 (yr) (@ — 21) + DO @ b (Yi) Xpnie|
< HNH'y/p,'Pmk "Y/p + ngl/p

e 1/p
< CypBiwy + Bs
< <Cv/pBl6 P+ B3> 1/p
< (Bs+ B3)w,, 1/p
= Qngir{lf,

sendo que na tltima desigualdade usamos a definicao de ¢, ver desigualdade (3.2.7). Para
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M, temos que

(Mgl = [Not. + Do @ & (i) X
< [Nkl + [Do @ ¢ (Y1) X
< Bl + Byt
= (cv/pBlw;;,: + Bg) wi{,f
< <C“//p3157’%2 + Bz> wilk

< (By+ By)w?

mk
= 2B2w2/p

mk>

sendo que na tultima desigualdade usamos a definigao de ¢, ver desigualdade (3.2.6).

Retomando, para concluirmos o passo indutivo, somente resta mostrar a desigualdade
(3.2.8), pois pelos comentdrios acima, conclui-se que [[M|,,, » =~ < 2Bz e que [[y[|,,,» <
2B3. Lembrando que

h =d[dxzpoy+xDp® ¢poyl,

aplicando 0 nos termos do colchete [- - -] resulta que

h = —dx6poy+0xDd®Rdoy—x6(Dp® doy)
= —dxdpoy+ (620x) Dp®@ ¢poy —x3(Dp @ ¢ ovy)
= —bx(6poy—0xDp® poy) —x5(Dp® poy).

Logo, para k <[ < m, temos que

—hp, = [(0¢ oy —02Dd @ ¢oy),]dxm + [x6(Dd @ ¢ oy)l,.,.
= [6¢ oy — Do (yk) (¢ (yx) 621k)] 0%t + [x6(DP @ ¢ 0 Y],
= [6¢ oy — D¢ (yk) 6y — Do (yk) (—0ym + ¢ (yx) 6ik)] s +
+[x6(Dp @ ¢ oY)l

onde, na ultima igualdade somamos e subtraimos — D¢ (yx.) dy;.. Reagrupando os termos, e
pela definicao de Mj; segue da tltima igualdade
~hpix = [6¢ 0y — Do (y) oyix — Db (yx) (—Mig)] 62 + [x6(Dd @ ¢ 0 y)],

= {[0¢ oy — Do (yx) Syux] 6z} + {[D (yx) Mir] 6z} + {[x(Dd @ ¢ 0 y)],.1.} -
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Agora, para majorar h, é suficiente majorar cada um das parcelas {- - -

} na soma acima.

Primeiramente vamos majorar xd(D¢ ® ¢ o y). Aplicando o Lema 3.2.6 e usando as

desigualdades ||y[[ , p, < 2Bs e [x[ly,, < B, temos que

D¢ © ¢ (yk)] Xmi

[(x6(Dp @ P oY)l (D¢ ® ¢ (1) —
<
= B, (Iyz - yk|7_2 + |
v—2 o
< B, (nynl/p,m i
<
=2
= Biawy an/lp
< Bl,ngm/,f

as constantes By e By s@o auxiliares e dependem apenas de v, p, T, B e ||¢||

y=2
By ((2Bs) ™+ 2B,T 7 >Bwlk W2

ot ||?J||1/p,7>lk Wik

2 -2
C{||¢||(~,_1)—Hal,w + ||¢||(7—1)—H5Z,W} (|yl =yl — yk|) |t

= yel) %]

2
T ) Il w27

ml

(y=1)—Hol,W -

Agora vamos majorar {[D¢ (yx) (Mik)] 02 }. Usando ||Mlly, p, < 2Bs e |z,, < B

temos que,

(D¢ (y) (Mix)] 0]

IA A

IA

IN

1D (yie) (M) |02
Do (yr)| | Mige| [0
1Dl .y 2Bowy] 2P gl/p
2BB, | Do|| . 1 wilP/P

ml
2BBy | Doy T 7 wil?
B, 3W“v/p

Agora vamos majorar {[6¢ o yu — D (yx) 0yu] 6z} . Usando [lylly,, 5, < 2Bs, [lz]],,, <

B e o Lema 1.3.6 com [ =Py, U,

[[66 oy — Do (yi) Oyir) 0|

=W, U,

<

IN AN TN

IA

=L(V,IW)ez=y, temos que,

160 0 yie — Do (yr) S| [0
166 0y — D (y.) dyue| Bwplt

1
||¢|| (yv—1)—Hésl,W Hy”l/p Pk Bw /p
(233)7 IB el ¢,y
/p

1/p
—HELW wm Wit

B,y 4Wzk W,

v/p

B174wmk .
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Finalizando, podemos tomar By := 3max{Bi, B13, B14} (dependendo apenas. Logo,

B B B
| =Pmir| < (—1 +2+ —1> w)’?

concluimos que

3 3 3) ™
ou seja,
< B

/P Pk —

17|

como queriamos. Logo podemos concluir a indugao, como ja comentamos eTerminando,
assim, o passo indutivo e, entao, este caso. Ou seja, terminamos a inducao e este caso.

Caso 2: wy,, > €: este caso é inteiramente analogo ao Lema de Davie quando 1 < p < vy <

1/p

k

2. Da mesma maneira, mostramos que |y, — yx| < (% + 1) 2Bsw,.;. Ou seja, mostramos

que
Y — Ykl < C wrre]”
com
C = (Z + 1) 2Bs.
€
Portanto

|Noae| < D |wpie]"”

com D obtida da mesma maneira que By, apenas trocando 2B3 por C.
Prova do Lema 3.2.9 b). E inteiramente ansloga & demonstracio do Lema 3.1.9 b).

Prova do Teorema 3.2.7. E inteiramente analoga a demonstragao do Teorema 3.1.6.

0o o o 0O

Prova do Teorema 3.2.8. E inteiramente analoga a demonstragao do Teorema 3.1.7.

3.3 Comparacao entre integrais e equacoes

diferenciais

E comum na literatura de equacoes diferenciais ordinarias usar uma teoria de integragao
para definir e resolver as equacoes. Apesar de nao ser muito usual, estas ideias também
funcionam na direcao oposta, ou seja, pode-se definir uma integral tendo em maos uma
teoria de solugoes para equacoes diferenciais e resultados de regularidades da solugao.

Os teoremas de existéncia e unicidade que ja foram apresentados neste capitulo foram

capazes de dar sentido a uma equacao diferencial sem falar em integral. Vamos ver que a
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integral associada as equacgoes diferenciais coincidem com a integral ao longo de path. Deste
modo terminamos a comparacao por completo entre as abordagens de M. Gubinelli e A. M.
Davie, que até entao nao tinha sido feita diretamente.

Notamos que, a priori, existe uma discrepancia entre o integrando corrigido (2.4.5) da
Secao 2.4 e o integrando da solucdo da equagao diferencial (3.2.2). A diferenga estd ligado
aos dominios e contradominios da ¢, j4 que numa se¢ao ¢ : V' — L (V, W) enquanto na outra
¢: W — L(V,W). Ficara claro adiante a relagao entre os integrandos.

No final, vamos usar a continuidade da integral ao longo de caminhos para obter a de-
pendéncia continua de z (no caso 1 < p < 2) ede (x,x) (no caso 2 < p < 3). A demonstracao
apresentada aqui foi desenvolvida por nos e utiliza os resultados ja demonstrados. Vale notar
que pode-se melhorar a continuidade mostrada aqui. Por exemplo, M. Gubinelli [7], conclui
a dependéncia Lipschitz diretamente da demonstracao do teorema de unicidade da solugao
(tal conclusao é imediata devido ao fato de M. Gubinelli usar argumentos de ponto fixo na

demonstragao). Para a dependéncia diferencidvel (em algum sentido) ver P. Fritz [6].

3.3.1 Integral de Riemann-Stieltjes via equacoes diferenciais
ordinarias

A teoria classica de equagoes diferenciais ordinarias fornece solugoes para

dy = ¢ (y) dx
sendo x um caminho Lipchitz e ¢ um campo Lipchitz. E possivel recuperar a definicao
da Integral de Riemann—Stieltjes fo dx,¢ (z,) da seguinte maneira. Através do sistema de
equacoes
dz, = dz,
dyr = ¢<zr) dx?“
(ZU)yO) = (I'(),O)

onde x € C* (I,V), ¢ € CY-HU(V [ (V,W)). Sabemos que existe uma tinica solugao (z,y) :
I -V & W. Como z é Lipchitz (logo tem variagao limitada),

t
Zr = xo‘i‘/dﬂft
0

—= l‘t
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¢é a unica solucao para 1* coordenada. Entao

e = / () = / e (),

. . t ~ ~ . .
ou seja, podemos definir fo dz,¢ (x,) como sendo solugdo de uma equagao diferencial.

Este raciocinio funciona com solugoes de equacoes diferenciais rough e integrais ao longo

de rough path.

3.3.2 Integral ao longo de caminhos via equacoes diferenciais

Vamos recuperar [ d(x,x), ¢ (z,), via a solucdo do caso 2 < p < 7 < 3 no sentido de
Definicao 3.2.2. Este caso é um pouco diferente do anterior, pois como vamos precisar da
derivada de ¢, é necessario trabalhar com campos nos seguintes dominios e contradominios
¢ e CL TNV, L(V,W)) (endo ¢ € C " (W, L (V,W))). Como no caso Lipchitz, a integral

aparece como projecao da solucao de uma equacao diferencial na 2* coordenada. Mais

precisamente, vamos considerar o sistema

dz, = dx,
dy, = ¢ (2,) d (x,x), (3.3.1)
(20, Y0) = (20,0)

e pretendemos mostrar que v, = J (d (z,%) ¢ (2,)),o, ver eq. (2.4.5).
E facil enquadrar este sistema na teoria da segdo anterior. Para isso, fixe {e, : a =
1,...,m}, base de V, e considere o campo ® : VoW — L(V,V & W) dado por

D (2,y) eq = (€q, 0" (2))

onde denotamos ¢” (z) = ¢ (2) e,.Como ¢ € CZ;H&I segue que ® € C7~ 7% munindo Va W

loc

com a norma do maximo. Assim a equacao diferencial

d(zr,yr) = P (20, y,) dx,, (20,%0) = (20,0) (3.3.2)

¢ equivalente ao sistema (3.3.1) acima. Segue do Teorema 3.2.8 que existe uma tnica solugao.
Agora devemos mostrar que a projegao na 2* coordena, r — y,., da solu¢ao r — (2., ;)

¢ uma integral rough ao longo de (x,x). Isto é, mostrar que vale y; = limyp,|—o Y, @ (@) 04, ¢, +

Do (x1;) Xt
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Proposicao 3.3.1. Se2<p<~y<3e¢ec Cy (V,L(V,W)). Seja y; (2* coordenada

loc

da) solugdo do sistema (3.8.1). Entdo y satisfaz y, = yo + J (d (x,x) ¢ (2)),, -

Demonstragao. Como (z,,y,) é solucdo da equagao (3.3.2), pela Definicao 3.2.2, existe 0
tal que dado € > 0 existe «a tais que @ < e. Segue de (3.2.2) que para toda particao
Pu={0=1ty < --- <tg =t} de [0,t] tal que |Py| < «, vale

5 (2,y) = 620 (2,9) — X (DE ® D) (2.9)|srs < O (thss — o)

< € (tk+1—tk) (333)
Notamos que
J (2, ?J)Hl,k = (02ks1,ks OYnt1k) - (3.3.4)
Também temos que
@ (z,y) e, = (en, ¢ (2)) (3.3.5)
de onde segue que
idV—»V
P (2,y) = (3.3.6)
¢ (2) ]
de onde segue que
0 0
D (z,y) e, = (3.3.7)
| D¢ (z) 0
Portanto, por (3.3.6) e (3.3.7) temos que
00 e
DO (2,y) P (z,y) e, R ep = . ] [ ]
| D¢ (2) 0] [ ¢"(2)

(3.3.8)

| Do (2)ea @ ey

Agora, substituindo (3.3.4), (3.3.5) e (3.3.8) em (3.3.3) obtemos que a 2* coordenada de
(3.3.3) satisfaz

10Ykt+1.6 — @ (2k) 01 — Do (2) X1 k] < € (bh1 — tie) -
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Como z = x, basta somarmos em k na desigualdade anterior para obtermos

Yo — Z (& (xk) 0xps1k + Do () Xpy14]| < et.
%

Portanto concluimos que

Y — Yo=Yt = \Phrln , (¢ (1) 0xp1h + Do (2) Xpy16] = T (drg (7)), -
to|— &

]

Observagao 3.3.2. Recuperamos o integrador usual ¢ (xy) 0xpi1x + Do (T) X1, 0 qual

aparceu na Proposi¢ao 2.4.5 para definir a integral ao londo de (x,x%).

O caso 1 < p < v < 2 é semelhante e mais simples. Outro motivo para nao repetir as
contas ¢ a Proposicao 3.1.4, onde provamos a relacao entre a integral de Young e a definicao

de equacgao diferencial, ver Defini¢cao 3.1.2.

Agora vamos aos teoremas de dependéncia continua da solucao em relacao ao integrador.

Teorema 3.3.3. (1 < p <~y <2). Sejam ¢ € CY-H (W, L(V,W)) ,(z") C Cll,/op (I,V) tal

1/p

1o (L, W) a dinica solugdo de

que lim, o [|z" — 2|, ,, = 0. Denotamos por y" € C
dy" = ¢ (y") dz".

Entao existe y € Clléf; (I,W) tal que

T [ly" ~ y,, = 0

e é (a inica) solugao de
dy = ¢ (y) dx.

Demonstracao. Para usarmos a continuidade da integral no sentido da Proposicao 2.3.2,

precisamos considerar a integral ao longo de 2" = (z",y") € Cll/(z yo) (I, V & W) para um

campo adequado ®. Definimos & : VW — L(V & W, W) por

@y = o) 0],

ou seja, ® (z,y) (%,9) = ¢ (y) &. Logo ® € Cy~H.
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Primeiramente vamos provar que existe y € Cllé/% tal que lim,,_, ||y — y||1/q =0(p<q).

L) definida pela relagao de recorréncia

Pelo Teorema 3.1.7, sabemos que a sequéncia (y™™),

Yert =y + & (™) 041 1

(tk, tie1 € Pry), converge a y™ uniformemente sobre UP,,, onde (Pp,),, . ¢ uma sequéncia de
particoes de I encaixadas. Aplicando o Lema de Davie 3.1.9 a) a y™™ com E = sup [z"(|, ,

segue que existe uma C' (dependo de p, 7, ||(/§||7_H51 , E e supl) tal que
" =y < Ol — ] 7

(Vty, tx € Pp). Como y™™ converge a y™ uniformemente sobre UP,, segue da desigualdade

anterior que
yr =y < Oty — V7

(Vt;, ty € UP,,). Como UP,, = I segue que
yp —yrl < Clt—s|"?,

(Vt,s € I). Ou seja,

1™l < €.
Logo {y™ :n € N} é compacto em Cllgi (I,W) (¢ > p), ver Corolario 1.3.8. Logo existe
1 : n
y € Cl,/y% (£, W) tal que lim, e [ly" — yl|,/, = 0.
Portanto temos que lim,_. [|z" —z[[;,, = 0. Pela continuidade da aplicacdo z

T (dz® (2)) € c*/a (2 <1 <a<1), ver Proposigao 2.3.2, temos que

Tim (|7 (d2"® (=) — T (d=® (2))] 0. (3.3.9)

av/g
Por outro lado, usando que y" é solugao de dy™ = ¢ (y") dz" e das defini¢oes de ¢ e 2" e das

integrais (ao longo de rough path e Young) segue que

J(dz"P (z") = (id—AS) (2"D o 2")

= (id — Ao) [6z" ¢ o y"]
= J(dz"¢ (y")) (3.3.10)
= Sy (3.3.11)
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Pelos mesmos motivos temos que

T (dz®(2)) = T (dzo (y)) (3.3.12)

Substituindo (3.3.10) e (3.3.12) no limite (3.3.9) resulta que
Tim [loy" = J (d2d (y))l| gorra = 0. (3.3.13)
Como a inclusdo 5777 C C3/? ¢ continua segue que
Il /g = lim 6y™ = T (dwg (y)) -
Da unicidade do limite temos que

oy = J (dzxo (y)), (3.3.14)

ou seja,
Y = yo + J (dxo ()

VP uma vez que z € CY/P. Portanto provamos que y é solucao de

e isto implica que y € Cy/y

Finalizando, segue de (3.3.13) e (3.3.14) que

: n : n
lim [ly" = ylloere = lim [|6y" — 0yl[ ar/a
n—oo 1 n—oo 2
= 0.
. ~ 1p 4 , .
Como a inclusao C}' Zéq cq /y]; ¢ continua, o teorema estd demonstrado. O

Teorema 3.3.4. (2 < p < v < 3). Sejam ¢ € CYHV(W,L(V,W)), (z",x"), (x,x) €

Q0 (1, V) tal que lim,, .o d, ((x",x"), (z,x)) = 0. Denotamos por y™ € Ci/;; (I,W) a unica

solugdo (no sentido da Defini¢ao 3.2.2) da equagdo
dy" = ¢(y")daz".
y"(0) = wo

Entao existe y € Cllgz (I, W) tal que

T [ly" — y,, = 0

e é (a tunica) solugdo de
dy = ¢ (y) dx.
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Demonstracao. Para usarmos a continuidade da integral no sentido da Proposicao 2.4.5 é
necessario, analogamente ao teorema anterior, considerar a seqiiencia (a qual definiremos
precisamente a seguir) Z" = ((z",x"), (y",y")). O primeiro problema é que a solugao y"
¢ um caminho em W e nao um p-rough path em W. Para contornar este problema basta
estender o dominio da ¢ ao espaco W &W®? da seguinte maneira. Definimos @ - Wow®? -
L(V,W @& W®?) por

¢ (w1, w2) = (¢ (w1) , w1 @ ¢ (wr)) .

Agora definimos y’; como sendo a coordena em W®? da solucao da equacao
d(y",y") = (y".y") dz"

com condigao inicial (yy,0). Como a solugao ¢ tinica pelo Teorema 3.2.7, temos que y},
estd bem definido para todo t,s € [ e y" € c§/p (I, W®2). Também ¢é facil de verificar que
dy™ = 6y"dy™. Logo construimos (y",y") € Q,5(L,W), onde 6 = (y9,0). Ainda mais,
usando Lema de Davie 3.2.9 a) com B = Supn{Hx"Hl/p,||x”||2/q} e o Corolario 1.3.8 e
argumentando como no teorema anterior podemos extrair uma subsequéncia de (y",y") que
converge a (y,y) € Q. (I, W) na métrica d, (¢ > p).

Como ja mencionamos a idéia é considerar uma seqiiencia Z" de rough paths em Q, (1, V&

Uma observacao importante é que tendo em maos os rough paths (y",y") € Q,,(I,W) e
(x™,x") € Q0 (L,V) C Q0 (1,V) ndo existe uma maneira canonica de construir um rough
path em Z" € Q,,(I,V & W) de modo que as coordenadas de Z" em W & W®? sejam
(y",y™) e as coordenadas de Z" em V & V®? sejam (z",x"). Isto se deve ao fato de que Z"
possui coordenadas cruzadasem V@ W eem W @ V.

Deste modo resta definirmos Z” em V @ W e em W ® V. Estas componentes sao in-
terpretadas como as integrais cruzadas [ y" @ dz" e [2" ® dy". Estas integrais podem ser
definidas via o costureiro A da seguinte maneira. Notamos que como y” é solucgao, isto é,

satisfaz a desigualdade (3.2.2) segue do Teorema 3.2.8 que 6 (o) = Ma?/?. Logo vale que
0yis = ¢ () 0 + Do @ ¢ (yi) xi + R

onde

Ris i= 0yt — ¢ (yy) 6xfy — Do ® & (y7) Xy,
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eRe C;/p. Portando usando a expressao acima para 0y", que [|z"|, , < oo e que[|R[|,,, <

HR”'y/p
podemos definir

< 00 podemos mostrar que 0 [y"dz" — x"¢ (y™)] estd no dominio do costureiro, logo

t
/ y" ®da" = (id — A6) [y"ox" —x"¢p (y")],, e WD V.
Agora, usando a expressao acima para 0y" e a linearidade de ® temos que

[0y z"],, = i ® oy,

Portanto desta igualdade podemos concluir que 6 [§y™2"] estd no dominio de A, logo definimos
t
/ 2 @ dy" = (id — AS) [y"z"] € V & W,

Com estas defini¢oes, podemos considerar Z" € Q,, (I,V & W). Como no teorema anterior,
definimos ® : VoW o (VaW)® - L(VeWae (Ve W) W e W) de maneira
adequada (i.e., para garantir que J (dZ"¢ (Z™)) = (J (dz"¢ (y")) ,¥") = (dy,y™)) e usamos
a continuidade de J : Q,, (I,V @ W) — C/¢ (I, W @ W®?) para o campo ® para obtermos

os resultados enunciados no teorema. O



CAPITULO 4

APLICACOES A ANALISE
ESTOCASTICA

A teoria de probabilidade fornece exemplos concretos de caminhos nao diferencidveis para
os quais a teoria de rough path se aplica. Durante esta secao comentaremos brevemente
como aplicar a teoria dos rough paths as integrais de It6 e Stratonovich. Consequentemente,
tendo em maos a teoria de integracao estocastica e a relagao com a integracao ao longo de
caminhos, temos aplicagoes as equagoes diferenciais estocasticas via equagoes diferencias (do

capitulo anterior).

4.1 Movimento Browniano Enhanced

(Melhorado/Aprimorado)

Numa frase, o Movimento Browniano Enhanced é nada mais que o par (B, I [ dBdB) (in-
tegracao estocdstica) visto, caminho-a-caminho, como um p—rough path (2 < p < 3). Este
objeto é a maneira natural de olharmos o movimento Browniano como um rough path. O
método sera descrito nesta secao.

Seja (2, F,P) espaco de probabilidade e seja B = (B!, ..., B") um movimento Browniano

’

com valores em V' = R” (munido com o produto escalar euclidiano). E sabido que B tem

89
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trajetorias Holder continuas com expoente % para todo p > 2, entao podemos fixar 2 < p < 3
e escolhermos uma versio de B tal que B (w) € CV/? (I,V), Yw € €, onde I é um intervalo

limitado. Podemos obter x através de integracao estocastica:

t
X = / dB! (B" — BY)

S

onde a integracao ¢ entendida no sentido de Itd6 com respeito a filtracao natural F;, :=

0 (Bs; s < t). Das propriedades da integral de Ito, temos
ba ba ba b b a a
XIt[),ts - XIté,us - XIté,tu = (Bt - Bu) (Bu - Bs)

o que significa
5X]t5 =0B{B.

Para podermos aplicar a teoria de rough path ao longo do par Bys:= (B, X5) resta mostrar-
mos que X (w) €C*P (I, V®?), Yw € Q. Este é um resultado classico que pode ser encontrado

em D. Strook [19] e sua demonstragao baseia-se no Lema de Garsia, Rodemich e Rumsey.

Também podemos introduzir

t
Xg'?frat,ts = / Odsz (B;} - Bg)

(integral de Stratonovich). Por resultados conhecidos das integrais estocdsticas temos

ab ab ab
XStratts — XItots T Jts (4.1.1)
onde
g = %t, se a=>o
! 0, se a#b
Portanto

5 (Xaslzmt)tus = 5 (X?li)&)tus + O
= 6BLoBE..

E claro que também podemos escolher uma versao continua de Xg;.o¢ que pertence a c§/ P
(2 < p < 3) e satisfaz 0Xgyqr = IBIB. Desta forma, uma vez escolhido p € (2,3), Bsyrar =
(B, Xstrqt) ¢ um p—rough path.
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Definicao 4.1.1. A versao continua do par Brs ou do par Bgirer € denominada de mowvi-

mento Browniano enhanced.

Observacao 4.1.2. O movimento Browniano nao € o unico exemplo de processo estocdstico

que fornece, de maneira natural, um p—rough path (2 < p < 3). Por exemplo, € sabido que

11

martingales e o movimento Browniano fraciondrio com expoente H & (5, 5) cada um tém

versao p— Hélder, para algum p € (%, %)

Observagao 4.1.3. O adjetivo “enhanced” € usual na literatura e é utilizado, em geral, para
qualquer rough path induzido (de maneira natural) dos processos estocdsticos. Por exemplo,

processos gaussianos enhanced, martingales enhanced, movimento Browniano enhanced, ....

4.2 Integrais Estocasticas

A conexao entre as integrais estocédsticas (de Itd e de Stratonovich) e as integrais ao longo

dos p-rough paths (2 < p < 3) B e Bgyrar € a seguinte.

Teorema 4.2.1. Seja ¢ = (6]),, 1 qmy € CF VTN (WVIL(V,V)) 2 < p <y < 3).

Entao a integral estocdstica de Ito

.,dim

t
| a5,
possui uma versao continua igual a
J (dBY;¢; (B))

q.t.p. (integral ao longo de By (w) no sentido rough, ver Proposi¢io 2.4.5).

Analogamente, a integral estocdstica de Stratonovich

t
[ edsio 5,
possui uma versao continua igual a
\7 (deStrat¢g (B>) .

A sequinte relagao € verdadeira

~bc t
T (dBYy05 (B)) = 7 (Bl (B)) + - [ 0,01 (B (121)
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e {1 se b=c
onde §°¢ =

0, se b#c

Demonstracao. Lembramos que a integral de Ito, fst dBb¢? (B,) é o limite em probabilidade

Sp = Z ¢y (Br,) (Bbz+1 N Bf’) ’

t,eP

das somas discretas

onde P particdo de I. Enquanto J (dBY,;¢; (B)) ¢ o limite cléssico quando |P| tende a 0
de

=36 (B (Bl = BL) + 0.0 (BL)i Xl
t,eP
Entao é suficiente mostrar o limite em probabilidade

. be
Pl B = P i D 00 (Bi Xl

= 0.

Como D¢ é limitado, é suficiente mostrar que L* — limp|_o R$ = 0. Usando que R$ é um

martingale discreto, temos que

]E|R7>|2 = ZE‘ac¢ (B, XIt0t1+1,t

2

t;€P
SR TR Dy o=
t,€P
2
= H¢||’y 1) HolVE‘XItoTO| Z|ti+1—tz|
t,€P
< H‘bH HolVE‘XItoTO P| [t — s|.
Logo
lim E|Rp|* =

|P|—0
Portanto mostramos que a integral de Ito e a integral ao longo do rough path Bj;s coincidem,

ou seja, vale q.t.p.
t
7 (dB,0 (B) = [ dBl6; (B,),

onde o lado direito ¢ a integral de Ito. Agora, a integral J (dBY%,,, 5 (B)) que é o limite

classico das somas

SP - Z (bz (Btl) (Berl - Bg) + ac¢ (Bt ) XStrat stit1,ti)
t;,eP
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usando a relacdo (4.1.1) e que g% = ‘7—;6 (t — s) segue que Sp é igual a

_ gbc
Sp o= 3008 (Bu) (B, = Bh) + 06 (B Xiiaspon + 500 (Bt — 1)

t; €P

~bc
= S73+_260¢ Bt (1+1_ti)-

t;€P

Portanto fazendo |P| — 0, segue que

~bc

T (ABly,u5 (B)),, = T (ABlséi (B)),, + - | 0.5 (B,)dr

S

J& provamos que J (dBY,;¢; (B ) = f dBbe (B,) . Portanto

~bc
j(dB%trat(bl()l (B>)ts / de(bb / ac(bb

Pela relagao entre integral de 1to e integral de Stratonovich, sabemos que o lado direto é

igual a fst odB¢; (B,), ou seja, provamos que

J (dBg,.94 (B)),, = / odB¢} (B,) .
]

Concluimos esta secao observando que o teorema acima nos fornece uma interpretagao
e definicao caminho a caminho para estas integrais estocasticas. No entanto, caminho a
caminho do movimento Browniano enhanced Bg.; ou By, € nao caminho a caminho do
movimento Browniano B.

Uma vez que as integrais coincidem temos, de graca, os teoremas de existéncia e unicidade

(caminho a caminho) para equacoes diferenciais estocasticas.
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