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RESUMO

Neste trabalho encontramos todas as métricas de Einstein invariantes em quatro familias
de variedades bandeira do tipo B; e C;. Os nossos resultados sao consistentes com a conjectura
de Wang e Ziller sobre a finitude das métricas de Einstein. O nosso método para resolver as
equacoes de Einstein é baseado nas simetrias do sistema algébrico.

Obtemos os sistemas algébricos de Einstein para variedades bandeira generalizadas do
tipo B;, C; e G5. Estes sistemas sao as condi¢Oes necessarias e suficientes para métricas
invariantes nessas variedades serem Einstein.

Os sistemas algébricos que obtivemos generalizam as equagoes de Einstein obtidas por
Sakane nos casos maximais. As equagoes nos casos A; e D; foram obtidas por Arvanitoyeorgos.

Calculamos o conjunto das t-raizes para as variedades bandeira generalizadas dos grupos
de Lie classicos. Assim estendemos a essas variedades certos resultados sobre estruturas

Hermitianas invariantes obtidos por San Martin, Cohen e Negreiros.
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ABSTRACT

In this work we find all the invariant Einstein metrics on four families of flag manifolds of
type B; and C}. Our results are consistent with the finiteness conjecture of Einstein metrics
proposed by Wang and Ziller. Our approach for solving the Einstein equations is based on
the symmetries of the algebraic system.

We obtain the Einstein algebraic systems for the generalized flag manifolds of type B;, C;
and Ga. These systems are necessary and sufficient conditions for invariant metrics on these
manifolds to be Einstein.

The algebraic systems that we obtained generalize the Einstein equations obtained by
Sakane in the maximal cases. The equations in the cases A; and D; were obtained by
Arvanitoyeorgos.

We calculate all the t-roots on the generalized flag manifolds of the classical Lie groups.
Thus we extend to these manifolds certain results on invariant structures Hermitian obtained

by San Martin, Cohen and Negreiros.
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INTRODUCAO

Uma variedade bandeira é um espago homogéneo G/K onde G é um grupo de Lie semi-
simples e compacto e K o centralizador de um toro em G. Esses espacos homogéneos sao
compactos, simplesmente conexos e admitem uma estrutura Kahler.

As variedades bandeiras também sao conhecidas como espagos C-Kahlerianos. O estudo
desses espagos tem importantes aplicagoes em fisica, conforme mencionado em [13].

Existem diversos trabalhos sobre o estudo da geometria das variedades bandeira. Este
trabalho discute quais dentre as infinitas estrutura Hermitianas invariantes aquelas que ori-
ginam métricas de Einstein nesses espagos.

Dada uma variedade Riemanniana (M, g), dizemos que g é Einstein se é proporcional ao
tensor de Ricci, isto é, Ric(g) = cg, onde ¢ é uma constante chamada constante de Einstein.

O problema de descrever métricas invariantes Einstein sobre espagos homogéneos apre-
senta grandes interesses do ponto de vista geométrico, bem como aplicagoes fisicas, conforme
mencionado em [11] ou [3]. Ainda existem varios problemas em aberto sobre a existéncia e
classificacao das métricas de Einstein homogéneas.

Wang e Ziller em [36], construiram exemplos de espagos homogéneos compactos e simples-
mente conexos que nao admitem nenhuma métrica de Einstein invariante. Nesse contexto,
as variedades bandeira sao espagos homogéneos privilegiados pois elas admitem uma métrica
invariante Kahler-Einstein, veja Teorema 3.6.1.

Um problema bésico que ainda esta em aberto é a seguinte conjectura da finitude, proposta

por Wang e Ziller, [38]:
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Conjectura 0.0.1. Se G/H € um espag¢o homogéneo cuja representacao isotrdpica consiste
de somandos irredutiveis e inequivalentes dois a dois, entio G/H admite, a menos homote-

tias, apenas um numero finito de métricas de Finstein invariantes.

Alguns trabalhos como [6], [32], [20] e [26] apresentam resultados consistentes com essa
conjectura para certas familias de variedades bandeira.

Nesse trabalho classificamos as variedades bandeira dos grupos dos Lie classicos com até
quatro somandos isotropicos e provamos que essa conjectura é verdadeira para quatro familias
de variedades bandeira. Com o uso da teoria de Lie, as equacoes de Einstein se reduzem a um
sistema algébrico. Resolvendo este sistema encontramos explicitamente todas as métricas de
Einstein, a menos de homotetias, nessas variedades bandeira.

Além disso usando teoria de Lie calculamos o sistema algébrico de Einstein para todas
as familias de variedades bandeira do tipo B; e (). Essas equacoes generalizam as equagoes
dadas em [26] e complementam os trabalhos [1] e [6]. O sistema algébrico de Einstein para a
variedade bandeira méximal do tipo G também foi computado nesse trabalho.

Os principais resultados desse trabalho sao (veja os Teoremas 5.2.1, 5.2.2 e 5.2.3):

50(2n+1)

Teorema A: As variedades bandeira TomxS0@ T

comn =m+t,m>1let # 1, admitem
exatamente, a menos de homotetia, duas métricas invariante Einstein.
Teorema B: As variedades bandeira U(Sﬁ comn=m-+t, m>1et >3 admitem
m)xSp(t) ’
exatamente, a menos de homotetia, duas métricas invariante Einstein.

Teorema C: As variedades bandeira o S0(2n+1)

T)?x50@n—3) " > 5, admitem exatamente, a menos

de homotetias, oito métricas de Einstein invariantes.
Os Teoremas A), B) e uma versao mais fraca do Teorema C (Teorema C’ abaixo) junta-
mente com o esbogo de suas demonstragoes, foram apresentados pelo autor em Cérdoba em

agosto de 2008, [34].

SO(2n+1)

T2 x50@ 3 " > 5, admitem, a menos de homote-

Teorema C’: As variedades bandeira
tias, pelo menos duas métricas de Einstein invariantes nao-Kéahler.

Independentemente, Arvanitoyeorgos e Chrysikos obtiveram os Teoremas A) e B) em
2008, [9].

Continuando o estudo das métrica de Einstein invariante em variedades bandeira com até

quatro somandos isotropicos, obtivemos em 2008 o seguinte resultado.

Teorema D: As variedades bandeira i Sp(n)

Ty Oy = 2m, admitem exatamente, a menos
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de escalar, duas métrica invariante Einstein ndo-Kéhler. (Veja Teorema 5.2.4.)

Esse resultado foi obtido independentemente em abril de 2009 em [10].

Um dos ingredientes essenciais para descrever tensores invariantes sobre variedades ban-
deira é o uso de t-raizes, afim de decompor o espago tangente na origem em submodulos
irredutiveis e inequivalente da representacao adjunta.

Nesse trabalho exibimos o conjunto das t-raizes de todas as variedades bandeira dos
grupos de Lie classicos. Observamos que em geral esse conjunto nao é sistema de raizes no
sentido classico. Entretanto obtivemos uma propriedade geral do conjunto das t-raizes, isto é,
toda t-raiz pertence a alguma tripla soma zero. Com isso caracterizamos todos os conjuntos
de quatro e seis t-raizes (contando as t-raizes positivas e negativas) associados a variedades
bandeira do grupos de Lie classicos ou excepcionais.

Métricas de Einstein podem ser analisadas dentro da teoria geral de estruturas quase
Hermitianas. Com base nos trabalhos [28] e [35], Santos [23] conjecturou que as métricas de
Einstein invariantes sobre as variedades bandeira maximal do tipo A; pertencem a apenas
duas classes Hermitianas: Kahler ou Wy @ Ws.

Nesse trabalho, com base em [28] e [35], obtemos como consequéncia do uso das t-raizes
o seguinte resultado:

Teorema E: As classes de estruturas quase hermitianas invariante sobre variedades ban-
deira maximal do tipo A; sao as mesmas das variedades bandeira generalizadas do tipo A;.
O mesmo ocorre para as variedades bandeira do tipo Cj.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma:

No capitulo 1 apresentamos a construcao das variedades bandeira como espacos ho-
mogéneos, que denotaremos por F = G/ K, e a classificacao desses espagos por diagramas de
Dynkin pintados. Também apresentamos conceitos e resultados bésicos sobre a representacao
adjunta (ou equivalentemente isotrépica) correspondente as variedades bandeira. Esta repre-
sentagao é um homomorfismo de algébras de Lie ad: ¢ — gl(T,F), onde ¢ é a dlgebra de Lie
de K.

No capitulo 2, apresentamos em detalhes a definicao de t-raizes e como elas sao usadas
para obtermos uma decomposicao do espaco tangente em somandos isotropicos irredutiveis
e inequivalentes dois a dois, com base em [33] e [8]. Os somandos isotrépicos sao subespagos

m; C T,IF do espago tangente que satisfazem ad(€)(m;) C m,.
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No capitulo 3, caracterizamos as principais estruturas invariantes sobre variedades ban-
deira, com o uso de t-raizes. Muitas dessas caracterizagoes sao bem conhecidas, como por
exemplo métricas invariantes. Nesse capitulo, apresentamos um estudo das estruturas inva-
riantes (1,2)-simpléticas em termos de t-raizes.

No capitulo 4, obtivemos as equacoes de Einstein para as variedades bandeira do tipo
By, C; e Gy, usando a teoria de Lie e as expressoes do tensor de Ricci dadas em [6] e [26].
Além disso, apresentamos as equacoes de Einstein para as variedades bandeira do tipo A; e
D, obtidas em [6].

No capitulo 5, apresentamos explicitamente todas as métricas de Einstein em quatro
familias de variedades bandeira (teoremas A,B,C e D acima). Também classificamos as varie-
dades bandeira dos grupos de Lie cléassicos de acordo com o niimero de somandos isotropicos
irredutiveis e inequivalentes no espaco tangente. Este ntimero determina a quantidade de
parametros de qualquer tensor invariante sobre esses espacos.

Neste capitulo, usamos a expressao da curvatura escalar dada em [36] e o método dos
multiplicadores de Lagrange. Assim obtivemos uma ligagao entre a dimensao dos somandos
isotropicos e os parametros de uma métrica de Einstein invariante nas variedades bandeira.
Com esse método também concluimos que toda t-raiz pertence a alguma tripla soma zero.

Também apresentamos bijecoes entre estruturas invariantes de variedades bandeira ma-
ximais e generalizadas do tipo A; e (.

No capitulo 6, mostramos que o critério da propriedade (1, 1)-simplética, obtida em [14],
estende-se as de t-raizes. Este critério é dado em termos de uma propriedade combinatorica
de um grafo de intersecao associado com o sistema dado de raizes (resp. t-raizes).

Mostramos que a construcao desses grafos para t-raizes é muito simples em varias va-
riedades bandeira generalizadas. Assim estendendo esse critério combinatorio as t-raizes,

obtivemos varios exemplos em diferentes classes de variedades bandeira generalizadas.



CAPITULO 1

VARIEDADES BANDEIRA

Variedades bandeira sao espagos homogeéneos redutivos cuja estrutura e classificacao se
derivam da teoria geral de algebras (e grupos) de Lie simples, veja [18], [1] ou [5]. Dentre
elas, as maximais sao analisadas em termos de sistemas de raizes e diagramas de Dynkin
usuais, enquanto as parciais necessitam da extensao para sistemas de t-raizes e diagramas de

Dynkin pintados, [1] ou [5].

1.1 Variedade Riemannianas Homogéneas

Uma variedade Riemanniana M é homogénea se as propriedades geométricas que ocorrem

em um ponto de M ocorrem em todos os pontos. Mais precisamente temos:

Defini¢ao 1.1.1. Uma variedade Riemanniana (M, g) € homogénea se seu grupo de isome-

trias I(M, g) age transitivamente, isto €, para cada p,q € M, existe uma isometria f tal que

fp) =q
O proéximo resultado é o bem conhecido.

Teorema 1.1.2. (Myers-Steenrod) O grupo de isometrias de uma variedade Riemanniana é

um grupo de Lie.

Portanto uma variedade Riemanniana homogénea é difeomorfa ao espaco quociente G /K
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onde G é um grupo de Lie e K é o subgrupo de isometrias em um ponto, veja por exemplo
([39], teorema 3.62).

Quando um grupo de Lie G age transitivamente em uma variedade M, uma métrica em
M ¢ dita G-invariante se para cada x € G, o difeomorfismo p — z -p (p € M), é uma
isometria.

Consideramos agora M = G/K uma variedade homogénea. Denotamos por g e ¢ a
algebra de Lie de G e K respectivamente. Tomamos a representacao adjunta de G (resp. de
g), Ad: G — GL(g), (resp. ad: g —gl(g)). Um espago homogéneo G/K ¢ dito redutivo se
existe um subespago m, Adg(K)-invariante tal que g = € & m.

Como Adg(K) (m) C m, temos que [¢, m] C m. Como veremos nas proximas secoes, todas
variedades bandeira sao espacos homogéneos redutivos.

O espago T,M tangente a um espago homogéneo redutivo M = G/K na origem o = eK,

pode ser identificado com m, via
. d
X—X (o):%(exth-o)h:o, X em.

Assim, m ¢ identificado com g/¢, [7].
Para cada x € G, tome L, o difeomorfismo definido por L, (¢K) = xzgK. A representacao
isotropica de G/K é o homomorfismo de K em GL(T,M) definido por k — (dLy), .
Observamos que a representacao isotrépica de G/ K é equivalente a representagao adjunta

de K em m, veja por exemplo [7].

1.2 Variedades Bandeira Generalizadas

Discutiremos agora a teoria de Lie associada as variedades bandeira, as quais constituem
uma classe especial de espacos homogéneos redutivos.

Sejam G um grupo de Lie semisimples compacto e g sua dlgebra de Lie. Consideramos
para cada X € g, a drbita adjunta de X, isto é, o conjunto My = Ad(G)X C g.

O grupo de Lie G age transitivamente em My por g;- Ad (g2) X = Ad (g1g2) X. Considere
K =Kx ={ge€G:Ad(g)X = X} o subgrupo de isotropia de X. Entdo Mx ¢é difeomorfa
ao espago homogéneo F = G/ K, onde X corresponde a classe da identidade o = eK.

Se tomarmos Sx = exp RX, entdao pode-se mostrar que Sy é um toro em G, (ver [22]) e

K é o centralizador C(Sx) do toro Sx. Se o toro Sy é maximal em G, entao C(Sx) = Sx.
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Definicao 1.2.1. Seja G um grupo de Lie semisimples compacto. Uma variedade bandeira
generalizada (ou simplesmente variedade bandeira) € a orbita adjunta de um elemento na

algebra de Lie g de G. Esta é a variedade bandeira complexa.

Assim uma variedade bandeira é um espaco homogéneo da forma G/C(S), onde S é
um toro em G. Se S for um toro maximal, chamamos este espaco quociente por variedade
bandeira maximal.

Exploraremos agora a interrelacao de F vista como variedade diferencidavel complexa e
real.

Denote por VC a complexificacdo de um espaco vetorial real V. Sejam h® uma subélgebra

de Cartan de g© e II o sistema de raizes associado ao par (g(c, hc) sendo
“=0"® X g
a€cll

onde g = {X cgt:VH e b [H,X] = a(H) X} denota os correspondentes auto espagos
de raizes unidimensional.

Observamos que a forma de Cartan-Killing (X,Y) = ¢r (ad (X)ad (Y)) de g é nao de-
generada e negativa definida em g, pois o grupo de Lie GG, associado a g, é semisimples e
compacto. Cada raiz a € II determina de maneira tnica um elemento H, € h® através da
representagao de Riez o (X) = (X, H).

Fixamos um sistema simples de raizes ¥ de II e denotamos por II" o conjunto formado
pelas raizes positivas associadas. Seja Y C Y um subsistema simples de raizes, e denotamos

por

HK:{BEH:BZ Z ]CZOZZ}

CMZ‘GEK

o subsistema das raizes geradas por Y. Também denotamos por

k) =t ="+ ¥ g

acllg

a subdlgebra de g© associada & escolha de Y. Seja K€ o subgrupo conexo de G® gerado
pela subélgebra £°. Entdo o espaco homogéneo F = G¢/K® ¢ uma variedade bandeira. Na
verdade, qualquer variedade bandeira tem essa forma, [3] e [5].

No caso em que Y = (), temos €€ = h€ ¢ K© é um toro maximal, assim a variedade

bandeira F = G¢/K€ obtida ¢ chamada variedade bandeira maximal.
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Observamos que as variedade bandeira F = G®/K® sao espacos homogéneos conexos e
simplesmente conexos, veja [1].

Chamamos o conjunto de raizes I, = ITI\IIx como conjunto das raizes complementares.

Agora fixamos de uma vez por todas, uma base de Weyl de g®, a qual é formada por

vetores X, € g5, a € I e Hp, B € X, que satisfazem
(Xo, X o] =—Hy, (Xo,X_o) =-1e [Xo, X5] = NopXaip (1.1)
para todo par a, 8 € II tal que a + 3 € II. As constantes de estrutura N, s satisfazem

Nop €R, Nog=0sea+ 3 ¢Il, Nog=—Ngo, Nog_pg=—Nagsea+pgeclle

Nopg=Ngy=N,qsea,B,yellea+pB+v=0.
Fixada tal base, consideremos

Ay =Xy —X_ 0, Sa=Xo+X_ o, acllTe

ga = gerg {iAqa, Sa},a € 1T,

Assim a dlgebra de Lie g = ih® X e+ 9o ¢ uma forma real compacta de g©, onde h =
gnNh®et=gntC Como a forma real compacta G C G€ de GC age transitivamente em T,
por restricdo da acao de G, podemos escrever F = G/K, onde K = GNKC é o centralizador

do toro T' correspondente a ¢ =thd . g..

acllk

Exemplo 1.2.2. Uma bandeira maximal em C"™ é uma cadeia crescente
r={VicVyC---CV,1}

de subespagos V; de C" com dimV; = i. Denotamos por F4(n) o conjunto de todas as
bandeiras maximais em C". Onde o subscrito A indica que a classe da édlgebra de Lie g é do
tipo A;.

O grupo de Lie unitério especial SU(n) = {x € GL(n,C) : 27" = Id;det(z) = 1} age
transitivamente em Fu(n) por g - @ = {gVh CgVo C--- CgV,_1}. Considere ey,...,e, a
base canonica de C" e z¥ a bandeira obtida pelos subespacos V,? gerado sobre C por ey, ..., €;.
Assim o subgrupo de isotropia de z° ¢ S (U(1) x - - - x U(1)), isto é, o conjunto das matrizes

diagonais em SU(n). Portanto,

Fa(n) = ST % x U(1)) (U(1) n vezes).
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Exemplo 1.2.3. Dado um conjunto de inteiros positivos {ns, ..., ns} tais que ny+---+ngs = n,
definimos uma bandeira parcial em C" como sendo uma cadeia crescente x = {V; C ... C Vi}
de subespagos V; de C" com dimV; = n; + - - - + n;. Denotamos por F4(n,ny,...,ng) o
conjunto de todas as bandeiras parciais.

De forma andloga ao caso anterior, SU(n) age transitivamente em F4(n,nq,...,ng) € o
subgrupo de isotropia de um ponto fixo é S(U(ny) x - - - x U(ny))
= {diag(Ay, ..., As); A; € U(n;);det(Ay) - - - det(As) = 1}. Portanto,

SU(n)
S(U(ny) x -+ xU(ng))

Fa(n,ny,...,ns) =

Como casos especiais de variedades bandeiras parciais (ou generalizadas) temos as va-
riedades Grassmannianas G,, C" definidas como o conjunto de todos os k-planos em C". O
grupo SU(n) age transitivamente nesta variedade sendo o subgrupo de isotropia associado ao
k - plano gerado pelos k primeiros vetores da base canonica, isomorfo a S(U(k) x U(n — k)).

n_ SU(n)
LOgO GrkC = m
Uma propriedade gozada pelas variedades Grasmanniana é que elas sao espagos simétricos,

ver [18].

Observagao 1.2.1. Nos dois exemplos acima o grupo U(n)(D SU(n)) também age transiti-

vamente. Portanto, temos IFA(TL) = % (n Vezes) e IFA(TL7 ARREY ns) = m
Em particular, G,, C" = Wn()n_k)

1.3 O Espaco Tangente

Seja F = G/ K uma variedade bandeira, onde G é um grupo de Lie conexo, semi-simples
e compacto e K é um subgrupo de isotropia. Denotaremos por g e ¢ a algebra de Lie de GG e
K, respectivamente.

Como G é um grupo de Lie semi-simples e compacto, a forma de Cartan Killing (-, -) de

g € nao degenerada e negativa definida. Isto origina a seguinte decomposicao redutiva
=tdm, ad (§)mC m

onde m = £+, com respeito a (-,-). Assim vemos que F é um espaco homogéneo redutivel.
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Agora consideremos a projegao canonica 7: G — G/K e a sua diferencial na origem
dr.: g —T,F. Se X € g, entao

d d
dm, (X) = %(Woexth) . %((exth) K)

t=0

assim, kerdr. = €. Além disso pode-se mostrar que dm. é sobrejetora ([7] p.65). Portanto

d7e|m é um isomorfismo e

m=g/t=T,F.
Como o subgrupo de isotropia K é o centralizador de um toro S em G, se T for um toro
maximal em G contendo S entdo 7' C C(S) = K. Denotaremos por h a algebra de Lie de 7.
Sejam II o sistema de raizes associado ao par (g%, h°) e

g =p"a > Cx,

acll

sua decomposicao em espacos de raizes. Como T C K segue-se que h© C €€, assim existe um

subsistema [Ix C II tal que
“=p"a Y CX,.

acllg

Entao

mt = Y CX,

a€lly
com Iy, = IM\Ig e g© = £© ®mC.
O espaco m® tangente a origem da variedade bandeira (complexa) G¢/K® tem com base
o conjunto {X,;a € I/}
Agora, a dlgebra de Lie real g é o conjunto dos pontos fixos da involucao g¢© — g dada
por X, — —X_,. Isto implica que {S,,i4.} gera gN (go € g_a)-
Como

m= 3 gN(ga g a)

acllys

temos que T,F = m é gerado pelos vetores S,, 1A, com « € II;. Uma base de m, ortonormal
com respeito a negativa da forma de Cartan-Killing — (-,-) = B(-,-) é dada pelo seguinte

conjunto de pares de vetores
{8a/V2,iAu/V2: 0 € 11}, } (1.2)

pois (X4, X_o) = —1. Em particular, a dimensao de T,F = m é sempre par.
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Exemplo 1.3.1. Considere a variedade bandeira generalizada F(7,3,2,2) = SU(7)/S(U(3) x
U(2) x U(2)). O espago tangente a F(7,3,2,2) na origem o = S(U(3) x U(2) x U(2)) se
identifica com su(7)/ (s(u(3) x u(2) x u(2))).

Assim, um elemento X em T,F(7,3,2,2), pode ser escrito na forma

* * * 214 215 216 <17

* * * 224 225 226 21

* * * 234 235 %36 <37
—Z214 —Ro4 —Z234 Ok * 246 247
—Z15 —R25 —Z3 X * 256 257
—Z16 —R26 —TR36 —R46 —R56 * *

—Z17 —R27r TR37 247 —Ryy Ok *

onde z; € C.

1.4 Variedades Bandeira Generalizadas e grafos de

Dinkyn pintados

Dizemos que duas variedades bandeiras F = G/K e F' = G/K' sao equivalentes se
existir um automorfismo ® € Aut (G) tal que ¢ (K) = K'. Este automorfismo ¢ induz um
difeomorfismo ®: F — F’ definido por ® (¢K) = @ (9) K', [5].

Usando a teoria de Lie é possivel fazer uma classificagao completa das variedades bandeira,
a menos de isomorfismo, por meio de diagramas de Dynkin pintados, ver [13], [3] ou [1].

Seja X uma sistema simples de raizes de II. Entao X = X N Ilx é um sistema simples
de raizes para IIx. O par (II,IIx) é representado graficamente preenchendo determinados
vértices do diagrama de Dynkin do tipo g.

Mais precisamente, seja I' = ['(X) o diagrama de Dynkin do sistema de raizes II. Em I"
pintamos de preto os vértices correspondentes a ¥\ X, obtendo assim o diagrama de Dynkin
pintado de F = G/ K. Nesse diagrama o sistema simples de raizes ¥ é determinado como o

subdiagrama dos vértices em branco.

Exemplo 1.4.1. A variedade bandeira F = = SU(5)

HUGEHOIL é representada graficamente pelo

diagrama:
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Observe que o diagrama de Dynkin pintado das variedades bandeira maximal possui todos
os vértices pintados de pretos.

Reciprocamente, considere um diagrama de Dynkin I' de uma algebra semisimples g.
Suporemos que em I' temos um subconjunto de vértices pintados de preto. A subalgebra € é

entao obtida como uma soma direta do tipo
t=ul)®---oul)ap?

onde cada vértice pintado de preto em I' d4 origem a uma componente u(1) e os vértices
pintados de branco junto com as arestas conectadas entre eles produzem o diagrama de

Dynkin de ¥, sendo a parte semisimples de ¢ gerada pelos vetores X, a € Ik, [13].

Exemplo 1.4.2. Pintando o diagrama de Dynkin da algebra de Lie excepcional g = ¢g da

N

t=u(1) x u(l) x su(3) x s0(8)

forma

obtemos

Eg
2xSU(3)xSO(8) "

portanto a variedade bandeira correspondente é I = o)

Teorema 1.4.3. ([13/,[3] ou [7]) Existe uma bije¢ao entre variedades bandeira F = G/K de
um grupo de Lie compacto semisimples (a menos de isomorfismo como espagos homogéneos)

e diagramas de Dynkin pintados do tipo G (a menos de equivanléncia de diagramas).

A técnica basica para estabelecer a equivaléncia de diferentes diagramas de Dynkin pin-
tados ¢ feita através da acao de determinados elementos do grupo de Weyl de g sobre X, ver
por exemplo, [13].

Usando o teorema anterior podemos classificar todas as variedades bandeira por meio de

diagramas de Dynkin pintados. As variedades bandeira F = G/K, onde G é um grupo de
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Lie Classico, sao dadas pela seguinte lista, a menos de isomorfismo ([13],[5]):

Ay SUM)/S(U(n) x -+ x Ung) x UL)™).

(n:Zni+m, ng>ng>-->ng>1, s>0, m>0).

B : SO(2n+1)/U(ny) x -+ x U(ng) x SO + 1) x U(1)™.

Cy: Sp(n)/U(ny) x -+ x U(ng) x Sp(l) x U(1)™.

D;:SO(2n)/U(ny) x -+- x U(ng) x SO21) x U(1)™.

(nzznz+m+l7 an”QZ"'an>1v kamvlzoy l%l)

Existem 3 variedades bandeira relacionadas ao grupo excepcional GG5: a maximal do tipo
Go/T e duas parciais do tipo G5/U(2). A diferenca entre as duas se deve a pintar uma raiz
curta ou longa no diagrama de Dynkin.

Para os outros grupos de Lie excepcionais existem exatamente 98 variedades bandeira

nao isomorfas. A lista completa de todos esses espagos pode ser encontrada em [5].



CAPITULO 2

SUBMODULOS IRREDUTIVEIS

Considere a decomposicao redutiva g© = E€@m® associada a variedade bandeira F = G/ K
e & decomposicao I1 = ITx UTI,; do sistema de raizes relativo ao par (g&, h%). Neste capitulo
definiremos t-raizes e descrevemos em detalhes a prova contida em [8] da bijecao entre t-
raizes e submddulos inequivalentes e invariantes pela representacio adjunta de g®, restrita
a €. Optamos pela inclusdo dessa prova nesta tese devido é a dificuldade, ainda hoje, de
acessar essa prova na literatura.

O conceito de t-raizes foi introduzido em [3], embora a correspondéncia acima foi provada

primeiramente em [33], conforme consta em [8].

2.1 T-Raizes

Consideremos a seguinte relagao de equivaléncia ~ no sistema de raizes Il associado ao
par (g%, h°):
a~6<:>a:ﬁ+2niozi, o €Ellg en; € Z. (2.1)

Assim, IT é decomposto em classes de equivaléncia
M=I,Uull U---Ully

onde Il é a classe de 0. E claro que IIx C Il.

15
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Por outro lado, segue-se da definicao acima que quaisquer dois elementos de Ilx sao
equivalentes. Ainda pela definicao, todo elemento fora de IIx nao é equivalente a qualquer
elemento de Ilx. Logo 1y = [1x. Assim podemos escrever 11 = Il UII; U --- UIL;.

Sejam v, € II, dizemos que v e d sao ligados através de 11k se existe uma sequéncia
{v0,7,---, 7} de Il tal que o = v, e =d e 341 — s € Uk, comi=0,1,...,k — 1.

Assim obtemos a seguinte relacao de equivaléncia em II:
v~ <= v e ¢ sao ligados através de Tg.

Observamos que v ~~ ¢ implica em v ~ 4. Pois se {70,71,...,7} € uma sequéncia de
I, tal que v = v, % = 0 e Vi1 — v € g, com ¢ = 0,1,...,k — 1. Entao, v = v =
Ve — (W = Ye-1) =+ — (71— Y0)- Logo v ~ 4.

O préximo resultado afirma que os elementos de qualquer classe II,, € TI/ ~ sao ligados

através de Ilg.
Lema 2.1.1. As relacoes de equivaléncia ~ e ~~ em II coincidem.

Demonstracao. Queremos mostrar que v,6 € Il e v ~ ¢ implica 7 ~~ §. Para isto, seja u
escolhido tal que v ~ u (e, portanto, § ~ p) e (u, ) é minimo (onde (-,-) denota o produto
interno em II induzido pela forma de Cartan Killing in g). E suficiente mostrar que y ~r~ [
e 0~ L.

Introduzimos a seguinte definicao: se v ~ ¢ a distancia entre v e § é definida por

d(v,6) => |nil € Nonde vy =6 + > na.

Por simetria mostraremos apenas que vy ~~ L.

Queremos construir uma sequéncia 7; com 7, = y tal que para todo i existe j tal que

Vi1 — Vi = o e d(%‘H, M) = d(%’;ﬂ) - L

Por inducao, isto claramente implicara que existe I tal que v; = p. Assim a demonstracao
estara completa.

Para provar a indugao, usando a minimalidade de p e a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
vemos que (7v;,7;) > (i, i), onde a igualdade ocorre se, e somente se {v;, 1} for linearmente

dependente. Como raizes distintas nao sao proporcionais, temos entao a desigualdade estrita,
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(i, % — 1) >0 (2.2)

Agora construimos ;.1 a partir de ~;. Ja que vy ~ p, e por indugao, y; ~ p, temos
Yi = M+an06j. (23)
J
Assim, (2.2) pode ser escrito na forma - ,(v;, njo;) > 0, implicando que existe um indice
J tal que (y;,n;a;) > 0, donde (v;, sgn(n;j)a;) > 0. Portanto, vi41 := v — sgn(n;)o; € 11,
(veja [19], Lema 9.4). Além disso, claramente, d(~; 41, 1) = d(7;, 1) — 1, completando o passo
de indugao. O

Observagao 2.1.1. Considere a decomposicao IT = ITx UTT; U- - -UTI, e seja g~ = Daer, aC.
Entao como

g-=ttom=t"a > g5
acllys
segue que

" =tagl gl

Definiremos agora as t-raizes e mostraremos a sua ligacao com a decomposicao de II

descrita acima. Seja Z(£®), o centro da subdlgebra €¢. Considere a seguinte subalgebra de b,
t=Z(E%nNh.
Lema 2.1.2. (/6]) O conjunto Z(¥“) N € igual a {X € h: a(X) =0 Va € Tg}.

Demonstracao. De fato,

Z(?‘C)ﬂb:{XEEC, X, Y]=0VY et =p"a > (CXa}mb

acllg
={X et [X,p°] =0e [X Xo =0,Ya € llcfnh.

Mas esse conjunto é igual a

{X € h% (X)X, =0,Va € HK} Nh={X eh;a(X)=0Voecll}.
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Sejam bh* e t* os espacos duais de h e t, respectivamente. Consideremos a restrigao
k: h* — t* definida por:

k(o) = af¢  para todo « € h*.

Definimos II; = k(II) = k(II5;). Note que k(Ilx) = 0, pelo Lema anterior. Assim temos a

seguinte defini¢ao.
Definigao 2.1.3. Os elementos de 11y = k(Ily;) sdo chamados de t-raizes.

Em geral II; ndo é um sistema de raizes no sentido classico, ver [19]. Por exemplo, no
caso em que F = SO (2n+1) /(U (ny1) x --- x U (ny)), Iy ndo é um sistema de raizes, como
serd visto no capitulo 4. Onde mostramos que para as variedades bandeira do tipo A;, 11 é
um sistema de raizes do tipo A, s < [. E para variedades bandeira do tipo C; e Dy, II; é um
sistema de raizes do tipo Cy, s < [.

O préximo resultado mostra uma propriedade da relacao de equivaléncia ~ definida em

IT.

Proposicao 2.1.4. (/8]) Consideramos a sequinte rela¢ao de equivaléncia ~ definida em 11,

conforme equagao (2.1). Para o, 3 € 11 temos
OéNﬁ/:}O(‘t:ﬁh.

Demonstragao. De fato, usando o Lema 2.1.2 temos af; = (| <= (o — )]t = 0, o que é

equivalente a (o — () € g, isto é, a — B =S na, o Ellg,n; €L <= a~ [ O

Observacao 2.1.2. Considere a decomposicao II = IIx U Il U --- UIl;. Dada uma t-
raiz @ = k(a), a proposi¢do anterior garante que a imagem inversa k(@) ¢ a classe de

equivaléncia II; que contém a € II,;, para algum 1 < i < s.

2.2 Decomposicao do espaco tangente

Nesta se¢ao, seguindo [3], apresentamos uma maneira de decompor o espago tangente T,[F

em £-moédulos irredutiveis e inequivalentes usando t-raizes.

Lema 2.2.1. (/8]) Sel® C gS @ - @ g¥ € um subespago ad(h®)-invariante. Entdo I© é da

forma > ey CX o onde II € um subconjunto de I1y;.
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Demonstracao. Seja X € I, entao
X =X+ +1,X,, €15

para certos escalares r; e autovetores X, € géc, com?=1,...,p.

Como a forma de Cartan Killing de g é nao degenerada, dados o, 3 € II existe H € h©
tal que B(H) =0 e a(H) = 1. Assim, para a; e a, existe H, € h© satisfazendo o, (H,) = 0
e ai(H,) = 1. Computando ad(H,)(X) = X', vemos que

X' = TlXal + 7*2042(HP)XO[2 4+ rp,lozp,l(Hp)X%_l c l(c.

Continuando esse processo obtemos que 74, Xa, € I© entdo CX,, C I®. Analogamente,

prova-se que CX,, C [® parai=2,..., p. O

Teorema 2.2.2. (/3/,/8]) Eziste uma bijecio entre t-raizes e submddulos irredutiveis mg do
tC-mddulo m®, dada por

3§« méc = @ gg
F(a)=¢

Além disso esses submddulos sao inequivalentes como ¥¢-mddulos.

Demonstracao. Considere a decomposicao II = Il UIl; U --- U Il;. Mostraremos que os
subespagos Y = @aer, 95 (0 = 1,2,...,s) sdo t-submddulos invariantes e inequivalentes
dois a dois.

Para a invariancia, é suficiente mostrar que
[{%C, gﬂ C g(iC ou equivalentemente

(HK+Hi)ﬂHCHi,iZ 1.

Para este fim, tome ¢ € Ilg, a € II; e considere ¢ + a = € II. Entao v — a = ¢ € Ik,
logo v ~ «a, isto é, v € II;.

Quanto & irredutibilidade, seja [€ um £€-médulo com I© C g¥, onde a classe correspondente
II; é dada por II; = {/Lm e ,,uini}, i > 1. Como h® C £ segue que [ ¢ um h%médulo,
entao pelo Lema 2.2.1 temos

(= P CX,, onde II} C IL,.

i €T
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Tome agora u; € I1; e p; € I, C 1I; pelo Lema 2.1.1, II; é TIk-ligado, isto é, existe um
subconjunto {p; = 0o, 01, ..., 0, = p} de II tal que 0,41 — 0; € Ik, para 0 < j < k — 1.
Assim &, — 0y = &) — p; € g, entdo X5, _,, € €€ e [Xs,_p,, Xu] = X5, € I€. Continuando
com esse processo, concluimos que Xj, € [€, isto é, X, € I, logo I€ = g¢.

Finalmente, vemos que os £5-mdédulos g& sdo inequivalentes dois a dois. De fato, se g~ e
g;C, com i # j, fossem equivalentes como £*-médulos, em particular eles seriam equivalentes

como h®-médulos. Isto significa que existiria um isomorfismo T : g& — g;c tal que
T(ad(H)X) = ad(H)(TX)

para todo H € h* e todo X € gF. Em particular, para um autovetor X,, € g© associado a
raiz « € II; obteriamos

a(H)T X, = ad(H)(TX.).

Isto significaria que o vetor T X, € g;c ¢ um autovetor associado a raiz o € II;. Mas isso é

um absudo porque as raizes de II; e II; sao distintas. O

Assim, uma decomposicao do €¢-médulo m® (= T,F) em submddulos irredutiveis, é dada

por

m® =" m,.

Eelly
.
Para o realificado m = (m‘c) , uma decomposicao do €-modulo real m em submddulos

irredutiveis é dada por

m= Y (m¢+m_)
gelry

onde 7 denota uma conjugaciao complexa de g€, n” denota o conjunto de pontos fixos de T

em um subespaco vetorial n C g© e I1{" = k(IT},).

SU(T)
S(UB)xU(2)xU

Exemplo 2.2.3. Considere a variedade bandeira F = o) Uma subdlgebra de

Cartan para a dlgebra de Lie su(7)¢ = s[(7,C) é dada pelo conjunto das matrizes da forma

7
b(C: {dia’g(€17527"'7€7)a5i E(C,Zfl:()}

i=1
O sistema de raizes do par (sl(n,C), bc) é formado pelos funcionais diag (g1, €2, ...,€7) —

i — €j, 0s quais serao denotados por ¢; — ;. Assim
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A escolha canonica de raizes positivas é dada por
H+:{5i_5j71 §Z<j S?}

Além do mais, €€ = s (u(3) x u(2) x u(2))" e o sistema de raizes associado ao par ({’C, f)C) é

dado por
Mg ={x(e1 —e9),x (60 —e3), (61 —e3),x (64 —e5),+(c6 — 1)} .
Entao usando a observacao 2.1.2, obtemos que a subdlgebra t é da forma
t= {diag (51,51,51,52,52,53,53) € b} .

Para distinguir raizes e t-raizes, usaremos a letra § para denotar as t-raizes. Por e-
xemplo, a restricao do funcional €; — 4 a subdlgebra t serd denotado por d; — ds, pois
(e1—€4): diag (et,et, e, €2 6%, 63, &%) — e —£2. Assim restringindo as rafzes de [Ty, = [I—Tlg

a subdlgebra t, obtemos
Iy = {+ (01 — 92), £ (02 — 03) , (01 — I3)} .

Portanto, a decomposicao do espaco tangente T,F em £-submddulos irredutiveis e inequiva-
lentes é dada por

ToF =m = myy @ my3 @ my3

onde

m;; = Z {RZAQ+RSQ},1§Z<j§3

aGHL ,k(a):éiij



CAPITULO 3

TENSORES INVARIANTES EM
VARIEDADES BANDEIRAS

Neste capitulo daremos a caracterizacao dos tensores invariantes sobre variedades ban-

deira usados nesse trabalho.

3.1 Meétricas Invariantes

Uma métrica ds? sobre uma variedade bandeira F = G/K é dita G-invariante (ou sim-

plesmente invariante) se para todo z € I, tivermos:
ds*(dg.X,dg,Y) = ds*(X,Y)

onde XY € T,FegqgedG.

E bem sabido que uma métrica invariante sobre uma variedade bandeira F é com-
pletamente determinada por seu valor na origem, isto é, por um produto interno g (-,-) em
m = T, que é invariante sob a agdo adjunta de ¢, ver por exemplo ([21] ou [28§]).

Consideremos a base {X,;a € ITj;} de m®, usaremos a mesma notacao para a extensao
de g (-,-) am®, e denotaremos o escalar g (X,, Xj) por go 5. Assim, dados X =3 e, @aXa

eY = cm,, baXa em m®, temos g (X,Y) = Y w.petlyy Gabpga,s-

23
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Pela ad(£%)-invariancia, g (-, ) satisfaz
g (K, X],Y) + 9 (X, [KY]) =0

para todo X, Y € m® e K € £*. Tomando K = H € h® C ¥, X = X, e Y = X5, na
igualdade acima, obtemos que gop = 0 se a + (5 # 0. Além disso, g, = ¢ (Xa, X_0) =
(X 0, Xa)=09-0e0<g(Xo+ X o, Xo+ X o) =29, portanto, g_o = go > 0, o € .

Agora considere a decomposi¢ao
m =m;D---P m$
1 2s

em £C-mdédulos irredutiveis e inequivalentes correspondente as t-raizes +4d;,...,+d,. Seja
A: m® — m® uma aplicacao linear tal que ¢ (X,Y) = — (AX,Y), para todo X,Y € m".
Entdao A é simétrica em relagao a forma de Cartan-Killing. A ad(€°)-invariancia de g (-, ) é

equivalente a A comutar com ad(X) para todo X € €¢. Entao pelo Lema de Schur,
A= )‘51Id’m(‘f + 4 Agsfd’mg.

Consequentemente, se «, 5 € Il sao tais que af = [| = € 11}, entdo g, = gz = As € como

Ja = g—a > 0 segue que A\s = A\_5 > 0, onde k() = 6 € II;. Portanto:

Proposigao 3.1.1. ([3/,/26]) Qualquer produto interno real ad(t)-invariante sobre m é da

forma

9 ()= =5 () moemy = - = s, ()

ms XMy (31)

onde §; € I, \s, >0 parai=1,...,s e (-,+) denota a forma de Cartan-Killing de g.

Assim temos que uma métrica Riemanniana em uma variedade bandeira F depende exa-
tamente de |II;"| parametros.

Se F = G/K e g é uma é&lgebra de Lie cléssica, é conveniente representar A por uma
matriz ()\;;) de modo que o produto AX seja dado pelo produto de Hadamard, isto é, se
X = (z45) entdao AX = (N;) (xi;) = (\ijxi;), para todo X € m.

A simetria de A em relacao a forma de Cartan-Killing implica em \;; = Aj;. Escreveremos
simplesmente A = (\;;) para denotar a métrica ds* sobre a variedade bandeira. Continuare-

mos denotando por A a sua extensio a m®.
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Exemplo 3.1.2. Usando o Exemplo 2.2.3, vemos que qualquer métrica invariante sobre
F=SU(7)/S(U(3) xU(2) x U(2)) é da forma

0 0 0 A2 A2 Az Az
0 0 0 A2 A2 Az Aig
0 0 0 A2 A2 Az Apg
A=1 X2 Az A2 0 0 Aoz Agg
A2 Az Az 00 00 sz A
Az Az A1z Aoz Aoz 00 0
Az A1z Az Aoz Ag 00 0

onde \jj = A5, 1 <1< j <3,

3.2 Estruturas quase Complexas

Vamos caracterizar as estruturas quase complexas invariantes (abreviadamente egci) sobre
variedades bandeira [F. Em particular, vamos caracterizar as estruturas complexas invariantes
sobre .

Uma estrutura quase complera J,. sobre F é um campo de tensores do tipo (1,1) que
associa a cada x € F a um endomorfismo linear J,: T,F — T,F que satisfaz Jﬁ = —Id. A

estrutura quase complexa J, sobre F = G/K ¢ invariante (G- invariante) se
dgx o Jx - ng © dgx

para todo g € G.
Uma eqci é completamente determinada por um endormorfismo linear J: m —m, satis-

fazendo J? = —Id que comuta com a acao adjunta de K sobre g, isto &,
Ad(k)J = JAd(k) para todo k € K

o que é equivalente a
ad(L)J = Jad(L) para todo L € ¢

conforme [21] ou [35].
Denotamos também por J sua complexificacao em m®. Como J? = —Id seus autovalores

sao 1 e —1, e 0os auto-espacos correspondentes sao denotados por

T8MOF = {X € TFC : JX = iX}
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TOOE — {X cT,FC: JX = —z'X} .

o

Entao

m® = T,F¢ = TLOF @ TOVF,

Os autovetores com autovalor +i sao chamados do tipo (1,0), enquanto os autovetores asso-

ciados a —i sdo chamados do tipo (0,1).

Proposicao 3.2.1. Sejam F uma variedade bandeira e 11y o conjunto de t-raizes correspon-
dente. Entao qualquer eqci J sobre F € dada por um conjunto de sinais {es,9 € I;} onde
es = +1 satisfazendo €5 = —e_s para todo 6 € 1. Em particular, J € determinada por

exatamente |II{| sinais.

Demonstracdo. Considere a complexificacao de J a m®. Pela invariancia de .J, temos
ad(H)J X, = Jad(H)X, = o(H)J X, para todo H € h°,

logo J(g%) = g€ para todo a € II. Os autovalores de J sdo i e os autovetores em m® sdo
X, a € II. Portanto JX, = ie,X,, com ¢, = *1.

Além disso, temos

Ay =i (Xo— X_0) = —i (Xou — Xa) = —iA_,

Se = (Xo+X_ o) =54

Observamos que X_o = 3 (i(i4,) + Sa), entdo

1 _qg

(1(iA2) + Sa) = ie o X 0 = JX o = ; (iJ(iAs) + J(Sa).

N | —

Comparando os termos reais e imaginarios do lado esquerdo da primeira igualdade e do

lado direito da terceira igualdade, obtemos
J(iAs) = €_aSa € J(S4) = —c_a(iAa),

entao

E_aSq = J(1Ay) = —J(iA_y) = —€a5_4

donde ¢, = —e_, para todo a € II.
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Agora consideremos a decomposicao

C C C C

em £C-mdédulos irredutiveis e inequivalentes correspondente as t-raizes 6, —di,. ..

Como

segue que J(m(gj) = mi;cj, para todo ¢; € II;. Entao, pelo Lema de Schur, temos
J = i€11d|m<1c D---D i551d|mcsc

isto é, se «, 5 € I sdo tais que k(a) = k(5) = 0 € II; entdo ¢, = €3 = &5.

Finalmente, dado ¢ € II; temos
E§ = E&Eq = —€_q = —E_5

onde « ¢é qualquer raiz em II tal que k(a) = 0.

—0s, 0s.

]

De modo analogo ao caso das métricas invariantes, é conveniente representar J por uma

matriz (g;;) tal que o produto JX ¢ dado pelo produto de Hadamard. Aqui, e;; = =i, se

k # jeej; =0. Também é comum, com um certo abuso de notagao, denotar .J simplesmente

por {g5}, como por exemplo em [28].

SU(7)

Exemplo 3.2.2. Como vimos no exemplo 2.2.3, a variedade bandeira F =

S(UB)XU(2)xU(2))

tem exatamente trés t-raizes positivas, portanto F admite no maximo 2* = 8 estruturas quase

complexas. Qualquer estrutura quase complexa J pode ser respresentada por

0 0 0 €12 €12 €13 €13
0 0 0 €12 €12 €13 €13
0 0 0 &2 €12 €13 €13
J=1|¢e1 €12 €12 0 0 €23 €23
e12 €12 €12 0 0 93 €93
€13 €13 €13 €23 €23 O 0

€13 €13 €13 €23 €23 0 0

onde —e; =¢€j, = Fise 1 <k #j <3.
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Uma estrutura quase complexa invariante J é uma estrutura complezxa invariante ou uma

estrutura quase complezxa integrdvel invariante se J é livre de torsao [21], isto é,
JX,JY]=[X,Y]|+ J[X,JY]|+ J[JX,Y] para todo X, Y € m.
Isto é equivalente ao tensor de Nijenhuis (invariante) ser nulo. Este tensor é definido por
—;N(X, Y)=—-[JX,JY]|+ [ X, Y]+ J[X,JY]+ J[JX,Y] para todo X,Y € m.

Como F = G¢/K® ¢ um espaco homogéneo de um grupo de Lie complexo, F tem uma
estrutura natural de variedade complexa. Fixada uma ordem em II;, a estrutura quase
complexa integravel associada J,. é dada por e5 = +1 se § < 0.

Consideremos o espago t junto com os hiperplanos
{ret:o(x)=0} §ell.

O complementar da uniao desses hiperplanos é aberto e denso em t. Suas componentes
conexas em t sdo chamadas t-camaras, [3].

Um subconjunto {d1,...,d,} de II; é uma base de II; se toda t-raiz pode ser escrita
como uma combinacao linear desses elementos com todos os coeficientes do mesmo sinal
(> 0ou <0). Fixada uma base ¥ de I, seja X uma base de II tal que ¥ C X, definimos
Yy = X\ Yk. O préximo resultado relaciona estruturas complexas invariantes com t-

camaras.

Proposicao 3.2.3. (/3] ou [8]) Existe uma bije¢ao entre:

(1) Bases ¥ = YUYy de I as quais contém uma base fizada X do sistema de raizes
k.

(2) Bases de 11;.

(3) t-camaras.

(4) Ordens parciais em Iy (ou escolhas de raizes positivas em Iy ).

(5) Estruturas complexas invariantes sobre F.

(6) Elementos w do grupo de Weyl de 11 com w¥ C X.

Para mais detalhes sobre estruturas complexas invariante sobre variedades bandeira [,

citamos [3] e [8].
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3.3 A forma de Kahler

Em [28], San Martin e Negreiros classificaram as estruturas quase Hermitianas sobre
variedades bandeira maximal. Em particular, eles mostraram que uma estrutura quase Her-
mitiana (J,A) sobre uma variedade bandeira maximal é quase Kéahler se e somente se é
Kahler. Silva mostrou, em sua tese de doutorado, que a classe das estruturas quase Kahler
coincide com a classe das estruturas Kéahler também em variedades bandeira generalizadas,
ver [31] ou [35].

Nesta secao, mostramos um critério em termos de t-raizes para uma variedade bandeira
quase Hermitiana ser (1, 2)-simplética. A vantagem de usar t-raizes é que se F é uma variedade
bandeira generalizada, entao o ntimero de t-raizes é significamente menor que o nimero de
raizes complementares. Isso facilita a andlise de classificacao de estruturas quase Hermitianas.

Seja F uma variedade bandeira munida de uma métrica invariante g e uma estrutura
quase complexa J. Computando g(JX,JY) na base de Weyl escolhida, é ficil ver que g é
quase Hermitiana com respeito a J, isto é, g(JX, JY) = g(X,Y).

Denotaremos por {2 = {2; 5 a forma de Kéahler correspondente:
QX,Y)=9g(X,JY)=—(AX,JY), XY em. (3.2)

Como é comum, continuaremos denotando por ), sua extensao natural a uma 2-forma in-

variante em m®. Calculando o valor de 2 na base de Weyl {X,,a € [T}, temos
—iea)\d se ﬁ —_ —
Q(XQ,XB> = — (AXQ, JXg) = —Z'>\&€B (XQ,X5> =

0  caso contrario

onde @ = k(a), 3 = k() sdo as t-raizes correspondentes a « e 3 respectivamente.

Portanto, considerando a decomposicao
_ C
m- =m;yd---Pmy,

em submddulos ad(€)-invariantes irredutiveis e inequivalentes, concluimos que € é uma 2-
forma dada por

Q(?) - Z i€a>\a( |ga><g o Z Z l€5>‘5 |gC><g - Z i85>‘5 (7) |m(§><m§6‘

a€lly delle a§Héw selry
a=
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Pela invariancia de € a diferencial exterior df2 é dada por
para todos campos de vetores X, Y, Z € m em F, veja [21]. O préximo resultado foi obtido
em [35].

Proposigao 3.3.1. Sejam «, 3,7 € Iy entio dQA(X,, X3, X,) € nulo, exceto quando o +
B+~ =0. Neste caso

dQ(Xa, Xﬂ, XV) = —3iNa,ﬂ (Ea)\a + 85)\5 + 87)\7) .

Podemos obter um resultado analogo a proposicao anterior usando t-raizes. Para isto

precisamos do seguinte resultado.

Lema 3.3.2. ([}/, Lema 4) Sejam &, n,C t-raizes tais que £ +n+(¢ = 0. Entdo ezxistem raizes
a, B,y € Iy com k(a) =&, k(B) =n, k() =, e tais que a + 3+ v = 0.

Se §,(,n € 11 sao tais que 6 + ¢ +n = 0 diremos que a tripla (6, (,n) é uma tripla soma

zero de t-raizes.

Proposigao 3.3.3. Sejam 6, (,n € II; entao dQ(mi;C,mg,mg) = {0}, ezceto quando 6+(+n =
0. Neste caso
dQUX,Y,Z) = =3iN (esXs +ecAe +E5N,) -

onde N € Q\{0} e XY, Z pertencem a mi;c,m(g e mg, respectivamente.

Demonstracao. Se a, 3, € Il sao tais que o + 3+ v = 0 entdao 0 + ¢ + n = 0, quando
k(o) = 8, k(8) = C e k(%) = .

Reciprocamente, se 6, (,n € Il sao tais que 6 + ¢ +7n = 0 entao, pelo Lema 3.3.2; existem
a, 3,7 € Il com k(o) = 0, k(B) = ¢, k(vy) =n, e tais que a + 4+ v = 0.

Assim pela Proposicao 3.3.1 e pela caracterizagao de métricas invariantes e estruturas

quase complexas invariantes temos
dQ(Xa, Xﬁ, X,y) = —SiNaﬁ (e’fa)\a + €g)\g + E’Y>"Y> = —37;Naﬁ (65)\5 + 8()\( + 5,]/\77) .

Observe ainda que se o/, ', € TI); sdo tais que k(o) = 8, k(3') = ¢, k(y') =ned +4'++ =
0 entao

dQ(Xa/, Xﬂ/, X’Y') = —3iNa/7g/ (65)\5 + 8()\4 + 57]/\77) .
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Uma variedade quase Hermitiana (M, A, {es}) é dita ser (1,2)-simplética (ou quasi Kéhler)
se

dQ(X,Y,Z) =0

quando um dos vetores X,Y, Z ¢é do tipo (1,0) e os outros dois sdo do tipo (0, 1).
A Proposicao 3.3.3 fornece um critério, em termos de triplas soma zero de t-raizes, para

uma estrutura (A, J) sobre F ser (1,2)-simplética.

Definicao 3.3.4. Seja J = {g5,0 € II;} uma eqci sobre F. Uma tripla soma zero de t-raizes
(0,¢,m) é dita ser uma {0, 3}-tripla de t-raizes se €5 = ¢ = €, e uma {1, 2}-tripla de t-raizes

caso contrario.

Observagao 3.3.1. Originalmente o conceito de (0, 3)-triplas e (1, 2)-triplas foi discutido no
caso de triplas de raizes, veja [28]. Entretanto pela Proposi¢ao 3.2.1 segue-se que uma tripla
soma zero de raizes («, 3,7) é uma (0,3)-tripla (resp. (1,2)-tripla) de raizes se e somente se

(k(), k(5), k(7)) é uma (0,3)-tripla (resp. (1,2)-tripla) de t-raizes.

Neste contexto é natural conjecturar que toda t-raiz ¢ membro de uma tripla soma zero

de t-raizes. Esta conjectura serd confirmada no capitulo 5.

Proposicao 3.3.5. A estrutura quase Hermitiana invariante (J = {es}, A = {As}), ¢ € 11,

¢ (1,2)-simplética se e somente se
85/\5 + €C>‘C + 677)\7] =0
para toda {1,2}-tripla de t-raizes (6,(,n).

Demonstracao. Segue imediatamente da Proposicao 3.3.3. [

Uma métrica invariante A é (1,2)-simplética com respeito a J se o par (A, J) é (1,2)-
simplético. Uma eqci J é (1,2)-admissivel se existe A tal que o par (A, J) é (1,2)-simplético.

Uma variedade quase Hermitiana é dita ser quase Kahler se ) é simplética, isto é, d€2 = 0.
Quando dQ2 = 0 e J é integrével dizemos que a variedade é Kéhler, [21].

Consideremos o tensor de Nijenhuis (invariante) sobre F, dado por:

1
—EN(X, Y)=—-[JX,JY]+[X, Y]+ J[X,JY]|+J[JX,Y], X, Yem"
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Seja J = {e5,d € II;} uma eqci sobre F. O tensor de Nijenhuis calculado na base { X, a € I}

de m® é dado por

1
—5 N (Xa, X5) = = [T Xa, IX5] + [Xa, Xo] + T [Xa, TX] + T [T X, X5

= Nogek()€r(3) Xats T NasXats
— No.sEk(8) k() +k(8) Xa+s — Na,5Ek(a)Ek(a) +k(8) Xa+s

= Nos (e + 219)) (009 — Eni@r149)) Xars (3.3)
onde k(a), k(B) € 1.

Proposigao 3.3.6. (/28], [35]) Uma estrutura quase Hermitiana sobre F é quase Kdhler se

e somente se € Kdahler.

Demonstra¢ao. Notamos que um par (A, J) quase Kéhler ndo pode admitir {0, 3}-triplas de
t-raizes. Pois, se admitisse uma {0, 3}-tripla (0, ¢, n) em Il;, como df2 = 0, pela Proposigao
3.3.3 teriamos a igualdade

AF A+ A =0

o que é impossivel, ja que s, A¢, A, > 0. Assim a eqci J admite apenas {1, 2}-triplas e nesse
caso, por (3.3), é facil ver que o tensor de Nijenhuis é nulo, logo J é integrdavel. Portanto o

par (A, J) é Kéhler. A reciproca é imediata. ]

Agora observamos que pela Proposicao 3.2.3 as ecqi sobre F estao em bijecao com bases
de II; e portanto em bijecao com as escolhas de t-raizes positivas. A correspondéncia é dada
explicitamente por

§ €I} +— g5 = +1.

Assim, pelas Proposicoes 3.3.3 e 3.3.6 obtemos um critério para uma métrica ser Kéahler.

Proposicao 3.3.7. ([4/,[6]) Dada uma estrutura compleza invariante J sobre F, uma métrica

invariante A é Kdhler (com respeito a J) se e somente se satisfaz

Nty = As + A, para todo §,n € TI{ .
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3.4 Uma condicao necessaria para estruturas serem

(1,2)-simpléticas

A Proposigao 3.3.5 fornece um critério para estruturas (1, 2)-simpléticas invariantes. Essas
estruturas estao intimamente relacionadas com aplicagoes harmonicas sobre variedades ban-
deira. No caso das variedades bandeira maximal, Cohen, Negreiros e San Martin mostraram
em [29] um critério para estruturas (1,2)-simpléticas invariante baseado em subsistemas de
raizes de posto 3.

Nesta segao mostramos que um dos resultados em [29] pode ser estendido as variedades
bandeiras generalizadas via o uso de t-raizes.

Sejam G /T uma variedade bandeira maximal e II o sistema de raizes correspondente a
G. Dado um conjunto de quatro raizes ¢ = {a, 3,7,0} com a +  + v+ § = 0 dizemos que
uma tripla de raizes {(u+v), w1, ws} é extraida de g por u e v se {u, v, wy,wy} = {e, 3,7, }.

E claro que qualquer tal tripa satisfaz (u + v) + w; + we = 0.

Definicao 3.4.1. (/29]) Seja J = {c,} uma eqci sobre uma variedade bandeira mazimal
G/T. Dizemos que J € livre de cone se a sequinte condi¢ao € satisfeita:
Se g = {a,3,7,0} é uma quddrupla de raizes que nao contém pares de raizes opostas e

a+ B +v+3d=0 entao o nimero de {0,3}-triplas extraidas de q é diferente de 1.

Uma justificativa para o termo cone na defini¢do acima é dada em [29]. Conforme ob-
servado em [29], na definigdo anterior, a hipdtese de ¢ nao possuir pares de raizes opostas
foi incluida apenas para enfatizar esse fato, sendo essa hipétese redundante. De fato, se
por exemplo, a = —( entao d = —7, e as possiveis triplas extraidas da quadrupla sao

B+, —83,—7), (B —~=06.7), (=3+7,8,—) ¢ (=6 —7,3,7). E facil ver que nesse

conjunto as {0, 3}-triplas aparecem em pares, independentemente de J.

Teorema 3.4.2. ([29]) Seja G/T uma variedade bandeira mazimal. Uma condi¢do necessdria
para o par (J,A) em G/T ser (1,2)-simplético é que J seja livre de cone no sentido da

definicao anterior.

Estamos interessados em estender este resultado para variedades bandeira generalizadas.

Para tanto faremos definicoes analogas as anteriores com t-raizes no lugar de raizes.
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Dada uma quadrupla de t-raizes ¢ = {9,(,n, 7} com § + ( + 1+ 7 = 0 dizemos que uma
tripla {(u + v),w;, we} é extraida de g por u e v se {u,v,wy,wy} = {9,(,n, 7} E claro que
qualquer tal tripla satisfaz (u + v) + wy; + wy = 0. A seguir definiremos a condigao livre de

t-cones em termos dessas triplas de t-raizes.

Definicao 3.4.3. Seja J = {&5,0 € II;} uma eqci sobre uma variedade bandeira F. Dizemos
que J € livre de t-cone se a sequinte condicao € satisfeita:
Se q=19,(,n, 7} é uma quadrupla de t-raizes que nao contém pares de t-raizes opostas e

d+(+n+7=0 entao o nimero de {0,3}-triplas extraidas de q € diferente de 1.

E claro que as definigoes 3.4.1 e 3.4.3 coincidem quando F é uma variedades bandeira
maximal, pois neste caso II; = II.

Seja IIy um conjunto de t-raizes. Consideremos o espaco vetorial E (sobre R) gerado por
I, chamamos [ = dimE o posto de II;. Se II; = II é um sistema de raizes, exceto quando
o sistema de raizes é (G5, a propriedade livre de cone é uma condicao sobre subsistemas de
raizes de posto 3. De fato, como ndo existem raizes opostas em {d,(,n,7} o subespaco V'
gerado por essas raizes tem dimensao dois ou trés. Agora os tnicos sistemas de raizes de
posto dois sao A; @ A, Ay, By e (Go. Dos quais, apenas em (5 existem tais quadruplas.
Portanto, a intersecao II NV é um subsistema de raizes de posto 3 quando nao estamos no
caso de GG5. Uma discussao sobre a ocorréncia da propriedade livre de cone no caso Gy é
apresentada em [29].

Observamos que no caso das variedades bandeira generalizadas quando Il nao é um

sistema de raizes a propriedade livre de t-cone nao é necessariamente uma condicao sobre

SO(2n+1)
U(r)xU(n—r)’

veremos no capitulo 5, Iy = {407, +09, =(0; — d2), £251, £2d5}. Nesse caso, é facil ver que

um subconjunto de t-raizes de posto 3. Por exemplo, se F = r > 1, conforme

(01, 02,01 — 02, —201) é uma quadrupla soma zero de t-raizes de posto 2.

Lema 3.4.4. ([21]) Seja w uma k-forma diferencial invariante sobre uma variedade bandeira

G/K. Entao

dw(Xla s 7Xk’+1) = (k + 1) Z(_1)1+]w([X17X]]7X17 s aj(\’ia B 75(\j> s 7Xk:+1)

1<J

para Xy, ..., Xpi1 na dlgebra de Lie g de G. Aqui X, significa que o vetor X; foi omitido.
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Observamos que um resultado analogo ao anterior vale em espagos homogéneos arbitrarios,
ver [21]. Usando a Proposigao 3.3.1 e o lema anterior, pode-se computar d*Q2 na base de Weyl

{Xa,a € Iy }. Mais precisamente, tem-se
Lema 3.4.5. (/29]) d*Q € dada pela soma dos sequintes seis termos

P (X0, X5, X, X,) = +NagNoyp (Eatsrars + 4 Ay + o

5. (EatyAaty TEsAs +EpA

( »)
8. ( 0)
8 (Eatpratp + €303 +E4A) (3.4)
+ N33 Nap (€817 A8+ + Eada +€pA))
—NspNay (Ea4pA31p T Eada T E7A5)

+N'y,pNa,ﬂ (€’Y+P)\’Y+P + €0 + 55)\5) .
FEsses termos se cancelam entre si, donde d*Q = 0.

Denotaremos por dQ2(+7) a (i, j) componente de dS2, por exemplo, dQ2?1 é a soma de todos
os valores dQ(X,Y, Z), onde os vetores X,Y,Z sao tais que um deles é do tipo (0,1) e os
outros dois é do tipo (1,0).

Assim, é conveniente usarmos a seguinte notacao dQi%% = dQ©3) 4 dQB0) e Q12 =
dQ12) 4+ 40D | entao

dQ = dQ*% + gt

O préximo resultado é uma consequéncia imediata da Proposicao 3.3.3 e da caracterizacao
de métricas invariantes e eqci por t-raizes.

Lema 3.4.6. Suponha d)Q(X,, X5, X,) = 0 e sejam 0,(,n € Iy tais que k(a) = 9,
k(B) = ¢ e k(y) =n entdo d)Q (mi;c,mc, ) = 0.

Agora obtemos uma condi¢ao necessaria para o par (J, A) ser (1,2)-simplético sobre va-

riedades generalizadas.

Teorema 3.4.7. Uma condi¢do necessdria para o par (J, A) ser (1,2)-simplético é que J seja

livre de t-cone no sentido da defini¢cdo 3.4.5.

Demonstragao. Seja ¢ = {J,(,n, 7} uma quadrupla de t-raizes tal que § + ¢ +n+ 7 = 0.
Observamos que pelo Lema 3.3.2, existem raizes «, 3,7, p € I tais que k() = 9, k(5) = (,

k(v)=n.k(p)=7ea+f+vy+p=0.
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Como (J,A) é (1,2)-simplético, pelo Lema 3.4.6 segue-se que dentre os seis termos em
(3.4) aqueles que correspondentes a {1,2} triplas de raizes sao zero.

Assim, se fosse possivel extrair apenas uma {0, 3}-tripla (de t-raizes) de ¢, pela Proposic¢ao
3.2.1 concluimos que seria possivel extrair também apenas uma {0, 3}-tripla de raizes da
quadrupla ¢’ = {a, 3,7, p}. Entao, nesse caso, d*Q seria diferente de zero, o que contradiz o

Lema 3.4.5. O

Com relacao a reciproca do Teorema anterior, no caso das variedades bandeira maximais

temos:

Teorema 3.4.8. ([29], Teoremas 6.4 e 7.1) Seja F = G /T uma variedade bandeira mazximal
tal que as raizes de G tém o mesmo comprimento. Se J = {e,} € livre de cone em F entdo

J € (1,2)-admissivel.

E natural questionar se este resultado estende-se ao caso das variedades bandeira generali-
zadas. Uma maneira de fazer isso é tentar adaptar a demonstragao deste Teorema as t-raizes,
mas a dificuldade nesse caso esta no fato de que o conjunto das t-raizes nao é necessariamente
um sistema de raizes no sentido classico. A reciproca do Teorema 3.4.7 nos outros casos de

variedades bandeira maximal também foi analisada em [29].

3.5 O Tensor de Ricci

Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana e V a conexao Riemanniana correspondente.
Consideremos o tensor curvatura R(X,Y)Z = VyVxZ — VxVyZ + Vix,y1Z. O tensor de
Ricci, denotado por Ric(X,Y), é definido como o traco da aplicagdo Z — R(X, Z)Y.

Definicao 3.5.1. Uma variedade Riemanniana (M™,g) € Einstein, se o tensor de Ricci
satisfaz a equacgao:

Ric(X,Y)=1cg(X,Y)
onde X,Y sao campos de vetores sobre M. Esta equacao é chamada a equacao de Finstein.

Se n > 3 pode-se mostrar, pela primeira identidade de Biachi, que ¢ é constante. Neste

caso ¢ é chamada constante de Einstein.
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Os espacos homogéneos sao especialmente importantes na geometria diferencial, pois neles
podemos computar, efetivamente, muitas quantidades geométricas, como por exemplo as
curvaturas seccional, de Ricci e escalar.

No caso das variedades bandeira, temos

Proposicao 3.5.2. (/2],/6]) Seja F = G/K uma variedade bandeira. Para XY € mC

considere os tensores Rx e Txy em m® definidos por
Tey = XV, 2]+ Y (X, Z))), 7 €mS
—29(RxY,Z) = g(X,[Y. Z]w) + g(Y, [X, Z]u) + 9(Z,[X,Y]n), Ze€m,
Entao o tensor de Ricci para uma métrica invariante g € dado por
Ric(X,Y) =trRxRy +trTxy X,Y em". (3.5)
Computando a expressao (3.5) na base de Weyl {X,,, a € I}, pode-se mostrar que

Proposigao 3.5.3. ([6]) O tensor de Ricci para uma métrica invariante A é dado por

RiC(Xa,XB):O, Oé,ﬁGHM,Oé+ﬁ¢HM,
; 2 1 Z Nc%ﬁ 2 2
RZC<X0£7X—0£) = (Oé, Oé) + Z Nad) + - T ()\a - (ACH-/B - )\/3) ) (36>
$ell A S5 AassAs
K M
a+o¢ell a+Belly

Ja que gopg = 9(Xa, Xp) = 0se a+ 3 ¢ Ily, as equagoes de Einstein sao dadas
por Ricy (Xo, X_ o) = cga = ¢\, Estas equagdes reduzem-se a sistema algébrico. Como
Ric(kg) = Ric(g) (k € R) nesse sistema algébrico, temos a liberdade de normalizar as
equagoes colocando ¢ = 1 ou um dos A\, = 1. Além disso, ja sabemos que qualquer métrica
invariante A depende exatamente de |II{| parametros.

Portanto o problema de encontrar métricas de Einstein invariantes sobre F reduz-se ao
problema de encontrar solugoes (positivas) de um sistema algébrico de ‘Hf ‘ equacgoes e ‘Hﬂ
incognitas.

No apéndice apresentamos outra maneira equivalente de obter-se as equacoes de Einstein

em variedades bandeira.



CAP. 3 ¢ TENSORES INVARIANTES EM VARIEDADES BANDEIRAS

38

3.6 A métrica Kahler-Einstein

Em [36], Wang e Ziller obtiveram exemplos de espagos homogéneos compactos e simples-
mente conexos que nao admitem nenhuma métrica invariante Einstein. Nesse sentido, as
variedades bandeira sao espacos homogéneos privilegiados pois, como veremos adiante, elas
admitem uma tnica métrica invariante Kahler-Einstein, a menos de acao do grupo de Weyl
e homotetias.

Seja (M, g, J, ) uma variedade Kéahler. A forma de Ricci é a 2-forma p definida por
p(X,Y) = Ric(JX,Y).

Comparando com a forma de Kéhler €2 (veja (3.2)), podemos concluir que g seré Einstein se

e somente se
Ric(JX,Y)=cg(JX,Y), VX, Y em® ouseja, p=cQ.

Consideramos agora uma variedade bandeira F = G/ K e fixamos uma estrutura complexa
invariante J (ou seja, uma escolha de raizes positivas em I/, conforme a Proposigao 3.2.3).

A forma Ricci na origem o = eK, avaliada na base {X,,a € II;} é dada por

Po(Xay X_o) = 2i(0, a),
onde 0 = %denL Be{,) éo produto interno em (h%)* induzido pela forma Cartan-Killing
em g©, veja por exemplo [7] ou [32].

Teorema 3.6.1. (Borel-Hirzebruch, veja [7] ou [26]) Seja F uma variedade bandeira. Dada
uma estrutura complexa invariante J sobre F, existe uma unica métrica Kdhler-Finstein

invariante Ay (a menos de escalar). Esta métrica € dada por

Ay = )\a:c-(é,a):ézi Z 16

+
BEIy,

onde 113, € a escolha de raizes positivas em Ily; correspondente a J.
Temos ainda um resultado mais geral.

Teorema 3.6.2. (Y. Matsushima, veja [11] 8.95) Todo espa¢o homogénea Kdihler, compacto
e simplesmente conexo admite (a menos de homotetia) uma tinica métrica invariante Kdhler-

Einstein.
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3.7 A métrica normal

Seja F = G/K uma variedade bandeira. Consideremos a decomposigao:
=tdm

onde m = my @ --- @ my sendo cada m; um submddulo ad(€) -invariante e irredutivel. A
métrica normal sobre F, denotada por gp é a negativa da forma de Cartan-Killing de g, isto
é,

98 () = = () by = = ()

msXmg

onde (+,-) denota a forma de Cartan-Killing de g.

Observe que todo espaco homogéneo GG/H com G compacto e semi-simples admite a
métrica normal, pois o fato de G ser compacto garante que a forma de Cartan-Killing ¢é
negativa definida. Wang e Ziller, em [37], caracterizaram todos os espagos homogéneos sobre

os quais gp ¢ Einstein, ou seja, quando a curvatura de Ricci é constante.

Teorema 3.7.1. (/37]) Seja G/H um espago homogéneo, onde G é um grupo de Lie com-
pacto, conezxo e semi-simples e H um subgrupo fechado. Se H € um toro em G, entao gg €
Finstein se e somente se o toro é maximal e todas as raizes de G tém o mesmo comprimento

com respeito a métrica — (-, ).

Portanto, se F = G/K é uma variedade bandeira maximal entao a métrica g é Einstein
se e somente se G é SU(n), SO(2n), Eg, E; ou Eg.

O método adotado por Wang e Ziller em [37] é baseado em considerar o tensor de Ricci
como um endomorfismo simétrico em m® e escrever Ric(gg) em termos do operador de
Casimir da representagao isotrépica de G/H. Assim o problema foi reduzido a um problema
de teoria de Lie.

Mais geralmente, conforme observado em [37], o tensor de Ricci para qualquer métrica
invariante g também pode ser representado em termos do operador de Casimir da repre-
sentacao isotropica. Entretanto, para uma métrica invariante arbitraria g, o operador de

Casimir e consequentemente o tensor de Ricci podem nao serem positivos definidos.



CAPITULO 4

EQUACOES DE EINSTEIN EM
VARIAS CLASSES DE
VARIEDADES BANDEIRA

Neste capitulo computamos as equagoes algébricas de Einstein nas variedades bandeira
do tipo By, C; e Gs.
Na classe B; obtivemos as equacoes de Einstein para o caso

Fp{n Noy1} = gt
B\M1y---yNgr15 = U(nl) oo X U(ns) X SO(Qns—i—l + 1)

onde n = >;n;, ngy1 > 0 e ngq # 1. Assim as equagoes no caso SO(2n+1)/(U(ny) x - -+ %
U(ng)) foram obtidas como caso particular de Fg{n,...,ns1}.
Ja para a classe C}, computamos o sistema algébrico de Einstein nas seguintes familias

de variedades bandeira

Sp(n)
U(ny) x---xU(ny)’

Fo(ny,...,ng) =

comny +---+ng=nes < n. Observamos que o método de obter as equagoes de Einstein
no caso Sp(n)/(U(ny) x -+ x U(ng) x Sp(l)) (I > 1) é anédlogo aquele que descrevemos na
secao 4.3.

Em ambos os casos acima usamos a Proposicao 3.5.3.

41
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Para o sistema algébrico obtido no caso maximal de G5, usamos a expressao do tensor de
Ricci dada em [26]. As variedades bandeira generalizada do tipo G5 foram discutidas em [6].

O sistema de Einstein em outros caso excepcionais foi computado em [20]. J4 os casos A4,
e D, foram estudados em [2] e [6].

Os resultados deste capitulo sao novos, exceto quando explicitamente mencionado.

4.1 O caso 4

Como ja vimos, as variedades bandeira do tipo A; sao da forma

SU(n)
S (U (ny) x -+-xU(ng))’

As equagoes de Einstein nesta classe de variedades bandeira, foram determinadas em [2] e

[6].

Uma subélgebra de Cartan para a dlgebra de Lie su(n)® = sl(n, C) é dada pelo conjunto

S
n = Zni,s <n.
i=1

Fa(ni,...,ng) =

das matrizes da forma

f)C: {diag(al,eg,...,an),ai EC,Z&zO}.

=1

O sistema de raizes do par <5I(n, C), b(c) ¢ formado pelos funcionais
H:{i(El—SJ),1§Z<j§TL}

Aqui estamos denotando o funcional oy;: diag (€1,¢€2,...,6,) — € — € POI &; — €.

As raizes positivas sao dadas por
It ={e —¢;,1<i<j<n}.
No que segue seré conveniente usar a notagao empregada em [6], isto é, denotamos:
62 = Epyqotn; 14a com =1 ...s e mny=0.

Logo temos, €€ = s (u(ny) x --- x u (ns))(C e o sistema de raizes associado ao par (EC, b‘c) é
dado por
HK:{i(eg—52>:1§a<b§ni} e

H+:{52—5§,:1§a<b§ni}.
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Podemos escrever IIT = [T} U TI{; onde 11}, = {6 — 5b 1<i<j< s}

Usando o Lema 2.1.2, temos

12 2 s
{dzag( Enyr  1EnyrEngr v 1 Emgr e 1Emyre 1€ n)} € b,

onde cada 5}1 aparece exatamente n; vezes, 1 = 1,...,5.
Para distinguir rafzes e t-raizes denotaremos por d; — d; a restrigao do funcional (g% — 5{))
a subalgebra t. Assim
={£(0;, —6;);1 <i<s}.

(s=1)

Em particular existem *°— t-raizes positivas. Portanto,

Proposicao 4.1.1. O conjunto I1; das t-raizes correspondente a F4(ny,...,ns) é um sistema

de raizes do tipo As_1.

A seguir escrevemos as equagoes que uma métrica G-invariante em F4(nq,...,ns) deve

satisfazer para ser Einstein.

Proposigao 4.1.2. ([2]) As equagoes de Einstein em Fa(nq, ..., ng) se reduzem ao sequinte

sistema algébrico

nitn;+ g Z (AL — a = A0)?) = Ay 1<i<j<s (4.1)

1751 j )\1[)\]1

constituido de s(s —1)/2 equagdes com s(s — 1)/2 incognitas X;;.

Solugoes conhecidas

Agora vamos descrever algumas métricas de Einstein conhecidas sobre as variedades
bandeira F4(nq,...,ns). Note que de acordo o Teorema 3.6.1, para cada estrutura complexa
invariante a métrica Kéhler é uma solugao do sistema algébrico (4.1).

Outra solucao classica, de acordo com o Teorema 3.7.1, é a métrica normal, a qual é

Einstein em F4(nq,...,ns) se, e somente se, ny = -+ - = n,, de acordo com [6] e [32].
No caso, em que s = 1, isto é, ny = --- = n, = 1 a equagao (4.1) sobre
SU(n
Fa(n) = (n)

T SUM) % xU(Q)

(U(1) n vezes) se reduz a
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Alguns autores tentaram encontrar novas métricas de Einstein sobre F4(n). Dentre essas
métricas, mencionamos algumas:

(i) Arvanitoyeorgos em [6], mostrou que em [F4(n) a métrica dada por

Ai = Ay =n—1, i#1,j#1
Akl:n—Fl, k?,l?él

¢ uma solugao de (4.2). Esta métrica pode ser representada por

_0 a a_
0 b b
Ay = 0
b
L 0

onde A é simétrica, a =n—1eb=n+1. Elareduz o sistema (4.2) em um sistema algébrico
de duas equagdes e duas incégnitas (a e b), cuja solugdo éa=n—1eb=n+ 1.

Como ¢ sabido o grupo de Weyl das algebras de Lie do tipo A; coincide com o grupo das
permutagoes de [ + 1 elementos, ver por exemplo [30]. Além disso, as equagoes de Einstein
sao invariante pela a¢ado do grupo de Weyl, ver [8] ou [32].

Portanto, aplicando as transposicoes geradoras, do grupo das permutagoes, na métrica

A 4, obtemos n métricas equivalentes a A4, dadas por

/\si:/\sj:n_17 i%s’j#s
Mg =n+1, k1 # s.

com1l<s<n.
(ii) Outra classe de métricas de Einstein foi obtida por Senda, (ver [26]), no caso em

que n = 2m, (m > 2). Neste caso foi considerada a seguinte restri¢ao para uma métrica em

IFA<TL)

Aij = a, se 1<i< gy <m;
Nij = b, se 1 <m < j;
Aij = ¢, se m<i1<j<2m.
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Esta restricao pode ser representada da seguinte forma

_Oa a b b-
0

a
Ag — 0 b - b
0 c c

0

c
0

Esta escolha reduz as equagoes de Einstein a um sistema algébrico de trés equacgoes e trés
incognitas, cuja solucao é dada, a menos de multiplicagao por escalar, pora =c=m+ 2 e
b=3m—2.

(iii) Ainda nas condigoes do item anterior, Santos em [32], encontrou uma outra solugao
(ndo isométrica a (ii)), dada pora = c=m+5e b = 3m —5 com m > 6. Ele também

mostrou que a métrica invariante

(00112 2]
01 22

A= 011
0 1

O_

o SU(5
¢ Einstein em F(5) = W(i(](l))

4.2 O caso B

Denotaremos as variedades bandeira da classe B; da seguinte forma:

SO (2n+1)

tipo I: Fp(na, ..., ns) := U(ny) x -+ x U (ng)’

n>2es<n;

SO(2n +1)
ny) X -+« X Ung) X SO(2ng1 + 1)’

tipo IT: Fg{ny,... ,ng1} = i Netp1 = 2;
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onde n = Y ;n;. Note que quando ngy1 = 0 em Fg{ni,...,ns1} do tipo II, obtemos
Fg(n,...,ns) do tipo 1.

Nesta secao, determinamos as equacoes de Einstein para todas as familias de variedades
bandeira da classe B;. E razodvel esperar que essas equacoes sejam algebricamente mais
complicadas neste caso, ja que as dlgebras do tipo B; possuem raizes do tipo +¢; e (g, £ ¢;).

Na verdade, ficara evidente que quanto mais tipos de raizes o par (g, h) possuir, mais com-
plicado, algebricamente, serd o sistema de Einstein da variedade bandeira G/K. Entretanto,
ainda nesses casos, conseguimos encontrar novas solugoes quando o niimero de incégnitas for
relativamente pequeno.

O préximo resultado mostra que o nimero de somandos isotropicos nas variedades ban-

deira, da classe By, do tipo I e II é o mesmo.

Proposicao 4.2.1. O conjunto das t-raizes de ambos espagos Fg(nq, ..., ng) eFg{ny, ..., ng1}

¢ dado por
T = {46, 426;,1 < i < s} U{£(6; £0;),1 <i<j< s}

onde 0; representa a restri¢io do funcional €' a subdlgebra t.

Demonstragao. Comegamos a andlise com o caso Fg(ny,...,ng) do tipo 1.

As matrizes da algebra de Lie s0 (2n + 1) tem a seguinte forma

0 B
A=~ a b
Bt ¢ —al

com [ e v matrizes 1 X n, as demais n X n, com b e ¢ matrizes n X n anti-simétricas. Uma

subalgebra de Cartan de so (2n + 1,C) é dada por
h¢ = {diag (0,e1,...,en,—€1,...,—En),6; € C}. (4.3)
O sistema de rafzes associado ao par (so(2n + 1,C), h%) é dado por
M={te;,1<i<n}U{x(ei—¢j),1<i<j<n}J{t(ei+e),1<i#j<n}

onde ¢; denota o funcional diag (0, &1, ...,en, —€1,..., —€,) — €; € €; —€; denota o funcional

diag (0,€1,...,6n, —€1,...,—En) > & — &j.
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Assim a escolha canonica de raizes positivas fica
I ={e,1<i<n}J{ai—ep1<i<j<n}U{ei+e,1<i#j<n}.
O sistema de raizes associado ao par (EC =sl(n,C) x -+ x s5l(ng, C), f)(c) ¢ dado por
Iy = {j: (52 — 52) 1<a<b< nl} , € = Enttny_1ta
Entao

I :{82,1Sigs,lgagni}U{efl—éi,l§i<j§s}

U{52+€£,1§z'7éjgs}U{afl—i—gé,lga;&bgni}.

O centro de € como subélgebra de b tem a forma

0
t= A €hy, (4.4)
—A
I X 1 1 2 2 s s
onde A = diag (sm,...,gm,sm,...,Em,...,gns,...,sns)
sendo que cada €}, aparece exatamente n; vezes, i = 1,...,s.

Para distinguir raizes e t-raizes, denotamos a restricio k(c%) por &, k(c) £ &]) por & £ 6;

e k(gl + &) por 26;. (Lembrando que k(a) = ali, a € IIy;.) Assim
M =k () = {61,201 < i < s UL +0;1<i<j < s}

Em particular o nimero de raizes positivas é s + @ + @ + s = 5% + 5. Note que neste
caso II; ndo é um sistema de raizes no sentido classico.

Para a anélise do caso Fg{ni,...,ns1} do tipo II, tomamos a mesma subédlgebra de
Cartan de so0 (2n + 1,C) dada em (4.3). O sistema de raizes associado ao par (EC, hc),

com €€ = sl (ny,C) x -+ x sl(n,,C) x s0 (2n,1 + 1,C), é dado por

HK:{i(ei—sz):1§z’§s,1§a<b§ni}U{i5ffl,1§a§ns+1}U

{:I: (52“ — 5,‘3“) 1<a<b< n8+1} U {ﬂ: (6Z+1 —I—Ei“) 1<a<b< n5+1}.
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Sendo assim, obtemos II; como a uniao dos seguintes conjuntos de raizes:
{igz:lgigs, 1§a§ni},{i<€fz—5g):1§i<j§3+1}7
{£(Ei+e) 1<i<j<s+1},
{i(éi—i—éé):lgigs, 1§a<b§ni}.
A intersecao do centro de €€ com a subdlgebra b é constituido pelas matrizes diagonais
da forma (4.4), com
A = diag (57111, . ,5;1,57212, o ,522, sy ,525,0,...,O> (4.5)
onde cada 6; aparece exatamente n; vezes, i = 1,...,s. Restringindo as rafzes de II}; a t e
usando a notagao §; := k(&) obtemos
ou seja, como no caso ngy1 = 0. Isto completa a demonstragao. [
Agora vamos computar as equagoes algébricas de Einstein para as variedades Fg{ny,...,ns1}
do tipo II.
Tomamos X = diag(0,aq,...,a,, —a1,...,—a,) e Y = diag(0,by,..., by, —by,...,—by).

A forma de Cartan-Killing em s0(2n + 1,C) é dada por

(X,Y)=2(2n—-1) Zn:aibi =tr(XY)(2n —1).

i=1

Usando a expressao da forma de Cartan-Killing, obtemos os duais das raizes, isto é,

0
H, = Aa
A,
onde A, é uma matriz n x n diagonal e
A_e, = diag(0,...,1;...,—1;,...,0);

2(2n — 1)

MAove = ——diag(0,... 14, 1;.....0);
ite; 2(2n _ 1) ZCLg( J )

A, = diag(0,...,1;...,0).

2(2n — 1)
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Assim temos

1 1

(81' _ €j7€i — 6]) = (52- +€j7€i +8]) = m [§ (5i7€i) = m

Usando a igualdade
[ECU E—Oé] = (EOU E—a> HOH (46>

sendo E, o autovetor canénico em gg, obtemos os elementos X, € g, tais que (X,, X_,) =
—1le[X,, X o] =—H,. Assim temos

EZJ = Xei_ej = ﬁEﬂ_%" ]_ S 7/ < ] S n,

B =X, . =-——Ft—E. 1< i<j<n,

L E
/2(2 1) Ej—E€4) —

_ S .
.—Xei—\/mEei, 1< 7 <n,
G*"::X_al.:—i 1< i<n

L_F
V2(@2n—1)"
:ﬁEEi'FEj’ 1< i#j<n,
F70 = X (o) = _ﬁE*(Eﬁsj)v I<i#j<n

v/ 2(2n—1)

Para usar a Proposi¢ao 3.5.3 sera conveniente usar a seguinte notacao:

FY .= X5i+5j

GZ:X€Z7 G:Z:X_Ez, 1<1<s
Egy =X, ., 1<i#j<s
a T
FZLJ = X52+5i’ F__;IJ) = Xf(a?“rsi)’ 1<i1<j<s
F(ib = Xa}z—i-aéﬂ F—_(;b = X,(Eg+5;)); l<a#b<n;

Denotaremos o produto escalar invariante g = g, avaliado na base {X, a € Il }, por:

g =9(ES.BL), fu=9(Fi.F}), 1<i<j<s (4.8)
hi=g(GLG7L), li=g(Fi F), 1<i<s.
Usando a equacao
[XOHXB] = NogXa+s

concluimos que em so(2n + 1,C), o quadrado das constantes estruturais N, s nao nulas é

dado por

N2y=— (4.9)
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s+1 7

Observacao 4.2.1. Observamos que as restricdes das raizes € — ;™! & + & e & a

subdlgebra t, dada em (4.5), coincidem para 1 < ¢ < s. Portanto pela Proposi¢ao 3.1.1 temos
Gi(s+1) = fis+1) = hiy 1< <s. (4.10)

Agora obteremos as equagoes de Einstein para os espacos Fg{ni,...,ns1} do tipo IL.
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Proposicao 4.2.2. Para as familias de variedades bandeira Fg{ny, ... ,ns11} do tipo II as

equacoes de Finstein sao dadas por

(g2 — (he — h)?)
hihy

Ric (Efj, Eéﬁ) = 2(ng +n¢) + (1 + 8ngyq)

> L

+z§t 9ikJit (gkt 93k = gir) ) T Z;;t fzkfzt gi — (fie — fir) )
4(n — 1) 4 (ng —1)

+W (git = (e = lt)Q) + % (git — (fre — lk>2)

= Gkt, 1§k<t§5

S+1) (s ~1
Ric (Ea™™V, BG™Y) = 2201 + mi) + (e — 1) (h} = (i — )?)

Rl
" Z hi flk ( flk ) Z

i#£k
:hk, 1§]€SS

( h - gik>2>

Zlk‘

(12 = (b = he)?)
hhy

Ric (Fclff, F__Cd) =2(ng +ny) + (14 2ng41)

—i—(nlkgkt ) (fkt (I — gkt)2> + (nlt o 1) (fkt (I, — gkt)2)
+Z;€:t fzk it (fkt (Fir = gi) ) +l;€:t fzt Gin (fk:t (fir — gik>2)

= fu, 1<k <t<s.

Ric (Fo™™, FZ™) = 2(ng + 2n.11) + (=~ 1) (h2 (b — )"

hils,
Y (R (= g)?) + Y

ik hzgzkz i#k hi ka
= hk, 1 S k S S.

- fik)2)

1+ 2n,,)2 &

hz ik ik fzk

Ric (Fly, F7L) = 4(n — 1) + (i = (g — f)?) =l 1<k <5s.
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e
: _ n
Ric (Gls, G7§> = 2(nk + 27’LS+1> + (Zkhk) (h2 (lk — hk)2)
p — (fir — +. hy — (gix — i)’
= hk, 1 S k S S.
Demonstracao. Introduzimos a seguinte notacao: dado a € Iy, denotamos

g (o) :={p € g : a+ ¢ € 1}

HM(CY) I:{ﬁEHMIO{‘l'ﬁGHM}.

A estratégia da demonstragao é simples: 1) calcular I () e I () para cada a € Il yy;
2) substituir a soma dos elementos destes conjuntos e as constantes estruturais (4.9) na
Proposicao 3.5.3, obtendo explicitamente as equagoes algébricas de Einstein. Como a parte
trabalhosa da demonstracdo é apenas o passo 1), escrevemos explicitamente apenas este

passo. Para simplificar o sistema algébrico, a constante ¢ tal que Ric(g) = cg, foi tomada

1

COomo ¢ = m

k

Assim, para as raizes da forma e} — eﬁl, com 1<k <t<stemos

Mg (eh—eh) ={ek ek 1 <a<ma#chU{eh -1 <a<n,a#d}.
My (5 — €4) pode ser expresso como a unido dos seguintes conjuntos:
beh), = (b)) 1<a<ngastc)
b=t {(h+el) = (F+el) 1 <a<n,atd),
{(ehel),(eh—eb), — (ch+el)1<i<s+li#ktel<a<n}.

Para as raizes da forma ¥ — 5t € Iy, 1 < k < s, temos que g (eF — 5t é a unido

dos seguintes conjuntos de raizes:
{(e =), (" +e™) i1 <a<nea#d) {eh -k 1 <a<ngac) {5}
J& Ty (eh — €5™) 6 a unido dos conjuntos:

{(ei—cb), = (sh+eh) (et =), (eh+e5)  1<i<si#kl<a<m},

{=(eh+eh), (F+er) 1<a<nastc).
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Para as rafzes da forma ¥ + ¢!, € I, com 1 < k < ¢t < s, o conjunto g (elj + 62) ¢ a

unido dos seguintes conjuntos de rafzes:
{eh—chi1<a<n,a#df {e—cf:1<a<n,a#c}.
No caso de Iy (£ + &4 ele serd a unido dos seguintes conjuntos de raizes:
{—et} {—ek} {(ch—cl),— (h+eb) :1<a<mpa#c
{(h—eb), = (ch+e):1<a<nm,a#d},
{(ert=el), (e =) = (™) = (f+et) i1 < a < naa b,
{(h—eh) (ci—eb), = (ci+eh),— (eh+el)1<i<si#ktl<a<n}.
Se as rafzes forem escritas como e+&5"! € Ty, com 1 < k < s, 0 conjunto Iy (% + £5)

¢ a unido dos seguintes conjuntos de rafzes:
{eh—ebi1<a<m,a#tc {—ei} {(e —eit), = (7 +e57) 1 Sa<napna £ d}
My (8 + £5") 6 a unido dos seguintes conjuntos de rafzes:
{(eh—eb) (eh—ei") = (h+eb) = (chi+es)s1<i<si#kl<a<n},
{=(E+eb), (h—es) 1 <a<mastc)
Para as raizes da forma e¥ + % € Iy, com 1 <k <sel<c<d<ny, temos
Mg (ef+ef) ={(eh—eb), (h—b) 1 <a<mpa#cd}.
My (% + £5) 6 a unido dos seguintes conjuntos de raizes:
{—eb —eb} (e =eb), (et —eh) = (eh+et) = (b + ) 11 < a < naa ),
{(eh—eb), (eh—eb), —(eh+eb) — (ch+eh) i 1<i<si#kl<a<n}.
Finalmente, para as raizes ¥ € I}, 1 < k < s, temos
Mg (ef) = {f -k 1 <a<mpya# U {1 < a < nea

e o conjunto das rafzes 3 € Il tais que e¥ 4+ 8 € I, é a uniao dos seguintes conjuntos de

raizes:
HM<5’§> :{5’;,—(e§+5’§):1§a§nk,a7éc}
U{iei,(sé—e’j),—(ei—%e'j):lgigs,i#k,lgagni}.

Isto completa a demonstracao. O
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Observamos que as equagoes da Proposi¢ao 4.2.2 nao sao simétricas pois ns.1 esta tratado

diferentemente dos demais n;.

O sistema de Einstein nas variedades Fg(nq,...,ns) do tipo I é mais simétrico do que o
anterior.
Proposicao 4.2.3. As equagoes de Einstein nos espagos Fg(ny,...,ng) do tipo I, sao dadas
por

(9% — (he —he)?)
hihy

Ric (Ecd, EZ’Z) =2(ng +mn) +

+ Z (gkt (Gik — Git) ) + Z

gk
i#£k,t JikYit ikt fzkfzt ¢

—i—m (git — (fir — lt)Q) + W (gl%t — (e = lk)2) — Gkt

Jrele

(fr = fu)?)

(12 = (o — h0)?)
hihy

Ric (Fﬂ, F, kt) =2(np +ny) +

+< ;k:lkl) (fkt (gt — lk)2> + (”;ktlt ) (fkt (gt — lt)2)
S ) s ) )
+z7$kt fzk it (f’“ (fit = git) ) +l¢kt fzt Gin (fkt (fit — gir) ) = fht
i (Fckd’ Fjde) =4 (m + 22 — (fix — gik>2> =l

k ik fzkgzk

e
Ric (G¥,G7F) —2nk+;€ﬁkh (k2 = (e — ha)?)
(= 1) (B} — (e — 10)*) &
* hily + ;C gmh <h2 (gir — hi)Q) = hy.

Demonstracao. Este resultado pode ser demonstrado de maneira equivalente ao anterior.
Mas ele também pode ser obtido formalmente por substituicao de ngyy = 0 na Proposigao

4.2.2. [l
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Observamos que a Proposicao 4.2.3 aplica-se para variedades bandeira maximal da classe
By, simplesmente fazendo ny = --- =n, = 1.

A Proposicao 4.2.2 generaliza as equagoes de Einstein dadas em [26], as quais sdo
somente para variedades bandeira maximal do tipo B;.

Com o uso de manipulagoes algébricas em um sistema computacional, Sakane em [26],
computou uma base de Grobner para o sistema algébrico formado pelas equacoes de Einstein
em SO(5)/U(1)?. Com isso, Sakane mostrou que SO(5)/U(1)? admite exatamente, (a menos
de multiplicacao por escalar), seis métricas invariantes Einstein, das quais quatro sdo Kéhler.

No capitulo 5 apresentamos novas solugoes para certas familias de variedades bandeira

do tipo B;.

4.3 O caso (]

Nesta secao descrevemos as equacoes de Einstein de familias de variedades bandeira do
tipo ;. Essas equagoes generalizam as equacoes de Einstein no caso maximal, obtidas em

126).

Proposicao 4.3.1. O conjunto 1l; das t-raizes correspondente a familia de variedades ban-

deira
Sp(n
U(ny) x - xU(ng)

commn =Y,n;, € um sistema de raizes do tipo Cs.

~—

Fo(ng,...,ng) =

Demonstragao. Sabemos que uma subalgebra de Cartan da algebra de Lie sp(n, C) é formada

pelas matrizes da forma

A O

he = (4.11)
0 —A
onde A = diag(ey,...,&,:¢; € C).
Assim o sistema de raizes tem a forma
M={*t(e—¢j),t(ei+¢g):1<i<j<n}J{£2e:1<i<n} (4.12)

O sistema de rafzes para a subalgebra £ = s[(n;,C) x - -+ x sl (n,, C) é dado por

Mg ={* (e —e)) :1<a<b<m,1<i<s}
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Logo,

HM:{j:<5fl—5i),i<5f1+€i>:1§i<j§$}U{j:(€3+sé):1§i§s,1§a§b§ni}.

Entao,
c A O
7 () np = :
0 —A
com
N 1 1 2 3 S s
A = diag (5n1,...,5n1,5n2, N ,5ns)

onde cada 522_ aparece exatamente n; vezes, 1 = 1,...,s. Portanto restringindo as raizes de

I, em Z (PC) Nh, e usando a notagao d; := k(&’), obtemos o conjunto das t-raizes:

Note que (&) +¢&i) |y = 2¢t];, 1 < i < s. Em particular temos s(s — 1) + s = s? t-raizes

positivas. ]

Agora procedemos no sentido de computar as equacgoes de Einstein para variedades ban-

deira do tipo ;. A forma de Cartan-Killing de sp(n) é (X,Y) =2 (n+ 1) tr XY, (0, ) = —=

n+1’

sea::l:25ie(a,a):mseae{i(si—sj),j:(sianj):1§i<j§n}.

Denotamos por e(7,j) a matriz 2n X 2n cuja entrada (7,j) é igual a 1 e as demais sao

nulas. Assim podemos escrever os autovetores como

B oy=e(i,j)—e(f+ni+n), B e, =e(i,j+n)+e(jit+n)
E—(EH-E]') :e(i+n7j)+e<j+n>i); 1 SZ#]S”)

Ey,=e(i,i+n), E o, =e(i+n,i);1<i<n.

Ja os autovetores X, € g, satisfazendo (X,, X_o) = —1 e [X,, X_o] = —H,, s@o

1 1 . .
Xi(eimey) = imEﬂsrq)v Xieite;) = iﬁm@(eﬁsj)’l Si<jsm
1
Xip, = t———Eyp, 1<i<n.
2(n+1)

Considerando as raizes curtas e longa de sp(n) pode-se obter os seguintes valores para as

constantes estruturais.
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Lema 4.3.2. Os quadrados das constantes estruturais em sp(n) sio dados por

1
2 _ A2 _ N2 _ . g ;
N(Ei"rfj),:t(ai_&j) - N:I:2aj,(aiq:aj) - N—2£i,(ai:taj) - 2 (n + 1)7 t 7é J

1
2 _ AT2 _
N(z—:ifz-:j),a — N(z—:¢+€j),ﬂ - 4 (TL + 1)

sea€{(ex—ei),(e5—¢cn),(g5+ea), —(eit+ep),pF#i, L #j, k#i,j, ei#j}e
66{—(Ei+5k),—(€j+€l), k%]a Z#Z}

E conveniente usar a seguinte notacao,

o _ _ o _ —ij _ , ; :
L, = ngl,g;}» oy = Xngrgg» Fogy = X_(Egﬁsiy l<i<j<s
i v i _ i , —i _ , ,
ab_Xaé-‘rEZ? —ab_X—(gjl_i-gé)?l Sa’#bgnﬂ Ga_XQE}l7 Gfa_X—Qafﬂ 1 SZSS‘
Usaremos a seguinte notacao para uma métrica invariante sobre Fo(nq, ..., ng)

9ij = 9a (Efzjb, EZ;) , Jig =9a (F;i7 F__;i) ,1<i<j<s
hi = ga (GQ,G:Z) , li = ga (F;va:;b) , 1<i<s
Como (&) +€}) |¢ = 2¢t|; temos

de acordo com a Proposicao 3.1.1.
Agora obtemos as condicoes suficientes e necessarias para uma métrica invariante em

Fo(ng, ..., ng) ser Einstein.
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Proposicao 4.3.3. As equagoes de Einstein sobre Fo(ny,...,ng) se reduzem ao sequinte

sistema algébrico

Ric (Efé’ EZ’Z) = 2(ng + 1) + O;fk}—ktl) (gkt (he — fkt)Q)
++ 1
—i—(nhtfkt) (git (he = fre) ) Z;;t i ( — (gin — git)2)
+ S & (gkt (fzk fit)z) =g, 1<k#t<s.

ikt f’Lk‘flt

hk Gkt

Ric (Fi, F=}) = 2(ng +ny) + = (s + 1) (f2 — (b = gw)*)

+(nt+1)

T — (f2 = (fu— 9u)%)

(fkt (Pt — gkt ) +

ikt fzt Gik

t (fkt (fir — gz't)2) = fe, 1<k#t<s

itk t fzk Git

Ric (GE,G7%) = Ric (Fl, F7h) = 4(n, + 1) +2 Z hE — (fan — gu)°)

ik fzk:gzk

Demonstragdo. Para cada raiz o € I}, usaremos a seguinte notacao

g () ={p €llx : a+ ¢ €1l},

My (o) ={felly:a+pelly}.
Assim, para as raizes da forma slj —ceh e HL, 1 <k<t<s, temos
HK(ek—sd) {Ek—E 1 <a<nk,a7éc}U{5g—5fl 1 §a§nt,a7éd}.
Além disso, 1Ty, (65 - 53) ¢ a uniao dos seguintes conjuntos de raizes

{(5d—5) (6 5’2),(524—63),—(62—1—55):1§i§s,i#k,tel§a§ni},

{( ) (5§+5]§>:1Sagnk},{—(52+5’§>,(5fl+z—:g>:1§a§nt}.
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Quando a rafz for da forma ¥ + ¢!, € I}, 1 < k <t < s, temos

Mg (eb+eh) ={k -k 1<a<ma#clule,—ei:1<a<n,a#d}.
Iy (£F + &) 6 a unido dos seguintes conjuntos de rafzes

{(eh—eb) (eh—et) — (ci+eh), = (ch+el) 1<i<si#ktl<a<n},

{(eh—eb),—(eh+eh)s1<a<m} {(F-c),— (h+ef) 1 <a<m}.
Para e® + ek € I}, com 1 <k <sel<c<d<n, temos

i (k) ={(ch—eb) (h—ch) i1 <a<msastcdyu{t (-}

My (e +e) = {(ch—eb), (el —eh) = (ch k), — (eh+5) 1 <i < syi £k}
Para 2 € 113, com 1 < k < s, temos
Mg (2¢F) = {eb —eb i1 <a<nmgastc)
My (2¢F) = {(eh —eb),— (eh+f) 1 1<i<si £k}

Agora, para obter as equagdes de Einstein basta usar o Lema 4.3.2 e a Proposi¢ao (3.5.3).

Tomando a constante ¢ tal que Ric(g) = cg igual a m obtém-se as equacoes simplificadas
como acima. O
Quandon; =1,comi=1,...,s, e s =n, temos as variedades bandeira maximal do tipo

C}, as quais serao denotadas por

Sp(n)
Ul)x---xU(1)

onde U(1) aparece n vezes. Nesse caso, [Ix = () e portanto IT; = I1. A Proposi¢ao anterior

Fc(n) =

aplica-se naturalmente a esse caso. O caso maximal foi discutido em [26].

4.4 O caso D

As equagoes de Einstein nesse caso foram computadas em [6]. Aqui faremos um breve
resumo da descricao dessas equacoes. Mas antes, observamos que o conjunto das t-raizes
nesse caso ¢ um sistema de raizes isomorfo ao sistema das t-raizes das variedades bandeira
Feo(ny, ..., ng). Pois ambos sdo um sistema de raizes do tipo Cs.

A descricao das t-raizes em Fp(ni, ..., n,) foi discutido em [6]. Entretanto, registramos

o seguinte fato que observamos nessa descricao.
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Proposicao 4.4.1. Para as variedades bandeira do tipo D; da forma

SO(2n)
U(ny) X -+ x U(ny)’

FD(nla T 7”5) =

comn =3y.7_1n;, o conjunto Il das t-raizes correspondentes é um sistema de raizes do tipo

Cs.
Demonstracao. Uma subalgebra de Cartan para so (271)(C ¢é formada pelas matrizes da forma
hC = {diag (e1, —¢1,...,6n, —n) 1 €; € C}.
O sistema de raizes associado ao par (50 (2n)(C , f)(c) ¢ dado por
H={*(e;£e;):1<i<j<n}.
O sistema de rafzes para a subalgebra € = sl (n;,C) x - -- x sl (n,, C) é
HK:{i(ai—gil) :1§c<d§ni},

entao
H}/[:{sflieiz1§i<j§s}u{€i+ez:a<b}.
O centro de £¢ como subélgebra de b é formado pelas matrizes da forma
ny? ny? i (A ny’ ? ¥ ng? ng’ ?~ng)

tZ{diag(él —el el el eSS el _5is)€h}

com &l aparecendo exatamente n; vezes. Restringindo as raizes de IIj; a t, e usando a

notagao ¢; := k(e’), obtemos o conjunto das t-raizes:
Portanto temos s (s — 1) + s = s? t-raizes positivas. O

A forma de Cartan-Killing em so (2n) é dada por (X,Y) =2(n—1)trXY, (a,a) =

Q(Tl_l), para toda raiz « € II. Os autovetores satisfazendo (X,, X_,) = —1 sdo dados por
E"j—#E ‘ Fij_#E ‘ i_#ﬁﬂ |
ab 2\/71 — ]_ 62’_5{)7 ab — 2\/m 534‘8{)’ ab — 2\/m 5é+€z.

As constantes estruturais tem valor absoluto igual a 2\/%

A notagao para um produto escalar invariante avaliado na base {X,, a € II);} é dada por

gij:gA<EZJI;7EIZZ)7 fij:gA<FciZ’ Fb]Z)v hi:gA( zba 2a)’1§i<j§3-
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Proposicao 4.4.2. (/6]) Para as familias de variedades bandeira da forma Fp(ny,--- ,ng)

as equagoes de Einstein se reduzem a um sistema de s* equagdes e s* incégnitas gi;, fij, h

(93 = (fa— £)°)

1 n; 2
i +n;+ = o — (9 — +
e 2 {zgj 9irgji <gj (G = 91 ) Z;J lef]l

—1
fz]

(gz] (fij — hi)Q) n;l ! (912] — (fij — hj)2>} = Gijs

ni+nj+;{z i (fizj_(gzl fﬂ) Z — (fa— gﬂ)z)

1£i,5 gilfjl 1£i,j legjl (

Gijhi

(f5 = (g = ha)?) + n;i;} (15 = (5 = hy) )} Jigs

( ) ;gzlle

(h2 (9i — fil)2) = h;.

Quando s = 1, temos o espaco F = SO(2n)/U(n) o qual é isotropicamente irredutivel,
portanto admite apenas uma métrica Einstein, a menos de multiplicagdo por escalar ([11],
7.44). Mas quando s = 2 e ny = ny temos o espago SO(2n)/ (U(m) x U(m)) que admite

exatamente quatro métricas Einstein nao isométricas, sendo uma delas Kéhler, (ver [6], Teo.

9).

4.5 O caso G5

Nesta segao descreveremos as equagoes de Einstein na variedade bandeira maximal Gy /T
usando um método diferente das segoes anteriores. Em [26] Sakane obteve outra expressao
para o tensor de Ricci em variedades bandeira maximal. Esta expressao é equivalente aquela
obtida em [6], conforme foi mostrado em [32].

Sejam F = (/K uma variedade bandeira e T,F = m o espaco tangente a F na origem
o = eK. Considere

m=m EmyP---Pm, (4.13)

a decomposigao de m em ad(€)-médulos reais, irredutiveis e nao equivalentes.
Lembramos que B(-,-) denota a negativa da forma de Cartan-Killing em m. Seja {e,}

uma base de m B-ortonormal, adaptada a (4.13), isto é, e, € m; para algum i, e a« < (3 se
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i < j. Conforme definido em [37], temos

ij =Y ([eas €3] L) (4.14)

onde a soma ¢ tomada sobre todos os indices a, 3,7 com e, € m;, eg € m; e e, € my, para
todoi,5,k=1,...,s.

E facil ver que C’fj > 0 com Ci’“j = 0 se, e somente se, B ([m;, m;], m;) = 0. Este
coeficiente C’fj ¢ independente da base B-ortonormal escolhida para m;, m; e m;. Além disso,
ij ¢ simétrico nos indices, conforme [37]. No capitulo 5 mostramos um critério em termos
de t-raizes para o coeficiente C’fj ser nao nulo.

Se F é uma variedade bandeira maximal, entao

m=m, ®--dm,, ocll, i=1...s
«

8.
Uma prova do préximo resultado é dado no apéndice.

onde m,, = gerg{iA,,, Sa,}. Assim escrevemos { }, com «, 3,7 € IIT, ao invés de Cgﬁ.

Proposigao 4.5.1. ([26]) As equagies de Einstein de uma métrica G—invariante gy sobre

a variedade bandeira mazimal F = G/T sao dadas por

11 Ao [a] 1
ots Skl 5, E

Byyellt

)\a;\ﬁ Ljﬁl (4.15)

onde ga(*,)|ma = Aa(*s*)|ma, @ €IIT e ¢ é a constante de Einstein.

De modo anéalogo a Proposicao 3.5.3, temos a liberdade de tomar uma das incégnitas
igual a 1, o que faz com que esse sistema algébrico fique com |II*| equagoes e [II*| incdgnitas.

Diferentemente da Proposicao 3.5.3, este resultado apresenta cada equacao do sistema de
Einstein, como uma expressao algébrica homogénea de grau —1.

No apéndice apresentamos uma demonstracao do seguinte fato: as tinicas triplas de raizes

positivas para as quais Bﬁ} é nao nulo sao as triplas soma zero, para as quais
a+ 2 |la—p 2
—2(N,5)° e —92(N, _ 4.16
IO ) e B IO (1.16
onde N, 43 sio as constantes de estrutura introduzidas na segao 1.2. Além disso, (Nag)” =
Nop(—N_a-5) = @ (v, cr), onde p e g sdo os maiores inteiros positivos tais que [ —

pa, B+ qa € 11, ([30], lema 8.5).

Agora podemos descrever as equagdes de Einstein sobre F = Go/T.
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Proposicao 4.5.2. O sistema de Finstein na variedade bandeira mazximal F = Gy/T para

uma métrica invariante é dado pelo sequinte sistema algébrico

1 1 /A A 1 A A A A
c n (1,2+ 1,2>_< 2 n L 2,3 n 1,3)

- 212 16 \ Ay A1,3A23 16 \ AigA1  Aigde  Aipdis Ao
N 1 1 )\2 )\2 1 )\2 1 )\172 )\1 >\_3 >\273
‘T, 16 (AlALQ * )\273>\_3> 12X 50 16 (AQAl e T s /\2>\_3>

_i )\1 + )\_3
12 \ A3 Ao

C_L_'_i A n A +i M1 +>\1,2+ A3 N A3
N 2\ 16 )\1,2)\2 )\173>\_3 12 )\_3/\2 16 /\1>\172 A1 A2 )\1)\173 /\1>\_3

_i )\2 + )\_3
12 \ M A3 A

. 1 _'_i A3 n A3 +i>‘_3_i A2 n A2 3 n A n A3
N 2)\_3 16 )\2,3)\2 )\173>\1 12 A\ 16 /\_3)\273 )\_3/\2 )\_3)\173 )\_3/\1

IR N Al
12 \ A3 A3)Ae

1 L[ A A 1 A A A A
c= + = < 2,3 + 2,3 ) b ( 2 + 3 + 1,2 + 1,3 )
2023 16 \A3A2  Arzhie 16 \A23A-3  A23da Aaghiz AgsAin

1 1 A A 1 A A A A
c— +< 1,3 X 1,3 )_( 2,3 I 1,2 n 3 n 1 )
2M13 16 \ Aiphas  AA_3 16 \ AigAi2  AigAaz  AigAr AisAos

Demonstracao. Uma algebra de Lie do tipo G5 pode ser vista como sendo a dlgebra de Lie
g =sl(3,C) oC* @ (C3)", [30]. A subdlgebra b das matrizes diagonais de sl(3,C) é uma
subalgebra de Cartan em g.

Agora considere os funcionais ¢; de b definidos por: ¢;: diag{ai, as,as} — a;. Uma base

para o sistema de raizes relativas ao par (g, h) é dada por X = {e; — &9, 25}.
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O conjunto das rafzes positivas é dado por IIT = {ay = g1 — &g, @ = &9, 1 + ay =
£1, a1 + 200 = —€3, oy + 3y = g9 — €3, 209 + 3 = €1 — £3}. Sabemos que a forma de

Cartan-Killing (-, -) é dada por:

1

(20[1 + 3(){2, 2()41 + 3042) = (Oél + 30[2, (03] —+ 3042) = (0[1, 061) = Z
1

(o1 + 209, 00 + 20) = (g + ag, a1 + az) = (g, ) = D

Para o cdlculo dos valores [Jﬁ}, com «, 3, € IT* usamos (4.16). Assim, obtemos:
1 . (03] . (7] . (6%)
4 N _(Oél + CKQ) (6%)) N (20&1 + 30(2) (061 + 3@2) N (061 + 3@2) (cn + 20&2)

_ (i +a2)] _ l (a1 + ) ] _ [ (a1 + 2a9) ]

o0 (201 + 3ae) (g + 2a2) (o1 + 3a) g

(201 + 3ag) (o1 + ) ag + 2an) 201 + 3ag) ay

_ o + 2 ] _ [( (a1 + 3arp) ] _ [( (a1 + 3arp) ]

- | ?5113;52)] - Lal fjiiaglai)z%)]

1:[ G2 ]:l (a1 + az) ]:[(a1+2a2)1
3 (o +20as) (a1 + az) (o1 + 2as) a (o + ag) g’

Fazendo \;; = A;, ¢, € Ay = A, em (7.6), obtém-se as equagoes desejadas. O



CAPITULO 5

NOVAS METRICAS DE EINSTEIN

Neste capitulo classificamos as variedades bandeira, dos grupos de Lie classicos, de acordo
com o numero de somandos isotrépicos. Em seguida obtivemos explicitamente todas as
métricas de Einstein invariantes, a menos de homotetia, em quatro familias de variedades
bandeira.

Na secao 5.3 relacionamos métricas de Einstein invariantes com a dimensao dos somandos
isotrépicos por meio da curvatura escalar de uma métrica invariante em variedades bandeira.

Ja na secao 5.4 mostramos que os tensores invariantes sobre variedades bandeira maxi-
mais, do tipo A; e (), estao em bijecao com os tensores invariantes sobre variedades bandeira
generalizadas, do tipo A; e C;. Consequentemente observamos que essas variedades bandeira
maximais e generalizadas tém as mesmas estruturas quase Hermitianas invariantes.

Os resultados deste capitulo sao novos, exceto quando explicitamente mencionado.

5.1 Variedades bandeira com poucos somandos

isotrépicos

Nesta secao usaremos t-raizes para classificar todas as variedades bandeira dos grupos
de Lie classicos, com o nimero de somandos isotrépicos menor ou igual a quatro. Assim,

pelo que foi visto no capitulo 2, os tensores como: f-estruturas, métricas invariante e o Ricci

65
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sobre essas variedades bandeira, sao caracterizados com, no maximo, quatro parametros.
Lembramos que a quantidade de somandos isotropicos ¢ igual ao nimero ‘Hfr‘
O préximo resultado estende para as classes B, e C,, o resultado originalmente obtido em

[6] que discutiu os casos A, e D, .



CAP. 5 o

NOVAS METRICAS DE EINSTEIN

Proposicao 5.1.1. O numero de somandos isotropicos das variedades bandeira dos grupos

de Lie cldssicos € determinado pela sequinte tabela.

Tabela 1. O numero de somandos isotropicos das varidades bandeira.

Tipo

G/K

|

Ay

SU(n)
S(U(n1)x--xU(ns))

Zni:n, n;>1

s(s—1)

2

SO(2n+1)
U(ni)x-xU(ns)xU(1)™

n>2

50(2n+1)

U(ni)X--xU(ns)xU(1)™xSO(2t+1)

£>2

(s+m)’ +s

(s +m)’ +s

Sp(n)
U(ni)x--xU(ng)xU(1)™

n>3

Sp(n)
U(ny)x—xU(ns)xU(1)™xSp(t)

t>3

(s +m)’

(s +m)” + (s +m)

SO(2n)
U(ni)x--xU(ns) xU(1)™

n>4

SO(2n)
U(ni)x--xU(ns) xU(1)mxSO(2t)

t>4

(s+m)"—m

(s+m)’ +s

onde Yn;+m =mn, n; >1 em,s >0 no caso B, (i), C, (i) e D, (7).

Nos casos By, (it),
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Cy (ii) e Dy, (i7) temos n; +t+m =n, comn; >1 em,s > 0.

Demonstragcao. O célculo de ’Hfr’ ¢ analogo em todos os casos. Assim apresentamos este
célculo em detalhes apenas para o caso B, (ii).
Para as variedades bandeira B,, (ii), sabemos que uma subdlgebra de Cartan de so (2n + 1, C)

tem a forma

he = A (5.1)

onde A = {diag (e1,...,¢,),&; € C}.

O sistema de rafzes de s0 (2n + 1,C) com respeito a h* é
M= {te;,1<i<n}U{E(cite),1<i<j<n}.
Uma base de II é dada por
Y={e1—¢€9,...6n-1 — En,En}. (5.2)

O sistema de raizes de € = gl (ny, C) x - - - x gl (ns, C) x gl (1,C)™ x 50 (2t + 1, C) com respeito
ahté

HK:{:E(dl—aé):1§i§3’1§a<b§ni}
U{:l: (€Z+m+1:|:€§+m+1),:|:€i+m+l : 1§a<b§t,1§c§t}’

onde es™™H =¢ . . .. 1<c<t Entao asubélgebra t da forma real h é a algebra de

todas as matrizes diagonais da forma (5.1) com

o . 1 1 S s
At = {dzag(em, s Ep s Epg s Ep En—t—mA1, En—t—mA42y - - -y En—ty O, e ,0) € h}

onde cada ey, € 0 aparecem exatamente n; vezes e t vezes, respectivamente.

O conjunto das raizes complementares positivas, com respeito a ¥, é
I, = {dlj:s{; 1<i<j< S}U{ai,ai%—sz,ejﬂ ra<b1<d< m}

7 s+1 i stm+1 _s+1 st+m-+1 s+1 s+1 .
U{aaigd ,Eq € € Eel }U{gc +ey .c<d}.

a c
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Portanto pela restricao das rafzes de II{; & subalgebra t, obtemos que o conjunto das t-raizes

positivas é
IMF={6+d;: 1 <i<j<stU{6:,20i,0nt-mr:1<i<s,1<k<m}

U{0i £ 0ntomin,: 1 <i<s$,1<k<m}U{0pnt-mit TOont-mir:1<k<r<m}.

onde §; denota a restrigao k(e').

Assim, vemos que ‘Hf“‘ =25(s—1)/2425+m+2sm+2m(m—1)/2 = (s+m)’ +s.
Note que (e, £ ¢ =0 = elfc e (5™ £ )| = Gntomin = 57|

No caso sl (n, C) tomamos h® = {diag(ey, ..., &,) : i € C, ¥, &; = 0} como uma subélgebra
de Cartan.

Ja nos casos sp (n,C) e so (2n,C) tomamos a subdlgebra de Cartan como
h¢ = {diag(ey,...,en, —€1,...,—€n) 1 &; € C}.

Assim, usando a notagao d; := k(g'), obtemos:

U<5z - 6j);a<5i +5j)777<5n7t7m+k :l:(snftferr) .
1<i<i<s,1<r<k<m

I =

551'7 72617 ,U/(Sn—t—m—l-h 525n—t—m+ka 1/) (51 + 5n—t—m+k) 5
C(éi_én—t—m-l—k) 1 SZSS,l Skjgm

U

onde o, a, 3,7, 1, &, 1, (,n assume os valores 0 ou 1.

No caso A, apenas 0 = 1 e os coeficientes restantes sdo todos nulos.

Analisando o caso B,, (i), quando s = 0, (isto é o caso maximal), entdo apenas p = n = 1.
Ainda neste caso, se m = 0 entao 0 = o = f = v = 1. E quando s,m # 0 entdao apenas
£E=0.

No caso B, (ii), se s =0 entao apenasn=p=1. Sem=0entdoc =a =0 =~ = 1.

Para as variedades bandeira do tipo C), (i), se s = 0 entao &,n = 1. Se m = 0 entdo
c=a=v=1. Ja quando s,m # 0 entao = u = 0.

Para as variedades bandeira do tipo C,, (ii), se s =0entdon =pu =& =1. Sem =0
entao 0 = a = [ =y = 1. E quando s, m # 0 entao todos os coeficientes sao iguais a 1.

No caso D, (i), se s = 0 entao apenas 7 = 1. Quando m = 0 entdo 0 = a =~y =1. Ja

quando s,m # 0 entao = pu =& = 0.
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Finalmente, para as variedades bandeira do tipo D, (ii), se s = 0 entao n = p = 1.
Quando m =0 entao 0 = a = 3 = = 1. Se s,m # 0 entao apenas £ = 0. Isto conclui a

demonstracao. O]

Pela Proposi¢ao anterior e o Teorema 2.2.2, obtemos

Coroléario 5.1.2. Seja F = G/K uma variedade bandeira de um grupo de Lie cldssico, entao
T,F = m tem no mdzimo quatro ady(€)-submddulos m; (irredutiveis e ndo-equivalentes) se, e

somente se, ' € isomorfa a uma das sequintes variedades bandeira

Tabela 2. Variedades Bandeira com no mazrimo quatro somandos isotropicos.

r type A, type B, type C,, type D,
SO(2n)
U(n)
1 SU(n) SO(2n+1) Sp(n)
S(U()xU(n—t)) U(1)xS0O(2n—1) U(n)
S0(2n)
U(1)xS0(2n—2)
92 o SO(2n+1) Sp(n) SO(2n)
U(m)xSO(2t+1) U(m)xSp(t) U(m)xSO(2t)
m+t=n,m>1,t>0 m4t=n,m>1,t>3 m4t=n,m>1,t>3
[34] [34] [9]
3 SU(n) . . SO(2n)
S(U(n1)xU(n2)xU(ns)) U(n—1)xU(1)
Zni:n,ni21
[20], [6] e [26] [20]
SO(5) SO(2n)
U(1)xU(1) U(n—t)xU(t)
Sp(n
4 B [26] U(m];(xr)f(t) t>1
m+t=n,m>1,n>3 [6/
SO(2n+1) S0(2n)
U(1)2xS0(2n—3) U(1)2xS0(2n—4)
n>4 n>6
[34] [8]

onde r € o niumero de submddulos irredutiveis m; do ad(€)-mddulo m.
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Na tabela acima, as referéncia abaixo das variedades bandeira indica os trabalhos que

discutiram as métricas de Einstein invariantes nesses espacos.

5.2 Novas solucoes

E conhecido que as variedades bandeira da primeira linha da tabela 2 acima, admitem (a
menos de homotetia) uma tnica métrica invariante Einstein, pois esses espagos sao isotropi-
camente irredutiveis, (veja [11] 7.44). Os espagos da segunda linha desta tabela admitem
apenas, a menos de homotetia, duas métricas de Einstein invariantes, das quais uma delas é
a Kélher-Einstein, conforme [34] e [9].

Em [20], Kimura classificou todas as variedades bandeira com apenas trés somandos
isotropicos e determinou o nimero de métricas invariante Einstein nessas variedades. Em
particular, ele mostrou que as variedades bandeira da terceira linha da tabela 2 acima, ad-
mitem exatamente, a menos de homotetia, quatro métricas invariante Einstein sendo trés

delas Kalher-Einstein.

SO(2n)
(1) x50(2(n—2))

admitem exatamente, a menos de homotetia, dez métricas invariante Einstein sendo quatro

Para a tultima linha, os espacos

so@n) , _
Tlm)<U(m) (isto ¢, quando n = 2t) e -

delas Kélher-Einstein, conforme [6] e [8].

S0(5)

Em [26], usando base de Groebner, Sakane mostrou que HORHO)

admite extamente, a
menos de homotetias, seis métricas invariante Einstein sendo quatro delas Kalher-Einstein.

Além disso, ele considerou o seguinte problema: Quantas métricas invariante Einstein nao-
Kalher, a menos de homotetias, uma variedade bandeira admite? Mais geralmente, Wang e
Ziller em [38] conjecturaram: Se G/H é um espa¢o homogéneo compacto cuja representag¢ao
1sotropica consiste de somandos irredutiveis e dois a dois nao-equivalentes, entao as equacoes
algébricas de Einstein tem apenas um niumero finito de solugoes.

Nesta secao respondemos essas questoes para quatro familias de variedades bandeira.

Os préximos dois Teoremas foram obtidos pelo autor em 2008 e apresentados em [34] e

independentemente por Arvanitoyeorgos e Chrysicos em [9)].

SO(2n+1)

Teorema 5.2.1. A familia de variedades bandeira F = Tlm) = SO@iF1)”

comn=m-+t, m>1

et # 1, admite exatamente, a menos de homotetia, duas métricas invariante Einstein. Estas



CAP.5 ¢ NOVAS METRICAS DE EINSTEIN

72

métricas sao dadas explicitamente por

(1) h=22n—-1), l=42n—1) ec=n+t,

(n+1t)°+ (2t +1) (m —1)
2(2n —1) '

(2)h=n+t, 1l=2(m—1) ec=
sendo a primeira, a métrica Kahler-Einstein.

Demonstragao. De fato, pela Proposigao (4.2.2) o sistema de Einstein neste caso reduz a

m—1  (1+2t) 2
+ — =,
2n—1 4(2n—1)h?

RZC(Flcb F_cld) =

C —

n+t 1 (m—1)
2@n—1)  d@n—1) i

Ric(G,G~)) =

—C

(= (1= h)?) = ch.
Fazendo h = 1 e substituindo ¢ na segunda linha, obtemos a seguinte equagao
(n+t)1*—@n—2)I+4(m—1)=0

cujas raizes sao

n+t

Com um célculo analogo a esse, conseguimos

Teorema 5.2.2. A familia de variedades bandeira F = o ) comn=m+t, m>1e

m)xSp(D)

t > 3 admite exatamente (a menos de homotetia) duas métricas invariante Einstein. Estas

métricas sao dadas explicitamente por

— 1 m—+ 2t + 1

= = — C= ————

Iy 2(n+1)
1+ 2m + 4t m+1 4t(m + 1)

h:l = =
09 4(m+1)’c 2n+2+(n+1)(1+2m+4t)2

sendo a primeira, a métrica Kahler-FEinstein.
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Demonstragao. Pela Proposicao (3.5.3) as equagoes de Einstein para este espago se reduzem

a duas equacoes, dadas por

m+ 2t + 1 1 2m+1) , , 2
In+1) 16(m+1) hy (6" = (h=9)") =cg

m+ 1 tn

h.
Sn+l) dmang ¢

Fazendo h = 1 obtemos ¢ na segunda equacao. Substituindo ¢ na primeira equacao,

obtemos uma equacao quadratica em g. O

: : . S0(2n+1
Agora iremos discutir o caso i (2n+1)

TP x50@n 3" Em [34] foi mostrado pelo autor que esta

variedade admite pelo menos duas métricas de Einstein nao Kahler invariante. O resultado

abaixo que estende aquele provado em [34] foi também obtido independentemente em [5].

Teorema 5.2.3. A familia de variedades bandeira Fg{1,1,n — 2} = %, n > 5,

admite exatamente, a menos de homotetias, oito métricas de Einstein invariantes. FEstas

métricas dadas explicitamente por

(1) — (2): 21—22—2<2(n—1)i- ;Z:?),x—y—zg(liF ;Z:?) (5.3)

(3) —(4): 21 =2 = (2n—1) (2n — 3)

n—1
(2n —1) ((2n = 1) (2n — 3) & /(2n — 3) (8n® — 36n2 + 46n — 19))
Y= 2
2(n—1)
x:(2n—1) (2n—1) (2n—3):|:\/(2n—23) (8n? — 36n2 + 460 — 19)) 5.4
2(n—1)
b)x=4, y=8n—1), z1=4n—2, 2z =4n—06
(6) z=8(n—1), y=4, 21 =4n—2, 20 =4n—6
(7) 2=8n—1), y=4, z1=4n—6, 2o =4n — 2
8) x=4, y=8n—1), z; =4n — 6, z, = 4n — 2. (5.5)

sendo que as métricas dadas em (5.5) sao Kdahler-Einstein.
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Demonstrac¢ao. Usando a subélgebra de Cartan de so (2n + 1,C) dada em (5.1) e o sistema

de raizes II dado em (5.1) obtemos, neste caso,
g ={*£(e;te;), £ex:3<i<j<n3<k<n}
I, ={e1 £ ea,e1,69,61 £ ej,eate;:3< 5 <n}
com respeito a base ¥ dada em (5.2). A subdlgebra t tem a forma (5.1) com
A¢ = {diag (e1,£9,0,...,0)}

onde 0 aparece n — 2 vezes. Entao restringindo as raizes complementares positivas a t,
obtem-se ITI" = {0; & 02, 81,02}, onde §; denota a restrigao do funcional g; a subdlgebra t.
Por conveniéncia fazemos V,, = RS, + Ry/—14,, a € II};. Qualquer métrica invariante

sobre Fg {1,1,n — 2} tem a forma
A:x-m1+y-m2+zl-m3+22-m4. (56)

Onde ml = ‘/;1—627 m? = ‘/&‘14-827 m3 = ‘/81@ 23 (‘/E1+Ej EB ‘/81—83‘) em4 = ‘/&‘2@ 23 (‘/az-i-&j EB ‘/82—83‘)'
J= J=

1
2n—1"

Relembramos que a forma de Cartan-Killing neste caso satisfaz (¢; £¢;,¢; £¢;) =
(€i,€:) = 5,1y © as constantes de estrutura Ny, 5 tem valor absoluto igual a ﬁ

Usando a expressao do tensor de Ricci vemos que A é uma métrica invariante Einstein
se, e somente se,;: f; = Ric(X.,X ) —cz = 0, fo := Ric(X,,X ¢,) —czp = 0,
f3 == Ric(Xe ey, Xey—ey) —cx = 0 e fy := Ric (X€1+52,X_(61+62)) —cy = 0, onde f; =
fi(z,y, 21, 22), fo = fo(@,y, 21, 22), f3 = f3(x,21,22) e fa = faly, 21, 22).

Definindo F := f1+ fo e G := f3+ f4, entao as equagoes algébricas de Einstein satisfazem
F(z,y,21,29) = F(x,y,290,21) € G(x,y, 21, 20) = G(y,x, 21, 22). Escolhemos ¢ = 1/4(2n — 1)
e usamos estas simetrias para obter o seguinte sistema equivalente as equacoes algébricas de

Einstein

p1 = (21 — 22) ((x +v) ((21 + )% — xy) - zlzgxy> =0
po=24n — 1) xyz120 + (x + y) (21 + 22) ((zl — 22)2 — xy) — (21 + 22) 21200y = 0
ps=(x—1y)((2n—3)(z+y) — 2122) =0 (5.7)

ps = 8z122 + (2n — 3) ((:L‘ +y)? —2xy — 2 (2 — 22)2) —(x+y) 2122 =0
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onde p; := 4(2n—1)zyz120(f1— f2), p2 := 4(2n—1)axyz122(f1+ f2), p3 .= 4(2n—1)z122(f3— f4)
epy:=402n —1)z120(f3 + fa).

Agora resolvemos esse sistema em quatro etapas:

i) Se x = y e z; = zy, entdo py e py sdo fatorados facilmente. Assim obtemos as duas
métricas de Einstein invariante dadas em (5.3).

ii) Se x # y e z; = 2o simplificamos o sistema fatorando ps, p3 e ps usando a hipdtese que
x # y e todas as incégnitas sao positivas. Assim obtemos as duas solugoes dadas em (5.4).

iii) Se x = y e z1 # 2z pela expressao de p; e py vemos que x, 21, 2z devem satisfazer as

2 — 22120 = 0 as quais implica

equacoes 2 ((zl + 22)2 — x2) — 21200 =0 edz1zo+ (2n—3)x
na seguinte igualdade

2(z +2)° + (2n —5) 22 + 4212, = 0
o que ¢é impossivel, pois n > 4 and 2z, 2o, > 0. Portanto nao existe métrica de Einstein

invariante satisfazendo x =y e 21 # 25.

iv) Se x # y e 21 # 2z vemos que o sistema (5.7) reduz-se ao seguinte sistema algébrico

(z+y) ((Zl + 2’2)2 - -733/) —z1z7y =0
2(4n — V) zyz120 + (x + y) (21 + 22) ((21 — z2)2 — :Ey) — (21 + 22) 21200y = 0
2n—=3)(x+y) —2120=0

82122 + (2n — 3) ((x + y)2 —2zy —2(z1 — 22)2) —(z+y)z122=0

o qual pode ser resolvido por substituicao. Suas solugoes sao as métricas Kahler-Einstein
invariantes dadas em (5.5).

[]

Continuando o estudo da métricas de Einstein nas variedades bandeira com quatro so-
mandos isotropicos, na tabela 2, obtivemos o préximo resultado. Continuaremos a explorar

as simetrias das equacoes de Einstein.

Teorema 5.2.4. A familia de variedades bandeira Fo (m,m) = Sp(")(m), n = 2m, admite

U(m)xU

exatamente, a menos de homotetias, seis métrica de Finstein invariante. Estas métricas sao
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dadas explicitamente por

(2b— 1) (3b—2) £ /b((2b — 1) (3b — 2))

1) — (2 = —6b—4 —
1) - @) « shLl oy
2b(3b — 2
(3) 21=2b, 29=6b—4, 2 =2b—2, y=4b—2
(4) 2y =6b—4, 20=2b, 1 =20—2, y=4b—2
(5) 21 =06b—4, 20=2b, 1 =4b—2, y=2b—2
(6) 21 =2b, 29=6b—4, z=4b—2, y=2b—2 (5.9)

onde b=m+ 1. Além disso, as métricas (3) — (6) sao Kdihler-FEinstein.

Demonstra¢io. Tomamos a mesma subalgebra de Cartan h® de sp(n,C) dada em (4.11)
e o sistema de raizes associado dado em (4.12). O sistema de raizes associado ao par

(h©, gl (m,C) x gl (m,C)) é dado por
O ={£(ci—¢j), L (Cixm —€j4m) : 1 <i < j<m}.

Assim,

HM:{i(giingrm);j:(gi"i_Sj),i<5i+m+€j+m):1§i§j<m}-

Entao, a subdlgebra t tem a forma (4.11) com
At = diag{&tl, c..,€1,E2,. .. ,82},

onde g; aparece m vezes. Assim o conjunto das t-raizes é dado por Iy = {4 (0 £ 0s) , £2d7, 205}
onde §; = gl

Qualquer métrica invariante sobre F¢ (m, m) tem a forma (5.6), com

Z ‘/;1—8]+m7m2 Z ‘/‘vsl—&-aJeramS Z ‘/;1+8]’m4 Z ‘/;Z+m+a]+m

i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1
Relembramos que a forma de Cartan-Killing de sp(n, C) é dadapor (X,Y) =2(n+ 1) trXY.

Além disso (o, ) = se a =*+2¢ e (a,a) = se o« = ¢; £ ¢;. Usamos o Lema 4.3.2

g oD

para obter os valores das constantes de estrutura.

De forma andloga ao caso anterior, escrevemos

f1:= Ric (X ij+m—ei) —cx, fy:= Ric (Xal.+€j+m, X_(E#Eﬂm)) —cy,

Ei—E€j4+m>
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f3 = Ric (X€i+£j7X7(Ei+€j)> — Czy, f4 = Ric (X€i+m+8j+m7 X*(Ei+m+€j+m)> — C29

assim A é Einstein se, e somente se, f; =0,i=1,...,4.
Escolhemos ¢ = 1/4(n + 1). Obtemos deste modo o seguinte sistema simplificado equiva-

lente as equacoes de Einstein

p=(x—vy) [(bzz +bz1) (x4 y)® — 2122 (bzy + bz + Q:Uy)} =0
P = (x +y) [(bZQ +bz1) (2 —y)® — 212 (bzy + b2y + Qxy)} +8(n+ 1)xyz120 =0
ps = (21 —22) (m (21 +22) —2y) =0  (5.10)

p4:4:vy(n—|—1)—xy(zl+22)—n(x2+y2)—|—m(zf+z§):0

onde b = m + 1, p; 1= 2xyz129 (fl - f2)7 D2 = 2xYz122 (f1 + fz), b3 ==Y (f3 - f4) € Py =

zy (fs + fa).
De forma andloga ao caso anterior encontramos, em quatro etapas, as solugoes do sistema
(5.10), as quais sao dadas em (5.8) e (5.9). O

Os Teoremas acima provam a Conjectura 0.0.1 de Wang e Ziller para as respectivas quatro

familias de variedades bandeira generalizadas.

5.3 Meétricas de Einstein e as dimensoes dos

somandos isotrépicos

Nesta secao queremos ligar repeticao dos parametros da métrica de Einstein com as
dimensoes dos somandos isotrépicos m;, denotadas por D;. Comecamos com um exemplo
extremo na variedade F4(nq,...,n). A métrica nesta variedade cujos parametros sao todos
iguais a 1 é Einstein somente quando os nimeros D;; = 2n;n; sao iguais, ou seja, somente
quando n; = ... = n,. Neste caso, esta métrica é a métrica normal. Assim, igualdade na
métrica implica igualdade nas dimensoes dos somandos.

Mais geralmente, os exemplos citados nas segoes anteriores, e outros encontrados em [6],
[26] e [32], nos levam a acreditar que toda métrica de Einstein invariante de tipo nao Kéhler
tenha alguns parametros repetidos. Enquanto nao podemos afirmar esta conjectura, vamos

estabelecer algumas ligacoes entre esta questao e igualdade dos ntimeros D;.
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Sejam [ uma variedade bandeira e T,IF = m o espaco tangente a [ na origem. Considere
a decomposi¢do, m = m; Gmy P - - - Bm, em ad(€)-mdbdulos reais irredutiveis nao equivalentes.

Seja A uma métrica invariante sobre F e S (A) a curvatura escalar associada. A curvatura
escalar sobre um espac¢o homogéneo compacto e conexo G/ H foi calculada em [36].

No caso das variedades bandeira a expressao de S (A) se reduz a

1 D, 1 Ak
S (A :—E:—”——E:C.’? 5.11
(A) 29N 4Z.jk TN ( )
onde D; = dimg(m;) e \; sdo os parametros da métrica invariante A para i = 1,...,s. Os

coeficientes C}; foram definidos em (4.14).

Consideremos o conjunto das métricas invariante sobre F, com volume unitdrio, [20]:
M={,.. ., ) ER AP AP =150, A > 0.

O préximo resultado é valido em espagos homogéneos mais gerais do que as variedades
bandeira. Este resultado mostra a relacao entre métricas invariante Einstein e a curvatura

escalar.

Teorema 5.3.1. [36] Seja F uma variedade bandeira. Entdao os pontos criticos de S|y sao

precisamente as métricas invariante Einstein em F.

A priori, dada uma métrica invariante A sobre F, para calcular S (A) deve-se computar
todos os coeficientes C’f; Entretanto, o proximo resultado mostra que esses coeficientes sao

nao nulos apenas nas triplas soma zero de t-raizes.

Lema 5.3.2. Sejam d;, d;, dy, t-raizes associadas aos ad(t)-mddulos reais m;, m; e my, respec-

tivamente. Entao ij # 0 se, e somente se, d; +d; + dj, = 0.

Demonstragdo. Considere os elementos X, a € I, da base de Weyl de g© fixada em (1.1).
Seja V, = RS, + Ry/—1A,, entdo, conforme observado em (1.2) os vetores E, = S,/v?2 e
F, =+—1A,/V?2, a € IT}; formam uma base B-ortonormal de V.

Assim, uma base B-ortonormal de um ad(€)-mddulo m; = my,, com d; € I ¢ dada por
bi = {Ea, Fa: al=di,a € T}, .

Considere b;, b; e by, bases B-ortonormal de m;, m; e m;, respectivamente. Como {gg, g%} =
ggw e (ggw,g(j) = 0, exceto quando a + 3 + v = 0, concluimos que para todo e, € b;,

es € b; e e, € by, temos B ([eq, €3] , €4) = 0 exceto quando a+ [+ (—v) = 0 com «, 3,7 € II};.
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Portanto, de acordo com (4.14) se Cf; # 0 entao existe o, 3,7 € II}; com k(a) = d;,
k(B) = dj, k(v) = dj tais que a+ 3+ (=) =0, logo d; + d; + (—di) = a| + Ble + (=) | =
(a+ 8+ (=)l=0.

Reciprocamente, se d;, d;, dj, sao t-raizes tais que d; + d; + d;, = 0, entao pelo Lema 3.3.2
existem a, 5,7 € Il com of¢ = d;, B¢ = dj, 7|¢ = di tais que o + 4+ v = 0. Portanto,
Cr #0. O

Lembramos que uma t-raiz d; pertence a uma tripla soma zero se existem d;, dj, € Il tais
que d; +d;+d; = 0. Neste caso denotamos por T'(d;) o nimero de triplas soma zero contendo

d; € 11,.

Proposicao 5.3.3. Sejam F uma variedade bandeira e 11y um conjunto de t-raizes correspon-
dente. Sejam d;,d;, —(d; + d;) = dy, € 1L, tais que T'(d;) = T'(d;) = 1. Se existirem i e j tais

que F admita uma métrica invariante Einstein satisfazendo \; = \; entdo dimm; = dimm;.

Demonstracao. Usando o método do multiplicador de Lagrange, segue-se do Teorema 5.3.1
que uma métrica A é Einstein se, e somente se, A é solucao das s + 1 equacoes de Einstein

;g:szA?l...Afl‘l---Afs, 1<i<s (5.12)
l

AP AP =1 (5.13)

onde D; = dimm; e £ é o multiplicador de Lagrange.

Em particular, A deve satisfazer as duas equagoes do sistema (5.12) relativas a i e j.
Como T'(d;) = T'(d;) = 1, segue-se da expressao da curvatura escalar (5.11) e pelo Lema 4.14
que a igualdade (5.12), para [ = i, se reduz a

D; 1k<1 e oA

S22 4 T\ AR A2,

) = EDAP NPT Ds (5.14)

Multiplicando esta iltima equacao por A;/D; e usando (5.13), obtemos

— — k — — =¢£. 1

Analogamente, para [ = j, temos

RS WA VIS VR ¥
. 3 Mk —¢. 1
2y, 4D, <mk AN AjA,) : (5.16)

Portanto se A ¢ uma métrica invariante Einstein satisfazendo \; = );, pelas equagoes

. e (0. obtemos D; = D;.
(5.15) e (5.16), ob D D; O
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S(U(n1)xU(nz)xU(ns))

Exemplo 5.3.4. Considere a variedade bandeira F = Neste caso, um

conjunto de t-raizes positivas é dado por
II{ = {012 = (di — d3), 023 = (dy — d3), d13 = (dy — d3)} .

Com uma simples inspecdo, vemos que 015 + dog + 031 = 0 e T'(d12) = T(d23) = 1. Assim

qualquer métrica invariante sobre F é da forma
A = Apomyy + AozMoz + Ajzmys

onde m;; é o ad(¢)-moédulo associado a d;; e dimm;; = 2n;n;, com 1 <i < j < 3.

Portanto, a condi¢ao necessaria para a métrica normal ser Einstein é n; = ny = ng.

Observacao 5.3.1. Em geral, se F é uma variedade bandeira que possui um conjunto de

t-raizes positivas da forma

I ={é6,n,(6+n)}, comd #n

entdo, d+n—(6+n)=0eT(0) =T(n) = 1.

Portanto se dimms # dimm, entao qualquer métrica invariante Einstein sobre F deve
satisfazer A\s # A,.

Assim das 10 classes de variedades bandeira com apenas trés somandos isotrépicos, classi-
ficadas por Kimura em [20], podemos aplicar essa observagao, pois em cada uma delas temos

apenas trés t-raizes positivas.

Sejam [F uma variedade bandeira e II; um conjunto de t-raizes correspondentes. Dada
uma t-raiz ¢, seja o € Iy C II tal que k() = 9. Como II é um sistema de raizes, sabemos
que « pertence a alguma tripla soma zero de raizes, isto é, a + 8 + v = 0 para alguma
B,v € Il. Entao k(o) + k(5) + k(y) = 0.

Entretanto, se v € Il nao podemos concluir que o € Il; pertence a uma tripla soma zero
de t-raizes, pois nesse caso k(y) = 0.

O préximo resultado mostra que a existéncia da métrica invariante Kéahler-Einstein sobre

F implica que toda t-raiz estd em alguma tripla soma zero.

Teorema 5.3.5. Sejam F uma variedade bandeira e 11y um conjunto de t-raizes correspon-
dentes. Se Iy contiver mais que uma t-raiz positiva, entao toda t-raiz pertence a alguma

tripla soma zero.
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Demonstragcao. Considere a métrica Kahler-Einstein A correspondente a estrutura complexa
canonica sobre F. Pelo Teorema 5.3.1, A satisfaz o sistema algébrico dado em (5.12) e (5.13).
Suponhamos que uma t-raiz di, nao pertence a nenhuma tripla soma zero, logo pelo Lema
5.3.2, temos ijo =0 para todoi,j=1,...,s.

Entao, a equagao (5.12) para [ = kg reduz a

Dy, —1

:5Dk0)\D1...)\k0 D Y

donde,
E=——-. (5.17)
Como F nao é isotropicamente irredutivel, existe pelo menos uma t-raiz d; # dy, corres-
pondente a ad()-mdédulo m; irredutivel e nao equivalente a my,. Assim, a equagao (5.12)

para [ =1 é dada por

oS 1
= ———DA\Pr. o Pt \Ds
ON; P) Ve ' s
donde,
05 D;
= — ) 1
o\ 20 Ak, (5.18)
Por outro lado,

oS D;
an _QT\ZZ +f (5.19)

onde f ¢ uma fungao dependo de todos A; tais que d; =d; € I, pelo Lema 5.3.2. Entao, por
(5.18) e (5.19) temos
D; (1 1
e
20\ Ak

o que contradiz o fato de dj, nao pertencer a nenhuma tripla soma zero de t-raizes. O

Como consequéncia, podemos caracterizar alguns conjuntos de t-raizes.

Proposicao 5.3.6. Seja F é uma variedade bandeira com apenas dois somandos isotropicos

irredutiveis e inequivalentes, entdo o conjunto das t-raizes associado é da forma Il = {£(, £2(}.

Demonstragao. Como m = my®my, podemos escrever I = {9, =0, (, —C}, onde §, ¢ € k (ITT).
Pelo Teorema 5.3.5,  pertence a alguma tripla soma zero de t-raizes.

Como as t-raizes sao funcionais lineares em t* nao nulos, as possibilidades para as triplas
soma zero contendo d sao 0 +(+ (¢ =0,0+0+ ¢ =0, 0u d — ¢ — ¢ = 0. Agora, usando
o Lema 3.3.2, vemos que a primeira e segunda contradiz o fato de ¢ e ¢ pertencer a k (IT1).

Logo, 6 = 2(. O
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Corolario 5.3.7. Se F € tal que m = my & my com dimmy # dimmsy, entao qualquer métrica
invariante Einstein sobre F deve satisfazer Ay # \y. (Isto €, se a métrica normal é Finstein

sobre F entao dimm; = dimms,.)

Demonstracdo. De fato, neste caso cada t-raiz pertence a exatamente uma tripla soma zero.

Agora o resultado segue da Proposicao 5.3.3. O

Proposicao 5.3.8. Se [F tem apenas trés somandos isotropicos irredutiveis e inequivalentes,
entdo o conjunto das t-raizes associado € da forma 11y = {40, £(,£(5 + ()} ou I} =
{+0, £24, +40}, onde §,( € t*\ {0}.

Demonstra¢ao. Como m = m;®mydmg podemos escrever, [Ty = {+«a, +5,+v} onde o, 5,7 €
k(ITT) sao as t-raizes positivas com «, 3,7y € t*\ {0}. Observamos que nao existe tripla soma
zero com apenas t-raizes positivas ou tripla contendo duas t-raizes opostas.

Assim vemos que as possiveis triplas soma zero contendo « sao (a, 3, —7v), (a, —f,7),
(o, =3, =), (a,a,=0), (a,cr,—7), (o, =, —=0), (o, —7,—7). De qualquer uma das trés
primeiras op¢oes, concluimos que II; tem a forma IIy = {£§, +(, +(6 + () }.

Para cada uma das quatro tultimas possiblidades, concluimos que II; tem a forma II; =

{46, £26, £36} ou I1, = {+0, +20, £45}. 0

5.4 Correspondéncia entre estruturas de variedades

bandeira maximais e generalizadas

Em [28], Negreiros e San Martin classificaram todas as estruturas quase Hermitianas em
variedades bandeira maximal, usando a classificagdo obtida por Gray e Hervella em [16].

Mais precisamente, eles mostraram que no caso das variedades bandeira maximais as 16
classes de Gray e Hervella colapsam em trés classes, sendo que uma delas inclui a métrica
normal.

No caso de variedades bandeira generalizadas, Silva [35] mostrou que as 16 classes colap-
sam em cinco classes. Aqui nao entraremos em detalhes das definigoes das 16 classes.

Nesta secao mostraremos bijecoes entre estruturas de certas variedades bandeira maxi-
mais e generalizadas. Essas estruturas sao métricas invariantes, estruturas quase complexas,

estruturas quase Hermitianas e métricas de Einstein.
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Tem uma consequéncia importante a bijecao entre estruturas quase Hermitianas de varie-
dades bandeira maximais e bandeira generalizadas cujo conjunto II; ¢ um sistema de raizes.
Pois como veremos a seguir, nesse caso, nas variedades bandeira generalizada com essa ca-
racteristica (isto ¢, II; é um sistema de raizes) as classes das estruturas quase Hermitianas

sao as mesmas que no caso das variedades bandeira maximal.

Teorema 5.4.1. Sejam

_ SU(s) _
Fa(s) = ST < <01 ° Fa(ni,...,ns) =

SU(n)
S(U(ny) x -+ x U(ny))’

com Y. n; =n en; > 1, variedades bandeira mazimal e generalizada do tipo A;, respectiva-

mente. Sejam 1Tt as raizes positivas de sl(s,C) e I as t-raizes positivas correspondentes a

variedade bandeira generalizada F 4(ny,...,ng). Entdo existe uma bije¢cdo
(1) entre métricas invariantes em F4(s) e Fa(ny,...,ns), dada por
Aay; < Asy (5.20)
(2) entre estruturas quase complexas invariante em Fa(s) e Fa(ny,...,ns), dada por
Eayy ¢ €5, (5.21)
(3) estrutura quase Hermitianas invariante em Fa(s) e F4(nq,...,ns), dada por
(o o)) — (P} o)
(4) entre métricas invariante Einstein em Fa(s) e Fa(ng,...,ng), seny =+ =ngs =n/s,

dada por ([32])

onde 1 <i#j<s, a;€lt edy ellf.

Demonstragao. Os itens (1)-(3) sdo consequencias da Proposicao 4.1.1 e da caracterizagao
desses tensores, em termos das t-raizes, dada no capitulo 3. O item (5) é um resultado em

[32] e para sua verificagdo basta usar as equagoes de Einstein no caso A;. [l
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A classificacdo das classes de estruturas quase Hermitiana invariante dada em [28] é
baseada em termos combinatérios envolvendo os sistemas de raizes Il e os escalares A, e &,.
Assim, como no caso A; o conjunto Il é um sistema de raizes, pela Proposicao 4.1.1, o

mesmo método usado em [28] para classificar as estruturas quase Hermitiana invariante em

F4(n) pode ser repetido para classificar essas estruturas sobre F4(ny,...,n,). Consequente-
mente,
Teorema 5.4.2. As familias de variedades bandeira F 4(s) e Fa(ny, ..., ns) possuem as mes-

mas classes de estruturas quase Hermitiana invariantes.

Um resultado analogo ocorre para as variedades bandeira maximal e generalizada do tipo

Cy, isto é,
Sp(s) Sp(n)
F = F o, Ng) = ,
C(S) U(l)s € C(nh )y T ) U(nl) % . « U(TZS)
com Y. n;=nen; > 1.
Teorema 5.4.3. Considere as variedades bandeira Fo(s) e Fo(ny,...,ns). Sejam IIT =

{ovij=¢6i—¢€j, 05 =i +¢€j,7 = 26,1 <i<j<s} umaescolha de raizes positivas de sp(s, C)
e IIF = {o‘zij,@j,%,l <i< g < s} as t-raizes positivas correspondentes a Fo(nq, ..., ng).
Entao existe uma bijecao entre

(1) métricas invariantes sobre Fo(s) e Fo(ny, ..., ns), dada por

Aayj Ay,
Asi; < Ag, (5.22)

Ay — A

Yij Vij

(2) estruturas quase complezas invariante sobre Fo(s) e Fa(nq,...,ns), dada por

Cai; 7 Cay,

€6y < €3, (5.23)

(3) estrutura quase Hermitianas invariante (A, J) sobre Fo(s) e Fa(ny, ..., ns), dada por

(5.22) e (5.23);

Demonstragao. Segue da Proposigao 4.3.1 e da caracterizagao desses tensores dada no capitulo

3. O
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Observamos que nesse caso nao é possivel estabecer uma bijecao entre métricas de Einstein
invariantes sobre Fg(s) e Fo(ng, ..., ns) via multiplicagdo por algum escalar.
Pela Proposigao 4.3.1, o conjunto das t-raizes de Fg(nq,...,ns) é um sistema de raizes

do tipo C§, portanto de forma analoga ao caso anterior obtemos

Teorema 5.4.4. As familias de variedades bandeira Fo(s) e Fo(ny, ..., ng) possuem as mes-

mas classes de estruturas quase Hermitiana invariantes.



CAPITULO 6

ESTRUTURAS INVARIANTES
(1,1)-SIMPLETICAS

Neste capitulo estudamos f-estruturas invariante nas variedades bandeira. Essas estru-
turas generalizam as eqci J vistas no capitulo 3, pois neste caso o parametro 5 pode assumir
os valores +1 ou 0.

O estudo das f-estruturas (1, 1)-simpléticas em variedades bandeira é motivado por certos
resultados sobre aplicagoes complexas harmonicas com valores em F, veja [12].

Cohen e Pinzon, em [14], obtiveram uma caracterizagdo combinatéria da propriedade
(1, 1)-simplética, veja o Teorema 6.2.9 abaixo. Entretanto essa caracterizagdo combinatdria
foi baseada em grafos cujo o nimero de vértices depende da quantidade de raizes em II,;.
Assim, quanto maior for o nimero |IT);|, mais trabalhoso e complicado é obter novos exem-
plos.

O nosso objetivo neste capitulo é provar que a caracterizacao combinatéria de Cohen
e Pinzon estende-se as t-raizes. Assim obteremos novos exemplos de grafos em variedades

bandeira generalizadas cujo o nimero |II),| é arbitrariamente grande.

87
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6.1 f-Estruturas Invariantes

Nesta secao caracterizamos as f-estruturas invariantes por meio de t-raizes. Como usamos
alguns resultados do capitulo 5 para produzir alguns exemplos, vemos que é mais adequado
esta segao estar neste capitulo do que no capitulo 3.

Seja M uma variedade diferenciavel n-dimensional. Uma f-estrutura sobre 7'M é um
campo tensorial do tipo (1,1), denotado por F, tal que F* + F = 0. Evidentemente toda
eqci é uma f-estrutura invariante. Uma variedade diferenciavel munida de uma f-estrutura
¢ dita uma f-variedade. O conceito de f-estrutura foi introduzido por K. Yano em [40].

Agora vamos apresentar uma caracterizagao das f-estruturas invariante sobre variedades

bandeira por meio de t-raizes.

Definigao 6.1.1. Uma f-estrutura F na variedade bandeira F = G /K € chamada invariante
(ou G-invariante) se para cada v € G/K o endomorfismo F,: T,F — T,F satisfaz dg,oF, =
Fye 0 dgs, para todo g € G.

A defini¢ao acima diz que dado = € F a lei de formagao do endomorfismo F, pode ser
determinada pelo endomorfismo F,: m — m, onde o = eK denota a origem de F. Mais
precisamente: uma f-estrutura invariante em G /K é completamente determinada por um
endomorfismo F: m — m, que comuta com a a¢ao adjunta de K, isto é, Ad(K)F = FAd(K),
e satisfaz F2 + F = 0, veja [14].

Como de costume, denotaremos também por F a sua complexificada, isto é, o endomor-
fismo F: m® — m®. Este endomorfismo é diagonalizavel e seus autovalores sao i, 0, —i. Isto
implica que os elementos da base de Weyl de g° sao autovetores de F, pois F comuta com

a acao adjunta de K© (e portanto com a acdo adjunta de £*). Portanto
F<Xa) = 1€aXa (61)

para todo a € I, onde ¢, € {£1,0} e e_, = —&,. Assim as f-estruturas ficam determi-
nadas pelos valores ¢, indexados pelas raizes complementares II,,;. Esta caracterizacao das
f-estruturas foi dada em [14].

O préximo resultado fornece a caracterizacao das f-estruturas invariantes por meio das

t-raizes.



CAP. 6 ¢« ESTRUTURAS INVARIANTES (1,1)—SIMPLETICAS

Proposicao 6.1.2. Sejam F uma variedade bandeira e 11y o conjunto das t-raizes correspon-
dente. Uma f-estrutura invariante F em F € dada por um conjunto de sinais indexados pelas

t-raizes {e5;0 € 11}, onde g5 € {+1,0,—1} e —g5 = €_5.

Demonstragao. Considere a decomposigao dada pelo conjunto das t-raizes II; = {d, ..., }

m(C:m?EB"'EBm(]S

C

onde os ad(£%)-submédulos mE, i = 1,..., k, sao irreditiveis e ndo equivalentes.

Como F comuta com ad (), pelo lema de Schur segue-se que F| me = Cildye, onde ¢; € C.

Além disso cada m® é determinado por alguma t-raiz § € I, entdo podemos escrever s
no lugar de c¢;.

Sabemos que a restrigao F|m‘f avaliada na base {X,;a € I e k(o) = 9;} é dada por
(6.1). Logo, se a e 3 sdo raizes em I1; que determinam a mesma t-raiz, isto é, se k(a) = k(53),
entdo ¢, = 5. Portanto, se o € Il é tal que k(o) =6 € I entdo —e5s = —c, = -4 = €_y,

donde obtemos a anti-simetria de . O

Com um certo abuso de notagao, denotaremos uma f-estrutura invariante sobre F por
um conjunto {es}, onde g5 = —e_s = +1,0 ou —1 e ¢ € II;. Notamos que no caso em que
F é uma variedade bandeira maximal, temos II; = II, logo os sinais €5 sao indexados por
elementos de II.

Agora vejamos como a Proposicao 6.1.2 nos permite identificar facilmente as f-estruturas

invariantes em diferentes classes de variedades bandeira generalizadas.

Observagao 6.1.1. Seja F é uma variedade bandeira isotropicamente irredutivel, isto é,

ITI| = 1. Entao pela Proposicdo 6.1.2, qualquer f-estrutura em F é dada por
F = i€5[dmc§ - Z'E(;Idmgé

onde Iy = {6, —0} e g5 € {£1,0}. Assim as unicas duas f-estruturas nao nulas s = +1 em
[F sao estruturas quase complexas invariantes.

Como exemplo desta observacao, destacamos os espacos da primeira linha da tabela 2 no
capitulo anterior.

Exemplo 6.1.3. Qualquer f-estrutura invariante em uma variedade bandeira da familia

o SU(n) , ) . N
Fa(ny,ng,ng) = ST T © determinada por um conjunto com apenas trés sinais

{€612, €625+ €615 1, onde €5, € {£1,0} e §;; = 6; —; € II, com 1 <@ < j < 3.
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De fato, basta usar a Proposigao anterior observando que neste caso |II;] = 6, conforme a

Proposicao 4.1.1. Entao fixado uma escolha de t-raizes positivas de II;", temos |II{| = 3.

Sp(n)

TomxoGmy " = 2m. Como vimos

Exemplo 6.1.4. Consideremos o espago F¢ (m,m) =
na demonstracao do Teorema 5.2.4, o conjunto das t-raizes neste caso é dado por II; =
{£ (61 £ 62),£201,+262}. Portanto qualquer f-estrutura em F¢ (m,m) é determinada por
quatro parametros {€s,_s,, s, 46,5 €6, s, }» onde esses parametros podem assumir os valores

£1 ou 0.

6.2 Estruturas (1,1)-simpléticas

Nesta segao estendemos a caracterizagao combinatéria da propriedade (1, 1)-simplética,
obtida em [14], para t-raizes. A propriedade (1, 1)-simplética de f-estruturas é uma genera-
lizagao da propriedade (1,2)-simplética de eqci J, vista no capitulo 3.

Considere a derivada dVF: m X m — m em relacao a conexao Riemanniana definida por
(dF) (X,Y) = VxFY — VyFX - F[X,Y]
onde a conexao Riemanniana associada a uma métrica invariante A é dada por
2VxY = [X,Y] + A ([X,AY] - [AX,Y],).
A derivada dVF avaliada na base de Weyl ¢ dada por, [14]:

in(avﬂgﬁa-;ZXaJr@’ o + /B c HM
(d¥F) (Xa, Xp) = (6.2)

0, caso contrario

onde
n (a, ﬂ) =£g (>‘a+ﬁ + )\g — )\a) + Ea <)‘a+6 + Ay — )\/3) — 2€a+5)\a+5.

Denotaremos por (dv}") o a restricao de dVF: m x m — m ao subespaco m*™ x m~, onde
m* é o autoespaco associado ao autovalor +i.

A tripla (F, A, F) é dita ser (1, 1)-simplética se (dvf) o 0, isto é, se (dV}") (X,Y)=0
paratodo X emTeY e m™.

O par (I, F) é dito ser (1, 1)-admissivel se exite uma métrica invariante A tal que a tripla

(F,A,F) é (1, 1)-simplética.
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A forma de Kahler, considerada como uma 2-forma, é definida por o (X,Y) = —(AX, FY).
Usando a caracterizacao de métricas invariante e f-estruturas invariantes, segue-se a forma

de Kahler avaliada nos elementos da base de Weyl é dada por

iEa/\a, ﬁ = —Q, &q 7é 0,
o (Xa,Yg) =
0, caso contrario

para todo «a, 3 € II;. Como no capitulo 3, a derivada exterior do é dada por

0, a+f+7#0,

dO'(Xa,XB,XW): 0’ ga:gﬁzg,y:()

—5iNa5 (Eada + 83 + €4\ ) , caso contrério
para todo «, 3,7 € IIy, ver [14].

Considere do™ = a restricao de do ao subespaco m*™ x m~ x m™~, dizemos que a variedade

bandeira (F, A, F) é (1,2)-simplética se do™~— = 0.

Teorema 6.2.1. (/14]) As sequintes propriedades da variedade bandeira (F, A, F) sao equi-
valentes.

(i) dot=* = 0.

(ii) d¥F+ = 0.

(111) Para todo o, 3 € Ipy com oo+ B €Il e 1 = ¢, = —ep, temos

0, Eatp = 0
e — Ay =
)\a+ﬁ7 €a+5 =1.

(1v) eaXa + €sXg + 4\, = 0, para toda tripla soma zero {a, 3,7} com 1 =¢, = —¢g.

As propriedades (1, 1)- e (1,2) -simplética coincidem quando a f-estrutura F é uma eqci
J. Mas quando a f-estrutura F nao é uma eqci, a propriedade (1,2)-simplética é uma
condigao necesséaria (mas nao suficiente) para a propriedade (1, 1)-simplética, ver [14].

Agora vamos discutir o critério combinatério para a propriedade (1,1)-simplética de f-
estruturas. Em particular, este é mais um critério para a propriedade (1,2)-simplética de

eqci apresentada no capitulo 3.
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O grafo de intersecao €2 (S) associado a uma familia S = {S1,...,S5,} de conjuntos é
um grafo G' sem loops ou arestas multiplas com conjunto de vértices S, onde S; e S; sao
conectados por uma aresta se e somente se S; e S; nao sao disjuntos. Estas arestas sao
nomeadas pela intersecao entre S; e \S;.

Em particular, dado um conjunto de raizes complentares II,;, define-se o grafo de in-
tersegao associado com II); como o grafo G(Sn,, ), onde Sy, é o conjunto de todas as triplas
soma zero em Iy, (isto é, triplas T = {«, 3,7} tais que «, 3,7 € lIyy e a+ G+ v = 0).
Denotaremos este grafo por G(Ily).

E facil ver que duas triplas soma zero distintas em II,; sao disjuntas ou tém uma tnica
raiz em comum. Assim, as arestas de G(II,;) sdo nomeadas por raizes de I1j,;. Além disso,
diferentes arestas podem ser nomeadas pela mesma raiz em II,;.

Observe que a construgao do grafo G(II);) é muito trabalhosa se a quantidade |II,,| for

SU(4)
T xUM)xUL)xU(D))

suficientemente grande. Por exemplo, se F = & entao o grafo G(II,,) é

SU(38)

um cubo. Mas se F = S(UR)xU(18)xU(4)xU(14))

entdo neste caso o grafo G(II;;) é a uniao de
vérios cubos, conforme [14].

Agora pelo Teorema 5.3.5 podemos estender a definicao de grafos intersecao as t-raizes.

Definicao 6.2.2. Dado um conjunto Il de t-raizes, o grafo de intersecao associado a Il; €

definido como sendo o grafo G := G(Sn,), onde Sy, € o conjunto de todas as triplas soma
zero em Iy, isto é, tripla T = {«, 3,7} tais que o, 3,y € Ty e a + B+ v = 0. Denotaremos
este grafo por G(Ily).

De forma andloga, as arestas de G (I1;) sdo nomeadas por t-raizes. Além disso, diferentes
arestas podem ser nomeadas pela mesma t-raiz.

Se F é maximal entao II; = IIy, = II, logo os grafos G(IL;) e G(II;) coincidem neste caso.

E claro que se F é isotropicamente irredutivel, isto é, [II{| = 1, entdo o grafo G(II;) é

trivial, ou seja, sem vértices.

Observagao 6.2.1. Segue-se das Proposigoes 5.3.6 que se |[II{"| = 2, entao o grafo G(II;) é

desconexo e contém apenas dois vértices.

Exemplo 6.2.3. Consideremos a familia de variedades bandeira %, n > 4. Pela

Proposicao 5.1.1 o conjunto das t-raizes correspondente ¢ dado por

I = {261, (6; £6,)}
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onde 20, é o funcional definido por diag(e, ..., e,&,) — 2e € 6110, diag(e, ..., e,&,) — exep,
com ¢ aparecendo n — 1 vezes. Portanto G(II;) é desconexo e contém apenas dois vértices:

T = {261,571 — 61, —((51 + 571)} e —T.

Consideremos as quadruplas Q = {«, 3,7, ¢} soma zero de raizes em II,;. Isto significa
que «, 3,7, ¢ sao raizes distintas em Il; e a + 3+ v 4+ ¢ = 0. Diremos que uma quadrupla
soma zero ) em I, é ndo simétrica se @ nao é da forma {a, —a, 3, —f}.

Somando duas raizes em @), por exemplo a+(, obtemos uma tripla soma zero {«a + 3, v, ¢},
chamada tripla extraida de (). Observamos que algumas triplas soma zero extraida de () po-
dem néo estar em II,,.

No caso das t-raizes, uma t-quadrupla Q = {9, (,n, &} soma zero de raizes em II; é uma
quadrupla de t-raizes tal que 9, (,n, £ sao t-raizes distintas e 6 + ( +n + & = 0. Diremos que
uma t-quadrupla soma zero () em II; é ndo simétrica se ) nao é da forma {0, —d,n, —n}.

Colocando II; no lugar de II,; e t-raizes no lugar de raizes, define-se triplas soma zero
extraidas de t-quadruplas soma zero nao simétricas de t-raizes.

O numero exato de triplas extraidas de uma quadrupla soma zero nao simétrica de raizes

complementares foi analizado em [14].

Lema 6.2.4. (/14]) Toda quddrupla nao simétrica soma zero () no conjunto das raizes com-

plementares Il tem exatamente quatro triplas soma zero contidas em Ily;.

O proximo resultado fornece o niimero exato de triplas extraidas de uma quadrupla soma

zero nao simétrica () que estao em II;.

Lema 6.2.5. Dada uma t-quddrupla nao simétrica soma zero ) em I, podemos extrair de

Q) exatamente quatro triplas soma zero de t-raizes.

Demonstragao. Seja Q = {9,(,n, p} uma t-quadrupla nao simétrica soma zero de t-raizes.
Se T'= {6+ (,n, p} é uma tripla extraida, pelo Lema 3.3.2, existem raizes complementares
a,y,¢ €y tais que aly =0+, yi=n, di=pea+v+¢=0.

Agora observamos que (0 + () — 6 — ¢ = 0 é também uma tripla soma zero de t-raizes
entao, usando o Lema 3.3.2 de novo, concluimos que existem raizes o e ag em Il tais que
a = ag+ay e ay # g, pois por hipdtese § # (. Além disso, a quadrupla {1, s, v, ¢} é ndo

simétrica, pois se fosse a t-quadrupla {4, (,n, p} também o seria.
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Assim, para cada t-quadrupla nao simétrica soma zero em Iy podemos obter uma quéadrupla

nao simétrica soma zero em Il,;. Agora o resultado segue do Lema 6.2.4. O

Agora vamos apresentar alguns exemplos de grafos G(II;) em diferentes classes de varie-

dades bandeira generalizadas.

Exemplo 6.2.6. Considere a familia de variedades bandeira F 4(ny, ns, n3, ny), onde n; > 1,

i =1,...,4. Sabemos que neste caso o conjunto das t-raizes é dado por

Assim o grafo G (I1;) é dado pelo cubo da figura 1, onde cada aresta desse cubo é nomeada
pelas t-raizes ¢; — 0;. Neste caso cada face do cubo representa uma quadrupla nao simétrica

soma zero em II; e os vértices do cubo representam as triplas soma zero de t-raizes.

Sp(n)
U(m)xU(m)’

sabemos que Iy = {£ (§; £ d2), £25;, £255}. E facil ver que cada t-raizes da forma 20,

Exemplo 6.2.7. No caso da familia de variedades Fo (m,m) = n = 2m, ja
(k = 1,2) pertence a uma tnica tripla soma zero. Assim vemos que o grafo G(II;) é um
quadrado, apresentado na figura 2. Observamos que em qualquer t-quadrupla soma zero

aparece t-raizes repetidas. Logo nao existe t-quadruplas soma zero nao simétricas.
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55 — 6y
04 — 03 01 — 2
0y — 04
85 — 0o 0q — 01
01 — 03
0y — 01 54— 05 03 — 04

02 — 03

Figura 1. O Grafo G(II;)

2-3
—1-2 1-2
2+3
1+3|/1-3 ~1-3[3-1
3-2
2-1 _9_3 1+2
142
2-1 —3-2
3-2
—2-2(1-3 242
—1-2
243 9_3 1-2

-1-1

. SU(n)
Para s Y xU(na))

T

-7y

01+ 92

02 — &1

01— 92

—(61 + 92)

T

2+3

-1-3
1+1 -3-2

—1-2

1-3

143 2-1

-3-3

3+3

—2-3

1+3 3-1 2-3

T3

Figura 2. O Grafo G(II;) para #%, n = 2m.

-2-2

-3-3

1+2
2-1 3-2
-3-2
1+3 24+2+1-3
—1-2
2-3 943 1-2
3+2
3-2 1-3
-1-3
1+2 3+31+1-2
—2-3
3—-1 143 2-3

Figura 3. Cubo do grafo G(II;) para as variedades m, onde +i + j representa +0; £ ;.
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Exemplo 6.2.8. Consideremos o caso F¢ (n1,n2,n3) = U(n1)><5?7(LTQL§XU(n3)’ onde n = >, n;
en; > 1,1 = 1,2,3. Pela Proposicao 5.1.1 o sistema das t-raizes é dado por Il =

{01 £ 82,0 £ I3, 01 £ 03,201, 202,203}. Neste caso o grafo G(II;) é a unido dos cubos da
Figura 3. Observe que quando n; = ny = ng = 1, temos o caso maximal que foi analisado

em [14].

Dizemos que um grafo G(II,;) é localmente transitivo com respeito a F se em todo cubo
o nuimero total de vértices com tripla de sinais igual a (+ + +), (++0) ou (+ 0 0) néo é 1.
O préximo resultado é um critério combinatério da propriedade (1,1)-simplética de f-

estruturas.

Teorema 6.2.9. ([1/]) Seja F uma f-estrutura em uma variedade bandeira F e G(Ily) o
grafo de interse¢do de raizes em 11y associado. Entdao a transitividade local de G(I1yy) € uma

condi¢ao suficiente e necessaria para (F, F) ser (1,1)-admissivel.

Agora procedemos no sentido de mostrar que podemos colocar G(I1;) no lugar de G(I1,,),
no Teorema anterior. Assim a andlise combinatoria desse critério torna-se simples em varias
classes de variedades bandeira generalizadas, como vimos em exemplos anteriores.

De acordo com a Proposicao 6.1.2, toda f-estrutura invariante F sobre uma variedade
bandeira F determina uma tripla de sinais (+, —, 0) em cada vértice do grafo G(Il;) associado.

Assim podemos definir de modo anélogo a transitividade local no grafo G(IIy).

Defini¢ao 6.2.10. Dizemos que um grafo G(Il;) € localmente transitivo com respeito a F
se em todo cubo o nimero total de vértices com tripla de sinais igual a (+++), (++0) ou

(+ 0 0) nao € 1.

O préximo resultado fornece um critério para um grafo G(Il) ser localmente transitivo

com respeito a F.

Teorema 6.2.11. Seja (F, F) uma f-variedade. Consideremos o conjunto 1y, das raizes
complementares e o cojunto 11y das t-raizes. O grafo G(Ily) € localmente transitivo se e

somente se G(Il;) também o €.

Demonstragao. A aplicacdo restri¢ao k: 11y, — Il faz cada vértice (o, 3,7) do grafo G(I1yy)

corresponder ao vértice (k(a), k(3), k(vy)) do grafo G(IIy).
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Chamando de V(G) o conjunto dos vértices do grafo GG, podemos definir a fungao
E:V(G(My)) — V(G(IL))

dada por '(, 8,7) = (k(a), k(B), k(7))-

As propriedades de k' sdo: pela Proposicao 6.1.2, k' preserva as triplas de sinais com
respeito a F. Além disso usando os lemas 6.2.4 e 6.2.5 concluimos que k' faz cada cubo de
G(II) corresponder a um tnico cubo de G(Il;). Geometricamente k' colapsa vérios cubos
de G(II;) em um tnico cubo de G(II). Portanto se um grafo G(I1,;) é localmente transitivo
entao o correspondente grafo G(II;) também o é.

Reciprocamente, suponhamos que um grafo G(II;) seja localmente transitivo. Se o grafo
G(I1p7) nao fosse localmente transitivo, existira um cubo C' com um unico vértice («, 3,7)
cuja a tripla sinais (€,,£4,6,) com respeito a F seria igual a (++ +), (++0) ou (4 0 0).
Entao pelas propriedades de &' concluimos que £/'(C) seria um cubo em G(II;) com um tnico
vertice (k(a), k(3), k(7)) cuja a tripla de sinais (€x(a), €x(3), Ex(y)) COM respeito a F seria igual
a(+++4), (++0) ou (+00). Assim o grafo G(II;) nao seria localmente transitivo. Isto

contradiz a hipétese. Portanto o grafo G(IIys) é localmente transitivo. [

As bijecoes dadas nos Teoremas 5.4.1 e 5.4.3 aplicam-se também para as f-estruturas

Invariantes.

Coroléario 6.2.12. (a) Eziste uma bije¢ao entre f-estruturas invariante emF 4(s) e Fa(nq, ...
dada por (5.21).

(b) Existe uma bije¢ao entre f-estruturas invariante em Fo(s) e em Fo(ny, ..., ng), dada
por (5.23).

Além disso, essas bijecoes preservam a propriedade (1,1)-simplética.

Demonstra¢ao. Segue como consequéncia da Proposicao 6.1.2 e do Teorema anterior. O

7”8);
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CAPITULO 7

APENDICE

Neste apéndice mostramos as propriedades dos coeficientes [(]ﬁ} usadas no capitulo 4,
quando descrevemos as equacoes de Einstein no caso Gs.

Seja M = G/L uma variedade homogénea, onde G é um grupo de Lie conexo, semi-
simples e compacto e L é um subgrupo de isotropia. Denotamos por g e [, a algebra de Lie
de G e L, respectivamente. Além disso, denotamos por B (-, -) a forma de Cartan-Killing da
algebra de Lie g.

Como G é um grupo de Lie compacto e semi-simples, a negativa da forma de Cartan-
Killing, usualmente denotada por —B(:,-) = (+,+), é um produto interno Ad(L)-invariante
([7], Teorema 2.13).

Tome m o complemento ortogonal de [ em g com respeito a (-,-). Entao
g=I[dm e Ad(L)m C m. (7.1)

Seja m = my@P - -+ & m,, uma decomposicao de m em submddulos Ad(L)-irredutiveis m; (i =

1,...,n), mutualmente nao equivalentes. Denotamos dj, = dimmy, (k=1,...,n).

Seja {es} uma base ortonormal, com respeito a (+,-), adaptada a decomposicao de m,
isto é, e, € m; para algum i e se i < j, e, € m; e eg € m; entao « < 3. Denotando
Als = ([ea, €8], €), temos que [eq, e5] = 3, A)ge, j& que {es} é uma base (-, -)-ortonormal.

2
Definimos [Z] =3 (Alﬁ) , onde a soma é tomada sobre todos os indices «, [, v com

€ €My, g EM; € €, € My.
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Como Azﬂ é anti-simétrico nos trés indices, segue que [Z] é simétrico nos trés indices.
A notagao Lﬂ é devida a Wang-Ziller [36].

Lembramos que uma métrica g, G - invariante em M, é dada por
D0 Gl 4 A () i A A €RT, (72

O espacgo dos 2-tensores covariantes simétricos G— invariantes, ¢ dado por

{wy - () oy - Fwn - (4,°) Jppswr,y .., w, € R} (7.3)

Como o tensor de Ricci de uma métrica G— invariante em M é um 2-tensor covariante

simétrico G— invariante, ele é caracterizado por (7.3).

Proposicao 7.0.13. A curvatura de Ricci de (M, {,)), pode ser expressa por :

1

Ric(g)(X, X) = L Z ][X, Xily| + 5

(X, X) (7.4)
+2 Z (1%, X, . X ) (7.5)

onde (-, -) é a negativa da forma de Cartan-Killing e { X;} € uma base ortonormal com respeito
a,).

Demonstragao. Ver [11], Corolario 7.38. O

Lema 7.0.14. (/26])As componentes 1y, do tensor de Ricci, Ric(g), de uma métrica T -
invariante g = A (,) |py + -+ A () |p, em M = G/L sao dadas por:

1 Akm @ Ajm
Tk = v+ 75 .
2/\k 4dk ij=1 )\z/\] 1) Qdk b= 1)\k>\ ki
(k=1,...,n)
~ . (k) % .
Demonstracao. Seja {65 }5—1 uma base ortonomal em my (k=1,...,n), com respeito ao

d
produto interno (, ). Defina X, §’“’ = ﬁegk), entao {X ék)}éil ¢ uma base ortonormal em my

(k=1,...,n), com respeito a métrica g.
Para usar (7.4), é conveniente calcular alguns termos do lado direito separadamente.
Para calcular o primeiro termo do lado direito em (7.4), lembramos que Uyp_, {X ék)}jkzl
¢ uma base ortonormal com respeito a métrica g em m = m; + - -- +m,,. Entao

X® xP] = [ xP X4+ [ O, xP]

my
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e como 0s vetores [X C(y’“), X g)} sao dois a dois ortogonais, vemos que
m;

HXék)’Xz(fi)}m’Q _ ‘[Xék)aXéi)]

2

Tt '[Xék)’Xg)}mn

my

Entao, o primeiro termo do lado direito em (7.4) é dado por

Ly~ 1§ (k) (@ k) (@)
- _23',12::1 YO ﬂzzl<[€o‘ 5 ]mj ’ [ea 1€ }m]>
S an A i({ (k) (z)} {(m @)} )
B 2].’1.:1 YDy = €a™Cp m; €n €3 n

onde a pentltima igualdade é devido a expressao da métrica g, isto é, g =\ (,) |my + -+ +
Ao (5) Jm

E para a ultima igualdade, observamos que Uj_; {egk)}5:1 é uma base ortonormal com
respeito a métrica (-, -), em m, entao

o0, = 35 () ) 2

P =1
O terceiro termo do lado direito em (7.4) é dado por

P S ] ey = 8 s ()

] i=1 7,3 Ji=1,8

Portanto
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T . . .~ k
agora tomando a soma sobre o indice o na igualdade acima e usando a definicao de L‘j}’

conseguimos

d, = ' Y
a=1

Corolario 7.0.15. As componentesr, do tensor de Ricci Ric(g) de uma métrica G—invariante

9= et Ao (4,7) |ma em G/T sdao dadas por

11 Aa l&] 1 l 1
2o 8 57%+ AsAy | By 4 ze: af
Demonstragao. Basta aplicar a Lema (7.0.14), observando que d, = 2, « € T, O

Os dois préximos resultados mostram como calcular | 7|, com «, 3,v € ITT.
af

Proposigao 7.0.16. As unicas triplas de raizes positivas para as quais [Ojﬂ} € nao nulo sao

a—f

af

a+ 0
of

| =2z e” ] =2,

Demonstracao. Pela definicao e simetria de LJB]’ temos

_ /8 _ = /y =
el [fa
oy | (e Sl S0 ([ Sal, A4+ ([Sr As], 520"+ (18, As] A2+

/y —
aB] 8

2 2 2 2
([Aa, Sﬁ] 757) + ([Aa, Sﬁ] 7A7> + ([Aa, Aﬁ] 7A’Y) + ([Aa, Aﬁ] ’S’Y)
Para os colchetes envolvendo A, e S3, se a # (3 entao usando que N, 3 = —N_, _3, obtemos

[Aa, Ag] = Na7ﬁAa+ﬂ + N,aﬂAa,ﬁ (77)
[Sa, Sp] = NagAatp = No,—pAa—p
[Aa, Sﬁ] = Na”@Sa_'_ﬁ + Na’_ﬁsa_/g.
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Note que a+ B3 +~v #0,V «, 5,y € TIT.

Usando (7.7) , obtemos que os tinicos termos nao nulos na soma Bﬁ} sao

(=2N,_5)°, sey=a—f3
([Sa, Sg] 7Av>2 - (_2Na,ﬁ)2 ,sey=a+ [

0, caso contrario

—2N_ aﬁ ,sey=a—[
([Sa: Ag]. S (~2Nop)?, sey=a+f
0, caso contrario
(2N, 5 ,sey=a—pf
([Aa, S5, S 2Na5 ,sey=a+ [
0, caso contrario
(2N_ ag ,sey=a—pf
([AavAﬁ 2Naﬂ ,sey=a+
0, caso contrario.
Portanto, usando o fato que (N_, g = (Ng, ﬂ )

Z(Na,ﬁ)Qa S€ 7:a+ﬁ ;
T 2 A
la6‘| o 2 (Na,—ﬁ) , S€ Y =« 67

0, caso contrario.

Lema 7.0.17. Sejam « e (3 raizes e

G—pa,....0,...,0+q«u (7.8)

a a— sequéncia através de 3. Entao

(Nei? = Ny (- Vo) = P p 0,0
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Demonstragao. Ver [30], Lema 8.5. O

Observagao 7.0.2. [JB} ¢ invariante pelo grupo de Weyl W, isto é,

LU (Zé})(zf)(ﬁ)} N L]g]? Vwe W

De fato, para raizes «, § € II, B(a, ) = B(f3, 3) se e somente se 3 = w(«) para algum w do
grupo de Weyl W. E w(f) + kw(«a) € II se e somente se (3 + ka € II. Agora basta usar a
Proposicao 7.0.16 e o Lema 7.0.17.



