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Resumo

Neste trabalho mostraremos que uma estrutura quase riemanniana (ARS) sobre uma
variedade diferencidavel de dimensao n pode ser definida, ao menos localmente, por um
conjunto de n campos vetoriais, que se degeneram em algum conjunto singular, este
conjunto é chamado de locus singular. Em especial definiremos um ARS sobre um grupo
de Lie de dimensao n, como sendo n campos vetoriais invariantes a esquerda ou campos
vetoriais afins com posto igual a n num subconjunto préprio aberto e denso o qual satisfaz
a condi¢ao do posto de Lie. Apartir disso estudaremos o locus singular, o qual é o conjunto
de pontos onde os campos vetoriais deixam de ser independentes, o locus singular de fato
é um conjunto analitico, mas em geral ndao é uma subvariedade nem subgrupo, entao
estabeleceremos condigoes suficientes para que o locus singular torne-se uma subvariedade
ou um subgrupo. Calcularemos as equagdes Hamiltonianas do PMP, e com isso obteremos
uma caracterizacdo completa de anormais.

Por fim, faremos uma contribuicao no estudo dos ARS simples, ao estudar o locus singular

dos grupos de Lie soltivel nao nilpotente de dimensao baixa.

Palavras-chave: Estrutura quase Riemanniana, locus singular, grupo de Lie, condicao

do posto de Lie.



Abstract

In this work we present an almost-Riemannian structure (ARS in short) on a n-dimensional
differential manifold can be defined, at least locally, by a set of n vector fields, that
degenerate on some singular set, this set is called the singular locus, we define an ARS
on a n-dimensional Lie group by n left-invariant or affine vector fields the rank of which
is equal to n on a proper open and dense subset and that satisfy the rank condition,
we study the singular locus, that is the set of points where the vector fields fail to be
independent, in fact it is an analytic set, but not a subgroup, not even a submanifold in
general , then we establish sufficient conditions for the singular locus to be a submanifold
or a subgroup. We compute The Hamiltonian equations of the PMP, and with it we get a
complete characterization of the abnormals.

In the section 6 we do a contribution to study of simple ARS, because we start to study

the singular locus of nonnilpotent solvable low-dimensional Lie groups

Keywords: Almost-Riemannian structure, singular locus, Lie group, rank condition.
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Introducao

Este trabalho foi baseado no artigo [5] no qual os autores analisam estruturas quase-
Riemanniana sobre grupos de Lie.

Uma estrutura quase-Riemanniana, (ARS) sobre uma variedade n — dimensional pode ser
definida, ao menos localmente, como um conjunto de n campos vetoriais considerados como
uma estrutura ortonormal que se degeneram sobre algum conjunto singular. Naturalmente
definimos uma ARS simples sobre um grupo de Lie n — dimensional como sendo n — 1
campos vetoriais invariantes a esquerda ou campos vetoriais afins com posto igual a n
sobre um subconjunto aberto e denso que satisfazem a condi¢ao do posto da algebra de Lie.
Esta geometria apareceu como uma parte da geometria subriemanniana, e recentemente

despertou interesse como é mostrado nos artigos, [2,7,8].

ARSs sao considerados como uma generalizacao da geometria Riemanniana que surge
naturalmente em tépicos da teoria de controle. Por exemplo sejam X e Y dois campos
vetoriais suaves em uma variedade M de dimensao 2. Se X e Y sao linearmente indepen-
dentes eles definem uma métrica Riemanniana sobre M, a métrica para o qual eles sao
ortonormais e portanto dao a M uma estrutura de espaco métrico. Se X e Y chegam a
ser linearmente dependentes em algum subcojunto de M, entao a métrica Riemanniana
correspondente tem singularidades, mas sob algumas condi¢oes a estrutura da métrica ¢é
ainda bem definida. Estruturas métricas que podem ser definidas localmente deste jeito

sao denominadas estruturas quase Riemannianas.

Se o par X,Y ¢ Lie bracket generating, i.e., se
span{X(q),Y(q), [X,Y](q), [X,[X, Y]] (q),- - } = TgM
entao o sistema de controle
G=uX(q) +vY(q) v*+v*<1 qe M, (1)

¢é completamente controlavel e a fungao do tempo minimo define uma distancia continua d
sobre M. Quando X e Y sao linearmente independentes em todo o espaco (neste caso M
é paralelizavel) tal distdncia é Riemanniana e corresponde a métrica para o qual {X,Y} é
uma estrutura ortonormal mével.

A ideia é estudar a geometria obtida comecando-se de um par de campos vetoriais que
podem ser colineares. Mais geralmente se X e Y sdo paralelos em um conjunto Z C M (qual
é denominado locus singular) e sob algumas condigoes este se tornard uma subvariedade
mergulhada de M de dimensao 1.

Estruturas métricas que podem ser definidas localmente por um par de campos vetoriais
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{X,Y} através de (1) sdo chamadas estruturas quase Riemannianas.

Daremos um exemplo de ARS simples, denominado "O plano de Grushin" sobre o grupo
de Lie abeliano R?.

Estudaremos o locus singular, o qual é um conjunto analitico mas nao é um subgrupo nem
uma subvariedade em geral. Estabeleceremos assim condi¢oes suficientes para que o locus
singular seja uma subvariedade ou subgrupo de Lie. Além disso, propriedades do locus
singular, no grupo de Heisenberg serao estudadas.

Por outro lado consideraremos a equagao hamiltoniana de PMP, (o Principio do Maximo
de Pontriagyn) o qual permite obter uma caracterizacao completa de anormais.

Além disso faremos uma contribuicao na secao 6 no estudo dos ARS simples, ao estudar o

locus singular dos grupos de Lie soluveis nao nilpotentes de dimensao baixa.
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1 Preliminares

O objetivo deste capitulo inicial é expor os conceitos e fatos basicos que serdao necessarios ao
desenvolvimento de todo o trabalho. Admitiremos ja conhecidos os conceitos e resultados
béasicos sobre grupos de Lie e dlgebras de Lie. O leitor interessado em mais detalhes pode
consultar [5,6,12,13,16,20,21, 23]

1.1 Definicbes basicas

1.1.1 Campos vetoriais lineares e afins

Nesta secao introduziremos os conceitos de campos vetoriais lineares e afins, assim como
as suas principais propriedades.

Seja G um grupo de Lie conexo e g sua algebra de Lie, identificada com o conjunto de
campos vetoriais invariantes a esquerda. Um campo vetorial sobre G é dito ser linear se
seu fluxo é um subgrupo a um parametro do grupo dos automorfismos de G, i.e., para
todo t € R ¢i(gh) = pi(g)pr(h).

Note que um campo vetorial linear é completo, pois pela definicao de subgrupo a um
parametro suas curvas integrais estao definidas em todo R. Denotamos o fluxo de um

campo vetorial linear X por (p;)ier.

Definicao 1.1.1. Seja G um grupo de Lie conexo e g sua algebra de Lie. O normalizador

de g em V¥(G) é por definigao
N :=normyeg g = {F € V¥(G);VY €g [F,Y] € g}

Um campo vetorial sobre G é dito afim se pertence a 1.
O seguinte teorema relaciona o normalizador com campos lineares, sua demonstracao pode

ser encontrada em [13].

Teorema 1.1.2. Caracterizacdo de campos vetoriais lineares.
Seja X um campo vetorial sobre um grupo de Lie conexo. As sequintes condicoes sao

equivalentes:

1. X € linear

2. X pertence ao normalizador de g na dlgebra de campos vetoriais analiticos de G, ou
seja
v eg [X.Y]eq, (1.1)

e satisfaz X(e) =0
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3. X werifica que
Vg, h € G Xgh = (TLg)h X, + (TRh)g Xg. (12)

De acordo com (2) podemos associar a um campo linear X dado, a derivacao D de g
definida por:
DY = —[X)Y] VY €g.

O sinal de menos nesta definigdo vem da férmula [A, b](z) = —Ab em R". Isso também

permite evitar o sinal menos na seguinte férmula:
oilexpY) = exp(e’’Y) VY € gVt eR. (1.3)

Para o caso particular em que a derivagao ¢ interna, ou seja D = ad(X) para algum X € g.
O campo vetorial linear pode ser escrito como X = X + 7, X.

Portanto X é a soma de um campo invariante a esquerda X e um campo invariante a
direita Z, X.

O fluxo de tal campo vetorial é dado por

¢i(g) = exp(tX)gexp(—tX). (1.4)

O proximo resultado nos mostra um pouco da importancia de campos vetoriais lineares.

Sua prova pode ser encontrada em [13]

Teorema 1.1.3. Um campo vetorial afim pode ser unicamente decomposto como a soma
F=X+7,

onde X € linear e Z ¢ invariante a direita

1.1.2 Teoria de controle

Nesta secao alguns topicos de teoria de controle serao expostos.

Seja I' = {g;;i € I} uma familia C* de campos vetoriais sobre uma variedade conexa M
de classe C*, k > 1, e denotemos por (v}) o fluxo local de g;.

A orbita de T" através de um ponto p € M é o conjunto de pontos ¢ para o qual existem

campos vetoriais g;,, ..., g;, € I', e nimeros reais t1,...,t, tais que
i i1 —
Yo 5 (P) =4

Teorema 1.1.4. Teorema da Orbita, Teorema de Sussman

A orbita de T através de cada ponto p € M € uma subvariedade conexa de M.

Esta familia de campos vetoriais é dita transitiva se a érbita através de cada ponto p de

M éigual a M, ou seja M é a tnica 6rbita de I'. Seja Vk(]\/[) o espago de campos vetoriais



Capitulo 1. Preliminares 16

C* sobre M. Tal conjunto nao é uma algebra de Lie se k < 4+00. No caso onde k = 00 0
subespaco de V¥(M) gerado por estes colchetes de Lie é uma algebra de Lie e sera dito
que a familia " gera a élgebra de Lie. Denotaremos tal algebra de Lie por L£(T).

Assumindo que I' gera uma algebra de Lie, o posto de Lie de I' em cada ponto p € M é

por definicdo a dimensdo do subespago de T, M, gerado pelos vetores v(p), v € L(T').

Definicao 1.1.5. Condicao do posto da algebra de Lie

Dizemos que a familia I" satisfaz a condi¢do do posto de Lie se £(I") tem posto maximo.
Sejam X1, X, ..., X,,, campos vetoriais suaves sobre uma variedade suave M de dimensao n.
Por defini¢ao a condigao de posto de a algebra de Lie em um ponto pg € M ¢ a propriedade
a qual T, M = Span{X(po) : X € Lie (X1, Xa,..., X;)} onde Lie(Xy, Xo, ..., X,,) denota

a algebra de Lie dos campos vetoriais suaves gerados por Xy, Xs, ..., X;,,

A condicao do posto da dlgebra de Lie afirma que a familia I" é transitiva sempre que seu
posto seja maximo, ou seja igual & dimensao de M em cada ponto.

Esta condigdo tem um papel importante no estudo de propriedades de controlabilidade de
sistemas de controle. Em outras palavras a condi¢ao do posto da algebra de Lie pede que
os campos de vetores do seu sistema gere em cada ponto da variedade, uma algebra de Lie

de mesma dimensao do espago tangente nesse ponto.

1.1.3 Estruturas quase-Riemanniana (ARS)

Apresentaremos as definicoes de ARS e ARS simples. Para um tratamento mais completo

o leitor pode consultar [1].

Definicao 1.1.6. Uma estrutura quase Riemanniana sobre uma variedade suave M de

dimensdo n é uma tripla (E, f,(.,.)) onde:

1. E é um fibrado vetorial sobre M de posto n,
2. f: E —TM éum morfismo de fibrados vetoriais,

3. (E,(.,.)) é¢ um fibrado Euclideano, ie., (.,.), ¢ um produto interno sobre a fibra £,

de FE variando suavemente com relagao a ¢, satisfazendo:

a) O conjunto de pontos ¢ € M tal que a restricao de f a E, é sobrejetora é um

subconjunto aberto e denso de M,

b) O modulo = de campos vetoriais sobre M, definido como a imagem de f dos
moédulos das se¢oes suaves de F, satisfaz a condicao do posto da algebra de Lie.
Considerando S(E) = {0 : M — E, suaves moo =id}, onde 7 é a projegao

do fibrado vetorial, ¢ um moédulo sobre o anel das fungdes C*°(M), entdo o item
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3b) nos diz que os campos vetoriais f o ¢ satisfazem a condi¢ao do posto da

algebra de Lie,

Observacgao 1.1.7.

1. O conjunto de pontos de M onde o posto de f(E,) = =, é menor que n é chamado
de locus singular da ARS é serd denotado por Z. Se M\ Z nao é préprio, ou seja Z

poderia ser vazio, entao a estrutura poderia ser Riemanniana.

2. Esta estrutura é trivializavel se (E, (.,.)) é isomorfo ao fibrado Euclideano trivial
M x R™. Neste caso poderiamos escolher uma base ortonormal (e, .. .e,) sobre R"
e definir n campos vetoriais sobre M por f;(q) = f(q,e;), i = 1,...n. O conjunto

(f1,... fn) é uma estrutura ortogonal sobre M\ Z

Norma

A norma quase Riemanniana sobre =, é definida por
[vllg = min{{|ull;u € Ey e f(u) =v}.

Note que a linearidade de f sobre as fibras, garante que o minimo estd bem definido. No

caso trivializédvel temos:

foll = min | 3w+ v = .

Curvas admissiveis
Uma curva v : [0,7] — M é dita ser admissivel se é Lipschitz continua, (com respeito a

estrutura diferencial de M), e se existe uma func¢do mensuravel limitada v : [0, 7] — E tal

que §(t) = f(u(t)) parat € [0,T], q.t.p.
Seu comprimento é:

)= [ I3t de

No caso trivializavel, assumindo que ||u|| realiza o minimo de ||5(¢)|, temos

= iuf(t)dt.

A distancia quase Riemanniana é definida como o infimo dos comprimentos de curvas
admissiveis. E um fato bem conhecido que esta distancia é finita e continua na topologia

da variedade. Dados p,q € M e escrevendo a distancia como,
d(p,q) = inf {{(y) onde v é uma curva admissivel tal que v(0) = p,v(T) = ¢}

segue, pela condicao do posto da algebra de Lie, que temos transitividade e portanto a

distancia esta bem definida.
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1.1.4 ARS simples

Definigao 1.1.8. Uma ARS simples é uma ARS definido sobre um grupo de Lie conexo

G por um conjunto de n campos vetoriais da forma
{Xa}/la s 7Yn—1}
onde

(i) X é linear
(ii) Y7,...,Y,_1 sdo campos vetoriais invariantes & esquerda, linearmente independentes
(iii) n =dim G e o posto de X, Y], ...,Y, 1 é total sobre um subconjunto de GG

(iv) O conjunto {X,Y),...,Y, 1} satisfaz a condigdo do posto da dlgebra de Lie.

O conjunto onde o posto de X, Y7,...,Y, 1 nao é total serd denominado o locus singular

e serd detonado por Z.

Observacao 1.1.9.

1. O conjunto {X,Y7,...,Y, 1} define um ARS pois como G é um grupo de Lie, entéo

esta de acordo com a observacao 1.1.7.

2. O locus singular Z é um subconjunto analitico de GG, como veremos a frente, pois
coincide com o conjunto de zeros de uma fungao analitica. Pelo item (iii), Z nao
é igual a G e por analiticidade seu interior é vazio. Por outro lado como X (e) =0
segue que tal conjunto nao é vazio. Finalmente G\ Z é um subconjunto aberto, denso

e proprio de G.
3. A condicao do posto implica que

;CA{X,Yl,...,Yn,l}:RX@g

Condigoes necessarias para a condicao do posto de Lie

Denotemos por A o subespago vetorial de g gerado por Yi,...,Y,_1, e seja D a derivagao
associada a X’;

Se [A;A] C A e D(A) C A, entdo a édlgebra de Lie gerada por X, Y7,...,Y, ; éigual a
A. Mas o posto dessa algebra de Lie nao é total sobre Z.

Consequentemente a condicao do posto de Lie implica que pelo menos uma das seguintes

condicoes é cumprida:
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(i) [AA]Z A
(i) D(A) ¢ A.

Exemplo 1.1.10. O plano de Grushin '

Um exemplo de ARS é fornecido pelo plano de Grushin onde a variedade é M = R?, que é
um grupo de Lie abeliano.

Consideremos o par de campos vetoriais dados como X (z,y) = (0,x), e Y(z,y) = (1,0),

onde temos o sistema de controle correspondente Z = vX 4+ uY. Em coordenadas tal

{ Lo (1.5)

y =vx.

sistema pode ser espresso como

Sendo X linear e Y invariante, o plano de Grushin é uma ARS simples. O locus singular é
0 eixo y, ou seja x = 0.

Para ir de acordo como foi formulado inicialmente consideremos, sem perda de generalidade,
os geradores como X (z,y) = (1,0), e Y(z,y) = (0, ).

Da definicdo inicial de ARS, E = R?* x R?, f ((z,y), (a,b)) = ((x,5), (a,zb)) e (.,.) é a

estrutura euclideana canénica sobre R%. Neste caso uma estrutura ortonormal global é

dada por X(z,y) = 0,, Y(x,y) = x0,. Onde 0, = aa
T

1" Este exemplo foi nomeado ap6s Grushin quem estudou em [10,11]. As propriedades analiticas do

operador 8% + x28§ e de suas generalizagoes multidimensionais. O modelo foi originalmente introduzido
no contexto da teoria de operadores hypoelipticos.
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2 O Locus Singular

2.1 Introducao

Nesta secao vamos estudar as propriedades do locus singular Z de uma ARS simples
determinado pela estrutura ortonormal {X,Y7,--- Y, 1}. Nao consideraremos aqui a
métrica, e ao invés disso consideraremos o subespaco A de g gerado pelos campos vetoriais
Y1,...,Y,_1. No caso de um grupo simplesmente conexo abeliano, ou seja quando G = R",
o locus singular é um subespaco de G = R" de codimensao 1.
Seguidamente se analisard quando Z é um subgrupo ou uma variedade diferenciavel, o
que em geral nao ocorre, como veremos no caso do grupo de Heisenberg.
Por definicao

Z={geG:posto(X,Yy, -, Y, 1) =n—1}

O hyperplano A pode ser definido como o ntcleo de uma 1-forma w ao qual pode ser
associada uma 1-forma invariante a esquerda igualmente denotada por w.
Considerando a aplicagdo F': G — g, definida por F(g) = (TLgfl>g X, e utilizando w e

F', podemos definir o locus singular da seguinte forma

gEZ<= X, e A<= F,e A = (w,F,) =0.
Denotemos por ¢ a funcio analitica 1 : G — R definida por ¥ (g) = (w, F}).
A seguir apresentamos dois lemas sobre as propriedades analiticas de F'.

Lema 2.1.1. Seja X um campo vetorial sobre um grupo de Lie conexo G e
F(g) = (I'Ly-1), Xy Entao para todo g € G, Y € g,t € R, tem-se:

1.
d|F tYy
dF(ep )l py (2.1)
dt —0
2.
F(gexptY) = F(exptY) 4+ e t*dM p(g), (2.2)

T,F = (D +ad(F,)) o TL, . (2.3)
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1. Denotando por (¢;),.g 0 fluxo do campo X, usando a férmula 1.3

Demonstracao.
temos,
d[F(exptY)] d
| == T'Lex —1 Xex
o . dtﬁo[ (exp(ty)) 1 Xexp(ty)]
_ 4 a lexp (—tY) s (exp(tY))]
- dt —o dt o p SOS p
d d <D
=7 B pr . lexp (—tY) exp (te Y)]
d
_ Y sDY
dt| =Y + Y]
=DY.

2. Seja Y € g usando a féormula 1.2 temos,

F(gexp(tY)) =T'L, exp(y)) -1 Xgexp(ty)
=T Lexp(—tv)T' Ly (TLgXexp(tY) + TReXp(tY)Xg)
=F (exp(tY)) + Ad (exp(—tY")) F(g)
=F (exp(tY)) +e Y F(g),

obtendo a férmula 2.2.
Derivando esta féormula em ¢ = 0 obtemos a féormula 2.3 como segue,

d

=2 Flgexy))

t=0

— ccli ) (F (exp(tY)) + eftad(Y)F(g))

=DY —ad(Y)F(g)
—DY +ad (F(g))Y.

TyF(Yy)

Lema 2.1.2. Para todo g€ G,Y €g, eteR

VEk > 0 j;F(g exptY) = (—=1)F 1 (ad(Y))* ' DY + (=1)F (ad(Y))* F(gexptY) (2.4)

tk
FlexptY) = Y (=1)¥ ' ad*V(¥)DY, (2.5)
=1 k!
Demonstragdo. Pela formula 2.3 obtemos,
d
%F (g eXp(tY>> :Tgexp(tY)F'}/gexp(tY)
=DY —ad(Y)F (gexp(tY)),
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obtendo a féormula para £ = 1. Por induc¢ao obtemos,

jt,;F (gexp(tY)) =(=1)* (ad(¥))* (DY — ad(Y)F (gexptY))

=(=1)* (ad(Y))" DY + (=1)F (ad(Y))*™ F (gexptY).

Agora para a féormula 2.5 temos F (exp(0Y)) = F(e) = 0 e para k > 1 aplicando as
k

d
formulas anteriores a g = e e t = 0 obtemos dk‘ F(exptY) = (—=1)"! (ad(y))k—l DY,

00 k

segue por analiticidade que F (exptY’) Z ad(Y))k’_1 DY. O
Note que pelo Lema 2.1.1, F' tem expansao em série de poténcias em pontos exponenciais,
além disso w ¢ linear e G' é conexo dai segue que v é analitica.

Com esta notagao entdo o locus singular torna-se o conjunto de zeros de .
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2.2 CondicGes suficientes para que Z torne-se uma subvariedade

Nesta se¢ao mostraremos que Z é uma subvariedade (mergulhada e analitica) sempre que

A seja uma subdlgebra de g. Para fazer isso necessitamos do seguinte lema.

Lema 2.2.1. Suponhamos que A é uma subdlgebra de g. Entdo g pode ser decomposta
como
g=RY, & W &R, (2.6)

onde

1. W é uma subdlgebra de dimensao n — 2;
2. A=W e R¢;
3. DY (A)=RY, & W;

4. (w,Y,)=1eDE=Y, (mod A).

Demonstragio. Como A é uma subalgebra, a condi¢ao do posto implica que D*w é uma
1-forma nao nula tal que D*w # w, onde D*w = w o D. De fato se D*w = 0 entdo para
todo Y = DX com X € A, temos w(D(X)) =0, dai Y = D(X) € A. Por outro lado se
D*'w=wentdo wo D =w, logo w (D(X)) =w(X) =0assim Y = D(X) € A. Em ambos
casos DA C A contradizendo a condi¢ao do posto da dlgebra de Lie ser satisfeita, uma
vez que A é subalgebra.

Por conseguinte D™'A = ker (D*w) é um subespaco de g de dimensdo n — 1 diferente
de A, e W =AND'A é um subespaco de g de dimensao n — 2 o qual é também uma
subalgebra.

Com efeito sejam X, Xy € W, como A é uma subdlgebra entao [X;, Xs] € A. Pela
definigdo de W, DX; € A e DX, € A donde D[X1, Xy| = [DX1, Xo] + [ X1, DX5] € A.
Portanto, [X1, Xo] € D™'A implicando [ X7, X5] € W.

Seja Y, € g tal que D™'(A) = RY, @ W. Como Y, ¢ A e (w,Y,) # 0, podemos supor
sem perda de generalidade (w,Y,,) = 1. Como DA € A existe £ € A tal que D€ ¢ A e
D¢ = aY,, (mod A) com a # 0. Salvo modificagao de £ podemos escolher a = 1, concluindo

a demonstracao. O

Corolario 2.2.2. Seja X um campo vetorial linear sobre um grupo de Lie conexo G, e
considere F' : G — g dada por F(g9) = (T'Lg-1),X,y. Seja w uma 1-forma invariante d
esquerda sobre G e 1 uma fungao de valor real definida em G por (g) = (w, F(g)). Entao

VY €g T,.Y, = (w, DY +ad(F,)Y)).

A formula acima também pode ser escrita como Typ o TLy, = (D + ad(Fy))*w.
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A demonstragdo do Corolério 2.2.2 segue da féormula 2.3

Teorema 2.2.3. Se A é uma subdlgebra de g entao o locus singular Z é uma subvariedade
mergulhada e analitica de G de codimensao 1. Seu espago tangente na identidade é

ker(D*w) = DA,
Demonstracao. Como 1 : G +— R é analitica, é suficiente mostrar que seu diferencial nao
se anula em Z. Pelo Corolario 2.2.2 temos que

T,WY, = (w, DY + [F,,Y]) Vge G, VY €g.

Como & € A e F, € A, se g € Z temos que [F,,{] € A para todo g € Z, pois A é
subalgebra.
Por outro lado como D ¢ A segue que

Vge A T.& =(w, DE+ [Fy,E])

=(w, DE) + (w, [Fy, €])
=1.

Disso segue que ¥ ¢ uma submersao em todos os pontos de Z e portanto Z ¢é uma

subvariedade de G de codimensao 1. Além disso I, =0 e
TWY = (w,DY) = (D*'w,Y) VY €g.
O

Observacao 2.2.4. A féormula anterior é ainda valida para todo ponto onde F se anula,

ou seja sobre o conjunto de singularidades de X.

2.3 Condicoes suficientes para o locus singular seja um subgrupo

Antes de estabelecer as condi¢bes para que Z seja um subgrupo provaremos um lema

essencial para a demonstragao das seguintes proposigoes.

Lema 2.3.1. O locus singular Z é um subgrupo de G se, e somente se
Vg,he Z2 (w,Ad(h)F,) =0, (2.7)

isto € se, e somente se para todo g,h € Z Ad(h)F, € A.

Demonstra¢io. Sejam g,h € Z. Entao por (1.2),
F(hg) :TL(hg)—l th
T Ly TLgy-1 (TLyX, + TR,y
=F(g) +Ad(g")F(h).
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Assumindo que g, h € Z, temos que F(g) e F'(h) pertencem a A. Logo
h,g € Z <= F(gh) € A <= Ad(¢g")F(h) € A.

analogamente obtemos, 0 = F(gg™') = F(g7") + Ad(g)F(g), assim F(g~') = — Ad(g)F,,
e ¢! € Z se, e somente se, Ad(g)F, € A. Finalmente vemos que Z é um subgrupo de G

se, e somente se (2.7) é satisfeita. O

Proposicao 2.3.2. As sequintes condigcoes sdo equivalentes:

(i) A € um ideal de g,
(ii) a dlgebra derivada D'g esta contida em A,

(7ii) a 1-forma w invariante a esquerda é fechada.

Quando estas condigoes sao satisfeitas o locus singular Z € um subgrupo de Lie de G, com
dlgebra de Lie 3, e tem-se 3 = ker (D*w) = DA,

Demonstracao. Para Z ser um subgrupo de Lie é suficiente provar que é um subgrupo
abstrato, pois sendo um subconjunto fechado é um subgrupo de Lie pelo Teorema de
subgrupo fechado de Cartan, veja [21].
Comegamos provando (ii) < (iii).
Para uma 1-forma w invariante & esquerda, a formula de Maurer-Cartan, (veja [22], pdgina
394), afirma que,

VX,Yeg dw(X,)Y)=—-w([X,Y]).

Portanto dw se anula em e, e portanto se anula em todo o espago, pois a forma é invariante
a esquerda, se, e somente se, a algebra derivada D'g estd contida no nicleo de w.

Agora vamos provar (i) < (ii).

Seja Z € g tal que g = A+ RZ, entao

Dlg

A +RZ, A +RZ]

AAl 4+ [ARZ] + [RZ, Al + [RZ,RZ]
AA+ [ARZ)+ [RZ,A]+0

A, A+ [A, Z], representado RZ por Z.

[
[
[
[

Portanto se A é um ideal de g entao [A, Z] € A como A ¢ subélgebra [A, A] € A logo
D'g C A.

Reciprocamente se A ndo é um ideal de g entdao ou A ndo é uma subélgebra, i.e., [A, A] € A,
ou [A, Z] ndo esta contido em A. Em ambos casos D'g nio estd contida em A.

Sob as condigoes acima, provemos que Z é subgrupo abstrato. Suponhamos que A é
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um ideal de g e sejam g,h € Z. Sendo G conexo, existem Xi,..., X, € g tal que
g = exp(Xj)---exp(Xy). Além disso,

Ad(g) = Ad (exp(X1) - - - exp(X}))
= Ad(exp(X7)) - - - Ad(exp(X}))

:ead(Xl) . ead(Xk)'

ad(X;)

Cada um dos fatores e envia A em A.

De fato para qualquer Y € A
1 ‘
ed(Xi)y — Z - (ad(X;)) Y
J

Jj=207°

=Y + fjl ]1, (ad(X;))’ Y

=Y (mod D'g)

ad(Xi)y e A se, e somente se, Y € A. Isto mostra que Ad(g) envia A em A e como

ee
h € Z entao F'(h) € A, segue que Ad(g)F'(h) € A. Pelo Lema (2.3.1), o locus singular Z
¢é portanto um subgrupo de G.

A algebra de Lie de Z é seu espago tangente em e.

A condicdo D'g C A implica que A é um ideal e portanto uma subélgebra e pelo Teorema,

(2.2.3) segue que 3 = T, Z = ker(D*w). O

Teorema 2.3.3. Se a dlgebra de Lie g € soluvel, e A é uma subdlgebra de g, entdo o locus

singular Z ¢ um subgrupo de Lie de G de codimensdio um, cuja dlgebra de Lie é 3 = D™'A.

Demonstragio. Segundo o Lema (2.2.1) e o Teorema (2.2.3) o locus singular Z ¢ uma
subvariedade de G de codimensdo um cujo espaco tangente na identidade é 3 = DA,

Assim é suficiente provar que Z é um subgrupo. Para isso usaremos o Lema (2.3.1).

1. Para comecgar seja 6 uma subalgebra de codimensao um de uma algebra de Lie
nilpotente h. Provemos que ¢ é um ideal de b.
Com efeito, se Z € h é tal que h = o + RZ, entdo a algebra derivada de b é
D'y = [5,0] + [, Z).
Se por contradi¢ao assumimos que 0 nao é um ideal de h entdao o é uma subalgebra
mas nao um ideal de f temos [6,6] C d e D'h € 6, e portanto [§, Z] ndo esta contida
en J. Logo existe X € 4§ tal que [X, Z] = ad(X)Z = aZ (mod §), para algum ntimero
real a # 0. (Note que Z ¢ 0 e [X, Z] ¢ 0).
Escolhendo s.p.g. a = 1 segue que ad(X)Z = Z (mod ¢), compondo sucessivamente
com ad(X) obtemos

Vk>1 ad"(X)Z = Z (mod §),

e pelo Teorema de Engel nao ¢ ad-nilpotente logo h é nao nilpotente, contradizendo

a hipotese.
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2. Sejam g e A dados. Se A é um ideal de g entao o resultado segue da proposicao
(2.3.2).
Caso contrario D'g nio esta contida em A logo existe Z € D'g com Z ¢ A tal que
g =RZ ® A. Além disso a condigao de posto de Lie implica que D(A) € A.

3. Seja 1 o maior ideal nilpotente de g. (Veja [9]) Temos que para qualquer derivacao
D da algebra soltivel g, D(g) C 1. Além disso, sendo D'g ideal nilpotente de g ele

estd contido em 7, e pelo item 2, Z € n, donde g = 1 + A. Consequentemente

dim(g) =dim(n + A)
=dim(n) + dim(A) — dim(n N A),

logo

dim(n N A) =dim(n) + dim(A) — dim(g)
=dim(n) +n—1+n
=dim(n) — 1,

dai segue que n N A é uma subalgebra de codimensao um em 7.

Como 7 é nilpotente temos, pelo item 1, que n N A é um ideal de 7.

Vale ainda que n N A é um ideal de g. De fato, dado Y € g, pode-se escrever
Y=X+aZonde X € AeacR.

Queremos provar que para qualquer V- € nNA temos [X +aZ, V]| € nNA, analisando
separadamente cada colchete em [X, V] + [aZ, V], como Z € n e nN A é um ideal de
n temos que ad(Z) envia n N A em n N A, igualmente tem-se 0 mesmo para ad(X),
pois X pertence a algebra A e n é um ideal de g.

Finalmente n N A é invariante para todas as derivagoes internas, portanto é um ideal

de g.

4. Mostraremos que D™'A é uma subélgebra. Para isso sejam X7, Xo € D™'A e vejamos
que [X1, Xy] € DA, ou seja vejamos que D[X;, X5] € A.
Primeiramente temos que D(D™'A) C D(g) C n e D(D*A) C A por definicdo,
segue que D(D™'A) C nNA.
Assim para todo X;, X, € D™'A temos que DX; € N A, logo [DX;, X;] € nN A

para i, 7 = 1,2. Consequentemente
D[Xl,XQ] = [DXl,XQ] + [Xl,DXQ} enn A,
e [X1, Xy] € DA, concluindo a demonstracio.

5. Provaremos que F'(g) € n para todo g € G. Primeiramente

k
-1t

Ma&*@ﬁDYem

VY €g FlexptY)=)> (-1

k>1
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pois DY pertence ao ideal 1. Além disso
F(gexptY) = F(exptY) 4+ e ™M E(g) €y

pertence sempre que F(exptY') e F(g), ambos, petencem a 1.
Como G é conexo temos que para todo g € G existem Yi,..., Y, € g tal que

g =exp(Y7)---exp(Yy) e o resultado é obtido por indugéo.

6. Para finalizar a prova do teorema sejam g, h € Z. Temos que F(g) pertence ao ideal
nNA eh=exp(Xy)- - exp(Xy) para X;--- X} € g, logo

Ad(h) = XD . ad(Xi)

e Ad(h)F(g) pertence a n N A. Portanto pelo Lema 2.3.1 o locus singular Z ¢ um
subgrupo de G.

Observagao 2.3.4.

1. O passo 1 da demonstragao acima nos diz que se g é nilpotente, entao A é um ideal
sempre que seja uma subalgebra. No caso soltivel podemos exibir exemplos onde A é

uma subdlgebra mas nao é um ideal. (Veja o exemplo 3.2 a frente)

2. O mesmo vale no caso de grupos de Lie semisimples ja que uma subdlgebra de codi-
mensao um nao pode ser um ideal. Mas, além do fato de subélgebras de codimensao
um nao serem muito comuns em algebras de Lie semisimples, essa condi¢ao nao é
suficiente neste caso para que Z seja um subgrupo. (Veja o exemplo 3.4 sobre o

grupo SL(2;R)).

O proximo resultado garante que Z é um subgrupo. Quando Z é igual ao conjunto de

singularidades de X.

Proposigao 2.3.5. Se Z ¢ igual ao conjunto Zx de singularidades de X entdo este é um

subgrupo de Lie fechado de G cuja dlgebra de Lie é igual a ker(D)

Demonstracio. O conjunto Zy é um subgrupo fechado de G, desde que

Zx={g € G;pilg) = g},

teR

onde (¢)ier representa o fluxo de X. Como provamos que Z é um subgrupo fechado
de G para provar que LieZ = ker(D), usamos a seguinte relagdo, para H subgrupo

fechado de G com algebra de Lie g calculamos a dlgebra de Lie de H, Lie(H) = b como
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Lie(H) ={X € g:exp(tX) € H Vt € R}.

Logo temos que

Vs € Rexp(sY) € Zy <=Vs € R, ¥t € R, exp(sY) = ¢, (exp(sY)) = exp(ePsY)
Vs € R, Vt € R, exp(sY) = exp(ePsY),
—=VteR, YV =ePY
<—DY = 0.

O que mostra que a algebra de Lie de Zx é o nicleo de D. O

2.4 Condicoes Necessarias para o locus singular ser um subgrupo

Quando a 1-forma D*w nao se anula, o locus singular é localmente, ao redor da identidade,
uma subvariedade, cujo espaco tangente em e é T,Z = ker (D*w) = D™ 'A.

Poderfamos esperar que Z seja um subgrupo se D' A é uma subélgebra, mas esta afirmacio
nio é verdadeira, nem ao menos localmente, mesmo se D™'A é um ideal de g. (Veja os
exemplos da se¢ao 3, em particular o exemplo 3.3.1)

A fim de estabelecer uma condi¢do necessaria para que Z seja um subgrupo, e uma
condicao localmente suficiente, usaremos a seguinte condicao algébrica forte.

Uma subélgebra b de g, satisfaz a condigao (HZ) se
VY eb, Vm>0,V2y,..., 2, €b,{(w,ad(Z)---ad(Z,,) DY) = 0.

Proposicao 2.4.1. Se Z é um grupo entio Z é um subgrupo de Lie de G' cuja dlgebra de
Lie 3 satisfaz a condi¢io (HZ).

Demonstragdo. O conjunto Z sendo um subconjunto fechado é um grupo de Lie sempre
que seja um grupo. Provemos que a dlgebra de Lie 3 satisfaz a condicao (HZ).
Com efeito, sejam ty,---t,, € R logo o ponto exp(t1Z;)---exp(t,nZm) pertence a Z, e
como

Ad (exp(t1Zy) - - - exp(tmZm)) = €1 2421 ... ptmad(Zm)

utilizando o Lema 2.3.1, temos que para todo g € Z

(i, €194 gt adlZ) gy,

Derivando esta igualdade em t; = 0, depois em t5 = 0 e assim sucessivamente até chegar a

tm = 0 e usando a linearidade de ad(Z;), segue que

(w,ad(Zy) - --ad(Z,)F(g)) = 0.
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Por fim, seja g = exp(tY), onde Y € 3. Pela férmula (2.1), temos que

d[F(exptY)] _ Dy
dt ’

t=0

dai segue que
(w,ad(Zy) - --ad(Z,,) DY) =0

Observacao 2.4.2.
1. A Proposicao 2.4.1 é um resultado local: ela é satisfeita sempre que Z seja localmente,
numa vizinhanca da identidade, igual a algum subgrupo de G

2. As derivadas sucessivas de F(exp(tY)) nao fornecem mais informagao pois alguns

dos Z; podem ser escolhidos igual a Y
3. A condigao (HZ) é satisfeita trivialmente s6 se A é um ideal.

A fim de indagar o inverso da Proposicao 2.4.1 consideraremos a subalgebra § de g,

assumindo que satisfaz a condi¢ao (HZ), e associaremos a h o seguinte subespago de A:
5h = {X S A, Vm Z 07 \V/Zh Ce Zm € b ad(Zl) N ad(Zl)X € A}

Notemos que que J, depende de b e pela condigao (HZ), temos que Db C J.

Também temos que dy é ad(Z) — invariante para todo Z € b.

Lema 2.4.3. Seja b uma subdlgebra de g que satisfaz a condi¢io (HZ), e seja H o

subgrupo conezxo gerado por b, este grupo € representado por H = (exp(h)).

1. O subgrupo de Lie H estd contido em Z.

2. Seja g € Z. Se F(g) € 0y, entdo gH esta contido em Z.

Demonstragio. 1. SejaY € he k > 1. A condigdo (HZ) comm =k —1e Z; =Y para
1=1,...,k—1 ¢ dada por:

ad* 1(Y)DY € §, C A.

Logo para todo t € R

tk
F(exptY) = Z(—U'Hg ad* 1 (Y)DY € &, C A,

k>1

e exp(tY’) pertence a Z para todo t € R.
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2. Seja g € Z tal que F(g) € dy, Para todo Y € b temos

(w,F(gexptY)) =(w, FexptY) + e_tad(Y)F(g»

=(w, FexptY)) + kz (_kt') (w,ad®*(Y)F(g))

=0,

pois F (exp(tY)) € A pelo item 1, e ad®(Y')F(g) pertence a A pois F(g) pertence
a dy. Note que F(gexptY’) pertence a 0y, pois &, ¢ ad(Z) — invariante para todo
Zeh.

3. Sejam Zy,...Z,embety, ..., emR.
Pelo Item 2 obtemos por indu¢ao que F(exp(txZy)---exp(t1Z;)) pertencem a dy,
para k=1,...,m, mostrando que H C Z

4. Para concluir, seja g € Z tal que F(g) € 5. Temos que gH C Z pelo mesmo

raciocinio seguido no item 3.

O

Corolario 2.4.4. Se D*w ndo € zero e se 3 = ker(D*w) é uma subdlgebra de g que satisfaz
a condi¢io (HZ), entdo o subgrupo conexo Gr(3) gerado por 3 esta contido em Z.

Além disso existe uma vizinhanga V' da identidade tal que:

ZNV =Gr(3NnV.

Demonstragcio. A primeira parte se tem pelo Lema 2.4.3. Para a segunda parte a condicao
D*w # 0 implica que Z é localmente, numa vizinhanca V' de e, uma subvariedade de
dimensao n — 1.

Note que Z = {¢p =0} e T,y = D*w. Tem se que Gr(3) C Z logo Gr(3) NV Cc ZNV,
para a outra inclusdo podemos diminuir V', pois T, (ZNV) =3 = T, (Gr(3))

O

O exemplo 3.3.1 sobre o grupo de Heisenberg, na secao 3.3, mostrara que as suposicoes do
Corolario 2.4.4 nao sao suficientes para saber o que acontece fora da identidade: eles nao
implicam que 1 seja regular em Z nem que F'(g) € ¢ para todos os pontos g € Z, mesmo

na componente conexa de Z.
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3 Exemplos de locus singular

3.1 Grupos Abelianos

Consideremos o par (A, A) onde A é um matriz de ordem n e A = span{ey,...,e,_1},
onde os e; sao linearmente independentes .

Lembre que os campos vetoriais invariantes em R" sdo constantes. Temos que a matriz A
determina o campo vetorial linear x € R" — Az € R".

Pela definicao
Z={zeR": Az € A}.

Consideremos um vetor e, tal que span{ey,..., e, 1,e,} = R".
Entao para algumas formas lineares ay, ..., a, temos que
n
Az =) aj(z)e; para qualquer z € R" (3.1)
j=1

Vamos provar que um campo linear em R" pode se escrever na forma da equagao 3.1.
De fato seja F um campo afim em R" e considere F(z) = Az + X onde A é uma matriz

nxneX € g, (tal decomposi¢ao é garantida pelo Teorema 1.1.3). Seja Y € g, temos

[‘77 Y]x :[A+X7 Y]:c
[A Y], + [X,Y],

=—AY €y,
& 0 20 ,
Suponhamos que F(z) = > a;(z)5—, e Y(z) =>_ b=, com b; € R. Disso,
j=1 Oz; o O
FYL=Yecg (32)
) le jaxj Y

onde ¢; € R.

Da defini¢do do colchete temos que

Assim,




Capitulo 3. FEzxemplos de locus singular 33

e como pela regra de Leibniz,

) <a.( )0f>:(9aj(:v) O\ 4wy 20

ar; \ 7 o or; Oz, Ox; Ox;’
obtém-se
n "9 [Of " & 9 (Odaj(x) Of o of
Y. = in - v 5 Oy
(7. Y].(f) ]Z;GJ( ); Or; (8:@) ;;baxl< Ox; Ox; aj( >3x13%

B n o n N 0 B n o n | ) f B nn 0 af
—ZZbZCL](I>8IJ 83;Z Jlebz 81’] axz Zzbza]( )8x2 ax]

j=14i=1

Comparando com a equagao 3.2 chegamos a

L Ja;(x)
Cj - Z _bl asz ’

i=1

e como JF pertence ao normalizador de R™ as aplicacoes ¢; devem ser constantes. Sendo

cada b; também constante devemos ter
aj (.1') = (ajlml + bjl, Ce ,ajnxn + b]n)

Dai para que F seja linear devemos ter F(0) = 0, logo o campo linear em R™ determinado

por A é dado por
= Axr = Z aj(x 3%

donde cada a; é linear em R" e assim um polinémio. a;(z) = Z a;;T; + bj;
‘ i=1
Calculemos agora o locus singular.

Z={zeR": Az € A}

={reR": ) aj(r)e; € A}

={z e R":a,(zr) =0}
= ker (a,) .

Além disso como a,, : R" — R s@o formas lineares o Teorema de niicleo e imagem garante

que

dim(ker (a,)) + dim Im (a,) = dim (R")
dim(ker (a,)) + 1 =n,

conclui-se dim (ker (a,,)) = n — 1 e portanto Z = ker(a,) é um subespago de codimensao 1.
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3.2 O grupo afim 2D

Seja G a componente conexa da identidade do grupo afim de dimensao dois:

GzAff+<2>={(‘g f);u,y)emxﬂ%}.

Alternativamente este grupo pode ser identificado com o produto semi-direto
Aff+(2) =R xR, come=(1,0)

e produto (z1,y1) X (T2, ¥2) = (2122, T1y2 + y1).
Sua dlgebra de Lie g = aff(2) é a algebra de Lie soltvel gerada por

1
v oeY:01’
00 00

com [X,Y]=XY -YX =Y.

Os campos vetoriais invariantes a esquerda sao gerados por

0 x 0 0 0 x
X(x,y):xax:gX:<O 0) Y(x,y):xay:gY:(o O)ondeg:(

Agora vamos calcular o campo linear.

Yy
01

Primeiramente consideremos a matriz da derivacao D : aff(2) — aff(2),, na base {X, Y}

D:(Zj)

Temos que
DX =cX +aY,
DY =dX + 1Y,
logo
dX +bY =DY
=D[X,Y]

[DX,Y] + [X, DY]

[cX +aY, Y]+ [X,dX +bY]

[€X,Y] + [aY, Y] + [X, dX] + [X,bY]
=c[X, Y]+ b[X,Y]

=cY +bY

=(c+b)Y,

) |
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logoc+b=0bed=0, donde c =d = 0 e portanto

D:(gg)_

=Y (0,1) obtemos

o2 0)()

0 0
Como %—X(l,O) e oy

Por outro lado escrevendo o campo linear como

0 0
X($7y) = fl(zvy)% + fZ(I‘?y)aiy

Denote por Z; o campo invariante a esquerda tal que Z;(1,0) = DX e Z5(1,0) = DY.

Assim Z(g) = a:caa e Zs(g) = bxag, onde g = (z,y), temos por unicidade que
Y Y

0 g 0
- At g+ e ]

T

0 0 0 0 0 0 0 0
- [flaw (%w> T (%)] - [f% (x%) e (%)]
0
Ox

0
0 0 0 0 0
= fl% <$3$> +$% (fl(%:) - f287y <$

B 0 82  0f, 9 0?2 57 Ofy O 5?
=g e T e T e T e T oy T anay
:_f12+x%2+x%2

ox Oxr Ox oz Oy

B af1\ 0 afa\ 0
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Além disso

3 SO0 0f0
Z. =—-|X,Y]|, =—
2(9) [ 9 ]g fl 8:1./ 8$ ay a
e, combinando as expressoes para Z;(g) e para Zg(g), obtemos as seguintes relagoes:
of
—r——=0 3.3
fi—x or (3.3)
0
xaj;z =ax (3.4)
LoNh
=0 3.5
o (35
Of2
—r—— = —bz. 3.6
f By L (3.6)
Diferenciando a equacao 3.3 em relacao a y resulta
0 0?
Oh _ 00 _ (3.7)
dy Oyox
) of )
e como x > 0 segue da equagao 3.5 que e 0 portanto f; nao depende de y.
Y
Novamente utilizando que x > 0, obtemos
2 2
of _ Pho o Ph_
oy Oyox Oyox
Integrando em relagdo a x, (pois fi ndo depende de y), vale
& fi
=0 = =k ko.
Por outro lado, usando a equacao 3.4 e integrando obtemos
fo=azx+ g(y). (3.8)
Derivando em relacao a y, a equagao 3.8, e
0 fs 0
—= = — . 3.9
5= goal) (39)
dfs 0 , .
Utilizando 3.6 e 3.9 obtemos aja— = :1:8— g(y). Além disso como f; = kjx + ks, temos
Y Y

fi+bx = kix+ ky + bx, e portanto

fi +bx =kix + ko + bz
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Logo derivando em relacao a x, ki +b = E)ag(y), implicando ¢(y) = (k1 + b)y + k3, donde
Y

fa(z,y) = ax + (k1 + b) + ks. (3.10)
Agora da expressao de Z1(g9) = | —f1 + 3f1 =+ % —, substituindo f; e fs
ox 8 835 dy
obtemos
0 0 0
Z1(9) = — (kix + kg)a— + klx% + a:ca—y
=—k 9 + axﬁ
T Yo oy
Como Z;(g) = 9 t
1(g —axay, emos
—k 0 + amg ax2
20r T dy dy’

implicando que kg = 0.

Além disso, como X (e) = X(1,0) = 0 segue que

fi(e) = f1(1,0) = k1(1) = 0 logo k1 = 0 e portanto f; = 0.
Também temos fo(e) = a(1) 4+ b(0) + k3 = 0 dai que k3 = —

Finalmente temos que

X(z.y) = (a(z — 1) + by) §y

e este é o campo linear polinomial do grupo afim soltvel de dimensao 2.

Em notacao matricial temos.

0 —1)+b
X, = alz—1) +by , onde g = vy
0 0 0 1

ar Px
0 O

Afim de que X e Y] sejam linearmente independentes sobre algum subconjunto, a constante

Consideremos o ARS simples definido por X e Y1 = aX + Y =

a deve ser nao nula.

Neste caso temos A = span{Y3}, e DY] = aaY + bpY, donde DY; = (aa + bB)Y

Com isso e pelo fato de que A é uma subdlgebra (pois tem dimensao um), a condigao
do posto de Lie é quivalente a aa + b # 0, pois se aa + b = 0 teriamos D (A) C A,
contradizendo a condicao do posto de Lie.

Como = > 0 e a # 0, a primeira componente de Y7, nunca se anula, e portanto
Z={geG; X =0} ={(z,y) e R} xR; a(x —1)+ by =0}.

Logo Z é o conjunto de singularidades do campo linear X e pela Propocicao 2.3.5, Z é
um subgrupo de Lie fechado de G.
O acima estd de acordo com o Teorema 2.3.3, pois sendo Af f,(2) soluvel, Z deve ser

subgrupo.
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3.3 O grupo de Heisenberg

Seja GG o grupo de Lie simplesmente conexo de Heisenberg de dimensao trés

1 =z =z
G = 01 y|; z,y,z€R
00 1
Sua algebra de Lie g é a dlgebra gerada por
010 000 00 1
X=1000|, Y=[0O0 1|, Z=[0 0 0},
0 00 0 00 000

onde [X,Y] = XY —YZ = Z e os outros colchetes se anulam.
Como campos vetoriais invariantes a esquerda podem ser escritos naturalmente em coor-

denadas como:

0 0 0 0
v o Y 8y+x82’ 702
1 =z y
ondeg=|[0 1 z]|, éidentificado com (z,y, 2).
0 01

Vamos calcular a matriz da derivacao D : g — g associada ao campo linear X. Ponhamos

a d g
D=1|b e h]|,
c f 1

entao
DX =aX +bY +cZ

DY =dX +eY + fZ

DZ = gX +hY +iZ, (3.11)

como D é derivacao segue que

DZ =D[X,Y]

[DX,Y] + [X, DY]

=[aX +bY +cZ, Y|+ [X,dX +eY + fZ]
=[aX, Y]+ [cZ, Y]+ [X,eY]+ [X, fZ]
=aZ +eZ

=(a+e)Z,
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assim
DZ = (a+e)Z, (3.12)

igualando a equacao 3.11 e 3.12 resulta g = h =0 e a + e = 7, logo obtemos a matriz

a d 0
D=1b e 0
c f a+e

Agora vamos a calcular o campo linear.
Cada derivacao D esta associado um tnico campo linear X dado por

X(9) = hlo)5. + £l0) 5 + o)

Como no exemplo anterior denotemos por Z1, Zs e Z3 0s campos invariantes a esquerda

DX | Z5(1,0) = DY e Z3(1,0) = DZ. Logo

tal que Z1(1,0) =
Zi(g) = — X, X],
lf1+f2 ‘1‘fzaa aﬁ]
0 8]

=525 -] -l
Efl )= b)) - () - (75)

o (0 0

(52) -3 (#3:))
_ 0K 0 L Of 0f2 0 0fs 0
T 9r 0 | Oz dy | Ox 0z

ofi = Oh f2 | 0fs 3f3 0f3
Z — _ v - - —_
2(9) (8:1: (9z> Ox + <8y e 0z 8y hot 0z 8z’
0f1 0 0f20  0fs 0
Z,
3(9) = 0z 0r ' 0z 83/ 0z 0z
Note que das expressoes iniciais para DX, DY e DZ substituindo X,,Y, e Z, obtemos
0 ('9 0

0 0 0

(DZ), =(a+e)
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Logo igualando as equagdes para (DX) , (DY), e (DX), obtemos
o

o =a (3.13)

%J;l + xaaj;l —d (3.14)

%J;l —0 (3.15)

%{j =b (3.16)

%’; vl (3.17)

%J;? ~0 (3.18)

%Jj =c+ bx (3.19)

%J;j— 1+:c%f’:f—|—ex (3.20)
%’:’ —a+e. (3.21)

Das equacgoes 3.13, 3.14, e 3.15 segue que
filz,y,x) = ax + dy + k.
Analogamente, das equagoes 3.16, 3.17 e 3.18 resulta,
folz,y,2) = bz + ey + k.
Finalmente das equacoes 3.19, 3.20 e 3.21, temos
folz,y,2) = ;bﬁ + ;cly2 +ex+ (f+k)y+ (a+e)z+ ks.
Como o campo linear satisfaz X'(e) = 0, obtemos a forma de um campo linear

0 0 1 1 0
X(x,y,2) = (ax + dy)— + (br +ey) — + (b:c2 +=dy* +cx + fy+ (a+ e)z) —.

ox Jy 2 2 0z
Consideremos
a b 0
D=1lc d 0 ,
e f a+d
e o campo vetorial linear associado é dado por
X(g9) = (az + by)ai + (cx + dy)aay + <ex + fy+(a+d)z+ ;ch + ;byQ) (‘i

Consideremos agora um ARS simples sobre o grupo de Heisenberg, definido por um
subespaco A de dimensao dois e uma derivagao D.

Encontramos dois comportamentos diferentes dependendo se A é uma subalgebra ou nao.
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1. A é uma subalgebra:

Pelo Teorema 2.3.3 o locus singular Z é um subgrupo de G. A menos um automorfismo

de g podemos assumir que A = span{X, Z}.

Com efeito analisemos os seguintes fatos:

a)

As subdlgebras span{ X, Z} e span{Y, Z} sao isomorfas.
Definamos p : g — g por

pX)=Y,pY)=X e p(Z)=-Z

Verifiquemos que p é um isomorfismo. Para isso é suficiente mostrar que p
preserva o colchete de uma base, sendo Z central e p(Z) = —Z é suficiente
mostrar que p[X,Y]| = [p(X), p(Y)]. Disso p|X,Y | =p(Z) =—Z ¢

pX,pY] =Y, X]=—-[X,Y]=—-Z.

Toda subéalgebra de dimensao dois do grupo nilpotente de Heisenberg contém
Z e provemos também que qualquer subalgebra nilpotente de dimensao dois do
grupo de Heisenberg é isomorfa a uma subalgebra span{Y, Z} ou span{X, Z}.
Notemos que toda subdlgebra de um grupo nilpotente é nilpotente.

Seja h = span{A, B}, onde A = aX +0Y +cZ e B=dX +¢eY + fZ, agora
fazemos uma mudanca de base tomando B’ = dA — aB, temos que se B’ = 0
entdo a = d = 0 pois {A, B} sdo linearmente independentes, logo h é uma
subdlgebra isomorfa a span{Y, Z}.

Se B’ # 0 temos uma nova base {4, B'} com A = aX+bY +cZ e B' = d'Y+¢'Z,
obtemos [A, B'] = ad'Z isto implica ad’ = 0, logo se for a = 0, h = span{Y, 7},
e se for d' = 0 entdao h = span{A4, Z}.

Agora tomando uma nova base de h com A" = a’X + V'Y e considerando

h = span{A’, Z}, com a’ # 0 e definamos p pela seguinte correspondencia
p(A") = d'X, se d = 0 entdo h = span{Y,Z}, p(Y) =Y e p(Z) = Z logo
plAY)=pdZ)=dZ, e

[p(A),p(Y)] = [@'X,Y] = d'Z, novamente os outros colchetes satisfazem as

relagoes pois Z estd no centro de g e portanto b é isomorfo a span{X, Z}.

Voltando ao exemplo, a condicdo do posto de Lie é satisfeita se, e somente se, ¢ # 0,

pois caso contrario D(A) C A.

Um caso particular é quando Z é exatamente o conjunto de singularidades de X.

Um exemplo ¢é obtido por

)
o O O
o O O

)
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mas podem ser encontrados outros exemplos.
Aqui o campo vetorial linear é dado por
0 1 0
X, =x— + (ex + w2> —.
7 Ty 2" ) 0z

Para calcular Z temos da defini¢ao que g € Z se, e somente se X; € Ag.

0
Logo,se X; = m—— +n-—, m,n € R, igualando cada componente obtemos

ox 0z
Z={X=0}={x=0}.

2. A nao é uma subalgebra.
Podemos assumir sem perda de generalidade que A = span{X, Y}, pois como no
caso anterior estabelecemos uma correspondencia entre as que nao sao subalgebras.
Entao o ARS é bem definido para qualquer derivacao diferente de zero. De fato se
D # 0 a condigao do posto de Lie é satisfeita.

Para calcular Z usamos que g € Z se, e somente se X, € A,, logo

Igualando os coeficientes temos

m =ax + by
n =cx + dy

1 1
nr =ex + fy+ (a +d)z + §C£L‘2 + 563/2,

1 1
logo nx = cx® + dry, dai cax® + dvy = ex + fy + (a + d)z + §cx2 + §by2 assim

1 1
ex+ fy+ (a+d)z — 5(2562 + ibyQ — dzy = 0, portanto

1 1
Z={ex+ fy+ (a+d)z — iczv2 + §by2 —dzy = 0} (3.22)

e Z éigual a R? se, e somente se, todas as entradas de D se anulam.
Temos que o locus definido por estas formas quadraticas nao precisam ser subgrupos
nem mesmo subvariedades.

Mostraremos alguns exemplos particulares.

Exemplo 3.3.1. Consideremos D da seguinte forma:
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Na base {X,Y, Z} temos w = (0,0,1) e D*w = (0, 1,0).

A 1-forma D*w nao se anula, e seu niicleo, o qual também é o espaco tangente a Z na
origem, é a subdlgebra 3 = DA,

donde D'A = span{X, Z}. De fato temos pela definicdo que

D'A={W €g: DW € A}, seja

W =aX+p8Y +~vZ (3.23)
logo

DW =aDX + DY +~DZ
=a(aX +cY)+ B (X —aY + Z) 410
=(aa+ pb) X + (ac— pa)Y + pZ,

entao DW € A se f = 0, dai fazendo f = 0 em 3.23 temos que W € span{X, Z},
concluindo-se que D™'A = span{X, Z}.

Também este fato nao é suficiente para Z ser um subgrupo, mesmo localmente.

(i) Se ¢ # 0 a condicao (HZ) nao é satisfeita.
De fatose Y € 3 e Z; € 3 entao existem sy, so, my,my € Rtal que Y = 51X 4+ 597 e
Zy =m X +meZ logo

DY =D (SlX) + D (SQZ)
=s1(aX +cY)+0
=s1aX + sicY,

assim

ad(Z1)DY =[mi X + moZ, s1aX + s1¢Y]
=[m1 X, s1¢Y]
=mys1cZ ¢ A =span{X, Y},

entdo a condigdo (HZ) nao pode ser satisfeita se ¢ # 0.

Para calcular Z neste caso temos que

0 9, 1 1 0
X(g) = (ax + by)% + (cx — ay)a—y + (y + 50352 + 2by2> 5 (3.24)

comparando os coeficientes com X; = m—-— + n-— + nr-— temos cx —ay =n e

ox dy 0z

1 1 1 1
y+ acx2 + iby2 = nz, daf ca® —azy =nx =y + §CI2 + ibyZ, portanto

1 1
Z=A{y— 50932 + Eby2 + axy = 0} (3.25)
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(i)

e isto ndo é um subgrupo local ao redor da origem. De fato se g = (z,y, 2) € Z entdo

1 1
—§cx2 + §by2 + ary = —y mas se for g_1 € Z com g_1 = (—x, —Y, —2+ :L‘y), entao
1 1

_§C$2 + iby2 + axy =y, logo —y = y que é uma contradi¢ao se y # 0. Portanto Z

nao é um subgrupo

Se ¢ = 0 entdo 3 satisfaz a condi¢do (HZ). De fato pelo feito acima temos que
para Z; ad(Z,)DY = mysicZ =0 € A = span{X,Y}. Logo para todo m > 0 e
2y ... Iy € 3 teriamos que ad(Zy) - --ad(Z,,) DY € A.

Pelo Corolario 2.4.4 temos que Z contém o grupo gerado por 3, isto é, Gr(3). Donde
Gr(3) = {y = 0}. -

De fato como Gr(3) = (exp (3)) usando exp(A) = > — e tomando W € 3 entdo

i F!
0 a
Wy =aX + pZ,logo Wy =10 0 0], notemos que W{* = 0 paran > 2, logo
0 00
1 a p
exp(Wy) =Id+W; = [0 1 0|, agora tomando Wy € 3 com W, = X+ 87
0 0 1
temos que
1 a f 1 o f 1 a+d B+f
exp(Wi).exp(Wa) =10 1 0].]0 1 0[|=]0 1 0 ,
0 0 0 0 1 0 0 1
em geral para Wy, ..., W,, temos que um elemento V' € Gr(3)
1 =z 2

com V = exp(W;)---exp(W,,) tem a forma |0 1 0| , e portanto
0 01

Gr(3) = {9 = (z,y,2) € R*: y =0}.

Também fazendo ¢ = 0 em 3.25 obtemos
1 1
Z:{y—i—ibyQ—i—axy:O}: {y (1+2by—|—a:c) :0},

e Z se reduz a {y = 0} com outro plano o qual pode ser interceptado (se a # 0) ou
ser paralelo a este se a = 0, (veja Figuras 2a e 2b.)

Considerando o caso a = 1.

Nos pontos g = (—1,0, 2), que pertencem a Gr(3), a fungao ¢ é singular, ou seja,
Ty se anula.

De fato lembrando que 7,9 = (wo (D + ad(F}))) o T'L,~1, além disso para
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1 b 0
g =(—1,0,z) obtemos g~ = (1,0, —z). Comoa =0ec=0entao D= [0 -1 0],
0 1 0
neste caso como o grupo ¢ de matrizes para g+ = (1,0, —z) resulta
11 —=
TLyi=[0 1 0
00 1
-1
De 3.24 obtemos X (—1,0,—z) = —;x = 0 |, consequentemente
11 —=z -1 -1
Fy=(TLy), X, =0 1 0 0 |=| 0 |=-x
0 0 1 0 0
Agora calculamos ad(F,) como segue,
ad(F,)(X) = —[X,X] = 0= 0X +0Y +0Z
ad(F)(YV)=—-[X,Y]=—Z2=0X+0Y +(-1)Z
ad(Fy)(Y) = 0.
0 0 0
Logo ad(Fy) = [0 0 0, notemos que de
0 -1 0
1 b 0 0 0 0 1 b
D+ad(F,)=|0 -1 0|+]0 0 0f=[0 -1 0
0 1 0 0 -1 0 0 0
e
b
wo (D +ad(F,)) = (0,010 -1 0] =(0,0,0)
0
resulta
11 —=
T\ 100 = (wo (D+ad(F,))) o TLy = (0,0,00{0 1 0 | =(0,0,0).
0 0 1

1
Nos pontos g = <—1 — Qby,y,z) com y # 0 temos que a traslagdes por g de

um grupo conexo gerado por 3, gGr(3), ndo esta contido em Z. De fato tomando
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!/

1 2 72
VeGr(z) comV=]0 1 0] entao
0 0 1
1 —1—;by z 1 2 2 1 xl—l—;by 24z
9V =1lo 1 y|l- 101 0]=1o 1 (R
0 0 1) \0 0 1 0 0 1

1
e neste caso a = 1 entao Z = {y (1 + §by + x) = 0}, logo de Z temos que ou y = 0

oul-+ §by + 2 = 0, mas para esté g dado y # 0 assim substituindo gV na expressao

1
1+ §by + x obtemos

Figura 1 — Exemplo 3.3.1

Exemplo 3.3.2. O caso degenerado

Consideremos

06 0
D=|c 0 0] comb>0ec<D0. (3.26)
0 00

Aqui D™'A = g, pois temos pela definicio D™' = {W € g: DW € A},
seja W = aX + BY +~vZ, logo
DW =aDX + BDY +~DZ
=a(cY)+B(Y)+0
=acY + BbY € A,
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segue que nao temos restricoes para W, portanto DA = g.
Também a condicdo (HZ) nao é satisfeita. De fato para Y, Z; € 3 = g temos que
Y=o X+b0Y+cZeZy=aX+bY +cZ, logo

DY =Y =a.DX + b, DY +c,DZ
=aq (CY) + bl (bX) + 010
:(llCY + ble,

assim

ad(Zl)DY I[&QX -+ bQY -+ CQZ, CL1CY + ble]
:agach — bgble
:(agalc — bgblb)Z,

segue que ad(Z1)DY ¢ Asec#0eb#0.
Entao de 3.22 e usando 3.26 temos que

Z= {_;sz + ;bgf = 0} ,
logo se Se b > 0 e ¢ < 0, tanto como ——cz? e lby2 sao positivos, assim x = y = 0,
implicando que Z = {g = (x,y, 2) : © = y = 0}, portanto Z é o subgrupo de codimensao
dois .
Se b e ¢ sao ambos positivos, (ou ambos negativos), entao Z = {\/l_)y = 4++/cx} é a unido
de dois planos secantes.

Seb#0ec=0,entdao Z é o subgrupo de codimenséao 1, Z = {g = (x,y,2) : y = 0}.

Exemplo 3.3.3. O caso tangencial

Seja
a b 0
D=]¢c d 0 com a+d # 0.
0 0 a+d

As 1-formas w = (0,0,1) e D*w = (0,0, a+d) definem o mesmo subespaco A = D™'A de g.
Provemos que A = D'A. De fato, temos pela definicdo que D 'A = {W € g: DW € A}.
Logo para W = a1 X +b1Y + ¢, Z temos que DW = a1(aX +¢Y )+ b (bX +dY ) +c1(a+d)Z,
entao DWW € A se ¢ij(a +d) = 0 mas a + d # 0 implicando que ¢; = 0, segue que
W =a; X +bY assim W € A, e portanto A = DA,

Como T,1) = D*w nao se anula, o locus singular é uma subvariedade numa vizinhanga de
e, e e € um ponto tangencial, isto é , A =T, Z.

Ao contrario do caso genérico, (veja [7]), os pontos tangenciais ndo necessariamente sao

isolados.
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Consideremos

D=

oS NN O
o = O

0
0. (3.27)
1

Logo de 3.22 e usando 3.27 temos que Z = {z —a? -y = 0}, assim O locus singular é
Z— (=2 +ay},
e A é tangente a Z ao redor da parabola {z = —z*} contida no plano {y = —2x}.

Podemos notar pelos exemplos acima que o nimero de componentes conexas de G \ Z

varia de 1 a 4.

3.4 O grupo Linear especial SL(2;R)

Exemplo 3.4.1. Seja G = SL(2;R) o grupo de Lie de matrizes de orden 2 com determi-
nante 1. Sua édlgebra de lie g = sl(2;R) é o conjunto de matrizes com trago zero.
A base usual de sl(2;R) é dada por:

1 1
- 0 X = 0 oy = 0 0 ’
0 -1 0 0 10

[H,X]=2X, [HY]=-2Y, [X,Y]=H.

e satisfaz

Considerando um ARS simples definido por A = span{H, X} e a derivacao D = —ad(Y).
temos que D 'A = span{X, Y} ndo é uma subélgebra.

Provaremos que D 'A = span{X,Y}.

Com efeito temos por definicio que D™'A = {W € g: DW € A} eseja W = a1 H + b0, X +
c1Y logo

DW =a;DH + b0, DX + ¢, DY
=a; (—ad(Y)H) 4+ b; (—ad(Y)X) 4+ ¢; (—ad(Y)Y)
=ay (=Y, H]) + by (=Y, X]) + 1 (<[, Y])
=a (—2Y) + b (H),

logo DW € A se a; =0, dai W = b, X + ¢, Y consequentemente D™ 'A = span{X,Y}.
Segue que o locus singular nao é um subgrupo de codimensao um de SL(2; R) apesar de A
ser uma subdlgebra de s[(2; R). Isto mostra que o Teorema 2.3.3 ndo se aplica em grupos

gerais.
b 0

O campo vetorial associado a D = —ad(Y) é &, = gY —Yg = (d ;
— a —

),poisDé
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interna, (veja 1.4).

Os vetores X, H,, X, sao linearmente dependentes se, e somente se, a = £1.

b
Com efeito, para g = (a ) )
c

logo fazendo as seguintes 1dent1ﬁcagoes

b
0
X, =  H, =

0
¢ , temos
d—a 0
—b c]
b a 0 b a 0 b a 0
0 —b a| _ 0 —b  al| |0 —b a
d—a ¢ 0| |d—a c ol o a(d—a)—bc 0
-b —d c 0 —d+a c 0 a—d c
b a 0 b a 0
10 —b a {0 b a
T 1o a(d—a)—be 0 lo1-a> 0o |’
0 0 a(a —d) + be 0 0 a*-1

onde a igualdade da tltima matriz ¢ satisfeita pois a(a — d) 4 bc = a* — (ad — bc) = a* — 1.
Consequentemente os vetores Xy, Hy, X, sao linearmente dependentes se, e somente se,
a®> —1=0, ou seja, a = £1.
Em consequéncia

Z={a==1}.

Assim o locus singular Z é uma subvariedade de SL(2;R), mas nao é um subgrupo nem
um conjunto conexo.

Observamos que o ARS é bem definido, pois Z # G e para que a condi¢ao do posto de
Lie seja satisfeita, precisamos verificar que DA g A.

Com efeito se W € A entao W = aH + X logo

DW —aDH + DX
=a(—ad(Y)H) + B (—ad(Y)X)
=a (=[Y, H]) + B (=[Y, X])
=a(=2Y)+f(H),
segue que DW ¢ A. Portanto DA € A.

Exemplo 3.4.2. Outro exemplo pode ser obtido alternando os papéis de A e D7'A.
Mais precisamente seja A = span{X, Y} que ndo é uma subdlgebra e D = —ad(X).
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Segue que D'A = span{H, X} é uma subélgebra de s[(2;R) que satisfaz a condicio
(HZ), logo o locus singular contém o grupo conexo gerado por D™'A.
Provaremos que D 'A = span{H, X }.
De fato, temos pela definicio que D™'A = {W € g: DW € A}, seja W = aX +BY +~H,
logo
DW =aDX + DY +~yDH
=a(—ad(X)X)+ B (—ad(X)Y)+~(—ad(X)H)
=a0+ 5(—H) +v(2X)
=— 0H + 23X,
entdo DW € A se f=01logo W = aX +vH dai que D™'A = span{H, X'}
Agora provaremos que D™ 'A = span{H, X} satisfaz a condicio (HZ).
De fato, sejam Y1, Z; € D"'Alogo Y1 = a1 H + b X e Zy = ay + b, X, entdo
DY) =ay (—ad(X)H) + by (—ad(X)X)
=a1(2X),

logo

ad(Z,)DY; =[asH + bo X, 201 X |
=lasH,2a, X|
=2a1a5(2X)
=4da1a,X € DA,

note que se escolhemos outro Z, € D™'A e calculamos ad(Z,)ad(Z;)DY; obtemos um
elmento da forma a' X o qual pertence a D™'A, e assim por diante, portanto a condicao
(HZ) é satisfeita.

—c a—d

O campo vetorial associado a D = —ad(X) é X, = gX — Xg = 0 ) , e 0s vetores
c

Xy, Y, e X, sao linearmente dependentes se, e somente se cd = 0.

Em consequéncia o locus singular é dado por Z = {ed = 0}, que tem trés componentes

conexas:
c a b - a b - a b
= ;o a>00, = ;o a<0p, = i be=—1
Tl t o 2 T l\e o
a a

De fato, observemos que

Z:{(a b)com ad—chb=1¢e cdzO,}
c d

como cd = (0 tem-se que c=0oud =0, se d =0, de ad — cb = 1 segue que cb = —1 assim

b
temos elementos da forma (a 0) , com cb = —1, agora se ¢ = 0 entao de ad — cb =1

C
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1

obtem-se que ad = 1, assim tomando d = — com a # 0 obtemos as outras componentes de
a

Z.

Além disso, C; é um subgrupo conexo, C; U (5 nao é um subconjunto conexo,

e Z =C,UCyUC5 nao é um subgrupo de SL(2; R).
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4 Equacoes Hamiltonianas

O proposito desta secao é estabelecer as equacgdes Hamiltonianas para o Principio do
Maéximo de Pontriagyn (PMP) aplicadas a ARS sobre grupos de Lie. (veja [3,19]). Seguimos
as mesmas linhas como no caso invariante, mas aqui o Hamiltoniano depende do ponto g

o que implica mais complicacoes.

4.1 A estrutura candnica simplética de T°G

O fibrado cotangente TG que é uma varidade simplética e é identificado com g* x G,

mediante a seguinte correspondencia.

o: g xGE—=>T'G
(A\g) — XN =AoTL,1 € T*G.
Assim a igualdade (\,,Y;) = (\,Y) é valida para todo Y € g, pois
(Mg, Yy) =(AoTLy) (TLyY)
=A(Y)
=(\,Y).

A projegao de T"G' a G , m : T"G +— G mapea um covetor A € TG ao ponto base
7(\) = ¢ € G. A 1-forma tautolégica s € A' (T*G) = T*G
(ou a 1-forma de Liouville ), é definida como segue: Tome qualquer covetor A € T*G e

qualquer vetor tangente & € Ty (T*G), entao
(sx,€) = (A, (dm), &),

isto é sy = Ao (dm),.

Podemos definir uma forma simplética o € A (T*G) como a diferencial o = ds.
Qualquer fungao h € C*°(T*G) é chamada Hamiltoniano. O campo vetorial Hamiltoniano
correspondente a funcio Hamiltoniana ki é definido como um campo vetorial h € Vec (T*M)
que satisfaz

dh = —izo = —izds onde iyo=o(V,-).

Agora vamos a exprimir a 2-forma simplética e o Hamiltoniano para a trivializacao do
fibrado cotangente dado por g* x G. Para a 1-forma tautolégica s € A' (T*G) seu pullback

por ¢ é a 1-forma ¢*s definida sobre g* x G como

<(¢*S)(/\,g) ) (£7X9)> =\ X), Xeug, (4.1)
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onde (), g) € g*xG e o vetor tangente (§, X,) € Ting) (8" X G) = g"xT,G, e Tih g (g7 X G)
¢ o espaco tangente de g* x G no ponto (J, ¢g) identificado com g* x T,G. Notemos que 4.1

segue do seguinte; da definicdo de ¢ temos (7o ¢)(\, g) = 7(\,y) = g entao
7o ¢(A+ s€ Xo(g)) = Xs(g),Jembrando que X,(g) = ge™* se X for campo invariante &

esquerda, logo
((078) (ng) » (£ Xg)) =S55009) <(d¢)<A,g) (& Xg))
=3, ((dn)5, (@00 (€ X,)
=), (CZ mo d(\+ ¢, Xs<g))>
:&(i

:5‘9 (Xg)
—\(X)
—(\, X).

s=0

Xs(g)>

s=0

A 2-forma simplética d (¢*s) = ¢*ds € A* (g* x G) é caracterizada por
gb*ds()\y) ((gu Xg)? (777 Y;J)) = <§7 Y> - <7]7X> - </\7 [Xv Y]>
De fato usando a seguinte férmula para a derivada de uma 1-forma
dW(X, Y) = X<W7Y> - Y<wa X> - <wa [X> Y])

Onde X(w,Y) = Xw(Y) é a derivada de Lie de fungées. Considerando f dada por

f(p) = wp(Y(p)), temos (Lx f) (p) = (df), X (p) e como
d(¢*s) = ¢*ds obtemos

dgb*s(/\,g) ((gw Xg)’ (777 Y;I)) :<£7 Xg)(QS*S()\,g)a (77’ Y;])> - (777 th])<¢*5(/\,g)7 (ga Xg)>

— (9750090, [(§, Xg), (0, Yo)l)
de (4.1) =(&, Xg) (A Y) — (0, Yg) (A, X) — (A [X, Y]).

Além disso, se f(A,g) = (\,Y), temos que

€0 =@y €% =((51) )+ ((5) x)

Notemos que
< ( 9 ) )~ <9> :
§ (X.9)

pois f nao depende de g e, para g fixo, a aplicacdo A — f(A, g) é linear e portanto

of
((5r), € =reo=en



Capitulo 4. FEquag¢oes Hamiltonianas 54

Assim,

(£, X)X, Y) = (£,Y).
Analogamente

(7, Yg) (A, X) = (1, X)
e portanto

d¢*8(>\,9) ((57 Xg)? (777 }/g)) = <£7 Y> - <777X> - <)‘7 [X7 Y]>

Definimos o campo vetorial Hamiltoniano em Vec (g* x G) como segue: seja H = h o ¢,
assim H : g* X G — Re H € C*(g* x G) é um Hamiltoniano. Logo o campo vetorial
Hamiltoniano associado a H é o campo H € Vec (g" X G) definido por h = (b*ﬁ e

consequentemente temos a seguinte relagao
dH = —i5¢"ds.

Observamos que todo Hamiltoniano ¢é dessa forma, pois ¢ é difeomorfismo.

4.2 Calculo dos campos vetoriais Hamiltonianos

Seja H um Hamiltoniano sobre g* x G, e Ho campo vetorial Hamiltoniano associado no
ponto (A, g), consideremos H dado por H)\g (&, X),onde £ =€(N,9) €g", X = X(\,9)
logo para todo (n,Y,) € g* x T,G a diferencial de H é dada por

0OH OH
(@) 0.7 = {Gr0a)n) + ( GE 0,97, (12)
Por outro lado

(dH)()\,g) (n,Yy) = —ig (¢"ds) (A\g) (n,Yy)
== (¢"0)ng (€, X)(n,Yy)) (4.3)
=—(&Y)+ (N, TLy X)+ (N, [TL, X, Y]).

Obtendo-se as seguintes relacoes para dH

H
1. Fazendo Y = 0 em 4.2 e 4.3 e igualando, obtemos <aa)\()\,g),77) = (n,TLy,~1X)
OH
1))

2. Fazendo n = 0 em 4.2 e 4.3, e igualando, obtemos

portanto T'L,1 X = ——(A, g) € (g7)" = g., (veja a observacao A.1.1)

<(Z[73@> = —(&Y)+ (\[TL, X, Y]), (4.4)
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donde
o0H
(61) =T XY — (G
o0H
=(\ad (TL,~X)(Y)) — < dg ,TL Y>
=((ad (TL,~1X))"\,Y) — <(TLg)* %ZI, Y>
. OH
—<(ad (TL,X))" A= (TL,)" 99 ,Y>
obtemdo

OH

{ = (ad((TLy-1X)))" A = (TLy)" aig (4.5)

Agora escrevendo o campo H como

0

0
H(Ag (¢, X) = €5+X67g’

e substituindo os valores de £ e X temos que
- OH 0 OH ) OH\ 0
Hypy=|—— — TL .
(\9) (m (MJ))gang((a(i(aA (A, g))) A= (TLy) 8g>8)\

0H 0H
Onde (8)\ (A, 9))9 =TLy5 (A 9)

4.3 Campos vetoriais lineares e invariantes a esquerda

Como o Hamiltonino associado ao campo vetorial invariante a esquerda Y dado por

H
H(X\, g) = (\,Y), nao depende de g, temos que %g()\,g) = 0. Além disso para g fixo a
H
aplicagao A — H (), g) é linear e portanto <aa)\ (A, 9), C> =H((,9) =(¢,Y), com ( € g*,

H
donde a—

I (A, g9) =Y. Assim £ = (ad(Y))" A, e 0 campo vetorial Hamiltoniano é dado por
- 0 0
Hig = (@d(¥)) A+ Y,

A equacao Hamiltoniana correspondente é entao

9 =Y,
A= (ad(Y))" A\
Considerando um campo vetorial linear X', com a derivacao associada D = —ad(X),
definimos o Hamiltoniano
H()‘7 g) :<>\ga Xg>
(A, TLy1 X,)
<>‘7 F9>
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Pelo Corolario 2.2.2 temos que para ¢ = (w, F,) se tem Ty9Y, = (w, DY + ad(F})Y).
Considerando H(\, g) = (A, Fy) ao invés de ¢ = (w, Fy), temos para todo Y € g que

(22) v st
9 g

=\ (D +ad(Fy))Y),
— (D +ad(F,))* \,Y).

Entao

(aH) (A g) = (D +ad(Fy)) N TL,-

H
Por outro lado temos que —()\, g) = F,, logo

((m (M )) —(TL,)’ %Z(A,m)

A
=(ad(F,))" A= ((D +ad(Fy,))"\) TL,TL,
ad(F,))" A — (D +ad(F,))" A

D*\.

=

Portanto as equagoes Hamiltonianas de H(\, g) = (A, Fy) sdo

o
I = (4.6)
A =-D"\

Observacao 4.3.1. Notemos que as equagoes dadas em 4.6 sao diferentes as calculadas

no artigo [5]. Em [5] os autores ndo utilizam o termo a()\ g) na expressao do campo

vetorial Hamiltoniano.

Observagao 4.3.2. (O caso interno):
Se a derivagao é interna, ou seja D = ad(X) para algum X € g, a segunda equagao de 4.6

Se escreve como

A= —(ad(X))" A,

e as equacoes Hamiltonianas nesse caso sao
g =&
A =—(ad(X))"\

4.4 Equacao Hamiltoniana para um ARS simples

Para um ARS definido por {X,Y),...,Y,_1}, consideremos o Hamiltoniano

n—1 1 n—1
Ho(A g, v U, Uyg) = <)\,UX + Z u]Yj> -3 (UQ + Z u?) (4.7)
j=1 Jj=1
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n—1 n—1

Notemos que <)\,UX +3 qu]> =v(\, X) + > u;(\,Y;) e, como no caleulo do campo
j=1

vetorial Hamiltoniano precisamos das derivadas do H, com respeito a A e g, o termo

=1

n—1

<)\, vX + Z u]Y]> é expresso como soma de termos que envolvem um campo linear e
Jj=1

campos invariantes. Além disso, como o campo vectorial Hamiltoniano é linear com respeito

as fungoes avaliadas no campo, temos usando os calculos acima para campos lineares e

invariantes resulta que as equagoes associadas sao

n—1

g =vX, + Z u;Y;(g)
7=l (4.8)

n—1

A = —vD*A+ > ujad(Y;) A
j=1

Em particular as equagoes de extremal normal sao obtidas pela aplicacao do Principio do
Maéximo de Pontryagin, (veja ( [1,3,15,18]),) com v = 1.

Iremos agora a calcular os pontos criticos de H; para fazer a maximizacdo. Como

n—1 1 n—1
Hi(\ g v,ur, 1) = oL X)) + > wi(AY) — 3 (U2 + 221 u?) , (4.9)
]:

J=1

Hy
temos

ov
OH: .
- = (A Y)) — uy, igualando a zero tem-se u; = (A, Y).

Ou,

Assim no ponto (v,u;) = ((A, X), (A, Y;)) temos um maximo relativo. De fato usando o
-1 ) (Hl) =-1 )

= (A, X) — v e igualando a zero resulta v = (A, X'). por outro lado, como

teste das derivadas parciais de segunda ordem temos que (H)
(H1)uju;, = (Hi)yyy =1 >0

= —1 < 0, o teste das derivadas parciais de segunda ordem garante a

VU UjU

VU

(H1),,» = 0 0 que implica (H)

;g
e como (H4),,
existéncia de um maximo relativo em v = (A, X) e u; = (A, Y}).

Para calcular o Hamiltoniano maximizado substituimos os valores de v = (A, X) e

u; = (A, Y;) em 4.9 obtendo

[ary

n— n

Hilhg) =02V X) + LAY - 5 (<A, X)? + <A,Yj>2)

Jj=1

n—1 1 1 n—1
=\ X+ D (YY) - §<A,X>2 -3 > (NY;)?
j=1 j=1
1 ) 1 n—1 )
:§</\,X> + 3 > (AN YG)2
j=1

Consequentemente o Hamiltoniano maximizado é dado por

n—1

1 1
j=1

Hl(/\7g) =

O caso de extremal anormal sera tratado na secao 5.
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o8

Observagao 4.4.1. Se GG é semisimples entao todas as derivagoes sao internas donde

D = ad(X) para algum X € g. Logo a segunda equagao em 4.8 torna-se

n—1 *
A =ad (—UX +> ujyj) A
j=1
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5 Anormais extremais

Seja (A(t),g(t)), t € [0,T] um anormal extremal. Temos o seguinte

(i) A(t) ndo se anula,
(ii) (\(t),Y;) =0parai=1,...,n—1,

(iti) (A(t) 0 TLg(-1, Xyiey) = (A(2), Fyqo) = 0.

Aqui usamos usamos em (ii) e (iii) os Hamiltonianos H(\,g) = (\,Y) e H(\, g) = (), F})
respectivamente e consideramos o tempo livre no PMP.

Como a 1-forma A(t) ndo é zero, mas se anula sobre os Y7,...,Y,,_1, temos que se n € A
entao (A(t),n) = 0. Como A = ker w obtemos

n € kerw = 1 € ker A(t),

ou seja, kerw = ker A(t). Assim A(¢) é proporcional a w e como A(t) é uma curva lipschit-

ziana temos
A(t) = p(t)w (5.1)

onde p: [0,7] — R é uma fungao absolutamente continua e nao nula. Notemos que por
(iii) g(t) pertence aos zeros da funcgio ¥(g) = (\(t), F,). Vejamos que g(t) pertence aos
zeros da funcao ¢(g) = (w, F).

De fato, temos que

0 =(A(t), Fyry)
=(p(t)w, Fyry)
=p(t){w, Fy(1))

e como p nao se anula, temos (w, Fy)) = 0. Assim g(t) pertence aos zeros da fungao
P(9) = (w, F,) e por definigdo ¢(t) € Z para todo t € [0,T7.

Consequentemente o campo vetorial linear X é combinacao linear dos Y7,...,Y, 1 ao
longo da curva ¢(t) e podemos assumir que o controle v se anula como no PMP. Isto pode
modificar a otimalidade do controle associado, mas nao a geometria da curva.

Como v = 0, as equagoes Hamiltonianas vem dadas por:

n—1 * (52)
A= u; ad(Yj)) A
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Substituindo 5.1 na segunda equacao de 5.2 resulta que a equacao diferencial ordinaria

satisfeita por A\ torna-se

*

(t)o = plt (Z u adm)) . )

Essa igualdade entre 1-formas é equivalente & existéncia, para t € ([0,7]) q.t.p, de um

numero real ¢(t) tal que

n
O anterior decorre do seguinte: seja Z € g e considere Z = Z ¢;Y;, com ¢; € R. Escrevendo

j=1
n—1
W = Z u;Y; a equagao 5.3 se exprime como
j=1
p(t)w = p(t)wad(W). (5.4)
Além disso, ad (W)Y, = Zaini e temos o seguinte
i=1
p(t)w(Z) =p(t)wenYn
=p(t)cpwYs,
:p<t)cn7
assim
p(t)w(Z) = p(t)cn. (5.5)

Por outro lado

n—1
Por 5.3 temos que se ¢, = 0 entdo »  ¢ja,; = 0, pois p(t) # 0. Assim
j=1

p(t)w (ad(W)Z) = p(t)cnann = p(t)cae(t), com c(t) = . (5.6)
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Igualando 5.5 e 5.6 resulta p(t)c, = c(t)p(t)c, donde p(t) = c(t)p(t).

Também, obtemos dos calculos anteriores que

e portanto ad (W)" w = ¢(t)w.

Seja Y, € g tal que (w,Y,) = w(Y,) =1,esejaY € A. Como Y € A escrevemos s.p.g

n—1 n—1
Y = u;Y;. Logo ad(Y) = > u;ad(Y;) e a equagio 2 torna-se ad(Y)*w = cw.
j=1 j=1

Temos entao o seguinte

de e R tal que ad(Y)'w =cw <= Jc € R, VX € g (w,ad(Y)X) = c(w, X),
— (w,ad(Y)Y})) =c(w,Y;)) =0i=1,....n—1e
(w,ad(Y)Y,,) = c(w,Y,) = ¢
<~ ad(Y)A C A.

Seja Y'(t) = Y u;(t)Y;. Como g(t) é uma curva anormal, Y (¢) pertence a A por definicdo,
e satisfaz ad(Y (t))A C A para t € [0,T]. q.t.p. Em outras palavras Y (¢) satisfaz

Y(t) e ANN(A) te0,T],q.tp. (5.7)

Onde N(A) =normy A ={F eg:[F,Y]€ A VY € A} é o normalizador de A em g.
Além disso

c(t) = (w,ad(Y (1)) Yn),

é mensuravel e essencialmente limitada sempre que t — Y (f) seja mensuravel e essen-
cialmente limitada. ( Da teoria de controle assumimos os controles u; mensuravel e
essencialmente limitados)

Agora observamos a outra condicao, i.e., g(t) pertence a Z. Lembrando que para todo
Yeg

TLUTL,Y =(w, (D + ad(Fy) V),
=(w, DY) + (w,ad(Fy)Y).

Temos para Y € ANN(A) e g € Z que
TWTL,Y = (w, DY).

Com efeito (w,ad(F(g))Y) = —(w,ad(Y)F(g)), e como F, € A por defini¢ao e
ad(Y)A C A, obtemos (w,ad(Y)F(g)) = 0.
Portanto TytpTL,Y = (w, DY'). Assim uma curva g(t) satisfazendo 5.7 e g(0) € Z, esta

contida em Z se, e somente se, (w, Dg(t)) = 0, para quase todo ponto, isto decorre do
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seguinte.

L 09(1)) = (@) (1) = (0, Da(1) = 0, logo (g(1)) = cte. De g(0) € Z ¢
g(0) = @b(g(O)) = 0 obtemos 1 (g(t)) = g(0) = 0, assim g(t) € Z. Logo Dg(t) € kerw = A

obtendo g(t) € D™'A. Assim o anterior é equivalente a ¢(t) € D™'A em quase todo ponto.

Reciprocamente seja ¢g(t) uma curva absolutamente continua definida em [0, 7] tal que

d
g(t) = %g(t) pertence a

a=ANNQA)D'A, te[0,T] q.t.p.
Entao ¢(t) é a projegdo de um extremal anormal (A(%), g(t)).

O covetor A(t) é igual a p(t)w, onde p(t) é a solugdo da equacao linear p = ¢(t)p, com

p(0) # 0 e c(t) = (w,ad(g(t))Yn).
Com todo o anterior estabeleceremos o seguinte Teorema.

Teorema 5.0.1. O subespaco vetorial a de g definido por
o= ANN(A) DA,

¢ uma subalgebra de g.

O seu subgrupo conexo associado A =: (exp(a)), € tal que para todo g € Z a classe lateral
gA esta contida no locus singular.

As projecoes dos anormais extremais estao contidos em Z e para g € Z as curvas anormais

comegando desde g sao todas as curvas absolutamente continuas contidas na classe lateral
gA.

Além disso o covector \(t) €, a menos de uma constante, igual a p(t)w onde p(0) # 0 e

p(t) = {w,ad(g(1))Yn)p(1),

para (w,Y,) =1

Demonstracao. Pelo feito anteriormente é suficiente provar que a é uma subélgebra, e que
gA esta contido em Z sempre que g € Z.

Um elemento Y de g pertence a a se, e somente se,
i) YeA
(ii) ad(Y)A C A
(iii) DY € A.

Seja Y, Z € a. Pelo item (ii) obtemos [V, Z] = ad(Y)Z € A, pois Z € A de (i)
logo como Z € a e por (ii) temos que ad(Z)A C A logo ad(Y)ad(Z)A C ad(Y)A C A



Capitulo 5. Anormais extremais 63

com isso temos ad([Y, Z])A C A.
De fato, seja m € ad ([Y, Z]) A, logo m = ad ([Y, Z]) A para A € A, entéao

m =ad ([Y, Z]) A
=[lY, 2], 4]
= —ad(A)[Y, Z]

= — [ad(A)Y, 2] - [V, ad(A)Z],

como ad(Y)A C A e ad(Z)A C A temos

—[A Y], Z] - [Y,[A Z]) Cad(Z) A+ ad(Y)A C A+ A =A.

Portanto ad([Y, Z])A C A.

Para finalizar D[Y, Z] = [DY, Z] + [Y,DZ] € A pois DY e DZ pertencem a A e por (ii)
tanto ad(Z) como ad(Y') enviam A em A, dai que [Y, Z] pertence a a concluindo que a é
uma subalgebra de g.

Para provar a segunda parte, seja g € Z. Temos que gexp(tY) com Y € a, satisfaz as
condigoes discutidas antes da afirmagao do teorema e portanto gexp(tY) é uma curva

anormal que esta contida em Z, donde gA C Z O

Observacao 5.0.2.

1. A dimensao de a é no maximo n — 2. De fato a estd contida em A e sua dimensao
nao pode exceder n — 1. Se suponhemos que a dimensao de a é n — 1 entdao A seria
uma subdlgebra, (pois estaria contido em N(A)), ainda mais estarfa contida em
D™'A, e portanto invariante para D.

Mas se A é uma subdlgebra D — invariante entao a condicao do posto da algebra de
Lie ndo ¢é satisfeita, por conseguinte dim(a) <n — 2.

Por outro lado a dimensao é igual a n — 2 sempre que A seja uma subdlgebra pois
neste caso a = A ﬂ D7'A, ja que N(A) = A e A nao pode estar contida em D™'A

o qual é um subespacgo de g de codimensao um diferente de A

2. Se F, nunca pertence a subalgebra a (para nenhum g € Z ou no minimo nenhum h €
gA) entao os controles associados aos anormais extremais sao unicamente definidos
e nao envolvem campos vetoriais lineares. Por conseguinte as curvas anormais sao
translagoes a direita por g das geodésicas de A pela métrica invariante & esquerda
induzida pelo ARS.
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6 Locus singular no grupo simplesmente co-
nexo associado a algebra de Lie dos movi-

mentos proprios

Nesta se¢ao daremos uma contribuicao ao estudo dos ARS simples em grupos de Lie
conexos soluveis nao nilpotentes de dimensao baixa, afim de estabelecer estudos futuros.
Nosso interesse ¢ estudar o locus singular no grupo conexo e simplesmente conexo associado
a algebra de Lie dos movimentos préprios, a qual faz parte da classificacao das algebras de
Lie soluveis nao nilpotentes de dimensao menor e igual a trés.

Segundo o Teorema A.5.1 a classificacdo dos grupos de Lie G de uma dada dimensao
se reduz a classificacao dos grupos de Lie simplesmente conexos com mesma dimensao
e de seus subgrupos discretos e centrais. Ja a classificagdo dos grupos simplesmente
conexos ¢ feita via classificacao de sua algebra de Lie correspondentes. Disso, utilizando a
classificacdo presente em [4] e [17] tem-se cinco possiveis classes de dlgebras de Lie soluveis
nao nilpotentes de dimensao trés e dessas estudaremos a dada pelo produto semidireto
g =R xyR? onde § = ((1) _01> .

Notemos que associada a g temos os grupos G,, := G /D,, onde
D,, = {(2nkm,0) com k € Z e n € N}

¢ o subgrupo discreto central e G o grupo de Lie simplesmente conexo associado a g; o
grupo G é o grupo de movimentos préprios de R?, (a componente conexa do grupo dos
movimentos préprios de R?) e G, seu recobrimento de n—folha.

Para g associamos o grupo de Lie simplesmente conexo G =R x o R? donde

p: R — Aut(R?) é o automorfismo dado por

cost —sen t)

sent cost

e o produto em G é definido como (t1,v1)(t2, v2) = (t1 + to, v1 + pyyv2).

A seguir apresentaremos alguns resultados que serao utilizados adiante no estudo do locus
singular. As demonstra¢oes dos mesmos podem ser encontrados em [4] e [14].

Para s € R definimos A, := (p, — 1)0~'. Tal transformacdo satisfaz as seguintes proprieda-

des, para t, s € R temos

Lo Aps = Ay 4 pi\g

2. AOZO
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d
3. =N\ =
dr Pt
4. P—tAt = _A—t'
9. PsAt = Atps
6. ps —OAs = 1.

Entao para G escrevemos as translagoes e a exponencial, sua demostracao pode ser

encontrada em [4]

Proposicio 6.0.1. Se G =R X, R? entdo

(dL(le'Ul)>(7_2’v2) (87 w) = (87 ple)7
(R ., (5:0) = (5.0 + sbpr0n)
e consequentemente
(0, w) ses=0
exp(s,w) =

<s, 1Asw> se s # 0.
s

Seja X um campo vetorial sobre G e denotemos D sua derivagao associada. Como
D(R x4 R?) C R? temos bem definido uma aplicacdo linear D* : R? :— R? satisfazendo
D(0,v) = (0, D*v) para v € R% Além disso, D* satisfaz D*f = §D* e como consequéncia
D*p, = p,D*. De fato é suficiente provar que D*@v = §D*v para todo v € R?. Temos o

seguinte,

(0, D*0v) =D(0, 0v)

D[(1,0), (0, v)]
[D(1,0), (0,0)] +[(1,0), D(0, v)]
(0,0D*v).

—b
Note ainda que, como [D*, 0] = 0 necessariamente D* = (Z ) .
a

Se X é o campo linear sobre G com D a derivacao associada entao
X(t,v) = (0, D*v + A§) onde (0,&) = D(1,0).

Agora temos fatos sobre isometrias dos ARSs o qual sao estabelecidos em [14].

A norma Quase-riemanniana sobre T,G é definida por

| X || = min{ v2 4 Zu?, vXy +uYi(g) + -+ up1Yn-1(9) = X, }
J i=1

para X € T,G, é infinito se o ponto g pertence ao locus singular e X nao pertence a A,
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Definicao 6.0.2. Sejam Y e ¥y dois ARS sobre um grupo de Lie G, uma isometria ¢ de

Y1 sobre Y5 é um difeomorfismo de G compativel com a norma, ou seja
[Ty X[z, = [ X]ls, Vg € G, VX € T,G,

onde ||.|[x, e ||.|[s, representan a norma asssociada a ¥; em TG e em Ty, G respectiva-

mente.

Seguindo [14], todo difeomorfismo de G que fixa a identidade e conjugue campos lineares
e invariantes é uma isometria. Em particular, todo automorfismo de G é uma isometria de

ARSs.

Agora vamos apresentar o principal resultado desta secao.

Teorema 6.0.3. O locus de qualquer ARS simples é isometrico ao locus do ARS gerado

pelo referencial ¥ = {X,(1,0),(0,e1)} para algum campo linear X ;

Demonstracao. Seja

Yy ={X, (a1,v1), (a2, v2) }

um referencial qualquer, temos que a prova decorre dos fatos sobre isometrias de ARSs
dados em [14] e dos seguintes fatos.

Consirando o referencial ¥y = {aX, 5(ai,v1),v(az,v2)} entdo o locus singular de ¥ e
Y5 coincidem. De fato seja (t,v) € Z; logo X (t,v) = A(a; + pv1) + B(ag, pivs) onde
A? + B? # 0 entao aX (t,v) = afA(B(a1 + piv1)) + ay tB(vy(ag, prv2)), assim Z; C 2,
de forma analoga obtemos Z, C Z.

Agora pela definicao de locus singular podemos escolher a; # 0 ou as # 0 e também vy # 0
ou vy # 0 pois, se em ambos casos sdo zero, entao nao sera possivel encontrar um conjunto
onde sejam LI.

Disso é suficiente considerar o referencial dado por ¥ = {X, (1, v1), (az,v2)} com |jva]] = 1.
Defina o difeomorfismo ¢(t,v) = (¢, A(v — Ayv1)) onde A é uma rotacao que leva vy em e,
e satisfaz ¢,(1,a1) = (1,0), e ¢y(az, v2) = (az,e1). E pra provar isso, escrevendo X = ¢, X

obtemos que o locus do referencial

E¢ = {‘3?7 (17 0)7 (an 61)}

é igual ao locus do referencial {X, (1,0), (0, 1)}, pois X (t,v) = (0, D*v + A€) s6 depende

da segunda componente. O

Agora mostramos que Z é subvariedade.

Proposicao 6.0.4. Considerando o referencial ¥ = {X,(1,0),(0,e1)}. O locus singular

Z ¢é uma subvariedade.
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Demonstragio. Notemos que (t,v) € Z < {D*v + A&, prer} sao LD, assim devemos ter
(D*v + A&, prea) = 0 logo definindo f(t,v) = (D*v + A&, pres), considerando os seguintes
casos donde det D* # 0 e det D* = 0.
Para det D* # 0 o que é equivalente a D* # 0 temos

of )
a(tﬂf) =(pi§; prea) + (D*v + N, Opies)

=(&, e2) + (D™v + A&, Opres).

e como gi(t,v) : R? — R ¢é linear entdo gi(t,v)(w) = (Dw, pre2) # 0 pois é possivel
encontrar w € R? tal que (Dw, prea) # 0, de fato é suficiente considerar w = D7 'pes, e
neste caso Z é a imagem inversa de um valor regular.

Agora se D* = 0 entao f(t,v) = (A, pre2), e temos

(A, prez) =(p-iMi€, €2)
=(—A_i, e2)
=(=(p—¢ = 1)07'¢, e2)
=(—p_ 0 E+07E eg)
=(—pf & e2) + (071, e2)
=(—p—4&, Oez) + (£, Oe2)
=(=p-i€, —e1) + (¢, —e1)
=(p-i&,e1) — (€, e1),

Notemos que o angulo 6, entre p_;£ e e; é dado por _; = 6 —t onde 6 é o angulo entre £

e e, segue que

(-6, e2) — (&, e2) =llo_i€lller | cosb, — €l cos
=||¢]|(cos(0 —t) — cosb).

Portanto (¢,v) € Z se, e somente se, cos(f — t) = cos(f) se, e somente se
te{2rk, ke ZYy U{2(kr+0) k € Z},

e escrevendo I' = {27k, k € Z} U {2(km + 0) k € Z} temos que Z = I' x R? assim pela
expressao de Z tem-se que Z é subvariedade. Além disso observamos neste caso que Z

tem infinitas componentes conexas 0

Explicitamos Z da seguinte maneira.

Proposicao 6.0.5. Para o referencial ¥ = { X, (1,0),(0,e1)} o locus singular é dado por

Z ={(t,v); (uy — Av)sent + (ux + Ay) cost + a(l — 2cos*t) + bsent + acost = 0}
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A —n
[T

A= 1)6’1— cost — 1 sent 0 1 [ —sent cost — 1
=\ B sent —cost —1 ~1 0/ \1—-cost sent

logo

Do+ A = A = A —sent cost—1 a
oA Y 1 —cost sent b

=(\x — py —asent + b(cost — 1), pxr + Ay + a(1 — cost) + bsent).

Demonstragao. Considerando D* = ( ) e & = (a,b), temos

Disso obtemos

Z ={(t,v); X(t,v) € Apw)}
={(t,v); D*v + A& = prer }
={(t,v); (D*v + A&, prea) = 0}.

e como pes = (—sent, cost), entao realizando o produto interior e com alguns calculos

simples obtemos
Z ={(t,v); (ny — Ax)sent + (px + \y) cost + a(l — 2cos’t) + bsent + acost = 0}.
[

Agora obtemos os desenhos para o locus singular nos casos particulares quando D* # 0,
(y — z)sen(t) + (x + y) cos(t) + (1 — 2 cos®(t)) + sent + cost = 0

e D"=0em

(cost —1) +sent =0

COoImo segue

(a) (y—=) sen(t) + (w+y) cos(t) + (1 -2 cos? () + (b) (cost — 1) + sent = 0.
sent + cost = 0.

Figura 2 — Locus singular
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APENDICE A - Tépicos de Geometria

simplética

A.1 Variedades simpléticas

Uma forma simplética w num espaco vetorial de dimensao finita V' é uma forma bilinear
anti-simetrica ndo degenerada, isto é, para qualquer x € V existe y € V tal que w(x,y) # 0.

Listamos algumas propriedades algébricas de um espago vetorial com uma forma simplética

1. A propriedade de w ser nao degenerada é equivalente ao fato de que a aplicacao

linear i : V — V*, dada por ixw = w(X,-) é um isomorfismo.

2. Pode-se escrever w na seguinte forma candnica.
Se dim V' = 2n entao existe uma base B = {eq,...,e,, f1,..., fn} tal que
W(@i, f]) = 52']'7 w<ei7 ej) =0= w(fza f])v

A matriz de w em relagao a essa base é dada por

0 —Id, xn
[w]B =J= x .
Id,,«n 0

Por essa matriz segue que se {dz1,...,dx,,dy,...,dy,} é a base dual de B, entao
w=dry Ndy, +---+dx, N\dy,

Uma forma simplética numa variedade diferenciavel M é uma 2-forma diferencial w fechada
(dw = 0) e nao degenerada, isto é, para todo x € M e v € T, M existe w € T,,M tal que
wy(v,w) # 0.

Para cada x € M a forma bilinear w, é uma forma simplética no espaco vetorial T, M.
A existéncia de uma forma simplética em M acarreta que dim M é par.

Uma Variedade M munida de uma forma simplética é chamada de variedade simplética.
Um exemplo importante de variedade simplética ¢ o fibrado cotangente de uma variedade
diferenciavel T M.

Observacao A.1.1. Notagao.

Para f € V*, v € V, onde V é um espago vetorial, escrevemos f(v) € R mais também
usamos a notagao (f,v). Notemos que como V* é um espago vectorial também tem seu
espago dual (V*)* e considerando a dimensao de V finita entao (V*)* & V. De fato se
w € (V*)" identificamos w com v € V sempre que (w, f) = (f,v) para todo f € V*. Entéo

sob esta identifica¢ao a orden dos argumentos e irrelevante, isto é, (f,v) = (v, f).
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A.2 Fibrado Cotangente

Seja M uma variedade suave de dimensdao n e ¢ um ponto em M. O espago tangente
T,M tem o espago dual, o espago cotangente (7,M)". A unido disjunta de todos os

espagos cotangentes é o fibrado cotangente T*M = U T; M, que é uma variedade suave
qeEM
de dimensao 2n. A fim de construir coordenadas locais sobre T* M, tomemos qualquer

coordenadas locais z1, . .. x, sobre M. Entao dz1g, . . ., dx,, sao uma base de formas lineares
n
em T;M, e qualquer covetor A € T/ M é decomposto como A = Z pidz;q. A 2n- tupla

i=1
(T1,...2p;p1,- .., pn) fornecem coordenadas locais, denominadas coordenadas canonicas

sobre o fibrado cotangente T M.

Note que em geral o fibrado cotangente T*M de uma variedade suave M nao é trivial, i.é,
nao pode ser representado como o produto direto M x V onde V' é um espago vetorial. Mas
o fibrado cotangente T*G de um grupo de Lie tem uma trivializagdo natural. Aplicaremos
esta trivializacao a afim de escrever o sistema Hamiltoniano do principio de méaximo de
Pontryagin para problemas de controle étimo sobre grupos de Lie. Para isso consideremos

V' um espago vetorial com dimV =dim M =n

Definicao A.2.1. Uma trivializa¢io do fibrado cotangente T*M é um difeomorfismo
¢: M xVi—T"M tal que:

L ple,q) €T;M; ecV, geM

2. ¢(+,q) : V= T7M é um isomorfismo linear para qualquer ¢ € M.

Em qualquer ponto (¢,e) do fibrado cotangente trivializado V' x E = T*M temos as

seguintes identificacoes para o fibrado tangente e cotangente

Tige) (M x V) 2T,M & T,E = T,M X V,
Tho (M x V) ZTIM @ TV 2 TEM x V™,

Respectivamente qualquer vetor tangente e cotangente pode ser decomposto em seus partes

vertical e horizontal como segue

X=X,+X,, X€TuogMxV), X,€V, X,cT,M
A=X+ A, AETL (M xV), X eV, N eT;M.

A.3 Principio do Maximo de Pontryagin sobre variedades suaves
Consideremos o problema de controle 6timo da forma

= flqu), geM welUCR™ (A.1)
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q(0) =qo, q(t1) =q fixo ou livre (A.2)

ﬂw:[f¢mww@yu%mm, (A3)

onde M é uma variedade suave, f(q,u) e p(q,u) sdo suaves, e os controles admissiveis u(t)
sao mensuravéis e localmente limitados. Seja A € T*M um covetor, v € R um parametro

e u € U um parametro de controle e considere a familia de Hamiltonianos
ha(A) = A f) +ve. (A.4)

Teorema A.3.1. Principio do Mdximo de Pontryagin-PMP Sejau(t), t € [0,t4]

um controle 6timo no problema A.1-A.3 com tempo fizo t;.

*

Entao existe uma curva lipschitziana Ay € TgyM, t € [0,t1], e um nimero v € R tal que

A = h_;'a(t)(At) (A.5)
hie (Ae) = max by (M) (A.6)
A #0, te|0,t], (A.7)
v<0 (A.8)

Observagao A.3.2. Para o problema A.1-A.3 com a condicao final de tempo livre t;,
condigbes necessarias de otimalidade se expresam com A.5-A.8 mais a igualdade adicional
haw =0

A.4 Problema de Controle étimo

A.4.1 Enunciado Do problema

Considere um sistema de controle da forma
¢=ful@), e M, uweUCR", (A.9)

onde M é uma variedade suave, e U é um subconjunto arbitrario de R™. Para o lado

direito do sistema de controle suporemos que:

(i)

q +— fu(q) é um campo vetorial suave sobre M para qualquer fixo u € U, (A.10)
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(¢,1) = fu(q) e uma aplicacdo continua em M x U, (A.11)
(i)
Ofu, . - ) -
(q,u) — a—(q) é uma aplicagao continua em M x U. (A.12)
q

Controles admissiveis sao aplica¢gbes mensuraveis, localmente limitadas
u:teR —u(t) eU.

Substituindo tal controle u = u(t) como pardmetro de controle no sistema A.9, obtemos

uma EDO nao auténoma ¢ = f,(q). Para um ponto gy € M o problema de Cauchy

q= fulq), q(0) = qo, (A.13)

tem portanto solugdo tinica. Fixemos o ponto inicial ¢o e denotemos por ¢,(t) a solugao
correspondente do problema A.14 .
A fim de se comparar controles admissiveis no intervalo [0, ¢;], introduzimos o funcional de

custo "

T = [ ¢ (). u®) d, (A.14)
onde ¢ : M x U — R satisfaz as mesmas condicoes de regularidade que o lado direito de f.
Dados qg,q1 € M, consideramos o seguinte problema de controle:
Problema
Minimizar o funcional J entre todos os controles admissiveis u = u(t), t € [0, ;] para o
qual a solugao correspondente ¢,(t) do problema de Cauchy A.14 satisfaz a condicao de

fronteira

qu(t1) = 1, (A.15)

esse problema também pode ser escrito como

¢=fulq), g€ M, ue U CR", (A.16)
q(0) = q; q(t1) = (A.17)
I = [ " o (q(t), ult)) dt — min. (A.18)

Estudaremos dois tipos de problemas, com tempo final fixo e tempo final livre.

Definicao A.4.1. Conjunto atingivel
Fixado um ponto inicial ¢ € M, o conjunto atingivel a partir de qo do sistema de controle
A.9 é definido como

Ay () ={qu(t), ondew:[0,t] — U é um controle mensuravel, localmente limitado}
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A.4.2 Enunciado geométrico de PMP
Consideremos o problema de controle 6timo dado em A.9 para um sistema de controle
i=fua), ¢€M, ueUCcCR", (A.19)

com condic¢ao inicial
q(0) = qo. (A.20)

Definamos a seguinte familia de Hamiltonianos
ha(N) = (A, ful@)), AeT;M, ge M, ueU.
Fixado um instante arbitrario ¢; > 0, temos o seguinte:

Teorema A.4.2. Seja u(t), t € [0,t1] um controle admissivel e §(t) = qa(t) a solugio

correspondente do problema de Cauchy A.19-A.20. Se
q(t1) € 0Ag (1),
entdo existe uma curva lipschitziana no fibrado cotangente

A€ TiyM, 0<t<t,

tal que
A # 0, (A.21)
At = haw (M) (A.22)
hag (M) = max hu(Ae) (A.23)
t €10,t1] ¢.t.p.

Se u(t) é um controle admissivel e \; uma curva Lipschitziana em T M tal que as condigoes
A.21- A.23 sdo satisfeitas, entdo o par (u(t), ;) é dito satisfazer o PMP. Neste caso a
curva \; é chamada extremal, e sua projecao ¢(t) = m(A\;) é chamada de trajetdria extremal.
Se o par (u(t), ;) satisfaz PMP | entao

hawy(A\e) = constante, ¢ € [0,t4]. (A.24)

O sistema hamiltoniano do PMP
A = ]_iu(t)()\t> (A.25)
¢ uma extensao do sistema de controle inicial A.19 ao fibrado cotangente .
De fato, em coordenadas candnicas A = (£, x) € T*M, o sistema Hamiltoniano fornece
. Ohuy

z ag fu(t)(l'>,
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ou seja as solugoes \; de A.25 sao levantamentos de Hamiltonianos das solugbes ¢(t) para
A.19:

(M) = qu(t).

Proposicao A.4.3. Suponhamos que o Hamiltoniano mazximizado do PMP
H()\) = max ho(A), XeT"M,
ue

é definido e C*-suave , sobre T*M\{\ = 0}.
Se o par (u(t), \t), t € [0,t1], satisfaz o PMP, entao

N=H), teloty]. (A.26)

Reciprocamente, se uma curva Lipschitziana Ay # 0 € uma solucdo do sistema Hamiltoniano
A.26, entao podemos escolher um controle admissivel u(t), t € [0,t1] tal que o par (u(t), A)
satisfaz PMP.

A.4.3 Enunciado Geométrico para PMP para tempo livre

Teorema A.4.4. Seja @ um controle admissivel para o sistema de controle A.19 tal que

q(t1) 65( U Aqo(t))

[t—t1|<e

para algum t; >0 e e € (0,t1). Entao ezxiste uma curva Lipschitziana

M ETiwM, MN#0, 0<t<t,

tal que
A = ]_ia(t)()\t)
hﬁ(t)()‘t) = Igg[}( hou(At) (A.27)
hag (M) = 0,
t€[0,t1] q.t.p.

A.4.4 PMP para problemas de controle étimo

Agora aplicamos o PMP na sua forma geométrica para problemas de controle 6timo
comecando com problemas com tempo fixo.

Para um sistema de controle

¢=fule) ¢geM, uwel, (A.28)
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com as condi¢oes de fronteira

q(0) = q, q(t1) =, (A.29)
onde qg,q1 € M e t; > 0 sao fixados, e o funcional de custo
t1
I = [ ¢ (qu0)u®) d. (A.30)

Consideramos o problema de controle 6timo
J(u) — min. (A.31)

Transformamos o problema, extendendo-se o espaco de estado,

a:(y)e]RxM,
q

e definindo o campo vetorial extendido f, € Vec (R x M)

PP IR0
fu(q)—( 1.0 )

e temos o novo sistema de controle

)

dg - . y = (g, u)
= =L@ & { i (o) (A.32)

com as condig¢oes de fronteira

§(0) = Go = ( ’ ) a<t1>:(‘](“))-
q0 q1

Se o controle @ é 6timo para o problema A.28-A.31, entdo a trajetéria gz (t) do sistema

extendido A.32 comecando em ¢ satisfaz a condicao
Ga(t1) € 0A= (1),

onde /TEO (t1) é o conjunto atingivel do sistema (A.32). Note que a forma geométrica do
PMP aplicado ao sistema extendido (A.32) nao distingue entre minimo e maximo do custo
J(u). A fim de se ter condigdes validas para o minimo, introduzimos um novo pardmetro

de controle v e consideremos um novo sistema da forma

{ p=eleutv g Leu (A.33)

q= fu(Q)7

A trajetéria do sistema (A.33) correspondente aos controles v(t) = 0, 4(t) torna-se a
fronteira do conjunto atingivel deste sistema para t = t;. Aplicando o Teorema A.4.2 ao
sistema (A.33) obtemos, utilizando o fato de que

Tiy (R x M) =R @& T, M,

T¢, (R x M) =R & T M,
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que a fungdo Hamiltoniana para o sistema (A.33) tem a forma

/}\L(v,u)(ya A) = (A fulm (V) + v(p(m(N), u) + v),
onde 7 : T*M — M é a projegao

e o sistema Hamiltoniano do PMP é

(A.34)

Onde Eu(y, A) é o campo vetorial Hamiltoniano associado a fungdo Hamiltoniana
(v, A) = (A, fu(m(N)) + v(m(A), w).
A primeira equacao de (A.34) significa que
v = constante

ao longo da trajetéria de referéncia. A condigao de maximalidade tem a forma

(e Fa) + v (@(1), 5(0) = max (N, fu) + v((t), w) + v0)
Como o maximo anterior é atingido devemos ter
v <0,

e assim podemos escolher v = 0 do lado direito da condicao de maximilidade

Aoy fany) + v (4(1), a(t)) = max (M, fu) +ve(q(t), ).

ue

Teorema A.4.5. Seja u(t), t € [0,t1] um controle étimo para o problema A.28-A.31,

J(@) = min{J(u) ; qu(t1) = @1 }-
Definimos a funcao Hamiltoniana

ho(N) = (N, fu) +veo, AeT;M, ucU, veR

Entao existe um par nao trivial,

(v, M) # (0,0) v € R N € T ) M,
tal que as sequintes condigcoes sao satisfeitas:

Xt = h?ﬁ(t)()\t)»
i (\) = max hy(Ae) VE € [0,t1] g.t.p,

v <0.
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Observacgao A.4.6.

1. Se temos o problema de maximiza¢ao em vez do problema de minimizagao (A.31)

entao a desigualdade anterior torna-se

v > 0.

2. Para o problema com tempo livre : A.28- A.31, condigdes necessarias de 6timalidade

do PMP sdo as mesmas do Teorema A.4.5 mais a propriedade adicional iz, (M) = 0.

Temos duas posibilidades distintas para o parametro constante v no Teorema A.4.5:

1. se v # 0 entdo a curva \; é chamada de extremal normal. Como o par (v, \;) pode
ser multiplicado por um nimero positivo, podemos normalizar v < 0 e assumir que

v = —1 no caso normal.

2. Se v =0, entao \; e chamado de extremal anormal.

Assim podemos sempre assumir que v = —1 ou v = 0.

Agora consideremos o problema de controle 6timo
¢=fula), qg€M, uel,

Q(O) = qo, Q<t1) = {1, qo, 41 ﬁX&dOS,
t1
t1 :/ 1dt — min .
0

Para o problema de tempo 6timo, o PMP toma a seguinte forma:

Corolario A.4.7. Seja um controle admissivel u(t), t € [0,t1] um tempo 6timo. Definamos

a funcao Hamiltoniana
ha(A) =\, fu), A€ T, M, uel.
Entao existe uma curva Lipschitziana
MET*M, N\ #0, t€[0,t],
tal que as sequintes condigoes sao satisfeitas para quase todo t € [0,t;] :
A = haw (M),

hagey (M) = max hu,(Ar, )
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Um caminho em G é dito horizontal se é localmente retificavel (por exemplo diferenciavel
por partes) e se sua derivada pertence & distribucao no fibrado tangente sempre que este

definida.

Defini¢ao A.4.8. Um caminho 7 : [a,b] — G é chamado geodésica minimizante se é o

caminho horizontal mais curto que une seus pontos de extremidade.

Definicao A.4.9. Um caminho v : I C R — G ¢é chamado geodésica se é localmente uma
geodésica minimizante, em outras palavras cada ty € I esta contido em um subintervalo
fechado Iy C [ tal que 7 restrita a I; é uma geodésica minimizante. Se além disso,
d (y(t2),v(t1)) = |ta — t1]| sempre que |ty — t1| é suficientemente pequeno entao dizemos

que v é uma geodésica de velocidade unitaria.

A5 Grupos de Lie e recobrimento universal

O seguinte Teorema ¢é utilizado na secgao do grupo solivel nao nilpotente . Para mais

detalhes com a demonstragao o leitor pode consultar [20,21].

Teorema A.5.1. Seja g uma dlgebra de Lie real com dim g < oo. Entao

1. Existe um dnico ( a menos de isomorfismo) grupo de Lie conexo e simplesmente

conero G’(g) com dlgebra de Lie g.

2. Se G ¢ grupo de Lie conexo com dlgebra de Lie g entio G = G(g)/T, onde I C G(g)
¢ um subgrupo discreto central, isto €, I' estd contido no centro 7 (é(g)) de é(g)

Nesse caso T' € isomorfo ao grupo fundamental m(G).

Por esse teorema pode-se classificar os grupos de Lie conexos a partir de uma classificagao
(a menos de isomorfismo) dés algebras de Lie reais e de uma descri¢ao dos centros Z (C:Y (g))

dos grupos simplesmente conexos G(g).
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