Universidade Estadual de Campinas

Instituto de Matematica, Estatistica e Computa¢do Cientifica

Dissertacdo de Mestrado

Topicos de Teoria dos Numeros

¢
Teste de Primalidade

Por

Jackson Martins Reis

Mestrado Profissional em Matemética — Campinas — SP

Orientador: Prof. Dr. José Plinio de Oliveira Santos



TOPICOS DE TEORIA DOS NUMEROS E TESTE DE
PRIMALIDADE

Este exemplar corresponde & redagéo
final da dissertagio devidamente
corrigida e defendida por Jackson
Martins Reis e aprovada pela co-
missdo julgadora.

Campinas, 29 de julho de 2009.
S

Prof. Dr. José Plinio de Oliveira Santos
Orientador

Banca Examinadora:

Prof. Dr. José Plinio de Oliveira Santos
Prof. Dr. Emerson Alexandre de Oliveira Lima
Prof. Dr. Eduardo Henrique de Mattos Brietzke

Disserta¢io apresentada ao Instituto de
Matemdtica, Estatistica e Computagéo
Cientifica, Unicamp, como requisito
para a obten¢do de titulo de Mestre em
Matematica.



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA

BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP
Bibliotccaria: Maria Fabiana Bezerra Miiller - CRB8/ 6162

Reis. Juckson Martins
R27T Topicos de teona dos numeros e teste de primalidade/Jackson Martins

Reis-- Campinas, [S.P. - sn.|. 2000,

Orientador : Jose Plinio de Oliveira Santos
Dissertagiio (mestrado profissional) - Umversidade Fstadual de

Campinas, [nstituto de Matematica, Fstatistica ¢ Computagio Cientifica.

| Congruéneias ¢ restos. 2. Nameros - Divistbilidade. 3 Numeros
naturais. 4 Numeros primos. 1. Santos, J. Plinio O. (Jos¢ Plinio de
Oliveiray, 1. Universidade Fstadual de Campinas. Instituto  de

Matematica, Fstatistica ¢ Computagio Cientifica. [11 Titulo.

Titulo em mglés: Topics of numbers theory and primality fest

alavras-chave em inglés (Keywords): 1. Congruences and residues. 2. Numbers,, Divisibility
ol 3. Whole numbers. 4. Prime numbers.

Area de concentragio: Teoria dos Ninmeros
Titulagciio: Mestre em Matematica
Ranca examinadora: José Plinio de Oliveira Santos — (IMECC- UNICAMP)

Limerson Alexandre de Oliveira Lima (UFRPE)
Liduardo Henrique de Mattos Brietzke (UFRGS)

Data da defesa: 29/07/2009

Programa de Pos-Graduagio. Mestrado profissional em Matemdtica



Dissertagiio de Mestrado Profissional defendida em 29 de julho de 2009 ¢
Aprovada pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

Prof. (a)7 Dr (a). JOSE PLINIO DE OLIVEIRA SANTOS

S, A0

Prof. (a). Dr (a). EMERSON ALEXANDRE DE OLIVEIRA LIMA

Q/)(p\ mfs Retoh b

Prof. (a). Dr (a). EDUARDO HENRIQUE DE MATTOS BRIETZKE




A minha amada esposa Marilia Martins
e aos meus queridos filhos Maria Carolina Martins e Lucas Martins,

Dedico



“Uma vida sem busca ndo € digna de ser vivida.” (Socrates)



Agradecimentos

A Deus, em primeiro lugar, indispensdvel em minha vida.

Ao meu querido pai Manoel Martins e a minha amada mae Raimunda Martins, pelo ensino
continuo através de bons exemplos.

Ao meu sogro Antonio Vanderly e a minha sogra Maria Theresa, pelos ensinamentos de luta,
persisténcia e determinacao.

Aos meus queridos tios Joaquim Neves e Maria Assuncdo, pelo amor a mim e a minha familia
dedicados. Sinto-me confortavelmente como um filho.

Aos queridos compadres, Neto e Cristiane, pelo companheirismo de todas as horas.

Ao amigo Anselmo Raposo, pelo empenho no projeto ora realizado.

Ao professor Plinio, pela capacidade no cumprimento de sua funcdo de mestre e pela aceitagdao
de orientar-me na realizacdo desta tarefa.

A professa Sueli, pela incansdvel dedicag@o e por acreditar neste projeto pioneiro de capacita-
¢do de docentes.

Ao meu ex-aluno Agnaldo, por ajudar-me na solu¢do de problemas com o LATEX.

A Universidade Estadual do Maranh@o e a Universidade Estadual de Campinas, pela oportuni-
dade concedida para a realizacdo do presente curso.

Aos amigos e professores do Mestrado, pelos ensinamentos e pelo bom convivio.

ix



Resumo

Neste trabalho foram abordados tépicos de Teoria dos Nimeros e alguns testes de primalidade.
Mostramos propriedades dos niimeros inteiros, bem como alguns critérios de divisibilidade. Apre-
sentamos também, além das propriedades do Maximo Divisor Comum e Minimo Multiplo Co-
mum, interpretagdes geométricas dos mesmos. Foram estudados Tépicos da Teoria de Congruén-

cias e por fim trabalhamos alguns Testes de Primalidade, com respectivos exemplos.

Palavras-chave: Congruéncia, Divisibilidade, Nimeros inteiros, Primalidade.
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Abstract

In this work were discussed topics of the theory of numbers and some primality tests. We
show properties of whole numbers, and some criteria for divisibility. We also present, beyond
the properties of the Common Dividing Maximum and Minimum Common Multiple, geometric
interpretations of the same ones. They had been study topics of theory of congruences and finally

we work some of primality tests, whith respective applications.

Keywords: Congruence, Divisibility, Whole Numbers, Primality.
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Introducao

Considerando a proposta do programa, que é o estudo de temas relevantes e que tenham co-
nexao com as disciplinas da Matematica do Ensino Superior, neste trabalho foram estudados topi-
cos da Teoria dos nimeros e Testes de Primalidade.

No primeiro capitulo, sdo apresentados os nimeros inteiros e suas propriedades, além de diver-
sas aplicacoes. Convém lembrar que, além da demonstragdo, foram feitas aplicagdes da primeira e
segunda forma do principio de indugdo finita.

No segundo capitulo, foram abordados diversos topicos de divisibilidade, tais como, Maximo
Divisor Comum e Minimo Multiplo Comum, além dos critérios de divisibilidade.

No terceiro capitulo, foi introduzida a definicdo de congruéncia e suas propriedades, além de
resolucdes de congruéncias lineares e sistemas de congruéncias lineares.

No quarto capitulo, foram apresentadas algumas férmulas que geram niimeros primos e alguns

dos testes de primalidade.



Capitulo 1

Conjunto dos Numeros Inteiros

Os nimeros inteiros formam um conjunto, que denotamos por Z, o qual ¢ munido de duas ope-
racdes que chamamos de adicao e multiplicacio e denotamos por + e -, respectivamente. Conside-

rar que + e - sdo duas operacdes em Z, significa que + e - sdo duas fungdes:
+1ZXLZ—>Z e -:LXZ—->Z

sendo que a adicdo (+) associa a cada par ordenado de inteiros (x, y), um Unico inteiro x + y,
chamado soma de x e y e a multiplicagdo (-) associa a cada par de inteiros um unico inteiro x - y,

chamado produto de x e y.

1.1 Conjunto dos niimeros inteiros e subconjuntos especiais

1.1.1 Conjuntos dos niimeros inteiros
O conjunto dos nimeros inteiros, representado pela letra Z, é o conjunto dado por:

Z=A{..,-3,-2,-1,0,1, 2, 3, ...}.

1.1.2 Subconjuntos especiais de Z
a) Conjunto dos nimeros inteiros nao nulos:

z"=A{...,-3,-2,-1,1,2,3, ..}={xeZ /[ x+0}.
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b) Conjunto dos nimeros inteiros ndo negativos:

Z,=10,1,2,3, ..}={x€eZ [/ x>0}.

¢) Conjunto dos nimeros inteiros positivos:

zZ.={1,2,3,..})={xeZ/ x>0}

d) Conjunto dos nimeros inteiros nao positivos:

Z_ =10, -1, =2, -3, ..}={x€Z [ x<0}.

e) Conjunto dos nimeros inteiros negativos:

7' ={-1, -2, -3, ..} ={xeZ [/ x<0}.

1.2 Propriedades dos nameros inteiros

Inicialmente, introduzimos algumas propriedades de Z de forma axiomatica, isto €, a partir de
um conjunto de axiomas ou postulados, que caracterizam as operacdes de adicao e multiplicacio

em Z. A partir desses axiomas ou postulados, apresentaremos outras propriedades de Z.

1.2.1 Axiomas ou postulados em Z
Para cada x, y, z € Z, tem-se:
(A;) Associativa em relacdo a adigao:

x+(+2=(x+y) +z

(A;) Comutativa em relacdo a adi¢ao:

X+y=y+x

(A3) Elemento neutro da adicao:

x+0=0+x=ux,

isto €, o zero € o elemento neutro da adi¢do em Z.
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(A4) Existéncia do elemento oposto:

Existe um elemento —x em Z, chamado oposto de x ou inverso aditivo de x, ou ainda simé-

trico de x relativamente a operacdo de adicao, satisfazendo:
x+(=x)=(—x)+x=0.
(M) Associativa em relagdo a multiplicagdo:
x(yz) = (xy)z.
(M,) Comutativa em relacdo a multiplicacdo:
Xy = yX.

(M) Elemento neutro da multiplicacao:

(M,) Distributiva em relacdo a adicao:

x(y +2) = xy + xz.

Definicao 1.1 ( Subtracdo em Z ). Chama-se diferenca de dois niimeros inteiros x e y a soma

X + (=y). A subtracdo em Z é a operagdo:
—ZXZ —> 7,

que associa a cada par ordenado de inteiros (x, y) a diferenca x —y.

1.2.2 Outras propriedades de Z

Sejam x, y € z nimeros inteiros quaisquer, temos que:

(P) x+y=x=y=0.

Obs.: Esta propriedade indica que o “0” € o unico elemento neutro da adi¢cdo em Z.
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(P)) x+y=0=y=—-x

Obs.: Esta propriedade indica que o elemento oposto de um nimero inteiro x € Ginico.

(P3) x+y=x+z=y = z(Lei do cancelamento da adi¢do).
(Ps) —(=x) = x.
(Ps) —(x+y)=-x—-y.
(Pg) x-0=0.
(P7) (=x) -y = —xy.
(Ps) (=x) - (=y) = xy.
(Py) (x—y)z =xz—yz
(Pyo) x-y=x-z ¢ x#0=>y=z

Demonstracoes

(P) x+y=x=(—x)+(x+y) =(—x) + x. Por (Ay), (A;) e (A3) temos que:
[(x)+x]+y=0=>0+y=0=y=0.

(P) Sex+y=0=(—x)+(x+y) =(—x)+0. Por (A,), (A;) e (A4) temos que:

[(x)+x]+y=(—x)=20+y=—x=y=-x

(P3)) Sex+y=x+z=>(-x)+(x+y) =(—x)+ (x+2). Por (Ay)
[(=x) + x] +y = [(—=x) + x] + z, por (A4)

0 +y =0+ ze, finalmente, por (A3) y = z.

(P4) Por (Ay), temos que —(—x) + (=x) = 0, logo [—(—x) + (—x)] + x = 0 + x. Aplicando (A;) e

(A3), temos: —(—x)+ [(=x)+x]=x=> —(—x)+0=x = —(—x) = x.

(Ps) Queremos provar que —(x + y) = —x — y. Para isso, primeiro provamos que a soma
S=x+y+[(=x)+ (=] =0.
Por (A1) § =@+ +[0)+ 0= +y+(=x) + (=y).
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Por (Ay) § =(x+y) +[(=0) + (=] = (y + x + (=x)) + (-).
Por(As) S=y+0+(=y)=y+(-y)=0= S =0.

Entdo, (x + y) + [(=x) + (=y)] = O e, portanto, (x + y) e (—x) + (—y) sdo opostos, logo
—x+y) =0+ =) -y=-(x+y)=—x—-y.

(Pg) Fazendo x-0 = y.
Por (As) e (M,), temos:
y=x-0=2y=x0+0)=x-0+x-0=y+y.

Logo, y+y =y + 0 e, portanto, pela propriedade de (P5), temos que y = 0, ou seja, x-0 = 0.

(P7) (=x)-y=—x-y.
1) Temos que: [(=x) + x] -y =(=x) -y + x-y.
i1) Também que: [(—x) + x] - y = 0 -y = 0. Logo, por (i) e (ii) temos:

(=x)-y+x-y =0, ouseja, xy e (—x)y sao simétricos (P,), portanto, (—x) - y = —xy.

(Pg) (—x)- (=y) = xy.
) (=x) - (=y) = =[x (=] (P7).
i) x - (=y) = —xy (P7).

De (i) e (ii), temos que (—x) - (—y) = —(—xy) e, finalmente, por (Py), (—x) - (—y) = xy.

(Po) (x=y)-z=xz—-yz
(x=y)-z+yz=[(x-y) +ylz=[x+((-y) + Y]z = (x + 0)z = xz.
Entdo, (x—y)-z+yz=xz2= (x—y) - 2+ yz+ (=yz) = xz2+ (—y2)

=>x-y)-z2+40=xz—yz=> (x—y)-z=x7-yz

(Pip) xy=xzex#0=y=z
Xy =xz = xy+ (—xz) = xz+ (—x2)
= xy —xz =0e, como x(y — z7) = xy — xz, temos x(y — z) = 0 e ainda, como x # 0

=2y-7z=0=2y-272+7z=0+z=2y+0=z=y=z

Observacao 1.1. Os axiomas e propriedades apresentados ndo sdo suficientes para caracterizar

o conjunto dos niimeros inteiros de maneira uinica, isto é, existem outras estruturas algébricas que
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também satisfazem as referidas propriedades, como exemplo, podemos citar o conjunto dos niime-
ros racionais (Q) e o conjunto dos niimeros reais (R), que embora tendo propriedades adicionais,

satisfazem todos os axiomas e propriedades citados anteriomente.

1.3 Relacao de ordem em Z

€69 €2

Sejam x e y nimeros inteiros quaisquer, dizemos que “x” é menor do que ou igual a “y” e

indicamos x <y, se y — x € um ndmero inteiro nao negativo, isto é, (y — x) € Z,. Se y — x € ndmero

¢ _9 £

inteiro positivo (estritamente positivo), isto €, (y — x) € Z, entdo dizemos que “x” é menor do que

669

y” e indicamos x < y.

Observacao 1.2. Escrever x <y é equivalente a dizer que y > x (y é maior do que ou igual a x) e

para x <y é equivalente a dizer que y > x (y maior do que x).

1.3.1 Axiomas para a relacao de ordem em Z

Admitiremos que a relacdo de ordem satisfaz os seguintes axiomas para quaisquer

X, y, Z € Z.

(Ry) Lei da Tricotomia em Z

Sejam x e y nimeros inteiros quaisquer, vale uma, e somente uma, das afirmagdes:

xX=y; x<y ou x>}y.

(R,) Sex<yey<z= x < z(transitiva).
(R3)) Sex<y=x+z<y+z

(Ry)) Sex>0ey>0= xy>0.

1.3.2 Outras propriedades da relacao de ordem em Z
Sejam x, y, z € w inteiros quaisquer, temos:

P;) x < x (reflexiva);
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Py) x<yey<x= x =y (anti-simétrica);
P;) x<yex-y<0;

Py) x<0o —-x>0;

Ps) Sex+y<y+z=>x<z;

Ps) Sex<yez<w=>x+z<y+w;
P;) Sex<0ey>0=xy<0;

Pg) Sex<0ey<0=xy>0;

Py) Sex#0=x>>0;

Pp) 1>0;

Pi)) Sex<yez>0= xz<yz;

Pp) Sex<yez< 0= xz>yz;

Pi3) x<youy<x;

Piy) Sex#0=x<0oux>0;

Pis) Sex>y>0ez>w>0=xz>yw>0;

Py¢) (Leis do cancelamento para a multiplicagdo):
)Sexz<yzez>0=>x<y.

il)Sexz<yzez<0=x2>y.
Demonstracoes

Observacao 1.3. Devido a grande quantidade de propriedades, demonstraremos apenas algumas.

P;) x<yex-y<0

x<yex+(=y)<y+(=y) e x—-y<O0.
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P) x<0 —-x>0

x<0eox+(x)<0+(—x)e0<—xe -x=>0.

Ps) Sex<yez<w=>x+z<y+w.
Se x <y = x+z < y+z; domesmomodo, sez < w = y+z < y+w. Logo, x+z < y+z < y+w

e pelo axioma (R;), temos que x + 7 < y + w.

P7) Sex<0ey>0= xy<0.
Sex<0ey>0.Por(Py) —x>0ey>0epor(Ry) (—x)-y=>0= —(xy) >0 e, portanto,

novamente por (P4) xy < 0.

Pg) Sex<0ey<0=xy>0.
Sex <0ey<0. Por (Py) (—x) > 0e (—y) > 0 e ainda por (R;) (—x)(—y) > 0 e, portanto,
xy > 0.

Py) Por Py temos que, se x # 0 = x> > 0edaitemosque 1 >0=1-1>0=1>0.

Pi1) Sex<yez>0= xz<yz
Se x < yez > 0, entdo por (P;) x —y < 0e z > 0. Por (P7), temos ainda que

(x=y) 250> xz—yz2<0= xz<yz

P;p) Sex<yez<0= xz>yz
Sex<yez<O0,entdopor(P3;) x—y<0ez<0Oepor(Pg) (x—y)-z2>20=>xz—-yz>0=

X7 =2 yZ.

Pi) ()Sexz<yzez>0= x<y.
Se xz < yz e z > 0, entdo necessariamente x < y pois, caso contrdrio, teremos x > y 0 que
contraria a nossa hipétese (xz < yz), pois se x >y e como z > 0, terifamos xz > yz (Py;).

i)Sexz<yzez<0=x2>y.

De modo andlogo ao anterior, se xz < yz e z < 0, entdo necessariamente x > y pois, caso
contrério, teremos x < y, 0 que contraria a nossa hipétese (xz < yz), pois se x < y € como

z < 0, teriamos xz > yz (P13).
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Teorema 1.1. Se x e y sdo niimeros inteiros, com x # 0 e y # 0, entdo xy # 0. Equivalentemente,

xy=0=x=00uy=0.

Demonstracao
Se x # 0 e y # 0, entdo pela Lei da tricotomia, temos x < 0 oux > 0 e

y < 0ouy> 0 e, portanto, temos que x - y < 0 ou xy > 0.

Definicao 1.2. Seja A um subconjunto ndo vazio de Z. Dizemos que A ¢é limitado inferiormente se
existe um niimero a € Z, tal que a < x, qualquer que seja o elemento x € A, isto é, a é menor do

que ou igual a qualquer elemento de A.

Definicao 1.3. Seja A um subconjunto ndo vazio de Z, limitado inferiormente. Chama-se de limite

inferior de A todo niimero a € Z, tal que a < x, para todo x € A.

Definicao 1.4. Seja A um subconjunto ndo vazio de Z. Chama-se minimo de A, notagdo “min A”,

um elemento a € A tal que a < x, para todo x € A.
mnA=a©acAeVxeA=a<x

Exemplos:

DA={-5 -4, -3, -2, -1,0, 1, 2, 3, ...}
e A ¢ limitado inferiormente.

e Limites inferiores de A: -5, -6,-7,-8, ...
e min A = -5.

Il) B ={0,-1,-2,-3,—4,...} ndo ¢ limitado inferiormente, logo ndo tem minimo, pois nao

existe nenhum nimero inteiro que seja menor do que todo elemento de B.
Teorema 1.2. Se a é elemento minimo de A, entdo este elemento é unico.

Demonstracao

Sejam a e b elementos minimos de A, temos:

i) a < b, pois a = min A.

ii) b < a, pois b = min A, logo pela propriedade (P,) (a < be b < a = a = b) temos que

=b.
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1.4 Principio da Boa Ordem ou da Boa Ordenacao ou do Me-

nor Inteiro

Todo conjunto nao vazio de inteiros ndo negativos possui um elemento minimo.
Simbolicamente:

VACZ,, A# ¢ = dmin A.

Observacao 1.4. As propriedades e axiomas da adi¢do e multiplicagdo de niimeros inteiros, bem
como as propriedade da relacdo de ordem em Z, apresentadas até o momento, sdo igualmente
vdlidas para o conjunto dos niimeros racionais Q e reais R, porém, o principio de boa ordenacdo
ndo é vdlido para os referidos conjuntos, considerando que nem todo subconjunto dos niimeros

racionais ndo negativos (por exemplo) possui um primeiro elemento.
Exemplo: O conjunto A = {x € R/x > 2} ndo possui primeiro elemento.

Teorema 1.3. Seja A um subconjunto ndo vazio de Z.

i) Se A é limitado inferiormente por m € Z, entdo A possui um primeiro (menor) elemento, isto
é, existe ap em A tal que a > ay para todo a € A. ( Tal ag é chamado minimo de A).

ii) Se A ¢é limitado superiormente por M € Z, entdo A possui um ultimo (maior)
elemento, isto é, existe by em A tal que a < by para todo a € A. (Tal by é chamado mdximo

de A).

Demonstracao

i) Considere o conjunto
A'={xe€eZ/x=a-m, comac€A}.

Para cada a € A, temos a > m, logo a — m > 0, o que implica que cada elemento x de A" é
um nudmero natural. Como A’ C Ne A" # ¢ (pois A # ¢), pelo principio da boa ordenagdo, existe
ny € A’ tal que x > ny para cada x € A".

Sendo ny um elemento de A’, temos que ny = ay — m para algum inteiro ay € A. Logo, para

cada x € A’, x > ap — m. Isto significa que para cadaa € A, a — m > ay — m, ou seja, a > ay.
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ii) Considere o conjunto
A" ={x€Z/x=—a, coma€A}.

Para cada a € A, temos a < M, ou equivalente —a > —M. Logo, para cada elemento x € A”
temos x > —M. Pelo item anterior, A” tem um primeiro elemento, isto €, existe ¢y € A” tal que
X > co para cada x € A”. Pela caracterizacdo dos elementos de A”, ¢y = —by para algum b, € A.

Dai, —a > —b, para cada a € A, ou seja, a < by para cada a € A.

Teorema 1.4 (Archimedes). Se a e b sdo dois inteiros positivos quaisquer, entdo existe um inteiro

positivo k, tal que ka > b.

Demonstracao
Por contradi¢cdo, consideremos dois inteiros positivos a e b tais que

ka < b para todo inteiro positivo k. Entdo, todos os elementos do conjunto
A ={b - ka/k € N}

s@o inteiros positivos e pelo principio da boa ordem, possui um elemento minimo, digamos que
min A = b—ra,comr € N e como b — (r+ 1)a pertence a A, pois A contém todos os inteiros

positivos. Desta forma, temos:
b-—r+Da=0b-ra)—a<b-ra.

Logo, b — ra ndo é elemento minimo de A, o que € uma contradi¢do. Portanto, a propriedade
archimediana € verdadeira.

Exemplos:

Sea=3eb=16=k=06,pois6-3 > 16.

Sea=20eb=5=k=1,pois20-1 > 5.

Corolario 1.1. Ndo existe nenhum niimero inteiro n, tal que O < n < 1.

Demonstracao
Vamos supor por contradi¢do que existam ndmeros n € Z tais que 0 < n < 1. Observando
que todos estes nimeros sao positivos e considerando que A é o conjunto formado por todos esses

ndmeros, temos:



14 Conjunto dos Niimeros Inteiros

Pelo principio da boa ordenacdo, temos que A possui um menor elemento k e 0 < k < 1.
Multiplicando por k, temos 0 < k*> < k, o que contraria o fato de k ser o menor elemento de A.

Logo, 1 € o menor inteiro positivo.

Corolario 1.2. Dado um niimero inteiro positivo qualquer n, ndo existe nenhum niimero inteiro n

tal quen <m <n+ 1.

Demonstracao
Supondo por absurdo, que existe um nimero inteiro positivo m tal que n < m < n + 1. Logo,
= 0 <m—n < 1, isto é, terfamos um nimero inteiro entre 0 e 1, 0 que contraria o coroldrio 1.

Portanto, ndo existe nimero inteiro positivo entre dois nimeros inteiros positivos.

1.5 Inducao finita

1.5.1 Primeira forma do principio de inducao finita

Teorema 1.5. Seja ny um niimero inteiro e suponhamos que a cada inteiro n, n > ny estd asso-
ciada uma afirmacdo A(n), a qual possui, para cada n, um valor logico V (quando verdadeira) ou

F(quando falsa). Suponhamos que as condicoes 1 e 2 abaixo sejam verificadas:
1. A afirmacdo A(n) é verdadeira para n = n;

2. Para cada k > ny, se A(k) € verdadeira (hipétese de inducdo), entdo, (é possivel demonstrar

que) A(k + 1) é também verdadeira. Entdo, a afimacdo A(n) € verdadeira para cada n > ny.

Demonstracao
Suponha que estejam estabelecidas as hipdteses do teorema 1.5 e que as condicoes 1 e 2 estejam
ocorrendo.
Suponhamos ainda que, além disso, contrariamente a tese do teorema, exista um nimero inteiro
s > ng tal que a afirmacdo A(s) é falsa.
Seja
S={neZ/n>ny e A(n)éfalsa}.

S € ndo vazio, pois s € S.
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Sendo S C Z e limitado inferiormente por ny, podemos afirmar que S possui um menor ele-
mento sy. (Principio do menor inteiro).

Como ny < sg e A(ng) € verdadeira, temos ny < sg, € entdo ng < 5o — 1.

Seja k = 5o — 1. Entdo A(k) € verdadeira, pois k < sy e sy € 0 menor inteiro n com A(n) falsa.

Mas como k > ny e A(k) é verdadeira, temos entdo A(k + 1) verdadeira, porém,
k+1=s9e A(sy) é falsa.

Assim, temos uma contradi¢iao decorrente do fato de existir um inteiro s > n, para o qual A(s)
é falsa.

Portanto, A(n) é verdadeira para cada nimero inteiro n > ny.

Exemplo:
Teorema 1.6. Provar que para todon € Z e n > 0, o niimero inteiro 9" — 1 é miiltiplo de 8.

Demonstracao

A afirmacdo A(n), que queremos provar ser verdadeira para todo inteiro n > 0, € a seguinte:
A(n) : “9" — 1 & divisivel por 8.”
I)Sen =0 = A(n) = A(0) é a afirmacdo 9° — 1 é divisivel por 8, que é verdadeira, pois:
P -1=1-1=0,
e “0” é divisivel por 8.

IT) Seja entdo k um inteiro k > 0, e admitamos a hipdtese de inducdo de que A(k) € verdadeira,
isto é, 9% — 1 ¢é divisivel por 8. Provaremos, entdo, que A(k + 1) também é verdadeira, ou seja,
9k+1 — 1 € divisivel por 8.

Temos entao:

O —1=9.9-1=9".9-9+8=99 -1)+8,
e como 9% — 1 ¢ divisivel por 8, podemos escrever que

Ol _1=9.8p+8, peZ=9""-1=809p+1)

e, portanto, concluimos que 9! — 1 é multiplo inteiro de 8, isto é, também € divisivel por 8.
Provamos, portanto, que a validade da afirmag¢ao A(k) implica na validade da afirmacdo A(k+1).
Sendo assim, provamos, pelo principio de inducdo finita, que A(n) é valida paratodon € Z e

n > 0, ou seja, que 9" — 1 € divisivel por 8 para todo n > 0.
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1.5.2 Segunda forma do principio de inducao finita

Teorema 1.7. Seja ny um niimero inteiro e suponhamos que a cada inteiro n, n > ny estd associada
uma afirmagdo A(n), a qual possui, para cada n, um valor logico V (quando verdadeira) e F

(quando falsa). Suponhamos que as condicoes 1 e 2 abaixo sejam verificadas:
1. A afirmacdo A(n) é verdadeira para n = ny.

2. Para cada inteiro k > ny, se A(n) é verdadeira para no < n < k, entdo A(k + 1) é também

verdadeira. Entdo, a afirmagdo A(n) € verdadeira para cada n > ny.

Demonstracao

De forma idéntica a Primeira forma do principio de indu¢ao, temos que:

Suponhamos que estejam estabelecidas as hipotese do teorema 1.7 e que as condi¢des 1 e 2
estejam ocorrendo. Suponhamos ainda que, além disso, contrariamente a tese do teorema, exista
um ndmero inteiro s > ny tal que a afirmacgdo A(s) ¢ falsa.

Seja

S ={neZ/n>nye A(n) é falsa},
S € ndo vazio pois s € S.

Sendo § C Z e limitado inferiormente por n,, podemos afirmar que S possui um menor ele-
mento sy (Principio do menor inteiro).

Como ng < so e A(ng) € verdadeira, temos ny < g, € entdo ny < 5o — 1. Como sy é o menor
inteiro n com A(n) falsa, temos entdo A(n) verdadeira para cada n tal que ny < n < so— 1. Tomando
k = sy — 1, temos entdo A(n) verdadeira para cada n satisfazendo ny < n < k. Pelo item 2 da
hipétese, isto acarreta A(k + 1) verdadeira mas k + 1 = sy e novamente temos uma contradic¢ao.

Portanto, A(n) € verdadeira para cada inteiro n > n.

Exemplo:

Teorema 1.8 (Representacio decimal de ndmeros naturais). Para cada inteiro
n > 1, existem niimeros naturais ay, ai, ..., dg, (S > 0), com os “algarismos” ay, ai, ..., a

tomados no conjunto {0, 1, 2, ..., 9} ea, # 0, tais que

n= Zola,-- 10° = ap10° + a; 10" + ... + a,10°
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ou
s

n=Y a-10°=a,10° + ...+ a;10" + a¢10°.
i=0

Demonstracao

Se n = 1, podemos tomar n = ay. Seja k > 1 um inteiro e suponhamos que o resultado do
teorema seja verdadeiro para cada inteiro n, com 1 < n < k. Mostraremos que isto acarreta a
validade da mesma propriedade paran = k + 1.

Com efeito, realizando a divisdo euclidiana de k + 1 por 10,

obtemos um quociente ¢ € N e um resto r € N, satisfazendo k+ 1 = 10g + r, com 0 < r < 10.
Seg=0,entdok+1 =r=ay, comay €{0,1,2,...,9}.
Seqg > 0,entdo g < k, poisse g > k,entdo k+ 1 = 10g+r > 10k+r > 10k, e assimk+1 > 10k
eentdo 1 > 9k > 9, o que € impossivel.
Sendo 1 < g < k, pela hipétese de indugdo g = b, - 10’ + ... + by10° para certos

algarismos b,, ..., by, todos em {0,1,2,...,9}.

Entao:
k+1 = 10g+r
=k+1 = 100, - 10"+ ...+ by10° + r
=k+1 = b 10"+ ... +byl10" +r,
com by,...,by e r todos em {0,1,2,...,9}. Logo, pela segunda forma do principio de inducdo

finita, a representacao decimal de n € possivel para cada inteiro n > 1.

Observacao 1.5. Ilustrando o teorema anterior quando escrevemos, por exemplo, 670325, quere-

mos dizer:

6-100+7-10*+0-10°+3-10>+2-10" +5-10°.

Observacao 1.6. O que difere a segunda forma do principio de inducdo finita da primeira é a

forma como é formulada a hipotese de inducdo. Na primeira forma, supomos que a afirmacdo
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A(n) é verdadeira para n = k somente, enquanto que no segundo, supomos A(n) é vdlida para
cada n satisfazendo ny < n < k. Em ambas as formas, devemos provar que a hipotese de inducdo

acarreta a validade de A(n) paran = k + 1.



Capitulo 2
Divisibilidade

Definicao 2.1. Sejam a e b numeros inteiros, diz-se que “a” divide “b”, notagdo a | b, se, e

somente se, existir um niimero inteiro c tal que
b=a-c.

Observacao 2.1. Se a divide b diz-se também que a é um divisor de b ou que b é miiltiplo de a ou

a é um fator de b ou ainda que b é divisivel por a.
Observacao 2.2. Para indicar que a ndo divide b, escrevemos a 1 b.

Observacao 2.3. Se a divide b, entdo (—a) também divide b, pois a igualdade b = a - ¢ pode ser

escrita como b = (—a) - (—c).
Exemplos:

e 5120, pois 20 =5 - 4.

—3 112, pois 12 = (=3) - (-4).

6| —18, pois =18 = 6 - (=3).

5 1 14, pois ndo existe ¢c € Z tal que 14 =5 - c.

0]10,poisO=c-0 VceZ.

310,pois0=3-0.

19
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Teorema 2.1. Sejam a, b, ¢ e d niimeros inteiro quaisquer tem-se:

Hal0, 1|la e ala.

Demonstracao
Com efeito
0=a-0.
a=1-a.
a=a-l.

Exemplos:

e 2]0,pois0=2-0.
e 1|5 poisS=1-5.
e 6|6,pois6=06"-1.

II)Sea|beb|c,entioa | c.
Demonstracao
1)Sea|b=existek €Z; b=a-k.
1)Seb|c=existek, €Z; c=b-k.
Substituindo (i) em (ii), temos:
c =akikyecomo ki, ky €Z, ky ko =k€Z = c=a-k,oqueprovaquea]c.
Exemplo: 5| 15¢ 15| 30, entdao 5 | 30.
IIl) Sea | 1, entdo a = +1.
Demonstracao
Com efeito, sea | 1 entdoexistec€Z; 1 =a-c=>a=1ec=1oua=-1ec=-1,ouseja,
a==l.
IV)Sea|besec|d, entioac | bd.
Demonstracao
Sealb=b=a-k, k €Z.
il)Sec|ld=d=c-ky, k eZ.
= bd = ak, - cky = (kiky)(ac) = k(ac), ke Z.Logo,ac | bd.
Exemplo: 2| 8e¢3|12=2-3|8-12,istoé, 6| 96.
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V) Se a | b, entdo ca | cb.

Demonstracao

alb=b=a-k, k €Z
= cb | caky = ca | cb.

Exemplo: 4 |20 = 4-2|20-2 = 8| 40.

VI)Sea|beb|a,entdoa = +b ou l|a| = |b|.

Demonstracao

Dalb=>b=k -a, k €Z.

i)bla=>a=k b, ky€Z.

Substituindo (i) em (ii), temos:
a=ky-ki-a>k-kk=1=2k|1=>k =+1=a==+b.

VII)Seab|acea+ 0= b|c.

Demonstracao

ab|ac=ac=ab-k;, ki€Zecomoa+0= c=>b-k,oqueprovaqueb|c.

Exemplo: 2-3[2-12= 3| 12.

VIII) Se a | b, com b # 0, entdo |a| < |b|.

Demonstracao

alb, b#0=b=ak, k €Z = |bl=|al-|k|ecomok; # 0 = |k| > 1 e, portanto,
|b| > |a] ou |a| < |b].

IX)Sea|bea#0, entéo(g) | b.

Demonstracao

alb=>b=a-k, keZ.Comoa+0=k= é e, portanto, l—) € um numero inteiro. Como
(’5’) -a = b, temos da defini¢ao (g) | b. ¢ ¢

Exemplo: 3 | 12 = ()| 120u4 | 12.

X)Sea|beseal|c,entdoa | (bx+cy), Vx,yeZ.

Demonstracao

Dalb=>b=a- -k, k €Z.

Walc=>c=a-ky, ky € Z.

Multiplicando-se (i) por x € Z e (ii) por y € Z, temos:

bx=a-kx
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cy = a - kyy e somando-se membro a membro, encontra-se:
bx+cy = ak\x+ak,y = bx+cy = alkix+kyy)ecomo k| € Z, k, € Z, x € Zey € Z, temos entdo

que kyx + kyy =k, k € Z = bx + ¢y = ak, k € Z. Logo, concluimos que a | (bx + cy).

Observacao 2.4. Esta propriedade admite uma generalizacdo, isto é, sea | by, parak =1, 2, ..., n,
entdo, para quaisquer inteiro x\, X, ..., X, temos que a | (b1x; + byx; + ...+ b,x,).
Exemplo:

316, 319, 3|18, entao3|(5-6+2-9-4-18)= 3| (-24).

Teorema 2.2 (Teorema de EUDOXIUS). Dados dois niimeros inteiros a € b, com b # 0, entdo a
¢ miiltiplo de b ou estd entre dois miiltiplos consecutivos de b, isto é, sendo a e b niimeros inteiros

com b # 0, existe um niimero inteiro q, tal que, para b > 0, tem-se

gb<a<(q+1b

e para b < 0, tem-se

gb <a<(qg-1)b.

Exemplos

Sea=20eb =35, devemos tomar g = 4

= a =45, portanto, a € multiplo de b.

Sea=15e b = 8, devemos tomar g = 1

1-8<15<(1+1)-8=8<15<16.

Sea=4eb =11, devemos tomar g = 2

2:4<11<2+1)-4=8<11<12.

Sea =7eb =-3,devemos tomar g = -2

(-2)-(-3)<7<(2-1)-(-3)=26<7<0.
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2.1 Algoritmo da divisao de Euclides

Teorema 2.3. Sejam a e b dois niimeros inteiros com b > 0, entdo existem e sdo uinicos os niimeros

inteiros q € r tais que

a=qgb+r e 0<r<b,

“_.»

onde “q” chama-se quociente e “r” o resto na divisdo de a por b.

Demonstracao
I) A existénciade g e r.

Sejam a e b nimeros inteiros quaisquer com b > 0 e consideremos o conjunto A de todos os

inteiros ndo negativos que sao da forma a — bx, com x € Z, isto &,
A={a—-bx/ xeZ, a—bx>0}.

Este conjunto a € ndo vazio (A # ¢), pois sendo b > 0 = b > 1 e, portanto, para x = —|a|,

temos que

a—-bx=a-b(—|a))=a+blal>a+]|al > 0.

Logo, pelo “principio da boa ordenagdo”, existe um elemento minimo (r) de A. Como r € A,

existe um x = g € Z, tal que

r=a—-bg=a=bqg+r.

Prova-se agoraque 0 < r < b.

Como r € A = r > 0. Supondo por contradi¢cdo que r > b, temos que

a—bg—b=r—->b>0,ouseja,

r>a-bg—-b=r>a—-(g+1)beA,

o que contradiz a minimalidade do r € A. Logo, concluimos que r > b € falso e, portanto, r < b.
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IT) A unicidade de g e r.
Vamos supor que ¢, r, g; € r; sa0 nimeros inteiros tais que:
a=bg+r e a=bg +r
0<r<b e 0<r<b
rn—r=bqg-bgq=blg-q))=>bl(rn—-r) )
= | —rl=1bg—q)l = |rn—rl=blg—ql.
Por outro lado, temos:
0 < rn < b
=>-b<r—-r<b =|rh-r<b. U]
-b < -r £ 0
Assim, de (I) e (II), temos que
rp—r=0=r=r ecomob # 0, temos que
n-r=@-q)b= 0=0@-q)b = g-q.=0 = g=q.
Observacao 2.5. Embora o teorema anterior tenha feito a restricdo b > 0, podemos enuncid-lo

também da seguinte forma:

Teorema 2.4 (Algoritmo da divisao de Euclides). Sejam a e b dois niimeros inteiros, com b # 0,

entdo existem e sdo Unicos os numeros inteiros q e r tais que:
a=gb+r, com0Q<r<|b|.

Demonstracao
I) Se b > 0 (ja foi demonstrado - Teorema anterior).

IT) Se b < 0.

|| > 0 e, portanto, existem e sdo Unicos 0s inteiros ¢g; € r tais que
a=1blgg+r e 0<r<|b.

Como neste caso |b| = —b, podemos considerar ¢ = (—q1) = a = (=b)q; +r => a =b(—q,) +r

= a = bq + r, portanto, existem e sao unicos g = (—q;) e r, tais que

a=gb+r, e 0<r<|b.
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Exemplos:

e Divisdo de 43 por 10, temos:

43110
34
43=4-10+ 3.

e Divisdo de —43 por 10.

Neste exemplo, devemos ter cuidado para que o resto atenda as condi¢des do algoritmo da

divisdo, isto é, 0 < r < |b|. Veja:

-43 |1 10

E 16gico que —43 = (—4) - 10 + (=3), porém, o resto nao atende as condi¢cdes do algoritmo

da divisdo e, portanto, devemos proceder da seguinte forma:

-43 1 10

43 =(-5)-10+7 e 0<7<|10].

Variando os sinais do dividendo e do divisor, temos:
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—43 [ 10 =43 =(-4)-(-10) + 3
3| -4

43 1-10 = -43=5-(-10)+7

71 5

Com os exemplos apresentados, verificamos que para atender as exigéncias do algoritmo de

Euclides em Z devemos fazer algumas adaptagdes.

Observacao 2.6. Uma consequéncia interessante do algoritmo da divisdo é que o conjunto Z dos
niimeros inteiros pode ser decomposto em n subconjuntos disjuntos, da seguinte forma:
a) considerando b = 2, temos que para qualquer a € Z, existe um q € Z, com a = 2q ou

a =2qg+ 1 e, consequentemente,
Z={2q/q € Z}U{2q + 1/q € Z},

com
{2q/9€Zyn{2q + 1/q € Z} = ¢,

isto é, o conjuntos Z foi decomposto em dois subconjuntos disjuntos, os inteiros pares e os inteiros
impares.
b) Considerando agora b = 3, temos para qualquer a € 7Z, existe um q € Z com a = 3q,

a=3qg+1oua=3q+?2 e, consequentemente,
Z={3q/qeZ}U{3q+1/qeZ}U{3q+2/q €},

uma decomposicdo em trés subconjuntos disjuntos.

c) Para b = 4, temos
Z=14q/qeZ}V{dq+1/qeZ}Uidg+2/qe 2} Uldqg+3/q € Z}.
d) Generalizando para b = n € N, temos
Z=1{nq/qeZ}Uing+1/qgeZ}V...U{ng+ (n—-1)/q€Z}.

Estes n conjuntos {nq/q € 2}, {nqg+ 1/q €2}, ..., {ng+ (n—1)/q € Z} chamam-se as classes

de resto modulo n, que veremos no capitulo 3.
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2.2 Conjunto dos divisores de um inteiro

Chama-se conjunto dos divisores de um nimero inteiro “a”’, notagdao D(a), ao conjunto formado

por todos os divisores do nimero a, isto €,
D(a) ={xe€eZ /x| a}.

Exemplos:

D(10) = {x e Z/x | 10} = {1, £2, +5, £10}.

D(-20) = {x € Z/x| =20} = {x1, £2, 4, +5;+10; £20}.
D) ={xezZ/x| 1} ={£1}.

D) ={xeZ/x|0} =Z.

Observacao 2.7. O niimero de divisores positivos de a é igual ao niimero de divisores negativos
de a, isto é,

n[D(a)] = n[D-(a)].
Observacao 2.8. Para todo inteiro a, tem-se que D(a) = D(—a).

Observacao 2.9. Seja a um niimero inteiro qualquer, tem-se que 1; —1; a e —a sdo divisores de a
e dai temos que:

i) D(a) # ¢.

ii) Se a é um niumero inteiro e a # 0, tem-se que se x | a, entdo —a < x < a e, portanto,

D(a) C [—a, a]. Isto significa que qualquer inteiro a # 0 possui um niimero finito de divisores.

2.3 Divisores comuns de dois inteiros

Chamam-se divisores comuns de dois inteiros a e b, todo nimero inteiro d, tal que d | ae d | b.

Notacdo: D(a, b)

D(a, b)y={x€Z/ xe Da) e xe D)}

ou

D(a, by={xe€Z/ x|a e x|b}
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ou

D(a, b) = D(a) N D(b).

Observacao 2.10. O conjunto dos divisores comuns de a e b é sempre diferente do vazio, pois 1 e

—1 sdo divisores de quaisquer niimeros inteiros a e b.
D(a, b) # ¢

Exemplo:

a=20eb=-16

D(20) = {£1; £2; +4; +£5; +10; £20}
D(—16) = {+1; £2; +4; +8; +16}
D20, —16) = {£1; +2; +4)}.

2.4 Maximo Divisor Comum

Dados dois nimeros inteiros a € b ndao nulos simultaneamente (¢ # 0 ou b # 0), chama-se
Miximo Divisor Comum de a e b, denotado por MDC (a, b) ou (a, b), o maior nimero inteiro
que divide a e b.

Por defini¢do, se (a, b) = d, temos que:
I) dlaed]|b.
II) Sec|aec|b,entioc <d.
Observacio 2.11. E imediato que:
i) (a, b) = (b, a).
ii) (a, 1)=1.
iii) (0, 0) ndo existe.
iv) Sea # 0, entdo (a, 0) = |a|.

v) Sea | b, entdo (a, b) = |al.
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Exemplos:

(10, 1) =1.

(-10, 0) = |-10] = 10.

(15, 5) =5.

D(24) = {£1; £2; £3; +4; £6; £8; +12; +24}

D(60) = {£1; £2; £3; +4; +£5; +6; +10; +12; +15; +20; +30; +60}
D(24) N D(60) = {+1; +£2; +3; +4; +6; =12}

(24, 60) = 12.

2.4.1 Existéncia e unicidade do MDC

Teorema 2.5. Se a e b sdo dois inteiros ndo nulos simultaneamente (a # 0 ou b # 0), entdo existe

e é uinico o (a, b); além disso, existem inteiros x e y tais que:

(a, b) = ax + by,

isto é, (a, b) é uma combinacdo linear de a e b.

Demonstracao

Seja S o conjunto de todos os inteiros positivos da forma au + bv, com u, v € Z, isto &,

S ={au+bv/jau+bv>0cu, vez}.

Este conjunto S € ndo vazio (S # ¢), porque por exemplo, se a # 0, entdo um dos dois inteiros
a=a-1+b-0ou—-a=a-(-1)+b-0¢épositivo e pertence a S. Logo, pelo principio da boa

ordenacdo, existe e € inico o elemento minimo de S, que chamaremos de d. Portanto,

min S =d > 0.

Pela defini¢do do conjunto S e como d € §, podemos garantir que existem inteiros x e y tais
que d = ax + by.

Provaremos agora que d = (a, b).
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Se d > 0, pelo algoritmo da divisdo em Z, existem inteiros ¢ e r tais que:

a = dg+re0<r<d=|[dl=r=a-dq
=r = a—(ax+by)g=a—-agx—bgy=>r=(1-gx)-a—qy-b

=>r = kl-a+k2-b,

com ki, k, € Z. Logo, r € também uma combinagdo lineardeae bedaicomo0 <r<ded>0e
€ o elemento minimo de S, concluimos que r = 0 e, portanto, a = dg, ou d | a.

De forma andloga, concluimos também que d | b e entdo podemos afirmar que d > 0 é um
divisor comum de a e b.

Finalmente, seja k € Z; um divisor comum qualquer de a e b, isto , k | a, k | b e k > 0, entdo
pelo teorema 2.1, item “X”, temos que k | (xa + yb), Vx, y € Z. Assim, k | d e, portanto, k < |d| ou

k < d, isto é, d é o maior divisor comum de ae b ou (a, b) =d = ax + by, Vx, y € Z.

Observacao 2.12. A demonstracdo do teorema anterior nos mostra ndo apenas que o Mdximo
Divisor Comum de a e b pode ser expresso como uma combinacdo linear deste niimeros, mas
que este niimero é o menor valor positivo dentre todas essas combinagoes. Esta representacdo do

(a, b) como combinagdo linear de a e b ndo é uinica.
Exemplo: (24, 60) = 12.
e 12=-2-24+1-60;
e 12=58-24-23-60;
o 12 =-62-24+25-60.

Corolario 2.1. Sejam dois niimeros inteiros a e b (ndo nulos simultaneamente) e (a, b) = d. Sejam
ainda

A={xeZ/x=ka+ kb, comk,, k, €Z}

B={yeZ/y=Ad, comAde€Z}.

Entdo, A = B, isto é, as combinagoes lineares kya + kyb, com ky, k, € Z sdo, na verdade, os

inteiros multiplos de d.
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Demonstracao

a#0oub#0.

(1) Vamos provar que A C B.

Seja x um elemento qualquer de A = x = kya + kab, ky, k, € Z. Como d = (a, b), temos que
dlaed|b=d|(kja+kb)=>d|x=>x=Ad,1€Z = xe B.LogoA CB.

(i1) Vamos provar que B C A.

Seja y um elemento qualquerde B = y = Ad, A4 € Z. Como d = ra + sb, r, s € Z (teorema
2.5),temos que y = A - (ra + sb) = (Ar)a + (1s)b = y € A e, portanto, B C A. E, finalmente por (i)

e (ii), temos que A = B.

2.5 Numeros primos entre si

Sejam a e b dois nimeros inteiros, dizemos que a € b sdo primos entre si ou relativamente
primos ou ainda co-primos quando (a, b) = 1.

Exemplo: 4 e 15 s@o primos entre si, pois (4, 15) = 1.
Proposicao 2.1. Sejam a, b niimeros inteiros quaisquer e k € Z., temos que (ka, kb) = k(a, D).

Demonstracao

Pelo teorema 2.5, tem-se que (ka, kb) é o menor valor positivo de xka + ykb, com x, y € Z que
€ igual a k vezes o menor valor positivo de xa + yb = (ka, kb) = k(a, b).

Exemplo:
(2-36, 2-60) = (72, 120) =24
(2-36, 2-60)=2-(36, 60) =212 =24.

Proposicao 2.2. Sejam a, b e c niimeros inteiros. Se ¢ > 0 e a e b sdo divisiveis por c, entdo
a b 1
(—, —) =—(a, b).
c c)] c
Demonstracao

. a b . ~
Comoc|aec]|b,entdo — € Z e — € Z. Para provarmos a proposi¢ao em questdo, basta, pela
c c
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b
proposic¢ado 2.1, substituir a por Teb por — e tomar k = c. Logo,
c c

= (a, b) =c- (g, l—))
a b 1
55 =ien

Exemplo: (60, 36) = 12.

60 36
—, 2)=@10, 6 =2
(£ %) =000

60 36 1 1
—, — | ==(60, 36) = —-12 =2.
* (6 6) 600 30 =¢
- . . o _[(a b
Corolario 2.2. Sejam a e b niimeros inteiros. Se (a, b) = d, entdo (;l’ 2) =1.
Demonstracao
Considerando na proposicdo 2.2, ¢ € divisor comum de a e b. Se fizermos

¢ = (a, b) = d, teremos:

a b 1 1
(z’ a)-z'“’”’)—z‘d
1

a b
= |-, =|=
@3]
Exemplo: (80, 24) = 8.
80 24
—, — =00, 3)=1.
(8 8) ( )

Teorema 2.6. Se a | bc e (a, b) = 1, entdo a | c.

Demonstracao
a| bc = bc =aq,comgq € Z. (a, b) = 1, logo existem x e y inteiros tais que xa + yb = 1

(Teorema 2.1, item X). Multiplicando-se os dois membros da igualdade por c, temos
acx + bey = c,

portanto,

c=acx+aqy = c=alcx+qy)=a|c.

Exemplo: 6 | (25 - 12), logo 6 | 12 uma vez que (6, 25) = 1.
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Observacio 2.13. E importante verificar que somente a condicdo a | bc ndo garante que a | c.
Exemplo: 15| (25:6), porém, 15+125e 1516, (15, 6)=5#1e(15, 6)=3 # 1.
Teorema 2.7. Sejam a e b niimeros inteiros e a = gb+r, onde q € Z e r € Z, entdo (a, b) = (b, r).

Demonstracao

Da relagdo a = bg + r concluimos que todo divisor de b e r é um divisor de a
(Teorema 2.1 - item X).

Fazendo agora r = a — bg, concluimos também que todo divisor de a e b € um divisor de r.
Logo, o conjunto de divisores comuns de a e b € igual ao conjunto dos divisores de b e r. Portanto,
podemos concluir que (a, b) = (b, r).

Exemplo: 60 = 1-36 + 24.

(60,36) = (36,24) = 12.

2.6 Algoritmo de Euclides

Teorema 2.8. Sejam ry = a e r; = b inteiros ndo negativos com b # 0. Se o algoritmo da divisdo

for aplicado sucessivamente para se obter

ri=qje1Tis s, 0<rjp <rjg

para j=0,1,2,....n—1 e 1, =0, entdo (a, b) = r,, o ltimo resto ndo nulo.

Demonstracao

Aplicando o algoritmo da divisdo inicialmente para dividirmos a = ry por b = r;, obtemos
ro = riqy + r», em seguida dividimos r; por r, e obtemos r; = r,q, + r3 € assim, sucessivamente,
até a obtencao do resto r,,,; = 0. Como em cada passo o resto € sempre menor do que o anterior e
estamos lidando com nimeros inteiros positivos, € claro que apds um numero finito de aplicagdes

do algoritmo da divisdo, teremos resto nulo.
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Temos, pois, a seguinte sequéncia de equagdes:

ro

r

n

r3

= qir +rnry,

= (2 *+ 13,

= (3r3 + 1y,

= g4T4 *+ 15,

= gn-1Tp-1 + 1y,

= gurn +0.

0<nrm<n
O<rys<nm
O<ry<r;

O0<rs<ry

0<r,<r._;

E portanto, a dltima das equagdes nos diz, pelo teorema 2.7, que o maximo divisor comum de

rn € 1,1 € 1,. A penultima, que este numero € igual a (r,-;, r,-2) € prosseguindo desta maneira,

teremos por repetida aplica¢des do teorema 2.7 a sequéncia

Iy = (rn—la rn): (rn—2a rn—l) = ... = (}’1, 7‘2):(?0, rl):(a’ b)

Portanto, o maximo divisor comum de a e b € o tltimo resto nao nulo da sequéncia de divisdes

descrita.

Observacao 2.14. O algoritmo de Euclides ¢, portanto, um processo prdtico para cdlculo do

Mdximo Divisor Comum entre dois inteiros positivos a e b e também é denominado processo

2

das divisoes sucessivas. E usual o seguinte dispositivo de cdlculo no emprego do algoritmo de

Euclides:

q1 q2 | 43 4n-2 | dn-1 4n
a=ry|b=r |nrn|n Tn—2 | Tn—1 | Tn
r 3 ry | 15 ry 0
= (a, b) =(ro, r1) = (r1, r2) = ... = (Fpe2y Tnt) = (Futy 1) = Iy
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Exemplo: Calcular o Médximo Divisor Comum entre 1764 e 360, usando o algoritmo de Eu-

clides.

1764 = 4 - 360 + 324

360 =1-324 + 36

324 =9 - 36.

4 1 9

1764 | 360 | 324 | 36
324 | 36 | O

(1764, 360) = (360, 324) = (324, 36) = 36.

2.7 Maximo Divisor Comum de varios inteiros

O conceito do Médximo Divisor Comum, definido para dois inteiros a e b, estende-se de maneira
natural a mais de dois inteiros. No caso, por exemplo, de trés inteiros a, b e ¢, ndo todos nulos, o
Miximo Divisor Comum de a, b e ¢, mdc(a, b, c)ou (a, b, c) é o inteiro positivo d (d > 0) que
satisfaz as seguintes condicoes:

Ddla, d|b e d]ec.

II)See|a,see|besee]|c, entioe <d.
Teorema 2.9. Sejam a, b e c niimeros inteiros, (a, b, c) = ((a, b), c).

Demonstracao

Com efeito, seja (a, b, c) =de(a, b) =e,entdo,d | a,d | bed | cecomo existem inteiros
xey,tais que ax + by = e, segue que d | (ax + by) oud | e, isto €, d € um divisor comum de e e ¢
(d|eed]|c).

Por outro lado, se f € divisor comum qualquerdeeec (f |ee f|c),entdo f |a, f|be f|c,

o que implica f < d. Assim sendo, (e, c¢) = d, isto é, ((a, b), c¢) = (a, b, c).
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Exemplo: Calcular (2100, 1890, 900).
1) (2100, 1890) =210

1 9
2100 | 1890 | 210
210 0
it) (210, 900) = 30
4 | 312
900 | 210 | 60 | 30
60 | 30 | O

Portanto, (2100, 1890, 900) = ((2100, 1890), 900) = (210, 900) = 30.

Definicao 2.2. Seja a,, a,, as, ..., a, uma colecdo finita de inteiros ndo todos nulos. O Mdximo
Divisor Comum dessa colecdo é o maior inteiro d que divide simultaneamente todos os inteiros da

colecdo e serd denotado por:
MDC (ay, a», as, ..., a,) ou (ai, az, az, ..., ay).

Exemplo: (100, 80, 40, 36) = 4.

Teorema 2.10. Se a;, a», asz, ..., a, é uma colecdo finita de inteiros, ndo todos nulos, entdo
(a1, az, a3, ..., Ay, Guo1, Qy) = (a1, G2, G3, ..., Ay 2, ( Ap1, Q).

Demonstracao

Qualquer divisor comum dos inteiros a;, a», asz, ..., a, €, em particular, um divisor de a,_; €
a, e, portanto, um divisor comum dos inteiros ay, a,, ..., A, € (a,-1, a,).

Reciprocamente, todo divisor comum de a;, a, as, ..., a,—» € (a,—1, a,)éum divisor comum
dos inteiros a;, a», as, ..., a,, pois, para dividir (a,_,, a,), terd necessariamente que dividir a,_,
e a,. Como as duas listas de inteiros a;, a, as, ..., a,eay, az, as, ..., a,_,(a,-1, a,) possuem

0 mesmo conjunto de divisores comuns, concluimos entdo que

(a1, az, az, ..., Gupo, Gu_1, Qy) = (a1, G2, A3, ..., Ap2, (Gy-1, Gp)).
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Exemplo: (2700, 1764, 648, 360) = 36.
(2700, 1764, 648, 360) = (2700, 1764, (648, 360)) =

(2700, 1764, 72) = (2700, (1764, 72)) = (2700, 36) = 36.

2.8 Numeros primos

Diz-se que um nimero inteiro positivo p(p > 1) é um ndmero primo se, € somente se, 1 e p
sd0 os seus Unicos divisores positivos.

Exemplos:
D.(2) = {1, 2} = 2 é primo.
D.(5) = {1, 5} = 5 é primo.

Observacao 2.15. Alguns autores referem-se a um niimero primo como sendo um niimero inteiro
qualquer e definem-o da seguinte forma:

Dizemos que um inteiro p é primo se p # 0, p # =1 e os unicos inteiros divisores de p sdo 1,
p, —1 e —p. Portanto, por exemplo, =2 é primo, —5 é primo.

No presente trabalho, trataremos apenas o caso em que p > 1. Em caso contrdrio, faremos a

devida citagdo.
Observacao 2.16. Se p > 1 ndo é primo, dizemos que p é composto.
Teorema 2.11. Se um niimero inteiro primo p ndo divide a, entdo a e p sdo primos entre si.

Demonstracao
Seja(a, p)=d=d|aed]| p.
Como p é primo e d | p, temos que d = 1 ou d = p. Como a segunda igualdade (d = p) ndo

pode ocorrer, pois p 1 a, segue-se que d = 1, ou seja, (a, p) = 1, logo a e p sdo primos entre si.
Corolario 2.3. Se p é um niimero primo e p | ab, entdo p | a ou p | b.

Demonstracao
Se p | a, ndo ha nada o que demonstrar, porém, se p { a, entdo pelo teorema anterior, (a, p) = 1
e entdo teremos que p | ab e (a, p) = 1 e, portanto, pelo Teorema 2.6, p | a.

Exemplo: 3|(4-6);314e3]6.
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Teorema 2.12 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo niimero inteiro maior do que 1 pode

ser representado de maneira uinica (a menos da ordem) como um produto de fatores primos.

Demonstracao

Seja n um ndmero inteiro, n > 1, temos:

Se n é primo, ndo ha o que demonstrar.

Se n € composto, considerando p;(p; > 1) o menor dos divisores positivos de n, podemos
afirmar entdo que p; € primo, pois se ndo fosse, existiria p, 1 < p < p; com p | n, contradizendo a
escolha de p; (menor dos divisores positivos de n), logo n = p; - ny.

Se n; for primo, a prova estd completada, pois n serd um produto de primos. Caso contrério,
tomamos p, como menor fator de n; e pelo mesmo argumento anterior, p, € primo e temos que
n= pypn;.

Repetindo este procedimento, obtemos uma sequéncia decrescente de inteiros
ny, ny, ..., n,.. Como todos eles sdo inteiros maiores do que 1, este processo deve terminar.
Como os primos na sequéncia p;, p», p3, ..., px hao sdo, necessariamente, distintos, n terd, em
geral, a forma

n=pl'-py-py-... P

Para mostrarmos a unicidade usamos a inducdo em n. Para n = 2, a afirmacdo € verdadeira.
Assumimos, entdo, que ela se verifica para todos os inteiros maiores que 1 e menores do que n.
Vamos provar, entdo, que ela também € verdadeira para n.

Se n € primo, ndo ha o que provar. Vamos supor, entdo, que n seja composto e que tenha duas
fatoragdes, isto €,

n=pip2...ps=q1q2...q,.

Vamos provar que s = r e que cada p; € igual a algum g;. Como p; divide o produto g;-g>-. . .-q,
ele divide pelo menos um dos fatores g;. Sem perda de generalidade, podemos supor que p; | g;.
Como sao ambos primos, isto implica que p; = ¢;. Logo,
n

— =Pp2P3 ... Ds=q2° g3 ... g
P1

n . ) N ) . . .,
Como 1 < — < n, a hipétese de inducdo nos diz que as duas fatoracdes sao idénticas, isto €,
P1
s = r e, amenos da ordem, as fatoracdes pip,...ps € q1qz - . . g, s20 iguais.
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Exemplo:

480=2-2-2-2-2-3-5=2%.3.5.

Observacio 2.17. E importante lembrar que a fatoracdo em fatores primos de um niimero inteiro

n qualquer ndo necessariamente deve obdecer a ordem crescente dos fatores primos. Por exemplo:

480
240
48
24
12

480=2-5-2-2-3-2-2=2°.3.5,

NSRRI ON N S N\ BV, B\

.
. . . . _ a; - 5 — 4 az as
Teorema 2.13. Seja o niimero inteiro n = l—[pl. , isto é,n = p\' - p5’ - p3-

i=1
dos divisores positivos de n é o conjunto de todos os niimeros da forma

..+ p¥. O conjunto

.
np?ia Oscisaia i:1’2’37""r’
i=1
. . 4 .. ~ 2 _ Cl 2 3 Cr
isto ¢, se d é divisor de n, entdo, d é da forma d = pi' - p? - ps - ... p/, onde
0<c¢<q, i=1,273,...,r
Demonstracao
Qualquer que seja o nimero d da forma d = p{' - p5* - pi’ - ... p;’, com 0 < ¢; < a;, é divisor
positivo de n = p{' - p3* - p5’ ... py’, pois (p;") | (p{"), considerando 0 < ¢; < a;, portanto, d | n.

Se o ¢; ndo estiver no intervalo 0 < ¢; < a;, d ndo seré divisor de n.
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Exemplo: Divisores positivos de 120.
D, =(120) ={1,2,3,4,5,6,8, 10, 12, 15,20, 24, 30, 40, 60, 120}
120 =23-3!.5!

0<c¢£3=>¢€{0,1,2,3}

0<c<1=ce{01}

0<c3<1=c3€{0,1}.

ou

Portanto,

c1 ] ¢ | s Divisores

0,00 20.30.50=1
00| 1| 20.3.51=5
0|10 2°.31.59=3
O |1 |1]|2.3.51=15
100 21.39.50=2
10| 1|2.3.51=10
1[1]0] 2t.31.59=6
1|1 ]1|2.3.51=30
2,100 22-39.50=4
2001 |2%2-3°.5"=20
2010 2%2.3.50=12
201 |1 |2%.3.5'=60
3100 23.3°.59=38
31001 |2°-39.5'=40
3110 2%-3.50=24
3011 2%.3.5'=120

D,(120) ={1,5,3, 15,2, 10,6, 30,4, 20, 12, 60, 8, 40, 24, 120}

D,(120) ={1,2,3,4,5,6,8,10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120}
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D(120) = {*1,£2,+3, 4, £5, +6, £8, 10, =12, 15, +20, +24, +30, +40, +60, +120}.

Observacao 2.18. Se denotarmos a sequéncia de primos em ordem crescente p; = 2,

p2 =3, p3 =35, ps =7, ..., p, = enésimo primo, entdo, todo inteiro positivo pode ser

I’l:l—[pl,ai, aiZO

e os divisores positivos de n sdo, agora, todos os niimeros da forma

escrito na forma

[Se]
npf", 0<c¢ <a.
i=1

Todos estes produtos sdo finitos, pois o niimero de fatores primos de qualquer inteiro ¢ finito.

Teorema 2.14. Sejam a e b dois niimeros inteiros positivos que possuem as seguintes fatoragoes:

(o] o0

a; — bi

a:| |pl. e b—rlpl.,
i=1 i=1

entdo o Mdximo Divisor Comum de a e b € igual a

(a, b) = | | P, onde ¢ = minfa, by}
i=1

Demonstracao
Para que um produto de fatores primos comuns seja um divisor comum de a e b, nenhum

expoente c¢; de p; poderd superar nem @; € nem b;. Como estamos interessados no maior dos

divisores positivos, basta tomarmos, para c;, 0 menor desses dois, isto €,
¢; = min{a;, b;}.

Observacao 2.19. O Teorema anterior nos fornece a regra seguinte para o cdlculo do Mdximo
Divisor Comum de dois niimeros inteiros positivos a e b.
Regra: Conhecidas as fatoracoes de a e b, o Mdximo Divisor Comum de a e b é o produto dos

fatores primos comuns as duas fatoragcoes tomadas cada um com o menor expoente.
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Exemplos:

i) 4500 =22 -3%.5*=22.32.5%.7°
2016 =2%-32.7=2°.32.50.7
(4500, 2016) =22 -3%.50.7% = 36.
ii) 756000 = 2°-33.5%.7.11°.13°
39600 = 2*-3%2.52.70.11-13°
42120 =2%-3*.5-7°.11°-13
(756000, 39600, 42120) =2°-3%-5-7°-11°-13° = 360.

Teorema 2.15 (Euclides). Hd um niimero infinito de niimeros primos.

Demonstracao

Suponhamos, por absurdo, que exista uma quantidade finita de nimeros primos, sejam eles
Pi, P2, P3s ..., pn. Consideremos um nimero k, tal que k = pypaps--- p, + 1, é claro que k é
maior que qualquer um dos primos py, p2, P3,- -+ » Pn-

Mas nenhum primo dessa lista pode dividir &, pois se p fosse primo que divide k, entdo p teria
que dividir 1 também, ja que 1 = k — p1pap3 - ps, 0 que € um absurdo, pois p > 1 e o Unico
divisor positivo de 1 € 1. Logo, qualquer que seja o ndmero primo p,, existe um primo maior do

que p,, isto €, o conjunto {2, 3,5,7,11,13,17,---} dos nimeros primos € um conjunto infinito.

2.9 Conjunto dos miltiplos de um ndmero inteiro

Chama-se conjunto dos multiplos de um nimero inteiro qualquer, a # 0, indica-se por M(a),

ao conjunto formado por todos os multiplos de a, isto &,
M@)={xeZ/x=k-a, keZ}

ou

M(a) ={xe€Z/a| x}.
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Exemplos:
M(5) ={0; £5; £10; +15;.. .}.
M(1) ={0; =1; £2;+3;...}.
M(T) ={0; £7; £14; £21;...}.

Observacio 2.20. E imediado que, para todo inteiro a # 0, se tem M(a) = M(—a).

Definicao 2.3. Sejam a e b dois niimeros inteiros ndo nulos (a # 0 e b # 0). Chama-se miiltiplo

comum de a e b e indica-se por M(a, b) todo o inteiro x tal que a | x e b | x, isto é,
M(a, b)y={x€Z/a|xeb| x}

ou

M(a, b)y={xeZ/x e M(a) e x € M(b)}

ou ainda

M(a, b) = M(a) N M(D).

Exemplo:
M(6) = {0; £6; £12; +18; +24; .. .}
M@4) ={0;+4; +8; +12; +16; ...}
M(6, 4) = M(6) N M(4) = {0; £12; £24; +36;. . .}.

2.10 Minimo Miiltiplo Comum

Sejam a e b dois numeros inteiros ndo nulos (a # 0 e b # 0). Chama-se Minimo Multiplo
Comum de a e b, o menor inteiro positivo que € divisivel por a e b.
Nota¢do: mmc(a, b) = [a b].
Exemplo: Achar o Minimo Multiplo Comum de 8 e 12.
M(8) = {0; £8; £16; £24; +32; +40; +48; +56 ...}
M(12) = {0; £12; +24; +36; +48; .. .}
M@, 12) = M(8) N M(12) = {0; £24; +48 .. .}
[8, 12] = 24.
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Proposicao 2.3. Sejam a e b inteiros positivos, com decomposicdo em fatores primos da seguinte

forma:

a=pi-pypse.py
e

b=pipy-py . pl,

onde a = py, p2, P3 - - - Pn SA0 0S primos que ocorrem na fatoragdo de a e b, entdo

[a, b] = prlnax{al,bl}’ prznax{az,bz}’ o, pnmax{an,bn}

ou
n

la, b] = np;nax{ai,bi}.

i=1
Demonstracao
Da definicao de Minimo Multiplo Comum nenhum fator primo p; deste minimo podera ter um
expoente que seja inferior a a; € nem a b;. Se tomarmos, pois, 0 maior destes dois expoentes de p;
teremos, ndo apenas um multiplo comum, mas o menor possivel dentre todos eles, o que conclui a
demonstracao.
Exemplo:
500 =2%.3%.53.79
630=2-32.5".7
[630, 500] = 22 -3%-5%-7 = 31500.

Observacao 2.21. O Teorema anterior nos fornece a regra seguinte para o cdlculo do Minimo
Muiltiplo Comum de dois niimeros inteiros positivos a e b.
Regra: Conhecidas as fatoragées de a e b, o Minimo Miiltiplo Comum de a e b é o produto dos

fatores primos comuns e ndo comuns as duas fatoragcées tomadas cada um com o maior expoente.

Observacao 2.22. Para calcularmos o Minimo Miiltiplo Comum entre dois inteiros positivos, uti-

lizamos o algoritmo seguinte que é uma consequéncia imediata do Teorema anterior.
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Exemplo: Calcular o Minimo Miiltiplo Comum de 500 e 630.

500, 630 2
250, 315 2
125, 315 3
125, 105 3
125, 35 5
25, 7 5
5, 7 5
1, 7 7 X
1, 1 | 31500
500 = 2%.5°
630=232.5.7

[500, 630] = 22-3%.5%. 7L,
Proposicao 2.4. Se x e y sdo niimeros reais, entdo
max{x, y} + min{x, y} = x + y.

Demonstracao

1) Se x = y = max{x, y} = min{x, y} = x = y e, portanto, max{x, y} + min{x, y} = x + y.

ii) Se x # y, podemos considerar x < y sem perda de generalidade.

Entao, max{x, y} = y e min{x, y} = x, portanto, max{x, y} + min{x, y} = x + y como queriamos

demonstrar.

Teorema 2.16. Se a e b sdo dois niimeros inteiros positivos, entdo
[a, b]-(a, b)=a-b.

Demonstracao

Sejam a e b, dados por

an (m bn

a=p{'-py ... py

Sabemos que

(a, b) = ]—[ prine bl (Teorema 2.14)

i
i=1

by b
e b=p/'-pl-...-p".
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[a, b] = n praxiar bi) (Proposicao 2.3),

1

logo,
(a, by =p)' -p7-...-py
la, b =p}' - py ... D'
sendo que, para cada indice i, r; = min{a;, b;} e s; = max{a;, b;}.
Pela Proposicdo 2.4, temos ainda que, para cada indice i, r; + s; = min{a;. b;} + max{a;, b;} =
a; + b;
= (a, b)-la, bl =(p}' - py ... p)- (P} " Py oo D)
= (a, b)-[a, b] = p|™" - p™2 . prt
= (a, b)-[a, b] = p?”bl -p§2+b2 oL plnth
= (a, b)-[a, D)= (P} P57 pa) - () P p)
= la, b]-(a, b)=a-b.

Exemplo:
60=22-3-5
126=2-32.7

(60,126)=2-3=6

[60,126] = 22-32-5-7 = 1260

60 - 126 = 7560

(60, 126)[60, 126] = 6 - 1260 = 7560.

Observacao 2.23. Podemos encontrar também o Minimo Muiltiplo Comum ou Mdximo Divisor

Comum usando a relagdo

ab
[a, b] = @b

2.11 Minimo Miiltiplo Comum de varios inteiros

Seja a;, a», as, ..., a, uma colecdo finita de niimeros inteiros ndo nulos (a; # 0). O Minimo

Miiltiplo Comum dessa cole¢do é o menor inteiro positivo que € divisivel simultaneamente por
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todos os inteiros da colecdo e serd denotado por

MMC(a,, a,, az, ..., a,)oulai, az, as, ..., a,l.

Exemplo: Calcular [15, 20, 35, 50].

15=3.5
20=2%-5
35=5-7
50=2-5

[15,20,35,50] = 2%-3-5%-7 = 2100.

2.12 Interpretacio geométrica do MDC e do MMC

Com o intuito de enriquecer as aplicacdes do Méaximo Divisor Comum (MDC) e do Minimo
Miiltiplo Comum (MMC), apresentamos duas interpretacdes geométricas dadas, respectivamente,

por Oliveira (1995) e Cardoso e Gongalves (1996).

2.12.1 Interpretacio geométrica do Maximo Divisor Comum

Método:

Dados dois nimeros inteiros positivos a e b, construimos um retangulo com essas dimensoes.
Cobrindo esse retdngulo com os maiores quadrados possiveis, o lado do menor quadrado serd o

Maximo Divisor Comum entre a € b.
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Exemplos:
a) (55,15) =5.

Constréi-se um retangulo de dimensdes 55 e 15 (Figura 2.1). Cobrindo o retangulo com os
maiores quadrados possiveis, teremos trés quadrados de lados 15, um quadrado de lado 10 e dois

quadrados de lado 5. Logo, (55,15) = 5.

5 5
5
15
10
| 15 15 15 10 |
I
55 |
Figura 2.1: Método geométrico do MDC (55, 15).
b) (40,12) = 4.
4
12 4
4
| 12 12 12 4 I
| |
40

Figura 2.2: Método geométrico do MDC (40, 12).
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c) (24, 16) = 8.

24

16

16
Figura 2.3: Método geométrico do MDC (24, 16).

O autor faz uma referéncia ao livro de Euclides que contém essencialmente o método.

2.12.2 Interpretacio geométrica do Minimo Multiplo Comum

Para a interpretacdo do Minimo Muiltiplo Comum, os autores citados apresentaram o seguinte
método:

Dados dois nimeros inteiros positivos m e n:

1. Toma-se um retangulo ABCD de lados m e n. O retangulo devera ser subdividido em qua-

drados unitarios;
2. Partindo de um dos vértices do retangulo, traca-se as diagonais do quadrado unitério obser-
vando a seguinte ordem;

a) Traca-se a diagonal do quadrado que tem vértice coincidente com o vértice escolhido do

retangulo;
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b) Traca-se, a partir do vértice no qual paramos, as diagonais dos quadrados que t€m um
angulo oposto pelo vértice com o quadrado anterior ou, na auséncia desse quadrado, traga-se

a diagonal do quadrado ao lado e a partir do vértice onde paramos;

c) As diagonais dos quadrados unitdrios devem ser tracadas até que se chegue a um dos

outros vértices do retangulo ABCD;

d) Conta-se quantos quadrados tiveram suas diagonais tragadas. O nimero encontrado € o

Minimo Muiltiplo Comum de m e n.

Exemplo:

I) MMC de 5 e 10 (iniciando, por exemplo, em A).

Figura 2.4: Método geométrico do MMC (5, 10).

Observa-se que 10 quadrados tiveram duas diagonais tragcadas, o que implica que [10, 5] = 10.
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IT) MMC de 3 e 5 (iniciando, por exemplo, em C).

Figura 2.5: Método geométrico do MMC (3, 5).

Observa-se que 15 quadrados tiveram duas diagonais tragadas, o que implica que [3, 5] = 15.

IIT) MMC de 4 e 6 (iniciado, por exemplo, em D).

A B

Figura 2.6: Método geométrico do MMC (4, 6).

Observa-se que 12 quadrados tiveram duas diagonais tracadas, o que implica que [4, 6] = 12.
Segundo os autores Cardoso e Gongalves (1996), o referido método baseia-se nos seguintes
fatos: ao partirmos de um vértice do retangulo e chegarmos a um outro vértice desse mesmo
retangulo, tracamos diagonais de um nimero de quadrados que corresponde a um multiplo tanto
de m quanto de n; parando no primeiro, outro vértice do retangulo ABCD, estamos determinando

o minimo dentre os multiplos comuns entre m € n.
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Como estamos tracando os multiplos tanto de m quanto de n, quando chegamos num outro
vértice, encontramos, na realidade, um multiplo comum de m e n que € o menor, pois € o primeiro

multiplo comum encontrado.

2.13 Critério de divisibilidade por 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13

Chama-se critério de divisibilidade todo conjunto de condi¢des que permitem reconhecer se
um dado inteiro € divisivel por outro.

Critério de divisibilidade por 2

Um ndmero natural a € divisivel por 2 se, e somente se, o algarismo das unidades de a for
divisivel por 2, isto é, a € divisivel por 2 se a € par.

Demonstracao

Seja o nimero natural a dado por
a=10"a,+10"" a1 +...+10° a2 + 10 -a; + ag

em que ¢; tomam valores de 0 a 9.

Colocando 10 em evidéncia, temos
a=1010""a, + 10" % a1 + ...+ 10-a + a;) + ay.
Como 10! -a, +10"2-a,_; +...+ 10 - a, + a; é um inteiro k, temos que
a = 10k + ay.
e Se2|la=dAgeZ; a=2q9=29=10k+ay= ay=2(q—5k) =2-q2; q» € Z, logo 2 | ay.

e Reciprocamente, se 2 | ap = dg; ap = 2¢q

=a=10k+2qg = a=25k+q) = a= 2k, onde k, € Z, logo 2 | a.

Exemplo: 345678 € divisivel por 2 pois € um nimero par.
Critério de divisibilidade por 3

SeaeN, a=10"-a,+ 10" - a, 1 +...+ 10> -a, + 10 - a; + ay.
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Fazendo
10 = 9+1=3k +1, ki =3
10> = 100=99+1 =3k +1 ky =33
10> = 1000 =999 + 1 = 3k; + 1, ks =333
10" = 1w:w+1:3kn+l, kn:&/._._’j:
n zeros n noves ntres

e substituindo, temos:

a= a, Bk, +1)+a,.1Bk,.1+1D)+...+a,Bkr+1)+a;Bk; + 1) + a
= a= 3an-k,,+3an_1kn_1+...+3a2k2+3a1k1+an+an_1+...+a2+a1+a0
= a= 3a, -k, +a,1ky_1 +...+aky +a1k) +a,+a,_;1+...+ax+a; +ap

= a= 3k+a,+a,.1+...+ar+a; +ao,

comk =a, -k, +a,1k,_1 + ...+ axks + a1k, e k € Z. Logo, concluimos que se 3 | a, como 3 | 3k,
pelo teorema 2.1 item X, 3 divide (a, + a,—1 + ... + ap).

Reciprocamente, se 3 | (a, + a,-1 + ...+ ap), entdo 3 | a, uma vez que 3 | 3k. Logo, concluimos
que um numero natural € divisivel por 3 se, e somente se, a soma de seus algarismos € divisivel
por 3.

Exemplo: 2357841 € divisivel por 3, pois2+3+5+ 7+ 8 +4 + 1 =30 e 30 € mdltiplo de 3.

Critério de divisibilidade por 4

Seja um numero natural a, dado por

a= 10"-a,+10"" - a,_;+...+10°-a, + 10-a; + aq
= a= 100-(10"2%-a,+10" > a1 + ... +-a) + 10 -a; + ay

= a= 100-k+ayay, ondek=10"2-a,+10" 3 -a, 1+ ...+ a»

e, portanto, k € N e ajay € o nimero formado pelos dois ultimos digitos de a, isto €, o algarismo
das dezenas e o algarismo das unidades.
Como 100 é multiplo de 4, temos que o numero a é multiplo de 4 se, e somente se, a;ay €

divisivel por 4.
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1)Sed|a=a=4q, g€ Zecomoa= 100k + aa

= 4q = 100k + ayay = aag = 4(q — 25k)

e como g — 25k € inteiro = ajay = 4k,, k, € Z e, portanto, a;ay ¢ multiplo de 4.
i1) Reciprocamente, se 4 | ajay = ajap = 4q

= a = 100k + 49 = a = 4(25k + q) e como 25k+q € inteiro = a = 4k,, k, € Z.

Exemplos:

e 4577844 ¢ divisivel por 4, pois 44 € multiplo de 4.

e 37280 ¢ divisivel por 4, pois 80 é multiplo de 4.

e 82500 € divisivel por 4, pois 00 € multiplo de 4.

e 352918 ndo € divisivel por 4, pois 18 ndo é multiplo de 4.

Critério de divisibilidade por 5

Como todo nimero inteiro pode ser escrito da forma 10k + ay, onde ay é o algarismo das
unidades, temos que a = 10k + a € divisivel por 5 se, e somente se, a ¢ multiplo de 5, isto &, se
ag=0ouay=>5.

1)SeS5|a=a=5q,q€Zecomoa= 10k + ay

= 5 = 10k + ayp = ap = 5q — 10k = ay = 5(q — 2k), portanto, ay é multiplo de 5 e ainda
como ay € o algarismo das unidades de a, entdo ay € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e, portanto, ap = 0
ouay=>5.

i) Seap =0ouay = 5.

Para gy = 0. Como a = 10k + ay = a = 10k = 5 - 2k, portanto, a € multiplo de 5.

Para ay = 5. Novamente, como a = 10k + ay = a = 52k + 1), portanto, a € multiplo de 5,
entioseap =0ouay=5=5]a.

Portanto, sejaa = 10k +ay = S|a & ay =0ouaqp = 5.

Exemplos:
e 345085 ¢ divisivel por 5, pois termina em 5.

e 72040 € divisivel por 5, pois termina em 0.
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e 45728 nao € divisivel por 5, pois nao termina nem em O e nem em 5.

Critério de divisibilidade por 6

Um ndmero natural € divisivel por 6 se, e somente se, € divisivel simultaneamente por 2 e 3.

Demonstracao

1)Se6|a=a=06k, ke€Z = a=2-3k,portanto, a € miltiplo de 2 e a € multiplo de 3.

ii)Se2|la=>a=2p,peZese3|a=a=3q,qc’Z.

Como 2 e 3 s@o primos entre si, € sempre possivel escrever a = 2 - 3k, onde k = (p, ¢). Logo,
a = 6k e, portanto, divisivel por 6.

Exemplos:

e 235422 ¢ divisivel por 6, pois € divisivel por 2 (par) e € divisivel por 3

2+3+5+4+2+2=18), simultaneamente.
e 4335 nio € divisivel por 6, pois nao € divisivel por 2.
e 52732 ndo € divisivel por 6, pois ndo € divisivel por 3.

Critério de divisibilidade por 7

Sejaa = 10k + ay, k € Z e ay € o algarismo das unidades, entdo a é multiplo de 7 & k — 2a, é
multiplo de 7.

Demonstracao

(=) Se 10k + ay € maltiplo de 7, entdo existe inteiro q tal que 10k + @y = 7q e, portanto,
k—2ay=k—-2(7g — 10k) = k — 14g + 20k = k — 2ay = 21k — 14q = 7(3k — 2q), logo k — 2a, é
multiplo de 7.

(<) Se k — 2a, € multiplo de 7, entdo existe inteiro p, tal que k — 2ay = 7p e, portanto,

10k +ag =10 - (7p + 2ap) + ay = 70p + 20a¢ + ag = 10k + ay = 70p + 21ay =7 - (10p + 3ay).

Logo, 10k + ay € multiplo de 7.

Observacao 2.24. O niimero k—2ay ndo é retirado da cartola simplesmente, existe uma explicagdo

para tal fato, vejamos:
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Seja a = 10k + ay. A ideia deste e de outros critérios de divisibilidade é subtrair de k um

miiltiplo conveniente de ay. Assim

a =10k + ay
= a = 10k - 104Aag + 104ay + ay
= a=10(k — Aay) + ag(104 + 1).

A ideia é procurar um A de tal forma que 101 + 1 seja divisivel por 7. A possibilidade mais
simples é 2. De fato, 10 -2 + 1 = 21 é muiltiplo de 7. Como (7, 10) = 1, temos

Tla  T|(a - 21ay) & 710k — 2ay) & 7|(k = 2ay).

Regra: Um numero € divisivel por 7 se o dobro do ultimo algarismo, subtraido do nimero
sem o ultimo algarismo, resultar um nimero divisivel por 7. Se o nimero obtido ainda for grande,
repete-se o processo até que se possa verificar a divisibilidade por 7.

Exemplos:

a) 33523

3352 -2-3=3346
334 -2-6 =322
32-2-2=28.

Como 28 é multiplo de 7, entdo 33523 € divisivel por 7.

b) 398898

39889 — 2 -8 = 39873
3987 -2-3 =3981
398 -2-1=1396
39-2-6=27.

Como 27 nao é multiplo de 7, entdo 398898 nao € divisivel por 7.

Critério de divisibilidade por 8

Seja um nimero natural a, dado por

a=10"-a,+10" " - a, 1 +...+10* - a, + 10° - a3+ 10?4, + 10 - a; + aq
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=a=10°00"3 a,+10"* a1 +... 4+ 10-as + a3) + 10> - a, + 10 - a1 + ay
= a = 1000k + ayajay, onde ke Ne k=10"2-a, + 10"* - a,_; + ... + 10 - a4 + -as

e aaag € o numero formado pelos trés ultimos digitos de a, isto €, os algarismos das centenas,
dezenas e unidades, respectivamente. Como 1000 é multiplo de 8, a € multiplo de 8 se, e somente
se, ayajay € multiplo de 8.

Demonstracao

(=)Se8la=a=8q, g
a = 1000k + arayay = 8q — 1000k = aya,ay = aajag = 8 - (¢ — 125k). Logo, a,a;ay € miltiplo
de 8, pois g — 125k é um niimero inteiro.

(&) Se axayay é multiplo de 8, entdo a,a a¢ = 8¢, g € Z. Logo, temos
a = 1000k + 8¢q = 8(125k + g), portanto, a € multiplo de 8.

Exemplos:
e 3671384 ¢ divisivel por 8, pois 384 € multiplo de 8.
e 457841 ndo € divisivel por 8, pois 841 ndo é mdltiplo de 8.

Critério de divisibilidade por 9

Seja a um ndmero natural, dado por
a=10"a,+10"" - a,; +...+ 10 a; + ao.

Fazemos a seguir as seguintes substituicoes:

10 =9+1

100 =99+1

1000 =999 + 1

10" =99...9+1
~—_————

n9s
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obtendo

a=a,99...9+1)+a,1(99...9+D)+ ...+ @99+ 1) +a;(9+ 1) + ag

n9s n—-19s
>a=0a,99...9+a,+a,-199...94a,_1+...+a299 +a, + @19 + a; + ay
— —
nYs n—-19s

>a=9a,11...1+a,111... 1+... +all+a)+a,+a,_1+...+a, +a; +ap
nls n—-11's o
=a=9%+a,+a,.1+...+a +a +ay, k € N. Logo, a é divisivel por 9 se, e somente se,

a, + ap_1 + ...+ ax + a; + ayp é miltiplo de 9, isto €, um nimero natural a € multiplo de 9 se, e
somente se, a soma dos algarismos € um nimero divisivel por 9.

Demonstracao

)Se9|a=>a=9q, geZ
>a=9%+a,+a,_.1+...+ta +a; +ay
=99=%+a,+a,1+...+ar+a +a
=Sa,+a,1+...+a+a +ay=9q—-9%
=Sa,+a,1+...+a+a +ay=9q-k)
=a,+a,1+...+a+a +ayémultiplo de 9, pois (¢ — k) € Z.

i) Se9|(a,+a,.1+...+ax+a,+ay)) = a,+a,1+...+a,+a,+ay=9p, peZ Como
a=9%+a,+a,1+...+ar+a;+ay=>a=9%+9p = a=9k+ p) = aé miltiplo de 9.

Exemplos:

e 2354211 é multiplode 9, pois2+3+5+4+2+ 1+ 1 = 18 que é multiplo de 9.

e 4235 ndo é multiplo de 9, pois 4 + 2 + 3 + 5 = 14 que ndo € multiplo de 9.

Critério de divisibilidade por 10

Um nudmero natural é divisivel por 10 se, e somente se, o algarismo da unidade
¢ 0 (zero).

Demonstracao

Seja a = 10k + ay, onde a € o algarismo das unidades de a.

e Sell0|la=a=10q, g€ Z = 10g = 10k + ay = ay = 10g — 10k = 10(q — k), logo ay é
multiplo de 10 e, como ay € {0, 1,2, 3,4,5,6,7, 8,9}, temos que ay = 0.

e Seay=0

a=10k+ay = a =10k + 0 = a = 10k. Logo, a € multiplo de 10.
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Exemplos:
e 356980 é multiplo de 10, pois termina em zero.
e 4579 ndo € multiplo de 10, pois ndo termina em zero.

Critério de divisibilidade por 11
Antes de provarmos o critério de divisibilidade por 11, devemos provar as seguintes proposi-

coes:
Proposicao 2.5. Todo niimero da forma 99 ...9, onde o niimero de “9”s é par, é divisivel por 11.

Demonstracao

Sejaa =99...9, com 2n “9”s queremos provar que 11 | a.

Por inducao, temos:

1)p/n = 1, temos que o nimero de algarismo 9 € 2, logoa =99 =9 - 11 - ¢, portanto, 11 | a.

i1) Vamos supor que a = 99...9 com 2n algarismos 9 € multiplo de 11, ou seja,
a = 11qy, g € Z (Hip6tese de indugdo).

i) Vamos provar que a = 999...9 com 2n + 2 algarismos 9 também ¢é
multiplo de 11.
a=999...9=99...900 +99 = a = 999...9 -100 + 99

2k algarismos 9 2kalgarismos9
e como 99...9 com 2k algarismos 9 é multiplo de 11 (Hipdtese de inducdo), temos que

a=11g,-100+11-9 = a=11(100- g, +9) = a = 11¢s, ¢» € Z. Logo, a é miltiplo de 11.

Proposicao 2.6. Todo niimero da forma 1000...01, onde o niimero de “0”s entre os dois “1”s é

par, é miiltiplo de 11.

Demonstracao

Sejaa = 100...01 com 2n*“0”s entre os dois “1”’s, queremos provar que 11 | a.

Por indugio:

i) p/n = 1 temos que o ndmero de algarismos “0”’s entre os dois I's é 2, logo
a=1001 =990+ 11 = a =11-90+11 = a = 1190+ 1) = a = 11 - 91. Portanto,
11| a
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ii) Vamos supor que a = 100...1, com 2k “0” s entre os dois “1”s € multiplo de 11, isto &,

a=100...01=11gq.
——

2k zeros
1i1) Vamos provar que a = 1 00...0 1 também € multiplo de 11.
~——

2k+2 zeros

= a=1000...01 =999...9+11.
—_—

2k+2 noves
Pela proposicdo anterior, provou-se que 99...9, com 2k + 2 algarismos 9’s € multiplo de 11,

1st0 €, 99...9 = 11¢, e, portanto, a = 11g, - 10 + 11 = a = 11(10g, + 1). Logo, a é multiplo de
11.

Critério:

Seja a um ndmero natural, dado por

a=10"-a,+10" - a, + ...+ 10° - a3 + 10* - a, + 10 - a; + a.

1) Se n € par
Fazendo as seguintes substitui¢des:
10 =11-1
100 =99+1
1000 =1001 -1
10000 =9999 + 1

10" =1000...01 =1 (n—-2 zeros)
10" =99...9+1 (nnoves),

obtemos

a=a,-(999...9+1) + a,_1-(100...01-1)+...+az-(1001 —1)+
< N’
n9s n-20s
+ a9+ 1) +a;-(11=1)+ag
2a=0a,-99...9 + a,+a,.1-100...01 —a,_; +...+a3-1001 —a; +
+ a9 +ar)+a;-11—-a; +a.
Como 99...9, 100...01, 1001, 99 e 11 sao multiplos de 11 (Proposicodes 2.5 e 2.6), temos
que

a=1lk+a,—a,.1+...—a3+a, —a; +ay
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sa=1lk+ @, +a,2+...+a,+ay) —(Q_1 +ay_3+ ...+ a3 +ay).
ii) Se n é impar
Fazendo as seguintes substituicoes:
10 =11-1
100 =99 +1

1000 =1001 -1
10000 =9999 + 1

10" =99...9+1 (n— 1 noves)
10" =1000...01 =1 (n—1 zeros),

obtemos

a=a,-(100...01-1) + a,.1-099...9+1)+a,,-(100...01-1)+a,3-(99...9+1)...+
n—10s n—-19s n-30's n-39's
+ as-(9999+ 1)+a3;-(1001 = 1) +a, - 99+ 1)+a;-(11=1)+ay

=a = a,-100...01 —a,+a,-1-99...94+a,_; +a,—»,-100...01 —a,» +a,-3-99...9 +
+ an_3+...+a4-9999+a4+a3-1001—a3+a2-99+a2+a1-11—a1+a0.

Como 100...01, 99...9, ..., 9999, 1001, 99 e 11 sdo mdltiplos de 11 (Proposicdes 2.5 e

2.6), temos que
a=11g-a,+a,1—a,2+a,3—...+as—azy+a, —a, +ay

=sa=1lg+ (@1 +a,3+...+as+ay+ay) —(a,+a,»+...+a3+a).

Em (i), tem-se que a,, a,, ..., a», ap sao algarismos de ordem impar de a e
an-1, Ap-3, ..., Az, a; sao os algarismos de ordem par de a.

Em (i1), tem-se que a,-;, a,-3, ..., a4, a, a, ap sdo os termos de ordem impar e
an, Qy_2, ..., a3z, @ sao os termos de ordem par.

Fazendo em (i) e (ii) §; como a soma dos algarismos de ordem impar e S, a soma dos algaris-

mos de ordem par, temos que nos dois casos

a=11k+5S;-5,.
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Portanto, a € divisivel por 11 se, e somente se, a diferenca entre a soma dos algarismos de
ordem impar e a soma dos algarismos de ordem par for multipla de 11.

Demonstracao

e Sell|la=>a=11g, qe Zecomoa=11k+S§,-S,

= 1lg-11k=§,-§,=S5;,-5, =11(¢g - k), portanto, S; — S, € miltiplo de 11.

e Sell|(S;-8,)=8,-S,=1l¢q, g Z
=Sa=11k+S;,-S,=a=1lk+11g= a=11(k +g). Logo, a é miltiplo de 11.

Exemplos:

e 10885985 é multiplo de 11, pois
$i=5+9+8+0=22
S,=8+5+8+1=22
Si—8,=0e“0” é miltiplo de 11.

e 87549 € multiplo de 11, pois
Si=9+5+8=22
S,=4+7=11
Si—=8,=22-11=11e 11 é¢ multiplo de 11.

e 845032 ndo é mdltiplo de 11, pois
S;=2+0+4=6
S,=3+5+8=16

Si—§,=-10,entdo §; — §, ndo € multiplo de 11.

Critério de divisibilidade por 12

Um ndmero natural a € divisivel por 12 se, e somente se, € divisivel por 3 e 4 simultaneamente.

)Se 12 | a = a = 12k, k € Z = a = 3 -4 -k, portanto, a € mdltiplo de 3 e 4
simultaneamente.

i)Se3d|la=a=3p, peZ.Sed|la=a=4q, g€ Z



2.13 Critério de divisibilidade por 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13 63

Como 3 e 4 sdo primos entre si, é sempre possivel escrever a = 3 - 4 - k, onde
k = (p, q). Logo, a = 12 - k e, portanto, divisivel por 12.

Exemplos:

e 219588 € divisivel por 12, pois € multiplo de 4 e de 3.
e 315423 ndo € divisivel por 12, pois ndo € multiplo de 4.

e 804110 ndo € divisivel por 12, pois nao € maltiplo de 3.

Critério de divisibilidade por 13

Sejaa = 10k + ay, k € N e ay € o algarismo das unidades de a, dizemos que a € multiplo de 13
se, e somente se, k + 4ay € multiplo de 13.

Demonstracao:

(=) Se 10k + ay € multiplo de 13, entdo 10k + ay = 13¢ e, portanto, ay = 13g — 10k. Logo,
k+4ay = k+4(13q — 10k) = k + 52q — 40k = 52q — 39k = k + 4ay = 13(4q — 3k) = k + 4ay é
multiplo de 13.

(<) Se k + 4ay € multiplo de 13, entdo
k+4ay=13p = k= 13p — 4a,.

Logo, 10k + ay = 10(13p — 4ay) + ay
130p —40ay + ap = 130p —39ay = 10k + ap = 13(10p — 3ay). Portanto, conclui-se que 10k + a( €
multiplo de 13.

Regra: Um nimero natural € divisivel por 13 se, e somente se, o quadruplo do algarismo das
unidades somado ao nimero sem o ultimo algarismo, resultar em um niimero divisivel por 13. Se
o nimero obtido for grande, repete-se o processo até que se possa verificar a divisibilidade por 13.

Exemplos:

e 856323
856323 +4 -3 = 85644
8564 + 4 -4 = 8580
858 +4-0 =858
85+4-5=117
11 +4 -7 =39 (maltiplo de 13). Portanto, 856323 & muiltiplo de 13.
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e 26846
2684 +4 -6 =2708
270+ 4 -8 =302

30+ 4 -2 = 38 (ndo € multiplo de 13). Portanto, 26846 ndo é multiplo de 13.

Poderiamos enunciar e demonstrar outros critérios de divisibilidade, porém, o que interessa é
saber que eles existem.
A Tabela abaixo apresentada por Guedes (1988) permite verificar se um dado nimero natural

n, é ou nao divisivel por um nimero primo p, 7 < p < 100.

N° primo | Forma aditiva | Forma subtrativa
7 a+5b a-2b
11 a+10b a-b
13 a+4b a-9b
17 a+12b a-5b
19 a+2b a-17b
23 a+7b a-16b
29 a+3b a-26b
31 a+90b * a-3b
37 a+26b a-11b
41 a+37b a-4b
43 a+13b a-30b
47 a+80b * a-14b
53 a+16b a-90b *
59 a+6b a-53b
61 a+55b a-6b
67 a+47b a-20b
71 a+64b a-7b
73 a+22b a-51b
79 a+8b a-71b
83 a+25b a-58b
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* 90, 80 e 90 foram colocados na tabela no lugar dos nimeros menores 28, 33 e 37, respecti-

vamente, porque dao maior agilidade ao processo.

Exemplificando o uso da tabela, considere um niimero natural n, temos que:
b € o algarismo das unidades de n;
a ¢é o numero formado pelos demais algarismos de 7.

Para facilitar a compreensdo, por exemplo, um dado niimero € divisivel por 19 (ver tabela) se,
e somente se, ¢ divisivel por a + 2b oua — 17b.

Exemplo: Verificar se o nimero 695362 € divisivel por 19.

i) Forma aditiva

69536+2- 2 =69540
— ~——

6954 +2-0 = 6954

695+2-4=1703

70+2-3=76

7+ 2 -6 =19(multiplo de 19). Logo, 695362 ¢ divisivel por 19

ii) Forma subtrativa
69536 — 17 - 2 = 69502
6950 -17-2 =6916
691 —17-9 =589
58 =17 -9 = —=95(multiplo de 19). Portanto, 695362 ¢ muiltiplo de 19.

Observacao 2.25. Como podemos garantir que o método funciona?

Como o a e b foram definidos, temos que
n=10a + b.

O processo consiste em achar um niimero k tal que n = 10a + b seja um miiltiplo do niimero

primo p se, e somente se, m = a + kb for miiltiplo de p.
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Das duas igualdades,
n=10m—-kb)+b =n=10m—10kb + b = n = 10m + (1 — 10k)b,

temos ainda que se 1 — 10k for divisivel pelo niimero primo p, entdo:
i)Se p (p #2ep+)5)dividir n entdo p dividird m.
Sepin=>n=qp, gq—1€7Z dai

n=10m+ (1 -10k)b = gq,p = 10m + (1 — 10k)b
e como 1 — 10k é muiltiplo de p, temos que

1-10k=qp, q€Z = qp=10m+qp = qip—¢p =10m
= (q1 —q2)p=10m = gp=10m, qecZ.

Como p #2ep #5, o que implica p|m.

ii) Reciprocamente, se p dividir m, entdo, p dividirda n (m = k,p).

n=10m+ (1 -10k)b = n=10kip+ q.pb
= n=00k +@pbp = n=kp, keZ

Logo, p dividird n.
Entdo, para concluir que um niimero primo p, p # 2 e p # 5 é um divisor de n se, e somente
se, ele for um divisor de m, podemos escolher k de modo que p seja um divisor de 1 — 10k e este é

o segundo da Tabela.

Observacao 2.26. Veremos no capitulo seguinte que também podemos usar a congruéncia para

estabelecer critérios de divisibilidade, de forma muito mais simples.



Capitulo 3
Congruéncia

O conceito de congruéncia foi introduzido por Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855), em sua obra
Disquisitiones arithmeticae, publicada em 1801, quando tinha apenas 24 anos.
A teoria das congruéncias €, sem divida, uma das ferramentas mais poderosas da teoria dos

nameros.

Definicao 3.1. Dados trés inteiros a, b e m (m > 0), dizemos que a é congruente a b médulo
m e denotamos a = b(mod m) ou a%b, se m | (a — b). Se a ndo for congruente a b modulo m,
dizemos que a é incongruente a b médulo m e denotamos a # b(mod m) ou ainda axb. Neste caso,
m [ (a—Db). )

Exemplos:
10 = 14(mod 2),pois 2| (10 — 14).
—32 = 10(mod 7),pois 7| (=32 - 10).
8 # S(mod T),pois 7 [ (8 —5).

Proposicao 3.1. Se a e b sdo inteiros, temos que a = b(mod m) se, e somente se, existir um inteiro

k tal que a = b + km.

Demonstracao

(=) Se a = b(mod m), entdo m | (a — b), o que implica que existe k € Z; (a — b) = k - m, isto &,
a=>b+km

(&) Se existe k € Z; a = b + km, temos que

(a — b) = km, ou seja, m é divisor de (a — b), isto é, m | (a — b) e, portanto, a = b(mod m).

67
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Proposicao 3.2. Se a, b, c e m sdo niimeros inteiros, m > 0, entdo, o conjunto
R=1{(a, b) e ZXZ | a = b(mod m)}
€ uma relacdo de equivaléncia sobre o conjunto dos niimeros inteiros.

Demonstracao
Para demonstrarmos que um dado conjunto R é uma relagao de equivaléncia em Z, precisamos
demonstrar que R satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva que, no caso em questao,

se escreve, respectivamente, da seguinte forma:

(i) a = a(mod m).

(ii) Se a = b(mod m), entdo, b = a(mod m).

(iii) Se a = b(modm) e b = c(mod m), entdo, a = c(mod m).
Demonstracao

(i) m |0, entdo m | (a — a), o que implica que a = a(mod m).

(ii) Se a = b(modm), entdo m | (a — b), isto é, existe g, € Z, tal que a — b = g; - m. Multiplicando-
se ambos 0s membros por —1 temos que b —a = —q, - m, ou seja, m | (b — a) e, portanto,

b = a(mod m).
(iii) Se a = b(modm) e b = c(mod m), temos que:
a-b=m-q, q€Z )
b—c=m-q,, q€Z ()
Somando-se membro a membro (I) e (II), temos que

a—c =m(q,+q,) ecomo(q+q) €L

= a—-c =m-k, keZ. Logo,a=c(modm),

o que finaliza a demonstragao.
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Exemplos:

e 2 =2 (mod4), pois4| (2 —2).

15 =3 (mod6), pois 6 | (15-3)
[ ]
3 =15 (mod6), pois6 |(3—15).

20=15 (mod5) e 15 =40 (mod5), logo
[ ]
20 = 40 (mod 5).

Teorema 3.1. Dois inteiros a e b sdo congruentes modulo m, (m > 0), se, e somente se, a e b

deixam o mesmo resto quando divididos por m.

Demonstracao
(=) Suponhamos que a = b (mod m),entdoa—b =q,-m, gy € Z=a=qm+b. (I)

Seja r o resto da divis@o de b por m, entdo, pelo algoritmo da divisdo
b=m-qg,+r, 0<r<m e q€Z ()

Substituindo (/) em (/), temos

a=qm+qgm+r = a=m(q +qy)+r, o que significa que r também € o resto da divisdao de a

por m.

(<) Reciprocamente, suponhamos que a € b, quando divididos por m, deixam o mesmo resto,

isto €,

a=qgm+r, 0<r<m, q €2 ()
b=gm+r, 0<r<m, qe€Z I

Subtraindo-se membro a membro (/) e (/1), temos

a-b =gm+r—q—r

= a-b =(q —q)m,

isto é, m | (a — b) e, portanto, a = b (mod m), o que finaliza a demonstracio.
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Teorema 3.2. Sejam a, b, ¢, d e m niimeros inteiros, temos que:

P,) Se a=b(mod) m, entdo a + ¢ = b + ¢ (mod m).
Demonstracao

Como a = b(mod m),entdoa —b = gym, g € Zecomoa—b = (a+c)— (b + c), entdo

(a+c)—(b+c)=gqm.Logo, (a+c)=(b+c)(mod m).

Exemplo: —31 =11 (mod 6) = —-31+4 =11 + 4 (mod 6) ou —27 = 15 (mod 6).

P,) Sea=b(mod m), entdo a — c = b — ¢ (mod m).
Demonstracao

De forma andloga a (Py),a—b = (a—c)—(b—c). Comoa—b = gym = (a—c)—(b—c) = qym.

Logo, a — ¢ = b — ¢ (mod m).

Exemplo: 54 = 5(mod 7) = 54 -8 =5 — 8 (mod 7) ou 46 = -3 (mod 7).

P3) Se a = b(mod m), entdo ac = bc (mod m).
Demonstracao

Como a — b = gim, q, € Z, entdo ac — bc = cq;m, o que implica que m | (ac — bc). Logo,

ac = bc (mod m).

Exemplo: 30 = 8 (mod 11) = 30-2 = 8-2(mod 11) ou 60 = 16 (mod 11), pois 11 | (60—16).

P,) Sea=b(modm)ec=d(modm),entdoa + c = b+ d(mod m).
Demonstracao

Da hipétese, temos que a—b = gym, g € Z ¢ c—d = gom, q» € Z. Somando-se membro a
membro, temos que a — b + ¢ —d = qm + gym, o que implica que

(a+c)—(b+d)=(q +q)m,portanto, m | [(a+c) — (b +d)] oua + c = b + d (mod m).

Exemplo: 45 = 15(mod 10) e 30 = 20(mod 10) = 45+ 30 = 15 + 20(mod 10) ou
75 = 35 (mod 10).
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Ps) Sea =b(mod m) e c=d(modm), entdoa — c = b — d (mod m).
Demonstracao

Da hipétese, a —b = gyme ¢ —d = gq.m, qi, ¢ € Z. Subtraindo-se membro a mem-
bro, temos (a — b) — (c —d) = ggm — gom = (a —c) — (b —d) = (g1 — g2)m, portanto,
ml|[(a-c)—(b—-d)]oua—-c=b-d(modm).

Exemplo: 45 = 15(mod 10) e 30 = 20 (mod 10), logo 45 — 30 = 15 — 20 (mod 10) ou
15 = -5 (mod 10).

P¢) Se a =b(mod m) e ¢c = d(mod m), entdo ac = bd (mod m).
Demonstracao

Da hipétese,a —b = qim, g1 € Z (I)
e

c—d=qgym, gp€Z. (II)
Multiplicando-se ambos os membros de () por ¢ e de (I]) por b, temos

ac —bc =cqm e bc— bd = bg,m. Somando-se agora membro a membro as duas igual-

dades, obtemos
ac —bd = cqym + bg,m ou ac — bd = (cq; + bg,)m. Logo, m | (ac — bd) ou ac = bd (mod m).
Exemplo: 45 = 12(mod 3) e 28 = 7(mod 3) = 45-28 = 12 7(mod 3) ou
1260 = 84 (mod 3).

P7) Se a = b (mod m), entdo a" = b" (mod m) para todo inteiro positivo .
Demonstracao
Por indugao, temos:

iyp/n =1 = a' = b'(mod m) ou a = b(mod m) (hipdtese), portanto, a proposicio é

verdadeira paran = 1.

ii) Vamos supor que a proposi¢io seja verdadeira para n = k, isto é, a* = b*(mod m),

devemos provar que a proposi¢ado € valida paran = k + 1.
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Sabemos que a* = b*(mod m) e a = b(mod m), entdo, por (Pg) temos que

a-a = b b(mod m) = a*' = b (mod m), isto é, a proposi¢do é verdadeira para
o inteiro positivo k + 1. Logo, podemos afirmar que a proposi¢ao € verdadeira para todo

inteiro positivo n.

Exemplo: —8 = 2 (mod 5) = (-8) = 23 (mod 5) ou =512 = 8 (mod 5).

Teorema 3.3. Se a, b, ¢ e m sdo inteiros e ac = bc(mod m), entdo, a = b (mod %), onde

d = (c, m).

Demonstracao

Da hipétese, temos ac — bc = gym ou c(a — b) = gym. Se dividirmos os dois membros por d,

teremos
c m m c m ¢
m (c_i) (a-b) =q - (2), logo (3) | (c_i) - (a — b) e como (E’ 2) = 1, pelo Teorema 3.6,
(E) | (a —b) o queimplicaa =b (mod %)

Corolario 3.1. Se ac = bc (mod m) e se (¢, m) = 1, entdo, a = b (mod m).

Demonstracao

Do teorema anterior, se ac = bc(mod m) = a = b(mod %), onde d = (¢, m), logo, como
d =1, temos que a = b(mod 7) ou a = b (mod m).

Este corolério diz que € permitido cancelar fatores de ambos os membros de uma congruéncia,

desde que sejam primos entre si com o médulo.

Corolario 3.2. Se ac = bc(mod m), com m primo e se m ndo divide ¢ (m { c), entdo
a = b (mod m).
Demonstracao

Com efeito, as condi¢des m nao divide ¢ e m é primo, implicam que (m, c¢) = 1 e, pelo Corolario
anterior, ac = bc (mod m) e (m, ¢) =1 = a = b(mod m).

Exemplos:

e 48 = 12(mod 18)ou6-8 = 6-2(mod 18) e como (18, 6) = 6, entdo, 8 = 2 (mod %) ou
8 = 2 (mod 3) (Teorema 3.3).
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e —45=35(mod 8)ouS5-(-9) =5-7(mod 8) e como (5, 8) = 1, temos pelo Corolario 3.1
que —9 = 7 (mod 8).

Observacao 3.1. Temos que ter bastante cuidado para fazer o cancelamento de um niimero de
ambos os lado de uma congruéncia, isto ¢é,

ac = bc(mod m) = a = b (mod m) s serd verdade se (¢, m) = 1.

Exemplo: 44 = 60(mod 8) ou4 - 11 =4 - 15(mod 8). Neste caso, nao podemos cancelar o

fator 4, pois (4, 8) =4 # 1. De fato, 11 # 15 (mod 8).

Teorema 3.4. Se a = b(mod m,), a = b (mod m,), ...,a = b(mod my), onde a, b, m;, ms, ..., ny
sdo inteiros com m; positivos, i = 1,2,...,k, entdo a = b(mod [m, my,..., m]) onde
[my, my, ..., m] é o Minimo Muiltiplo Comum.

Demonstracao

Seja P, o maior primo que aparece nas fatoragdes de my, my, ..., my. Cadam;, i =1, 2, ..., k,
pode entdo ser expresso como n; = P{"" - P* - ... P, (alguns a; podem ser nulos).

Como m; | (a—b), i = 1,2,...,k, temos que p(jl"" | (a—-0b), i = 1,2,...,k e

Jj=12,...,n Logo, se tomarmos «; = max{a;} temos que P{" - P3* - ... P," | (a — b), mas,
P - P Py = [my, my, ..., my] o que implica
a=b(mod [my, my,..., ny)).
Exemplo:

70 = 30 (mod 8)
70 = 30 (mod 5)
70 = 30 (mod 10)
70 = 30 (mod 20)

= 70 = 30(mod [8, 5, 10, 20]) ou 70 = 30 (mod 40).

n
Teorema 3.5. Se a = b (mod m) e se P(x) = Z Xl =co+ex+ X+ ...+, X éum polinémio
. . . l:O
em x com coeficientes inteiros c;, entiao

P(a) = P(b) (mod m).
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Demonstracao
Pela hipétese, temos a = b (mod m) e por (P7) @' = b’ (mod m), parai = 0,1,2,...,n, o que
implica por (P3) ¢; - @' = ¢; - b' (mod m), parai =0,1,2,...,n.

Somando-se ordenadamente as n + 1 congruéncias, obtemos

Z cia = Z ¢;b' (mod m),
i=0 i=0
ou seja,
P(a) = P(b) (mod m).
Exemplo:

Seja P(x) = 2x® — 5x% +2x — 1.
e 5=-3(mod4)
e P5)=2-5-5-524+2-5-1=250-125+10-1= P(5) = 134
o P(-3)=2-(=3) —5-(=32+2-(-3)—1=-54—-45-6-1= P(~3) = —106
e P(5) = P(-3) (mod 4) ou 134 = —106 (mod 4).

Definicao 3.2. Se h e k sdo dois inteiros com h = k(mod m), dizemos que k é um residuo de h

modulo m.

Definicao 3.3. Chama-se sistema completo de residuos (resto) modulo m todo conjunto
S = {r, ra,..., 1} de m inteiros tal que um inteiro qualquer a e congruente modulo m a um

tinico elemento r; (1 <i < m)de S.
Teorema 3.6. O conjunto S =1{0, 1, 2,..., m — 1} é um sistema completo de residuos modulo m.

Demonstracao
Com efeito, o conjunto S tem m elementos e, além disso, qualquer que seja o inteiro a temos,
pelo algoritmo da divisao,

a=mqg+r, q€Z e 0<r<m,

o que implica que a = r(mod m), e como r s6 pode assumir os m valores
0,1,2,...,m—1, segue-se que o inteiro a € congruente moédulo m a um unico elemento do

conjunto §, e por conseguinte, esse conjunto ¢ um sistema completo de restos médulo m.
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Exemplo: O conjunto § ={0,1,2,3,4,5,6} € um sistema completo de residuos médulo 7.

Teorema 3.7. Se S = {ry, ra,..., 1y} € um sistema completo de resto modulo m, entdo, os elemen-
tos de S sdo congruentes modulo m aos inteiros 0, 1, 2, ..., m — 1, numa certa ordem.
Demonstracao

Com efeito, qualquer que seja o inteiro a, temos

a=ri(modm), comr,€eS e a=k(@modm),com0<k<m-—1.

Logo, pela propriedade transitiva da “congruéncia” médulo m, temos r; = k (mod m).
Exemplo: § = {-28, —15, -6, 11, 15, 22, 101, 800} € um sistema completo de residuo
modulo 8. Assim, temos
-28=4(mod 8) 15 =7 (mod 8)
—-15=1(mod 8) 22 = 6(mod 8)
—6=2(mod 8 101 =5 (mod 8)
11 =3 (mod 8) 800 = 0 (mod 8),

isto é, os elementos de § sdo congruentes modulo 8 aos inteiros 4, 1, 2, 3,7, 6, 5, 0.

Teorema 3.8. Um conjunto S = {a,, as,..., a,} de m inteiro é um sistema completo de residuos

modulo m se, e somente se, dois elementos quaisquer de S sdo incongruentes modulo m.

Demonstracao

(=) Suponhamos que o conjunto § € um sistema completo de residuos. Entdo, se dois elemen-
tos distintos de S a; € a; fossem congruentes médulo m, terfamos

a = a(mod m) e a = a;j(mod m), sendo a um inteiro, o que € impossivel
(defini¢do 3.3). Logo, dois elementos distintos quaisquer do conjunto S sdo incongruentes mo-
dulo m.

(<) Reciprocamente, suponhamos que dois elementos distintos quaisquer do conjunto S sdo
incongruentes modulo m. Entao, um inteiro qualquer “a” € necessariamente congruente modulo m

a um unico elemento de S e pela defini¢do 3.3, o conjunto S € um sistema completo de residuos

modulo m.
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Exemplos: O conjunto § = {26, —33, 13, —11, —15} € um sistema completo de residuo mé-
dulo 5 porque contém S5 elementos e dois quaisquer deles sdo incongruentes
modulo 5.

O conjunto S = {-5, 0, 6, 22} ndo é um sistema completo de residuo mddulos 4, porque os

elementos 6 e 22 sdo congruentes modulo 4.

6=22(mod4) ou 4](6-22).

3.1 Determinacao de resto com uso de congruéncia

Uma das grandes utilidades da teoria das congruéncias médulo m é calcular restos de uma

divisdo onde o dividendo € um nimero muito grande.

4638564

Exemplo: Calcule o resto da divisao de 236 por 7.

Solucao:
O que queremos achar é um inteiro r (0 < r < 7) satisfazendo 236453%%* = r(mod 7). Ento,
temos que 2364 quando dividido por 7 deixa resto 5 e, portanto,
2364 = 5 (mod 7)

=  2364% = 5% (mod 7)

= 2364% = 25 (mod 7) e 25=4(mod7)

= 2364’ =4(mod7) (%)

2364 = 5 (mod 7)

) } = 2364° =20(mod 7) e 20 = 6 (mod 7) = 2364> = 6 (mod 7)
2364- = 4 (mod 7)

2364 = 5 (mod 7)
2364 = 6 (mod 7)

= 2364* = 30 (mod 7) e 30 = 2 (mod 7) = 2364* = 2 (mod 7)
= 2364° = 10(mod 7) e 10 = 3 (mod 7) = 2364° = 3 (mod 7)
2364* = 2 (mod 7)

2364 = 5 (mod 7)
2364° = 3 (mod 7)

= 2364% = 15(mod 7) e 15 = 1 (mod 7) = 2364° = 1 (mod 7).

2364 = 5 (mod 7) }
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Se escrevermos 638564 = 6g + r, temos que

2364938364 = 23649+ = 2364% . 2364" = 23643834 = (2364°)7 . 2364"

e 2364° = 1 (mod 7) = (2364°)7 = 19(mod 7)
= (2364%)4 - 2364" = 2364 (mod 7)

= 2364538564 = 2364 (mod 7)
e como 638564 = 6m + 2, temos 2364986 = 23642 (mod7) e em (x) vimos que

2364% = 4 (mod 7), temos que 236453836 = 4 (mod 7) e, portanto, o resto da divisdo de 2364638564
por 7 é igual a 4.

Exemplo: Calcular o resto da divisdio de 7°* por 51 e o resto da divisdo de
5% por 29.

(I) Resto da divisdo de 7** por 51

49 = -2 (mod 51) = 7% = =2 (mod 51)
= (7" =(-2)"" (mod 51) = 7** = (-2)"" (mod 51). (%)

Sabemos ainda que

(-2)* = 1 (mod 51) = [(-2)}]*> = 1% (mod 51)
= (=2)' = 1(mod 51) = (=2)!6 . (=2) = (=2)1 (mod 51)
= (-2)!7 = =2 (mod 51). (xx)

De () e (xx*), temos que

7*=-2(mod51) = 7*+2=51g, g€Z
o M= 51g—2= 7% = 51g—2—49+49
= 7*=51(g-1)+49ecomo(g—1)€Z
= 7*=51k+49, keZ,

portanto, o resto da divisdo de 73* por 51 ¢ 49.

(IT) Resto da divisdo de 5% por 29
e 5 =9(mod 29) = (5*)?' = (3%)?' (mod 29) = 5% = 3*> (mod 29) (%)

e 3° = -2(mod 29) = (3} = (-2)* (mod 29) = 3*> = (=2)* (mod 29) (%)
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o (—2)° = -3 (mod 29) = [(-2)°]? = (~3)? (mod 29)
(=2)1% = 9 (mod 29) = (-2)!0 - (=2)* = 9 - (=2)* (mod 29)
= (=2)14 = 9(=2)* (mod 29).  (x * *)

De (x) e (* * %) = 3 = 9. (=2)*(mod 29) ou 3 = 144(mod 29) e

como 5% = 144 (mod 29), isto é,

563 =29¢ + 144 geZ
= 5% =29g+4-29+28
= 5% =29(q+4)+28
= 59 =20k +28 keZ

e, portanto, o resto da divisdo de 5% por 29 é 28.

3.2 Critérios de divisibilidade

Ja vimos alguns critérios de divisibilidade no capitulo 2 e apresentaremos alguns destes crité-

rios utilizando a congruéncia.

3.2.1 Critério de divisibilidade por 3

Seja a = a,10" + a,_1 10" + ... + a;10 + ag, com 0 < a; < 10, a representacio no sistema
decimal do inteiro a e seja S, a soma dos seus algarismos, isto €, S, = ap+a; + ...+ a,-1 + a,.
Entdo, a é divisivel por 3 se, e somente se, S, € divisivel por 3.

Demonstracao

Considere o polindmio de coeficientes inteiros

n

P(x) = Z ax'.

i=0
Observa-se que P(10) =ae P(1) = §,.
Sabe-se que 10 = 1(mod 3) e pelo Teorema 3.5 temos que P(10) = P(1)(mod 3), logo,
a = 8, (mod 3) e, portanto,

a=3g+S,.
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Entdo, concluimos que a é multiplo de 3 se, e somente se, S, € maltiplo de 3.

(=) Se a é miltiplo de 3, a = 3q;,, q € Z e entdo 3q; = 3qg + S,
= S, =3(q1 — q). Portanto, S, € mdltiplo de 3.

(<) Se S, émultiplode 3 = S, = 3k, k € Zo que implicaa = 3g+ 3k = a = 3(q+ k). Logo,
a é multiplo de 3.

Exemplo: 235671 € multiplo de 3, pois 2+3+5+6+7+1=24 ¢ 3 | 24.

3.2.2 Critério de divisibilidade por 8

Sejaa = a,10" + a,_; 10" + ... + a, 10> + a;10 + ay, 0 < a; < 10, a representacio no sistema
decimal do inteiro positivo a. Temos:

1) 10 = 2 (mod 8) = 10a; = 2a; (mod 8).

ii) 10 = 2 (mod 8) = 10? = 4 (mod 8) = 10°a, = 4a, (mod 8).

iii) ¢;10° = 0(mod 8), i>3 = q;10' + ap = 0 + ap (mod 8) = a;10' + ay = ay (mod 8).

De (i), (i1) e (iii), tem-se

(10a; + 10%a, + 10%a; + ap) = 2a, + 4a, + ap (mod 8) = a = 2a, + 4a, + ay (mod 8)

= a = 8q + 4a, + 2a, + ap (mod 8) e, para mantermos a mesma regra do capitulo 2, temos:

a = 8q + 4a, + 96a, — 96a, + 2a, + 8a; — 8a; + ay
= a=8qg—96a, —8a; + 100a, + 10a; + ay
= a=8(qg—12a;, —ay) + 100a; + 10a; + ay

= a=8k+ 100a, + 10a; + ay,

isto €,

a ¢ multiplo de 8 se, e somente se, o nimero formado pelos trés dltimos algarismos de a é
multiplo de 8, isto é, 8 | axaay.

(=) Se a € multiplo de 8, entdo a = 8¢, ¢ € Z e dai 8¢, = 8k + 100a; + 10a; + ay, logo
100a; + 10a; + ay = 8(q; — k). Portanto, o nimero aa,ay = 100a, + 10a; + ay € multiplo de 8.

(&) Se 100a; + 10a; + ay é multiplo de 8, temos 100a, + 10a; + ay = 8q2, g» € Z, entdo
a = 8k + 8¢», logo a = 8(k + q,). Portanto, a é miltiplo de 8.

Exemplo: 4329184 é miiltiplo de 8, pois 184 é multiplo de 8.
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3.2.3 Ciritério de divisibilidade por 11

Sejaa = a,10" + a,_; 10" + ... + a, 10> + a;10 + ay, 0 < a; < 10, a representaciio no sistema

decimal do inteiro positivo a e seja
S,=ap—a;+a,—...+(-1)"-a,,

entdo, a € divisivel por 11 se, e somente se, S, € divisivel por 11.
Demonstracao

Considere o polindmio com coeficientes inteiros

n

P(x) = Z ax'.

i=0

Observa-se que P(10) =ae P(-1) = S,.

Sabe-se que 10 = (-1)(mod 11) e, portanto, P(10) = P(-1)(mod 11),
(Teorema 3.5), o que implica em a = §,(mod 11) e, portanto, a = 11g + S,, ¢ € Z. Dai,
concluimos que a é multiplo de 11 se, e somente se, S, € multiplo de 11.

(=) Seaémiltiplode 1l = a=11q,, g €Z= 11q, =11g+ S, = S, = 11(g;1 — q). Logo,
S, € multiplo de 11.

(&) Se S, é maltiplode 11, entdo S, = 11k, k € Z,logoa = 11g+ S, = 11lg+ 11k = a =
11(g + k). Logo a é miiltiplo de 11.

3.3 Congruéncia linear

Chama-se congruéncia linear em uma variavel a toda congruéncia (equacdo) da forma
ax = b (mod m), 0))

onde a e b sdo inteiros, m um inteiro positivo e x € uma incognita.

Diz-se que um ndmero inteiro x, € solu¢do da equacao (/) se
axg = b (mod m)

e, portanto, m | (axy — b), isto &, existe y, € Z tal que axy — b = y, - m, de modo que o problema
de achar todos os inteiros que satisfazem a congruéncia (), reduz-se a obter todas as solucdes da

equacdo diofantina linear ax — my = b.
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Toda equacao da forma ax + by = ¢, onde a, b e ¢ sdo inteiros é chamada equagdo diofantina
linear (nome dado em referéncia a Diofanto de Alexandria).

E importante observar que, se xo é uma solucdo da congruéncia linear (/), entdo todos os
inteiros da forma xy, + km, onde k € um inteiro qualquer, também sdo solu¢des da congruéncia
linear (1), pois

a(xy + km) = axy = b (mod m).

Exemplo: Considere a congruéncia linear 5x = 6 (mod 9).
Observe que xy = 3 € solugdo pois 5 - 3 = 6 (mod 9) e, portanto, todo inteiro sob a forma

Xo + km, k € Z,isto é, 3 + k - 9 é também solu¢do. Vejamos:
e x; =3+1-9=12¢solucdo, pois

5-12=6(mod 9) ou 60=6(mod9).

e x, =3—-1-9 = -6 ¢ soluglo, pois

5:(=6)=6(mod9) ou -—30=6(mod?9).

e x3=3+2-9=21¢solucdo, pois

5:21=6(mod9) ou 105=6(mod?9).

Assim, os inteiros ...,—15, -6, 3, 12, 21, 30, 39, ... sdo todos solu¢des da congruéncia
linear.

Observando o exemplo anterior, conclui-se que para cada solug@o particular podemos encon-
trar uma infinidade de solucdes, todas mutuamente congruentes modulo m. Porém, estas solu¢des
encontradas a partir da solugdo particular, isto é, xo = x; = X, ... = x, (mod m), ndo sdo considera-
das solucdes distintas da congruéncia linear ax = b (mod m), isto €, s6 sdo consideradas solugdes
distintas de (/) aquelas que sd3o mutuamente incongruentes modulo m e a satisfazem e, portanto,
o nimero de solucdes da congruéncia linear ax = b (mod m) é dado pelo nimero de solugdes

mutuamente incongruentes modulo m que a satisfazem.
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Teorema 3.9. Sejam a, b e c inteiros e d = (a, b). Se d /c, entdo a equacdo ax + by = ¢ ndo
possui nenhuma solugdo inteira. Se d | c ela possui infinitas solugdes e se x = xy e’y = yy € uma

solucdo particular, entdo, todas as solu¢des sdo dadas por:

b

X = xy + (Z)k
a

X = xy + (3)-k,

onde k é um numero inteiro.

Demonstracao
i) Se d /c, entdo a equagdo ax + by = ¢ ndo possui solucdo inteira pois, comod |aed | b, d
deveria dividir ¢, pois ¢ € uma combinacao linear de a e b (Teorema 3.1, item X).

i1) Suponhamos agora que d | c¢. Pelo Teorema 3.1 item X, existem inteiros ny € m, tais que

ang + bmy =d, )

Como d | ¢, existe um inteiro k tal que ¢ = kd. Se multiplicarmos ambos os membros de (/)
por k, teremos

angk + bmyk = dk.

Entao,

a(nok) + b(mpk) = c.

Isto nos diz que o par (xy, yg), com xy = nok € yo = mok € uma solucao de ax + by = c.
iii) Vamos provar agora que conhecida uma solu¢do particular (xy, yo), podemos, a partir dela,

gerar uma infinidade de solu¢des. Fazendo

b a
X X0+(d) ey Yo p
temos
+b AN b( “k)

ax =alxy+— - =
y 0 d Yo d
N abk “h abk
=axy + — - —

0 d Y0 d

=axy+ by, = c.
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b
Portanto, se (xy, yo) € solucdo, entdo todo par (xo + Ek’ Yo — gk) também € solucdo, sendo

keZ.
iv) Vamos mostrar que toda solu¢do da equagdo ax + by = ¢ é da forma

b a
=x9+ =k, y=yy— —k.
X = Xo d Yy =>XYo d

Vamos supor que (x, y) seja uma solugdo inteira da equacao, isto €, ax + by = ¢. Mas como

axy + by, = ¢, obtemos subtraindo membro a membro, que

ax + by —axy — byy = 0.

Entao,
a(x — xo) + b(y — yo) = 0,

o que implica
a(x — xo) = —=b(y — yo),

isto €,
a(x — xo) = b(yo — y).

Como d = (a, b), temos pelo Coroldrio 3.2, que

ab)_y
d d

Portanto, dividindo os dois membros da igualdade por d, teremos

b
g(x -x0)= 200y D

b
Logo, pelo Teorema 3.6, | — | | (x—xo) e, portanto, existe um inteiro k satisfazendo x—x, = k((—l)

d
b
oux=uxy+k- E .
Substituindo em (I7), temos que
a kb b akb by, b by b b (a)
— _ = = — — _— - — —_— = - ——-—k'
iR xo] JOe=N = = m oy = o (d)yo (d) p

Dividindo os dois membros por 7 obtemos

a
y=w-k(3)
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0 que conclui a demonstragao.

Exemplos: Achar as solugdes inteiras das equacdes.

a) 4x + 6y = 15.

(4, 6) = 2 e como 2 /| 15, entdo, pelo Teorema anterior, temos que a equagdo nao possui
solugdes inteiras.

b) 6x + 15y = 12.

(6,15) = 3 e como 3 | 12, temos uma infinidade de solucdes.

Para encontrarmos uma solucao particular, usamos o algoritmo de Euclides da seguinte forma:
15=6-24+43=6(-2)+15-1=3.

Multiplicando-se por 4 os dois membros da igualdade temos 6 - (—=8) + 15 - 4 = 12. Portanto, uma
solucdo € o par (-8, 4) e dai podemos achar outras solu¢des sabendo que

x:x0+(§)k e y:yo—(g)k.

Entao,

x:—8+(13—5)k:ox:—8+5k

6
y:4—(§)k<=y:4—2k.
plk=1=x=-3ey=2= (-3, 2)¢ésolucio.
plk=—-1=>x=-13ey=6= (-13, 6) é solucao.
plk=2=>x=2ey=0= (2, 0) € solucgao.
plk=-2=x=-18ey=8 = (-18, 8) é solucdo.

Teorema 3.10. Sejam a, b e m inteiros tais que m > 0 e (a, m) = d. No caso em que
d {1 b a congruéncia linear ax = b(mod m) ndo possui nenhuma solugdo e quando d | b, pos-

sui exatamente d solugées incongruentes modulo m.

Demonstracao
Pela Proposicdo 3.1, o inteiro x € solucdo de ax = b(mod m) se, e somente se, existe um

inteiro y tal que ax = b + my, ou equivalentemente, ax — my = b. Do Teorema 3.9, sabemos que
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esta equacdo ndo possui nenhuma solugdo inteira caso d 1 b, e que se d | b ela possui infinitas
solucdes inteiras dadas por

m a
“"0‘(3)" e y:yO‘(z)"’

onde k € Z e (xy, yo) € uma solugdo particular de ax—my = b. Logo, a congruéncia ax = b (mod m)
.. . - m . ,
possui infinitas solu¢des dadas por x = xy — i k. Como estamos interessados em saber o nimero

de solugdes incongruentes, vamos tentar descobrir sob que condi¢des

m m
X]ZXO—(E)/CI € XZZXO—(E)]Q

sdo congruentes modulo m.

Se x; e x; sdo congruentes modulos m, entdo

Xo — (%)kl =Xy — (%)kz (mod m).

Isto implica
(%) = (%) ke (mod m)

d d
m m m . m
€ como (2) | m, temos (E’ m) = 7 0 que nos permite o cancelamento de 7 resultando pelo

m\ . ..
Teorema 3.3, k; = k, [mod - |, isto €, k; = k (mod d). Isto nos mostra que solu¢des incongruentes
d

serdo obtidas ao tomarmos x = xgp — (g)k, onde k percorre um sistema completo de residuos
modulo d, o que conclui a demonstragao.

Exemplo: Resolver a congruéncia linear 12x = 30 (mod 18).

Como (12, 18) = 6 e como 6 | 30, a congruéncia linear dada possui exatamente 6 solucdes
mutuamente incongruentes médulo 18. Achar as solu¢des da congruéncia é o mesmo que achar as

solugdes inteiras da equacao
12x-30=18y ou 12x— 18y = 30.
Como (12, 18) = 6 e 6 | 30, temos pelo algoritmo da divisao

18=1-12+6=-1-12+1-18=6.
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Multiplicando ambos 0os membros por 5, obtemos
—5-12+5-18=30=12-(-5) - 18- (=5) = 30.

Portanto, (-5, —5) € solu¢do da equacdo diofantina 12x — 18y = 30 e dai temos que
Xo = —5 € uma solucdo particular da congruéncia linear 12x = 30 (mod 18). Logo, as seis so-

lucdes mutuamente incongruentes modulo 18, sdo dadas por

m
x:xo+(3)k.
x=-=5 16—8)k:>x:—5—3k,ondeke{0, 1, 2, 3, 4, 5}
plk=0 = xp=-5-3-0 = xy=-5
plk=1 = x=-5-3-1 = xy=-8
plk=2 = x=-5-3-2 = xy=-11
plk=3 = x3=-5-3-3 = x=-14
plk=4 = x;=-5-3-4 = xy=-17
plk=5 = xs=-5-3-5 = x=-20.

Definicao 3.4. Dizemos que uma solucdo xy de ax = b (mod m) é tinica médulo m quando qual-

quer outra solugcdo x, for congruente a xy modulo m.
Definicao 3.5. Uma solugdo a de ax = 1 (mod m) é chamada de um inverso de a modulo m.

Exemplo: Achar o inverso de 2 modulo 5.

2x = 1 (mod 5) = x = 3, portanto, 3 € o inverso de 2 médulo 5.
Teorema 3.11. Se (a, m) = 1, entdo a tem um tinico inverso modulo m.

Demonstracao

Com efeito, se (a, m) = 1, entdo a congruémcia ax = 1 (mod m) tem uma tnica solugdo x

(Teorema 3.10), isto €, axy = 1 (mod m). Portanto, a tem um tnico inverso médulo m que € xy = a.
Exemplo: 4x = 1 (mod 15).
Como (4, 15) = 1, temos uma tunica solugao x, = 4, isto €, o inverso de 4 mdédulo 15 €
a=xy=4. E bom lembrar que ..., =26, —11, 4, 19, 34, ... sdo solucdes da congruéncia linear

acima, porém isto ndo € inconsistente com a unicidade do inverso de 4 médulo 15.
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Proposicao 3.3. Seja p um niimero primo. O inteiro positivo a é o seu proprio inverso modulo p

se, e somente se, a = 1 (mod p) ou a = —1 (mod p).

Demonstracao

(=) Se a € o seu préprio inverso modulo p, temos que a - a = 1 (mod p), o que significa que
pl@-1oup|(a+1)a-1)ecomo péprimo, p| (a+1)oup | (a-1), oqueimplica
a =1(mod p)oua = -1 (mod p).

(&)Sea=1(mod p)oua =-1(mod p),entdop|(a—1)oup|(a+1).

Portanto, p | (a—1)(a+1) ou p | (a*~1) ou ainda a*> = 1 (mod p), o que conclui a demonstracio.

Exemplo: 8x = 1 (mod 7).

8 € o seu proprio primo inverso médulo 7, pois 8 - 8 = 1 (mod 7).

3.4 Sistemas de congruéncias lineares

Chama-se sistema de congruéncias lineares, com uma incégnita, todo sistema da forma

a1 x = by (mod my)
ax = by (mod my)
asx = by (mod m;3) (D
arx = by (mod my),
onde ay, a, ..., ag e by, by, ..., by s@o inteiros quaisquer e my, m,, ..., Ny SA0 inteiros
positivos.
Todo inteiro xj tal que a;xp = b; (mod m;), parai =1, 2, ..., k, diz-se soluc¢do do sistema (1),

isto é, x( € solucdo de (1) se satisfaz simultaneamente todas as congruéncias do sistema.
Mesmo que todas as congruéncias a;x = b;(mod m;), i = 1, 2, ..., k, tenham solu¢do nao
podemos garantir que o sistema possua solucdo, porém, se pelo menos uma das congruéncias nao

possui solucdo, podemos afirmar que o sistema nao possui solugdo.
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Teorema 3.12. No sistema de congruéncias lineares

a;x = by (mod m,)

ax = by (mod my)

azx = bz (mod mj3) )

arx = by (mod my),

sed; = (a;, mj), parai=1, 2, ..., k, e se x; é uma solucdo da congruéncia a;x = b; (mod m;),

parai =1, 2, ..., k, entdo o inteiro xy é uma solucdo do sistema (2) se, e somente se, xy é uma
solucdo do seguinte sistema:

X = X (mod ml/dl)

X = X (mod mg/dz)

x = x3(mod ms/ds) 3)

X = Xi (mod mk/dk).

Demonstracao
(=) Suponha que o inteiro xy é uma solucdo do sistema (2). Entdo, pelo Teorema 3.10, o

conjunto de todas as solu¢des da congruéncia a;x = b; (mod m;) é

Si=1{x|x = x; (mod m;/d;)}

e, portanto, o inteiro x, pertence a cada um dos conjuntos §S;, para i = 1, 2, ..., k, isto é,
Xo = x; (mod m;/d;), parai =1, 2, ..., k. Isto significa que x, € solucao do sistema (3).

(<) Reciprocamente, suponhamos que o inteiro xy € uma solucio do sistema (3), isto é, xp =
x; (mod m;/d;), parai =1, 2, ..., k. Entdo, pelo mesmo Teorema 3.10, x; € uma solucao de cada
uma das congruéncias do sistema (2), logo xy € uma solugdo do sistema (2).

Exemplo: Resolva o sistema de congruéncias lineares

10x = 22 (mod 24)
9x = 15(mod 84)
15x = 123 (mod 126).



3.4 Sistemas de congruéncias lineares 89

Sendo dy = (10,24) =2,d, = (9,84) =3 e d; = (15, 123) = 3, temos ainda que

24 126
mo_ 24 28 e B2

ny 84_
d 2 B dy, 3

12, =

— = 42.
d, 3

Como x; =7, x, = 11 e x3 = 25 sdo solugdes, respectivamente, das trés congruéncias lineares

do sistema dado, entdo pelo Teorema 3.12, as solucdes deste sistema sdo as mesmas do sistema

seguinte:
X = 7 (mod 12) 0))
x = 11(mod 28) n
x = 25(mod 42), (110)
que iremos resolver.
De (I), temos x = 7 + a - 12, a € Z. Substituindo em (/I), encontramos

7+ a-12 = 11(mod 28), o que implica 12 -a + 7 — 11 = b -28, b € 7Z ou
12a = 4+ 28b = 12a = 4(mod 28) e a = 5(mod 28). Portanto, a = 5+ 28b, b € Z e
x = T4+ 12(6 + 28b), logo x = 67 + 336b. Substituindo agora em (/II), temos
67 + 336b = 25 (mod 42), o que implica 336b = —42 (mod 42) e b = 1 (mod 42). Portanto,
b=1+42c, c € Zex = 67+ 336(1 +42c) = x = 403 + 14112¢. Isto significa que todo
inteiro congruente a 403 médulo 14112 é uma solugdo do sistema dado, isto €, a solugdo geral

deste sistema €

x =403 (mod 14112).

3.4.1 Teorema Chinés dos Restos

O nome dado ao Teorema seguinte se deve ao fato de que este resultado ja era conhecido na

antiguidade pelos matematicos chineses.

Teorema 3.13 (Teorema Chinés dos Restos). Se (a;, m;) = 1, (m;, m;) = 1 parai # je c; um

inteiro, entdo o sistema

ax = c¢;(mod my)
ax = ¢, (mod my)
azx = c¢3(mod my)

ax = c,(modm,)
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possui solucdo e a solucdo é vinica modulo m, onde m = my -my - ms - ... - m,.

Demonstracao

Do fato de (a;, m;) = 1, o Teorema 3.10 nos diz que a;x = ¢;(mod m;) possui uma dnica
solu¢do que denotaremos por b;. Se definirmos y; = n%, onde m = m; -my - ms - ... m,, teremos
(yi» m;) = 1, uma vez que (m;, m;) = 1 para todo i # j. Novamente, o Teorema 3.10 nos
garante que cada uma das congruéncias y; = 1 (mod m;) possui Unica solu¢do que denotamos por
y;. Logo, y;y; = 1(mod m;), i = 1, 2, ..., r. Afirmamos, entdo, que o nimero x dado por
X = byy1y1 +byy2y2 + ...+ by, y, € uma solucdo simultanea para nosso sistema de congruéncia. De
fato,

aix = abiyyi +abyy:y, + ... +abyyi +...+abyy,

= a;b;y;y; (mod m;) = a;b; (mod m;) = ¢; (mod m;),
uma vez que y; € divisivel por m; para i # j, y;y; = 1 (mod m;) e b; é solugdo de a;x = ¢; (mod m;).

Provamos, a seguir, que esta solu¢do € unica médulo m. Se x é uma outra solucdo para o

sistema dado, entdo a;X = ¢; = a;x (mod m;) e, sendo (a;, m;) = 1 obtemos X = x (mod m;). Logo,

m;| (x—x),i=1, 2, ..., r. Mas, como (m;, m;) = 1 parai # j, temos que
[my, my, my ..., m; ] =my -mp -mz---...-m,.
Portanto, pelo Teorema 3.4, m; - my - mz---...-m, | (X — x) ou seja X = x(mod m;), o que

conclui a demonstracao.

Exemplo: Resolver o sistema de congruéncias lineares

2x = 1(mod)5)
3x = 2(mod7)
4x = 3(mod 11).

Como (5,7) = (5,11) = (7,11) = 1e (2,5) = (3,7) = (4,11) = 1 logo, utilizando o Teorema
Chinés dos Restos, temos que o sistema dado tem uma tnica solucdo médulom =5-7-11 = 385.
As congruéncias lineares 2x = 1 (mod 5), 3x = 1 (mod 7) e

4x = 1(mod 11) tem como solucdes, respectivamente, y; = 3, y, = 5 e y3 = 3 e por conse-
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guinte o sistema dado € equivalente (mesma solu¢@o) ao sistema de congruéncias lineares

x = 3(mod))
x = 10(mod 7)
x = 11(mod 11),

o qual tem, pelo Teorema Chinés dos Restos , como unica solug¢do x = 108 (mod 385).



Capitulo 4

Numeros Primos e Testes de Primalidade

Os ndmeros primos fascinam muito os estudiosos desde o surgimento dos mesmos.

Discutiu-se nos capitulos anteriores defini¢des, propriedades e teoremas relacionados aos nu-
meros primos e deste modo percebe-se 0 quao importante € o estudo dos ndmeros primos para a

teoria dos nimeros.

Como reconhecer se um dado nimero € primo ou ndo € uma das questdes de ampla discussao
no estudo da teoria dos nimeros. Essas discussdes deram origem aos testes de primalidade dos
quais apresentaremos alguns neste capitulo. Entretanto, antes de apresenta-los, abordaremos al-

guns topicos importantes no estudo dos nimeros primos.

4.1 A funcao n(x)

Para cada nimero real x, define-se (x) como sendo a quantidade de nimeros primos p satis-

fazendo 2 < p < x.

Exemplo:
e 71(10) = 4, pois os nimeros primos menores do que ou iguais a 10 sdo 2, 3, 5, 7.

e 11(15) = 6, pois os nimeros primos menores do que ou iguais a 15 sdo 2, 3,5, 7, 11, 13.

93
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Teorema 4.1. Para todo niimero natural n > 2 existem n niimeros compostos consecutivos.

Demonstracao

Asequéncia(n+ I)!+2, m+ D! +3, ..., (m+ 1) +n, (n+1)!+(m+ 1) éformada apenas

por nimeros compostos, pois i | (n + 1)! + i, para todo i tal que 2 < i < n + 1, pois

m+D!'+i=m+Dnn-1)n-2)...1...3-2-1+1i
= in+Dnn-1Dn-2)...0-D@E+1)...3-2-1+1],

0 que prova o teorema.

Exemplo: paran = 5, temos:

e 5+D!I+2=6!+2=6-5-4-3-2-1+2=2-(6-5-4-3-1+1)=2-361=722

e 5+1)!+3=6!4+3=6-5-4-3-2-1+3=3-(6-5-4-2-1+1)=3.241 =723

e S+1D!+4=6!+4=6-5-4-3-2-1+4=4-(6-5-3-2-1+1)=4-181=724

e 5+1D!+5=6!+5=6-5-4-3-2-1+5=5-(6-4-3-2-1+1)=5-145="725

e 5+ +6=6/+6=6-5-4-32-146=6-(5-4-3-2-1+1)=6-121 = 726.

Logo, temos que 722, 723, 724, 725 e 726 s@o nimeros compostos consecutivos.

Teorema 4.2. Para valores suficientemente grandes de x, verifica-se que € aproximada-

m(x
x/Inx

mente igual a 1. Mais precisamente, na linguagem de limites,

(x)

lim

vooo x/Inx
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Exibiremos uma tabela, (Tabela 4.1), segundo Sampaio e Caetano (2008), para que tenhamos

evidéncias numéricas a respeito do Teorema 4.2, pois nao iremos demonstra-lo.

Tabela 4.1: Comparacdes de m(x) com % (Inx = log, x)

(€3] m(x)

In x x/Inx

1000 168 1448 1,160
10000 1229 1085,7 1,132
100000 9592 8685,7 1,104
1000000 78498 72382,4 1,085
1010 455052512 4342944819 | 1,048
10"2 37607912018 | 36191206825,3 | 1,039
101 | 3204941750802 | 3102103442166 | 1,033

X 7(x)

. ) m(x)-Inx
Pelo Teorema 4.2, quando x tende ao infinito, temos que L tende a 1. Por outro lado,
X

In x tende ao infinito.
(x)-In x
X

nx

Dessa maneira, a porcentagem de primos positivos até x, dada aproximadamente pela fragao

. 7i(x) R . ) e

decimal ——, tende a zero a medida que x cresce. Isto nos revela que € cada vez mais dificil
X

encontrar nimeros primos a medida que avangamos nos inteiros positivos.

) m(x
Assim, temos que Q =

tende a 0 quando x tende ao infinito.

Para valores inteiros x muito grande, este percentual € dado aproximadamente por
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Tabela 4.2: Densidade dos nimeros primos entre os primeiros inteiros positivos. Porcentagens de

. . ‘ ~ 1
primos positivos at€ x e comparagdes com 1~

X m(x) @ ﬁ

10° 168 0,168 0,1447648273
10° 78498 0,078498 0,0723824136
10° 50847534 0,050847534 0,04825494243
1010 455052512 0,0455052512 0,04342944819
101 3204941750802 | 0,03204941750802 | 0,0310210344216608

Fonte: Sampaio e Caetano, (2008).

Observando a Tabela 4.2, notamos que sdo primos aproximadamente 16,8% dos inteiros posi-
tivos até 10°, 7,85% dos inteiros positivos até 10° e aproximadamente 3,2% dos inteiros positivos
até 10,

Uma aproximagdo ainda melhor para 7(x) para x > 2, é dada por

|
= —dt,
() ‘lent
isto €,
im 2 = jim T
oy T o dt

In x xmfzﬁ

Exemplo: Para x = 10'%.

Lf) ~0,9999999, enquanto que = ~ 1,033,
t—dt —
fz In(7) In x

O teorema dos nimeros primos foi conjecturado por Gauss em 1796, mas demonstrado so-
mente em 1896, pelos matematicos Jacques Handamard e C.J. de la Vallée Poussin, em trabalhos

independentes.
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4.2 Numeros especiais

Alguns nimeros merecem destaque na teoria dos nimeros, pelas suas caracteristicas, proprie-

dades e fatos histdricos que giram em torno deles, dos quais apresentaremos alguns.

4.2.1 Numeros de Fermat
Chama-se nimero de Fermat, todo nimero da forma
F,=2"+1, (n>0).

Se F, é primo, diz-se que é um nimero primo de Fermat.

Em 1640, Fermat observando que os inteiros Fj = 3, F = 5,
F, =17, F5 = 257, e F, = 65537 sao todos primos conjecturou: F, € primo para todo in-
teiro n > 0. Entretanto, Euler, em 1730 derruba esta conjectura, provando que Fs € composto, ou
seja, Fs = 22 + 1 = 232+ 1, 0 que implica Fs = 4294967297 = 641 - 6700417. Como até hoje
nao se encontrou outro ndmero de Fermat que seja primo e ndo se provou tal fato, temos a seguinte
conjectura:

S6 existem cinco primos de Fermat, Fy, Fy, F,, F3, F4ou equivalentemente, todos os nime-

ros de Fermat F',, > F4 sdo compostos.

4.2.2 Nuameros de Mersenne
Chama-se ndmero de Mersenne todo inteiro positivo da forma
M) =2"-1.

Se M(n) é primo, diz-se que € um primo de Mersenne.

A denominac¢do “Numeros de Mersenne” dada aos nimeros inteiros M(n) € uma homenagem
ao matematico do século XVII Marin Mersenne (1588 - 1648).

Como resultado das suas pesquisas, Mersenne fez em 1644 a seguinte afirmacao:

Todo inteiro M(p) = 2 — 1 é primo para p = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,
127,257 e é composto para todos outros primos p < 257. Esta afirmacio € falsa, pois provou-

se que Mg7 € M»s7 sdo compostos € Mgy, Mgy € Myy; sdo primos.
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4.2.3 Primos gémeos

Chamam-se primos gémeos dois inteiros positivos impares e consecutivos que sdo ambos pri-
mos.

Exemplos: (3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43), (59, 61), (71, 73) sdo primos
gémeos.

Uma outra questido em aberto até hoje € que ndo se sabe se existem infinitos primos gémeos.

4.2.4 Conjectura de Goldbach

No século XVIII, em 1742, o matematico Christian Goldbach, em uma carta escrita a Euler,
conjecturou que todo inteiro par, maior do que dois, pode ser escrito como soma de dois primos

positivos. Assim, por exemplo, temos:

4 =2 + 2
6 =3 + 3
8 =3 + 5
10 =3+ 7 =5+ 5
12 =5 + 7
14 =3 + 11 =7 + 7
16 =3 + 13 =5 + 11
18 =5 + 13 =7 + 11
20 = 3 + 17 =7 + 13

Outra famosa conjectura de Goldbach diz que todo inteiro impar, maior do que 5, é soma de
tré€s primos positivos.

Um grande numero de problemas interessantes relacionados com os primos ainda permanecem
sem solu¢do. Vejamos, por exemplo:

(1) H4 um namero infinito de primos da forma n? + 1, onde n é um inteiro;

(2) Existe sempre pelo menos um primo entre n? e n* + n para todo inteiro n > 1.
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Teorema 4.3 (Pequeno Teorema de Fermat). Seja p um niimero primo. Se p ndo divide a (p 1 a),

entdo
a”! = 1(mod p).
Demonstracao
Sabemos que o conjunto formado pelos p nimeros 0, 1,2, ..., p — 1 constitui um sistema com-

pleto de residuos médulo p. Isto significa que qualquer conjunto contendo no méximo p elementos
incongruentes médulo p pode ser colocado em correspondéncia biunivoca com um subconjunto de
{0,1,2,..., p—1}. Vamos, agora, considerar os nimeros a, 2a,3a, ..., (p — 1)a. Como (a, p) = 1,
nenhum destes nimeros ia, 1 < i < p — 1, é divisivel por p, ou seja, nenhum € congruente
a zero moédulo p. Quaisquer dois deles sdo incongruentes médulo p, pois aj = ak(mod p) im-
plica j = k(modp) e isto sO é possivel se j = k, uma vez que ambos j e k sdo positivos e
menores do que p. Temos, portanto, um conjunto de p — 1 elementos incongruentes méodulo
p e nado divisiveis por p. Logo, cada um deles é congruente a exatamente um dentre os ele-
mentos 1,2,3,...,p — 1. Se multiplicarmos essas congruéncias, membro a membro, obtemos
a-(2a)-(Ba)...(p—1a=1-2-3-...- p—1(mod p), ou seja, a’~' - (p — 1)! = (p — 1)!(mod p).

Mas, como ((p — 1)!, p) = 1, podemos cancelar o fator (p — 1)! em ambos os lados, obtendo

ab~! = 1(modp),

o que conclui a demonstragao.

Corolario 4.1. Se p é um primo e a é um inteiro positivo, entdo a’ = a(mod p).

Demonstracao

Temos que analisar dois casos, se p |aese p [ a.

(i) Se p | a, entdo p | (a - (a”~! — 1)) e, portanto, a” = a(mod p).

(i) Se p / a, pelo Teorema 4.3, p | (a”~! — 1) e, portanto, p | (a” — a). Logo, em ambos os

casos, a’ = a(mod p), o que conclui a demonstracao.
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Exemplos:
a) Mostrar que 13](27° + 379).
Pelo Teorema de Fermat, temos
212 = I(mod 13) e, portanto, (2'?)° = 1°(mod 13) = 2% = 1(mod 13). (I
Obviamente, 2° = 32 = 6(mod13) = (2°)* = 6*(mod13) = 2'° = 36(mod 13) e como
36 = —3(mod 13) = 2'° = —3(mod 13). (11)
De (I) e (II), temos 2%° - 219 = 1 . (=3)(mod13) = 27° = —3(mod13). (I11)
Temos ainda que
3% = 1(mod13) = (3*)** = 1(mod13) = 3% = 1(mod13), o que implica
3%9.3 =1-3(mod13) = 37° = 3(mod13). 04%)
Somando ordenadamente as congruéncias (III) e (IV), temos
270 + 370 = (=3 + 3)(mod 13) = 27° + 3% = O(mod 13), isto &,
270+ 370 = 13¢q, g € Z ou 13|(27° + 370).
b) Calcular o resto da divisdo de 5% por 29.
Queremos achar um x, tal que 5% = x(mod 29) pelo Teorema de Fermat, fazendo p = 29 e

a = 5, temos
5%-1 = 1(mod 29)

5%8 = 1(mod 29)

(5%8)2 = 12(mod 29)

5% = 1(mod 29)

5% .57 = 57(mod 29)

59 = 57(mod 29) e como 57 = 28(mod 29)
= 5% =28(mod 29).

LG Ul

Portanto, o resto da divisdo de 5% por 29 & 28.

Teorema 4.4 (Teorema de Wilson). Se p é primo, entdo (p — 1)! = —1(modp).

Demonstracao
Como (2 -1)! = —1(mod2), o resultado € vélido para p = 2. Pelo Teorema 3.10, a congruéncia
ax = 1(modp) tem tunica solucdo para todo a no seguinte conjunto {1,2,3,...,(p — 1)} e como,

destes elementos, somente 1 € p — 1 sdo seus préprios inversos modulo p, podemos agrupar os

nimeros 2,3,4,...,p —2em (p — 3)/2 pares cujos produtos sejam congruentes a 1 médulo p.



4.2 Numeros especiais 101

Se multiplicarmos estas congruéncias, membro a membro, teremos pelo Teorema 3.2 (Pg) que
2-3-4-5-...-(p—2) = 1(modp). Multiplicando-se ambos os lados desta congruéncia por p — 1,
teremos2-3-4-5-...-(p—-2)-(p—1) =(p— 1)(modp), isto &, (p — 1)! = —1(modp) uma vez
que (p — 1) = —1(modp).

Exemplo: Vamos utilizar um exemplo para ilustrar a ideia usada na demonstracdo. Seja
p = 13, observe que

(13-1)! =-1(mod 13) = (12)! = —1(mod 13) ou 479001600 = —1(mod 13).

Dentre os nimeros 1,2,3,...,12, somente 1 e 12 sdo os seus proprios inversos modulo 13,
pois 1 = I(mod 13) e 12 = —1(mod 13) (Proposi¢ao 3.3) e nenhum dos numeros 2,3,4,...,11 ¢é
congruente a 1 ou —1 moédulo 13. Mas, como os nimeros 2, 3,4, ..., 11 sdo todos relativamente

primos com 13, cada um deles possui, pelo Teorema 3.10, um dnico inverso médulo 13. Eles

13-2 -2
podem, portanto, ser agrupados em 5 pares (5 = ) = (p > ) que sdo os seguintes:

2 -7 = 1(mod 13)

3.9 = 1(mod 13)

4-10 = 1(mod 13)

5-8 = 1(mod 13)

6-11 = 1(mod 13)
e pelo Teorema 3.2 podemos multiplicar estas congruéncias, membro a membro, obtendo
2:3-4-5-6-7-8-9-10-11 = 1(mod 13) e se multiplicarmos ainda os dois lados por 12, teremos
2:3-4-5-6-7-8-9-10-11-12 = 12(mod 13) ou 12! = 12(mod 13) e comol2 = —1(mod 13).
Podemos afirmar que 12! = —1(mod 13) ou ainda (13 — 1)! = —1(mod 13).

Teorema 4.5 (Reciproco do Teorema de Wilson). Se n é um inteiro tal que (n — 1)! = —1(mod n),

entdo n é primo.

Demonstracao

A prova € feita por contradicdo. Vamos supor entdo que (n — 1)! = —1(mod n), isto é&,
n| ((n—1)! + 1) e que n ndo seja primo, ou seja, n = rs, 1 <r <nel < s < n Nestas
condigdes, r | (n — 1)! e, sendo r um divisor de n, r | ((n — 1)! + 1) e, portanto, r deve dividir
a diferenca (n — 1)! + 1 — (n — 1)! = 1, o que é um absurdo, uma vez que r > 1. Logo, um n

satisfazendo (n — 1)! = —1(mod n) é primo.
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Exemplo: Verificar se 7 € primo.

Basta verificar se 7 satisfaz o Teorema 4.5.

(7-1)1'=6'=6-5-4-3-2-1="720
7-1D)'+1=6'+1=721=7-103,

ou seja,

(7-1!=-1(mod 7).

Portanto, 7 € primo.

Definicao 4.1 (Funcado de Euler). Seja n um inteiro positivo, a fun¢do ¢ de Euler ou simplesmente
Funcdo de Euler, denotada por ¢(n), é definida como sendo o niimero de inteiros positivos menores
do que ou iguais a n que sdo relativamente primos com n, em outras palavras, ¢(n) é igual ao

nuimero de elementos do conjunto
{xeN/l<x<ne(x, n)=1}.
Exemplos:
o #(1)=1,pois (1,1) = 1.
e ¢#(10) =4, pois o conjunto {x e N/1 <x<10e (x, 10) =1} ={1,3,7,9}.

e #(15) = 8§, pois o conjunto {x € N/1 < x < 15 e (x, 15) = 1} = {1,2,4,7,8,
11,13, 14}.

Definicao 4.2. Um sistema reduzido de residuos modulo m é um conjunto de ¢(m) inteiros
Ti,T2, ... Teumy, tais que cada elemento do conjunto é relativamente primo com m, e se i # ],

entdo r; # rj(mod m).

Exemplo: O conjunto {0, 1,2,3,4,5,6,7} € um sistema completo de residuos médulo 8, por-
tanto, {1, 3,5, 7} € um sistema reduzido de residuo médulo 8. A fim de se obter um sistema reduzido
de residuos de um sistema completo de residuos médulo m, basta retirar os elementos do sistema

completo que ndo sdo relativamente primos com .
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Teorema 4.6. Seja a um inteiro positivo tal que (a, m) = 1 seri,ra,. .., Tyom € um sistema reduzido
de residuo modulo m, entdo ary,ars, . . ., arym €, também, um sistema reduzido de residuos modulo

m.

Demonstracao

Como na sequéncia ary, ars, . . ., aryy temos ¢(m) elementos, devemos mostrar que todos eles
sdo relativamente primos com m e, dois a dois, incongruentes médulo m. Como (a, m) = 1 e
(r;, m) = 1, temos que (ar;, m) = 1. Logo, nos resta mostrar que ar; # arj(mod m) se i # j. Mas
como (a, m) = 1, de ar; = ar;j(mod m) temos que r; = r;(mod m), o que implica i = j, uma vez
que 71, 12, . . ., oo € um sistema reduzido de residuos modulo m, o que conclui a demonstragdo.

Exemplo: Sejam m = 8 e a = 5. Sabemos que o conjunto {1, 3,5, 7} € um sistema reduzido de
residuos modulo 8 e que (8,5) = 1. Consideremos o conjunto {5-1,5-3,5-5,5-7} ou {5, 15, 25, 35},
observe que (5, 8) = (15, 8) = (25, 8) = (35, 8) = 1. Assim, 15 # 5(mod 8), 25 # 15(mod 8),
25 # 5(mod 8), 35 # 5(mod 8), 35 # 15(mod 8) e 35 # 25(mod 8).

Teorema 4.7. Se m é um inteiro positivo e a um inteiro com (a, m) = 1, entdo

a’™ = 1(mod m).

Demonstracao
No Teorema 4.6 mostramos que os elementos ary,ar,, ..., ary,, constituem um sistema redu-
zido de residuos modulo m se (a, m) = 1 e ri,ra, ..., 7yum for um sistema reduzido de residuos

mddulo m. Isto significa que ar; é congruente a exatamente a um dos r;, 1 < j < ¢(m), e, portanto,

o produto dos ar; deve ser congruente ao produto dos r; médulo m, isto €,

ary - ary - ... Arpgm =11 12+ ...+ Fymy(mod m),
ou seja,
a’™r e Fay ST Ty Fygm(mod m)
¢(m) ¢(m)
€ como l—[ rj, m|= 1, podemos cancelar H rj em ambos os lados para obter
J=1 i=j

a®™ = 1(mod m).
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Exemplo: Vamos utilizar um exemplo para ilustrar a ideia da demonstracao.

Sejam m = 8 e a = 5, observamos que (8, 5) = 1 e que {1,3,5,7} € um sistema reduzido de
residuos médulo 8. Consideremos o conjunto {5-1,5-3,5-5,5-7} ou {5, 15, 25, 35}. Pelo Teorema
4.6, vimos que este conjunto também € um sistema reduzido de residuos médulo 8. Isto significa
que cada um dos elementos do conjunto {5-1,5-3,5-3,5-7} é congruente médulo 8 a exatamente

um dos elementos 1, 3, 5, 7. Temos, entdo, que

5-1=5(mod 8)
5-3 =7(mod 8)
5-5 = 1(mod 8)
5-7 = 3(mod 8).

Multiplicando-se, membro a membro, estas congruéncias, obtemos:
5-1-5-3-5-5-5-7=5-7-1-3(mod 8)ou5*-1-3-5-7=5-7-1-3(mod 8) e ainda como
(1-3-5-7, 8) = 1, podemos cancelar o fator (1-3-5-7) obtendo 5* = 1(mod 8) ou 5*® = 1(mod 8).

Teorema 4.8. Seja o inteiro n > 1, entdo ¢(n) = n — 1 se, e somente se, n é primo.

Demonstracao
(=) Se n > 1 € primo, entdo cada um dos inteiros positivos menores do que n € relativamente

primo com n e, portanto,

o(n)=n-1.

(<) Reciprocamente, se ¢(n) = n — 1, com n > 1, entdo n € primo, pois, se n fosse composto,
teria pelo menos um divisor d tal que 1 < d < n, de modo que pelo menos dois dos inteiros
1,2,3,...,n ndo seriam relativamente primos com n, isto é, ¢(n) < n — 2. Logo, n é primo.

Exemplo: ¢(13) = 13 -1 = 12, pois {1, 2, 3, 4, 5 6, 7, 8, 9, 10,

11, 12} sao todos relativamente primos com 13.

Observacao 4.1. Como para p primo, ¢(p) = p — 1, o Teorema de Euler nada mais é que uma

generalizacdo do pequeno Teorema de Fermat. Se p é primo e se p [ a, entdo a’~' = 1(mod p).
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4.3 Testes de primalidade

Testar a primalidade de um nimero nada mais é que comprovar, através de um algoritmo, se
um dado nimero n € primo ou nao.
Muitos estudiosos, desde a antiguidade, vem se dedicando a este problema e, portanto, surgiram

muitos métodos até hoje. Apresentaremos alguns destes neste capitulo.

4.3.1 Foérmulas que resultam ndmeros primos

Os niimeros primos aparecem com muita irregularidade na sequéncia dos nimeros inteiros

positivos e por isso muitas férmulas que resultam nimeros primos foram construidas.
o f(n)=n>+n+4l1
Esta féormula fornece primos paran = 0, 1,2,...,39. Paran = 40 e n = 41 os inteiros que se
obtém sao compostos, pois temos:
— £(40) = 40> +40+41 = 40(40+ 1)+ 41 = 40-41 +41 = f(40) = 41(40+1) = 41-41.
Portanto, f(40) é composto.
- f(41) =412 +41+41 = f(41) =41(41 + 1+ 1) = f(41) = 41 -43. Portanto, f(41) é
composto.

A férmula f(n) = n> + n + 41 é chamada de férmula de Euler.

e f(n)=2n*>+29
Fornece primos paran = 0, 1, 2, ...,28. Paran = 29 o inteiro que se obtém € composto,
pois
f(29) = 2-292+29 = f(29) =29-(2-29+ 1) = £(29) = 29 - 59. Portanto, f(29) é
composto.

o fM)=n*>+n+17

Para a férmula acima obtém-se primos paran =0, 1, 2, ..., 16. Paran = 17 o inteiro que

se obtém € composto, pois

FAD) =172 +17+17= 1717+ 1+ 1) = 17 - 19.
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o f(n)=3n*+3n+23

Com essa formula obtemos primos paran =0, 1, ..., 21. Paran = 22 e n = 23 os inteiros

que se obtém sao compostos, pois temos:

- f(22)=3-222+3-22+23=3-22(22+1)+23
= f(22) =3-22-23+23 =23(3-22+ 1) =23 -67. Portanto, f(22) é composto.

- f(23) =3-232+3-23+23 =23(3-23+3+1) = 23-73. Portanto, f(23) é composto.

Observando as formulas anteriores, nos vem a cabeca o seguinte questionamento: serd que €

possivel encontrarmos alguma expressiao polinomial
fX) = a X"+ a, X+ L+ arx + ag,

com coeficientes inteiros, que forneca a sequéncia dos nimeros primos ou pelo menos forneca
somente primos?

Infelizmente a resposta € negativa. Isto serd demonstrado no teorema seguinte.

Teorema 4.9. Seja f(x) = a,x" + a,_x"!

+ ...+ aix + ap uma expressdo polinomial com
coeficientes ay, ai, ..., a, todos inteiros e a, > 0 e n > 1. Entdo, a sequéncia (f(x));en as-

sume infinitos valores naturais compostos.

Demonstracao
f(x) pode assumir finitos valores negativos, pois a, > 0. Se f(x) sempre é composto, ndo ha
o que provar. Podemos supor entdo que exista xo € N tal que f(xo) = p € primo e f(x) > 0, para

X > xo. Para todo r € N, temos

an(xo+t-p)' + a1 (xo+t-p) '+ .. +a(xg+1t-p)+ag

fo+1-p)

X+ apy Xy ot arxg+ag+ k- p

n—1

e como p = f(xg) = ayxy + a,_1x; +...+axy + ap, temos que

fxo+t-p)=p+k-p=p(l+k) com k €N

apropriado. Segue entdo que os valoresf(xo + - p) = p(1 + k) com k, € N sdo nimeros
compostos. Como k, = a,-" -t + ... assume infinitos valores naturais distintos quando ¢ € N,

concluimos a afirmacao.
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Foérmula dada por Willans em 1964

2}1
A férmula de Willans é p, = 1 + Z
m=1

P /%n(m)]’ onde [x] € a parte inteira de x.

Esta férmula € muito bonita, porém € inttil, devido a quantidade de opera¢des envolvidas, no

entanto, ela nos fornece o n-€simo nimero primo.

/ 0 |

Foérmula apresentada por Honsbenger (1976), citada por Watanabe (1998).

Exemplo:

210

Plo:1+z

m=1

Sejam x e y nimeros naturais, y # 0 e
a=x(y+1)—-Q!+1),

temos que a férmula que nos fornece todos os nimeros primos e somente esses €

y—1
2

fox, ) ===l 1] - @ - D] +2.

Exemplos:

e Sex=1ley=1,entioa=1(1+1)—-(1!'=1),logoa=0¢e
fA, =50 - 1= (0> - DI +2= f(1, 1) =2.

eSex=1ley=2entioa=12+1)-Q!'+1)=3-3=a=0
f,2) == -1|-(0*-D]+2=10+D+2= f(1, 2) =3.

e Sex=2ey=2,entioa=2Q2+1)-2'+1)=6-3=a=3
f2.2)=3F[3-1|-3-D]+2= f(2, 2) =2.

Temos ainda que f(5, 4) = 5, f(103, 6) = 7, f(329891, 10) = 11 e
f(36846277, 12) = 13.

Para acharmos os pares (x, y), correspondentes a cada nimero primo correspondente, basta
fazermos

(p-D!+1
X= —- y=p-1.
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Assim, por exemplo, para obter 13, fazemos
_13-DI+1

13
Watanabe (1998).

= 36846277 e y = 13 — 1 = 12. Para maiores detalhes da demonstracdo, ver

4.3.2 Testes de primalidade

Teorema 4.10. Se um niimero inteiro positivo n > 1 ndo é primo, ou seja, é composto, entdo n

possui necessariamente um fator primo p < \/n.

Demonstracao

Com efeito, se o inteiro positivo n > 1 € composto, entao
n=a-b, l<a<n e 1<b<n,

portanto, sem perda de generalidade vamos supor que a < b e, portanto, a*> < a - b. Entdo,
a* < n = a < +/n. Porsera > 1, o teorema fundamental da aritmética garante que a tem pelo
menos um divisor primo p, de modo que p < a < necomo p | ae a|n, segue-se que p | n, isto

é, o inteiro primo p < +/n é um divisor de n.

Método das divisoes sucessivas

O teorema anterior nos fornece um método de reconhecer se um dado numero inteiro
n > 1 € primo ou composto. O método consiste em dividirmos n sucessivamente pelos primos
que nio excedem +/n. Caso alguma das divisdes seja exata (resto igual a zero), concluimos que n
€ composto; caso contrario concluimos que n € primo.

Exemplos:

a) Verificar se 533 € primo ou composto.

e V533 = 23,09. Primeiramente, dividimos 533 sucessivamente por 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,

19, 23 que sdo todos os primos menores do que ou iguais a 23.
e 533 +2=266eresto=1

e 533 -3 =177 eresto=2
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533 +5=106eresto=3

533 -7 =T76eresto=1

533+ 11 =48 eresto=5

533 + 13 = 41 e resto = 0. Portanto, 533 = 13 - 41, ou seja, 533 é composto.
b) Verifique se 353 é primo ou composto.

e V353 = 18,79. Primeiramente, dividimos 353 sucessivamente por 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17

que sdo todos os primos menores do que ou iguais a 18.
e 353 -2 =176eresto =1
e 353 -3 =117eresto =2
e 353 +5="70eresto=3
e 353 +7=50eresto=3
e 353 +11=32eresto=1
e 353 - 13 =27eresto =2

e 353 +17 =20 eresto = 13.

Como nenhuma das divisdes € exata, podemos garantir que 353 é primo.

O método apresentado € ineficaz quando o nimero a ser testado é muito grande, pois além de

termos que fazer todas as divisoes, temos ainda que conhecer a lista de primos menores do que ou

iguais a /n.

Crivo de Eratostenes

O crivo de Eratéstenes (matemadtico grego, nascido por volta de 284 a.C) € o mais antigo
dos métodos para achar nimeros primos, € assim como o método anterior, ndo envolve nenhuma

férmula explicita.
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O método consiste em:

Seja um numero natural n, deseja-se determinar os nimeros primos menores do que ou iguais
a n. Para isto, listamos os nimeros 2,3,4,5,6,...,n e, em seguida, eliminam-se todos os inteiros
compostos que sdo multiplos dos primos p, tais que p < +/n, isto €, 2p, 3p, 4p,... e entdo os
nimeros que sobram sdao os nimeros primos menores do que 7.

Exemplo: Listar todos os niimeros primos que sdo menores do que 80.

1. Lista-se todos os ndmeros de 2 a 80

2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

2. Os primos p, tais que p < V80 ou p <8,9s30: 2,3,5,7.

3. Elimina-se os inteiros compostos multiplos de 2, isto é, 4,6, 8, 10, 12, ..., 80.
4. Elimina-se os inteiros compostos multiplo de 3, isto é, 6,9,12,15,...,78.
5. Elimina-se os inteiros compostos multiplo de 5, isto é, 10, 15, 20,.. ., 80.

6. Elimina-se os numeros inteiros compostos que sdo multiplo 7, isto é,

14,21,28,42,49,56,63,70,77.

7. Todos os nimeros inteiros que nao foram eliminados na lista, sdo todos os primos menores

do que 80. Sao eles:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79.

O crivo de Eratdstenes também torna-se inttil, quando o nimero em questdo ¢ um nimero

grande.
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Teste de Wilson

O Teorema de Wilson e o seu reciproco, isto €, um inteiro p € primo se, € somente se,
(p— D! = -1(mod p), teoremas 4.4 e 4.5, nos fornece mais um teste de primalidade.
Podemos verificar se 11 € primo, utilizando o Teorema de Wilson, para isso basta fazer p = 11.

Se satisfazer o Teorema de Wilson € primo, caso contrario, ¢ composto.
(11 -1)!'=-1(mod 11) = 10! = —1(mod 11) = 3628800 = —1(mod 11),

isto €, dividindo 3628801 por 11, obtemos resto igual a zero, portanto, concluimos que 11 € primo.
Vamos testar agora um nimero um pouco maior e verificar o que acontece.

Vamos verificar se 29 € primo.
(29 = 1)! = —1(mod 29) = 304888344611713860501504000000 = —1(mod 29)

e, portanto, dividindo 304888344611713860501504000001 por 29 encontramos resto zero e, por-
tanto, concluimos que 29 € primo, pois 29 satisfaz o Teorema de Wilson.

Como podemos observar, no exemplo anterior, se aumentarmos muito o nimero p, o Teste de
Wilson € impraticdvel, pois terifamos que calcular (p — 1)!, porém ndo podemos deixar de descartar

a sua importancia tedrica.

Observacao 4.2. Podemos também usar congruéncia para diminuirmos bastante o trabalho. Ve-

jamos:
281=1-2-3-4...14-(=14) - (=13) - (=12)...(=1)(mod 29) = (28)! = (14!)*(mod 29).

Temos ainda:

(2-14)-(4-7) = (-1)(-1) = 1(mod 29)
(5-6)-(3-10)=1-1 = 1(mod 29)
9.13=117=29-4+ 1 = 1(mod 29)
8-11=88=87+1=3-29+1 = (mod 29)
14! = 12(mod 29)

(14)? = 144(mod 29),

G vl

mas 5 -29 = 145 = (14!)> = —1(mod 29), portanto, 28! = —1(mod 29). Logo, 29 é primo.
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Teste de Fermat

Uma das versdes do Teorema de Fermat diz que se p € primo e a um inteiro positivo, entao
a’ = a(mod p), portanto, para descobrirmos que um inteiro € composto, basta verificarmos que
existe um inteiro b tal que " # b(mod n).

Convém observar que, s precisamos considerar os inteiros 1 < b < n—1, pois qualquer inteiro
€ congruente a um inteiro no intervalo de 0 a n — 1, além disso, a equacdo b" = b(mod n) € sempre
satisfeita quando b€ 0,1 oun — 1.

Teste: Sen > 0e 1l < b < n — 1 sdo ndmeros inteiros e »"! # 1(mod n) ou
b" # b(mod n), entdo n € um nimero composto. O nimero b é conhecido como uma testemunha
do fato de n ser composto (Coutinho, 2007).

Exemplo: Verificar se o nimero 117 € composto.

Devemos encontrar um inteiro b, tal que b''” # b(mod 117). Fazendo b = 2, temos
2117 — 27-16+5 — (27)16 . 25

Sabemos que
27 =128 = 11(mod 117) = 27 = 1116.25 = (11%)8 . 25 = (121)% - 2° = 4% . 2° = 22/(mod 117).

Como 2! = (27)%, temos
22 =11°=121-11=4-11 = 44(mod 117),

o que implica, entdo, 2! = 44(mod 117), ou seja, 2''” # 2(mod 117). Portanto, 117 é composto.

Teste de Leibniz

Ainda considerando o Teorema de Fermat, Leibniz achava que se invertéssemos o Teorema de
Fermat terifamos um teste de primalidade, isto é, considerando um ndmero n impar que satisfaz
b"! = 1(mod n), para algum 1 < b < n — 1, poderiamos afirmar que n era primo, o que nio é
verdade pois, por Leibniz, 341 seria um nimero primo, considerando que 23! = 1(mod 341),
0 que nao é verdade também, pois 341 = 11 - 31. Estes “falsos primos” sdo conhecidos como
pseudoprimos, isto €, um inteiro positivo n, impar e composto, € um pseudoprimo para a base b

(onde 1 <b <n—1)seb”! = 1(mod n). Assim ,341 é um pseudoprimo para a base 2.
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E importante ressaltar que o Teste de Leibniz ndo pode ser totalmente descartado, pois, por
exemplo, entre 1 e 10° existem 50847524 primos e apenas 5597 pseudoprimos para a base 2.
Portanto, um nimero menor do que 10° que passar no teste de Leibniz tem uma alta probabilidade
de ser primo e ainda se fizermos o teste para mais de uma base, o teste ficard ainda mais eficiente. E
como estamos limitando as bases de 1 a n — 1, poderiamos considerar a possibilidade de testarmos
se n € pseudoprimo para todas as bases, o que seria impraticdvel quando temos o nimero n muito

grande.

Definicao 4.3 (Numeros de Carmichael). Chama-se niimero de Carmichael, todo niimero com-

posto impar n (n > 0) tal que b" = b(mod n) paratodo1 <b <n— 1.

Observacao 4.3. Convém observar que para ser um niimero de Carmichael, temos que ter n
composto, pois um nimero primo p também satisfaz a equacdo b’ = b(mod p), mas ndo é um

numero de Carmichael.

Exemplo 4.1. O menor niimero de Carmichael é 561.

Teste de Miller

O Teste de Leibniz, através do Teorema de Fermat, consegue detectar se um nimero € com-
posto com uma eficiéncia razoavel, porém, o nosso interesse € descobrir se dado um niimero n, este
é primo. Apesar da probabilidade disso acontecer ser alta pelo Teste de Leibniz, quando aumen-
tarmos o numero 7, verificamos que o Teste de Leibniz se torna impraticavel. O Teste de Miller,
introduzido por G. L. Miller em 1976, vem melhorar muito o Teste de Leibniz, pois consegue

encontrar nimeros compostos mesmo entre os pseudoprimos.
O teste:

Seja n um nimero inteiro positivo impar para o qual queremos testar a sua primalidade e a base
inteira b, tal que 1 < b < n — 1. Como n é impar, pode-se garantir que n — 1 € par e, portanto,
podemos fatora-lo (dividindo n — 1 por 2 sucessivamente) até encontrarmos n — 1 = 2% - g, onde ¢

¢ um inteiro impar e k > 1.
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O teste consiste em calcularmos a seguinte sequéncia de poténcia médulo 7n:
2 22. 21{71‘ 2k.
bl, b, b1 b7 1, b

Pelo Teste de Fermat, se n for primo, temos que pelo menos uma destas poténcias tem que ser
congruente a 1 médulo n, pois

pr = pt = 1(mod n).
Seja j o menor expoente tal que b*7 = 1(mod n). Se Jj = 1, podemos escrever

P 1= () 1= (1) (6 ).

Se n é primo e divide 54 — 1, entdo n divide b*" — 1 ou n divide b ¢ + 1. Pela minimalidade

de j, p* 4 — 1 nido pode ser divisivel por n, logo temos que b¥ 4 + 1 ¢ divisivel por n, isto é,
b*"1 = ~1(mod n).

Com os célculos apresentados, concluimos que se n € primo, entdo uma das poténcias

b, b, b¥4,...,b* " tem que ser congruente a —1 médulo n, isto para j > 1. Se j = 0,

temos que »? = 1(mod n), porém, essa congruéncia ndo nos permite aplicar o produto notavel,
considerando que g € impar. Baseado nesses fatos, concluimos que, se n € primo, entdo uma das
sequéncias € congruente a —1 ou b7 = 1(mod n) e se nada disso ocorrer, entdo n é composto.
Algoritmo do teste de Miller
Entrada: Inteiro impar n que se quer verificar e a base b inteiracom 1 <b <n — 1.

Saida: Uma mensagem que n € composto ou teste inconclusivo.
1° passo Fatore n — 1 até encontrar ¢ fmpar e k inteiro, tais que n — 1 = 2% . ¢.

2° passo Na sequéncia de poténcia b*%, comece fazendo j = 0 e r = resto da divisdo euclidiana

de b? por n.
3°passo Se j=0er=1ouse j>0er=n—1asaidaé teste inconclusivo.
4° passo Faca j= j+ 1er=r,onder éoresto da divisdo de r* por n.

5° passo Se j < k, volte ao 3° passo, sendo a saida é n é composto.
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Exemplo 1: n = 341 (E bom lembrar que pelo Teste de Leibniz ndo concluimos que 341 é
composto).

Entrada: n=341eb =21 <b<n—-1),isto é, 1 <2 < 340.
1° passo n— 1 =2%. g, assim 340 = 22 - 85. Logo, k = 2 e g = 85.

A . N . j. . 0, P
2° passo Na sequéncia de poténcia >4, para j = 0, temos 2% = 2% e r & igual ao resto de 2%

por 341. Calculamos o resto de 2%° por 341 e obtivemos 32, isto é, 2% = 32(mod 341).
3° passo Como para j = 0, obtivemos resto diferente de 1 e de 340, passamos ao 4° passo.

4° passo Fazendo agora j =0+ 1 = j = 1, isto é, b* = 228 = 2170 Agora, calculamos o resto
da divisdo de 322 por 341, isto &, 2% = 32(mod 341)
(2%)? = 32%(mod 341) = 1(mod 341) ou 2! = 1(mod 341). Pelo algoritmo de Miller,

concluimos que 341 é composto.

Exemplo 2: n =561 e b = 2.
Entrada: n = 561 ebase b =2 (1 < 2 < 560).

1° passo 560 = 2*.35, logok =4e q = 35.

2° passo Na sequéncia de poténcia b4, para j = 0, temos 22 = 235 ¢ r é igual ao resto da
divisdo de 2% por 561. Calculando o resto da divisdo de 2*° por 561 obtivemos 263, isto &,

235 = 263(mod 561).
3° passo Como para j = 0, obtivemos resto diferente de 1 e de 560, passamos ao 4° passo.

4° passo Fazendo agora j =0+ 1= j = 1,isto é, b*? = 2235 = 279 Agora, calculando o resto da

divisdo de 2632 por 561, encontramos 166, isto €, 2*> = 263(mod 561)

279 = 263%(mod 561) = 166(mod 561).

Agora, para j = 2, temos b2 = 2235 = 2140 ¢ como 270 = 166(mod 561) implica que
2140 = 166(mod 561). Calculando o resto da divisdo de 166> por 561, obtivemos 67 e,
portanto, 2'“° = 166> = 67(mod 561) ou 2'*’ = 67(mod 561).
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7835 _ 1280

E por ultimo, para j = 3, temos que p¥ e = , entdo temos

240 = 67(mod 561), entdo (2'*°)? = 67%(mod 561) = 229 = 67?(mod 561). Calcu-
lando o resto da divisdo de 677 por 561, obtivemos 1, isto &, 2?9 = 672> = 1(mod 561)
ou 2?8 = I(mod 561) e como calculamos todos os valores possiveis para j(j < 4) e nio

encontramos resto que satisfazem o 3° passo do algoritmo, concluimos que 561 é composto.

Veremos agora um exemplo simples, para o qual temos que a saida do Teste de Miller € incon-
clusiva.

Exemplo3: n=25eb =1.

Entrada: n =25ebaseb =7 (1 <7 < 24)

1° passo 24 =2°-3,logok=3eq=3.

A . A . . . 0, , e~
2° passo Na sequéncia de poténcia b*"9, para j = 0, temos 7> 3 = 7° e r é o resto da divisdo de 7°

por 25. Calculando o resto da divisdo de 73 por 25, obtivemos 18, isto é, 73 = 18(mod 25).
3° passo Como para j = 0, obtivemos resto diferente de 1 e de 24, passamos para 4° passo.

4° passo Fazendo agora j =0+ 1 = j = 1, isto &, b*? = 7>3 = 7° e agora calculando o resto da
divisdo de 182 por 25 encontramos 24, isto é, 7° = 18(mod 25) = (7*)* = 18*(mod 25) =
7 = 182 = 24(mod 25).

Observe entdo que orestor =n—1our =25—-1 = r = 24 e pelo passo 3 temos que o teste
¢ inconclusivo, apesar de sabermos que 25 é composto. Se aplicdssemos 0 mesmo teste para

base 2, irfamos chegar facilmente que 25 € composto.

Definiciio 4.4 (Pseudoprimo Forte). E todo niimero inteiro r composto que tem resultado inconclu-
sivo para o Teste de Miller com respeito a uma base b, dizemos neste caso que n é um pseudoprimo

forte para a base b.

Assim, por exemplo, 25 é um pseudoprimo forte para a base 7. E importante lembrar que 25
ndo é pseudoprimo forte para a base 2 e que se um nimero inteiro ¢ pseudoprimo forte para uma
determinada base, ele também serd pseudoprimo para esta mesma base.

Uma prova da utilidade do Teste de Miller € que existem apenas 1282 pseudoprimos fortes

entre 1 ¢ 1 bilhdo (10°). E claro que o Teste de Miller s6 aumenta a sua eficicia a medida que
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aplicamos o teste para vdrias bases. Se o Teste de Miller tem saida inconclusivo quando aplicado
para mais de n/4 base entre 1 e n — 1, entdo podemos garantir que n € primo. Essa demonstracio

pode ser encontrada em Lemos (1989).

Fatoracao por Fermat

Fermat criou um método (algoritmo) de fatoracdo muito eficiente quando o nimero n, a ser

fatorado, tem um fator primo que n@o é muito menor que sua raiz quadrada (Vn).
A ideia do algoritmo criado por Fermat € a seguinte:

Seja n um ndmero inteiro n impar, entdo tenta-se achar nimeros inteiros positivos x e y, tais

que n = x> — y*, ou seja, n = (x + y)(x — y), entdo temos que x + y e x — y sdo os fatores de .

Observe que se y > 0, entdo n = x> — y? ou x> = n + y> ou ainda x = +/n +y? > n.
Observacao 4.4. Se r é um niimero real, denotamos sua parte inteira por [r].

Exemplos: [2,63] = 2, [ V45] = 6, [8] = 8.
Algoritmo de Fermat
Entrada: inteiro positivo impar 7.

Saida: uma mensagem que n € primo ou um fator de n.

1° passo Comecemos com x = [ y/n] (parte inteira de vn); se n = x?, entdo x é um fator de 7 e,

portanto, concluimos que n € composto.
ario, i X = Vx? -n.
2° passo Caso contrario, some uma unidade a x e calcule 2

3° passo Repetimos o 2° passo até encontrarmos um valor inteiro para y, caso isto ocorra, n tem

fatores x + y e x — y, porém, se nao encontramos nenhum valor inteiro para y até que x seja
n+1

igual a , concluimos que n € primo.
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Exemplo: Sejan = 10217593.

1° passo Facamos x = [ V10217593] = 3196. Devemos observar que
31962 = 10214416 < 10217593.
2° passo Somando-se uma unidade a x = 3196, encontramos x = 3197 e entdo

y= Va2 —n= V31972 — 10217593 = 56,709 .. ..

3° passo Repetindo o processo,teremos

X |y= Vx2-10217593
3197 56,709...
3198 98,035...
3199 126,522...
3200 149,689 . ..
3201 169,729. ..
3202 187,645 . ..
3203 204

Obtivemos, entdo, o inteiro 204 para a 7% etapa e, portanto, x = 3203 e y = 204. Entdo< os
fatores de n sdo x + y = 3407 e x —y = 2999. Logo, concluimos que n = (x + y)(x —y), ou

seja, 10217593 = 3407 - 2999.
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Exemplo: Seja n = 23, temos entdo:
1° passo: x = [ V23] =4, 42 = 16 < 23.

2° passo / 3°passo:

X |y— Vx?-23
5 1,414--.
6 3,605---
7 5,099--
8 6,403 ---
9 7,615 --
10 8,774 - -
11 9,899...
12 11
Como s6 achamos o inteiro y para x = = ; L ou 23; L _ 12, concluimos que 23 & primo.

A demonstracao do algoritmo de Fermat pode ser encontrada em Coutinho (2007).

Teste de Agrawal-Kayal-Saxena (AKS)

Recentemente, os algoritmos para testar a primalidade de um niimero n ou eram determinis-
ticos, porém, com dificil implantacdo, quando n crescia muito, ou probabilisticos, isto €, ndo
forneciam com absoluta certeza se n era primo ou ndo. Somente em 2002, o professor Manindra
Agrawal e seus dois alunos de doutorado, Neeraj Kayal e Nitin Saxena, do Departamento de Cién-
cia da Computacao e Engenharia do Instituto Indiano de Tecnologia em Kampur, construiram um
teste de primalidade deterministico em tempo polinomial, bastante eficaz sem ter que considerar

conjecturas.
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Hoje em dia esse algoritmo € conhecido como AKS, em homenagem aos seus criadores, consi-
derando as iniciais dos respectivos nomes. Tal fato historico foi visto pelos especialistas como
muito simples.

Para maiores detalhes, consultar Coutinho (2004).
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