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Resumo

Os modelos compartimentais tém sido amplamente utilizados para modelar epidemias.
Véarios métodos tém sido propostos na literatura para estimar os modelos, sendo os mais
aplicados, estimadores pelo método de minimos quadrados, estimadores de maxima veros-
similhanca e estimadores bayesianos baseados em simulacao de Monte Carlo. Na maioria
dos casos reais, os dados sao apenas parcialmente observaveis. O trabalho considera o
caso em que todos os dados sao observados e o caso em que apenas os tempos de remocao
sao disponiveis. As propriedades amostrais dos estimadores de maxima verossimilhancga e
dos estimadores Bayesianos para dados completos e incompletos sao investigadas através

de simulacao.
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Abstract

Compartmental models have been widely used in order to model epidemics. Several
methods have been proposed in the literature to estimate the models, specially, the least
squares method, maximum likelihood estimation and Bayes estimators based on Monte
Carlo simulation. In the most of real cases, the data are only partially observable. The
work considers the case that all the data are observed and the case that only the re-
moval times are available. The sampling properties of the maximum likelihood and Bayes

estimators for complete and incomplete data are investigated through simulation.
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1 Introducao

1.1 Consideracoes Iniciais

Esta dissertacao de mestrado tem por objetivo estudar a estimagao na modelagem de

fenomenos epidemiolégicos, mais especificamente o modelo SEIR.

A modelagem deterministica tem sido uma ferramenta muito importante para se en-
tender a dindmica da dispersao de doencas infecciosas. Tais doengas podem ser causadas
por virus ou bactérias, como por exemplo: sarampo, variola, rubéola, catapora, algumas
doencas sexualmente transmissiveis, virus influenza, entre outras. A ferramenta tedrica
mais comumente utilizada para a modelagem de epidemias ¢ baseada na divisao da popu-
lagao humana (hospedeira) em quatro categorias, contendo suscetiveis, infectados mas nao
infectantes ainda (expostos), infectantes e removidos. Estes modelos, denominados SEIR,
sao geralmente expressados como um sistema de equagoes diferenciais (Anderson e May,
1991), em que as taxas de transigdo entre os compartimentos sao determinadas por para-
metros especificados de acordo com a histéria natural da doenga. Também temos outra
abordagem para a modelagem de epidemias: a abordagem estocéstica. Esta também é
de fundamental importancia para se modelar epidemias, principalmente devido ao fato
da dispersao de epidemias ser um fenémeno estocastico. Também utiliza-se a modelagem
estocastica quando a aproximagao deterministica nao é vélida. Por exemplo, quando o
tamanho da populagao e/ou o nimero de infectados nao é suficientemente grande para

utilizar a lei dos grandes ntimeros.

Algumas outras doencas, apesar de terem algumas caracteristicas em comum com as

doencas infecciosas, nao podem ser descritas através destes modelos, como as doencas
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causadas por algum parasita. Ha outras utilizacoes destes modelos de epidemia, com

algumas modifica¢oes, como por exemplo, os trabalhos desenvolvidos nas ciéncias sociais
por Daley e Kendall (1965) e Maki e Thompson (1973).

Ha duas caracteristicas principais que distinguem as doencgas infecciosas das doengas
nao transmissiveis. A primeira, e mais importante caracteristica, é que o individuo de-
pende dos outros individuos em seu redor para se tornar infectado, enquanto que para
doencgas nao transmissiveis esta dependéncia geralmente nao ocorre. A ocorréncia de
doengas nao transmissiveis ¢ comumente modelada utilizando anélise de sobrevivéncia,
em que a funcao de risco descreve o risco do individuo se tornar doente através da idade.
Um importante exemplo desta modelagem é a modelagem de riscos proporcionais (Cox,
1972).

A outra caracteristica é que a grande maioria das epidemias é apenas parcialmente
observada na pratica. Por exemplo, dificilmente se sabe por quem o individuo foi infectado,
nem o tempo exato em que o individuo ficou infeccioso e nem por quanto tempo este

individuo ficou infectado.

O trabalho estd organizado da seguinte forma: Neste primeiro capitulo sera apre-
sentada uma introdugao a alguns conceitos de epidemiologia, fundamentais para a com-
preensao da dissertacao. Também sera apresentado um breve histérico da modelagem de
epidemias e serao discutidas algumas vantagens e desvantagens dos modelos estocasticos
em comparac¢ao com os deterministicos. Em seguida, serd apresentado o modelo SEIR.
No final do capitulo, uma simulacao estocastica e deterministica do modelo serao reali-
zadas e as caracteristicas destas simulacoes serao discutidas. O capitulo 2 apresentara a
estimativa por maxima verossimilhanca dos parametros do modelo para dados completos
e incompletos assim como apresentard uma estimativa Bayesiana para os parametros do
modelo para dados completos e incompletos. O capitulo 3 tratara de simulacoes e uma
aplicagao com dados reais. Por fim, serao abordadas as conclusoes finais bem como os

trabalhos futuros.

Todos os algoritmos da dissertagao foram escritos na linguagem R, exceto em alguns

casos em que serd comentada a linguagem na qual o programa foi escrito.
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1.2 Conceitos Fundamentais em Epidemiologia

Primeiramente, alguns conceitos epidemioldgicos, fundamentais para o entendimento

do projeto, serao definidos:

Individuo Suscetivel: E aquele individuo que néo teve qualquer contato com o

virus, ou seja, nao tem virus e anticorpos.

Individuo Latente ou Exposto: E o individuo que teve um contato recente com o
virus e este replica-se no interior das células parasitadas, por isso, o individuo nao pode
transmiti-lo. Ou seja, o individuo possui virus e nao possui anticorpos. As modelagens
utilizadas no projeto nao levam em conta a laténcia do individuo, ou seja, o individuo

passa diretamente do estado suscetivel para o infectado.

Individuo Infectante: E aquele individuo que apresenta uma concentracao razoavel
de virus em seu organismo de tal forma que as células parasitadas expelem o virus para
o meio extracelular e, consequentemente, o individuo comeca a eliminar o virus para o
meio ambiente. Isto é, os individuos infectantes possuem o virus e os anticorpos em seu

organismo.

Individuo Imune: E aquele individuo que néo possui o virus e possui anticorpos. Tal
condicao pode ser alcancada pelo declinio completo do virus no meio extracelular devido
aos mecanismos de defesa do organismo ou através da inducao da producao de anticorpos
através de vacinas. Tal imunidade pode ser perene, ou seja, o individuo nao adquire mais

a doenca, ou temporéaria, quando o individuo pode voltar a adquirir a doenca.

Doencgas de Transmissao Direta: As infecgoes de transmissao direta sao causadas
por virus ou bactérias em que a disseminacao ocorre diretamente, através do meio fisico,

quando hé um contato apropriado entre os individuos suscetiveis e infectantes.
Periodo de Laténcia: E o periodo em que o individuo é dito ser latente ou exposto.

Periodo de Imunidade: Compreende o periodo em que o individuo é dito ser imune.

A imunidade pode ou nao ser induzida por uma vacina.

Periodo de Recuperagao: E o periodo em que o individuo é dito ser infectante.



1.8 Breve Historico da Modelagem de Epidemias 4

Entao, o individuo elimina o virus através de excrecoes diversas.
Endemia: Nivel de infeccao estavel em uma comunidade.
Epidemia: Nivel de infeccao crescente em uma comunidade.

Reprodutibilidade Basal: E o ntumero médio de novos casos secundarios que um

caso primario é capaz de produzir em uma populacao totalmente suscetivel.

Tamanho Final da Epidemia: E definido como o ntimero total de individuos que

eventualmente contrairam a doenca.

1.3 Breve Histérico da Modelagem de Epidemias

O primeiro registro de aplicacao da matematica no estudo de epidemias é datado
de 1760. Neste ano, Daniel Bernoulli utilizou um método mateméatico para avaliar os
efeitos da técnica da variolagao no controle da epidemia de variola. Nesta época, o de-
senvolvimento de modelos matemaéticos aplicados a fenomenos mais amplos era muito
limitado devido ao fato da auséncia de conhecimento médico sobre os agentes causadores

das infecgoes.

Somente a partir do nascimento da bacteriologia com Louis Pasteur (1822-95) e Robert
Koch (1843-1910), e da descoberta dos virus neste século, foi possivel identificar as causas
das doencas infecciosas e, consequentemente, aplicar a epidemiologia modelos mateméti-
cos mais gerais e mais proximos da realidade. Assim, um dos primeiros estudos da nao
lineariedade de um modelo epidemiologico pode ser encontrado em Hamer(1906). Ele
postulou que o desenvolvimento de uma epidemia depende da taxa de contato entre indi-
viduos suscetiveis e infecciosos. Tal principio é denominado principio da agao de massa.
O principio de Hamer foi formulado considerando o tempo discreto. Dois anos depois,

Ross, o generalizou para o tempo continuo.

O primeiro modelo estocastico foi proposto por McKendrik (1926). Tal modelo é uma
versdo em tempo continuo do modelo deterministico de Kermack e McKendrik (1927).
Um modelo que recebeu mais atencao naquele momento foi o modelo de Reed e Frost,

que sera apresentado na se¢ao 1.6.
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Apos estes estudos, o crescimento da literatura voltada a epidemiologia matematica
cresceu bastante, como por exemplo Dietz (1988) e Becker(1978). Em modelos estocas-

ticos, a literatura cresceu bastante também, como por exemplo, Bartlett (1955 e 1960) e

Bailey (1975).

Dois livros cléassicos na area de modelagem de epidemias sao: Bailey (1957) e Anderson
e May (1991). O primeiro livro aborda modelos estocésticos e deterministicos com diversas
aplicagoes a dados reais. O segundo livro também possui o foco na estimagao. Contudo,

a estimacao ¢ realizada do ponto de vista deterministico.

Um histoérico mais detalhado da modelagem de epidemias pode ser encontrado em
Bailey (1975) e Anderson e May (1991). A secao 1.8 tratara de bibliografias acerca de

estimacao de modelos estocasticos para estimacao de epidemias.

1.4 Modelos Estocasticos vs. Deterministicos

Esta dissertacao de mestrado foca apenas em modelos estocasticos, mesmo que os
modelos deterministicos também sejam de fundamental importancia para a modelagem

de epidemias.

A principal vantagem dos modelos deterministicos é que estes sao, em geral, mais
faceis de lidar, permitindo assim a utilizagao de modelos mais complexos para se modelar
uma epidemia. Geralmente, para um modelo estocéstico ser matematicamente facil de
lidar, este tem que ser mais simples e isto pode tornar o modelo irreal. Por exemplo, os
estudos desta dissertacao de mestrado nao consideram o periodo em que o individuo fica

exposto, ou seja, os individuos passam diretamente do estado suscetivel para infectado.

Contudo, ha diversas razoes para se preferir os modelos estocésticos. Primeiramente,
a dispersao de uma doenca é um fendmeno estocéstico, pois hd uma certa probabilidade
da doenga se transmitir de um individuo para outro ao invés de simplesmente definir

deterministicamente se a transmissao vai ou nao ocorrer.

Outra razao para se preferir os modelos estocasticos ¢ que ha fenémenos que sao

genuinamente estocasticos e que nao podem ser aproximados pelo método deterministico.
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Por exemplo, em uma comunidade grande, muitos modelos conduzirao a uma epidemia
pequena, infectando poucos individuos, ou conduzirao a uma epidemia grande, infectando
diversos individuos. O calculo da probabilidade desses dois casos somente é possivel na

modelagem estocastica.

A terceira importante vantagem dos modelos estocasticos é a estimagao. O conheci-
mento sobre a incerteza nas estimativas requer um modelo estocastico, e uma estimativa

nao tem muito fundamento sem algum conhecimento de sua incerteza.

Portanto, pode-se dizer que os dois tipos de modelagem sao de fundamental importan-

cia para se entender a dispersao de uma determinada doenca.

1.5 Modelos Deterministicos

Os modelos SEIR (Suscetiveis - Expostos - Infectantes - Recuperados) foram introduzi-
dos por Kermack e Mckendrik em 1927 e tem sido amplamente utilizados por ajustarem-se
a diversas epidemias. Tais modelos consideram uma populacao que se divide em quatro

compartimentos: suscetiveis, expostos, infectantes e recuperados.

O modelo consiste em um sistema de equagoes integro-diferencial. Uma versao com

populagao fechada (sem entradas) é dada a seguir:

dS (a,t) N S (a,t)

=—[A(a,t) +v(a,t)+p]S(a,t)+ 7R (a,t)

da ot
0Ea(;z,t)+8Ea(;z,t) = Aa,t) S (a,t) — (0 + p) E (a,t)
8[éz,t)+aféo;,t) eE(at)— (140 (at)
8R8(Z,t) +aR(§?,t) = v(a,t) S (a,t) + I (a,t) — (m+ p) R (a,1),

em que:



1.5 Modelos Deterministicos 7

- Ma,t) :/0 B(a,a)I(t,a")dad.

- S(a,t),E(a,t),I(a,t),R(a,t) sdo, respectivamente, a distribuigao etaria dos indi-

viduos suscetiveis, expostos, infectantes e recuperados no instante t e idade a.

- 0 é a taxa de incubacao, ou seja, a proporcao de latentes que tornam-se infectantes

por unidade de tempo.

- 7 € a taxa de recuperagao, ou seja, a proporcao de infectantes que tornam-se recu-

perados por unidade de tempo.

- 7 é a taxa de perda de imunidade, ou seja, a proporg¢ao de recuperados que tornam-se

suscetiveis por unidade de tempo.
- A(a,t) é a forca de infecgdo na idade a no instante t.

- 1 € a taxa de mortalidade natural. O modelo considera que a taxa de mortalidade

natural é igual em todos os compartimentos.

- v(a,t) é a taxa de vacinagao na idade a no instante t.

O modelo ¢é apresentado na figura 1.
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tH

H(t,a)
exposto
A(t) o
nl  X(ta) Y(ta) [u
<« suscetiveis infectantes [
T
Vv, Y
e Z(t,)
recuperados

TH

Figura 1: Representacao Esquematica do Modelo SEIR sem Entradas.

1

Note que 07!, v~ ! e 7! definem, respectivamente, os periodos de incubacdo, de

recuperacao e de imunidade.

Considere agora um modelo mais simplificado, o modelo SIR. O modelo consiste tam-
bém em um sistema de equacgoes integro-diferencial. Uma versao que assume populagao

constante e entrada de novos suscetiveis ¢ dada a seguir:

%it) = uN — pS(t) — A(t)S(t)
%St) = At)S(t) — pl(t) — 71(2)
%it) = yI(t) — puR(1),

sendo A(t) = BI(t).
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No modelo, u, a taxa de mortalidade, é considerada igual & taxa de natalidade para
que a populacao seja constante de tamanho N. Uma maneira esquematica de se ver o

modelo é apresentada na figura 2.

u o u
t * i)

U~y > S (v _* I T R (V)

Figura 2: Representagao Esquematica do Modelo SIR com Populacao Total Constante.

E para gerar as trajetorias de S(t), I(t) e R(t) através do sistema acima, aplica-
se métodos numéricos, como por exemplo, Runge-Kutta (ver Boyce e Diprima, 2006,

capitulo 8), com valores de p, v e 3 pré-determinados.

Uma analise importante nos modelos deterministicos é encontrar os pontos de equi-
librio do sistema e verificar a sua estabilidade. Para encontrar tal ponto iguala-se as
equagoes do sistema a zero e encontra-se os valores de S(t), I(t) e R(t). Por exemplo,
no sistema encontra-se o ponto de equilibrio trivial dado por (Sy, 1, R;) = (N,0,0) e o

ponto de equilibrio nao trivial dado por:

p+y pBN —p—7) ’Y[ﬁN—M—’Y])

(52,12,R2)2< g B+ T Blp+A]

Para maiores detalhes, consultar Yang (2001).

Observe que nos modelos deterministicos o ntimero de individuos em cada comparti-

mento é real. Contudo, na pratica eles sao inteiros.

1.6 O Modelo de Reed-Frost

Nesta secao sera apresentado o modelo estocastico mais simples para a dispersao de

uma doenga infecciosa. Este modelo é um modelo de cadeia binomial de tempo discreto e
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¢ denominado modelo Reed-Frost em homenagem a seus criadores. Em algumas palestras
ocorridas em 1928 nos Estados Unidos, Lowell J. Reed e Wade Hampton Frost propuseram

o uso de idéias probabilisticas para se modelar epidemias.

No modelo estocastico, o niimero de individuos em cada compartimento é inteiro.

Para deixar claro essa diferenca, nos modelos estocésticos a seguinte notagao ¢é utilizada:
- X; é o namero de suscetiveis no tempo t;
- Y; é o namero de infectados no tempo t.

Este modelo é da classe SIR, ou seja, ha, a principio, individuos suscetiveis na popu-
lagao. Se um individuo torna-se infectado, ele sera infectante por algum tempo e depois

se recuperara e se tornard imune, estado denominado removido.

Neste modelo, o tempo é considerado discreto. Com o tempo discreto, é natural
pensar que o periodo infeccioso é curto e é precedido por um periodo de laténcia maior,
pois a taxa de infeccao é a mesma durante o mesmo tempo ou geragao. Entao, novas
infec¢oes irao ocorrer em geragoes e tais geragoes serao separadas pelo periodo de laténcia

com a unidade de tempo discreta.

As probabilidades em um dado tempo somente dependem do tempo passado (isto é,
um modelo Markoviano), e estes eventos sao especificados por probabilidades binomiais.
Um individuo suscetivel no tempo t se mantém suscetivel no tempo t+1 se ele nao for
infectado pelos individuos infectados no tempo t. Estes eventos sao independentes e cada
um ocorre com probabilidade q. A probabilidade 1-q é a probabilidade de um individuo
suscetivel encontrar um infectante. Além disso, os individuos infectados sao removidos
no préoximo tempo. Entao, o modelo de cadeia-binomial Reed-Frost tem as seguintes

probabilidades condicionais:
P(}/;H-l = yt-i-l/XO = Xy, }/0 = Yo, - Xt == xh}/;f = yt)

= P(Yt+1 = yt+1/Xt =2, Y = yt)

([ Y

Yt+1
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com Xyp1 = Xy — Y.

Dada as condigoes iniciais Xo = n e Yy = m, a probabilidade da cadeia completa
Y1, - Yk, Y1 = 0 é obtida condicionando seqiliencialmente e usando a propriedade da

cadeia de Markov. Se z;,1 = o — Y41, temos:

P(Yi = Y1, ,Yk = yk-’YkJrl = O/XO = n,Yb = m)

=PYi=y/Xo=n,Yo=m) X .. X P(Yiy1 =0/Xp =, Y = i)

- ( ) )(1—qm>y1 (@) % ( ) =g (@)™ (1)

U1 0

A formula 1.1 pode ser utilizada para calcular o tamanho final da epidemia (Z =
ZY}) Para se calcular P(Z = z/Xy = n,Yy = m) soma-se as probabilidades de todas

j>1

as cadeias nas quais |y| = E Y; = z. Das equagoes acima, verifica-se que Y; = 0 implica
j>1

em Y1, = 0. Isto significa que uma nova infecgao somente ocorrera se ha algum infectado

no instante anterior, o que implica que o tamanho da cadeia nao poderd ser maior do
que o total de individuos infectados, fazendo com que o ntimero de cadeias possiveis seja

finito. Entao, a funcao de probabilidade para o tamanho final da epidemia é dada por:

P(Z =z/Xo=n,Yy=m)

= > PMi =y, Vi = yp, Vir = 0/Xp = n,Yg = m).

yilyl=2

Por exemplo, se tomarmos m=1 (como a maioria dos modelos adota) e n=3, calcu-
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lamos as seguintes probabilidades do tamanho final da epidemia:

P(Z=0/Xy=3) = P(Yi=0/X,=3)=¢
P(Z=1/Xo=3) = P(Yi=1,Y,=0/X, =3)
= PV =1/Xy=3) P(Y,=0/X, =2,Y; =1)

= (?) 1-q)' (9)*" (3)(1—61)0(61)2_0
( )pq 7,

ondep=1—gq

P(Z=2/Xy=3) = PY1=2Y=0/Xo=3)+P(Y1=1Y,=1,Y;=0/X, = 3)

3 3 9
= P°q ¢+ g pq q.
9 1 1

P(Z=3/Xy=3)=1-P(Z=2/Xo=3)—P(Z=1/Xog=3) — P(Z=0/X, = 3).

Como vemos acima, o calculo destas probabilidades torna-se muito complicado mesmo
para tamanhos amostrais ndo muito grandes (n>10). Este modelo é um caso especial de
modelo SIR, no qual a duragao do periodo infeccioso é deterministica. Também assume-se
que a populagao é homogénea e que os individuos se misturam de maneira homogénea

também.

Este modelo foi utilizado, por exemplo, para se modelar epidemias em familias (O’Neill

e Roberts(1999)) .
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1.7 O Modelo SIR Estocastico

A dissertacao lidarda com os modelos SIR, que é um modelo compartimental com
3 estados: suscetivel, infectado e recuperado (Cliff e Haggett, 1993), conforme ja visto
anteriormente. Um individuo suscetivel se torna um transmissor da doenca se o seu estado
da infecgao se altera de suscetivel para infectado. Quando este individuo infectado se cura
da doenga, ele nao contribui mais para a dispersao dela e assim passa para o estado de
recuperado. Em alguns casos considera-se que o individuo que morreu ou que foi isolado
do resto da populacao é do estado recuperado. O modelo assume que a populacao é
homogénea, ou seja, dois individuos escolhidos ao acaso tem probabilidades iguais de se
encontrarem. Para uma populacao que vive em uma &area extensa esta nao é uma boa
suposicao, visto que as pessoas possuem chance maior de encontrar seus vizinhos do que as
pessoas que moram longe. O modelo SIR pode ser visto sob duas abordagens, estocéstica
ou deterministica, conforme visto na secao anterior. Podemos observar os individuos
como quantidades discretas ou continuas e podemos assumir que o tempo é continuo ou
discreto, ver Diekmann e Heesterbeek (2000) e Andersson e Britton (2000). A estimagao
dos parametros do modelo estocastico depende dos dados disponiveis. Se o tempo e o
tipo de cada transigao entre os compartimentos ¢ completamente observado, a modelagem
torna-se mais facil. Contudo, isto é muito raro de se acontecer na pratica devido ao fato
dos dados serem colhidos de maneira retrospectiva e nao com um planejamento prévio. O
principio da epidemia é, em geral, dificil de se determinar e geralmente s6 hé informacgoes
secundarias, como por exemplo, sintomas clinicos. Em geral, é mais facil de se detectar
as recuperagoes, pois elas se referem ao periodo de tempo no qual o individuo se torna

inativo com respeito a dispersao da doenca.

Considere uma populagao inicial de N individuos suscetiveis e a individuos infec-
tantes. Em geral, a pode ser grande, mas para simplificar a maioria dos modelos adota
que a=1. X(t) e Y(t) denotam, respectivamente, o nimero de individuos suscetiveis
e infectantes no tempo ¢t > 0. A populacao é considerada fechada quando nao temos
nascimentos ou mortes. Nesta dissertacao, é razoavel considerar a populagao como sendo
fechada, visto que, a epidemia nao é letal, ocorrerda em uma populacao pequena e sera

observada durante um curto periodo de tempo. Neste caso, para todo t, a igualdade
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X(t)+Y(t) + R(t) = N + a é satisfeita, onde R(t) denota o nimero de individuos recu-
perados no tempo t. A evolugao do processo epidemioldgico (X (t), Y (t)) pode ser descrita

com as seguintes taxas de transicao:

(X(1),Y (1) = (X () =LY (@) +1): BXO)Y(?)

(X (1),Y (1) = (X (#),Y () =1):7Y(?)

Ou seja, um individuo passa de suscetivel para infectado com a taxa de SY () e um

individuo passa de infectado para recuperado com a taxa de . Diversas bibliografias,

como Andersson e Britton (2000), utilizam ao invés de JY(t) para a taxa de

N(t)
transigdo de suscetiveis para infectantes, onde N(¢) é o tamanho total da populagao no
instante t. Nesta dissertacao, esta diferenga ocorre apenas na interpretacao do parametro,

pois estamos considerando uma populagao fechada.

A epidemia comega com um tunico individuo infectado e ela acontece até que nao se
tenha mais nenhum individuo infectado na populagao. Se o individuo infectado no inicio
da epidemia se recupera antes que outro individuo da populacao se torne infectado a

epidemia termina.

O modelo considerado é Markoviano. O processo (X,Y) = {(X(¢),Y (¢));t > 0} é um
processo Markoviano se e somente se o periodo infeccioso tiver a propriedade de falta de

memoria (Anderson e Britton, 2000). Ver propriedade 1 do apéndice.

Para um dado instante t, o tempo da proxima infec¢ao possui distribui¢cao exponen-
cial com taxa de falha BX(¢)Y (t) e o tempo da proxima recuperagao tera distribuicao
exponencial com taxa de falha vY'(t). Ou seja, a fungao densidade de probabilidade do

tempo da proxima infeccao 17 é dada por:

f(t2) = BX @Y (e OOR, com B(n) = Gy

e a do tempo da proxima recuperagao T, é dada por:
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f(ta) =AY ()e YO com E(ty) = maOk

Exemplo 1: Abordagem Deterministica vs. Estocastica

O modelo utilizado serd o modelo SIR, cujo sistema de equagoes é dado por:

X (1) _

PO _ sxyv
O _ sxwy ) v
d};—f) =Y (1),

em que = 0,005 e v = 0,08. Tem-se 49 individuos suscetiveis (X (0) = 49) e 1 individuo

infectante (Y (0) = 1) no inicio.

As trajetorias para X(t) e Y(t) serdo geradas pelo software Berkeley Madonna e o

método numeérico utilizado é o Runge-Kutta de ordem 4.

Também sera realizada uma simulacao estocéstica da epidemia, equivalente ao modelo

deterministico descrito acima.

O algoritmo (algoritmo 1) para a simulagao estocéastica é o seguinte:
1. Seja to o inicio da epidemia. Entao temos que X (t9) =49 e Y (to) = 1.
2. Gerar uma observagao da distribui¢ao exponencial de taxa de falha X (t9)Y (o) e

denotar por t’l. Gerar uma observacao da distribuicao exponencial de taxa de falha

7Y (ty) e denotar por t,.
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3. Seja t; = min (tll, t;)
No intervalo [ty, to+t1) os valores de niimero de suscetiveis e infectados permanecem

constantes, isto ¢, neste intervalo X (¢) = X(t) e Y(¢) = Y (¢o).

Se t) < ty, entdo X (tg+t1) = X(tg) — 1 e Y(tg +t1) = Y(to) + 1, ou seja, ocorreu
uma infec¢ao. Caso contrario, X (tg +t1) = X (tg) e Y(to+1t1) = Y (ty) — 1, ou seja,

ocorreu uma remogéo .

4. Fazer tg =ty + t1.

5. Repetir os passos 2-4 até que nao se tenha mais nenhum individuo infectante na

populagao.

A figura 3 apresenta uma comparacao das trajetérias dos suscetiveis e infectados
geradas pela abordagem deterministica e estocastica. Observando estes graficos, vemos
que, mesmo utilizando os mesmos parametros, podemos ter trajetorias diferentes para os
suscetiveis e infectantes na abordagem estocastica, fato que nao acontece na abordagem
deterministica. Também podemos ter tamanhos finais (m) e tempos finais diferentes na

abordagem estocastica, para um mesmo conjunto de parametros 3 e 7.

Em Andersson e Britton (2000), capitulo 2, pode-se encontrar como calcular a proba-
bilidade de todos os tamanhos finais da epidemia, para valores fixos de 3, v e niimero de
suscetiveis e infectantes iniciais na populacao. Seja N o tamanho da populacao fechada
e a o ntmero de infectantes iniciais da populagao. Denote por P}, a probabilidade do
tamanho final da epidemia ser igual a k, 0 < k£ < N. Entao, para uma populacao fechada,

temos:
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Figura 3: Comparagao das trajetorias do nimero de suscetiveis X(t) e infectados Y(t)
entre a abordagem deterministica e duas amostras estocésticas.

g(g::)ljév/ [0 (B(N — L))" = (Z) L0<L<N,

0

onde ¢ () = F (6*91 ), onde I é uma variavel aleatéria com distribuicao do tempo de tran-
sicao de infectante para recuperado. No caso Markoviano possui distribui¢cao exponencial

de taxa de falha ~.

Para a epidemia descrita no exemplo, as probabilidades de tamanhos finais da epi-
demia sao apresentadas na figura 4. Verifica-se que, para o nosso conjunto de parametros e
individuos infectantes e suscetiveis iniciais na populacao, a maior probabilidade existente
¢ de nao haver nenhum caso da doenca na populacdo. A segunda maior probabilidade
é que 49 dos 50 individuos se infectem. Tendo estas probabilidades, facilmente pode-se
calcular o valor esperado do nimero de infectados. O valor esperado é de 31,7 individuos

infectados.
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Figura 4: Probabilidades do tamanho final da epidemia. Os parametros utilizados para
gerar a epidemia foram # = 0,005 e v = 0,08 com 49 suscetiveis e 1 infectante no inicio.

Para mostrarmos a variabilidade dos tempos finais da epidemia na abordagem estocés-

tica, foi feito um histograma para 5000 simulag¢oes do modelo, apresentado na figura 5.

Uma estimativa importante para se fazer durante a modelagem de epidemias é a
estimativa da taxa de reprodutibilidade basal. Tal taxa, conforme ja dito, ¢ o ntimero
esperado de casos secundarios que um caso primério pode produzir. Segundo Hohle e

Jorgensen (2002), a taxa de reprodutibilidade basal deste modelo ¢ dada por:

Tem-se o interesse nesta medida devido ao fato que, para grandes populagoes, grandes

epidemias ocorrem se e somente se Ry > 1 (Andersson e Britton (2000)).
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Figura 5: Histograma do tempo final da epidemia. Os parametros utilizados para gerar a
epidemia foram g = 0,005 e v = 0,08 com 49 suscetiveis e 1 infectante no inicio.

1.8 Estimacao de Modelos SEIR Estocasticos

Nos tltimos anos, os estudos de modelos estocasticos compartimentais tém crescido
bastante devido ao fato da grande melhora dos recursos computacionais e devido ao
desenvolvimento de diversas técnicas como, por exemplo, os métodos MCMC - Monte
Carlo em Cadeias de Markov (Gelfand e Smith, 1990). Portanto, a lista de trabalhos
relacionados a técnicas estatisticas para inferéncia e estimacao de modelos dinamicos

para populacgoes tem crescido bastante.

Na abordagem cléssica, Bailey (1975) realizou estimativas de méxima verossimilhanga
em modelos SIR com dados incompletos de uma epidemia de variola; Brookhart et al.
(2002) utilizaram a abordagem de verossimilhanga perfilada com restri¢oes para estimar
um modelo de transmissao de epidemias ajustado a epidemia de Cryptosporidium parvum
ocorrida em Milwaukee, EUA, em 1993; Em Andersson e Britton (2000) pode se encon-
trar diversas técnicas de estimagao como martingais, algoritmo EM e maxima verossimi-
lhanca. Neste trabalho é considerado o cenario de dados completos e incompletos; Hohle

e Jorgensen (2002) estudaram estimativas por méaxima verossimilhan¢a em modelos SIR



1.8 Estimacdo de Modelos SEIR FEstocdsticos 20

estocasticos com dados incompletos; Chowell et al. realizaram estimagao por minimos

quadrados em modelos SEIR estocésticos com aplicagao a dados de ebola.

Na abordagem bayesiana, os métodos MCMC tém sido amplamente utilizados. Por
exemplo, Cancré et al. (2000) estimaram um modelo dindmico de transmissao de malaria
utilizando o algoritmo de Metropolis Hastings; Ades e Cliffe (2002) utilizaram o método
Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC) para estimar pardmetros quando existem
informagoes provenientes de varias fontes; O’Neill e Roberts (1999) utilizaram o algoritmo
MCMC para estimagao com dados com observagao incompleta; O’Neill e Becker (2001)
utilizaram os métodos MCMC para se realizar inferéncias para os parametros de modelos
SEIR quando a suscetibilidade dos individuos varia; Streftaris e Gibson (2004) realizaram
estimagoes de modelos SEIR estocasticos utilizando modelos nao markovianos; Lekone e
Finkenstadt (2006) estudaram inferéncias estatisticas em modelos SEIR estocasticos com
intervengao aplicados a dados de ebola; Clancy e O’Neill (2008) realizaram estimativas
bayesianas para a taxa de reprodutibilidade basal; Hohle e Jorgensen (2002) também
estudaram estimativas bayesianas em modelos SIR estocasticos; o livro de Andersson e
Britton (2000) retne também diversas estimativas bayesianas de modelos estocasticos

para a modelagem de epidemias.

Na abordagem bayesiana, um outro método que vem sendo bastante estudado é o
"Bayesian Melding"(ver Raftery et al. (1995) e Poole e Raftery (2000)). Tal método
propoe uma forma de combinar diferentes formas de informagoes, qualitativas ou quanti-
tativas, sobre diferentes varidveis do modelo deterministico. Nesta abordagem podem ser
combinadas informagoes a priori das entradas e saidas do modelo, bem como as verossi-
milhancas relacionas a diferentes observagoes. Hotta (2009) realizou estimativas para o
modelo SEIR utilizando o Bayesian Melding; Spear et al. (2002) também utilizaram esta,

técnica na modelagem da esquistossomose.

O algoritmo EM também é bastante utilizado na estimacgao de modelos SIR, devido
ao fato de geralmente lidarmos com observagoes incompletas do processo epidémico. Por
exemplo, Becker (1993b) realizou inferéncias utilizando este algoritmo; Becker (1997)
utilizou o algoritmo EM para analisar dados de HIV; Meester et al. (2002) utilizou o

algoritmo EM modificado para modelar uma epidemia de gripe suina. Outro método
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bastante utilizado em estimacao de modelos SIR estocéasticos é a estimacao através de
martingais. Picard (1980) mostrou que os martingais podem ser utilizados na mode-
lagem de epidemias; Becker (1989), capitulo 7, aplicou a técnica dos martingais para
fazer estimagoes com dados de variola; Becker (1993a) estudou sobre as propriedades das
estimativas por martingais; Hohle (2003) utilizou os martingais para realizar estimativas

da taxa de reprodutibilidade basal.
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2 Estimativa Bayesiana e de
Mdxima Verossimilhanca para
Dados Completos e Incompletos

Neste capitulo sera descrita a verossimilhanca do modelo e serao calculados os es-
timadores de maxima verossimilhanga quando temos os dados completos e incompletos.
Também sera apresentado um estimador bayesiano quando temos dados completos e in-

completos.

Nos modelos SIR com tempos de transicao de distribuicao exponencial, os dados sao
completos quando temos todos os tempos de infec¢ao e remogao completamente observa-
dos. No caso das distribui¢oes dos tempos de transicao nao serem exponenciais, isto €,

sem memoria, é necessario que seja especificado quais individuos sofreram a transicao.

Nesta dissertagao, serd estudado modelos SIR cujos tempos de transi¢cao possuem
distribuicao exponencial com informagao completa e incompleta. No caso de informacao
incompleta, seré considerado o caso em que temos os tempos de remocao conhecidos e os

tempos de infeccao desconhecidos.

2.1 Descricao do Modelo

Inicialmente, seré descrito o modelo para dados completos. Assume-se que temos
uma populagao fechada de tamanho N. Denote por I, < 0 o tempo da primeira infecgao.
Assume-se que a epidemia é observada no tempo [Iy, T']. Se no tempo T todos os infectados

sao recuperados, a epidemia é considerada observada até o final. Os dados consistem nos
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tempos de remocao T e tempos de infec¢ao I, observados durante [Iy,T]. O vetor de
removidos T=(7y, ..., 7,) esta definido de maneira ordenada na qual a primeira remogao
estd definida no tempo 0. Entdo, ;m = 0 e 7; < 7;41. Similarmente, I = ([, ..., [,_1)
com [; < I;4;. Como a epidemia é observada desde o inicio, temos que m < n < N e
se a epidemia é observada até o final temos que m = n. Para esta dissertacao s6 foram

consideradas epidemias observadas do inicio até o final.

Como a duragao do periodo infectante é estocéstica, I; e 7; nao tem que necessaria-
mente se referir ao mesmo individuo. Quando nao se tem mais individuos infectantes a
epidemia acaba. Este conhecimento combinado com os dados observados pode ser trans-
mitido para termos uma relagao entre os I’'s e 7’'s. Define-se que I(t) e R(t) sao o nimero
de infectados e recuperados no tempo t, respectivamente. Para cada recuperacao obser-
vada 7;, a infecgao correspondente tem que ocorrer antes de 7;, isto é, para todo t € [Iy, T,

deve-se ter Y (t) = I(t) — R(t) > 0. Isto é equivalente & condigao:

I; <1, paratodo 1 <i<m—1. (2.1)

A figura 6 mostra um exemplo de uma epidemia observada até o final, com trés

infeccoes e consequentemente, trés recuperagoes.

| | 1|:] [ | |
! 1 | ! >
IU Il 0 Il TZ T3

Figura 6: Exemplo de evolu¢ao de uma epidemia no tempo até a extingcao com trés
infecgoes e trés remocgoes.
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2.2 Estimativa por Maxima Verossimilhanca

2.2.1 Estimativa por Maxima Verossimilhanga para Dados Com-
pletos

No caso de dados completos observamos (7, Iy, I) . Para facilitar a notagao serd mod-
elado o tempo de espera entre os dois eventos consecutivos, isto é, t; = t; — t;_l, em que
t; denota os tempos dos eventos. A verossimilhanca de cada tempo de espera pode ser
encontrada utilizando anélise de sobrevivéncia com estrutura para diversos modelos de
falha (Fahrmeir e Tutz, 1994). Dois eventos de transi¢ao (falha) sao possiveis: um dos
X (t;) suscetiveis infecta-se com taxa individual BY (¢;), ou um dos Y (¢;) individuos in-
fectados se recupera com taxa individual 7. Logo, as taxas de transi¢ao de um individuo

qualquer da populagdo para infectante (A, (¢;)) ou recuperado (M. (t;)) sd@o dadas por:

Aing (i) = BX(t:)Y (L)

)\rec (tz) = f}/Y(tl)a

onde X (t;) e Y(t;) sdo o ntimero de suscetiveis e infectados no tempo t¢;, respectivamente.

Entao, de acordo com a propriedade 2 do apéndice, a fungao de risco total (risco de

ocorrer uma infecgdo ou remogao) sera dada por:

)\total (tz) = BX(tz)Y(tl) + f)/Y(tz)

Logo, entre dois eventos consecutivos, a fun¢ao risco é constante, pois o numero de
individuos em cada compartimento nao se altera durante este periodo. Esta simplificacao

vem do fato de se adotar distribui¢oes exponenciais para os tempos de transigao.

O conjunto de dados da epidemia é descrito por D={(t;, ¢;) ,e; € {inf,rec}} denota
o tipo do evento. D consiste em n eventos de recuperagao e m eventos de infecgao, com

m=n quando epidemia é observada até o final. O interesse agora é na densidade de
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7,1 dado (3,7, [y. Considere entao a verossimilhanca de um evento arbitrario e; em D
numa configuracao com fungao risco constante e censura nao informativa. Neste caso, a

verossimilhanca é descrita por:

Li = X, (t:) P(T; > t:/8,7) = Ae, (t:) S (t:/B,7),

em que T; é uma variavel estocastica denotando o tempo de falha de e; e

S(t/B,7) = exp (— /OtA (u/B,7) dU)

é a funcao sobrevivéncia baseada no risco total. Assumindo independéncia dos intervalos
de tempo entre ocorréncias, a verossimilhanca total é dada olhando-se para todos os
eventos de infeccao e remocao, exceto Iy. Iy nao faz parte da verossimilhanca, pois uma
epidemia é sempre condicionada na existéncia do primeiro individuo infectante. Entao,

temos que a funcao de verossimilhanga L, considerando m=n, ¢é igual a:

{ﬁ 7Y (777 ) exp (- /Til A(/B,7) dt)} [n]:[l1 8x (17) v (17 ) exp (— /II A(t/B,7) dtﬂ

i=1 i—1

A(t/B,7) )} [H exp( /71 A(t/B,7) dtﬂ
(t/B,7) ) nzl (/1 X(t/8,7) dt>)} ,

=T () T (1) () [T o (- [

—.

- o () T () () o (55 ([

i=1

=1

onde X (t7), Y (t7) denotam, respectivamente, o nimero de suscetiveis e infectantes no
instante logo antes de t, isto é, Y (t7) = lim;_-Y (t). Como os eventos ¢ e T sdo
consecutivos no tempo a soma das integrais podem ser simplificadas em s6 uma integral.

Entao, temos que:
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L= 7 =LY () TTAX ()Y (17 e (_

1o
Reescrevendo a fungao de verossimilhanca, temos que:

n n—1

L= 1Y () o TIX ()Y (1) e <_ @y o+ dt).

O logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga ¢ dada por:

n n—1 n—1
[l =InL = nlny + ZIHY(TZ-_) +(n—1)Ing + ZlnX(Ii_) + ZlnY(]i_) -

i=1 i=1 i=1
T

ﬁX(ﬂY%wdﬁ—/qu(ﬂdt

Io I

Diferenciando a equacao acima com relacao a (§ e igualando a 0 temos:

ol n—1 T - n—1
= = - dt = = .
o p thywt 0= Jo X @)Y (t)dt

Calculando-se a segunda derivada temos que:

ol —(n—1)
opr P

, que é negativa quando temos n > 2, pois § > 0.

Agora, diferenciando a funcao de log-verossimilhanca com relacao a v e igualando a

0 temos:
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T
ﬁzﬁ—/ Y(0)dt=0=4= 0.
I v Jg [ Y (t)dt

Calculando a segunda derivada temos que:

9%l -n ) . )
5.2 = 2 due ésempre negativa, pois vy > 0.
8 g
0?1 0?1
Como = = 0, a matriz hessiana é diagonal e os termos de sua diagonal
0680y  0vIp

principal sao negativos, temos que os estimadores de méxima verossimilhanca encontrados

sao realmente pontos de maximo.

Logo, as estimativas de maxima verossimilhanca para [ e v sao dadas por:

A n—1
- JE X ()Y (t)dt (23)
Yo 24

Assim, temos que a matriz de informagao de Fisher é dada por:

n—1
32
0

0
n
7

Podemos obter facilmente sua inversa, dada por:

n—1

0

2
0 L
n
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Para n suficientemente grande, pelas propriedades dos estimadores de maxima veros-
similhanca, o estimador 3 possui distribui¢ao aproximadamente normal com média [ e
2

variancia

1 e 7 possui distribuicao aproximadamente normal com média ~y e variancia

72

n

As convergéncias dos dois estimadores acima para a distribuicdo normal sdo demon-

stradas em Anderson e Britton (2000), capitulo 9.

Um intervalo de confianga aproximado 95% para 3 é dado por:

: |8 4 |5
B= 1,96\ gy B+ 196 oy

e um intervalo de confianca 959 aproximado para v é dado por:

2,2 2,2
(@—1,96\/7—;&“,96\/7—) .
n n

Para calcular a varidncia de Ry, utiliza-se o fato de que se 6 = <ﬁ, ’Ay)7 a variancia

de g (é) = BATN é dada por g' <Q)TVar (é) g' (é), onde g' (é) é o vetor de derivadas

A~

e Var (0) é a inversa da matriz de informacao de Fisher. Assim, tem-se que a variancia

aproximada de R, é dada por:

N2 22 N2 22,79
= b + BAPY .
7% (n—1) nyt
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2.2.2 Estimativa por Maxima Verossimilhanca para Dados In-
completos

Nesta secao sera apresentado um método de estimagao dos parametros 3 e v por
maxima verossimilhanca quando temos dados incompletos. Nesse caso, os dados sao in-
completos devido ao fato de nao termos os tempos de infeccao e somente termos os tempos
de remogao. O algoritmo descrito a seguir foi proposto por Hohle e Jorgensen(2002). A
diferenca do algoritmo proposto por eles e o descrito a seguir esta na forma de simular
os tempos de infeccao desconhecidos. Eles propuseram, em cada passo do algoritmo, a
realizacao de um sorteio uniforme de todos os tempos de infeccgao no espaco de todas as
configuragoes validas segundo a condi¢ao 2.1. O algoritmo proposto a seguir parte de uma
configuragao valida do vetor de infectados e somente altera duas posicoes dos tempos de

infeccao para cada passo do algoritmo.

Em cada passo do algoritmo, ocorrera uma tentativa de alteracao no vetor de infecta-
dos e, apds a tentativa, seréd realizada uma estimativa por maxima verossimilhanca para
0 e v utilizando o vetor de infectados do passo atual e o vetor de removidos ja conhecido.

Tais estimativas serao feitas segundo as equacoes 2.3 e 2.4.

Assim, o algoritmo para estimativa por méxima verossimilhanca com dados incom-

pletos (algoritmo 2) é o seguinte:

1. Inicializar o vetor de infectados com uma configuracgao viavel segundo a condicao 2.1.
Isto pode ser feito, por exemplo, colocando no tempo I(0) os m casos de infecgoes e

0 nos outros tempos de infecgao.

2. Estimar 3 e 7 por méaxima verossimilhanca de acordo com as equacoes 2.3 e 2.4

usando o vetor ja conhecido 7 e o vetor de infectados do passo atual.

3. Sortear t; e to uniformes em (I, T). Fazer Y(t1) =Y (t1) —1 e Y(t2) =Y (t2) + 1.

Aceitar esta mudanga somente se a condigao 2.1 for satisfeita.



2.8 Estimacao Bayesiana 30

4. Repetir os passos 2 e 3 k vezes (k suficientemente grande) até que se tenha uma

distribuicao estacionaria para as estimativas de 3 e 7.

Para tomarmos amostras independentes de (3 e v, ap6s um burn-in conveniente,
tomamos amostras espacadas das k estimativas de modo que essas estimativas nao pos-
suam autocorrelagao significativa. Da amostra independente, tomamos a média para

termos a amostra requerida.

No passo 3 assume-se que os tempos de infeccao sao discretos. Isto ocorre devido ao
fato de termos, na pratica, os tempos de remocao observados de maneira discreta também.
Esta suposicao foi feita pois, em geral, somente é observado o dia em que o individuo foi
removido. Para calcular um intervalo de confianga aproximado para os parametros, toma-

se os quantis da amostra final.

Neste algoritmo, temos o problema de [y nao ser limitado & esquerda. Por isso,
assumiu-se que — I possui distribuigao U(0,0). O valor de 6 sera discutido posteriormente

no capitulo 3.

2.3 Estimacao Bayesiana

Nesta secao sera proposta uma estimativa Bayesiana para os parametros da epidemia.
Conforme ja mencionado anteriormente, os tempos de infec¢ao sao raramente observados
na pratica e estamos interessados em estimar 3, v e/ou Ry faltando as observagoes de I
e I. Baseado apenas no tempo de remogao observado, os métodos MCMC (Markov Chain

Monte Carlo) podem ser utilizados para lidar com a epidemia parcialmente observada.

Para completar a especificacao do modelo, as seguintes distribuigoes a priori sao as-

sumidas para os parametros desconhecidos [, v e Iy:

B ~T(a,b),

v~ T (e, d),
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_[0 ~ Eﬂfp (9)7

em que I' (v, \) denota distribuigao gamma com média v/ e variancia v/\* e Exp (6)
denota a distribui¢ao exponencial de média 1/6 e a, b, ¢, d, 0 sdo hiperparametros, cujos
valores serao discutidos posteriormente. Usando a equagao 2.2 as posterioris condicionais
podem ser obtidas para 3, v e Iy, o que permite a utilizacao do algoritmo amostrador
de Gibbs para obter estas densidades. Para I as posterioris condicionais nao sao obtidas
facilmente, entao um amostrador Metropolis sera utilizado. O calculo da densidade a

posteriori é obtido através da seguinte férmula:

Posteriori o Verossimilhanca X Priori

As posterioris condicionais necessarias para o amostrador de Gibbs/Metropolis sao:

i) Obtencao de /7, Iy, 1,~

T (B/7, 1o, 1,7y) o< B exp (_ TﬁX )Y (1) dt) pate=b
Ip
= frta—2exp {—ﬂ (b + : BX (1) Y (t) dt) }
Io

T
Entao, = (8/7,Io,1,7) ~ T (a—i—n - 1,b+/ X ()Y (t) dt>.
I

ii) Obtencao de /7, Iy, L, 8

T
T (v/7, Lo, L, B) ox y™ exp (—7/ Y (t) dt) el

I
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= y"telexp {—7 (d + /IOTY (t) dt) }

T
Entéo, 7 (y/7,1o,1,3) ~T (n + c,d+/ Y (¢) dt).

Iy

iii) Obtencao de —Iy/7, 3,1,

No caso de termos dados incompletos, ou seja, nao temos o vetor de infectados, temos
que achar a posteriori condicional para I. Desse modo, utiliza-se o fato de —I, ter

distribuigao Exp (0).

W(_IO/TvﬁuIav) X f(T7I/ﬁ7/V7IO)7T(_IO)

- H WY (77) H BX (I7) Y (I ) exp (— [ XY 0+ @) dt) e’

=1 Iy

X exp (— /h (BX ()Y (¢) + 7Y (¢)] dt) fef fo.

1)
Como X (t) = N eY (t) =1 para Iy <t < I, as integrais acima tornam:

/IIY(t)dt:h—Ioe XYW dt=N (I 1),

Io Iy

resultando em 7 (—1o/7,3,1,7) x exp{—FN (I — Iy) — v (I1 — Iy) — 0 (—1p)}.

Ou seja, temos que:

m(—Io/7,B,1,7) ~ Exp (BN +~+90) .
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iv) Obtengao de I/7, 3, —1y,~y

Sortear t; e to uniformes em (Io, 7). Fazer Y(t;) = Y(t1) — 1 e Y(t2) = Y(ta) +
1. A mudanca somente ocorrerd se I; < 7; para 1 < i < m — 1 e serd aceita com

L(I
probabilidade min |1, M
L (Iantigo)

vetor de infectados depois dos 2 sorteios e L (Iantigo) é o calculo da equagao 2.2 utilizando

]. L (Inovo) ¢é o calculo da equagao 2.2 utilizando o

o vetor de infectados antes dos 2 sorteios.

No passo iv, consideramos o tempo de maneira discreta, devido ao fato de que, na

pratica, temos os tempos de remocao em dias, ou seja, da forma discreta.

Se temos dados completos e tomamos a média a posteriori como estimador bayesiano,

os estimadores bayesianos para 3 e v sao dados por:

~ vg+n—1
6: ﬂT >
N+ | X @Y ()t
Iy
e
- n-—+ v
¥ = G —
)\7+/ Y (t)dt
1o

No caso de prioris difusas, ou seja, a = b = ¢ = d = 0 os estimadores de maxima

verossimilhanca e os estimadores bayesianos sao idénticos.

Entao, o algoritmo (algoritmo 3) de estimagao bayesiana para 3 e v, quando temos o

vetor de infectados desconhecido e apenas o vetor de removidos conhecido, sera dado por:

1. Inicializar o vetor de infectados com uma configuracao viavel segundo a condicao 2.1.
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Isto pode ser feito, por exemplo, colocando no tempo 1(0) os m+1 casos de infecgdes

e 0 nos outras tempos de infecgao. Dar um chute inicial para —I.
2. Gerar as posterioris condicionais para (3 e v conforme i e ii.

3. Gerar a posteriori condicional para —I; conforme iii, utilizando as amostras de [ e

~ do passo 2.
4. Gerar a posteriori condicional para I conforme iv.

5. Repetir os passos 2 a 4 até a convergéncia da cadeia.

Depois da convergéncia da cadeia, tomar amostras espacadas das posterioris condi-
cionais de (8 e v de modo que as amostras nao tenham autocorrelacao significativa, para

termos amostras independentes.

Hé& outras formas de estimagao dos parametros quando temos dados incompletos. Por
exemplo, em Andersson e Britton (2000) encontra-se estimativas baseadas no algoritmo

EM e em martingais.
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3  Simulacoes e Exemplo de
Aplicacao

3.1 Simulacoes

Neste capitulo, serao realizadas diversas simulagoes de uma epidemia com os parame-
tros 3 e 7y conhecidos. Depois de simular a epidemia, os parametros serao estimados de
acordo com as duas técnicas ja discutidas: maxima verossimilhanca e bayesiana. Primeira-
mente, as estimativas serao feitas baseadas no fato de que temos os dados completos, ou
seja, observamos todos os tempos de remocao e infecgao. Em seguida, as estimativas serao
feitas partindo do pressuposto de que temos somente os dias de remocao e a quantidade
de removidos por dia, ou seja, teremos dados incompletos devido ao fato de nao termos
a observacao dos tempos de infeccao. No final do capitulo terda uma aplicacao com dados

reais, os dados de variola (Bailey, 1975).

Para estimarmos os parametros com dados completos, serao simuladas as mesmas
epidemias do exemplo 1. Conforme ja visto, os parametros utilizados sao § = 0,005,
v=0,08e Ry = ﬁ—N = 3,125, com 49 individuos suscetiveis e 1 individuo infectante no
inicio. A escolha dos parametros foi baseada no grafico de probabilidades do tamanho final
do exemplo 1 (figura 4). Os parametros escolhidos apresentam razoavel probabilidade em
diversos tamanhos finais da epidemia. E necesséario que se tenha diversos tamanhos finais
nas simulagoes, pois neste capitulo sera feito um estudo das qualidades das estimativas
de acordo com o tamanho final. Quando consideramos o tempo continuo, os resultados

dependem apenas da relacao é Adotamos 3 = 0,005 e v = 0,08 pois estes valores sao

da mesma ordem de grandeza dos valores estimados no exemplo com dados reais. O valor
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absoluto dos parametros funciona apenas como escala temporal. Na pratica, quando sao
observados apenas o nimero de infectados no final do dia, temos uma discretizagao e a

escala temporal tem pouca influéncia nos resultados.

Para cada simulacao foi calculado um intervalo de confianca assintotico 95% para (3,
v e Ry na estimativa por méaxima verossimilhanca para dados completos e, na abordagem
bayesiana, foi calculado o intervalo de credibilidade 95% para os parametros. Para a
abordagem de maxima verossimilhanca para dados incompletos, toma-se os quantis da

amostra final para se construir um intervalo de confiancga.
Para as estimativas bayesianas, duas prioris foram utilizadas:
- Priori impropria: 8 ~ I'(0;0) e v ~ I"(0;0).

- Priori informativa: § ~ I'(0,5;100) - Média: 0,005 e desvio padrao: 0,0071 e
v ~T1(0,8;10) - Média: 0,08 e desvio-padrao: 0,089.

em que I' (v; A) denota distribuigdo gamma com média v/X. A partir de agora, a priori
improépria serd chamada de priori nao informativa, mesma nomenclatura utilizada por

O’Neill e Roberts (1999).

Quando temos dados incompletos, a priori utilizada para —Iy foi —Iy ~ exp(0,1).
Entao, a média a priori para —Iy é 10 e o desvio-padrao é 10. Para a estimagao de
méaxima verossimilhanga, considerou que —I, possui distribuigao U(0,4), ou seja, 6=4.
Fez-se algumas estimagoes para (3 e v com este valor de 6 e percebeu-se que as estimacgoes
apresentaram valores razoaveis. Hohle e Jorgensen (2002) também utilizaram distribuicao

uniforme para — I no algoritmo de méxima verossimilhanc¢a para dados incompletos.

Para as estimativas bayesianas e de maxima verossimilhanca com dados incompletos,
foi utilizado um burn-in de 200 foi realizado e depois tomou-se amostras espacadas de 20
em 20 para termos amostras com pequena dependéncia. Para se verificar a convergéncia
das estimativas foram feitos graficos de séries temporais, conforme mostrado na figura 27
e para verificar se a independéncia da amostra final, fez-se graficos das autocorrelagoes,

conforme mostrado na figura 28.

As figuras 7 a 12 mostram graficos de dispersao para as trés estimativas (maxima
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verossimilhanga, bayesiana informativa e bayesiana nao informativa), considerando dados
completos e incompletos. Para construir os graficos, foram considerados 3490 casos nas es-
timagoes com dados completos e 300 casos com dados incompletos. S foram considerados

casos com tamanhos finais da epidemia maiores que cinco.

Com o intuito de se verificar a qualidade das estimativas de acordo com o tamanho
final da epidemia, dividiu-se os dados em dez categorias distintas de acordo com a faixa de
tamanho final (m). Tais categorias foram divididas baseadas nas probabilidades tedricas
dos tamanhos finais, que foram calculadas no exemplo 1, capitulo 1, figura 4. As faixas

sao:

- Tamanho final de 5 a 9;

- Tamanho final de 10 a 19;
- Tamanho final de 20 a 29;
- Tamanho final de 30 a 39;
- Tamanho final de 40 a 44;
- Tamanho final de 45;

- Tamanho final de 46;

- Tamanho final de 47;

- Tamanho final de 48;

- Tamanho final de 49.
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Figura 7: Estimativas para § com dados completos. O valor verdadeiro do parametro é
0,005 e é a linha pontilhada nos gréficos.
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Figura 8: Estimativas para § com dados incompletos. O valor verdadeiro do parametro
é 0,005 e é a linha pontilhada nos graficos.
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Figura 9: Estimativas para 7 com dados completos. O valor verdadeiro do parametro é
0,08 e é a linha pontilhada nos graficos. Ha alguns outliers nas estimativas. Os graficos
compreendem o intervalo de 0 a 0,2.



3.1 Simulacdes 41

02 03 04

04

Bayesizano N&n Informativo

00

Bayesiano Infarmativo
000 040 020 030

MExima W erossimilhangs

Bayesiano [nformativo
000 010 020 030

Bayesiano MNio Infarmativo

Figura 10: Estimativas para v com dados incompletos. O valor verdadeiro do parametro
é 0,08 e é a linha pontilhada nos graficos.
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Figura 11: Estimativas para Ry com dados completos. O valor verdadeiro do pardmetro
é 3,125 e é a linha pontilhada nos graficos.
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Figura 12: Estimativas para Ry com dados incompletos. O valor verdadeiro do parametro
é 3,125 e é a linha pontilhada nos graficos.

As figuras 7, 9 e 11 apresentam graficos de dispersao das estimativas por maxima ve-
rossimilhanca, bayesiana informativa e nao informativa para dados completos. A anélise
dos graficos mostra que as trés estimativas sao muito parecidas para os trés parametros.
As figuras 8, 10 e 12 comparam as trés metodologias de estimacao para o caso de dados
incompletos. Ao observamos os graficos, vemos que as estimativas para (3 sao parecidas
entre as metodologias, contudo h& algumas estimativas para v e Ry que sao diferentes
ao compararmos os métodos bayesianos com o de maxima verossimilhanca. As estima-
tivas bayesianas para Ry , em geral, produzem valores mais altos do que as de maxima

verossimilhanca quando temos dados incompletos.

A figura 13 mostra graficos de dispersao das estimativas com dados completos vs.
estimativas com dados incompletos para os trés parametros utilizando as trés metodolo-
gias. Observa-se que os graficos de dispersao estao proximos a uma reta, indicando que ha

correlacao entre as estimativas com dados completos e incompletos para as trés metodolo-
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gias utilizadas. Para gerar estes graficos, 300 estimativas com dados completos e 300

estimativas com dados incompletos foram utilizadas.
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Figura 13: Estimativas para dados completos vs. estimativas para dados incompletos. As
linhas pontilhadas sao os valores reais dos parametros.

Como todas as estimativas dependem do tamanho final da epidemia (m), serao feitos
graficos de dispersao das estimativas versus o valor do tamanho final. Pelas figuras 14,
15, 16, 17, 18 e 19 vemos que as estimativas estao muito relacionadas com o tamanho
final da epidemia. Para 0 e Ry, conforme aumentamos o valor do tamanho final, aumen-
tamos o valor das estimativas dos parametros. Para ~, conforme aumentamos o valor do
tamanho final, diminuimos o valor de sua estimativa. Observa-se também que o uso de
prioris informativas produziu estimativas melhores para os parametros em tamanhos finais
da epidemia menores. Muitos outliers foram retirados através destas prioris informativas.
Também pode-se notar que nas estimativas bayesianas temos Ry maiores que nas estima-
tivas por méxima verossimilhanca. Para as estimativas com dados completos, 3490 casos

foram utilizados para se construir e para as estimativas com dados incompletos, 300 casos
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foram utilizados.
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Figura 17: Estimativas para 7 com dados incompletos vs. Tamanho final (m). O valor

verdadeiro do parametro é 0,08 e é a linha pontilhada nos gréficos.
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Figura 18: Estimativas para Ry com dados completos vs. Tamanho final (m). O valor
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Figura 19: Estimativas para Ry com dados incompletos vs. Tamanho final (m). O valor
verdadeiro do parametro é 3,125 e é a linha pontilhada nos gréficos.
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As estatisticas descritivas das estimativas por faixas de tamanho final e seus respec-
tivos boxplots serao apresentados nas tabelas 1 a 6. A coluna % Cobert nas tabelas
corresponde ao percentual de casos em que o verdadeiro valor do parametro esté contido
no intervalo de confianca ou credibilidade 95 % . A coluna EQM nas tabelas corresponde
a média dos erros quadraticos médios das estimativas presentes na faixa de tamanho fi-
nal. A coluna N. Rep. corresponde ao numero de epidemias simuladas pelo método na
respectiva faixa de tamanho final. Na faixa total das tabelas, a cobertura dos intervalos de
confianca ou credibilidade, a média e o EQM médio estao ponderados pelas probabilidades

calculadas no exemplo 1, capitulo 1, figura 4.

Os graficos 20, 22 e 24 correspondem a boxplots com 30 observagoes para cada
faixa de tamanho final tanto para dados completos, como para dados incompletos. Os
graficos 21, 23 e 25 sao boxplots com 30 séries simuladas em cada faixa para dados
incompletos, e com os resultados de todas as 3490 séries simuladas para dados completos
(o nimero de séries simuladas por faixa de tamanho final é dado nas tabelas 1, 3 e 5).

Nestes tltimos graficos, nao serao mostrados os outliers (whiskers).
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Tabela 1: Resumo das estimativas de 3: Maxima Verossimilhanga Completa (MVC) e
Incompleta (MVI), Bayesiana Nao Informativa Completa (BNC) e Incompleta (BNI) e
Bayesiana Informativa Completa (BIC) e Incompleta. (BII).* Os valores de EQM estao
multiplicados por 10°.

m |[Método[N. Rep.[Minimo[19 Quart|[Mediana] Média [3° Quart|Maximo| D.P. [% Cobert[EQM*
Total| MVC | 3490 [0,00148] 0,00446 | 0,00496 | 0,005 | 0,00551 | 0,00797 [0,00084| 94 0,12
MVI | 300 | 0,001 | 0,0033 | 0,0041 |0,0047 | 0,0052 | 0,0109 | 0,0014 52 0,26
BNC | 3490 |0,00149| 0,00446 | 0,00496 | 0,005 | 0,00551 |0,00807|0,00084| 93 0,13
BIC | 3490 |0,00157| 0,00447 | 0,00496 | 0,005 | 0,0055 | 0,0078 |0,00083 93 0,13
BNI 300 | 0,0005 | 0,0026 | 0,0044 | 0,0058 | 0,0064 | 0,0185 | 0,0031 56 1,33
BII 300 | 0,0005 | 0,0028 | 0,0044 | 0,0057 | 0,0065 | 0,0152 | 0,0029 57 1,13
5-9 | MVC 52 |0,00148] 0,00265 | 0,00301 |0,00348| 0,00368 | 0,00791 |0,00148 60 0,66
MVI 30 |0,00102]| 0,00242 | 0,00314 |0,00315| 0,00392 | 0,00604 |0,00114| 37 0,6
BNC 52 |0,00149| 0,00262 | 0,00304 [0,00348| 0,00365 | 0,00807 |0,00151 69 0,69
BIC 52 |0,00157| 0,00272 | 0,00315 [0,00352| 0,00372 | 0,00774 |0,00142 71 0,63
BNI 30 |0,00065| 0,0011 |0,00159 [0,00187| 0,00255 | 0,0047 |0,00101 10 1,21
BII 30 |0,00088| 0,00148 | 0,00163 [0,00217| 0,00303 | 0,00399 |0,00096 33 1,05
10-19] MVC 38 |0,00209] 0,0028 |0,00315 [0,00324] 0,00356 | 0,00539 | 0,0007 42 0,44
MVI 30 |0,00098| 0,00259 | 0,00319 [0,00326| 0,00397 | 0,00553 |0,00102 30 0,47
BNC 38 |0,00213| 0,00283 | 0,00311 [0,00324| 0,00353 | 0,0053 | 0,0007 50 0,45
BIC 38 |0,00218| 0,00288 | 0,00326 [0,00329| 0,00356 | 0,00529 |0,00069 50 0,43
BNI 30 |0,00049| 0,00131 | 0,00209 [0,00243| 0,00305 | 0,00666 |0,00154| 22 1
BII 30 |0,00054| 0,00189 | 0,00244 [0,00236| 0,00291 | 0,00498 |0,00103 11 0,88
20-29] MVC 35 |0,00236] 0,00349 | 0,00389 [0,00386] 0,00421 | 0,0058 [0,00062 74 0,23
MVI 30 | 0,0021 | 0,00257 | 0,00318 [0,00336| 0,00402 | 0,00527 [0,00087| 24 0,38
BNC 35 |0,00236| 0,00337 | 0,0039 [0,00386| 0,00423 | 0,0058 |0,00062 71 0,23
BIC 35 |0,00239| 0,00339 | 0,00391 [0,00388| 0,00425 | 0,00579 |0,00062 71 0,23
BNI 30 | 0,0011 | 0,00266 | 0,00404 [0,00398| 0,00458 | 0,00806 |0,00162 56 0,46
BII 30 |0,00127]| 0,00304 | 0,00414 [0,00417| 0,00506 | 0,00969 |0,00168 52 0,44
30-39| MVC | 117 |0,00274| 0,00378 | 0,00409 [0,00413| 0,0044 |0,00587 [0,00057| 76 0,15
MVI 30 |0,00113| 0,00317 | 0,00405 [0,00401| 0,00495 | 0,00646 |0,00135| 43 0,32
BNC | 117 |0,00273| 0,0038 |0,00414 |0,00413| 0,00446 |0,00585 |0,00057| 80 0,16
BIC 117 0,00275| 0,00381 | 0,00415 |0,00414| 0,00446 | 0,00584 |0,00057| 80 0,16
BNI 30 |0,00066| 0,00225 | 0,00472 [0,00473| 0,00692 | 0,01152 | 0,0028 40 0,88
BII 30 |0,00095| 0,00177 | 0,00434 [0,00455| 0,00684 | 0,01117 [0,00267| 30 0,81
40-44] MVC | 638 |0,00313] 0,00413 | 0,00451 [0,00455| 0,00491 | 0,00645 [0,00058 90 0,1
MVI 30 |0,00224| 0,00368 | 0,00433 [0,00436| 0,00524 | 0,00659 |0,00107| 51 0,2
BNC | 638 |0,00312| 0,00414 | 0,0045 |0,00455| 0,00492 | 0,00649 |0,00058 92 0,11
BIC 638 [0,00313| 0,00415 | 0,0045 |0,00456| 0,00492 |0,00647 |0,00058 92 0,11
BNI 30 | 0,0021 | 0,004 | 0,0066 [0,00614| 0,00813 | 0,0105 |0,00253| 43 0,95
BII 30 |0,00172| 0,00329 | 0,0061 [0,00585| 0,0076 |0,01096 |0,00267| 46 0,95
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Tabela 2: Resumo das estimativas de 3: Maxima Verossimilhanga Completa (MVC) e
Incompleta (MVI), Bayesiana Nao Informativa Completa (BNC) e Incompleta (BNI) e
Bayesiana Informativa Completa (BIC) e Incompleta.

multiplicados por 10°.

(BII).* Os valores de EQM estao

m |Método|N. Rep.[Minimo[1° Quart[Mediana| Média [3° Quart[Méaximo| D.P. [% Cobert[EQM*
45| MVC | 394 [0,00335| 0,00438 | 0,00476 | 0,0048 | 0,00517 |0,00716 | 0,0006 96 0,09
MVI 30 |0,00258| 0,00359 | 0,00484 [0,00467| 0,00568 |0,00688 [0,00127| 59 0,23
BNC | 394 [0,00339| 0,00438 | 0,00476 | 0,0048 | 0,00515 |0,00726 | 0,0006 96 0,1
BIC 394 | 0,0034 | 0,00439 | 0,00476 |0,00481| 0,00516 |0,00723 | 0,0006 96 0,1
BNI 30 | 0,0014 | 0,00279 | 0,00367 [0,00563| 0,00855 |0,01401 [0,00347| 28 1,47
BII 30 |0,00233| 0,00301 | 0,00579 [0,00604| 0,00834 |0,01344 [0,00329| 28 1,36
46] MVC | 499 [0,00357| 0,00453 | 0,00494 | 0,005 | 0,00542 |0,00707 |0,00064| 97 0,1
MVI 30 | 0,0025 | 0,00362 | 0,00497 [0,00477| 0,00535 |0,00853 [0,00128| 58 0,23
BNC | 499 [0,00357| 0,00454 | 0,00493 |0,00501| 0,00543 | 0,007 [0,00065| 96 0,1
BIC 499 10,00358| 0,00454 | 0,00493 |0,00501| 0,00542 | 0,00697 |0,00064| 96 0,1
BNI 30 0,002 | 0,00253 | 0,00336 |0,00414| 0,00395 | 0,0165 | 0,003 33 1,09
BII 30 |0,00201| 0,00289 | 0,0037 |0,00485| 0,00579 |0,01523 | 0,0031 36 1,08
47) MVC | 643 [0,00344] 0,00468 | 0,00507 |0,00514| 0,00558 |0,00728]0,00067| 98 0,1
MVI 30 [0,00297| 0,0038 |0,00467 |0,00487| 0,00596 |0,00765 [0,00129| 53 0,23
BNC | 643 [0,00347| 0,00468 | 0,00505 |0,00513| 0,00556 |0,00728 [0,00067| 96 0,11
BIC 643 |0,00348| 0,00468 | 0,00505 |0,00513| 0,00556 |0,00724|0,00066| 97 0,11
BNI 30 |0,00281| 0,00373 | 0,00469 [0,00539| 0,00626 | 0,013 [0,00231 76 0,8
BII 30 |0,00094| 0,00386 | 0,0044 [0,00518| 0,00627 |0,01202 (0,00239| 79 0,81
48] MVC | 642 [0,00359] 0,0049 | 0,00535 |0,00539] 0,0058 [0,00778]0,00069] 97 0,12
MVI 30 [0,00224| 0,00346 | 0,00399 [0,00459| 0,00546 | 0,0109 [0,00178| 30 0,4
BNC | 642 [0,00364| 0,00491 | 0,00534 |0,00539| 0,00578 |0,00778 | 0,0007 96 0,13
BIC 642 |0,00365| 0,00491 | 0,00534 |0,00538| 0,00577 |0,00773|0,00069| 96 0,13
BNI 30 |0,00183| 0,005 |0,00561 [0,00599| 0,00621 |0,01847 | 0,0027 87 1,37
BII 30 |0,00105| 0,00483 | 0,00557 [0,00575| 0,00618 |0,01387 [0,00217| 83 1,01
49| MVC | 432 [0,00411] 0,00518 | 0,00563 |0,00571| 0,00619 |0,00797 |0,00077| 92 0,18
MVI 30 |0,00302| 0,00436 | 0,00514 |0,00509| 0,00586 |0,00764 [0,00106| 79 0,2
BNC | 432 [0,00414| 0,0052 |0,00566 |0,00572| 0,0062 |0,00784 (0,00077| 88 0,18
BIC 432 |0,00415| 0,0052 | 0,00565 |0,00571| 0,00619 | 0,0078 |0,00076| 88 0,18
BNI 30 |0,00361| 0,00546 | 0,00691 [0,00825| 0,01115 |0,01613 [0,00371| 59 2,94
BII 30 |0,00307| 0,00542 | 0,00667 [0,00774| 0,01018 |0,01409 [0,00306| 59 2,05
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Figura 20: Boxplot para as estimativas de  por faixa de tamanho final(30 replicagoes para cada faixa).

verdadeiro de [ é 0,005.
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Tabela 3: Resumo das estimativas de 7: Maxima Verossimilhanga Completa (MVC) e
Incompleta (MVI), Bayesiana Nao Informativa Completa (BNC) e Incompleta (BNI) e
Bayesiana Informativa Completa (BIC) e Incompleta. (BII).* Os valores de EQM estao
multiplicados por 102.

m |Método[N. Rep.[Minimo[19 Quart[Mediana]Média[3? Quart|Maximo| D.P. [% Cobert[EQM*
Total| MVC | 3490 | 0,0554 | 0,0766 | 0,084 [0,0865| 0,0935 | 0,4175 [0,0208] 97 0,02
MVI | 300 |0,0136 | 0,0877 | 0,1134 [0,1072| 0,1381 | 0,3248 | 0,042 41 0,05
BNC | 3490 | 0,0554 | 0,0768 | 0,084 |0,0866| 0,0935 | 0,4212 |0,0209| 94 0,07
BIC | 3490 | 0,0556 | 0,0768 | 0,0839 [0,0861| 0,0932 | 0,2946 [0,0176| 95 0,05
BNI 300 |0,0126 | 0,0322 | 0,0707 |0,0928| 0,1631 | 0,3933 |0,0854 12 0,08
BII 300 |0,0159 | 0,0333 | 0,0764 |0,0912| 0,1557 | 0,3332 |0,0784 8 0,07
5-9 | MVC 52 | 0,0775 | 0,1401 | 0,1566 |0,1786| 0,1873 | 0,4175 |0,0771 85 0,5
MVI 30 |0,0481 | 0,1272 | 0,164 [0,1931| 0,2078 | 1,1074 [0,1828 7 4,69
BNC 52 | 0,0768 | 0,1395 | 0,158 [0,1792| 0,1871 | 0,4212 |0,0791 69 1,02
BIC 52 | 0,0772 | 0,1275 | 0,145 [0,1564| 0,167 | 0,2946 [0,0515 81 1,19
BNI 30 | 0,0313 | 0,0574 | 0,0827 [0,1324| 0,1269 | 1,1074 |0,1931 73 4,13
BII 30 | 0,0446 | 0,0714 | 0,0909 [0,1361| 0,1429 | 1,1074 [0,1878| 63 3,87
10-19] MVC 38 |0,0961 | 0,1252 | 0,1435 |0,1443| 0,1528 | 0,2426 [0,0292 84 0,17
MVI 30 | 0,0345 | 0,1087 | 0,1525 [0,1465| 0,1814 | 0,2557 [0,0488 7 0,81
BNC 38 0,099 | 0,1253 | 0,1435 |0,1439| 0,1543 | 0,2423 |0,0293| 58 0,27
BIC 38 | 0,0965 | 0,1216 | 0,1374 [0,1368| 0,1471 | 0,2169 [0,0248| 68 0,52
BNI 30 | 0,0179 | 0,0612 | 0,0988 | 0,108 | 0,1481 | 0,3307 [0,0674| 59 0,71
BII 30 | 0,0181 | 0,0606 | 0,094 [0,0934| 0,1264 | 0,1759 [0,0444| 67 0,32
20-29] MVC 35 |0,0954 | 0,1198 | 0,1285 [0,1333| 0,1471 | 0,21 |[0,0232 49 0,07
MVI 30 | 0,0695 | 0,0893 | 0,1185 [0,1182| 0,138 | 0,1851 [0,0305 36 0,29
BNC 35 | 0,0967 | 0,1196 | 0,1279 [0,1339| 0,1507 | 0,2069 [0,0226| 29 0,14
BIC 35 0,096 | 0,1175 | 0,1259 | 0,131 | 0,1468 | 0,197 |0,0208| 51 0,37
BNI 30 | 0,0404 | 0,1156 | 0,1518 [0,1489| 0,1719 | 0,3065 |0,0584| 24 0,94
BII 30 | 0,0351 | 0,1142 | 0,1419 [0,1477| 0,1815 | 0,3211 | 0,056 20 0,87
30-39] MVC | 117 | 0,066 | 0,0966 | 0,1052 |0,1064| 0,1167 | 0,1517 |0,0153 76 0,03
MVI 30 | 0,0136 | 0,0884 | 0,1122 [0,1099| 0,1397 | 0,1867 |0,0429| 27 0,31
BNC | 117 |0,0656 | 0,0955 | 0,1045 |0,1064| 0,1171 | 0,1505 |0,0152 67 0,1
BIC 117 | 0,0659 | 0,0951 | 0,1039 |0,1055| 0,1159 | 0,1478 |0,0146 70 0,12
BNI 30 | 0,0126 | 0,0608 | 0,1403 [0,1383| 0,2032 | 0,3831 |0,0891 13 1,2
BII 30 | 0,0126 | 0,0491 | 0,1359 [0,1291| 0,1839 | 0,2901 [0,0782 17 0,93
40-44] MVC | 638 | 0,0627 | 0,0834 | 0,0913 [0,0918| 0,0991 | 0,1302 |0,0114| 97 0,02
MVI 30 | 0,0318 | 0,0853 | 0,1049 [0,1044| 0,1261 | 0,1626 [0,0315 37 0,19
BNC | 638 |0,0623 | 0,0836 | 0,0913 |0,0918| 0,0991 | 0,1312 [0,0114| 92 0,07
BIC 638 | 0,0625 | 0,0835 | 0,0911 |0,0915| 0,0987 | 0,1297 |0,0111 93 0,05
BNI 30 | 0,0265 | 0,0798 | 0,158 [0,1506| 0,2173 | 0,291 [0,0784| 20 1,23
BII 30 | 0,0251 | 0,0623 | 0,1452 [0,1423| 0,2035 | 0,3048 [0,0765 11 1,05
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Tabela 4: Resumo das estimativas de v: Maxima Verossimilhanga Completa (MVC) e
Incompleta (MVI), Bayesiana Nao Informativa Completa (BNC) e Incompleta (BNI) e
Bayesiana Informativa Completa (BIC) e Incompleta. (BII).* Os valores de EQM estao
multiplicados por 102.

m |[Método|N. Rep.[Minimo[19 Quart|Mediana|Média[3° Quart|Méaximo| D.P. [% Cobert[EQM*
45| MVC | 394 [0,0582| 0,079 | 0,0861 [0,0868| 0,0935 | 0,1199 |0,0105 98 0,02
MVI 30 |0,0639 | 0,0856 | 0,1177 |0,1106| 0,1336 | 0,1492 | 0,027 41 0,21
BNC | 394 |0,0577 | 0,0792 | 0,0863 [0,0868| 0,0934 | 0,1184 |0,0105 97 0,06
BIC 394 | 0,058 | 0,0792 | 0,0861 |0,0867| 0,093 | 0,1169 [0,0103 97 0,03
BNI 30 |0,0215 | 0,0342 | 0,0659 |0,1165| 0,2039 | 0,2987 [0,0912 21 1,05
BII 30 |0,0214 | 0,0361 | 0,1445 |0,1172| 0,1845 | 0,287 [0,0873 7 0,96
46| MVC | 499 | 0,0582 | 0,0769 | 0,0833 [0,0841| 0,0908 | 0,1164 |0,0102 98 0,02
MVI 30 |0,0244 | 0,0829 | 0,1155 |0,1064| 0,1235 | 0,1874 |0,0343| 42 0,23
BNC | 499 |0,0577 | 0,077 | 0,0832 [0,0842| 0,0909 | 0,1155 |0,0103 98 0,06
BIC 499 |0,0579 | 0,077 | 0,0832 |0,0841| 0,0907 | 0,1147 |0,0101 98 0,03
BNI 30 |0,0212 | 0,0255 | 0,0333 | 0,064 | 0,0451 | 0,3871 | 0,081 6 0,71
BII 30 |0,0216 | 0,028 | 0,034 |0,0678| 0,0456 | 0,3331 | 0,079 3 0,65
47| MVC | 643 [0,0583 | 0,0738 | 0,08 [0,0806] 0,0865 | 0,1151 |0,0096 98 0,01
MVI 30 0,069 | 0,0907 | 0,1033 |0,1093| 0,1316 | 0,1594 |0,0264| 50 0,19
BNC | 643 |0,0582 | 0,0737 | 0,08 [0,0806| 0,0862 | 0,1138 |0,0096 98 0,05
BIC 643 | 0,0585 | 0,0738 | 0,08 |0,0806| 0,0861 | 0,113 [0,0095 98 0,02
BNI 30 |0,0171 | 0,0284 | 0,0356 |0,0733| 0,1036 | 0,2587 [0,0749 6 0,61
BII 30 |0,0159 | 0,0275 | 0,0367 |0,0716| 0,0849 | 0,2714 |0,0764 6 0,63
48] MVC | 642 [0,0554 | 0,0723 | 0,0785 [0,0788] 0,0843 | 0,1086 |0,0094| 97 0,01
MVI 30 |0,0265 | 0,0767 | 0,0905 [0,0981| 0,1235 | 0,2489 [0,0418 53 0,25
BNC | 642 |0,0554 | 0,072 | 0,0783 [0,0789| 0,0842 | 0,1077 |0,0095 97 0,05
BIC 642 | 0,0556 | 0,0722 | 0,0783 |0,0789| 0,084 | 0,1071 |0,0093 98 0,02
BNI 30 |0,0152 | 0,0258 | 0,0296 |0,0435| 0,0364 | 0,3933 |0,0667 3 0,58
BII 30 |0,0154 | 0,0261 | 0,0297 | 0,046 | 0,0361 | 0,3303 |0,0595 7 0,49
49| MVC | 432 | 0,0609 | 0,076 | 0,0831 |0,0842] 0,091 | 0,137 |0,0119 96 0,01
MVI 30 |0,0624 | 0,099 | 0,1106 |0,1125| 0,1273 | 0,1678 [0,0238 21 0,21
BNC | 432 |0,0607 | 0,0759 | 0,0832 [0,0842| 0,0911 | 0,1366 | 0,012 95 0,05
BIC 432 | 0,0609 | 0,076 | 0,0832 |0,0841| 0,0909 | 0,1351 |0,0117| 95 0,03
BNI 30 |0,0222| 0,0314 | 0,0397 |0,1103| 0,2131 | 0,372 [0,1084 14 1,31
BII 30 |0,0225| 0,0317 | 0,0391 [0,1061| 0,2176 | 0,3095 |0,0991 3 1,07
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Figura 22: Boxplot para as estimativas de - por faixa de tamanho final(30 replicagoes para cada faixa). O valor

verdadeiro de v é 0,08.
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Figura 23: Boxplots com apenas os quantis, considerando todas as séries simuladas para . O valor verdadeiro de v é

0,08.
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Tabela 5: Resumo das estimativas de Ry: Maxima Verossimilhanga Completa (MVC) e
Incompleta (MVI), Bayesiana Nao Informativa Completa (BNC) e Incompleta (BNI) e
Bayesiana Informativa Completa (BIC) e Incompleta. (BII).

m |Método[N. Rep.[Minimo[1Y Quart[Mediana]Média|3Y Quart|Méximo[ D.P. [% Cobert[EQM

Total| MVC | 3490 | 0,912 2,607 2,973 2,982 | 3,345 5,296 |0,638 80 0,57

MVI 300 0,931 1,506 2,057 (2,304 | 2,23 11,406 |0,932 0 1,61

BNC | 3490 | 0,979 2,66 3,037 |3,048 | 3,419 5,252 10,643 95 0,81

BIC 3490 | 1,121 2,668 3,039 |3,051| 3,416 5,216 |0,627 95 0,79

BNI | 300 | 0,816 | 1,477 | 2,335 |5,253| 5,385 | 23,428 3,335| 16 |21,61

BII 300 0,703 1,579 2,324 | 5,174 | 5,751 | 15,829 |3,145 15 19,51

59 | MVC 52 0,912 0,948 0,974 |0,974 1 1,039 0,029 0 4,8

MVI | 30 | 0931 ] 095 | 0,973 |0982] 1,014 | 1,054 [0,038] 0© 4,77

BNC 52 0,979 1,08 1,109 | 1,111 1,146 1,237 10,047 4 4,47

BIC 52 1,121 1,199 1,239 |1,249| 1,278 1,488 | 0,08 23 3,97

BNI 30 0,816 1,018 1,071 | 1,081 1,133 1,611 |0,154 0 4,72

BII 30 0,703 1,065 1,183 | 1,17 1,306 1,426 0,166 7 4,47

10-19] MVC 38 1,036 1,081 1,104 |1,122| 1,162 1,307 |0,064 0 4,14
MVI 30 1,032 1,069 1,1 1,127 | 1,161 1,424 (0,084 0 4

BNC | 38 | 1,112 | 1,17 | 1,208 |1,216| 1,255 | 1,414 |0,066] 0 3,91

BIC 38 1,165 1,249 1,272 | 1,288 | 1,329 1,479 | 0,06 0 3,65

BNI 30 0,91 1,088 1,146 | 1,209 | 1,357 1,552 0,172 4 3,94

BII 30 | 0979 | 1,155 | 1,256 |1,296| 1,43 | 1,777 [0,208] 0 3,67

20-29| MVC 35 1,236 1,381 1,449 | 1,454 | 1,549 1,65 (0,106 0 2,89

MVI 30 1,269 1,36 1,44 |1,431] 1,498 1,562 |0,086 0 2,88

BNC | 35 | 1,284 | 1445 | 1,493 | 1,5 | 1,583 | 1,677 (0,099 0 2,83

BIC 35 1,307 1,472 1,524 |1,535| 1,611 1,697 0,095 0 2,72

BNI 30 1,063 1,252 1,367 | 1,413 | 1,486 2,941 (0,341 4 3,22

BII 30 1,218 1,319 1,486 | 1,463 1,59 1,812 0,159 0 2,95

30-39| MVC 117 1,57 1,819 1,94 |1,951| 2,071 2,472 10,186 6 1,49

MVI 30 1,518 1,715 1,825 1,999 | 1,909 4,157 0,583 0 1,61

BNC 117 1,613 1,877 2,009 |2,007| 2,137 2,513 (0,192 45 1,52

BIC 117 1,646 1,893 2,024 | 2,025 2,15 2,52 10,189 46 1,47

BNI 30 1,406 1,706 1,786 | 1,916 1,95 4,534 10,557 3 1,97

BII 30 1,416 1,653 1,864 | 1,98 | 2,076 4,327 0,545 0 1,82

40-44| MVC 638 1,836 2,288 2,47 |2,492| 2,685 3,629 (0,275 43 0,57

MVI | 30 1,79 | 1,805 | 2,063 |2,251| 2,163 | 7,126 |0,934] 0 1,63

BNC 638 1,851 2,343 2,525 | 2,55 | 2,743 3,648 (0,284 96 0,73

BIC | 638 | 1,873 | 2,355 | 2,533 |2,558| 2,753 | 3,638 |0,28 96 0,71

BNI 30 1,475 1,915 2,164 | 2,441 | 2411 5,728 10,946 23 1,77

BII 30 1,79 1,951 2,131 |2,359 | 2,352 4,478 0,703 20 1,39
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Tabela 6: Resumo das estimativas de Ry: Maxima Verossimilhanga Completa (MVC) e
Incompleta (MVI), Bayesiana Nao Informativa Completa (BNC) e Incompleta (BNI) e

Bayesiana Informativa Completa (BIC) e Incompleta. (BII).

m|Método|N. Rep.[Minimo[19 Quart|Mediana|Média[3° Quart|Maximo| D.P. [% Cobert|EQM
45 MVC | 394 | 2,005 | 2,576 | 2,755 |2,781| 2,956 | 3,835 |0,285] 78 | 0,33
MVI | 30 | 1,926 | 2,009 | 2,063 |2,117| 2,204 | 2,602 [0,152| 0  |1,07
BNC | 394 | 2,057 | 2,64 | 2,804 |2,841| 3,018 | 3,972 (0,294 99 |0,53
BIC | 394 | 2,074 | 2,647 | 281 |2,845| 3,018 | 3958 [0,280| 99 | 0,52
BNI | 30 | 0951 | 231 | 2,577 | 311 | 3815 | 6,562 [1,273| 38 [257

BII 30 | 1,926 | 2,304 | 2,614 |3,453| 4,429 | 7454 |1,523| 31 3,4
46| MVC | 499 | 2,224 | 2,767 | 2,947 |2,987| 3,193 | 3,979 |0,322] 94 0,29
MVI 30 | 1,909 | 2,083 | 2,167 | 2,52 | 2,294 | 11,406 |1,624 3 2,96

BNC | 499 | 2,257 | 2,822 | 3,023 [3,054| 3,274 | 4,096 |0,332] 100 |0,54
BIC | 499 | 2,267 | 2,825 | 3,023 |3,055| 3,274 | 4,03 |0,327] 100 |0,53
BNI 30 | 2,126 | 3,05 | 4,509 |4,581| 559 | 8,792 |1,807| 25 7,24
BII 30 | 2,082 | 2914 | 4,504 |5255| 6,92 | 11,528 [2,642| 28 |13,76
47| MVC | 643 | 2,306 | 2,027 | 3,185 |3,204| 3,431 | 4,677 |0,384] 97 0,36
MVI | 30 1,98 2,12 | 2,198 [2,236| 2,366 | 2,515 | 0,15 0 0,85
BNC | 643 | 2,363 | 2,994 | 3,241 [3,269| 3,5 4,844 |0,396| 100 | 0,65
BIC | 643 | 2,372 | 2,993 | 3,239 |3,267| 3,495 | 4,816 |0,39| 100 |0,63
BNI 30 | 2,062 | 3,003 | 6,085 |5846| 8,237 | 10,459 |2,726] 15  |18,79
BII 30 | 1,985 | 2,546 | 584 |[5605| 7,899 | 11,135 |2,674| 6 17,26
48] MVC | 642 | 2,259 | 3,137 | 3,378 | 3,44 | 3,707 | 5,059 |0,436] 99 0,56
MVI | 30 | 1,948 | 2,137 | 2,224 |2,557| 241 | 7,536 |1,237| © 1,83
BNC | 642 | 2,298 | 3,207 | 3,449 |3,509| 3,76 | 5,202 |0,447| 99 0,88
BIC | 642 | 2,307 | 3,207 | 3,448 |3,504| 3,762 | 5,168 |0,44| 99 0,86
BNI 30 | 2,358 | 7,258 | 8,804 |8,961| 10,414 | 16,124 |2,961 3 41,01
BII 30 | 2,172 | 7,104 | 8,692 |8,531| 10,276 | 15,829 |3,336] 13  |50,69
49| MVC | 432 | 2,353 | 3,08 | 3,391 |3,429| 3,706 | 5,296 |0,486] 98 0,59
MVI | 30 | 2021 | 2,136 | 2,288 | 2,28 | 2,389 | 2,731 |0,171 0 0,78
BNC | 432 | 2,435 | 3,152 | 3,462 [3,502| 3,802 | 5,252 [0,498| 98 0,91
BIC | 432 | 2,444 | 3,148 | 3,457 |3,497| 3,796 | 5216 |0,491| 98 |0,891
BNI 30 | 1,977 | 2,609 | 7,199 |7,031| 9,927 | 23,428 |4,921 0 46,7
BII 30 | 2,139 | 2,615 | 7,153 |6,431| 8,964 | 13,201 |3,593] 0 29,66
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Figura 24: Boxplot para as estimativas de Ry por faixa de tamanho final(30 replicagoes para cada faixa). O valor
verdadeiro de Ry é 3,125.
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Figura 25: Boxplots com apenas os quantis, considerando todas as séries simuladas para Ry. O valor verdadeiro de Ry

¢ 0,08.
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Através dos boxplots (figuras 20 a 25) e tabelas (tabelas 1 a 6) , podemos concluir
que temos uma maior variabilidade nas estimativas quando temos dados incompletos
ao compararmos com dados completos. Também pode-se notar que as coberturas dos
intervalos de confianga/credibilidade 95 % foram baixas para algumas faixas de tamanhos

finais, mesmo quando se tem dados completos.

Podemos notar também que, quando aumentamos o tamanho final da epidemia(m),
as estimativas para (§ e Ry aumentam, sobretudo para dados incompletos. Para «, quando
temos aumento no tamanho final, temos estimativas menores, especialmente quando temos

dados incompletos.

Observando-se as médias dos erros quadraticos médios nas faixas de tamanho final,
verifica-se que o EQM das trés metodologias com dados completos é muito semelhante.
Nota-se também que, para dados incompletos, temos EQM menor para a estimativa por
maxima verossimilhanca para quase todas as faixas de tamanho final, sobretudo nas faixas
de tamanho final grandes para § e Ry, em que estes parametros foram superestimados

pelas estimativas bayesianas.

Observa-se também que as estimagoes utilizando prioris informativas foram, em geral,
mais proximas do valor real dos parametros do que as estimagoes com prioris nao infor-
mativas, especialmente quando temos informagao incompleta. Contudo, as prioris in-

formativas nao foram necessarias para corrigir o vicio da estimacao devido ao tamanho

final.

Logo, podemos concluir que o tamanho final da epidemia afeta bastante na qualidade

das estimativas, principalmente quando se trata de dados incompletos.

Para saber em quais tamanhos finais temos as maiores diferencgas entre as estimativas,
fez-se graficos do desvio vs. o tamanho final da epidemia (m). Denomina-se desvio a

diferenca entre a estimativa com dados completos e a estimativa com dados incompletos.

Através da figura 26, podemos concluir que os maiores desvios estao nos maiores
tamanhos finais da epidemia, ou seja, para valores grandes de tamanhos finais da epidemia

que temos as maiores diferencas entre as estimativas com dados completos e incompletos.
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Figura 26: Desvio vs. Estimativas.

3.2 Exemplo de Aplicacao com Dados Reais - Dados de
Variola

Nesta secao sera feita uma aplicacao com dados reais. O principal objetivo desta
aplicacao é verificar se o algoritmo para estimacao com dados incompletos utilizado na
se¢ao anterior produz resultados semelhantes aos obtidos nas literaturas. Outro objetivo
¢ mostrar como foi detectada a convergéncia das estimativas da se¢do anterior (figura 27)

e como foi tomada a amostra final com pouca dependéncia (figura 27) na se¢ao anterior.

Os dados foram obtidos de uma epidemia de variola em uma comunidade de 120
individuos em Abakaliki, Nigéria (ver Bailey, 1975). Os dados consistem em 29 tempos
de remogao. Nao temos os tempos de infec¢ao. Se o dia de inicio da epidemia for o dia
zero, os 29 dias em que as remocgoes foram observadas sao: 0, 13, 20, 22, 25, 25, 25, 26,

30, 35, 38, 40, 40, 42, 42, 47, 50, 51, 55, 55, 56, 57, 58, 60, 60, 61, 66, 66, 71, 76.
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Para todas as estimativas foram feitos graficos de séries temporais com a finalidade
de verificar a convergéncia (figura 27). Um burn-in de 5000 foi utilizado e foram tomadas
amostras com intervalos de 100 cada uma para tomarmos amostras independentes. No

final, obteve-se uma amostra de tamanho 250.
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Figura 27: Convergéncia das estimativas (estimativa bayesiana utilizando prioris infor-
mativas)
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Figura 28: Gréfico das autocorrelagoes. Em a, temos as autocorrelagoes para § e em
b temos a autocorrelacoes para . Esta foi a estimativa bayesiana utilizando prioris

informativas.
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Tabela 7: Estimativas para os dados de variola e comparacao com as estimativas obtidas

na literatura.

MV= Maxima Verossimilhanca, N. Inf.

informativas, Inf. = Bayesiana com prioris informativas.

= Bayesiana com prioris nao

Parametro Método Valor |Desvio-padrao|Int. cred./conf. 0,95
I} MV 0,00087 0,00018 (0,00058;0,00127)
MV-Bailey(1975) 0,00088 0,00025 -
N. Inf. 0,00088 0,00021 (0,00049;0,00131)
N. Inf.-O’Neill e Roberts(1999)(0,00090 0,00019 -
Inf. 0,00090 0,00016 (0,00060;0,00124)
Inf.-O’Neill e Roberts(1999) |0,0011 0,0001 -
v MV 0,0916 0,0188 (0,0606;0,1306)
MV-Bailey(1975) 0,091 0,031 -
N. Inf. 0,0950 0,0223 (0,0572;0,1452)
N. Inf.-O’Neill e Roberts(1999) 0,098 0,0207 -
Inf. 0,0974 0,0187 (0,0649;0,1366)
Inf.-O’Neill e Roberts(1999) | 0,107 0,009 -

As prioris ndo informativas sao dadas por: 3~ T'(0;0) e~y ~ T'(0;0) e —Iy ~ exp(0, 1).

As prioris informativas sdo as mesmas utilizadas por O’Neill e Roberts(1999), dadas por:
B ~ I'(10;10000) e v ~ I"(10;100) e —Iy ~ exp(0,1). Entdo, as médias a priori para [,

v e —Iy sao 0,0001, 0,1 e 10, respectivamente.

Através da tabela 7, vemos que as estimativas estao bastante proximas comparadas a

literatura. A estimativa de méxima verossimilhanca estd bem proxima com a estimativa

de méaxima verossimilhanga encontrada em Bailey(1975) e as estimativas bayesianas estao

muito proximas das estimativas bayesianas encontradas em O’Neill e Roberts(1999).
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Figura 29: Distribui¢do a posteriori para os parametros 3 (painel superior) e 7 (painel
inferior). As legendas para os dois graficos sao iguais.
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4 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, estivemos interessados em estudar a estimacao de pard-metros em
modelos SIR estocasticos. Nas simulagoes, verificamos que as estimativas sao bastante
dependentes do tamanho final da epidemia. Tal vicio pode ser notado através do fato de
termos cobertura dos intervalos de confianga/credibilidade 95 % diferentes para cada faixa
de tamanho final. Também podemos ver este viés através das médias diferentes de erros
quadraticos médios nas diferentes faixas de tamanho final. O problema da baixa cober-
tura dos intervalos de confianga/credibilidade e diferenca nas médias de erros quadraticos

médios pode ser notado tanto para dados completos quanto para dados incompletos.

Através das simulagoes, pode-se concluir também que, na abordagem bayesiana, a
utilizacao de prioris mais informativas em geral traz estimativas mais proximas ao valor
real do parametro, contudo o vicio na estimativa devido ao tamanho final da epidemia

nao ¢ corrigido através do uso destas prioris.

Portanto, como trabalhos futuros, tentar-se-4 propor estimadores menos viciados para
os parametros do modelo SIR. Por exemplo, pode-se tomar outras distribuicoes de pro-
babilidade para os tempos de transicao do mo-delo, como ja foi proposto por Streftaris e
Gibson (2004) e verificar o vicio do estimador com relagdo ao tamanho final. Uma outra
melhoria que pode ser realizada nas estimagoes é nao utilizar independéncia a priori para
os parametros (3 e v do modelo. No modelo bayesiano estudado, supomos independéncia
a priori dos parametros, suposicao que pode ter feito com que a qualidade das estimativas
diminuisse. Outra modificagao no modelo que podera ser estudada é utilizar o modelo
SEIR ao invés do modelo SIR. E muito importante que se considere o compartimento

dos expostos, pois h& a necessidade de se considerar o periodo de laténcia na modelagem
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de epidemias. No futuro, também serao estudados outros métodos de estimacao, como

baseadas em martingais e baseadas no algoritmo EM.
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Apéndice

Propriedade 1 - Falta de meméria:

Vs, t >0, P(T>t+s/T >t)=P(t>s)

A distribuicao exponencial de taxa de falha A possui esta propriedade, pois:

P(T>t+8T>8) g PT>t+4s) e 0
P(T > t) P(T > ) e

P(T>t+s/T>t)=
P(T > s).



Apéndice 7

Propriedade 2 - Minimo entre duas exponenciais:

O minimo entre 2 exponenciais de taxa de falha A e Ay possui distribui¢ao exponencial

de taxa de falha \; + .
Demonstracao:

Seja Z = minimo(Xy, X3) com X; e X, independentes de distribui¢ao exponencial

com taxas de falha A\; e Ay respectivamente.

P(Z>2)=P(X;>2X,>2) = P(X; > 2)P(X, > 2) = e M7 22% = g=(ith2)z,
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Definigao da matriz de informacgao de Fisher: Seja 8 = (64, ..,0,) € © aberto em
Re. Se {p(z/0),0 € O} ¢ a familia de probabilidades onde as condigoes de regularidade

a seguir valem para cada coordenada 0;, j=1,...,d:
Condigao 1:

i) A={z:p(x/0) > 0} nao depende de

Olnp(x/0)
00

i) Ve € A, VO € O, existe e é finita.

Condigao 2: Se T é qualquer estatistica tal que Ey (|T]) < oo, VO € ©, entdo
0

2 { [reomem dx} — [ 1) /) ds

Entao, a matriz de informacao de Fisher é dada por:

hy = (05 0) onde (1 (6) = £ (- mp a/0) g /0))
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Teorema 1: Se Xi,..., X, é iid. P onde P € ), um modelo contendo P =
{Pg 10 € @} tal que:

(i) © aberto C RP.

(ii) Densidades de Py sao p(.,80),0 € ©.

Se as condigoes a seguir valem para p = logp(z, 0) :

AO. ¥ = (¢Y1,...,¢,)T, onde ¢; = ggﬂ ¢ bem definida e

J

1 < - -
— E ¥(X;,0,) =0, onde 0, é a estimativa de minimo contraste.
n

=1

A1l. O parametro 6(P) dado pela solucao de
/ O(z,0)dP(x) = 0 (4.1)

¢ bem definida em Q tal que 8(P) é a tnica solugao da equagao 4.1.
A2. E,|¥(X;,0(P))|* < oo, onde |-| é a norma Euclidiana.

A3. ;(-,0), 1 < i < p, tem derivadas parciais de primeira ordem com respeito a

todas as coordenadas e

Ep|D¥(X;,0)| < oo

onde

EpD¥(X1,0) = HEP
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é nao singular.
Ad. sup {|1 30 (DU(X;,t) — W(X,;,0(P)))|: [t —6(P)] <e,} L 0see, — 0.
A5. 0, 5 0(P) para todo P € Q).
AG6. Se [(+,0) é diferenciavel,

EgD¥(X,,0) = —Eg®(X,,0)DI(X,,0)=—Covg(¥(X,,0), DI(X,,0)).

Entao, o estimador de méaxima verossimilhanca 6,, satisfaz

N R _
0":“5;[ L(@)DI(X1,0) + 0,(n"1/?).

Logo

Vi(0, —6) L N(0,171(6)).
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Algumas Distribuigoes Importantes na Analise de Sobrevivéncia

1
Funcao densidade de probabilidade: f (t) = limAt_’OA_tP [t <T <t+ At
t
Funcao de distribuicao acumulada: F (t) = P (T <t) = / f(s)ds
0

Funcao de sobrevivéncia: S(t) =P (T'>t)=1—-F (t) = / f(s)ds
f(t

1
Funcgao risco: A(t) = limAtHOEP t<T<t+At/T>t]= T

~ | ~~—

t t
Funcgao risco acumulada: A (t) = / A(s)ds = %;)()ds. Fazendo a substi-
o 1—F (s

0
tuigao simples u = 1 — F' (s) temos que: A (t) = —In (S (¢))



