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Resumo

A Teoria de Sturm-Liouville tem grande importancia no estudo de equacgoes diferenciais
de segunda ordem. Um estudo recente derivado deste tema é a Teoria de Sturm-Liouville
Multi-Intervalos, que busca resolver problemas de equagoes diferenciais em varios intervalos.
O objetivo deste trabalho é introduzir uma aplicacao desta teoria para mostrar uma nova
maneira de estudar o espalhamento quantico em superficies nao-regulares, buscando

mostrar sua relevancia e abrir novas possibilidades para este estudo.

Palavras-chave: Sturm-Liouville. condi¢des de contorno. espalhamento. mecanica quan-

tica.



Abstract

The Sturm-Liouville Theory is of great importance in the study of second order differential
equations. A recent study derived from this topic is the Multi-Interval Sturm-Liouville
Theory, which seeks to solve problems of differential equations at various intervals. The
objective of this work is to introduce an application of this theory to show a new way of
studying quantum scattering on non-regular surfaces, seeking to show its relevance and

open new possibilities for this study.

Keywords: Sturm-Liouville. boundary conditions. scattering. quantum mechanics.
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1 Introducao

A propagagao de particulas livres em uma superficie regular pode ser interpre-
tada de duas maneiras distintas seguindo o formalismo da mecénica quantica. A primeira,
obtida através de uma forte intuigao fisica, consiste na resolugao da equagao de Schrodinger
em R? sujeita a um forte potencial atrativo muito préximo & superficie em questéo, que
surge devido ao “achatamento da onda” e das forgas necessarias para conté-la no espaco de
estudo. Neste caso, segundo (COSTA, 1981), surge um potencial geométrico que depende
das curvaturas média e Gaussiana da superficie. Desta forma a equacao de Schrodinger se
torna: 12 P 12

—5, AW+ VoW = ih—, com V; = —%(MQ —- K), (1.1)

onde Azp ¢é o operador de Laplace-Beltrami definido na superficie, V, representa o po-
tencial geométrico, M ¢é a curvatura média da superficie, K a curvatura Gaussiana, h é a

constante de Planck e m é a massa reduzida.

A segunda consiste na resolucao da equagao de Schrodinger adaptada a super-

ficie: o P
——A; gV =ih—

om 1P ! ot’

Neste caso, potenciais surgirao naturalmente devido a utilizagao do operador

(1.2)

de Laplace-Beltrami, mas ndo ha a contribui¢do de nenhum potencial geométrico (é como
se a onda ndo enxergasse uma terceira dimensao). O formalismo correto ainda é motivo de
discussao, pois o potencial geométrico ¢é dificil de ser detectado, ja que nao é da ordem de

h, mas sim da ordem de A2

Quando introduzimos algum tipo de descontinuidade através de vincos que co-
nectam duas superficies; como o cone colado no plano (ver Figura 1), o primeiro formalismo
perde o sentido. Neste caso, o potencial geométrico se torna intratdvel matematicamente.
Surgem potenciais nao distribucionais e, consequentemente, estados ligados de energia
infinita. Entretanto, no segundo formalismo podemos regularizar as descontinuidades do
vinco, encontrando assim potenciais distribucionais. Estes nos levam a introducao de

condigbes de contorno nos vincos (condigoes de colagem da fungao de onda).

Motivados pela discussao acima, procuramos, neste trabalho, encontrar ob-
servaveis fisicos, como a se¢ao de choque de espalhamento em superficies nao regulares
seguindo o segundo formalismo de (ADHIKARI, 1986; LAPIDUS, 1982). Notamos que

podemos olhar os vincos nao apenas de uma maneira regularizada, como discutido acima,
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Figura 1 — O cone colado no plano. O vinco ¢é representado pelo circulo conectando o cone
ao plano.

mas também como colagem descontinuas de superficies. Neste tltimo caso, condigoes
de contorno arbitrarias nos vincos se tornam possiveis e, como queremos uma evolugao
unitaria, devemos impor condi¢oes que tornam o problema auto-adjunto. Devido a simetria
de rotacgao, devemos colar os intervalos radiais - no cone colado no plano devemos colar o
intervalo radial (0, 7o), onde ry representa o raio do cone (vinco), com o intervalo (7, o),
representando o restante do plano. Para tanto, utilizaremos a teoria de Sturm-Liouville
multi-intervalos desenvolvida em (WU, 2009). Ao analisarmos ambos os métodos - regula-
rizacdo da superficie nao regular e problema de Sturm-Liouville multi-intervalos - a ideia
¢ compara-los e determinar se ha alguma relagao entre eles. Por exemplo, se existe uma

condicao de contorno mais fisica que todas as outras.

Por fim, determinada a solugao, a intencao é estudar o espalhamento nessas
superficies, seguindo conceitos desenvolvidos em (ADHIKARI, 1986). Com o comporta-
mento assintético e a solucao dada pelos métodos anteriores, serd possivel determinar as
constantes que determinam o espalhamento e que sao necessarios para o calculo da secao
de choque total. Com a secdo de choque total em maos, analisaremos se os resultados

obtidos fazem sentido fisicamente.

O espalhamento quantico no cone foi estudado em (BARROSO; PITELLI,
2017). Entretanto, por se tratar de um espago assintoticamente distinto do plano euclidiano,
uma redefinicdo de ondas planas se torna necessaria, algo de certa forma artificial. Neste
trabalho, entretanto, estudamos ondas em um espaco assintoticamente Euclidiano, de

forma que a influéncia do cone no espalhamento pode ser vista de maneira mais natural.

De uma maneira geral, nosso objetivo principal é tratar de uma aplicacao da
recente teoria de Sturm-Liouville multi-intervalos para analisar o vinco. Nosso foco nao se
dard no apice do cone, uma vez que esse problema ja foi estudado em (KAY; M.STUDER,
1991). Além disso, buscaremos determinar uma condic¢ao de contorno que melhor representa

o problema, mas sem ter a certeza de que tal método é decisivo, entendemos que existam
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outras maneiras de se tratar esse problema e nossa proposta é apenas uma delas.

Com esta introducao, buscamos justificar a importancia do trabalho. Agora
daremos a estrutura que o trabalho tera para que seja possivel seu real entendimento. No
Capitulo 2, introduziremos um estudo feito em (COSTA, 1981) sobre a equagao de Schro-
dinger num fio regularizado e depois aplicar a teoria de Sturm-Liouville multi-intervalos
neste mesmo modelo. No Capitulo 3, serd detalhada a teoria de Sturm-Liouville, primeiro
para um intervalo, seguindo as referéncias (ADKINS, 2014; H6NIG, 1970; ZETTL, 2005)
para que seja possivel um melhor desenvolvimento da multi-intervalos, seguindo as referén-
cias (WU, 2009; ZETTL, 2005). Além disso, no Capitulo 4, descreveremos o fen6meno do
espalhamento quantico em duas dimensbes baseado nas referéncias (ADHIKARI, 1986;
LAPIDUS, 1982). Com esses capitulos, teremos o referencial tedrico necessério para traba-

lhar no problema proposto.

No Capitulo 5, modelaremos o problema de estudar o espalhamento quantico no
cone para obter uma condi¢ao de contorno que acreditamos ser uma condicao preferencial
para tal problema. Com tal condicao, buscaremos determinar se ela é auto-adjunta de
acordo com a Teoria de Sturm-Liouville. Por fim, no Capitulo 6, explicitaremos observéaveis
fisicos dessa condicao, assim como de algumas outras de modo a compara-las e entender

se ha algum fator que torne tal condicao preferencial.
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2 Motivacao Fisica

Para mostrar que é possivel conseguir resultados diferentes dos apresentados
em (COSTA, 1981), usaremos a teoria, que serd aprofundada no Capitulo 3, de (ZETTL,
2005). A proposta de (COSTA, 1981) ¢é usar o fio curvo:

Figura 2 — Modelo para um fio curvo.

Com tal regularizagao (a é o raio da circunferéncia e 6 o dngulo das retas

tangentes), a equacao de Schrodinger se torna:

—— —— + V(s)¥ = KV, (2.1)
s
onde o potencial, V(s), novamente vem de sua curvatura no plano (assim como o da

superficies) e é dado por

h2
—— 0
V(s) = vt |s| < a
0, |s|=ab

(2.2)

Para simplificar as contas, como h”/m é uma constante, vamos considera-la
como 1 (ou, alternativamente, podemos inclui-la no valor de k). Dito isso, a solugao tem

forma:

e L Re™Fs s < —ab

—1—4a2k2 1_4a2k2
U(s) =4 0T L DeVTE S _a<s<al - (2.3)

Te*s,  s>ab

com |R|> + |T]* = 1 (este condi¢do vem da unitariedade do problema). Usando que ¥ é de

classe C! (funcdo continua com derivada continua), obtemos que:
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i 22
6—21(1,1()9(629 —4da“k -1_4

(—1—4ak (2ak+i\/—4a2 k2—1) ) 204/ —4a2k2 -1 +4ak (2ak—i\/—4a2 k2 —1) +1

— 4aky/—4a2k2 —1c—210k0
4ak\/—4a2k2—1 cosh(@\/—4a2k2—l) —i(8a2k2+1) sinh(0 —4a2k:2—1) ’

o que implica que:

|IR| -> 1, e |T| - 0, quando a — 0, (2.4)

que nos diz que nada da onda “passa pelo fio”. Segundo a conclusao de (COSTA, 1981): “O
limite obtido nao faz sentido. Nossa opiniao é que apesar dos calculos estarem impecaveis,
sao ruins num ponto de vista fisico ja que envolvem potenciais com forgas tangentes nao

nulas em toda vizinhanca da superficies”.

.7

Nossa ideia é considerar a onda ja restrita ao fio visto da seguinte forma (ja

estando no caso limite):

O o — — —

Figura 3 — Outro modelo para o fio.

Uma vez que regularizagoes nos levaram ao resultado anterior (que nao é algo
muito fisico), uma alternativa é impor condig¢oes de contorno e utilizar a Sturm-Liouville
em dois intervalos: (—o0,0) e (0,00). Neste caminho, nao existe potencial gerado e a
equagao de Schrodinger se torna:

h? 0*U

_ 1.2

e a solugao:
ks 4 Re ks 5 <0
U(s) = ' ) (2.6)
Teks s>0

Note que, em uma dimensao, nao sera possivel fazer a modelagem que sera

proposta para as superficies em dimensao maior para tentar determinar uma condicao
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de contorno preferencial, pois um fio ndo tem curvatura sobre si mesmo, assim qualquer

outra regularizagao nos levaria ao mesmo problema de reflexao total. Dito isso, devemos

buscar condi¢oes a partir da teoria de Sturm-Liouville de dois intervalos, que para este

caso diz que as condic¢oes de contorno auto-adjuntas possiveis sao dadas por:

MY(@OY) +NY(0) =0,
U(s)
(—h*/2m) ¥'(s)

1 0 co
<M|N>=< ) cyeC

com Y (s) = (

) e M e N sao matrizes tais que:

0 C12 —1 Co9
tem posto completo. Usando as formas dadas por (2.8) em (2.7), teremos que:

1+ ik’CH - k2012C12 — ikCQQ + k’2011022

R —
-1 - ZkCH — k2012012 — ZkCQQ + k2611022

. —2’”{?022

B 1+ ikCll + 1{32612022 + ikCQQ - ]{32011622 ’

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Por fim, supondo alguns valores para os ¢;;’s e graficando |R|* e |T|* em funcio

de k, obtemos os seguintes resultados:

e Caso 1: Este caso é o analogo ao anterior de regularizagoes. Note que a solucao

anterior, no caso limite a — 0. Tal condicao, pode ser vista na matriz de Sturm-

Liouville usando ¢;; = 0.

06
04
0.2

1 n n n 1 n n n 1 n n n 1 n n n 1 k
2 4 6 8 10

Figura 4 — Figura representando o caso 1 das condigoes de contorno.

A curva azul representa o indice de reflexdo (|R|?), enquanto a laranja representa o

de transmissao (|T']?). Note que, como esperado, esse caso recai no mesmo resultado

do anterior.
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e Caso 2: Para este segundo caso, supomos que a condicio é de classe C.

1.0+

0.8

0.6

041

021

Figura 5 — Figura representando uma solucio de classe C*.

A curva azul representa o indice de reflexdo (|R|?), enquanto a laranja representa o

de transmissao (|T']*). Neste caso, temos transmissdo total.

e Caso 3: C11 :3, Ci2 = —26022 =2

0.8

0.6

0.4

0.2

T T T T T T T T T T

T

Figura 6 — Figura representando o caso 2 das condigoes de contorno.

A curva azul representa o indice de reflexdo (|R|?), enquanto a laranja representa o

de transmissdo (|T]?).
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® Caso4:011=1,012=ie022=1

0.8

0.6

0.4

0.2

T T T T T T T T T T T T T T

T
N
IS
ok
[e)
N
o

Figura 7 — Figura representando o caso 3 das condigoes de contorno.

A curva azul representa o indice de reflexao (|R|?), enquanto a laranja representa o

de transmissao (|T]?).

Com apenas alguns casos, ja é possivel notar que a condi¢ao de contorno para
um problema nao parece ser tao arbitraria e buscar uma que represente bem um problema,

deve se ter uma construcao bem intrinseca com os dados do mesmo.

Observacao 2.1. O interessante de se usar a Teoria de Sturm-Liouville multi-intervalos
¢ o fato das condigoes de contorno serem auto-adjuntas, o que garante um crescimento
unitario (conservagao de energia) no problema. Um exemplo para isso é considerar condigoes

de contorno que ndao satisfacam a teoria: cyy =1, c10 =14, oy =1 € c99 = 1.

2 4 6 8 10

Figura 8 — Figura representando uma evolu¢ao nao unitaria.
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Novamente, curva azul representa o indice de reflexdo (|R|2), enquanto a laranja representa

o de transmissio (|T]*).

Com o exposto nesta motivagao, buscamos justificar o fato dos caminhos, citados
na introducao, serem ainda discutidos. Isso se torna claro quando obtemos resultados
diferentes em caminhos diferentes. A outra conclusao desta motivagao é da importancia
da teoria de Sturm-Liouville e suas condi¢bes auto-adjuntas. E importante notar que a

escolha da condi¢do nao parece ser tao arbitraria.
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3 Sturm-Liouville

Nos século XIX, Jacques Charles Francois Sturm(1803 - 1855) e Joseph Liouville

(1809 - 1882) estudaram o seguinte operador diferencial:

L] = 5 (03 ) + (a0~ ) 0 (3.)

que é comumente visto na forma de uma equagao diferencial (ndo-)homogénea:

~ 4 (405 )+ ) = o) ) = 10 (5.2

Devido a tais estudos, essa equagao é chamada de Equacao Diferencial de

Sturm-Liouville. Em resumo, o problema consiste em determinar os autovalores do opera-
dor L.

Antes de entrarmos em mais detalhes sobre o problema de multi-intervalos,

vamos introduzir brevemente o problema em um intervalo.

3.1 Problema de Sturm-Liouville Classico

Nas duas primeiras partes seguiremos a referéncia (HONIG, 1970) para falar
sobre solubilidade do problema de Sturm-Liouville. Muitos resultados técnicos, assim
como algumas demonstragoes, serdo omitidos mas podem ser encontradas em (HONIG,
1970). Depois de discutido o problema, passaremos a discutir a influéncia das condigoes
de contorno no problema, isto é, quando tais condi¢ées tornam o problema auto-adjunto
e para isto, seguiremos a referéncia (ZETTL, 2005). Tal discussao servird como uma

introducao ao problema multi-intervalos.

3.1.1 Teoria espectral para operadores hermitianos compactos

A teoria de Sturm-Liouville pode ser vista como uma consequéncia do Teo-
rema Espectral para Operadores Hermitianos Compactos. Por esse motivo, iniciaremos

introduzindo tais operadores (assim como algumas propriedades).

Definicao 3.1. Sejam X espaco métrico e E < X.

(i) Dizemos que um espago métrico X é um Espago Completo quando toda sequéncia

de Cauchy em X € convergente em X ;
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(ii) Se X for um espago completo, E ¢é dito relativamente compacto se E for compacto;

(iii) Seja F' um espago métrico. Uma aplicagao linear k : E — F é compacta, ou

completamente continua, se satisfaz uma das condicoes:

(a) k leva a bola unitiria B de E num conjunto relativamente compacto de F;
(b) k leva conjuntos limitados de E em conjuntos relativamente compactos de F';

(c) toda sequéncia limitada (x,) de E contém uma subsequéncia (x,,) tal que

(k(z,,)) converge em F.

Definicao 3.2. Seja T uma transformacao linear sobre um espago com produto interno

X. Dizemos que T é hermitiano (simétrico no caso real) se para quaisquer x,y € X temos

(T(x),y) = (x, T(y)).

Observacao 3.3. Seja uma transformacgao linear T sobre um espago com produto

interno X . Se existe uma transformacao linear T* : X — X tal que

(T(x),y) = (&, T*(y))-

Esta transformagdo é chamada de adjunto de T. Note que se T =T, T € hermitiano e

motivados com essa nomenclatura, podemos chamad-lo, também, de auto-adjunto.

Definidos tais operadores e suas propriedades, podemos enunciar o Teorema
Espectral para Operadores Hermitianos Compactos (para a demonstracao, veja (HoNIG,

1970)). Tal teorema ¢é uma caracterizacao desses operadores.

Teorema 3.4. (Teorema Espectral) Seja X um espaco com produto interno (real
ou complexo) e T : X — X um operador hermitiano compacto ndo nulo. Erxiste uma
sequéncia (An)ner de autovalores reais nao nulos (finita ou infinita) e uma sequéncia (€, )ner
de autovetores correspondentes, que formam um conjunto ortonormal, tal que para cada
reX

T(x) = Z An T €ny cOM Ty =T, €0). (3.3)

nel

Além disso, a sequéncia de autovalores é uma sequéncia decrescente em modulo

que contém todos autovalores nao nulos de T' e caso seja infinita, |\,| — 0.

Ainda, dado X = N\, para algum n € I, a dimensao do subespaco X, gerado
pelos autovetores correspondentes ao autovalor X € finita e igual ao nimero de vezes que A

aparece na SEQUENCIA.

Um resultado que decorre do Teorema Espectral, e sera de grande importancia
para o problema de Sturm-Liouville, é a Alternativa de Fredholm (para demonstracao,

veja (HONIG, 1970)), que trata sobre autovalores de um operador:
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Teorema 3.5. (Alternativa de Fredholm) Sejam X um espago com produto interno
(real ou complexo), T : X — X wm operador hermitiano compacto e A € K* (K =R ou

C). Vale a sequinte alternativa:

(a) Se A ndo é autovalor de T, a equagao Ax — T(x) =y tem solugdo para todo y € X.

Tal solugdo € unica e dada por

1 1 Yn
T = \ y+ h %An)\_)\n7 onde Y, = (Y, en). (3.4)

(b) Se X\ é autovalor de T', a equagio X z—T(z) = 0 tem solugao nao trivial e o conjunto
destas solugoes forma um espaco vetorial de dimensao finita. Além disso, a equagdo
Ax —T(x) =y tem solugdo se, e somente se, y for ortogonal a toda solucio z da

equagio Nz — T'(z) = 0 e mais, todas solugoes x sio da forma
= —1 + 1 E A Y + = > (3.5)
T n en + 2, com y, , €n), .
Y h\ Y Y

onde z € um autovetor associado a .

3.1.2 Teoria de Sturm-Liouville

Nesta se¢ao, trataremos do problema de Sturm-Liouville em sua forma mais

conhecida.

Considere o operador diferencial linear de segunda ordem:

Lalyl = =(®)y)" + [q(t) — Aw(t) ]y (3.6)
no intervalo [a,b], onde p € C*([a,b]) com p(t) > 0 para t € [a,b], w € C([a,b]) com

w(t) > 0 para t € [a,b] e g € C([a,b],R).

Além disso, considere as condi¢oes de fronteira

Fily] = apy(a) + a1y/(a),
Boy(b) + By (b),

onde ag, a1, o, B1 € R, [ag| + |a1| # 0 e |Go| + |B1] # 0.

5

/

<

[ —
I

O Problema de Sturm-Liouville consiste em determinar uma solucao para o

sistema

LAlyl(®) = [ (1), parat & [a,b], (3.8)
e Fy

Fily] =0 e Byly] = 0.
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O lema a seguir trata das condi¢oes de unicidade para problemas envolvendo
operadores diferenciais. O resultado trata de um caso mais geral, enquanto que o problema

de Sturm-Liouville se situa em n = 2.

Lema 3.6. Dado um operador diferencial linear L de ordem n no intervalo |a,b] e

condigoes de fronteira Fy, ..., F,, sdo equivalentes:

(a) Fy, ..., F, sdo lincarmente independentes sobre B = {u € C™([a,b]) : L[u] = 0},
onde C'™ representa o espago das fungées continuas com as primeiras n deriadas

continuas ;

(b) Sewyi,...,yn € um sistema fundamental de solugoes de Ly]| = 0, isto €, uma base de
B, entdo det|F,,|y:]| # 0;

(¢) O problema

L =
lyl = f | (3.9)
Fulyl =vm, m=1,....n
onde f € C(la,b]) e 71,..., 7 € C sempre tem solugao, que é tunica;
(d) O problema
Lly] =0,
vl (3.10)
Falyl=0m=1,...,n,
tem y = 0 como unica solugao.
Demonstragao:
(a < b) Observe que
det|Fplyi]| =0
se, e somente se,
D AnFuly] =0, Vi=1,...n
m=1
tem solugao (A1,...,A,) # (0,...,0), ou seja, se, e s6 se, existe uma combinagao
linear nao nula .
PRy
m=1

que, por hipotese, é nula sobre B.

(b < ¢) Seja yo uma solugao particular de L|y] = f, entdo a solugao geral é da forma

y=10+ ) ciu
=1
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Assim, y satisfaz as condi¢oes de fronteira se, e somente se,
Ym = Fnly] = Fulyo] + Zn]ci Folyi]l, m=1,...,n,
i—1
isto é, (c1,...,¢,) é uma solugao de
zn:cl- Folyil = vm — Fnlyo], m=1,...n.
i—1

Entretanto, tal sistema tem solu¢ao apenas quando det|F,[y;]| # 0. Além disso, ela

sera unica.
(¢ = d) Imediato.

(d © a) Usando o mesmo argumento da primeira equivaléncia, temos que det|F,,|y;]| = 0 se,

e somente se, existir uma combinacao linear nao nula

y= Z)\i Yi
1=1

tal que Fy,[y] = 0 para todo m = 1,...,n. Tal afirmacao é equivalente a pedir que

(3.10) tenha solugdo ndo nula. m

Um importante conceito para esta teoria sao os autovalores do problema, que

sera definido a seguir:

Defini¢ao 3.7. Dizemos que X\ é um autovalor de (3.8), ou do Problema de Sturm-

Liouville, se a equag¢ao homogénea
Laly] = 0 (3.11)

tem uma solu¢do nao nula que satisfaz (3.7). Tal solugao é chamada de autofungao

correspondente ao autovalor \.

Com o préximo teorema (que tem uma demonstracao longa e técnica e por
esse motivo serd omitida, mas pode ser encontrada em (HONIG, 1970)) serd visto que
substituindo ¢(t) por §(t) = q(t) + ¢w(t), onde é < 0 e é < ¢, teremos um operador Ly
tal que A = 0 nao é autovalor. Dito isso, a partir de agora a hipdtese global sera: A = 0

nao é autovalor de L.

Teorema 3.8. Seja A\ um autovalor do problema de Sturm-Liouville, entdo existe ¢y € R

tal que \ = cy.

O teorema a seguir define uma importante fungdo para a resolugdo do problema
de Sturm-Liouville: a fun¢ao de Green. Tal fungao sera 1til para definir a forma geral das

solugoes do problema.
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Teorema 3.9. Eziste uma fungao continua G : [a,b] x [a,b] — R tal que dada f €

C([a,b]), a funcio y € C*([a,b]) € solugdo de

Lo[yl(t) = =(p()y' (1)) + a(t)y(t) = f(t), parat € [a,b]
Fily] = agy(a) + ary'(a) = 0 (3.12)

se, e somente se

y(t) :f G(t,5) f(s) ds. (3.13)

A fungdo G € conhecida como funcao de Green.

Demonstracao: Faremos tal demonstragao em dois passos:

1) Construgao da funcao de Green: Sejam y; e y, solugdes reais nao nulas de

L[y] = 0 satisfazendo F;[y;] = 0, para i = 1,2. Observe que y; e y, sdo, linearmente
independentes, pois A = 0 nao é autovalor de L, ou seja, o problema homogéneo nao

tem solugao nula.

Dito isso, considere

Gy(t) = G(t, s) =

Com tal defini¢ao, temos que
F[Gst)] =0 e LIG.(t)] =0, i=1,2 (3.14)

e mais,
G?(t,t) = G'(t,1). (3.15)

Note que se G satisfaz

0G? oG!
e (t,s)|,_,_ = T (t,8)] s (3.16)

temos que G4 é uma solugao do problema homogéneo. Como o problema homogéneo

s6 tem a solucgao nula como solugao, teriamos Gy = 0. Como nao queremos solugao
nula, segue que nao se pode ter (3.16). Logo, devemos ter:

0G? oG! 1

W(tu 5) ‘s:t— W(m S) ‘s:t—&- = p(S) )

o que implica em:

c(s)[ys 1y — Yy y2](s) = ——— = c(s) = —
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0 que nos leva a

_ 3/1 (5> <t<s
N T T
[9173/2]( ) p(s)’ '
Por fim, usando que o Wronskiano tem forma
W(t) = W(a) exp [— Lt 1; ((j)) ds] = p(t) W(t) = p(a) W(a), (3.17)
obtemos:
p(s) Wy, y2](s) = pla) Wly1, ye](a) = p(t) Wy, y2| (1),
isto é,

G(s,t) = G(t,s). (3.18)

y definida por (3.13) satisfaz (3.12): De fato, por (3.14), y satisfaz as condigoes
de fronteira de (3.12). Além disso,

G2(t,s) f(s)ds + J G'(t,s) f(s)ds.

t

v = | G(ts) £ () ds = | t

a a

Derivando a expressao acima, usando (3.15) obtemos:

v = [ 50D s as + @ 10 + [ D po)a
_G(t 1) f(t) = LaGl&(t)f(s)derL aG;(;’S)f(s)ds.

Fazendo a segunda derivada, temos:

ta2G2 5G2
v = | TCUES) pyas+ 2% 19|, +

ot? ot
b O2GM(t, 5) oGt
+£ —an f(s)ds + 5 (t, s)th_.

Por fim, multiplicando ¥, ¥’ e y" por q, —p’ e p respectivamente e obtemos:

Llpl(®) = [ LG9 7(5)ds + | LIG (9] £(5) ds
50| St = S| 0 = s

Portanto, usando a unicidade (Lema 3.6), temos que a solugao de (3.12) é da forma

(3.13). m
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O resultado a seguir caracteriza as solu¢oes do problema da Sturm-Liouville.

Corolario 3.10. A funcao y é uma solucio do problema de Sturm-Liouville se, e

somente se,
b b
)= X [ Gt (s uls) ds = g0 onde glt) = | Glt.) F)ds
Dada a importancia do operador integral acima, vamos denotéa-lo por:
b
IO = | G5 y(s)u(s)ds. te [a.b]

A seguir, temos algumas propriedades deste operador:

Corolario 3.11. (a) X\ é um autovalor do problema de Sturm-Liouville se, e somente

se, X ¢ autovalor de ¥;

(b) y € autofungdao correspondente ao autovalor A do problema de Sturm-Liouville se, e

somente se, y € autofuncao correspondente ao autovalor —.

A

Corolario 3.12. Todos os autovalores do problema de Sturm-Liouville sdo reais.

Com estes resultados, podemos concluir que ¢ é um operador hermitiano
compacto, ou seja, aplicar a Alternativa de Fredholm. Por fim, tudo que vimos até agora

culmina em:
Teorema 3.13. Considere o sequinte problema de Sturm-Liouville
Lalyl = =) + (¢ = Mw)y = f, em [a,0];

Fily] = agy(a) + aay'(a) = 0,
Boy(b) + b1y’ (b) = 0.

3
1
<
]
I

Entao

a) Os valores N\ € C tais que exista uma solugio y # 0 de Ly[y] = 0 satisfazendo
Fily] = Fly] =0, isto é, os autovalores do problema formam uma sequéncia infinita

crescente N\, de numeros reais tais que

. 1
7}1_13010)\n=oo e Z)\—n<oo.

b) Cada autovalor A, tem multiplicidade 1, isto é, o espago vetorial das autofungoes

correspondentes tem dimensao 1; fixando uma autofuncao real ¢, tal que

| tontPut e =1.

entao qualquer outra autofuncao correspondente a A\, € multipla de ¢,. Em outras

palavras, todo autovalor do problema de Sturm-Liouville tem multiplicidade 1.
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c) A sequéncia ¢, € uma base ortonormal do espago com produto interno C(|a,b]).

d) Para toda funcio x € C*([a,b]) tal que

Fl[x] = FZ[x] = 07
temos

b
2(t) = 3 206a(t), onde z, = J 2(O)n(Bw(t) di,
sendo esta uma série uniformemente e absolutamente convergente em |a,b|.
e) Se N # \,, Y/ne N, e f e C(la,b]), o sistema Lyly] = f e Fily] = Fzly] =0 tem

uma e s6 uma solugdo y, que tem forma:

), onde f, = ff’¢n w(t) dt,

sendo esta uma série uniformemente e absolutamente convergente em [a,b].

f) Se A = A\, para algum m € N, e f € C([a,b]), o sistema Lyly] = f e Fily] =

Fyly] = 0 tem solugio se, e somente se,
b
(Sl = | £(O0m(t)dt =0

e neste caso, a solugio é parecida com a do item (e), sendo a componente y,, de ¢,

arbitraria.
Demonstragao:

(b) Sejam y; e yo duas solugoes linearmente independentes de Ly|y| = 0, que satisfacam
Fily] = F2[y] = 0, entdo

Wlyr, y2](t) = 11() yo(t) — y2(t) 1 (1) # 0, Vt € [a,b].
Por outro lado, temos por hipotese que :
Fily] = coyi(a) + aryi(a) = 0 = Fifye] = agyz(a) + a1 y3(a),
o que implica que:

yi(a) _ Qo _ y5(a) - a) =
yl(a) oo y2(a) Wl pelte) =0

O que é uma contradi¢ao, logo o autovalor tem multiplicidade 1.
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(d)

Do Teorema 3.9, temos:

2(t) = LbG(t, $) h(s) ds — LbG(t, )
(s).

onde h(s) = L[z]

s =]t o,

w

w(s

Assim, pelo Teorema 3.5 segue que
b

2(t) = )] Al (h>n Gu(t) = > 0 du(t), onde z, = f (), (Hw(t) dt  (3.19)

(Z)nzjjjﬁgaxww@wm

Como o conjunto das fungoes a valores complexos infinitamente diferenciaveis em

e assim,

(a,b) e nulas fora de um intervalo fechado contido em (a,b), D((a,b)) é denso em
C([a,b]) e todo = € D((a,b)) satisfaz Fi[x] = Fy[x] = 0, segue que (d) vale para
qualquer fung¢ao de D((a,b)). Logo, (¢n)n, forma uma base ortonormal de de C(|a, b])

e portanto, existem infintas autofungoes ¢,.

Do Corolario 3.12, temos que todo autovalor do problema é real. Além disso, pelo
Teorema 3.8, quase todos sdo positivos. Ainda, de (c) temos a infinitude da sequéncias

(¢) e assim, pelo Teorema 3.4 e pelo Corolario 3.11 temos:

— > 0= )\, > .

An
Por fim, segue que
1
vl
neN )\n
Do Corolario 3.10, a solu¢ao y do problema de Sturm-Liouville satisfaz:

ot = [ 669) [+ L2 sy as

isto é,
LS
Xﬁ [w] Xy — VLl

Logo, usando o Teorema 3.5 obtemos:

v =0 L] w+a D 5 a7 e, 0,

w

sendo esta séria uniformemente e absolutamente convergente em [a,b]. Por fim,

usando (3.19) concluimos que:
1 1 5 [f/w]n , bn,

w0 =2 30| L] a0y g, 0 - 3 500,
n hy n

neN ="
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(f) A demonstracao é analoga a do item (e). m

Este tultimo teorema caracteriza totalmente o problema de Sturm-Liouville em
sua forma mais classica. Na préxima se¢do, veremos uma forma de simplificar a equacao
de Sturm-Liouville e depois trataremos da anélise da condicao de contorno do problema
para analisar quando essas tornam o problema auto-adjunto, uma vez que este problema
mais classico tem uma forma bem determinada da condi¢do de contorno e por isso temos

toda essa caracterizacao.

3.1.3 Forma Normal de Liouville

Voltemos a pensar um pouco sobre a equagao de Sturm-Liouville homogénea
(vamos usar uma notagao diferente, pois as derivadas podem ser em relacao a diferentes

variaveis):

i (P 5) + (ala) = duayto) = (3.20)

Muitas vezes, pode ser interessante “retirar” a fungao p sem alterar os auto-
valores. Por exemplo, como veremos a seguir, isso pode tornar o estudo de condigoes de

contorno mais simples. Para tanto, existe um método chamado Forma Normal de Liouville.

De acordo com (OLIVEIRA, 2016), o método se baseia em se definir uma nova

funcdo, ¢, e uma nova variavel ¢ tais que:

dt
y=uyp e %Zh’ (3.21)

onde u e h sdo fungoes a serem determinadas. Usando (3.21) em (3.20) resulta em

d*p 1 du d dy 1 d du q Aw
.4 SR A M U (LAY (7 il N AL )}
a2 * phta (p a T “)) ar " (phu dt (w dt) e ph2) »=0

Desta maneira, temos que ter

d d A
thd—? + hﬁ(phu) =0 e pw =\,

uma vez que desejamos “eliminar” p e manter os auto-valores. Com essas condigoes, é

possivel se obter:
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Portanto, a variavel ¢ e a fungao ¢(t) sao da forma

= w(w) T e 271 x
t= [\ /5 e et o ) (3.22)

e a equacao se torna

YY) — N =0, (3.23)

onde

V=i+4M$M@$JWMW@” (3:24)

3.1.4 Condicoes de Contorno

Agora que ja introduzimos o problema e Sturm-Liouville, vamos trabalhar em
algo que é de grande importéncia e pode mudar substancialmente o problema (além de ser
o grande foco pra a teoria em multi-intervalos): Condig¢oes de Contorno. Dependendo a
condicao de contorno, o operador pode deixar de ser auto-adjunto, entao a ideia é buscar
esse operador auto-adjunto que sera a solugdo do nosso problema. Primeiramente, vamos
definir as classificagoes dos pontos de fronteira do intervalo em que queremos resolver a
equacao. Depois, para cada tipo de classificacdo, citaremos teoremas que caracterizam o

dominio dos operadores solucao, de acordo com a classificagdo dos pontos de fronteira.

Inicialmente, definiremos espacos que serao importantes para a a resolucao do

problema:

Definicao 3.14. Seja J < R um intervalo.

(i) Denotamos o espago das fungoes Lebesgue integrdaveis em J por: L(J,R);

(i) O espago das fungoes com valores complexos em J que sio absolutamente continuas

em sub-intervalos compactos de J é denotado por: AC,.(J,C).

(7ii) O espago das matrizes quadradas de ordem dois com determinante unitdrio: SL(2,R) =
(K € My(R) : det(K) = 1};

(iv) Dizemos que uma propriedade vale quase sempre em J (q.s.) ou em quase toda parte
parte (q.t.p.) se os pontos de J para os quais tal propriedade nao vale formam um

conjunto de medida nula.
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Dito isto, considere a equacao de Sturm-Liouville:

—(py') +qy = My, em (a,b) (3.25)
com (1/p),q,w € Li,.((a,b),C) e XA e C.

As condigbes de contorno estao totalmente ligadas com os pontos de fronteira

do intervalo (a,b). Entao, vamos introduzir uma caracterizacao para esses pontos:

Definig¢ao 3.15. O ponto de bordo a, em relagio a (3.25) é:
(i) regular (R): se 1/p,q,w € L((a,d),C), para algum d € (a,b) e

y(d) =limy(t) e (py')(d) =1

. /
t

iy i (') 1

existem e sao finitos para qualquer solugdo y da equag¢do ndao homogénea;

(ii) circulo-limite (LC): se toda solucio de (3.25) estd em L*((a,d),C), para algum
d € (a,b);

(7ii) ponto-limite (LP): se ndo é circulo-limite;

(iv) singular (S): Se nao é regular.

As mesmas definicoes podem ser sdo feitas para b, porém usando uma vizinhangca

a esquerda.

Observacgao 3.16. Todo ponto regular é um ponto (LC), uma vez que todas as solugoes

tem limites finitos nos pontos requlares.

Com a caracterizacao dos pontos de fronteira, vamos ver como tais classificagoes
influenciam no dominio do operador solugao. Para tanto, vamos, a partir de agora considerar

a forma de operador de (3.25):

L(y) = —(vy)" + qv, (3.26)

sendo L definido q.s. para fungoes y tais que y, py’ € AC1,.((a,b)).

Agora, vamos definir algumas caracteristicas desse operador:

Definigao 3.17. Considere o operador L definido por (3.26).

(i) O dominio de L é denotado por D(L);
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(i) O dominio maximo, Dpyaw = Dias((a,b), Lyw), de L em (a,b) com fungao peso
w € Lioe((a,b),R) é definido por:
Doz = {y : (a,b) > C:y, (py') € AC14.((a, b))
e 4, L(y), (1/w) € L*((a, b), w)};

(iii) O dominio pré-minimal, Dy = Dy((a,b), L,w), de L em (a,b) com fungao peso w é

definido por:

Do ={y € Dyas -y tem suporte compacto em (a,b)};

(iv) Os operadores mdximo (Spaz) € pré-minimal (S,

) sao definidos por:
Smaz(y) = (1/w)L(Y), Y€ Dmaz € Spp(y) = (1/w)L(y), y € Dy.

Além disso, o operador minimo (Spym) € o fecho do operador pré-minimal;

(v) Para fungées y,z € D(L), definimos a forma sesquilinear de Lagrange por:
ly, 2] = ypz’ —zpy. (3.27)

Com essas defini¢goes em maos, ¢ possivel enunciar o Teorema que caracteriza o
dominio da extensao auto-adjunta a partir dos pontos de fronteira (que estdo diretamente
relacionados com o indice de deficiéncia). A demonstragao desse Teorema serd omitida,
pois requer varios lemas técnicos, mas sua demonstragao pode ser encontrada em (ZETTL,
2005).

Teorema 3.18. Considere o problema (3.25), entdo:

(1) Suponha que ambos os pontos sio (LP). Neste caso, o operador Sy, € sua propria
extensao auto-adjunta e, portanto, ndo possui extensoes auto-adjuntas proprias em
H. Isto nos diz que as condicoes de contorno ndao tem importancia para a auto-

adjunticidade do problema;

(II) Suponha que um dos pontos é (LP) e o outro é (LC) ou (R). Neste caso, se S é uma

extensao auto-adjunta de Sy, entao existe uma fungio g € D(S) € Dypas tal que:
(i) g nao estd em Dypin;

(it) [g,9](b) — [g, g](a) = 0;

(iii) D(S) ={f € Dpax : [f, 9](b) — [f, g](a) = 0}.

Por outro lado, se g € Dypas € uma funcao que satisfaz (i) e (ii), entdo o dominio

definido em (iii) € auto-adjunto.
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(11])

Suponha que nenhum dos pontos é (LP), isto é, sio (LC) ou (R). Neste caso, se S
¢ uma extensdio auto-adjunta de Sy, entdo existem fungoes g1, 92 € D(S) € Do
tais que:

(i) nenhuma combinagao nao trivial de g1 e ga estd em Dy ;

(ZZ) [gzagj](b) - [gzagj](a) = 0; para 7’7] = 172;
(ZZZ) D(S) = {f € Dmax : [fag]](b> - [fag]](a) = 07 .] = 1a2}

Por outro lado, se g1, g2 € Dpae G0 fungoes satisfazendo (i) e (ii), entao o dominio

definido em (iii) é auto-adjunto.

Para terminar esta se¢ao, vamos enunciar um teorema, cuja demonstracao pode

ser encontrada em (ZETTL, 2005), que caracteriza o dominio D(.S) para cada tipo de ponto

e a partir de condi¢oes de contorno, ja que no Teorema 3.18 temos uma caracterizacao

mais geral.

Teorema 3.19. Considere o problema (3.25), entao, todas as extensées auto-adjuntas

de Spin s@o caracterizadas da sequinte forma:

(1)

(1)

Suponha que cada ponto de fronteira € reqular e sejam A, B € My(C) matrizes tais
que posto(A|B) =2 e

1
AEA* = BEB*, E = (? . > .

O conjunto

D(5) = {yeDmm:AY(a)JrBY(b) _0 Y = <y>}

py'

¢ um dominio auto-adjunto e todos os outros dominios auto-adjuntos sao formados

da mesma maneira. Além disso, a forma do dominio pode ser reescrita como:

D(S) = {y € Dias : Y(b) = ¢"KY (a), K € SL(2,R) ¢ —7 <7y <7}

Suponha que a seja o ponto reqular e b o ponto (LP), entdo d = 1. Se Ay, As € R

sao tais que A1 Ay # 0, entao:
D(S) = {y € Dz : Ary(a) + As(py')(a) = 0}

¢ um dominio auto-adjunto e todos os outros dominios auto-adjuntos sao formados

da mesma maneira. Analogamente para quando b é o ponto reqular.



Capitulo 3. Sturm-Liouville 35

(III) Suponha que a seja o ponto (LC) e b o ponto (LP), entdo d = 1. Sejam Ay, Ay € R
sao tais que A1Ay # 0, c€ (a,b) e A€ R fizo. Se existem fungoes u e v nao triviais

solugdes de (3.25) em (a,c) tais que [u,v]|(t) = 1 para qualquer t € (a,c), entdo:
D(S) = {y € Dimaz : Ar[y, ul(a) + Azly, v](a) = 0}

¢ um dominio auto-adjunto e todos os outros dominios auto-adjuntos sao formados

da mesma maneira. Analogamente para quando b é o ponto (LC).

(IV) Suponha que a e b sejam pontos (LC). Sejam u,v € Dypqy tais que [u,v](t) = 1, para
t =a,b,e A, B e My(C) matrizes tais que posto(A|B) =2 e

—1
AEA* = BEB*, E = G . > .

_Jye [y, ul(a) [y, u)(®)) _ (0
D(S)—{y Dmax.A<[yyv](a)> +B<[y,v](b)> <o>}

¢ um dominio auto-adjunto e todos os outros dominios auto-adjuntos sao formados

Entao

da mesma maneira.

Os tltimos teoremas caracterizarem a dependéncia das condig¢oes de contorno a
partir da classificagdo dos pontos de bordo. Com isso, concluimos um resumo sobre a teoria
mais “classica” de Sturm-Liouville. Esta tltima parte tera forte importancia e relacdo com
a teoria de multi-intervalos, uma vez que o foco desta é garantir quando as condig¢oes de
contorno formam um dominio auto-adjunto. O grande “salto” estard no fato de que, agora,
os pontos de fronteira interagem entre si, mesmo sendo de intervalos distintos. Essa é a

grande dificuldade do multi-intervalos.

3.2 Problema de Sturm-Liouville Multi-Intervalos

A ideia da Teoria de Sturm-Liouville Multi-Intervalos é trabalhar num sistemas
de equagoes diferencias de Sturm-Liouville. De forma geral, o objetivo é usar a Teoria de
Sturm-Liouville j& conhecida em cada intervalo e tomar o cuidado para que as condicoes

de contorno satisfagam certas condi¢oes que tornem o problema auto-adjunto.

Vamos iniciar caracterizando um problema de Sturm-Liouville multi-intervalos,

sem nos preocuparmos com as condi¢oes de contorno ainda.

Definigao 3.20. Seja k = 2 um inteiro. Um problema de Sturm-Liouville em k-

intervalos consiste em k equacgoes de Sturm-Liouville:

—(p ) + gy = My, em (aj, b)), j=1,...,k, (3.28)
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tais que para cada j, temos que A € C é o parametro espectral,

(1/pj),qj, w; € L((aj,b;),R) e w; >0 q.s. em (a;j,b;). (3.30)

Observagao 3.21. (i) Note que por mais que as fungoes do problema variem de

acordo com a equagdo, o auto-valor \ € firo.

(ii) Para cada uma das k equagoes, teremos um espago de solugao que depende da fungao
.72
peso w;: Ly, ((a;,b;),C).

Definido o problema, apresentamos um resultado que garante a solubilidade do
problema (veja (WU, 2009)).

Proposigao 3.22. Sejam k = 2 um inteiro e m = (myq, ..., my) uma k-upla de niimeros

positivos. Na soma direta

H=H & - ®H,=L, ((a,0),C)®---® L, ((ar,bx),C) (3.31)
de espagos de Hilbert associados a (3.28), existe um operador diferencial linear I com
dominio

—(p3y;) + q59; .
Dinaz = {(y1,-- - yx) € H 1 y5, (pjy;) € AC1oc((ay, b;), C); — ]w e Hjj=1,...,k}
j
definido por
W1, ue) = (ma[=(puyh) + @yl /wn, - = (pwyi) + aryel /wr) (3.32)

Observacao 3.23. (i) A k-upla m da Proposi¢ao anterior serve para dar uma peso
nas equacoes de Sturm-Liouville. Para o nosso estudos, sempre consideraremos

m; =1, parai=1,... k;

(7i) O operador e o dominio definidos da Proposi¢ao 3.22 sao bem especiais. O dominio
Dipaz € chamado de dominio mdximo associado as equagoes (3.28), enquanto que o
operador | é chamado de operador mdzimo associado as equagoes (3.28) e a k-upla

m.

Em (EVERITT; ZETTL, 1986), foi mostrado que esses operadores auto-
adjuntos sao restrigoes do operador maximo no dominio determinado pelas condi¢oes de

contorno

k k
DL AY(a)) + ) BiY;(by) = 0, (3.33)
j=1 J=1
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11y;
que a matriz de coeficientes (A;|By|...|Ax|By) satisfaz a condigao de posto:

onde Y;(z) = ( Y e A; e B; sdo matrizes complexas 2k por 2, para j = 1,...,k, tais

posto((Ay|By| ... |Ak|Bg)) = 2k (3.34)

e a condicao de auto-adjunticidade:

k k
D> AEAY =) BEB;, (3.35)
j=1 =1

0 -1
E = <1 . ) : (3.36)

Observacao 3.24. Note que as condigoes de integrabilidade em D,,q. garantem que as

com

fungoes y; e (pjy;-) tem limites finitos nos pontos a; e bj, mesmo que esses sejam infinito.

Isso nos mostra que (3.33) sempre faz sentido para fungoes no dominio mdximo.

Segundo (WU, 2009), para que fosse possivel trabalhar com essa formulagao
era quase necessario uma forma explicita da matriz dos coeficientes. Neste mesmo artigo,

os autores conseguem determinar tal forma, que é explicitada no seguinte teorema:

Teorema 3.25. A menos de operagoes de linhas e operagoes de colunas auto-adjuntas,

a matriz dos coeficientes das condigcoes de contorno auto-adjuntas, no problemas de Sturm-

Liouville em k intervalos com maltiplo m = (mq, ..., my), tem forma
C1,1 0 C1,2 ce Cok—1,1 0 Cak,1
0 1 -1 &2 ... Cug—i2 0 Cok,2
D, (3.37)
0 cop—11 0 cop—12 - Cop—126—1 O Copon—1
0 cw1 0 cok2 ... cCopow1 —1  conon
comci; €R, 1<i<2k, ¢;;€C, 1< j<i<2k, arbitrdrios e
]4/q/m1 e 0
D= ) . . , (3.38)

0 e ]4/«/mk
em que a matriz 14 € a matriz identidade de dimensdo 4.

Note que tal resultado facilita muito quando desejamos fazer alguma aplicagao,

uma vez que temos uma forma geral bem definida e relativamente facil de trabalhar.
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3.2.1 Caso especial: 2 intervalos

Na referéncia (ZETTL, 2005), o caso de dois intervalos é detalhado de acordo
com a classificacao dos pontos de fronteira dos intervalos. Tal detalhamento ¢é interessante,
pois mostra que, de acordo com a classificagdo dos pontos, as matrizes de coeficientes
podem tomar tamanhos diferentes, o que também altera a condicdo do posto. E de se
esperar que o mesmo ocorra para os casos de intervalo maior. Nesta secdo, apresentaremos
o resultado que mostra esse fato interessante. Além disso, este caso serve para exemplificar

um caso do multi-intervalos.

Na notagao de (3.28), considere k=2. De acordo com (ZETTL, 2005), o jeito
mais simples de se obter o operador auto-adjunto que representa o problema no espago
H = H, & H,, H; = L., ((aj,b;),R), ¢ toma-lo como soma direta dos operados em H; e

H,. Entretanto, tal fato nao é tao simples ja que temos interacao entre os intervalos.

Observacao 3.26. Como buscamos um operador como soma direta, é natural que

tenhamos:

(1) Diaz = Dimaz @ Damaz € Dinin = Dimin ® Domin;
(1) Smaz = Stmaz © S2maz € Smin = Stmin © S2min;
(iit) fe H= f={f1,fa} com fje H;, j=1,2;

(iv) Produto interno: {f,g) = {f1, 9201 + {f2, 92)2;

(v) Forma Sesquilinear de Lagrange:
[, 9] = [f1,91]1(b1) — [f1: g1]i(@r) + [fas g2]2(b2) — [ f2, g2]2(az);

(vi) Indice de deficiéncia do operador S,,: d = di + ds.

Definicao 3.27. Um conjunto de fungoes fi,...,fi de um dominio mdzimo é dito
linearmente independente modulo dominio minimo se nenhuma combinacdo linear ndao

trivial pertence ao dominio minimo.

O lema a seguir nao da uma caracterizacao direta das extensoes auto-adjuntas,

mas ¢ a base do Teorema 3.29.

Lema 3.28. Considere o problema de Sturm-Liouville 2-intervalos ((3.28) com k = 2).
Se S € tal que Dy < D(S) € Dias € uma extensao auto-adjunta de Syn, entao existem

fungoes gy, . ..,ga € D(S) tais que:

(i) g1,-..,9q sGo L.I. médulo D,
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(ZZ) [gl,g]] = O,VZ,] = 1, .. .d,’
(iii) D(S) = 1f € Dunas : [f295] = 0. = 1,.....d}.

Por outro lado, se g1, ...,G4 € Dpmaz SG0 fungées satisfazendo (i) e (ii), entao

D(S) definido em (iii) é um dominio auto-adjunto.

O Teorema a seguir, citado no inicio, detalha todos os casos possiveis para o
problema de Sturm-Liouville de dois intervalos. Nao iremos apresentar uma demonstragao,
mas ela pode ser encontrada em (ZETTL, 2005).

Teorema 3.29. Considere o problema de Sturm-Liouville 2-intervalos (isto é, (3.28)
com k = 2). Além disso, sejam u = {uy,us} e v = {vy,ve} fungoes reais em Dpqp que $Go

L.1. médulo D,,;, que satisfazem
[uj,v;];(c) =1, j=1,2

em cada ponto (LP). Entdo, todas as extensoes auto-adjuntas de Sy, sdo caracterizadas

da sequinte forma:

(I) Suponha que os quatro pontos sio (LP). Neste caso, Smin = Smaz, 0U S$€ja, Spmin €
auto-adjunto e nao admite extensoes proprias. Em particular nenhuma condicao de

contorno € necessaria para determinar a extensao e vale:
[fag] = 07 Vf,ge Dinaz

(II) Suponha que temos trés pontos (LP) e um regular ou (LC), digamos c. Neste caso, a

condigao (iii) do Lema 3.28 se reduz a:
ey, ul(c) + erzly, v](c) =0, c11,c12 € R.
Além disso, se ¢ for reqular, entdo a equagcdo acima se reduz a:

cny(c) + ca(py’)(c) =0, ci1,c2€ R

e a stmetria se torna

c11C12 — Ci1c12 = 0. (3.39)

Em resumo, todas extensoes auto-adjuntas sao determinadas pelas condigoes de

contorno em c.

(III) Suponha que dois pontos sao (LP) e os outros dois requlares ou (LC), digamos c e d.
Este caso € equivalente ao problema em de 1 intervalo com pontos de fronteira c e d.

Assim, a condigao (iii) do Lema 3.28 se reduz a:

cnly, ul(c) + cialy, v](c) + duify, ul(d) + dialy, v](d)
carly, ul(c) + caaly, v](c) + darly, u](d) + dasy, v](d)

y Cijs diﬂ' e C.

o O
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(1V)

(V)

Além disso, a condi¢io (ii) se torna:

C11C22 — C22C12 = dy1dag — daady
c11C12 — C11611 = dy1dig — diidys )
C21Co2 — C21Co2 = daidag — dardas

que para o caso de matrizes reais € det(C') = det(D), onde C = (¢;j) e D = (d;;).

Enquanto que a condi¢io (i) se torna:

posto(C|D) = 2

Como esse caso remete ao caso de 1 intervalo, € possivel representd-lo na forma:
. s u

y(d) = Ky (), v = (W)

[y, v]

com —m <y <7 elKeSL2,R). Além disso, se um dos pontos for reqular, digamos

¢, a matriz’Y pode ser escrita como

[ ylo)
o= ((py')(0)>

Caso apenas um ponto for (LP), digamos by, e 0s outros trés requlares ou (LC),
digamos a = a1, ¢ = ay e b = by (08 outros casos serao similares, porém poderd
haver uma mudanga de sinal devido a forma sesquilinear de Lagrange). Neste caso,
a condigao (iii) do Lema 3.28 se reduz a(serd usada uma notagiao para simplificar:

u'=ueu® =)
Z g5 [y7 U’j](a) + bij[y7 uj](b) + Cij[y> UJ](C), L= 17 27 3.
j=1

Se considerarmos A = (a;;), B = (d;j) e C = (¢;), a condicio (i) do Lema 3.28 se
torna:

posto(A|B|C) = 3,
enquanto que a (11)é dada por:
(ajGiz — ajol) — (bjleQ - bjza) + (cj1Ciz — ¢joCi1) =0, 4,5 =1,2,3.
Suponha que ndo tenhamos pontos (LP), isto é, sao todos requlares ou (LC). Para
simplificar a notagdo, considere a = a1, ¢ = az, b = by ed = by e A = (a;),

B = (dij), C = (cij) e D = (d;j). Assim, as condicoes (i), (ii) e (iii) do Lema 3.28

se tornam, respectivamente:

1. A matriz (A|B|C|D) tem posto completo;
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2. As condigoes de contorno sio (usando a notacio simplificada: u' = u e u* = v):
Z Q5 [y7 u]](a) + b’ij [y7 u]](b) + Cij [ya u]](C) + dij [y> U]](d), 1=1,2,3,4
j=1

3. Dada a condicao do posto, as condicoes para que as condigoes de contorno se

tornem auto-adjuntas sao:
(ajGiz — ajol) — (bﬂ@ - bjza) + (¢j1Ci2 — ¢j2Ci1) — (djldiz? - debT'l) =0,

para i,j = 1,2,3,4 ,que podem ser escritas, compactamente, por:

—1
AFA* — BEB*+ CEC* — DED* E = (? 0 > .

Observacao 3.30. Em um ponto reqular c, w e v podem ser escolhidas com as condicoes
MnicLals:
u(c) =0, (pu')(c) =1, v(e) =1, (pv)(c) =0,
0 que nos dd

[y, ul(c) = y(c) e [y,v](c) = (/) (c). (3.40)

Note que o tltimo caso do Teorema 3.29 nada mais é que o caso geral tratado no
artigo (WU, 2009), que foi a base da nossa teoria em multi-intervalos. Além disso, observe
que quando os pontos sao (LP), as matrizes desses pontos nao interferem nas condi¢oes de
auto-adjunticidade das condi¢oes de contorno. Este resultado traz uma grande praticidade
para aplicagoes, uma vez que podemos reduzir o tamanho da matriz dos coeficientes
dependendo do nosso problema. Essa afirmacao pode ser estendida para intervalos maiores

e sera de grande ajuda para as aplicagoes que faremos neste trabalho.

Com isso, terminamos esse resumo sobre a Teoria de Sturm-Liouville e temos
tudo necessario para aplica-la em nosso problema. Como ja foi dito, para mais informagoes
sobre esta teoria, recomendamos as referéncias usadas para escrever esta secao ((HONIG,
1970; WU, 2009; ZETTL, 2005)).
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4 Espalhamento Quantico

O espalhamento em duas dimensoes é uma parte importante de muitos cursos
de mecanica quantica e teve um grande interesse de estudo tedrico nos anos 80, sendo sua
grande aplicagao o hélio sendo absorvido pelo grafite (mesmo esse estudo nao sendo algo
muito experimental). O interessante é que mesmo sistemas reais sendo tridimensionais, se
o movimento de atomos e elétrons for restrito a uma camada atomica, podemos estuda-los

em duas dimensoes (que é nossa ideia para este problema, isto é, restringir a uma superficie).

Primeiramente, buscamos dar uma ideia bem geral do que é o espalhamento
e depois detalhar o estudo do espalhamento quantico em duas dimensoes. O estudo do

espalhamento de particulas A por particulas B é representado na Figura 9.

detetor

>

s —
fonte (A) .gicolimador | | Ll z

alvo (B)

Figura 9 — Imagem retirada da referéncia (BETTEGA, 2012) representando o espalha-
mento.

Neste esquema, o feixe de particulas A é colimado e monoenergético (descon-
siderando possiveis iteragoes) encontra um alvo com um grande nimeros de particulas
B, causando uma colisdo entre essas particulas. A distancia entre as particulas B é con-
siderado sendo maior do que o comprimento de onda das particulas de A (de modo a
desprezar efeitos de coeréncia entre as ondas espalhadas pelos centros espalhadores). Por
fim, supomos que cada particula B atua como centro espalhador independente para que

possamos olhar o espalhamento de uma particula A por uma particula B.

Nosso objetivo é analisar essa iteragao entre as particulas A e B através do
detector. Para tanto, buscamos observaveis como a colisao e a se¢do de choque. Quanto a

colisdo, temos algumas possiveis:

1. espalhamento elastico: nao hd mudanca na estrutura interna de A e B;

2. espalhamento inelastico: ocorre mudanca na estrutura interna de A ou B;
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3. reacgao: as particulas de A e B se decompde em mais de duas particulas.

O que faltaria é como analisar esses tipo de colisdo. A resposta para isso é a
secdo de choque total, que representa o quanto das particulas é espalhado (por exemplo
se ha perda). O espalhamento pode ser visto como uma onda plana mais a parte que é
espalhada (sendo que esta parte contém modos de calcular a segao de choque total, que

nos permite analisar que tipo de colisdo ocorreu).

4.1 Espalhamento Quantico em duas dimensoes
Considere a equagao de Schrodinger em duas dimensoes:

2

h
—2—v2\P+V\If=z‘hE\IJ, (4.1)

m
onde m ¢ a massa reduzida, V' ¢é o potencial local de curto-alcance e F/ ¢ a energia relativa.

Em coordenadas polares (r,6), onde = = 7 cos(f) e y = rsen(d) sao as coordenadas

cartesianas correspondentes, equagao (4.1) se torna

10/ o0\ 180
S N Ty R i 4.2
r&r(r6r>+r2 626+k v 0, (4.2)

com k* =2m E/R* e U(r) = 2mV (r) /R
De acordo com (ADHIKARI, 1986), uma regiao assintotica W(r, ) terda uma

onda incidente plana ao longo do eixo x mais o espalhamento da onda de saida, o que

matematicamente é representado por:

7 eikr
\11(7’70) —>eikx—|—\/;fk(9) W7 T — 0, (43)

onde f é a amplitude de espalhamento. Além disso, também é definido, em funcao de f, a

secao de choque diferencial do espalhamento:

AO) = ‘\/Zf@)

que representa o nimero de particulas espalhadas entre 6 e (6 + df) por segundo por

2 1 )
= L IFOF, (44)

unidade do fluxo de incidéncia.

Note que para determinar a se¢do de choque é necessario determinar a forma
de f, j& que por (4.4) a segdo de choque total serd a integral da funcdo A. Desta maneira,

seguindo os passos de (ADHIKARI, 1986), vamos determinar uma forma para f.
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Para tanto, lembre que a solucao geral de (4.2) tem forma
0
Z w(kr) + By, Ny (kr)] cos(nd), (4.5)

onde J, e N,, representam as func¢oes de Bessel e Newmann respectivamente. Queremos

que esta solucao satisfaca (4.3) e para isso precisaremos de trés expressoes:
e a forma da onda incidente :

[e@]
etkr — gikcos(t Z " cos(nb) J,(kr), (4.6)

ondeeg=1ee,=2paran=1,2,...

e as formas assintoéticas das fungoes Bessel e Neumann:

Jn(kr) — A —— cos (kr e z)
wkr 2 4
, quando r — o0, (4.7)
N, (kr) — A/ —— sen (/CT—T—Z)
" wkr 2 4

Substituindo (4.7) e (4.6) em (4.3), obtemos:

\I]( [ E \/; COS ne l(nﬂ+(7"/4))]
i | 2 en i(m/4)
‘ [Z (\/;COSW’ ) \rf ]

quando r — 0.

Além disso, expandindo f em uma série de Fourier:

0
= Z o, cos(nf),
n=0

segue que:

U(r,6) e i«/ 2 fn T | cos(nd)+

’ Vo | E N whr 2

2 En e \/7 4
[Z —— + 4/ cos(nf), (4.8)

quando r — 0.

Por outro lado, usando (4.6) e (4.7) em (4.5) temos:
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—ikr @ 2 An — Bn i
. [ zez((m/2)+(7r/4))] cos(nb)+

Tk 2
i 2 At B i) | cos(n) (4.9)
“ Nk 2 ’

Agora, igualando os coeficientes de (4.8) e (4.9), obtemos:

_l’_

eikr
\/;

A, — 1B, = &,i"

: L (4.10)
An +1B, = 5n61(n7"/2) 4+ /2 61((nz/2)+(7r/4))an
Por fim, considerando ¢,, um nimero tal que
A, = C,, cos(dy,)
(4.11)

B, = —Cysen(4,)

seguird de (4.10) que

O, = eni"e™"

5 . (4.12)
o, = \/75ne’5”sen(5n)
T

Portanto, a forma de f é

f(0) = \/5 i enemsen(d,) cos(nf),
T n=0

o que implica que a se¢ao de choque total sera dada por

2w [ee)
4
A= AO)di = — ensen?(d,,). 4.13
J, oo =3 D ensenn (4.13)
Observagao 4.1. A substituicao (4.11) é feita para que, em sua forma assintética, a

solucao nao dependa de . Matematicamente falando, obteremos a sequinte forma:

a0
U(r) — Z C’n(k'r’)’mcos(n@) coS (k:'r’ — % — %) ., quando T — 0.
n=0
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5 Regularizacoes e Sturm-Liouville

Neste Capitulo, iniciaremos a trabalhar propriamente com o problema pro-
posto de estudar o espalhamento quantico em superficies nao regulares através da teoria de
Sturm-Liouville. Primeiramente, usando regularizages (assim como algumas propriedades),
buscaremos determinar uma condicao de contorno que represente o problema de regularizar
essas superficies que nao dependa da regularizagao usada. Depois, verificaremos se tal

condi¢do de contorno é, ou nao, auto-adjunta de acordo com a teoria de Sturm-Liouville.

5.1 Regularizacdo das Superficies

Ao colarmos uma superficie, como o cone ou o cilindro, no plano ela deixa
de ser regular (no caso do cone, ganha-se mais pontos nao regulares), pois nos pontos
de colagem se criam vincos. Sendo assim, se torna dificil trabalhar na superficie. Logo,
usaremos uma regularizacao dela, isto é, uma outra superficie que nao possua os pontos
nao regulares, mas que convirja para a superficie original. Faremos a regularizacao do cone,
ou seja, definiremos a métrica correspondente e trabalharemos de modo a obter a equagao
na superficie. Neste ponto, é importante notar que nado nos preocuparemos com o apice
do cone, uma vez que isso ja foi tratado em (KAY; M.STUDER, 1991). Nosso objetivo é
analisar o vinco criado na colagem da superficie com o plano (em outras palavras, nos
preocupamos com vincos unidimensionais e nao zero-dimensionais). O que faremos aqui é

usar a solugao regular ja proposta para o apice do cone.

5.1.1 Regularizacdo do Cone em dois intervalos

Considere um cone de raio c¢ e altura h. Além disso, sejam s o comprimento
de arco do cilindro (isto é, para percorrer s, devemos analisar cada 6, da rotagao) e f(r) = z

é uma regularizacao do cone (veja Figura 10).

Dito isso, usando as coordenadas da suavizagao, veja Figura 10, define-se a

seguinte métrica

ds* =dr? +r*d0* + d2* = (1 + f'(r)?) dr® 4+ 1% db?, (5.1)

0 que torna a matriz que representa a métrica:
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/,/ ]l \\\
/ \\
0<s<b \

Figura 10 — Regularizacao do cone em dois intervalos

1
1+ f/(r)?® 0 . 2 O
G = [gu] = =G =[¢"] = L+ 1) L ab=12=r10
0 r? 0 1

Suponha que g = det(G). De acordo com (GIL, 2008), o Laplaciano de uma

funcao nesta nova métrica é:

1
AU =-—"20, b 9, ),
NG (\/59 b V)

ou, substituindo com os valores da matriz G:

AV = ! < 4 +a—qj +laip (5.2)
N1+ f2Zor | A1+ F(r)2 or | r? a0 '

Lembre que a equagao diferencial a ser resolvida é

ov
— AV =ik ——
T

que é uma equagao separavel, isto é, sua solucao pode ser vista da seguinte maneira

U = R(r) ©(0) T(%). (5.3)

Para o nosso caso temos:

) =™ ¢ T(t) = e F.
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Além disso, substituindo (5.3) em (5.2):

d dR

1 T
/14 () dr L/Hf’(r)?dr

Essa equacao esta na variavel r, e desejamos estudé-la na varidvel s de compri-

2
+%R—k2R=0. (5.4)

mento de arco (definida inicialmente). Para fazer tal mudanga, lembre que: para que seja

possivel analisar s, devemos ter um 6 constante. Assim (5.1) se torna

ds®* = (1 + f'(r)?) dr?,

isto é,

dr 1 ds ”
& IO e §=\/W- (5.5)

Portanto, substituindo (5.5) em (5.4):

s [ )] + S B = ) B (56)

que é uma equacao de Sturm-Liouville.

Para tornar mais facil a obtencao das condigoes de contorno e facilitar algumas
implementagdes, usaremos aqui a Forma Normal de Liouville (para retirar o termos da

primeira derivada). Usando (3.22) e (3.24) para o nosso caso, teremos:

o(s)

w(s) = A/r(s) R(s) . (5.7)
B m? r"(s) B r'(s)
Vis) = r(s)? * 2r(s)  4r(s)?

Fazendo as substitui¢oes(5.7) em (5.6), obtemos, finalmente, a equagao

m? r'(s) r"(s)

(s)? — 1r(s)? + 27”(5)] w(s) = k“w(s). (5.8)

Note que, até aqui, nada foi feito especificamente para o cone. Tudo depende da

—w"(s) +

funcao r, que depende da superficie. Com isto, temos um método para outras superficies

também.
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Para o cone, em dois intervalos, a funcao r é definida da seguinte maneira
(usando b* = ¢* + h?)

c
58’ 0<s<bd
r(s) = , (5.9)
s+(c—=0b), s=b
que é uma funcao continua, porém quando s = b sua derivada é descontinua (a derivada

tem uma forma de Heaviside). Agora sua segunda derivada tem forma de delta de Dirac:

@)

r(s) = SH(b—s) + H(s — b) = 1"(s) = (1 . g) 5(s —b).

S

onde H representa a funcao de heaviside e ¢ a delta de Dirac. Essa andlise das derivadas

de r é necessaria, pois agora teremos uma equacgao diferencial por partes.

Substituindo a forma de r e suas derivadas em (5.8) obtemos o seguinte sistema

de equagoes diferenciais

m? (b/e)* 1
52 4 52

m? 1

ﬂ”*(@—@—mv‘4@—@—mv

cuja solucao geral, em cada fase m € N, é:

—w”+[ ]zk,‘Qw,0<s<b

)

>w=k2w7 s>0b

A /S Imye(ks), 0<s<b

BuvVs+c—bdnk(s+(c—0)+CnvVs+c—bYn(k(s+ (c—10))), s>b

w(s) =

Para que haja unicidade na solucao, devemos ter condi¢oes de contorno, uma
sobre a func¢ao e outra sobre a derivada, nos pontos de quebra da func¢do. Para a funcao,

desejamos a continuidade, entao devemos ter:
lim w(s) = lim w(s).
s—b_ s—by

Enquanto que para as derivadas, usaremos a equagao diferencial e propriedades
da delta de Dirac:
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b+e b+e

lim —w"(s) + (s —b) (1 — E) w(s)ds = lim k> w(s) ds =

e—0 b—e b e—0 b—e

= lim w'(s) — lim w'(s)

s—b_ s—by

|
/N
—_
|
SO
N—
g
—~
=
~—

Resumidamente, as condigoes de contorno sao:

w(b-) = w(bs)
(5.10)

w'(by) —w'(b) = (1 _ g) U;(i)

5.1.2 Regularizacdao do Cone em trés intervalos

Nesta parte, trataremos de uma outra maneira de analisar o cone. E impor-
tante notar que o nosso foco nao sera nesta maneira, mas sim na anterior. O interessante
do que serd mostrado a seguir é que nao exite uma tnica maneira de usar Sturm-Liouville
multi-intervalos, isto ¢, podemos ver a modelagem do problema do cone em 2 ou 3 intervalos
e, no proximo capitulo, vamos testar se ambas modelagens levam ao mesmo resultado.
Além disto servira, também, como uma aplicagdo de trés intervalos. Para ser consistente
com o caso anterior, ao regularizarmos o apice, desta vez, usaremos a soluc¢ao regular no

primeiro intervalo (que é o que representa o apice).

Para o cone, em trés intervalos, a ideia é a mesma do cone em dois intervalos.
Considere um cone de raio ¢ e altura h e f(r) = z uma suavizagao do cone (veja Figura

11). Note que essa é uma regularizacao do cone apenas quando a — 0.

/’/ a<s<a+b \

Figura 11 — Regularizacao do cone com trés intervalos
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Como ja foi dito anteriormente, as contas iniciais feitas na se¢ao anterior sao
bem gerais. Assim, podemos ja considerar a equacao (5.8). Logo, resta definir que é a

funcao r no caso do cone. Ela é parecida com a anterior, porém temos trés equagoes:

-

s, 0<s<a

r(s)=<gs+a(1—g),a<s<a+b , (5.11)

s+(c—b),s=a+b

porém suas derivada e segunda derivada ainda sao como o caso anterior:

H(a—s)—l—EH(s—a), 0<s<a+b

r'(s) = b =
gH((aer)—s)JrH(s—(aer)), s=a+b
c (%—1)) ds—a), 0<s<a+bd
= 7r"(s) = - .
b (1-5)) 86 = (@+b), s=a+b

Com isso em maos, substituindo as formas de r e suas derivadas, a equacao
(5.8) se torna

s2 4s?
m? (b/e)* 1
s+ (ab/c)—a 4(s+ (ab/c)—a)

( m? 1
—w"—l—(2 )wszw,O<s<a

A

—w"—i—l 2]=k2w,a<s<a+b ,

o+ (e ) o

cuja solucao geral, em cada fase m € N, é:

.
AnvsIn(ks), 0<s<a

< B /s + (abje) —a Joe(k (s + (ab/c) — a))+
+Cm /s + (abjc) —a Yok (s + (abje) —a)), a<s<a+h

(D Vs —hdpu(k(s—(c—=0)) + EnvVs—hY,(k(s—(c—0)), s>a+h

Assim como anteriormente, as condi¢oes nas derivadas sdo um pouco diferentes

do que apenas impor continuidade. Como as contas sao analogas, colocamos aqui uma
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forma resumida:

w(a-) = wla)
w((a+b)-) =w((a+0);)

c w(a : (5.12)
w'(a ) —w'(ay) = (f — 1) (@)

b 2a
ol 0wl = (1) 0

\

5.2 Comparacao entre Sturm-Liouville e Regularizacdes

Um dos nossos objetivos é verificar se as condigoes de contorno (5.10) e
(5.12) sado auto-adjuntas de acordo com a Teoria de Sturm-Liouville multi-intervalos. Para
tanto, vamos transformar as condigoes citadas em forma matricial e verificar se eles satis-

fazem as condic¢oes de posto e de auto-adjunticidade.

Trataremos primeiro do cone em dois intervalos para depois mostrar, como

curiosidade, como ficaria para o cone em trés intervalos.

5.2.1 Cone em dois intervalos

Primeiramente, vamos reescrever (5.10) como:

w(b-) = w(bs) _—
5.13
c\ w(b)
! ) = / — 1 _
o) 0= (1-5) ™
. cy 1
Transformando (5.13) na sua forma matricial e usando w = (1 - 5) 70

teremos:

10 w(b_) -1 0 w(by)) (0
o) () (0 5) ()= 6) .

Com isso, segue que

(AIB) = ((1) 2 :j} _01> (5.15)
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De acordo com (WU, 2009) temos que as condigdes de contorno sao auto-

adjuntas.

Essas duas conclustes nos levam aos questionamentos: Serd que todas as condi-
¢oes de contorno auto-adjuntas tem alguma relagdo com essas obtidas? Se sim: Sera que
qualquer condicao de contorno serve para representar este problema? Caso contrario: Sera

que essa condigao “regular” representa melhor o fenémeno a ser estudado?

Esses questionamentos nos motivam a continuar explorando as possibilidades da
teoria de Sturm-Liouville multi-intervalos e depois comparar com essas condigoes obtidas

aqui.

5.2.2 Cone em trés intervalos

Aqui, trataremos do cone em trés intervalos s6 para mostrar que existem
outras maneiras de analisar o problema, assim como ver uma aplicagao da teoria de trés

intervalos. Note que podemos reescrever (5.12) da seguinte forma:

-

w(p-) —w(ps) =0

w(g-) —w(ge) =0
X ) (5.16)

w'(p-) —w'(py) —wiw(p) =0

w(g-) =w(gy) —wrw(g) =0

o _ (¢/b) -1 _ 1= (¢/b)
comp=a,q=a+b w = % ew2_2(a+c)'

A forma matricial de (5.16) é:

-1 0 10
—wi —1| fw(p) 0 1] fw(py)
0 0 (w’(p))Jr 00 (w’(p+)>+
0 0 00

0 0

0

(5.17)

4
|
—_
o O
N
SRS
=
\l_/\_/
~__—
+
o R O O
_ O O O
N
SRS
—_
S
s 5
\_/\_/
~__—
I
o O O O
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Primeiramente note que:

-1 0 10 0 0

1 01 0 0
(ABlcipy = |~ (5.18)

0O 00 -1 10

0 0 00 —wy —1 0 1

tem posto completo e, além disso
T T T T 0 -1

AFEA" — BEB" + CEC" — DED* = 04x4, com E = Lo ) (5.19)

Em outras palavras, as condigoes que tornam essas condig¢oes de contorno
auto-adjuntas segundo (WU, 2009) sdo cumpridas. Portanto, a regularizacao nos leva a

uma condi¢ao de contorno auto-adjunta.
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6 Condicao de Contorno “Regular”

Neste capitulo vamos buscar comparativos para tentar indicar que condigao
de contorno “regular” (a que foi obtida através das regularizagoes) é a que melhor representa,
o problema de espalhamento. Para tanto, apresentaremos um experimento numérico que
mostra que a solucao encontrada através de uma solucao numérica, resulta na condi¢ao de
contorno regular e outro que compara resultados da fungao de espalhamento. Além disso,
buscando analisar se ha alguma relacao entre outras condi¢ées de contorno auto-adjuntas
(que podem ser obtidas na teoria de Sturm-Liouville) com a regular, compararemos o
grafico das curvas integrais que representam o espalhamento delas. Assim, buscamos

responder as perguntas deixadas no final do Capitulo 5.

6.1 Experimentos com Solucdes Numéricas

Nesta secao apresentaremos os resultados de alguns experimentos de resolu-
¢ao deste problema através de solugoes numéricas (ou com uma parte analitica e outra
numérica). O primeiro é baseado em comparar a condigao de contorno obtida com uma
obtida numericamente e comparé-las. J4 o segundo tem como objeto comparar o grafico
da funcao de espalhamento da condi¢ao de contorno regular com uma soluc¢ao numérica

do problema.

6.1.1 Determinando a condicdo de contorno

Note que a condic¢ao de contorno (5.10) é para equagao na forma normal de
Liouville e na varidvel s de comprimento de arco. Como queremos fazer um experimento
numeérico, através de regularizagdes, temos que analisar a equagao (5.4), que estd na
variavel r. A ideia, entdo, é fazer o “caminho inverso” para determinar o que a condigao

(5.10) equivale para equacao diferencial (5.4).

Primeiramente, lembremos que, ao fazer a mudanca para forma normal de

Liouville, fizemos a seguinte substituicao:

s) = A/r(s)R(s). (6.1)

Substituindo (6.1) em (5.10), segue que

wby) = w(b) = /r(b)R(by) = /r(b_)R(b_) = R(b.) = R(b_),
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isto é, R é continua em b. Além disso,

oy VrBw®) _ r'(b)R0,) ((py) - TODEC) :
T T s B R G

e usando a forma de r(s), dada em (5.9), temos:

o que nos da que (5.10) é equivalente a:

R(b.) = R(b-)
R'(by) = R'(b-)

(6.2)

Por fim, vamos determinar o que isso significa para R(r), uma vez que (6.2)

ainda esta na variavel s. Para tanto, observe que

dR drdR
= — = ——,
ds ds dr

R(r) = R(r(s)) = R(s)

Substituindo em (6.2) temos:

R(by) = R(b-) = R(r(by)) = R(r(b-)) = R(cy) = Rlc-),
o que implica na continuidade de R(r). Além disso, temos ainda

dR dR dr dR dr dR
E(bJr) = %(bf) = £(b+)%(7’(b+)) = %(M)%(T(bﬁ)

dR cdR
= $(C+) = B%(C*)J

que, resumidamente nos da a seguinte condicao

R(cy) = R(c.) 03
R(e) = ;R(c-)

Com a condigao equivalente em maos, nosso objetivo é criar uma familia de

regularizagoes que convergem para o cone. Com tal familia, determinaremos se a solugao
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Figura 12 — Familia de fungoes e sua funcao limite
obtida satisfaz (6.3). Dito isso, considere a familia de regularizagoes da Figura 12.

A obtencao dessa familia foi pensada da seguinte maneira: Criamos uma
sequéncia de fungoes por partes, definidas por um parametro a: (lembrando que ¢ representa

o raio do cone e h sua altura)

h
——7r+h 0<r<c—oa
c
9a(r) = a0+a1r+a2r2+a3r3+a4r4+a5r5, c—a<r<ct+a > (6.4)

0, r=z2c+a

onde os coeficientes a;, ¢ = 0, ...5, sdo determinados de modo que tal sequéncia seja de

classe C? e tém forma:

h(c* — 6c2a? — 8ca® — 3at) 3h(c —a)(c+ ) h
ayg = — Ao = — ay = ——
16¢ca’ 8ca? 16ca’
h(c* — 3ca® — 2a3) h
@ = 4ead 9= 43 a = 0.

Tal familia é representada na Figura 12 na imagem esquerda. A imagem da
direita representa a funcao para a qual essa familia converge quando tomamos o limite:
a — 0. Com tal familia, fazendo ¢ = 1, h = 1 e k = 1, resolvemos a equagao (5.4)

numericamente usando o Mathematica e obtemos: (veja Figura 13)

Note que tal grafico indica uma convergéncia da razao para 1, o que confere
com obtido pela condigao de contorno (6.3). A importancia deste resultado é que o jeito

que obtivemos a condi¢ao de contorno (usando propriedades de regularizagdo, mas sem



Capitulo 6. Condi¢io de Contorno “Regular” 58

: gy losta
-o.5é
15k

R(c")

Figura 13 — Resultado do experimento para determinar a razao

h=1lek=1.

para c =1,

(c/b) R (c7)

usar uma regulariza¢ao) resulta na mesma condi¢ao de contorno obtida se usarmos uma
regularizacao de um polinémio por partes. Com os resultados obtidos, tivemos um indicio
de que a condigao de contorno obtida pela regularizacao é melhor do que outras (que
podem ser encontradas pela Teoria de Sturm-Liouville), uma vez que o numérico e o

analitico nos levaram a mesma condi¢ao de contorno.

6.1.2 Determinando o grafico da funcao de espalhamento

Outro teste numérico feito foi o de determinar o grafico da func¢ao de
espalhamento e compara-lo com o obtido usando a parte analitica. Discutiremos dois
processos agora. O primeiro procedimento foi feito ja utilizando o caso limite e a condi¢ao
de contorno (6.3). Este caso é mais uma verificagdo, uma vez que é como conseguimos a
condi¢ao de contorno, s6 que agora vamos colocar uma forma para regularizagao. Ja o
segundo foi feito usando uma das constantes obtidas no primeiro procedimento, que junto

com as regularizagoes nos trariam o grafico da fungao de espalhamento.

1. Primeiro procedimento: Comecamos determinando a solugao da equacao

2
m
+FR—k2R=o. (6.5)

— — +
RGN IGET

para o limite da regularizacao

1 d[ r DR
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que é

bk
Amjm(—r), 0<r<c
e c

Vm(r) = . (6.6)
Bpdm(rk) + Cou Ny (rk), r=c

Feito isso, aplicamos a condi¢ao de contorno (6.3) junto com a condi¢ao obtida pelo
espalhamento

. ‘ 1, m=0
B, —iC,, = epi™, e, = (6.7)
2, c.c.

para determinar A,,, B,, e C,,. Fazendo isso no Mathematica, determinamos a
funcao de espalhamento e comparamos com o a fun¢do de espalhamento obtida com
a condicao de contorno regular. O que obtemos foi: ambos resultam no mesmo gréafico
(veja Figura 14).
y
0.085-
0.0807
0.0757
0.0707

0.065

0.060

Figura 14 — Gréfico de |f(0)|*/k parac=1,k=1eh=1.

2. Segundo procedimento: Inspirados pelo primeiro procedimento, a ideia deste é
usar a constante A,, obtida no primeiro procedimento (uma vez que essa constante ja
possui a condi¢do de espalhamento para o caso limite) e resolver a equagio (6.5) para
a sequéncia de regularizac¢oes dada por (6.4). Para tanto, primeiro determinamos as
constantes B,, e C}, com a solu¢do numérica do problema e depois fazemos o quoci-
ente para que seja possivel determinar f(#). O problema é que para o pequeno nao
conseguimos determinar muitas constantes (para o = 0.1, por exemplo, conseguimos
no maximo 6 e isso se deve ao fato de nossa regularizagdo ser um polinémio de grau

5), mas aparentemente o resultado é algo bem razodvel.(veja Figura 15).

Neste caso, é possivel notar que os graficos nao sao idénticos, mas o numérico parece

se aproximar do grafico analitico.
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Figura 15 — Comparacao dos gréficos de |f(6)|?/k para solucdes a partir de regularizagoes
e com a condicao de contorno regular.

Com o exposto até entao, ¢ possivel acreditar que a condi¢ao regular é a que
melhor representa o problema. Nosso objetivo, agora, serda de comparar essa condi¢ao com
outras auto-adjuntas para determinar se essa escolha de condicao pode ser arbitraria, isto

é, buscamos comparar se qualquer condicao auto-adjunta dard o mesmo resultado.

6.2 Secdo de choque total

Primeiramente, relembre que secao de choque total é calculada da seguinte

maneira:

2T [eo]
_ 1 2 ., 4 5
A_f IO do = knzoansen (6.).

0

De acordo com (FITZPATRICK, 2013), ao se considerar uma energia muita
grande, isto é kc >> 1, as frentes de onda que mais contribuem para se¢do de choque total

vao até n,,.. = kc. Com isso, a secao de choque total se torna
4 kc
)\ = - Z £, 5en?(8,).
n=0

Além disso, como teremos varios valores de n nesse somatorio, podemos fazer a

seguinte aproximacao média:

, n=0,1,... ke

9 kc
A x — Z en & 4e. (6.8)



Capitulo 6. Condi¢io de Contorno “Regular” 61

Em outras palavras, por mais que nao consigamos plotar as curvas para k
grande, é possivel observar, a partir da secdo de choque total, que a medida que o k
aumenta, a secao de choque total tende ao valor 4¢, onde ¢ é o raio do cone. E interessante
notar que tal resultado independe da condi¢ao de contorno, isto é, para um espalhamento
com k grande, todas as segoes de choque total convergem para um mesmo valor, po-
rém isso nao implica que suas curvas integrais tenham o mesmo formato. Assim, uma

outra forma de testar a condi¢ao de contorno regular é determinar se ela satisfaz esse limite.

Para analisar isso, novamente usamos o Mathematica para determinar as cons-
tantes de espalhamento, ¢, e fizemos o proposto, isto é, para diferentes k’s calculamos
a segdo de choque total, com um raio e uma altura fixada (veja Figura 16). Para criar
tal gréafico, fizemos uma tabela, variando k e depois usamos o comando ListLinePlot do

software.

PR T Y S S S S S B S S S
20 40 60 80 100

Figura 16 — Secao de choque total com ¢ =1, h = 1 e k variando entre 1 e 100

Note que a se¢ao de choque total, com o aumento de k, tende ao limite desejado,

o que mostra que a condi¢ao de contorno regular também satisfaz mais essa propriedade.

6.3 Cone de dois intervalos x Cone de trés intervalos

No Capitulo 5, introduzimos a modelagem do cone em trés intervalos como
uma outra maneira de formular o problema. Vamos comecar relembrando as formas do

cone em dois e trés intervalos (veja Figura 17).

Note que a formulacao em trés intervalos so recai em um cone quando a — 0.
Dito isso, nossa ideia foi determinar a consisténcia dessa aplicacao, isto é, serd que a se¢ao

de choque para o cone é a mesma sendo em dois ou trés intervalos?
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0<s<a

il ¢ atb<s<o

Figura 17 — Cone em dois intervalos (esquerda) e em trés intervalos (direita).

Para determinar uma resposta, tomamos o que ja tinhamos feito para dois
intervalos e, com um procedimento analogo, fizemos o mesmo para trés intervalos (com
diferentes valores de a préximo de zero) para poder comparar ambos resultados. E im-
portante observar que, assim como em dois intervalos, consideramos apenas a solugao
regular no apice do cone, isto é, temos apenas a fungao Bessel, uma vez que nao estamos

preocupados em estudar tal problema. A comparacao pode ser vista na Figura 18.

012

010+

Jintervalos: a=0.1
0,08

3intervalos: a=0.01

006

2 intervalos

0 1 2 3 4 5 6

Figura 18 — Comparacao da secdo de choque total com ¢ =1, h=1e k =1 dos cones em
dois intervalos e trés intervalos para diferentes valores de a.

Note que quanto mais préximo de zero for o valor de a, mais o grafico de trés
intervalos converge para o grafico obtido com a formulacao de dois intervalos. Isto nos leva
a crer na consisténcia das formulagoes, uma vez que mesmo com formulacoes diferentes,

obtivemos o mesmo resultado para a secao de choque.

Até aqui, a comparacao do resultado analitico com o numérico e a consisténcia
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na formulacao, nos leva a acreditar que a condicao regular é realmente uma boa solucao
para o problema. O que faremos a seguir é analisar o espalhamento desta e outras condicoes

de contorno de Sturm-Liouville.

6.4 Curvas Integrais

Usando o software Mathematica, plotamos as curvas integrais que repre-
sentam os vetores normais a onda para determinar qual o efeito do cone sobre a mesma.
Além disso, também analisamos o grafico da funcao que representa a se¢do de choque total

para determinar se os resultados fazem algum sentido.

Para fazer o grafico dessas curvas, primeiramente usamos condi¢oes de contorno
para resolver o problema. Feito isso, construimos a solu¢ao como sendo um somatorio das
solugoes obtidas para cada m e determinamos o niimero de termos a ser somado analisando
quando tal funcao se estabiliza. Com isso, determinamos um intervalo e subdividimos esse
intervalo (nos exemplos usamos [—3, 3] x [—3, 3] e os subdividimos com 0.017). Depois de
coletados esses dados, os interpolamos em suas partes real e imaginaria para entao passar
o gradiente da solucao de coordenadas polares para cartesianas. Por fim, resolvemos um
sistema de equacoes diferenciais para determinar a curva que representa o gradiente e

plotamos tal curva. Tudo isso foi feito no Mathematica.

Para os exemplos a seguir, usamos cones de raio 1, altura 2 e a energia da onda
k = 1. Também tentamos analisar para energias maiores, porém o resultado ainda nao
estd bom, pois as curvas integrais nao se comportam muito bem, aparentemente por causa

de requererem um refinamento maior de malha.

Primeiramente, analisaremos a solugao:

A /S Ime(ks), 0<s<b

wW(s) =\ B /s + c— bk (s + (c— b))+
+Cm Vs +c—bY,(k(s+ (c—D))), s>b

com a condi¢ao de contorno da regularizacao:

w(b-) = w(by)

w'(bo) —w'(by) = (1 _ g) wz(i)
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Feito isso, usaremos a Teoria de Sturm-Liouville multi-intervalos, nesse caso
dois intervalos, para determinar outras condi¢oes de contorno. Lembrando que, por tal

teoria, a condigoes de contorno sao da forma

MY(OT)+NY(0) =0,

U(s)
(=h?/2m) ¥'(s)

1 C11 O C—12
(M|N) =
0 ci2 —1 e,

isto ¢, vamos supor alguns valores para c;; para tentar analisar o que acontece com a onda.

) e a matriz dos coeficientes tem forma:

com Y (s) = (

Além disso, para determinar o comportamento da se¢ao de choque, a funcao a

ser analisada é |f(0)|?/k, onde

f(0) = \/g Zzlosnei‘s"sen(én) cos(nb).

1. O primeiro caso a ser analisado é o das condi¢oes de contorno que representam a
regularizacao. Como pode ser observado na Figura 19, segundo o grafico de f o
espalhamento maior ocorre em 0 e 27, o que é consistente com o que é visto no
grafico das curvas integrais. Além disso, observe que as curvas passam por dentro do

cone, mesmo que o cone desvie sua trajetoria.

/ 3 0s2r
= = = |

059+

0.58

= AN

Figura 19 — Curvas Integrais e grafico da funcdo de espalhamento para a condigao de
contorno regular
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2. Para este segundo caso, usamos as seguintes constantes: ¢;; = 3, ¢12 = —2 € oo = 2.
Note que, de acordo com a Figura 20, o grafico de f indica que o espalhamento
¢ intenso em quase toda regiao do cone, assim como ¢ visto no grafico das curvas

integrais. Além disso, observe que o cone é quase um barreia repelindo a onda.

’y

058

/7]

0.52

050

0481

3 1 2 3 4 5 6

Figura 20 — Curvas Integrais e grafico da funcao de espalhamento para a condigao de

contorno 1

3. Para este terceiro caso, usamos as seguintes constantes: c¢;; = 1, ¢19 =17 € c99 = 1.
Pela Figura 21, o espalhamento é maior em 7. O mais interessante deste caso é
observar que o cone funciona como uma parede com as ondas que “encontram” com

ele, enquanto que para as outras ¢, novamente, como uma barreira.

’y

Figura 21 — Curvas Integrais e grafico da funcao de espalhamento para a condigao de

contorno 2

Com estes dois casos, é possivel notar que “chutar” uma condicao de contorno

qualquer nos da algo aparentemente estranho, basta ver o comportamento das curvas
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integrais que parecem nao interagir com o cone. Assim, fica claro que escolher uma

condi¢ao de contorno que represente bem um problema nao parece ser tao arbitrario.

4. Um outro caminho para comparar os resultados ¢ usar condi¢des de contorno que
representam algo mais concreto. Por exemplo, supor que a fun¢ao solugao é de classe
C*, que seria a suposicdo mais comum. Esse caso especial serd explorado aqui. Para
tanto, primeiro temos que verificar qual matriz representa esse tipo de condicao de
contorno, depois verificar se tal condigao satisfaz as condi¢des de Sturm-Liouville e,

no caso positivo, determinar as curvas integrais. Vamos a isso.

A condicio de contorno para que a condicao de contorno seja de classe C' é a

seguinte:

P(e) = 1(cy)
W(C—) = ¢I(C+)

1o\ (wle) (-1 0 (we)) _ (o
(0 1) (¢'<c—>>+(o —1) <w'<C+>>‘(o>‘ (010

Desta maneira as matrizes que devemos analisar sao a identidade e a oposto da

(6.9)

que recai em:

identidade. E facil ver que tanto a condicdo de posto, quanto a condi¢do de auto-
adjunticidade sao satisfeitas, logo a condicao ¢ de Sturm-Liouville. Assim, fazendo
o mesmo procedimento, obtemos as curvas da Figura 22. Note que as curvas se

comportam, novamente, de um jeito bem estranho, tentando evitar o cone e as que

atravessam o cone logo voltam e se encontram com outras.

6

Figura 22 — Curvas integrais e grafico da funcao de espalhamento para solucao de classe
Cle=1,h=2ek=1
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Note que este grafico é muito similar ao da condi¢ao de contorno regular. Isso se deve
ao fato de que a relagdo entre as derivadas, na regular, é quase algo como igualar as
derivadas laterais. Desta maneira, as curvas integrais sao parecidas, mas nao iguais

como podemos ver no grafico abaixo que contém um comparativo (veja Figura 23):

b O.4|-.,‘.|.‘..|.l..|....|...‘|.".l.9
-3 0 1 2 3 4 5 6

Figura 23 — Comparativo entre as curvas integrais da condi¢ao regular com a condicao de
classe Ct, parac=1, h=2¢c k= 1.

A justificativa de falarmos que os comportamentos de condigdes de contorno,
que nao sao a regular ou a de classe C', sdo estranhos é baseado em (MOSNA:; BELLER;
KAMIEN, 2012). Este trabalho trata do estudo do espalhamento de particulas classicas
no cone e mostra que as particulas satisfazem a Lei de Snell ao se encontrarem com o
cone. Nosso caso ¢ um pouco diferente, pois estamos com particulas quanticas com baixa
energia (isto é, k é pequeno com rela¢ao a ¢), mas para energia grande, o limite seria um
comportamento de particulas classicas. Das condi¢does mostradas, a tinica que mais se

aproximaria seria a da condicao regular.

Com estes resultados, é possivel concluir que a escolha de uma condicao de
contorno para este problema nao parece ser arbitraria, e determinar uma condicao usando a
matriz de Sturm-Liouville, ndo parece ser uma tarefa facil. Além disso, em diferentes tipos
de condigoes, obtemos resultados diferentes, o que nos informa que talvez essas condigoes
nao tenham muitas relacdes entre elas. Entretanto, a condicio regular e a de classe C*
apresentam um bom comportamento em seus resultados, mas ainda assim, sao diferentes.
De forma geral, elas sao parecidas devido ao fato da condicao de contorno regular, quando
b estd proximo de ¢, se assemelhar & uma condicdo de classe C'. A diferenca é que a
condigao regular contém os dados do problema (raio e altura do cone), enquanto outras
nao necessariamente. Assim, se supormos que o cone advém de um cone regularizado, a

condicao de contorno regular seria a que melhor representa o problema.
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7 Consideracoes Finais

Este trabalho teve como objetivo apresentar uma nova forma de estudar o
espalhamento quéntico em superficies nao-regulares através da teoria de Sturm-Liouville
Multi-Intervalos. O uso de tal teoria, além de garantir a unitariedade do problema, nos
da uma gama de possibilidades de solugoes. E importante notar que, na teoria, todas as
condi¢oes auto-adjuntas tem o mesmo valor, isto é, nao existe uma condi¢do preferencial.
Para determinar uma que representasse melhor o estudo do espalhamento, foi necessario
criar um critério. Neste trabalho, o critério proposto foi supor que o cone advinha de uma
regularizacdo, mas sem tais suposi¢oes nao é possivel determinar uma condigao preferencial.
Mesmo assim, com tal critério, foi possivel apresentar testes que confirmam sua eficiéncia

para o estudo espalhamento.

O interessante dessa abordagem é sua generalidade, uma vez que a construcao
feita para o cone, com algumas modificacOes, serve para outras superficies “coladas” no
plano (como um cilindro). Entretanto, acreditamos que a condigdo de contorno que re-
presenta bem um problema nao possa ser escolhida aleatoriamente, ela deve ter fatores
que a relacionam com a superficie em questao (como foi apresentado no capitulo anterior).
Ainda, é interessante notar que tal método possui consisténcia quanto niimero de intervalos
a serem tomados. Como foi visto o cone em trés ou dois intervalos nos levaram as mesmas

conclusoes no estudo do espalhamento.

Sabemos que o estudo apresentado aqui é s6 o incipiente e que dele podem
resultar novos estudos. Por exemplo, ainda nao foi possivel determinar se a condicao
de contorno regular é a condicdo que melhor representa esse problema, uma vez que ao
impormos a condicdo mais regular possivel (classe C'), obtivemos resultados parecidos.
Uma maneira de se determinar uma resposta melhor para isso, mas estava fora do objetivo
deste trabalho, sao experimentos laboratoriais sobre espalhamento para comparar os
resultados deste trabalho com os obtidos nos experimentos. Uma outra aplicacao para essa
metodologia seria usa-la em outras superficies como um cilindro ou uma esfera “colada” no
plano. Acreditamos que com algumas modifica¢gdes no apresentado até entao, seja possivel

analisar tais problemas.

Por fim, esperamos ter mostrado uma aplicacdo satisfatéria dessa Teoria de
Sturm-Liouville Multi-Intervalos, assim como sua importancia para alternativas de estudos

ja conhecidos.
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