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Capitulo 1

Resultados Preliminares

1.1 Introducao

Neste trabalho faremos um estudo das equacoes de movimento de fluidos viscosos incompressiveis
com fenomenos de difusao, no que diz respeito a existéncia, unicidade e regularidade de solugoes.

Para situar o problema, faremos inicialmente, uma ligeira discussao sobre a sua formulacao.
Consideramos o escoamento de um fluido numa regiao 2 C IR" (n = 2 ou 3), consistindo de dois
componentes com densidades caracteristicas p; e ps (Supostas constantes positivas) e velocidades
caracteristicas vi = vy(z,t) e vo = vy(z,t), respectivamente. Admita que as concentragoes de
massa e de volume do primeiro fluido sejam dadas por a(x,t) e b(z,t), respectivamente. Definimos a
densidade média pela expressao p(z,t) = b(z,t)py + (1 — b(x,t))p2, a velocidade média de massa da
mistura por v(z,t) = a(x, t)vy(z,t) + (1 —a(z,t))ve(x,t) e a velocidade média de volume da mistura
por u(x,t) = b(z,t)vi(x,t) + (1 — b(x,t))va(z,t).

As equagoes fundamentais do movimento do fluido, obtidas fazendo uso das leis de conservacao
de massa e de momento linear (ver, por exemplo, Lukaszewicz, [26], pag. 15 e Guillén [17], pag. 97)
na regiao €2 x [0, 7] sdo dadas por:

pvi + (pv - V)V — pAv — (u+ p)\V(V - v) = pF — Vp,
pe+ V- (pv) =0,
divu =0,

onde p e ' sdo os coeficientes de viscosidade dados, supostos constantes e satisfazendo p > 0 e
3 421 >0, F é a funcao de densidade de forcas externas e p a pressao do fluido. Admitindo que
o processo de difusdo de massa obedece a lei de Fick (que relaciona as velocidades locais do fluido
com a velocidade de massa e dada pela expressao

A
v=u——-Vp
P
onde A > 0, suposto constante, é o coeficiente de difusao molecular), podemos reescrever o sistema
acima inteiramente em funcao da velocidade de massa ou da velocidade de volume. Uma vez que a

condicao de incompressibilidade divu = 0 é de grande importancia tedrica, reescrevemos as equacoes
em funcao da velocidade de volume u obtendo assim, o seguinte sistema:

pu; + (pu- Viu — pAu— A(u-V)Vp = A(Vp - V)u

1 1 |
—V;(Vp -V)Vp + A2;(Vp - Vp)Vp — AQ;A/JVP +Vp = pF, (1.1)



pe — AAp+u-Vp=0, (1.2)
div u =0, (1.3)

onde p =5+ Au-Vp—AAp+ \2u+ 1 )Aln p é a pressao modificada.
Ao sistema de equagoes acima agregamos as seguintes condigoes iniciais e de fronteira:

ulrxor) =0, u(0) =u.(x), (1.4)
dp
- =0, 0) = po(x), 1.5
n o) p(0) = po(z) (1.5)

onde I' é a fronteira de €2 e n é a normal unitaria a I'. Notamos que as condicoes de fronteira nos
dizem que as particulas do fluido aderem a I' e que nao ha fluxo de massa através de I'. Neste
trabalho, estaremos considerando que a densidade inicial p, satisfaz 0 < o < p, < 3.

Observamos inicialmente, que tal modelo inclui, com caso particular, as conhecidas equagoes de
Navier-Stokes (caso em que A = 0 e a densidade p é constante).

Com relacao ao estudo de tal sistema, alguns resultados ja sao conhecidos.

Em [21], Kazhikov, Smagulov impdem que o coeficiente de difusdo A é suficientemente pequeno
(de modo que se podem ser desconsiderados os termos em A\?) e que a densidade inicial é estritamente
positiva e limitada; sob tais hipdteses, provam a existéncia de solugoes fracas e unicidade de solugoes
fortes nos casos n = 2 e n = 3, sendo que no ultimo caso a solugao esta definida num intervalo (0, Tj)
suficientemente pequeno.

Em seu trabalho [32], Salvi prova (via aproximagoes semi-Galerkin espectral) a existéncia de
solugoes fracas em dominios cilindricos e nao-cilindricos de IR™ (n arbitrario) para o modelo simplifi-
cado, ou seja, aquele que nao apresenta os termos que envolvem \?; sao feitas as mesmas imposicoes
de Kazhikhov-Smagulov sobre os coeficientes de viscosidade i e de difusao A e sobre a densidade ini-
cial. (Aqui, por aproximagoes semi-Galerkin espectral, entendemos aproximagoes finito-dimensional
da velocidade e infinito-dimensional da densidade.) Basicamente, os dois trabalhos se distingiiem
pelo fato de no primeiro serem obtidas estimativas a priori para um tipo de derivada fracionéria
da velocidade (resultado que nao pode ser estendido para n > 4) e no segundo, os resultados de
compacidade serem obtidos a partir de estimativas a priori para a derivada temporal do termo pu
(como no caso das equagoes de Navier-Stokes). A questdo da unicidade e da regularidade nao é
considerada, uma vez que a unicidade de solugoes fracas é um problema em aberto mesmo no caso
bidimensional.

Em seu outro artigo [33], Salvi trabalha com o mesmo modelo e as mesmas hipdteses para mostrar
a existéncia de solucoes fracas para o problema formulado em termos de um sistema de desigualdades
variacionais.

Também trabalhando com sistema de desigualdades diferenciais em [29] e [28], Prouse prova a
existéncia e unicidade de solugdes para o modelo de Graffi (aquele em que nao aparecem os termos
em ) e \?) associado a0 movimento de uma mistura de dois fluidos viscosos incompressiveis. Interes-
santes consideracoes relativas a consisténcia fisica para o modelo de Graffi sao feitas, sendo que tais
consideracoes permanecem validas para o modelo de difusao completo.



O caso em que 2 = IR? e 0 modelo é o simplificado, é tratado por Secchi, em [36]. Sem qualquer
restrigao aos coeficientes de viscosidade p e de difusao A, o autor prova a existéncia (local no tempo)
e a unicidade de solugao, fazendo uso de argumentos de ponto fixo.

Posteriormente, em [35], Secchi considera o modelo completo e prova a existéncia de uma tnica
solugao global no caso bidimensional, admitindo que A/ é suficientemente pequeno. Também analisa
o comportamento da solucao quando A — 0, mostrando que existe uma subseqiiéncia de solucoes
do problema inicial convergindo para a solucao das correspondentes equacoes de Navier-Stokes nao-
homogéneas. No caso n = 2 a convergéncia se dd em todo intervalo finito [0,7] e no caso n = 3 a
convergéncia ocorre num pequeno intervalo de tempo, independente de \.

Fazendo linearizacao das equacoes de momento e de difusao e utilizando-se de argumentos de
pontos fixos e sem nenhuma imposicao adicional aos coeficientes de viscosidade e de difusao , da Veiga
[5] trabalha com o modelo completo e apresenta resultados de existéncia e unicidade de solugao forte
local para dados iniciais arbitrarios e global para dados iniciais e forca externa pequenos. Além disso,
trata-se também do comportamento assintotico da solugao, mostrando-se que se a forca externa é
identicamente nula entao a solugao decai exponencialmente para a solucao de equilibrio, conforme
t — +o00. Para outras questoes relacionadas ao comportamento assintético e a periodicidade de
solugoes, podem ser consultados [4] e [6] do mesmo autor.

Passamos agora, a detalhar a metodologia adotada neste trabalho. No Capitulo 2, fazemos uso
das aproximacoes semi-Galerkin espectral para provarmos a existéncia de solugao forte local para o
modelo completo, sem nenhuma condi¢ao adicional sobre os coeficientes de viscosidade e de difusao.

Este procedimento tem a vantagem (em rela¢do, por exemplo, ao método de pontos fixos) de
nos fornecer, entdao, um método construtivo para a obtencao da solucao. A prova da unicidade
¢é conseguida fazendo-se uso da Desigualdade de Gronwall. Convém salientar que, procedendo de
maneira analoga ao caso das equagoes de Navier-Stokes e impondo pequenez dos dados iniciais é
possivel obter solugoes fortes globais no tempo.

No Capitulo 3, investigamos as taxas de convergéncia nas normas de L? e de H', das aproximacoes
acima mencionadas para a solucao do problema. Mostramos que é possivel obter estimativas de erro
uniformes e também, estimativas melhoradas na norma de L?.

No Capitulo 4 deste trabalho, utilizamos um método iterativo para chegar a solu¢ao do modelo
simplificado. Num primeiro momento, mostramos que as seqiiéncias de aproximagoes da velocidade e
da densidade sao uniformemente limitadas em espacos de Banach adequados e, em seguida, que tais
seqliéncias sao de Cauchy nestes mesmos espagos; ao mostrar este tltimo fato, automaticamente ja
obtemos as taxas de convergéncia das aproximagoes para a solugao do problema. Convém observar
que o método iterativo proposto neste capitulo revelou-se inadequado para o tratamento do problema
completo pois com tal procedimento, nao conseguimos obter estimativas a priori de ordens mais
altas para as aproximacoes da densidade. Acreditamos que adotando um outro tipo de linearizacao
e trabalhando simultaneamente com as equacoes de momento e de difusao, tal dificuldade pode,
provavelmente, ser superada.



1.2 Preliminares

Seja 2 C IR™ um dominio limitado. No que segue, denotaremos por C°(2) (ou simplesmente, C(£2))
o espaco das funcoes continuas definidas em € e

C™(Q) = {u € C°(Q);0"u e C°(Q) V|k| <m)},

BIL
de k= (ki,....ky) EN", |kl =k +..+k,e 0f = ————.
onee (k: ) 4 ! ¢ oxh . Oxkn

Como as fungoes de C™(€2) nao sao necessariamente limitadas (ja que €2 é aberto), introduzimos
0 espago
C™(Q) = {u € C™(Q); ?*u é limitada e uniformemente continua em (2,

V0 < [k < mj}.

E também,
C™(Q) = {u € C™(Q); 0"u é Lipschitz-continua em Q,V0 < k| < m}.

Antes de introduzirmos os espacos de Sobolev, convém notar que as propriedades de tais espacos
sobre um dominio €2, exige certa regularidade sobre a fronteira I'. A seguinte defini¢ao, retirada de
Girault-Raviart [16], nos dard o sentido exato de tal regularidade.

Definigao 1.1 Seja 2 um subconjunto aberto de IR". Dizemos que I' é continua (resp. Lipschitz-
continua, de classe C™, de classe C™?!, para algum inteiro m > 0) se para cada z € I' existe uma
vizinhanca O de = em IR" e novas coordenadas ortogonais y = (y',y,) onde y = (y1, ..., Yn_1), tais
que:

i) O é um hipercubo nas novas coordenadas:

O={y;—a;<y;<a; 1<j<nh
ii) existe uma fungao ¢ continua (resp. Lipschitz-continua, C™, C™!) definida em
O ={y;—a;<y;<a;, 1<j<n-1}
satisfazendo / / /
6(y)l < an/2 Yy €0,
QMO ={yiya <8(y)}, TNO={y;y.=0(y)} ={yiy= (.6 )}

Basicamente, esta definicao nos diz que, localmente, 2 estd “abaixo” do grafico de alguma funcao
¢, I' é representada pelo grafico de ¢ e a regularidade de I' é determinada pela regularidade de ¢.
Com esta defini¢ao, temos que um dominio com fronteira continua estd sempre de um mesmo lado
de I'.

Diremos que o aberto 2 é Lipschitz-continuo se I' é Lipschitz-continua. Vale notar que se I' é
Lipschitz-continua entao I' admite um vetor normal unitario n em quase todo ponto x € I'; além
disso, se m > 1 e ' ¢ de classe C™ entao I' admite vetores normais que pertencem a (C™1(T))™.
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Consideremos os usuais espagos de Sobolev assim definidos:
WD) = {f € LY(D) | 0" f| 4, < +o00, k| < m},

onde m =0,1,2,...., 1 <g< 400, D=QouD = (0,T) xQ,0 < T < oo, com a norma usual de
L9(D). Prova-se que W™?(D) munido da norma

lweoion = ( [ 1 s@par) " seq <o

[k <m
ou

| flwm.oe(p) = max <supess|8kf(x)|), se ¢ = 00
[k|<m \ zeD

é um espago de Banach. Para estas e outras propriedades dos espagos W"4(D) indicamos Adams,
[1]. No caso especial em que ¢ = 2, usaremos a notagao H™(D) para o espago W™?(D), H™(D)
para o fecho de C$°(D) na norma de H™(D) (onde por C2°(D) entendemos o espaco das fungoes
de classe C*° cuja restri¢ao (no sentido de tragos) a fronteira D é nula) e H (D) para o dual de
H"(D). Além destes, definimos os seguintes espagos funcionais:

k k 9p =
HN(Q) ={pe H*(Q)] 0 sobre T, / p(x)dx / po(z)dz}, k > 2.

dp

k k

— i = > 2.
HN’O(Q) {pe H*(Q)| 0 sobre I, /Qp(x)d:c 0}, k>2

Com relacao a tais espacos, devemos observar que H ]’3 () é subespago afim de H*(Q) e H ]’3 ()
é subespaco fechado de H*(Q2); além disso, as normas |p| , e [Ap| sdo equivalentes em H? (Q) e
|,0|H3(Q) e [VAp| sdo equivalentes em H? (), conforme Kamenetski, [15].

1
Vale notar que H7%(Q) = Cs + HZ (), onde C, = o] /Q po(z)d.

Apresentamos na seqiiéncia o fundamental teorema de imersoes de Sobolev que essencialmente,
relaciona diferentes espagos de Sobolev e espagos de fungoes suaves.

Teorema 1.1 Seja 2 um subconjunto de IR"™ com fronteira ' Lipschitz-continua e ¢* € IR com
1<g*<ooe me jeEN com j<m. As sequintes imersoes ocorrem algébrica e topologicamente:

W(Q) sel/q=1/¢"— (m —j)/n >0,
Wm(Q) C q Wind(Q) Vg€ [0,00) se 1/q* = (m —j)/n,

Ci(Q)  sel/q" < (m—j)/n.

Além disso, se Q € limitado, a wltima inclusdo ocorre em C¥(Q) e a imersio de W™ (Q) em
W34(Q) é compacta para todo real q satisfazendo:

1<q<ng/(n—(m—j)q")sen>(m—j)q,
ou
1<g<oosen=(m-—j)q.
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Merece destaque o caso especial em que 2 é limitado e n = 3, ¢* =2, m = 1 e 7 = 0; neste caso,
pelo teorema acima teremos H'(Q2) C L%(Q) e como L5(2) C L) se 1 < q < 6, entao teremos
H'(Q) C L), com imersao continua para 1 < ¢ < 6 e com imersao compacta para 1 < g < 6.

Também de uso freqiiente neste trabalho sao os resultados relacionados a interpolagao nos espagos
de Sobolev. Iniciamos com um resultado de interpolagao nos espagos L7(€2).

Lema 1.2 (Desigualdade de Interpolagao). Se f € L1 () N L2(Q) com 1 < ¢1 < g2 < 00, entdo
f €L (Q) para todo 1 <r<gqq e

| |LT(Q) |f|LQ1(Q)|f L92(Q)

ko 1—k
onde — = — +
rooqm g2

com 0 <k<1.

Observamos que, usando a imersao H' () C L(Q), para 1 < g < 6, obteremos algumas situagoes
que serao freqiientemente usadas, dentre elas, podemos destacar:

1/2 1/2 1/2 1/2
[ul Loy < [ul o)1l foay < Tl ooy lul i
1/2 1/2 1/2 1/2
Jul paay < [ul o) lul foay < Tl o) lul i
1/4 3/4 1/4 3/4
[l gy < Jul o [ul Yoy < lulaig [uliio)
1/2 1/2
wm><w/|m/)

Destacamos agora, um resultado (devido a Gagliardo-Nirenberg, [27]) do qual podemos deduzir
outras desigualdades de interpolagao que também nos serao uteis. Antes porém, lembremos que r é
dito ser a média harmoénica de q; e g2 se % = %(qil + q%)

Lema 1.3 Sejam Q um subconjunto aberto de IR™ com T Lipschitz-continua, w € W24 ()N L%2(Q)
com 1< q,q <ooe ramédia harménica de q, e qu. Entio ue W (Q) e

1/2
|Dul (@) < Clulya g |l o 0y

Como o caso ¢q; = 2 sera o mais usado, convém verificarmos esta desigualdade para alguns valores
de r e gy. Teremos:

r = 2, g2 = 2 . |Du|%2(ﬂ) S C|U|H2(Q)|U‘L2(Q)
r=3,q¢=6 |Du|%3(m < Clulm2(a)|ulso)
r = 4, G2 = OO |D’U,|%4(Q) S C|U|H2(Q)’u‘Lw(Q)



Sendo B um espago de Banach, denotaremos por L9(0,T; B) o espaco de Banach das (classes
de) fungoes definidas no intervalo (0,7") com valores em B, fortemente mensuraveis e que sao L%
integraveis no sentido de Bochner, munido de sua norma natural. Vale notar que se f € L%(0,7T; B)
entao a ela esta associada uma distribuicao ainda denotada por f, de modo que podemos falar em
9 (no sentido de distribuicdo). O préximo resultado estabelece um critério de continuidade para

ot
fungoes de L(0,T; B).

Lema 1.4 Se f € L90,T;B) e 0f/0t € L10,T; B), para 1 < q < 00, entao existe f* e C([0,T]; B)
tal que f = f* q.t.p. em [0,T].

Consideremos agora, trés espacos de Banach By, B e By, com By C B C By, By e B reflexivos,
sendo que a imersao By C B é compacta. Definamos

Waor = {f|f € L*(0,T; By),0f /ot € L¥(0,T; By)}
onde 1 < qp,q1 < 00. E de facil verificacdo que munido da norma

| flzao 0,7;80) + |0 /Ot|Lar 0,7,81)

0 espago Wy, 4 ¢ um espago de Banach. Nessas condigdes, temos o seguinte resultado (também
conhecido como Lema de Aubin ):

Lema 1.5 A imersdo do espago Wy, 4 em L%(0,T;B) é compacta.

Estes dois tltimos lemas podem ser encontrados em Lions, [25]. E importante salientar que o lema
anterior nos diz que os conjuntos limitados de W, 4, sao relativamente compactos em L% (0,7"; By).
Sua principal utilidade neste trabalho sera, entao, a de garantir que seqiiéncias limitadas em espagos
Wye.n POssuam subseqiiéncias convergindo fortemente em espacos L%(0,7’; B).

O resultado seguinte, cuja demonstracao pode ser encontrada em J. Simon, [38], generaliza o
anterior e estabelece outras imersoes compactas. Vale notar que o caso em ¢ = 1 ja havia sido
provado em Temam, [39].

Lema 1.6 Sejam By C B C Bj espacos de Banach, sendo que a imersao By C B é compacta.
Entao, sao também compactas as sequintes imersoes:

(i) L%(0,T;Bo)N{g: % € L'(0,T;By)} — L%0,T; B) se 1 < q < o0,

(il) L*>(0,7;By)N{¢p: % € L"(0,T;B1)} — C(0,T;B) se 1 <r < 0.

Apresentamos a seguir, uma versao do Teorema de dualidade de De Rham para distribuigoes (ver
a referéncia J. Simom, [37]).

Lema 1.7 Seja h € D'(0,T; H'(Q)) uma distribuicio tal que (h,¢)q = 0 para toda ¢ € C°(Q),
com div ¢ = 0. Entdo existe g€ D'(0,T;L*(Q)) tal que h = Vg.

Colocamos em seguida, um resultado essencial sobre desigualdades diferenciais que usaremos mais
adiante para garantir a existéncia de um intervalo [0, T'] onde deverao estar definidas todas as solugoes
aproximadas do problema inicial. (Ver, por exemplo, J. Simon, [37].)
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Lema 1.8 Sejam g€ W'(0,T) e h € L*(0,T) satisfazendo

d
G EF@+h em (0.7 g(0) < g
onde F : IR — IR é limitada em conjuntos limitados. FEntao para todo e > 0, existe T. > 0
independente de g tal que
gt) <go+e Vt<T..

Introduziremos agora, espacos funcionais que aparecem em formulagoes equivalentes aquela feita
para o problema inicial. Convém notar que, por uma questao de simplicidade de notacgao, utilizaremos
sempre W"(Q2) para representar o cartesiano (W"9(2))", qualquer que seja n. Primeiramente
definimos:

VY ={ve (C®(Q)" div v =0},
H = fecho de V na norma de L*(Q2),
V = fecho de V na norma de H*(12).

Admitindo-se que €2 é limitado e I" é Lipschtiz-continua, é possivel mostrar que

V ={ve H(Q)| divv =0};
além disso, colocando |uly = (Vu, Vu)'/? e utilizando a desigualdade de Poincaré , temos que a
semi-norma | - [y = (-, -)/? 6 uma norma em H!(2) (e, em particular, em V) equivalente & norma de
HY(Q).

Por outro lado, definindo o espago G = {¢|¢ = Vp,p € H(Q)}, temos que os espagos H e G sdo
mutuamente ortogonais com relacio ao produto interno usual de L%(f2) e entdo, a decomposicao de
Helmholtz nos fornece o fato de L*(2) = H & G. Além disso, é possivel caracterizar o subespaco H
de L*(2) colocando

H={veL*0);divv=0, v-n|r =0}

onde v - n|r representa a componente normal de v sobre I'. Para a demonstracao de tais fatos,
sugerimos Constantin-Foias, [13].

Neste trabalho, denotaremos por P o operador projecao ortogonal de L?(Q) sobre o subespago
H. Utilizando-nos da projegao P, teremos entdo, definido o operador de Stokes A : dom(A) — H,
dado por A = —PA e cujo dominio dom(A) é o espago H*(Q) NV. E possivel mostrar (ver, por
exemplo, Constantin-Foias, [13]) que A é um operador auto-adjunto definido positivo caracterizado
por

(Aw,v) = (Vw,Vv)V w € dom(A),VveV,

onde o simbolo (-, -) denota o produto interno de L*().
Observamos que para garantir as propriedades de regularidade do operador A, em geral, admite-
se que a fronteira I' do dominio Q seja de classe C® com o intuito de utilizar-se os resultados de



Cattabriga [11]; em vez destes, usaremos resultados mais fortes devidos a Amrouche-Girault [2], os
quais asseguram, quando I' é de classe C', que se Au € L*(Q) entao u € H*(Q) e que [uf,, e
| Au| s@o normas equivalentes.

Denotaremos respectivamente por ¢y e por A, (k € IN) a k-ésima autofungao e o k-ésimo autovalor
do operador de Stokes definido sobre V' N H?(2). Prova-se que o conjunto de funcoes {¢y }ren ¢ um
conjunto ortogonal completo nos espagos H, V e V N H*(Q) com respeito ao seus produtos internos
usuais (u,v), (Vu, Vv) e (Au, Av), respectivamente.

Denotaremos por V}, o espaco gerado pelas k primeiras autofuncoes do operador de Stokes A, ou
seja, Vi, = [¢1, ..., &) € por Py a projecao ortogonal de L*(§2) sobre V4.

Apresentamos em seguida, um resultado que ser-nos-a de grande utilidade na obtencao das taxas
de convergéncia das aproximagoes semi-Galerkin espectral e cuja demonstracao pode ser encontrada
na referéncia Rautmann [30].

Lema 1.9 Sev €V entao )

v— P’ <
| | Akt1

V|2

Se v e VN H*Q) entio

1

2
k+1

1
Vv — VP < —|Av]?e |v — P[> < |Av|?.
Akt 1

Destinamos esta ltima parte do capitulo a apresentacao de algumas desigualdades cléssicas que
serao de uso freqiiente.

Lema 1.10 (Desigualdade de Gronwall) Sejam ¢ € L=(0,T), p(t) > 0 q.t.p. em [0,T] e b € L*(0,T),
b(t) >0 g.t.p. em [0,T] tais que

o) < C+ [ bls)pls)ds

para quase todo t € [0,T]. Entao

o) < Cexp [ bls)ds,

para quase todo t € [0,T].

Notamos que se a constante C' = 0 entao devera ser ¢(t) = 0, para quase todo t € [0,T]. (Para
a demonstragao deste resultado, consultar Lions, [25].) Temos também a seguinte versdo para a
desigualdade acima (conforme Rautmann, [30]):

Lema 1.11 ( Desigualdade de Gronwall Generalizada ). Sejam ¢ e 1 fungdes continuas nao-
negativas em [0,T], a(t) uma funcdo absolutamente continua com a'(t) > 0 e b(t) > 0 integrdvel
em [0,71], tais que



o(t) + /thp(s)ds <at) + /Ot bs)p(s)ds,  VO<t<T
Entao

para todo t € [0,T).

Também de uso freqiiente sao as desigualdades fornecidas pelo teorema que se segue, cuja demons-
tracdo pode ser encontrada em [9)].

Sejam q e q/ expoentes conjugados, ou seja, %—kq—l, =1, paral < g < o0, q/ =ocoseqg=1e q/ =1
se ¢ = 00.

Teorema 1.12
i) ( Desigualdade de Young ). Se q e q sdo expoentes conjugados, com 1 < q < 0o e a e b sdo
numeros reais positivos entao
ab < 1aq + l,bq/.
q q
(Observamos que ¢é possivel obter uma forma mais geral para a desigualdade de Young. Para isto,

podemos escrever

1

— 1/q

ab = ((q&f) a’)( (qe)l/q b)

e entao, usando a desigualdade acima e lembrando que ¢ > 1 teremos, apds algumas majoragoes

convenientes: ,
ab < ea? + C.b7 |

1
com C, =¢ a1.)

i1) ( Desigualdade de Hélder ). Se q1 e qo sao expoentes conjugados com 1 < ¢; < oo, f; € L9(Q)
e fo€ L2(Q), entio f1-fr € LY(Q) e

/Q|f1 ' f2| S |f1|LLI1(Q)|f2|L<12(Q)'

(Usaremos também, com bastante freqiiéncia, a desigualdade de Hélder generalizada: Se fi, fa, ... fm
1 1

1

sao fungoes tais que f; € L% (), para 1 <i<m, com - = —+ — + ...+ — < 1, entdo o produto
q q1 Q2 Qm

[ = fifo-..fm pertence a LI(S2) e

| flra@) < | filpa@lfolre@) - - | fmlrm©).)

Finalmente, gostariamos de observar que, com relacao a notacao, por simplicidade usaremos
sempre o simbolo | - |x para significar a norma em qualquer espago funcional X. Nos casos em que
X = L) e X = H™(Q) colocaremos simplesmente ||, € |-|gm para designar suas normas; também,
sempre omitiremos o indice quando estiver claro no contexto a norma de que espaco X nos referimos.
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Capitulo 2

Solucoes Fortes para o Problema de Transporte com
Difusao

2.1 Introducao

Este capitulo é inteiramente destinado a investigacao da existéncia de solugoes fortes locais para o
modelo completo descrito no capitulo anterior; também sao analisadas questoes relacionadas a unici-
dade bem como a regularidade de eventuais solugoes. Daremos a seguir, uma idéia do procedimento
a ser seguido para chegar a tais resultados.

Inicialmente, consideraremos uma formulacao equivalente aquela do problema inicial. Em seguida,
definiremos o problema aproximado de ordem k e trabalhando com a seqiiéncia de solucoes aproxi-
madas, procuraremos estabelecer estimativas a priori que sejam independentes do nivel de aproxi-
macao.

Em posse de tais limitagdes uniformes, faremos uso de resultados de compacidade (notadamente
do Lema de Aubin) para garantir a existéncia de uma subseqiiéncia de aproximagoes convergindo
fortemente em espacos convenientes. Veremos entao, que o elemento limite é solucao do problema aqui
proposto (equivalente ao inicial). Vale notar que as estimativas obtidas para as solu¢oes aproximadas
permanecem validas para o elemento limite.

Utilizando argumentos de dualidade, recuperamos a pressao, garantindo assim, a existéncia de
solucao do problema original.

O préximo passo serd mostrar entao, que a solucao assume o dado inicial continuamente. A parte
final do capitulo é destinada a mostrar a unicidade da velocidade solucao e da densidade solucao; a
unicidade da pressao solugao é garantida, a menos de constantes aditivas.

2.2 Existéncia, unicidade e regularidade de solucoes

Passemos assim, a formulacao do “novo” problema. Usando o operador projecao P, vemos que o
problema (1.1)-(1.5) pode ser reescrito na seguinte forma:

P(puy + (pu- Vju = A(u- V)Vp+ ((Vp - V)u] — pF) 4+ pAu
1 1 1
+)\2P(;(Vp -V)Vp — E(V,o -Vp)Vp+ ;Apv,o) =0

0 :
£+U.Vp—AAp:O (2:6)
0
u(0) = up, p(0) = pg, u —0e 2 = 0.

I'x(0,T) onlrxo,1)
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De forma inteiramente andloga aquela feita para o caso das equagoes de Navier-Stokes (ver
Girault-Raviart [16]), mostra-se que a formulagao acima é equivalente & seguinte na forma fraca:

(puy, v) + ((pu - V)u, v)1+ p(Au, v) = A((u- V)lvm v)
“AM(Vp-V)u,v) + A2(;(W -V)Vp,v) - A2(;(Vp -Vp)Vp,v)

1
+A2(=ApVp,v) = (pF,v) Yv eV
; (,0 pVp,v) = (pF,v) Vv (2.7)
£+U-Vp—AAp:O para 0 <t<T
u(0) =g, p(0) = po, u =0e 9p =0.

' (0,T) onlrxo,1)

Definimos para cada k € IN as aproximacgoes semi-Galerkin espectral de (u,p) como sendo a
solugao (u*, p*) € C*([0, T*]; H*(Q) N V) x C*(Q x [0,T%]) do problema:

(pFuf, v) + ((pFu” - V)u*, 711) + p(Au¥, v) = A((u* - V)V ¥, v)
—M(Vp" - V)uk, v) + AQ(E(W’C V)V, v)

1
L ko & k
—H\Q(EA/) Vp¥ v) = (p"F,v) Yv eV (2.8)
o k
a—f;%—uk-Vpk—)\Apk —0 Y (2,8) €Qx(0,T
k
‘2’1 —0, VzeTl

u*(z,0) = Py, p"(0,2) = po(z), V z €.

Observamos que a expressao “aprorimacoes semi-Galerkin espectral” se deve ao fato de estarmos
fazendo aproximacoes finito-dimensional para a velocidade u e infinito-dimensional para a densidade
p. Além disso, referir-nos-emos a (2.8) como sendo o problema aproximado.

Vale lembrar que para todo k € IN o sistema (de EDO’s) acima admite uma tnica solugao
(u*, p*) definida em [0, T*], com 0 < T* < T (conforme teorema de Carathéodory; ver, por exemplo,
Coddington-Levinson, [12] ). No entanto, as estimativas que obteremos (e que serao independentes
do nivel de aproximacao k) nos permitirdo mostrar que existe 7%, com 0 < T* < T* para todo k > 1,
tal que todas as solugoes u* estardao definidas no intervalo [0, T].

Nosso principal objetivo nesta secao, é mostrar que as aproximacgoes (uk, pk) convergem num
sentido apropriado para a solu¢ao (u,p) do problema (2.7), conforme k — oo. Temos entdo, o
seguinte:

Teorema 2.1. Sejam uy € D(A), po € H3, com 0 < a < py < (8, F € L*0,T;H'(Q)) e
F, € L*(0,T; L*(2)). Entdo para todo T > 0, existem T* € ]0,T], e um par de func¢oes (u,p) com

12



p € L=(0,T* HY) N L*(0, 7% Hy) N C([0, T*]; HY) e w € L=(0,7% D(A)) N L*(0, T Wh(Q)) N
C([0,T*]; V) tais que (u,p) € a tinica solu¢io do problema (2.6) em [0,T*] x Q.
Além disso, as aprozimacoes u®, pF satisfazem as sequintes estimativas:

ash<G VOISR A)] < B
O + [ [ub(s) Pds < F(0);
[ v < B [ 9A0R < B

t
VARG + [ 1086l ds < F(t),

t
Vot OF + [ ()2, ds < Fr(o)
N

AOIVak@)P + [ o) Tub(s)Pds < Fi(o),

onde o(t) = min{t, 1}. Estimativas andlogas sao verificadas pela solugdo (u, p).
As funcoes do lado direito das estimativas acima dependem do argumento t, de T*, de I' e dos
dados iniciais do problema. No intervalo em questdo tais funcoes sao continuas na varidvel t.

Demonstracgao. Sera feita em quatro estagios:

Parte 1: Estimativas a priori.

Consideremos a segunda equagao de (2.8); pelo principio do maximo para a solucao de equagoes
parabdlicas, temos que para todo k € IN, vale o < p¥ < 3. Em seguida, tomando o produto interno
com p* e integrando sobre €2 temos:

d
o™+ 22V =0,

apk

on |r

1
uma vez que (u® - Vp¥, pf) = —(div u*, §|Pk|2) =

Agora, integrando entre 0 e t obtemos:
t
PO + 22 [V Pds < bl
0
Concluimos entao que

Pk € L>(0, T L3(R2)) nL3(0, T*; H').

13



k

Fazendo v = u” na primeira equagao de (2.8) teremos:

1d 1 1
3d (P*)2u? + p|Vub? = §(Pfuk>uk) — (P vut, u)
1
+)‘<<vpk ’ V)uk’ uk) + A((uk ’ V)vpka uk> - /\2(E(vpk ’ V>Vpk7 uk)

1
)2
(p*)
O préximo passo é estimar os termos do lado direito da igualdade acima. Observamos que,
assim como ¢ usualmente feito para se obter estimativas a priori, procederemos utilizando-nos das

desigualdades de Holder, de Young, de interpolacao, das imersoes classicas de Sobolev, do lema de
Gronwall, etc. Assim sendo, teremos:

1
PN e (V0 V)V ) = X2 A0V )+ (phF ),

1 A 1
Lkl < At )+ Lt v )
A 1
< AP + LV,
< ClAPH[|[VUr) + CIVu*P|Aph|
< C|Ap*P? + C|Vur|* + C|Vuk5;

(phut - Vut, ut)

VAN VAN VAN PVAN

1o [ | VU [

CIVut || |3 [Vub 3] b7 uF|
C|VuHP| Aut| + C|pFFuk]?
CIVHS + 6| Aut? + C|(pF) P ub

IM(VP" - V)u*,u

E
~—

AV pH], | Vb [uf]

C|Apk|| Auk | [Vut 3|t

C|Ap* | Aut|[Vub| + O (p5)uk

CI APV ut? + 5| Aub[? + C|(pF) ?uk 2

CI AP + CIVuk + 5] Aut]? + O (pF) 2 ub

VAN VAN VANRR VAN VAN

IM(u* - V)Vpk, ut)] Al = ((u*- V)ut, vph)
Clu*|Vu®, V',

C|(p*) 20k |2 + 5| Aut[2 4+ C|Vub|t + C|Ap*[E;

VANVANI

1
|(p"Fou®)| < BIF|[u*] < CIF? + C|(p") u* .

14



(S (Vph - VIVb ub)| < OV ML V2 Jutl,
< ClAp PV
<

L
Clap !+ X vat;

s
By

1
IX%( pk)z(Vp’“-Vp’“)Vp’“,uk)l < C|Vp*[ut|

< ClApPlut]

< ClAPS + C|(ph) 7k

1
|)\2(EAPkVPk7Uk)| C|AP*IV p|a[ubls
ClAp PVt

ClApH|! + LTt

IN N IA

Como conseqiiéncia das estimativas acima temos:

1d 1
§%|(pk)2uk|2 + %|Vuk|2 < C|VUuF|* + C|Vu*|® 4 35| Au*|?
+Cl(ph) 20t 2 + CAP P + CIAGF| + CIAG® + ClAGE + C| F2.

Agora, fazendo v = u¥ na primeira equacio de (2.8) obtemos, apés uma integracio por partes

em §2:

(2.10)

A ITub[2 4 |(pF)Pub]? < (0P F, ub)| + |((pFuk - V)ut,u >|
(VP! - V)uk, uf) + Al((u - V)Vok, ul)| + X2[(% (Vo - V)V F, ub)|
X2 (e (Voh - V) Vph ug)| + V(5 Ap*V ut).

Os termos do lado direito da expressao acima sao estimados como segue:

(P Foup)| < |pF|o | Fl|uf]

< CIFP +eluyf%

[((pFu? - V)uF, uf)| 10" oo 0¥ 6| VU*|5|uf]
C.|Vu*|?|[Vuk 2 + guf|?

C.s|VUuk|6 + 5| Auk|? + e|ul|?;

IAIAIA

IA(Vp" - V)u*, uy)| AV ¥ 6| VU3 uy |

Ce| Ap™P|Vu* |3 + eluf|?
CelAp*? [ Vu*||Au®| + efuy |
Ces|ApP[HVUF? + 6] Au*]? + |uf|?
C|ApFB + C|VuF|* + 6| Au¥|? + e|ul|?;

IAIAIAIAIA

15



A((*- V)Vp*,up)] A[u*]g| ApF|s|uy]

Ce|VuF|? |AP 13+ eluy|?
Ce|Vu*?| p* |3 IVAPF[S + elul|?
C|Vu*|® + 4| VAP* | + euf|?;

IAINA TN IA

1

IV(pk(Vp’“ V)V, )

IN

CIVp¥ls| V2" |3|uf|

CI AP M5 VAP |5 ||
Co| APV APF|5 + eluf|?
Cen|APF|S + |V AR + eluf|?;

IAIAINA

1

W((p’“

CIVp*[Eluf|
ClAp* P luy]
ClAPFI + eluf

INIA A

IN

1
|A2(3Ap’“V0’“,U?)| C|AP* |5V pF |6 |uf

1 2
ClpF|5%6 |V ApF|s |4Ap’“||uf|
C AP PIVARF[S + euf]?
Cer|APF1E 4+ 4| VAR + luf]?.

IAIA A

o
Usando as estimativas acima com ¢ = e lembrando que 0 < a < p*(z,t) < 3, temos:

P SRt < PP+ CIVubft 4 CITut + ClAp
+  20|Au”|? + C|AP*|E + 3v|VAp*2.

Consideremos agora a segunda equagao de (2.8); aplicando o operador A na mesma e tomando o
produto interno de L?(€2) com Ap* obtemos:

k
> dt'v (2.11)

5 dtIA PP+ (V(AAPF —u* - V), VA =0,

0 d [0pF Q (0p"\ _ .
uma vez que on —(AApF —u" - VpF) = 8n( T ) En ( 8n) = 0 sobre I'; ou seja,

MIAP’“IQ + A VA (V(u®- V"), VARY)|

<
< [V(u* - Vph)|[VApH
< C|V(u* - VM) P+ 4 VAP,

16



onde v é uma constante positiva arbitraria, a ser escolhida posteriormente.
Mas,
[V(u* - Vp*)? CIVu® - Vo[> + Clu* - V(Vph)[?
CIVu*EVp*[E + Clu* GV (V)3
2 4
CIVu®||Au*||Ap" | + CIVu*?|pf| & VA5
C|Vur | Apk[* + §|Au* ]2 + C|Vu* |6 + 4| VApF|?
C|Vu*|*+ C|Ap* B+ CIVUF |6+ 5| AuF |2+ v |V Ap*)2.

A ultima desigualdade torna-se entao na seguinte:

VAN VAR VAN VANRVAN

1d
§%|Apkl2+(k—2v)IVAp’“|2 < S|AuF)? 4+ O Vur|t

(2.12)
+ C|Vur[s + ClApHE.

A
Somando-se as desigualdades (2.10), (2.11) e (2.12) resulta que (depois de escolhermos v = —):

10
P 4 T A+ B ot St
+5IVARP < 63| AU + CJAH + CIAPM* + CIAL + ClAL? (2.13)

Okt 4 O[S + C|(ph) 2 ub|? + C|F .
Além disso, fazendo v = Au” na primeira equacao de (2.8) teremos:
plAu®? < [(pF, Aub)| + |(pFuf, Au®)| + | ((p*u" - V)u®, Au)]
FA(Vph - V)uk, Au®)| + A|((u* - V)V )k, Au®)|
(V0 V)T AW X (s (- V)9 A
—i—)\?\(plkAkapk, Au®)|.

+22(

Estimamos os termos a direita na expressao acima como segue:

2
(", Aub)| < Blugt][Auf| < 2 fuf? + 5] Aut P
W
|((pFu* - V)u*, Au®)] Butl,|Vut| | At
C|Vu*||Au*|2 |VuF|2 | Au®|
C|Vuk|z|Auk|2 < 0|Au*? + C|Vu*|S;

A IA

(- V)Vpk, Aub)| < Aut| [ V20|, | Aut|
C|Vut||o &V ApHF | Aut]

0| Au*|2 + C|Vur2[VApH|3

0| Au*|? + C|Vu* |5 + n|VAp* %

INIA A IA
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(V- Vs, Au)] < AV, [T [Au
C|APH Va3 Aut >
0| Au*|? + C|Apk[H | Vuk|?

O] Au*|? + ClAP*F + CVut[

VAN VANRVANRVAN

(0" F, Au®)| < BIF[|Au*| < C|F|* + 0] Au®|?.

1
VUGV DIV A < 70l V0] Aud
< CIAPH|pH|&|V AP Aut|
< Gyl ApMPVARHS + 0] Aut|?
< Conl ApF1° + 0| VAPHP 4 0| Au*P;
1
A2\(<p,€Q(Vp"c~V/)‘“)V/)’“,Au":)| < C|VpFE|Au?]
< ClApP AUt
< ColApF[° + 6 AuP[

1
NI 20"V, Aut)]

IN

C|Ap* 5|V p¥[s| Au|

Co"| %IV ApF[3[Apk|| Aut
Col Ap* [V APF[S + 0] AuP|?
ConlAPF|® 4+ |V ApF| + 6] Au*|2.

VAR VANRVAN

Entao, tomando 6 = % obtemos a seguinte desigualdade:

K aukp < ‘lm\+cwﬁﬁ+avﬁﬁ
+C’|A,0 1®+ ClAp|® + 3n|VAp|> + C|F|>.

Multiplicando a desigualdade acima por —— e somando-a com (2.13) teremos:

ﬁQ

d 1 I «
S ()R + TP [ AR + £ Va4 Tl

L2

2
. M TAP P+ (S 65)|Aut )2 < O|Vub |t + OVt f

832

18



+CO[AP P + ClAPH " + CIAP° + CIAY [P + Cl(p") 2 u** + C|FJ.

by 2 2
i N — ; assim, obtemos:
6o 96,32

Finalmente, tomamos n =

ap?

1652 |Auk|2

\
=
—~
e

oyl
~—

N|=

7] o
' 4 p V' 4 [APH) + S IVUt P+ g+

A
+3 VAR < C{IFP + [Val|* + [Vu'|* + (o) 2P (2.14)

AP+ (AP + AP + |Ap|®}.
Definindo .
Gilt) = [(P"(0)2u"(t)|* + p|Vu* (1) | + |Ap" (),

podemos ver pela desigualdade acima que:

thk(t) < C|F)?+ CGL(t) + CGE(t) + CGi(t) + CGL(t)

Assim, ficamos com o seguinte sistema:

{ G (t) < C|F> + CGi(t) + CG3(t) + CGi(t) + CGL(t)
Gr(0) = [pduo| + plVuo[* + [Apo[*.

Usando o Lema 1.8 de desigualdades diferenciais, temos que:
Gi(t) < (1),

para todo ¢ no intervalo maximal de existéncia de ¢, onde

/ _ 2 2 3 4
{gp(t) = C|FP+Cp+Cp?+ Cp®+ Cyp (2.15)

p(0) = Gi(0).

Portanto, existe T*, com 0 < T* < T tal que, para alguma constante M > 0, teremos:
Gp(t)y <M, ¥Vt € [0,T7].
Voltando & expressao (2.14) e integrando de 0 até ¢, com ¢ € [0, T*], teremos:
1 t
(") ()" ()] + p|Vu ()7 + [Ap" (1) + M/O\Vuk(8)|2

a [t ap? ot A gt
+ Q/O\uf(s)|2ds+W/O\Auk(s)\st—IrQ/OIVApk(s)\st
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1 t
< R+ plVuof + 20,2+ C [ [F(s)ds

t 1
+ [ {06 G + [Tk 6] + [Vut(s))°
+ AP+ A () + (A" + [ 20" (s) [ }ds

< P2 o] + ulVuo* + [Apo|* + CIFI, +CT*.

0,T*;L2(Q))
De onde podemos concluir que

uk € L>°(0, T*;H) N L2(0, T*; V),

uk € L>(0,T*; V) N L2(0,T*;D(A)),
uk € L2(0, T*; H),

A= LOO(O,T*;HzN) NL2(0, T H3N),

uniformemente em k.
Novamente usando a segunda equagao de (2.8) vemos que:

lor] < [u* - Vb + A Ap";
mas,
[u® - Vpf| < Juf],[Vp*], < OVu®||aph].
Assim sendo,

<C

LOO(O,T*;V)) —

k k k
|pt |L°°(O,T*,L2(Q)) S C|p |L°°(O,T*;H]2V) ' (]‘ + |u |

Isto nos diz que
P € L2(0, T L(Q)),

uniformemente em k.
Agora, aplicando o operador V na segunda equagao de (2.8) obteremos:

Vol = A\VAp" — V(u* - Vph).

Entao,

|V pF|? C|VAPF > 4+ C|VuP - Vpk |2 + CluF - V2pF|?

<
< CIVAR + CIVUu VR 2, + Club[2 | ApH?
< ClpH,, +ClAu

N

Agora, integrando de 0 até t teremos que:
t t t
/ Vo (s)[2ds < c/ P*(s)? , ds + 0/ | Au (s)[2ds < C.
0 0 R 0
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e, portanto, podemos concluir que
pe € L¥(0, T L2(2)) N L2(0, T*; H(2))

uniformemente em k.
Usando a primeira equagao de (2.8) e lembrando que estamos trabalhando com a base espectral,
vemos que

pAut = P{—pui — (pfu® - V)ut + A[(u* - V)Vp* 4 (V! - V)u']
1 1
+p'F — A2[E(Wk V)Vt — ok (Vp"- V") Vph + EAPkVPk]}

Tomando a norma L? na equacao acima obtemos as seguintes estimativas para os termos que se
encontram do lado direito da expressao acima:

(2.16)

oM ug| < Blugl;

(PruF - V)uk| < Bluble|Vut| < [Vub[2|Aut |z [ Vu?|
< C|VUu*]? +e|Au®|;

A" - V)VPH < Clut|o| ApF < O|Vub|2|Aut|2|Apt|
< ClAPPIVU?| + e Au®f;

A(VAE - T)ut| < CITH, [Vub, < ClAPH?Tu| + ¢l Aut]
|p"F| < BIF);

)\2
\E(Vp’“-v)vﬂ’“l < CIVp¥slV2phls

< ClAPF||[VApF| < CIVApF;
)\2

(pk)z(Vp’“-Vp’“)Vp’“l < C|VpFE < ClAph?;

)\2
IEAkap’“I < ClApHs|Vphls
< ClAPMIVAPY| < CIVAPH.

Das estimativas acima podemos ver que (apds escolher € conveniente):

|Au*2 < C + C|FP? + Cluf > + C|VAp > < O + Cluf > + OV AP, (2.17)
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j4 que, pelo Lema 1.4, tem-se ' € C([0,T*]; L*(2)).
Calculando a derivada com relagao a varidvel ¢ da segunda equacao do sistema (2.8) teremos:

P — AP} = —uf - Vph —u* - Vpf,
e aplicando, em seguida, o operador V na equacao acima ficaremos com a expressao:
Vol — A\VApF = —Vuf - VpF —ul - V2" — Vu" . Vol — u” - V?pF

Tomando o produto interno de L*(€) dos termos da equacao acima com o termo Vpf obteremos,
apds uma integragao por partes, a seguinte desigualdade diferencial:

L CIVOEP 4 AP < |(Vub - T, Tk
H(ug - V2 V)| + [(Va® - Vo, V)| + |(u® - V2pf, Vg
Os termos a direita na expressao acima podem ser assim estimados:

(Vaf - Vob, Vi)l < V|| Vo*| [ V)]
< [Vug| VARV
< VP + CIVAR PV

[(uf - V2pF, V)| [uf |4 V20" 14V ) |
CIVui (VA Vp}|

YVE + CIVARE PV

IVub ||V pf 4|V pf |
ClA* || Apf ||V}
S| A2+ ClAUF PV pf|?;
(0¥ - V2, pP)| < Cla®|oo|Apf ||V pf]

< O|Ap|? + ClAUF[Vpf |2,

Assim, a desigualdade diferencial acima nos leva a seguinte:

IA A IA

[(Vu* - Vo, Vo)

IAIAIA

1d
§£|fo|2 + A AP < 29|Vuf|?

+20[Ap; P + C(| AU + [VAQF?) Vi .

Agora, calculando a derivada da equagao (2.16) com relacao a t e tomando o produto interno com
uf obteremos a seguinte identidade:

(2.18)

1d 1
S kP VR = (bt uf) — (- V)ut, )

2dt
- (pk(uf'V)uk,uf)—(pk(u v>ut7ut) (ptFut) (kat,uf)
+ M((Vpf - V)ub, af) + A((Vp" - V)uf, uf) + ((uf - V)V up)}
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Estimamos os termos a direita na expressao acima como segue:

Clotl,lug|[ug],
C|pt|?{1|ut|2 +7| Vg%

‘*(ptutaut”

IA A

|(pf (u* - V)u®, up)] o7 | [0, [ VU] uy]
C|Ap;||Vu®]| Au®|[ug]

CIVutP|Au® 2 [uf]? + 6| Apy|?

VAVANIVAN

[((PFuf - V)ub, uf)| < Blufl, IVu’“Hufle
< Bluf|z|Vuf|z|Vu*|
< C|VuF|Hub? + 4| Vub %
(" - V)ug, uf)| < Blu’]o|Vup|[u]
< ClAUFPub? + | Vub |2
|(pf Fyuf)| |F|,|pf[|ug],

IAINA

CIFP pt? +~[Vug %

(p" Feouy)] < BIF || < CIF? + Cluy

M(Vpy - VIutup)| < CIVpp||Va®l, ],
< C|Vp[[|Au*||Vug]
<

ClAU* PV [ | + ~|Vuf|%;
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IM(Vp" - V)uy, up)]

IAM(uf - V)Vp*, uf)]

A((u*- V) V), up)

P (Vpk - V)Vt ub)|

IAIN

VAVANIVAN

<
<

ININ TN

INIA A

2p; k k k ok
1 k k k 1.k
(pk)2 (vpt ’ Vp )Vp aut)|

CIVp¥|o|Vuy|[uf]
CIVAPFP|uf|? + ~|Vuf|?;

Cluy[|Ap*],[ur],
Cluf|[VAp*||Vug|
CIVAP*Puf? + [ Vug]*:

Clu*|o| Apf | [uy]
ClAu*Plug]* + 6| Apr[*;

CloF 1|V o¥ [ V2pF] g

ClApF| ApF||[V ApF|[uf]
C|AP IV APF P uf|* 4 6| Apf|*;

CIVP;1IV?p"|aluf s

CIVpr||[VApF||Vuf]
CIVAP IV pf|? + | Vuf|?;

CIVp*| . |V2pf|[uf]

CIVARF||ApF|[uf]
CIVAPFPluf? + 6| Apf|?

< Clpf| I Ve [Rluy|
< ClApF|| AP P luf|
< ClAP |5 |uf* 4 0] Apf [

CIV |V e 3yl

<
< C|Vpf||Ap* | Vuy|
< CL|AP VP + 4| Vup %
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1
(P*)?

(Vp¥ - Vpp)VpF,uf)| < C|Vp||VeFE|ufls
< CAPVpF 2 + 4|Vl

I

e, da mesma forma,

(Vo - V") Vpruf)| < C|Ap V| + 4| Vuf %

Clpf] . |Ap" IV oF |, [uf]

CIAPF| VAP [| ApF|[uf]
ClAP P|VAP* [P [uf|* 4 6] Apf|*;

VA VANERVAN

ClAp1IVP*] . uf|

<
< ClAP[|IVAQ|[uf
< CIVAPPuf? + 3] Apt %

1
|(EAPkVPf7Uf)| < C|APF 6|V pf|[uf|s
Co VAPV pF|? + ~|Vuf|?.

N

As estimativas acima obtidas nos permitem chegar a seguinte desigualdade diferencial (fazendo
uso do fato de serem Vu* e Ap* uniformemente limitados):

1d 1
5| (Pl + p Vg < CAFL [P + [E]) + Clpily, + A0 P + [VAS P + 1) |ug?

+ Ol AP + [VAQ ) Vi1 + 129 Vg + 76| Apg .
Somando a desigualdade acima aquela dada por (2.18) teremos:

1d .
§£(I(p’“)2ufl2 +VoEP) + | Vug P + A ApE?

< C(Il‘jlfﬂlpfl2 + B + C(Ipflf_,l + AU + VAP 2 + 1) [uf|?
+ C(JAUPP + [VARF|? + 1)|VF? + 149|Vub|? + 95| ApF 2.

A
Escolhendo v = 2% ed= TS a desigualdade acima pode ser reescrita na forma:

1 L A
57 (P2 + [Voil?) + SIVw P + S1Ap " < CFT, pf)” + [ FLP?)
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Cllf P, + 1AW + VAR P + 1)(|(0") 7uf? + [Vl ).

= Cp(t) + Co()(|(oF) 2 uf [* + [Vl ),

com o, ¥ € L'(0,T*).
Multiplicando a desigualdade acima por 2 e integrando-a de 0 até ¢ obtemos:

()b OF + 9O + 5 [ [Tub(s)Pds + 2 [ [Ak(s)Pds

< b O) + VA +C [ ps)ds +C [ wls) (") ub(s) + [V ().

Usando o lema de Gronwall e o fato de 0 < a < p* < 3 obtemos:
t t
auf (1) + (VA OF + [ [Vuf(s) s+ X [ 1Ak(s) s

<C<|pout( )2+ Vol (0 |2—|—/ ds)- exp C’/ YP(s)ds) < +oo.

Mostremos em seguida, que |uf(0)| e |V p¥(0)| sdo limitados uniformemente em k. De fato, usando
a primeira equagao de (2.8) com o multiplicador v = uf teremos:

(%) 2uf? = (—(pPu - v>u’f — pAuF £ A" V)VE 4+ A(VpF - V)u

1
—Vp (Vp* - V)Vp* + N = (V" - Vo) Vph — AQ(EAp"ZVp"C + 0" Fup)

(p )
= (%, uf).
Usando o fato de |(p*)2uf|2 > a|uf|? teremos
ofuf]? < (@ uf)] = fuf? < (@ uf)| < OB 4 Jub? = [ul? < |k
Em particular, para t = 0 teremos:
luf (0)* < C12*(0)P.

Mas,
[@5(0)* < C(I(p*(0)u*(0) - V)u(0)[* + [Au*(0)* + [(u*(0) - V)Vp*(0)[?

+(Vp"(0) - V)u*(0)]? (Vp"(0)) - V)V (0)?

1
p*(0))

+ (Vp"(0) - Vp*(0) V" (0)]* + | PH0)V (0)]* + [ (0) F(0)]).

1 1
P 0)? F0)°
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< C(F IV | A |* + [Auo[* + [Apo [* Au, [

1 1
+ 180" + AP PV A [* + B2 F(0))

= [P*0)P < C

e, portanto, [uf(0)| ¢ limitado uniformemente em k. Além disso,
Vi (0)] < [Vu(0) - Vp*(0)] + [u*(0) - V2p"(0)] + AV AL*(0)]

< C(|Aue|[Apo| + [VApo|) < C,

e assim, |Vp§(0)] é também limitado uniformemente em k. Concluimos entdo que

uk € L>(0, T*;H) N L%(0,T*; V)
pg € L>(0,T*;H') N L?(0, T*; H2)

uniformemente em k e devido a (2.17) conseguimos:
u* € L*(0, T*;D(A)),
uniformemente em k. Além disso,
MVARF| = |VpF + Vub - Vpb +ub - V2|

< C(IVpt| + [Vu],| V¥, + [uf| [V2p*))
< C(IVpi| + [Au*||Ap*]) < O

e também,
NAZpH| = [Apf + Au® - Vp* +u- AV
< O AP+ AUV b+ [u|  [VAYF))
< C(IAAT+ | Aut |6, ).
e, portanto,

t t
A 1828 Rds < © [ (ApEE + [AutPlpt 2, )ds < C.
0 0 N

Concluimos que
p< € L*(0, T*; HY) N L?(0, T*; Hy)

Agora, podemos obter estimativas melhores para as aproximacoes.
Podemos ver pela primeira equagao de (2.8) que:
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pAut = =Py + (M- V)u® — )" F = A(u* - V)V
1
—MVp* - V)uh)] - )\sz[E(Vpk V)V (2.19)
1

1

Assim, temos as seguintes estimativas na norma L6(Q) para os termos que se encontram do lado
direito da expressao acima:

|Pe(p"uy)]s < Clo*luclu]s < CVU];
|Pe((pMu” - V)u)|; < Clp*|cu¥]oc [ VU], < ClAU"
|Pe(p"F)l; < Clp"|l Fly < C|F]

HL?

IAPL((a- V)Vpb)[, < Club|o|V2pF|, < ClAk||[VApY;

IANP((VpF - V)ub)|, < OVpF|o|VUuF|,
< VAR AW
)\2
|P’f(ﬁ(vpk‘v)Vﬂk>|6 < C!V,Ok|oolv2pk\6
< CIVARP
)\2
\Pk(@k)g(Vpk Vo) V)ls < OV IV s
< CIVAPH,

/\2
IPk(EAp’“Vp’“)Ie < CIVp*lolApf
C|VApF2.

A

Logo, usando as estimativas acima, teremos:
¢ k()2
/ | Au (s)[2ds < C.
0
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Agora, usando os resultados de Amrouche-Girault [2] teremos:
k2
/0 [l (s)? , ds < C.
Entao, usamos a imersao de Sobolev de W2%(Q) C W1*°(Q) para obter:
t
/ IVu(s)[2ds < C.
0

Portanto, temos que

uk € L2(0, T*; Wh>=(Q)),

uniformemente em k.

Podemos ainda, conseguir estimativas uniformes em k para a derivada segunda uf; para isto
comecando derivando a equagao com respeito & varidvel ¢ e em seguida, considerando v = uf. Apds
uma integracao por partes teremos:

)+ b = (k)

_((pfuk ’ V>uk7 uft) - ((pkuf ’ v)ukv uft) - ((pkuk ’ V)Uf, uz]tct)
+A((uf - V)VF, uf) + A((u* - V)V, uy)
+A((Vpf - V)b, uf) + A((VF - V)uy, uy)

oF 1
)‘2 (p t) (vp V)Vp 7utt) )‘2(pk (fo ’ V)Vpk, u?t)

_>‘2< (VP v)vptvutt> 2/\2(

(Vo -V )V* uf)

pF (pk )
1 1
+A( POE (th V") VoF ug) + /\2((,0’“ Z(Vpk V)V pk uk)
1 oF
+A%( FoE (Vp" - V") Vo[, ugy) + N (p,f>2Ap’“Vp’“, uy))

1
_)‘2(p Apfvp ) utt) /\2(pk Apkvpfu uft)

+(PtF utt) + (kata uft)

Podemos estimar os termos a direita da seguinte forma:
|(ptut>utt)| < ’pt |4’ut |4|utt| < C: |Vu ‘ +€|u1’5§t‘2;

[((pru® - V)ut, ug)| < [ [a[utloc | VU la|ug| < Celpf 2, [Au|* + elug[*
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[(pFuy - V)t ug)| < [0 oo [y || V¥ fugy | < Ce[Vug]? + ug, [

[((p"u™ - V)ug, ug)| < [ oo [0 oo V|| < CcVug | + efugy |

[((wy - V)Vp*, upy)| < [ufa|V2pFlafug| < Co[Vu]? + elug |
[(u* - V)Vpr, uh)| < (o] V207l fug] < Co|Apr|? + elug |
(Vi - V)u, uh)| < [Vppla| Vublaug] < CoApf[* + elug |*;
(V" - V)ug, uf)| < V¥l [ Vug|uf] < C[Vuy|? + efu,|*
k
p
(s (V" - V)V ug)] < Clpp|a| V¥ oo V2 p¥lalu] < C: + el

k)2

(

p
1

|(?(fo V)Vt )| < CIVprla|V2pF|a|ug] < ClApF | + efuy, |
1

(

(V" - V)Vpi,ui)| < CIVe* oo Vi lugy| < Co|lApf|? + efuj[?;

k
P
(57 (V" - VR )V ug)| < Clof|[Ve* 2 ay| < Ce + elugy s

(p*)
1

~—

(Vo - VoIV af)| < OV |IVeF 12 uf| < Co +eluf %

p5e
1
(5 (Vp" - Vi) V¥ uly)| < CIVE* 12 Vi |ug] < Ce + elug s

1
(3 (V0" - V) Vol wg)| < CIVPF V| Jug| < Ce + el

k
0
(e SVl < Ul Al < Co el
1
(AT u)| < CIA IVl < CHAE +

1
(AP Vpr, u)| < |Ap[a| Vot la|ug| < CoApf]? + efuy |
(i Foug)| < 1pf1al Flalug] < CL|FP |+ efug, |
(0" Fpy u)| < ClFJug| < Co|F P + elugy .

Usando as estimativas acima obtidas, ficamos com a seguinte expressao:

wd
(P4 Puf? + 5Vl
< C(Vug? + [Apf P+ FI? | + [ F* + 1) + 20 |uy, .
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Lembrando que 0 < a < p¥, para todo k > 1 e escolhendo ¢ = &, vemos que a desigualdade

40>
acima fica na seguinte forma:
Jug,|* + \Vu'“l2 < C(IVui P + |Apf [P + |FI2, + [F* + 1)

Assim, multiplicando a desigualdade acima por o(t), onde o(t) = min{t,1}, e integrando-a entre
eet,com (0 <e <t teremos:

[ o)) Pds + [ ots) § [Vul(s)ds

t
< / C(IVug(s)* + [Apf (s)[* +[F(s) 2, + | Ei(s)]* + 1)ds. (2.20)
Mas,

[ o) S1vuts)ds = oOIVRED)? ~ oIVRiE)P ~ [ o' (5)Vuk(s) s

Como ¢ (t) < 1 q.t.p. em [0,#] entdo, usando este fato em (2.20) teremos:
AU OF + [ o(s)lu(s)Pds

o(e)|Vui(e)]* + /: C(IVui(s)I” +[Apf (s)]* + [F(s)[2, + [Fu(s)|* + 1)ds

Escolhemos entao, uma seqiiéncia (g,,) tal que 0 < g, < 1 para todon > 1, £, — 0 e, além disso,
o(e,)|Vuf(e,)]> — 0 (o que é sempre possivel j4 que Vuf € L?(0,t)). Fazendo o limite quando
€, — 0 teremos:

AU OF + [ o(s)lu(s)Pds

t
< /0 C(IVug(s)* + [Apf ()P + | F(s)2, + |Fu(s)]> +1)ds < C,
Logo, podemos concluir que para todo § > 0, teremos
uf € L®(5, T V) e ufcL?(0,TH),

uniformemente em k.
Todas as limitagoes uniformes anteriores implicam as seguintes convergéncias (passando a sub-
seqiiéncias, se necessario):
(1) u® — u fraco - * em L*>(0,T*; V);
(2) u* — u fraco - * em L>(0, T*;D(A));
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u” — u fraco em L2(0, T*;D(A));
u” — u fraco em L2(0, T*; WH>(Q));
uf — w, fraco - ¥ em L*(0, T*; H);
uf — wu, fraco em L?(0, T*; V);

uf — u, fraco - ¥+ em L(5, T*; V);
uf — uy fraco em L?(6, T*; H);

p" — p fraco -  em L*(0, T*; HY);
p" — p fraco em L2(0, T*; Hy,);

u” — u forte em L2(0, T*; V);

p" — p forte em LY(Q), Vg > 1;
p" — p forte em L2(0, T*; H%);

pF — p; fraco - ¥ em L*®(0, T*; H');
pF — p; fraco em L2(0, T*; HZ);

pf — p, fraco em L?(0, T*; H);

pF — p; fraco em L?(Qr-).

A~ o~~~ —~
o J O Ut = W
NN N N NN

'_‘A
o L

— =
W N =

—_
S

e N N N N e N T
e N T N N N N

—
BN |

Observamos que as convergéncias em (11) e (13) foram obtidas usando o Lema 1.5 (Aubin).

Parte 2: passagem ao limite.
Para passar ao limite definimos

o = icm@)goi(:c), (2.21)

onde @;(z) é a i-ésima autofungao do operador de Stokes.
Para verificar as convergéncias abaixo tomamos k > m:

() [ ko — [ (u, o)

(i) [ (ha oyt o)t — [ ((pu Vym g
(%) /0 " Ak, gmydr — /0 " (A, om)dt:
(iv) [yt ot — [ (V0 Dy,
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(v) [ (9t 6t — [ (V)0
(vi) [ Eemi— [ (oF gt

T* )\2 T
wi) [ Cr(VA)Voh 67t — / X T 0) Vi, omd

T A2 my T*

(viit) /0 ((p) (Vp" -V )Vp*, ¢ dt—>/ V,O Vp)Vp, ¢™)dt
, ™\ ™ N\ .

(i) /0 (p Ap*V k. o™ )dt—>/0 (?Apvp,sb )dt

Mostremos a convergéncia (7).

T* T*
/pkufqudq:dt—/ /putgzﬁmdxdt’
o Jo o Ja

T* T*
g/o /Q](pk—p ¢m|da:dt+|/ / E_w,)¢mdxdt];

Porque p¢™ € L*(0,T*; L*(Q2)) e uf — u; fraco em L*(0,T*; H) temos que o
segundo termo da desigualdade acima converge a zero quando k — oo.
Para o primeiro termo temos:

T*
[ 16— opugmiardr < [ 1+~ plaolutllo™at

*

S N R I
™ 2 L k2 gl

<O 1ot =2, ant ([ Jukan)?
0 N 0

T 1
<C(f 1ot - ol2, 0t

o qual converge a zero devido a convergéncia (13).
Para provar (i) tomamos:
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/OT*/QW“’“'V)“%mdzdt—/f/Q(pu'v)uqﬁmdxdt

T*
< k k k m k . k_m
< [ A0 = put - D)uter| + [(p(a" — ) - V)utor et
T* K
+/0 /Q|(pu~V)(u )¢ dwdt
r k k k
< [ 10" = plucla ol Va6t
r k k
[ Iplolu® = ul, [ Vut]jg"] dt

T*
[ el IV (0 = )t

*

T ) T )
< O e |0 ey (105 = P12, A0 - ([ A Fan)?
B 0 N 0

*

T 1 o 1
FC1l i [0 s ([ 10 =l ([ [ )

LOO(Qp+)

+C|pl

k e k 2 1 e m|2 1
u |L°°(O,T*;V)(/0 lu —u|th)2-(/0 [¢™[ydt)?

LOO(QT*)

< Cy|p* = pl >+C2|uk—u’

L2(O,T*;H12V L2(0,T*;V)’

usando as convergéncias (11) e (13) podemos inferir que a tltima expressao tende a zero quando
k — oo.
O limite em (7i) é provado como segue:

I

[ At —wpordsat| <o [ [ 190~ w)verdnar
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T* Y )
<u(f - jen

tal termo tende a zero devido a convergéncia forte em (11).
Em (iv) temos:

.
A‘ /0 /QWP’“ V)b — (Vp- V)u)¢"dedt
.
<A [ [0V V) = e |dad + (V{6 = p) - V)ug™ }dds
.
<A [ VPV~ )9

T* k
X[ V(6 = p)lalVullo™adt

< Clp| u® — ul

o™ |
LOO(O,T*;HJQV) L2(0,T*;V) L2(0,T*;V)

+C|u|L°°(0,T*;V) |¢m|L2(0,T*;V) ’pk B p|L2(0,T*;H]2V)

< Clu* —u +Clp* = pl

L2(0,T%;V) L2(0,T*;H2)’

usando as convergéncias em (11) e (13) temos que o limite é zero.
Analogamente, para (v) temos:

A /()T*/Q((uk-va’f — (u-V)Vp)o"drdt

<X [7 [0~ w) - D)V 4 I(a V)V — )6t

T*
<C [ AR =yl 107+ o = ol |67,
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< C|p"|

k
LOO(O,T*;H]QV) |Ll B u|L2(O,T*;V) |¢m|L2(0,T*;V)
k
+C|u|L00(0,T*;V) |p - p|L2(O,T*;H12V) |¢m|L2(O,T*;V)

k k ;
< Ol + Ol =l

e considerando as convergéncias fortes em (11) e (13) temos que o limite é zero.
Em (vi) temos:

T* T*
| [ F = pR)emdsa < [ 16— plIFL 6"t

< Clp* = pl

F "
L2(0,T*;H1)| |L2(O,T*;H1)|¢ Lo (0,T*;H)

< Clp* = pl

L2(0,T*;H?2)

e usando a convergéncia em (13) temos que o iltimo termo tende a zero quando k — oo.
Para provarmos a convergéncia (vii), notemos primeiramente que:

<p1k<Vpk V)V - ;Wp V)0 = (9 V)V o)
+(;(V(p’f —p) - V)VpF, ¢™) + (;(Vp V)V (0" —p),¢™).

Analisemos, entao a convergéncia dos termos a direita na expressao acima.
k
k

/
0 L
<O o= el VoH1sI V26 o™t

N
<C[ V(o= MIAp IVt

T*
<cf V-l

(V" - V)Vp, ¢™)|dt
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tal termo tende a zero, quando k — oo devido a convergéncia (13).
Para o préximo termo temos:
1

-

/ PAGRERAGER

<c/ (0 — Pl V20| adt
3

<O 1" = p)llapt Ve iat

k
< C‘p ’LOO(O,T*;H]QV)’¢m’L2(O,T*;V)‘p o p’LQ(O,T*;HJQV)
< Clp* |

2 w20
L2(0,7%;HZ)

o qual vai a zero quando k — oo conforme a convergéncia (13).
Além disso, temos que:
T 1
/ TSIV =)0

<C [ [Vl V(e = p)llo™ e

T*
<O 1AplIA(" o)l Ve at
< C|p|L°° 0,T%*; H2 |¢m|L2(0T V)|p _p|L2(0T H]2V)
< Clp* - pl

LQ(O,T*;HIQV) )

sendo que este ultimo converge a zero quando k — oo pela convergeéncia (13).
Para a convergéncia em (viii), notemos que:

1
( o*)

(Vo -V — L (p V0)p o) = (=P G gy gm)
2 p? ’ (p*p)? ’

+(p12<v(p’“ —p) - V) VpF, ™) + <,)12(Vp V(" = )Vt 9")

+(,012(Vp Vo)V (p* = p), d™).
Assim sendo, mostremos para o primeiro termo da direita na expressao acima.
) (") = p?
/0 <T*(p’“p)2
<O 1" = plalV Rl adt
< O [ 1 = ol APV

k
S O|'0 |L°°(O,T*;H]2V)|¢m‘L2(0,T*;V)|p o p‘LQ(O,T*;Hl)
< Clp* - pl

(Vb - Vp" )Wk, ¢™)|dt

L2(0,7*;HL) "
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O termo acima vai a zero devido a convergéncia (13).

Para o segundo termo temos:
r k K\ ok
/ (V6" = VATt g
<C[ V(6 = p) IVl st
T*
<C [ 1Vt = A IVer|dt
k m k
S C|p |L°°(O,T*;H]2V)|¢ |L2(O,T*;V)|p - p|L2(O,T*;H1)
< Clp* - pl

1

L2(0,7*;H1)’

e tal termo converge a zero quando k — oo devido a (13).
Para o terceiro termo temos:

T 1

|10 V6t = o)Vt o)t

<C [ VPl = p)lIV Pl
-

<C [ 18PV = p)llApt |V omat

k k
S O‘p‘LOO(O,T*;H?V)‘p |L°°(O,T*;H]2V)|¢m‘L2(O,T*;V)|p o p‘LQ(O,T*;Hl)
< Clp* = pl

L2(0,7*;HY).

Assim, este termo também tende a zero quando k — oo, usando a convergéncia (13).
Para o dltimo termo de (viii), temos:

-
/0 (E(Vp -Vp)V(p* = p), ¢™)|dt
< C/O IVola| V(" = p)||o™|6dt

-
<C [ 80PV (ot = p)l[Verat

2 k
S C|p|L°°(O,T*;H]2V) |¢m|L2(O7T*;V) |p - p|L2(O,T*;H1)
< Clp* - pl

L2(0,T*;H)

e, usando a convergéncia (13) vemos que o termo acima tende a zero quando k — o0; assim sendo,
temos mostrada a convergéncia em (viii).
Para (ix), vemos que:

1 ko kL m Pk—ﬂ kv k m
(Ap"Vp" = =ApVp,¢™) = (——Ap"Vp", ¢™)
P P pep
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1 1
+(;A(p’“ —p)Vp*, o™ + (;Apv(pk —p),o™).

Analisemos entao, cada uma destas convergencias.

T*
/O

T

<O 10 = plolA0H IV ol odt
T*

<O 10 = pl, |80 P at

S C’|pk|2 )|¢m‘L2(0,T*;V)|pk - p‘LQ(O,T*;Hl)

LOO(O,T*;H]?V

< Clp*

T* 1

/0 (gA(p’“—p)Vp’“,d)m) dt

<O 18(" = pIIVeHlalo™
N

<O 10" = p)llapt Ve iat

k k
< C‘p ’LOO(O,T*;H]QV)’¢m’L2(O,T*;V)‘p o p’LQ(O,T*;HJQV)

< Clp* -l

T 1 &
/ <4Apv<p — p),6™)|dt
<C [ 120l1V(" = plalé™adt

T*
<C [ 1ApllA(* - p)lIVemat
k m
S O|p|L°°(O,T*;H]2V)|p - p|L2(O,T*;H2)|¢) |L2(O,T*;V)
< Clp* —pl

k _
(L APV, ) dt
PP

L2(O,T*;H1) ’

2 *. 72 Y7
L2(0,T*;H3))

*

L2(0,7%:HZ))

e, portanto, usando a convergéncia (13) segue o resultado.
Assim, passando o limite obtemos:

T*
/ (pu; + (pu-V)u+ pAu— A(Vp-Viu— A(u-V)Vp
)\20 )\2 )\2 (222)
+;(Vp -V)Vp— ;(Vp -Vp)Vp + ;A,OV/) — pF,¢™)dt =0,
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para toda ¢™ dada por (2.21).
Além disso, temos:

T* T*
(pu Va2, L= /0 /Q (pu - V)udedt < /0 ol [uf2|Vul2dt
<Clpl2. . uf ul? < +00;
L>®(Qp L (0,T*;V) L2(0,T*;D(A))

T* T*
(Vo VyulP, Lo :/0 /Q](Vp~V)u|2dxdt§/0 IV 2| Vu 2t

< Clp|?

L (0,T*;H?2
(0,7*:HZ,)

Jul? < 4o00;

L2(0,7%;D(A))

(- V)Vp|? _/ /|u V)Vl dxdt</ a2 V2p|2dt

L2(0,T*;L2(2))

< Clul? < +o00;

LoO(),T*; V)|'0|L2 0,T*; H3 )

E <Vp VIVAL, e o, = / / 2(Vp- V)Vpldudt < / |2 Vo[Vt

Clpl? Ipl < +0o0;

L (0,T*;H L2(0,T*; H3 )

1 ™ 1 ™ 1
V0 VOV = /0 /Q (Vo Vo)Vpldrds < /0 a1Vl

< Clpl° < +o0;

L (0,T*; H2 )

1 T
SAPOL, iy = [ 1AV dade < [ AR Vs

|p| < +o00.

L2(0,T*; H3 )

Clpl?

Lo (0,T*;H
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Mas isto significa

)\2
Lu=pu;+ (pu-V)u — pAu— A(Vp-V)u— A(u- V)Vp + ?(Vp -V)Vp

2 2

A A
—;(Vp -Vp)Vp + ANl € L2(0, T L* ().

Pelo fato das fungoes ¢™ serem densas em L*(0,7*; H) temos que (2.22) também ¢ valida para
toda ¢ € L2(0,T*; H), e assim, Lu € L*(0,T*; H)*.
Portanto, pelo Lema 1.7 (De Rham), existe p € L*(0,T*; H'(Q2)) tal que

)\2
pu; + (pu-Viu— pAu—AVp-Viu— A(u-V)Vp + ?(Vp -V)Vp

A2 A2
—E(Vp -Vp)Vp + ;Apr — pF = Vp.

(2.23)

Agora, tomando o produto interno de ¢ € L*(Q,.), onde Q.. = Q x [0,7*], com a segunda
equagao de (2.8) obteremos:

-
/ / [pF +u* . Vp* — AAp*|pdrdt = 0.
0o Ja

Vamos mostrar em seguida que a integral acima converge para

T*
/ /Q[Pt +u-Vp— NAp|edzdt.
0

Dedido & convergéncia fraca de pf para p; em L*(Q),.,) temos que:

T
| [k = pogdadt —o.
0 Q

Temos também que:

T* T*
| v Vp}godxdt| < [t = ul v,

+lul4| V(" — p)|a}pldt

T*
<O [ I = ulylotlg + fulv (0" = o)l Hlat
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< O{lpt uf ]

Loo(0,T*;HY, L2(0,T%;V) ’(‘D‘LQ(QT*)

k
+|u|L°°(O,T*;V)‘p - p’LQ(O’T*;H%V)}‘SD‘L2<QT*>

< Clu* — | V)+C’|pk—p| — 0.

L2(0,T*; L2(O,T*;H]2v)

Finalmente, temos que:

T*
k k
A/0 /QA(/) = P)pdadt] < Mp® = pl e P2,

L2(O,T*;H]2v)
para toda ¢ € L*(Q.,..); usando o Lema de Du Bois Raymond, [3], pdg. 108, concluimos que:
prtu-Vp—AAp=0

q.t.p. em Q...
Além disso, temos:

ol < Ju- V| + MAp| < CIVul[Vp] + AlAp),

o que implica

<C.

|pt|L°°(0,T*;L2(Q)) —

Portanto,

pr+u-Vp—AAp=0 em L>*(0,T* L*(Q)).

Parte 3: continuidade das solugaoes.

Observamos inicialmente que, como u € L*(0,7*; D(A)) e u; € L*(0,T*; H) entao pelo Lema
1.4, temos que u € C([0,7%]; V), ou seja, existe @ continua de [0,7*] em V tal que u = 1, q.t.p. em
[0, T].

No que segue, mostraremos que a solucao u obtida pelo método de Galerkin assume seu dado
inicial continuamente em V' e D(A), respectivamente.

Notamos inicialmente que, para todo t € [0,7%] e todo k > 1, temos:
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V(1) - Vut(0) = [ "k (s)ds

e, portanto,

D=

VUt () — Vuk(0)] < /Ot Vul(s)|ds < (/Othf(s)Fds)é < C. (2.24)

Como {u*} é limitada em L>(0,7*; D(A)) e {uf} é limitada em L?(0,7*;V), o Lema 1.5 (Aubin-

Lions) nos garante que u* — u fortemente em C°([0, T%]; V); assim, fazendo o limite quando k — +oo
m (2.24) teremos:

IVu(t) — Vu(0)| < Ct2.  Vte[0,T7].

Logo,
1 = li t) — = 0.
Tim [u(t) — u(0)fy = lim [Vu(t) - Va(0) =0

Mostremos agora, que lirgl+ |Au(t) — Au,| = 0. Notemos que, como u(t) — u, fortemente
t—

em V e como |Au| ¢é limitada em [0,7*] entao Au(t) — Au, fracamente em L*({)) e, portanto,
limi1+1f|Au(t)\ > |Au,|; somente nos falta agora, mostrar que limsup |Au(t)| < |Au,|. Para tal,
t—0 +

t—0
comegamos tomando v = AuiC na primeira equacao de (2.8) e em seguida, fazemos uma integracao
na variavel ¢ para obter:

[Au*(t)[* — [Au*(0)?

2 t
7/ _phul, Aub)ds — 7/ (p"u" - V)ub + A(u* - V)V + \(VpF - V)u*
wJo
—= (V" V")V )\2 Akap p"F, AuF)ds
2 k
:,u/ —pFuf, AuF)ds + = / (R*, Aul)ds

2 k k k k ¢ k k
f/ _pbut, Aut)ds + u{(h (1), Au*()) — (1*(0), Au*(0)) —/O(ht,Au )ds]. (2.25)
Notemos que
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b = —(pru - V)u* — (puf - V)u® — (pfu® - V)uf

AU - V)VFE + AF - V)VpF 4+ NVl - V)u* + A(Vp" - V)uP

+A2<ppt) (Vo V)V A2 (Vpf - V)Vt A2 (Vp* - V)V

2 k
—V(pf;g(vp VP )Vph +A2< 3 (Vi - V)Vt +A2( 3 S(Vph - V)Vt
1 k
+ A2 ) (VpF - Vp*)Vpl 4 A2 (/')0]:)3Akap )\2 Aprp

1
_AzﬁApkth - PtF p "Fy
Agora, vamos estimar os termos que se encontram a direita na igualdade acima.

|(pu® - V)u®| < |pflafu”|o|Vubls < Clpf],, |Au®]? < C;
(pFuf - V)u*| < |p¥|oolufls| Vuls < CVug||Au®| < C|Vujl;
(pFu” - V)uf| < || 0| VUi | < ClAW*|[Vu| < C|Vuf];

|(uf - V)V*| < Jufla| V2p*ls < CIVu[[VAYF| < C|Vuf|;

[(0* - V)Vpi| < 0¥ V2pr| < ClAW*||Apf| < C|ApE;

(Vo - V)ub| < [Vpi|a|Vu®|s < ClAPF||Au®| < C|Apf];

(Voh - V)ul] < Vo]l V] < CIV ALY Vul| < Ol
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k
|(ppl:)2(Vpk - V)Vp*| < Cloflal V¥ o V2 F|4 < C|pf|H1 IVAp*? < C;
1
IE(W SVIVRF| < CIVpF V208 |4 < C|ApPFIV AL < CAPE;

1
|E(Vpk - V)VpE| < OV |l Apf| < CIVARF||APF] < C|ApF;

2pF
e Vet VOOV < ClotlIVatla < Claill VAT < ¢

1

(pk>2(vﬂf V)V < CIVPIIVPES, < CIVRLl[VAPH < O

(Vo - Vi) V¥ < CIV" % |Vpi| < CIVAPPIVf| < C

(Vo - V")V < V"% |Vipi| < CIVAPPIV| < C

k
t

| p

2P VL < CloflalAp" IV ol < Clof],, [VAX < C:

1

IEA/)?W’“! < ClApE|IV P oo < ClAPE|IV AP < ClAPY;
1

IEA/)’“W?I < ClAPPI Vi < CIVARM||ApE| < ClAM);

|0EF| < |pflalFla < Clpgl | F|,, < CIF, .

|p"F| < CIF.
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Com estas estimativas vemos que

[he| < C(Vug| + [Apf| + | P, + [F] + 1)

e assim,

2 t t 1 1 1
=)0k Ay lds < Ol ([ EPds)E i < 0 (2.26)

Além disso, vemos que:

= / (o, Auf)|ds = = / (Vohub + o'V, V) |ds
2 t
Su/ (Vphul, Vul)|ds + = /| (7Y, Vb ds
0

2t 2 [t
<= [ 196t a1V uflds + = [ 1o || Vuf s
wJo @ Jo
1 t
<C-t2+ C/ |Vuf|ds. (2.27)
0
Assim, voltando a expressao (2.25) e usando as desigualdades (2.26) e (2.27) teremos:
t
AUt ()2 < AT ()2 + C - 15 + o/ IVub|2ds
0
2
+;|(hk(t),fluk(t)) — (h*(0), Au*(0))] (2.28)
Definindo

h(t) = (=(pu-V)u+ A(u-V)Vp+ A(Vp- V)u—)\2 (Vp-V)Vp

1 1
+A2W(Vp -Vp)Vp — Az;Apr — pF)(t)

para todo t € [0, T*], teremos que h*(t) — h(t) fracamente em L2(f2), para cada t fixado e fazendo
k — +o0 , obteremos:

—400

¢
liminf |Au®(#)|* < liminf |[Au®(0)]* + C - t2 + Climinf/ |Vl 2ds
k k——4o00 k—+o00 Jo
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+ i lim inf | (A" (£), Au*(2)) = (h*(0), Au®(0))|

— [Au(t)]? < |[Au(0)2 + C - t3 + c/ot IV, [2ds + Z|(h(t), Au(t)) — (h(0), Au(0))].

Em seguida, considerando que h(t) — h(0) fortemente em L*(Q2) e Au(t) — Au, fracamente em
L*(9), concluiremos que

limsup |Au(t)| < |Au,|.

t—0

Portanto, sabendo que Au(t) — Au, fracamente em L?(2), que lir(J)qr |Au(t)] = |Au,| e que o
t—

espago L%(€) é uniformemente convexo, podemos inferir que

lim |Au(t) — Au,| =0,

t—0t
ou seja, a velocidade solugao u assume seu dado inicial continuamente em D(A). De maneira inteira-
mente analoga, mostra-se que a densidade solugao p assume também seu dado inicial continuamente

3
em HY.
Parte 4: unicidade de solucao.
1

Sejam (u, p) e (u!, p') duas solugdes do problema inicial (2.7); definamos z = p—p' e w = u—u'.
Usando a segunda equacao de (2.7), temos:

(zx+u-Vz+w-Vp' —AAz 1)) =0,

para toda ¢ € L*(Q...).
Em particular, fazendo 1) = z teremos:

—— 2] = MAz,2) — (w-Vp', 2)
ja que (u-Vz, z) =0. Os dois termos a direita na expressao acima podem ser assim estimados:

[(Az,2)] < Ol + 6] Az

(w-Vp',2)| < [wl[Vp'l 2] < Olw]* + Oz,
Assim,
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2dt|Z|2 < Olwl|? + Oz)* + 6| Az|? (2.29)
Por outro lado, fazendo ) = —Az obtemos:
— (2, A2) + M(Az,Az) — (u- Vz,Az) — (w- Vp', Az) = 0.

E isto implica

5 dt|Vz\2 + AAz]2 = (u-Vz,Az) + (w- Vp', Az)

< [ufoo|V2[|Az] + [W]| V|| Az]
< 2e|Az[* + ClAuP|V2|* + Clp' [, [w/*
N

A
Depois de escolher € = 7°e levando em conta as limitacoes de |[Au| e |p!| ., a desigualdade acima

H3?
toma a seguinte forma:

2dt|v 2|2 + —|Az|2 < CJlz2, + Clwl?. (2.30)

Consideramos entao a primeira equacao de (2.7) aplicada em (u, p) e (u!, p!).
Fazendo a diferenca entre elas e tomando o produto interno com v = w obtemos:

(pwve, W) + p(Aw, w) = —(zul, w) — (20 V)u, w)
—((p'w - V)u,w) — ((p'u' - V)w,w) + AM(u- V)Vz,w) + \((w - V)Vp', w)
+A(Vz - VIu,w) + A(Vp' - V)w,w) + (2F,w)

N (— (vp VIVp+ (VZ VIVp+ s (vp V)Vz

+
+p712p(vp -Vp)Vp — (Vz-Vp)Vp — (Vpl -V2)Vp

1 1
(pt)? (p1)?

1 1
~(Vp' - Vp')Vz — pzplApr + EAZVP + ;A,&Vz, w)l.
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Mas,

1
(PWt>W) = s (pw,w) 2(ptw,W)

263

= oW W)+ (0 Tp)w,w) — S (Apw,w):
logo,
(ow.w) + H VW = (0 Vpw,w) + 5 (Apw, w)
HEFw) - (ulw) — (2u- V), w) = (0w - V)u,w) = (p'u’ - ¥)w,w)
(- V)2 W) + (W V)T w) + (V2 T)u,w) + (V0" - Vyw, w)}

—A{(— — Z(Vp-V)Vp+— p (Vz V)Vp+ — . (vp V)Vz

z(p' + p)

oy

(Vp-Vp)Vp - (Vz-Vp)Vp— (Vp' - V2)Vp

1 1
(pt)? (p!)?

1
(p')?

Estimamos os termos do lado direito como segue:

1 1
(Vp'-Vp"Vz — prlApr + ;Asz + EA,OIVZ, w)}.

1
5 (- Vo)w, w)| < Clulo|Vploc|W[* < C|Aullp], [W]*;

;|(pr,w)| = ;\|(Vp7V(W2))|

< ClVpllw[[Vw]
< e|Vwl|* + C|Vp[*lwl*

(2, w)| < [zl ug[[w] < 0]Az[* + Cluy [ |wl*;

|((zu- V)u, w)| < Clz|oufo|Vul[w]
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< 0|Az)? + C|Au* | Vu*|lw?;
[((p'w - V)u,w)| < [p'[oo| VW||Aul|w| < e[ VW|* + C|Auf*|w/*;
((p"u - V)w, w)| < [p' o] AU |[VW|lw| < | VW[* + C|Au' [*|w]*;
M(u- V)Vz,w)| < ClAul|Az]|w| < 8|Az[* + C|Au]?|w]?;

M(w - V)Vph, w)| < AIVwllp'] , [w < e[ Vw]* + CIPIIZ%\WF;

IAN(Vz - V)u,w)| < C|Az||Au||w]| < §|Az* + C|Aul*|w]?;

M(Vp" - V)w, w)| < Clp' ,, [Vwl[w] < e[ VW] + Clp' [, [w]

|((zF,w)| < Clzl,,, [FIIVw| < e[ Vw]* + C|F]*|2]} .

N (Vp- V)Vp,w)|

Clzl6|Vpls|V?pl W]
pp

<

< Ol [Ap)? VW]

< CeApl'l?, +elVw]*
1

W(;(V%V)W,WH < CO|Vz||V?plalwls

< CO|Vz||VAp|[Vw|

< CVApP V2 + e[ Vw]?;

1 10pt 0 0z
2(__ 1. — R ). .
B 0z 0 ,109p! 1 0pt 0z
B ’ _i,j Q Ox; . 8xj<p1 &mwj)—i_% r pt 8Iiwj(9xi FH
Dz [ 1 0p'op! 1 9%t 1 dpt Ow;
2’—../3[ 02 5r. 9z 1MWJ'+13.3.]
e (f )a DO T
i pop ? P
< | — il A il .
< | iy Ja Ox; (p')? Ox; 8:16,-WJ|+|% Q Ox; pt 8arj8xiwj|

< C|V2||Vp'Elwls + CIV 2| |Ap*awls
< C|Vz||Ap' 2|Vw| + C|Vz| VAP |[Vw|
< CL(IVAP'? + [Ap M| V2 + 26| Vwl|?;
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+
D00 T Tpwl < ClelViwl
< Clel, |ApPIVw]
< CelApllz2, + el Vw
A2 1
< C|Vz[[ApP|Vw]
< C.Ap/Y|Vz|]2 + | VW]
/\2
< ClApY|V2]|Ap]|Vw]
< CeAp'P|Apl|Vz]? + e[ Vw
)\2
|((p1)2(vpl Vpl)VZ,W)| = |2 |Vp |6|VZ||W|6
< C|Ap\ V2| Vw]
< CAp MV 22 + | VW3
C
IN(—ApVp,w)| < e |2l6| Apl |V ol Wl
< Ol |ApPIVw]
< CLIBDeE, + eV
1 0%z 1 9p
1A In)
asTol= |2 5 plaﬂ

-z
[2¥)
C

| 2

\g/

1 8,0 1 ap 0z
ox; 8% 18x] zz,:/ 10% 0@ FH
82[ 1 0p 8pw 1 dp ow;
Oz, (p*)? Oz, Ox; 1 8361895] pt Oz, Oz,
V2| Vplglwle + —— V2| A%plalw|s + 57—V 2|V ploo| VW]

P! oo

< C|VZHA,0| Vw| + C’]Vz||VAp||VW|
< Cu(lApf + [V APP)| V2P + 26|Vl
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1 C
B |Ap' 4| Vz||wly
CIVAPH|Vz||[Vw|

CL VAP V2| + | Vw2

INIA A

Entao,

1d
577 (W W) + (1 = 192)[Vw|” < CesllAullpl,,, + Vol + g |*

+HAuPVul + [Au]? + [Au'[? + [p'[2 )} w]?
N
FOAFP + [Ap* + |Apl® + |p2, + 0",
N N

HAP AP 1A} ]2, + 40| Az,

e usando as estimativas obtidas na parte 1, vemos que a desigualdade acima fica na forma:

1d
5%(pw,w) + (1 — 19¢)|[Vw|* < Clw|* + C’|Z|Z1 + 46| Az|?

Somando-se as desigualdades (2.29),
(2.30) e (2.31) teremos:

1d 9 5 A 9
- —1 2 _58)|A
Ao W) + 32 )+ (= 190) TP + (5 — 56)] A

< Clw]* + C’|z|il.

A
Escolhendo ¢ = % ed = 20 segue-se que:

1d

2 H 2, A 2
§£{(PW7W)+\Z|H1}+§WW| +Z|AZ\

< Clwl* +CJzf

—_

Como |w|* < —(pw, w), temos:

«
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d

e integrando de 0 a ¢, com t € [0, T"]:

(pw,w) + 22 < (pow(0), w(0)) +[2(0)[?

H1

4 [ (wls), w(s) + =2, s

Agora, usando o lema de Gronwall obtemos:

*

(pwow) 2R, < [(pow(0), w(0)) + 2O, ] - o

< Cllpaw(0), w(0)) + [2(0)2,].

Porque w(0) = 0, |Z<O)|12Hl
disso, z(0) =0 e p > 0 implicam w =0 e z = 0.

= 0 concluimos que (pw,w) = 0 e |Z|12H1 = 0 (z é constante); além

Observagao. Convém notar que H. Beirdo da Veiga provou em [4] a regularidade da solugao do
problema (2.6) (com termos envolvendo A?) usando linearizagio e argumentos de ponto fixo; além
disso, assume-se que uy € V , o que naturalmente fornece estimativas mais fracas que aquelas aqui
obtidas.
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Capitulo 3

Taxas de Convergencia para as Aproximacoes Semi-

Galerkin

3.1 Introducao

Este capitulo é dedicado inteiramente & investigacao das taxas de convergéncia nas normas de L? e
de H*, das aproximacoes semi-Galerkin espectral para a solucao do problema completo. Mostramos

que é possivel obter estimativas de erro uniformes e também, estimativas melhoradas na norma de
L2

3.2 Estimativas de erro otimais na norma H' para a veloci-
dade

Nesta secao provaremos algumas estimativas de erro otimais locais no tempo para a velocidade na
norma H' e para a densidade na norma H?2. Aqui, por otimalidade entendemos que as solucoes apro-
ximadas convergem para a solugao do problema (2.2) na melhor taxa possivel, medida por poténcias
do inverso do autovalor A\;; do operador de Stokes, considerando-se as aproximacoes no subespaco V.
Comecaremos trabalhando como em Heywood [18] no caso das equagoes de Navier-Stokes cléssicas.
Para tal, definimos:

Definigao 3.1 Sejam (u, p) a solugao forte do problema (2.2) dada pelo Teorema 2.1 e (u*, p*) a
solucao do problema aproximado de nivel k. Definimos entao:

i) vF=Pu
ii) OF =vF—u”
iii) B =u—vFk

w) wf=p—pF

(3.32)

No que se segue denotaremos por ¢ > 0 uma constante positiva independente de k que pode
depender das funcgoes F; dadas no Teorema 2.1.
Para as variaveis acima definidas vale o seguinte resultado:

Lema 3.1

OO + [T + Co [ (V6 (5) + [V (s))ds
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Cc Cc
=2 + SV
E+1 k+1

Demonstracao. Observamos que v¥ = P,u satisfaz:

Pr(puy + pu Vu — pF) — )\Pk((u V)Vp+ (Vp V)u) + pAvk
+)\2Pk( (Vp-V)Vp— —(V,o Vp)Vp + Apr) =0. (3.33)

Subtraindo de (3.33) a primeira equacao em (2.3) obtemos:

Pyl (u; + (u- v>u — F) + p"Ef + (40" - V)u
+H(p"EF - V)u + (pMut - V)OF + (pFut - V) EF] 4+ P(p"0F) 4 nAGF
—AP[(0F - V)Vp + (Ek -V)Vp+ (0" V)vr*

+(V7rk-V)u—|—(Vpk-V)0"" (VpF - V)E] (3.34)
~ NP [~ v (vp V)Vp+ — G (w -V)Vp+ — P (vp - V) V¥

p+p 1
N5 (Vo Vo)Vo = (V7 Vo) V)
1 1
AR (Ve VEOVe = s (V- V) VA

k 1 1
—)\QPk[;TpkApr + EAWkVp + EAkaWk] — 0.

Tomando o produto interno em L%*(9)) da igualdade acima com v6* (v > 0, a ser escolhido
posteriormente), obtemos:

(0"0F, v0") + v |VO*|*
= —(7F(w, +w.Vu — F),v6%) — (p*EF, vo")
—(p"0*F Y, v0*) — (p*EF.Vu, vo")
—(p"uF . VOF, voF) — (pFut VEF voF) (3.35)
+M((0F. V)V p, v0%) + A(E*.V)Vp, v0F)
FA(u*. V)VTF v0%) + N(VA*E . V)u, vo¥)

(V. V)0F vo™) + /\((Vp’C V)E* v6*)
(Az[—ﬁ(Vp V)Vp+ — e (w -V)Vp+ — e (vp - V)V7F], voF)

(V- Vp)Vp],v0")

1
(p*)?
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kpk o oky _ Zi k\1/2pk12 Y kpk gky.
(0105, 08%) = (") 12052 — 2 (p}0",0°);
DUk, 09)] = IINAP 05 - Dt Ve
< e |Apt]|6%]616" 5 + ClAU®]|V " |6]6" 3|6
< COl6%? + 2¢|Vo¥)?;
1 v
(BRSSPI B + S04

Além disso, usando as desigualdades de Holder e de Young , obtemos para todo € > 0,

(0" V)u,w0™)| < v]p"ol6®] [Vulsl6®]s

<
< el Bl Aul [0° + [ VO,

gragas & imersao de Sobolev H'(Q) — L*(Q), e a equivaléncia das normas |u|y2 e |Aul.
Analogamente, obtemos:

((p"E* - V)u,v8")| < Ce|p" 3| Auf*| E** + e VO* |2,

Usando novamente as desigualdades de Holder e de Young juntamente com a imersao de Sobolev
H?(Q) — L*>(Q), obtemos:

[P A I P I U AR

Celp* 2| Au [ |08 + e[V OF 2.

IAINA

Observamos, ainda, que:

(-] = 3 [ o ]8; 0"

= VZ/a pkukaEk
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+ v

Z/ a k@kEk

v|Vpt \oolukh\EkH@kh

[ 0" oo [0 |0 [ VOF| | EF|

co| VP2 [V P EF? + e |2 | Au® P EF[?
42| VO 2,

Z/p 38$

IN

IN

(7% (0, +w.Vu — F), v6")]
< vy + u.Vu — F|4|0%],
< couy +u.Vu — F27%)? + ¢| V¥ |2

Os termos que envolvem A sao estimados como segue:

0 8,0
Oz 8:1:Z

IN(0F - V)Vp, ") = v )\Z/ i

(9/)

_ kgk)
= uAZ/a%e

20k Op

Y [ or
. %: o 7 0x; Oz,
VAV ploo| VO*] |67
Ce| Vploc|6™* + e[V O* [,

IA A

Analogamente, temos:
IM(E® - V)Vp,v0")| < | Vpl3 | E** + | VO,

E também:

887r

V)\Z/ J@xj axze

87r

IM(u* - V)V7F voh)| =

B V)\Z/ 8@

ot on*

= |\ / J k
Y Z Ox; Z@x]
< yA]Vuk\oo]Vwk] 0]
< c5|VuF 2|07 )2 + 5|V rF)?,
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onde § > 0.
Além disso, temos que:

IN(V7F - V), vob)|

(V"

k

IA((Vp*

VA V¥ [Vl |6F]
cs|Vul2.|0F | + 6| Vrk)?;
VAV | VO] 16°]
c=| VpF 5|07 + e[ VO* [,

- V)", V@k)l

VAN VAN VANV

-V)EF v
8pk 3Ek
Oz, (995]

— |- k

N V)\Z/ 8% <8x3 >EZ
8p"”89k

= ”Az/ a2 AZ/ ou; 0,

< VA APF[4]0F |4 BF| + vAIVp* IOOIVH’“I | B
< e APMIERP + e[ VS| EF? + 26| VO* [,

:V)\Z/

95 Ef|+

|A2(pp (Vp-V)Vp,v")| < CoN|m¥(|Vpls| V2 pls |6°6
< |7t Apl|VAp|[VE]
< | ApPIVApPE + e[ VR
1
|>\2(E(V7Tk‘v)vpkﬂ/9k)! < CwX|Vr||V2pf[516%
< O|VrH|Ap 2V ApH 2| V6"
< wes| AP ||V AR || VO 4 6| Va3
1 1 0pF 0 on*
D2 (Vh - V)Vrk, v = vA? /
pF Z ’f@x, ox; 8:70]
ot 0 /1 8p 1 3p ¥
=¥ =% [ G ) L (Gron®)on
v Zz]: o Ox; Oxj \ pk Ox; 7 Z kOx; on
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< V>\2[

1 opk 8p

Z/ oz; (pF)? Ox; 8%

|

ork 1 9%pF
’Z/ axiﬁaxjaxiej

< |V7Tk||V,0k|§o|9k| +c| V(| Ap"5]60s
< 5|V |2 10712 + ves|V ApR 2 VO | 4 20|V k|2

k

p+p
W(W’“(ppk)z(vp-Vp)Vp,V9k)| < N7Vl VI3 160% |6
< efn¥|Vplol Aol VO
< |Vl |Ap|!T*? + e VO
1
|/\2<(pk2(V7Tk-Vp)Vp,V0k)| < uA2|VrR||Vp|2 |6F]
< | Vol |0F]? + 6|Vt
1
IA%( pk)Q(Vpk~V7rk>Vp,v9k)| < vV VTV ol | 6]
< | VO V|2 16% )7 + 6|Vt
1
IA%( pk>2(Vp’“-Vp’“)V7r’“,v9k)\ < wN|VpFE |Vt
< | VO IL0F ) + 0|Vt

k
™
IAQ(WA,OVP,W’“)I < w7 Apls|Volsl6s

<t Ap| 2|V Ap|E V]
< | ApPIVAp|| T2 + | VO,

2k
N L ATV, 18] = X2 Z/ ks gz 2(;9;) gt
T;
or* 0 1 ap 1 dp . On*
2 0% )

=vA Z/ 833] 835 p’g 8.% Z/F oF 6@ 8n

1 9p* 0p ork 1 9%
< /\2[ 6" ‘ kS k
v Z/ 8arj 28% 0@ Z/ &Ej pF (‘9@6%62

ort 1 0p o0t

|

-(%cj
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< | V||V ¥ 6|V plsl6*]s + | Vrt|| Apls|0F]s + [V*] |Vl | VO]
< | V|| ApH||Ap|[VOF| + |V | Ap|F [V Ap|2 V0| + ¢| V||V pl | VO]
< wes(|AP AP + | Ap| [V Ap| + [Vp[2) VO |? + 36| V"%

1
|/\2(EAka7rk,V9k)| < v APF|s|Va]|60F 6
< AP VAL V| Ve
< wes| ApF||[ VARV OF P + 6|Vt |2,

Consideramos em seguida, a equacao de 7%; temos entdo:
4 08 Vp+ EX Vp +u*. Vi — AArF = 0. (3.36)

Tomando o produto interno em L?*(€2) da identidade acima com 7%, obtemos:

d
%|7rk|2 + N Vah 2 = —(0".Vp, %) — (E* Vp, "), (3.37)

ja que

ok
/u Vﬂkwk—/uv /lell’ ‘ = 0.
Q

Estimamos os termos que se encontram do lado direito da igualdade (3.37) como segue:

(0% Vo, 7)< 0% [Vploc| 7]
1 1
< IVl 16512 & Z k|2
1 1
(B* Vpn)| < SIVpRIEHE + P,

Assim, as identidades (3.35) e (3.37) e as estimativas acima nos fornecem a seguinte desigualdade
diferencial:

1d
577 TP+ 1) 208 ) + VO + A vt

1 1

AP ELIBEE + S0P+ okl + 1961

04 PR Aul? [ 2 A+ N2 VP,

XV ] 4 sl PNV + 2Vl + [V + [Vt VL)
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e | EFP|V* 12 [V |? + [ 2| Au®)? + |p* (2 | Aul?
N AP T + NV 2 + N Vp|A]
e |7 Pl + [u.Vuali + [FIT + [ApP|[VAp] + [Vpl2 | Ap|*
+|Ap|* [V Ap))
+ves | VO P (| AR [V ARF| + [V AR P + | A" [P | A + | Ap|[VAp| + [Vl
1
+13¢| VO 2 + 126|V7¥|? + 5|vp|§o|E’<f|2 + |m*|?
1
= §|pk|§o|Ef|2 + | E* P (t) + c|0"Po1(t) + |7 Pa(t)
+ves|VOF P ps(t) 4 13¢|VO* |2 4 126| V¥ |2,

Como p,(t) e p3(t) sao uniformemente limitadas em ¢, temos que existe M > 0 tal que |¢o(t)] < M
e a desigualdade acima fica da seguinte

e ¢3(t) < M para todo t. Assim sendo, escolhemos v =
Cs

forma:
5 (T2 () 208 + uVO* 2 + AVt
< | EFP 4 | EF | 4 |0 P01 (t) + c|m* [Ppa(t) + 14| VO | + 126| V¥ |2,

A
Escolhendo ¢ = ﬁ, 0= 21 a desigualdade diferencial acima acarreta a seguinte desigualdade

) 28 4’
integral:

Loz LY kiniszpk e . B[ k()2 é ¢ k(o\2
T OF + 1) 2O + & [ 1904 s)fds + 5 [ [V (s)Fds

< SO + (4 0) 26 0)P + ¢ [ |BE@)Pds + [ 184(s)Pds

+e [ (a(s) + @als) [l + [2¥(5) Plds

gragas as estimativas dadas no Teorema 2.1.
Por outro lado, usando o Lema 1.9, o fato de [p*(2))/20%(¢)|> > a|6%(t)|? e |7*(0)] = |6¥(0)| = 0,
obtemos:

t t
T OF + ale (O +p [ V8 (s)Pds + A [ [T (s)ds
0 0
t

ct c t
<5+ / |Vut(8)|2ds+0/ (£1(5) + @a(s))[al0"* + 7" (s) [P]ds

Aplicando entao, a desigualdade de Gronwall, obtemos:
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t t
T OF + alo (O +p [ V8 (s)Pds + A [ [T (s)ds
0 0

b [1vullas| e [e [ (@) + ealois

=2
Akt Akt

1 n 1
)\%34’1 Ak+1

<c

para todo t € [0,7], gracas as estimativas fornecidas pelo Teorema 2.1. Isto prova o resultado
estabelecido. |

¢ T
Observacao 3.1 O termo / | E¥(s)|*ds poderia ser estimado com taxa otimal se / | Auy(s)]?ds < c.
0 0

Na verdade, neste caso, teriamos

&

Y

t t
[ 1B s)Pds < 55— [ |Au(s)ds <
0 4170

2 2
Ak Ak+1

usando o Lema 1.9, e o resto da andlise poderia ser feita exatamente como antes e o resultado final

seria uma estimativa da ordem de 3 1o Lema 3.1.

k41
Entretanto, assim como foi destacado por Heywood e Rannacher [20], mesmo no caso das equagoes

T
classicas de Navier-Stokes (caso onde tem-se p constante) uma condi¢ao do tipo / |Auy(s)]?ds < ¢
0

T
( que implicaria / lu,(s)[32ds < c¢) exigiria que a condi¢ao inicial satisfizesse uma condigao de
0

compatibilidade nao local (ver Corolédrio 2.1 e condi¢ao (1.5) em [20]), o que ndo pode ser esperado
a menos que a condicao inicial seja bastante especial.
Na préxima segao daremos estimativas melhores que aquelas acima apresentadas (ver Teorema

3.3).

O resultado abaixo nos d4 uma estimativa de erro na norma L? para a velocidade e a densidade.

Teorema 3.1 Suponhamos que as hipoteses do Teorema 2.1 sejam satisfeitas. FEntao, as aproz-
imagoes u¥. p* satisfazem

)~ OF + 1o(t) ~ MO < ol g+ 5]

para todo t € [0,T.

Demonstracao. Pela defini¢ao (3.32)

u—u®=E*+ 0"
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Entao, usando os Lemas 1.9 e 3.1, obtemos:

)~ OF < EOF + 0P e[t ]

O proximo passo € obter estimativas de ordem mais altas.

Lema 3.2

UIVOHO + N + ¢ [ lImk(s) 2+ 165 (s) Pds < e

1 n 1 ]
)‘k—l—l A1)

Demonstragao. Tomando o produto interno em L2(€) da identidade (3.34) com v = §6F, com
d > 0 (a ser determinado posteriormente), obtemos:

op d
5 dt‘vekP (5|( k)l/?ek’2
—(pFEF,507) — (7%(u; + w.Vu — F), 00F) — ((p"0% - V)u, 5607)
—((p’“E’“ V)u,0¢) — ((p"u* - V)0*, 60¢) — ((p*u" - V) E*, 667)
+A(0% - V)V, 60F) + A((E* - V)V p, 50F) + A((u” - V)V 7~ 660F)
FA(VTF - V)u, 60F) + A(Vp" - V)0, 60F) + A((Vp* - V) EF, 60F)

k
1
+)\2(_,;Tpk(vp VIV 000) + XL (V- V)V, 06)

=(Vp* - V)V, 60F) + N (7

(Va* - Vp)Vp,60;) — N (=5 (V" - Va*) Vp, 66;)

(n")?
k
s

S(Vp* - Vph) vt 667) — AQ(WApr, 56%)

1 1
+)\2(EA7T’“V;), 60F) + /\Q(Eﬁkaﬂ'k, 60F).

Passemos agora, as estimativas dos termos que se encontram do lado direito da expressao acima.

(g, 60F)| < ol |l 0F

<
< c€,5|Vut|2]7Tk\il + £|60F|?;

(- Vu, 00F)] - < cdfmt[afuloo | Vul|6F ]

<
< ceplAuftrt? o+ el0F];
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(7" 1, 607)] cd| ¥4 | F] |07 ]

o], [ F, . 10F]

ces| FI2 172+ elOF

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Young, obtemos para todo € > 0,

[(p" B, 007)] < ceolp® 2l BT +el07 .

IAIAIA

As desigualdades de Holder e de Young e a imersao de Sobolev H'() < L*(2) implicam
[((p"0" - V), 0605)] < 01" ool 0% 4] [Vual] |05
< cegl 0" AuP VR o+ cl0F 2.
Analogamente, também temos:
[((p"E* - V)u, 607)| < ceslp" 2| Aul* | VEF[* + €6 .
Além disso,
[((p*u® - V)O" 608)] < 60" |oclu® o VO¥] 16
< ceslp Bl AU PIVOF? 4 cl0F

devido & imersdao de Sobolev H*(Q) — L>(2
Similarmente,

~—

[((P*u” - V) B 607)] < ceglp" || AU PV EF[? + e]0F .

As desigualdades de Holder e de Young juntas implicam:

(V. V)0, 667)]
[(A((Vp".V)E*, 66))]

(A((0".V)Vp, 067)
(A
(A

s NIV VO + el
oo NIV LIV ER + <6
e s N[ VO 2| Apl; + |6
oo N | Ap[FIVEF? + €07
oo N | VTPV, + )67

((E*.V)Vp, 60"
(Va®.V)u, 66F

VAN VAN VAN VAN VAN

|
)|
)l

e, também,
|((A((u*. V)V 7", 56|
k a k(nk
_ WZ/ ujfw (05|
|5)\Z/ Jf)xj
~1-0% [ L

< 0575/\2|Vuk|go|V7rk|2 + 6|9§|2;

(0l
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k
(V0 VY0005 < bl Voll V2l
< ool VA1
<

Ces| VAP, + el0F ]

1
|/\2(E(V7rk-V)Vp,5Qf)| < |Vr|[V2pl |07
< cuslol?, 742, + <l
N (S (Vok - W)Uk, 568)) = ‘(w 1aplca(a”k><ek)»
P B Q pF dx; Ox; \ Oz, ’
ork 9 /1 9pF 1 8p ok
_ oy [ 95 ( o) ) SN2 s
‘ zzJ:/Q &Ei Ox; \ pF Ox; ( i)+ Z/ k@x] o) on
ort 1 ka 8p ork 1 9%p*
= | —6\2 0F); — o2 — ),
2 o 0x; (p¥)? Ox; Ox ]( )i Z/ or; pkamiaxj( 2

2¥)
< | V||V R [2|0F] + ¢| V|| Apk| oo | 0F
< cean[[ VAL + [p*2 ]I7T 2, + 2|08

+
A2(wk 2 p(Vp Vo)V, 865) < cd|mt]a|Vpl% | Vplal6k]

<
(pp*)?
< cd|nt] IV AP Ap||6F]
< el ApP IV AP E? |+ el0F];
1
N5 (V7" - V)V, 06F)| < cb| V||Vl |6F]

< 067(5|VAp|4|7rk|Z1 + €|6F)?;

IN

1

[A%( )

e8|V ¥ oo V7|V pl oo |07
Ces| VAP PIV AP 2, + elfr |

IN

1
(Vb V)R 60| < |Vt Va6

A o*)
< 0575|VA,0’“|4|7TIC|Z1 + £|0F)?;

W( Apr, 005 < cOlm* (4l Apla| Vool
cd|m®|,, [V Ap[*|0F]

Ces| VAP, + el0F

INIA TN
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Observemos que usando a equacao (3.36) podemos escrever
|)\2(p1kA7rkVp, 50%)| = |>\(p1k(7rf + (0% + E*) - Vp +u” - Vah)Vp, 608)|.
Assim, podemos estimar tal termo da forma seguinte:
(et V. 800)] < Col|Vpl. 1] < C.%lm? + el

A
|(pk
A

7 (E* -V p)Vp,86¢)] < Cosl ApP [V APV EF? + el67 |

(
A
|(E(uk'V7Tk)Vpa5ef)| < Colu¥| |V ||Vpl .. |6F]
< CE,5|Auk|2|VAp|2|V7Tk|2+5|9f;
1
AT S| < bl AT 0t

CE,5|pk|i{4 |7Tk|121[1 + 5|9§|2
N

A

Assim, usando as estimativas acima (e lembrando que |(p*)26%|2> > a|6%|2) teremos:

o d C
L\ 4 Bal6E < ot B + I VEV - n (1) + S
+ VO - o1 (8) + e[ | - oalt) + 2820,
sendo que
ei(t) = [Pl Au? + [ | Au®]? + [V *[5 + [VAPFE + [ApP[VAp[%
pa(t) = [V + [Au|' +|F? +|Vul, + [V, + VA + o,
N

e |4 k|2 2 2 k|2 2
+IVAR** + |p |H?V + | Ap[*[VAp[* + [VAp*F[VAp|
+|Au*?|[VAp|? + |Au*)? + 1,
com 1 € L°[0,T*] e ¢y € L'[0,T*]. Além disso, usando a equagao (3.36) vemos que

1d
5| P AV = (B Vp,nt) — (6" - Vp, 7")

< CIE*PIVpls + CIO* | Vpls + Cla*|

2
Hl'

66

(0 - V)V p,005)| < CO10%]4]V pla| Vol |0] < Cel Mpl*[VApP VO + €l

(3.38)

(3.39)



Por outro lado, multiplicando a igualdade (3.36) por 7F e integrando sobre €2 temos, para todo

v >0,
Ad k12

= (0*.Vp,7F) + (E* Vp,nl) + (u*.V7* 7F) (3.40)
< )| VpS10F* + ¢y | Vpl5 | BX?
e AUt P VAt 4 3y|m .

T |* +

e 1
do- desigualdade (3. . A4 lhendo e = — onde — < —, v = —
Somando-se as 681gua3 ade (3.38), (3.39) e (3.40) e escolhendo & 53, onde — < oom v =15
el

1
ed>0tal que — <0< <E)§ ficaremos com a seguinte desigualdade:
n

d

%{IW’“F + |7} + Clog1° + Clag|?
< B + c|6]® + | E*? + | VE* o1 (t)
+e(pr+ @) ([VO P + |7 ).

Integrando a desigualdade acima de 0 até ¢, obtemos:
VOOF + 1 OR, + [ 16 )Pds + [ Ink(5)Pds
< c/ot B (s)2ds +c/()t(\6k(s)|2 + \Ek(s)\z)ds—l—c/ot IV E*(s) P (5)ds
ve [ (@1(6) + @) (TH () +24(3) 2, s

< © +C/0t(<,01(8)+902(S))(|V9’“(S)|2+|7Tk<5)|il)d3’

YR

ja que |VO*(0)]* = ’Wk(O)’il =0e @ € L>(0,T); além disso, usando o Teorema 2.1, vemos que as
estimativas ali dadas implicam para todo t € [0,7],

t t t
/0 IVuy(s)?ds < c, /0 pa(s)ds < ¢, /0 [p1(8) + @a(s)]ds < c.
Consequentemente, aplicando a desigualdade de Gronwall conseguimos o resultado. |

Corolario 3.1 , B
/ |AT*(s)Pds < -
0 A

k1
para todo t € [0,T.
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Demonstracao. De fato, a igualdade (3.36) implica:
MATF = 7F £ 08 Vp + EF Vp 4 u” .Vt
Consequentemente,

MATH? < e(lmi? + Vol 0 +
VoS B*? + [Au® PVt ]?).

Assim, integrando na varidvel temporal de 0 até ¢, e usando os Lemas 1.9 e 3.2, obtemos o
resultado desejado. |

Trabalhando de maneira andloga a prova do Teorema 3.1 obtemos a seguinte estimativa de erro
otimal na norma H'! para a velocidade.

Teorema 3.2 Suponhamos que as hipoteses do Teorema 2.1 sejam satisfeitas. FEntdo, as aproxi-
magoes uF satisfazem:

c

IVu(t) — Vu*(1))? +/0 lu,(s) — uf(s)|*ds < Moo

para todo t € [0,T]. ]

Corolario 3.2 . B
/ |Au(s) — Au”(s)|?ds < ——
0

k41
para todo t € [0,T.

Demonstracgao. Inicialmente, consideramos as duas seguintes equacgoes:

Au = Pl-pu,—pu-Vu+pF+Au-V)Vp+ A(Vp-V)u
2 2 2

by A A
+?(Vp -V)Vp — F(W -Vp)Vp + ?APVP];

Au* = B l-prulf — pFub - Vuk + pFF 4+ N(uF - V)VR + N(VpF - V)uk
)\2 2 )\2
+?(Vp’“ V)V — (V" V") Vp" + Eﬁﬂkvﬂk];

A
(p*)?

e fazemos a diferenga entre elas. (Lembremos que |Pyv|* < |v|? para todo v € L?(Q) pois o operador
projegao Py é continuo e também, usando a continuidade de P e o Lema 1.9 (Rautmann), temos que
(P — P)v|* < ﬁMil para todo v € H'(Q) conforme [31].) Em seguida, tomamos a norma dos
termos resultantes, os quais estimamos do modo como segue:
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|P(pu;) — Pe(p*uy)|?

< (P — Py)pw]® + ¢| Pe(p — pF)we|? + | P lp"(uy — uf)] 2
< lpw® |+ c|mtu|® + | (EF + 6)?
Akt "
< " o2l + VoLV [? + el [ [Vuy[* + ¢ 6F
Jr
< ——|Vw)? + c|0F 3
Akt 1
|P(pF) — Pu(p"F)]? < CI(CP — Py)pF|? + c| Py(p — p*) F|?
< ——pFP2, +c|ntFP
Ait1
< oo ol + IVl FE, +eln®? 1 F
C
< F|? -
B >\k+1| #l’

[P((pu- V)u) — Pi((pa* - V)u®)[?
c|(P = Py)(pu-V)ul* + c|P(p(u — u*) - V)uf?
c|Pe((p = p")u" - V)ul® + | Pe((p*u® - V)(E* + 6%))]?

- (pu - V)uf, + cl(E* +6%) - V)ul
k+1

el - V) |(ut - V) (B + 0
[|Auy2 + [AulY] + ¢|VE* 4+ V0*|?| Au)?

Akt
c|7r |2 |Au)?| AuF |2 + c|AuF 2| VEF 4 V6|2

IN +IN

IN +

IN +

>\k+1

[P((u-V)Vp) — Py((u" - V)Vp")[?

c|(P = P)((u-V)Vp)? + c|Pe((u- V)V (p — pF))|?

| B(((u—u") - V)VpH) 2

L VIV, +cl(u-V)Vr*|?

c|((E’“+9’“) V)Vp'?

—|Au\ IVAp|? + c|Au|AT*? + [VE* + VO* 2V AP 2

IN + IAN +IA

IN

+ c| A",

)\k;+1
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IN 4+ INA

IN

IN

N+ IN +  + A

IN +

P(Vp- V)u) — B((Vph - V)ub)]?

(P = P)(Vp- V)l + | P(V(p - ) - V)u) 2
|P((Vp- V) (u—u')) P

s V)ul, + el (Vrt - V)uf? 4 e|(Vph - V) (B + 0P

HVA/)! |[Aul® + [VulS ] + | Vo [ VER + | Vp* 5[ VO*[?

N
1+ |Vul);
AkH( VulS,);
X‘IP( (Vp-V)Vp) - Pk(p (V" - V)V h) 2
1 k
< C|(P—Pk)(;(Vp V)Vp)|? +0|Pk(pp (Vp-V)Vp)?
1 1
+ C|PI<:(E(V . )Vp)|2+c|Pk(p (Vo - V)Vrk)?
1
< ol vVe VIV, + clm® 1|V pl2 V2l
+ C|V7T |4|V2p|4+CIVp |2 [V 2k |2
< —!VAp|2+c|7r’“|2 IVAp|*
+1
+ C|A7T P(IVAp]? + [VAR*S)
< ‘ + c|AT*)?;

A1

(Vp* - V)V ph)?

(" + p)
W(Vﬂ Vp)Vp)?

(Vo - Vah)Vp)[*

, 1
A !P(p (Vp-Vp)Vp) — (<pk 5
o|(P — Pk)(;(Vp - Vp)Vp)|? + c| Py

1
Clpk(

5 (V" - Vp)Vp)* + c| Pl

B

(p*)?

(p )?
(Vp Vo)Vpl2 |+ el IVl + |Vt ? [Vl
CIVp 2 VTPV pl2, + | Vo |3 [Vt ?
)\iﬂ?\ T2 IV Ap[® +clnt 2 [V Ap[*
CIVAP PI7* 2 IV AP + | VAR |

(pF)?

—_

CIPk( (V" - Vph)Vah))?

)\k+1
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1 |
A4|P(5A/)Vp) - Pk(EApkka”

IN

1 7k
c[(P — Pk,)(;Apr)]? + C\Pk(WAPkVP)\Q

1 1
+ CIPk(EAW’“Vp)!2 + C\Pk(ﬁﬁpkvﬂk)IZ

c 1
< IEAprlﬁ,l + | T B A5V ol
+ | ATPIVp[% 4 | ApF R VAt
< R VARV A
Akt1 "
+ ATV A + C|VApk’2|7Tk|il
< ‘ + c| At
Ak+1
Assim,
C
plAu — Au*|? < E(Wuﬂz + VUl + [FI2 + 1) + c|6f P + | At

e, portanto, integrando entre 0 e ¢ e usando as estimativas acima obtemos:

c

/ "L Au(s) — Auk(s)2ds <

k+1

para todo t € [0, 7. ]

3.3 Estimativas melhoradas na norma L2

Como pudemos notar, as estimativas fornecidas pelo Teorema 3.1 nao sao otimais, ja que esperava-se
obter uma taxa de convergéncia da ordem de 1/A; ; em vez de 1/\gy1. Apesar de néo estarmos
em condigoes de obter a taxa esperada, mostraremos nesta secao que ¢é possivel melhorar as taxas
obtidas na se¢ao anterior e o faremos usando um argumento de bootstrap.

A questao sobre a possibilidade de obter-se essa taxa otimal de convergéncia na norma L?(2) ja
foi colocada anteriormente por Rautmann em seu trabalho [30], para o caso das equagoes de Navier-
Stokes classicas (ou seja, quando a densidade é constante); Boldrini e Rojas-Medar responderam
positivamente a esta questdo no trabalho [31].

Teorema 3.3

u(t) —u ()] + |p(t) — p* ()] + /Ot(IVu(S) = Vut(s)[* + [Vp(s) — Vp*(s)")ds
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< C
— \3/2
)‘k+1

para todo t € [0,T].

Demonstracao. Observamos que a taxa otimal de convergéncia nao é obtida no Teorema 3.1 devido
ao seguinte termo:

t
|| (" EE,6ds.

Assim sendo, usaremos o Lema 3.2 e poderemos estimar o referido termo de maneira alternativa.
Fazendo uma integraciao por partes com relacio a t e lembrando que #%(0) = 0, temos entdo:

t

[kt s = = [[hE* 0%y — [ (4B 0h)ds + (o0 B (1), 04 (1)

< [6EES 69)ds + [ G- ¥,6lds + (p(e) E¥(), 6°()

t t
< [ 1B al6¥1ds + [ 04l E¥161ds + ol ¥

c c t 1/2
=Ty U \9512(15}
ka1 k+1LJ0

< C
=132
k+1

Como conseqiiéncia do resultado acima, podemos melhorar também a taxa de convergéncia para
a densidade, obtendo assim:

Teorema 3.4

t c
Vo= A+ [ lous) = o) < S

para todo t € [0,T].

Demonstragao. Comegamos multiplicando a equacio (3.36) por 7F e fazendo uma integragao por
partes; deste modo, obtemos:

d
T ? + )\%|V7rk|2 = — (V" 1) — (0 —u")Vp, ).

Os dois termos que se encontram do lado direito da igualdade acima podem ser estimados da
seguinte forma:

(=) V)| < efnff? +clu - u* |Vl
< elnb oy VAP
k+1
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((W*Vrh, 7)< elmf P + o At VAt
Ficamos, entao, com a seguinte inequacao diferencial:
c

3/2
k+1

d
£|V7rk|2—|—c|7rf|2 < IVAp? 4 c|Au”* 2| Vr* 2.

Integrando a inequacao acima entre 0 e ¢ obtemos:

t t
VbW +c [ |7bPds < —— + ¢ [ |AuF[?|Vat2ds,
t 3/2
0 Akt 0
uma vez que |V*(0)| = 0.

Consequentemente, chegamos a

¢ t
(VR ()] + C/o |7¥|2ds < )\36/2 : expc/0 | Au | ds. ]
k+1

Corolario 3.3 B

C
3/2
E+1

t
/ |AT|2ds <
0
para todo t € [0,T].
Demonstragao. Podemos ver pela equagao (3.36) que:

AP =78+ (0 —u*)Vp + V7t
Logo,
NATEE < e|mf? + clu — u®[F|Vp[f + c|u*[5 [V [?
< dmiP e V(a—ut)P|Ap]? + o Aut [V,
e, portanto, o resultado é conseguido fazendo simplesmente uma integracao:

t t
/ |Ar*|2ds < c/ (|75 12 4 |[V(u — uF) |2 + | Va*Hds < 36/2 .
0 0 et
Proposicao 3.1
k(\]2 Yo ko2 c k(\|2 c
mEOP+ [V )Pds < e JATOP <
0 Akt 1 Akt
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para todo t € [0,T].

Demonstragao. Derivando a equacao (3.36) com relagao a varidvel ¢ e tomando o produto interno
em L?(Q2) com 7F, obtemos:

1d

ST+ AV = (6F - Vo,mf) + (6" Vi, )
+(EF - Vp, )+ (E¥ -V, 7)) + (u) - Va*, 7).

Entao, usando as desigualdades de Holder e de Young, estimamos os termos que se encontram no
lado direito da expressao acima e como resultado obtemos a seguinte desigualdade diferencial:

d c c
—|m P+ [ VaE? < cl0f P + ——|Ap]* + PIIATF + el P + :
dt )‘k—I—l 13+1 )\k+1

Logo, integrando a expressao acima entre 0 e ¢ e observando que

[7E0)] < AA(p = p*)(0)] + [(w = u*)(0)[3|Vpls + [0*]|o| V(p — p*)(0)]
< CIV(u—u*)(0)| < |V 0)] <
Aet1
obtemos: , . .
c
7rf|2—|—/ Vrtlds < [ |ef|2ds+—/ Ap[2ds
0 0 1 Jo
c / k k 2
Vu!||Anr ds—l—c/ T |"ds +
gy 19wt e [P 35
2 it k|2 2 bk
_>\k+1 3/4 (/ |Vu|d8> (/0 |A7T|d3) +c/0 |7 |“ds
< +c/ |7¥|2ds,
/\k+1 0

Usando o Lema 3.2 obtemos o resultado. A segunda estimativa segue diretamente da estimativa
anterior e da equacao (3.36). ]
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Capitulo 4

Método Iterativo para o Modelo de Difusao Simpli-
ficado

4.1 Introducao

Neste capitulo utilizaremos um processo iterativo para determinar solugoes para o modelo simpli-
ficado, isto é, aquele em cuja equagao de conservacao de momento nao aparecem os termos com
coeficientes A\2. Tal método, proposto por Zarubin [40], propoe determinar, num primeiro momento,
estimativas a priori para a seqiiéncia de aproximagoes (u”, p*) que sejam independentes do nivel n de
aproximacao; em seguida, mostrar que tal seqiiéncia é de Cauchy em espacos de Banach adequados
e finalmente passar ao limite na seqiiéncia de problemas aproximados, mostrando que o limite (u, p)
da referida seqiiéncia é solugao do problema simplificado proposto.

Primeiramente, cabe esclarecer que entenderemos como o problema simplificado, aquele onde,
uma vez dado T > 0 procura-se determinar um intervalo [0, 7], com 0 < T* < T, e uma tripla
(u, p, p), solugao do sistema de equagoes com condigbes iniciais e de fronteira:

pu; — pAu+ (pu-Viu—Au-V)Vp— A(Vp-V)u+ Vp = pF em Q

div u = O, u|F><(0,T*) = O, 11(0) = llo,

pr —AAp+u-Vp=0, em Q, (4.41)
dp

a. = 07 0) = 07

o0l o) p(0) =p

onde consideramos @ = Q2x (0, T*), os dados iniciais u®(z,t) = u’(x) € D(A) e p°(z,t) = p°(z) € Hy,,
com 0 < a<p®<fBeaforca FF e L*0,T; H(Q)), com F, € L*(0,T; L*()).

Assim sendo, colocaremos o problema aproximado da seguinte forma: se u” e p™ sao conhecidas
definimos u™*! e p"*! como solugao no intervalo [0, 7*] (T* > 0 a ser determinado posteriormente)
do seguinte sistema de equagoes lineares:

P(pnu;z—i—l) + ,uAu”H —_ P[_(pnun . v)un—i-l + pnF

+A(u" - V)Vp" + A(Vp" - V)u"], (4.42)
div u"*! =0, w0y = 0, u"(0) = u°, (4.43)
p?+1_>\Apn+1+un_vpn+1:0’ (444)
a n+1
o =0, p0) =", (4.45)

on  Irxo1)

Observamos que o sistema acima admite solu¢ao para cada n e, para conhecer tal solucao,
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poderiamos usar, por exemplo, o método de Semi-Galerkin espectral assim como foi feito no capitulo
2.

4.2 Estimativas a Priori para as Aproximacoes da Densi-
dade e da Velocidade

Neste secao estamos interessados em obter estimativas uniformes em n. Para tal, lembramos que
pelo principio do maximo para solugoes de equagoes parabdlicas, teremos min p° < p" < max p°,
para todo n, ou seja, 0 < o < p™ < 3; em seguida, multiplicamos a equacdo da densidade (4.44) por
" e tomamos o produto interno de L*(). Fazendo uma integragao por partes obtemos a equagao

1 d T T
Sz lP AV =0,
1 0 n+1
ja que (u™- Vot prtly = —5( div u”, [p"t*) =0 e g (x,t) = 0 em I'. Integrando entre 0 e ¢
n
obtemos:
t
o2 [V s < Gl 0) < Ol P,

ou seja,

P e L™(0, T; L3(Q)) N L3(0, T; H(Q2)).

Multiplicando novamente a equagao da densidade (4.44) por —Ap"™! e fazendo uma integracao
por partes temos:

1d
77|vpn+1|2+)\|Apn+l|2

57 |(un . vpn+1’Apn+1)|

o Vo el A
CIVur||Vp |2V 2, [ Apm |

A
C«’VunP‘vpn—HHApn—H‘+Z’Apn+1’2

VAR VAN VAN

IN

IN

A
C’vun’4|vpn+l|2 + §|Apn+1|2,
ou seja,

1d A
- n+1|2 ZIA n+1|2 < n|4 n+1 2'
SV 4 DIAG R < OV

Integrando a inequacao acima entre 0 e ¢ temos
t t
Vo [ |t Rds < CIVpR + C [ [Vur|'|vent s,
0 0
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Aplicando o lema de Gronwall a inequagao acima temos:

t t
Vo2 + / A ds < OV p° PPeap(C / IVu”|4ds) (4.46)
0 0

e, admitindo-se que |Vu"| é limitado uniformemente em n, temos:
t
Vo [ 1A Rds < Gy
0
e, portanto,

p"h € L(0, T; HY (R2)) N L2(0, T; Hy ().

Aplicamos, em seguida, o operador A & equagao (4.44) e multiplicamos a mesma por Ap"!.

Fazendo uma integragao por partes obtemos:

1d

S AP+ (VA —ut - V), VAp )

— / Apn—HE /\Apn+1 - un . vpn—i-l)

n+1

_ /A ”+1ap —0.

Assim,

1d
,7|Apn+1|2 + AlVAp”+1|2 <|V(u"- Vp”+1)||VAp”+1|
< C‘Vu”‘z;’Vpn-&-lM‘VApn—i-l‘ + C|u"|6|v2pn+1\3’VAp”+1]
A
< OlAU 2| A" 12 4+ G|V 2| Apm 2 + §|VAp"H|2.

Integrando entre 0 e ¢, obtemos:
A [T ap s
< C|Ap°P +c/ (| AW"[? + |Vu"[2)|Ap™+ 2ds.
Aplicando o lema de Gronwall a inequagao diferencial acima conseguimos:

t
’Apn+1|2+/ ‘VApn+1|2ds
0

t
< C|ApP? - emp(C’/ |Au™2 + [Vu"|%ds) < O, (4.47)
0

admitindo-se que |Au™| e |[Vu"| sao limitados uniformemente em n (conforme estimativas a seguir).
Logo,
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b e L>(0, T; HZ(Q)) NL3(0, T; H ().

Consideramos em seguida, a equacio (4.42) tomando o produto interno de L?(£2) com u}™. Apés

uma integragao por partes, obtemos:

2dt|v n+1‘2+|( )gu?—l-l‘Q (( n V) n+1 ?—H)

HP" o)+ A((Vp" - V)ut, uy ™) + A\ (u" - V)Vp", up )

Os termos a direita na expressao acima sao estimados como segue:

[((pmu™ - V)u"tt upth)) Blum|g| Vus[up
C|Vur||[Vu |z [ Au™*!|z [uf |
Cy|Vur 2| Vur | [Au™ | 4 5lup 2
Cy|Vu 2| Va5 Aum | 4 flup 2
C.|Vul]2[Vur [z |Aun |3 + §lupt!|?
C,,[Vu B[ Vum 2 + 4] Au 2 + §lup

VA VAR VAR VAR VAN VAN

(0" Foup )] < CFP? + 5Jup
(V- V)t w ] < O[T o] Vs
ClAp" [ Vur |3 Aun | [up |
CalAp"[2IVw [ Aw?] + ofup 2

VA VANRVAN

(@ D)t < Clutlsl Ve lfur |
CIva | Ap" VA" g

Cy[Vu P|Ap" [V Ap"| + ofui

IAIA TN

Usando as estimativas acima obtidas e escolhendo § = e chegamos a seguinte inequacao diferen-
cial: i
gi|vun+l|2 5 |un+1|2 S C’|Vu"|8|Vu"+1|2 +7|Aun+1|2
+C|F)? + C|Ap™ 2| Vu™||Au”| + C|Vu"|2|Ap"|[VAp".

Além disso, temos as seguintes estimativas:

(4.48)

(P Aw )| < OB g 4 e Aut

[((p"u™ - V)u*t, Aumt))| Clp" oo oo V™| Aur |

<
< C.|[Vu||Au"||[Vu™ |2 + g| Aumtt)?;
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(Ve V)ur, Aumt)| CIVp"|s| Va5 Au™™|
ClAp™||Vu"[z|Au”|z|Aum+|

C.IAp" V|| Aw"| + | Aum+1 2

INIA A

(" - V)V, A < Clut 97l Au |
CIVur || Ap 5[V A" Au

C.[Vu" | Ap™|[VAp?| + e| Au™ T

IAIA A

(0" F, Au™ )| < C[FP? + | Au .
Assim, escolhendo ¢ = % temos a seguinte estimativa:
SIAW P < C Ay 4 O V|| Au” | [Vur

+O| APV [ AW + OV P|Ap" [V A" + C| 2.

!
Multiplicando a inequagao acima por 17 somando-a & inequagao (4.48) e escolhendo a cons-
tant Ay 8
ante y = emos:
L TeN:Z

pd n+112 , ¥ ont12 ap n+12
——|V — A
5 g VU A e +16Qﬁ2’ u™|

< C(|vua™f + |[Vu™||Au”|)|[Vu™ T2
+C(|F]> + [Ap"P[Vu"||[Au”| 4 [Vu"[*|Ap"| [V Ap").

Logo, integrando entre 0 e t, com ¢t < T, temos:
t t
|Vun+1|2+/ \u?+1|2d5+/ | Au"|2ds
0 0
t
< |Vu]* + C/O (1FP + |Ap"P[Va"||Au"| + [Va"P|Ap" [V Ap"|)ds

t
+C [(Vur P 4 [V ) [V s,
0

onde C' é uma constante independente de n. Aplicando o lema de Gronwall a desigualdade acima
obtemos:

t t
|Vu"+1|2+/ |u?+1|2ds—|—/ |Au™tt?ds
0 0
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t
§DVWP+C<AﬂFﬁh+MMM%V¢M&ﬂHﬂVMFM#ﬂVAﬁD@H (4.49)

t
t c vu"|® + |Vu"||Au”|)ds
.@+c/qvwﬁ+wwwmﬂmg.eﬁﬂ IVl Autds
0

Nosso préximo passo é obter uma limitacdo para as normas de u"™! e de p"™! que seja inde-
pendente de n. Observamos inicialmente que pelo processo iterativo adotado deveriamos trabalhar
simultaneamente com as equagoes (4.49), (4.46) e (4.47) nesta mesma ordem. Entretanto, como as es-

t
timativas dadas pelas desigualdades (4.46) e (4.47) dependem unicamente de |[Vu"| e de / | Au™|*ds,
0

faremos aqui apenas as iteragoes necessarias para obter a limita¢ao (uniforme em n) destes termos,
entendendo que estas implicam a limita¢ao uniforme de |Vp"| e |Ap™|, conforme indicam (4.46) e
(4.47).

Analisemos, inicialmente, os casos n =0, 1, 2.

Cason =0
Neste caso, a expressao (4.49) fica:

t t
wwﬁ+/mmw+/pmww
0 0
t
< |1V + ([ (FPds + 1807 IVullAu] + [V A VA s )|

t

t c Vul® + |[Vu°||Au®|)ds

<1+O/ (|Vuo|8_|_ |Vuo||Auo|)d8> .e A(’ | | || |) )
0

Em seguida, escolhemos C'5 > 1 tal que
C r C C
VP <=t O [FRas< L Cvwl|agawT < =,
4 0 4 4
0]2 o o 03 t 0|8 o o 1/2
CIVeeFIA VAT < ==, (1+C | (IVu']” + [Vu?||Au])ds) < G
e e(CIVu®PT+C|Vu®||Au®|T) < 05/2_
Assim,
t t
|vwﬁ+/|@ﬁu+/ﬁAwﬁmgcg
0 0
para todo ¢, com 0 <t < T.

Caso n=1
t t
W&F+/NW@+/LMW@
0 0
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t t
< [|Vu<>|2 +0/0 FPds + c/o (V|| Ap 2 Aut| + \Vulﬁmplnmpw)ds}

t
t c | |[Vull®+|Vul||Aullds
.<1+c/ |Vul|8+|Vu1||Au1|ds>-e( /o| I [Vu]dutlds)
0

Cs Cs t 112 7 ALl 2 4 [ 112 7 Lol
< Z+Z+(10301(/ |Aul2ds)3TH + CC2C; (/ IVAp2ds) 3T
0 0

Nl

t 1
(CCBT+CC3( / |Aul|2ds)2T'2)
0

t 1 1
-<1 L OCST + 003(/ |Au1|2ds)2T2> e
0

< {043 + (:13 + CCgClT% + CCgClTé} . (1 +CC8T + chTé) . pCCsTH+CCET2)

Escolhemos, entao, 177 < T tal que

Wl

L 1 1 1
2CC2C,TE < 73 1+CC8T + CC2TE < CZ e eOGTHCGTY) < O

e, assim,
t t
|Vu?|? —|—/ ]ut?|2ds+/ |Au?|*ds < C3,
0 0

para todo ¢, com 0 <t <Tj.
Caso n=2

t t
|Vu3]2—|—/ |u§|2ds+/ | Au®|2ds
0 0
t t
< Vw4 C [ FPds + C (901802 FlAu] + [V FlAg? VA0 ds|

t
t C/ vVl |® + | Vu?||Au?|ds
.<1+c/ |Vu2|8+|Vu2||Au2|ds>-e( o Vel [VuiAuds)
0

Gy, Cs A2Rde A TR 205 (1 202 7 Vb3
< Z+Z+CC3OI(/0 |Au®|“ds)2 17 + CC5C; </0 [VAp~|["ds) 2Ty

t 1
t 1\ (CCiTi+CC (/ | Au?|2ds)3 T2
-<1+CC§T1+003(/ |Au2|2ds)%Tf>.e e, 1
0

< ﬁ?’ + if” + CC2OTE + Cogcle} : (1 +CCST, + CC§Tf)  e(COSTIHCOITY)

Como no passo anterior escolhemos 77 < T de modo que
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N|=

L 1 1 1
2CC2CTE < 73 1+ CC8Ty +CC2TE < CF e elCGTHOGTY) < (O

w

Y

entao teremos também
t t
|Vu3|2—|—/ |u§|2ds+/ |Aud|2ds < C2,
0 0

para todo t, com 0 < ¢t < Tj. Assim, em todas as iteracoes seguintes podemos sempre considerar o
mesmo intervalo [0, 77]. Provemos entdo que a estimativa acima é valida também para todo n > 4.
(Obviamente, estamos admitindo nesta etapa que as estimativas para p™ dadas por (4.46) e (4.47)
também sao validas para n=0,1,2.)
Suponhamos que
t t
|Vu"|? +/ ]uﬂst—l—/ |Au”|?ds < C3
0 0
e que
t
A"+ [ VA s < €
0
para todo t, com 0 <t <Tj.
Logo,

t t
|V11n+1|2+/ |u?+1|2_|_/ |Aun+1|2d8
0 0

t
< |V 4 C [(FE + 90|80 Flaw'| + CIVw A" [V A" ds)

t
t C(IVu"® + |Vu"||Au™|)ds
-(1+/ C’(|Vu"|8+|Vu”||Au"|)ds)-e/o (Vo [Vuriidu)
0
C t 1 1 1 t 1 1
g[thwaaqmwmww+aﬁm/me®ﬂﬂ
4 4 0 0

¢ 11
.<1 + CC§T1 + 003(/t |Aun|2d5);T1§) ' 6<CC§T1+CC3(f0 | Au" Pds) 2 T2)
0

C C! 1 1 1
< {43 + IB + Qch?Cle} : (1 + CO§T1 + CC§T12> . (COSTIH+CCITY)
Cs Cs Cy 1 1
Sttty a=a

para todo ¢, com 0 <t < T}. Portanto, para todo n,

t t
|Vun+1|2+/ |u?+1|2ds—|—/ |Au™ 2ds < C2,
0 0
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para todo t, com 0 <t <Tj.
A estimativa uniforme acima obtida nos permitirda obter estimativas melhores para as aproxi-
magoes p". Usando a equagao (4.44) é facil ver que:

pr[* < ClAP™? + OV P|Ap"* < Cr (4.50)

Derivando a equagao (4.44) com relagdo a varidvel ¢, aplicando o operador V e, em seguida,
tomando o produto interno com Vp}* obtemos (ap6s uma integracao por partes):

LI XASP = (- V), App)
< \A(U” VA
S i’Apn+1|2 4 C«|(un . Vanrl)t‘Q
< SIART POV PIASTE 4 Ol VP

Logo,
|Vp”+1\2+/ |ApiT2ds < [V pith(0) \z—l—C/ |Vuy| ds—i—/ C|Vu™|*|Vprtt2ds.
Temos também que:

[VortH (0)]F < CIVAPH0)* + CIVa" (0)F[VAp™(0)[? (4.51)

< CIVAPR(1+C2) < C.

Usando esta informacao na desigualdade anterior teremos:
\vp"+1|2+/ App 2ds < 0+c/ IVu?| ds+/ OV 4|V o+ 2ds.
Em seguida, aplicamos o lema de Gronwal na desigualdade acima e entao:
|vpn+1|2 +/ |Apn+1| ds
t 2 t 4 [ clvur|td
S(C—{—C’/ |Vuy| ds>-<1+/C|Vu"| ds)-eo e

0 0

Logo,
VAt [ s < (4.52)

t
ja que, pelo passo anterior / |Vuf|2ds < C’f e pela dltima estimativa para u™ tinhamos |Vu"| < Cj.
0
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Por outro lado,

VAP < COVA () + [Var(O) Ve (0 + [ () V2pm+ (1))
CCy + CIVur (O Vpm (1) + Clur (1) 2, | Ap™ (1))
CCy + C| A (1) 2| Ap™ (1) 2

CCy + CCsCh,

VAN VANRVANRVAN

onde estamos admitindo j4 provada a estimativa |Au”(¢)|> < Cg. Portanto,

VA" (#)]* < Cs. (4.53)

Além disso, ainda admitindo-se que o termo |Au"| é limitado uniformemente em n (conforme
veremos mais adiante), é possivel obter também uma estimativa de ordem mais alta para a densidade.
Aplicando o operador A A equagao (4.44) e em seguida, calculando a norma L*(Q2) da expressdo
obtida, teremos:

A% < ClAW P+ ClAw PIT A
e integrando entre 0 e t para 0 < t < T, teremos:
/Ot |A2p"2ds < C’/Ot(|Ap?|2 AW VAP R)ds < OC, + CCsCs < s,
Assim, esta tltima estimativa e aquela dada pela expressao (4.53) nos permitem concluir que
p" € L°(0, Ty HX (2)) N L*(0, Ty HN (),

uniformemente em n.
Derivando a equagao (4.42) com relagao a varidvel ¢ e tomando o produto interno de L?*(2) com
o multiplicador u™, temos

2di (p")2u; H’Z + N(AutH?utH) = _§<Pt utHautH)

—((ppu - V)u™ up ) — ((pmup - Vyurtt upth) — ((pmu - V)uptt uptt)
+(ppFyut ) + (p"Frup ™) + A(Vpp - V)u', upth)
FA(Vp" - V)ul, uf ™) + A((uf - V)V, uf ™ uf ™) + A((u - V)V, uf ).

Usando o fato de u?™ € V temos que

p(Auy ) = V.

Os termos a direita na expressao acima sao estimados como segue:
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ST ] < ol
< Olppl,, o[V
< Celorl, I b e T
L I e e P N O [
< Clppl,,,[Vur|z | Au" |2 Vur [ Vup |
< Celople [Vw | Aw [Tu P e T

16" ol [0
Clup|z|Vup|z|Vur | Vuy |
C.|u?||Vu?||[Vu 2 4 | Vu) ™ %

[((p"af - V)urHt up ™)

VANIVANRVAN

C1p" oo [u" s [ Vuy™ [y
|V |[Vu [ [uf )2
Cel Va1 (pm) 22 4 e[ Vup

[((p"a - V)ui ™ up ™)

VANRVANRPVA

((prFoa ™)) < Clotls|Fllui™ e < Clopl,,, [FI[ V™|
< Celpfl?, FP + e[ Vupti;

[(p"Frui )] < Clp"|oo| Bl [uf ™| < Cel By + e[ Vap s

N(Vr - V)] < IV Ty
< CIVg||[Vu|5| A £ Tup
< GV AW Vg7 + e Tup
n 9" 0 n
(Vo Vo )| = WS [ G )
9 3/) n op" n
<|-A% [ ]axl o ),) +\A;j /F axi(ut“)j(um'vj

‘AZ/ u); a (), ‘AZ/ Jaxz axz(unﬂ)J
< C\u?! 3| Ap" |\u?+1!6+01u?\ Vo | [V

< Clup 2| Vup|2|Ap" || Vuy ™|
< Celup|[Vup||Ap" [ + e[ Vup
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(V)9 )< Cluly 9 i)
< Clupls|Vup[|Ap" [Vup ™
<

Ce|Ap" Plu [ Vup| + | Vuy T,

M(u" - V)Vpr, uf ] = | = A(a - V)ui T, V)| < Clutls| Vuy [ Vs
< O[vu||Vap V[V
< VUVl Ay | + e[ Vu T

. . . % N . . ~
Com as estimativas anteriores e tomando € = 20 chegamos a seguinte inequacao:

d 5947 n n n n 1 n
PG VI [Vt < Ol P, + [Vt (p)

+O[[Vu 2 4 | Ap™ P Juf|[Vup| + C[IVpp|[Var 2
+C|Vpr [Pl Vu"|| Au”|
+CIVu PV || Ap | + Clpp |7, [F? + CF 2.

Integrando a inequacao acima entre 0 e ¢, temos:

()t P+ [V Pds < Ol (0)) g (0)
t n n 3 1 n
O [l + IVut I b s

t t
+C [ 1T+ 20" Fllu|[Vagids + C [ (96 Va0 + [V ) T Au”ds

t t t

+C [ IV PVl aplds +C [ ot [Fds +C [ |Fyds,

e, usando o lema de Gronwall:
(P [ 9 Rds < (1) up+ )
t t
+C [V 4 A ) [V lds + C [ (Vo PV 4 V) V| A ds

t t t

+C [V PV aglds + C [ 112 | FRds + C [ |Fds]

t
t (« Vo2 + [Vu™Y)ds
,[HC/“WQHVM,%S}.e L 9o + v )
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Usando as estimativas ja provadas (4.47), (4.49), (4.50) e (4.52) e lembrando que 0 < a < p",
p° < (3, teremos:

n+l’2+/ ‘VunJrl‘ d8< {C’unJrl( ),

t t
+C(C§+Cl)/0 |umvumds+0(c§+1)cg/o V02 Au”|ds
t t t
+CC3 [ IVlIApIds +C [ |, FiPds +C [ |Fds]

[1+cct-vvc [ [wopas] elccsme it

para todo t € [0,T7].

Observamos que na desigualdade acima usamos o fato de ser |u}(0)| limitado uniformemente em
n. Podemos verificar a validade de tal fato usando a equagao (4.42) aplicada em ¢ = 0 e tomando o
produto interno da mesma com o termo u}(0), conforme mostramos a seguir.

[(p"(0)ufH (0)* = —%(Aun“(o) ;™ (0)) = ((p"(0)u™(0) - V)u(0), uy ™ (0))
—(p"(0)F(0), uy™(0)) = A(u™(0) - V)Vp"(0), up™)(0) — A((V"(0) - V)u"(0), uy " (0));

alur 7 (0)]* < %!(AU”“(O) w1 (0)] + [((p"(0)u™ (0) - V)u(0), uy*(0))]

+H(p"(0)F(0), uf(0))] + Al(u™(0) - V)Vp"(0), uy " (0))]
HA((Vp™(0) - V)u™(0), up*(0)))]

C[| 4w O] + 1" O) sl O T L (O)]s + 1" (0) sl FO) + [a" () V25" (O)
HIP O LT O] - a7 0)
< C|lAw |+ [Vu|lAw] + [FO)] + [T [ A5+ 57 lAw]| - up+ (0)

2
Co|[Aw®] + [Vu®[[Au’| + [F(0)] + [Vu®[[VAp®| + \Ap"HAu"I} *IU”H(O)I

2
— [ O < Co [l Au| + [VullAu] + [F(O)] + [Va| [ VA7 + 257 l4w|| < C
Em seguida, analisamos os casos para n = 0, 1, 2.

Cason =0
Neste caso a expressao acima toma a seguinte forma:
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t
ul + [ |[Vuilds < |Clul(0)

t 4
+C(CF+Cr) [ [I[Vuglds + C(CF + 1)Cs [ [V 2| Awds
t t t
+CC3 [ V180 lds + C [ 1672 |FPds + C [ |Ffds]

[1 +CCH- t+0/ V| ds] . (CCi e [[19 7 ds)
Escolhemos em seguida Cy > 1 tal que

Cy

Tl o o C
Cla(O))? < =t C(CF+ 01)/0 ;1 Vulds < .

2 T 02 o 04 2 T o o C4
C(C3+1)Cy [ VprPlawtlds < = CCF [V prl|apids <

(J
o/ P2 | FJPds < =

Cy
, / | [2ds < 22
6’
(1+CCt-Ti+C / Vpo2ds) < CF o e COHTte [ IVAP) < o
0
para todo t € [0,77]. Com esta escolha de Cy teremos:
t
2+/ IVul|?ds < C2,
0
para todo t € [0,77]. Para a densidade teremos

t
Vol + [ 12} s

< (o +IvuPn) - (14 Cvucpin) v,

Escolhemos entao Cy > 1 tal que

1

(C+CIVUPT) < CF, (1+CVu'T) < CF, OV < o

(C+CCH<Cy), (1+CCT)<Ci e £4T <)

(sendo que estas trés ultimas condigdes sobre Cy serao tuteis apenas a partir da préxima iteracao) e
entao teremos que

t
Voll + [ 126} fds < Co
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para todo t € [0,7}]. Analisemos agora o
Caso n=1

t
w + [ Vs < |Clut(0))°

t
C(CQ+01)/ || Vul|ds + C(C2 + 1) /|vp\ | Au'|ds

t t
+0C3 [ 19pllapllds +C [ 1o}, [FPds + C [ |F[ds

0
t t
[1 +ectrvc | |Vp%|2ds] | CCH4C [} Vol s
0

3 1 1
{cmt () + C(C2? + 01)04(/0 V! Pds)? - ¢

. 2

+O(C2 + 1)CCaCE -
+CCQC(/|A 2ds)% - 15 "IPP t
; plP2ds)} -5+ C(Cy+Cy) [ |FPds +C [ |F)ds

0 0

[1+OC§; t+CCy - ] (CC5t+0C2 1)

[(J|ut( )2+ C(C2 + CC2 - 13 + C(C2 + 1)C4Ch

1 t t
HCCRC, -1 +C(Cy+ C) [ |FPds +C [ |RPas]
0 0

'[1 + C’C’;f -t +CCy - t] . 6((J(J§}~1t+002 t)

(Observamos que nesta passagem foi usado |Au
lhemos agora To < T tal que

n|2
C(C2 + C)C? - T

<2 G DOy Ty < S

< o<
c C
0(02+(J7)/0 |F2ds < =%, c/ Filds < =,

o=

[1+CCy - Ty +CCy - Ty) < ¢

*’;mp—-

4 e e(CC§~T2+CCQ~T2) S C
6
Com essa escolha de Ty (e lembrando que estamos admitindo que C|uf(0)/?

6

< £1) obteremos:
B [ vuiitas < G,
para todo t € [0, T3]
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Assim como no passo anterior, teremos para a densidade
Vol + [ 1P
< <O+ C/Ot |Vu§|2ds> : (1 + C|Vu'[*- T2> . (CIVul[t1y
< <C + CCZ) : (1 +Cch- TQ) GO T2
Lembrando que, pela escolha de C5 temos
(C+CC)<Cs, (1+ CCITy) < (14 CC4T) < Cy

eC’C§1T1 < eCC§T2 <

B s

(S

)

conseguimos

t
Vol + [ 1pfds < Co

para todo t € [0,73]. Veremos que a partir da proxima iteragdo (n = 2) todas as estimativas sao
validas no mesmo intervalo [0, T3).

Caso n =2
Para n = 2 teremos:

i+ [ [vuas < [Clut(o)

FO(CE+ O [ NalIVutlds + C(CF+1)C [ VP Awds
+C G [ Valagdids +C [ \RPR, FPds +C [ FPds]
[1+cct v [ 1vppas] - ecsne it
< [0|u§”(o)|2 +oEez + cl>c4(/0t VU2 2ds)? - £ + C(C2 + 1)CyCoC -t
+OC§C§(/; |Ap2[2ds)E - 5 + C(Cy + Cy) /Ot \F[2ds + C/Ot |Ft|2ds]
|1+ cct-tr oy i - eoctec
< [(J|u;?(0)|2 FO(C2 4+ C)C2 -5 4 O(C2 + 1)C5C5C -t
+OC2Cy - 15 + C(Cy + C) /Ot |F2ds + c/ot yFths]
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'[1 + CC§ t+CCy - t] . p(CC3+CCot)
< {C|u§(0)|2 + O(O§ + 01)02 TR+ C(Cg +1)C5C5CE - Ty
1 Ty T
LOC2C, T + C(Cy +c7)/ \F|2d5+0/ |Ft\2ds]
0 0

) [1 + CO; 15 + COQ . TQ} . G(CC§'TQ+CCQ'T2).

Pela escolha feita de T, vemos que
i+ [ [vudfds < 2
para todo t € [0, Ty]. E para a densidade teremos
VAR [ 18 Pds
< (C + C/Ot |vu§|2ds> . (1 oVt T2> IV

< (C + CCf) . (1 +cot T2) OO
S CZa

para todo t € [0, T5].
A seguir, provaremos por indugao matematica, que estas estimativas também sao validas para
n > 3; para tal suponhamos que

t
w2+ [ Vs < 3,

t
Vorl? + [ g ds < o,

para todo t € [0, T3]. Assim,

t
s [ Vs < |Clurt o)

t t
+0(c§+01)/0 |u¢||vug|ds+0(c§+1)03/o Vo 2| Au”|ds
t t t
+CC} [ 19pt 180 1ds +C [ 1or 2 FPds +C [ |Ffds]

t
. {1 +ectt+c |vp;;|2ds] . ((COHC [} Vo)
0
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1 1
(hipétese de indugao) S [C‘U?+1 (0)|2 + C(Cg + Cl)Cf . T22 + O(Cg + 1)0302072 . T2

1 Ty Ts
HOCIC, Ty + C(Co+ Cr) [ FPds +C | |Ft\2ds]
0 0

[1 + C’C§ T+ CCOy - T2] . e(cc;;.t+ccz-T2)

Usando a limitagao uniforme de |u}(0)| e a escolha de T5 chegamos a estimativa:
t
[y Eds < G,
0
para todo t € [0, Ty]. Além disso, temos:

t
Vo [ et s
0
! 2 ! 4 [ clvur|td
s(o+c/ Vu?| ds)-<1+/0|Vu”| d5>~eo s
0 0

(hipétese de indugao) S <C + COZ) N (]_ + chl . T2> . €CCS4TQ

Pela escolha de C5 e de T3, concluimos que
t
Vot [t < G,
0

para todo t € [0, T3].

Com os resultados obtidos até agora, podemos estimar o termo |Au™"!|. Pela equagio (4.42),
vemos que:
MAun—i-l — P[_pnu?—l—l . (pnun . v)un+1 + pnF
+FA(Vp" - V)u") + A(u" - V)Vp"l. (4.54)
Assim,

/L|Aun+1‘2 S C’pnu?+1|2 4 C|(pnun . V)un+l‘2
+Clp" P + C|(Vp" - V)2 4 C(u” - V)V 2
Os termos a direita na desigualdade acima sao estimados da seguinte maneira:

[(pmu - V)2 < Cpn  Jun [ Vurt
S Clvun‘vaun—&-lHAun-s-l’
S Cqu”\4|Vu”+1|2 + %|Aun+1|2;
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p"FI* < Clp" 5| FI? < CIF %
(Vo™ - V)u"[* < CIVp" |5 [Vu"]? < CIVAp" P Vu" %

[(u™ - V)Vp"|* < Clu"[5] V2" < C[Vu" |V Ap" .
Logo,

A2 < Ot + OV Vur 2 + C|F 2 + C|V A" 2| Vur?
CC2 + CCS + CC5C2 + C|F|?

087
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j4 que, pelo Lema 1.4, F' € C([0,T); L*(2)).
Assim, temos que
u’ € LOO(O7 T2; D(A))7

uniformemente em n. Por outro lado, temos:
" u s < Clp" ooy ™ s < OV

(p"a" - V)u g < Olp"|oou o[ V" s < CAu™||Au™;
p"Fls < Clp"|c|Fle < CIF]
[(Vp" - V)u"[s < C|Vp" || Vu"|s < C|VAp"|[Au”|;
(0" - V)Vp"ls < Clu"|o| V206 < C|VAY"||Au”].

Assim,

| Au" g

CIVuy ™ 2 + ClAW"P[Aw™' P + C|F | + C[VAp" | Au”|?
C|Vu > + C|F]?, +C.

IN A

Segue-se que

t t

/ | Au"*12ds < c/ (VP + |2, + 1)ds < C.

0 0

Por resultados de Amrouche-Girault [2] temos
Lo
/0 ul” , 4ds < C,
e usando a imersao de Sobolev W?25(Q) < W1>(Q), temos
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t
/ (Va2 ds < Co,
0
de onde se conclui que
vVutt € L2(0, T2; L™(Q)),

uniformemente em n.
Mostraremos em seguida que a velocidade aproximada u™ é uma fungao de H3(Q2) N'V. Se
definirmos, para cada n,

gt = ptuftt 4 (p"u - V)urtt — p"F — A(Vp" - V)u" — \(u" - V)V,
entao as estimativas anteriores nos permitirao concluir que g"*™' € L2(0,7*; H'(Q2)). De fato,
o I 1o v B e T I V7 M Ve P S V2 I v

< [Ap"[Vup | + BV < C[Vupt;

[0, ((p"u™ - V)u™ )| < V", Ju”[ [V, + [p"| [V, [Vu" ],

+Hol [0 [V < ClAu™ P < O

|0, (0" )| < V", [F], + || [VE| < CIF]

102, (Vo™ - V)u™)| < [V2p" [, [V, + V" | [V*u"| < [VAp"||Au”| < C;

[0x, (0" - V)Vp")| < [Va"[, [V, + [u" [ [VAp"| < [Au"[|Ap"] + [Au™[[VAp"| < C.

Logo, com estas tltimas estimativas vemos que |d,,g|> < C|Vut|? + C|F |§I . e concluimos que

g € L*(0,T*; H*()). Assim, se p € D(Q) podemos multiplicar a equagao (4.54) por 9,,¢ e integrar
sobre €2; apds uma integracao por partes, teremos:

(VO u" V) = —(0,,9", ¢)
e, utilizando os resultados sobre o operador de Stokes de Amrouche-Girault [2] teremos

u™tt e L?(0, T H*(2)NV).
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uniformemente em n. Além disso, para todo n, temos

t t
/0 |u"|igds < C/o |g”|ilds < Ci

Passemos agora a buscar uma estimativa uniforme em n para u}. Comegamos por derivar a
equacdo (4.42) com relacdo & varidvel ¢ e tomar o produto interno de L2(2) com o termo ufi*' para
obter:

(A2 4 B g p = (gt u)

2 dt
—((pru™ - V)u ™) — ((p"uf - V)urth gt — (oM - V)uptt upth)
o Fouy™) + (0" B u ™) + M(Ve) - V)u', uy ™)
FA(V" - V)uy, w™h) + A(uf - V)Ve" i u ™) + A((u” - V) Vpr, uipth).
Passamos agora a estimar os termos que encontram-se do lado direito da igualdade acima.

|( n+1 n+1>‘

prug T, Uy “\4!ut H‘

ol |
Clo 0 [Vui ™ ug ™|
C’ |Vu”+1|2 +€|un+1|2’

VANIVANVAN

[((ppur - V)ur*t ug ™| il

o} ’4|un’w|vun+1| lu
7], A || Aum [ [ug |
C +8|un+1|2

0" oo |0 [a| V0 g [y
C|Vu”||Au”+1|]un+1\
C.|Vul']> + eluf™|?;
[0 oo [0 oo [ VU 1 [u ™|

ClAu™||Vuy ™ |[ugt|
C |Vun+1|2 +€|un+1|2’

INININA

[((p"uf - V)ur+t g

VAVANIVA

[((p"u™ - V)up ™ ut)|

VAIVANVAN

(7, ai )| i

< |Pt |4|F’ ‘ut
< [pil [,
<

C |F|2 + €|un+1|2;

n+1

|(p" F, ui™))| 19" |oc| Fil iy

<
S C’Ft| +€|un+1|2.

Vo[V
1A |Aufu
Col AP + a2

IA TN IA



(V- V)up i) < (Ve[|
VAR [V [

Ce|Vup]? + eluit %
4| V2p" 4 Iun“1
[Vuy ||V A" [ug; ™|
C |V11?|2 +€|un+1|2
IU”\oo\V%HutTl\

| Au”|[Ap} [ [uii™|
Co|Ap2? + elul ™2

Escolhendo € = g, § = min{§, §} e utilizando as estimativas acima obtidas teremos:

IAIAIA

[((uf - V)Vp", ™)

IAIA A

[((u™ - V) Vo, ™)

IA TN INA

|un+1|2 |Vu"+1]2

< Co|IVar P 4+ [V 4+ A+ |F2, + Fif 41

Em seguida, multiplicando a desigualdade acima pela funcao o(t) = min{1,t} e integrando-a em
(v,t), onde v > 0, teremos:

/;g(s)i|vu?+l(3)|2ds+/ ( )|un+1( )|2d8

<[ [(Va©F + [Vt (9F + A o) + [F), + [F)F + 1ds]
Lembrando que
[1vuePas<c: o [1agePds<c,
uniformemente em n,
/Ot F(s)2,ds < +00 e /Ot |F(s)[2ds < +o0,
entao a desigualdade acima pode ser reescrita na seguinte forma:
[ o) Ivurt @)Pds + [ ofs)uit (s)Pds < O
Y ds v
Notamos ainda, que

[;a( )—|Vu”+1( )2ds = o(t)|[Vul i (1)]?

() |V (y >\2—/j ()| Vi (s) [2ds.
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Sendo |Vuyt(¢)|> € L'(0,Ty) , podemos escolher uma seqiiéncia (), com 7 > 0 e 7, — 0, tal
que o(v)|Vuy ™ (v,)|> — 0 quando v, — 0. Fazendo entdo, 4, — 0 teremos:

()lvun-i-l ‘24‘/ n+1 ‘ ds

< C+/ (5)|Vur i (s)[2ds < C+/ IVu L (s)2ds < Chy,

uma vez que o (t) < 1 q.t.p. em [0, Ty].
Assim, para todo v > 0 temos

u} € L®(7,T3; V) e uj, € L*(y, Ty H),

uniformemente em n.
Podemos, entao, destacar os principais resultados obtidos nessa secao sob a forma do seguinte

Teorema 4.1 Seja (u™, p") a solugdo do problema (4.42)-(4.45) de nivel n no intervalo [0,T5]. Sdao
verificadas as sequintes estimativas:

t t
T () + [ up(s)ds + [ A (s)Pds < 3,
n 9 0 0
PO < C,
VAT O + [ 18 (5)Pds < O,
VAP < C,
/ A2 (s)2ds < Cg,
(o) + [ Vg (s)Pds < 2
4w (D] < Gy,
/]Vu (5)|A.ds < Co,

/ |ll |2 ds < 01()
AV O)P + [ ols)ui(s)Pds < O,

para todon > 1 e todo t € [0, Ts].

4.3 Taxas de convergéncia na norma L’

Destinamos esta se¢ao a obtencao das primeiras taxas de convergéncia da seqiiéncia de aproxi-
magoes (u", p™) para a solugao (u,p) do problema simplificado. Mais precisamente, mostraremos
que {u"} é seqiiéncia de Cauchy em L*>(0,Ty; H) N L*(0,Ty; V) e {p"} é seqiiéncia de Cauchy em
L>(0,Ty; L*(Q)) N L*(0, Ty; H(Q2)), conforme indica a seguinte
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Proposicao 4.2 Seja {(u", p™)} a seqiéncia de aprozimagies do problema simplificado. Entao exis-
temu € L>®(0,Ty; H) N L*(0,Ty; V) e p € L>=(0,Ty; L*(Q)) N L?(0, Ty; HY(QY)) tais que:

(1) — ult) P+ 1 0) — plo)? < 2 [ (4.55)
/ "IV (s) — u(s)Pds + / "1V (s) — Vp(s)[2ds < M[(Cﬁ)n} : (4.56)

para todo n > 1 e todo t € [0,Ty].

n-+ 7

Demonstragao. Sejam u™® = u"t* —u" e p™* = p"*t* — p" para todos n, s > 1. Notamos,

inicialmente, que
P(p"Muy”") + pAu™* = —Plp"Hupte 4 (p" b Vjut

+(p" s V)ut + (p P u T V)ut = pt (4.57)
Y I VA A v L D VT B vA A v i
—MVp b V)ut T \(Vp T V)u b,
Tomando o produto interno de L*(€) na igualdade acima com u™* teremos:
Ld
2dt
(P W — (L Wae — (o e V)
T AT Gt v L v o S VO VAR v e
FA(V 5 W un I A (Vs Wun e, ).

O proximo passo é, entao, estimar os termos que se encontram do lado direito da igualdade
acima. (Observamos que, em algumas situagoes, se faz necessiria uma integragdo por partes antes
de majorar o termo em questao. Como o termo u™* se anula em I', omitimos as integrais de fronteira
que possuem o referido termo em seu integrando e consideramos apenas as integrais no interior da
regiao €2.)

— 1 n,s n,s 1 77— n,s n—1,s. . nNnrs
()2 a4 p Vu P = (Gpp e — g

(o~ w)| < Clpf ™ sl [ug

< Celpy I P e[ Vare
(o Prup e )| < Clor s

< Cluf ™z [V 2] p" e[ Vu|

S CE‘U?+S“VU?+5”/)”_1’S‘2+€’Vun’5’2;
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|((pn—1+sun—1,s . v)un—l—s, un,s| C‘pn—1+s|oo|un—1,s|
C|Aun+s||unfl,s||vun,s’

CE|Aun+s|2|unfl,s|2 _|_€|vun,s|2;

n+s|3|un7s|6

VAIVARIVAN

|((pn71+sun71 . v)un,s’ un,s)| C|pn71+s|oo|un71 |OO|Vun,s| |un,s|

<
§ Cg’Aun—1|2|un,s|2 + glvun,s|2;

|((pn—1,sun—1 . v)un’ un,s)| C|pn—1,s|’un—1 |6|vun’6‘un,s|6
CIvu || Aw 1| Vur|

Cg|vun—1|2’Aun’2|pn—1,s|2 + g‘vun,s‘Q;

IA A IA

("o Fum))| Clp" || F|s[u™g

<
< CLP|IF], 1o 5o + e Vurs ],

|((un71,s . v)vpnflJrs7 un,s)

S Olunfl,s||v2pn71+s|3|un,s|6
S Cg|vApn71+s|2|unfl,s|2+€|vun,s|2;

9 n,s
1 axz (11 )]p

u n—1,s

|((un—1 . V)vpn—l,s, un,s)‘ —

< clu- 1| V|
< OlAum 2 [AVu" 2|t Vun|
S CE|Aun71||un71|H3|pn71,s|2+€|vun,s|2;
n 1+s
|((vpn71,s i V)un71+s ns | _ ’ Z/ 6 ] u?,S)
ZEZ B:EZ
82 n—1+s " 1+s 8uns

=[x IS

B R s e
< Clpm 1o ||Au™ 1+s| |V Au™~ 1+8| |Vu™s|

+C|pm || Aun |2 |V Aun |2 [V ans|

< ClAu a4 4 22 T
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n— n—1,s
|((Vpn71 . V)unfl,s un,s>| _ Z/ ap 1811j 0™
’ ox; ox; 7’

_ n— 1,s d ap o n s 8p et n s n 1,s .
B ’ Z/ ox; 0@ )+ Z/ ox; Y T
2 n—1 n—1 n,s

n 1,5 ap auj

< O + O v
< CIVAY = a1 [Fur | + CIV AP ur = [Vurs|
S Cg|vApn—1|2|un—1,s’2 + 2€|vun,s’2_

. M . . . . .
Assim, escolhendo € = o1 as estimativas acima implicam:

1d n—1\5..n,s n,s n— n— n— n,s
5P a4 |Vu < CUpr i + AU ) e

C(|Aun+s|2 + |VApn_1+S|2 + |VAp"_1|2)|u”_1’S|2

(|un+s||vun+8| + |vun—1|2|Aun|2
—HFHF‘Hl + |Aun—1Hun—l|H3 + ‘Aun—l+s|’un—l-i-s‘Hg)‘pn—l,s’Q

< C‘uns|2 _'_C|un ls|2 + C(’un+s|’vun+suvun71‘2|Aun|2

PP, +[Au™ w7+ (At et ) et
Por outro lado, temos que:
Pt — AP = —u Tl Yt — L e

Tomando o produto interno de L*(€2) com p™* temos:

2dt

Estimamos os termos a direita como segue abaixo.

(@1 Ve ) < Ot O
Clu14[[V A"

C|vApn+s|2|pn,s|2 + C|un71,s|2;

IAIAIA
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(4.58)



(=t Vs, po)| < Cla oo [V ™o
< C Iz‘lu”’llIP”’SIIVP”’SIA
S C)\’Aun—1’2|pn,s|2_i_i‘vpn,s‘Z'

Assim,

d
a‘pn,sﬁ 4 )\’Vﬂn’s|2 C(’VApn—i-sP + ]Au"_1]2)\p”’5|2 + C‘un—l,s’2

= (4.59)
S C|pn,s‘2+0|un—l,s|2‘

Somando-se as inequagoes (4.58) e (4.59) resulta:

d

77— 1 n,s n,s n,s mn,S8 n,s 7,8
)T P 4 o) + (Va4 [Vp ) < G + ™)

HC" P+ Oy [ V| + [Vun T Au [ + [P P

+|Aun71’|un71|H3 4 |Aun71+s||un71+s‘H3)‘pnfl,s|2_

Integrando entre 0 ¢ ¢, com 0 < t < T} e lembrando que |(p"1(0))2u™*(0)| = 0 e [p™*(0)| = 0,
teremos:

t t t
|un,s|2+|pn,s|2+/0 |vun,s|2d7_+/0 |vpn,s|2d7_§c/0 (|un,s|2+|pn,s|2)d7_
t 1,52 ¢ 1,512
+C [ Fdr 4 C (T (Bl

t
O [ (JAu [ 4 AW 1)
Usando o lema de Gronwall, temos:
t t t
’un,s|2+|pn,s|2+/ |vun,s|2d7__|_/ |Vpn,s|2d7_§ |:C/ ’unfl,s‘2d7_
0 0 0
t t
O [V [P, o+ ]t 1] el
t
< O [T F] [0 ] (R R (460
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-

2

t
< c[/0 (V2 4 [FP2, 4 2 e 1)d¢}

n 1
[/ (|un—1,5|2+ |pn—1,s|2>2d7_}2
0

2

t
S C|:/ (‘unl’s’2—|—‘pn1’s|2)2d7':| )
0
Seja
Pns(t) = W () + ™ (1), (4.61)

para todo t € [0, Ty]. Pela desigualdade acima podemos ver que

t
2 (t) < C [ by (r)dr
: ; ,

t n—1
< C"M2 / L
0 !

(n—1)!
= O"M?*—,
n!
onde M = M (u®, p°, Cs).
Portanto,
2 2 (CT2>n
Son,s(t) S M n 9

para todo n e todo s.

CTy)k
Notamos que <p$t7s(t) ¢ majorada pelo n-ésimo termo da série Y 77, M2( k:'2) = M?e“"2; logo,
©n.s(t) — 0 quando n — oo ( e s fixado); assim,
CTy)"1z
onstt) < M|, (4.62)
n!
para todos n, s € N e todo t, com 0 <t < Th.
Voltando & desigualdade (4.60), vemos que
t t 2 t
</ |vun,s|2d7+/ |Vpn,s|2d7_) S C[/ (|un—1,s|2+|pn—1,s|2)2d7}
0 0 0
¢ t Cr)nt ct)” CTy)"
—c [ nar<c | i TR
0 ’ 0 (n—1)! n! n!
portanto,
t t CT,)"13
/ \Vun’s\2d7+/ IV |2dr < [M2< ‘2) ] : (4.63)
0 0 n!
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para todos n, s € N e todo t € [0,T3]. Assim, usando as desigualdades (4.62) e (4.63) concluimos
que {u"} é uma seqiiéncia de Cauchy nos espagos de Banach L*°(0, Ty; H) e L*(0,T%; V') e que {p"} é
uma seqiiéncia de Cauchy nos espagos de Banach L>(0, Ty; L(Q2)) e L*(0, Ty; H'(Q)). Logo, existem
ue L>(0,Ty; H) N L*(0,Ty; V) e p € L=(0,Ty; L*(Q)) N L*(0, Ty; H'(Q)) tais que

lim u"=u em L>®(0,Ty; H) N L*(0, Ty; V)
lim p"=p em L>(0,Ty; L*()) N L*(0,Ty; H'(2))

n—-+o00

Finalmente, fazendo s — +o00 em (4.62) e (4.63) obtemos as taxas (4.55) e (4.56) do enunciado.

4.4 Taxas de Convergéncia na norma H'
Nesta se¢ao, trabalharemos na direcao de obtermos taxas de convergéncia paras as seqiiéncias de
aproximacoes {u"} e {p"} na norma de H' bem como taxas de convergéncia para suas derivadas

temporais. A seguir, temos o principal resultado desta secao.

Proposicao 4.3 Sejam {(u”, p")} e (u,p) nas condigées da Proposicao 4.2. Entao,

v ()~ Tuln + 160 - (0, < m[ R (4.6
/ "l (7) — (7 2dr + / ' Aun(7) — Au(r)2dr < M[(Cﬁ)n] : (4.65)
AP (E) — Ap(t)]? + / VAL () — VAN 2T < K, {%} ’ (4.66)
PACRTRCIEY A [Celim (a6
/Ot IV (7) = V() 2dr < Kg[ (CT3)" 1} , (4.68)

para todo n > 1 e todo t € [0, Ty].

Demonstragido. Comegamos tomando o produto interno de L?(Q) de (4.57) com o termo u;”*. Apés
uma integracao por partes, obteremos:

zdtW w2 = (g

_(pn—1+sun—1,s . v)un+s _ (pn—1+sun—1 . v)un,s o (pn—l,sun—l i V)un
+pn—1,sF + )\(un—l,s . v)vpn—l—i-s + )\(un—l X V)vpn—l,s
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ANV V) u T L AV V)ut s u?).

Passamos agora a estimar os termos que se encontram do lado direito da igualdade acima; lem-
bramos novamente que nos casos onde for efetuada uma integracao por partes cujo integrando na

integral de fronteira seja nulo, omitiremos a referida integral.

n—1,5,,n+s
)

[(p" oy

’((pn—l—i-sun—l,s X V)UTH_S,

| ((pn—1+sun—l

‘((pn—l,sun—l

[(p" 1 F g

(=t V) Vpr i,

(0" V)Vp e )|

Uy

u;’

VAR VANRVAN

n,s‘

- V)us )

- V)u', ™)

IAINA

VARVANRVAN

)l

Clp" 1 o[y ]3| uy?|
Clom o], Juf 2| Va2 fug*
C| Vg [ | ey

Clp" oo [ah [y V] [y
ClAp 1| Au**| [ Vu" =[]
Ce[ Va2 4 e[y

Clp" oo [ oo [ VU™ [
|Ap" | Au [ Vae| [u|
C.|Vu™ |2 + elu”* %

C‘pn_l’smun_l‘OO‘VU"MU?’S‘
Clp=1|, [Au" ]| Au”|[ui]
Celp™ 2 + eluf*|%;

INIAIA - IAIAIA

VAIVANIVAN

Clp" 6| F |3z
Co|F3lp" 1212 + elu”|%;

Clu™=H5 4| V2 p 18]y )|
CIVAp 3] |V11"_1 * g
C.|[Vu =182 + glu*|%;

3 a a n—1,s s
5 m( )
i J
n- Op" 1N s
Z/ 1 8:16] < ox; >(ut7 )i
nsy 00"
B Z/ 8% ( (ut )J) o0x;

ul) sy Op"
_Z/ (0:6] )(ut )i oz,
Cvur oo V"1 |uf
ClAu" |z | AVu 2|V pr=bs| [u)
Colu 1], [ 172, + el

ININA A
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(Tpr= - Qa0 ) < OV Tur o u|
< Clp o), A AV g
<

Celum=3] "2+ elu

(Vo D=t )| < O|Tp || Tt [
< CIVAP|Vursfup|
< CVu™ o2 + glu) )2
Usando estas estimativas e escolhendo € = % (e lembrando que 0 < o < p") teremos a seguinte
desigualdade :
wd

5 VP (e < CVur P OV

+C(|Vug+sy FFR A+ [ e 1) Pl (4.69)

Tomando o produto interno de L*(€) na igualdade (4.57) com o termo §Au™*, com 6 > 0 (a ser
escolhido posteriormente), teremos:

Ol Aw™ P = (o — o fAu™)
(= (P sl Wy — (e W ut — (0 W, 0 Au™)
(+p" 5 F 4+ A" V)V L (ut T V)V RS f AU
(FAMVp bV u e 4 AN(Vpr - V)u" s g Au™).
Passemos agora, as estimativas dos termos que estao do lado direito da expressao acima.

("1, 0 Au™) | < COlp" oo || Au™*|
< CO?|u)®)? + | Au™s|?;

(g, g Aw)| < O] g ) Aure|
Ol =1, Juf |2 [V | Aw|

CoIVup 12, 4 el Aun

IAIAIA

|((pn—l+sun—1,s . v)un—&-s’ eAun,s>| S 06|pn—1+s|oo|un—l,s|4|vun+s‘4|Aun,s|
S Cg|vun71,s|2 + €|Aun,s|2;
|((pn—1+sun—1 . v)un,s’ (91411”’5>’ S C@|pn—1+s‘oolun—l|Oo‘vun,s‘ ‘Aun,s‘
< C|Vu™ ]2 + g|Au™*|%
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(- V)ut, A | < Ol o [V Aut

<
§ CE’pn—l,s‘il +€‘Aun,s|2;

(" F 64| < Ol [o| Flg] Aur|

<
< CP[[pe)2, + e Aume ]

|((un71,s . v)vpnflJrs’ QAun,s” C@|un71,s|4|v2pn71+s|4|Aun,s|

<
S CE|Vun—1,s|2 +€’Aun,s|2;

B a 8pn—1,s
n—1 n—1,s n,s — g n li ( ) Au™s).
(w97t pau)] = o [ (o i (F5m ) (4w

- a apn 1,s
_ n—1 n,s\
n 9%:/9(11 )5 8% ( ox; )(Au )
a apnfl,s

03 () 2

S C@‘vun 1‘oo’vpn 15|’Auns|
< Gl el

’((Vpn—l,s i V)un—l—‘rs7 HAun,s>| C@|vpn—1,s| |vun—1+s|oo|Aun,s|

<
S G, el Aune

’((vpn—l . V)u”_l’s, HAu”’S)\ < Celvpn—lyooyvun—l,s"Aun,s’
S C€|Vun—1,s‘2 +8|Aun,s|2.

Assim, estas estimativas nos permitem concluir que:

(O — 102)|Au™ 2 < CO U2 + C|Vu™ 2 + C|Vu =12

H1

+C(|Vu"+sy FFR A+ [l et 1) R (4.70)
Por outro lado, vemos que
— )\Apn,s _ un—l,s . vpn—i-s _ un—l . vpn,s‘ (471)

Entao, tomando o produto interno de L?*(€2) da expressao acima com o termo p™* teremos:

1d

5|01 = AL, ) = (T VT p) — (T Vpt pt).
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S C|vpn,s’2 4 C’vpn+s|2|vunfl,s|2 + C|pn,s|il + Cvlvunfllpn,sﬁi1
n—1,s|2 n,s|2 .

ou seja,
1 d 7,8 n—1,8 n,s
i—dt|p 512 < O|Vu 2+ Op™ |il (4.72)

Além disso,

)\d n,s T n—1,s n-rSs T n— n,s 7,8
§§|Vp’l2+|pt’sl2§l(u BV o) (T V™, o)

< Ol o1y V"l o + Cla" oo [V ™| 1
n—+s n—1,s n— mn,S 1 n,s
< ClAp" P IVa" b2 4 ClAu" PV p™ \2+§\pt’ E

ou seja,
rd
2dt
Portanto, somando-se as desigualdades (4.69), (4.70), (4.72) e (4.73) teremos

1 7,8 n—1L,s n,S
Vo P+ Sloi [P < CIVu P 4 GV, (4.73)

1d

n,s 1 n,s
th(mvunﬂh \p”73|2+MVp”’S\2> + alu)? + < |

5 t
+(Op — 10e)[Au™*[* < CIVu™* 2 + Clp™*2 | + CO?|u)"?

+C«|Vun71,s’2 4 C(\Vu;”ﬂ 4 |F|§ + ’unfl‘HS 4 |un71+s’H3 + 1> . |pn71,s 2

H1
< C<|Vu"’5|2 + |p"’8|il> + CH*lup |2
Lo (e T e T ) B (T e P v
onde estamos usando o fato de F' € C([0, T3]; L*(Q2)). Portanto,
1 n,s|2 n,s|2 n,5|2 2 t n,5|2 1 t 7,52
(T 0 AT ) 4 (0= 08 [ uptPds 45 [ Pds

t
(0 —102) [ A Pds < c(|vu"73|2 | i)
0
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+C<|Vun+s’ 4 |un71|H3 + ‘un71+s|H3 4 1) . (|Vlln1’s‘2 T |pnfls )

uma vez que |Vu™*(0)| = [p" ( )\2 |[Vp™#(0)] = 0. Em seguida, escolhendo 6 = (%)2 ee =
2%((%)% — 1), teremos ¢ — C6* = 2 e pf — 10e = ¥; dai, denotando 6 = min{3, 2, &, 3} teremos:

t t
’vun,s’2+‘pn,s il +/0 ’u?’SPdS—i-/O ’p?,32 n’s‘2d8

1
< n,s|2 n32>
< zlo [ (1vup + 1o

t
Lo A (T e T e P Y (e R e P I

t
<c [ 1V e, )ds
—l—C/ <‘Vun+s’ + ’un_l‘Hs + |un_1+S’H3 + 1) . (‘Vun—1,5|2 + ‘pn—l,s’Zﬂ)d&
Usando o Lema de Gronwal com
p(t) = [Vu™ ()] + [p™() [,
e (t) = [u™* (> + [P ()2, + [Au™(2)],
alt) = [ (0 (0) 4 [ (7)) ) 1) (VP + )R, dr,
b(t) = C,

teremos

t t t
TR P [ Rds 4 [ Pds + [ | Au s
" 0 0 0
< C/ (|Vun+s| 4 |un71’H3 + |un71+s|H3 + 1) . <’vun1,s|2 4 |Pn1’s|f{1>d5
Ainda, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, a desigualdade acima assume a seguinte forma:

t
]Vu"s]2+|p”3|2 —|—/ lug” |ds+/ \pt” \2ds+/0 | Au™*|ds

1 + 1
S C{/ (|vun+sl2 4 |un—1|23 + |un_1+s|f{3 + l)dT} 2 . [/0 (|vUn—1,sl2 + |pn—1,s|il>2d7} 2

Finalmente, usando a limitagao uniforme de u™ em L%*(0,Ty; H3(Q2)) e de u em L*(0,T3;V),
concluimos que:

t t
|vun,s|2+|pn,s ?{1 +/0 |u;"5|2ds+/0 |p?,s2 n,s|2d8
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t 3
< C[/ (Va2 [p" =2 )2dr | (4.74)
0

Assim, definindo v, 4(t) = |Vu™*(t)|* + |p”’5(t)|il, para todo t € [0, T3], a desigualdade acima
mostra-nos que

20 <O [y

Trabalhando com esta desigualdade como anteriormente feito para ,, s(t) dada por (4.61) teremos:

t
20 < [ v ndr
n—1

t

< "MQ/ d

S 0o (n—1)! ’

= CnMZL < M?2 (CTQ) ’
n! n!

onde M = M (u®, p°,C3,Cy); assim sendo, teremos que

Ty)™1z
ns(t) gMPC 2) I
n!
para todos n, s € N (s fixado), e todo t € [0,T3]. Usando a defini¢do de 1, vemos que
L [(CTy)" 4 L [(CTy)" %
vy < ard [y <t [CRS7 (4.79

para todos n, s € N (s fixado), e todo t € [0,T»]. Além destas, obteremos, usando a desigualdade
(4.74), taxas de convergéncia para outros termos conforme abaixo:

t t t t 3 T\ 5
i ar - [Cortpar 4 [Cawpar < o v | < M{(C 2) "
0 0 0 0 ’ n.

e assim,

t boan[Cni b e
</ |11?78|2d7-> < M2[<CT2) ] ’ </ |Aun,s|2d7_) < M2{(CT2) } ’
0 0

t % 1 To\™
o ([ torpar) <t [
0

n!
para todos n, s € N (s fixado), e todo t € [0, T3]. Agora, usando a igualdade (4.71) podemos também
estabelecer uma taxa de convergéncia para Ap"; de fato, temos que:

, (4.76)

>\|Apn’s’2 S C|p:L,s’2 + O|un—1,s . Vpn+s|2 4 C|un—1 . Vpn,s|2

< Ol o+ O 4 OV
t 1 t 1
N U \Ap”’5|2d7] < CU \p?"g]QdT}
0 0
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t n—1,s|2 :|é [ t n,s|2 :|é
CUO wtePdr|* 0| [ 1w ar (4.77)

a3
Usando (4.61) e (4.62) vemos que |[u™*(¢)[* < M %

{/ "2 ()] dT] <C[/O {%} dTF

i e n—1q1

_ o [CR) 1} Ty = M* [(CTZ) 1} E
L (n—1)! (n—1)!

e também, admitindo C'Ty < n e usando (4.75) e (4.76) teremos:

(/Ot |p?vs|2d7>5 g]\/[é:(cﬂ)n] o [OT2<CT2>“} e [W]

. Assim,

n! n (n—1)! (n—1)!
o) [ <ol

Voltando a (4.77) e colocando K = K(C, M*, M**), teremos

{/ot |Apn78|2d7—:|é < K[%]ij

para todos n, s € N com CT, < n e s fixado, e para todo t € [0, T3].

Além desta tltima, conseguimos também uma taxa de convergéncia para p" em L>(0,Ty; Hf])
De fato, considerando a equacao (4.71), aplicando o operador V na mesma e, em seguida, fazendo o
produto interno de L?(2) da equacao obtida com o termo —VAp™*, teremos, apés uma integragao
por partes:

(4.78)

S TIAP P4 VA < [(Vur -V, VA

_I_(un—l,s . v2pn+s’ VApn,s) + (Vun—l X vpn,s’ VApms) + (un—l X Van,s, VApn,s)l
Entao, estimamos os termos a direita na expressao acima do seguinte modo:

[(Va=he - Vpts, VAp™e)| CIVur=1e||Vp 3| [V Ap™?|
CIVur=1||[VAp" ||V Ap™|
CE|vun71,s|2 + E|VAP”’S|2;

IAIA A

(1 TR VAR S Clut o VL VA
CITu ][ T A" ||V A

C.|[Vu=15|2 4+ g|VAp™ %

IAIA A
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[(Vur™t - Vp™s, VAp™)] CIVur=Ho| VooV Ap™*|
ClAa" | Ap™| [V Ap™?|

CelAp™*? + e[V Ap™ %
Clu" oo [V2p™[ [V Ap™?|
ClAw || Ap™*||VAp"™|
CelAp™|* + e[V Ap™=[*;

VAVANIVAN

[(un =t V2, VA"

IA TN IA

Logo, escolhendo € = % teremos:

1d

n,s A n,s n—1,s n,S
5@@0 S+ §|VAP PP < CIVurT P 4 ClAp™|?

t t t
— (AP [VapPdr < C [t Par [ 1A
0 0 0

(OT2>n_1] ' (4.79)

t
= |Ap™*|? —1—/ IVAp™|?dr < K, [
0 (n—1)!

onde Ky = K{(C, M*, M**), n, s € N (s fixado) e t € [0, T3].
Usando ainda (4.71), podemos ver que:

p?,s _ )\Ap"’s . unfl,s . Vanrs _ un*1 . Vp”vs

Vp?,s _ )\vApn,s _ Vun—l,s X Vpn+s

_un—l,s . V2pn+s _ vun—l . pn,s _ un—l . VQIOn,s.

Y

donde, usando as ultimas estimativas teremos:
PP < CAP P + Clun ™4 47

(CTy)" 114

= [p}""* < Kz[ (4.80)

e também,
t t t
/ (Vi *|2dr < C/ IVAp™*2dT + C/ |Vu™ b5 2dr
0 0 0
t t t
+C [z C [ VprRar + [ agme
0 0 0

(CTQ)"*F
(n—1)1"
onde K2 = KQ(C, M*,M**), Kg = Kg(c, M*,M**>, n, s c N (S ﬁX&dO) et e [O,TQ]

¢
:>/ |Vp?’8‘2d7 < K3|: (4.81)
0
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Assim, usando as desigualdades (4.75), (4.76), (4.78), (4.79), (4.80) e (4.81) concluimos que {u™} é
seqiiéncia de Cauchy em L>(0,Ty; V') e L(0,Ty; D(A)), {ul'} é seqiiéncia de Cauchy em L?(0, Ty; H)
(*), {p"} é seqiiéncia de Cauchy em L*(0,Ty; H2), L*(0,T5; HZ) e L*(0,T5; H?) e {p}} é seqiiéncia
de Cauchy em L?(0,Ty; L*(Q2)), L>(0,T5; L*(Q2)) e L*(0,T5; H.) (*). Como todos estes espagos
mencionados sdo espacos de Banach concluimos que existem u € L>®(0,Ty; V) N L*(0,Ty; D(A)) e
p € L>(0,To; H2) N L*(0,Ty; H? ) tais que

lim u"” =uem L®(0,Ty; V)N L*0,Ty; D(A)),

n—-+o0o

lim u} =wu; em L?(0,Ty; H),

n—-+o00

lim p" = pem L*(0,T5; HZQV) N L0, Ty; Hz),

n—-+4oo

lim p} = p, em L=(0,Ty; L*(Q)) N L*(0,Ty; H,),

n—-+o0o

sendo que tais convergéncias sao todas fortes.

Finalmente, fazendo s — 400 em (4.74), (4.79), (4.80) e (4.81) obteremos as taxas (4.64), (4.65),
(4.66), (4.67) e (4.68). ]

Convém observar que, por (*), inicialmente podemos garantir que existem o € L*(0,Ty; H) e
B € L*(0,Ty; L*(Q)) tais que lim,, ;o u? = aelim,,_, ;o pf* = 3; dai, como convergéncia forte implica
convergéncia no sentido de distribuicoes, usando a unicidade do limite no sentido de distribuicoes
concluimos que a = u; e 8 = p;.

Procedendo exatamente como no Capitulo 2, prova-se que (u,p) é a unica solugdo do sistema
(4.42)-(4.45).

4.5 Taxa de Convergéncia para Derivadas Temporais

Nesta etapa deste trabalho estabelecemos as tltimas taxas de convergéncia para as aproximagcoes u”
e p" da velocidade e da densidade, respectivamente. As principais taxas obtidas estao relacionadas
na seguinte

Proposicao 4.4 Sejam (u”, p") e (u,p) nas condigées da Proposicao 4.3. Entao,

OO~ wlf + o0l 0 - p0F, < [ (482
/O Lo () VW (r) — Vuy(r)2dr < C° {%} g (4.83)
[ oonan) - apinpar < [T (4.8

112



o (D) Au” () — Au(t)> < C** [%} g (4.85)
o (1) VA () — VA < Ky [%] (1.56)
/ ") A2 (r) — A2p(r) 2T < K {%} , (4.87)

para todo n > 1 e todo t € [0, Ts].

Demonstragao. Derivando a equacao (4.57) com relagao a varidvel temporal e tomando o produto
interno de L*(€) na igualdade acima com u;"* teremos:

1d

n— n,s n,s 1 77— n,s n n—1,s n S n—1l,s,_n+s
57 ("R P o V= (o T e w) = () 4 g

+(pp Isyn—1Ls v>un+s + <pn—1+sun—1,s . v)un-l—s + (pn—1+sun—1,s . v)u?-"—s
Hpr 7T V) 4 (o0 T V)un o (e V)
o V)t 4 (" V)t (o Vg
o Lsp _ o Lsp Al Ls V)Vpn—us _ )\(unfl,s V)V 1+s

—Aup Tt V)V = AT V)V = AV T V)t e
=MV W )up T = (VP V)t = A(Vp T V)u T ug).

Em seguida, estimamos os termos que se encontram do lado direito como segue.

(o g w )| < Jpp g
< Clpr ', 1V [ui|
< Cu®) 4 €| Vu ' 1%
[ MR Ve | IV K P VAR TV
< C!ﬂ" 15| eV
< C.pt s\ + | Vuy*|?;
L R TR N

Clp ] i [V
ColugrtoPlpmbo2 o+ el up P

VANRVARIVAN

[((pr ™ s V)urts, up?

~—

I/ 11 KtV K P A
< Clpy= ", e[| Au* ][V
<

Celpr 0 a2 o e T
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74 [V
™ Au [Ty
Culuf ™2 4 ¢ Tu

’pn—l—i-s|oo‘un—1,s’4‘vu?+s‘|u2175|4
ClVu™ || Vup ™| [Vuy”’|
CE|VU?+8’2|V11”_1’8‘2 +€|VU?’S|2;

0P u o VU a4
Clpr=*°| , [Au™ [ Vu™s||[Vuy™|
C.|[Vu™s|? + | Vu"*|?;

0" oo [y T o VS Jug
CIVuy = |[Vu™s||[ V|
C€|Vu;z—1|2’vun,s’2 + €|VU?7S‘2;

0" oo [0 oo [V [
ClAu" Y|V [u;"|
Celui[* + | Vu*%;

(= oy V)ur s, )|

IAIN A

(" Foun=he - V)ui ™, ug?))

IA A IA

[((pr = o a =t V)us, u))|

VARIVANVAY

(" oy ™" V)ums, up))

IAINIA

("~ un =t V)u®, ug))

VANIVARVAN

07 oo V|

CW_?SIHI | Au" || Au”[[u;|
Clp ™", + Clu

(" ar ™t W)ur, up))|

VAR VANIVAN

[((p" o up ™" - V)u", ) |p”*1’5|6|u?_1||V1“”|6IU?’S|6
Clp"=te], [y ™| Au"| [ Vug™|

Celp ™ + el Vu [

VANEVAIVAN

(" u =t V)ug, ug)) " al oo [ VU g4
Clpm=te], [Au" [ Vup ][V

Celpmto [Tupl 4 e[ upe2

IAIA A

n—1

<l Ll
< Cloi ™, P Vu|
<

n—1,s

Celpp ™[ + el vupe

(o~ F ug)|

("~ Fu®)] < [p" | By
< Clp" )L Bl V|
<

Celp =12 [FL + e[ V|

< R
< Cluy [V Vu|
< Gl VP |Vl

(™" V)Vt u)|
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(Wt V) Tpr )

VA VAR VAN

(T - uet

(Vo= - V)ui =, u))|

(Vo Vyur b )|

(V- D)y, uf )| =

IN

INIA + A+

VAN VAR VAN VAN VAR VAN

Yl <

VAN VAN VAN VAN VAR VAN

[y V2 g
C|Vu"*1’s||Ap?—1+8||vu?,s|

Ce| Vb5 PIAP TP 4 e[ Vu %
[y o[ V2t [y

CIVu; | A" Vuy |
Ce|Vui P Ap" 12 + e[V %

S [ . (j%(p?_l,5)> (W),
> [ g (G ) )

, 0 n—1,s 0 n—1 n,s
Zz]:/ﬂ ox; (pt >8TUJ ((u )"(ut )J>
0 o)

g g (),

Vo[V g ug
C|Vp ™| Au" | Vu|
Co|Vpp ™2 + | Vup® %

Vo || Vs fug

CIV o | Aur=1+|[Vu
Co|Vpp 12 + | Vup® %
[Vt Vg g

ClAp || Vuy || Vug|
CelAp D PIVuf =2 4 | V%
Vi o Vur =t [u g

C|Apy [ Va" =t [Vuy™|
CelApy T PIVun—te]? + e V%

>, ai (”“)ai ((af 1)) (wf),

<
<

’ 9

n—1,s n—1

u ; .
AT
A"
™|V o oo V|
Clu;™"*[|[VAp" | Vuy|
Coluy ™) + e[ Va3

axi ((ulhs)j)
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Estas estimativas implicam (escolhendo € =

)

1d
2dt

+C’|u” 1s| |pn 1+s|2 +C|Vun_1s| (|vun+s|2+|Apn 1+S|2+|A,0?_1|2)
FCIVU (L 4+ [V 2) + Clp" P (1 [u P + [Vu? P + [F ) (4.88)
_'_C’Apnfl s| (’vun 1+s|2+|vun 1|2).

|(pn—1)1/2u?75|2+%|Vu;ﬂ75|2 S C|11 |2+C|pn 15| +C|un 15|

Temos que
oF S )\Apn,s — _un—l,s . vpn+s _ un—l A Vpn,s_

Assim, derivando a igualdade acima com respeito a variavel ¢ e, em seguida, tomando o produto
interno com p;”° teremos:

1d
2 dt

—(u" T VP o) = (0T V™ ) = (Tt o)
< gV 0 o 4 [0 L Vo
V104 oo + [0 oo | V01 |1

< Cluy™ 1S|2 + C|Vu™ b2 + Cp}

P AV = = (T Ve )

P,
n,5|2 7,5 |2 A 7,5 |2
+Cs|Vp™*|" + 0| Ap;| +§‘th "

Portanto,

)\ n—1,s
2dltl,o TP+ SV < Cluy P
FCIVU 2 4 Clpp 2+ Co V™| + 8] Ap) 2. (4.89)

Além disso, temos que:

S AT 4 MBI < [(Vul -V, D)

+( n—1,s V2 n+s+vun 1,s vanrs V2 n-+s V)O )
H(Vup™t -Vt fup T VI VT V) T VR V)

Passemos entao, a estimar os termos que se encontram no lado direito da desigualdade acima.
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(Vur e va L
B Z/ Ox; ur 18 gx] ;;Z
nts 9 S

- Z/ axj <a§x] aap;l )‘

nts n+ts 92

Z/ ) iaﬁpxj aﬁp; ‘Z/ aﬁpx] gx]xz

< P A Vs Clul T A
< Clu/” 18||VAP"+S||AP |
< ol 018

IA

N
Clui ™[V +]| Mgt
Colf ™[+ 0107

(a2, Vi)

IA A INA

V[V 9
OIS =" A | A
O V=12 App 2+ 5[ A
w2V
OIS =17 | Apf ]| Apt|
G V=172 App [+ 5[ A

|(Vun—1,s . Vp?-i-s’ Vp?’s)|

VARVANIYAN

|( n—1,s v2 n+s Vp )|

VAVANIVAN

V™| |1V,0”’8 14|V P |4
CIVui ™ [|Ap™*|[Ap;™|
C§’vu?71’2|Apn,s‘2 + 5|Ap;%5’27

(Vui=" - Vps, V)|

VARVANIVAN

ur | V2|V
C|Vup || Ap™]| Ap}|
05!VU?_1!2\A0"’8|2 +5’Ap?’5|2;

[(u =" V2™, Vi)

VAIVANIVAN

[(Vu"! - Vp* V™) < [V V|| Ve |4
< ClAu™ Y|V || Ap |
< Cs|Vp®|? + 6| Apt®)?;

[(u"=1 - V2" V)| < a1 | V2P HVP ’]
< ClAu™ 1HAp IV pi°|
< Cs| V|2 + 0| Apy %
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Usando estas estimativas teremos
Vo2 + (A = 88)|Ap ) < Clup ™)
LAV (A 80) A1 < Clup |

HOITu Mg + O[T P A" P + O[T

Assim, usando a desigualdade acima, a desigualdade (4.89) e tomando ¢ = 1—);3 ficaremos com a

seguinte desigualdade:
Ld s

5% Pt 11
FOIVU L4 [Apf ) + Clof 2, + CIVuy ™ FAp™ [ 4 OV p 2.

A
+ 5180 < Cluy =P

Somando-se a desigualdade (4.88) a esta tltima ficaremos com

1d
2dt
< P4 Clpp 3, + Cluf =P + Clpf ™, + Cla™™h]?
+CIVU (14 [V ) + OV P + C|Ap" P Vup 2
FOIVU (VP AP+ A 4 JAGT 4 )
+O1p" 1, (U [P+ (Vg + [BF) + ClAp" Ve P + [Vuy ).

n— n,s n,s % n,s A n,s
(I(p 1)1/2ut |+ [t |?{1) + §|vut * + §|Apt °

Multiplicando a desigualdade acima pela funcao o(t) = min{t,1}, para 0 < t < Ty teremos:

1 d . n,s [ A
500 (I(p DR IH)+§0(t)|Vu PP 50 OlA" P

< Clap [+ Clpp [, + Clay™ P 4 Clof ™[ + Clu =2
+C|Va™ 2 (1 + Va1t ?) + C|Vp™ 2 + C|Ap™ )| Va2
FOITW (VR 4 A 4 (AT (A 4 1)
+Clp" (L4 VAP + [BJ?) + Clp" 2 o (#)ag, ™
+CIAP PV P+ [V ).

Integrando a desigualdade acima em [g, ], com 0 < g < ¢, teremos como resultado:

So @ O OF + | OF,) + 5 [ o) Far
2 1 n—1\1/2 n,s 2 n,8 2
45 [ omIag P dr < o) el @) P+ @R,
45 [ SO O R + | (), )dr
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—i—C’/ lu;”’ 2d7’+C’/ ot \2 dr
t
+O [ [uf T (n)Pdr+C gt ()P dr+C ) a T () Pd
JA e e N o T el M GRS
t
+C/6 Vw0 + [V (DR +C [ V()P
t t
O [ 180 (@)PIVup (1) +C [ [V )V )
€k

HAP )P+ [Ap (D) 4 Ay TP + 1)dr

t t
O [ @R, Q4 VP + B P)r+ O [ |00, 0 (7)™ () Par

+C [ 1A EP(T ) + [T ()P)r

Podemos escolher uma seqiiéncia (g;), com 0 < ¢ < t, tal que g, — 0, quando k — +o0 e
também o (ex)(|(p" )2 (ep)uf (e) 2 + |p?’s(5k)|12ql) — 0, quando k — 4o0; passando ao limite

quando k — +oo e lembrando que o (t) <1 q.t.p. em [0, T3], teremos :
o) OF + o WF,) + [ oIV (r)Pdr + [ o(r)| Ak (r)Pdr
<c/ [l |d7+c/ (1) dr
+C [ )P+ [ ot @R dr 4 C [ ()P
—|—C/0 |Vu™s (7)[2(1 + |[Vul (7 )|2)dT+C’/Ot|Vp”’S(T)]2dT

t t
+C [ A (O EIVa (@) Pdr + O Ve () (T ()]
0
AL )P+ gy ()P + AP ()P + Ddr

4 [ @R, (U (Vi) + E)P)dr +C [ o0 R, o () () Pdr

+C [ 8 O PITw () + [V () P)dr

(%) SCM[(OS)T+CM[%F+CM[ (:;Tj: 1] /dT
ou[CRS): [ v R+ or [ } [ [vurn) e
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+o[ BT R + 3+ 1A + 1A O + 1
+ou[ T 4 [0+ IR + o))
vom [P [ o) + 9 o).
gCM[(Onj%)n];vLCM[%F+CK1[%F+CK1[%F
(Cz)n_lé (CTy)" Cznz
M o[ S
sendo que, em (*), foram usadas as desigualdades (4.62), (4.75), (4.76), (4.79) e (4.80).

Lembremos que
MAun,s — _P<pn 111? 8) . P[pnfl,su;ﬁ»s 4 (pnflJrsunfl,s . V)un+s

+(pn—1+sun—1 . V)un,s + (Ion—l,sun—l X v)un o pn—l,sF
_/\(un—l,s . v)vpn—1+s . )\( n—1 v)vpn—l,s
_)\(vpn—l,s . v)un—l—i-s _ /\(v n—1 v) n—1 s

e que, assim , teremos:
|Aun,s|2<0 |pn 1 n8|2+|pn 1,s n+s|2+|( n— 1+5 n—1,s v) n+s|2

+|(pn71+sunfl . V)un,s‘2 4 |(pn71,sun71 . V)un‘2 4 |pn71,sF|2
|(un71,s . v)vpn71+s|2 + Kunfl . V)vpnfl,s|2

+|(Vpn—1,s . V)un—1+s|2 + Kvpn—l . V)u"_173|2
< C |u |2 + |pn 15|2 |vun+s|2 + |vun—1,s|2‘Aun+s|2 4 |Aun—1|2|vun,s’2
+|pn71,s’il ’Aun71|2|Aun|2 4 ‘pnfl,syil ’F|§ + ’vunfl,sIQ‘vApnflJrsF
_’_|Aun—1‘2|Apn—1,s|2 4 |Apn—1,s|2|Aun—1+s|2 4 |vApn—1|2’vun—1,s|2:|
|u ‘24‘ ’pn 13‘2 ( + ’vun+s’ )+ ‘Vunfl,s‘Z_i_ \Vu”’S\Q—l— ’AanS‘Q}
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e entao, multiplicando a desigualdade acima pela fungao o(t) teremos:

o(t)|Au™|? < C{O@)\Ui‘”!? +p" R (L () V)

+|vun—1,s|2 + |vun,s|2 4 |Apn_1’8|2]

OT2)n—2 3 (CTQ)TL_I 3 (CT2)n—2 i
<cle[Cer] +ulGy] +m[ ey )]
= m—o Mmoo T e
(CTg)n_Q] %

(n —2)!
Podemos agora, conseguir taxas de convergéncia de ordem mais alta para as aproximagoes da
densidade. Mais precisamente, considerando a igualdade

< C**[ (4.91)

)\Apn,s — p;z,s 4 un—l,s . vpn—l-s + un—l X vpn,s7

deduzimos que

VAP < C(I9p0 o [ A A ),

e dai, multiplicando esta desigualdade por o(t) ficaremos com

oOITA (O < O W, + o) Aw () + 120" )

SC[C*{(CTQ)H—T% +C**[((JT2)"‘2F +Kl[(CTz)n—1H

(n—2)! (n—2)! (n—1)!
CTy)" 272
< K, [((”i)?)'] . (4.92)
Além desta ultima, conseguimos também :
‘A2pn,s|2 S C<|Ap?’s‘2 + ’Aun_l’S‘Q + ’VApn,sl2>
t t
— /0 o ()| A2 < c(/ ()] A2 +/ (1) A1 2 +/0 a(t)|VAp”’5]2>
J(CT)" 2} " [<OT2) - } [(OTQ)"T %}
< Al 7 At AtV
C{O{(n—Q) T e TR
CTy)" 212
< Ks V(nj)?)'} (4.93)
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Usando as taxas dadas em (4.90), (4.91), (4.92) e (4.93) podemos afirmar que para todo v > 0,
{u™} é seqiiéncia de Cauchy em L>(v,Ty; D(A)), {u}'} é seqiiéncia de Cauchy em L>(vy,Ty; H) e em
L?(v, Ty; V); por sua vez, {p"} é seqiiéncia de Cauchy em L*(vy,Ty; H2) e em L*(v,Ty; HY) e {p}'}
é seqiiéncia de Cauchy em L™(v,Ty; H') e em L?(v,Ty; H2). Usando a completude de tais espacos,
teremos as seguintes convergéncias fortes:

lim u” =wuem L>®(v,Ty; D(A)),

n—-+o0o

lim uy =w; em L®(y, Ty; H) N L2 (v, To; V),

n—-+00

lim p" =pem L>®(y,To; H3) N L*(v, Ty; HY),

n—+oo
ligl pF = prem L®(y, To; H') N L2 (v, To; H?)
Fazendo o limite quando s — +oo em (4.90), (4.91), (4.92) e (4.93), obteremos as taxas dadas
por (4.82), (4.83), (4.84), (4.85), (4.86) e (4.87). ]

4.6 Resultados sobre a Pressao

Notamos que na formula¢do do problema aproximado (4.42)-(4.45), aplicou-se o operador projegao
P a equagao de momento em (4.41), eliminando-se assim, o termo Vp e evitando-se que na equagao
(4.42) tivéssemos um termo do tipo Vp™ que seria uma aproximagao de Vp.

Nosso objetivo neste momento, é recuperar a pressao aproximada p" de modo que a seqiiéncia (p™)
convirja para uma pressao p tal que (u, p, p) seja solugao do problema simplificado. Nossa metodologia
serd a de, em primeiro lugar, obter a existéncia de p”, para cada n; em seguida, estabelecer estimativas
a priori (independentes de n) para p™ e finalmente, mostrar que a seqiiéncia (p") é de Cauchy em
algum espaco de Banach conveniente. Ao final, obteremos os resultados dados na proposicao abaixo.

Proposicao 4.5 Nas condigoes da Proposicao 4.3, temos que existe uma uUnica pressao
p € L®(y, Ty; H(Q)/IR) N L*(0,Ty; HY(Q) /IR, para ¥y > 0, tal que (u,p,p) € a tnica solugao do
problema (4.41). Além disso, temos as sequintes estimativas para a seqiéncia (p") de aproximagcoes
da pressao p:

RO (4.94)
o) () —p®)F, , . < Ke [%] ’ (4.95)
/0 () () e < K7 [%} ’ (4.96)

para todo n > 1 e todo t € [0, Ts].
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Demonstracao. Vemos, pela equagao (4.42), que

IuAunJrl — —P[ nu?-i-l o (pnun X v)unJrl + pnF
A" - V)V + A(Vp" - V)u?]
- [n

Observamos inicialmente que como u”™ € L*>(0,T3; D(A)), uniformemente em n, entao deve
ocorrer que F™ € L*®(0,Ty; L*(Q2)), uniformemente em n. Assim, para cada n temos que existe
p" € L*(0,Ty; H'(Q)/IR) tal que (u",p") é solugao de um problema de Stokes:

—pAu” + Vpr = F"

divu® =0
u"\p =0
com |u“|22<m - ]p"|f{1<m/ﬂ < C|F™?. Como |F"| < C, para todo n, temos que |p”|il(m/ﬂ <O,

verificando entao (4.94). Assim, concluimos que
p" € L(0,Ty; H'(Q)/IR)

uniformemente em n.
Mostraremos a seguir, que a seqiiéncia {p"} é de Cauchy em L*(v,Ty; H'(2)/IR). Para tal,

definamos p™* = p"*5 — p™, para todos n, s > 1. Vemos entao, que p™* satisfaz
_uAun,s + vpn,s — _pn—lu?,s . pn—l,su?A—s 4 (pn—l—i-sun—l,s . v)un+s
+ <pn71+sun71 . v)un,s + (pnfl,sunfl . v)un - pnfl,sF

_ )\(unfl,s . v)vpnflJrs _ /\(unfl 3 V)vpnfl,s
_ )\(vpn—l,s . V)un—l—i-s _ )\(Vpn—l . v)un—l,s
Fn,s’

ou seja, para cada n e s fixados, (u™*, p™*) é solu¢ao de um problema de Stokes pois

_IuAun,s + Vpn,s = s
div u™® =0

u”’s|p = 0,
de onde podemos concluir que |p™* ZI(QWR < |F™%|2. Dai, teremos:
7 € O 1 g 4 BT a2

o R [T 4 | SRR+ RV

A [T BV 4 [90 [VutP)
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S C(|u;z,5|2 + |Apn_1’s|2|u?+s|2 + |vun—1,s|2|Aun+s|2 + |Au"_1|2|Vu”’5|2
+|pn71,s’il |Aun71|2|Aun|2 4 |pnfl,s|i1 |F|§ T ’vunfl,s|2‘vApn71+s|2

—|—|Au"_1|2|Ap”_1’5|2 + |Apn_1’s|2|Aun_1+s|2 + |VA,0"_1|2|V11”_1’5|2>

S C(‘ug,s|2 4 |Vun,s’2 4 ‘Vunfl,s|2 4 |pn71,s’i{l + |Apn1,s|2>. (497>
Em seguida, multiplicando esta tltima desigualdade pela fungao o(t) = min{¢,1} teremos:

O'(t)‘pn,s 2 S CO’(t)|u?vS|2 4 C’vun,sP 4 C’vunfl,s|2 T C|pn71,s’il + C‘Apnfl,sP

HL(Q)/ R
. <0T2>"-2F [<OT2>”]% {<c:r2>n-1}é {(CTQ)”_QF
< AT M M|~ K|tz
_CC[(H_Q)! ve n! e (n—1)! ok (n—=2)!'1"
em virtude de (4.75), (4.79) e (4.90). Portanto,

A [ i (1.98)

H(@)/ (n—2)!

Por outro lado, usando (4.75), (4.76) ¢ (4.78) e integrando (4.97) entre 0 e ¢, teremos:
! 2 ¢ n,s 2 t 2
[ @R, e < O [ @)+ [ [vws ()P

t t t
+ [V @Pdr + [ dr e+ [ At )
0 0 " 0

(CTy)"

<ou( ST con[ CEL] o TR ) < e[ RG]

Desta forma, as desigualdades (4.98) e (4.99) nos dizem que {p"} é seqiiéncia de Cauchy em
L>®(~,Ty; HY(Q)/IR), para todo v > 0, e em L*(0,Ty; H'(Q)/IR).
Portanto, existe p € L™ (v, Ty; H'(Q)/IR) N L*(0, Ty; H'(Q)/IR) tal que

(4.99)

lim p"=p em L>(y,Tp; H(Q)/R)N L*(0,Ty; H(Q)/R);

n—-+o0o

fazendo o limite quando s — +o00 em (4.98) e (4.99), obtemos (4.95) e (4.96). Procedendo exatamente
como no capitulo 2, mostramos que a tripla (u, p, p) é a tinica solugao do problema simplificado. |
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