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Abstract

In this work, we introduce the concept of poset codes (Brualdi - 1995)
and in this context we study the weight distribution problem, presenting the
necessary concepts of the partially ordered set and error correcting codes
theory.

The weight distribution is the cardinality of metric-spheres in finite di-
mensional vector space over a finite field endowed with a poset metric. The
weight distribution problem asks for conditions to ensure that the weight
distribution determines the metric. In this work we show that the weight dis-
tribution of some families of posets, namely the classes of anti-chain, chain,
crown and hierarchical posets, determines the metric. We also show that the
weight distribution determines some known invariants of posets. Finally, we
present some conjectures relating the weight distribution problem and the

reconstruction problem of graphs.
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Resumo

Neste trabalho fazemos uma apresentacao dos espagos poset, introduzi-
dos por Brualdi (1995), apresentamos os conceitos necessarios da teoria de
conjuntos parcialmente ordenados e da teoria de codigos.

Trabalhamos com uma questao de carater amplo e estrutural deste con-
texto, o problema da determinagao da ordem através da distribuicao de pesos.
A distribuigao de pesos é essencialmente o conjunto das cardinalidades das
esferas métricas e a pergunta que se coloca é em que medida este invari-
ante determina a métrica em questao. Demonstramos que para as classes de
cddigos, cadeia, anticadeia, coroa e hierarquico, classes importantes no con-
texto da teoria de codigos, o problema possui uma resposta positiva e justifi-
camos algumas conjecturas que relacionam este problema ao da reconstrucao

de grafos.
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Introducao

Os cenérios usuais da teoria dos c6digos corretores de erros sao os espacos
vetoriais de dimensao finita sobre corpos finitos, Iy, geralmente dotados de
uma métrica conhecida como métrica de Hamming, utilizada para se calcular
os invariantes e construir algoritmos de correcao de erros.

Em 1995 Brualdi, Graves e Lawrence ([1]) introduzem em IF}’ uma nova
familia de métricas, ponderadas por conjuntos parcialmente ordenados. Estas
métricas generalizam a métrica de Hamming e, essencialmente, consideram
que as coordenadas das m-uplas possuem pesos distintos ao se calcular a
distancia entre os elementos de IF}.

A partir de entao, surgem varios novos codigos perfeitos, codigos que com
a métrica de Hamming nao eram perfeitos assumindo determinada métrica
passam a ser perfeitos, ver exemplo 2.2.5.

Neste contexto nos deparamos com uma questao estrutural de cardater
amplo, o problema da determinacao da métrica através da distribuicao de
pesos. A distribuicao de pesos de um espago poset (espago vetorial finito
munido com uma métrica ponderada) é simplesmente o conjunto das cardi-
nalidades das esféras métricas, um invariante mais fraco que a métrica. Neste

trabalho buscamos condigoes sobre a ordem que permitem garantir que a dis-



tribuigao de pesos determine, a menos de isomorfismo, a métrica (e a ordem)
em questao.

Nos dois primeiros capitulos é feito um apanhado geral de definigoes,
resultados e exemplos ja conhecidos na literatura enquanto que o terceiro
capitulo é composto de resultados originais, salvo mencao em contrario.

No primeiro capitulo introduziremos os conceitos basicos sobre a teoria de
conjuntos parcialmente ordenados (poset), algumas formas de representar um
poset, apresentaremos as familias de poset mais trabalhadas no contexto de
codigos corretores de erros, a saber, anticadeia, cadeia, coroa e hierarquico,
ilustrando cada nova definicao com exemplos sempre que possivel.

No segundo capitulo apresentaremos as defini¢oes basicas necessarias para
o desenvolvimento deste trabalho no contexto de codigos corretores de er-
ros. Inicialmente, falaremos sobre cddigos lineares mostrando algumas pro-
priedades que nos servirao para fazermos um parelelo com os cédigos com
a métrica ponderada por uma ordem parcial. Encerraremos este capitulo a-
presentando um problema que até o momento permace em aberto e trabalha
com questoes estruturais, a saber, o problema da extensao de isometrias, um
problema bastante complexo com o qual comecamos a lidar e onde surgiu o
problema central deste trabalho, o problema da distribuicao de pesos.

No terceiro capitulo introduzimos, com todos os detalhes, o problema
da determinacao da ordem através da distribuicao de pesos. Inicialmente,
procuramos obter as distribuigoes de pesos dos espacos posets mais usuais
da bibliografia. Logo em seguida, na sec¢ao 3.2 comegamos por apresentar um
contra-exemplo para o caso geral e a partir de entao, procurando condicoes

para que o problema tenha uma resposta positiva, restringimos o problema



sobre algumas classes de posets afim de termos condigoes suficientes para que
a problema tenha uma resposta afirmativa.

Por fim, na ultima se¢ao, abordamos e justificamos algumas conjecturas,
que surgiram durante pesquisas feitas ao longo deste trabalho, para trabalhos
futuros e apresentamos um resultado, interessante por si proprio, que surgiu

originalmente para descartar uma conjectura prévia.



Capitulo 1

Conjuntos parcialmente

ordenados

1.1 Conceitos basicos

Seja P um conjunto nao vazio. Uma relagao de ordem parcial < é uma
relacao reflexiva, anti-simétrica e transitiva, ou seja, dados a,b e ¢ em P,
a =a,sea=<beb=<aentatoa=besea <beb=<centaoa X c. O
par (P, <) serd chamado conjunto parcialmente ordenado (poset) e denotado
simplesmente por P. Quando estivermos utilizando mais de uma relagao de
ordem usaremos a notacao <p, afim de distinguir as relagoes em questao,
para indicar que a relagao esta definida no poset P.

Dois pontos a,b € P sao ditos compardveis se a =< b ou b =X a, caso
contrario sao ditos nao compardveis. Diremos que b cobre a se a < b e nao
existe c #a e c# bem P tal que a <X ce c = b. Por exemplo, considerando

a ordem natural sobre {1,2,3}, temos que 3 cobre 2, 2 cobre 1 mas 3 nao



cobre 1.

Um poset P é chamado cadeia ou linear se qualquer dois elementos de
P sao comparaveis. Por outro lado, se quaisquer dois pontos distintos de P
sao nao comparaveis entao o poset é chamado de anticadeta. Um exemplo de
cadeia é o conjunto dos niimeros naturais munido com a relacao de ”menor
do que” (IN, <). Se X tem cardinalidade finita n, entdao uma cadeia (X, <x)
¢ denotada simplesmente por C),.

Alguns exemplos:

e Considere p(X) a familia de todos subconjuntos de um dado conjunto
X, e defina A < B se A esta contido em B, onde A, B € p(X). Entao
(p(X), <) é um poset.

e Dado X C IN e a = b se a divide b, onde a,b € X. Entao (X, <) é um

poset.

Afim de facilitar a compreensao dos posets introduziremos alguns con-
ceitos que nos serao uteis mais adiante.

Definimos o diagrama de Hasse de um poset P da seguinte maneira: os
elementos de P serao representados por pontos, e se x cobre y o ponto x sera

situado acima do ponto y com uma aresta ligando os dois pontos.

Exemplos 1.1.1. Se N ¢ o poset definido por N = ({1,2,3,4},1 < 3,2 <

3 €2 =4) o diagrama de Hasse de N serd:



Dados (P, <) um poset e S C P um subconjunto de P. Diremos que
(S, <) é um subposet de P se considerarmos em S a ordem induzida da
restricao da ordem de P. Assim, dizemos que S C P é uma cadeia de P se
o subposet (S, <p) for uma cadeia.

Dizemos que I C P, nao vazio, é um ideal de P se, dadoy € [ ex <y
em P, entao x € I. Dado um conjunto A C P, denotaremos o menor ideal
de P (com respeito a ordem C) contendo A por (A). Um ideal [ C P é dito
principal se existe j € I tal que I = (j).

Dado poset (P,<) e j € P, o posto p(j,P) de um elemento j € P
(denotado simplesmente por p(j) quando nao houver ambiguidades), é o
comprimento da maior cadeia de P que tem x como elemento maximo, ou
seja,

p(x) = méx{|C|;C C (z) e C é cadeia}.

A altura h(P) do poset P é o posto maximal de seus elementos.

O i-ésimo nivel de P, denotado por N, é o subconjunto de P contendo
todos elementos d e posto i em P, isto é, NI’ := {j € P;p(j, P) = i}. A
estrutura-nivel de P é a sequéncia, em ordem crescente de nivel, das cardi-

nalidades de cada nivel:

No exemplo acima 1.1.1, é fécil ver que, h(P) = 2 e P possui apenas 2
niveis tais que, N1(P) = {1,2}, Nao(P) = {3,4}, logo, a estrutura-nivel de P
é N(N) = (2,2).

Um nivel N qualquer pode ser particionado em subconjuntos disjuntos

a partir da andlise da cardinalidade dos ideais principais gerados por um



elemento de N. Dessa forma, definimos N/ o subconjunto de N formado
pelos elementos que geram um ideal de cardinalidade j, isto é, ij ={k ¢
NP | (k)] = j}. E claro que, N> =0 se j <i. Podemos assim expressar P

como a uniao disjunta P = U U Nin.
j=ii=1
Além do diagrama de Hasse, outra maneira de representarmos um poset é

através de sua matriz de adjacéncia. Dado um poset P sobre [n], sua matriz
de adjacéncia é a matriz quadrada de n x n, M(P) = (a;;j)nxn, definida por
1 se i=Xjei#]j

aij =
0 caso contrario.

Voltando agora no exemplo 1.1.1, a matriz de adjacéncia do poset N é:

M(N) =

o o o O
o o o O
o O ==
o O = O

1.2 Classes de ordens

Recordamos e apresentamos a seguir algumas familias de posets que acom-
panharao todo o desenvolvimento deste trabalho. Estas familias sao aquelas
mais estudadas no contexto de codigos corretores de erros que sera discutida

no proximo capitulo.

Exemplos 1.2.1 (Anticadeia). A anticadeia, jd apresentada anteriormente

serd denotada por H e seu diagrama de Hasse €é:



Exemplos 1.2.2 (Cadeia). O poset cadeia como jd definido anteriormente

serd denotado por C e sua representacao em diagrama de Hasse é:

I

n

Exemplos 1.2.3 (Rosenbloom-Tsfasman). A uniao finita e disjunta de cadeias
de mesmo comprimento que chamaremos de ordem de Rosenbloom-Tsfasman

e denotaremos por RT .

Exemplos 1.2.4 (Coroa). Seja CR o poset sobre [2m], definido da sequinte
maneira 1 <er m+ 1, 1 <er 2m, t <crp m+1 et <erp m+1— 1, para
todo 1 = 2,3,...,m. Este poset é chamado coroa e seu diagrama de Hasse é

mostrado abaixo,

m+ 1 m
P\\(
1

Figura 1.1: diagrama de Hasse do poset coroa




Antes de apresentarmos o proximo exemplo, precisamos introduzir o con-
ceito de soma ordindaria entre posets.

Dados dois posets P e ), a soma ordindria de P e () é o poset P& () tal

que
x=2py se x,yeP
T 2paQ Y = r =20y se x,y€Q
re€Peyeq

ou seja, além das relagoes advindas de P e de (), todos elementos de () sao
maiores que todos elementos de P na soma P & ().
Por exemplo, se H' = {1,2,3} ¢ uma anticadeia de cardinalidade 3 e

H? = {4,5} ¢ uma anticadeia de cardinalidade 2 entao o diagrama de Hasse

de H' @ H? ¢

Note que a soma ordindria nao é comutativa, isto é, P& Q # Q & P, em

geral.

Exemplos 1.2.5 (Hierarquico). Seja H o poset sobre [n] definido da sequinte
maneira, dados n,ny, na, ..., Ny inteiros positivos tais que ni+no+- - -+n; = n,
entao definimos

H=H'@H’®---® H'

a soma ordindria de t anticadeias H? onde |H’| = n; para j = 1,2, ...,t.

Esse poset € chamado Hierdrquico.



Note que as classes de posets apresentadas acima nao sao classes disjun-
tas. As classes de posets hierarquico e a classe Rosenbloom-Tsfasman se
intersectam nas classes anticadeia e cadeia que por sua vez também se inter-
sectam quando n = 1, observe ainda que quando n = 4 o poset hierarquico

coincide com o coroa.

1.3 Homomorfismo e isomorfismo de poset

Dados P e @ dois posets, dizemos que uma aplicacao f : (P,=<p) —
(Q, =¢g) é um homomorfismo de ordem se dados z,y € P, se + <p y entdo
f(z) <o f(y). Por exemplo, se P = {a,b,c} e Q = {1,2} com diagramas de

Hasse

entao a fungao definida por f(a) = 1, f(b) = 2 e f(¢) = 2 é um homomor-
fismo de ordem entre P e ().

A préxima proposigao segue naturalmente das definigoes.

Proposicao 1.3.1. Dado S C P, seja =g uma ordem em S. Temos que
(S, =) € um subposet do poset (P, <p) se, e somente se, a aplicagdo inclusao

1: S — P ¢ um homomorfismo de ordem.

Proposicao 1.3.2. A imagem f(C,) de uma cadeia C, por um homomor-

fismo de ordem f é também uma cadeia.

10



Demonstracao: Dada f : C, — P um homomorfismo de ordem. Dados
a,b € f(C,), existem x,y € C, tais que f(z) = a e f(y) = b. Como C,
é cadeia temos que x =g, y ou y =¢, * e como f preserva ordem, para o
primeiro caso teremos a =<y.,) b enquanto que no segundo caso b <y, @,
ou seja, os elementos a,b € f(C,) sdo comparaveis e portanto f(C,) é uma

cadeia. 0

Como consequéncia direta da definicao, qualquer funcao que possui uma
anticadeia como dominio é um homomorfismo de ordem.
Considere agora X = {a,b,c} e Y = {1,2,3} dois posets com diagramas

de Hasse

entdo g : X — Y tal que g(a) = 1,¢(b) = 3 e g(c) = 2 é um homomorfismo
de ordem entre X e Y. Desde que essa funcao é uma bijecao, a inversa
g~ ! de g existe mas a aplicacdo ¢! ndo preserva ordem, pois 1 <y 2 e
g7 (1) =a Ax ¢= ¢g~'(2). A partir desse exemplo, chegamos na idéia para
a definicao de o que é um isomorfismo entre dois posets.

Sejam (X, <x) e (Y, <y) dois posets e f: (X, <x) — (Y, <x) um homo-
morfismo de ordem. Caso a inversa de f exista e também seja um homomor-
fismo entao dizemos que f é um isomorfismo entre (X, <x) e (Y, <y). Neste

caso, ainda dizemos que (X, <x) e (Y, <y) sado isomorfos e denotamos por

X=Y.

11



Algumas propriedades elementares:
1. A aplicacao identidade é um isomorfismo de poset;

2.Se f: X —=Yeg:Y — Z sao isomorfismos, entao a aplicacao go f é

um isomorfismo entre X e Z;
3. Se f é um isomorfismo entdo, f~! também é um isomorfismo de poset.

Segue das propriedades acima que isomorfismo entre posets define uma
relagao de equivaléncia no conjunto dos posets.

A seguir fornecemos uma caracterizacao de isomorfismos que segue dire-
tamente da defini¢ao.

Considere f: (X, <x) — (Y, <y) uma aplicac¢do bijetora entre os posets

X eY. Entao f é um isomorfismo se, e somente se, para quaisquer x,y € X,

r<xy seesomentese f(x)=<y f(y).

12



Capitulo 2

Cdédigos lineares ponderados

A historia dos Cddigos Corretores de Erros comega em 1948 com a pu-
blicagdo do trabalho de Claude E. Shannon, ([12]). Inicialmente uns dos
maiores interessados nesta teoria foram os matematicos que a desenvolveram
consideravelmente nas décadas de 50 e de 60. A partir da década de 70, com
as pesquisas espaciais e a grande popularizacao dos computadores, essa teoria
comecgou a interessar também aos engenheiros. Para maiores detalhes sobre
Shannon e a histéria dos codigos corretores de erros veja IEEE Information
Theory Society em http://www.itsoc.org/shannon.html

Neste capitulo apresentaremos uma introducao a teoria dos cédigos cor-
retores de erros ponderados por ordens parciais. Iniciaremos com conceitos
bésicos de cddigos, somente os necessarios para nossos objetivos, e depois
faremos um paralelo com codigos posets, afim de podermos examinar quais
estruturas sao mantidas quando passamos de um espaco com a métrica de
Hamming a um espaco com a métrica poset. Exploraremos os exemplos

mais cldssicos de cddigos posets, a saber, anticadeia (ou Hamming), cadeia

13



(ou linear), coroa, hierdrquico e RosenbloomTsfasman.

2.1 Distancia de Hamming e Isometrias

Seja A um conjunto de cardinalidade finita ¢, e considere A™ o conjunto
das n-uplas com entradas em A. A métrica mais usada neste contexto é
aquela estabelecida pela distancia de Hamming dy(z,y), definida como o
numero de coordenadas distintas de = e y, ou seja, se x = (x1, Ta, ..., Ty), Yy =

(Y1, Y2, -, Yn) € A™ entao
A distancia de Hamming define de fato uma métrica:

Proposicao 2.1.1. Dados x,y,z € A", entdo:

1. Positividade: dg(z,y) > 0 com a igualdade valendo se, e sd se,

r=1Y,
2. Simetria: dy(x,y) = dy(y,x),
3. Desigualdade triangular: dy(z,z) < dg(z,y) + dg(y, 2).

Demonstracgao:

A primeira e a segunda propriedade sao ébvias. Trataremos entao de
demonstrar apenas a terceira. Com efeito, se x; = z; as i-ésimas coorde-
nadas nao contribuem para dy(x, z) e se z; # z; a contribuigao das i-ésimas

coordenadas para dy(z,z) é um.

14



No caso em que a contribuicao é zero, certamente a contribuicao das i-
ésimas coordenadas a dg(z,z) é menor ou igual a das i-ésimas coordenadas
de dy(z,y) + du(y, 2).

No outro caso em que a contribuicao é 1, temos que x; # z; e assim nao
podemos ter z; = y; e y; = z;. Consequentemente, a contribuicao das i-ésimas
coordenadas a dy(z,y) + dy(y, z) é maior ou igual a 1, que é a contribuigao

das i-ésimas coordenadas de dy(x, z). 0

Como em todo espago métrico, podemos definir em (A", dy) bolas e es-
feras. Dados x € A™ e r € IN, definimos a bola e a esfera de Hamming de

centro em x e rato r como sendo respectivamente os conjuntos

B(x,r) = {ye A" :dy(x,y) <r}

S(x,r) = {ye A" :dy(z,y) =r}.

Proposicao 2.1.2. Dados v € A" e r € IN a cardinalidade da bola de
Hamming de centro em x e raio r € dada por:
Bl =% (1)@=
t=0

Demonstracao: Note primeiramente que |S(z,r)| = |S(0,r)| qualquer que
seja z € Iy, isto ¢, a cardinalidade de esferas de Hamming independe da
escolha do centro. Com efeito, se y € S(0,7) entdo y + = € S(z,r) pois
dy(0,y) =dy(z,y+z). Logo, |S(x,r)| <|S(0,7)| e como dy(0,y) = dgy(z —
x,y —x) = dg(z,y) segue que, se y € S(z,r) entdo y —x € S(0,r) e assim
|S(0,7)] < |S(x,r)|, donde obtemos a igualdade. Mostraremos agora que

15(0,7)] = (7)(g—1)", e com isso obtemos que qualquer esfera de raio r tem

15



essa cardinalidade. Tome y = (yi,...,y,) € S(0,7) assim, y tem exatamente
r coordenadas nao nulas e como essas r coordenadas podem ocorrer em n
posicoes entao existem (:f) possibilidades para as coordenadas nao nulas. E
como cada coordenada y; € IF) ndo nula pode assumir (¢ — 1) valores em IF',
entdo existem (7)(¢ —1)" elementos em IF} que dista r da origem.

A proposicao segue do fato que a bola é a uniao disjunta de esferas, isto

é, B(z,r) = ;o S(z,t), onde S(x,i) N S(x,j) =0 para i # j. 0

Note que a cardinalidade de esferas e bolas de Hamming independe da
escolha do centro, depende apenas do raio escolhido.

Chamamos de codigo a qualquer subconjunto de C' C A™.
Definigao 2.1.3. Seja C' um cddigo em A", definimos a distancia minima
d(C) de C por:
d(C) =min{d(x,y):x #y € C}.
Proposicao 2.1.4. Considere C' um cddigo com distancia minima d e v =

| %L, Lembramos que [t] é o maior inteiro menor ou igual a t. Entdo,
B(z,r)N B(y,r) =0
para quaisquer x £y € C.

Demonstragao: Suponhamos que exista w em A™ tal que w € B(x,r) N
B(y,r). Dessa forma, dy(z,w) <71 e dy(w,y) < r e da desigualdade trian-
gular segue que dy(x,y) < dy(zr,w)+dg(y,w) < d—1, o que é um absurdo
ja que a distancia minima de C' é d e z,y € C. Portanto a intersecao das

bolas acima é vazia. O
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Definigao 2.1.5. Seja C' C A™ um cddigo com distancia minima d e r =
451, Se
U B(z,r)=A"

zeC
entao dizemos que C é um codigo perfeito.

Sempre que se define uma classe de objetos matemaéticos, como por ex-
emplo o dos codigos de comprimento n sobre um conjunto com q elementos,
costuma-se definir também a nocao de equivaléncia entre elementos deste
conjunto. A nocao de equivaléncia de cédigos repousa sobre o conceito de

isometrias, que passamos a tratar abaixo.

Definicao 2.1.6. Seja A um conjunto finito e n um numero natural. Dire-
mos que uma fung¢ao f: A" — A™ é uma isometria de A" (de Hamming)

se ela preserva a métrica de Hamming, ou seja, se

d(f(z), f(y)) = du(z,y)  Vr,ye A"

As isometrias de Hamming possuem propriedades notaveis, que ja foram
totalmente classificadas, entretanto, pela simplicidade dos argumentos uti-
lizados vamos descrever tais propriedades com intuito de mais adiante po-

dermos compara-las com as isometrias de um codigo poset.
Proposicao 2.1.7. Toda isometria f : A" — A™ € uma bijecao de A™.

Demonstracao: Uma isometria de espacos métricos é sempre injetora.

Como A" é finito, esta deve ser bijetora. O

Assim como para qualquer espaco métrico, temos que o conjunto das

isometrias é um grupo com a operacao usual de composi¢ao, ou seja:
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Proposicao 2.1.8. Sejam f,g : A" — A" isometrias. FEntdo valem as

sequintes propriedades:
1. A funcao identidade de A™ € uma isometria;
2. f~1 € uma isometria de A";
3. A composta go f € uma isometria de A".

Definicao 2.1.9. Dizemos que dois codigos C C A™ e C' C A™ sdo equiva-

lentes se existe uma isometria f : A" — A" tal que f(C) = C".

Segue entao da proposicao anterior que a relacao de equivaléncia entre
cédigos é uma relacao de equivaléncia, ou seja, reflexiva, simétrica e transi-
tiva. De fato, sendo a funcao identidade uma isometria de A™ segue que todo
cédigo é equivalente a si mesmo. Se C' é equivalente a C’ entao existe uma
isometria para A" tal que f(C) = C’ e entao do segundo item da proposigao
f7! é uma isometria de A" tal que f~'(C’) = C e assim C’ é equivalente
a C. Finalmente, se C' é equivalente a C' e C’ é equivalente a C” entdo
existem f e g isometrias de A" tais que f(C) = C’ e g(C") = C"” assim pelo
terceiro item da proposigao anterior (g o f) é uma isometria de A" e é tal
que (g o f)(C) = C” tornando assim C' equivalente a C”. Como queriamos
demonstrar.

Os exemplos a seguir nos fornecem duas maneiras de se obter um cédigo

equivalente a partir de outro.

e Se f: A — Aéuma bijecao, e i é um numero inteiro tal que 1 < i < n, a
aplicagao Ty : A" — A" tal que (21, ..., 24, ..., @) — (21, ..., f(24), ..., Tn)

é uma isometria.
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e Se m é uma permutacao de {1,2,...,n}, a aplicacdo permutagao de

coordenadas
Tr o A" — A™ (1, ..., 2n) = (Tr(1)s s Tr(n))
¢ uma isometria.

Teorema 2.1.10. Seja F : A — A" uma isometria de A™ entdo existem

uma permutacdo m de {1,2,...,n} e bije¢oes f; de A, i =1,...,n, tais que
F:Tﬂ—OTfll OTfﬁ

Nao demostraremos esse teorema aqui, pois isso foge dos nossos objetivos.
Mas tal demonstragao nao ¢é dificil e pode ser encontrada em [10].

Decorre do teorema acima que dois coédigos de comprimento n com en-
tradas em um conjunto A sao equivalentes se um puder ser obtido do outro
mediante uma sequéncia de operagoes do tipo:

(1) Substituicao dos simbolos numa dada posicao fixa em todas as
palavras do cédigo por meio de uma bijecao de A.

(17) Permutacao das posicoes dos simbolos em todas as palavras do
c6digo mediante uma permutagao fixa de {1,2,...,n}.

Usualmente, nos textos sobre cédigos, a definicao de codigos equivalentes é
apresentada dessa forma.

E possivel (e necessario, se quisermos algum resultado que transcenda as
questoes de contagem) enriquecer C' através de diversas estruturas, a mais
simples e mais importante de todas é a de espago vetorial. Seja IF, um corpo
de cardinalidade g e considere o espago vetorial Iy das n-uplas com entradas
no corpo IF,. Dizemos que C' C IF) é um cddigo linear de comprimento n

sobre IF, se C' for um subespago vetorial de IF}.

19



Definicao 2.1.11. Dado x € IF} definimos o peso de x por:

wia) = |{i 2, # 0}

E facilmente observado que o peso de um elemento z é dado por w(x) =
dy(x,0), e por tal motivo chamamos a fungao peso de peso de Hamming.
Dado um cédigo linear €', definimos o peso de C' como o menor dos pesos

dos elementos nao nulos de C, isto é, w(C) = min{w(z) : x € C'\ {0}}.

Proposicao 2.1.12. Seja C' um cddigo linear de comprimento n e d a

distancia minima de C. Valem as propriedades:
1. Vx,y e C, d(x,y) =w(z —vy).
2. d=w(C)

Demonstracao: Dados z,y € C entdo w(z —y) = dy(z — y,0) = dy(r —
y+1vy,y) = dy(x,y) mostrando assim o primeiro item. Para o segundo item,
basta notar que para todos elementos x,y € C com x # y, z—y = z € C\{0}

e que dy(z,y) = w(z). 0

Definigao 2.1.13. Dizemos que T': |y — I} € uma isometria linear para

a métrica de Hamming se T' € um operador linear de IF) tal que
dy(T(x), T(y)) = du(z,y)  Va,y € Fy.

Equivalentemente, temos que um operador linear 7" de IF;; ¢ uma isometria

linear se T preserva o peso de Hamming, isto é,
w(T(x)) = w(x) vz € IFy.
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E possivel simplificar as buscas verificando ao invés de todo z € IF} apenas
para os elementos de uma base qualquer de 7.

Um operador linear T" definido em IF}; sendo uma isometria linear é uma
bijegao de Iy em si mesmo, segue dai que 7" possui inversa, mais ainda, o
operador inverso 7! é também uma isometria linear. Dessa forma, o con-
junto de todas as isometrias lineares de (IF},dy) é um grupo. Denotaremos
o grupo das isometrias lineares de (IFy, dy) por G Ly (IFy).

Analogamente, podemos definir uma equivaléncia entre cédigos lineares,

COImo segue:

Definicao 2.1.14. Dois cddigos lineares C' e C' contidos em It sdo li-

nearmente equivalentes se existir uma isometria linear T : IF;L — IFZ tal que

T(C) = C".

Explicitaremos agora, assim como feito para codigos equivalentes, como
sao as classes de equivaléncia do conjunto dos codigos lineares de compri-
mento n.

Se 7 é uma permutacao de {1,..,n} e v = (21,...,7,) € IFy entdo a
aplicacao Ty, definida por T'(x) = (Zrq), ..., Tr(n)), ¢ linear. Temos também
que, se f; 1 Fy — Fy, i =1,...,n sao bije¢oes, entao T 0Ty o---Tfn é linear
se, e s0 se, cada f; ¢ linear. Sabemos também que f : IF, — IF, ¢ linear se,
e somente se, existe um elemento ¢ € F, tal que f(z) = cz, Vz € IF, e tal
fungao é bijetora se e s6 se ¢ # 0. Dessa forma, segue do teorema 2.1.10 que
dois cédigos lineares C' e C" em IF} sao linearmente equivalentes se, e s6 se,
existem uma permutagao de {1,2,...,n} e elementos ¢y, ca, ..., ¢, € IF,\ {0}
tais que

C' = {(c1Zx(1), o, CaTr(n)) * (T1, ..., ) € C}.
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A teoria de c6digos lineares repousa sobre os espacos vetoriais de dimensao
finita sobre corpos finitos. Uma das questoes desta teoria (e um dos mais im-
portantes) é encontrar um c6digo linear de comprimento n e de dimensao k so-
bre IFy, com a maior distancia minima possivel. Existem muitas métricas que
podem ser definidas sobre IFy, as mais comuns sao a de Hamming e a métrica

de Lee* (ver http://www.ime.unicamp.br/ mfirer/3NotasFoz2006.pdf).

2.2 (Cbdigos Poset

Para nossos objetivos é suficiente que trabalhemos apenas com posets
finitos. Dessa forma, podemos assumir P = [n]| := {1,2,...,n}.

Consideremos o espago vetorial IF) das n-uplas com coeficientes no corpo
IF, e um poset P sobre [n], identificando o conjunto dos indices das n-uplas
com P. Usando o conceito de ideais de P podemos induzir uma métrica em
IF7 da seguinte maneira: Dado & = (1, ..., z,) € F, definimos o suporte de
x, como sendo o conjunto dos indices das coordenadas de x nao nulas, ou
seja,

supp(z) = {i € [n] : x; # 0}.

Definimos o P-peso de x como sendo a cardinalidade do menor ideal de

P gerado pelo suporte de x:

wp(x) = | (supp(x)) |-

Usando a fungao P-peso definimos a P-distancia em IF)’ de modo anélogo
a propriedade estabelecida anteriormente entre distancia e peso de Hamming,

mais precisamente:
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Definicao 2.2.1. Dada uma ordem P sobre [n] e x,y € IF) definimos a

P-distancia entre © e y por:
dp(z,y) = wp(r —y).
Os exemplos a seguir ilustram e ajudam a esclarecer essa definicao.

e Considere n = 4 e q = 2 e considere P = (Cy o poset cadeia de cardi-
nalidade 4 onde 1 <¢, 2 <¢, 3 <¢, 4. Dessa forma,
de,((1,1,0,0),(1,0,1,0)) = 3 pois, we, (0,1,1,0) = | (supp(0,1,1,0)) | =
| ({2,3}) [ = {1,2,3}[ =3

e Sen=4,q=2e N ={1,2,3,4} talque 1 <y 3,2 <x 3 e 2 <y 4 entao
dy((1,1,0,0),(1,0,0,1)) = 2 pois, wx (0, 1,0, 1) = | (supp(0, 1,0, 1)) | =
| ({2,4}) | = {2,4}| = 2.

Note que, considerando P uma anticadeia, entao o P-peso e a P-métrica
coincidem com o peso de Hamming e a métrica de Hamming, respectiva-
mente. De fato, basta observar em uma anticadeia P que todo subconjunto
de P é um ideal, dessa forma, wp(z) = | < supp(z) > | = |supp(z)| = w(z).

Se P ¢é a uniao disjunta de cadeias de mesmo comprimento entao wp e dp
coincidem respectivamente com o peso e a métrica de Rosenbloom-Tsfasman,

introduzidas originalmente em [5].

Proposicao 2.2.2. [1] Se P é um poset de cardinalidade n, entio a P-

distancia dp(-,-) € uma métrica em IFy.

Demonstracgao: E claro que a P-distancia é positiva e também simétrica
pois supp(x — y) = supp(y — x). Sendo assim resta mostrar que dp sat-

isfaz a desigualdade triangular. Dados z,y,z € Iy temos que dp(z,2) =
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wp(r —2) = wp(x —y+y—2). Escrevendo u = x —y e v =y — 2z de-
vemos mostrar que wp(u + v) < wp(u) + wp(v). Para tanto, note que
supp(u + v) C supp(u) U supp(v) e a unido de dois ideais é também um

ideal, assim

wp(u+v) = | <supp(u+uv)>|
< | < supp(u) > U < supp(v) > |
< | < supp(u) > |+ | < supp(v) > |

= wp(u) +wp(v)

Chamaremos wp e dp respectivamente de P-peso e P-métrica, respecti-
vamente e chamando ambos (IF),wp) e (IFy, dp) de P-espago. Definimos em
(IF7, dp) as P-bolas e P-esferas de modo andlogo ao feito anteriormente para

a bola e esfera no espago com a métrica de Hamming, ou seja,

Bp(z,r) = {ye A" :dp(z,y) <r}

Sp(x,r) = {ye€ A" :dp(x,y) =r}.

Proposicao 2.2.3. A cardinalidade de uma esfera de raio i e centro na
origem € dada por:

1Sp(0,0)] = (g — 1)q"2,(i).
j=1
Demonstragao: Se i = 0 nada temos a fazer, ja que o tnico vetor de peso

zero é o vetor nulo. Se ¢ > 0, seja v € Sp(0,7), (supp(v)) é um ideal de i
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elementos. Agora, dado um ideal I C P de cardinalidade 7, vamos determinar
quantos vetores em (IF), dp) satisfazem (supp(v)) = I.

Assim, seja v € Sp(0,i) C IF}, podemos escrever:

V= Z arer + Z brey + Z CL€L

keM(I) kel\M(I) kgl
onde e é o k-ésimo vetor da base canonica de ]FZ.

Como v € Sp(0,i) e I = (supp(v)), entdao, M(I) C supp(v) C I. Dessa
forma, temos para cada v, que cada coordenada a;, cuja posigao é maximal (j
coordenadas) nao pode ser nula, logo restam (¢ — 1) valores a escolher para
cada uma destas coordenadas, ou seja, (¢ — 1)’ escolhas.

Por sua vez, para as coordenadas by que pertencem ao ideal mas nao sao
maximais, (i —j) coordenadas, podemos, para cada uma delas, escolher entre
q valores, uma vez que nao ha restricoes para essas coordenas podendo elas
serem nulas ou nao, assim temos ¢"~7) escolhas.

Por fim, as coordenadas ¢ do vetor que néo pertence ao ideal, (n —1) co-
ordenadas, necessariamente sao nulas, ou seja, hd apenas uma possibilidade.

Desde que, o ideal gerado pelo suporte de v pode ter desde 1 elemento
maximal até i elementos maximais, segue que, denotando por Qf (7) o nimero
de ideais de P com cardinalidade ¢ e contendo exatamente j elementos ma-
Ximais temos que:

i

1Sp(0,1)] = (g — 1)q"2;(i).

=1
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Coroléario 2.2.4. A cardinalidade de uma P — bola de raio r é:
Bp(r)] =1+ > (q—1Y¢"9;(i).
i=1 j=1

Demonstragao: Inicialmente note que dados x,y € Iy como

dp(v,y) = wp(z —y) = dp(0, 2 — y)

segue que a cardinalidade de uma P-esfera independe do centro. Observe
ainda que,

Sp(0,7) N Sp(0,5) =0 para 1 # s.
Desta forma, como
Bp(0,7) =] Sp(0,1)
i=0

segue que,

1Bp(0,7)| =1+ > (¢—1Yq"0;(i).

i=1 j=1

Toda a teoria de cédigos teve um ganho bastante considerdavel com a
introducao dessas novas métricas, o ganho mais importante para a teoria
foi que muitos cédigos que nao eram perfeitos, considerando a métrica de
Hamming, passam a ser perfeitos considerando novas métricas. Como é o

caso do préximo exemplo.

Exemplos 2.2.5 ([1]). O cddigo de Hamming estendido C' em FS dado pela
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matriz verificagao de paridade

11111111

1 1110000
H =

11001100

1 0101010

¢ um P-cddigo perfeito se as unicas comparagoes em P ={1,2,3,4,5,6,7,8}
sao 1 <icomi=23,...,8 FEm contrapartida C nao € um codigo perfeito
se P ¢é anticadeia, ou seja, C' nao é um codigo perfeito com a mélrica de

Hamming.

Desde 1995 muitos tépicos e questoes relevantes no contexto classico
(Hamming) de teoria de cédigos tem sido estudados e desenvolvidos no con-
texto de espacos poset. Dentre as questoes pertinentes estao aquelas que
mesmo sem lidar diretamente com o estudo dos codigos tratam de aspectos
genéricos ou estruturais dos P-espacos. Destacamos que a obtengao de re-
sultados genéricos e independentes da escolha de posets especificos costuma
ser ardua. A titulo de exemplo, citamos a descri¢ao dos grupos de isometrias
lineares de tais espacos.

Uma isometria linear em (IFy, dp) é uma aplicagao linear T : Iy — Ty
tal que

dp(T'(2), T(y)) = dp(z,y),  Vz,y e Iy

ou equivalentemente, wp(T'()) = wp(z), Vo € IFy. Denotaremos o grupo
das isometrias lineares de (IF, dp) por GLp(IFy).
A descricao dos grupos de isometrias lineares iniciou em 2003 com o

trabalho de Kim e Cho [7] onde ¢ descrito o grupo das isometrias lineares
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para a classe de poset coroa CR = CR(2m); Lee [8] descreve o grupo das
isometrias lineares para a métrica de Rosenbloom-Tsfasman. E entao em
2008, Firer, Hyun, Kim e Panek [9] publicam um trabalho com a descrigao
do GLp(IFy) onde P é um poset qualquer. A seguir enunciaremos estes

resultados:

Proposigao 2.2.6 ([9]). Dados P um poset sobre [n], {e1,...,e,} a base

canonica de ) e T' € GLp(IF)) uma isometria linear. Entdo a aplicagdo

¢r : P — P dada por

¢ (i) = maz (supp(T'(e;)))
¢ um automorfismo de P.

Teorema 2.2.7 ([9]). Sejam P um poset sobre [n] e {e1, ..., e, } a base candnica
de IF}. Entao, T € GLp(IF}) se, e somente se,
T(e;) =D Tij€or(y,
1<j
onde ¢r : P — P € o automorfismo associado a T como no lema acima e
x;; sdo constantes com x;; # 0 para todo j € {1,2,...,n}. Mais ainda, dado
T e GLp(]FZ), existe um par de bases ordenadas 3 e Br de IF) para as quais
a isometria linear T € representada por uma matriz n X n triangular superior

(aij)1<ij<n com aj; # 0 para todo j € {1,2,...,n}.

Outra questao estrutural neste contexto é a possibilidade de extensao de
isometrias.

Dados cédigos (lineares) C,C" C IFy e uma P-isometria f : C'— C”, que
condigbes (sobre P ou também sobre C') s@o necesséarias e suficientes para

existir
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FeGLp(IFy) talque Flo= f?
Nem sempre essa extensao é possivel, conforme exemplo abaixo.
Exemplos 2.2.8. Sejam C' = {(0,0,0),(0,0,1)} ¢ C' = {(0,0,0),(1,1,0)}
dois cédigos em T3, P = {1,2,3} com 1 = 3 cujo diagrama de Hasse ¢,

3

e f:C — C" uma aplicagao tal que f(0,0,0) = (0,0,0) e £(0,0,1) = (1,1,0).
A aplicagdo f é uma isometria que ndo pode ser estendida a todo IF3.

Com efeito, wp(f(0,0,0)) = wp(0,0,0) =0 e

wp(0.0,1) = | (supp(0,0,1))|
St
= |{1,3)
= 2.

wp(1.1,0) = | (supp(1,1,0))|
= [({1.2))]
= 1{1,2)
= 2.

No entanto, assumindo que F € GLp(IF3) € tal que F|c = f, pela Proposi¢do
2.2.6, devemos ter que (supp(F(0,0,1))) deve ser gerado por um tunico ele-

mento, o que nao ocorre com o ideal {1,2} = (supp(f(0,0,1)).
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No contexto desta questao, extensao de isometrias, nos deparamos com
uma outra questao de carater amplo, o problema da determinacgao da métrica
a partir da distribuicao de pesos, que apresentamos e desenvolvemos no

préximo capitulo.
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Capitulo 3

Distribuicao de pesos

3.1 Distribuicao de pesos de algumas classes
de posets

Dado um poset P e i, 1 < i < n, seja A;p := [{z € TF,wp(z) = i}
o nimero de vetores em Iy cujo P-peso ¢ ¢ (usamos a notagao A; quando
nao houver ambiguidades). Em outras palavras, considerando que wp(x) =
dp(z,0) e a cardinalidade da P-esfera independe do centro, A; p é a cardi-
nalidade de uma P-esfera de raio 4, ou seja, A; p = |Sp(0,)|. Diremos que a

sequéncia ordenada finita
DP == (Al,P7 A2,P7 e 7An,P)

¢ a distribui¢do de P-pesos (DP) de (IFy wp).
Segue entao da Proposicao 2.2.3, segue que:

%

Aip =Y (a—1Yq" D07 (i).

=1
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Ao longo desta se¢ao apresentaremos uma série de exemplos tratando do

problema central deste trabalho, o problema da distribuicao de pesos:

Sob quais condicdes podemos garantir que dois espagos poset
(IF7,dp) e (IFy, dg) com Dp = Dy, sao isométricos ou equivalen-

temente, quando P e ) sdo posets isomorfos?

Comecamos com uma proposi¢ao que segue diretamente da definicao de
DP e que nos serda muito util durante as demonstracoes dos resultados que

seguem.

Proposicao 3.1.1. Dado um P-espago (I}, dp), onde P é um poset sobre
[n], entio, Ay = |NF|(q — 1), onde NE €é o primeiro nivel do poset P.

Demonstragao: De fato, se z € Ty é tal que wp(x) = 1 entao | (supp(z)) | =
1 logo z = (0,...,0,2;,0,...0) para algum j, tal que | < j > | =1exz; #0, ou
seja, j pertence ao primeiro nivel de P; como x; ¢ nao nulo, ele pode assumir

(¢ — 1) valores em IF,. Portanto, temos que A; p = |N{|(q¢ — 1). 0

Vamos comecar apresentando a distribuicao de pesos das principais familias
de posets introduzidas no primeiro capitulo. A menos que mencionamos o(s)
autor(es), os resultados, exemplos, proposigdes e teoremas que aparecerao de

agora em diante, sao todos originais, obtidos neste trabalho.

Exemplos 3.1.2 (Anticadeia ou Hamming (H)). Desde que em uma anti-
cadeia temos que (supp(dot)) = supp(dot), seque da proposi¢io acima que se
um poset H € uma anticadeia de cardinalidade n, entao Dy = ((7;) (¢ — 1)i)?:1.

Com efeito, basta observar que em uma anticadeia todos os elementos estao
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no primeiro nivel e ai a procura pela Dy se torna um simples problema de

contagem.

Exemplos 3.1.3 (Cadeia ou linear (C,)). Seja C,, o poset cadeia de cardinal-
tdade n. Entao a distribuicao de pesos do espaco (]FZ, we,) € dada por D¢, =
((g— )¢ Y)~,. De fato, como C,, € uma cadeia, se v = (x1,Ta, ..., T,) € IF7
possui peso i e k € a maior coordenada nao nula de x, ou seja, k = max{j :
x; # 0}. Entao w(x) = | < k > | = i, ou seja, k pertence ao i-ésimo
nivel de P e, como x; # 0, esta coordenada pode assumir (g — 1) wvalores
em IF,. Quanto as (i — 1) coordenadas de x que estao nos niveis inferiores
ao 1-€simo, esses nao interferem no peso de x e consequentemente podem

assumir qualquer valor em I¥,. Portanto, A; = (¢ —1) - ¢"%.

O préximo exemplo, nao tao simples como os apresentados até agora, nos
mostra que a DP de um espaco peso pode ser um problema um tanto dificil.
A DP para o poset coroa, foi demonstrada por Kim e Cho em trabalho

publicado em 2007.

Exemplos 3.1.4 (Coroa (CR)). [6] Seja CR o poset Coroa definido sobre

[2m]. Para este caso, temos que a distribuicio de pesos é dada por:

Ajer = —(2m1_j)! > (ifizl.,_.ijm)Tr(M(il)M(iQ) e M(im))

onde a soma percorre todas as m-uplas de inteiros (i1, i, ..., i, ) satisfazendo

0<it,nyipm <2 €01 +ig+ ... + iy, = 2m — 7,
2m—j\ _ [2m—j\ (2m—j—i QM — j — iy — dg — . — 1
iig.im/) i io im
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é o coeficiente multinomial usual, T'r € a fungao tragco de matriz quadrada, e
2O 0 0 ,M(l): qg—1 1 ,M(z): 2 0
(¢—1¢* (a—1)g 0 0 00

Para ilustrar este caso, afim de torna-lo mais claro determinaremos a

Der para o CR-espaco 6-dimensional sobre o corpo binario. De acordo com

a expressao acima, a distribuicao de pesos {A4;}%_; de

(IFS, wer) é dada por,

, M) g (i) pris)
Ajer = 6= Z (Zm%) VM2 pptsdy

OndeM(O): 00 7M(1): L eM(Q): 20
4 2 0 0 0 0

Segue entao que:

Se j = 0, (41,12, 13) percorre o conjunto {(2, 2, 2)} e

1 6
Aoer = > <2 ) 2) Tr(MP M M) (3.1)
1
= 5 0-8=1 (3.2)

Se j = 1, (41,19, 13) percorre o conjunto {(1, 2, 2), (2,1, 2), (2,2, 1)} e

1 5
A = — E 3-Tr( MY M@ @)
LR = ) (1 2 2) r( )
1

= 5 -30-3-4=3

Se j = 2, (4,19, 13) percorre o conjunto

{(2,1,1), (1, 2, 1), (1, 1, 2), (0, 2, 2), (2,0, 2), (2, 2, 0)}
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1 4
A = = 23T (M@ A M
2CR 4!{(211) 3T )
4
3-Tr(MOp@ a2
+(022> 3-Tr( )
1
= ;(12:3-246-3-0)=3.

Se j = 3, (41,12, 13) percorre o conjunto

{(1,1,1), (0,1, 2), (2,0, 1), (1, 2, 0), (0,2, 1), (1,0, 2), (2, 1, 0)}

e
Acrs = L s Tr(MW MO )
’ 3 \111
3
3-Tr(MO D@
+(022) 3-Tr( )

23-Tr(MO pr@ pr
—I—(021) 3-Tr( )

= (6-1+3-3-043-3-8) =13,

Se j = 4, (i1,19,13) percorre o conjunto

{(0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0), (2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2)}

2
A4,CR = —' (0 ) -3- TT(M(O)M(I)M(I))
) .3. TT(M(2)M(O)M(O))}

441-3-0) =12,
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Sej = 5’ (i177:2,i3) percorre{ 1,0,0) (07 1a0) (0 0 1)}

1
Aser = —(

1
= 3-

—_

1

O

) 3 Tr(MWY MO N O)

Finalmente, se j=6 entdo (i1, 12,13) = (0,0,0) e

1/ 0
A N Tr( MO O a0y — 8.
6.CR 0! (0 0 0) " )

E portanto, a distribuicao de pesos do espaco (IFS, wer) €

Do = (1,3,3,13,12,24,8).

Exemplos 3.1.5 (Hierdrquico (H)). Se agora considerarmos o poset Hie-
rdarquico H definido no primeiro capitulo, podemos ver que a distribuicdo de

pesos de (IFy, dy) €é:

1 se 7=0

()@@ =1 7Mg se k< j < ki

Ajn =

onde ky =ny+---+mn; e kg=0.

Com efeito, inicialmente note que se 0 < j < ny ex € F}' é um vetor
tal que wy(x) = j entdao (supp(z)) C NI e como NIt é uma anticadeia
seque do FExemplo 3.1.2 nossa afirmacdo, neste caso. Considere entdo que

ki < j < kiyr ex € Iy € um vetor tal que wH(x) = j entao devemos

ter supp(x) € ULELNTE pois, se supp(z) € U'_ NI, como ‘UlS:lN5H| =k

obtemos que wy(x) = | (supp(z)) | < ki, um absurdo. Agora, se (supp(x)) N
l+2 # () deveriamos ter wy(x) > ki1 + 1, novamente, um absurdo. Como

I+1 ATH
sles

supp(z) C U.C e em 'H todo elemento de um determinado nivel é maior

L. . Hi
que cada elemento dos niveis inferiores temos que (supp(x <Nl+1> 2
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também supp(x) possui j — k; elementos mazimais. Agora para os j — k
indices de x que sio elementos mazimais do (supp(x)) ewistem |N/i| =
ny possibilidades e como cada entrada com estes indices deve ser nao nula
existem (q — 1)7=% possibilidades para estas. Para as outras k; coordenadas
de x que estao mos niveis inferiores estas nao interferem mno peso de x e

portanto podem assumir ¢® valores em TF,,.

3.2 Determinacao da ordem via distribuicao
de pesos

Esta secao sera dedicada exclusivamente a mostrar os resultados obti-
dos (neste trabalho) sobre a questdao da determinagao da ordem através da

distribuicao de pesos:

Sob quais condigoes podemos garantir que dois espacos poset
(IF7, dp) e (IFy, dg) com Dp = Dy, sao isométricos ou equivalen-

temente, quando P e () sao posets isomorfos?

Iniciamos esta se¢ao com um contra-exemplo para o caso geral, obtendo
que de modo geral a distribuicao de pesos de um P-espaco nao determina a

ordem P. Com efeito:

Exemplos 3.2.1. Sejam N = {1,2,3,4:1 <y 3,2 Xy 3,2 2y 4} e P =
{1,2,3,4 : 1 <p 2,2 <p 3,1 <p 3} dois posets sobre [}]. Cujos diagramas

de Hasse sao respectivamente 0s sequintes
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3 4
2

= {Ops}
= {(1,0,0,0),(0,1,0,0)}

(Or4, 0)
Oy, 1)
Sn(0ps,2) = {1,1,0,0),(0,0,0,1),(0,1,0,1)}
(0p1,3) = {(0,0,1,0),(1,0,1,0),(0,1,1,0),(1,1,1,0),(1,0,0,1),(1,1,0,1)}
(Org, 4)

= {(0,0,1,1),(1,0,1,1),(0,1,1,1),(1,1,1,1)}

= {Ops}
= {(1,0,0,0),(0,0,0,1)}

(Org, 0)
(Oreg, 1)
Sp(0gs,2) = {1,0,0,1),(0,1,0,0),(1,1,0,0)}
(0ps,3) = {(0,0,1,0),(1,0,1,0),(0,1,1,0),(1,1,1,0),(0,1,0,1),(1,1,0,1)}
(Ops,4) = {(0,0,1,1),(1,0,1,1),(0,1,1,1),(1,1,1,1)}.

Como A; p = |Sp(0,1)| seque que Dp = (1,2,3,6,4) = Dy. Agora, como
N € conexo, P € desconexo e isomorfismos preservam conexidade temos que

N e P sdao nao isomorfos.

O exemplo acima mostra que a DP é um invariante mais fraco que o

poset que induz a métrica. Assim, precisamos buscar condi¢oes que possam
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garantir a determinagao de métrica e de poset a partir da distribuicao de
pesos.

O primeiro tipo de restricoes refere-se a fixar a classe da ordem P. Se
considerarmos P uma das ordens de algumas das importantes familias que
introduzimos no primeiro capitulo (anti-cadeia, cadeia, coroa ou hierarquico)
podemos garantir que a distribuicao de pesos determina a ordem.

Observamos que estas classes de posets sao as mais relevantes e muitas
vezes tratadas de modo particular ([6], [7] e [11], a titulo de exemplo), no
que tange o estudo de codigos com estrutura poset.

Apesar de a classe de poset hierarquicos conter as classes de posets cadeia
e anti-cadeia, vamos demonstrar cada um destes casos separadamente, pois
estes casos iniciais introduzem os tipos de argumentos que sao utilizados

posteriormente.

Proposicao 3.2.2 (Hamming). Sejam H o poset anti-cadeia sobre [n] e P
um poset sobre [n] tal que a DP do P-espago (I, dp) coincide com a DP do
H-espago (IF},dp), ou seja, Dy = Dp. Entao, P é também uma anticadeia

e consequentemente P ¢ isomorfo a H.

Demonstracao: Neste caso o H-peso coincide com o peso de Hamming.
Agora, sendo

INP[(g=1) = Arp= A1 g =n(g—1)
da Proposicao 3.1.1 segue que |NY'| = n, donde P possui n elementos em
NP em outras palavras, todos os elementos de P sio minimos. Conse-

quentemente, P é uma anticadeia de cardinalidade n e logo P ¢ isomorfo a

H. O
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Note que na demonstracao acima foi usado apenas que A;p = Ay .
Dessa forma, no enunciado da proposi¢ao acima poderia ser exigido apenas
que Ay p = Ay y ao invés de Dy = Dp, no entanto, como estamos inter-
essados em condicoes de suficiencia para que o problema da determinacao
de pesos tenha uma resposta afirmativa o enunciado foi mantido para ex-
plicitar que se restringirmos a questao a essa classe de ordem (anticadeia)
conseguimos uma resposta afirmativa.

O raciocinio acima nos permite concluir o seguinte resultado:

Lema 3.2.3. Sejam P e @ dois posets sobre [n] tais que Ay p = A qg. O
numero de elementos minimos de P coincide com o numero de elementos

minimos de Q, ou seja |[NF| = |NE|.

Demonstracao: A demonstracao segue diretamente da hipétese A, p =

Aj o e da Proposicao (3.1.1), a qual afirma que A; p = [N |- (¢ —1). O

Proposigao 3.2.4 (Cadeia (ou linear)). Sejam C,, o poset cadeia sobre
[n] e P um poset sobre [n] tal que a DP do P-espago (IFy, dp) coincide com
a DP do Cy-espago (IFy, dc,), ou seja, De, = Dp. Entdo, P ¢ também uma

cadeia e consequentemente P é isomorfo a C,,.

Demonstragao: Vimos no exemplo 3.1.3 que A;¢, = (¢ — 1)¢"! e como
Ay p = Ay, temos que Ay p = (¢ — 1), o que implica que P possui apenas
um elemento minimo (ou seja, P possui apenas um elemento no primeiro
nivel). Assim, Ay p = (|N21P|)(q —1)? 4+ |N3,l(qg — 1)g = |N35|(q — 1)q (pois,
(“\72113‘) = 0) e como Ay p = Ay, segue que |Ny,| = |N205| = 1. Note agora

que |[Nj;| = 0 para j > 2. De fato, se Nj; # 0, devem existir ao menos
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j —1 > 1 elementos em N{', o que sabemos que nao ocorre. O mesmo
raciocinio é utilizado indutivamente para os niveis superiores. Com efeito,
usaremos inducgao sobre ¢ para fazer a demonstracao.

Suponhamos agora que para todo 7 < k — 1 temos |[NJ;| =1 e [N/;| =0
para todo 7 > 1.
Assim, App = [N (g — 1)¢*", mas App = Ape = (¢ — 1)¢"" donde
N[l = 1 e também [N/, .| = 0 para todo j > 1, pois se I € N[,

entaio | € NP e | <1 > | =k+j, logo <l >= {l,ly,13,...,l;+;} onde
k-1 k-1

lo,ls, ... iy € U NP, mas | U NF| =k — 1 donde segue que existem j ele-
t=1 t=1

mentos repetidos em < [ > e dai | <[> | =k, o que é absurdo. Portanto P

tem apenas um elemento em cada nivel. Consequentemente P é uma cadeia.

O

Proposigao 3.2.5 (Coroa CR = CR[2m]). Sejam CR o poset coroa sobre
[2m] e P um poset sobre [2m] tal que a DP do P-espago (IFy,dp) coincide
com a DP do CR-espago (IF},der), ou seja, Der = Dp. Entdo, P possui

também a estrutura de coroa e consequentemente P é isomorfo a CR.

Demonstracao: Do Lema 3.2.3 e do fato A; p = A1 cr = m(q — 1) temos
que P possui m elementos minimos.

Afirmamos que P = N U Ny e [NJ| = m. De fato, Ayp > (7)(q —
1)% j& que m coordenadas de peso 1 (os elementos do primeiro nivel de P)
contribuem com (’;) (¢g—1)? elementos de peso 2, no entanto, As p = Agecr =
(’;) (g—1)% logo P nao possui elementos no nivel 2 de peso 2, ou seja, N{; = 0.

Como Azp = (’?)(q —1)° + (’NQITB; + ‘N:f?,‘)(q —1)¢* e A3 p = Aser =
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(3) (g —1)*+m(q — 1)¢* entdo (|Ngs| 4+ |N45]) = m. Entretanto, N5 = 0,
pois [Ny, = 0. Com efeito, se i € Ny entdo i € Nf e | <i > | =3, logo
< i >={i,r, s} onde s <¢r r <cr i, dessa forma terfamos que |< r >| =2,
um absurdo ja que P nao possui ideal principal de cardinalidade 2. Assim
|N3 5| = m e consequentemente, P = N’ U NJ;.
Seja
a={i€Nyy:3j#i€ Nyycom|<i>N<j>| =2}

Entao

m
A= (1} @ = D'l = 2)(g = 1 + alg - 17
no entanto, por hipétese,
_ _ (™ 4 2 2
Aup = ier = () 0= 10"+ mlm = 2)a ~ 1%

donde a = 0, isto é, em P nao existem dois ideais principais cuja intersecao
possua dois elementos, concluimos que os ideais principais gerados por ele-
mentos distintos do segundo nivel de P ou sao disjuntos ou se intersectam
em um unico elemento.
Seja
Bi=|{i€Nyy:3j€ Ny com |<i>N<j>|=1}|.

Entao

Asp= (D)= v (" )@ 00+ ota - 1%

e como por hipotese

m m — 2
Aap=dsen = (1)@= 17 (" %)= 0P+ mla - 1%
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segue que 3 = m, ou seja, para todo i € NI existe ao menos um j € NI
distinto de ¢ tal que | (i) N (j) | = 1.
Seja
v:={i € Nyy:3j,k € Nyy com |<i>N <j>N<k>| =1}

top = (D) (" ) (") a0t mtm-2 -1

Ao compararmos esta igualdade com a expressao A;cr vemos que v = 0, ou
seja, dados 4, j, k € NP distintos entao (i) N () N (k) = 0.

Resumindo, sabemos sobre P:

1. P= NFUNE;

2. Dados i, j € Ny distintos entao | (i) N (j) | < 1;

3. Se i, 4,k € Ny sao distintos entdo (i) N (j) N (k) = 0.

Vamos mostrar agora que um poset com essas propriedades deve ser iso-
morfo ao coroa. Com efeito, considere a matriz A = (a;;)mxm obtida de P

fazendo, i € NI, j € NI e

1 se 1 =<py

az-j—
0 se i4ApjJ

As propriedades acima se traduzem em termos de A no seguinte modo:
1. Cada coluna de A possui exatamente duas entradas nao nulas;

2. A nao possui duas colunas iguais;
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3. Toda linha de A tem no maximo duas entradas nao nulas.

Como cada coluna possui exatamente dois elementos iguais a 1, temos que a
matriz A possui 2m entradas nao nulas. Como A tem 2m entradas nao nulas
e cada linhda tem no maximo 2 entradas nao nulas, conclui-se que cada linha
tem exatamente 2 entradas nao nulas, isso implica que cada elemento de N
é menor que exatamente dois elementos de N{ 3, 0 que implica que P pode
ser obtido de CR por uma permutacao dos elementos que deixa invariante

cada nivel. Portanto, P é isomorfo a CR. O

Antes de demonstrarmos a proxima proposicao precisamos introduzir al-
guns conceitos.
Seja
APy :={I C P: Iéideal ,|I| =ie|M(I)| = j}
onde M(I) := {elementos maximais de I} e seja QF (i) = [AF(7)].
Relembremos que a distribuicao de pesos num espaco poset arbitrario é

dada por:

Al =308 (i) (g —1)q". (3.3)

QN(1) =2 OF(1) =2
aN@2) =1 OP(2) =1
0Y(3) =1 Qf3) =1
QN(4) =0 QP(4) =0
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Ay ©2) =1 OL©2) =1
Ay 3) =1 OL(3) =1
N (4) =1 OP(4) =1
QY(3) = 0 QF(3) =0
QN (4) =0 OP(4) =0
QN(4) =0 OP(4) =0

que os coeficientes sao todos iguais de P e de N.
Como a distribuicao de pesos ¢ univocamente determinada pelos coefi-

cientes €;(), temos que Dp = Dy.

Proposicao 3.2.6 (Hierarquico). Sejam H o poset hierdrquico sobre [n]
e P um poset sobre [n] tal que a DP do P-espago (IF},dp) coincide com a
DP do H-espago (I, dy), ou seja, Dy = Dp. Entdo, P possui também a

estrutura de hierdrquico e consequentemente P € isomorfo a 'H.

Demonstragao: Desde que H contem n; elementos minimos, pelo Lema
3.2.3 P também possui n; elementos minimos. Dividimos a prova em vérias

afirmacoes, como segue.

e Afirmagao 1: Vale a igualdade NI = Af'(n; + 1), ou seja, i € NI se
e somente se | (1) | = ny + 1.
Com efeito, é claro que se i € NI, 2 < |(i)| < n; + 1. Suponhamos
entdo que exista i € NI com |{(i)| = r onde 2 < r < n;. Como P

possui ny elementos no primeiro nivel temos que

Arz ()= v art- D
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onde v, := |{i € NI : | <i > |=r}|. No entanto, do exemplo 3.1.5
sabemos
Ajp= (jnl+]1€ ) (q—1)""g"  para ki <j <k
— K

onde k; =ny +no + -+ -+ n;. Assim,

Ap = A= (”) -1y

logo, da desigualdade (1) obtemos o = 0, donde nao existe tal i. Con-
cluimos que se 7 € Ny entdo | < i > | =ny + 1. Além disto se i € N/,
j > 2 deve existir i € N com i’ <pidonde | <i>|>|<i >

| + 7 —2 > ny + 1. Mostrando assim nossa primeira afirmagcao.

Observamos em particular que

O(2) = =0 (m) =0.

Afirmagao 2: Vale a igualdade |NJ¢| = |NJ|.

Note inicialmente que QF (ny +1) =--- =QF ,,(ny +1) = 0. De fato,
seja I = {i1,..., 0,41} um ideal de P de cardinalidade n; + 1. Como
|I| > |NT| existe ao menos um indice j tal que i; € I e i; ¢ NI'. Note
que, i; € NI, pois do contrério existiria k € NI~ tal que k <p i; e
terfamos, |I| > | <i; >p | >| <k >p | =ny + 1, um absurdo.
Suponhamos agora que exista k # j tal que i, € I N NI, Segue da
Afirmagao 1 que | (i) | = nq + 1 logo, como (ix) N (i;) C I segue que
|I| > n1 + 1 o que contradiz nossa hipdtese, logo existe apenas um

elemento maximo em I, e portanto, I = ().
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Mostramos assim que QY (ny +1) = --- = QF ;(ny +1) = 0 ¢, pela

Afirmacao 1,

Aniip = Qf(ni+1)(g—1)g™

= |NJl(g—1)g™.  (por1)
Como
Anirip = A
INS[(q—1)g™ = na(q—1)g™
segue que

[Ny =ng = |NyYl.

Vamos assumir que |[NF| = |[N/*| e NP = AP (k;_; +1) para todo t < r,

como hipotese de indugao para mostrar as duas afirmagoes seguintes.

Afirmacao 3: Vale aigualdade N | = Al (k. +1), ouseja, sei € NI |
entdo | (i) | = k. + 1.
De fato, se i € N, entao existe j € N com j € (i). Como j € N,,

usando a hipoétese de inducao,
[ =m+-+n+ 1=k +1,
donde segue que
kror+2< (@) | < ki 4+ + 1
Afim de mostrarmos que

(i) [ = ke + 1y + 1
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suponhamos por absurdo que | (i) | < k._1 +n, + 1 e seja s tal que
| (i) | = k,—1 + s onde s € {2,...,n,}. Como

n, s ko s
Ap s> <s ) (g —1)°¢" "+ Qf (ky—1 + s)(g — 1)g*—+71,

usando agora a hipétese AL = AN = (")(g—1)*¢"", temos
que QF(k,_; + s) = 0 ou seja, nio existe algum ideal de P de cardi-
nalidade (k,_1 + s) contendo 1 elemento maximal. Consequentemente,
|(a) | = ky—1+n,+1 = k.+1. Além disto se i € N, j > r deve existir

i" € NP comd <pidonde | <i>|>|<i>|+j—r>k +1.

S A- : H | _ NP
Afirmacao 4: Vale a igualdade |[N%,| = [N,
A argumentacao usada aqui serd a mesma que foi usada para mostrar-

mos a Afirmacao 2. Comecamos observando que
QB ke +1)=-=Q (k,+1)=0 (3.4)

De fato, considere I = {ij,...,ix,.+1} um ideal de P de cardinalidade
k. + 1. Como |[I| > ' | |NF| existe ao menos um i; € I tal que
ij ¢ U._, NI. Note também que, i; € NI, caso contrério, se i; ¢
NE UL, NI entdo existiria [ € N, tal que [ € (i;) e como (pela
Afirmacao 3) | (l) | = k, + 1 seguiria que | (i;) | > k, + 1 donde |I| >
k. + 1, um absurdo.

Suponhamos agora que exista k # j tal que i, € INNL ;. Da Afirmagao
3, | (i) | = ky + 1 logo, como (i) U (i;) C I segue que |[I| > k. +1, 0
que contradiz nossa hipdtese; logo existe apenas um elemento maximo

em I, e portanto, I = (i;). Isso demonstra as igualdades em (3.4).
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Temos entao que:

Apsrp = (k- +1)(g—1)g"™
= |NZLl(g—1)g"™.

. por 3.1.5 k,
E ainda, como Ay 11p = Apriw = nep1(g — 1)g™, segue que

|N£r1| = Nry1 = |N211|-

Observe agora que as Afirmagoes 3 e 4 sao suficientes para mostrar que P é

isomorfo a H. Com efeito, na Afirmacgao 3 mostramos que
P=N'oNf @ - o N},

enquanto que na observacao 4 obtemos que cada nivel de P possui a mesma
cardinalidade que o nivel correspondente em H. Note também que da ob-
servacao 4 segue que P possui tantos niveis quanto o poset H. Assim, é
claro que H e P sao isomorfos, para tanto, basta notar que P pode ser
obtido de H a partir de uma bijegdo (permutacao), = : H — P tal que

7 (N = = [NTY).

3.3 Conjecturas (descartadas e mantidas)

Além dos casos apresentados na secao anterior, que configuram condig¢oes
suficientes sobre P para o problema de distribuicao de pesos, consideramos
condicoes adicionais, como candidatas a ser hipotese de suficiéncia para o

problema.
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Uma condigao foi a de termos dois posets P e ) com Dp = D e mesmos
coeficientes €2;(i) (quantidade de ideais de cardinalidade i contendo exata-
mente j elementos maximais).

A essa primeira condicao conseguimos obter uma resposta conclusiva,
negativa, mas que no entanto, é apresentada na forma de um resultado que
achamos ser interessante por si so.

A expressao 3.3 (pagina 39)
AP =308 ()(g - 1Yq,
j=1

nos revela que a distribuicao de pesos de um espaco P-métrico depende do
conjunto dos ideais de P e do corpo IFF, escolhido:

Imaginamos a principio que a hipotese de dois posets terem a mesma
quantidade de ideais com as caracteristicas prescritas fosse suficiente para
garantir o isomorfismo entre os posets, ou seja, imaginamos que Q;-D (1) =
Q?(z) para todos 7, 7 implicasse em termos P =~ (). O resultado seguinte
nos mostra que isso nao vale e mais, nao apenas a distribuicao de pesos
Dp = (A7, ..., AF) é determinada por QF (i) i,j = 1,...,n, como também

determina estes coeficientes.

Teorema 3.3.1. Dado um poset P, se () é um poset que induz sobre I},
para todo corpo IF,, a mesma distribuicao de pesos determinada por P, entao

Q; (i) =Q7 () parai=1,...,n el <j<i.

Demonstragao: Note inicialmente que a distribuicdo de pesos de IF} in-

duzida por P é
AP =Y QP () (g-1Yq (3.5)
j=1
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e é uma funcao que depende essencialmente de Q}D (1) (que provém de P) e

de ¢ (que depende apenas do corpo IF, escolhido). Estendendo o bindmio

(¢ — 1)’ em

i,
Z j)< 1)k j—Fk
—1)q
k=0 (k

podemos rescrever (3.5) como

> (f)aront

7=1 k=0
Assim, se A = AZ-Q para cada corpo IF, entdo podemos analisar os Als
como polinomios em ¢ e entao, da igualdade de polinémios, e denotando
QQ( )) por xj;, segue que,
=~ (N oron - Sy
) DE A LHORS et CHE
j=1 j=1

De onde obtemos o seguinte sistema homogéneo,

Azt =0

onde, A = (ay)iy1, tal que agy = (—1)F1 (kl 1) ex = (x1; — QV (1), wos — QL (4), ...

Observe que A é da forma:

A= (akl>i+l><i =

DR CORE)

Como (kil) —Oparal<k—1e(k 1) =1 para [ = k — 1 segue que

dit1s

ay =0 paral <k—1eay = (—1)*"1 paral =k — 1. Temos entdo que a
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matriz A é na verdade:

6 @) (o)
R -
A= (ap)igixi= | 0 I (l)

2

L (_1\i+
| 0 0 (=1) dit1s

Note que a primeira linha da matriz A é combinacao linear das demais
linhas, que sao claramente linearmente independentes, assim podemos retirar
deste sistema a primeira linha sem alterar a sua solucao.

O novo sistema obtido possui ¢ linhas linearmente independentes donde

se obtém que o sistema possui apenas a solucao trivial. Com efeito, a matriz

B = (bk);; obtida é triangular superior com 1’s e -1’s na diagonal, pois
by = (—1)F(]) = 0 para k > j e ajy, = (—1)’“(@) =1, ou seja,
_ ) N
-1 _(1) o _(1)
0 1 ... ¢
B = (bu)ixi = | _ (2)
0 0 o (-1 |

Sendo assim, o determinante de B é nao nulo e dessa forma o sistema Bz! = 0
possui apenas a solugao trivial z = 0. Portanto, x;; = €;(7) é a tnica solucao

do sistema. O

3.3.1 Conjectura assumindo a hipotese de reconstrucgao

Suspeitamos que o problema da determinacao de ordem via distribuicao

de pesos esteja relacionado com o problema de “reconstrugao de ordem” (ver
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[13]), um problema que surgiu inicialmente para grafos no final da década de
70 e mais tarde foi introduzido na teoria de conjuntos parcialmente ordenados
(veja [14] e [15] para mais detalhes da histéria do problema).

Dado um poset P sobre [n], a plataforma de P é a familia, (P — {i});cp
de subposets de P obtidos retirando-se de [n] o elemento i e todas as relagoes
que o envolvem. Cada elemento da plataforma sera chamado carta. Um
poset P é dito reconstrutivel se, dado um poset () com mesma plataforma de
P, entao P e () sao isomorfos, ou seja, se existe uma bijecao o : P — () tal
que para cada i € P temos que P —{i} é isomorfo a Q — {0 (i)} entdo Q ~ P
(e neste caso é possivel escolher o como um isomorfismo de ordem). Diversos
artigos vem sendo publicados desde 1985 com contra-exemplos para o caso
geral e a solucao deste problema para diversas classes particulares de ordens.
O artigo [16] de Rampon (2005) oferece um panorama amplo e relativamente
atual sobre o problema de reconstrucao de ordem.

As quatro classes de posets, anticadeia, cadeia, coroa e hierdrquico, que
mostramos garantir uma resposta positiva ao problema de distribuicao de
pesos, sao classes de posets reconstrutiveis, o que pode ser demonstrado
utilizando-se os teoremas 27, 30 e 32 de [16]. Além disto, todos os contra-
exemplos que obtivemos de posets que nao garantem isomorfismos apenas
a partir da distribuicao de pesos sao posets nao reconstrutiveis. O contra-
exemplo 3.2.1 apresentado na se¢ao 3.2 tem ainda a seguinte peculiaridade: os
posets N e P tem a mesma distribuicao de pesos mas plataformas diferentes.

Também existem exemplos nos quais ocorre o contrario: os posets cujos

diagramas de Hasse sao
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NN

tem a mesma plataforma, a saber,

mas distribuic¢oes de pesos distintas.
Tudo isto nos leva a formular duas conjecturas que parecem plausiveis,

possiveis de serem abordadas em trabalho futuro.

Conjectura 3.3.2. Dado P um poset sobre [n|, se P é reconstrutivel e

Ap (k) = Ag (k) para todo k = 1,...,n, entdo P ~ Q).
Uma conjectura mais fraca que esta é a seguinte:

Conjectura 3.3.3. Dados P, ) dois posets sobre [n], se Do =Dp e P e Q
possuem a mesma plataforma, isto €, se Q € uma reconstrucao de P, entao

P=qQ.
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