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Quem fez da modéstia uma virtude esperava que todos
passassem a falar de si proprios como se fossem idiotas.
O que € a modéstia senao uma humildade hipdcrita,
através da qual um homem pede perdao por ter

as qualidades e os méritos que o0s outros nao tém?

Arthur Schopenhauer

Nunca se queize, nunca se explique, nunca se desculpe.

Aja ou saia, faca ou va embora.

Nelson Jobim

O correr da vida embrulha tudo. A vida € assim: esquenta
e esfria, aperta e dai afrouza, sosseqa e depois desinquieta.

O que ela quer da gente € coragem.

Guimaraes Rosa

Embora o mundo viva me machucando e me ferindo,
nunca mudarei. O mundo nao tem forcas para me mudar.
Mas, infelizmente, também ndo tenho forcas para mudar o mundo.

Entao fica assim, essa eterna queda de bracos, sem vencedor.



Resumo

Neste trabalho provamos um teorema que faz a classificagdo completa dos grupos de sime-
trias de Lie da equacao semilinear de Kohn - Laplace no grupo de Heisenberg tridimensional.
Uma vez que tal equacao possui estrutura variacional, determinamos quais sao suas simetrias

de Noether e a partir delas estabelecemos suas respectivas leis de conservacao.
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Abstract

In this work, we carry out a complete group classification of Lie point symmetries of semilin-
ear Kohn - Laplace equations on the three-dimensional Heisenberg group. Since this equation
has variational structure, we determine which of its symmetries are Noether’s symmetries. Then

we establish their respectives conservation laws.
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Capitulo 1

Introducao

Nas décadas finais do século X1X Sophus Lie introduziu a nocao de grupos continuos
de transformacoes, atualmente conhecidos por grupos de Lie, com o objetivo de unificar e
estender varios métodos de se obter solucoes de equacgoes diferenciais, ordinarias ou parciais,
que culminou com o surgimento de uma nova vertente em Matematica: a Teoria de Lie. O
resultado do trabalho de Lie em equagoes diferenciais é o que hoje chamamos de simetrias de
Lie de equacoes diferenciais.

A Grupo - Andlise constitui-se na utilizacao da teoria dos Grupos Continuos de Trans-
formacoes na resolugao de problemas de Anélise ou Equagoes Diferenciais e é um método geral-
mente conhecido de descrigao das simetrias dos modelos matematicos continuos. Tal abordagem
advém da teoria dos grupos continuos de transformacoes desenvolvidos por Lie.

Desde o inicio, os propositos de Lie eram os da criacao de uma teoria completa sobre a
integracao de equacgoes diferenciais, mas todo seu trabalho, nos problemas de integragao, acabou
sendo basicamente esquecido. Supoe-se que isso tenha sido causado pelo fato que seus métodos
de integracao desenvolvidos até entao nao consistiam uma ferramenta matematica universal,
no sentido que nem todos os sistemas de equagoes diferenciais possuiam grupos nao triviais de
transformacoes.

Um grupo de simetrias de um sistema de equacoes diferenciais parciais é um grupo de
transformacoes que aplica quaisquer sistema de solugao do sistema em outra solucao do sistema.
Do ponto de vista de Lie, tal grupo depende apenas de parametros continuos e consiste de
transformacoes de pontos agindo no espago das variaveis independentes e dependentes, ou
entdo, com mais generalidade, transformacoes de contato (simetrias de contato) agindo no
espago nao s6 das variaveis independentes e dependentes, mas também das primeiras derivadas.
Tais simetrias nao serao tratadas nesta tese.

No presente trabalho, as aplicagoes de grupos continuos as equacoes diferenciais nao farao

uso dos aspectos globais da teoria de grupos de Lie. Elas usam grupos de transformagoes de Lie



localmente conexos. Os teoremas fundamentais de Lie (apresentados no Capitulo 2) mostram
que tais grupos sao completamente caracterizados pelos seus geradores infinitesimais, que por
sua vez, formam uma dlgebra de Lie determinada pelas constantes de estrutura.

Os grupos de transformagoes de Lie e seus geradores infinitesimais podem ser naturalmente
estendidos, ou prolongados, de modo a agirem no espago das variaveis independentes, depen-
dentes e derivadas parciais das variaveis dependentes, de qualquer ordem, gerando assim um
sistema linear homogéneo sobre-determinando de equagoes diferenciais nos termos dos geradores
infinitesimais, as chamadas equagoes determinantes (determining equations).

Se um sistema de equagoes diferenciais parciais é invariante sob a agao de um grupo de
transformacoes de pontos de Lie, podemos encontrar, construtivamente, solugoes especiais,
chamadas solucoes invariantes, que sao invariantes sob a acao de algum subgrupo do grupo
total admitido pelo sistema. Tais solucoes resultam da solucao de um sistema de equacoes
diferenciais parciais reduzido, com menos variaveis independentes, sendo uma ferramenta tutil
no trabalho de se encontrar solugoes de uma equacao diferencial.

No comego do século X X Noether mostrou a conexao entre as simetrias de uma integral
de agao (simetrias variacionais ou de divergéncia) e as leis de conservagdo para as equagoes
de Euler - Lagrange correspondentes. Tais simetrias deixam as equacoes de Euler - Lagrange
invariantes, fazendo assim uma conexao direta entre a teoria desenvolvida por Lie e a Fisica.

O enfoque dado por Lie as equagoes diferenciais foi utilizado por pesquisadores mais voltados
as aplicagoes, uma vez que os modelos usados em Fisica possuem, via de regra, simetrias basicas
descritas por grupos de transformacoes.

Nos tultimos anos diversos trabalhos tém sido feitos utilizando-se a teoria de simetrias de
Lie, desde trabalhos notoriamente voltados para a Matemaética (vide por exemplo [1, 10, 11,
14, 15, 34, 35, 36, 37, 57, 80]), como trabalhos em Fisica ([2, 12, 44, 58, 61, 67]).

Mais recentes que a teoria de simetrias de Lie sao os chamados grupos de Heisenberg H™.
Tais grupos tém suas origens nas regras de comutacao da Mecanica Quantica (vide [47] e [81])
e desde a década de 1970 tém sido estudados por pesquisadores de diversas areas, como por
exemplo, a geometria algébrica e diferencial (vide [46, 68, 70, 71, 74]), andlise real e complexa
(vide [7, 8, 13, 40, 48, 49, 55, 56, 65, 75, 79]) e Fisica - Matemética (vide [39, 62, 77]). A tais
grupos sera dedicado posteriormente um capitulo.

O objetivo do presente trabalho é classificar os grupos de simetrias, encontrar as simetrias
variacionais e de divergéncia e estabelecer as leis de conservacao associadas as simetrias de

Noether da equacao semilinear Kohn - Laplace no grupo de Heisenberg H*
Agu+ f(u) =0. (1.1)

A tese esta estruturada da seguinte maneira:



e Ao Capitulo 2 reservamos a teoria basica das simetrias de Lie, calculo variacional e o

Teorema de Noether.

e O Capitulo 3 é dedicado a uma introdugao aos grupos de Heisenberg H™, com énfase em

n = 1, onde discutimos algumas propriedades geométricas do mesmo.

e No Capitulo 4 apresentamos um resumo geral de resultados recentes no grupo de Heisen-

berg na area de Anélise.

e No Capitulo 5 enunciamos e provamos o Teorema de Classificacao do Grupos de Simetrias
de Lie da equacgao (1.1).

e No Capitulo 6 mostramos quais sao as simetrias variacionais e de divergéncia e as respec-

tivas fungoes correspondentes da equacao (1.1).

e Estabelecemos, no Capitulo 7, via Teorema de Noether, as leis de conservacao para as

simetrias encontradas no capitulo anterior.

Os resultados originais obtidos sao essencialmente os contetidos dos capitulos 5, 6 e 7,
publicados em [31, 27, 32, 50] e apresentados em [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 28, 29].
Em particular, destacamos como principais resultados os seguintes teoremas: 27, 30, 31, 33,
34, 35, 36, 37, 38, 39, 40 e 41.

Este ¢ um dos primeiros textos escritos em lingua portuguesa, ao menos no Brasil, tratando-
se de simetrias, nao s6 de Lie, mas também de Noether. Por isto optamos por fazer, no
Capitulo 2, uma apresentagao um tanto quanto geral da teoria de simetrias, de modo que os
resultados 14 expostos possam ser utilizados, no futuro, por estudantes que se iniciem nesta
area.

Resultados anteriores indicam que o grupo de simetrias de Lie e de Noether coincidem
quando o termo nao-linear de uma equacao diferencial parcial semilinear é do tipo poténcia,
com o expoente critico de Sobolev, como por exemplo, [14, 15, 35, 36, 57, 80].

Em [35, 36, 57] é estudada a forma radial de equagoes diferenciais em R"™, como por exemplo,
o Problema de Liouville-Gelfand, a Equacao de Boltzmann e a Equacao de Lane-Emden, com
nao-linearidade da forma acima mencionada. Para estes casos, o grupo de simetrias de Noether
coincide com o grupo de simetrias de Lie.

Em [80], para n > 1, Svirshchevskii faz a classificagdo completa dos grupos de simetrias de
equagoes semilineares envolvendo o operador poli-harménico. Em [15], Bozhkov mostra, para
o operador poli-harmonico e n > 2, que todas as simetrias de Lie associadas ao caso critico sao
simetrias de Noether.



Tais fatos sugerem uma estreita relacao entre os grupos de simetrias de Noether de equacoes
diferenciais parcias e nao-linearidades envolvendo o expoente critico de Sobolev. Em particular,
na presente tese ¢ provado que os grupos de simetrias de Lie e de Noether sao coincidentes para

equagoes diferenciais parciais da forma

AHlu + f(U) = 07
onde A1 é o operador de Kohn - Laplace, f(u) = uds e Q ¢é a dimensao homogénea de H'. O

Q+2
Q—2
ao conhecido expoente critico de Sobolev Z—f; em R".

expoente de Stein-Sobolev para o grupo de Heisenberg desempenha um papel semelhante

Até onde sabemos, é a primeira vez que a teoria de simetrias de Lie é aplicada a equacoes
diferenciais em grupos de Lie diferentes do R". Além disso, o operador de Kohn - Laplace é um
operador subeliptico, fortemente degenerado e nao temos conhecimento de nenhum trabalho
anterior envolvendo tais operadores e simetrias de Lie. Alids, esta tese € a resposta a conjectura
formulada pelo Prof. Enzo Mitidieri ([69]), da Universita di Trieste, Itélia, de que a teoria
de simetrias de Lie seria aplicavel com sucesso a operadores subelipticos e que os grupos de

simetrias nao seriam triviais.



Capitulo 2

Uma breve introducao a teoria de
simetrias de Lie

O objetivo deste capitulo é lancar as bases da teoria de simetrias de Lie, com vista as
aplicacoes que faremos nos capitulos vindouros. Apresentaremos aqui um resumo geral da teoria
necessaria, embasada principalmente no livro de Bluman e Kumei ([9]). Também utilizamos
livros que remontam a época em que a teoria estava em sua infancia e valem a pena serem
consultados para se ter uma nogao de como tudo comegou ([41] e [76]). Para um tratamento
mais geométrico da teoria, consultar Olver ([73]) ou Ibragimov ([60]).

Aqui, apresentaremos os grupos de transformagdes de pontos de Lie (Lie point symmetry)
(GTPL) a um parametro (ou uniparamétrico), que sdo completamente determinados pelas suas
transformacoes infinitesimais.

Usando o gerador infinitesimal de tais grupos, podemos construir varios tipos de invariantes,
como por exemplo, pontos, curvas, familias de curvas, superficies e familias de superficies
(invariantes).

Um (GTPL) uniparamétrico agindo no espago das varidveis independentes e dependentes
pode ser naturalmente estendido a um (GT'PL) a um parametro agindo num espago que engloba
o espaco de derivadas parciais das varidaveis dependentes até uma ordem finita fixada, isto é,
saimos do espaco das varidveis independentes e dependentes e vamos a um espaco que além
dessas, possui todas as derivadas até uma ordem k, chamado espaco estendido, onde £ é algum
inteiro positivo fixado (que na verdade, serd a ordem da equagdo considerada). Isto é feito
requerendo, sob agao do grupo, que as relacoes das derivadas sejam preservadas.

No Capitulo 5, quando estivermos fazendo os procedimentos descritos aqui, tornar-se-a mais
claro, intuitivo e explicito o que esta expresso no paragrafo acima.

Assim, tais imposi¢coes induzem um unico grupo de acao estendido em um espaco esten-

dido. Conseqiientemente os (GT'PL) a um parametro estendidos também serao completamente
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caracterizados pelos seus infinitesimais.

Além disso, esses infinitesimais estendidos sao determinados a partir dos infinitesimais da
acao do grupo no espago das variaveis independentes e dependentes. Isto nos permite encon-
trar um algoritmo para determinar as transformacoes infinitesimais admitidas pela equacao
diferencial que estejamos considerando.

Como nosso interesse principal é analisar uma equagao diferencial parcial, neste capitulo
também mostraremos como encontrar as transformacoes infinitesimais que uma tal equacao
possa ter, bem como construir solugoes invariantes a partir do mesmo.

As transformacoes infinitesimais de uma equacao diferencial induzem campos vetorias, que
sao as simetrias de Lie. Ao integrarmos tais campos, obtemos o seu fluxo, ou seja, obtemos a
orbita da solugao da equacao considerada que é invariante sob acao daquele campo vetorial.

A nocao de solugoes invariantes foi descoberta por Lie e podem ser determinadas a partir
de uma transformacao infinitesimal admitida pela equacao de duas maneiras. A primeira é
resolvendo-se, pelo método das caracteristicas, as equacoes resultantes das condigoes de in-
variancia para se obter a forma invariante de uma solucao. Esta é entao determinada pela
substituicao da forma invariante na equacao diferencial parcial dada. A outra maneira é a
substituicao direta, na qual expressamos uma derivada primeira como uma combinac¢ao en-
volvendo todas as demais na equagao original dada, diminuindo assim o nimero de variaveis
independentes em uma unidade.

Por fim, apresentaremos a generaliza¢ao de um (GTPL) & Lie - Bdicklund transformations,
que sao definidas pelos infinitesimais dependentes de um ntimero finito, porém, nao especificado,
de derivadas de variaveis dependentes. Mostraremos que uma Lie - Bdacklund symmetry advinda
de uma integral de acao, isto é, uma simetria de Noether, nos leva a uma lei de conservacao,

expressa pelo Teorema de Noether.

2.1 Grupos de transformacoes de pontos de Lie

No que segue, estaremos trabalhando em uma variedade Riemanniana, (M, g), n dimen-
sional, com coordenadas locais {x',--- 2"} e munida de uma métrica g. O simbolo N denotar4
o conjunto {1,2,3,---}. Utilizaremos ao longo da tese a convengao de soma de Einstein, isto
é, indices repetidos sao somados.

Iniciamos definindo o que sao as transformagoes de pontos:
Definigao 1. Seja v = (z',--- ,2") € M ee € [ CR. O conjunto de transformacoes

X: MxI — M
(2.1)



munido de uma lei de composicao ¢ : I x I — I, forma um grupo de transformacoes em M se:

1. Ve € I, as transformacoes sao um-a-um em M e, em particular, x* € M.
2. (I,¢) € um grupo.
3. Se e denota o elemento identidade de I, entdo, para todo x € M

= X(z;e) = x.

4. Sex* = X(z;¢) e ™ := X(x%;6), entdo
™ = X(z; ¢(¢g,0)).
Definicao 2. Se, em adicao as propriedades listadas na Definicao 1, um grupo de trans-
formacoes satisfaz:

1. I é um conjunto conexo da reta, e sem perda de generalidade, assumiremos que 0 € I € a
tdentidade do grupo,

2. X € C* com respeito a x € M e C¥ com respeito a € € I,
3. ¢:IxI—1E¢EC,

entao dizemos que o grupo de transformacoes é um grupo de transformacoes de pontos de Lie
(GTPL) a um parametro.

2.2 Transformacoes infinitesimais

Considere um grupo de transformagoes a um parametro (2.1) com identidade e = 0 e lei

de composicao ¢. Fazendo a expansao em série de Taylor em torno da identidade até primeira

. <8X(:v;5))
= x4+ | —=
Os

ordem, obtemos:

+ 0(£?)
=0 (2.2)

= z+¢(@)e + 0,

0X (z;
onde &(x) := % . A transformagao
e=0

xr+— x4 (1)

¢ chamada de transformacao infinitesimal do grupo de (GT PL), sendo &(z) = (£X(x), -+, &"(x))

chamado de infinitésimo.



2.2.1 O Primeiro Teorema Fundamental de Lie

No que segue estaremos supondo que

X MxICR"XR—M
(2.3)
(x,€) — a* = X(x;¢)

é um grupo de transformacoes uniparamétrico e ¢ : I x I — I uma lei de composicao em 1.

Assim,
X(X(z;e);p(che+de)) = X(z;0(e, d(e™ e+ de)))

= X(z;0(d(e,e71),e + 02))
= X(z;0(0,e + de))

= X(z;e+ de),
que podemos enunciar como:
Lema 1. Seja * = X (x;¢) um conjunto de transformagoes. Entao vale a sequinte igualdade:
X(X(z;€);6(e7t e+ 6¢)) = X(x;€ + de),

onde €71, de denotam, respectivamente, o elemento inverso de € e um pequeno incremento em
E.

Podemos agora enunciar o

Teorema 1. Primeiro Teorema Fundamental de Lie

Eziste uma parametrizagcao 7 : I — I tal que o grupo (2.1) € equivalente a solugao do problema
de valor inicial do sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem:

dz* .
T (2.4)
= quando T = 0.
Em particular,
(e) = / T (t)dt,
0
onde 3
T(e) = ¢(;’“’> (2.5)
Wl uw) =)
e



O Primeiro Teorema Fundamental de Lie nos mostra que as transformagoes infinitesimais
contém as informagoes essenciais para a determinacao de um (GT'PL) a um parametro, isto é,
nos fornece o problema de valor inicial que o fluxo através do ponto z € M obedece.

Além disso, pelo mesmo teorema, pode-se sempre (re-)parametrizar um dado grupo em
termos do parametro 7 de modo que para valores 7 e 7, a lei de composicao se torne gb(T', 7'") =
7 + 7. Além disso, as transformacdes (2.1) definem um fluxo estacionario dado por (2.4),

valendo também a reciproca.

Demonstragao. Primeiro, fazendo a expansao em série de Taylor de (2.1) em relagao ao tltimo
argumento, obtemos:

X(z;e +de) =2 +

%55 + 0(6¢?). (2.6)

Por outro lado,
dlete+de) = oet e) +T(e)de + O(de?)

= T'(e)de + O(de?),

onde I'(¢) é definido por (2.5).
Pelo Lema 1,

X(z;e+de) = X(z*6(et e+ de))

= X(2;T(e)de + O(6¢?))

= X(2%0)+ F(a)&s@—X(x*;t) + 0(6¢?)
ot t=0

= 2+ T(e)¢(x%)de + O(de?).

Comparando (2.6) com (2.7), obtemos o seguinte problema de valor inicial:

dz* .
e O]
z*(0) = x

cumpre (2.4). O Teorema de Existéncia e Unicidade para um sistema de equagoes diferenciais
nos garante que (2.4) tem solugao unica. Desde que (2.1) é solugao deste problema, completamos
a prova do teorema. Il



2.2.2 Geradores infinitesimais

Em virtude do Primeiro Teorema Fundamental de Lie, de agora em diante, assumiremos
que um (GTPL) é parametrizado de modo que sua lei de composi¢ao seja aditiva, isto é,
dla,b) =a+b,at=—-ael(c)=1.

Definigao 3. O gerador infinitesimal do (GTPL) de um parametro (2.1) é o operador dife-
rencial

0
X=X =& - 2.
() = €(2) 55, (2.8)
onde os coeficientes £ (x) sdo dados em (2.2).
Sendo R" 3 z +— F(z) = F(z',--- ,2") € R uma funcao diferencidvel, temos:
. OF(z)
XF(x):=¢&(x)——.
(@)= 6(0) 2T
Em particular, note que &(z) = (Xzt,--- , Xa") =: X(2)r e
, 0
X(a%) = &i(2") —— 2.9
() = £(a") s, (29
onde z* é dado em (2.1). Expandindo (2.3) em série de Taylor, obtemos:
ek (0 X (z;¢) 2. (el dFa
o\ ; _ car 2.1
’ Zk!( DeF )_0 Z(k!dek>_0 (2.10)
k=0 e=0 k=0 e=
Se F(x) é qualquer funcao diferencidvel,
dF(z*)  OF(z*) 0z*" OF (z*)
= . =&'(z" —~ = X (2")F(z* 2.11
de Gt oz ) g = XEEE, (2.11)
de onde podemos concluir que
d *
dxg = X(z2")z",
dz* X (¥ 2.12
S = X@)X@) (212)
— XQ(CL’*)ZL‘*
e, supondo ser valida a equacao para a derivada de ordem k£, temos, indutivamente,
dk—’—l'x* d ko %\ %
PRl (X (x%)x )
— XM@)X (%) (2.13)
= XM (z")a*
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Fazendo-se € = 0,

k%
% = X*2)x,
(2.14)
= X'z
para todo k € N. Conseqiientemente, substituindo (2.14) em (2.10), temos:
ok
= ZEX]% = eu. (2.15)
k=0

Assim, provamos o seguinte resultado:

Teorema 2. O (GTPL) a um parametro (2.1) € equivalente a (2.15), onde X = X(x) €
definido por (2.8) e o operador X* := XX* 1 com k € N, sendo X F(x) := F(z), onde F(z)
¢ qualquer funcao diferencidvel de x.

Corolario 1. Nas hipoteses do Teorema 2, vale a sequinte igualdade:
F(z*) = F(er) = *F(x).

Demonstragao. Basta aplicar a equagao (2.11) o mesmo raciocinio empregado em (2.12)-(2.14).
O]

2.2.3 Funcoes invariantes

Defini¢ao 4. Uma fungao infinitamente diferencidvel F(x) é uma fun¢ao invariante do (GT PL)
(2.1) se, e so se, para qualquer grupo de transformagoes (2.1)

Se F(x) € uma funcdo invariante por (2.1), entdo F(x) é chamada um invariante de (2.1) e é
dita ser um invariante por (2.1).

Podemos provar o seguinte
Teorema 3. Uma funcgdo F(x) € invariante por (2.1) se, e somente se,
XF(z) = 0.

Demonstracao. Do Coroléario 1, podemos escrever:
ol g2
F(z*) =X F(ax) =) EX’fp(x) = F(z) +eXF(z) + 3X2F(x) .- (2.16)
k=0
Suponha que F seja invariante por (2.1). Entao, de (2.16) resulta que

2
eXF(x) + %XzF(a:) b =0

para todos os valores de €. Logo X F = 0 e isto conclui a tese.
Reciprocamente, se vale X F'(z) = 0, entao, para todo n € N, X"F(z) = 0. ]
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Corolario 2. Para um (GTPL) (2.1), a igualdade
F(z*)=F(z)+e¢ (2.17)
¢ verdadeira se, e somente se, F(x) satisfaz
XF(z)=1. (2.18)
Demonstracao. Se a equagao (2.18) é verdadeira, segue do Corolario 1 que F(z*) = F(x) + ¢.
Reciprocamente, comparando (2.17) com (2.16), concluimos trivialmente (2.18). O
2.2.4 Coordenadas canonicas

Seja f : V C R" — U C R™ um homeomorfismo, de modo que z* — f(z') =: y*. Para o

grupo de transformagoes (2.1) o gerador infinitesimal

o,
X =¢&—
§ ox’
com respeito as coordenadas x = (z!,- -+ , 2") transforma-se, pelo homeomorfismo f, no gerador
4 0
Y =9 ,
n'(y) o
com respeito as coordenadas y = (y!,--- ,y"). O infinitésimo com respeito ao novo sistema de

coordenadas é
n(y) = 0' @), -, 1"(Y))-

Além disso, pela regra da cadeia, temos

R Oy 0
X = fz(m)@ =¢{'(x) aii Evie Y,
N—_—— Y
7’ (y)
ou seja,
Oy
J — ¢l _ J -1
' (y) = &) y, j=1-,n
Ademais,

Y=Y (") = eEXY(a:) =Y =y

Podemos resumir estes resultados no

Teorema 4. Sob acdo da mudanca de coordenadas x* — 3y, i = 1,--- ,n, valem as sequintes
tqualdades:

n(y) = Xy,

y* — eaXy



Definicao 5. Uma mudanca de coordenadas x* +— ' define um conjunto de coordenadas
canonicas para o grupo (2.1) se, em termos das novas coordenadas, (2.1) se torna
y*i = yi7 Z.:17"‘,TL—1,
(2.19)
,y* n o _ yn + €.
Teorema 5. Para todo (GTPL) (2.1), existe um conjunto de coordenadas candnicas y =
(y', -+ ,y") tal que (2.1) é equivalente a (2.19).
Demonstracdo. Segue do Teorema 3 que
v =y (2) = Xy'(z) =0,
1=1,---,n—1. A E.D.P de primeira ordem
- Ou
Xu(x) =¢"— =0
(0) =g 2"
possui n — 1 solugoes linearmente independentes. Tais solugoes correspondem as constantes que
surgem na solugao geral do sistema de n E.D.O’s

dx
it = &(r).

Pelo método das caracteristicas, temos n — 1 coordenadas satisfazendo (2.19). Do Corolério 2,

Yy r=y"(z") =y " +e <= Xy"=1.
Além disso, v = y" é uma solucao da E.D.P nao homogénea
ov
ox?
e € calculada determinando-se uma solucao particular do correspondente sistema de carac-
teristicas de n + 1 E.D.O’s de primeira ordem
dv

Xo(x) = €(2) o = 1

a "
X~ ().
]
Corolario 3. Nas hipdteses do teorema anterior, o gerador infinitesimal de (2.1) é:
_ 9
oyn’
Demonstracao. Da demonstracao do teorema anterior, temos que:
vt = y'(x) — Xy'(r)=0, 1<i<n-—1,
yro= yt@t) =ytte = Xy'=1,
de onde se conclui o resultado desejado. O]
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2.2.5 Pontos e superficies invariantes

Definigao 6. Um ponto x e uma superficie F(z) = 0 sdo ditos invariantes pelo (GTPL) (2.1)
se, e somente se, x* = x sob (2.1) e F(z*) =0 quando F(z) = 0.

Teorema 6.
1. Um ponto x é um ponto invariante do (GTPL) (2.1) se, e s¢ se,
&(x) = 0.
1 nfl) —

2. Suponha que a superficie F'(x) = 0 possa ser escrita como F(z) = ™ — f(a',--- |z
0. Entao F(x) € uma superficie invariante sob (2.1) se, e somente se

XF(x)=0, quando F(x)=0.

Demonstracao. A demonstracao ja estd essencialmente feita ao longo do texto que precede o
presente teorema. E suficiente apenas juntar as pecas.

1. Basta lembrar que X(xz)zr = &(x) e aplicar o Coroldrio 1 e o Teorema 3 a aplicacao
identidade.

2. E conseqiiéncia do Teorema 3.

2.3 Transformacoes estendidas ou prolongamentos

A fim de uma melhor compreensao, fixaremos algumas notagoes: como feito até aqui,

gj:(gjl..

-,2") € M e u = u(x) é uma fungdo infinitamente diferenciavel definida em M com
valores em algum subconjunto de R.

Para Vk € N, 0*u denotard o conjunto de todas as k — ésimas derivadas de u(z),

D 0 0 0 0
Di: - = i i Gy 2.20
Dxt oz’ o ou +uj(9uj + T ! ”3ui1.,.in + ( )
ou ou

¢é o operador de derivagao total e u; := Eoet Ujj = Ererl etc.
x idokn

Simbolizaremos por

du = Judx (2.21)
a soma
du := u;da’ (2.22)
e mais geralmente,
do*tu = 0"u dx (2.23)
representara o conjunto de equacoes
A,y .ip = Uiyeiy_yjda?, 4 =1,--- nparal=1--- k—1 (2.24)
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2.3.1 Transformacgoes estendidas: uma variavel dependente e n varia-
veis independentes

No estudo da invariancia de equacoes diferenciais parciais de ordem k com n variaveis
independentes x = (z!,--- | 2™) e uma variavel dependente u = u(x), somos levados ao problema
de encontrar as extensdes das transformacoes do espaco (z,u) no espaco (z,u,du, -, 9u).

Considere o conjunto de transformacoes de pontos

rt = X(x,u),
(2.25)
ut = Uz, u),

onde assumimos serem tais transformacoes injetivas em algum dominio €2 do espago (z,u) e
que X (x,u),U(z,u) sejam ao menos de ordem C*.

As transformagoes (2.25) preservam as condigoes de contato

du = Oudxr,

do*'u = OFudx,

em algum dominio €2 se, e somente se,

du™ = Outdu,
. . (2.26)
do*ut = OFutda,
no dominio correspondente QF do espaco (z,u, du, - - - , O*u), onde (2.26) tem significado andlogo
a (2.21) — (2.24).
Segue, de (2.26), que du™ = u} dz* 7, e além disso, para j =1,--- ,n,

uf = Uj(z,u, Ou).

De (2.25), obtemos:
dut™ = (D;U)dx’,
de™ = (D;X7)dz,

de onde concluimos que
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Consideremos a matriz de n X n

D X' ... D;X"

A= : : :
D, X' ... D, X"

e assumamos a hipotese de A ser invertivel. Entao,

uf U1 DlU
u; U2 1 DQU
(Tay U, D, U
Mais geralmente, temos:
+
Wiy g1 Uil""ik—ll DlUil'"ikq
Jr
U igy2 || Uineina2 | 41 DoUsy iy,
+
Uiy i Uil"‘ikfln D, i1 lg—1

Se as transformagoes (2.25) definem um (GT PL) uniparamétrico

= X(z,uje),

*

uw* = Ulz,u;e),

agindo no espago (z,u), entdo sua k-ésima extensao no espaco (x,u, du, - - -

= X(x,uje),
u* = Ul(z,u;e),
ou* = 0WU(x,u,du;e),

OFur = kU (w,u,0u,- - ,0%u;e),

define um (GT'PL) a um parametro extendido. Segue, de (2.28), que

UT U1 DlU
u; U2 _1 D2U
uy U, DU
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(2.28)

,0Fu), dada por

(2.29)

(2.30)



Jr
u Uil"'ik_ﬂ DlUZ

i1 ig—11 1g—1

+

g2 o Ui1-~-ik712 . A,I DQUil“'ik—l (2 31>
= ' = . s .

+

il"’ikfln Ui1-~~ik_1n DnUi1-~~ik_1

*

onde {uj = U;} sdo as componentes de du = 9U e {uj,.; ;= Ui,..i,_,i} s30 as componentes
de 0*u* = 0kU*. Em (2.31),4,=1,--- ;nparal=1,---  k—1, com k > 1.

2.3.2 Expressoes do prolongamento

O (GTPL)
*t = xi(;y, u; g) = gt + Ef%l’,ﬂ) + 0(82),
v o= Ulrue) = uten(z,u)+ 0(?),
i=1,---,n, agindo no espago (x,u) tem como gerador infinitesimal

X = €(eu) 2 4 )2

o' ou’

A k-ésima extensao de (2.21) é dada por:

a*? = 2'(z,u;¢e) = '+ ef(x,u) + O(e?),

u* = U(z,u;e) = u+en(z,u)+ O(e?),

wp = Uw,u,due) = ui+en (@, u,0u) + O(e?), (2.32)

uf . = Uy (v,u,0u,- - JOuse) = wyyq, + em(f)% (z,u,---,0%u) + O(?),
ondei=1,2,---nei=12--- nel=12,---,kcomk €N tem seu (k-ésimo estendido)
infinitésimo

T, U z,u), nW(z, u, Ou), - - - (k) z,u,0u, -, O
(6( 9 )777( Y )777 ( Y ) )7 ’nll ’Lk( ) Y Y Y ))

com o correspondente (k-ésimo estendido) gerador infinitesimal

, 0 0 0
(k) — g — _ )
X & (z,u) o + n(x,u)au +n; (2, u, Ou) e +
(2.33)
(k) 9
+T]i1""ik('r7u7au7 e ,8ku)m, ke N.
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Para nao carregar a notagao, omitiremos a dependéncia em relacao a x, u e ao conjunto de
derivadas desta ultima.

Teorema 7. Sejam 7751) € nff)Zk dados por (2.33), com iy = 1,--- ,n, Ll =1,--- k ek > 1.
Entao,

n = Din— (D€,
(2.34)
k ke— ;
771(1)% = Dikni(l---illj,l - (Dikéj)uil“‘ik—lj'
Demonstragao. De (2.27) e (2.32), temos:
Dy(zt +e€') ... Di(z"+&&m)
A = : : : +0(?)
D,(z' +e&') ... D,(a" +&&m)
= I+eB+ 0(?),
onde I denota a matriz identidade e
D&Y ... D&
Bi=| i (2.35)
D&Y - Dy&n
Como A é inversivel, entao
At =T—eB+ 0(&?). (2.36)
De (2.30), (2.29), (2.35) e (2.36), segue que
uy + 57]51) u; +eDin
uy + ens” Uy + €Dy )
. = —¢eB) : + 0(e7),
ot o) o+ =D
e entao,
7751) Din U1
nél) = D2n - B Ui2 )
77%1) Dnn U,

que é equivalente a primeira parte de (2.34). A segunda parte é provada de maneira anéloga,
a partir das mesmas equacoes. Assim,

(k)

Uiy -vigy_q1 + ENiyig_q1 Uy i1 1 + €D177,L(f_11k)71
(k=1)
k Wiy oiy_y2 + €Dam;
WUjyoigy_y2 T 5771(1.)..ik_12 — ([ _ €B> 112 ' 270y iy + 0(62),
(kD)
Wiywij_yn T 5775?.)..%71,1 1igan T iy iy
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de onde podemos concluir que

(k) (k—1)

iy -wig 1 Dngy iy,
Ui

k k—1 U2

ni(l-)--ik,12 — D277'L(171k)71 - B : )
: : u

(k) (k—1) "

ni1~~~ik_13 Dnnil"'ik—l
comi=1,--- n,paral=1,---  k—1,comk=23,---. [

2.4 Invariancia de uma equacao diferencial parcial

Sejam x = (z%,--- ,2") € M e u : M — R diferencidvel. Uma E.D.P de ordem k é uma
relacao F' que associa as variaveis independentes © € M, dependentes u : M — R e derivadas
de u até ordem k, de modo que F(x,u,du,---,0%u) = 0. Seja N := dim{x,u,Ou,--- ,0%u}.

Assim, a funcao u é solucao da E.D.P dada por F' = 0 se, e somente se,
F(x,u,0u,---,0u) = 0. (2.37)
Os conjuntos

FH{0Y) = {(z,u, Ou, - ,0"u) : F(x,u,0u,---,0"u) =0} C RN

Sor := {(2,u) : u é solucdo de F(x,u,du,---,0%u) = 0}

determinam variedades, sendo este 1ltimo nada mais que o produto cartesiano de uma variedade
2 C M pelo subconjunto U := {u(z) : * € M ewu ésolucdo de (2.37)} € R. Podemos
determinar, em S, = §2 x U, os pontos invariantes por um (GT'PL) da forma (2.1).

A cada elemento deste grupo corresponderd um campo vetorial X € sec T'(Q x U).

Se denotarmos por Uy, - -+, U;,..;, 0s respectivos espagos das derivadas du, - - - , O%u, o campo

vetorial X € sec T(Q2 x U) induzird um campo vetorial estendido? (ou prolongado)

0

8u211k

++77(k) (x,u,f)u,--- 7aku)

i1 i

| 0 0 0

em sec T(Qx U Xx Uy x -+ x Up.qp )

LA expressao X € sec T(Q2 x U) significa que o campo vetorial X é uma segao do fibrado tangente T'(Q x U).
2 A priori, todos os coeficientes do campo estendido deveriam depender de (x,u,du, - -- ,0%u). Entretanto,
os resultados obtidos na Secao 2.3.2 nos asseguram que nao ¢ este o nosso caso.
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Por exemplo, nesta tese aplicaremos os métodos que estamos apresentando neste capitulo a
equacao
F(p) = tgg + Uy + 4(2” + 4 )uge + dytigr — 4y + f(u) =0
onde p = (@, Y, b, Uy Uy, Uy, Uty Uy Ugyyy Uty Uyyys Uyt Uge) € R e f R — R é uma fungao difer-
encidvel. Neste caso, com a notagao utilizada acima, Q C R* = M, k=2, U; = {0}, U, = R®
e S, CR3 xR ~RL
Em S, os geradores sao da forma

0 0

que por sua vez induzem, em F~1({0}) C R13, o campo vetorial

: o 9 0 9 9 9
_ 9 9 w2 L
5 53 0 T ot T au T T o, T B

0 0 0 0 0 0
@2_Y @2_Y @_Y_ @_Y @_Y 2 9
+nxx a + 77yy 8 + Nt auzt + nyt auyt + U autt + nxy auxy.
O espaco estendido M x U x Uy x --- x Uy,..;, é chamado espago de jatos (jet space, vide

Olver [73], pag. 98).
O objetivo desta secao é determinar as condigoes de invariancia de uma equacao diferencial.

Para tanto, iniciamos com a

Definigao 7. O (GTPL) a um pardametro

= X(x,uje),
(2.38)
uw* = Ulz,u;e),

deiza o E.D.P (2.37) invariante se, e s se, suas k - ésimas extensoes, definidas em (2.32)
deizam invariantes a superficie (2.37).
Definicao 8. Seja
, 0
X = €z, u)— s
€ )+ )

o gerador infinitesimal de (2.38). O campo X € admitido pela E.D.P (2.37) se seu k - ésimo
gerador infinitesimal estendido

(2.39)

. 0 0 0
(k) _ ¢i v v (1)
X & (z,u) Ry + n(x,u)au +n; " (x,u, Ou) o +
(2.40)
(k) 0
+nz1zk (.T, u, aua e 7aku) 8u“lk ) k € Nu
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satisfaz a equagao

X®F(z,u,0u,---,0") =0, quando F(x,u,du,---,0%u) = 0. (2.41)

s

Neste caso, a transformagao infinitesimal que corresponde ao campo expresso em (2.39) €
chamada simetria de Lie da E.D.P e, por abuso de linguagem, identificaremos a transformacao
infinitesimal com o seu respectivo gerador infinitesimal, chamado-o também de simetria de Lie
da E.D.P (2.37).

A condigao de invariancia (2.41), ao ser aplicada concretamente em uma E.D.P, nos con-
duzird a um sistema linear de E.D.Ps envolvendo os coeficientes '(x, ), n(z,u) da simetria
(2.39). A solucao deste sistema, no qual surgem constantes arbitrarias, ao serem substituidas
em (2.39), nos dard uma combinacao linear de todas as simetrias de deixam a E.D.P F' =0
invariante. Vide o exemplo dado pela equagao (2.50) na préxima subsegao ou a aplicacao

concreta da teoria no Capitulo 5.

Teorema 8. Critério para invaridncia de uma E.D.P

Sejam X e X dados, respectivamente, em (2.39) e (2.40). Entdo (2.38) ¢ admitido pela
E.D.P se, e somente se,

X®F(z, u,0u,---,0") =0, quando F(x,u,0u,---,0%u) =0. (2.42)

A prova é simples, mas a notacao é muito carregada. A fim de nao ficar desagradéavel a

leitura, fagamos as seguintes convengoes:

1. {% denotara fz%,

3. u; denotard u;,...;,, 1 <1 <k, valendo a mesma convengao para 7;

4. F* denotara F' nos pontos (2.38).
Demonstragao. Suponha que F seja invariante sob (2.38). Entao,
F* = F(x+ef+ 0, u+en+ OE?), -, up +enp + O(?))

OF

OF
T (k) 2~ 2
5 +- 47 + O(¢ ))

OF
= F+8<§%+TZ s

= F4+eXWF 4 0(e?),

de onde vemos que (2.42) é verdadeira se, e somente se, é invariante, encerrando, assim, a
demonstracao. O]
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2.4.1 Solucgoes invariantes

Considere uma E.D.P de ordem k, com k& > 1, que admite um (GT'PL) a um parametro

com gerador infinitesimal (2.39). Assumamos que &(z,u) = (¢4, -+, &™) # 0.

Definigao 9. A func¢do u = ¢(x) é uma solugdo invariante de (2.37) correspondendo a (2.39)
admitida pela E.D.P (2.37) se, e somente se

1. u = ¢(x) € uma superficie invariante de (2.39).

2. u = ¢(x) é solugdo de (2.37).

Ou, de maneira equivalente, u = ¢(x) é uma solugao invariante de (2.37) em relagao a (2.39)

se, e 86 se u = ¢(x) satisfaz

1. X(u—¢(z)) =0 quando u = ¢(z), isto é,

2.

0¢(x)

€ o) 5

= n(z, p(x)), (2.43)

0
F:Oparauj:a—jj,je{l,--- k)

As solucoes invariantes podem ser encontradas de duas maneiras:

Método da Forma Invariante: Resolvemos a condicao da superficie ser invariante

(equacgao 2.42), resolvendo as equagoes caracteristicas

1 2
1dx _ 2dac o du (2.44)
§Hx,u)  &(x,u) n(x, u)

quando u = ¢(z).

Se (v1(z,u),ve(x,u), -+, vp_1(x,u),v(x,u)) sdo n invariantes independentes de (2.44)

com v, # 0, entdao a solu¢ao u = ¢(z) é dada implicitamente pela forma invariante
U($7 'LL) = w<vl7 e 71)7171)7
onde ¢ é uma funcao arbitraria de vy, -+ ,v,_1.
M¢étodo da Substituicao Direta: Suponha que &, # 0. Assim
Ui
Up = — —U; + —.
; &

Quando encontramos solugoes invariantes da E.D.P (2.37), qualquer termo envolvendo

derivadas de u com respeito a x™ pode ser expresso em termos de x,u e derivadas de u
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1 n—1

com respeito a z*,--- , 2" . Consequentemente obtemos uma nova equacao diferencial

"~1) ¢ parametro

(parcial) com varidvel dependente u e variaveis independentes (z', -+, z
2™, Qualquer solugao desta nova equagao diferencial define uma solugao invariante da
E.D.P (2.37). No caso particular em que n = 2, este método nos fornece uma equagao

diferencial ordinaria.

2.4.2 Equacoes determinantes para transformacoes infinitesimais de
uma E.D.P de ordem £k

Seja F' uma E.D.P (2.37) e suponha que possamos escrevé-la como
F(l’7 U, aua e 7aku> = UWUipeqy,  — f(l'7 U, aua e 7aku> = 07 (245)

onde f nao depende de u;,..;, € k> 1. Entdo F' admite o gerador infinitesimal (2.39) com a k

- ésima extensao (2.40) se, e somente se

_ . 0f  Of w _Of
Miyeiy = 5 ot + nau + + nzlzk ou

(2.46)

i1

quando u;,...;, — f(z,u, Ou, - - ,0%u) = 0.
(p)

Do Teorema 7 segue que os coeficientes My vy S0 lineares com relacao as componentes de
OPu, se p > 1, e sdao polindomios nas compontentes de du, 1 < j < p, cujos coeficientes sao
lineares em (&(z,u),n(x,u)) e nas suas derivadas parciais com respeito a (z,u) até ordem p.

Isto é resumido no
Lema 2. Eriste uma fungdo polinomial h(x,u,u,--- ,0* ), em Ou,--- , 0% 1u, tal que

Miyoiy, = h(x,u,0u,---,0%u) — Euju,..qp — ELWi Wjigoiy — =+ — ELUG Wiy iy

(2.47)

TN Uiy iy, T UUU(ui1ui2"'ik—1 Tt Uiy Uiyigeiyyy + 000 uikuil"'ik—l)‘
Demonstracao. Uma vez que
1 A A A
" = Din— (D& )u; = + meui — &y — Gujus,
entao,

771(5) = Ml + MUk — filuj + Mew Uy — fljuujuk - £iuujul — ﬁiuujukul - ﬁiulj
(2.48)

; . . .
—&us — Eugug — Eurug — Ewurg + Ny + Ny Uk
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satisfaz claramente a tese a tese do corolario. Suponha que 2 < k € M. Logo,

k k—1
771‘( ) = Dikni<1~..ik)_1 - (Dikfl)uilmik—ﬂ'

10k

Conseqiientemente, existe uma funcao h = h(x,u, du,--- ,0%u) tal que
h(x,w, Ou, - - ,0%u) — ELujt, i, — ELWi Wiy, — + -+ — ELU Wiy

U

+77uu7;1...ik71 + T]uu<ui1ui2...ik71 + Uiy Uiyigig_y +-F uikuil...ikfl).

. E+1 ..
Assim, calculando 771'( ) ) , obtemos, explicitamente:
1k le+41
(k+1) o j j
Miigins: =  (Digr 1) = (Dig s S0 iy, — (Diy §) Wiy Wiy, —
—(D. £ Yoy 2. . . £ N S LTI L
(D2k+1§u)ulku11"'lk—1j z‘k+1uz1~~-zw guu]lk+1u11"‘7/k
Loy, . Y = PR R = P SI L .
éuulllkJrlu]'lQ"'Zk fuulQlkJrluZl]lS"'lk fuu%lkﬂull'"lkﬂj
(2.49)
i rulhiyiy T Tuu(Wigigy Wigig, + 7 F Wiy Wigeoiy)
—CTayar. . — Ty . N < LTI TP .
EQUG Wiy iy — § Wiy Wgin iy &3 Wiy Wiy iy iy
guuzk+1uzl--.zk] + nuuzl.v-zkzk+1 + nuu(ullul2'“lklk+1 + -+ U%HUZQ,“%)
Seja
h o Ok — : “(D: Nut o — (D ENVU Ui —
h(x,u,au, a U) T (le+1h) (le+1€u>ujull"'lk (le+1€u)u11uﬂz'"lk

(D NV e — & e e
(le+1£u)ulkull“'lk—1] ik+1u21"‘1k] guu]%k-uull“'lk

L. . N 5 LT T L _m. o
guulllkJrlu]ZQ"'lk é-uulkszrlu’Ll"'Zk—l] NigyruWiy iy,
+77UU(ui1ik+1ui2"'ik +eeet uikik+1ui2'“ik)'

Entao, concluimos que a equagao (2.49) pode ser escrita como

(k+1)
ni1"'ikik+1

N S TR T Ty g .. Y < P YIR T T .
= h fuujunmw;gﬂ guunujmmwkﬂ fuu%uumw_uwﬂ
6 ulk+1u11"'1k] + nuu11--'lklk+1 + nuu(ulluZQ“'ZklkJrl + + ulk+1u12'"lk)’

provando o Lema. Il

Da demonstracao do Lema 2, decorre que se f, em (2.45), é um polinémio em relagdo as

componentes de du, 1 < j < p, entdo (2.46) é uma equacao polinomial nas componentes &/ u,
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1 < j < p, cujos componentes sao lineares em (£(z,u),n(z,u)) e nas suas derivadas parciais
até ordem k. Assim, utilizando (2.45) para eliminar u;,..,, em (2.46), uma vez que, em geral,
hé mais do que (n + 1) equagdes, a equagao polinomial resultante nas componentes de d/u,
1 < j < p, deve ser verdadeira para valores arbitrarios de tais componentes.

Como conseqiiéncia, cada coeficiente do polinomio deve ser nulo, resultando assim num
sistema linear homogéneo de E.D.Ps para as n + 1 fungoes ({(z,u),n(x,u)). Tal sistema é
chamado o conjunto de equagdes determinantes (determining equations) do gerador infinitesimal
X admitido por (2.45). O conjunto das equagoes determinantes forma um sistema sobre-
determinado de equacoes, uma vez que, em geral, ha mais do que n + 1 equacoes. Pode
acontecer que sua unica solugao seja trivial (£,71) = (0,0), ou entéo, no caso nao trivial, temos

as seguintes duas possibilidades:

e Se a solucao geral das equagoes determinantes contiver um nimero finito, digamos m, de
constantes essenciais arbitrarias, entao ele corresponde a um (GT'PL) a m-parametros
admitido por (2.45).

e Se a solucao nao puder ser expressa em termos de um nimero finito de constantes essenci-
ais, entao as equagoes determinantes correspondem a um (G7T PL) de infinitos parametros

admitido por (2.45) ou contém fungoes arbitrarias de z e w.

O seguinte exemplo ilustra os dois casos acima mencionados, cujos detalhes e calculos podem

ser conferidos no Capitulo 5.

Se f(u) = e*, a solucao geral das equagoes determinantes da equagao

Uy + Uy + 42 + Y* )y + dYtyy — dzuy; + f(u) =0 (2.50)
é:
§ = amy+ax+asz,
¢ = —a1x+as+ asy,
T = 2a3v — 2a0y + a4 + 2as5t,

n = —2&5,
onde a simetria, neste caso, ¢ dada pelo seguinte campo vetorial

0 0

0 0

Neste caso, temos 5 constantes arbitrarias, que corresponderao a um grupo de 5-parametros,
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pois
0 0 0 0 0
A= (y% B a@) o (a_ B 2?/&) s (a—y *2%)

+ 0 + 0 + 0 + 2t 0 2 0

ay | — as | r— — - —2—

Not) T\ Tar Yoy T et~ “ou

¢é a simetria resultante e os campos entre parénteses formam uma &algebra de Lie de dimensao
D.

Contudo, se tomarmos f(u) = u em (2.50), os coeficientes da simetria serao

( § = ay+ay,

¢ = —az+as,

T = 2a3r — 2a9y + aq4,
| 7 = asu+B(z,y.1),

onde 3 é uma funcao satisfazendo a prépria equagao, isto é
Ampf+8=0

e a simetria X serd

X = a 2—:lc3 +a 2—22 +a 2—1—21’2
- W\ Yar Yoy ) T\ o T Yar) T \ay T ar

+ 2_{_ £+ﬁ£
Yo T T o

que possui 5 constantes arbitrarias, e estas constantes determinarao um grupo a 5-parametros,
mas possui uma simetria cujo coeficiente é uma funcao que satisfaz a propria equacao, e esta
simetria esta associada a um grupo de dimensao infinita. Este ultimo fato reflete a linearidade
da equacao diferencial.

Agora apresentaremos alguns resultados que simplificam significativamente o processo de
se obter as equagoes determinantes. Antes, precisamos definir o que é uma equacao diferencial

parcial semilinear.
Definigao 10. Seja u: M — R de classe ao menos C*(M) e

op
oz - - Oiv’
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onde os coeficientes A% (z) sdo simétricos com respeito a seus indices.
Uma equagdo diferencial F(x,u,du, -+ ,0%u) = 0 é dita ser uma equacdo diferencial parcial
semilinear de ordem k se existe uma fungdo h = h(x,u,du, --- 0% u) e um operador Ly, tal que

F := Lyu+ h(x,u,Ou, - 0" u) = 0.

O teorema seguinte pode ser provado para equacoes de ordem k > 1. Para k > 3 a
demonstracao, além de técnica, é muito tediosa. A prova para os casos semilineares pode ser
encontrada em [53] e Bluman ([10]) para o caso quaselinear em que os coeficientes da equagao

possuem dependéncia da varidvel dependente?.
Teorema 9. Suponha que uma E.D.P semilinear de sequnda ordem
AY(z)ug; + h(z,u,0u) =0

admita um (GTPL) com gerador infinitesimal (2.39). Entdo £'(x,u), i = 1,--- ,n, independe
de u.

Demonstracao. Seja 3
F = AY(x)u;; + h(z, u, Ou)

e X@ a extensdo de segunda ordem da simetria X. Entdo,

0 0 0 0
2 k (1) (2) 2
X( ) = 5 (xy u)@ + 7’](‘7;7 U)% + 7]k, (.T, u, 8u)8—u]€ + ,r]k’l ([[‘7 u, au7 a u)aTkl’
e os coeficientes no espago de jatos sao dados por (vide Teorema 7)
- — s — &,
nk - 77k + T/uuk gkuj guu]uku
’71(5) = Mgl + MUk — filuj T MiuWi + Nuu U — fljuujuk - £iuujul - §Zmujukul

e — Ewy — Eugy — Ewguy, — Ewgu; — Euguy.

Desta forma, definindo F}, := %, obtemos:

XOF = B +nF, +mFy, + A% + (wne — Euj) Fu, + APy, — AR,
+Aklnkuul - Aklfljuujuk + Aklnuuukul — Aklfiuuy‘ul - Aklfﬂu“j“k“l

kl kl ¢ Kl ¢ Kl ¢j Kl ej Kl ¢j
+A"nug — ATy — AT uy — AV wju — AV upuy; — AVE wugy.

3Uma E.D.P de ordem £k ¢é dita ser quaselinear se ela pode ser escrita na forma
Al (g, Quy - OF ) ug, g, + h(z,u, 0u, -+ 0% 1u) = 0. No caso particular do artigo de Bluman, os
coeficientes sdo da forma A" (x,u). Para a classificacdo de E.D.Ps quanto & sua (ndo-)linearidade, consulte
[45].
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Ha duas maneiras equivalentes de determinarmos os coeficientes de uma simetria. Aqui, seguire-
mos o critério de Ibragimov ([60]) e Olver ([73]). No Capitulo 5 utilizaremos o método de
Bluman e Kumei ([9]).

Assim, a condicao de simetria é

XOF = Xz, u)F, (2.51)

para alguma fun¢ao A = A(x,u).

Como F' é uma fungao linear nas derivadas segundas da funcao u, a condicao de simetria
implica que os termos envolvendo produtos das derivadas primeiras e segundas de u deve ser
identicamente nulo. Logo,

o . .
A (f{buljuk —+ £iulkuj —+ §$ulujk) =0. (252)
Utilizando o fato que
_ 619 — T SS
U = OpUp, Uiy = 0p0;Ups,
_ 5P _
Uj = 6jup7 Ui = 6; ]iur&
_ 5P _
wo = 0, up, wy; = 070U,

e substituindo em (2.52), chegamos a seguinte relacao:
(AMElohor o8 + AMEL5Po7 7 + AMELSTST 67 Yy, = 0.

Como o conjunto {u;uk} ¢é linearmente independente, a seguinte igualdade necessariamente é

satisfeita: ' . .
Aklfiéi’é{éj + Akl§i6§5f5;"; + Aklﬁiéféj’fé;z =0. (2.53)

Tomando p = r = s, concluimos que
ppep
APPER = 0.

Sejam N; e Ny os conjuntos de indices tais que APP #£ 0 e APP = (, respectivamente. Assim,
para todo i € Ny, & = 0 e portanto, £ = £'(x).

Suponha que Ny # (). Entao existe ng € Ny. Nosso objetivo aqui é mostrar que £ = 0,
para todo ng € Ny. Tomando p # k, p # j e escolhendo s = ng em (2.53), obtemos

Aroper = .

Por hipétese, fixado ng, existe py tal que A™P° =£ (. Logo, escolhendo p = py, concluimos que
&l = 0 para todo r.
m

Teorema 10. Nas hipdteses do Teorema 9, se
h =V (2)u; + f(z,u),

entao n € linear em u.
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Demonstracao. Decorre do Teorema 9 que

XOF = ¢F + nF, + i Fy, + Aklﬁm + (ugny — fiuj)Fuk + Aklnkluk — Aklfiluj

+ AR g + Ay — AR — AR E ug + AV

Como a equagao é linear nas derivadas primeiras e segundas de u, a condi¢ao (2.51) implica
que os coeficientes de uzu; devem ser nulos. Logo, A*n,, = 0. Entdo, 1,, = 0. O

2.5 O Teorema de Noether e simetrias

Nesta secao apresentaremos uma aplicacao da teoria de simetrias a problemas fisicos, mais
especificamente, estaremos interessados na construcao de leis de conservacao.

Uma le: de conservacdo num sistema fisico, que tenha variaveis independentes t,x,y, 2
(que naturalmente pensamos como sendo o tempo e as trés varidveis espaciais) e varidveis
dependentes descritas por uma funcao de estado u(t, z,y,z) = (u'(t, z,y,2), - ,u™(t,z,y, 2))

é uma equacao da forma
DZU(f) :th1+sz2+Dyf3+sz4:0a

onde a funcao vetorial f = (f!, f2, f3, f*) pode depender de t, x,y, z, u e das derivadas de u até
ordem k, para algum k € N, e Dy, D,, D,, D, sao os operadores de derivacao total de u com
respeito a t, x,y, z, respectivamente.

O sentido fisico de uma lei de conservacdo é o seguinte: a taxa de variacdo da funcao f1
dentro de qualquer dominio 2 limitado no espaco é igual ao fluxo de (f?, f3, f4) através da
fronteira 0. Do ponto de vista matematico, leis de conservacao fornecem uma base para
obtencao de estimativas, a priori, de existéncia de solucgoes do sistema.

De um modo geral, construir leis de conservagao para um sistema fisico pode ser uma tarefa
nao-trivial. Contudo, para sistemas que surjam de uma formulacao Lagrangeana, existe um
teorema fundamental, devido a Emmy Noether, que prova que para toda transformacao in-
finitesimal admitida por uma integral de acao de um sistema Lagrangeano, podemos encontrar,
construtivamente, suas leis de conservacao.

Dada uma funcao, denominada Lagrangeana do sistema,
L= L(z,u,du,- -, 0%) (2.54)

definida num dominio Q C (M, g)*, o problema de se encontrar funcoes u(x) que correspondam

a um valor extremo da integral
Jlu] = / £\/Gdv. (2.55)
Q

4Por abuso de linguagem, utilizaremos ¢ para denotarmos tanto a métrica quanto seu respectivo
determinante.
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é chamado um problema variacional e a integral J[u] acima é chamada integral de agdo. De-
notaremos por dV = ,/gdx e por dS as medidas de Lebesgue de uma regiao {2 € R" e sua
fronteira 0€), respectivamente.

O trabalho original de Noether considerava transformagoes da forma

r* = x+ef(r,u,0u, - ,0%u) + O(e?),
(2.56)
u* = u+en(z,u,du, -, 0Pu) + O(?),

que deixam a integral de acao invariante para alguma regiao arbitraria 2. Neste trabalho,

Noether estabeleceu uma relagao explicita entre os infinitesimais &, 7 e o fluxo conservado.

2.5.1 Equacoes de Euler - Lagrange

Seja L a Lagrangeana dada por (2.54) e considere uma perturbacao na funcao u : u(z) —
u(z) + ev(z). Assumindo que L seja uma fun¢ao C'*°, entdo, a correspondente perturbagao na

Lagrangeana é

6L = L(z,u+ev,0u+edv,--- 0%+ c0™) — L(x,u,0u,- - ,0%u)

SVt U+

oL, DL, L . oL
© ou ﬁuz 8uij Yig 8u,~1 g

Uil“'ik) + 0(52).

Definicao 11. O operador

0 0 0 0
E:=_— D= +D;Dj— + - ~1) D;, -+ D;
8u auz + j@uij + +< ) ! k@u“ i
¢ chamado operador de Fuler.
Seja
’ oL oL
W = e (=D)*'D; ---D; ——
I -
oL oL
D: -~?p, ...D; ———
D) (e (12D Dy )
oL
oo+ (Dy, - Dy, =
+ + ( 1 kflfu) auil---ik,li
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Determinemos agora as condigoes a serem satisfeitas pela fungao u(z) para serem extremos

funcionais. Usando integracao por partes, obtemos:

0Ju] = Ju+ev]—Ju = /5£dV
_ 5/ (E(L)o + DWu,v]) dV + O()

= ¢ </ﬂ E(L)vdV + ., Wi[U,U]NidS> +0(e%),

onde E(L) é operador de Euler agindo na funcao £, 02 denota a fronteira de 2 e N =
(Ny,---,N,) é a normal unitdria externa a mesma. A fim de que a fun¢do u(z) seja um
extremo do funcional J[u|, o coeficiente linear de ¢ deve ser nulo. Como a func¢do v(z) nédo
altera as condigoes de contorno impostas a u(x), podemos, sem perda de generalidade, assumir

que v(z) e suas derivadas em W¢[u,v] anulam-se em 95). Entao a integral de superficie em

o d
Julv = ng[u—l—av]

— / E(L)vdV + Wi[u,v}NidS =0
Q

s=0 0N

também se anula, pois as fungoes W¢[u, v] sdo lineares em v e em suas derivadas. Por con-
seqiiéncia, o termo de volume deve se anular também para toda fungao v(x) satisfazendo as
condigoes de contorno homogéneas. Uma vez que o comportamento de v(z) é arbitrario no

interior de ©, concluimos, pelo Lema de Lagrange®, que um extremo u(z) satisfaz:

oL

ik
aulllk

0L oL 0L

BUE) =5, ~ Pigy, + PiPigy,

o4 (=D, - D — 0. (2.57)

A equagao (2.57) é chamada Fquacao de Euler - Lagrange para o extremo u(z) do funcional

J[u]. Formalmente, demonstramos o

Teorema 11. A fim de que uma funcao diferencidvel u(x) seja um extremo da integral de ag¢ao
(2.55), € necessdrio e suficiente que ela satisfaca a equagdo de FEuler - Lagrange (2.57).

50 Lema de Lagrange afirma que se f é uma funcdo continua num subconjunto compacto €2 e se, para toda
funcio 7 de classe C*(2) tais que n]pq =0 e

[ @@z =o,
Q
entdo f(z) =0, Vo € Q.
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2.5.2 Simetrias variacionais, de divergéncia e leis de conservagao

Nesta secao trataremos das simetrias variacionais e de divergéncia, e depois apresentaremos
um algoritmo para calcular as leis de conservagao de tais simetrias.
A seguinte igualdade é chamada Identidade de Noether (vide [37] ou [60], pagina 315):

X®L+ LD = EL)(n—w&) + Di (6L 4+ Wiu,n —u;é]).

Decorre, desta identidade, o seguinte teorema [72].

Teorema 12. Teorema de Noether

Sejam X*) a k - ésima extensdo do gerador

0 0

X:§3ﬁ+n5; (2.58)

B=(B',--- B"), B'= B'(x,u,0u, - ,0u), 1<i<n, l€N.
Suponha que o campo vetorial B satisfaca a equagao
X® L4+ LD = DB

para u(x) arbitrdria. Entao, para qualquer solugdo u(x) das equagdes de Euler - Lagrange,
temos a sequinte lei de conservagao:

D; (§i£ + Wi u,m — u;é’] — Bi) =0.
Para estabelecer conceitos e fixar notagoes, seguem as definigoes:
Definigao 12. A divergéncia de um campo vetorial B = (B',--- | B") € definida como sendo
Div(B) := D;B".

Definicao 13. Uma transformacdo do tipo (2.56), com gerador infinitesimal (2.58) € uma
simetria de divergéncia da integral de agdo Jlu| se, para toda fun¢io u(x), existe algum campo
vetorial

Az, u,0u,---,0"u) = (A, -, A™)
dependendo de x, u e suas deriwadas de ordem finita r, para algum r € N, tal que
X®L 4+ LD = Div(A).
No caso particular em que A =0, dizemos que o campo X € uma simetria variacional.

Definicao 14. Se X € uma simetria de divergéncia, entao dizemos que X € uma simetria de
Noether.
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Capitulo 3

Algebras e Grupos de Heisenberg

O objetivo deste capitulo é fazer uma breve introdugao aos Grupos de Heisenberg. Tais
grupos tém suas raizes na algebra de operadores oriundos da Mecanica Quantica, a partir da
formulagao matricial da mesma pelo fisico alemao Werner Karl Heisenberg em 1925, e tém sido
amplamente estudados por diversas areas desde a década de 1970.

Em particular, o grupo de Heisenberg tridimensional H* é, por si s6, uma estrutura bastante
rica. Simultaneamente é uma das oito geometrias de Thurston! e o exemplo mais simples de

uma estrutura geométrica mais geral, chamada Grupos de Carnot.

3.1 Origens fisicas

A algebra de Lie de Heisenberg (vide a préxima se¢ao para a definigao de édlgebras de Lie
ou [66]) tem esse nome porque as equagoes de estrutura sao as relagoes de comutacao canonicas
de Heisenberg na Mecanica Quantica. Tais relacoes, todavia, sao versoes quantizadas dos
paréenteses de Poisson para coordenadas canonicas na Mecanica Hamiltoniana.

O estado de um sistema classico é descrito, na Mecanica Hamiltoniana, por n coordenadas
g1, " ,¢n € m momentos pi,---,p,. As 2n varidveis constituem as varidaveis canonicas do
sistema. Outras importantes funcoes na Fisica, tais como energia e momentum, sao fungoes
das variaveis canonicas e sao chamados observaveis. Tais fungoes constituem uma algebra de

Lie de dimensao infinita com respeito aos parénteses de Poisson

" (OF0G OF 0G
F = R
{ 7 G} Z (3%‘ Op; Op; 3%‘)

1=

L A recente demonstracio da celebrada conjectura de Poincaré por Perelman tem atraido ainda mais a atencao
da comunidade matemadtica a tais geometrias ([38]).
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As equagbes de movimento

OH OH

li = =1¢,H )i = — = {pi, H},
=7 {e;, H} e p i {pi, H}

sao chamadas as equacoes de Hamuilton, onde H é a Hamiltoniana do sistema.

Mais geralmente, a evolucao temporal de um observavel é dada pela equagao
F={F H}

e neste caso, para descrevermos o comportamento da particula, teremos 2n + 1 variaveis, a
saber, (q1, " ,qn,P1," " ,Pn,t).

A descricao, do ponto de vista da Mecanica Quantica, do mesmo sistema, é feita encontrando-
se uma algebra de operadores hermitianos num espaco de Hilbert cujo produto de Lie é dado
por um colchete (de Lie), como dito na Mecanica Quantica, um comutador dos observaveis.

Isto é feito de modo que se A e B sao dois operadores correspondentes as funcoes classicas
a e b, entdao [A, B] é um operador que corresponde a fungao classica ihi{a, b}, onde h = h/27 e
h é a constante de Planck. Em particular, o conjunto das varidveis canonicas g;, p; satisfazem
{gi,¢;} = {pi,p;} = 0 e {q,p;} = d;;, onde J;; é o simbolo de Kroenecker. Na Mecanica

Quantica os respectivos operadores satisfazem as seguintes relagoes de comutacao

onde I denota o operador identidade.

No caso particular de uma particula, os operadores 01, Q)2 e (3 sao chamados, respectiva-
mente, de X,Y e Z, e correspondem a multiplicacao pelas componentes que representam. Por
exemplo, se [¢)) é um ket (um vetor no espago de Hilbert das fungoes de quadrado integravel
associadas a distribuicao de probabilidade de uma particula em um sistema quéntico), entao

X |[¢) = z |¢), sendo o cédlculo para os operadores Y e Z andlogos, e os operadores momento
h 0 P h 0

~a =—-5 € = -5

iox’ Y idy 7 ioz

Embora tenhamos mostrado a relagao entre os observaveis classicos a, b e seus analogos na

sao equivalentes a P, =

Mecanica Quantica A, B, ha uma grande diferenca na maneira de interpreta-los.

Na Mecanica Classica os valores de todos os observéaveis sao completamente determinados,
mas no mundo quantico isto nao é verdade pois, em um dado estado, os observaveis tém apenas
uma distribuicao de probabilidade para seus valores, que eventualmente eles podem assumir
num determinado ponto. O Principio de Incerteza de Heisenberg traduz bastante bem essa
diferenca.

Enquanto que na Mecanica Newtoniana, saber a velocidade e a posicao de uma particula em

um dado instante, digamos ty = 0, é suficiente para descrever toda a sua trajetoria e momento,
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em qualquer tempo t > ty, na Mecanica Quantica isso é vetado pelo Principio de Incerteza de
Heisenberg, que nos permite obter informacgao sobre apenas um dos observaveis, em detrimento
do outro.

Para maiores detalhes sobre Mecanica Quantica e grupos de Lie, consultar ([47, 81] e [78]),

respectivamente.

3.2 Identificando R*"*!' com o Grupo de Heisenberg

Nesta se¢ao muniremos os espacos euclidianos de dimensao impar superior a 1 com uma lei
de composi¢ao de modo a torna-los grupos de Lie, mais especificamente, Grupos de Heisenberg.
Uma algebra de Lie n dimensional g é um espaco vetorial? real de dimensao n munido de

uma operacao bilinear, antissimétrica
gxg3 (X,Y)— [X,Y]eg,
chamado colchete de Lie?, satisfazendo a Identidade de Jacobi
(X, Y 2+ [V, (2, X[+ [Z,[X, Y] = 0.
Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel M com uma lei de composigao

p: MxM — M

(z,y) = oz, y™),

diferencidvel em todos os pontos, onde a inversao y — y~! também ¢ diferencidvel.

Considere R?"*! com as coordenadas

(xla"' 7xn7y17"' 7yn7t) = (xayvt)

e defina em R?"*! o seguinte colchete de Lie

[(z,y,1), (&, 9, )] == (0,0, [(z,9), (=", y)]), (3.2)
onde
[(,9), (")) == 2(2 -y —y - 2).
E facil ver que (R2"*1 [, ]) é uma slgebra de Lie. Isto nos motiva & seguinte definicao:

2Trabalharemos apenas com espacos vetoriais sobre o corpo dos reais.
3Na Fisica, em geral, esta operacdo é chamada comutador de X e Y.
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Definigao 15. Considere o espago vetorial R*"™! e o colchete de Lie dado por (3.2). A dlgebra
de Heisenberg € definida como sendo b, := (R*" ™1 [ ]).

Sejam X1, , X,,, Y1,--+,Y,, T uma base de R**! ¢ [, | um colchete tal que as constantes

de estrutura da algebra de Lie sejam determinadas pelas relagoes
XX, = [V Y)] = (X, T) = [¥;. 7] = 0, [X,,Y;] = 45,T. (3.3)

Dado (z,y,t) € R** defina a matriz m(z,y,t) € M, »(R) como

0 22t ... 22" ¢t

0 0 ... 0 2y
m(z,y,t) =

0 0 0 2y"

0O 0 ... 0 O

Um calculo bastante simples mostra que
m(:r, Y, t)m<x/a y/a t/> - m(ov Oa 4z - y/)7

e, se definirmos
M(z,y,t) =1+ m(z,y,t),

onde I denota a matriz identidade, entao
M(z,y, )M (2", ¢/, 1) = M(x+ 2",y + o/, t +t' +4x - ¢/). (3.4)
Além disso, tomando o comutador
[m(z, y,t), m(z’, ', t')] = m(0,0,4(x -y —y - a')), (3.5)

a correspondéncia (z,y,t) =: X — M(X) é um isomorfismo* entre §, e {m(X) : X € R}
cujo correspondente grupo de Lie pode ser obtido a partir da aplicacao exponencial. Decorre,
de (3.5), que

m(x,y,t)2 =m(0,0,4x-y) e m(z,y,t)* =0 parak > 2.

10u, mais formalmente, uma representacao fiel de h,, em gl(R?"+1).
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Entao

1
e @Yt = T 4 m(z,y,t) + §m(07 0,4z -y) = M(z,y,t + 2x - y). (3.6)

Conseqiientemente, a aplicagdo exponencial é uma bijecao entre {m(X) : X € R**1} e
{M(X): X € R2""1} e forma um grupo com a lei de composicio dada em (3.4). E imediato

que
6m(x7y7t) em(x,7y/ 7t/) — em(x+x’,y+y’,t+t’+2(:cy’ —yl'/))

Identificando cada X € R*"*! com a matriz ™), podemos fazer de R***! um grupo, como

se Ve na seguinte

Definicao 16. Considere a lei de composicao ¢ : R*"1 x R?HL s R2H definida por
o((x,y,t), (¢, 1)) =+ y+y,t+t' + 2" -y—y - ). (3.7)

Entio (R*"™1 ¢) =: H™ é um grupo, chamado Grupo de Heisenberg, para todo n € N.

E facil ver que o inverso de (x,y,t) com respeito a lei de composicao (3.7) é o elemento
(—ZE, —-Y, _t)

3.3 Dilatacoes e homogeneidade

Nesta se¢ao nos preocuparemos em apresentar as defini¢oes de dilatacao e homogeneidade
no grupo de Heisenberg, a partir das quais sera possivel calcular a dimensao homogénea de H",

que necessitaremos mais adiante. Para maiores detalhes acerca deste tépico, consultar [13] e
[64].

Definicao 17. A série central descendente de uma dlgebra de Lie g € definida indutivamente

como sendo

1

g =g

¢’ := [g,0] =[5, 0],

gt = [g, 0",
onde [g,a] := {[X,Y], X,Y € g} e os demais sao definidos de maneira andloga.

Definicao 18. Uma dlgebra de Lie € nilpotente se sua série central descendente se anula em
algum momento, ou seja, existe k € N tal que g = 0. Neste caso, a dlgebra € dita ser nilpotente
de ordem n := mingen{k € N | g* = 0}.
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Definicao 19. Uma familia de dilatagoes em uma dlgebra de Lie nilpotente i, com grupo
associado Nil, ¢ um grupo uniparamétrico de automorfismos da dlgebra, determinada por

(SA(XJ) - )\anja
onde X; € 9l ea; € R. O grupo Nil munido com as dilatagoes é chamado de grupo homogéneo.

Definicao 20. Uma dlgebra de Lie g é dita ser graduada se ela possui uma decomposi¢ao
g=) eg
j=1

com a sequinte propriedade: [¢7,8"] C g/**, se j+k <r.

Teorema 13. A dlgebra de Heisenbergh,, é uma dlgebra graduada da forma b, = g* @ g2, com
dim g = 1.

Demonstracao. Seja
gl = {XM }/;7 1 S { S TL}

Pela definigao das regras de comutacio em H™ (equagao (3.3)), é facil ver que [g',g'] = {T}.
Definindo g? := {T'}, vemos que

g Ng’ = {0}, eg' Ug* =1,
o que conclui a demonstragao. O

Definigao 21. Sejam (R™, ¢) um grupo de Lie e g a dlgebra de Lie associada. Considere R™
munido de uma estrutura homogénea determinada por uma familia de automorfismos de grupos
de Lie {0x}x>0 da forma

on(x) = Az N2® oo a2, (3.8)
onde x) e R™, 1 <i<remny+---+n.=n. Parai=1,---,nq, defina X; como 0s unicos
campos vetoriais na dlgebra que na origem coincidem com a base canonica de R™ . Suponha
que a dlgebra gerada pelos campos X1,--- , X, seja a mesma de g.

A terna G = (R",¢,6)) € chamada Grupo de Carnot (homogéneo). Dizemos que G é
nilpotente de ordem r e possui m := ny geradores.

Definigao 22. Definimos o espago linear-homogéneo® do grupo (R™, ¢) como sendo o espago
gerado pelos campos Xy, -+, Xy, .

Definigao 23. Seja A a matriz Jacobiana de (3.8). O nimero

- Zyn (39)

dA

=1 -
Q mgo(dA

¢ chamado dimensao homogénea de G.

5 Esta definicio € de nossa autoria.
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No caso particular do grupo de Heisenberg H™, ny = 2n, no = 1, r = 2 e entao, Q) = 2n+2.
Definicao 24. Uma funcao N : H — H satisfazendo

1. N(z)>0eN(z) =02 =0,

2. x — N(z) € continua e diferencidvel em H \ {0},

3. N(0a(z)) = AN(z),
¢ chamada fung¢ao norma homogénea de um grupo homogéneo H.
Definicao 25. A distancia entre dois pontos P = (z,y,t), Py € H", definida por

A(P, Py) = d(6(F;, P),0), (3.10)

onde

d(P,0) := <i(:€? +y2)? + t2> 4 ,

i=1
¢ chamada distancia homogénea do grupo de Heisenberg.

Do ponto de vista topoldgico, a definicao de distancia acima nos mostra que a topologia do
Grupo de Heisenberg é a mesma de R". Como conseqiiéncia desta, tornaremos H™ um espaco

normado, através do proximo

Teorema 14. Seja d a fungdo dada em (3.10) e defina N(x) := d(x,0). Entao N é uma norma
homogénea no grupo de Heisenberg H™.

Demonstracao. Segue imediatamente das definigoes. Il

3.4 Campos invariantes a esquerda

Da lei de composicao (3.7) decorre que as translagoes invariantes a esquerda no grupo de

Heisenberg sao
Ligyn (@4 1) = o((z,9,1), (z,, ¥/, 1))

Logo, uma base para a algebra de Lie dos campos vetoriais invariantes a esquerda em H" é

dada por
d 0 .0
. = _— . — _ J___
X = HA@un.(,00)] = gLl
d 0 o,
. g _— . — _— -7_
Y] d3¢((x’y’t)’ (Oa 86n+]70)) 0 ay] 2'17 at7 (31]‘)
T Laewn009)] = o
- d xay) ) I 78 o0 - 8t7




onde 1< 4,5 <m, €1, -+ ,€n,Enp1,"* ,Cons1 520 0s versores canodnicos de R?***1 e os colchetes

de Lie sao, para todos 1 < j,k < n,

(X5, Xe] = [V3, V] = (X5, T] = [¥;,T] =0 e [X; Ya] = —40;T. (3.12)

3.5 A geometria do Grupo de Heisenberg

Nesta secao apresentaremos os principais fatos, do ponto de vista da geometria, relacionados
ao grupo de Heisenberg H". Como conseqiiéncia imediata dos campos invariantes a esquerda

temos:

Teorema 15. Os campos vetorias invariantes a esquerda (3.11) determinam a sequinte métrica
no grupo de Heisenberg H™:

Gij = 0y + 4yy;, 1<4,5<n,

Gij = 0 + 4z , n<i,j < 2n,

i = Ay, 1<i<n, n<j<2n,
9on+12n+1 = L

cuja representacao matricial €

1+4y7 iy - dpye —doapn —4rp 4oy, <20
4y1yn o e e 1 + 4y?L oo . e _4xnyn _Zyn
(gij) =
_4$1y1 e e . 1 _I_ 41‘% e 43:1:5” 21'1
_4xny1 e e . o 1+4x% 21‘”
—2y 2y - 2y, 2 e 2x, 1

No caso particular em que n =1, obtemos
ds* = da® + dy* + (2ydx — 2xdy + dt)? (3.13)
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e a matriz associada €
1+4y* —doy -2y

(gi5) = —dxy 1442 22

—2y 2z 1

Demonstragcao. Basta notar que a identidade no grupo de Heisenberg é a origem e que nesse
ponto o produto interno coincide com o do R?"*!. Tomando o produto interno dos campos
(3.11) na origem obtemos o resultado desejado. O

Sejam {F;k}, 1 <1,7,k <3, uma familia de fungoes com trés indices e a partir desta familia,

para cada indice superior fixado 7, considere a matriz 3 x 3 definida por I'? := (F;k)

Teorema 16. Os simbolos de Christoffel de (H',g), sao:

0 4y 0 —8y 4xr 2
M= 4y -8 —2 |, 2= 4 0o o[,
0 -2 0 2 0 O
16zy —8(x? —y?) —dx
? =1 —8(z%—1y?) —16zy —4y
—4x —4y 0

Demonstragio. Basta substituir os valores de g;; e g, onde (¢) = (¢;;) !, na expressao para
os simbolos de Christoffel

ik 9 oxd oxk  Ox™
O]
Teorema 17. A curvatura seccional de (H™,g) ndo é constante.
Demonstracao. Decorre imediatamente do fato que
3
K(sz }/}) = T
4
1
K(X;,T) = K, T) = 1
O]
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Definicao 26. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana n dimensional e p € M. Um campo
vetorial 5

X=¢_—_cT,M
ox’ P
¢ uma isometria infinitesimal se a derivada de Lie da métrica se anula, isto €,

agij afj afi
oxk + i oxk + ik oxk

Lxgij =& = 0. (3.14)

Neste caso o campo X € chamado campo de Killing da variedade M.

Teorema 18. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana de dimensdo n > 2 conexa. Entdo a

n(n+1)

dimensao do seu grupo de isometrias nao excede e esse valor € atingido se, e somente

se, a curvatura seccional de M for constante.
Demonstragao. Consulte [83]. O

Teorema 19. Nas hipdteses do teorema precedente, a dimensao do grupo de isometrias nao
pode ser
n(n+1)
2

Demonstragao. Consulte [54, 74]. O

— 1.

Teorema 20. Seja (H',g) o grupo de Heisenberg. Entdo a dlgebra de Lie das isometrias
infinite-simais € gerada pelos sequintes campos vetoriais:
0 0 0 - 0 0 - 0 0
T=—, R=y——-—o2—, Xi=—-2y—, Y :i=—+4+2r—, 3.15
ot Yor ~ Toy ar Yot oy ot (3.15)
que correspondem, respectivamente, a uma translacao em t, uma rotacao no plano -y e o0s
geradores da multiplicacdo & direita em H'.

Demonstracdo. Primeiro, note que os campos T, R, X e Y sdo linearmente independentes. Pelos
Teoremas 18 e 19, o grupo de isometrias de H' tem dimensao n < 4. Como os campos (3.15)
satisfazem a equacdo (3.14) para a métrica do Grupo de Heisenberg tridimensional, entdo
T,R,X e Y sido campos de Killing de H!. Pela maximalidade, concluimos a demonstracao do
teorema. O

Terminamos este capitulo observando que nao ha uma uniformizagdo na maneira de se

expressar os campos vetoriais (3.11). E possivel encontrar expressoes do tipo

0 1.0
s = — = :]_ oo
M= TV I b
(3.16)
0 1 .0
J ayj 2x at7 j ) 7n7
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como, por exemplo, em ([5, 46, 68] e [74]), bem como as mesmas expressoes dadas em (3.11)
em ([4, 55] e [65]). Ni ([70] e [71]) ainda fornece uma maneira mais geral, que engloba as duas
acima mencionadas.

Essencialmente, o fator modificado na tltima parte do membro direito das defini¢coes dos

campos vetoriais mudam apenas a constante de estrutura do comutador de X;, Y;. Tomando

0 -
por exemplo (3.16), teremos [X;,Y;| = —d0;;=. Tais diferengas se devem ao fato de que é
possivel munir o grupo de Heisenberg com diferentes leis de composicao, de modo que os
campos vetoriais no espaco linear-homogéneo se alterarao, conforme acima-mencionado. Nesta

tese trabalharemos unicamente com a lei de composicao dada pela equacao (3.7).
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Capitulo 4

Alguns resultados envolvendo o
operador de Kohn - Laplace

O propodsito do presente capitulo é apresentar alguns resultados, do ponto de vista da
Analise, relacionados ao operador de Kohn - Laplace e a sua respectiva equacao semilinear.
Muitos deles garantem a existéncia de solucoes das equagoes cujos grupos de simetrias serao
calculados no préximo capitulo.

O capitulo estd estruturado da seguinte forma: primeiramente enunciaremos alguns resulta-
dos de Anélise que necessitaremos tanto neste capitulo quanto no seguinte como, por exemplo,
o expoente critico de Sobolev. Em seguida apresentaremos formalmente o operador de Kohn -
Laplace e algumas de suas propriedades. Finalmente mostraremos resultados, muitos dos quais
recentes, envolvendo a equacgao semilinear de Kohn - Laplace, que é o objetivo principal da

tese.

4.1 O Teorema de Sobolev

Nesta secao apresentaremos os espacos de Sobolev em uma variedade Riemanniana de di-

mensao n.

Definigao 27. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana n dimensional e ¢ € CH(M), k €
NU{0}. Defina
[VEQ|? := VIV .. V%V, Vi, -+ - Vo, @.

Em particular, V| = |p|, |Vip| = ||Vo||? = VFoV 0. O simbolo V*¢ significard qualquer
deriada covariante de ordem k de .

Definicao 28. Seja
CP(M) = {p € C°(M) tal que |V'¢| € LPF(M), V1€ {0,--- ,k}, k € NU{0}}.
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O espago de Sobolev S} (M) € o completamento de C(M) com respeito a norma

K
lollszany == Z IV'ollp.
Py

Teorema 21. Teorema do Mergqulho de Sobolev

Sejam k, l e N, k> 1, p,qg € R com 1 < g < p satisfazendo a relagao

1 (k-1

Entao
Sp(M) C S} (M)

e a aplicacao
id: SHM) — S/(M)
(4.1)
¥ = ¥

é continua.

Se =2 > 1, entio SH(M) C Cp(M) e a aplicagio identidade é continua, onde r € N e
Cy(M) € o espago das fungoes C™ (M) limitadas cujas derivadas de ordem | < r também sao
limitadas em relagao a norma

— !
[ullerary == max sup|V'ul.

Se (’f—;_—oé) > %’ entao SH(M) C C"™**(M), a € (0,1) CR e C""*(M) € 0 espago de Hélder.

Além disso, a aplicagao identidade (4.1) € continua. A norma de C" (M) é:

Ullgrea(ar) *= SUP U+ SUp T e T
[l s (M) 1615‘ | a:eM,Iz)#q d(p, q)*

Demonstragao. Consulte Aubin [3]. O

Definigao 29. Seja B um espaco de Hausdorff compacto e C(B) o espaco de Banach das
fungoes continuas sobre B com a norma da convergéncia uniforme. Um subconjunto A C C'(B)
¢ dito ser pré-compacto (A é compacto) se, e somente se, ele € limitado e equicontinuo®.

Definicao 30. Sejam Ny e Ny espacos normados. Uma aplicagao f : Ny — Ns, nao necessari-
amente linear, € dita ser compacta se f € continua e aplica subconjuntos limitados 2 C Ny em
subconjuntos pré-compactos de Ns.

Ysto ¢, dado € > 0 e x € B, existe uma vizinhanca U, > x tal que || f(z) — f(y)|| < &, para todo y € U, e
toda f € A.
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Definicao 31. Seja M uma variedade n dimensional e Q) sua dimensao homogénea. O nimero
2
@+ 5 sen > 3,
N={ @~ (4.2)

00, outros casos,

¢ chamado de expoente critico de Sobolev?.

O expoente critico surge naturalmente, por exemplo, em Identidades de Pokhozhaev, que
sao identidades utilizadas para mostrar a existéncia ou nao de solucoes de E.D.P’s?.

Decorre do Teorema 21 e da Defini¢ao 30 que o mergulho S§(M) = LY(M) — S§(M) =
LP(M) nao é compacto para todos os valores possiveis para p e ¢. Na verdade, ele é compacto
para p < N, onde N é o expoente critico de Sobolev.

Em particular, a versao para H" do teorema do mergulho de Sobolev é a seguinte:

Teorema 22. Teorema do Mergulho de Folland-Stein ([49], [09]).

Sejam Q2 C H™ um dominio limitado, Q) :=2n+2, 1 <p,q<oo ek >1. Se
q < &7
Q —kp
entao Sp(Q) C LI(Q) e existe uma constante C > 0 tal que
[ull o) < Cllullsp)-

O mergulho € compacto quando

g< =2
Q—kp
Para k > Q/p, S;(2) C C™*(Q) e existe uma constante C' > 0 tal que
[ullcra@) < Cllul|sroy-
Quando Q C H™ é um dominio ilimitado, existe um mergulho continuo de S} (2) em LP(2),

Qp
parap < q < 55

2Esta definicdo para o expoente critico difere da dos tewtos usuais, como por exemplo, [59]. Em geral, o
expoente critico € definido, em wma variedade Riemannina n dimensional, n > 3, como sendo o niumero Ztg
A diferen¢a das defini¢des se deve ao sequinte fato: na maior parte das variedades, a dimensdo da variedade
coincide com sua dimensdo homogénea (vide Defini¢ao 23). Para estes casos, sao equivalentes. No Grupo de
Heisenberg de dimensdo 2n + 1 e, mais geralmente, para Grupos de Carnot (vide Defini¢ao 21), a dimensdo da
variedade ndo € coincidente com sua dimensdo homogénea. Note que esta definicdo de expoente critico € mais
geral que as usuais.

3No caso do R”, elas foram provadas entre 1965 e 1970 pelo matemético russo Stanislav Ivanovich
Pokhozhaev, que obteve seu doutoramento sob supervisao de Lev Vasilyevich Ousyannikov, este, por sua vez,
o responsavel pela ressurreicao da teoria de simetrias de Lie. Para maiores detalhes acerca de Pokhozhaev,
consulte [6].

No caso do grupo de Heinseberg, o equivalente a identidades de Pokhozhaev foi obtido por Nicola Garofalo
e Ermanno Lanconelli (vide [56]).
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4.2 O operador de Kohn - Laplace

Doravante, seja f(u) uma fungao diferenciavel. Denotaremos por F(u) uma primitiva de
f(u), isto é, F'(u) = f(u).
Definigao 32. Seja ¢ : R — R wma funcao diferencidvel. O campo
Vipd = (X1, X Vi Ya)g = (Xao, o, Xad, Yio, o, Vo) (4.3)
é o campo gradiente* no espaco linear-homogéneo do Grupo de Heisenberg H™.

Definicao 33. O operador

n

Ape = (X7 +Y7)

=1

¢ chamado operador de Kohn - Laplace no grupo de Heisenberg H™.

Teorema 23. Suponha que Z1,--- , Z, geram uma dlgebra de Lie g, com grupo de Lie associado
G, e seja L um operador diferencial invariante a esquerda sobre G definido por

- i
L= 77+ 5 > bilZ, Z),
j=1 ik

onde b := (b)) € uma matriz real antissimétrica. Entao L € hipoeliptico se ||b]| < 1.

Demonstragao. Consulte [64]. O

Assim, decorre do Teorema 23 e da Definicao 33 que o operador de Kohn - Laplace é um

operador hipoeliptico.

Definicao 34. Seja G um Grupo de Carnot de dimensao n e Xy, -+, X,,, m <n, uma base
para o seu espaco linear-homogéneo. O operador

AG = i Xz2
i=1

¢ chamado sublaplaciano.

4Somos da opinido que o campo gradiente de um espago € formado por todos os campos vetoriais que
geram sua dlgebra de Lie. Assim, o campo gradiente do Grupo de Heisenberg €, a nosso ver, dado por
Vang = (X1, -, X0, Y1, Y, T)o = (Xq0, -+, Xn0, Y10, - Y0, Td). Todavia, diversos autores (veja
por exemplo [7] e [65]) definem o campo gradiente em H™ como dado pela equagdo (4.3), defini¢do esta que
discordamos e, por isto, optamos por propor uma defini¢do alternativa. Embora Citti e Uguzzoni (vide [40])
definam (4.3) como sendo o gradiente subeliptico (que faz mais sentido do que gradiente em H™), tal defini¢ao
€ fortemente influénciada pelo fato do operador de Kohn - Laplace ser subeliptico e deiza o aspecto geométrico
da definicao em sequndo plano.
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Em sintese, pela Definicao 34, um sublaplaciano em um Grupo de Carnot é um operador
obtido pela soma dos quadrados dos campos vetoriais que geram seu espaco linear-homogéneo.
O operador de Kohn-Laplace ¢é dito ser um operador subeliptico por se tratar de um sublapla-

ciano, e além do mais, hipoeliptico. Para maiores detalhes envolvendo sublaplacianos, consulte
[43].

Definicao 35. A equacao semilinear

onde

"/ % 0%u - - - 0%u - 0%u
Agnu = : — 4+ 4(2' %y dyt ——— — fpt——
nt ;(sz’2+@yl2+ (@7 y e+ Ay 5 xayzat)

¢ chamada equagao semilinear de Kohn - Laplace no Grupo de Heisenberg.

A equagao semilinear de Kohn - Laplace possui estrutura variacional e é obtida (formal-
mente) da seguinte Lagrangeana

1
L= Vmol? - F(u)

via equacao de Euler - Lagrange, onde

n

IVaol? =Y _[(Xow)® + (Yiw)?).

=0

Em verdade, vale o seguinte

Teorema 24. Sejam u : R*" — R wuma funcdio diferencidvel e £ a correspondente La-
grangeana

n

£= 3 I + (V)] — Flu), (4.4

i=1

A equagdo de Euler - Lagrange (2.57) € equivalente a equagdo semilinear de Kohn - Laplace.

Demonstragcao. Note que a funcao £ pode ser reescrita como

n

1

i=1
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Derivando £ em relagdo a ug,,u,,,t e renomeando os operadores dados em (2.20) pelos

argumentos x;,;,t, 2 = 1,--- ,n, para nao causar confusao, temos
oL
= Xi“’?
Oy,
oL
- Yiu7
Ouy,
oL
- = 2y Xu—2x;Yiu,
aut
oL
zjaTm = uxixjéija (4‘6)
oL
yjaTy_ = uyiyjéij7
oL
t@ut Yilia, LUy,
oL
o = —f(u).

Substituindo (4.6) em (2.57), obtemos
Agnu+ f(u) = 0.

Duas funcoes diferencidveis u, v : Q C R?" — R que satisfacam as equacoes

Uy, = Uy,

K3 7

Uy, = Vg
sao chamadas conjugadas harmonicas e satisfazem a equagao de Laplace 2n - dimensional. Nossa
intencao aqui é mostrar que no Grupo de Heisenberg H™ também existem fungoes que cumprem
condicoes similares e que no caso particular de elas nao dependerem do ultimo argumento, ou
seja, quando ocorre um mergulho de R?" em R*"*! tais condicoes se tornam as condicoes de
Cauchy - Riemann.

Definicao 36. Duas funcoes ¢, : R**t — R cumprem as condigoes de Cauchy - Riemann
no Grupo de Heisenberg H" se elas satisfazem o sequinte sistema de equagoes:

Xz¢ = }/Zwa Z:]-? , 1,
(4.7)
Y;¢ = —sz> i = 17 , .
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Teorema 25. Suponha que v e ¢ satisfacam (4.7). Entao elas satisfazem o sistema

A = —Any),
(4.8)
Ay = 4ngy.

Demonstragao. Aplicando X; e Y;, i =1, -+ n a equacdo (4.7) e utilizando (3.12), obtemos
(X7 + Yo = [X, Vil = —4ahy.
Somando os indices, conclui-se que
Agn = —4dnafy.

A outra equacao é obtida de modo andlogo. O]

4.3 Resultados de existéncia e de nao-existéncia

Seja Q C H™ um dominio limitado. A importancia do Teorema do Mergulho de Sobolev®
no estudo de E.D.Ps lineares se deve ao seguinte fato: seja L um operador linear e f € C*(Q).
O problema de se encontrar uma funcio u € C*™(Q), onde n :=ordem da derivada mais alta

de Lu, tal que
Lu = f(u),

ulon =0
equivale a interpretar o operador L como sendo um operador entre espacos de funcoes, mais

formalmente, L : C¥™ — C* e encontrar um operador L™ : C* — C**™ de modo que L* f = w.

Uma vez que o operador de Kohn - Laplace é um operador diferencial de segunda ordem,

AHn : Ck+2(Q> SUut— AHnU+ f(U) =0e€ Ck,

ulog =0,

é uma aplicacao continua entre os espacos de funcdes, mas sua imagem nao é fechada em C*(Q).

Em particular, se f € C°(Q2), a solucdo da equacao
Apru+ f(u) =0, ulop =0

em geral ndo ¢ C2(Q).

5Um pequeno texto sobre o expoente critico de Sobolev e a questdo do mergulho compacto pode ser encon-
trado em [42].
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O mergulho S3(Q) — LPT(Q), p < N, é compacto pelo Teorema do Mergulho de Sobolev.

No caso criticop = N = %, esse mergulho é apenas continuo e a compacidade é perdida. Tal
expoente delimita, entao, a existéncia e a nao-existéncia de solucoes do problema
(A Hn U+ ud: = 0,
u>0 em ¢, (4.9)
L u=0 em Of2.

Tais expoentes podem ser vistos como numeros que dividem a existéncia e a nao-existéncia de
solugoes para diversas equacoes diferenciais parciais semilineares e sistemas envolvendo nao-
linearidades da forma de poténcia. Vide [37].

Como % é o expoente critico, a existéncia de solugoes de (4.9) depende estritamente da
geometria da regiao 2 e do operador de Kohn - Laplace. Em [40], Citti e Uguzzoni provam a
existéncia de solugoes exigindo que a regiao €2, limitada e conexa, possua grupo de homologia
nao-trivial.

Se 2 é H-estrelado, Garofalo e Lanconelli provaram em [56] que tal problema nao possui
solugdes. Neste mesmo trabalho, mostraram um exemplo de solugao de (4.9) num dominio
nao-contratil

Q:={(z,y,t) tal que r < ||lz|* + |ly|* < R, 0 <t < T},

onde r, R e T sao constantes positivas. Sempre neste trabalho, Garofalo e Lanconelli esta-
beleceram identidades de Pokhozhaev® para o grupo de Heisenberg e demonstraram resultados

acerca da existéncia, nao-existéncia e regularidade da equagao
Agru+ f(u) =0 (4.10)

em um dominio D, nao necessariamente limitado, sujeita a condi¢ao que ulgp = 0. Neste

trabalho é mostrado a existéncia de solugoes fracas quando f(u), para valores assintéticos de
. otz .

u, é da ordem de |u|@=2, isto é,

flu) = o(lu\%) quando u — 00,

desde que pu(D N By(zo, Yo,t0)) — 0 quando d((xg, yo, to), (0,0,0)) — oo, onde p é a medida de
Lebesgue de H™ e

Br<x07y07t0) = {(SL’,y,t) € H" tal que d((%,y,t), (x(byO;tO)) < T}

6Vide secdo 4.1.
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¢ uma bola induzida pela norma homogénea em H".
Nessa linha, Biagini [7] prova a existéncia de solugbes ndo-negativas, classicas e nao triviais
u, desde que a funcgao f(u) satisfaca as seguintes condigoes:

1. f(0) =0, f'(u) é localmente Holder-continua e f'(0) < 0.
2. Existeq >2,¢q—1< 1+% tal que
o

|s|]—o0 sp—1

3. Existe £ > 0 tal que F(&) := fOE f(s)ds > 0.
Birindelli et all [8] demonstram a existéncia de solugdes u do problema

(
u > 0,

{ Apnu+ f(z,u) =0 em €, (4.11)

[ ulon =0,

impondo restrigoes ao dominio 2 C H™, como por exemplo a limitacao do mesmo e exigindo
que o termo nao-linear cumpra as seguintes condigoes: f(£,0) = f,(£,0) = 0. Em particular,
solugdes do problema (4.11) com f(u) = u? sao garantidas nesse resultado, exceto o caso p = 2,
cuja inexisténcia de solugoes para este caso foi demonstrada em [75].

A imposicao de que €2 seja limitado se faz necessdria para que consigamos garantir a ex-
isténcia de solugoes nao-nulas da equagao (4.10) com f(u) = uP, uma vez que se permitirmos
que € seja ilimitado e conexo, entao u é necessariamente nula, devido ao seguinte resultado de

Lanconelli e Uguzzoni [63]:
Teorema 26. Se u é uma solugao fraca nao-negativa do problema
Agnu+uP =0 em €,
u € S§(RQ).
o Sem>% curle L2(Q), entio u = 0.
e Sel<m< % eul™ € L%_(Q), entdo u = 0.

No teorema acima, v € L7~ se existe p < ¢ tal que v € LP(QQ) e Q* := QZ—?Q é o expoente
de Sobolev. A relacao entre o expoente de Sobolev Q* e o expoente critico de Sobolev N é a

seguinte: Q* = N — 1.
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Capitulo 5

Classificacao dos grupos de simetrias
de Lie da equacao semilinear de Kohn -
Laplace em H!

A partir deste capitulo, tudo o que se segue na presente tese sao resultados originais.

Neste capitulo, faremos a classificagao dos grupos de simetrias de Lie da equagao de Kohn
- Laplace utilizando a teoria exposta no Capitulo 2. Este é o resultado central da tese, que foi
apresentado em [24], comunicado em [16, 17, 19, 21, 22, 28] e publicado em [31].

Além disso, apresentaremos também, como corolarios imediatos, as dlgebras de Lie das
simetrias encontradas. Essas dlgebras foram parcialmente apresentadas em [26] e em [50].

Este é o primeiro exemplo em que a teoria de simetrias de Lie é aplicavel a equacoes
envolvendo operadores subelipticos e é a resposta positiva a conjectura do Prof. Enzo Mitidieri

de que os grupos de simetrias de Lie encontrados nao seriam triviais ([69]).

5.1 O Teorema de classificacao dos grupos de simetrias
de Lie da equacao semilinear de Kohn - Laplace em
Hl
O resultado principal desta tese é o seguinte:

Teorema 27. Teorema de Classificag@o dos Grupos de Simetrias de Lie da Equagdo
de Kohn - Laplace

O maior grupo de simetrias de Lie da equag¢ao semilinear de Kohn - Laplace
Apgru+ f(u) = e + uyy + 4% + y*)ug + 4yugy — 4ouy + f(u) =0, (5.1)
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com f(u) arbitrdria, é determinado pelos campos de Killing do grupo de Heisenberg (H',g)
dados em (3.15), isto €,

2 R: 0 ﬁ ~._2_22 >._ 90 0
o VTV Yoy YT e Yar U T ey T Yar

Para algumas escolhas especificas da fungao f(u), o grupo de simetrias pode ser estendido, de
modo que além dos operadores dados em (5.2), teremos outros adicionais, 0s quais escrevemos
abaizxo.

1. Se f(u) =0, entdo

0 0 0 0
IV S N o 3 2y 9 2 _ 2, .Y _ . 9
Vi=(at—ay—y)o-+(yt+a +xy)ay+(t (@7 +y7) )5 — tug -,
0 0 0 0
Vo = (t —day) == + (32® — y°) = — (2yt + 22° + 22y%) = + 2yu—
2= (t—day)gn+ (0" =)0 = Ryt + 207+ 20y7) 5 + 2yu g
0 0 0 0
= (2% = 3y?) = + (t + 4oy) =— + (20t — 22y — 20°) = — 2zu—
Vs =(z 3y)ax+(+xy)ay+(x TY = 2y°) 5, — 2aum,
0 0 0 0 0
J=0—+4y—+2t—, U=u—, Wz= 1 —
x8x+y8y+ ot uaua B ﬂ<x7yv )au>
onde A1 3 = 0.
2. Se f(u) = ¢ = constante, entao este caso se reduz ao anterior através da mudanca

u=1v—cr?/2.

3. Se f(u) = ku, onde k é uma constante, entdo

0 0
U:u%7 Wﬁ:ﬁ(%yﬁ)%»

onde A3+ kB = 0.

4. Se f(u) =kuP, com p#0, p# 1, temos o gerador das dilatagoes

D —x£+ 2—1—2252—1- 2 u2
P o yay ot 1—p Ou

5. No caso em que f(u) = ku®, os geradores adicionais sao Vi, Vi, Vs e



6. Se f(u) = ke", entao o operador

0 0 0 0

gera um sub-grupo do grupo de simetrias de pontos de Lie de (5.1).
Os passos a serem seguidos na demonstragao do teorema sao:
e Primeiro encontraremos as equagoes determinantes de (5.1). Veja Secao 5.2.

e Encontradas estas, que serao um sistema sobre-determinado, extrairemos as equacgoes

linearmente independentes. Veja Secao 5.2.

e Em seguida, a partir do sistema linearmente independente, obteremos resultados que nos

auxiliarao na demonstracao do teorema principal. Veja Segao 5.3.

e Finalmente, resolveremos o sistema de equacgoes determinantes das simetrias de Lie. Cada
funcao listada gerara um sistema a ser resolvido. Ao todo, serao 6 casos a serem tratados.
Veja Secoes 5.4 - 5.9.

5.2 As equacoes determinantes

Aqui, nosso ponto de partida serao os Teoremas 8, 9 e 10, do Capitulo 2.
Considere o gerador infinitesimal

0 0 0 0
S = é(xa Y, t,U)% + ¢(':Ea y7t7 u)ﬁ_y + T(.CE, y7t7 u)a + 77(5Ea y>t7 U’)% (53)

Pelo Teorema 9, como a equacao (5.1) é semilinear, £, ¢ e 7 independem de u. Pelo
Teorema 10, conluimos que 7 é linear em u, ou seja, existem fungoes o = a(z,y,t) e 8 = B(z,y, 1)

de modo que n(x,y,t,u) = a(z,y,t)u + B(z,y,t). Seja
H :=Apiu+ f(u). (5.4)
Pelo Teorema 8, a equagao (5.1) admite a simetria (5.3) se, e somente se,
SH=0

quando H =0 e Séo gerador infinitesimal estendido de ordem 2 de S, cuja expressao é

i o 9 o9 0 0 9 9 9
— e - hl il n_= 1 _= Ln_“ 2)_~
S = e T 0y T T T e T g T g, T G, T G

(2 0

(2 0 2 0 2 0
Y Oy

+ Nt Dty + Nyt Dy + My Dty

vy auyy + N
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As expressoes para os coeficinetes sao:

773(:1) = Dﬂ? - (Dx€>uw - (Dx(b)uy - (Daﬂ')ut?

77351) = Dyn— (Dy§)us — (Dyp)uy — (Dy7)uy,

77151) = Dm— (th)ux - (Dt¢)uy - (DtT)Ut,

77;? = Dwa(cl) — (D) Uz — (D2)tigy — (Do)t
@ — pnY— (D — (D — (D

My yTly (Dy&)tuzy — (Dy@)uyy — (DyT )ty
= Dunt” — (De)ug — (D —(D

My = Duny’ — (Di&)uae — (Ded)uye — (D7) u,
® - b —(D — (D — (D

Mot e — (Di&) e — (Did) Uy — (DyT)Uat,

7775? = Dtnél) — (Di&) gy — (Dird)uyy — (DiT )uuys.

Substituindo &, ¢, 7 e n em (5.5), obtemos:

Y = Be + agut (@ = & Jup — dotty — Ty,
77151) = ﬁy -+ ayU — gyux + (Oé - (by)uy = TyUt,
' = B+ avu — Gu, — duuy + (@ = T)uy,

779(521) = iz + 0zzu+ <2aw - gmc)um - ¢zmuy — Txa Ut

+(Oé - 255[})”1‘90 - 2¢xuxy - QTxuxta
@ _

Ny Byy + ayytt — Eyytiz + (20, — Byy )ty — Tyt
=28y Ugy + (0 = 20 Juyy — 27Uy,
7715(t2) = Ou+ oayu — Euuy — duuy + (204 — )y
=28y — 20y + (00 — 27y )uy,
77;(5) = ﬁxt + QU + (a/t - gxt)uac - ¢Jztuy + (a:c - T:ct)ut

_gtu:m: - (,btu:py - ¢muyt + (CY - g:r - Tt)uxt — Ty Utt,

o8

(5.5)

(5.10)

(5.11)

(5.12)



77;(/? = Byt + g — Eyrtr + (v — Qye)uy + (v — Tye)us

(5.13)

—§yUa:t - &%y - ¢tuyy + (04 - ¢y - Tt)uyt — Tyt

Substituindo (5.6) — (5.13) na expressdo para S e aplicando o resultado na condicio de

simetria SH = 0, obtemos:

(au+ B)f (u) + Am B+ (Ama)u + [2a, + dya, — Ayi€]u,
+2a, — 4z — A gluy, + [8(2* + y*) oy + dya, — dzoy, — ATy

+[ =20, — 2§, — dydy + 4a&i]uqy + (o — 28 — 4Y&iluge + [ — 20, + dadi]uy,
(5.14)
+[8x€ 4 8y + 4(2® + 9y*) (o — 27) — dyT, + x| uy

+[4¢ — 27, — 8($2 + y2)£t +dy(a— & —7) + 4x£y}umt
+[_4§ - 27—y - 8(332 + y2)¢t - 4y¢x - 41‘(0./ - ¢y - Tt)]uyt = 07
quando H = 0. Isolando a segunda derivada parcial em relagao a x em (5.1), obtemos
Upy = —Uyy — 4(2° + Y uy + 4vuy — dyuy, — f(u)

e substituindo esta expressdo em (5.14), obtemos a seguinte identidade, para todos os valores

de T, Y, T, Uy, Ugyy Uty Ugyyy Uyyyy Ugty Uyt Utt,
auf (u) + Bf (u) + (Agra)u + A B+ [y, + 26, — a] f(u)
(+Amé —2Xa)u, — (Ao —2Ya)uy, — (A7t —dyXa+4oxYa) w
+ [41/596 + 41’53/ + 8(y2 - x2)£t + 4¢ - 2Tx - 4y7—t] Ugt
(5.15)
- (fy - 2‘77& + 92590 + zy(bt) Ugy + (fm + 2y£t - ¢y + 2x¢t> Uy

— [4x&, + 8uyéy + 26 + 2y, — 2z, + 4(2? + )by + Ty — 22T Uy

—42(2® + y*)& + Ay(2? + y?)& + 22€ + 2yd — yTu + 27y — 2(2 4+ Y] wye = 0.
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E assim, sendo uma identidade, cada coeficiente dos termos 1, uy, wy, Ut, Ugy, Uy, Ugt, Uyt, Ust,

deve ser identicamente nulo, fornecendo-nos o seguinte sistema sobre-determinado de equacoes:

§e +2y§ — ¢y + 220, = 0, (5.16)

§y — 208§ + ¢z + 2yg = 0, (5.17)

Amé =2Xa, (5.18)

Am¢ =2Ya, (5.19)

At =4yXa —4zY o, (5.20)

auf (u) + Bf (w) + (Agra)u + Api + Ay + 26, — alf(u) =0, (5.21)

20&, + 22&, + 4y — 2H)E& + 29 — 1, — 2yT = 0, (5.22)

4x€, + 8xyéy + 26 + 2yg, — 2wy + 4(x* + y* )y + 7, — 227 = 0, (5.23)

2(2* + v*)& + dy(2® + )& + 226 + 2y — y1, + a1, — 2(2° + y*)1 = 0. (5.24)

Multiplicando as equagoes (5.16), (5.17), (5.22) e (5.23), respectivamente, por —x, —y, y e
x, obtemos (5.24), ou seja, simbolicamente, temos (5.24)=y.(5.22)+ x.(5.23)- x.(5.16)-y.(5.17).

Aplicando, respectivamente, os operadores X e Y em (5.23) e (5.22) e utilizando-se de
(5.16) e (5.17), podemos verificar que (5.24)=X(5.23)4Y(5.22), e assim, o sistema de equagoes
determinantes independentes é:

XE—Yo=0, (5.25)

YE+ X =0, (5.26)

Amé =2Xa, (5.27)

Amd =2Ya, (5.28)

auf (u) + Bf (u) + (Ama)u+ Ag B+ (2XE — o) f(u) = 0, (5.29)
X7 =2yXE+ 220YE + 20, (5.30)

Y7 = —25XE+ 2yYE — 2€. (5.31)

Note que (5.25) - (5.26) s@o as condi¢oes de Cauchy - Riemann no grupo de Heisenberg.

Outra observagao que vale a pena ser feita, e que serd utilizada na demonstracao do
Teorema 27, é o fato de que a excessao da equagao (5.29), todas as outras equagdes nao se
alteram, independentemente da funcdo que estejamos trabalhando, ao passo que de (5.29) sur-
girdo condigoes novas conforme for a fungao f(u).
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5.3 Consequéncias das equacoes determinantes

Nesta se¢ao, exploraremos alguns resultados advindos das equagoes determinantes, que nos
serao tuteis na prova do Teorema 27. Um primeiro corolario delas ja foi expresso no Teorema 25,

tomando-se n = 1. Formalmente, temos o

Corolario 4. Suponha que ¢ e ¢ satisfacam (5.25) e (5.26). Entao elas satisfazem o sistema

Ampo = —4iy,
(5.32)
A = 44,
Como conseqiiéncia direta dele, temos o
Corolario 5. Se a, £ e ¢ satisfazem (5.25) — (5.28), entdo
Xa = —2, (5.33)
Ya =2, (5.34)
Teorema 28. Se £, ¢ e T satisfazem (5.25),(5.26), (5.30) e (5.31), entdo
T = 2y, — 2wy + 2XE. (5.35)

Demonstragao. Aplicando o operador X & equagao (5.31), o operador Y a equagao (5.30),
encontramos

XYT=—-2X¢ - 20 X% 4+ 2yXYE — 2X¢,
Y X1 =2XE+ 20V XE + 22Y2%€6 + 2Y ¢.

Subtraindo a segunda equacao da primeira e lembrando-se da definicao de comutador, obtemos
(X, Y]|r = =8X&+ 2y[X,Y]E — 22A &

que, pelas equagoes (3.12), (5.25), (5.26) e (5.33) chegamos a (5.35), que é o resultado desejado.
[

Teorema 29. Se o, £ e ¢ satisfazem o Coroldrio 5, entao

Demonstragao. Aplicando X a (5.34) e Y a (5.33), subtraindo uma da outra e invocando (3.12),
obtemos (5.36). O
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5.4 As simetrias de Lie para f(u) arbitraria

Comecga, agora, a prova do Teorema 27. Como a fungao f(u) é arbitraria, nao hd nenhuma
relagdo entre a fungdo f e sua derivada f’. Neste caso o = 3 = 0 por (5.29). Decorre, entao,
de (5.27) e (5.28) que

Amé=Am¢p=0. (5.37)

Como conseqiiéncia das equagoes (5.37) e do Coroldrio 4, segue que & e ¢ independem de t,
ou seja
&=¢=0
e entdo, £ = {(x,y) e ¢ = ¢(z,y). Assim, é conseqiiéncia de (5.26) e (5.27) que & e ¢ satisfazem

as condigoes de Cauchy - Riemann em R? e por (5.29),
2X¢E—a =0,

de onde concluimos ser & = £(y), pois @ = 0. Entao, pelas condigoes de Cauchy - Riemann,

¢ = ¢(x) e por (5.1) o operador de Kohn - Laplace se torna o Laplaciano usual de R?, decorrendo

que
d*¢
AE = — =0, 5.38
£= (5.39)
d*¢
Ap=——=0. 5.39
6= (539)
Portanto, concluimos que £ e ¢ sao funcgoes lineares de y e x, respectivamente, ou seja
§ = ay + ag,
¢ = Ax + as,
onde A, aq, as, az sdao constantes arbitrarias. Decorre imediatamente de (5.26) que A = —ay, ou
seja
¢ = —a1x + as.

Substituindo ¢ em (5.30) e (5.31), concluimos que
X1 —2a3 =0,

Y7'+2CL2 =0.

Aplicando, na primeira equacao acima, o operador X e na segunda Y, subtraindo os resul-

tados e utilizando (3.12), concluimos que
Tt = 0,
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de onde temos 7 = 7(x,y). Conseqiientemente

Te —2a3 =0

Ty+2a2 =0.

Fazendo a integracao, obtemos 7 = 2aszr — 2asy + a4, onde a4 é outra constante arbitraria.

Assim, os infinitesimais para o caso f arbitraria sao

§ = ay+ay,

¢ = —ax+ as, (5.40)
T = 2a3r — 2a5y + ag4,

n = 0.

Substituindo (5.40) em (5.3), obtemos a seguinte combinagao linear

S— 3_24_ 2_224_ 24_224_ 2
M\ Yar " ey ) T\ o Vo) T\ ey T o) T Mo

ou seja, S é combinagao linear dos campos de Killing de (H!, g).

Corolario 6. A dlgebra de Lie das simetrias da equagao (5.1) para f(u) arbitrdria é dada pela
sequinte tabela:

T X |Y | R
T/0] 0 010
X|0| 0 | 4T |-Y
Y|10,4T | 0 | X
RIO]Y |-X] O

Tabela 5.1: Algebra de Lie da equagio (5.1) com f(u) arbitrdria.

5.5 As simetrias de Lie para o caso exponencial
Neste caso, substituindo f(u) = ke* em (5.29), obtemos:
akue" + Bke" + (Ampa)u+ (A ) + [2XE — alke" = 0.

Decorre imediatamente que
a=0 (5.41)



B+2XE—a=0. (5.42)

Como conseqiiéncia do Corolario 5, £ = £(z,y), ¢ = ¢(z,y) e entdo, de (5.42), = B(x,y).

Além disso, pela mesma equacao, temos a seguinte relacao entre 3 e &
6+ 2¢, = 0. (5.43)
Decorre do Teorema 28 e do Coroléario 5 que
Ty = 28,
ou seja, 7 é uma fungao linear de ¢ e entao
=216, + hiz.y) (5.44)

para alguma fungao h(zx,y).

Aplicando o operador X em (5.44) obtemos:
X7 =2t & + hy + 4y&, (5.45)

e devido ao fato de £ e ¢ serem independentes de ¢, decorre de (5.30) que o seu membro direito
é apenas fungao de x e y, e entdo, o coeficiente do termo linear em ¢ de (5.45) deve ser nulo,
ou seja

§zz = 0. (5.46)

Pelo mesmo raciocinio, aplicando o operador Y em (5.44), teremos, por (5.30) que o membro
direito depende somente de = e y ao passo que o membro esquerdo é linear em t. Assim, para
a igualdade ser satisfeita, devemos ter

De (5.46), (5.27) e (5.41) concluimos que

Eyy = 0. (5.48)
Logo, a solugao de (5.46), (5.47) e (5.48) é:
§ = asx + a1y + as,
e pelas condigoes (5.25), (5.26) obtemos
¢ = —ayr + asy + as,
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onde aq, as, as e as sao constantes.

Para terminarmos, falta apenas calcular 7. Para isso, substituindo os valores de £ e ¢ acima
determinados e a equagao (5.44) em (5.30), encontramos:

he + 4y€, = 2asy + 2a,0 — 2a,7 + 2asy + 2as,
que simplificando e integrando em relagdao ao primeiro argumento nos fornece:
h(z,y) = 2azx + g(y). (5.49)
Fazendo o mesmo raciocinio na equacgao (5.31) e utilizando-se a equagao (5.44), temos:
d'(y) — dasz = —2asx + 2a1y — 2a5x — 2a1y — 2as,
que, simplificada e integrada, nos fornece:
9(y) = —2a2y + au,
onde a4 é outra constante. Concluimos entao que
T = 2a3x — 2ay + a4 + 2ast.
Decorre de (5.43) que § = —2as, e entao, os infinitesimais sao:

= a1yt ax+aszw,

—mx + a3z + asy, (5 50)
= 2a3x — 2a9y + a4 + 2ast, '

S 3 S
I

= —2CL5.

Substituindo (5.50) em (5.3), obtemos a seguinte combinagao linear:

S = a ﬁ—xﬁ +a 3—22 +a ﬁ+2x2
- W \Yar " Tay) T\ Yar) T\ ey T o

+a42+a5< a a +2t2—22)

(5.51)
ot Tor Yoy e T “ou

Coroldrio 7. A dlgebra de Lie das simetrias da equagao (5.1) com nao-linearidade exponencial
¢ dada pela tabela 7:
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T | X |Y | R|E

T| 0 0 0|0 2T
X| 0 0 [4T | -Y | X
Y| 0 |4T| 0 | X |Y
R| 0 Y |[-X|] 0|0
E|2T-X |-Y| 0|0

Tabela 5.2: Algebra de Lie da equagio (5.1) com f(u) = ke

5.6 As simetrias de Lie para o caso f(u) = ku’, com p #
0,1,2,3

Nesta secao provaremos a parte do Teorema 27 com nao-linearidades do tipo poténcia, ou
seja, f(u) = kuP. Contudo, faremos a seguinte restri¢ao: aqui, ndo analizaremos os casos p = 0,
p=1p=3ep =2 Os trés primeiros serao tratados separadamente. O tultimo nao sera
considerado na presente tese devido a um resultado de nao-existéncia de solugoes da equagao
de Kohn - Laplace provado por Pokhozhaev e Veron ([75]). O caso p = 0 serd demonstrado
quando tratarmos do caso em que f(u) = 0, enquanto que o caso linear e cibico serao feitos
nas Secoes 5.9 e 5.7, respectivamente.

Pela equacgao (5.29), temos

E(ap + [2XE — a)u? + kpBuP™ + (Agia)u+ (A B) = 0.

Segue imediatamente que

p =0, (5.52)
2
=—X 5.53
o= X (5.59)
e além disso,
Ao =0, (5.54)
Por (5.36) e (5.53), concluimos que
(p—3)ay = 0.

Logo, como p # 3, a independe de ¢.
As seguintes equagoes decorrem das regras de comutagao entre os operadores X, Y, T, das

equagoes (5.33) e (5.34) e do fato de « ser independente da terceira variavel:
Oy = 0,
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Qyy — Qg = 0,
gy + Qyy = 0.

Logo, a funcao « ¢ linear em x e y, ou seja
a=ar+by+ec, (5.55)

onde a, b e c sao constantes arbitrarias.
Aplicando o operador Y a segunda equagao do Corolario 5, concluimos que (Y¢); = 0.

Substituindo (5.55) na equacao (5.53) e isolando X¢&, decorre, do Teorema 28, que
7= (2—plax+ (2 —p)by + (1 — p)c. (5.56)

Novamente, pelas regras de comutacao entre os operadores, derivando ambos os membros

das Egs. (5.30) e (5.31) em relagao a t, obtemos, respectivamente:
X7 = —a, (5.57)

Y7, = —b. (5.58)

Aplicando os operadores X e Y a equagao (5.56), respectivamente, e comparando os re-
sultados com as equagoes (5.57) e (5.58), é trivial concluir que a = b = 0. Logo, o« = c e é
conseqiiéncia imediata do Corolario 5 que & = £(z,y) e ¢ = ¢(z,y).

Segue entao de (5.53) que

2

E consegiiéncia das condicdes (5.25) e (5.26) que £ e ¢ sdao harmonicas. Como resultado

¢=—Ler 1 g(y).

imediato disto, temos que
9(y) = kry + ko,

ou seja,
- 1

Novamente, por (5.25) e (5.26), obtemos

gpcx + ky + ko.

1 —
o= 2pcy—k1x+k3.

=P, ay = ky € a5 = ky, temos:

1
Chamando a; = =

§ =amy + ax + asz, (5.59)
¢ =—a1x + a3 + asy. (5.60)
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Para determinarmos 7 note, primeiramente, que de (5.56) e do fato de a e b serem nulas,
T = 2ast + h(z,y), (5.61)
para alguma funcao h(z,y). Substituindo (5.61), (5.59) e (5.60) em (5.30), obtemos:
T = 2a5t + 2a3x + hy(y),

para alguma fungao hi(y). Da expressao acima e de (5.61), (5.59) e (5.31), concluimos que

hi(y) = —2a9y + a4, onde a4 é uma constante. Assim, os infinitésimos sao:
( & = ay+as+ase,
¢ = —a1x+asz+ asy,
\ 7 = 2a3r — 2a9y + a4 + 2ast, (5.62)
2
n = asu.
\ 1- p

Substituindo (5.62) em (5.3), obtemos:

S — ﬁ_ 2 + 3_22 + 24_22
- WYy " Tay) T\ o) T\ ey T ot

(5.63)
+a 2+a xﬁ—l— 2+2t2+iu3
ot T\ Tor Yoy Tt T 1= p"ou )
Corolario 8. A dlgebra de Lie das simetrias da equacao (5.1) com f(u) = kuP é
T X | Y |R|D,
T | 0 0 00 |2T
X 1| 0 0 AT | -Y | X
Y 0 |-4T| 0 | X | Y
R | 0 Y |-X|] 0] 0
D, [ 2T X [¥Y[0]o0
Tabela 5.3: Algebra de Lie da equacdo (5.1) com f(u) = kuP, p # 3.
5.7 As simetrias de Lie para o caso f(u) = ku®
Neste caso, substituindo f(u) = ku?® na equagao (5.29), obtemos:
2(XE& + a)ku® 4+ 3kBu® + (Ama)u+ Am B = 0. (5.64)
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Imediatamente vemos que 3 = 0 e, além disso, temos as seguintes equagoes:

a=—X¢ (5.65)
e
Ao = 0. (5.66)
Aplicando o operador X a equagao (5.33), Y a equagao (5.34) e adicionando, obtemos:
A+ 2X ¢ — 2YE, = 0.
Por (5.66), (5.65) e utilizando as regras de comutagao, concluimos que
Yé =0 (5.67)
e
Xy = 0. (5.68)

Logo, existe uma fungao ¢ = p(z,y) tal que

Ye=o (5.69)
e, necessariamente,
X¢=—g. (5.70)
De (5.65), concluimos que
X¢ = —a, (5.71)
Yo =—a. (5.72)

Entao, por (5.27), (5.71) e (5.72):
2Xa=Apé=X$¢+Y=X(—a)+Yp=—-Xa+ g,

ou seja,
3Xa =,

Entao, de (5.33), existe uma fungao By = Bs(x,y) tal que

1
¢ =—cpyt+ Balzy). (5.73)
Analogamente
1
§= ¥ t+ Bi(r,y). (5.74)
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Como conseqiiéncia de (5.74) e (5.67), temos:
Puy = 0. (5.75)
Por outro lado, de (5.25), (5.74) e (5.73), concluimos:

Pz — Pyy = 0. (5.76)

De (5.75) segue que existem fungoes h(z) e H(y) tais que ¢ = h(x) + H(y). Pela equacdo

(5.76), decorre que tais equagoes obedecem a seguinte E.D.P:
W' (@) — H'(y) = 0.

Logo, as fungdes h(x) e H(y) sao:

k -
h(z) = 51952 + ko + Ky (5.77)
¢ 2
H(y) = ElyQ + ksy + k. (5.78)
Chamando k4 = /51 + /52, temos que
k k
o= émQ + %yQ + ko + k3y + ku, (5.79)

onde ky, ko, k3, k4 sao constantes arbitrarias. Logo,

1

6=~k + k) £ Balr,y). (5:81)

Substituindo & de (5.80) e ¢ de (5.79) em (5.69), obtemos
1. 5 1. 5 2
Biy(z,y) = gkw + Ekly + gk’ﬁ + k3y + Ky
que, apos a integracao, nos fornece:

1 1 2 k
B, = 6k1x2y + 6k1y3 + ghazy + 5392 + kay + (@), (5.82)

para alguma funcao hy = hy(x).
Analogamente, substituindo ¢ de (5.81) e ¢ de (5.79) em (5.70), temos:

1 1 k 2
By = —gk‘la:?’ - 6k1$y2 - §2$2 - gk‘sx?/ — kaz + ha(y), (5.83)
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para alguma funcao hy = hs(y).

Assim, substituindo

1 1 1 2 k
§ =~ (ke + ko)t chia®y + ckay’ + Shary + 2R 4 kay + ha(2)

6 6 3 2
¢ 1 1 1 k 2
¢ = _é(lﬁy +ks) t — ékﬂg — aklxy2 — §2$2 - gk:ﬂy — kyx + ha(y)

em (5.25), obtemos:

1 1
hi'(x) + gk:&x = ho'(y) — gk?Sy,

de modo que, apds a integragao, encontramos as funcoes hy e hy, e por conseqiiéncia, os ger-
adores infinitesimais £ e ¢, além da funcao «. Resumindo, calculamos:
2

1 1
koxy — =ksz? + —ksy?
32$y 6396 +23?J

1 1 1
5 = —6(]{?133 + ]{32) t+ ék‘ley + ék‘ly?’ +

+k4y + k5ZE + ]{76,

1 1 1 k 2 1
¢ = —g(lﬁy +k3) t — g/ﬁx?’ - 6k133y2 - 52302 - §k3l’y + gkw? (5.84)

—k4x+k5y—|—k7,
1 1 1
= —kit— =k —ksx — k5.
« 6L 32y+33x 5

Resta-nos encontrar o infinitésimo 7. Substituindo (5.84) em (5.35), encontramos a seguinte

expressao para a derivada de 7 em relacao a t:

1 1 1
— Tkt o+ —koy — ~kyz + 2k
Tt 3 +3 2y 3 3T + 2Ks,

que apos a sua integragao, nos fornece:

1 1 1
7= —chit’ + (Shay — Shsw + 2ks)t + N(2,y), (5.85)

para alguma funcdo N = N(x,y). Assim, nosso problema se reduz simplesmente a encontrar
essa fungao.

Substituindo (5.84) e (5.85) nas equagoes (5.30) e (5.31), obtemos, respectivamente:
2. 45 2 9 5 2 1. 5
N, = gklx + gklxy + kox” + gk’gl‘y + gkzy + 2k, (5.86)
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2 2 2 1
N, = gkly?’ + §k1m2y + ksy® + gk&xy + ngxQ — 2ks. (5.87)

Integrando (5.87) em relag@o a y, concluimos que existe uma fungao g(z) tal que

1 1 1 1 1
N(z,y) = 6k1y4 + §k1$2y2 + §k3y3 + gksl’ZZJ + §k2xy2 — 2k + g(2),
e derivando N em relagdo a x e substituindo o resultado em (5.86), obtemos a seguinte E.D.O
para g(x):

2
g (r) = Skya® + koa® + 2k,

3
ou seja,
1 1
g(.ﬁlﬁ) = 6]61234 + §k2$3 + 2]67.2? + kg. (588)
Chamando a; = —%kl, ay = —%kQ, as = —%k& ay = ks, a5 = kq, ag = kg, a7 = ky e

ag = kg, temos os seguintes infinitesimais:

(

E = ai(at — 2%y —v®) + ax(t — 4ay) + az(x? — 3y?) + aux + asy + as,
¢ = ay(yt+ 23+ xy?) + ax(32% — y?) + as(t + dxy) + agy — asz + ar,
7 = a[t? — (2* + y*)?] + ax(—2yt — 22° — 229?)+as(20t — 227y — 29°) (5.89)

+2a4t + 2072 — 2agy + as,

7= —aqtu + 2ayu — 2a3xU — aqu.

Substituindo (5.89) em (5.3), encontramos a seguinte expressao para o gerador infinitesimal:

0 0 9] 0
_ o239 > 2, an9 0
S = a|(at -2y y)5$+(yt+:r +wy)8y ("= @+ 7)) 5, — tup
[ 0 5 o O 3 9] d |
+as _(t 4xy)%+(3x y)f)_y (2yt + 2z 4—2my)a +2yuau
[ 9] 0 9] d |
2 g2\ Y i 902, - _ _
+ag (:1: 3y)8x+(t+4:1:y)ay+(2xt 2%y 2y)8t quau (5.90)
+a x£+ a—l—ZtQ—ua +a (9_962 +a £—22
N Yoy T o You) T \Yor " ey ) T\ o Y

tar (2202 4 a2
ay o) T %ar
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Corolario 9. A dlgebra de Lie das simetrias da equacdo de Kohn - Laplace critica é dada pela
sequinte tabela

0 0 | Ds| X Y | 2T
AT | Y | Vo | 6R | 27 | X
AT 0 X | V3| 2Z | -6R| Y
Y X |0 0 Vi | Vi 0
-Ds | Vo | -V5 | 0 0 0 0 | -2\
-X | 6R |2Ds | -V5| O 0 |4y | -V,
=Y | 2Dz | 6R | -Vo | 0 |-4Vi| O -V
Dy |-2T| -X | -Y | 0 |2V | W, Vs 0

X | Y | R| Vi | Vo | V5 | Dy
0
0

ololo|lo|N

S| =] <y

Tabela 5.4: Algebra de Lie da equagio (5.1) com f(u) = ku?.

5.8 As simetrias de Lie para o caso em que f é nula

De todos os casos, este é o que possui mais simetrias’: 10, ao todo. Surge aqui o primeiro
) )
grupo infinito de simetrias, como veremos mais adiante. Veja (5.119).

Como feito anteriormente, substituindo f(u) = 0 em (5.29), conclui-se trivialmente que
AHlﬁ = 07

AHIO[ =0

e, mais uma vez, aplicando o operador X a equacgao (5.33), Y a equagao (5.34) e adicionando,

concluimos que
AHl(]{ ‘I— 2X¢t — 2Y§t = 0

Pelas condigoes (5.25), (5.26) e as regras de comutagao, existe uma fungao ¢ = ¢(x,y) tal que

Yé=¢ (5.91)

X¢=—o. (5.92)

INa verdade, podemos representar esta dlgebra de dimensao infinita por 10 campos vetoriais, daf o abuso de
linguagem em dizer que temos 10 simetrias. De fato, neste caso, temos uma subdlgebra finita de dimensao 9 e
uma subdlgebra infinita dada pelo campo 66%, onde [ é solucao da equagao de Kohn - Laplace homogénea.

73



Ademais, pelo Teorema 29, concluimos a existéncia de outra fungao » = ¥(x,y) tal que
a=—-XE+ Y, (5.93)

ou seja,
X&E=—a+. (5.94)

Substituindo em (5.27) as equagoes (5.94) e (5.91), temos:

2Xa = X% +Y* = —Xa+, + @y,

e, conseqilentemente,
3Xa =1, + ¢,

De modo analogo, podemos facilmente concluir que
Ya=—p,+1,

Pelo Corolério 5, existem fungoes A = A(x,y) e B = B(z,y), de modo que, apés a integracao

em relacao a t, tenhamos:

1
£= £(—pu +U)t + Alry), (5.95)
1
Aplicando o operador Y em (5.95), obtemos a seguinte equagao:
1 1
YE= _6(909621 — Yyt + Ay + gx(‘»@:c — ).

Mas (5.91) implica que Y¢ independe de ¢, de onde concluimos que o coeficiente da presente

variavel deve ser nulo, ou seja, as funcoes ¢ e 1 satisfazem a seguinte equagao:

wyy = Pgy- (597)

Aplicando o operador X em (5.96), utilizando a equagao (5.92) e o mesmo argumento

empregado para obtermos (5.97), concluimos que
Yoz = —Pay- (5.98)

Finalmente, da condigao (5.25), obtemos:
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Integrando (5.97) e (5.98), temos
Yy = @z + hi(2), (5.100)

¢x = —Py + h?(y)> (5101)

para algumas fungoes hy; = hy(x) e hy = ho(y). Diferenciando (5.100) com relagao a z e (5.101)

com respeito a y e igualando os resultados, obtemos:

Paz + hll(x) = —Qyy + hlz(y)~

Isolando ¢,, na expressao anterior, derivando (5.101) em relagao a y e substituindo estes

resultados em (5.99), conclui-se com facilidade que
i () + () = 0.

Logo, hi(z) = kix + ko e ho(y) = —k1y + ks para algumas constantes ki, ko, k3. Chamando
a1 = ki, ap = tky, as = —¢ks e utilizando (5.100) e (5.101), obtemos

£ = (a1 + az)t + A(x, y), (5.102)
¢ = (a1y + a3)t + B(x,y). (5.103)
Concluimos de (5.36) que
Qy = —aq,

e, entao, existe uma func¢ao g = g(z,y) de modo a se ter
a=—at+g(x,y). (5.104)

Substituindo (5.102), (5.103), (5.104) em (5.33), concluimos que existe uma fungdo A = A(y)
tal que
9(x,y) = —2a3x + A(y)

e, entdo, utilizando esta expressdo para g em (5.104) e substituindo tal equagao juntamente
com (5.102) e (5.103) em (5.34), encontramos que

Ay) = 2a2y + ag

ou seja,
a = —ait — 2a3x + 2asy + ag, (5.105)

onde ag é uma constante e ay, as, as sdo as mesmas de (5.102).

75



Pelo Teorema 28 e das equagoes (5.102) e (5.103) decorre que 7 é um polinomio quadratico
na variavel ¢:
T = a1t® + (24, + day vy + 6azy — 2a3w)t + N(x,y), (5.106)

para alguma funcdo N = N(x,y). Substituindo £ de (5.102), ¢ de (5.103) e 7 de (5.106) na
equagao determinante (5.30) e igualando os coeficientes da varidvel ¢, encontramos o seguinte
sistema de equagoes diferenciais:

Az = —2a1y + 2as, (5.107)

N, = —2A,y + 24,7 + 2B — day2y* — dayx° — daya® — 12a9y® + 4azzy + 4dagy®.  (5.108)

Da mesma maneira, empregando-se (5.31), somos conduzidos a
Ay = =201 — 4ay, (5.109)

N, = 2A,x + 24,y + 8asxy — dazx® — daswy — 2A. (5.110)

Das equagoes (5.27), (5.102) e (5.103), segue que A satisfaz
Agy + Ayy = —4az — 8aqy. (5.111)
Decorre da equagao (5.107) a existéncia de fung¢oes 0 = o(y) e 0 = 0(y) tais que
A= a32® — a2’y + o(y)z + 5(y)

que, pela equagao (5.109), nos diz que ¢ é uma funcado linear de y. Finalmente utilizando a
equacgao (5.111), concluimos que a fungao § é um polinémio de terceiro grau em y, o que nos

da a seguinte expressao para a funcao A:
A= —ay® — a2’y + azz? — 3asy® — dasxy + asx + asy + ag, (5.112)

onde as, ag sao constantes.
Resta-nos agora o problema de encontrar a fungao B. Para tanto, utilizaremos as equacoes
(5.25) e (5.26). Substituindo £ de (5.102) com A dada em (5.112) e ¢ de (5.103) na equagao

(5.25), obtemos, apds integracao na variavel y:
B = dazzy — asy® + ayxy® + agy + (1), (5.113)

onde 7 = v(x) é alguma fungao de x. Empregando o raciocinio anterior e utilizando a equacao

(5.26), encontramos a seguinte expressao para a fungao ~:
v(z) = a12® + 3ax2® — asw + ar,
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onde a7 é uma constante. Assim, determinamos a funcao
B = a1zy® + a12® + dasxy + 3as2? — asx — asy? + asy + ar (5.114)

e por conseqiiéncia, &, ¢ e 1.
Para determinarmos 7, utilizaremos as equagoes (5.30) e (5.31). Desta, concluimos que a

funcao N, satisfaz
N, = —4da12%y — 4a1y® — 2a32® — dayry — 6azy” — 2as, (5.115)
ao passo que daquela, obtemos:
N, = —da,23 — da2y? — 6as2? — dasry — 2a-y> + 2ay. (5.116)
Apés integrar (5.116) em relagao a variavel z, concluimos que existe h = h(y) tal que
N(z,y) = —a12* — 2012%y* — 2a92° — 2a32°%y — 2as2y® + 2a7x + h(y).

Derivando esta tltima em relac¢do a y, substituindo o resultado em (5.115) e integrando em

relacao a y, encontramos a funcao
h(y) = —a1y" — 2a3y® — 2a6y + as.
Conseqiientemente,
N(z,y) = —a1(z* + y*)? — aa (22 + 20y?) — a3(2y° + 22°y) + 2a7x — 2a6y + as.

Assim, nossos infinitésimos sao:

(

§ = aat— 2%y —y°) + ax(t — day) + as(2® — 3y%) + agx + asy + ag,
¢ = ai(yt + 23 + 2y®) + aa(32% — y?) + az(t + 4zy) + asy — asz + ar,
T = a[t? — (2% + v?*)?] + ao(—2yt — 223 — 229?) + a3 (2wt — 222y — 2y°) (5.117)

+2a4t 4+ 2a72 — 2agy + asg,

n = —aitu+ 2asyu — 2az3xu + agu + 5(% Y, t),

onde
Amf =0 (5.118)
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ea;, 1=1,---,9, sao constantes.

Substituindo (5.117) em (5.3), obtemos a seguinte combinagao linear:

0 7, 0 9,
_ _o2 3 Y 3 nY 2 2, oan9 O
S = a|(et—a7y—y)o-+(yt+a +fﬂy)ay+(t (@™ +y7) )5 — tug -
| 0 2 99 3 2y 0 9
+as _(t 4xy)% + (32" —y )(9_y (2yt + 22° + 2xy >§ + 2yu%_
[ 0 0 0 J
+ag -(.7}2 — 3y2)% + (t+ 4xy)8—y + (2t — 22%y — 2y3)a — qu%_ (5.119)

+a :cg—l— 2—i—2t2—u2 +a 2—:z:2 +a 2—22
N Yoy T %o "ou) T \Yar " Tay) T \or T Yo

(220 ) a? o 452
“\oy Tt ) T e T T Pow

onde ( é qualquer funcao que satisfaca a equacao de Kohn - Laplace homogénea. A simetria

Ws=p % gera a subalgebra de dimensao infinita.

Corolario 10. A dlgebra de Lie das simetrias da equacdao de Kohn - Laplace homogénea € dada
pela sequinte tabela

T X % R | W Vs Vs Z U] W,
T 0 0 0 0 Z U X Y 2T 0| Wrg
X 0 0 4T Y 7% -6R 27 =2U0 | X 0| Wgs
Y 0 4T 0 X Vs —27 +2U -6R Y 0 W{/ﬁ
R 0 Y X 0 0 Vs Vs 0 |0 Wag
Wwi|—-2+U -Va -V3 0 0 0 0 2V | 0 | Wy
Vo -X 6R 27 =2U | -V3 0 0 4V, -Va 0 | Wyyp
Vs Y —27 +2U 6R Vs 0 -4V; 0 Vs | 0| Whgg
A 2T -X Y 0 2V} %} Vs 0 0 | Wgg
U 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ws | -Wrp Wss Wy | -Wars | -Wuip | Wi Wy | -Wzs |0 0

Tabela 5.5: Algebra de Lie da equagio (5.1) com f(u) = 0.
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5.9 As simetrias de Lie para o caso em que f é linear

Esta é a ultima etapa para concluirmos a demonstracao do presente teorema. E imediato,

ap6s substituirmos f(u) = ku, k # 0, em (5.29) que

AmB+kB=0 (5.120)

Ao = —2kXE. (5.121)

Aplicando o operador X em (5.33) e Y em (5.34) e adicionando os resultados obtemos, ap6s

utilizarmos (5.26) e as regras de comutagao:
Apra = 2YE — 2X ¢, = 4YE,. (5.122)
Decorre imediatamente de (5.121) e (5.122) que
e = —%ng. (5.123)

Além disso, de (5.26):
1
Xy = SkXE. (5.124)

Diferenciando (5.27) em relagao a t e utilizando o resultado do Teorema 18 juntamente com

a equagao (5.123), obtemos
20Xy = A& = X(XE) + Y (VE) = X(—an) — kY (XE)/2,

ou, equivalentemente,

3(Xa), = —%kYXf. (5.125)

E imediato do Teorema 29 a existéncia de uma funcao ¥ = ¥(x,y) tal que

XE=—a+1). (5.126)
De (5.125) e (5.126)
1 1

Analogamente, diferenciando em relagao a t a equagao (5.19), empregando-se as equagoes
(5.25) e (5.36), obtemos

1 1
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Aplicando X a equagao (5.127), Y a equagao (5.128) e adicionando:
3(X% + Yoy = k(XY — YX)a/2 = k[X,V]a/2 = —2ka,
ou seja,

Por outro lado, diferenciando a equagao (5.121) com respeito a t e utilizando a equagao (5.36),
obtemos
AHl oy = 2]€Oét (5130)

Por hipétese, k é nao nulo, logo, de (5.129) e (5.130) concluimos que « independe de t, ou

seja, @ = a(z,y). Decorre do Coroldrio 5 que existem fungdes A = A(x,y) e B = B(z,y) tais

que
1
£ = Qayt + A(z,y) (5.131)
¢ 1
o= —§axt + B(z,y). (5.132)

Como oy = 0, de (5.131) e (5.36) temos:
ay = 0. (5.133)

De (5.26), (5.131) e (5.132)
Qyy — Qg = 0. (5.134)

Resolvendo as equagoes (5.133) e (5.134), encontramos a seguinte solugao:
o = ki2® + ky® + 2ksx + 2koy + ku, (5.135)

onde ky, ko, k3, k4 sao constantes. Como conseqiiéncia imediata, temos as seguintes expressoes
para as funcgoes & e ¢:

6 = —(kvz + ks)t + Bz, y). (5.137)
Substituindo (5.136) e (5.137) em (5.35), encontramos, apds a integragao em relacao a t:

7 = (2k12% + 6k1y* + 2ksx + 6koy + 24,)t + N(z,y), (5.138)

onde N = N(z,y) é uma funcao a ser determinada. Substituindo (5.136), (5.137) e (5.138) em

(5.30), obtemos uma identidade linear em ¢. Igualando os respectivos coeficientes, encontramos
Apw = —2k1x — 2ks, (5.139)
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N, = —2yA, + 2z A, + 2B — 8k1y* — 8k12%y — 4koa® — 8koy® — dkzzy. (5.140)

Procendendo da mesma maneira, apds substituirmos (5.136), (5.137) e (5.138) em (5.31),
obtemos

N, = 27A, + 2yA, — 2A + 4k xy® + dk12° + dkz2® + dkoy. (5.142)

Substituindo (5.136) e (5.135) em (5.121), encontramos
4k = —2kA, — 4k(kyy? + koy). (5.143)

E facil ver, ap6s diferenciar (5.143) em relacdo a x, que
A =0, (5.144)

pois k # 0. Entao, comparando (5.144) com (5.139), vé-se facilmente que k; = k3 = 0. Pela
equacao (5.143), concluimos que A,, = —2k;,, e entdo, substituindo este resultado na equacao

(5.141), necessariamente ko = 0. Logo, temos que
§:A(y)7 gb:B(ny)? T:N(x7y>7 Oé:kll'

Assim, as equagoes (5.25) e (5.26) tornam-se as condigoes usuais de Cauchy - Riemann.
De (5.25) concluimos que B = B(z). Assim, desde que a = ky, decorre das equagoes (5.18)
e (5.19) que £ e ¢ sao fungoes lineares de y e x, respectivamente. Da equacdo determinante
(5.27), concluimos que

5 = a1y + a9 (5145)

e entao,

» = —a1x + as. (5.146)

Substituindo (5.145) e (5.146) em (5.140), concluimos existir g = g(y) tal que
N = 2azx + g(y).
Substituindo a dltima equac@o juntamente com (5.145) e (5.146) em (5.142), encontramos

9(y) = 2a2y + as,
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determinando assim a funcao N. Logo,

(

§ = awy+ao,
¢ = —a1x+ as,
(5.147)
T = 2a3r — 2a9y + ay4,
K n = a5u+ﬁ(x7yut)7
com
Am B+ kB =0. (5.148)

Desta maneira, nosso gerador (5.3) é:

S— 2_2_’_ £_22+ 24_22
- W \Yar " Tay) T \ar Yo ) T\ ey T e

+a 9 +a ug + 62
or T ou o
onde (3 é qualquer solugao de (5.148).

Encerramos assim a demonstracao do Teorema 27.

Corolario 11. A dlgebra de Lie das simetrias da equagao de Kohn - Laplace linear € dada pela
sequinte tabela

T X | Y R [U[ W,
T 0 0 0 0 |0 | Wrg
X o 0 | 4T | ¥ [0| Wy,
Y| o [ 4r | 0 X 0] wy,
R| 0 Y | X | 0 [0] W
Ul 0 0 0 0 |0] 0

Ws | Wrs | Wey | Weg | Wrs | 0] 0

Tabela 5.6: Algebra de Lie da equagio (5.1) com f(u) = ku.
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Capitulo 6

Simetrias de Noether da equacao
semilinear de Kohn - Laplace no Grupo

de Heisenberg H'!

Neste capitulo estudaremos as simetrias variacionais e de divergéncia da equagao semilinear
de Kohn - Laplace em H'.

O primeiro fato importante a ser apresentado neste capitulo é que, para toda funcao f(u),
o grupo G; := {T, R, X, Y} (veja (5.2)) sera sempre um grupo de simetrias de Noether. Con-
seqiientemente, a cada uma dessas simetrias existe um campo vetorial cuja divergéncia ¢é nula,
fornecendo-nos assim uma lei de conservagao.

Para os casos exponencial e os de nao-linearidade do tipo poténcia, apenas o grupo Gy sera
um grupo de simetrias de Noether, retornando, assim, ao caso geral.

A excessao a essa regra ocorrera quando a nao-linearidade do tipo poténcia for cibica.

Para tal equacao, o grupo de simetrias de Lie serd uma simetria variacional se, e somente se,
p = 3, e além disso, para este caso, qualquer simetria é uma simetria de divergéncia, tornando
este caso nao-linear o mais rico em simetrias de Noether, e ademais, maximal. Por maximal
entendemos o grupo que possui o maior nimero de simetrias que podem expressar leis de
conservacao em relagao ao grupo de simetrias de Lie.

Para f(u) = 0, o grupo de simetrias de Noether, além dos campos de Killing de (H*, g), é
constituido pelas simetrias Vi, V5, V3 e W, onde [ satisfaz a equacao (5.1) homogénea. Embora
infinito, este grupo de simetrias nao é maximal, visto que nem todas as simetrias de Lie sao
simetrias de Noether.

Quando f(u) = ku, k # 0, o grupo de simetrias de Noether é também um grupo infinito e
nao maximal.

As respectivas leis de conservagao para tais simetrias serao apresentadas no proximo capitulo.
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Os resultados aqui mostrados foram parcialmente apresentados em [25, 50|, comunicados
em [18, 20, 23, 29] e publicados em [27, 51].

6.1 Simetrias de Noether para o caso geral e exponencial

Esta sessao resume-se apenas ao fato de se mostrar que para qualquer que seja f(u), cada

elemento do grupo Gy sera sempre uma simetria variacional da equagao

Como outrora, suporemos que F'(u) = f(u).

Demonstraremos o seguinte resultado:

Teorema 30. O grupo Gy é um grupo de simetrias de Noether independentemente da funcao

f(u) em (6.1).

Além disso, o caso exponencial se reduz, do ponto de vista das simetrias da Lagrangeana,

ao caso geral através do

Teorema 31. O grupo de simetrias de Noether de (6.1) com f(u) = e* € o grupo de isometrias.

O Teorema 31 é conseqiiéncia do Teorema 30 e do seguinte

Lema 3. A simetria

0 0 0 0

nao € uma simetria de Noether.
Demonstracdao. A prova é direta, porém ha dois passos a serem seguidos. Primeiro, calcularemos
a extensdo de primeira ordem F() da simetria E. Apés isto, verificaremos que nio existe

nenhum campo vetorial B = (Bj, Bs, Bs), onde as fungdes componentes dependem de z, vy, t, u
e derivadas de u até uma ordem finita, de modo a satisfazer a equagao

EWL + 4L = Div(B).

1. Célculo da extensao de F.
Neste caso, (&, ¢,7,7) = (2,y,2t,~2). Logo, Dof + Dy + Dyr = 4 e (), ni” nf?) =

(=g, —uy, —2ut), fornecendo-nos a seguinte extensao de primeira ordem:

0 0 0
EW =F —y,—/— —uy— — 2uy—.
b Oou, Uy Ouy “taut
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Assim,
EWL+ (D6 +Dyp+ D)L = w2+ )+ 4(2” + y°)uf + dyugu,
(6.2)
—4zuyuy — 2e",
onde . .
L= éui + §u22/ +2(2® + yH)ui + 2yugu; — 2ru,u, — et
2. Inexisténcia do campo vetorial B.

A inexisténcia de um campo vetorial cuja divergéncia seja o membro direito de (6.2) é
assegurada pelo resultado abaixo, que é mais forte do que precisamos e nos sera 1til em
outros casos.

Teorema 32. Seja u = u(zx,y,t). Se um campo vetorial V. = (A, B,C) € fun¢ao de

x, Yy, t, u e derivadas de u até ordem m, sua divergéncia necessariamente depende das
deriadas de ordem (m + 1) de u com respeito a x, y e t.

Demonstracao. Faremos a demonstracao tomando-se m = 1, que é o caso que nos inter-
essa. Tomando a divergéncia de V', encontramos:

Div(V) = Ay + By+ Cp + uz Ay + tgg Au, + Ugy Ay, + Uz Ay,
+uy By + Ugy By, + Uy By, + y By,
Oy + gt Oy + 1y Cyy + un Oy,
de onde conclui-se imediatamente a dependéncia desejada. O]

Corolario 12. Se a divergéncia de um campo vetorial nao depende das derivadas parciais
sequndas de u com relagao a x, y e t, entao ele independe de ug, u, € u;.

Isso encerra a demonstracao do Lema 3. Il

Demonstragao. (Do Teorema 30). Embora nao seja dificil, a demonstragao é bastante longa e
tediosa. Sera feita da seguinte maneira:

1. Encontraremos as extensoes de primeira ordem das simetrias 7', R, X, Y.

2. Faremos a demonstracao para cada uma delas.

1. Extensoes.
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(a) Célculo da extensao do operador 7.

Os coeficientes da simetria 7" sao: € = ¢ =n =0 e ¢ = 1. Decorre entao que:

V=0, i=ux y t

de onde concluimos que
T =T

(b) Célculo da extensao do operador R.

As componentes do operador R sao: (§,¢,7,1m) = (y, —x,0,0), de onde concluimos

que
Dzé = Oa Dyf = 17 th = 07
ngb:—]., Dygbzoa Dt¢:O)
D,m =0, D,7=0, D=0,
D,n =0, Dyn=0, Dn=20
e entao
Y =uy, ) = —u,, nV =0.
Portanto,
0 0
RW = R4 uy=— — up——r.
+ uy(‘?ux “ Ou,,

(¢) Célculo da extensao do operador X.
Neste caso, (£, ¢,7,1m) = (1,0, —2y,0) sendo entao que

D=0, D&(§=0, D{£=0,
D, =0, Dyp=0, Dip=0,
D,7=0, Dyt =-2, Dyt =0,
D=0, Dmnm=0, Dmn=0.

Assim,

ne’ =0, %”Z%m %”ZO

Desta forma, a primeira extensao é:

X0 = % 420,20
Ou,
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(d) Célculo da extensdo do operador Y.

As componentes sao: (£, ¢, 7,1) = (0,1,22,0,) e entdo,

D=0, D&.=0, D=0,
D,¢p=0, Dyp=0, Diop=0,
D,7r=2, D,7=0, D=0,
D=0, Dn=0, Dn=0

7]:5"1) = _2ut7 77151) = O’ 7]151) = 07

fornecendo a seguinte extensao:

. . 0
YW =y -2 .
e Oy

Corolario 13. A divergéncia de qualquer campo do grupo Gy é nula.

2. (a) Demonstragao do teorema para o operador 7.

Desde que a divergéncia da simetria 1" é nula,

0 0
E<XU) = a(Yu) =0
TWL = % %(XU)Q + %(YU)Q — F(u)
= (Xu) 0 (Xu) + Yug(Yu) =0,

ot ot

decorre imediatamente que
TWL 4 LDiv(T) = 0.

(b) Demonstracao do teorema para o operador R.

Desde que
0 0
Xu = ——Yu=0, i=1,2, (z',2%)=(z,9)
ox? ox?

e utilizando-se as duas primeiras parcelas da equagao (4.6), temos:

RYL = XuYu — XuYu = 0.
Consequientemente, pelo Corolario 13,

RWL + LDiv(R) = 0.
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(c) Demonstragao do teorema para os operadores X e Y.

Decorre, de (4.6), que:
XYL =Xu-04Yu-(—2u + 2u) = 0.
Novamente, pelo Corolario 13, obtemos
XWL 4+ LDiv(X) = 0.
No caso do operador Y,
YUL = Xu- (2uy —2uy) +Yu-0=0.
O mesmo argumento utilizado para o operador X prova que

YWL 4+ LDiv(Y) =0,

0 que encerra nossa demonstracao. 0

6.2 Simetrias de Noether para o caso linear
Seja Gy := {T, R, X,Y.U, Wg} o grupo de simetrias de Lie da equagao
Amgiu+u=0. (6.3)

Lema 4. A simetria
U—u2
- ou

nao € uma simetria de Noether.

Demonstragao. Esta demonstracao é direta e, como nos casos anteriores, consiste de dois passos.
O primeiro é o calculo da extensao de primeira ordem da simetria U, o segundo é mostrar a
inexisténcia de campos vetoriais tais que a equacao

UYL + L(D.£ + Dyo + Dy7) = Div(B)
nao seja cumprida, para qualquer campo vetorial B.

1. Extensao da primeira ordem da simetria U.

Neste caso, n =u, £ = ¢ =7 = 0. Assim,

sz + Dy¢+ DtT = 0

1
) = we, ) =y, 0 = .
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Logo, a extensao UM é dada por

0
v :u——i-uzT +uya—m+ut—- (6.4)

Aplicando o operador dado em (6.4) a Lagrangeana

1 1 1
L= Eui + §u§ +2(2® + y*)ul + 2yuguy — 27U, — §u2 (6.5)

encontramos:

UL = —? + w2 + w2+ 4(2° + y)u] + dyuzu, — dzuyu, = 2L.

2. A inexisténcia de um campo cuja divergéncia seja proporcional a Lagrangeana vem do
Teorema 32 e do Corolario 12.

O

Lema 5. A simetria Wz é uma simetria de Noether.
Demonstragao. Como = fB(x,y,t) a extensao de primeira ordem da simetria W é

052 00
De (6.6) e (6.5), temos

ng)ﬁ = —Bu+ (ug + 2yu;) By + (uy — 22u;) B, + (4(2* + y*)uy + 2yu, — 2zu,) 5,
= Div((Be + 2yB)u, (By — 22, (2yBs — 216, + 4(2? + y?) B )u).

Logo, Wg ¢ uma simetria de Noether. O
Corolario 14. A simetria Wg é uma simetria variacional se, e somente se, 3 = 0.
Teorema 33. O grupo de simetrias de Noether da equagao (6.3) € o grupo G U{Ws}.
Demonstracao. E conseqiiéncia do Teorema 32, do Corolario 12 e dos Lemas 4 e 5. O

6.3 Simetrias de Noether para os casos do tipo poténcia

Nesta sessao mostraremos que, a excessao do caso critico, as unicas simetrias de Noether
sao variacionais, e ademais, correspondem ao grupo de Gy. Quando f(u) = u?, todo o grupo

de simetrias de Lie é um grupo de simetrias de Noether.
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6.3.1 As simetrias variacionais

Seja G, o grupo de simetrias de Lie' quando f(u) = u? em (6.1), isto é, G, = {T, R, X, Y, D,}.
Nosso objetivo na presente se¢ao é provar o

Teorema 34. Simetrias variacionats da equagdo de Kohn - Laplace critica

O grupo de simetrias de Lie G, da equacao de Kohn - Laplace (6.1), com f(u) = u, € um
grupo de simetria variacional se, e somente se, p = 3.
Demonstracao. Para as simetrias T, R, X , Y a demonstracao se encontra no Teorema 30.

Para a simetria D), primeiro encontraremos sua extensao de primeira ordem. Para tanto,
temos que:

2
=z, o=y, T=2t, n= u
L—p
e entao,
Dx£:17 Dy£:07 Dt&-:Oa
D$¢:07 Dy¢:17 Dt¢zou
D,7 =0, D, =0, Dyt =2,
2 2 2
Dot = = e Dy = 5=ty Din = 3=
e
1+ 1+ 2
WV = P g = Py g =
I—p l-p l-p

fornecendo-nos a seguinte extensao:
1+p 0 1+p 0 2p 0
1 —puxﬁux 1 —puyauy * 1 —put(?_ut'
Além disso, a divergéncia da simetria D), é
Div(D,) = D,§ + Dy¢ + D7 = 4. (6.8)

Das duas primeiras parcelas de (4.6) podemos escrever:

ngl) =D+

1+ 4
D](Jl)[, = Xu (Qyut + Tgux + 7 _ppyut>

1+p 4p 2
+Yu (—qut - . puy 7 pxut) 7= puf(u) (6.9)
1+ ) 52
= (—1 _i) [(Xu)®+ (Yu)?] — ] _puf(u).

'De fato, se p = 3, o grupo G5 assim definido serd um subgrupo do grupo de simetrias. Nosso objetivo aqui
é mostrar que este subgrupo é um subgrupo cujas simetrias sao todas variacionais.
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Somando o resultado da equacao (6.9) com o produto da equagao (6.8) pela Lagrangeana e
levando-se em conta que f(u) = uP, obtemos:

DL+ L(Dy€ + Dy¢ + Dy7)

3—p
I—p

2(3 — p) up+1

[ i + uZ + 4(3;2 + y?)uf + 2yu,u; — 2xuyut} + 21

de onde se conclui que D, ¢ simetria variacional se, e somente se, p = 3, encerrando assim a
demonstracao do Teorema 34. O]

6.3.2 As simetrias de divergéncia
O seguinte teorema caracteriza as demais simetrias da equacao de Kohn - Laplace critica.

Teorema 35. Simetrias de divergéncia da equagcdo de Kohn - Laplace critica

Toda simetria de Lie da equacao semilinear de Kohn - Laplace com expoente critico
Amu+u® =0 (6.10)
¢ uma simetria de divergéncia.

Pelo Teorema de Classificagao dos Grupos de Simetrias de Lie da Equacao de Kohn - Laplace,
o grupo de simetrias da equagdo (6.10) é formado pelos campos T, R, X , }7, pela dilatagao Ds
e pelas simetrias V;, V5 e V3. Provamos na secao precedente que as cinco primeiras simetrias
sao variacionais, e entao, por definicao, sao simetrias de divergéncia. Resta-nos agora provar o
teorema para os trés ultimos casos: Vi, V5 e V3. O objetivo se resume a mostrar que os campos

satisfazem a seguinte equagao:
WWL + L(D.& + Dyp + D)7 = Din(V), (6.11)

onde W denota qualquer uma das simetrias V;, V5, V3 e V é algum campo vetorial dependendo
de z, y, t, u e derivadas de u até alguma ordem finita.
Procederemos aqui como no Teorema 34, ou seja, calcularemos as extensoes de cada simetria

e depois provaremos o teorema para cada uma delas.

Demonstracao. 1. Célculo da extensao da simetria V.

Os coeficientes da simetria V; sao:
{=tr -2y —y’, ¢g=ty+a’+ay®, 7= (2*+¢*)? n=-tu,
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e entao

Logo,

D¢ = 3a® + y27

D¢ = —(a* + 3y?),

Dyo =t + 2xy,

Dtg =7,

Dt(b: Y,

D,m = —4x(2* +1?), D,t = —4y(2* +y*), D,7 =2t

Da:n = _tuxa Dy77 - _tulﬁ Dtn = —tuy —u.
773(51) = 2(zy — thu, — (32% + y*)uy, + 4z (2? + y?)uy,
) = (@4 3y)u, — 2t + wy)uy + 4y(a® + yRuy, (6.12)
77751) = —U— TUy — YUy — 3luy,

fornecendo-nos o seguinte gerador estendido:

Vl(l) = i+ [2(xy —t)u, — (32 + y2)uy + da(z® + yz)ut} 5
2 2 2, .2 9
+ [(2® + 3y°)ug — 2(t + zy)uy + dy(2* + y*)u v (6.13)

+ [—u — 2uy — yuy, — 3twy] e

Além disso,

Uy

Do + Dy + Dyt = 4t.

2. Calculo da extensao da simetria V5.

Os coeficientes da simetria V5 sao:

logo,

Y

(6.14)

§=t—dry, ¢=32"—y? 7=—Qyt+22°+22y%), n=2yu,

Dacf = —41%

Dy = 6,

D¢ = —4x,

Dy¢ = _2%

th = ]-7

Dyp =0,

D, = —(62° +2y*), D,7 = —(2t +4xy), D7 = —2y,

Dxn = 2yuma

Dyn = 2u + 2yu,,
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e entao

) = 6yu, — 6z, + (627 + 2y2)u,
771(,1) = 2u+ 4dzu, + dyu, + 2(t + 22y)uy, (6.15)
7751) = —u; + 4dyu,
e
D,€ + Dyé+ Dy = —8y. (6.16)

Além disso, o gerador estendido neste caso é

0
V= Vo [Byu, — 62w, + (627 + 2¢%)uy) 5
0
+ (2u + 4zu, + dyu, + dryuy) v (6.17)
y

0
t

3. Célculo da extensao da simetria V3.

Os coeficientes da simetria V3 sao:

E=a2*-3y? ¢=t+4dwy, T=21t—22% 2y n=-—2au

e entao
D¢ = 2x, D¢ = —6y, D& =0,
Da}¢ = 4y7 Dy¢ = 4$a Dt¢ - 17
D,7 = 2t — 4xy, Dyr = —(22° + 6y%), DiT = 2z,
D,n = —2u — 2zu,, D,n= —2zu,, Dy = —2uy.
Assim,
= —2u — dau, — dyu, — 2(t — 2ay)u,
) = Gyu, — 6zuy, + 2(2% + 3y2)u, (6.18)
,'7151) et —U/y - 4wut7
€
Dy + Dy + Dyt = 8z (6.19)
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Assim, o gerador extendido encontrado é

V}j(l) = Vo + [2u — dou, — dyu, — 2(t — 2zy)wy) 83
2 2 0
+ [6yu, — 6zuy + 2(z” + 3y*)uy B (6.20)
y

0
_ (uy -+ 41}Ut) 8_ut

4. Resultados auxiliares.

Aqui apresentaremos alguns resultados simples que nos auxiliarao nas demonstracoes do
Teorema 35. Primeiramente, temos o

Lema 6. Seja L a Lagrangeana

1 1

L= §ui + §u§ +2(2® + yH)u? + 2yupuy — 2xu uy — F(u).

Em adi¢do as equagdes listadas em (4.6), valem as sequintes:
oL
ox
oL
dy

= —2wuYu,

= 2uXu, (6.21)

oL
ot
Demonstracao. Imediata. Il

Lema 7. As extensoes (6.12) sao equivalentes a

77;1) = 2(xy — ) Xu— (322 + y*)Yu + (4ty — 22y — 22%)uy,
oY= (2?4 3y Xu — 2(t + 2y)Yu + (—22%y — 203 — dtx)uy, (6.22)
77,51) = —u—axXu—yYu— 3tu,.

Demonstracao. Por definicao, Xu = u, + 2yu;. Entao, isolando u,, encontramos:

Uy = Xu — 2yu,. (6.23)
Analogamente,

uy, = Yu+ 2zuy. (6.24)
Substituindo (6.23) e (6.24) em (6.12), obtemos (6.22). O
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Os dois lemas que se seguem sao demonstrados de maneira andloga ao Lema 7. Por isso,
apresentamos apenas os enunciados.

Lema 8. As extensoes (6.15) sao equivalentes a

na(nl) = GyXu —6xYu — (61'2 + 1Oy2)uta
nY = 2udeXu+dyYu + (2t + day)uy,
77751) = —XU — 6yUt

Lema 9. As extensoes (6.18) sao equivalentes a

) = —2u— 4z Xu — dyYu — (2t — day)u,,
n) = 6yXu—6xYu — (1022 + 6y2)u,
T}lgl) = —Yu - 6yut

. Demonstracao do Teorema 35 para a simetria V;.

Primeiramente, defina o operador

3 0
‘/1 = [2(1':1/ — t)ux — (31}2 + y2)uy + 4.’])(1‘2 ‘I— yQ)ut] au
[ 4 392y — 20t + 2y, + Ay (a® + ] o
Y

+ [—u — zu, — yu, — 3tuy] —.

3ut

Pelo Lema 7 e as duas primeiras parcelas da equagao (4.6), temos:

ViL = —u(2yXu —2zYu) — 2t(Xu)? — 2t(Yu)?
(6.25)
—2(yt + 2y® + 23w Xu + 2(at — 2%y — y*)uYu.
Pelo Lema 6,
VAL = 2uy(yt + zy® + %) Xu — 2uy (ot — 2%y — y*)Yu + tu’. (6.26)
Note agora que, por construcao (veja (6.13)),
ViV =1+ W (6.27)
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Assim, de (6.11) com W = Vj, (6.27), (6.26), (6.25) e (6.14), obtemos
Vl(l)ﬁ + L(Dy€ + Dy + Dy7) = 220, — 2yuu, — 4(z* + y*)uw,. (6.28)
Seja
A= (A, Ay, A3) i= (—yu?, zu?, —2(2® + y?)u?).

Tomando a divergéncia do campo vetorial A é facil ver que ela é igual ao membro direito
de (6.28). Por conseqiiéncia, chegamos a seguinte igualdade:

VYL + L(D,& + Dy¢ + Dy7) = Div(A),
que mostra ser V| uma simetria de divergéncia.

. Demonstracao do Teorema 35 para a simetria V5.

A demonstracao para a simetria V5 é andloga a feita na subsecao precedente. Assim,

definindo

V, = [6yux — 6xuy, + (622 + 2y2)ut]

Ol

0
+ (2u + 4zu, + dyu, + dxyu,) B
Yy

+ (—ug + 4yuy) —,
( Yy t) aUt
pelo Lema 8 e as duas primeiras parcelas de (4.6), encontramos

VoL = dy(Xu)? + dy(Yu)? — 2(32% — y?)uXu + 2(t — 4ay)u,(Yu) + 2uYu.  (6.29)
Aplicando a simetria V, a Lagrangeana £, obtemos
VoL = —2(t — doy)u,Yu + 2(32% — y*)u, Xu — 2yu’. (6.30)
E claro que substituindo W = V4 em (6.11) e de (6.30), (6.29), (6.16) e (6.17), obtemos

V2(1)£ + L(D,£ + Dy¢ + D7) = 2zuu, — druw,.

Uma verificacao direta mostra que o membro direito da equagao acima é a divergéncia do
campo B = (0,u?, —2zu?).

. Demonstracao do Teorema 35 para a simetria V3.

Neste caso, dos Lemas 2 e 4 e das duas primeiras parcelas de (4.6), obtemos
Vil = —2uXu — 4x(Xu)? — 4z(Yu)? — 2(t 4+ 4zy)u Xu + 2(2* — 3y°)u,Yu
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Val = —2(2% — 3y*)uYu + 2(t + doy)u Xu + 2zu’.

Assim, pelas equagoes (6.19) e (6.20) e pelo mesmo argumento utilizado anteriormente,

obtemos

V}fl)ﬁ + L(D,& 4+ Dy¢ + D7) = —2uu, — dyuuy,

que é equivalente a

VAL + £(D,€ + Dy¢ + Dyr) = Div(C),

onde C' = (—u?,0, —2yu?), completando assim a demonstragiao do teorema.

6.4 Simetrias de Noether para o caso homogéneo

Nesta se¢ao mostraremos quais sao as simetrias de Noether da equagao de Kohn - Laplace

homogénea
AHIU =0.

(6.31)

O resultado a seguir tera sua demonstragao omitida por ser praticamente uma copia do que

foi feito anteriormente, no Lemas 4 e 5.

Lema 10. A simetria U nao € uma simetria de Noether. A simetria Wz € uma simetria de

Noether.

Lema 11. A simetria

0 0 0

nao é uma simetria de Noether.

Demonstracao. Neste caso, a Lagrangeana é:

1

1
L=—-u?+-u+ 2(952 + y2)ut2 + 2yuguy — 20U,y

2 F 2
Como (&, ¢, 7,1) = (x,y,2t,0), entdo (1, Ny, m) = (Us, Uy, ur). Logo,

) ) )
ZW = 7 4+ uy,— — 4 Quy—.
+u 8x+uy8y+ utf)t

Desde que D, + Dy¢ + Dy = 4, decorre de (6.33) e (6.32) que

ZWL + L(D,&+ Dyo + D7) = 2L.

(6.32)

(6.33)

(6.34)

E imediato, pelo Teorema 32, que nao existe nenhum campo vetorial cuja divergéncia seja

o membro direito de (6.34).
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Teorema 36. As simetrias

0 0 0 0
1= (wt =2y —y7) o+ (Yt +a +:17y)8y+( (@7 +y7) )5 — tug -,
0 0 0 0
Vo = (t —4zy)=— + (32° — ¥*) = — 2yt + 22° + 229°) = + 2yu—
2= (t —day)z+ (32 y)ay (2yt +20° + 22y7) 5 + Zyu -,
0 0 0 0
Vi = (2% — 3y*) = + (t + day)=— + (2xt — 22°y — 29°) — — 22u——
sao simetrias de divergéncia da equagdo (6.31).
Demonstracao. A demonstracao é a mesma do Teorema 35. [

Assim, é consequiéncia imediata dos Lemas 10, 11 e dos Teoremas 30 e 36 o seguinte:

Teorema 37. O grupo de simetrias de Noether da equagdo (6.31) é gerado pelo grupo Gy e
pelas simetrias Vi, Vo, V3 e Wpg.
m
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Capitulo 7

Leis de conservacao da equacao
semilinear de Kohn - Laplace no grupo

de Heisenberg H!

Neste capitulo faremos uso do Teorema de Noether (Teorema 12) para determinar as leis
de conservagao associadas as simetrias de Noether, encontradas no capitulo anterior.

Como visto antes, o grupo Gy = {T, R, X, 17} ¢ um grupo de simetrias variacionais, logo,
cada elemento do grupo admite uma lei de conservacao.

Pelos resultados do capitulo anterior, o caso geral, exponencial, linear e poténcia, exceto
a critica, admitem apenas o grupo Gy como grupo de simetrias variacionais. Assim sendo,
as respectivas leis de conservacao sao essencialmente as mesmas, salvo termos dependentes da
funcao

f(u) := F'(u).

Os casos critico e f(u) = 0 sao os casos com o maior niimero de simetrias. Para f(u) = u?,
o grupo de simetrias de Noether coincide com o grupo de simetrias de Lie. Portanto, teremos
oito leis de conservacao associadas a este caso, o que faz este grupo ser maximal.

Para o caso homogéneo, embora tenhamos também oito leis de conservacao!, este nao é um
grupo maximal, visto que o niimero total de simetrias de Lie para este caso é dez.

Este capitulo esta estruturado da seguinte maneira:

e Na Secao 7.1 apresentaremos as leis de conservagao associadas a equagao

A+ fu) =0

'Novamente cometemos abuso de linguagem, uma vez que este grupo ¢ de dimensdo infinita. Embora a
subdlgebra de dimensao infinita seja uma algebra cujas simetrias sdo todas simetrias de Noether, duas das
simetrias da subdlgebra de dimensao 9 nao sao simetrias de divergéncia, o que faz com que este grupo nao seja
maximal.
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para qualquer fungao f(u). Em particular, as leis de conservagao das funges exponencial

e poténcia uP, com p # 3, sao dadas por essas leis.

e Na Secao 7.2 apresentaremos as leis de conservacao associadas a equacao de Kohn -

Laplace homogénea.

e Na Secao 7.3 apresentaremos as leis de conservacao associadas ao caso critico de Sobolev.

As demonstracoes dos teoremas apresentados neste capitulo sdo obtidas por substituicao
direta no algoritmo do Teorema de Noether. Este é um trabalho extremamente enfadonho e
tedioso. Para encontra-las fizemos uso de um programa feito no Mathematica. Os programas,
que na verdade, sao as demonstragoes dos teoremas, estao nos apéndices da tese.

Os resultados deste capitulo foram apresentados em [26, 50], comunicados em [18, 20, 28] e
publicados em [32, 51].

7.1 O caso geral

Nesta sessao mostraremos quais campos vetoriais sao conservados através do Teorema de

Noether. Nosso objetivo principal aqui é o

Teorema 38. Leis de conservacdo para a equacdo de Kohn - Laplace com f(u)
arbitrdria

Seja R > u— F(u) € R uma funcao diferencidvel, arbitrdria e
f(u) :== F'(u). (7.1)
As leis de conservacao para as simetrias de Noether da equacdo
AHlu + f(U) = 07
para qualquer f(u) sao:
1. Para a simetria T, a lei de conservagao é Div(T) =0, onde T = (11,72, T3) €
_ 2
TI = —2Yu; — UgUy,
_ 2
Ty = 20U; — UyUy,

1 1
T3 = §u§ + 5“;2/ — 2($2 + yQ)uf — F(u).
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2. Para a simetria R, a lei de conservagdo é Div(o) =0, onde 0 = (01,09,03) €

1 1

o1 = =gy + Sy + 2y(* + ) + suguy, — yF(u),
1 1

0y =~y — Swuy — 20(2” + y)uf — yuguy, + 2 F (),

o3 = —2y*u> — 2x2u§ + dryuzu, — dy(2® + y?)uguy + da(a? + y?)uyuy.
3. Para a simetria X, a lei de conservagio é Div(x) = 0, onde x = (X1, X2, X3) €
X1 = —%ui + %ui + 2(x2 + 3y2)ut2 + 2yuzuy — 2zuyu — F(u),
X2 = —4xyut2 — UgpUy + 20U U + 2YUy Uy,

X3 = —3yuz — yus, + 4y (2? + y*)ui + 2zuguy, — A2 + y? ) uguy + 2y F (u).

4. Para a simetria Y, a lei de conservagao é Div(v) =0, onde v = (v1,v2,v03) €

v = —4myut2 — Uglly — 2TULUp — 2YUyUy,
1 1
Uy = §u§ — §u§ + 2(32% + ) u? + 2yupu; — 2euyuy — F(u),

vy = zui + 3zul — 4z + y?)uf — 2yuguy — 42 + Y uyuy — 20 F (u).

Demonstracao. Vide apéndices A-D. Il

7.2 O caso homogéneo
O objetivo desta segao é apresentar o
Teorema 39. Leis de conservagdo para a equagdo de Kohn - Laplace homogénea
As leis de conservagao para as simetrias de Noether da equagao
Agiu=20
5a0:

1. Para as simetrias T, R, X e f/, as leis de conservacao sao as mesmas do Teorema 38
com f(u) =0 em (7.1).
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2. Para a simetria Vi, a lei de conservagao € Div(A) =0, onde A = (A1, As, A3) €

A

Ay

As

1 1
—§(tx — 2%y — )k + é(tx — 2y — )l + 2t(2° + xy® — ty)u;
—(2® + 2y® + ty)ugu, — [17 — (2 + v ugus — 2t(2* + y*)uyuy

—tuu, — 2tyuu, + yu?,

L o2 L3 2y, 2 2 3 2

§(x +ty + xy°)u; — 5(9& +ty + xy)u, + 227y + y° + tr)y;

—(tr — 2y — yP)uguy + 2t(2% + yHugu — [t — (27 + v*) P uyu
2

—tuu, + 2truu, — ru”,

2
Y

1 1
+§(t2 — ot — Aty + 227y + 3yt + 5(752 + 3zt + Aty + 22%y* — y*)u
=2(2® +y?) [t — (2" +y*)Juf + 20t(2® — y?) — 20y(2” + y)usuy
—4(2® + v?) (tr — 2%y — P uguy — 42 + y°) (2° + ty + 2y )uyuy

—2tyuu, + 2truu, — 4t(z® + y*)uu, + 2(2° + y?)u.

3. Para a simetria Vs, a lei de conservagao € Div(B) =0, onde B = (By, By, Bs) e

By

1 1
—5(t = dzy)ui + S (t = dwy)uy + [2t(2° + 3y%) — day(a® + y7)Juy
— (32 — yP)ugu, + 2(2° + ty + 2y uguy — 2(tr — 2%y — y*)u,uy

+2yuu, + 4y uu,

Lioo ovo Lo o oo 4 4y 2

5(3x —y ) ui — 5(3x =y )u, +2(x" = 2try — Yy )uy — (t — dwy)ugu,

+2(tz — 2y — y*)uguy + 2(2® + ty + 2y uyup + 2yun, — dryuu, — u?,

(Tzy® — 2® = 3ty)ul + (52° — 3wy® — ty)us + 4(2* + y*) (2° + ty + zy*)u]
+2(tz — 2%y + v ugu, — At — day) (2 + yv*)uguy — 432" + 2227 — yHu,u
+2ru? + dytuu, — dryuu, + Sy(z? + y*)uu,.
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4. Para a simetria V3, a lei de conservagao é Div(C) =0, onde C' = (C1,Cy,C3) e

1 1
Cr = =5 =3y + (e = 3y + (20 = Sty — 4y )u?

—(t + dzy)uguy, + 2tz — 22°%y + 2y Yuguy — (22° + 2ty + 2297 )u,uy
—Adryuu; — druu, + u2,
1 2 1 2 2 3 2 3,2

Cy = §(t + day)ui — §(t + dxy)u, + (6tz” + 4oy + 4ty” + dvy”)u;
— (2% + 3y uguy, + 2(2° + ty + 2y )ugus — 2tz — 22y — v )u,uy
2ru,u + 4z’ uu,

Cs = (tw —3z%y+5y°)ul + Btz + 7oy — y*)u
(—4tz® + 2ty — dtzy® + 82%Y° + v°)uf + 2(2® — ty — Tay?)u,u,
—2(2x* — 42y? — 6y Yuyu; — 4(2® + y?) (t + dzy)uyuy
— 83wy — SxyPuuy — 4x2uuy — Sxyuu, + 2yu’.

5. Para a simetria Ws, a lei de conservagio é Div(W) =0, onde W = (W, Wy, Ws) e

Wi = B(uy + 2yuy) — u(Be + 2y5;),
Wy = B(uy — 2zuy) — u(By — 2206:), (7.2)
WS = ﬁ[_quy + Qyum + 4(372 + y2>ut] + 2u[$ﬁy - yﬁ:}c - 2(372 + Zﬁ)ﬁt]'

Demonstracao. Vide apéndices E-H. O

7.3 O caso linear

O resultado dessa secao é o

Teorema 40. Leis de conservagdo para a equacdo de Kohn - Laplace com f(u) =u

As leis de conservacao para as simetrias de Noether da equacdo
Agiu+u=0,
8a0:
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1. Para as simetrias T, R, X e }7, as leis de conservacao sao as mesmas do Teorema 38
com f(u) =0 em (7.1).

2. Para a simetria Wgs, a lei de conservagio € Div(W) = 0, onde W é o mesmo campo
vetorial dado em (7.2).

Demonstracao. Vide apéndice 1. O]

7.4 O caso critico

Considere a equacgao semilinear de Kohn - Laplace com nao-linearidade do tipo poténcia
com o expoente critico de Sobolev. As leis de conservacao associadas a esta equacao sao dadas

no

Teorema 41. Leis de conservagdo da equagdo de Kohn — Laplace critica

Seja f(u) = u® em (7.1).
1. Para as simetrias T, R, X eV, as leis de conservagao sao as mesmas do Teorema 38.

2. Para a simetria D3, a lei de conservagdao é Div(¢) =0, onde ¢ = (¢1,(2,(3) €

1 1
Go= g+ Souy + 2(a” = 2ty + oy — yuguy — 2AHuu,

—2(2* + y*)uyup — uu, — 2yuu; — Zmu‘l,

1 1
G = §yu;i - §W§ +2(2tx + 2%y + v Ui — wuguy, + 2(2° + Y uguy

_2tuyut — uuy + 2qut _ ZyU4,
(3 = (t—2wy)u + (t+ ny)uzz/ — 4t (2® + yP)ud + 2(2% — P uguy — Aa(2? + P uguy
2 2 9 9 1,
—dy(x* + y*)uyuy + 2zun, — 2yuu, — 4(x* + y*)uu, — §tu _

104



3. Para a simetria Vi, a lei de conservagao € Div(A) =0, onde A = (A1, As, A3) €

1 1
A = 5o =2y — g )ug + 5 (te — 2%y — g )uy + 202" + 2y’ — ty)u;
_(x?) + l‘yQ + ty)uxuy — [t2 — (fL‘2 + yQ)Q]U/xut — 2t($2 + yQ)Uyut

1
—tuu, — 2tyuus + yu2 - Z(tx - l‘Qy - y3)U4>

1 1
Ay = 5(:)33 + ty + oyP)ud — §(SB3 +ty + :ByQ)uz + 2t(2%y + y° + to)up
—(tr — 2%y — v*)uguy + 2t(2 + v uguy — [ — (2% + v*)u,w
2

1
—tuu, + 2truu, — ru” — Z(x?’ + ty + 2y )ut,

1 1
Ay = +§(t2 — ot — Aty + 227y + 3yt)ud + 5(252 + 32 + dtwy + 227y — y4)u§
=2(2® + 7t — (2% +y7)ug + 2[t(2° — y) — 2ay(a® + y)ueuy
—4(2® + ) (tr — 2%y — P uguy — 4(2* + v7) (2° + ty + 2w,

1
—2tyuu, + 2trun, — 4t(2? + y*)uu, + 2(2° + y*)u® — Z[t2 — (2® +y*)?Ju’.

4. Para a simetria Va, a lei de conservagao é Div(B) =0, onde B = (By, By, B3) ¢

1 1
By = —5(t—duy)ug + St — dwy)uy + [26(2° + 3y%) — day(e® +¢7)]ug

— (32 — yH)uguy + 2(2° + ty + 2y uguy — 2(tz — 2%y — v uyuy

1
+2yuu, + dyPuu, — Z<t — 4ay)u’,

1 1
By, = 5(3x2 — )t — 5(3x2 — )l + 2(z* — 2twy — yh)ui — (t — 4zy)uguy,

+2(tr — 2%y — yP)ugus + 2(2* + ty + vy®)uyu + 2yuu, — dryuu, — u
1
L@
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Bs = (Twy* — 2 — 3ty)u? + (52® — 3xy® — ty)ui + 4(2? + y?) (2® + ty + 2y )u?
+2(tr — T2y + v ugu, — At — day) (2 + v*)uguy — 432" + 2227 — yHu,u,
1
+2ru® + dy*uu, — drvyuu, + Sy(z® + y*)uu, + 5(3:3 + ty + zy®)ut.
5. Para a simetria Vi, a lei de conservagio é Div(C) =0, onde C = (C,Cs,C5) e

Lo, 39, 1 2 3\, 2 3 2\, 2
C, = §<I y—tr+y )ux+§(tx—x Y —y°)u, + 2t(x° — ty + Y7 )y,
— (2% + ty + 2y?)ugu, — [t — (2 + v*) Hugus — 2t(2® + yH)uyuy

1 2 3\, 4

—tuu, — 2tyuu; — Z(ta: — 7y —yo)u”,
L 3 a2 L3 2y, 2 2 3y, 2
Cp = (@ +ty+ay)ug — 5(2° +ty +ay)u, + 2t(te + 27y +y7)u;
—(tr — 2%y — y*)uguy + 2t(2* + yH)ugu; — [ — (2% + ) |uyuy

1
—u? — tuu, + 2truu, — Z($3 +ty + $92)U4a

1 1
Cy = (8 —a’ —dtwy + 2%y + 3y Jug + S (° + 32" + dtwy + 20°9" — y*)uy

—2(2® + y))[t* — (2 + v*)uf + 2[t(2? — v°) — 22y (2® + ¥*)]usuy,

+4(2® + %) 2y — to + y*)uguy — 4(2” + y7) (2P + ty + 2y )uyu
1
+2trun, — 2tyun, — 4t(r* + y?)uu; + 2yu® — Z[tg — (2® + y*)*Ju’.

Demonstracao. Vide apéndices J-M.
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Capitulo 8

Conclusao

Neste trabalho aplicamos com sucesso a teoria de simetrias de Lie ao operador subeliptico
de Kohn - Laplace, oriundo de um grupo de Lie de curvatura seccional nao-constante. Além
disso, como o grupo de Heisenberg é um caso especial de grupos de Carnot, o presente trabalho
torna-se o primeiro a fazer uma classificacao completa dos grupos de simetrias de Lie e de
Noether nesse tipo de geometria.

Com a prova da conjectura de Poincaré, as geometrias tridimensionais de Thurston tornaram-
se, no momento, um objeto de grande interesse matematico. Assim sendo, para o futuro
préximo, pretendemos obter as solucoes invariantes da equacao de Kohn - Laplace em H!,
iniciar a grupo-anélise completa de equagoes diferenciais parciais semilineares envolvendo o op-
erador de Laplace - Beltrami das geometrias tridimensionais de Thurston ([82]) e também de
equacoes diferencias parciais semilineares envolvendo o operador de Greiner, do qual o operador
de Kohn - Laplace é um caso particular.

Para as geometrias bidimensionais, a grupo-analise completa dos trés modelos possiveis
com curvatura constante - o espaco euclidiano R?, o plano hiperbdlico H? e a esfera S? - esta

praticamente terminada e brevemente sera submetida a publicacao, [30, 33].
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Apeéendice A

Lei de conservacao da simetria I’ com
f(u) arbitraria

(*Este programa calcula as leis de conservagio da simetria T*)
(*Begining of the program*)

Clear[u,v, z,y,t,p,q,7, L, €, ¢, 7,m,Al, A2, A3, W1, W2, W3, B1, B2, B3, 3]
v=1u;

(*Lagrangeana*)

L= (1/2) * ("{2} + ¢"{2} + 4ypr — 42gr + 4(z™2} + y*{2})r"{2}) — F[v];
(*Aqui, pr=u_{z}, g:=u_{y}er:=u_{t}*)

(*Coeficientes da Simetria T*)

§=0;

¢=0;

T=1,

n=0;

(*Componentes do campo vetorial cuja divergéncia é igual a T® + £(D,£ + Dy¢ + D;7)*)
Al =0;

A2 =0;

A3 = 0;

(*Componentes do campo vetorial W*)

W1 = Simplify[(n — &p — ¢q — 7r) D[L, p]];

W2 = Simplify[(n — £&p — ¢q — 7r) D[L, q]];

W3 = Simplify([(n — &€p — ¢g — 7r) D[L, 7]};

(*Componentes do campo vetorial que fornece a lei de conservagao*)

B1 = Simplify[Expand[{L + W1 — Al]];

B2 = Simplify[Expand[¢L + W2 — A2]];
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B3 = Simplify[Expand[rL + W3 — A3]];

(*Coeficientes das componentes do campo W¥*)

(*Primeira componente*)

Coefficient[B1, p*{2}]
{0}

Coefficient[B1, ¢"{2}]
{0}

Coefficient[B1, 7 {2}]
{—2y}

Coefficient[B1, pq]

{0}

Coefficient[B1, pr]
{—1}

Coefficient[B1, gr]

{0}

Coefficient[B1, F[v]]
{0}

Coefficient[B2, p* {2}]
{0}

Coefficient[B2, ¢" {2}]
{0}

Coefficient[B2, 7 {2}]
{2z}

Coefficient[B2, pq]
{0}

Coefficient[B2, pr]
{0}

Coefficient[B2, gr]
{-1}

Coefficient[B2, F[v]]
{0}

Coefficient[B3, p* {2}]
{3}

Coefficient[B3, ¢" {2}]
{3}

Coefficient[B3, r{2}]
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{3 (42 — 4?)}
Coefficient[B3, pq]
{0}

Coefficient[B3, pr]
{0}

Coefficient[B3, gr]
{0}

Coefficient[B3, F[v]]

{-1}
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Apeéendice B

Lei de conservacao da simetria RF com
f(u) arbitraria

(*Este programa calcula as leis de conservagao da simetria R*)
(*Begining of the program*)

Clear[u,v, z,y,t,p,q,7, L, €, ¢, 7,m,Al, A2, A3, W1, W2, W3, B1, B2, B3, 3]
v=1u;

(*Lagrangeana*)

L= (1/2) * ("{2} + ¢"{2} + 4ypr — 42gr + 4(z™2} + v {2})r"{2}) — F[v];
(*Aqui, pr=u_{z}, g:=u_{y}er:=u_{t}*)

(*Coeficientes da Simetria R*)

£=y;

¢ = —x;

T =0;

n=0;

(*Componentes do campo vetorial cuja divergéncia é igual a RV + £(D,¢ + D¢ + Dyr)*)
Al =0;

A2 =0;

A3 = 0;

(*Componentes do campo vetorial W*)

W1 = Simplify[(n — &p — ¢q — 7r) D[L, p]];

W2 = Simplify[(n — £&p — ¢q — 7r) D[L, q];

W3 = Simplify([(n — &€p — ¢g — 7r) D[L, 7]};

(*Componentes do campo vetorial que fornece a lei de conservagao*)

B1 = Simplify[Expand[{L + W1 — Al]];

B2 = Simplify[Expand[¢L + W2 — A2]];
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B3 = Simplify[Expand[rL + W3 — A3]];
(*Coeficientes das componentes do campo W*)
(*Primeira componente*)

Coefficient[B1, p*{2}]
(-4

Coefficient[B1, ¢*{2}]
{4}

Coefficient[B1, 7 {2}]
{1 (4a2y + 49%)}
Coefficient[B1, pq]
{z}

Coefficient[B1, pr]
{0}

Coefficient[B1, gr]
{0}

Coefficient[B1, F[v]]
{-v}

(*Segunda componente*)
Coefficient[B2, p* {2}]
(3

Coefficient[B2, ¢" {2}]
{5}

Coefficient[B2, 7 {2}]
{3 (—42® — 4ay?)}
Coefficient[B2, pq]
{-v}

Coefficient[B2, pr]
{0}

Coefficient[B2, gr]
{0}

Coefficient[B2, F'[v]]
{z}

(*Terceira componente*)
Coefficient[B3, p* {2}]
{2y}
Coefficient[B3, ¢"{2}]
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{—222}
Coefficient[B3, 7 {2}]
{0}

Coefficient[B3, pq]
{dzy}
Coefficient[B3, pr]
{—y («* + y*)}
Coefficient[B3, gr]
{4z (2% + %)}
Coefficient[B3, F[v]]

{0}

115



Apéndice C

Lei de conservacao da simetria X com
f(u) arbitraria

(*Este programa calcula as leis de conservacio da simetria X*)
(*Begining of the program*)

Clear[u,v, z,y,t,p,q,7, L, €, ¢, 7,m,Al, A2, A3, W1, W2, W3, B1, B2, B3, 3]
v=1u;

(*Lagrangeana*)

L= (1/2) » ("{2} + ¢"{2} + 4ypr — 42gr + 4(z™2} + v {2})r"{2}) — F[v];
(*Aqui, p:=u_{z}, g:=u{y}er:=u{t}*)

(*Coeficientes da Simetria X*)

£=1;

¢=0;

T = —2y;

n=0;

(*Componentes do campo vetorial cuja divergéncia é igual a X + L(D,£ 4+ D¢ + D,7)*)
Al =0;

A2 =0;

A3 =0;

(*Componentes do campo vetorial W*)

W1 = Simplify[(n — &p — ¢q — 7r) D[L, p]];

W2 = Simplify[(n — £&p — ¢q — 7r) D[L, q];

W3 = Simplify([(n — &€p — ¢g — 7r) D[L, 7]};

(*Componentes do campo vetorial que fornece a lei de conservagao*)

B1 = Simplify[Expand[¢L + W1 — Al]];

B2 = Simplify[Expand[¢L + W2 — A2]];
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B3 = Simplify[Expand[rL + W3 — A3]];
(*Coeficientes das componentes do campo W*)
(*Primeira componente*)

Coefficient[B1, p*{2}]
(-}

Coefficient[B1, ¢*{2}]
{3}

Coefficient[B1, 7 {2}]
{1 (42? +12¢7)}
Coefficient[B1, pq]

{0}

Coefficient[B1, pr]
{2y}

Coefficient[B1, gr]
{—2z}

Coefficient[B1, F[v]]
{—1}

(*Segunda componente*)
Coefficient[B2, p* {2}]

{0}

Coefficient[B2, ¢"{2}]
{0}

Coefficient[B2, 7 {2}]
{—4zy}
Coefficient[B2, pq]
{-1}

Coefficient[B2, pr]
{2z}

Coefficient[B2, gr|
{2}

Coefficient[B2, F'[v]]
{0}

(*Terceira componente*)
Coefficient[B3, p"{2}]

{=3y}
Coefficient[B3, ¢"{2}]
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{—y}

Coefficient[B3, 7 {2}]
{42y + 493}
Coefficient[B3, pq]
(22}

Coefficient[B3, pr]

{2 (—227 — 2%)}
Coefficient[B3, gr]
{0}

Coefficient[B3, F[v]]

{2y}
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Apendice D

Lei de conservacao da simetria Y com
f(u) arbitraria

(*Este programa calcula as leis de conservagio da simetria Y*)
(*Begining of the program*)

Clear[u,v, z,y,t,p,q,7, L, €, ¢, 7,m,Al, A2, A3, W1, W2, W3, B1, B2, B3, 3]
v =u;

(*Lagrangeana*)

L= (1/2) * (0"{2} + ¢ {2} + 4ypr — 4zgr + 4(z"{2} + v {2})r{2}) - F[o];
(*Aqui, p:=u_{z}, g:=u {y}er:=u{i}*)

(*Coeficientes da Simetria Y*)

§=0;

¢=1

T =2x;

n=0;

(*Componentes do campo vetorial cuja divergéncia é igual a Y + L(D,£ 4+ D¢ + D,7)*)
Al =0;

A2 =0;

A3 =0;

(*Componentes do campo vetorial W*)

W1 = Simplify[(n — &p — ¢q — 7r) D[L, p]];

W2 = Simplify[(n — £&p — ¢q — 7r) D[L, q]];

W3 = Simplify([(n — &€p — ¢g — 7r) D[L, 7]};

(*Componentes do campo vetorial que fornece a lei de conservagao*)

B1 = Simplify[Expand[¢L + W1 — Al]);

B2 = Simplify[Expand[¢L + W2 — A2]];
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B3 = Simplify[Expand[rL + W3 — A3]];
(*Coeficientes das componentes do campo W*)
(*Primeira componente*)

Coefficient[B1, p*{2}]
{0}

Coefficient[B1, ¢"{2}]
{0}

Coefficient[B1, 7 {2}]
{—dxy}
Coefficient[B1, pq]
{-1}

Coefficient[B1, pr]
{~20)
Coefficient[B1, gr]
{—2y}
Coefficient[B1, F[v]]
{0}

(*Segunda componente*)
Coefficient[B2, p* {2}]
{3}

Coefficient[B2, ¢" {2}]
{-3

Coefficient[B2, 7 {2}]
{3 (1222 + 4}
Coefficient[B2, pq]
{0}

Coefficient[B2, pr]
{2y}

Coefficient[B2, gr]
{~20)
Coefficient[B2, F'[v]]
{-1}

(*Terceira componente*)
Coefficient[B3, p* {2}]
{z}

Coefficient[B3, ¢"{2}]

122



(32}
Coefficient[B3, 7 {2}]
{—4x3 — 4zy?}
Coefficient[B3, pq]
{—2y}
Coefficient[B3, pr]
{0}

Coefficient[B3, gr]
{—4a? — 4y}
Coefficient[B3, F[v]]
{—2x}
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Apeéendice E

Lei de conservacao da simetria V| com

fu) =0

(*Este programa calcula as leis de conservagio da simetria V;*)
(*Begining of the program*)

Clear[u,v, z,y,t,p,q,7, L, £, ¢, 7,m,Al, A2, A3, W1, W2, W3, B1, B2, B3]
v=1u;

(*Lagrangeana*)

L= (1/2) = (0"{2} + ¢"{2} + dypr — 4zqr + 4(z" {2} + y"{2})r"{2});
(*Aqui, pr=u_{z}, g:=u_{y}er:=u_{t}*)

(*Coeficientes da Simetria V_1*)

£ =at — ™2}y —y™{3};

¢ =yt +z"{3} + zy"{2};

T =tM2} - ({2} + 22}

n = —tv;

(*Componentes do campo vetorial cuja divergéncia é igual a Vl(l) + L(D€ + Dy¢ + D,1)*)
Al = —y"{2};

A2 = M2},

A3 = —-2(z"2} + ™22}

(*Componentes do campo vetorial W*)

W1 = Simplify[(n — &p — ¢q — 7r) D[L, p]];

W2 = Simplify[(n — £&p — ¢q — 7r) D[L, q];

W3 = Simplify([(n — &€p — ¢g — 7r) D[L, 7]};

(*Componentes do campo vetorial que fornece a lei de conservagao*)
B1 = Simplify[Expand[¢L + W1 — Al]);

B2 = Simplify[Expand[¢L + W2 — A2]];
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B3 = Simplify[Expand[rL + W3 — A3][;

(*Coeficientes das componentes do campo W¥*)

(*Primeira componente*)
Coefficient[B1, p"{2}]
{3 (—tx + 2%y + %)}
Coefficient[B1, ¢"{2}]
{3 (tx — 2%y — y*)}
Coefficient[B1, 7"{2}]
{3 (462 — 4%y + 4tay?) }
Coefficient[B1, pq|
{~ty =2 (=* +y*)}
Coefficient[B1, pr]

1% 4 (2% + 1)
Coefficient[B1, gr]
{—2t (2> +y*)}
Coefficient[B1, v]
{1(—2pt — 4rty)}
Coefficient[B1, v"{2}]
{y}
Coefficient[B1, v"{4}]
{0}
(*Segunda componente*)
Coefficient[B2, p"{2}]
{3 (2® +ty+ay?)}
Coefficient[B2, ¢"{2}]
{5 (2" —ty —ay?)}
Coeflicient[B2, 7 {2}]
{1 (4% + dta®y + 4ty®) }
Coefficient[B2, pq]
{~tz+y @ +y*)}
Coefficient[B2, pr]
{2t (2* +9°)}
Coefficient[B2, gr]

2+ (22 +12)°
Coefficient[B2, v]
{3(—2qt + 4rtz)}
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Coefficient[B2, v {2}]
{—=}

Coefficient[B2, v"{4}]
{0}

(*Terceira componente*)
Coefficient[B3, p* {2}]

{112 — 2% — dtzy + 2222 + 3y}
Coefficient[B3, ¢"{2}]

{3 (2 + 32" + dtay + 207y — ')}
Coefficient[B3, 7 {2}]

{3 (—4t%2 + 42 — 4e2? + 122%y% + 1227 + 4%)}
Coefficient[B3, pq]

{2(t (2% — y?) — 2zy (z® + 1?))}
Coefficient[B3, pr]

{4 (22 + 2) (—tx + 2%y + y*)}
Coefficient[B3, gr]

e )
Coefficient[B3, v]

{3 (4qtx — 8rta® — 4pty — 8rty?)}
Coefficient[B3, v"{2}]

{1 (42% + 4y%)}

Coefficient[B3, v"{4}]

{0}

127



Apeéendice F

Lei de conservacao da simetria V5 com

fu) =0

(*Este programa calcula as leis de conservagio da simetria V5*)
(*Begining of the program*)

Clear[u,v, z,y,t,p,q,7, L, £, ¢, 7,m,Al, A2, A3, W1, W2, W3, B1, B2, B3]
v =u;

(*Lagrangeana*)

L = (1/2) » (02} + ¢"{2} + ypr — 4zqr + 4(2"2} + " {2})r"{2});
(*Aqui, p:=u_{z}, g:=u_{y}er:=u_{t}*)

(*Coeficientes da Simetria V_2*)

£ =1 —Axy;

¢ = 3z"{2} — ™2}

T = —(2yt + 22" {3} + 2zy"{2});

n = 2yv;

(*Componentes do campo vetorial cuja divergéncia é igual a V2(1) + L(D€ + Dy¢ + D1)*)
Al =0;

A2 =vM2}

A3 = 2202}

(*Componentes do campo vetorial W*)

W1 = Simplify[(n — &p — g — 7r) D[L, pl};

W2 = Simplify[(n — &€p — ¢g — 77)D[L, q|};

W3 = Simplify((n — &€p — ¢q — 7r) DL, 7]};

(*Componentes do campo vetorial que fornece a lei de conservagao*)
B1 = Simplify[Expand[{L + W1 — Al]];

B2 = Simplify[Expand[¢L + W2 — A2]];
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B3 = Simplify[Expand[rL + W3 — A3]];
(*Coeficientes das componentes do campo W*)
(*Primeira componente*)

Coefficient[B1, p"{2}]
{i(—t+4zy)}
Coefficient[B1, ¢"{2}]
{3 — 2oy}
Coefficient[B1, 7*{2}]
{2tx? — 423y + 6ty* — dxy3}
Coefficient[B1, pq]
{=32% + 9%}
Coefficient[B1, pr]
{2(2® +ty + 2y}
Coefficient[B1, gr]
{2(—te+ 2%y +4°)}
Coefficient[B1, v]
{2py + 4ry*}
Coefficient[B1, v"{2}]
{0}

Coefficient[B1, v"{4}]
{0}

(*Segunda componente*)
Coefficient[B2, p"{2}]
{3322 =)}
Coefficient[B2, ¢"{2}]
{3 (=32 +y?)}
Coefficient[B2, *{2}]
{3 (4a* — 8tay — 4y*)}
Coefficient[B2, pq|

{—t + 4zy}
Coefficient[B2, pr]
{=2(—tz + 2%y +¢°)}
Coefficient[B2, gr]

{1 (42® + 4ty + 4zy?)}
Coefficient[B2, v]
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{2(q — 2rz)y}
Coefficient[B2, v {2}]
(-1}

Coefficient[B2, v {4}]
{0}

Coefficient[B3, p* {2}]
{—a® — 3ty + Try?}
Coefficient[B3, ¢"{2}]
{52° — ty — 3xy?}
Coefficient[B3, 7" {2}]
{4%5 + 4t:c2y + 8x3y2 + 4ty3 + 455y4}
Coefficient[B3, pq]

(2 (te — 722y + %)}
Coefficient[B3, pr]
{—4(t — 4zy) (z* + y*)}
Coefficient[B3, gr]
{122 — 822y + 4y}
Coefficient[B3, v]
{—4qry + 8ra*y + 4py* + 8ry°}
Coefficient[B3, v {2}]
(20)

Coefficient[B3, v"{4}]
{0}
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Apendice G

Lei de conservacao da simetria V3 com

fu) =0

(*Este programa calcula as leis de conservagio da simetria V3*)
(*Begining of the program*)

Clear[u,v, z,y,t,p,q,7, L, £, ¢, 7,m,Al, A2, A3, W1, W2, W3, B1, B2, B3]
v =u;

(*Lagrangeana*)

L = (1/2) = (p"{2} + ¢"{2} + dypr — 4zqr + 4(="{2} + M {2})r"{2});
(*Aqui, p:=u_{z}, ¢:=u_{y}er:=u_{t}*)

(*Coeficientes da Simetria V_3*)

£ = 22} — 32},

o =1+ 4xy;

T = 22t — 222}y — 2y"{3};

n = —2zv;

(*Componentes do campo vetorial cuja divergéncia é igual a V},(l) + L(D€ + Dy¢ + D1)*)
Al = -2},

A2 =0;

A3 = —2yv™{2};

(*Componentes do campo vetorial W*)

W1 = Simplify[(n — &p — ¢g — 77) D[L, pl};

W2 = Simplify[(n — &p — ¢q — 7r)D[L, q]};

W3 = Simplify[(n — &p — ¢q — 7r)D[L, 7]};

(*Componentes do campo vetorial que fornece a lei de conservagao*)
B1 = Simplify[Expand[{L + W1 — Al]];

B2 = Simplify[Expand[¢L + W2 — A2][;
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B3 = Simplify[Expand[rL + W3 — A3]];
(*Coeficientes das componentes do campo W*)
(*Primeira componente*)

Coefficient[B1, p"{2}]
{3(—2*+3yH)}
Coefficient[B1, ¢"{2}]
{5 =3")}
Coefficient[B1, 7*{2}]
{3 (42* — 8tay — 4y*)}
Coefficient[B1, pq]

{—t —day}
Coefficient[B1, pr]
{2tz + 22%y + 2y}
Coefficient[B1, gr]

{1 (—42® — 4ty — 4zy?)}
Coefficient[B1, v]
{1(—4pz — 8rzy)}
Coefficient[B1, v"{2}]
{1}

Coefficient[B1, v"{4}]
{0}

Coefficient[B2, p"{2}]
{3t +4zy)}
Coefficient[B2, ¢"{2}]
{%(—t — 4xy)}
Coefficient[B2, r{2}]
{3 (12ta? + 82y + 4ty* + 8zy®)}
Coefficient[B2, pq]
{—2*+3y%}
Coefficient[B2, pr]
{2(@° + ty + 2y?)}
Coefficient[B2, gr]
{=2(tr —y (2 +4°)}
Coefficient[B2, v]

{1 (—4qz + 8raz?)}
Coefficient[B2, v"{2}]
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{0}

Coefficient[B2, v"{4}]

{0}

(*Terceira componente*)
Coefficient[B3, p"{2}]

{tz — 322y + 5y°}
Coefficient[B3, ¢"{2}]
{3tx + Try — 3}
Coefficient[B3, r*{2}]
{—4ta® + daty — dtzy® + Sxy® + 45}
Coefficient[B3, pq]

{2(2® —ty — Tay?)}
Coefficient[B3, pr]
{2(=22" + 42y + 6y")}
Coefficient[B3, gr]

{—4(t + dzy) (2* + y*)}
Coefficient[B3, v]

{4qz* — 8rz® — dpzry — 8ray?}
Coefficient[B3, v"{2}]
{2y}

Coefficient[B3, v"{4}]

{0}
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Apeéendice H

Lei de conservagao da simetria W3 com

flu) =0

(*Este programa calcula as leis de conservagao da simetria Ws*)
(*Begining of the program*)

Clear[u,v, z,y,t,p,q,7, L, €, ¢, 7,m,Al, A2, A3, W1, W2, W3, B1, B2, B3, 3]
v =u;

(*Lagrangeana*)

L = (1/2) » (0™ {2} + ¢"{2} + 4ypr — 42qr + 4(2"2} + " {2})r"{2});
(*Aqui, p:=u_{z}, g:=u_{y}er:=u_{t}*)

(*Coeficientes da Simetria Wg*)

§=0;

¢ =0;

T=0;

n =Bz, y,1;

(*Componentes do campo vetorial cuja divergéncia é igual a ngl) + L(D€ + Dy¢ + Dy1)*)
Al = (DIn,z] + 2yD[n, y])v;

A2 = (Dn,y] — 2zDln, t])v;

A3 = (2yD[n,z] — 2z Dln,y] + 4(="{2} + y*{2}) D[n, t])v;
(*Componentes do campo vetorial W*)

W1 = Simplify[(n — &p — g — 7r) D[L, pl};

W2 = Simplify[(n — &€p — ¢g — 77)D[L, q]};

W3 = Simplify((n — &p — ¢q — 7r) DL, r]};

(*Componentes do campo vetorial que fornece a lei de conservagao*)
B1 = Simplify[Expand[{L + W1 — Al]];

B2 = Simplify[Expand[¢L + W2 — A2]];
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B3 = Simplify[Expand[rL + W3 — A3]];
(*Coeficientes das componentes do campo W*)
(*Primeira componente*)

Coefficient[B1, p*{2}]
{0}

Coefficient[B1, ¢"{2}]
{0}

Coefficient[B1, 7 {2}]
{0}

Coefficient[B1, pq]
{0}

Coefficient[B1, pr]
{0}

Coefficient[B1, gr]
{0}

Coefficient[B1, v]
{_2y6(0,1,0) [‘T7 Y, t] - 6(170’0) [1‘7 Y t]}
Coefficient[B1, v {2}]
{0}

Coefficient[B1, v"{4}]
{0}

Coefficient[B2, p* {2}]
{0}

Coefficient[B2, ¢" {2}]
{0}

Coefficient[B2, 7 {2}]
{0}

Coefficient[B2, pq]
{0}

Coefficient[B2, pr]
{0}

Coefficient[B2, gr]
{0}

Coefficient[B2, v]
{21}5(0’0’1) [ZE, Y, t] - 6(07170) [ZE, Y, t] }
Coefficient[B2, v {2}]

138



{0}

Coefficient[B2, v"{4}]
{0}

Coefficient[B3, p"{2}]
{0}

Coefficient[B3, ¢"{2}]
{0}

Coefficient[B3, r*{2}]
{0}

Coefficient[B3, pq|
{0}

Coefficient[B3, pr]
{0}

Coefficient[B3, gr|
{0}

Coefficient[B3, v]

{2 (2@ +y?) 8OO, y, 1] + 28Oz, y, 8] — yB OOz, y, 1]) }
Coefficient[B3, v"{2}]
{0}

Coefficient[B3, v"{4}]
{0}
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Apeéendice 1

Lei de conservagao da simetria W3 com

flu) =u

(*Este programa calcula as leis de conservagao da simetria Ws*)
(*Begining of the program*)

Clear[u,v, z,y,t,p,q,7, L, €, ¢, 7,m,Al, A2, A3, W1, W2, W3, B1, B2, B3, 3]
v =u;

(*Lagrangeana*)

L = (1/2) » (0™{2} + ¢{2} + 4ypr — 42qr + 4(2"{2} + y"{2})r"{2}) — v2}/2;
(*Aqui, p:=u_{z}, g:=u_{y}er:==u_{t}*)

(*Coeficientes da Simetria Wg*)

§=0;

¢ =0;

T=0;

n =Bz, y,1;

(*Componentes do campo vetorial cuja divergéncia é igual a ngl) + L(D€ + Dy¢ + Dy1)*)
Al = (DIn,z] + 2yD[n, y])v;

A2 = (Dn,y] — 2zDln, t])v;

A3 = (2yD[n,z] — 2z Dln,y] + 4(="{2} + y*{2}) D[n, t])v;
(*Componentes do campo vetorial W*)

W1 = Simplify[(n — &p — g — 7r) D[L, pl};

W2 = Simplify[(n — &€p — ¢g — 77)D[L, q]};

W3 = Simplify((n — &p — ¢q — 7r) DL, r]};

(*Componentes do campo vetorial que fornece a lei de conservagao*)

B1 = Simplify[Expand[{L + W1 — Al]];

B2 = Simplify[Expand[¢L + W2 — A2]];
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B3 = Simplify[Expand[rL + W3 — A3]];
(*Coeficientes das componentes do campo W*)
(*Primeira componente*)

Coefficient[B1, p*{2}]
{0}

Coefficient[B1, ¢"{2}]
{0}

Coefficient[B1, 7 {2}]
{0}

Coefficient[B1, pq]
{0}

Coefficient[B1, pr]
{0}

Coefficient[B1, gr]
{0}

Coefficient[B1, v]
{_2y6(0,1,0) [‘T7 Y, t] - 6(170’0) [1‘7 Y t]}
Coefficient[B1, v {2}]
{0}

Coefficient[B1, v"{4}]
{0}

Coefficient[B2, p* {2}]
{0}

Coefficient[B2, ¢" {2}]
{0}

Coefficient[B2, 7 {2}]
{0}

Coefficient[B2, pq]
{0}

Coefficient[B2, pr]
{0}

Coefficient[B2, gr]
{0}

Coefficient[B2, v]
{21}5(0’0’1) [ZE, Y, t] - 6(07170) [ZE, Y, t] }
Coefficient[B2, v {2}]
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{0}

Coefficient[B2, v"{4}]
{0}

Coefficient[B3, p"{2}]
{0}

Coefficient[B3, ¢"{2}]
{0}

Coefficient[B3, r*{2}]
{0}

Coefficient[B3, pq|
{0}

Coefficient[B3, pr]
{0}

Coefficient[B3, gr|
{0}

Coefficient[B3, v]

{2 (2@ +y?) 8OO, y, 1] + 28Oz, y, 8] — yB OOz, y, 1]) }
Coefficient[B3, v"{2}]
{0}

Coefficient[B3, v"{4}]
{0}
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Apeéendice J

Lei de conservacao da simetria D3 com

flu) =’

(*Este programa calcula as leis de conservagio da simetria D3*)
(*Begining of the program*)

Clear[u,v, z,y,t,p,q,7, L, £, ¢, 7,m,Al, A2, A3, W1, W2, W3, B1, B2, B3]
v =u;

(*Lagrangeana*)

L =(1/2) * (p"{2} + ¢ {2} + 4ypr — dzqr + 4(z"{2} + y*{2})r{2}) — vM4}/4;
(*Aqui, pr=u_{z}, g:=u_{y}er:=u_{t}*)

(*Coeficientes da Simetria Ds*)

§=uz;

¢=1y;

T = 2t;

n=-uv;

(*Componentes do campo vetorial cuja divergéncia é igual a Dgl) + L(D€ + Dy¢ + Dy1)*)
Al =0;

A2 =0;

A3 =0;

(*Componentes do campo vetorial W*)

W1 = Simplify[(n — &p — ¢q — 7r) D[L, p]];

W2 = Simplify[(n — £p — ¢q — 7r) D[L, q]];

W3 = Simplify([(n — &€p — ¢g — 7r) D[L, 7]};

(*Componentes do campo vetorial que fornece a lei de conservagao*)
B1 = Simplify[Expand[¢L + W1 — Al]);

B2 = Simplify[Expand[¢L + W2 — A2]];
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B3 = Simplify[Expand[rL + W3 — A3]];

(*Coeficientes das componentes do campo W¥*)

(*Primeira componente*)

Coefficient[B1, p*{2}]
(-2

Coefficient[B1, ¢"{2}]
{5}

Coefficient[B1, 7 {2}]
{3 (82% — 16ty + 8xy?)}
Coefficient[B1, pq]
{—y}

Coefficient[B1, pr]
(—21}

Coefficient[B1, gr]
{=2(2*+¢?)}
Coefficient[B1, v]
{1(—4p —8ry)}
Coefficient[B1, v"{2}]
{0}

Coefficient[B1, v"{4}]
(2

Coefficient[B2, p* {2}]
{4}

Coefficient[B2, ¢*{2}]
(-

Coefficient[B2, 7 {2}]
{1 (16t + 827y + 8y%)}
Coefficient[B2, pq]
{—x}

Coefficient[B2, pr]

{2 (2 + %)}
Coefficient[B2, gr]
{—21}

Coefficient[B2, v]
{1(—4q +8rz)}
Coefficient[B2, v {2}]
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{0}

Coefficient[B2, v"{4}]
(-

(*Terceira componente*)
Coefficient[B3, p"{2}]
{t — 2zy}
Coefficient[B3, ¢"{2}]
{t + 2zy}
Coefficient[B3, r{2}]
{—4tz? — 4ty?*}
Coefficient[B3, pq]
{=2(=2"+4%)}
Coefficient[B3, pr]
{—dx (=* + )}
Coefficient[B3, gr]
{—4a?y — 4y°}
Coefficient[B3, v]
{2qx — 4rx® — 2py — 41y}
Coefficient[B3, v"{2}]
{0}

Coefficient[B3, v"{4}]

(-4
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Apeéendice K

Lei de conservacao da simetria V| com

flu) =u’

(*Este programa calcula as leis de conservagio da simetria V;*)
(*Begining of the program*)

Clear[u,v, z,y,t,p,q,7, L, £, ¢, 7,m,Al, A2, A3, W1, W2, W3, B1, B2, B3]
v=1u;

(*Lagrangeana*)

L= (1/2) = (0"{2} + ¢"{2} + 4ypr — 4zqr + 4(z" {2} + y"{2})r{2}) — v {4}/4;
(*Aqui, pr=u_{z}, g:=u_{y}er:=u_{t}*)

(*Coeficientes da Simetria V_1*)

£ =at — ™2}y —y™{3};

¢ =yt +z"{3} + zy"{2};

T =tM2} - ({2} + 22}

n = —tv;

(*Componentes do campo vetorial cuja divergéncia é igual a Vl(l) + L(D€ + Dy¢ + D,1)*)
Al = —y"{2};

A2 = zuM{2};

A3 = —-2(z"2} + ™22}

(*Componentes do campo vetorial W*)

W1 = Simplify[(n — &p — ¢q — 7r) D[L, p]];

W2 = Simplify[(n — £p — ¢q — 7r) D[L, q];

W3 = Simplify([(n — &€p — ¢g — 7r) D[L, 7]};

(*Componentes do campo vetorial que fornece a lei de conservagao*)
B1 = Simplify[Expand[¢L + W1 — Al]);

B2 = Simplify[Expand[¢L + W2 — A2]];
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B3 = Simplify[Expand[rL + W3 — A3][;
(*Coeficientes das componentes do campo W¥*)
(*Primeira componente*)
Coefficient[B1, p"{2}]
{3 (—tx + 2%y + %)}
Coefficient[B1, ¢"{2}]
{3 2tz — 227y — 2¢°) }
Coefficient[B1, 7*{2}]
{3 (8tz® — 8t%y + 8tay?)}
Coefficient[B1, pq]
{~ty —z(2®+y°)}
Coefficient[B1, pr]

2+ (22 +12)°
Coefficient[B1, gr]
{—2t(2* +y*)}
Coefficient[B1, v]
{1(—4pt — 8rty)}
Coefficient[B1, v"{2}]
{v}
Coefficient[B1, v"{4}]
{1tz + 22y +9°)}
Coefficient[B2, p"{2}]
{3 (223 + 2ty + 2292 }
Coefficient[B2, ¢"{2}]
{3 (=2® —ty —xy?)}
Coefficient[B2, 7 {2}]
{3 (8t%x + 8ta?y + 8ty®) }
Coefficient[B2, pq|
{—tz+y(a®+y*)}
Coefficient[B2, pr]
{2t (2 +y°)}
Coefficient[B2, gr|

—2 4 (22 +12)°
Coefficient[B2, v]
{1(—4qt + 8rtz)}
Coefficient[B2, v"{2}]
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{—=z}

Coefficient[B2, v"{4}]

{1(=2* =ty —zy”)}

Coefficient[B3, p"{2}]

{1 (8 — 2" — dtay + 22%y% + 3y") }
Coefficient[B3, ¢"{2}]

{3 (2% + 62" + 8twy + 4a?y® — 2y*)}
Coefficient[B3, r{2}]

{1 (—8t%a? + 825 — 8t*y? + 24a"y* + 242?y* + 8y°) }
Coefficient[B3, pq]

{2(t(2* = y*) — 22y («* + 97))}
Coefficient[B3, pr]

{4(2* +9?) (—te + 2%y +9°)}
Coefficient[B3, gr|

{2 (—Qty (22 + y?) — 2z (2% + y2)2> }
Coefficient[B3, v]

{}1 (8qtx — 16rtx® — 8pty — 16rty2)}
Coefficient[B3, v"{2}]

{% (8% + 8y?)}

Coefficient[B3, v {4}]

{3 (=2 +2* + 22%y% + y)}
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Apeéndice L

Lei de conservacao da simetria V5 com

flu) =u’

(*Este programa calcula as leis de conservagio da simetria V*)
(*Begining of the program*)

Clear[u,v, z,y,t,p,q,7, L, £, ¢, 7,m,Al, A2, A3, W1, W2, W3, B1, B2, B3]
v =u;

(*Lagrangeana*)

L = (1/2) » (0™{2} + ¢{2} + 4ypr — 42qr + 4(2™2} + ¢ {2})r"{2}) — vM4}/4;
(*Aqui, p:=u_{z}, g:=u_{y}er:=u_{t}*)

(*Coeficientes da Simetria V_2*)

£ =1 —Axy;

¢ = 3z"{2} — ™2}

T = —(2yt + 22" {3} + 2zy"{2});

n = 2yv;

(*Componentes do campo vetorial cuja divergéncia é igual a V2(1) + L(D€ + Dy¢ + D1)*)
Al =0;

A2 =vM2}

A3 = 2202}

(*Componentes do campo vetorial W*)

W1 = Simplify[(n — &p — g — 7r) D[L, pl};

W2 = Simplify[(n — &€p — ¢g — 77)D[L, q|};

W3 = Simplify((n — &€p — ¢q — 7r) DL, 7]};

(*Componentes do campo vetorial que fornece a lei de conservagao*)
B1 = Simplify[Expand[{L + W1 — Al]];

B2 = Simplify[Expand[¢L + W2 — A2]];
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B3 = Simplify[Expand[rL + W3 — A3]];

(*Coeficientes das componentes do campo W¥*)

(*Primeira componente*)

Coefficient[B1, p"{2}]
{3(—t+4zy)}
Coefficient[B1, ¢"{2}]

{5 — 2y}
Coefficient[B1, 7*{2}]

{2tx? — 4x3y + 6ty* — 4oy}

Coefficient[B1, pq]
{=32% + v}
Coefficient[B1, pr]
{2(2° +ty + 2y}
Coefficient[B1, gr]
{2(—tz + 2%y +¢°)}
Coefficient[B1, v]

{2py + 4ry?}
Coefficient[B1, v"{2}]
{0}

Coefficient[B1, v"{4}]
{—4+y;
Coefficient[B2, p"{2}]
{2 (622 —2¢y%)}
Coefficient[B2, ¢"{2}]
{3 (=627 +2y%)}
Coefficient[B2, r{2}]
{3 (8z* — 16tzy — 8y*)}
Coefficient[B2, pq]

{—t + 4zy}
Coefficient[B2, pr]
{—2(—tz+ 2%y +¢°)}
Coefficient[B2, gr]

{1 (82 + 8ty + 8zy?)}
Coefficient[B2, v]

{2(q — 2rz)y}
Coefficient[B2, v"{2}]
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{-1}

Coefficient[B2, v"{4}]

{3 (=32 +y?)}
Coefficient[B3, p"{2}]
{—a® — 3ty + Txy?}
Coefficient[B3, ¢"{2}]

{3 (102% — 2ty — 62y?)}
Coefficient[B3, r{2}]

{1 (82° + 8ta?y + 1623y* + 8ty* + 8zy*)}
Coefficient[B3, pq]

{2 (tr — T2%y + y°)}
Coefficient[B3, pr]

{—A(t — day) (2* +y*)}
Coefficient[B3, gr|

{4 (32" + 22%y* —y")}
Coefficient[B3, v]

{1 (—8quy + 16rz?y + 8py? + 16ry*) }
Coefficient[B3, v"{2}]
{20}

Coefficient[B3, v"{4}]

{3 (2® +ty +ay?)}
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Apéendice M

Lei de conservacao da simetria V3 com

flu) =u’

(*Este programa calcula as leis de conservagio da simetria V3*)

(*Begining of the program*)

Clear[u,v, z,y,t,p,q,7, L, £, ¢, 7,m,Al, A2, A3, W1, W2, W3, B1, B2, B3]

v =u;

(*Lagrangeana*)

L = (1/2) = (p"{2} + ¢"{2} + dypr — dzqr + 4(="{2} + y{2})r{2}) — v {4}/4
(*Aqui, p:=u_{z}, ¢:=u_{y}er:=u_{t}*)

(*Coeficientes da Simetria V_3*)

£ = 22} — 32},

o =1+ 4xy;

T = 22t — 222}y — 2y"{3};

n = —2zv;

(*Componentes do campo vetorial cuja divergéncia é igual a V},(l) + L(D€ + Dy¢ + D1)*)
Al = -2},

A2 =0;

A3 = —2yv™{2};

(*Componentes do campo vetorial W*)

W1 = Simplify[(n — &p — ¢g — 77) D[L, pl};

W2 = Simplify[(n — &p — ¢q — 7r)D[L, q]};

W3 = Simplify[(n — &p — ¢q — 7r)D[L, 7]};

(*Componentes do campo vetorial que fornece a lei de conservagao*)
B1 = Simplify[Expand[{L + W1 — Al]];

B2 = Simplify[Expand[¢L + W2 — A2][;
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B3 = Simplify[Expand[rL + W3 — A3]];
(*Coeficientes das componentes do campo W*)
(*Primeira componente*)

Coefficient[B1, p"{2}]
{3(—2*+3yH)}
Coefficient[B1, ¢"{2}]
{3 (22% = 6y)}
Coefficient[B1, 7*{2}]
{3 (8z* — 16tzy — 8y*)}
Coefficient[B1, pq]

{—t —day}
Coefficient[B1, pr]
{2tz + 22%y + 2y}
Coefficient[B1, gr]

{1 (—82° — 8ty — 8xy?)}
Coefficient[B1, v]
{1(—8pzx — 16rzy)}
Coefficient[B1, v"{2}]
{1}

Coefficient[B1, v"{4}]
{1 (=2"+3%)}
Coefficient[B2, p"{2}]
{1t +4zy)}
Coefficient[B2, ¢"{2}]
{5 — 2zy}
Coefficient[B2, r{2}]
{6tx? + 423y + 2ty* + 4xy®}
Coefficient[B2, pq]
{—2?+ 3y}
Coefficient[B2, pr]

{2 (23 + ty + zy?)}
Coefficient[B2, gr|
{=2(tr —y («* +9%))}
Coefficient[B2, v]
{—2qx + 4ra?}
Coefficient[B2, v"{2}]
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{0}
Coefficient[B2, v"{4}]

{1~ oy}
(*Terceira componente*)

Coefficient[B3, p"{2}]

{tz — 322y + 5y°}
Coefficient[B3, ¢"{2}]

{3tz + TrPy — 3}
Coefficient[B3, r{2}]

{—4ta® + daty — dtwy? + Sx2y® + 45}
Coefficient[B3, pq]
{2(2® —ty — Tay?)}
Coefficient[B3, pr]
{2(=22" + 42y + 6y")}
Coefficient[B3, gr]

{—4(t + dzy) (2* + y*)}
Coefficient[B3, v]

{4qz* — 8rz® — dpry — 8ray?}
Coefficient[B3, v"{2}]

{2y}

Coefficient[B3, v"{4}]

_twoy ooty 4oy
{2+2+2
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