NG
54

UNICAMP

GILCELIA REGIANE DE SOUZA

APROXIMACAO DE EUNQ()ES IRREGULARMENTE AMOSTRADAS
COM BASES HIERARQUICAS ADAPTATIVAS DE ELEMENTOS
TENSORIAIS COMPACTOS

CAMPINAS
2013



ii



AV,
¥

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS

Instituto de Matematica, Estatistica
e Computagdo Cientifica

GILCELIA REGIANE DE SOUZA

APROXIMAGAO DE FUNGOES IRREGULARMENTE AMOSTRADAS
CcOM BASES HIERARQUICAS ADAPTATIVAS DE ELEMENTOS
TENSORIAIS COMPACTOS

Tese apresentada ao Instituto de Matematica, Es-
tatistica e Computacdo Cientifica da Universi-
dade Estadual de Campinas como parte dos re-
quisitos exigidos para a obtencdo do titulo de
Doutora em matematica aplicada.

Orientador: Jorge Stolfi

ESTE EXEMPLAR CORRESPONDE A VERSAO FINAL DA
TESE DEFENDIDA PELA ALUNA GILCELIA REGIANE DE
SOUZA, E ORIENTADA PELO PROF. DR. JORGE STOLFI.

Assin% Orientador
/ % [l rroz2

z

CAMPINAS
2013

iii



Ficha catalografica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacgéao Cientifica
Ana Regina Machado - CRB 8/5467

Souza, Gilcélia Regiane, 1978-

So89a Aproximacao de funcdes irregularmente amostradas com bases hierarquicas
adaptativas de elementos tensoriais compactos / Gilcélia Regiane de Souza. —
Campinas, SP :[s.n.], 2013.

Orientador: Jorge Stolfi.
Tese (doutorado) — Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Matematica, Estatistica e Computagéo Cientifica.

1. Andlise numérica. 2. Teoria da aproximacgéao. 3. Spline, Teoria do. I. Stolfi,
Jorge,1950-. II. Universidade Estadual de Campinas. Instituto de Matemética,
Estatistica e Computagéo Cientifica. lll. Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em outro idioma: Sampled irregularly functions approximation with tensorial elements
compacts adaptive hierarchical bases
Palavras-chave em inglés:

Numerical analysis

Approximation theory

Spline theory

Area de concentracao: Matematica Aplicada
Titulagao: Doutora em Matemética Aplicada

Banca examinadora:

Jorge Stolfi [Orientador]

Aurelio Ribeiro Leite de Oliveira

Maicon Ribeiro Correa

Helena Cristina da Gama Leitao

Denise Burgarelli Duczmal

Data de defesa: 11-10-2013

Programa de Pés-Graduacao: Matematica Aplicada



Tese de Doutorado defendida em 11 de outubro de 2013 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

é///&éff/w?’

Prof(a). Dr(a). JORGE STOLFI

Auds pr & DO=

Prof(a). Dr(a). AURELIO RIBEIRO LEITE DE OLIVEIRA

il e

Prof(a)/lSr(a). MAICON RIBEIRO CORREA

WAL

Prof(a). Dr(a). HELENA CRISTINA DA GAMA LEITAO

o Burgpdlls utagwal!

Prof(a). Dr(a). DENISE BURGARELLI DUCZMAL




vi



Abstract

I this thesis we develop efficient algorithms for the approximation of functions that have im-
portant small-scale details confined to small portions of their domain. We assume that the target
function is sampled at a finite number of data points, with either uniform or non-uniform density.

In this thesis we chose to use a multilevel (or multiresolution) basis in which the elements centers
at each level are a subset of a regular grid of centers, regardless of the sampling points. The bases
in question have multiscale structure similar to that used in wavelet analysis in d dimensions.
However, its elements are explicit functions defined by the product of d univariate functions of
limited support (such as pseudo-Gaussians modeled by truncated polynomials or splines). We
describe an incremental algorithm, which proceeds from the coarser level to the most detailed
one, and in each level uses only the elements of the basis that are located in the regions where the
approximation is still insufficiently precise. At each level, we use an iterative least squares methods
that is designed to ignore outlier data and details that can only be approximated at smaller scales.

Keywords: Tensorial base, Hierarchical basis, Irregular sampling, Adaptive approximation,
Multiscale analysis, Multiresolution analysis, Spline basis.

Resumo

Nesta tese, desenvolvemos algoritmos eficientes para a aproximacao de fun¢ées que tem impor-
tantes detalhes de pequena escala confinados em pequenas regiao do dominio. Assumimos que a
funcdo objetivo é amostrada em um nimero finito de pontos dados, com densidade uniforme ou
densidade nao uniforme.

Neste trabalho optamos por utilizar uma base multinivel (ou multiresolugao), em que os centros
dos elementos em cada nivel sdo um subconjunto de uma grade regular de centros, independen-
temente dos pontos de amostragem. As bases em questao tém estrutura multiescala semelhante
a usada na andlise wavelet em d dimensoes. No entanto, os seus elementos sdo fungoes explicitas
definidas pelo produto de d fung¢oes univariadas de suporte limitado (tais como pseudo-gaussianas
modelada por polindémios truncados ou spline). Descrevemos um algoritmo incremental de apro-
ximagao, que procede do nivel mais grosseiro para o mais detalhado, sendo que em cada nivel sao

vii



usados apenas os elementos da base localizados nas regioes onde a aproximagao é ainda insuficiente-
mente precisa. Em cada nivel, usamos um processo iterativo com o método de minimos quadrados
que é projetado para ignorar dados discrepantes e detalhes que s6é podem ser aproximados em
escalas menores.

Palavras-chave: Base tensorial, Base hierarquica, Amostragem irregular, Aproximagcao adap-
tativa, Analise multiescala, Analise multiresolucao, Base de spline.
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Lista de Simbolos

Apresentamos os varios simbolos que vamos encontrar ao longo desta tese.

Tabela 1: Simbolos.

Simbolo Descrigao Capitulo
A espaco da fungoes (D — V) aproximantes 3,6, 7
A representacao discreta da base do espago A ( matriz N X n) 6,7
a1, Qg,...,a, | elementos do espago de coeficientes V, geralmente R 3
B matriz de colocacdo, B;; = P;¢; 3
B;j; matriz de colocagao PquzSi 6
B vetor do lado direito do sistema de interpolagao, 3; = P; f 3
C operador dos coeficientes da aproximacao 3, 10
C forma discreta do operador dos coeficientes (matrix N x n) 6
cj centros dos elementos da base 7
¢; célula ¢; na dire¢ao do eixo i 7
F espago da fungoes (D — V) a aproximar 3,7
D dominio D = [0, L1] X [0, Lo] X ... x [0, Lg] 7
d dimensao do dominio D 7
e=f—s residuo 3
Eq(r) integrais do elemento radial d-dimensional fora da bola de raio r 4
E espago dos residuos £ = F + A 3
€max erro maximo para redugao da base 8,9, 11,12
ferF fungao a aproximar 3,6
F representacao discreta da base do espaco F (matriz N X m) 6
g grau de polindmio ou spline 4
H largura do suporte da funcao-mae 5
L; tamanho do dominio D na direcao do eixo i (perfodo) 5
l nivel em base multiescala 11
A nimero de condi¢do da matriz = Amax/Amin 7
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A vetor do lado direito do sistema de MQ \; = (¢;, f)e 3
m dim F 3,6
M matriz de momentos M;; = (¢, p;)¢ 3,6
n dim A 3,6
Il norma do espago dos residuos 3,6
Il = norma do espago F 3
IBIES norma raiz da média quadréitica (RMS) 6
@ operador de aproximacao 3
O forma discreta do operador de aproximagao (matriz N x N) 6
p=(p1,p2,...,pN) | pontos de amostragem no dominio D 6
P matriz n X N cujas colunas sdo os vetores p; 6
P1,Po,...., Py funcionais para a interpolacao generalizada 3
b1, P2y ..., On, base do espago A de aproximacao 3
o1, 05, ..., P base cardinal, lagrangiana ou dual do espago A 3
oG fungdo-mae gaussiana 4
<I>fl’lc func¢do-mae pulso polinomial de Wendland 4
@g fungdo-mae pulso B-spline 4
@EI fungdo-mae poliharmonica 4
@g fungao-mae multiquadrica de Hardy 4
@, funcdo-mae multiquadrica inversa de Hardy 4
P fungao-mae repetida 5
()5 produto escalar da norma RMS (f, 9)5 = ~ >.r; figi- 6
R operador residuo da aproximacao 3
R forma discreta do operador de residuo (R = Iy — O) (matrizN x N) 6
R células relevantes 10
p fator de escala de elemento unidimensional 4
Di fator de escala no eixo % 7
o rajo relativo 6timo 7
Sq medida da esfera d-dimensional de raio 1 4
s funcdo aproximadora 3,6
T tamanho do dominio de teste 7,9, 11,12
T qualidade do espago A 3,911, 12
by células do suporte dos elementos de ¢ cujos centros estdo em R 10
0 angulo entre os subespacos F e A 3
T ponto do dominio D 3
£1,8,...,&m base ortogonal de F 3
& aproximacao da base ortogonal de F O¢; 3
& residuo da base ortogonal de F RE; 3
G espacamento entre os centros no eixo ¢ 7
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Objetivo da tese

O presente trabalho se enquadra na area de Analise Numérica, com enfoque em técnicas moder-
nas de aproximacao para fungdes em dominios multidimensionais que requerem resolucao espacial
adaptativa.

Especificamente, o objetivo desta tese é encontrar algoritmos eficientes para aproximacao de
fungoes que apresentam detalhes importantes mas de pequena escala (alta frequéncia espacial) em
regides relativamente pequenas do dominio. Vamos supor que a fungao a aproximar (fungdo obje-
tivo) é amostrada em um niimero finito de pontos com posigoes arbitrarias, cuja densidade também
pode variar bastante de uma regido para outra. Nestas situagoes é desejavel que a aproximacao
também seja adaptada a fungdo objetivo, com um nimero maior de parametros nas regides onde
hé mais detalhes e/ou pontos.

A aproximacao de uma funcdo pode ser desejavel por diversos motivos, incluindo eficiéncia
computacional, consideracgoes tedricas sobre a grandeza fisica representada pela funcao, ou pelo
fato dela ser conhecida apenas parcialmente. Espera-se que as func¢bes aproximadoras pertencam
a uma classe mais simples e sejam mais faceis de calcular e manipular, por derivadas, integrais,
etc.

1.2 Metodologia

1.2.1 Modelo de aproximacao

Uma abordagem para aproximacao adaptativa é utilizar combinagoes lineares de uma base de
elementos radiais 7], com um elemento centrado em cada ponto dado. De modo geral, esta escolha
dos centros dos elementos melhora a estabilidade dos algoritmos de aproximagao [37].

Entretanto, quando o nimero de pontos é muito grande, mas a funcao amostrada é relativa-
mente suave, podemos obter uma aproximacao adequada com bases muito menores. Nesses casos,
uma vez que ndo hd um elemento da base para cada ponto, ndo ha mais razao para que os elementos
sejam centrados em pontos de amostragem.



Por isso, nesta tese optamos por usar uma base em que os centros dos elementos sdo um
subconjunto de uma grade reqular de centros, independente dos pontos de amostragem.

Uma vez que optamos por uma grade regular de centros, o uso de elementos radiais (isotropicos)
também fica sem justificativa, pois o espagamento entre os elementos depende da dire¢ao. Assim,
nesta tese optamos pelo uso de elementos tensoriais, que sdo produto de elementos univariados cada
qual dependendo de uma tnica coordenada do dominio. Na abordagem mais basica (monoescala),
todos os elementos sao idénticos exceto pela sua posicao. Este modelo de aproximacao é adequado
quando se espera que a funcdo objetivo seja igualmente complicada em todas partes do dominio.

1.2.2 Aproximacoes adaptativas

Muitas vezes, a funcdo a aproximar é praticamente nula em grande parte do dominio. Nestes
casos, a base de aproximagcgdo nao precisa cobrir uniformemente todo o dominio; podemos usar
apenas os elementos da base que afetam as regides onde a funcao é significativamente diferente de
zero, com economia de espaco e tempo de processamento. Nesta tese chamaremos as estratégias
para escolher esses elementos de esquemas adaptativos de aprozimagao. (Ao contrario de muitos
autores, nosso uso do termo ‘adaptativo’ ndo implica o uso de elementos de escala diferentes).

1.2.3 Aproximacgoes multiescala

Nas ciéncias naturais e nas engenharias, é comum encontrar fung¢oes em que detalhes de tama-
nhos diferentes tém causas, efeitos ou relevancias diferentes. Por exemplo, a forma da superficie
da Terra tem detalhes de dezenas de quildmetros (montanhas) devidos ao movimento de placas
tectonicas, e detalhes de centenas ou dezenas de metros devidos principalmente a erosdo. Usual-
mente, a modelagem computacional de tais fené6menos requer soma de varias aproximagoes, onde
cada aproximagao (nivel) captura detalhes significativos de um certo tamanho.

Para esta finalidade, podem ser usadas bases com fatores de escala espacial diferentes para cada
nivel. Nesta tese vamos usar bases multiescala cujos fatores de escala diminuem de nivel para nivel
em progressao geométrica. Esta abordagem é semelhante a andlise wavelet [13] mas fornece um
modelo analitico explicito para a funcao aproximadora e pode ser usada mesmo quando os pontos de
amostragem nao formam uma grade regular. Além de possiveis justificativas fisicas, aproximacoes
multiescala sdo a chave para algoritmos numeéricos eficientes, para filtragem, integragao de equagoes
diferenciais e outros problemas.

1.2.4 Aproximacao multiescala adaptativa

A abordagem multiescala pode ser combinada com esquemas de aproximacao adaptativa, onde
em cada nivel a func@o a aproximar é a parte da fungdo original que ndao pode ser aproximada
pelos niveis anteriores. Estes esquemas de aproximacio multiescala adaptativa permitem obter
aproximacoes eficientes para fung¢des que sdo suaves na maior parte do dominio, mas tem descon-
tinuidades ou outros detalhes significativos ndo suaves em regioes limitadas do mesmo. Nesses
casos, o comportamento geral da funcao pode ser aproximado nos niveis mais grosseiros com bases



pequenas, e os detalhes e descontinuidades sdo representados nos niveis mais finos, com elementos
colocados apenas nas regioes onde esses aparecem.

Aproximacoes multiniveis adaptativas também sio indicadas quando a fungdo objetivo é amos-
trada com densidades bem diferentes em diferentes partes do dominio. Nesses casos, a aproximacao
fica numericamente instdavel se numa regido do dominio houver mais elementos da base do que pon-
tos de amostragem.

1.3 Contribuicoes

A principal contribuicao desta tese é um algoritmo que denominamos ApHAd para aproximacgao
hierarquica adaptativa de fun¢des dadas por amostragens tomadas em um conjunto finito de pontos.
O algoritmo usa uma variante do método de aproximagao por minimos quadrados em cada nivel,
com uma pré-base de elementos tensoriais compactos formando uma grade regular incompleta,
seguido da eliminagdo de elementos nao significativos dessa pré-base. A cada nivel a funcao a
aproximar € o residuo de todas as aproximagcoes nos niveis mais grosseiros. Algumas caracteristicas
originais do nosso algoritmo sao:

o um algoritmo eficiente para aproximagdo com bases hierarquicas incompletas de elementos
tensoriais para aproximagao adaptativa hierarquica com pontos irregulares.

e um critério coerente para escolha da pré-base e sua reducdo em cada nivel.

e uso de uma técnica de tratamento de anomalias na analise multinivel para separar detalhes
de escalas diferentes.

Outras contribuigoes desta tese sao:

e a comparacio entre varias fungoes-mae quanto a precisdo e a eficiéncia computacional das
bases uniformes delas derivadas, e o tamanho das bases adaptativas para fungoes com suporte
limitado.

« uso de um espago de fungoes trigonométricas ponderadas para avaliacdo sistematica do erro
de aproximacgao de uma base genérica.

Todos os algoritmos usados nesta tese foram implimentados por nés na linguagem matlab e estao
disponiveis para uso geral [68].

1.4 Estrutura da tese

No Capitulo 2 apresentamos uma resenha da literatura que consultamos na elaboracao desta
tese. O restante da tese estd divido em trés partes principais e um resumo das conclusoes (Capitulo
13).

A parte I, Capitulos 3 a 6, expoe conceitos fundamentais usados nas outras duas partes. No
Capitulo 3 revemos os conceitos gerais da teoria de aproximagcao incluindo possiveis critérios de
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aproximagao. Apresentamos também os conceitos de elementos radial e elemento tensorial. No
Capitulo 4 apresentamos as fungoes-mae usadas nesta tese, das quais derivamos os elementos
tensoriais. No Capitulo 5 introduzimos o conceito de domino toroidal para evitar o efeito das bordas
no erro de aproximacao. No Capitulo 6 apresentamos os conceitos fundamentais de aproximagcao
discreta, e também descrevemos uma técnica para tratamento de dados ‘anormais’ (que destoam
significativamente dos demais).

Na parte II, Capitulos 7 a 9, estudamos a aproximacao de fungoes com uma base uniforme
(elementos iguais dispostos em uma grade regular completa ou incompleta). No Capitulo 7 apre-
sentamos o conceito de base tensorial uniforme e analisamos experimentalmente a qualidade das
aproximacoes obtidas, usando a versao discreta do método de aproximagcado por minimos quadra-
dos. Neste capitulo também determinamos o tamanho 6timo de certos elementos em relagdo ao
espacamento dos centros. No Capitulo 8 descrevemos um algoritmo para reducao de base que se
aplica quando a func¢édo a aproximar é diferente de zero apenas em uma parte pequena do dominio.
Testes deste algoritmo estao relatados no Capitulo 9.

Na parte III da tese, descrevemos e testamos o algoritmo ApHAd para aproximagao de fungoes
usando uma base hierarquica adaptativa. No Capitulo 10 descrevemos o algoritmo, e no Capitulo
11 relatamos varios testes do mesmo com grades regulares de pontos de amostragem. No Capitulo
12, finalmente, apresentamos testes do algoritmo ApHAd com pontos de amostragem irregulares.



Capitulo 2

Trabalhos relacionados

Neste capitulo apresentamos uma resenha da literatura que consultamos na elaboracao desta
tese. Alguns conceitos mencionados neste capitulo, como matriz de colocacao e elemento tensorial,
sao definidos no capitulo 3.

2.1 Teoria geral de aproximacao

Uma analise da teoria geral de aproximacdo encontra-se no livro de Hammerlin e Hoffamann
[33]. O artigo de Narcowich e outros [51] tem uma discusao da teoria de interpolagao e aproximagao
em multinivel.

Gomide e Stolfi [28] apresentam uma maneira sistematica de medir a qualidade de um espago de
aproximacao, usando um espaco de fungoes objetivo em vez de uma cole¢do arbitraria de fungoes
de teste. Usamos esta técnica no capitulo 7.

2.2 Tipos de bases

Muitas bases de aproximagao ja foram propostas e estudadas, desde polinémios (Gauss, La-
grange), sendides (Fourier), polindminos ortogonais (Chebyshev, Legendre). Nesta secdo vamos
considerar apenas os tipos de bases relevantes para nossa tese: radiais, tensoriais e splines.

As bases que consideramos nesta tese sao formadas por translagoes de um mesmo elemento
(ndo necessariamente radial). Tais bases foram analisadas por Schabach [65].

2.2.1 Bases elementos radiais

Embora nao tenhamos usado bases radiais nesta tese, muitas das fun¢bes-méae que usamos
foram inicialmente desenvolvidas nesse contexto. Portanto, mencionamos aqui alguns trabalhos
nessa area.

Muitos livros e artigos, incluindo Buhmann [7], Gegory e Fasshawer [25], Schaback [24, 51],
Leitao [43] e Rippa [59], apresentam os fundamentos tedricos das bases de elementos radiais,
incluindo uma pequena introducao histérica.



Fasshauer [18] comparou bases de elementos de suporte local e suporte global. Michelli [48]
estudou varias bases de elementos radiais com suporte global, apontando as caracteristicas ne-
cessarias para a garantia da existéncia das inversas das matrizes de colocacdo. Este estudo foi
completado por Wu [71] que estendeu essa analise para bases de elementos radiais com suporte
compacto, enunciando condigoes para que elas também tenham matrizes de colocacgao invertiveis.

Wendland [70] construiu alguns elementos radiais com suportes compactos. Fornberg, Larsson
e Flyer [22] descreveram uma técnica para superar o mau condicionamento da matriz de colocagao
obtida com a fungdo-mae gaussiana. Dinch outros [14] descreveu elementos radiais anisotropicos,
que tem fatores de escala diferentes em cada eixo de coordenadas.

Exemplos de aplicagoes de bases radiais podem ser encontrados em Fasshauer [18], Franke [24],
Larsson [41] (solugdo numérica de equagoes diferenciais parciais), Carr e outros [11], Pereira e
outros [55], Othtake outros [53, 54] (computagao grafica).

2.2.2 Bases de elementos tensoriais

Os elementos tensoriais sao muito usados, ha vérias referéncias bibliograficas discorrendo sobre
esse tipo de base do ponto de vista geral. Uma definigdo de tais elementos e seu uso na aproxi-
macao de fungdes podem ser encontradas nos artigos de Edgar e Surana[16], Griebel e outros [30],
Nogueira [52], Sickel e outros [67] e outros.

2.2.3 Bases de elementos splines

H&4 uma vasta literatura sobre aproximacoes de fung¢bes usando splines, incluindo a obtengao
de bases de elementos spline de suporte limitado [3, 42, 52, 66].

Splines tensoriais multidimensionais, que sao relevantes para nossa tese, foram usados por
exemplo por Bézier nos anos 1960 para modelagem de superficies industriais. Elementos B-spline,
em particular, foram extensivamente estudados por de Boor [3]. A interpolacao multilinear de
dados em grade usa essencialmente uma base de “tendas”, elementos tensoriais cuja funcao-mae
é o pulso triangular (®§ na secio 4.1.3). Estas bases foram usadas, por exemplo, por Cardoso e
outros [10] para integragao de equagbes diferenciais parciais.

2.3 Meétodos de aproximacao com base fixa

Estudos comparativos de varios métodos de aproximacao podem ser encontrados em [7, 23].

2.3.1 Interpolacao

A interpolagao de dados irregulares e as bases radias estdo intimamente relacionadas, ou me-
lhor, a interpolacao é fortemente usada no contexto das base radiais, e portanto, todos os artigos
introdutoérios mostram como resolver esse problema. Powell [58] aponta a necessidade de incluir
elementos polinomiais e condig¢oes adicionais em algumas casos (por exemplo, bases derivadas
das fungoes-mae poliharmonicas e multiquadricas de Hardy) para que a matriz de colocagdo seja
inversivel.



2.3.2 Aproximacao por minimos quadrados

A teoria basica de aproximacao por minimos quadrados encontra-se em Hammerlin e Hoffamann
[27, 33, 47]. Bases radiais e tensoriais também foram muito usadas para construir aproximagoes
6timas no sentido de minimos quadrados. Um exemplo ¢é a tese de Cardoso [8].

2.4 Meétodos de reducao de base

A idéia de usar apenas um subconjunto da base original de aproximacao (descrita no capitulo
8 desta tese) é também antiga, e é por exemplo uma das idéias centrais do método de compressao
de imagens JPEG [1].

Em sua tese, D. A. Castro [12], por exemplo, apresenta um método para eliminar elementos
supérfluos de uma base de aproximagao, porém restrito a elementos do tipo tenda multilinear.

2.5 Bases multiescala

H& uma enorme variedade de métodos de aproximagao multiescala (ou multinivel), usando
muitos tipos de bases — splines em malhas triangulares, bases radiais, etc. O uso de B-splines
para interpolagao multinivel é discutido por Lee e outros [42].

2.5.1 Elementos radiais e tensoriais com escalas variaveis

Bozzini e outros [4] apresenta um trabalho que consiste da interpola¢ao por fungoes base de
diferentes escalas e formas, apropriados quando hé anisotropia local dos dados.

2.5.2 Wavelets

Um tipo muito estudado de base multiescala, semelhante ao que usamos nesta tese, sao as
wavelets [13]. Como as bases que usamos nos capitulos 11 e 12, uma base wavelets consiste de
varios niveis, sendo que os elementos de cada nivel sdo translagbes de um mesmo elemento, e
elementos em niveis distintos diferem apenas por posicao e escala do dominio. Embora as bases de
wavelets possam ser definidas a partir de fungoes-mae explicitas, muitos trabalhos definem a base
implicitamente por operadores de filtragem e reconstrucao.

A tese de D. A. Castro[12] d4 um exemplo de uso de wavelets implicitas para integracao de
equacgoes diferénciais.

2.6 Aproximacao multiescala adaptativa

Aproximacao adaptativa multiescala também tem extensa bibliografia com bases de diversos
os tipos. Podemos dividir quanto ao tipo de base usada em cada nivel: splines sobre malhas
irregulares, base radiais com centros em posigoes irregulares, bases tensoriais com centros em grade
uniforme incompleta, etc. Tipicamente, numa abordagem multiescala adaptativa, a aproximagcao
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¢é construida nivel por nivel, do mais grosseiro ao mais fino, sendo que cada nivel é usado para
aproximar o residuo das aproximagoes obtidas nos niveis anteriores [37]. Esta é a abordagem que
usamos nesta tese.

2.6.1 Splines hierarquicos com malhas irregulares

Em muitos trabalhos, a adaptatividade é conseguida pelo uso de malhas irregulares de resolugao
varidvel. Um exemplo é a tese de M. K. Kaibara [39], que descreve um método de andlise de
multiresolugao baseado em médias célulares em malhas irregulares adaptativas.

2.6.2 Bases hierarquicas radiais

Armin Iske [35, 37, 38] apresentou a teoria de hierarquia adaptativa com elementos radiais.
Ohtake [54] propds uma abordagem hierarquica em 3D para a interpolagao de dados dispersos
usando fungoes de base radiais com suporte compacto.

2.6.3 Malhas multiniveis regulares

Nesta tese consideramos apenas esquemas em que cada nivel da base é um subconjunto de uma
grade regular de elementos e todos os elementos sao copias transladadas do mesmo elemento. As
principais estruturas hierarquicas deste tipo sdo as malhas quadtree [20] e as malhas diddicas [9].
Georgoulis [26] usa um método de interpolagdo em multinivel em problemas cujas fungoes estao
em altas dimensoes.

Hales e outros [31] usou splines em esquemas de refinamento e estudou estimativas de erros nas
aproximacoes multiniveis usando splines.

As arvores quadtree foram introduzidas por Finkel e Bentley em (1974) [20], e mais tarde usadas
por eles para problemas de busca geométrica. Elas tem sido usadas em muitos outros problemas,
incluindo aproximagao de fungées, por exemplo por H. Samet e R. Webber [61], Othtake e outros
[54] e Iske e Levesley [36].

Em uma hierarquia diddica de malhas, as células de cada nivel sdo obtidas por bisses¢cdo das
células do nivel anterior em uma direcao que varia ciclicamente com o nivel. Aproximacoes baseadas
em malhas diddicas foram estudadas por Cardoso e outros [8, 9] e Castro e outros [12]. Em Cardoso
e outros [10] pode ser encontrada uma apresentagao detalhada da estrutura diadica.



Parte 1

Conceitos Fundamentais






Capitulo 3

Teoria Geral da Aproximacao

Neste capitulo vamos rever os principios da teoria da aproximacao independentemente de uma
escolha especifica das fungoes aproximadoras.

3.1 Conceitos gerais

3.1.1 Espaco de funcoes

Para quaisquer conjuntos I" e T denotaremos por I' — T o conjunto de todas as fungdes (de I'
para 1) com dominio em I" e imagem em Y. Observe que se T é um espago vetorial, entdo I' — T
também é um espaco vetorial.

3.1.2 Caixas

Uma caiza em R? é definida como sendo um produto cartesiano
-[:[(]Xllx"'XId—l

em que cada [ é um intervalo fechado [ax,br] C R, ou seja, uma caixa é um paralelotopo com
arestas paralelas aos eixos de coordenadas. A dimensdo da caixa I correspode ao numero de
intervalos Ij, que ndo sdo triviais, (isto é, que tem ay < by,).

Uma face de tal caixa é qualquer caixa da forma J = Jy x J; X -+ X J;_1 sendo que cada Jy
ou é o intervalo [}, ou é um dos intervalos triviais [ax, ax] ou [b, bg].

Quando todos intervalos J; sdo triviais, obtemos um wértice ou canto da caixa I. O canto
inferior é obtido quando Jy = [ay, ax| para todo k.

3.1.3 Norma uniforme e hilbertiana

Se f é uma fungao de um conjunto X qualquer com valores reais limitados, define-se a norma
uniforme (ou Lo) de f como

[/ lloo= sup|f(x)].
reX
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Uma norma ||-|| para um espago vetorial real V é dita norma hilbertiana se para todo u,v € V
existem a, b e c¢ tais que
|u + tv||*= at® + bt + ¢

para todo t € R. Um exemplo é a norma euclidiana ||-|| sobre R%. Outro exemplo ¢ a norma Lo
sobre o espaco das funcdes continuas definidas em um subconjunto I de R,
1/2
£l = [ [1f@Pda] ™. (3.1.1)

Para todas as fungoes e dominios considerados nesta tese, as normas ||-||2 e ||||cc 880 definidas e
tém valores finitos.

3.1.4 Produtos internos

Lembramos que um produto interno para um espago vetorial real V é uma fungao (-,-) de
V xV — K que é linear nos dois argumentos, simétrica, e tal que (u, u) é real e positivo para todo

u € V\ {0}. Todo produto interno (-,-) define uma norma hilbertiana ||u||= y/({u,u). Reciproca-
mente, toda norma hilbertiana ||-|| define um produto interno

1
(1,0) = 7w+ vl = o])

Por exemplo, a norma L, do espaco das funcoes continuas de um dominio D C R? para R, a
férmula (3.1.1), corresponde ao produto interno

(£.9) = [ f@)g() dr. (3.1.2)

Para toda base 7 = (1,72, ...,nn) de um espago vetorial V, existe um produto interno (, -),, sobre
V sob o qual n é ortonormal, isto é, (n;,n;), € 1 se i = j, e 0 se ¢ # j. Este produto interno é
definido pela férmula

(u,v), =) aibs, (3.1.3)
=1

em que ap, ds,...,a, € by, by, ... b, sao os coeficientes de u e v, respectivamente, na base 7.

3.2 O problema geral da aproximacao funcional
O problema de aproximagdo funcional pode ser definido abstratamente por
e dois conjuntos D e V, o dominio e o contradominio respectivamente;
o uma familia F de fungoes objetivo de ID para V;
o uma familia A de funcoes aprorimadoras, também de D para V;

o um critério de aproximagcao, um predicado sobre F x A.
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Uma instancia do problema é uma funcao f de F; uma solugdo dessa instancia é uma funcao s de
A tal que o par (f,s) satisfaz o critério de aproximagao.

Nesta tese vamos supor que o dominio I ¢ um subconjunto do espaco R? e o contradominio
V é o conjunto dos ntimeros reais R. Os resultados podem ser facilmente estendidos a qualquer
espago vetorial V de dimensao finita k, pois o problema de aproximacao nesse espaco geralmente
se reduz a resolver k problemas de aproximacao de fungoes de D para R.

3.3 Espaco das funcoes objetivo

Tipicamente, o espaco de fungoes objetivo F é um espaco vetorial de fung¢oes de D para V. Por
exemplo, F pode ser o espago das fungoes continuas de I para V, denotado por C[D — V]. Nesta
tese vamos supor que F tem uma norma hilbertiana, que denotaremos por ||-||#.

3.4 Espaco das funcoes aproximantes

Na pratica é necessario que as func¢oes de A possam ser identificadas por uma lista finita de
parametros o = (g, @9, -+, a,). Tipicamente (em particular, nesta tese), o espago de fungoes
aproximantes A é um subespago vetorial de dimensao n do conjunto de fungoes de D para V. Isto
é, a funcao aproximadora s tem sempre a forma

() = ilajqu(x), (3.4.1)

para todo xz em D; sendo que os coeficientes aq,as, -+, q, sdo elementos do espaco V, e
(1, day -+, Pp) é uma base do espago A (uma base de aprorimagio), cujos elementos sao fun-
coes de D para R. Note-se que o mesmo espaco de aproximacao A tem uma infinidade de bases
de aproximagao.

Note-se também que o custo de calcular s(z) pela férmula (3.4.1) é no maximo n vezes o custo
maximo de calcular cada elemento ¢; da base. Além disso, se o suporte dos elementos ¢; ¢ bem
menor que o dominio D, basta calcular apenas os termos «;¢;(z) da somatéria tais que p esta no
suporte de ¢;.

Se a base ¢ é fixa, o problema de aproximacao se reduz a determinar o vetor de coeficientes
a = (ag,---,q,) desta combinagdo, de modo a satisfazer os critérios desejados. Mais adiante
vamos considerar também versdes adaptativas do problema, que incluem também a escolha da
base ¢ dentro de uma familia bem maior de fungoes de ID para R. Neste caso o critério de escolha
leva em conta o tamanho n da base, além da qualidade da aproximacao.

3.4.1 Residuo da aproximacao

Dada a funcao f € F e uma aproximagao s € A, define-se o residuo como a diferenga
e=f—s.
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Esta funcéo pertence ao espaco dos residuos
E=F+A

que é outro subespaco vetorial das func¢oes de D para V. Vamos supor que este espago também
tem uma norma |||, que pode coincidir ou ndo com ||-||# no espago de fungoes objetivo F.

3.5 Critério de aproximacao

O critério de aproximag¢do é uma regra que permite dizer se uma determinada funcao s € A
¢ uma “boa aproximagao'para uma dada fun¢do f € F. Um exemplo de critério de aproximagao
¢ que a norma do residuo € = ||f — sl seja menor que uma tolerdncia €y, > 0 dada. Este
critério, entretanto, torna a determinacio de s muito dispendiosa. Na pratica adotam-se critérios
que podem ser mais ou menos exigentes do que esse, mas admitem métodos eficientes e robustos
para determinar a aproximagcao s.

3.5.1 Interpolacao

Um critério de aproximacao muito comum é o de interpolacdio, onde se exige que a aproximagao
s coincida com a fungao dada f em um certo conjunto {py,ps,---,p,} de pontos de D; ou seja,
exige-se que s(p;) = f(p;), para todo j € {1,2,---,n}. Neste caso, quase sempre o nimero de
pontos coincide com o nimero n de parametros de A.

Mais geralmente, o critério de interpolagcio generalizada consiste em satisfazer n equacoes

Pi(s) = Pilf),

parai € {1,2,--- n}, sendo Py, Pa, - - -, P, uma colegao de n funcionais de £ para R. Por exemplo,
Pi(f) pode ser o valor de f num ponto p;, sua derivada nesse ponto, o valor médio em certo
subconjunto X; C D), etc.

Em particular, se os funcionais Py, Ps, - - -, P, sao lineares, entdo este critério reduz-se a um
sistema linear de n equagoes, cujas incognitas sdo os n coeficientes aq, as, - -+, o, de s na base de
aproximacao escolhida ¢,

n
Z Otjpi((bj) = Pi(f)'
j=1
Este sistema pode ser escrito em forma matricial

Ba = p, (3.5.1)

sendo B uma matriz n X n (a matriz de colocagao) tal que B;; = P;(¢;), e B um vetor coluna tal
que 5; = Pi(f), para i,j € {1,2,---,n}. Dizemos que o problema de interpolacao esta bem posto
quando a matriz B tem inversa (determinante ndo nulo). Nesse caso a solugdo existe e é tnica,
dada por o = B715.
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Um conceito importante para o problema da interpolagdo generalizada é a base cardinal do
espaco A, uma base ¢}, 95, - - -, @) que satisfaz as equacoes

lsei = 3

No caso particular da interpolacao propriamente dita, a base cardinal é chamada de base lagran-
giana. Se o problema de interpolacao esta bem posto, esta base existe e é dada por

n
¢ = > (B7)ijo;- (3.5.2)
j=1
Para uma base cardinal, a matriz de colocacdo é a identidade. Portanto, nesse caso temos «a; =
P;(f) para todo i, e a fungao interpoladora é

3.5.2 Minimos quadrados

Outro critério muito usado é o da aprozimacdo détima, segundo o qual s deve minimizar a norma
Ille do residuo. Isto é, deseja-se que

I = slle= inf|Lf — ulle

A existéncia de uma funcdo s € A com esta propriedade é garantida se A for um subespaco
vetorial de dimensao finita ([56] pagina 407). Além disso, se ||-||¢ ¢ hilbertiana, verifica-se que a
aproximacao étima s é a (inica) projecao ortogonal de f sobre A, segundo o produto interno (-, )¢
associado & norma ||-||¢ ([56] pagina 409). Neste caso também, a aproximagao pode ser encontrada
resolvendo-se um sistema linear

Ma =7, (3.5.3)

sendo que a matriz M (a matriz dos momentos) e o vetor v sdo definidos pelas equagoes

Mi; = {di,0j)e e 7= (b, fe

parai,j € {1,2,---,n}. Note que o sistema (3.5.3) equivale a exigir que {¢;, f — s)¢ seja nulo para
cada 1, isto é, que o residuo seja ortogonal ao espacgo A.

O critério de aproximacao hilbertiana 6tima equivale ao critério de interpolagao generalizada,
com os funcionais lineares P; definidos por

Pi(g) = (91, 9)e (3.5.4)

para i € {1,2,---,n} e qualquer funcdo g € €.
Quando ||| é a norma Ly (ou qualquer miltiplo dela), o método é chamado de quadrados
minimos ou minimos quadrados (MQ).
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Um conceito importante relacionado com aproximagao hilbertiana otima é a base dual
¢* = {1, 05, -+, o5} da base escolhida ¢, que satisfaz as equagoes

lsei = 3

Ou seja, ¢* é a base lagrangiana para o problema de interpolacao generalizada com os funcionais
P; da equacao (3.5.4). Temos entao que

o7 = i(M_l)ij¢ja

j=1

e os coeficientes da aproximacao étima na base ¢ sao o; = (f, ¢;‘> £, OU seja,

§ = Zn:<f7 ¢*>S¢j'

Jj=1

3.6 Operadores de aproximacao e residuo

Uma vez adotado um espaco de aproximacao A e um critério de aproximacao que determina
uma aproximacao unica em A para cada funcao de F, podemos definir o operador de aprorimagao
O, que aplicado a qualquer fungao f de F fornece essa aproximacao O(f) = s € A. Definimos
também o operador residuo R que leva f € F aoresiduo f—s = f—O(f) € €. Ouseja, R =7-0,
sendo que Z é o operador identidade sobre F. Observe que O(f)+R(f) = f para qualquer f € F.

Introduzimos também o operador de coeficientes C que, dada f € F e uma base ¢ de A, devolve
o vetor de coeficientes C(f, ¢) = a € R" da aproximagao s = O(f) nessa base.

Tanto o critério de aproximagao hilbertiana 6tima quanto o critério de interpolagdo resultam
em um operador de aproximagao O linear, isto é, O(rf + tg) = rO(f) + tO(g), para qualquer
riteRe f,g € £ O mesmo vale para os operadores R e C.

Além disso, neste caso tanto O quanto R sao projecoes (operadores idempotentes), ou seja,
O(O(f)) = O(f) e R(R(f)) = R(f) para qualquer f € £. Na verdade O e R definem uma
decomposigao do espago £ em espagos disjuntos, pois O(R(f)) = R(O(f)) = O¢ (a fung¢do nula de
E). Segue-se que C(O(f),p) =C(f,¢) e C(R(f),¢) =0, (o vetor nulo de R™).

3.7 Qualidade de um espaco de aproximacao

Para avaliar a qualidade de um espago de aproximacao A, geralmente se considera a norma do
residuo

IR(Hle= [1f = ON)lle

no pior caso. Para que esta andlise tenha sentido é necessario fixar a norma de f. Ou seja, a
qualidade de A é medida pelo pardmetro

_y IR(f)lle
7 = limsup ——+——,
rervor  IfllF
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que também pode ser escrita
7= sup ||[R(f)[e,
fEF

sendo F; = {f € F : ||f||z= 1} é a esfera unitéria em F definida pela norma ||-|| .

Se as normas ||-||¢ e ||| nessa férmula forem ambas a mesma norma hilbertiana de &£, entao 7
é o seno do angulo 6 entre os subespacos F e A na geometria definida por essa norma. Entretanto,
se a norma ¢ a mesma, esta andlise s6 faz sentido se dim F < dim A, pois se dim F > dim A
existird sempre uma fungao nao nula f € F tal que O(f) =0 e R(f) = f, e portanto 7 seré 1.

Como em geral dim F > dim A, esta andlise presupoe que ||-||= e ||||¢ sdo diferentes. Supondo
que ||| 7 e ||-||¢ sdo normas hilbertianas derivadas dos produtos internos (-, -)r e (-, -)¢ respectiva-
mente, o valor 7 pode ser determinado tomando uma base &1,&s, - - -, &, de F que seja ortonormal
segundo (-, -) 7 e calculando as respectivas aproximacoes e residuos

& =0() & =R().

Pelo fato da base ¢ ser ortonormal, temos que, se f = 301, §;&;, entao || f[| 7= /> 7—, 53. Portanto,
| fll7= 1 se e somente se 3 € S"~'. Além disso, R(f) = >7-, §;¢;". Portanto,

IR(Nlle = VR, R(f))e = J <§:16 f7§:1ﬁj€f>g (3.7.1)

::Jii@mﬁﬁwzﬂmm

i=1j=1

sendo E a matriz simétrica n X n tal que F;; = (&, §j‘>g. Portanto,

7 = limsup /8T ES.

ﬂESm71

Evidentemente, T = v/ Apax, sendo Apa.x 0 autovalor de E de maior médulo.

3.8 Bases derivadas de funcoes-mae

Quando o dominio D é unidimensional (isto é, um intervalo de R), uma abordagem popular é
usar uma base que consiste de copias transladadas de uma mesma funcdo-mdae ® : R — R, isto é,

0;(x) = B(*=2) (3.8.1)
p
para todo x € R, sendo ¢; e p pardmetros reais (o centro do elemento j e o raio ou fator de escala
da base, respectivamente). Note que p nao é necessariamente o raio do suporte de ¢;. Em geral, a
funcdo-mae ® é par (simétrica em torno do argumento 0), é positiva quando o argumento é nulo,
e tende monotonicamente a zero quando o argumento tende ao infinito. Veja a Figura 3.1.
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1.2¢

0.8r

0.4r

-0.2;

-6 -4

Figura 3.1: Exemplo de fun¢do-mae.

3.8.1 Bases radiais

Para dominios de dimensdo d > 2, esta abordagem pode ser generalizada de duas maneiras.
Cada elemento pode ser uma funcdo radial da forma

¢;(z) = <I>(7Hx _pCjH), (3.8.2)

para todo x € R em que [|-|| denota a norma euclidiana de R?, ¢; é um ponto do R? (o centro do
elemento ¢) e p é um nimero real positivo, o raio ou fator de escala da base.

Uma vantagem importante desta abordagem é que ela pode ser usada para fungoes de dominios
arbitrarios de qualquer dimensao, pois o tnico conceito geométrico utilizado é a distancia entre
pontos.

"IN
) ‘0 \ \
i) \
7 0 o’o \\\\\\\\\

7 mi',lll'l

Figura 3.2: Elementos radiais ¢; e ¢o no dominio bidimensional D = [0, 20] x [0, 20] derivados da
funcao-mae da Figura 3.1 com centros ¢; = (5, 10), ¢o = (10, 10) e fatores de escala p; = 1, p = 5.
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3.8.2 Bases tensoriais

Outra maneira de generalizar a férmula 3.8.1 para um dominio multidimensional D C R? é
usar elementos tensoriais da forma

¢;(x) :HQ(W)’

para todo x = (z1,22,...,24) € D, sendo que ¢; = (¢j1,¢j2, ..., ¢ja), € 0 centro do elemento, cada
pi € 0 raio ou fator de escala da base na direcao do eixo ¢ e ® é a fungao-mae. Veja a Figura 3.3.

Figura 3.3: Um elemento tensorial ¢; derivado da fungao-mae ® da Figura 3.1, para dominio
D = [0, 30] x [0, 30], com centro ¢; = (15, 15) e fatores de escala p = (2, 5).

Assim como as bases radiais, as bases tensoriais podem ser usadas em dominios de dimensao
arbitraria. Entretanto, elas sdo apropriadas apenas quando o dominio é um subconjunto de R? e
os centros formam uma grade regular (que é o caso nesta tese).

Comparados com elementos radiais, os elementos tensoriais preservam melhor em dimensoes
arbitrarias certas qualidades das bases unidimensionais derivadas da mesma funcdo-mae. Por
exemplo, se a fungao-mae permite obter uma base unidimensional que aproxima fungoes lineares
exatamente, o mesmo vai ser possivel em qualquer dimensdo d, com bases tensoriais; mas nao
necessariamente com bases radiais.
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Capitulo 4
Funcoes-mae

Os elementos tensoriais que usamos nesta tese sdo derivados de um pequeno nimero de fung¢oes-
mae com suporte limitado (ou efetivamente limitado) que descrevemos neste capitulo, na Secao
4.1. Algumas destas fun¢oes-mae foram originalmente propostas para uso em bases radiais, cujos
centros c¢; eram irregularmente distribuidos. Intmeras outras fun¢oes-mae foram propostas para
esse fim, mas a maioria delas tem interesse apenas historico ou é inadequada para nossos propositos.
Por completude mencionamos as mais conhecidas na Segao 4.2.

4.1 Funcoes-mae usadas nesta tese

4.1.1 Gaussiana

A funcido-mae ®%(r) que denominamos de gaussiana, é definida pela féormula

para todo r € R. Veja Figura a 4.1. Esta funcao ¢ a distribui¢ao gaussiana de média zero e desvio
um, nio normalizada, com valor méximo ®%(0) = 1.

Observamos que os elementos tensoriais obtidos com esta fungdo-mae sao isotépicos, isto €, sao
também elementos radiais; pois

Pode-se verificar que, a menos de translagoes e mudanca de escala uniforme do argumento, esta é
a unica fungao-mae decrescente com |r| que tem esta propriedade.

Embora tenha suporte infinito, a funcdo ®“ diminui muito rapidamente quando o argumento
7| aumenta. A Tabela 4.1 mostra o valor de ®“(r) para alguns valores de r, bem como as integrais
E4(r) do elemento radial d-dimensional fora da bola de raio r, isto é,

Eq4(r) =S4 /Oo @G(u)ud_l du,

U=r
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em que Sy é a medida da esfera d dimensional de raio 1 (Sy = 2, S; =

1.2r

1+

0.8r

0.6r

0.4r

0.2r

0

0.2}

-6

Figura 4.1: Funcio-mae gaussiana: ®%(r).

27, Sy = 4m, etc.). Para

aproximacao de dados representados em ponto flutuante de precisdo dupla, podemos considerar
®Y(r) = 0 para |r|> 8,5, pois o erro deste truncamento se confundira com os erros de arredonda-

mento.

Tabela 4.1: Valores e integrais da fungao-mae gaussiana.

r oG (r) E, E, F

1 0,607 7,953x107 " 3,811 12,619

2 0,135 1,141x107" | 8,503x107" 4,118

31 0,111x107' | 6,767x107% | 6,978x1072 | 4,619x107!
41 0,335%x1073 | 1,588x107* | 2,108x1073 | 1,786x102
51 0,373x107° | 1,437x1076 | 2,341x10°° | 2,432x10~1*
6| 0,152x1077 | 4,946x107° | 9,569x10% | 1,179x10°6
710,229%x1071° | 6,416x1072 | 1,439x101° | 2,054x10~°
8 10,126x10°13 | 3,119x10~ 1 | 7,957x10~1 | 1,203x10~ 2
910,257x10717 [ 5,678x107 1 | 1,619%x1017 | 2,950x10~'©

4.1.2 Pulsos polinomiais de Wendland

As seguintes fungbes-mae propostas por Wendland [69], que denotaremos por CIDdP’c, proporcio-
nam elementos com suporte compacto. Elas sdo caracterizadas por dois pardmetros inteiros d e c.
Todas elas sdo nulas para |r|> 1. Para 0 < r < 1, elas sdo polinémios em r, que dependem de d e
de c.

Nesta tese testamos duas dessas fungoes-mae,

¢§2(T) = (1 - + 1) e
Op,(r) = (1 —7r)7(16r°> + 7r + 1) para 0 < r < 1, e O (r) =

Py (—r) para —1 < r < 0.
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Cada funcao <I>dP£, tem continuidade de ordem ¢ quando r é 0 ou £1. O parametro d é a dimen-
sdo maxima do dominio para o qual, segundo Wendland, a fun¢ao-mae fornece uma base radial
adequada.

1.2
10
0.8r
0.67

0.4;

0.2

0

—0.2|
6 4 2
1.2}

1,

0.8r

0.67

0.4

0.2;

0

~0.2
-6 4 -2

Figura 4.2: Pulsos polinomiais de Wendland @5, (acima) e ®f, (abaixo).
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4.1.3 Pulsos B-splines

Os elementos B-splines foram estudados por Schoenberg [66]. A fungdo-mae genérica (IDE destes
elementos é indexada pelo grau g € N e consiste de g + 1 polinémios de grau ¢ definidos nos
intervalos [k, k4 1], para k variando de —(g+1)/2 até (g+1)/2 inclusive, de 1 em 1. A fungio ®5
tem continuidade g — 1 nos extremos desses intervalos, e é zero para |r|> (g +1)/2. Veja a Figura

4.3. Em particular,

1
Pi(r) = 1se|r|< 5
P¥(r) = 1—|r[ser|<1
1——r? se |r|< 2
3(r) = { 93
2C 2 set<il<s
2
— Z(6 =3|r]) selrl<1
S —
R e T )i
— sel < |r|<2
4
120 >+ ﬁr‘l se |r|< &
115 115 -2
22 240 , 160\ 32 . ,
_ 1 < 3
BS(r) = | SES TS TN AU
16 /5 4 3 5
%(5—“'0 Se§<|’r|§§
10 ) !
1— —— St <1
T 33|r[5 se frls
17 25 15 )
®3(r) = | |—* \ |3—E7“ +f|r|5 sel <|r|<2 -
SRR 2 < Jrl< 3
6 r se r|<
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0.2r
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1.2p

0.8r

0.6¢

0.4r

0.2r

-0.2

0.2r
-0.2
1.2¢
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0.6¢

0.4r
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0.67
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Figura 4.3: Fungdes-mae B-spline ®f e ®F (no alto), ®5 e &5 (meio), ®§ e ®2 (em baixo).
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4.2 QOutras funcoes-mae

Vamos mencionar nesta secao algumas fungoes-mae muito populares na literatura de bases
radiais, mas que nao sdo adequadas para nossos propositos. Uma vez que os elementos derivados
delas tém mais influéncia longe do centro do que perto dele.

4.2.1 Poliharmonicas

As fungoes-mae poliharmonicas foram introduzidas por Meinguet [46]. Elas sdo indexadas por
um inteiro positivos 3, e definidas pelas férmulas

U () = r?log(r) para d par,
s = 28 para d fmpar.

Veja a Figura 4.4. Para d par, estas fungdes-mae correspondem as splines de placa fina de Duchon
[6].

O uso de elementos baseados em @g é geralmente justificado por analogias fisicas. O nome de
spline placa fina refere-se a uma analogia fisica envolvendo a flexao elastica de uma folha fina de
metal. Na configuracao fisica, a deflexao estd na diregdo ortogonal ao plano da folha [49].

Porém, estas fungbes-mae tém muitas caracteristicas problematicas. Em primeiro lugar, elas
crescem sem limite quando r tende para infinito. Por esta razao, cada elemento (radial ou tensorial)
derivado delas tem efeito maior longe do centro do que proximo a ele. Esta caracteristica torna as
fungoes @g inadequadas para esquemas adaptativos.

Além disso, as fungoes @g se anulam para r = 0 e r = 1, o que pode resultar em dependéncias
lineares entre os elementos em certas situagoes [49]. Por exemplo, se o centro ¢ estiver na origem
de R? e os demais centros estiverem na fronteira da caixa [—1,1]¢, a primeira linha e a primeira
coluna da matriz de colocagao B serao nulas.

26



Figura 4.4: Fungoes-mae poliharménicas ®! (esquerda), ®I (direita).
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4.2.2 Multiquadrica de Hardy

Outra fungao-mae popular é a multiquddrica de Hardy [34], definida por

() = /0 +72),

sendo 1 uma constante positiva. Veja a Figura 4.5. Verifica-se que @T(?(r) = n®(r/n); portanto,

Figura 4.5: Multiquidrica de Hardy ®(r) = /(1 + r2).

para construgao de bases radiais ou tensoriais, podemos tomar n = 1. Esta fun¢ao-mae também
cresce com |r| em vez de diminuir. Portanto, os elementos derivados dela também tém mais
influéncia longe do centro do que perto dele, o que a torna inadequada para esquemas adaptativos.

4.2.3 Multiquadrica Inversa

A multiquddrica inversa, também proposta por Hardy [34], é a fun¢ao-mae

1
I _
Q)n(r) = T

Veja a Figura 4.6. Para esta fungio também podemos supor = 1, pois ®] (r) = (1/1)®1(r/n). O
grafico desta funcio (Figura 4.6) ¢ superficialmente parecido com o da gaussiana ®¢, porém ela
decai muito mais devagar quando |r| aumenta (aproximadamente como 1/|r|). Portanto, ela nao
pode ser truncada a um intervalo limitado, e sua integral inclusive diverge.

Por essa mesma razdo, quando os centros estdo uniformemente distribuidos no dominio D, a
influéncia combinada dos elementos com centros distantes acaba sendo maior que a dos elementos
mais proximos. Esta caracteristica torna estes elementos inadequados para aproximagoes adapta-
tivas, e é tanto mais grave quanto maior a dimensao do dominio.
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Figura 4.6: Fungao-mae multiquadrica inversa: ®%(r) = 1/3/1 + r2.

4.3 Discussao

4.3.1 Eficiéncia computacional

Do ponto de vista de eficiéncia computacional, sdo interessantes fungoes-mae compactas como
@570 e @S cujo suporte é limitado a uma regiao relativamente pequena do dominio ID. Porém, as
fungoes-mae com suporte compacto apresentam descontinuidade de valor ou derivadas. Discussoes
sobre esses assuntos encontram-se em Buhmann [7] e Fasshauer [18].

A fungio-mae ®¢ gaussiana (secio 4.1.1) é um meio-termo; ela é totalmente suave (C*°), mas
embora tenha suporte ilimitado, para fins computacionais (com nimeros em ponto flutuante de
precisao dupla) pode ser considerada nula quando |r|>8,5, como visto na se¢ao 4.1.1.

4.3.2 Solubilidade

Verifica-se que todas as fungoes-mae definidas na Secao 4.1 produzem matrizes de colocacao B
inversiveis, desde que os centros sejam distintos [48].

4.3.3 Continuidade

Algumas das fungbes-mae que usamos tem descontinuidade para certos valores 71,73, ... do
argumento |r|. Especificamente, as fungoes de Wendland ®Y . tem descontinuidades nas derivadas
de ordem 2c+ 1 para |r|=1ry = 0 ou |r|=r; = 1. As fungoes B-splines @S’ tém descontinuidade na
derivada de ordem g quando |r| é ro,71,...,7[g/2], sendo r, =k +1/2 se g é par ou 1, = k se g é
impar.

Os elementos ¢; das bases tensoriais derivados destas fungoes-mae terao portanto essas mes-
mas descontinuidades nos hiperplanos definidos pelas equagoes z; = c¢j; £ p;r;; para cada eixo de
coordenadas i e cada um desses valores ry,.
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Capitulo 5

Dominio toroidal

Uma dificuldade recorrente em problemas de aproximagao € o efeito das bordas: quando ID é um
subconjunto limitado de R?, o erro de aproximacio perto das bordas do dominio D é geralmente
diferente do erro na parte central. Por exemplo se os centros estao distribuidos uniformemente em
D, os pontos préximos a borda de ID serdo cobertos por menos elementos da base do que os pontos
na regiao central. Esta variacao dificulta a andlise comparativa de diferentes bases e diferentes
métodos de aproximagao.

Para evitar esta complicagdo, vamos supor que D é um toro d dimensional; ou seja, uma caixa
alinhada com os eixos, D = [0, L1] X [0, Ls] X - -+ x [0, Lg], sendo que cada face de D é identificada
conceitualmente com a face oposta. Desta forma, todos os pontos ficam equivalentes em relagao
ao dominio e (como veremos na Segdo 7.1.1) todos os elementos de uma base uniforme ficam
equivalentes.

A suposicdo de dominio toroidal efetivamente elimina as bordas do dominio, e os problemas
decorrentes delas. Como veremos na Secao 7.2, esta suposicao também permite reduzir drastica-
mente o custo computacional quando a base e a norma ||-||¢ tem estrutura uniforme sobre a caixa

D.

Uma desvantagem de adotar esta hipdtese é que ela pressupoe que a funcao a aproximar f tem
valores e derivadas iguais nas faces opostas de ID. Se isto nao é verdade, tratar o dominio ID como
toroidal torna a funcao f descontinua na fronteira da caixa D.

Por outro lado, ainda podemos usar esta abordagem quando a funcao f nao é periddica; basta
mapear o dominio real I’ do problema para uma regido suficientemente pequena no interior da
caixa D, e atribuir valores adequados & funcdo f na regiao D\D' de forma a torna-la periddica,
sem introduzir descontinuidades excessivas nessa regiao.

Outra abordagem que poderiamos tomar para eliminar o efeito das bordas é definir a norma ||| ¢
de modo a ignorar o que ocorre perto delas. Entretanto esta solu¢ao impede o calculo otimizado das
matrizes de colocagdo e momentos (Secao 7.2), que depende de ||-||¢ ser invariante sob translacao
da funcao.
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5.1 Tornando as bases periddicas

A decisao de usar um dominio toroidal requer a redefinicdo do conceito de elemento tensorial,
para torna-lo periédico. A solucdo que usamos nesta tese é imaginar que as partes de um elemento
¢; que “transbordam'da caixa D sdo deslocadas para dentro da mesma e somadas a fungao original.
Veja a Figura 5.1. Dependendo do tamanho do suporte do elemento, este efeito pode causar a

Figura 5.1: Um elemento da base periddica

sobreposicao de véarias (ou mesmo infinitas) partes do elemento no mesmo ponto do dominio.
Ou seja, cada elemento ¢; da base original deve ser substituido por um elemento aj que € o
elemento ¢ repetido com periodo L; em cada direcao ¢:

=Y gilaon) = Y o (Tt k), (5.1.1)

veZd vezd =1 Pi

para todo x € . Esta somatoria pode ser fatorada:

:fll {IE@(“’—C;—“)} (5.1.2)
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Esta formula mostra que a versao periddica ¢; de um elemento tensorial ¢; também é um elemento
tensorial,

¢;(z) = [ ilwi — c3y), (5.1.3)

sendo ®; a funcio-mae repetida,

B,(z) = Z@(z_@”). (5.1.4)

keZ Pi

Esta soluc¢ao s6 pode ser usada quando a somatoéria (5.1.4) converge e, de preferéncia, tem uma
férmula analitica eficiente. Em particular, ela sempre pode ser usada quando a funcdo-mée tem
suporte compacto (ou praticamente compacto, como no caso da gaussiana ®), pois nesse caso a
somatoria (5.1.4) é sempre finita. Na verdade, se H é a largura do suporte de ®, e Hp; < L;, entao
a somatoria (5.1.4) tem apenas um termo diferente de zero, com k = ky sendo

ko = [2/L] (5.1.5)

sendo que [] denota arredondamento para o inteiro mais préximo. Note que se
|(z — kL;)/ps|> H/2 entao ®(z) é zero. Se H > L;/p;, basta tomar os termos com k = ko + ¢
em que ko é dado pela formula (5.1.5) e |t|< [Hp;/L;/2]. No restante desta tese, vamos supor
que todos os elementos das bases ¢; sao na verdade os elementos repetidos aj conforme a equacio
(5.1.3).

5.2 Versoes peridédicas das funcoes-mae

Nas sec¢bes a seguir mostramos algumas versoes periddicas de cada uma das fun¢des-mae apre-
sentadas na secao 4.1

5.2.1 (Gaussiana

Como observado na Secdo 4.1.1, embora a funcdo-mie gaussiana ®¢ tenha dominio infinito,
ela pode ser tornada periédica, pois a somatoéria infinita (5.1.4) converge muito rapidamente. Em
particular, uma vez que ®“(2) é menor que 1071* quando |z|> 8,5, podemos considerar H = 2x8,5
para fins da Secao 5.1. Para dimensao d < 3, basta usar os termos com ko + ¢t onde kg, é o inteiro
dado pela férmula (5.1.5) e |t|< [8,5 p;/L;], para obter a soma com erro da ordem de 1071°.
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Figura 5.2: As versoes repetidas cT>ZG(2) da funcio-mae gaussiana ®, para perfodo L; = 8 e fator
de escala p; = 1,4/3,2,4e8
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5.2.2 Pulsos polinomiais de Wendland

O suporte dos pulsos de Wendland @}, é o intervalo [-1,41] com tamanho (H = 2), portanto
a somatoria (5.1.4) converge e s6 precisa incluir termos com k = ko + ¢t em que |t|< [p;/L;]. Veja

Figuras 5.3 e 5.4.
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Figura 5.3: As versoes repetidas (@;2)1(,2) da fungado-mae pulso polinomial &
L; =8 eraios p; =1,4/3, 2,4 e 8.

-5

5

10

-0.2¢

-10
1.2r

0.8r

0.6

0.4

0.2r

-0.2p

10

-10

35

P
3,2y

10

para periodo



1.2r 1.2r
1r 1r
0.8r 0.8+
0.61 0.6r
0.4r 0.4r
0.2r 0.2r
or Or
-0.2¢ ; ‘ -0.2¢ i
-10 -5 10 -10 -5 0 5 10
1.2r 1.2r
1r 1r
0.8f 0.8r
0.6r 0.6r
0.4r 0.4r
0.2r 0.2r
Or Or
—0.2F ‘ ‘ -0.2r ; . ,
-10 -5 10 -10 -5 0 5 10
1.2r
1t
0.8r
0.6r
0.4r
0.2r
o
-0.2t ‘ |
-10 -5 10

Figura 5.4: As versoes repetidas (524)1»(2) da funcdo-mae pulso polinomial ®f,, para periodo
L; =8 eraios p; =1,4/3, 2, 4 e 8.
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5.2.3 B-splines

O suporte da funcido-mae B-spline ®F de grau g é o intervalo [—(g + 1)/2,+(g +1)/2], com
largura H = g + 1. Portanto a somatoéria (5.1.4) converge e sé precisa incluir termos com
1t|< [pi(g +1)/2/L;]. Veja a Figura 5.5.

1.2r 1.2F
1F 1r ]
0.8r 0.8r
0.6r 0.6r
0.4r 0.4r
0.2r 0.2r
Or Or
—0.2F ‘ ‘ ) -0.2p ;
-1.5 -1 -0.5 0.5 1.5 -3 -2 -1
1.2f 1.2F
1r - 1
0.8f 0.8f
0.61 0.6r
0.4r 0.4r
0.2r 0.2r
Or Or
-0.2¢ ; ‘ -0.2t
_4 -2 4 -5
1.2r 1.2r
1r 1 =
0.8r 0.8f
0.6r 0.6r
0.4r 0.4r
0.2r 0.2r
or Or
—0.2} ‘ ‘ ‘ ) -0.2p .
-6 -4 -2 2 6 -10 -5

Figura 5.5: As versdes repetidas (53)2(2) da funcdo-mde pulso polinomial ®F, para raio p; = 1 e
periodos L; =1, 2, 3, 4, 5 e 8.
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Figura 5.7: As versoes repetidas (5;)2(2) da funcdo-mae pulso polinomial ®3, para raio p; = 1 e
periodos L; =1, 2, 3, 4, 5 e 8.
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Figura 5.8: As versoes repetidas (5§)l(2) da fungdo-mae pulso polinomial ®3, para raio p; = 1 e
periodos L; =1, 2, 3, 4, 5 e 8.
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Figura 5.9: As versoes repetidas (52%—(2) da funcdo-mae pulso polinomial ®F, para raio p; = 1 e
periodos L; =1, 2, 3, 4, 5 e 8.
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Figura 5.10: As versoes repetidas (52)2(2) da fungdo-mae pulso polinomial ®F, para raio p; = 1 e

periodos L; =1, 2, 3, 4, 5 e 8.
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Capitulo 6

Teoria da Aproximacao Discreta

Neste capitulo vamos definir os conceitos fundamentais da aproximagao discreta, em que tanto
as fungoes objetivo quanto as aproximantes sao definidas por seus valores em uma lista finita
p = (p1,p2,---,pn) de N pontos do dominio. Neste caso, as fungdes podem ser vistas como
vetores de R¥; e tanto as normas quanto os produtos escalares sobre F, A e £ passam a ser
normas e produtos internos sobre RV,

Podemos entéo redefinir um problema de aproximacao discreta como consistindo de

« Um subespaco F de RV, o espaco das funcées objetivo;
o Um subespaco A de R¥, o espaco das fungoes aprozimadoras;
o Um critério de aproximacao, um predicado sobre F x A.

As coordenadas dos vetores de A e F sdo chamadas amostras. Varios dos métodos e resultados
podem ser estendidos para situagoes onde as amostras sao valores de quaisquer outros N funcionais
lineares independentes.

Uma instancia de tal problema de aproximacao discreta é um vetor f € F. Uma solucdo
para essa instdncia é um vetor s € A tal que o par (f,s) satisfaz o critério de aproximagao. Na
escolha de s vamos considerar apenas os critérios de interpolacao e de aproximacao 6tima com
norma hilbertiana, que, como observando no Capitulo 3, resultam em operadores de aproximagcao
O:F— Aederesiduo R : F — £ que sao lineares e idempotentes.

Vamos supor que os subespacos F e A sao definidos por bases finitas de dimensoes m e n,
respectivamente. Os elementos dessas bases serdo representados pelas colunas de duas matrizes
reais F' e A, de dimensoes N x m e N X n respectivamente. Para que o problema seja bem posto é
necessario que o nimero de pontos de amostragem N seja maior ou igual a dimensao n do espago
A. (Em muitos casos tem-se N > n). O operador de coeficientes C é portanto um operador linear
de F para RV,

6.1 Normas do erro

Como vimos no Capitulo 3, um critério de aproximagao 6tima requer uma norma ||-||¢ para
o espago &€ = F + A. Para esse fim usaremos a norma raiz da média quadrdtica |-||5 (também
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conhecida pela sigla em inglés RMS), definida por

gilz N N .

Esta norma é associada ao produto escalar (-, )5, defindo por

(f,9)z = ]i/vZfigi- (6.1.1)
=1

A norma |||z é a norma euclidiana de RY dividida por v N. Em comparacio com a norma
euclidiana, a norma RMS ¢é menos sensivel a densidade de amostragem da fungao.

6.2 Determinacao dos coeficientes

Vamos considerar apenas métodos de aproximagao lineares, portanto os operadores de aproxi-
macao O e residuo R sao definidos por matrizes O e R de tamanho N x N, sendo R = Iy — O; e
o operador coeficientes C é definido por uma matriz C' de tamanho n x N.

6.2.1 Interpolagao nos centros

Na formulagao discreta do critério de interpolagdao, vamos supor que os pontos onde f deve ser
interpolada sdo um subconjunto ¢, ¢o, - - -, ¢, dos pontos de amostragem. Nesse caso a matriz de
colocagao B é formada pelas linhas de A que correspondem a esses pontos, e o lado direito b do
sistema Ba = b é formado pelos elementos correspondentes do vetor f.

A base lagrangiana ¢ entdo dada por AB~!, e o operador de coeficientes é dado pela matriz
C = B~!. Como na teoria de bases radiais é comum escolher como pontos de amostragem os
préprios centros dos elementos, ou seja ¢; = ¢; para i € {1,---,n}.

Quando o matriz B é cheia, o custo deste método é proporcional a n? (cdlculo da matriz B)
mais n?(resolucao do sistema).

6.2.2 Interpolacao generalizada

Na formulagao mais geral, em que as condi¢oes de interpolagao sao definidas por operadores
lineares Py, Py, - - -, Py, (Secdo 3.5.2), vamos supor que cada operador P; é definido por uma matriz
P; de tamanho 1 x N tal que P;(f) = PJT f. Nesse caso a matriz de colocagao ¢ B;; = Pqubi, eo
vetor de coeficientes que exprime o predicado P; em termos dos valores amostrados de f ¢é

N
Pj(f) = PJ‘Tf = Z-P]'sz
i=1

Se denotarmos por P a matriz n X N cujas colunas sao os vetores P;, entao temos B = PTAeo
sistema a ser resolvido é Ba = P f.
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Uma variante especifica do método de interpolacao é a interpolagdo de médias locais, sendo que
cada funcional P;f ¢ uma média do valor de f nas vizinhangas do centro c;.

Nesse caso a matriz P da Secdo 6.2.2 matriz de redug¢do combina os valores amostrados da
funcdo em n médias.

6.2.3 Meétodo dos Minimos Quadrados

Como observado no Capitulo 3, se ||-||¢ ¢ uma norma hilbertiana ||g||le= /g"Eg, o vetor de
coeficientes v 6timo pode ser encontrado pelo critério dos minimos quadrados, resolvendo o sistema
de n equagoes e n incégnitas Ma = b, sendo

M=A"EA e b=A"Ef. (6.2.1)

O operador de coeficientes é entdo C' = M~1AT = (ATEA)"1AT e portanto o operador aproxima-
cao é
O=A(A"TEA)'ATE.

No caso da norma euclidiana ||-||2, que tem E = Iy estas férmulas ficam
M=ATA b=ATf O=AATA A"

No caso da norma RMS, E = (1/N)Iy e portanto o sistema pode ser simplificado para
M = (1/N)ATA, b = (1/N)ATf, etc. Note que o resultado seria o mesmo se usdssemos a
norma euclidiana em vez da norma RMS.

Se os elementos da base tem suporte global, o custo deste método é proporcional a Nn (para o
clculo da matriz A) mais n®?N (célculo da matriz M) mais n® (resolucio do sistema). Se N > n,
a segunda etapa predomina.

Este método é portanto mais custoso que a interpolagdo de médias locais quando N > n;
porém, ele garante que o vetor « serd 6timo (no sentido de minimizar a norma RMS do residuo).

A matriz A precisa ser calculada em qualquer caso para determinar o residuo Rf, a um custo
proporcional a Nn.

6.3 Esparsidade das matrizes

Quando a funcao-mae possui suporte global, as matrizes A e B, com elementos A; ; = ¢;(p;) e
B; ; = ¢(¢;), sdo matrizes cheias.

Se a fungao-mae ® tem suporte compacto de largura H, o suporte de qualquer elemento tensorial
derivado dela é uma caixa de d-dimensional com largura p; H em cada eixo i. Nesse caso a matriz
A ¢ bastante esparsa, pois ¢;(p;) é zero se p; nao estd no suporte de ¢. Da mesma forma a matriz
de momentos M do método de minimos quadrados também ¢é esparsa, pois (¢;, ¢;) é zero se os
suportes de ¢; e ¢; sao disjuntos.

45



6.4 Tratamento de erros anomalos

Um problema comum em aplicagoes reais sao certos tipos de erros nos dados que tém baixa
probabilidade de ocorréncia, mas magnitude arbitraria quando ocorrem. Estes erros anormais se
distinguem dos erros normais que tém distribuicao aproximadamente gaussiana em torno do valor
correto de cada dado. Por exemplo, em uma imagem digital h& erros normais devidos a variagoes
estatisticas dos fotons que caem em cada elemento do sensor, e erros anormais devido a sensores
defeituosos. Chamaremos de dados anomalos os dados f; afetados por tais erros “anormais”.

O método dos minimos quadrados pode ser justificado, em termos estatisticos, como sendo
a aproximacao mais provavel da funcdo, dentre do espago A, dados os valores amostrados f;.
Entretanto, esta justificativa pressupoe que os erros de amostragem sao todos normais. Veja
Figura 6.1.

3.5 35
3r 1 3
2.5¢ 1 2.5f
2r 1 2
1.5¢ 1 1.5

0.5/ 1 0.5
or 1 of
_0-'?.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 _o-'?.s -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 6.1: A esquerda: Amostras (circulos) de uma funcio quadratica (linha tracejada) e a
aproximacgao de minimos quadrados dessas amostras com base ¢1(x) = 1, ¢o(z) = = e ¢3(z) = 2%
A direita: amostras (circulos) da mesma fungao (linha tracejada), contaminados com apenas erros

gaussianos, e sua aproximacao MQ (linha cheia) com mesma base ¢1, ¢ € ¢3.

Quando o método dos minimos quadrados é usado na presenca de dados andémalos, estes tipica-
mente afetam muito o erro de aproximagao, ndo apenas no ponto onde a anomalia ocorre, mas
também nos pontos proximos. Veja Figura 6.2.
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035

Figura 6.2: Amostras (circulos) de uma funcao quadratica (linha tracejada) afetados por erros
gaussianos e incluindo um erro andémalo; e sua aproximac¢ao MQ (linha cheia).

1.5

Uma maneira de tratar dados andémalos é modificar seus valores de modo a diminuir seu efeito
na férmula de minimos quadrados. Especificamente, valores de f; que estdo muito distantes da
aproximacao corrente s; sdo considerados andémalos, e corrigidos de modo a ficarem mais préximos
de s;. Uma vez corrigidos os dados aparentemente andémalos, a aproximagcao s é recalculada pelo
método dos minimos quadrados, como antes. Note que a matriz M nao precisa ser recalculada.
Este método geralmente necessita de varias iteracoes até que os valores f; se estabilizem. A Figura
6.3 apresenta a aproximagao corrigida em 4 iteragoes. A férmula que usamos nesta tese para
corrigir os dados ¢é

+ fi — S
I+ (fi — 50207

sendo t o nimero de iteracoes ja efetuadas, k o nimero maximo de iteragoes e o, um parametro
que define valor maximo dos erros aceitos como “normais” e o; = (k — t)?0,. Esta férmula, que
é aplicada a todos os dados, preserva o valor de f; quando |f; — s;| é bem menor que oy, e traz
fi para s; + 0, quando |f; — s;| tende ao infinito. Note que 0y = o, na tltima iteragado (quando
t=*k—1).

Nao é possivel garantir que este método encontre a aproximacao mais provavel; ele pode con-
vergir para uma aproximacgao que se ajusta a um conjunto pequeno de dados e considera todos os
demais como an6malos.

Outra alternativa que consideramos foi usar uma métrica hilbertiana nao uniforme para medir
0 erro,

fi ¢ si

(6.4.1)

SN wifigi SN wig?
L g)e = ==L =, =5 6.4.2
<f g>5 le\il w; H9H5 le\il w; ( )

sendo que os pesos w; sdo inicialmente iguais, e em seguida reduzidos iterativamente nos pontos p;
onde o erro | f; — s;| é muito grande. Entretanto, nesta alternativa é necesséario recalcular e inverter
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Figura 6.3: Quatro iteragoes da aproximacao de MQ dos dados da figura 6.2 com 4 iteragdes da
férmula de corre¢do de anomalias (6.4.1).

a matriz de momento M cada vez que os pesos w; sao alterados, aumentando excessivamente o
custo do processo.
Uma desvantagem destas duas abordagens é que os operadores O, R e C deixam de ser lineares.
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Parte 11

Aproximacao
monoescala

49






Capitulo 7

Aproximacao usando Bases Uniformes

No presente capitulo, vamos analisar experimentalmente a qualidade das aproximagoes obtidas
com bases tensoriais uniformes — cujos centros sdo dispostos em uma grade ortogonal regular
sobre o dominio D, e cujos os elementos tém o mesmo fator de escala p em todos os eixos.

Em particular, vamos analisar bases tensoriais derivadas da funcdo-mae gaussiana ®%, dos
pulsos de Wendland @dP’c e dos pulsos B-splines @S. Nestas andlises usaremos a versao discreta do
método de aproximagao por minimos quadrados descrito anteriormente (segao 6.2.3). Estudaremos
em particular o erro de aproximagao e a estabilidade numérica.

Os pulsos B-splines sao projetados para uso com o fator de escala p; igual ao espacamento (;
entre os centros em cada eixo i. Para as fungbes-mae gaussiana e de Wendland, nossa anélise inclui
a determinagio experimental do o melhor valor da razao p;/(;.

7.1 Definicoes

7.1.1 Dominio, centros e raios

Neste capitulo vamos supor que a base tensorial uniforme é definida sobre um dominio
D que é uma caixa de topologia toroidal com tamanho L; em cada eixo i, isto é,
D =10, Ly] x [0, Lo} x ... x [0, Lg].

Os centros c¢; dos elementos da base sao vértices de uma grade regular de centros com um certo
numero ; de posi¢oes ao longo de cada eixo i, o tamanho da grade ao longo desse eixo. Assim,
o espagamento entre os centros na diregao ¢ é (; = L;/Q;. Especificamente, vamos supor que os
centros sao todos os pontos

& = (@ + )G (@ + )G (aa+ 5)G)

tais que cada ¢; é um inteiro entre 0 e ); — 1 (inclusive), e que

d d
i=1+>a II @ (7.1.1)
i=1  k=it1
O vetor de inteiros ¢ = (g1, q2, - - -, qa) Tepresenta a posicio do elemento.
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E  conveniente decompor o dominio D em uma grade regular de células
¢, ..., ¢, que sdo caixas de mesmo tamanho centradas nos centros ¢y, ¢, . . ., ¢, dos elementos.
Cada célula tem tamanho (; na direcao do eixo i e pode ser identificada pela posi¢ao g do elemento
correspondente, ou pelo seu indice j segundo a equagao (7.1.1).

Por definigdo, o raio de cada elemento na dire¢ao i serd p; = p¢; = pL;/Q;, em que p é um
parametro fixo, o fator de escala relativo do elemento. Note que, em geral, o suporte de cada
elemento ¢; intercepta a célula €; e um certo ntimero fixo de células ao redor dela, que depende
da fungao mae e do fator de escala relativo p.

Observe que, com este tipo de base, o problema de aproximacao discreta ndo muda se o tamanho
do dominio L; for multiplicado por qualquer fator positivo e todos os pontos de amostragem forem
alterados da mesma forma. Portanto, neste capitulo, para simplificar adotaremos L; = (); para
todo eixo 7. Assim, o espacamento (; passa a ser 1 e o raio p; dos elementos em qualquer direcao
1 fica igual ao fator de escala relativo p.

7.1.2 Elementos

Vamos supor que a base de aproximacao ¢ é formada por elementos toroidais repetidos como
descrito no Capitulo 5; ou seja

d PR
H D, ( c]Z

sendo que ®; é a funcio-mae repetida Conforme a equacao (5.1.4).

- So(*=E) = Yot -x), (7.1.2)

ke kez P
Note que, por conta do dominio t0r01da1, todos os elementos da base sdo cépias transladadas
(toroidalmente) do elemento ¢y, ou seja, ¢; = ¢o(z — (¢; — ¢p)). O mesmo vale para os elementos
da base lagrangiana e da base dual associadas a ¢.
Se a funcdo-mae tem suporte limitado de largura H, o fator de escala relativo deve ser maior
que H/2, pois caso contrario haverd pontos de D onde todos os elementos sao nulos.

7.1.3 Amostragem

Nesta andlise usaremos o método dos minimos quadrados para obter a aproximagao s. Con-
siderando os objetivos desta andlise, usamos um conjunto de pontos de amostragem p também
dispostos em uma grade regular, com k(@); pontos em cada eixo i para algum x > 1. O espaga-
mento entre os pontos serd portanto (;/k em cada eixo i. O nimero total de pontos de amostragem
é portanto N = k¢ H;jzl Q;. Mais precisamente 0s pontos S80

= ((y1 + )Cl/”v (y2 + )Cz/’f 5 (Ya + )Cd/’f)

sendo que cada y; é um inteiro entre 0er@; —1 1nclus1ve, e

d d
k=1+>u [ (vQ;).
=1 j=it+1
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7.1.4 Espaco de funcoes objetivo

Para o cédlculo do angulo 7 entre F e A usamos um espago de fungoes objetivo F que consiste
de séries trigonométricas d-dimensionais de periodo L; e frequéncia maxima Q; = [(Q; — 1)/2]
em cada eixo 7. Mais especificamente, vamos usar para F a base de Hartley [5], com amplitudes

modificadas em func¢ado da frequéncia:

1 s 4 zvi;
hi(zx) =T;,—=sen(— + 27 L), 7.1.3
Nesta férmula, v; = (vj1,v0, --,vjq) € um vetor de inteiros, o wvetor de frequéncia, cujas

componentes vj; estdo limitadas a um intervalo {—;,Q;}; e o indice j é dado por
1+ Zle(yﬁ + Vimax) szi +1(2Q) + 1). Cada elemento h; é portanto uma onda senoidal com vales
e cristas perpendiculares ao vetor v;. A amplitude I'; na férmula (7.1.3) diminui com a frequéncia

absoluta da onda em cada eixo, conforme uma fungiao gaussiana:

Dy = 106 (%2) = e (53 (7).

i=1 Wi i—1 Wi

sendo w; = Q;/3. Veja a Figura 7.1. Note que dimF = [T% (20 + 1) < [1%, Q;

0.02-
0.01
1 : 05
IIII;;I v 0.01-
7 ,I;II/ Y A 0.02.
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i
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Wiy

i
g

Uit
i I/I;II

dim A. A

Figura 7.1: Exemplos de elementos da base de Hartley (variagdo da amplitude).

igualdade s6 vale se todos os (); forem impares.

Para definir o conjunto F; usamos uma norma hilbertiana ||-|| 7, na qual a base h é ortonormal.

A Figura 7.2 mostra alguns elementos aleatérios de Fj.
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Figura 7.2: Exemplos de elementos do subespaco Fj.

7.2 Otimizacao do calculo das matrizes

Uma vez que nas anélises deste capitulo os pontos de amostragem formam uma grade uniforme
sincronizada com a grade de centros, cada coluna da matriz A é permutacao da primeira coluna.
Entdo, para construir essa matriz obtemos um custo maior ao criar a primeira coluna (calcular
Ai;1 = ¢1(p;) para todo ponto de amostragem p;), pois as demais colunas sdo obtidas com um
simples rearranjo das entradas dessa coluna. Além disso, se o produto escalar (-,-)¢ é definido
pela férmula (6.1.1), a mesma observagao vale para a matriz M: basta calcular a primeira coluna
My = (@i, 1) = ng’:l Aq; A1, e replicar esses valores nas demais colunas. A mesma observagao
também vale para a matriz de colocagdo B do método de interpolacao.

7.3 Parametros dos testes

Para avaliar as diversas fungdes-mae, fizemos testes comd =2, Q1 = Qo = --- = Qg =T = 30,
portanto n = dim A = 7% = 900, m = dimF = (2[(T — 1)/2] + 1)*> = 841. Usamos uma
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grade de amostragem com k = 3, e portanto o nimero N de pontos de amostragem corresponde a
(kT)? = 8.100. Repetimos posteriormente os mesmos testes para T = 40, (portanto,
n = dim A = 1.600, m = dim F = 1.521 e N = 14.400), a fim de confirmar que os resultados po-
dem ser considerados representativos para as malhas (muito maiores) que podem ser encontradas
na préatica.

Para todas as fungoe-mae analisadas, apresentamos

o grificos de um elemento tipico ¢;-, sendo j* = 1+ Y% || T/2|T97", para alguns valores do
fator de escala relativo p.

» grafico de ¢}., elemento tipico da base dual, para esses valores de p.

7.4 Determinacao do raio 6timo

Para as fungoes-mae B-splines @2, o raio p; deve ser igual ao passo (;, por defini¢dao, ou seja o
fator de escala relativo p deve ser 1. Com esta escolha, o espago A consiste de todos os splines de
grau g e continuidade g — 1 na malha formada pelas células €, €,, ..., &, sobre D.

Para determinar o raio étimo das outras func¢des-mae, realizamos uma série de testes com
diversos valores do fator de escala relativo p para as fungdes-mae. Neste caso, além dos graficos
acima, apresentamos

o graficos do erro médio € = \/ L35 (JIR(Mwe)|l3)?, e do mimero de condigao A = Apax/Amin
da matriz M do sistema linear, em fungao do fator de escala relativo p.

» o fator de escala relativo 6timo p, adotado nos capitulos seguintes, e os respectivos valores
de € e A.

As Tabelas 7.1 e 7.2 abaixo resumem os resultados dos testes para o método MQ, com T = 30 e
T = 40. Nos casos das fungoes ®¢, ', e $f , usamos os valores 6timos do fator de escala relativo
p encontrados na se¢ao 7.4. A ultima coluna mostra o nimero médio v de elementos nao nulos em
cada coluna da matriz M.

Tabela 7.1: Resumo dos testes numa grade com 7" = 30

o |p € T Ay v
oG 1,1 ]0,000001 | 5,5 x 1076 | 5,9 x 10 | 900
oL, 3,51 0,000078 | 8,2 x 10~* [ 1,1 x 10° | 169
oL, 4,51 0,000034 | 2,8 x 107* [ 4,5 x 10° | 289
oY 1 10,000464 [ 6,2 x 103 [6,0x10°| O
5 1 [0,000143 [ 1,7x 1073 | 5,5 x 10" | 25
5 1 10,000078 [ 7,0 x 107* | 3,4 x 10%> | 49
G 1 [0,000045 | 3,3 x 107* | 2,1 x 103 | 81
[ 1 10,000026 | 1,6 x107* | 1,3 x 10* | 121
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Tabela 7.2: Resumo dos testes numa grade com T = 40.

o |p € T A v
s 1,1 | 0,000001 | 6,7 x 107% | 5,9 x 10° | 1369
or, 351 0,000067 | 8,8 x 10 % | 1,1x10°| 169
or, 451 0,000029 | 3,1x10 % | 4,5 x 10° | 289
o5 1 | 0,00036 | 6,6x107%]6,0x10°| 9
5 1 ]0,000116 | 1,8 x 1072 | 5,5 x 10! 25
5 1 ]0,000065 | 7,6 x 107% | 3,4 x 102 49
5 1 10,000039 | 3,6 x 107% | 2,1 x 103 81
o3 1 ]0,000024 | 1,8 x 107% | 1,3 x 10* | 121

7.4.1 Funcio gaussiana ®¢

Os resultados abaixo referem-se a funcao-mae gaussiana (se¢ao 4.1.1). Veja a Figura 7.3.

elemento 435 tipo 9 raio 0.900000

00

Figura 7.3: Elemento ¢;« derivado da funcdo-mée gaussiana ®¢ com p = 0,90 (a esquerda) e

p=1,30. (a direita).

Pelos gréficos de erro e condi¢ao (Figura 7.4) concluimos que o fator de escala relativo mais
adequado é p* = 1,1, para o qual obtemos erro médio ¢ = 5,5 x 107%. Porém a condicdo A da
matriz é 5,9 x 10°. Para este valor de p a matriz M possui em cada coluna, 900 entradas nao

nulas.

o6
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erro em funcao do raio condM em funcao do raio

0.9 1 1.1 1.2 1.3 14 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4
erro em funcao do raio condM em funcao do raio

Il Il Il 0 Il Il Il Il
0.9 1 11 1.2 1.3 1.4 100.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4

Figura 7.4: Erros médios ||f — s||¢ e condicdo da matriz M = AT A em funcdo dos raios para a
funcio-mae gaussiana %, usando o método MQ (minimos quadrados). Gréficos superiores T = 30
e inferiores T' = 40
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elemento 435 tipo 9 raio 1.100000 elemento dual 435 raio 1.100000

x 10

Figura 7.5: Elemento ¢;« da funcdo-mae gaussiana ®¢ (a esquerda) e o elemento da base dual
(direita) para o fator de escala relativo étimo p = 1,10.

7.5 Funcao-mae de Wendland CIDEQ

A Figura 7.6 mostra a analise do erro e estabilidade do método MQ para a funcdo-mae de
Wendland @gg em funcao do fator de escala relativo p. Pela Figura 7.6 concluimos que o fator de
escala relativo mais adequado para <I>§72 é p = 3,5 para o qual obtemos erro médio € = 8,2 x 1074
e a condicdo A = 1,1 x 10%. Para este valor de p o suporte de cada elemento cobre um bloco de
7 x 7 células. Portanto, a matriz M possui 169 entradas nao nulas em cada coluna.
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erro em funcao do raio condM em funcao do raio

107 1

10

10"}

10

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
erro em funcao do raio condM em funcao do raio

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
Figura 7.6: Erros médios e condicao da matriz M em funcao do fator de escala relativo p para

a funcdo-mae pulso de Wendland @gz, usando o método MQ (minimos quadrados). Gréficos
superiores obtidos com T = 30 e inferiores T" = 40.

99



elemento 435 tipo 2 raio 3.500000 elemento dual 435 raio 3.500000

Figura 7.7: Elemento ¢;- da funcao-mae <I>§72 (& esquerda) e o elemento da base dual para o fator
de escala relativo ¢timo p = 3, 5.
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7.6 Funcao-mae de Wendland CIDEA

A Figura 7.8 mostra a analise do erro e estabilidade do método MQ para a funcdo-mae de
Wendland @15374 em fungao do fator de escala relativo p.

Pela Figura 7.8 concluimos que o fator de escala relativo mais adequado para <I>§4 ép=4,5
para o qual obtemos erro médio € = 2,8 x 10™% e a condicdo A = 4,5 x 105, Para este valor de
p o suporte de cada elemento cobre um bloco de 9 x 9 células, portanto a matriz M possui 289
entradas ndo nulas em cada coluna.

erro em funcao do raio condM em funcao do raio
10_17 ‘ ‘ ‘ ‘ ) ‘ ‘ ‘ ‘
10% 1
15
1072 107 1
10" ;
107
10° |
_4 L L L L L 0 L L L L
10 0 1 2 3 4 5 6 10 0 1 2 3 4 5 6
erro em funcao do raio condM em funcao do raio
107} | | | | 20 | | | |
107 1
15
102 10
10" ;
107
10° ¢
L L L L L 0
0 1 2 3 4 5 6 10 0

Figura 7.8: Erros médios e condi¢ao da matriz M em fun¢do do fator de escala relativo p para
a fungdo-mae pulso de Wendland @§4, usando o método MQ (minimos quadrados). Gréficos
superiores obtidos com T" = 30 e inferiores T" = 40

61



elemento 435 tipo 8 raio 4.500000 elemento dual 435 raio 4.500000

'{\\\l\“‘t\

AN

WA

Figura 7.9: Elemento ¢;- da funcao-mae <I>§74 (& esquerda) e o elemento da base dual para o fator
de escala relativo 6timo p = 4, 5.
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7.6.1 Pulso B-spline @}

Nesta secao examinamos elementos derivados dos pulsos B-splines <I>§ de grau g igual a 1 (secao
4.1.3) ou seja, tendas multilineares. Como observado anteriormente, para esta fungdo-mae o fator
de escala relativo natural é p = 1 para o qual obtemos erro médio € = 6,2 x 1072 e a condicdo
A =6,0 x 10°. Para este valor de p a matriz M possui 9 entradas nao nulas em cada coluna.

elemento 435 tipo 5 raio 1.000000 elemento dual 435 raio 1.000000

2000
1500
1000

500

30
30

10 10

Figura 7.10: Elemento ¢;- da funcdo-mae ®(r) (a esquerda), elemento da base dual (centro) e o
elemento da base dual para os fator de escala relativo p = 1, 0.

7.6.2 Pulso B-spline @3

Para a funcio-mae B-spline ®5 também o fator de escala relativo natural é p = 1 para o qual
obtemos erro médio € = 1,7 x 1073 e a condicdo A = 5,5 x 10!. Para este valor de p a matriz M
possui 25 entradas nao nulas em cada coluna.
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elemento 435 tipo 6 raio 1.000000 elemento dual 435 raio 1.000000

1500
1000

500

-500
30

10 10

Figura 7.11: Elemento ¢; da fungdo-mae ®5(r) (a esquerda) e o elemento da base dual para o fator
de escala relativo p = 1, 0.

7.6.3 Pulso B-spline O}

Para a funcao-mae B-spline <I>§ também o fator de escala relativo natural é p = 1 para o qual
obtemos erro médio € = 7,0 x 107* e a condicdo A = 3,4 x 102, Para este valor de p a matriz M
possui 49 entradas nao nulas em cada coluna.

elemento 435 tipo 12 raio 1.000000 elemento dual 435 raio 1.000000

1 2000

1000

30

Figura 7.12: Elemento ¢;- da funcdo-mae ®5(r) (a esquerda) e o elemento da base dual para o
fator de escala relativo p = 1, 0.
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7.6.4 Pulso B-spline ®}

Para a funcdo-mae B-spline ®§ também o raio natural é p = 1 para o qual obtemos erro médio
€ =3,3x10"* e a condicdo A = 2,1 x 10®. Para este valor de p a matriz M possui 81 entradas
nao nulas em cada coluna.

elemento 435 tipo 14 raio 1.000000 elemento dual 435 raio 1.000000

Figura 7.13: Elemento ¢;« da funcdo-mae ®3(r) (a esquerda) e o elemento da base dual para o
fator de escala relativo p = 1, 0.

7.6.5 Pulso B-spline ®°

Para a funcio-mae B-spline ®F também o raio natural é p = 1 para o qual obtemos erro médio
€=1,6x10"* e a condicio A = 1,3 x 10*. Para este valor de p a matriz M possui 121 entradas
nao nulas em cada coluna.
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elemento 435 tipo 15 raio 1.000000 elemento dual 435 raio 1.000000

Figura 7.14: Elemento ¢;« da funcdo-mae ®5(r) (a esquerda) e o elemento da base dual para o
fator de escala relativo p = 1, 0.

7.7 Discussao

Como podemos ver pelas Tabelas 7.1 e 7.2 dentre as vérias funcdes-mde, a gaussiana ®% (com
fator de escala relativo p = 1,1) proporciona o menor erro € para o espago JF considerado. Porém,
a matriz M do sistema é muito cheia (totalmente cheia até T = 40) e sua condi¢do Ay é muito
grande (5,5 x1011).

Pode-se ver também que o pulso B-spline ®§ tem erro menor, matriz M mais esparsa, e con-
dicdo Aj; menor que do pulso de Wendland <I>§72, que tem o mesmo grau e a mesma ordem de
continuidade.

Da mesma forma, pode-se verificar que ®5 é melhor que ®F, em todos estes sentidos.
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Capitulo 8

Reducao de base

8.1 Esquema de reducao de base

Em muitas aplicagoes a func¢ao a aproximar é diferente de zero apenas em uma parte pequena do
dominio. Nestas aplica¢bes podemos economizar muito espaco e tempo de processamento, usando
um esquema de reducdo de base. Um esquema deste tipo para um dominio ID consiste de

o Uma sequéncia finita de fungoes ¢1, @9, - - - , ¢y, linearmente independentes, que chamaremos
de pré-base, sendo cada ¢; uma funcao de D para R.

o Um algoritmo de redugao que determina uma subsequéncia da pré-base ¢,
¢:¢17¢2a"'a¢n~

Uma aproximagao dentro deste esquema é uma combinagao linear
5= Z Qg Or, (8.1.1)
k=1

sendo cada @, um coeficiente real. O problema computacional inclui portanto a escolha da base
gg, além da determinacao dos coeficientes &y, - - -, Q.

A principal vantagem de uma base menor é que o célculo da fungao § pela féormula (8.1.1)
fica mais eficiente. Além disso, o custo de armazenar a base reduzida gg e os coeficientes @ é
proporcional ao tamanho n da base reduzida. Como veremos no Capitulo 10, reducao de base
também é um passo essencial na escolha de bases multi-escala.

Algoritmos de redugao de base sao indicados quando se espera que a base gg seja muito menor
que a pré-base ¢. Tipicamente, isso ocorre quando a funcdo f é praticamente nula numa regiao
grande Dy do dominio e os elementos da pré-base dual ¢* tem suporte essencialmente limitado.
Nestas condigoes, qualquer elemento ¢; tal que o suporte de ¢ estd inteiramente contido em Dy
pode ser eliminado sem afetar muito o erro de aproximacao. Em geral, a reducao da base é ineficaz
quando os elementos da base dual ¢* nao tem suporte limitado.

Nos esquemas que consideramos nesta tese, a pré-base ¢ é fixada independentemente da fun-
c¢do f a aproximar e deve ser linearmente independente em relagdo aos pontos de amostragem
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P1, P2, - - -, pn usados. Na versdo discreta do problema (vide Capitulo 6) isto significa que a matriz
da pré-base A, com A;; = ¢;(pi), i € {1,---,N} e j € {1,---,m}, precisa ter posto m. Como
observamos no Capitulo 6, o nimero m de elementos da pré-base ¢ nao pode exceder o niimero N
de pontos de amostragem.

8.2 Critério para reducao de base

Em um esquema de reducdo de base, o critério de menor erro do método MQ nao é mais
adequado, pois em geral o erro minimo é obtido quando (;AS = ¢. Tipicamente, quando se considera
este tipo de esquema, o objetivo é um meio-termo entre minimizar alguma medida do residuo
f — s e minimizar o tamanho n da base reduzida gg Por exemplo, pode-se especificar que alguma
medida de f — s ndo ultrapasse um valor €,,., dado, e que n seja o menor possivel satisfazendo
essa condicao.

Se o residuo f — s fosse medido com uma norma hilbertiana ||-||¢ e se a pré-base ¢ fosse
ortonormal em rela¢do ao produto (-, )¢, entdo a aproximagao étima com qualquer subconjunto (;AS
de ¢ teria os mesmos coeficientes da aproximacio 6tima calculada com a pré-base toda ¢; e a menor
base reduzida 5 que proporciona ||f — s||¢< €max seria obtida eliminando-se os elementos ¢; da
pré-base em ordem crescente de |a;|, enquanto a norma euclidiana dos coeficientes «; eliminados
fosse menor que €y ay.-

Infelizmente as bases tensoriais que usamos nesta tese nao sao ortogonais em geral. Além disso,
esta propriedade nao vale se a norma ||-||¢ usada para medir o residuo nao ¢ hilbertiana, como
II|loo- Nestas circunsténcias, a escolha dentro da familia ¢ da menor base 6 que satisfaz a condicao
IIf — s|le< €max € um problema muito dificil. Em geral ndo ha algoritmo eficiente para encontrar
tal base.

Uma saida, que usaremos nesta tese, é calcular uma aproximagao inicial s por qualquer método
que for conveniente, e em seguida descartar termos da somatéria de s (3.4.1) enquanto isso nao
aumentar demasiadamente o erro. Neste capitulo descreveremos uma heuristica para efetuar tal
descarte, que na pratica, geralmente fornece uma base reduzida QAS de tamanho razoavel, embora
nem sempre minimo. Para medir o residuo f — s, esta heuristica usa a norma uniforme ||-||.

8.3 Heuristica de truncamento

A heuristica que adotamos no algoritmo de redugdo de base examina os elementos de ¢ em
ordem crescente de seu efeito esperado no erro de aproximacao e descarta sucessivamente os que
menos contribuem para a aproximacao, desde que o critério de aproximagdo acima seja satisfeito
. Esta idéia é formalizada pelo algoritmo Reduz abaixo. Os dados para esse algoritmo sao:

+ a pré-base ¢ na forma discreta (a matriz N x m A com A;; = ¢;(pi)),

* 0s coeficientes oy, ag, .. ., ay, de uma aproximacdo inicial s = 377" | a;¢; da fungao objetivo
f nessa pré-base,

e oresiduo e = f — s = f — Aa também na forma discreta (um vetor de N componentes),
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e uma tolerancia €y, > 0.

O algoritmo Reduz devolve uma base ¢ = (gg bo ..., (;Aﬁn) (que é um subconjunto da pré-base ¢) e
um vetor de coeficientes @y, s, ..., &, (que é o sub-vetor de a correspondente a qb) O algoritmo
garante que a aproximacgao o residuo f = f — 5§ = f — >, QxS satisfaz o seguinte criterio, para

todo ponto de amostragem p;:
e S€ ’€z|§ €max entao |é\z‘§ €max;
o se |€;]> €max, entado &< |e;.

Ou seja, a aproximacao reduzida § pode aumentar o erro |e;| em cada ponto, desde que néo
utrapasse €pay; €, se em algum ponto o erro ja for maior que €y, convencionamos que esse erro
nao pode aumentar.

Algoritmo 8.1. Procedimento Reduz(, v, €, €max)

1. Calcule os valores de §; = |o||| ¢l Para j =1,---,m.
2. Para cada indice j em 1,...,m, em ordem de ¢; crescente, faca:

3. Se d; > 2€pax VA para o passo 6.
4. Se para todo ¢ temos |€|< €max € |6 + ;)< €max, OU |€]> €max €
le; + a;0(pi)|< |e;| entdo faga:
5. e e+ a;0;; aj < 0.
6. Devolva a base gg que consiste dos elementos ¢; com a; # 0, e os respectivos coeficientes

~

a.

E facil ver que a saida do algoritmo Reduz satisfaz o critério acima. A condicdo d; > 2€max NO Passo
3 é usada para evitar o teste de elementos que, quase certamente, ndo poderao ser eliminados.

O custo da heuristica Reduz ¢ dominado pelo calculo dos valores d; no passo 1, pelo teste do
passo 4 e pelo ajuste do residuo e no passo 5. O custo do passo 1 é proporcional a m/N. Note
que a ordenagao dos valores d; no passo 2 tem custo proporcional a mlogm, que é geralmente
desprezivel. Cada iteragdo dos passos 4 e 5 tém custo proporcional a N; como o nimero de vezes
que esses passos sao executados é no maximo m, seu custo total, e portanto o custo total de Reduz,
¢é limitado por uma constante vezes mN.

Esta heuristica nao obtém necessariamente a solugdo 6tima, porque a eliminagdo de um ele-
mento pode afetar a decisdo de eliminar outros elementos seguintes. Observe também que, se
algum elemento da base ¢ ¢ eliminado, os coeficientes o; geralmente nao serao mais 6timos em
relagdo & base remanescente. Portanto, a base qg obtida por Reduz serd geralmente maior do que
a base 6tima (a menor base contida em ¢ que permite erro menor que €y,y), pois o erro estimado
€* serd geralmente maior do que a norma do residuo da aproximagcao com coeficientes o 6timos.

69



70



Capitulo 9

Testes do algoritmo de aproximacao
Adaptativa

Neste capitulo apresentamos testes da heuristica de aproximagao adaptativa Reduz usando pré-
bases tensoriais uniformes com varias fungoes-mae. Para estes testes usamos uma grade uniforme
de amostragem, para maior eficiéncia e para tornar as conclusoes menos dependentes dos dados.

9.1 Funcgoes exemplo

Para analisar o desempenho do algoritmo Reduz nas pré-bases escolhidas, vamos utilizar quatro
fungdes objetivo denotadas por fo, fo, fo e fr, definidas a seguir. Em cada caso, mapeamos o
dominio D = [0, L]? para o dominio natural das funcdes objetivo [—1/2,1/2] x [—1/2,1/2] pelas
formulas X = (z/L) —1/2 e Y = (y/L) — 1/2, sendo (X,Y) os argumentos naturais da fungao
objetivo e (x,y) o ponto de D.

As funcoes fo, fc e fr nao sdo nulas na fonteira de D, e portanto apresentam descontinuidades
de valor e/ou derivada nessa fronteira quando consideramos D com topologia toroidal. Entretanto
a descontinuidade é muito pequena e nao afeta os testes. Vale notar que estas funcgoes de teste nao
pertencem ao espaco F usado no Capitulo 7.

9.1.1 Funcao fp

A funcao fo (“ondinhas”) é uma variante do elemento de Gabor [19], isto é, uma onda senoidal
bidimensional modulada por um sino gaussiano,

Fo(X, V) = exp(—}lz(XQ +V2) cos((FuX + F,Y)), (9.1.1)

sendo R = 0.015, F, = 10 e I}, = 5. Esta funcao é continua e diferenciavel em todas as ordens
exceto na fronteira de ID, onde seu valor absoluto é menor que 6 x 107%. Veja a Figura 9.1.
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Figura 9.1: A funcao de teste fo.

9.1.2 Funcao f¢

A fungao fo (“cratera”) consiste de um pico central fo(X,Y’) cercado por uma parede circular
fl (X, Y)

fC(X, Y) = Hof(](X, Y) + H1f1<X, Y), (912)
sendo
B 0 se X?+Y?> 82
fo= { (1—v)? caso contrario (9.1.3)
e
0 se X24+Y?2< S, 0uX?4+Y2%2>5,
fi= (9.1.4)
4du(l — u) caso contrario
em que
X2 4+Y? X2 471?53
V= e U= ——g———
S8 S5 — St

Os coeficientes sao Sy = 0,1196, S; = 0,2208, Sy, = 0,4232, Hy = 1,0 e H; = 0,5. Esta funcao é
identicamente nula perto da borda de D, e tem descontinuidade nas derivadas de segunda ordem
nos circulos de raios Sy, S7 e Sy. Veja a Figura 9.2.
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Figura 9.2: A funcao de teste fc.

9.1.3 Funcao fr

A funcado fr, definida por Franke [23], é um exemplo popular em estudo de aproximagao. Veja
a Figura 9.3. Ela é a soma de quatro sinos guaussianos bidimensionais,

=3 e (M g (XIEZ by, (9.15)

U (%73

O coeficiente R vale 0,017. As amplitudes ¢, as médias a, by e os desvios, ug, vp da funcao de
Franke estao especificados na Tabela 9.1.3.

Tabela 9.1: Parametros da funcao de Franke
k CL Qg bk U Vi
3/4 1212 V2 V2
3/4 [ -1]-1|7/v/2]10/v2
121 71]3] V2 V2
/5004 | T 1/V2 ] 1/V2

=W N~

A func¢ao Franke é continua e diferencidvel em todas as ordens exceto na borda de D onde sua
valor absoluto é menor que 3 x 10714,
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05 05
Figura 9.3: A funcao de Franke fr em dois angulos diferentes .

9.1.4 Fungao fg;

A fungdo fo (“galdxia”) é uma lombada em espiral definida pela férmula,

fo = g(X,Y)sen(t) (9.1.6)
sendo
Y seu <1
1 — )21+ v?
9(X,Y) = (1-u)
0 caso contrario,
X2 +Y? S?
U= ————" v = —.
R? Ry

t:<1(y,m)—|—R2@ S=\/R}+X2+Y2
T

Os parametros sao Ry = 0,05, R; = 0,45 e Ry = 15. Esta funcio ¢é identicamente nula perto da
borda de D, e tem descontinuidade nas derivadas de segunda ordem no circulo de raio R;. Veja
Figura 9.4.
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Figura 9.4: Duas vistas da funcdo de teste fg.

9.2 Resultados dos testes

Nesta secdo, mostramos o resultado obtido com o algoritmo de aproximacio adaptativa do
capitulo 8 com as fungoes de teste da Secdo 9.1 e pré-bases uniformes baseadas nas fungdes-mae
¢ (gaussiana), f,, ®F, (pulsos de Wendland), 05, @5, ¥} e ®F (pulsos B-spline).

Para estes testes, como no Capitulo 7 usamos um dominio toroidal bidimensional quadrado
D = [0, L] x [0, L], e uma grade de elementos uniforme com 7" x T centros, sendo L = T'. Portanto,
a pré-base ¢ tem m = T? elementos com espacamento ¢ = 1 nos dois eixos. Para calcular a apro-
ximagao usamos o método minimos quadrados com uma grade uniforme de pontos de amostragem
P1, P2, .-, PN COM K X Kk = 3 X 3 pontos por célula (N = T?k? pontos no total).

Realizamos quatro séries de testes, com €pax =0,005 € €pax = 0,0025, ¢ T = 40 (m = 1600
elementos, N = 14.400 pontos de amostragem) e T' = 50 (m = 2500 elementos N = 22500 pontos).
Os resultados desses testes estdo apresentados nas Segoes 9.2.1 a 9.2.7. Eles estdo resumidos nas
Tabelas 9.2 a 9.5 e discutidos na Segao 9.3.

9.2.1 (Gaussiana

A seguir, temos exemplos de aproximagoes das fun¢des acima relacionadas, usando a funcao-
mée gaussiana ®¢ com raio p = 1,1. Veja as Figuras 9.5, 9.6, 9.7 € 9.8.
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funcao elemento 780 tipo 9 (unif)

00 00

erro da funcao (unif)

00 () 5

aproximacao da funcao (adap) erro da funcao (adap)

Figura 9.5: Aproximacio adaptativa da funcdo fo com funcdo-mae gaussiana ®“ e 5 = 1,1, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fo, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacgao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
<$. Em baixo, a aproximag¢do com base reduzida (5 e o erro de aproximagcao correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 9 (unif)

'llll////

o

i
' 'ooo"v\“‘\\‘

erro da funcao (unif)

aproximacao da funcao (adap) erro da funcao (adap)

| Hm‘w;'w

Figura 9.6: Aproximacdo adaptativa da funcio fo com funcdo-méae gaussiana ®% e p = 1,1, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fc, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
(E. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida 5 e o erro de aproximagao correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 9 (unif)

00 00

erro da funcao (unif)

00

aproximacao da funcao (adap) erro da funcao (adap)

/lé\\
25N
,/‘0’\\\\\‘
i

Figura 9.7: Aproximacdo adaptativa da funcio fr com funcdo-méae gaussiana ®“ ¢ p = 1,1, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fr, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
(E. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida 5 e o erro de aproximagao correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 9 (unif)
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Figura 9.8: Aproximacdo adaptativa da funcio fs com funcdo-méae gaussiana ®“ e p = 1,1, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fg, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
(E. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida (Z e o erro de aproximagao correspondente.
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9.2.2 Pulsos Wendland <I>§,2

A seguir, temos exemplos de aproximagoes das fun¢des acima relacionadas, usando a funcao-
mae pulso de Wendland @52 com raio p = 3,5. Veja as Figuras 9.15, 9.15, 9.15 e 9.15.

funcao elemento 780 tipo 2 (unif)

00

erro da funcao (unif)
. centros dos elementos (adap)

40
35
30

25

00 0

funcao erro da funcao (adap)

Figura 9.9: Aproximacao adaptativa da fungdo fo com fungdo-mae pulso de Wendland <I>§72 e
p =3,5, com T" = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fo, e um elemento tipico ¢} da
pré-base. No meio, o erro de aproximagao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos

da base reduzida ¢. Em baixo, a aproximacdo com base reduzida ¢ e o erro de aproximagao
correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 2 (unif)

00

erro da funcao (unif)
centros dos elementos (adap)

Figura 9.10: Aproximagao adaptativa da funcdo fco com fungdo-mae pulso de Wendland <I>§2 e
p =3,5, com T' = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fc, e um elemento tipico ¢} da
pré-base. No meio, o erro de aproximagao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos

da base reduzida ¢. Em baixo, a aproximacdo com base reduzida ¢ e o erro de aproximacgao
correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 2 (unif)

00

erro da funcao (unif)
centros dos elementos (adap)

0o 0 5 10 15 20 25 30 3 40

aproximacao da funcao (adap) erro da funcao (adap)

Figura 9.11: Aproximagado adaptativa da funcdo fr com funcdo-mae pulso de Wendland (1)5,2 e
p =3,5, com T' = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fr, e um elemento tipico ¢; da
pré-base. No meio, o erro de aproximagao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos

da base reduzida ¢. Em baixo, a aproximacdo com base reduzida ¢ e o erro de aproximagao
correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 2 (unif)
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Figura 9.12: Aproximacao adaptativa da funcdo fg com funcao-mae Wendland <I>§2 e p =3,5, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fg, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
(E. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida (Z e o erro de aproximagao correspondente.
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9.2.3 Pulsos Wendland CIDEA

A seguir, temos exemplos de aproximagoes das fun¢des acima relacionadas, usando a funcao-
mae pulso de Wendland <I>§4 com raio p = 4,5. Veja as Figuras 9.16, 9.16, 9.16 e 9.16.

funcao elemento 780 tipo 8 (unif)

00

erro da funcao (unif)
centros dos elementos (adap)

00 0 5 10 15 20 25 30 35 40

funcao erro da funcao (adap)

Figura 9.13: Aproximagao adaptativa da funcdo fo com fungdo-mae pulso de Wendland (I>§4 e
p =4,5, com T' = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fo, e um elemento tipico ¢; da
pré-base. No meio, o erro de aproximacido com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos
da base reduzida (b Em baixo, a aproximacao com base reduzida (b e o erro de aproximacao
correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 8 (unif)

'llll////

o

i
' 'ooo"v\“‘\\‘

00

erro da funcao (unif)
centros dos elementos (adap)
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40
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Figura 9.14: Aproximacao adaptativa da funcio fo com funciao-mae Wendland ®f 54 € p =45, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fc, e um elemento tipico ¢7 da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
(E. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida 5 e o erro de aproximagao correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 8 (unif)

00

erro da funcao (unif)
centros dos elementos (adap)

0o 0 5 10 15 20 2 30 3 40

aproximacao da funcao (adap) erro da funcao (adap)

Figura 9.15: Aproximagao adaptativa da funcdo fr com funcdo-mae pulso de Wendland ®§4 e
p =4,5, com T' = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fr, e um elemento tipico ¢; da
pré-base. No meio, o erro de aproximagao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos

da base reduzida ¢. Em baixo, a aproximacdo com base reduzida ¢ e o erro de aproximagao
correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 8 (unif)
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Figura 9.16: Aproximacao adaptativa da funcdo fg com funcao-mae Wendland <I>§4 e p =4,5, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fg, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
(E. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida (Z e o erro de aproximagao correspondente.
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9.2.4 Funcdo-mae B-splines )

Para a B-spline de grau 2, temos exemplos de aproximagoes de fungoes usando p = 1,0. Veja
as Figuras 9.17, 9.18, 9.19 e 9.20.

funcao elemento 780 tipo 6 (unif)

00

erro da funcao (unif
(unif) centros dos elementos (adap)

/Il’}:{‘»'v’!h

)
I;’Q, 20

00 % 5 10 15 20 25 30 35 40

funcao erro da funcao (adap)

Figura 9.17: Aproximagao adaptativa da fungdo fo com fungio-mae B-spline ®5 e p =1,0, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fo, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
qg. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida gg e o erro de aproximagcao correspondente.

88



funcao elemento 780 tipo 6 (unif)

00

centros dos elementos (adap)

40

Figura 9.18: Aproximacdo adaptativa da funcdo fo com funcio-mae B-spline ®5 e p =1,0, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fc, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
(E. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida 5 e o erro de aproximagao correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 6 (unif)

00

erro da funcao (unif)
centros dos elementos (adap)

0o 0 5 10 15 20 25 30 3 40

aproximacao da funcao (adap) erro da funcao (adap)

Figura 9.19: Aproximacdo adaptativa da funcdo fr com funcio-mae B-spline ®5 e p =1,0, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fr, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
(E. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida 5 e o erro de aproximagao correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 6 (unif)
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Figura 9.20: Aproximacdo adaptativa da funcdo fg com funcio-mae B-spline ®5 e p =1,0, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fg, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
(;Aﬁ. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida (Z e o erro de aproximagao correspondente.
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9.2.5 Funcao-mae B-splines <I>§

Para a B-spline de grau 3, temos exemplos de aproximagoes de fungoes usando p = 1,0. Veja
as Figuras 9.21, 9.22, 9.23 e 9.24.

funcao elemento 780 tipo 12 (unif)

00 00

erro da funcao (unif
(unif) centros dos elementos (adap)

0o 0 5 10 15 20 25 30 35 40

funcao erro da funcao (adap)

Figura 9.21: Aproximagao adaptativa da fungdo fo com fungio-mae B-spline ®§ e p =1,0, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fo, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
qg. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida gg e o erro de aproximagcao correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 12 (unif)
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Figura 9.22: Aproximacdo adaptativa da funcdo fo com funcio-mae B-spline ®5 e p =1,0, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fc, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
(E. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida 5 e o erro de aproximagao correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 12 (unif)

00

erro da funcao (unif)
centros dos elementos (adap)

0o 0 5 10 15 20 25 30 3 40

aproximacao da funcao (adap) erro da funcao (adap)

Figura 9.23: Aproximacdo adaptativa da funcdo fr com funcio-mae B-spline ®5 e p =1,0, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fr, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
(E. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida 5 e o erro de aproximagao correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 12 (unif)
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Figura 9.24: Aproximacdo adaptativa da funcdo fg com funcio-mae B-spline ®5 e p =1,0, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fg, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
(;Aﬁ. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida (Z e o erro de aproximagao correspondente.
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9.2.6 Funcdo-mae B-splines @

Para a B-spline de grau 4, temos exemplos de aproximagoes de fungoes usando p =1,0. Veja
as Figuras 9.25, 9.26, 9.27 e 9.28.

funcao elemento 780 tipo 14 (unif)

00 00

erro da funcao (unif
(unif) centros dos elementos (adap)

0o 0 5 10 15 20 25 30 35 40

funcao erro da funcao (adap)

Figura 9.25: Aproximagao adaptativa da fungdo fo com fungio-mae B-spline ®§ e p =1,0, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fo, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
qg. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida gg e o erro de aproximagcao correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 14 (unif)
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Figura 9.26: Aproximacdo adaptativa da funcdo fo com funcio-mae B-spline ®§ e p =1,0, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fc, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
(E. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida 5 e o erro de aproximagao correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 14 (unif)

00

erro da funcao (unif)
centros dos elementos (adap)
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aproximacao da funcao (adap) erro da funcao (adap)
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Figura 9.27: Aproximacdo adaptativa da funcdo fr com funcio-mae B-spline ®§ e p =1,0, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fr, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
(E. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida 5 e o erro de aproximagao correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 14 (unif)
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Figura 9.28: Aproximacdo adaptativa da funcdo fg com funcio-mae B-spline ®§ e p =1,0, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fg, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
(;Aﬁ. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida (Z e o erro de aproximagao correspondente.
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9.2.7 Funcao-mae B-splines CIDE

Para a B-spline de grau 5, temos exemplos de aproximagoes de fun¢oes usando p =1,0. Veja
as Figuras 9.29, 9.30, 9.31 e 9.32.

funcao elemento 780 tipo 15 (unif)

00

erro da funcao (unif
(unif) centros dos elementos (adap)
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aproximacao da funcao (adap) erro da funcao (adap)

Figura 9.29: Aproximagdo adaptativa da fungdo fo com fungio-mae B-spline ®% e p =1,0, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fo, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
qg. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida gg e o erro de aproximagcao correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 15 (unif)

'llll////
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00

erro da funcao (unif)
centros dos elementos (adap)

‘ Lﬂl !‘} ‘ il
ny ‘I J)Mp'uf“tk

40

00

aproximacao da funcao (adap)

\‘t\\“‘«‘\“‘vm\ Ty

l'lllW i w‘"\\ T

Figura 9.30: Aproximacdo adaptativa da funcdo fo com funcio-mae B-spline ®2 e p =1,0, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fc, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
(E. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida 5 e o erro de aproximagao correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 15 (unif)

00

erro da funcao (unif)
centros dos elementos (adap)

0o 0 5 10 15 20 25 30 3 40

aproximacao da funcao (adap) erro da funcao (adap)

Figura 9.31: Aproximacdo adaptativa da funcdo fr com funcio-mae B-spline ®% e p =1,0, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fr, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
(E. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida 5 e o erro de aproximagao correspondente.
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funcao elemento 780 tipo 15 (unif)
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erro da funcao (unif)
centros dos elementos (adap)

0o 0 5 10 15 20 25 30 3 40

funcao erro da funcao (adap)

0

"l ﬁ \\“ 'n
//, m\\\ m,,;
oo ‘“"““\\“\\\ "‘"f"'ll’ 7

Figura 9.32: Aproximacdo adaptativa da funcdo fg com funcio-mae B-spline ®% e p =1,0, com
T = 40 por minimos quadrados. No alto, a fungao fg, e um elemento tipico ¢; da pré-base. No
meio, o erro de aproximacao com a pré-base plena ¢, e os centros dos elementos da base reduzida
(;Aﬁ. Em baixo, a aproximagdo com base reduzida (Z e o erro de aproximagao correspondente.
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9.3 Discussao

Tabela 9.2: Tamanho n da base reduzida e seu tamanho 7 = n/m relativo a base completa, para
cada uma das funcoes de teste, com cada funcio-mae, para €n.c = 5 x 1073 e m = 40 x 40 = 1600.

fo fc Ir fa
Base n T n T n T n T
i 184 | 11% 1599 | 99% 1419 | 89% 1558 | 97%
CIJEQ 178 | 11% 1160 | 2% 289 | 18% 782 | 49%
CIDEA 174 | 11% 1352 | 84% 366 | 23% 832 | 52%
5 224 | 14% 760 | 47% 314 | 20% 848 | 53%
@g 208 | 13% 844 | 53% 299 | 19% 836 | 52%
5 188 | 12% 936 | 58% 293 | 18% 818 | 51%
e 194 | 12% 1016 | 63% 329 | 21% 818 | 51%

Tabela 9.3: Tamanho n da base reduzida e seu tamanho 7 = n/m relativo a base completa, para
cada uma das funcoes de teste, com cada funcao-mae, para ey = 2,5x 1073 e m = 40 x40 = 1600.

fo Jc fr fa
Base n T n T n T n T
s 208 | 208% 1600 | 64% 1499 | 60% 1572 | 63%
q>§72 216 | 9% 1260 | 50% 332 | 13% 982 | 39%
<I>15°74 204 | 8% 1492 | 60% 442 | 18% 1040 | 42%
5 256 | 10% 868 | 35% 357 | 14% 896 | 36%
5 250 | 10% 976 | 39% 354 | 14% 870 | 35%
5 240 | 10% 1060 | 42% 350 | 14% 858 | 34%
S 238 | 9% 1188 | 47% 391 | 16% 850 | 34%

Tabela 9.4: Tamanho n da base reduzida e seu tamanho 7 = n/m relativo a base completa, para
cada uma das funcoes de teste, com cada funcdo-mae, para €, = 5 x 1073 e m = 50 x 50 = 2500.

fo Jc Ir fa
Base n T n T n T n T
s 279 | 17% 2478 | 155% 1716 | 107% 1686 | 105%
@gQ 302 | 19% 1520 | 95% 457 | 28% 1240 | 7%
®§4 298 | 19% 1776 | 111% 490 | 31% 1258 | 79%
q>§ 352 | 22% 996 | 62% 523 | 33% 1340 | 84%
<I>§ 340 | 21% 1056 | 66% 508 | 32% 1314 | 82%
@2 322 | 20% 1116 | 70% 493 | 31% 1296 | 81%
<I>§’ 310 | 19% 1292 | 80% 484 | 30% 1290 | 81%
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Tabela 9.5: Tamanho n da base reduzida e seu tamanho 7 = n/m relativo a base completa, para
cada uma das funcoes de teste, com cada funciao-mae, para €= 2,5x1073 ¢ m = 50 x 50 = 2500.

fo fe fr fa

Base n T n T n T n T
i 326 | 13% 2494 | 99% 1920 | 7% 2042 | 82%
Cbgg 358 | 14% 1676 | 67% 533 | 21% 1384 | 55%
CIJE4 350 | 14% 2000 | 80% 579 | 23% 1410 | 56%

o5 412 17% | 1184 | 4T% 598 | 24% | 1393 | 56%
o5 396 | 16% | 1304 | 52% 584 | 23% | 1376 | 55%
oS 388 | 16% | 1428 | 57% 569 | 23% | 1358 | 54%
oS 386 | 15% | 1556 | 62% 564 | 22% | 1340 | 54%

Observamos nas Tabelas 9.2 a 9.5 que de modo geral, as fungoes-mae de suporte mais compacto
como <I)§2, D5, ®F, & e OF resultam em bases reduzidas bem menores que a pré-base. Por outro
lado, com a funcdo-méae gaussiana ®¢, as bases reduzidas sdo geralmente bem maiores especial-
mente para as func¢oes com detalhes pequenos como f, onde praticamente nenhum elemento pode
ser eliminado. Por outro lado, ndo ha diferenca nitida entre as fungoes polinomiais por partes,
neste aspecto.

A comparacgao entre as Tabelas 9.2 e 9.4, bem como entre as Tabelas 9.3 e 9.5, mostra que o
tamanho relativo n/m da base reduzida em relagao ao da pré-base nao aumenta quando o tamanho
m da pré-base aumenta (de 1600 para 2500, ou seja 56%). Por exemplo, para a funcao fg com base
<I>§’ e €max = D X 1073, 0 tamanho relativo da base reduzida manteve-se praticamente constante, de
818/1600 (51%) para 1290/2500 (51% ). Ja para a funcao fc a fragdo n/m diminuiu, de 1016/1600
(63%) para 1292/2500 (52% ), esse resultado ¢ esperado uma vez que a fracao n/m deve tender
no limite m — oo para a fracdo da area do dominio onde a fungdo objetivo é maior que €., em
modulo.

A mesma razio explica porque a reducdo da tolerdncia €.y, de 5 x 1072 para 2,5 x1073
tem efeito relativamente modesto no tamanho n da base reduzida, como pode ser constatado
comparando as Tabelas 9.2 e 9.3, bem como entre as Tabelas 9.4 e 9.5.
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Parte 111

Aproximacao adaptativa
multiescala
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Capitulo 10
Aproximacao hierarquica adaptativa

Neste capitulo consideramos uma técnica geral para aproximagdo multinivel adaptativa usando
bases tensoriais. Os métodos que veremos aqui sao interessantes quando a fun¢ao a aproximar é
suave (mas nao necessariamente nula) em uma grande regiao Dy do dominio D ou entdo quando
a densidade de amostragem varia bastante de uma regido para outra. Com esta técnica usamos
uma base menor e mais grosseira nas regioes onde f é suave (ou hd menos dados), e uma base
mais densa com elementos mais compactos apenas nas regioes onde ela é menos suave (ou hé mais
dados). Dependendo da fungao e das bases, esta abordagem pode resultar em enorme economia
de espaco e tempo.

10.1 Pré-base hierarquica

Para esse fim, introduzimos o conceito de pré-base hierdrquica que é uma sequéncia infinita de
niveis. Cada nivel [ é uma base de aproximacao. O dominio ID é o mesmo para todos os niveis;
como no resto da tese, vamos supor que D é uma caixa [0, L1] X [0, Ly] X - - - X [0, Lg] com topologia
toroidal. Na pratica usamos um numero finito de niveis lyuin, lmin + 1, lmin + 2, -+ + , lmax-

De modo geral, o espaco AW gerado por cada nivel ¢) permite aproximar detalhes menores
que o do nivel ¢!~V Em muitos trabalhos sobre aproximacao multi-nivel (como Castros [12] e
Miiller [50]), supde-se que os espacos A®Y de niveis diferentes sdo linearmente independentes, ou
mesmo ortogonais. Nesta tese ndo exigimos essa condi¢do, o que nos permite maior liberdade na
escolha das bases ¢,

10.1.1 Niveis uniformes

Nesta tese vamos considerar, especificamente, pré-bases onde cada nivel ¢) é uma base uni-

forme como definida no Capitulo 7. Assim, em cada nivel [ os centros estao dispostos em uma
L. . , l

grade regular de centros no dominio toroidal ) com um certo ntimero Qg) de centros ao longo

de cada eixo i. O espagamento dos centros é portanto CZ-(” =L;/ QZ(-Z) em cada eixo i. O fator de
escala pgl) de cada elemento na direcdo i é por definicao ﬁ{i(l) =pL;/ QEZ), sendo p um raio relativo
fixo comum a todos os niveis (por exemplo, o raio relativo 6timo determinado no Capitulo 7). O
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elemento genérico do nivel [ tem portanto a forma
o9 () H o (w; — ), (10.1.1)

sendo &)Z@ a fungdo-mae repetida pela Férmula (7.1.2) com fator de escala p; = ﬁg(l) e periodo
Q" /p, isto é

B0 = o) < a5 L)

pz p

10.1.2 Hierarquia

Nesta tese consideramos bases multiniveis com a chamada hierarquia quadtree, em que
QZ(»Z) = 2. Ou seja, a malha mais grosseira tem le) = S) = ... = Qg) = 1, e, ao passar-
mos de um nivel [ para o nivel seguinte [ + 1, todos os parametros le) dobram. Vale notar que,
com estas defini¢des ndo ha coincidéncia entre os centros de niveis diferentes.

No decorrer de nossas pesquisas testamos também malhas diddicas [29] em substituigao as
malhas quadtree, mas os resultados nao mostraram conclusivamente sua vantagem, e portanto
optamos por deixar essa investigagao para o futuro.

10.2 Aproximacao multinivel adaptativa

Se todos os elementos de todos os niveis fossem linearmente independentes, ou seja,
AD N A® = [0} sempre que | # k, entdo poderiamos pensar em tratar todas as bases ¢!
com lpin < I < l,ax como uma unica base, e aplicar o método minimos quadrados com ela. Po-
rém, para muitas das fun¢ées-mae que usamos, os niveis nao sao linearmente independentes. Pelo
contririo, para certas fungoes-mae (como ®F), o espaco das fungdes aproximadoras de cada nivel
esté contido no espaco do nivel seguinte: ou seja, AY c A® c .... Em particular, com esta
funcdo-maée, a funcio constante f(p) = 1 pertence a todos os espacos AY.

Assim, na aproximacao de uma funcdo por uma pré-base hierdrquica ¢, é preferivel calcular
a aproximacdo 6tima um nivel por vez, em ordem crescente de seu indice [; sendo que, em cada
etapa, usamos apenas a pré-base ¢(!) para aproximar a funcao f®) que é o residuo das aproximacoes
anteriores. As aproximacoes parciais s) obtidas em cada nivel devem entdo ser somadas para obter
a aproximacao final.

Este método, pode ser formalizado pelo algoritmo ApHAd abaixo (que serd melhorado no
restante deste capitulo):
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Algoritmo 10.1. Procedimento ApHAd(limin, lmaxs €max, f> @)

Lo s 0n; 6 ()50 (),

2. paral=lpmn, lmin +1..., lhax,

se | = L, faca fO « f, sendo fO + gl-b:
se ||f(l)||oo< €max, V& para o passo 11. Senao,
a®D — C(fO, p0): 5O >, a§l)¢§l)_

e O — 5O,

((E(l), a) < Reduz(¢oW, ), eW enay);

50— S, Ardn.
20 fO _ 30,

10. s+ s5+50; ¢ - 00; a«+—a-ab.

© 0 N3 G w

11. retorne qb, Q.

Neste algoritmo, C é um operador de aproximacao arbitrario, como o método de minimos
quadrados definido no Capitulo 3; que, dado o residuo corrente ), devolve os coeficientes a¥) da
sua aproximacao s) na pré-base ¢ do nivel I. Reduz é um método de reducao de base, como
o que descrevemos no capitulo 8; que, dada a pré-base ¢, os coeficientes o e o residuo e,
devolve um subconjunto (E(l) de ¢ e os coeficientes correspondentes at®).

A aproximacao final s é a soma das aproximagoes reduzidas parciais §ltmin) 4 gbmint1) 4 +§(lmﬂx)
que é a combinagao linear da concatenagao qzﬁ de todas as bases reduzidas gzﬁ(lmm gzﬁ(lmmH) gb(l"‘a")
com os respectivos coeficientes @bmin) . gllmint1) ... .. Qlbmax)

Observe que o tamanho do suporte dos elementos da base, e especificamente da base dual
(Segao 3.5.2), tem grande impacto na eficiéncia dos algoritmos de aproximagao adaptativa.

10.3 Reducao prévia da pré-base

O algoritmo ApHAd nao é muito eficiente como descrito, pois exige a determinagdo de uma
aproximacao a na base ¢ que tem 2% elementos. Isto é impraticiavel mesmo para problemas em
dimensdo d = 2: uma malha de nivel [ = 7, por exemplo, tem 128 x 128 = 24 = 16.384 elementos,
e portanto o algoritmo ApHAd teria que resolver um sistema de tamanho 16384 x 16384. Para
transpor este obstdculo, a cada repeticio do passo 5 usaremos apenas um subconjunto ¢) da base
uniforme ¢, que consiste dos elementos que provavelmente serdo necessarios para reduzir a norma
||I|lc do residuo corrente. Esta estratégia esté descrita no algoritmo ApHAdI abaixo.
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Algoritmo 10.2. Procedimento ApHAdI(f, €max lmax)
1. s+ 0n: <« ();a+ ().
2. para ! = {lnin, lnin + 1, - - -, Lmax -

3. Sel = Iy, faca fU « f; senao fU « el=b,
escolha um subconjunto ¢ de ¢ adequado para f®.
se ¢V & vazia, v para o passo 12. Sendo,
a® —c(fo, QE(I)); 50 Y, dglkgy).
el O _ 50,

(B0,60) + Reduz(@V, 60, 80, e
50« 3, .
10. e® «— O 350,
11. s+ 5+50; 6 ¢- 00, a«— a-ab.

12. retorne gg, Q.

© 0N e O

10.3.1 Escolha da pré-base reduzida

A inovacéo principal do algoritmo ApHAdI estd no passo 5, onde a pré-base ¢ é reduzida
para uma base menor (;5 antes de calcular a aproximagao étima passo (6). Para este fim, usa-
mos a seguinte heuristica. Como no Capitulo 7, dividimos o dominio D em células retangulares
¢, . ..., ¢, centradas nos centros ¢, ¢y, . . . , ¢ de cada elemento ¢). Em cada célula €; calcu-
lamos o erro maximo,

eV = max{|fO(py)|: k € P},

parai=1,2,...,m, sendo que P; é o conjunto de indices k dos pontos de amostragem p; que estao
dentro da célula €;. Se nao ha nenhum ponto de amostragem na célula, 5§l) é zero por defini¢ao.
Diremos que as células €; com &; > €., S0 criticas.

Na base ¢ precisamos colocar elementos suficientes para cobrir todas as células criticas; isto
é, cada célula critica deve estar dentro do suporte de algum elemento de ¢®. Nesta tese tomamos
todos os elementos de ¢() cujos centros estdo em células criticas. (Outra opcao seria colocar
os elementos cujo suporte contém uma célula critica, mas experiéncias mostram que esta opcao
resulta em bases maiores no final).

Em qualquer opcao, definimos as células relevantes Ry, Ro, . . ., R, como sendo as células que in-
terceptam os suportes dos elementos U, Observe que, mno passo 10,
/@)oo= max{e; : i = 1,...,m}. Este erro é maior que ey, se e somente se existe alguma

célula critica. Observe também que, apds o passo 10, a combinagdo 5 = > djgz;j é zero em qualquer
célula que ndo seja relevante. Logo, nas células nao relevantes f((p;) serd igual a fU=1(p;); e,
portanto, nessas células o erro maximo permanecera menor que €,... A esperanca é que os residuos
é) em todas as células relevantes (e portanto, nas células criticas) tenham norma ||-||o, menor que
€; depois dos passos 8 e 10.

Podemos acelerar ainda mais este algoritmo observando que uma célula (’:§-l+1) do nivel [ +1

pode ser critica apenas se ela intercepta uma célula relevante 9%5” do nivel [, pois nas células do
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nivel [ que néo sdo relevantes o erro é menor que €pay € 0s valores de e*1 sio iguais a ) nessas
células. Além disso, nos passos 6 a 8 podemos ignorar todos os pontos de amostragem que nao
estao nas células relevantes.

Estas idéias estdo formalizadas no algoritmo ApHAd2 abaixo. Observe que no calculo de @) a
matriz A de base ¢) s6 precisa ser calculada nos pontos p; que estdo nas células RO, pois o erro
em todos os outros pontos nao depende do vetor & e portanto nao afeta o calculo do mesmo.

Os conjuntos de células 4® (células do suporte dos elementos de ¢ cujos centros estdo em
M) ndo sao usados no algoritmo; eles servem apenas para analisar seu desempenho. Pode-se
verificar que UCH) C URO € URO C Ut em todas iteragao. Ou seja, a regiao coberta pelas
células do conjunto 4% vai diminuindo a cada iteracdo enquanto que a regidgo UC® pode aumentar
temporariamente. Além disso, verifica-se que Utt) C uyt—b ye® C Ui%(l_l), embora U¢®) nem
sempre esteja contido em UE!—D ¢ UR® nem sempre esteja contido em UR(D,

Algoritmo 10.3. Procedimento ApHAd2(f, €max, lmax, D)

1. RUmin—1) (todas as células da malha completa de nivel [y, — 1);
2. Ylmin-1) ¢ gRlmin=1).
3. 54 0n; ¢ (); @ ();
4. paral = {lnin, lnin + 1, - - -, lmax -
5. Sel=lnm, faca f® « f, sendo fO « el=b:
6. €U « todas as células do nivel [ que estdao contidas nas células de R~ e nas quais
h& pontos p; em que |f©(p;)|> €max-
7. se ¢ ={} | vé4 para o passo 17.
8. C(o)nstroi a base Qg(l) que consiste dos elementos de ¢ cujas células centrais estdao em
e,
9. @b« C(f0,40); 30 « ¥, a;0;.
10. &0 « fO 50,
11. (¢, a0) < Reduz(¢®,a®, D epay):;
12. 30 «— S, Aoy
13. e® « O 350,
14. q€<—$-$(l); A<+ a-al; s« s+350.
15. ®R® « (células do suporte de todos os elementos de p) U €0,
16. 4O « (células do suporte dos elementos de ¢!) cujos centros estdo em RY).

17. devolva (5, a.
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Capitulo 11

Testes com aproximacao hierarquica
adaptativa

Neste capitulo apresentamos testes do nosso método de aproximacao hierarquica adaptativa
com pré-base tensorial uniformes parcial (algoritmo ApHAd2). Como no Capitulo 9, usaremos
primeiramente uma grade regular de pontos de amostragem para obter comparagoes mais signifi-
cativas e maior eficiéncia computacional.

Para estes testes, usamos um dominio bidimensional quadrado D, ou seja, uma caixa
[0,7] x [0,T] com topologia toroidal, isto é, L; = Ly = T, fixando arbitrariamente 7" = 8. Como
explicado na Secdo 10.1, em cada nivel a pré-base ¢ é um subconjunto de uma base uniforme ¢
com 2! x 2! elementos (portanto, com passo () = T'/2! nos dois eixos). O nivel inicial é Iy, = 3,
e portanto base completa ¢min) tem 23 x 23 = 64 elementos. O nivel maximo é I, = 8, para
o qual a base completa ¢max) teria 2% x 28 = 65.536 elementos. Usamos o método dos minimos
quadrados com uma grade regular de pontos de amostragem de 28 x 28 pontos, ou seja, um ponto
por célula no nivel maximo.

O método de tratamento de anomalias (Secao 6.4) foi usado em cada nivel com o intuito de
obter uma boa aproximacao para os detalhes escala correspondente, ignorando detalhes de escalas
mais finas como se fossem anomalias.

As fungoes objetivo que usamos nestes testes sdo as mesmas do Capitulo 9, e as fungoes-
mée que utilizamos sdo os pulsos Wendland ®%, e <I>§4, os pulsos B-splines @5, @3, ®f e @3,
que deram resultados satisfatorios naquele capitulo. A tolerdncia de erro em todos os testes foi
emax = 2,0x1073. Note que em alguns casos o algoritmo nao conseguiu satisfazer o critério de erro
com lp.x = 8.

As Figuras 11.1 a 11.8 mostram a distribuicao dos centros da base reduzida qg(l) em cada nivel,
para algumas combinagoes de fungdo-mae e funcao objetivo. Os resultados de todos estes testes
estao resumidos nas Tabelas 11.1 a 11.4, na discussao final (Secao 11.1).
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11.0.2 Funcao teste “ondinhas” - fp

L
* "“

Figura 11.1: Centros dos elementos da aproximacao hierdrquica adaptativa da func¢ao fo com
funcao-mae pulso de Wendland (@&) pelo algoritmo ApHAd2.

Figura 11.2: Centros dos elementos da aproximacio hierarquica adaptativa da funcido fo com
funcao-mae B-spline de grau 2 (®5) pelo algoritmo ApHAd2.
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11.0.3 Funcao teste “cratera” - f¢

Figura 11.3: Centros dos elementos da aproximacao hierarquica adaptativa da funcao fo com
funcio-mae B-spline de grau 2 (®5) pelo algoritmo ApHAd2.

Figura 11.4: Centros dos elementos da aproximagao hierdrquica adaptativa da fun¢ao fo com
funcdo-mae B-spline de grau 4 (®%) pelo algoritmo ApHAd2.
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11.0.4 Funcao teste de Franke - fr

Figura 11.5: Centros dos elementos da aproximagao hierdrquica adaptativa da fun¢ao fr com
funcdo-mae B-spline de grau 2 (®3) pelo algoritmo ApHAd2. O nivel aumenta de baixo para cima
e da esquerda para direita.

..“.. &

Figura 11.6: Centros dos elementos da aproximagao hierdrquica adaptativa da fun¢ao fr com
fungao-mae B-spline de grau 4 (®%) pelo algoritmo ApHAd2.
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11.0.5 Funcao teste “galaxia” - fg

Figura 11.7: Centros dos elementos da aproximagao hierdrquica adaptativa da func¢ao fg com
funcio-mae B-spline de grau 2 (®5) pelo algoritmo ApHAd2.

Figura 11.8: Centros dos elementos da aproximacao hierdrquica adaptativa da funcao fg com
funcio-mae B-spline de grau 4 (%) pelo algoritmo ApHAd2.

119



11.1 Discussao

As Tabelas 11.1 a 11.4 resumem os tamanhos das bases reduzidas obtidas nos testes acima.

total

Tabela 11.1: Tamanho n¥)da base final por nivel, o tamanho total n e a razdo 7 = n'otal/ m®

para a fungao de teste fp, com cada func¢ao-mae.

Base | n® | @ NG W& [ @ | n® total -
or, 24 94 394 292 86 12 902 | 1,3%
or, 24 68 398 50 2 1 - 542 | 0,8%
o5 24 112 212 296 30 6 630 | 1,0%
S 24 116 252 264 28 2 636 | 1,0%
S 24 124 252 2 - _ 142 10,7%
oS 24 100 282 | - - _ 406 | 0,6%

total

Tabela 11.2: Tamanho n*)da base final por nivel, o tamanho total n e a razdo 7 = n'%? /m®)

para a funcao de teste fo, com cada funcao-mae.

Base | n® | n@ | 0 () 2T T n® fotal .
oF, 32| 256| 860 | 1972 840 88 4048 ] 6,2%
or, 32| 256 | 912 2044 | 832 136 4212 | 6,4%
o5 32| 232 724 1292 620 16 2016 | 4,4%
oS 32| 244 816| 1568 | 576 24 3260 | 5,0%
o5 32| 252| 848 1603 | 556 24 3315 | 5,0%
oS 32| 252 892 1720 648 52 3596 | 5,5%

total

Tabela 11.3: Tamanho n*)da base final por nivel, o tamanho total n**! e a razio 7 = n'°t! /m(®

para a funcgao de teste fr, com cada fungao-mae.

Base | 2@ | 2@ | n® | 2@ [ o0 [ n® ptotal -
oL, 26 | 185 | 140 206 56 3 616 | 0,9%
o, 26 | 206 | 176 | 246 33 | - 687 | 1,0%
5 26 95 109 133] 102] 6 471 0,7%
o5 26|  115| 139 | 171 55 4 510 | 0,8%
o5 26 | 138 | 148 185 26 | - 523 | 0,8%
oS 26| 153 | 174| 208 33 1 595 | 0,9%
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total

Tabela 11.4: Tamanho n¥)da base final por nivel, o tamanho total n e a razdo 17 = n'%? /m®)

para a fungao de teste fg, com cada fungao-mae.

Base | n® n@ NE) n® T 720 [ n,® ntotal -
oL, 52 238 176 74 16 16 572 | 0,9%
oF, 52 238 150 72 14 14 540 | 0,8%
5 52 196 128 78 14 12 480 | 0,7%
5 52 182 120 52 10 8 424 | 0,6%
A 52 186 108 54 12 10 422 | 0,6%
8 52 204 124 58 12 10 460 | 0,6%

Observe que o nimero final n****! de elementos na base reduzida ¢ muito menor que o tamanho
m® da base uniforme completa do tltimo nivel, 28 x 28 = 65.536. A razdo 7 = n'°l/m(® ¢
inclusive menor que a razao n/m observada nas mesmas condigdes com o algoritmo de reducao
de base monoescala (Capitulos 8 e 9). Por exemplo, para a funcdo fo com ® = & temos
ntotal /m(®) = 3315/65536 (5%) enquanto que com a aproximacdo monoescala temos 1248/2500
(50%). Observe que com a aproximacao multinivel o tamanho n'°*3! da base pode ser bem menor
que a fracdo do dominio onde a fungao é diferente de zero.

Nos nossos testes observamos que o método de tratamento de anomalias na aproximacao de
minimos quadrados (Sec¢do 6.4) proporciona uma redugao sensivel no tamanho da base final (da
ordem 10% a 20%).
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Capitulo 12

Testes com aproximacao adaptativa em
pontos irregulares

Finalmente vamos testar o algoritmo ApHAd2 do Capitulo 10 com pontos de amostragem
irregularmente distribuidos — que, lembramos, é o objetivo desta tese. Neste caso, as otimizagoes
desenvolvidas na Secao 7.2 nao se aplicam; os elementos A;; = ¢;(p;) devem ser calculados para
todo elemento ¢; e todo ponto p; no suporte de ¢;, e a matriz M precisa ser calculada pela formula
ATA.

Em todos estes testes, o domino ID tem topologia toroidal, e a lista p consiste de N = 5.000
pontos irregularmente distribuidos no dominio D como mostrado na Figura 12.1. Os valores f; sdo
obtidos (em cada caso) das fungoes fo, fo, fre fa (Secoes 9.1.1 a 9.1.4) calculadas nesses pontos.
Veja as Figuras 12.2 a 12.5.

Observamos que a norma do erro de aproximagao (||e]le= ||€]|l«) é calculada sobre os pontos
pi- O nivel inicial é [,,;, = 4. Em todos os testes, o erro especificado foi atingido no nivel [ = 9 ou
menor.

As fungoes-mae que utilizamos neste capitulo sdo os pulsos B-splines CIJE, com 2 < g < 5,
que deram os melhores resultados no Capitulo 11. A tolerancia de erro em todos os testes foi
€max = 2,0x1073.

As Figuras 12.6 a 12.9 mostram a distribuicao dos centros da base reduzida gg(l) em cada nivel.
Os resultados de todos estes testes estao resumidos nas Tabelas 12.1 a 12.4.

123



pontos

LN
T

Figura 12.1: Os pontos de amostragem p; irregularmente distribuidos, usados nos testes deste
capitulo.
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funcao

Figura 12.2: Valores dados f; obtidos da fungao fo nos pontos de amostragem p;.

funcao

Figura 12.3: Valores dados f; obtidos da funcao fc nos pontos de amostragem p;.
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funcao

Figura 12.4: Valores dados f; obtidos da funcao fr nos pontos de amostragem p;.

funcao

0.4

Figura 12.5: Valores dados f; obtidos da funcao fg nos pontos de amostragem p;.
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D

Figura 12.6: Centros dos elementos da aproximacao hierarquica adaptativa em pontos irregulares
da funcio fo com fungao-mae B-spline de grau 2 (®5) pelo algoritmo ApHAd2.

Figura 12.7: Centros dos elementos da aproximagao hierdrquica adaptativa em pontos irregulares
da fungdo fc com funcdo-mae B-spline de grau 3 (®5) pelo algoritmo ApHAd2.
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Figura 12.8: Centros dos elementos da aproximagao hierarquica adaptativa em pontos irregulares
da funcio fr com funcio-mae B-spline de grau 4 (%) pelo algoritmo ApHAd2.

Figura 12.9: Centros dos elementos da aproximacao hierarquica adaptativa em pontos irregulares
da funcio fg com funcio-mae B-spline de grau 5 (®2) pelo algoritmo ApHAd2.
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12.1 Discussao
Em cada tabela, as colunas sdo: o nimero n*) de elementos na base reduzida de cada nivel

k€ {4,...,9}, o nimero total de elementos n'°**! na base final e o tamanho relativo 7 = n'°t! /m(®)
da base reduzida em relagdo ao da pré-base.

Tabela 12.1: Resultados dos testes com a funcao de teste fo, com cada fungao-mae.

Base | n® n® n© 2D | n® [ p@ [ ptotal -
o5 58 221 254 23 7 2 565 | 0,21%
5 58 231 167 19 2| - 477 1 0,18%
F 58 233 14 3] - - 308 | 0,12%
3 58 230 - - - - 288 | 0,11%

Tabela 12.2: Resultados dos testes com a func¢ao de teste fo, com cada fungdo-mae.

Base | n® n® n(©® D | p® [ pO [ ptotal -
o5 115 507 624 198 28 1 1473 | 0,56%
5 115 512 739 192 31 2 1591 | 0,61%
5 115 513 635 177 30 1 1471 | 0,56%
i 115 512 691 164 36 2 1520 | 0,58%

Tabela 12.3: Resultados dos testes com a funcao de teste fr, com cada fungdo-mae.

Base | n® n® n(©) n(™ n® | n® plotal T
@g 71 119 128 63 13 1 395 | 0,15%
q>§ 76 133 170 46 10 - 435 | 0,17%
@E 81 160 183 29 5 - 458 | 0,17%
@g 83 187 199 22 4 - 495 | 0,19%

Tabela 12.4: Resultados dos testes com a funcao de teste fg, com cada fungao-mae.

Base | n® n® n® [ 0@ [ n® [ nO [ ptotal p
5 134 120 64 10 1| - 329 | 0,12%
5 134 108 47 7 1] - 297 | 0,11%
oF 132 123 39 6 - - 300 | 0,11%
[ 137 138 38 7 3] - 323 | 0,11%

Como no Capitulo 11, observamos que o nimero de elementos da base final (n**!) é muito
menor que o nimero de pontos de amostragem N, e também muito menor que o nimero de
elementos da malha completa do nivel maximo (29 x 29)= 262.144. Vale notar que seria inviavel
alcancar esta escala de resolu¢do com uma base monoescala (Capitulos 8 e 9), pois isso implicaria
em resolver um sistema linear 218 x 218,
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Capitulo 13

Conclusoes e trabalhos futuros

A principal contribuicao desta tese é o algoritmo ApAHd do Capitulo 11 que combina as tecnicas
de analise multiescala top-down, elementos tensoriais compactos, minimos quadrados, correcao de
erros anomalos, e redugdo da base para obter aproximagoes economicas de fungdes que possuem
detalhes localizados em varias escalas de resolugao, e/ou sdo amostradas por pontos irregularmente
distribuidos no dominio. O testes indicam que elementos polinomiais por partes proporcionam as
menores representagoes.

Detalhamos a seguir essa e outras contribuigoes, capitulo por capitulo.

13.1 Aproximacao com bases uniformes

Nos nossos testes com bases uniformes de vérias fungoes-mae (capitulo 7) determinamos os
fatores de escala relativos étimos para a fungoes-mae gaussiana ®¢ (p = 1,1) e para os pulsos de
Wendland ®f, (p = 3,5) e ®f, (p = 4,5). Verificamos que a fungao-méae gaussiana proporciona
menor erro, mas infelizmente resulta em uma matriz de momentos bastante cheia e o nimero de
condigao é muito elevado. Isso a torna invidvel para malhas relativamente pequenas (na plata-
forma que usamos, maiores que 50x50 elementos). Levando em conta a eficiéncia computacional
e estabilidade, as bases uniformes derivadas dos pulsos B-spline CIDS foram as melhores dentre as
testadas.

13.2 Aproximacao com bases adaptativas

Nos testes do capitulo 9 vimos que, como esperado, a funcdo-mae gaussiana produz bases
reduzidas bem maiores que as fung¢oes-mae de suporte mais compacto como, @S e <I>dp7c. Além
disso, o tempo de execucao também é muito maior. Dentre as bases testadas, os pulsos B-spline
<I>§ deram melhores resultados (bases reduzidas menores) do que os pulsos de Wendland @576 para
a tolerncia €pa, = 2,5x1073. Observamos também que para ®5, ® e ®2, o desempenho foi
praticamente equivalente.
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13.3 Aproximacao adaptativa com bases hierarquicas

Nos testes usando o nosso algoritmo ApHAd2, com uma grade de amostragem uniforme (capi-
tulo 11), vimos que as fungdes-mae B-splines ® e ®F produziram bases reduzidas multiescala bem
menores que as outras fungoes-mae. Observamos também que o uso do algoritmo ApHAd2 produz
resultados em tempo muito menor, comparado ao método usado no capitulo 9. Observamos que o
método de tratamento de anomalias (segao 6.4) é 1til para este algoritmo.

Estas vantagens foram observadas também nos testes com dados distribuidos de forma irregular
(capitulo 12). Quando a hierarquia tem que ser estendida por muitos niveis devido a detalhes
localizados da funcao objetivo, o tempo de execucdo nao é excessivo, uma vez que as matrizes
envolvidas nos niveis maiores sdo de baixa ordem.

13.3.1 Aproximacao adaptativa hierarquica com pontos irregulares

No Capitulo 12 verificamos que o método ApHAd?2 também é eficaz quando os pontos de
amostragem nao estdo em uma grade regular e estao distribuidos de maneira nao uniforme sobre o
dominio. Nesse caso, o algoritmo ApHAd2 usa bases menores tanto onde a fungao é suave quanto
onde a densidade de pontos é menor. Entretanto, o custo é mais elevado devido a necessidade de
calcular explicitamente a matriz de colocagao.

Concluimos que o algoritmo ApHAd2 atende ao objetivo inicial da tese.

13.4 Trabalhos futuros

Questoes que poderiam se exploradas em trabalhos futuros incluem a extensdo destes testes
a dimensao d > 3, e comparacao da estrutura diddica em substituicdo a estrutura quadtre no
algoritmo ApHAdZ2.
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