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Abstract

Considering an erasure channel, we improve upper and lower bounds for error
decoding and ambiguity probabilities of linear error-correcting codes. The
given bounds depend on the generalized weight hierarchy and spectrum of a
code. We find explicit formulae in the case of AMDS and MDS codes.

Keywords:
MDS codes, AMDS codes, error probabilities, erasure channel, generali-
zed spectrum, generalized Hamming weights

Resumo

Considerando canais discretos, sem memoria e com apagamento, obtemos
limitantes superiores e inferiores para as probabilidades de erro de decodi-
ficacao e de ocorréncias de ambiguidade de codigos corretores de erro lineares.
Os limitantes dependem da hierarquia de pesos e dos espectros generalizados
e melhoram os limitantes conhecidos. Encontramos expressoes exatas para
essas probabilidades nos casos em que o cédigo é AMDS ou MDS.

Palavras-chave:

cédigos AMDS, codigos MDS, probabilidade de erro, canais com apaga-
mento, espectros generalizados, pesos generalizados de Hamming
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[r,s] : Conjunto dos inteiros maiores ou iguais a r e menores ou iguais a s.

span(B) : F,-espago vetorial gerado por B.
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< B> : Fg-espaco vetorial gerado por B.

(1,...,2,) : Fi-espago vetorial gerado por {zy,...,z,}.
C : Codigo linear.

c ou ¢ ou ¢ : Palavras do cédigo C.

n : Comprimento do coédigo linear C.

k : Dimensao do cédigo linear C'.

[n, k] ,-codigo : Cédigo linear de comprimento n e dimenséo k.
G : Matriz geradora de C.

‘H : Matriz de verificacao de paridade de C'.

C* . Codigo dual de C.

d(C) =d : Distancia minima do c6digo C'.

n, k,d| -cédigo : Cddigo linear de comprimento n, dimensao k e distancia
q g g
minima d.

d;(C) = d; : i-ésimo peso de generalizado de Hamming.

Ai : Conjuntos de subcddigos de C' de dimensao i e suporte 7.
AL @ i-ésimo espectro de peso r do cédigo C.

D : Subcédigo de C.

supp(D) : Suporte do subcddigo D.

d(.,.) : Métrica de Hamming.

w(x) : Peso minimo da palavra x de F".

[n,k,dy,..., dk]q-cédigo : Cédigo com i-ésimo peso de generalizado de Ham-
ming igual a d;.

MDS : Méaxima distancia separéavel.

AMDS : Maxima distancia quase separavel.
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NMDS : Maxima distancia proxima de ser separavel.

s(C) : Defeito de Singleton.
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P.(y) : Probabilidade de y ser decodificado incorretamente.
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Pi.(C;p,) ou Pu.(C) : Probabilidade de ocorrer erro de decodificagao.
Pie.(C;p) ou Py : Probabilidade de ocorrer erro de decodificagao.
P...(C;p) ou P...(C) ou Py, : Probabilidade de ocorrer ambiguidade.
H : Denota um subconjunto de [n].
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Capitulo 1

Introducao

O principal objeto de estudo desta tese sao as fungoes de probabilidade de
erro em um canal com apagamento. Utilizando os pesos generalizados de
Hamming e seus espectros, obtemos novos limitantes para estas fungoes e,
com isso, expressoes explicitas para codigos que, de algum modo, generalizam
a condi¢ao conhecida como MDS.

A principal “ferramenta de trabalho”utilizada nesta tese sao os pesos ge-
neralizados de Hamming de um cddigo, que foram estudados por Wei [28§]
(vide Segao 2.3) e tornaram-se invariantes importantes na teoria de cddigos,
sendo estes determinados para diversas familias de cédigos, incluindo os
c6digos trago [25], de Grassman [14], ciclicos [12], de Goppa [22], Hermi-
tianos [3], produto [13], ¢-arios de Reed-muller [16], de Golay, Hamming,
Reed-Muller de ordem mais alta e MDS [28], cddigos de dimensao menor ou
igual a 4 [19] e cddigos hermitianos de dimensao alta [18]. Quando férmulas
explicitas nao foram encontradas, limitantes para os pesos generalizados de
Hamming foram também determinados [2, 10]. Um apanhado geral de re-
sultados (limitantes e férmulas explicitas) até 1995, foi feito por Tsfasman e
Vladut [26].

Trabalharemos ainda com generalizacoes diversas do conceito de coédigos
MDS, incluindo os conceitos de cédigos AMDS (almost-MDS) e os c6digos
NMDS (near-MDS), estudados por Dodunekov e Landgev [7]. Tais cédigos
sao obtidos por restricoes mais fracas do que aquelas que definem os cédigos
MDS. Dentre os cédigos NMDS binérios estao o [7,4, 3]2-c6digo de Hamming
e 0 [8,4,4]s-cédigo de Hamming extendido. Dentre os ternarios, o [11,6,5]3-
c6digo de Golay e o [12,6,6]3-cédigo de Golay extendido [4]. Todo cédigo
NMDS é AMDS. Algumas propriedades dos codigos MDS relacionadas com



a dualidade nao sao validas para cédigos AMDS; por exemplo, o dual de um
c6digo AMDS nao é, necessariamente, AMDS. Boer [4] determinou limitantes
superiores para o comprimento n tal que existam [n,n —r — 1,7 + 1]-cédigos
e [n,n—r—1,r+1]-cédigos AMDS. A capacidade de deteccao de erros de
c6digos AMDS e NMDS foi estudada por Dodunekova et al. [9], considerando
canais simétricos.

Nosso ambiente de trabalho sao os canais de apagamento, que tem sido
estudados recentemente devido suas aplicagdes em redes [11]. Modelos dife-
rentes de canais de apagamento sao utilizados no estudo da performace de
conexdes ponto a ponto via internet [11].

Consideramos cédigos g-arios sobre um canal discreto, sem memoria e
com apagamento. Um dos objetivos dessa tese é obter limitantes, inferiores e
superiores, para as probabilidade de ocorréncia de ambiguidade e de erro de
decodificacao por maxima verossimilhanca para codigos lineares, mais preci-
Sos que 0s que aparecem na literatura até o momento e determinar cédigos
que atingem tais limitantes. Compararemos os resultados obtidos com os
dois limitantes mais justos (tight) encontrados na literatura. Limitantes su-
periores para a probabilidade de erro antes da decodificacao por maxima
verossimilhanga para cédigos aleatérios em canais com apagamento foram
obtidos por Didier [5] como func¢ao dos pesos generalizados. Limitantes in-
feriores para a probabilidade de erro apds a decodificacao por maxima ve-
rossimilhanca para cédigos aleatérios em funcao do comprimento, dimensao
e distancia minima dos cédigos foram obtidos por Fashandi et al.; também
foi demonstrado que os cédigos MDS atingem tais limitantes [11], fazendo
a ressalva que os limitantes apresentados em [11] sao feitos para alfabetos
grandes.

Os limitantes superiores e inferiores para a probabilidade de ocorréncia
de ambiguidade e para a probabilidade de erro de decodificagao sao apresen-
tados no Teorema 4.2.2. Para codigos MDS os limitantes inferiores e supe-
riores coincidem, logo determinam uma expressao explicita e exata para as
probabilidades de erro de decodificagdo de um cédigo MDS (Corolério 5.1.2)
reproduzindo a férmula ja conhecida por Fashandi et al. em [11]. Quando
a probabilidade de erro do canal é suficientemente pequena, fixados compri-
mento e dimensao de tal forma que nao existem coédigos MDS, mas existem
cédigos AMDS, nestes parametros, tais cédigos minimizam a probabilidade
de erro de decodificacao e de ocorréncia de ambiguidade. Os cédigos NMDS
sao os melhores cédigos AMDS, isto é, de todos os codigos AMDS os codigos
NMDS sao os que apresentam menor probabilidade de erro de decodificagao



(Proposicao 5.2.11).

Sobre a organizagao deste trabalho, no Capitulo 2, as notagoes e definigoes
sao fixadas. No Capitulo 3, uma féormula que depende apenas das partes do
conjunto dos inteiros ¢ tais que 1 < ¢ < n, para as probabilidades de erro
de decodificagao e de ocorréncia de ambiguidade (Teorema 3.3.1), é apresen-
tada. No Capitulo 4 novos limitantes inferiores e superiores para ambas as
probabilidades, de erro e de ocorréncia de ambiguidade, em canais discre-
tos sem memodria e com apagamento (Teorema 4.2.2), sdo obtidos. Varios
exemplos, considerando [7,4]s e [7,4]7-c6digos, sao estudados afim de ilus-
tras uma maior precisao dos limitantes apresentados no Teorema 4.2.2. No
Capitulo 5, é estudada uma série de conseqiiéncias dos resultados estabele-
cidos no Capitulo 4, no que se refere a codigos AMDS e NMDS. Fianlmente,
no Capitulo 6, é feita uma andlise da probabilidade de erro de decodificacao
de cédigos em canais com apagamento discreto sem memoria quando a pro-
babilidade de apagamento do canal é suficientemente pequena.



Capitulo 2

Conceltos

Neste capitulo sao apresentados alguns conceitos basicos da teoria de codigos
corretores de erro e, também, ferramentas importantes que sao utilizadas
para construcao dos limitantes, inferiores e superiores, para a probabilidade
de erro antes e apds a decodificagao por maxima verossimilhanga de cédigos
corretores de erro, lineares, em canais com apagamento.

2.1 Canais

Um canal é um terna (X,Y,p) sendo X (alfabeto de entrada) e ) (alfabeto
de saida) sdo conjuntos nao vazios e

{p(bla);ae X e be Y}

é o conjunto de probabilidades condicionais e p(bla) denota a probabilidade
de receber o simbolo b € Y dado que a € X foi enviado. Uma palavra x
(respectivamente y) é um conjunto ordenado de simbolos do alfabeto X' (res-
pectivamente ))). Uma fonte F de um canal é um conjunto de palavras
possiveis de serem enviadas compostas por simbolos do alfabeto de entrada
X. Se uma palavra z tem n < oo coordenadas, identificamos z = (21, ..., 2,),
em que z; sao os simbolos que compoem a palavra z em suas respectivas
ordens de envio. O inteiro n é chamado de comprimento da palavra z.

Um canal sem memdria (MC) é caracterizado pela independéncia de seus
eventos, isto é, dados x = (x1,...,2,) € X" ey = (y1,...,Yn) € Y" e denotando
por p(Ym|T,) a probabilidade de receber a m-ésima coordenada de y dado
que a m-ésima coordenada de x foi transmitida, entao p(y,,|x,) depende

4



2.2. CODIGOS

apenas dos m-ésimos termos coordenados de x e y. Consequentemente se

p(y|x) denota a probabilidade de receber n simbolos ordenados yi,...,yn
dado que n simbolos, também ordenados, x1,...,z, foram recebidos, segue
que
p(ylx) = [T p(yilz:), (2.1)
i=1

no caso de canal sem realimentacao.

Um canal discreto (DC) sobre F, tem alfabeto de entrada X' =F,, em que
F, denota um corpo finito com ¢ elementos.

Um canal simétrico discreto (DSC) sobre F, com probabilidade de erro p
satisfaz

(i) ¥ =Fg
(ii) p(bla) = By, se b# a;
(iii) p(bla) =1-p, se b=a;

Um canal de apagamento discreto (DEC) sobre F, com probabilidade de
erro (apagamento) p satisfaz

(i) Y=F,u{e}, com e¢F,;

(ii) p(bla) =1-p, se a=1b;
(iii) p(bla) =0, se a+b com a,beF;
(iv) p(ela) = p, para todo a € F,.

O simbolo € ¢ F, ¢ chamado de simbolo de apagamento do canal.
Em particular, um canal discreto, sem memoria e com apagamentos é
denotado pela sigla DMEC (Discrete memoryless erasure channel).

2.2 Cbdigos

Um [n, k]4-cddigo linear C' é um [F4-subspago vetorial de F?. Fixado um canal
(X,Y,p) com fonte F, se a cardinalidade de F é ¢* podemos identificar F
com F’; . Um co6digo linear também pode ser visto como a imagem de uma

aplicagao linear injetora de IF’; em [y, assim, também pode ser identificado



2.2. CODIGOS

com a fonte do canal. Nesta tese algumas restrigoes: Todas as fontes terao
cardinalidade ¢*, todos os cédigos serao codigos lineares.

Quando conveniente representamos C' como o espaco vetorial gerado por
um subconjunto de palavras B < [Fy, isto é, ' é o conjunto de todas as
combinagoes [Fy-lineares das palavras de B. Denotamos

C = span(B) = (B).

No caso em que B = {X1,...,Xm} S [, entao abusamos da notagao omitindo
as chaves:

C =span({X1,...,Xm}) = (X1, -, Xm) = {X1,. .-, Xm}) -

Se C' = (x1,...,Xk) € D = {x1,...,Xx} é um subconjunto linearmente
independente em F7, entao D é uma base para C' e a matriz G cujas linhas
sao dadas pelos vetores xyp,...,X, é uma matriz geradora de C. Note que

uma matriz geradora G de um cédigo C' determina inteiramente os elementos
de C'; logo um cédigo também pode ser identificado por uma de suas matrizes
geradoras. Seja H uma matriz de n — k linhas e n colunas satisfazendo

Hcl' =0, para todo ce C.

A matriz H é chamada de matriz de verificacao de paridade de C. O
[n,n—k],cédigo C* cuja matriz geradora G* é uma matriz de verificagao de
paridade de C' é chamado de cddigo dual de C.

E imediato constatar que

C*={xely;(x,c)=0,Yce C}

em que (,) denota o produto interno formal:

(1, 20), (Y1, -, Yn)) = ixzyz

Denotamos [n] := {1,2,...,n}. Dados inteiros r e s, com r < s, denotamos
[r,s] = {r,r+1,...,s-1,s}. Em particular [n] = [1,n]. Denotaremos também
por 2["l o conjunto das partes de [n].

Dado D € Fy o suporte de D ¢é o conjunto

supp(D) ={i € [n];3Ix e D com z; # 0}.



2.3. PESOS GENERALIZADOS DE HAMMING

O suporte de uma palavra x € Fy é dado por
supp(x) = {i;z; # 0}
Sejam x = (v1,...,7,) €y = (Y1,...,¥n) Palavras de F?. A funcao d :
o x F7 — Ny definida por
d(x,y) = [{i;zi # y;}| = [supp(x - y)|

satisfaz os axiomas de métrica em F} e ¢ chamada de métrica de Hamming.

Note que a definicao da fungao d, pode ter dominios mais gerais, por exemplo

X x X" ou Ynx Y". Usamos a fungao d dessa forma sem mencionar detalhes.
O peso de x é dado por

w(x) = d(x,0) = {is; # 0}] = |supp(x)|. (2.2)

A distancia minima de um codigo C, denotada por d(C), é a menor
distancia entre duas palavras distintas do cédigo, isto é,

d(C) = min{d(x,y);x,y € C'}
e, no caso de C ser um codigo linear, temos
d(C) =min{w(c);ce C}.

Caso nao houver duividas sobre qual o cédigo que estamos trabalhando
denotamos simplesmente d = d(C'). Um [n, k],-cédigo C' de distancia minima
d serd chamado de [n, k, d],-cddigo.

2.3 Pesos generalizados de Hamming

Nesta secao apresentamos os pesos generalizados de Hamming estudados por
Wei em [28]. Um dos objetivos desta tese é relacionar os pesos generalizados
com as probabilidades de erro de decodificagao e ocorréncia de ambiguidades
de [n, k],-c6digos lineares.

O i-ésimo peso generalizado de Hamming d;(C'), i € [k], é definido por

d;(C) =min{|supp(D)|; D < C e dim(D) =1}, (2.3)

em que dim(D) denota a dimens@o do subcddigo D como F,-subspago veto-
rial.



2.4. MDS E PROPRIEDADES DE SEPARAGCAO GENERALIZADAS

A hierarquia de pesos generalizados de C' é o conjunto

{di(C);i e [K]}-

Caso nao fique confuso qual cédigo estamos trabalhando, podemos omitir
C' e utilizar a notagdo mais simplificada d; = d;(C), i € [k]. Em particular,
dy é a distancia minima do cédigo.

Um [n,k,dy,...,dg],~cédigo linear é um subspaco linear k-dimensional C'
de I tal que d;(C') = d;.

O Teorema 2.3.1 sera enunciado sem demonstracao. A prova para o te-
orema pode ser encontrada em [17] ou em [28]. Usamos o Teorema 2.3.1
para determinar os pesos generalizados de alguns codigos dos exemplos que
aparecem nesta tese.

Teorema 2.3.1 (Monotonicidade, Teorema 1 em [28]) Seja C um [n, k],-
codigo linear. Entao

1<di(C) <do(C) <+ <di(C) <.

Podemos relacionar os pesos generalizados de Hamming de um cédigo C
com os pesos de seu dual C'*:

Teorema 2.3.2 (Teorema 3 em [28]) Seja C' um [n,k,d],-cddigo linear
e C* seu dual. Entao

{d;(O);1<i<k}=[n]~{n+1-d;(C*);1<i<n}. (2.4)

2.4 MDS e propriedades de separacao gene-
ralizadas

Nesta secao apresentamos conceitos, generalizacoes naturais e propriedades
bésicas de codigos que serao estudados nos proximos capitulos.

Um limitante superior para a distancia minima d; de um [n, k],-c6digo
bem conhecido na literatura é o limitante de Singleton dado por

dl(C) <n-k+1.
O defeito de Singleton de um [n, k],-cédigo C' é definido por
s(C)=n-k+1-di(C).
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2.4. MDS E PROPRIEDADES DE SEPARAGCAO GENERALIZADAS

Dizemos que C' é um cddigo separdvel pela distancia mdzima (MDS) se
s(C) =0.

Na década de 90 foram introduzidos diversos conceitos que visam mensurar
o quanto um c6digo é préximo de ser MDS. O cddigo C' é dito quase (almost)
MDS (AMDS), conforme definido por Boer em [4], se

s(C) = 1.

Denotando por C* o dual de C, dizemos que C' é um cddigo prozimamente
(near) MDS (NMDS) se
s(C) = s(CH).

O conceito de cédigos NMDS foi introduzido em [7]. Determinar cédigos
com estas propriedades de separacao é um tarefa dificil. Apenas a titulo de
exemplo, em [6], Dodunekov e Landjev determinam o comprimento n maximo
que um [n, k],-c6digo NMDS pode ter fixados k e ¢ € {2,3,4,5}.
Considerando os pesos generalizados de Wei, os conceitos de separabili-
dade de cédigos se generalizam de maneira natural:
O i-ésimo defeito generalizado de Singleton de um [n, k],-cédigo C' é

definido por
SZ(C) = n—k:+z—dz(C')

Dizemos que C' é um cddigo j-MDS, terminologia esta adotada por Wei em
28], se
Sj(C) =0.

Também C' é um cddigo j-AMDS se
s;(C) = 1.
E, ainda, C' é um cddigo j-NMDS se
55(C) = 5,(CY).

Dizemos que C é um cddigo P;-MDS, vide [15], se C é um cédigo j-MDS
préprio, no sentido de que

j =min{i € [k]; C é um cddigo i-MDS}.



2.5. ESPECTROS GENERALIZADOS

Analogamente, dizemos que C' é um cddigo P;-AMDS se
j =min{i € [k]; C é um cddigo i-AMDS}
e, por fim, que C' é um cddigo P;-NMDS se
j =min{i € [k]; C é um cddigo i-NMDS}.

Mostramos que codigos NMDS, dentre todos os cédigos AMDS, sao os
cédigos que minimizam a probabilidade de erro de decodificagao 5.2.11, o
que torna a busca por cédigos NMDS relevante.

2.5 Espectros generalizados

Denotamos A% o conjunto dos subcédigos i-dimensionais de C' que tenham
suporte de cardinalidade r, ou seja,

AL ={DcC;dimD =i e |supp(D)| =1}. (2.5)
O i-ésimo espectro generalizado com suporte de cardinalidade r é definido por
A = A (2.6)

Expressoes exatas e limitantes para esses coeficientes podem ser encon-
trados em [21], [26] e [15]. Em [24] relagoes dos espectros do cddigo com os
espectros de seu dual sdo obtidas. Em [23], Schaathun mostra como calcu-
lar Ai(C) para i > k—d3 +3 em que di é o segundo peso generalizado do
cédigo dual de C. Limitantes para Al de cédigos com distancia minima d
pelo menos 2 e aplicagoes desses coeficientes para probabilidade de ocorrer
ambiguidade aparecem em [20].

O coeficiente binomial de Gauss ¢ definido por

(17qm)(17qm—1)...(1,qm—r+1) ‘
[m] = (1-¢)(1-¢2)--(1-q") , ser<m;
h 0 ser>m,

com 7 e m inteiros nao negativos.
O teorema a seguir nos permite determinar A dos cédigos MDS.
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2.6. PROBABILIDADES DE ERRO DE DECODIFICAGAO E OCORRENCIA DE AMBIGUIDADE

Teorema 2.5.1 (Teorema 2.5 em [15]) Seja C um [n, k],-cddigo Ps-MDS.
Entao, para todo s <i <k, temos

0 se0<r<d;

A(C) = { () S ) (), sedi<rsn

O Teorema 5.1.1 é demonstrado utilizando o Teorema 2.5.1.

Em [9], Dodunekova et al. determinam limitantes superiores para o
numero de palavras minimas Acll1 de um cédigo NMDS. No Teorema 5.2.8determinamos
uma férmula explicita para a probabilidade de ocorrer ambiguidade em codigos
NMDS dependendo de apenas de Aclh, n e k. Logo, juntamente com os limi-
tantes em [9], obtemos limitantes superiores para a probabilidade de ocorrer
ambiguidade em um codigo NMDS.

2.6 Probabilidades de erro de decodificacao e
ocorréncia de ambiguidade

Em um canal, ao recebermos uma palavra y € ", procuramos associar a esta,
uma palavra do codigo C. Um decodificador é uma funcao o : Y* - C' tal
que a(c) = ¢, para todo c € C. Neste sentido, dizemos que um decodificador
é uma decisao sobre como interpretar uma palavra y € Y*. Os critérios mais
naturais de decisao sao os critérios de distancia (determinado pela métrica
de Hamming) e o probabilistico (determinado pelo canal) que apresentamos
a seguir:

Dizemos que um decodificador a é um decodificador por mdxima proxi-
midade (Nearest Neighbor Decoder - NND) se, dado y € Y

d(a(y),c) <d(¢,c), VéeC,

em que c € C representa a palavra enviada e y representa a palavra recebida.
Um decodificador « é um decodificador de maxima verossimilhan¢a (Ma-
ximum Likelihood Decoder - MLD) se, para todo y € Y™, temos

pla(y)le) 2 p(cle), VeeC.

No processo de transmissao de uma palavra c € C' e recebimento de uma
palavra y € V", dizemos que o decodificador « acerta se a(y) = ¢ e erra se

a(y) #c.

11



2.6. PROBABILIDADES DE ERRO DE DECODIFICAGAO E OCORRENCIA DE AMBIGUIDADE

E fato conhecido que num canal DMEC com p < %, um decodificador « é
de maxima verossimilhanca se, e somente se, ¢ de maxima proximidade.

Dado um cédigo C, denotamos por P,..(C;p,«) a probabilidade de ocor-
rer erro de decodificagao apds os processos de transmissao, recebimento e
decodificacao das palavras do cédigo C' considerando sempre um decodifica-
dor NND (ou MLD).

A expressao de P..(C;p,«) é dada por

Puec(Cip, @) = > Paee(y)p(y) (2.7)

yeyn

em que p(y) denota a probabilidade de ter recebido y e Pg.(y) denota a
probabilidade da palavra enviada ter sido diferente de a(y) dado que y foi
recebido.

Seguindo a notagao adotada por Didier em [5], por P.,..(C;p), denotamos
a probabilidade de ocorrer ambiguidade, isto é, de receber uma palavra y tal
que, para tal, existem dois decodificadores o # & de maxima verossimilhanca
tais que a(y) # a(y). Dizer que existem mais do que um decodificador de
maxima verossimilhanca significa dizer que, para algum y € J" existem ao
menos duas palavras do cédigo distintas ¢y, co € C' tais que

p(yler) = p(yle2) = max{p(y|c);ce C}.
A expressao para P...(C;p) é dada por

Por(Cip) = Y Porr(y)p(y) (2.8)

yeyn

em que p(y) denota a probabilidade de ter recebido y e P...(y) denota a
probabilidade de y ser uma palavra ambigua.

Quando nao houver duvidas sobre a probabilidade p do canal e o decodi-
ficador o que estao sendo considerados, simplificamos a notagao escrevendo

Pdec(c;pv Oé) = Pdec(C) = Pdec(c;p) = Pdec(Ca CY)

Perr(c;p) = Perr(c)'

Muitas demonstracoes e consideragoes nao dependem da probabilidade ser
de ambiguidade ou de erro de decodificacao e, portanto, denotamos simples-
mente por P, (C') em que * pode simbolizar tanto err como dec.
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2.6. PROBABILIDADES DE ERRO DE DECODIFICAGAO E OCORRENCIA DE AMBIGUIDADE

Na teoria de codigos corretores de erro, um dos principais problemas é en-
contrar c6digos que minimizem P, e P..,. Determinar P, (C') é uma tarefa,
de um modo geral, intratavel simplesmente pelo fato dessa probabilidade de-
pender da distancia minima (ver [27]), pois envolve um nimero muito grande
de operacoes. Por isso, na pratica, usa-se limitantes inferiores e superiores.
Na literatura, considerando o canal com apagamento, a atencao tem sido de-
dicada & probabilidade de ocorrer ambiguidade P.,.(C'), também chamada,
por varios autores, de probabilidade de nao detectar erros, buscando limi-
tantes para esta. Decidimos tratar de ambas, pois existem cédigos distintos
Cy e Oy, tais que P...(C1) = Py (C3) € Puee(Ch) < Pyec(Cs). Logo, convém
escolher C e Py se torna um invariante importante.

Consideramos apenas codigos sobre DMEC, a probabilidade do canal p <
% e a probabilidade p(c) de uma palavra ¢ € C' do cédigo ser transmitida sera
constante igual a ¢~ %, isto é, todas as palavras tém probabilidades iguais de
serem transmitidas.

Nosso objetivo é apresentar novos limitantes inferiores e superiores depen-
dendo dos espectros generalizados com suportes na hierarquia de pesos, rela-
cionar Py..(C) e P...(C), calcular expressoes exatas para Py.(C) e P...(C)
quando C' é um [n, k],-c6digo cuja hierarquia de peso seja um subconjunto
de [n-k,n] e apresentar critérios de comparacao entre c6digos em relagao a
probabilidade de erro quando a probabilidade de erro do canal seja suficien-
temente pequena. Consequentemente provamos que, fixados comprimento e
dimensao em que nao existem cédigos MDS, mas existem codigos AMDS, os
codigos AMDS com maior dy sao os melhores, generalizando o que foi feito
por Fashandi et al. em [11].
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Capitulo 3

Probabilidades de erro em
termos das partes de |n]

Lembramos que a partir de agora estaremos trabalhando somente com ca-
nais discretos, sem memoria e com apagamento. Neste capitulo apresentamos
varios conceitos e notacoes diferentes das encontradas na literatura. O mo-
tivo de adotar notagoes diferentes é que varias notagoes distintas para os
mesmos conceitos sao usadas nos trabalhos de pesquisas atuais [1], [5], [8],
9], [11], [29]. Além disso a notacao adotada nesta tese facilita e simplifica as
demonstracoes de resultados que envolvem simultaneamente a probabilidade
de erro de decodificacao e de ocorréncia de ambiguidade (ver Teorema 3.3.1).

O principal resultado desse capitulo é o Teorema 3.3.1 que apresenta
uma férmula explicita para a probabilidade de erro de decodificacao e de
ocorréncia de ambiguidade de um cédigo. Em [11] e [5], encontramos for-
mulagoes muito préximas e o Teorema 3.3.1 pode ser facilmente deduzido a
partir destes resultados. Nao obstante, apenas com o intuito de tornar a lei-
tura desta tese mais auto-contida, e para introduzir uma série de notagoes e
conceitos que serao utilizados adiante, optamos por considerar uma demons-
tracao que nao depende de resultados estabelecidos na literatura.

Na Secao 3.1 formalizamos e caracterizamos o conceitos de apagamento e
conjunto de apagamentos de um codigo. Na Secao 3.2 estudamos as ambigui-
dades, apresentamos vérias caracterizagoes para o conjunto de ambiguidades
e mostramos como estas se relacionam com P, (C') de um [n, k],-cédigo C.
Na Secao 3.3 demonstramos o principal resultado deste capitulo, o Teorema
3.3.1. Ainda nesta secao os Exemplos 3.3.3 e 3.3.4 ilustram aplicagoes do
Teorema 3.3.1.
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3.1. CONJUNTO DE APAGAMENTOS

3.1 Conjunto de apagamentos

Dado H ¢ [n], denotamos por H = [n] - H o complemento de H em [n].
Dados X;, i € [n], conjuntos arbitrarios, denotamos por

x = (21, %2, ..., Ty)

um elemento do produto cartesiano [Ticpn) Xi, com z; € X; e por xH o elen&ento
de [T,y X;i obtido pela omissao das coordenadas de x de indices em H. A
projecao

[Licpng Xi — Tlien Xi

X — xH

sera denotada por my.
Em particular, tomando X; = F,, para todo i € [n], temos que F? = [T, X,
¢ um espaco vetorial sobre F, e my ¢ uma transformacao linear. Logo, a
imagem 7 (F?) e o niicleo ker(7g) = 77 ({0}) de my sao subspacos vetoriais
sobre IF,.

Vamos agora assumir que X; = X u{e} = Y para todo i € [n] e considerar
as projecoes my : Y — [Lieyg V.

Denotamos por £5(x) a palavra de Y™ satisfazendo as seguintes condigoes:

1. 7y (Er(x)) = €, para todo i € H;
2. i (En(x)) = z;, para todo i € H.

A aplicagao x —> Ep(x) serd denotada por Ey.
O suporte apagado de uma palavra y € Y, denotado por suppe(y), é o
conjunto dos indices de todas as coordenadas apagadas de y, i.e.,

suppe(y) = {i € [n]; 7y (y) = €}

O congunto de apagamentos de um [n,k],-cédigo C, denotado por Eg¢,
é o conjunto de todos elementos y € Y" tais que a probabilidade p(ylc) de
receber y, dado que c € C foi transmitido, é nao nula para algum c € C| isto
¢,
Ec={yeY"3ceC com p(y|c) + 0}.

A seguir apresentamos outras caracterizagoes do conjunto de apagamentos

de C
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3.1. CONJUNTO DE APAGAMENTOS

Proposigao 3.1.1 Seja E¢ o conjunto de apagamentos de um [n, k],-codigo
C. FEntao

EC = {y € yn7 HC € C com Clln]]\suppg(y) = yﬂ”ﬂ\supps(}’)}.
Demonstracgao
Se y € FE¢, entao p(y|c) # 0 para algum c e C. Vamos provar que
I suppe(y) = ylnlsuppe(y) (3.1)

Escrevendo y = (y1,...,yn) € ¢ = (c1,...,¢,) pela Equagao (2.1) temos que

p(yle) = []p(vile:) #0,
=1

logo p(yile;) # 0 para todo i € [n]. Como estamos num canal com apaga-
mento, entdo p(yiles) = p, s g = €, € p(ylci) = 1~ p, e 4; = ;. Logo g = ¢
para todo i € [n] \ suppe(y), dai vale (3.1).

Por outro lado, se y € Y™ e existe ¢ € C satisfazendo (3.1), entao, para
todo i € [n] \ suppe(y), temos que ¢; = y; e, portanto, p(ylc;) = 1 —p. Se
i € suppe(y), entdo y; = €. Logo, novamente pela Equagao (2.1), fazendo
H = suppe(y) temos que

p(yle) = U{p(yzlcz)ﬂp(ym = pl(1-p) 0

e temos que y € F¢. O

Proposicao 3.1.2 Seja Ec o conjunto de apagamentos de um [n, k],-cddigo

C. FEntao
Eq = {(C;H( ) ceCeH C U gH(C) (32)
Demonstragéo
E claro que
U gH(C) c Ec.
Hc[n]

Seja agora 'y € Ec e H = suppe(y). Pela Proposigao 3.1.1, existe ¢ € C tal
que ¢ = yf. Como my;y(Ex(c)) = ¢; para todo i € H, entdo y; = w3y (Ex(c)),
para todo i € H. Como H = suppe(y), segue que

y; = e =3 (En(c)), para todo i € H.

e temos que y = Ex(c). O
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3.2. CONJUNTO DE AMBIGUIDADES

3.2 Conjunto de ambiguidades

Seja H = suppe(y) o suporte apagado de y € Y e seja [y]y o conjunto de
todas as possiveis palavras de C' que poderiam ter sido enviadas dado que y
foi recebido, isto é,

[y]m ={ceC;p(ylc) #0}.

O conjunto [y]g é chamado de conjunto de ambiguidades de y. Como é
feito em detalhes no Corolério 3.2.4 a existéncia de ambiguidades, no sentido
definido na Secao 2.6 equivale a termos |[y]y| > 1. De fato, as possiveis
decisoes de um decodificador por maxima verossimilhaga para uma palavra
com apagamentos nas coordenadas supp(y) = H sao as palavras de [y]y.

Vamos apresentar agora uma definicao equivalente para o conjunto de
ambiguidades.

Proposicao 3.2.1 Sejay € Y, H = suppe(y) e C um [n, k],-cddigo linear.
Entao ) )
[ylg = {ceC;c =yH}.

Demonstracao

Se c € [y]m, entdao p(y|c) # 0. Logo, pela Equagao (2.1) e relembrando que

estamos em um DMEC, y; = ¢;, se i€ H, e y; = €, se i € H. Portanto y = =,
Por outro lado, se ¢ € C' é tal que cH = yH, entao p(ylc;) = 1 - p, para

todo i € H, e p(yi|c;) = p(e|c;) = p, para todo i € H. Logo p(ylc) # 0 e segue

que c€[y]u. O

Exemplo 3.2.2 Seja C' =((1,0,0),(0,1,1)) um [3,2]s-cddigo linear. Sejam
y1=(6,0,0), y2=(1,60), y3 = (6,¢6,€) e ya=(0,1,0) palavras de F3u {e} e
H; = suppe(yi), i € [4]. Entdo

(1) [y1lm ={(0,0,0),(1,0,0)};
(2) [y2lm, = {(1,0,0)};

(3) [yslm, =C:

(4) [yaln,

Quando [[y]g| > 1 dizemos que y é uma palavra ambigua ou y é uma
ambiguidade. Apenas ambiguidades causam algum problema no que se re-
fere a decodificacao. O Lema 3.2.3 serd necessario para a demonstragao do
Teorema 3.3.1 e do Corolario 3.2.4.
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3.2. CONJUNTO DE AMBIGUIDADES

Lema 3.2.3 Sejamy € Ec com suppe(y) = H e C um [n, k],-cédigo linear.
Entao

(i) p(ylc) = pHI(1 - p)I, para todo c € [y]n;

(i1) p(ylc) =0, para todo ce C\[y]u.

Demonstracao i i
Primeiro demonstramos o item (i). Se ¢ € [y]x, entdo ¢ = y". Escrevendo
c=(c1,...,¢cn) ey =(y1,-.-,Yn), temos que ¢; = y;, para todo i € H. Como

H = suppe(y), segue que y; = €, para todo ¢ € H. Dali, pela Equacao (2.1),
temos que

p(yle) = Hp(yi|ci) Hp(yz'|0i) = p'H‘(l - p)|H|.

eH i€eH

A demonstracao do item (ii) é trivial, basta observar que, se ¢ € C' \ [y]u,
entao p(ylc) = 0 pela prépria defini¢ao de [y]py. ]

O Lema 3.2.3 diz que, dado y € Y, a probabilidade p(y|c) de receber y
dado que c € C foi enviado depende somente de ¢ pertencer ou nao a [y]g e
de H, isto é, nao depende de yZ.

Corolario 3.2.4 Sejam C um [n,k],-cddigo, y € Y* e H = suppe(y). A
palavra 'y € uma ambiguidade se, e somente se, existem dois decodificadores
por mdzxima verossimilhanga oy € ag tais que ai(y) # as(y).

Demonstracao
Se y € Y* é uma ambiguidade, entao |[y]g| > 1, logo existem ¢! # ¢% € C tais
que

ma(c') = () = ma(y).

Pelo Lema 3.2.3, temos que p(y]c) = 0 ou p(ylc) = plH(1-p)IHl. Logo p(y]c) <
p(ylct) = p(yle?) e segue que ¢! e ¢ sao imagens de y via decodificadores
de mdxima verossimilhanca. Como ¢! # ¢2, entdo existem pelo menos dois
decodificadores MLD distintos a; e as tais que ai(y) = ¢! # as(y) = 2.

Por outro lado, se a; e as sdo MLD com ay(y) # ax(y) para algum
y € V", entao

plar(y)ly) 2 p(ely) e plaz(y)ly) 2 p(cly).
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3.2. CONJUNTO DE AMBIGUIDADES

Fazendo ¢ = as(y) na primeira desigualdade e ¢ = a;(y) na segunda desi-
gualdade, temos que p(a1(y)|y) = p(e2(y)|ly) = A. Pelo Lema 3.2.3, A =
pPl(1 - p)Hl ou A = 0. Como y € Eg, existe c € C tal que p(y|c) # 0. Logo
A # 0, pois caso contrario p(ay(y)|y) = p(aa(y)ly) < p(¥|c), contradizendo o
fato de a; e ay serem MLD. Logo A # 0 e, dai, a1(y) # az(y) € [y]u. Segue
que |[y]g|> 1, isto é, y é uma ambiguidade. m

Observa-se no Exemplo 3.2.2 que dados y € Y*, H = suppe(y) e um
[n, k],-cédigo C, entao:

e [y]g pode conter mais de um elemento e ser distinto de C' (Item (1));

e [y]n pode conter apenas um tnico elemento (Item (2));

y]m pode ser vazio (Item (4));

]
[v]
[¥]m pode ser todo o cédigo C' (Item (3));
[v]
[y]x pode ser ou ndo um espago vetorial nao trivial.

A seguir é caracterizado cada uma destas situacoes acima descritas de
forma mais geral.

Observe que supps(Ex(c)) = H para todo ¢ € C' e todo H < [n]. Logo,
simplesmente denotamos [c]g = [Ex(c)]n.

Corolario 3.2.5 Sejam C um [n,k],-cddigo, y € Y* e H = suppe(y). O
conjunto de ambiguidades [y|y € nao vazio se, e somente se, y € F¢.

Demonstragao
Se [y]u # @, entao existe c € [y]g. Pelo Lema 3.2.3 p(y|c) # 0 e temos que
y € Ec.
Por outro lado, se y € E¢, entao p(y|c) # 0 para algum c € C' e, pelo Lema
3.2.3, segue que c€ [y]y. O
O conjunto de ambiguidades [0]y de E4(0) € Y™, com H ¢ [n] é qualquer,
tem grande importancia para nossos objetivos. Vamos agora descrever e
estudar melhor esse conjunto.

Proposigao 3.2.6 Seja H < [n] e C um [n,k],-cddigo. Entio [0]y =

ker(7z) € um subcddigo de C, considerando uma restrigio no dominio de
_ ) cC [fn
7 ao conjunto C' C Fy.
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3.2. CONJUNTO DE AMBIGUIDADES

Demonstracgao
Note que ¢ € [0]y se, e somente se, ¢! = 0 isto é, mz(c) = 75(0) =0, pois
mg ¢ uma transformacao linear. O

Corolario 3.2.7 Sejam H < [n] e C um [n,k],-cddigo linear. Entao
I[c]al =1[0]al, para todo ceC.
Conseguentemente, se y € Ec, entao |[y]u|=|[0]x]-

Demonstracao
Sejam y € Ec com H = suppe(y), entao [y]|y + @. Dado ¢ € [y]y, definimos

¢ por
¢: [yla — (0]
¢ — c+(qg-1)c.

Note que
(c+ (g=1)eo) T = e+ (q=1)cfl = cfl + (g-1)efl =07,

portanto ¢ estd bem definida. Se ¢(c1) = ¢(c2), entdo 1+ (g—1)co = coa+ (g~
1)eo, logo ¢1 = ¢q, isto é, ¢ é injetora. Seja c € [0]y, isto é, ¢/ = 0. Temos
que ¢o + ¢ € [0] g, pois

(co+c)f =cll +0" = ¢l
Dai,

d(c+cg)=co+c+(q—1)cg=qco+c=c,

portanto ¢ é sobrejetora. Segue entdo que ¢ é bijetora e |[y]g|=|[0]x|. O
Podemos agora encontrar uma expressao para a probabilidade p(y) de
receber uma palavra y € Y. Seja H = suppe(y), entao

p(y)= D, pyle)p(c)+ > plyle)p(c).

celyly ceC\[yln

Pelo Lema 3.2.3, lembrando que estamos considerando p(c) = g7 constante,

temos B
ply)= 3 p(1-p)"g",
celylu
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e, pelo Corolério 3.2.7, como |[y]g| = |[0]x]|, segue que

p(y) = [0]m|g *p"I(1 - p)". (3.3)

Sejam C' um [n, k],-cédigo, Ec o conjunto de apagamentos de C' e H
[n]. Denotamos por Ey o conjunto de palavras de F¢ cujo suporte apagado
seja exatamente o conjunto H, isto é,

Ep ={y € Ec; suppe(y) = H}.
Lema 3.2.8 Sejam H < [n] e C um [n, k],-cédigo. Entdo
(0]l Enl = ¢".

Demonstracao
Dados H ¢ [n] e x,y € Ey, pelo Coroloério 3.2.7, temos que |[z]g| = |[y]#x]
e, se X #y, entao

[(x]un[yln = 2.

Dai, se ce C, entdo Ex(c) € By, segue que c € [¢]y € Uyep, [y]a. Dal

C= U [y]u

yeEn

em que a uniao é disjunta e, portanto,

¢“=1Cl= 3 llylul= > I[0]al=|Eull[0]xl.

yGEH yEEH

a
Os conjuntos de ambiguidades se relacionam com as probabilidades de
erro de decodificacao e de ocorréncia de ambiguidade do canal. Segue imedi-
atamente das defini¢oes de Py, e P, que: sey € E¢ é tal que suppe(y) = H,
entao
1

Piee(y) =1~ ol (3.4)

A expressao (3.4) é consequéncia das seguintes igualdades:

_ple(y))p(a(y)) _
p(y)

Piee(y) = 1-p(a(y)ly) =1
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3.3. EXPRESSAO EXATA PARA AS PROBABILIDADES DE ERRO

__ pQ-p)Hlgk 1

[0] g pI(L—p)iE = |[0]a]
Observa-se, também, que

1
Per?"(Y) = [1 - m“ ) (35>

em que [/] denota o menor inteiro maior ou igual a [, no caso, P...(y) =0,
quando y nao for ambiguidade, e P,,.(y) = 1, quando y for uma ambiguidade.

3.3 Expressao exata para as probabilidades
de erro

Apresentamos uma demonstracao simples de como determinar as expressoes
para P, encontradas por Didier em [5] e por Fashandi et al em [11] (Teo-
rema 3.3.1). Vemos que a notacdo adotada permite trabalhar Py, e P,
simultaneamente.
Observe que P,(y) depende somente do conjunto H = suppe(y), logo
denotamos P,(H) = P,(y).
Pelo Corolario 3.2.5 temos que p(y) =0 para todo y € Y™ \ E¢. Particio-
nando Y" = Ec U (Y"\E¢), obtemos que
P.(C)= ) Py)p(y) (3.6)
yeEc
Teorema 3.3.1 Seja C' um [n,k],-cédigo. Entao
P.(C)= ¥ P(H)RII(1-p). (37
Heln]
Demonstracgao
A seguinte sequéncia de identidades é valida

P Y'Y Py

yeym

DS P (H)qH[0]ulp(1 - p)7

yeEco

(3) - Z
= > P.(H)|Exlg 0]y (1 -p)*
Hc[n]

\ )
DS P E)pH1-p)h.
Hc[n]
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3.3. EXPRESSAO EXATA PARA AS PROBABILIDADES DE ERRO

A identidade (1) segue das expressoes (2.7) e (2.8). Pelas expressoes (3.4) e
(3.5), P.(y) depende apenas de H(y) = H = suppe(y), isto é P.(y) = P.(H),
logo a identidade (2) segue de (3.3), (3.4), (3.5) e (3.6). Somando em H ¢
[n], devemos multiplicar cada parcela do somatério por |Ey|, obtendo a
identidade (3). Por fim, a identidade (4) segue do Lema 3.2.8. O

Observacao 3.3.2 No Capitulo 4 explicamos em detalhes como as expressoes
para P, no Teorema 3.3.1 se relactionam com aquelas apresentadas por Fashandi
et al e Didier.

O trabalho para encontrar limitantes mais refinados reside na obtencao de
limitantes para P,(H) que imediatamente acarretam limitantes para P, (C').

Exemplo 3.3.3 Seja Cy =((1,1,0),(0,1,1)) um [3,2]2-cédigo. Vamos con-
siderar todas as possibilidades para H € [3] e determinar, na tabela a sequir,
0s valores de Pye.(H) € P...(H).

H [O]H Pdec(H) Perr(H)

& {(0,0,0)} 0 0

{1} {(0,0,0)} 0 0

{2} {(0,0,0)} 0 0

{3} {(0,0,0)} 0 0
{1,2} ]1{(0,0,0),(1,1,0)} : 1
{1,3} ]{(0,0,0),(1,0,1)} 5 1
{2,3} |{(0,0,0),(0,1,1)} % 1
{1,2,3} Cy 2 1

Logo,
Pue(Ch) = Sp(1-p) + 5p°

Perr(cl) = 3P2(1 _P) +p3'

Exemplo 3.3.4 Seja Cy = ((1,0,0),(0,1,1)) um [3,2]y-cddigo. Dado H <
[3], entao
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3.3. EXPRESSAO EXATA PARA AS PROBABILIDADES DE ERRO

H [O]H Pdec(H) Perr(H)
% {(0,0,0)} 0 0
{1} [{(0,0,0),(1,0,0)} [ 3 1
{2} {(0,0,0)} 0 0
{3} {(0,0,0)} 0 0
{1,2} 11{(0,0,0),(1,0,0)} : 1
{1,3} | {(0,0,0),(1,0,0)} % 1
{2,3} 11{(0,0,0),(0,1,1)} 5 1
{1,2,3} O, 2 1
Logo, . ; )
Pdec(Cl) = §P(1 - P)2 + §P2(1 _p) + §p3

Perv“(cl) = p(l _p)2 + 3P2(1 _P) +P3-

Note, nos dois exemplos anteriores, que P,(Cy) > P,(C}) e, portanto, Cy
é um codigo melhor que C5 em relacao a quantidade de erros de decodificacao
e de ocorrenci de ambiguidades.

Nos proximos capitulos apresentamos métodos relativamente simples, se
comparados a aplicagao direta do Teorema 3.3.1, para se comparar dois
[n, k],~codigos Cy e Cy, restritos a certas condigoes, em relagao as probabi-
lidades de erro e de ocorréncia de ambiguidades. Primeiramente estudamos
limitantes inferiores e superiores para P,.
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Capitulo 4

Limitantes para P, em DMEC

Dados r € [0,n] e um [n, k],~cédigo C, denotamos Quecr(C) € Qerrr(C) por

1
Quecr (O) = {Hq%}w(l‘m)' (1)

1
. {1 ~007] } (4.2)

Da mesma maneira como feito antes, usamos a notagao Q. ,(C) quando
as afirmages ndo dependerem de considerar Qgec,(C) ou Qeprr(C). Pelo
Teorema 3.3.1 e pelas notagoes (4.1) e (4.2) segue que

Qerr,r (C)

P.(C) = z Q. (C)p" (1-p)"™™. (4.3)

Quando nao houver duvidas a respeito de qual cédigo estamos traba-
lhando, abusamos da notacao denotando simplesmente

Q*,T(C) = Q*,r

para todo r € [0, n].

As expressoes (3.7) e (4.3) sao conhecidas por diversos outros autores,
porém com notagoes diferentes.

As expressoes para Py, encontradas por Fashandi et al em [11], denotada
em seu artigo por PJ%’ A € identica a expressao (3.7) fazendo

P(e) = p"€)(1 - p)

25



P{€|€TTOT} = Pdec(supp(e))a
em que e € 7.

Em [5] a férmula para P...(C), denotada por P,...(p), é a mesma ex-
pressao (4.3) fazendo

(Z)Pm(e) = Qerre

em que e € [F7. .
Denotamos por Q?ﬁSr o limitante inferior dado em [11] para Qe € por
Qpip., o limitante superior dado em [5] pra Qeprr, 7 € [0,n]. Isto é

inf (M) (1- 1 ) 44
o= () (1- (1.4
¢ k
sup _ n n i—dl) ( dl ) 45
vioo= (1) 11 (5 (5 75) (45

Os limitantes para as probabilidades de erro e de ocorréncia de ambiguidade
decorrentes destas estimativas serao denotados respectivamente por

Pri(0) =Y Qpls,pr(1-p)"" (4.6)
r=dj
e n
Ppip(C) = 3 Qpip, P (1-p)"" (4.7)
r=d

O indice inferior nos somatoérios das expressoes (4.6) e (4.7) é a distancia
minima d;. Isto se deve ao fato de que Q),, = 0 sempre que r < d; (Lema
4.2.1).

Note que P/, (C) depende apenas de n, k e d;, i € [k]. O Exemplo 4.0.5
a seguir mostra que esses parametros nao sao suficientes para determinar a
probabilidade de ocorrer ambiguidade em um codigo:

Exemplo 4.0.5 Sejam

Cy =((1,1,0,0),(0,0,1,1));
Cy ={((1,1,0,0),(0,1,1,1))
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4.1. CARDINALIDADE DE [0]x

dois [4,2]y-cddigos. Temos que

di(Ch) =d1(Cy) = 2;
dQ(Ol) = dQ(CQ) =4.

Isto €, ambas hierarquias de peso sao idénticas, logo Ppi,(Cy) = PRt (Cs).
No entanto

Per(Cr) = 2p*(1-p)%+4p3(1 -p) +p*
Perr(c2): P2(1_P)2+4P3(1_P)+p4~

Observamos no Exemplo 4.0.5 que os limitantes superiores em [5] po-
dem ser melhorados, uma vez que os parametros dos coédigos que aparecem
na expressao (4.5) nao sao suficientes para diferenciar cédigos com mesmos
parametros n, k e d;, i € [k].

O objetivo desse capitulo é melhorar os limitantes Pio(C) e P5% (C)
e apresentar também limitantes inferiores para ()., € limitantes superiores
para Qgec,r, quando r = d;, i € [k]. Para isso utilizamos os espectros generali-
zados dos cddigos e, em alguns casos, determinamos parcelas exatas para as
expressoes em (4.1) e (4.2).

Na Sec¢ao 4.1 estudamos a cardinalidade do conjunto [0]y em casos es-
pecificos. Na Secao 4.2 apresentamos os novos limitantes. Também, na Secao
4.2 apresentamos varias tabelas comparativas que ilustram o quanto melhor
os limitantes apresentados no Teorema 4.2.2 sao em relacao aos limitantes
em [5] e [11].

4.1 Cardinalidade de [0]y
Lembrando que
Al ={Dc C;dim(D) =i e |supp(D)| =1},
estudamos os suportes dos subcédigos de A, com 7 € [0,n] e i € [£].
Lema 4.1.1 Sejam C um cédigo, D € AL(C) e s € [n]. Entdo existe um

subconjunto {ct,..., "'} ¢ D linearmente independente, tal que ms(c?) = 0,
para todo j € [i - 1].
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4.1. CARDINALIDADE DE [0]x

Demonstracgao

Seja H = supp(D). Dividimos a demonstra¢ao em dois casos, quando s ¢ H
e quando s € H. Se s ¢ H, entao my(c) = 0, para todo ¢ € D. Como
dim(D) =1, o resultado é imediato.

Seja s € H. Como H = supp(D), existe c € D tal que m(,(c) # 0. Conside-
remos uma base de D da forma {c,u'... u*"'}, isto é, uma base que contenha
c. Definimos ¢/ := u/, se my(w/) = 0, ou, ¢ = w + (¢ - 1)c, se m(ul) # 0.
Entao o conjunto {c!,... c¢i"1} satisfaz as condigoes do Lema 4.1.1. O

Ao considerar a fungao A! — 2", i € [k] e j € [n], que a cada D € A’
associa supp(D), nao podemos, de modo geral, fazer qualquer afirmagao
sobre esta funcao. O préximo lema mostra que quando j = d; esta funcao é
injetora.

Lema 4.1.2 Sejam Dy # Dy subcddigos de Al , entio

supp(Dy) # supp(Dy).

Demonstragao
Seja ¢ € Dy N Dy e suponha por absurdo que supp(D;) = supp(Dy) = H.
Como c € Do\ Dy, entdao D = ({c} u D;) tem dimenséao i+ 1. Note que, como
supp(c) € supp(D1) = H, temos que supp(D) = H e, pelo Lema 4.1.1, dado
s € H, existe um conjunto linearmente dependente {c!,... ¢!} € D tal que
misy(¢7) = 0, j € [4], isto ¢, D ={(c,...,c) é tal que dim(D) =i e supp(D) ¢
H - {i}, isto é, |supp(D)| < d;. Uma contradicao, pois |supp(D)| > d;. 0
Observamos que a condigao j = d; € essencial para garantirmos a injetivi-
dade da funcao que a cada D ¢ A;'- associa supp(D). No Exemplo 4.1.3 apre-
sentamos dois subcédigos Dy, Dy € A% distintos com supp(Dy) = supp(Ds).
Para os calculos deste exemplo, usamos o Teorema 2.3.1 da Monotonicidade
de Wei.

Exemplo 4.1.3 Seja C' o [5,4]y-cddigo cuja matriz geradora é dada por
1 00 00

11
G1‘01
0 0

O = O

0 0
00
11

Como ¢ = (1,0,0,0,0) € C, entao d; = 1. Pelo Teorema da Monotonicidade
2.3.1, dy > dy = 1. Por outro lado, por defini¢ao

do(C) = min{|supp(D)|; D € C' com dim(D) = 2}. (4.8)
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Como D =((1,0,0,0,0),(1,1,0,0,0)) € subcddigo de C' com supp(D) = [2],
dy < 2. Portanto dy = 2. Os subcddigos

Dl = ((17 1707070)7 (07 17 1707O)>
D2 = <(17070a0a0)a (07 1a 1’070)>

sao subcddigos de C' distintos em A% com mesmo suporte

supp(Dy) = supp(Dy).

Denotamos por ®; o conjunto de todos os subconjuntos de [n] que sao
suporte de algum subcddigo D ¢ Aﬁli, isto é,

®;={H c[n];3 DeAl) com H=supp(D)},

O Lema 4.1.2 garante que |®;] = |4} | = A , isto é, para obter A7 , basta
determinar |®;|.

Lema 4.1.4 Seja C um [n,k],-cddigo linear. Se existe D < C tal que
dim(D) =1 e supp(D) ¢ H ¢ [n], entdo |[0]x| > ¢'.

Demonstracao
Se ce D, entao ce [0]g. Logo D c[0]y e |[0]u| 2 |D| = ¢ m

Lema 4.1.5 Seja C um [n,k],-cddigo linear. Se H € ®;, entdo |[0]x] = ¢'.

Demonstracao

Pela Proposigao 3.2.6 sabemos que |[0]y| é poténcia de ¢ uma vez que [0]y €
C é F;-subspago vetorial de dimensao finita. Suponha por absudo que |[0]g| >
¢"*'. Como [0]y é F-subspago vetorial, entao dim([0]z) >+ 1. Logo existe
um subcédigo D ¢ [0]y tal que dim(D) =i+ 1. Como D < [0]g, segue

supp(D) € supp([0]n) € H

e, portanto,
di+1 < |supp(D)| < [supp([0]m)| < |H| = d;.

Uma contradicao, pois d; < d;;1 pelo Teorema da Monotonicidade 2.3.1. Logo
I[0]x| < ¢* e, pelo Lema 4.1.4, temos |[0]x| = ¢ O
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Lema 4.1.6 Seja C um [n,k],-cddigo linear. Se H < [n] com |H| = d; e
H ¢ ®;, entao |[0]u| < ¢t

Demonstracao
Suponha que |[0]g| > ¢!, ou seja, que dim([0]y) > i. Logo existe um
subcédigo i-dimensional D ¢ [0]y de C tal que supp(D) € H e

d; < |supp(D)| < |supp([0]m)| < |H| = d;,

ou seja, supp(D) = H, dim(D) =i e |supp(D)| = d;. Segue que H € ®;, o que
contradiz a hipotese. O

Vamos enunciar aqui um resultado com teor similar ao Lema 4.1.4 que
sera utilizado na préxima secao. Postergamos a demonstracao deste resultado
para a Secao 5.2, pois este é um caso particular da Proposicao 5.2.4.

Proposicao 4.1.7 Seja C um [n, k],-cédigo linear. Se H c [n] com |H|=d;
e H ¢ ®;, entdo |[0]g| > gF "+,

4.2 Novos limitantes para as probabilidades
de erro

Nesta segao determinamos limitantes para P, a partir de limitantes para Q. .
Lema 4.2.1 Seja C um [n,k,dy, ..., dy],-codigo. Se r <dy, entao Q., =0.

Demonstracao
Dado r < dy, se c € [0]g com |H| = r, entao supp(c) € H, logo w(c) < |H| =
r <d;. Logo ¢=0 e [0]y = {0}. Pelas expressoes (4.1) e (4.2), Q.,=0. O
Seja G € Mpxn(F) uma matriz geradora de C. O k-ésimo peso genera-
lizado dj, de C' é dado pelo nimeros de colunas nao nulas de G. Acontece
que, se G tem [ colunas nulas, excluindo-se essas colunas e denominando a
matriz obtida por G, temos que G ¢ Mjsn—i(F,;) é matriz geradora de um
[dy, k]-cédigo C' com P,(C) = P,(C), logo assumimos que dj, = n a partir
desse ponto. Pelo Lema 4.2.1 e pela expressao (4.3) temos que

PAC) = Qup'(1-p)™. (4.9)

i=dy
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Lembrando que |A%| = A%, vamos relacionar esse invariante com a di-
mensao do subcédigo [0]g.
Fixado d; € [n] e particionando

{H < [n];|H| = di} = 2 J({H < [n];|H] = di} \ @)

segue que

Queea = 2 (o) P (- )

|H|=d,;
Do Lema 4.1.5 temos que

Quced; = (1—%)+ 3 (hm). (4.10)

He<I>1- H¢q>1
|H|=d;

Para Qepr.q;, seguindo os mesmo passos, temos
1 1
Qerr,di = Z [1 - 7] + Z 1- . (411)
[0] ]

Hed; q H¢d;
|H|=d;

Em particular, se ¢ = 1, dos Lemas 4.1.5, 4.1.6 e da Proposi¢ao 4.1.7,
obtemos que todos os termos do primeiro somatério acima sao constantes
iguais a 1 e todos os termos do segundo somatério acima sao nulos. Segue
que

Qerr,dl = |(I)1| = Azlil

Isto é, Qerra, € dado pelo nimero de palavras de peso minimo do cédigo
C. Em [9] limitantes para Aj foram obtidos para cédigos NMDS.

Em termos de limitantes, dos lemas 4.1.5, 4.1.6 e da Proposicao 4.1.7, e
das expressoes (4.10) e (4.11), provamos o seguinte teorema:

Teorema 4.2.2 Seja C' um [n, k],-cédigo. Entao

i 1 n ; ~ 1
Adi (1 ) qi) ’ ((dz) - Adi) (1 max{1, qk—"ﬂli}) < Qdec.a;

(a-1 n 1
v (5 () )
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para todo i € [k]. De maneira andloga obtemos limitantes para Qerra;, com

; n ; 1 n
Adi + ((dl) - Adl) ’71 max{l,qk”+di}“ < Qer'f‘,di < (dl),

para todo i € [[2, k].
Qerr’,dl = |CI)1| = A}h

Note que encontramos limitantes para alguns Q). ,, a saber, para r = d;,
i € [k]. Observemos que, se r < dy, entao Q. , = 0, de modo que, para calcular
limitantes bons para P,, precisamos estimar @), , para todo r € [dy,d;] com
r # d;. Isso nao é um problema que pode ser abordado da maneira como
feito no Teorema 4.2.2, uma vez que os espectros i-dimensionais com suporte
diferente de d; contém cédigos distintos com mesmo suporte. Nesta tese,
estudamos casos particulares, de acordo com as propriedades de separacao
de um c6digo. De modo mais especifico, os casos em que C' é MDS e AMDS.
Mostramos que os limitantes coincidem para todo r € [dy,n] quando C é
um [n, k],-cédigo P-MDS, para algum s € [k] (Teorema 5.1.1). Como con-
sequéncia, os limitantes obtidos no Teorema 4.2.2 fornecem férmulas exatas
para c6digos MDS (reproduzindo a féormula exata apresentada em [11]) (ver
Corolério 5.1.2). Também mostramos que os limitantes inferiores e superiores
dados pelo Teorema 4.2.2 coincidem quando r =d; ou r = dj, (Lema 5.2.1).

4.3 Comparacao de limitantes para o caso de
[7,4]o-c6digos lineares

Apresentamos agora algumas tabelas e graficos exemplificando os ganhos em
relagdo aos limitantes conhecidos para o caso de [7,4]s-cédigos lineares.

Dizemos que dois [n, k],~cédigos Cy e Cy sao equivalentes se existir uma
isometria entre eles, isto é, um isomorfismo de F, -espacos vetoriais preser-
vando a distancia de Hamming. A menos de isomorfismo, existem 22 [7,4]-
c6digos distintos (a menos de equivaléncia). Os cédigos C'(4,7,1), i € [22],
sao descritos no anexo deste trabalho pelas suas matrizes geradoras.

A Tabela 4.1 apresenta uma comparacao entre o valor obtido de Q¢pr 4,
pelo Teorema 4.2.2 e o valor do limitante superior Q}7), 5 para Qerrd,. Am-

bos foram divididos por (Z;l) para comparacoes em termos de probabilidade.
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Calculamos tais valores para todos os 22 [7,4]s-c6digos distintos a menos de
equivaléncia.

Substituindo Q57p 4, POT Qerra, em (4.7), obtemos um limitante superior
para P,,.(C;p) o qual denotamos por Pr," (C;p).

Seja p a probabilidade de erro do canal. Para p = 0,1 e p = 0,01, as
Tabelas 4.2 e 4.3 apresentam uma comparagao entre os limitantes superiores
PRip(Csp) e Pry’,,,(C;p) para todos os 22 [7,4]y-c6digos distintos (a menos
de equivaléncia). Em alguns célculos, utilizando as férmulas encontradas em
[5], os limitantes Q‘;‘}’DW para (e, forneceram valores superiores a (:L), 0
que nao ¢é possivel pois

sup
DID,r

()
¢ um limitante superior para a probabilidade de ocorrer ambiguidade em um
canal com quantidade fixa de ambiguidades igual a r (ver [5]), portanto nao

pode ser superior a um. Logo, quando os limitantes Q37 , eram superio-

res a ("), consideramos Q7py, = (”) para melhores resultados tanto para
r T r

Prip(C;p) quanto para Ppy’, . (C;p). A dltima coluna em cada uma destas
tabelas apresenta o quociente entre os limitante para a probabilidade de erro
e ambiguidade refletindo para valores diferentes de p o efeito obtido pelo
fato do termo QSD“}’Q dl/Qemdl > 1. Esta influéncia pode ser visualizada nos
Graéficos que seguem as tabelas. A razao representado no eixo y é dada por
PH(Cip)/ Py’ (Csp). Alguns graficos foram omitidos por representarem
mesmo traco.

As Proposigoes 6.0.12 e 6.0.13 mostram que nos casos em que desejamos
comparar dois [n,k],-cédigos Cy e Cy com di(Cy) = da(Cs) = d, para p
suficientemente pequeno o coeficiente Q. 4, (C;), j € [2], é o mais importante,
pois determina qual o melhor cédigo em relacao a quantidade de erros de
decodificacao ou de ambiguidades. Observa-se nas Tabelas 4.2 e 4.3 que para
valores menores de p o limitante Pp,", . (C;p) é bem melhor que o limitante
PP (C;p). Este comportamento para p pequeno serd explorado no Capitulo
6.

De fato, a formula exata para Qe,rq4, dada pelo Teorema 4.2.2 melhora
o limitante dado por Didier [5]. Note que os c6digos do anexo nao possuem
mesma distancia minima, quando queremos comparar dois [n, k],-cédigos
distintos Cy # Cy com dy(C1) # d1(Cs), para p suficientemente pequeno, se
di(C) > d1(Cy), entao P,.(Ch) < P,(Cy), o que serd mostrado na Proposicao
6.0.12. Passamos agora a comparar (para os [7,4]s-c6digo) o desempenho do
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4.3. COMPARAGAO DE LIMITANTES PARA O CASO DE [7,4],-CODIGOS LINEARES

limitante inferior que obtivemos no Teorema 4.2.2 com o limitante estabele-
cido por Fashandi et al.

Para os coeficientes Qe , com 7 = d;, i ¢ {1, k}, o limitante superior dado
pelo Teorema 4.2.2 é o pior possivel. Podemos pensar que o Teorema 4.2.2,
na prética, ¢ util apenas para calcular ¢y 4, , porém isso nao ¢é verdade, uma
vez que o Teorema 4.2.2 também fornece limitantes superiores e inferiores
para Qgec, €, mais ainda, fornece limitantes inferiores para Qeprr, 7 = d;,
i € [k]. A partir desses limitantes, também podemos melhorar limitantes
inferiores para Py..(C') que aparecem na literatura.

Denotamos por %f g L€ [%], o limitante inferior para Qge.q, dado pelo
Teorema 4.2.2. 7

A Tabelas 4.5 e 4.6 apresentam uma comparacao entre os limitantes Qf}‘?f d;
para Queca,, ¢ € {2,3}, obtido pelo Teorema 4.2.2; e o limitante inferior
Q?ﬁs’ 4, Para Qgec,q; encontrado em [11], novamente ambos divididos por (Z)
para comparacoes em termos de suas probabilidades. Calculamos tais valo-
res para todos os 22 [7,4],-codigos distintos (a menos de equivaléncia). Em
alguns cédlculos utilizando as férmulas encontradas em [11], os coeficientes

inf . ~ , .
FASr forneceram valores negativos, o que nao é possivel pois

inf
FASr

¢ um limitante inferior para a probabilidade de ocorrer ambiguidade em um
canal com quantidade fixa de erros igual a 7 (ver [11]). Logo, quando os

. . an . . . an _
limitantes Q7' ¢, eram inferiores a zero, optamos por considerar Qg = 0

para melhores resultados tanto para P}gS(C;p) quanto para P}Zf 1T P).

Sendo assim, quando ¢ = 1, isto é, d; = d; todos os calculos para Q%{ orr

para Qpys .., forneceram valores nulos (ver Tabela 4.4) exceto para o [7,4],-

cédigo de Hamming denotado por C(4,7,22).

Substituindo os coeficientes Q?f{cs, 4, DOr Q%{ 4, na expressdo (4.6), obte-

€

mos um limitante inferior, o qual denotamos por P%Zf 1.(C;p) para Pye.(C;p).

Observamos que os coeficientes ()., nao dependem da probabilidade de erro

do canal. Mais ainda, o fato de termos sempre Q?j‘c& 4 /QiT”Q{ 4, > 1 implica o

limitante P}Zf 1(C;p) € melhor que o obtidos por Fashandi et al. O quanto
melhoramos este limitante, isto depende de p.

Seja p a probabilidade de erro do canal. Para p = 0,1 e p = 0,01, as
Tabelas 4.7 e 4.8 apresentam uma comparacao entre os limitantes inferiores
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4.3. COMPARAGAO DE LIMITANTES PARA O CASO DE [7,4],-CODIGOS LINEARES

P}Tf{S(C; p)e P%gfdec(C; p) para todos os 22 [7,4]s-c6édigos distigtos (a menos

. A . s .
de equivaléncia). Note que como acontece ao compararmos P, .(C;p) com

PP (Csp), P}g{dec(C;p) é bem melhor que P}%S(C’;p) quando p é menor.

Expressoes e valores exatos de AL, i € [k], r € [n], para [n, k],-cédigos
arbitratios ainda sao problemas em aberto, isso dificulta o céalculo dos li-
mitantes para codigos arbitrarios e, ao mesmo tempo, d4 uma importancia
maior para o problema de determinar os coeficientes A%. A melhora dos li-
mitantes é ébvia pelas relagoes (4.10) e (4.11), uma vez que determinamos o

valor exato de algumas parcelas do somatério que aparece nestas relagoes.
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4.3. COMPARAGAO DE LIMITANTES PARA O CASO DE [7,4],-CODIGOS LINEARES

[7,4]2-codigos | Qp7p.a,/ (dz) Qerrar / (d71) Qpip/Qer
C(4,7.1) 0,5 0,4286 1,1665
C(4,7,2) 0,4444 0,2857 1,5554
C(4,7,3) 0,4444 0,2857 1,5554
C(4,74) 0,3333 0,1429 2,3324
C(4,7,5) 0,3333 0,1429 2,3324
C(4,7,6) 0,4 0,2857 1,4001
C(4,7,7) 0.4 0,2857 1,4001
C(4,7,8) 0,3125 0,1429 2,1868
C(4,7,9) 0,3125 0,1429 2,1868
C(4,7,10) 0,3333 0,1905 1,7496
C(4,7,11) 0,3333 0,1905 1,7496
C(4,7,12) 0,3125 0,1429 21868
C(4,7,13) 0,3333 0,2381 1,3998
C(4,7,14) 0,2667 0,1429 1,8663
C(4,7,15) 0,2 0,0952 2,1008
C(4,7,16) 0,2 0,1429 1,3996
C(4,7,17) 0,2222 0,1429 1,5549
C(4,7,18) 0,4164 0,2857 14575
C(4,7,19) 0,3125 0,1429 2,1868
C(4,7,20) 0,2 0,0476 4,2017
C(4,7,21) 0,3333 0,1905 1,7496
C(4,7,22) 0,25 0,2 1,25

Tabela 4.1: Comparacao entre Q77p 4, © Qerrdy
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4.3. COMPARAGAO DE LIMITANTES PARA O CASO DE [7,4],-CODIGOS LINEARES

[7,4]5-codigos | Ppyp(C50,1) | Prye, (C50,1) | Porip/Proer,

C(4,7.1) 0,0332 0,0204 1,1290
C(4,7.2) 0,0296 0,0212 1,3983
C(4,7.3) 0,0296 0,0212 1,3983
C(4,7,4) 0,0224 0,0123 1,8249
C(4,7,5) 0,0224 0,0123 1,8251
C(4,7.6) 0,0031 0,0024 1,2783
C(4,7.7) 0,0031 0,0024 1,2783
C(4,7.8) 0,0210 0,0120 1,7526
C(4,7,9) 0,0210 0,0120 1,7526
C(4,7,10) 0,0027 0,0019 1,4528
C(4,7,11) 0,0027 0,0019 1,4528
C(4,7,12) 0,0210 0,0120 1,7526
C(4,7,13) 0,0027 0,0021 1,2622
C(4,7,14) 0,0179 0,0113 1,5800
C(4,7,15) 0,0017 0,0010 1,5960
C(4,7,16) 0,0017 0,0013 1,2558
C(4,7,17) 0,0018 0,0014 1,3457
C(4,7.18) 0,0278 0,0208 1,3332
C(4,7,19) 0,0210 0,0120 1,7526
C(4,7,20) 0,0017 0,0008 2,1890
C(4,7,21) 0,0027 0,0019 1,4528
C(4,7,22) 0,0002 0,0002 1,1540

Tabela 4.2: Comparacao entre P/, (C;0,1) e P;ZZTT(C; 0,1)
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4.3. COMPARAGAO DE LIMITANTES PARA O CASO DE [7,4],-CODIGOS LINEARES

[7.4]2-cédigos | Ppi(C;0,01) | Pl (C;0,01) | Poih/Phip
C4,7.1) 0,0048 0,0041 1,1628
C(4,7,2) 0,0043 0,0028 1,5383
C(4,7,3) 0,0043 0,0028 1,5383
C(4,7,4) 0,0032 0,0014 2,2722
C(4,7,5) 0,0032 0,0014 2,2722
C(4,7.6) 3,0E-005 2 8E-005 1,3862
C(4,7.7) 3,0E-005 2.8E-005 1,362
C(4,7.8) 0,0030 0,0014 2,1365
C(4,7,9) 0,0030 0,0014 2,1365
C(4,7,10) 3,2E-005 1,9E-005 1,7117
C(4,7,11) 3,2E-005 1,9E-005 1,7117
C(4,7,12) 0,0030 0,0014 2,1365
C(4,7,13) 3,2E-005 2.3E-005 1,3834
C(4,7,14) 0,0026 0,0014 1,8349
C(4,7,15) 1,9E-005 9,6E-006 2,0331
C(4,7,16) 1,9E-005 1,4E-005 1,3835
C(4,7,17) 2. 1E-005 1,4E-005 1,5300
C(4,7,18) 0,0040 0,0028 1,4442
C(4,7.19) 0,0030 0,0014 2,1365
C(4,7,20) 1,9E-005 5,1E-006 3,8333
C(4,7,21) 3,2E-005 1,9E-005 1,7117
C(4,7,22) 2,4E-007 2,06-007 1,2379

Tabela 4.3: Comparagao entre P, (C;0,01) e P7"  (C;0,01)

T2.err

(7. 4]-codigos | Qs /(0) | Q1 /(1) | @ - QFls
C(4,7.0) 0 0 0
C(4,7.22) 0 0.1 0.1

Tabela 4.4: Comparagao entre Q?j‘c&ﬁ e ;fgdl, ie[21]
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4.3. COMPARAGAO DE LIMITANTES PARA O CASO DE [7,4],-CODIGOS LINEARES

[7,4]o-codigos Q?js d2/ ( ! ) Q%fd,z/ ( i ) me Q?ﬁs
C(4,7.1) 0 0 0
C(4,7,2) 0 0 0
C(4,7.3) 0 0 0
C(4,7.4) 0 0,0857 0,0857
C(4,7,5) 0 0,0857 0,0857
C(4,7,6) 0 0,0857 0,0857
C(4,7,7) 0 0,0857 0,0857
C(4,7,8) 0 0,0429 0,0429
C(4,7,9) 0 0,0428 0,0429
C(4,7,10) 0 0,0214 0,0214
C(4,7,11) 0 0,0214 0,0214
C(4,7,12) 0 0,0643 0,0643
C(4,7,13) 0 0,0214 0,0214
C(4,7,14) 0.5 0,5286 0,0286
C(4,7,15) 0,5 0,5214 0,0214
C(4,7,16) 0,5 0,5214 0,0214
C(4,7,17) 0.5 0,55 0,05
C(4,7,18) 0 0 0
C(4,7,19) 0 0,0214 0,0214
C(4,7,20) 0,5 0,5143 0,0143
C(4,7,21) 0 0,0214 0,0214
C(4,7,22) 0.75 0,75 0

Tabela 4.5: Comparacio entre Q™ FAS.dy © Q%f d
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4.3. COMPARAGAO DE LIMITANTES PARA O CASO DE [7,4],-CODIGOS LINEARES

[7,4]o-cdigos | Qulea /(1) | Qda /(1) | Q7 - QFis
C(4,7.1) 0 0,025 0,025
C(4,7.2) 0,5 0,5107 0,0107
C(4,7.3) 0,5 0,5107 0,0107
C(4,7,4) 0,5 0,5107 0,0107
C(4,7,5) 0,5 0,5107 0,0107
C(4,7.6) 0,5 0,5107 0,0107
C(4,7,7) 0,5 0,5107 0,0107
C(4,7.8) 0,75 0,7619 0,0119
C(4,7,9) 0,75 0,7560 0,0060
C(4,7,10) 0,75 0,7560 0,0060
C(4,7,11) 0,75 0,7560 0,0060
C(4,7,12) 0,75 0,7679 0,0179
C(4,7,13) 0,75 0,7619 0,0119
C(4,7,14) 0,875 0,875 0
C(4,7,15) 0,875 0,875 0
C(4,7,16) 0,875 0,875 0
C(4,7,17) 0,75 0,7560 0,0060
C(4,7,18) 0,75 0,7619 0,0119
C(4,7,19) 0,75 0,7619 0,0119
C(4,7,20) 0,875 0,8750 0
C(4,7,21) 0,75 0,7619 0,0119
C(4,7,22) 0,875 0,875 0

Tabela 4.6: Comparacao entre Q FAS.ds © Q%’j ds
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41

[77 4]2-cédigos P}ZWTXCS(Cv Oa 1) Pjigfdec(o; O’ 1) Piigfdec/ng{S
C(4.7.1) 43E-005 | 0,000059815 | 1,377828966
C(4,7,2) 43E-005 | 4,4193E-005 | 1,017991856
C(4,7,3) 4,3E-005 4,4193E-005 | 1,017991856
C(4,74) 4,3E-005 0,000100430 | 2,313405454
C(4,7,5) 4,3E-005 0,000100430 | 2,313405454
C(4,7,6) 4,3E-005 0,000100430 | 2,313405454
C(4,7,7) 4,3E-005 0,000100430 | 2,313405454
C(4,7.8) 43E-005 | 7,1627E-005 | 1,649928017
C(4,7.,9) 43E-005 | 7,1579E-005 | 1,643817408
C(4,7,10) 4,3E-005 0,00005752 1,324964008
C(4,7,11) 4,3E-005 0,00005752 1,324964008
C(4,7,12) 4,3E-005 0,000085735 | 1,974892024
C(4,7,13) 4,3E-005 5,7568E-005 | 1,326074616
C(4,7,14) 43E-005 | 4,5495E-005 | 1,047978282
C(4,7,15) 4,3E-005 4,4974E-005 | 1,035983711
C(4,7,16) 4,3E-005 4,4974E-005 | 1,035983711
C(4,7,17) 4,3E-005 4,7105E-005 | 1,085072601
C(4,7,18) 4,3E-005 4,3508E-005 | 1,002221217
C(4,7,19) 4,3E-005 5,7568E-005 | 1,326074616
C(4,7,20) 4,3E-005 4,4453E-005 | 1,023989140
C(4,7.21) 43E-005 | 5,7568E-005 | 1,326074616
C(4,7,22) 4,3E-005 0,000109023 | 2,511315865

Tabela 4.7: Comparagao entre P}Tf{S(C; 0,1) e P}'g{dec(C; 0,1)




4.3. COMPARAGAO DE LIMITANTES PARA O CASO DE [7,4],-CODIGOS LINEARES

[7,4]o-c6digos | Pi{s(C50,01) | Praf,. (C;0,01) | PR, /PEs
C(4,7.1) 4,9E-009 2,8936E-008 | 5,8770242221
C(4,7.2) 4,9E-009 0,000000005 | 1,0211082628
C(4,7.3) 4,9E-009 0,000000005 | 1,0211082628
C(4,7.4) 4,9E-009 8,7356E-008 | 17,742334164
C(4,7,5) 4,9E-009 8,7356E-008 | 17,742334164
C(4,7,6) 4,9E-009 8,7356E-008 | 17,742334164
C(4,7.,7) 4,9E-009 8,7356E-008 | 17,742334164
C(4,7.8) 4,9E-009 4,6089E-008 | 9,3608499147
C(4,7,9) 4,9E-009 4,6088E-008 | 9,3607314376
C(4,7,10) 4,9E-009 2,5506E-008 | 5,1804249476
C(4,7.11) 4,9E-009 2,5506E-008 | 5,1804249476
C(4,7.12) 4,9E-009 6,6671E-008 | 13,541274862
C(4,7.13) 4,9E-009 2,5506E-008 | 5,1805434247
C(4,7.14) 4,9E-009 5,2007E-009 | 1,0562887008
C(4,7.15) 4,9E-009 5,1314E-009 | 1,0422165255
C(4,7,16) 4,9E-009 5,1314E-009 | 1,0422165255
C(4,7.17) 4,9E-009 5,4001E-009 | 1,0986237034
C(4,7.18) 4,9E-009 4,0247E-009 | 1,0002369542
C(4,7,19) 4,9E-009 2,5506E-008 | 5,1805434247
C(4,7,20) 4,9E-009 5,0621E-009 | 1,0281443504
C(4,7,21) 4,9E-009 2,5506E-008 | 5,1805434247
C(4,7,22) 4,9E-009 0,000000101 | 20,508096889

Tabela 4.8: Comparacao entre P}%S(C’; 0,01) e P%fdec((];(),()l)
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4.4. COMPARACAO DE LIMITANTES PARA O CASO DE [7,4];-CODIGOS LINEARES

4.4 Comparacao de limitantes para o caso de
[7,4]7-c6digos lineares

No trabalho de Fashandi et al, é feito uma analise do limitante para codigos
com alfabeto relativamente grande, isto é, [n, k],~cédigos com ¢ > n. Como
nos parametros n = 7, k = 4 e ¢ = 7 fazer um anélise de todos os [n, k],
cédigos a menos de equivaléncia é uma tarefa que requer muito espago, uma
vez que existem varios codigos a menos de equivaléncia com esses parametros,
optamos por estudar dez [7,4]7-cédigos, escolhido por meio de geradores
pseudo aleatério para ilustrar a eficiencia dos limitantes dados pelo Teorema
4.2.2.

Considere os [7,4]7-cédigos C;, i € [10], cujas matrizes geradoras G, sao
respectivamente

1000125
G1:o1oo502
0010324]/
00016 46
1000406
G2:0100024
0010322/
0001403
1000125
G3:01OO562
0010001}
0001002
1000513
G4:0100144
0010160}
000116 6
1000001
a-l0100224
>"loo10112)
000166 3
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4.4. COMPARACAO DE LIMITANTES PARA O CASO DE [7,4];-CODIGOS LINEARES

1000660
G6=0100550
0010035}
0001615
10006 30
G720100040
0010302}
00014165
1000012
G8_0100606
0010610}
00016 36
100045 3
a._l0o1o00121
° 100106 6 2
0001124
e

1000335
G10:0100636
0010612
0001212

Considere a matriz T tal que sua i-ésima linha representa os coeficientes
do polinomio enumerador de peso de Cj, isto ¢, T; ; ¢ o numero de palavras
de peso 7 —1 de C;. Entao a matriz T' é dada por

(

24 114 522 912 828 \
30 132 432 1014 792
30 78 414 1122 738
18 138 486 936 822
24 204 426 774 960
18 120 480 972 804
30 114 426 1050 774
30 90 558 888 834
12 162 450 960 816
12 144 444 996 798

—
O o @ ©

— = = e = e e e e
—_
N}

SO DO DO DO OO oo

S DO DO D
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4.4. COMPARACAO DE LIMITANTES PARA O CASO DE [7,4];-CODIGOS LINEARES

[7,4]7-cédigos | Pl (C50,01)
C, 2.00539e-05
Cs 2.49953¢-05
Cs 1.46847e-03
Ci 2.00539¢-05
Cs 1.01735¢-05
Co 4.89375e-04
Cy 4.89376¢-04
Cs 2.49941¢-05
Co 1.01735¢-05
ClO 4.8937e-04

Tabela 4.9: Comparacao entre P}Z{S(C;O, 1) e P2 (C;0,1) (¢="7)

T2,dec

Note que, dentre os dez cddigos escolhidos, nao ha cédigos congruentes
entre si, pois a matriz 7" nao tem linhas repetidas.

A Tabela ilustra o quao os limitantes inferiores dados pelo Teorema 4.2.2
sao mais precisos se comparados aos limitantes de Fashandi et al num canal
com probabilidade de erro p = 0,01. Na primeira coluna da Tabela estao os
cédigos Cs, com i € [10], e na segunda coluna estao os valores dos limitan-
tes para Py..(C;) dados pelo Teorema 4.2.2. O valor do limitante inferior
encontrado em [11] depende apenas do comprimento n = 7, da dimensao
k = 4 e do tamanho do alfabeto ¢ = 7 e, portanto, é constante e igual a
P (C;0,01) = 2.93113¢ - 07 para todo Cj, i € [10].

A seguir é apresentado o grafico que compara os limitantes inferiores do
Teorema 4.2.2 e os limitantes propostos por Fashandi et al. Nota-se que os
limitantes inferiores de Fashandi sao menores que os limitantes inferiores do
Teorema 4.2.2 para os dez codigos escolhidos.
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Capitulo 5

Limitantes e propriedades de
separacao

Na literatura o limitante estabelecido por Fashandi et al [11] determina a ex-
pressao exata para a probabilidade de erro de decodificacao quando se trata
de cédigos MDS. Naturalmente, o mesmo ocorre com os limitantes que es-
tabelecemos no Teorema 4.2.2. Neste capitulo utilizamos o resultado obtido
para estudar a probabilidade de erro em situacoes que nao sao 6timas em
termos de separagao (MDS), mas que possuem outras propriedades relacio-
nadas: AMDS, NMDS, P,-MDS, etc.

Na Secéo 5.1 determinamos férmulas exatas para os coeficientes Q). (C')
de um [n, k],-cédigo C' P-MDS para todo r € [ds,dg] (ver Teorema 5.1.1).
Como consequéncia direta, determinamos férmulas exatas para P,(C) de
c6digos MDS (ver Corolério 5.1.2). Para calcular tais coeficientes serd ne-
cessario determinar os ¢-ésimos espectros generalizados com suporte d;. Para
isso usamos o Teorema 2.5.1 cuja demonstracao pode ser encontrada em [15].
Na Secao 5.2 determinamos P,(C) de um [n, k],cédigo C AMDS e apre-
sentamos consequéncias dos resultados obtidos sobre eficiéncia de cédigos
corretores de erros.

5.1 Aplicacoes dos novos limitantes em cédigos
MDS

Determinar uma expressao exata para P, dos cdédigos MDS é consequéncia
direta do seguinte teorema:

49



5.1. APLICACOES DOS NOVOS LIMITANTES EM CODIGOS MDS

Teorema 5.1.1 Seja C' um [n, k],-cédigo Ps-MDS. Entao

2w~ (1) (1 ) e o= ().

para ds <7 <n.

Demonstragao

Seja ds < r <n. Como C é um cédigo P,-MDS, d; = n—k+s. Lembrando que
dr = n, entdo temos que a cardinalidade de [ds,dg] é igual a k — s+ 1. Pelo
Teorema da Monotonicidade de Wei, temos que

[ds, di] = {di;i € [s, K]},

e, logo, r =d; =n—-k+j para algum j € [s, k]. Pelo Teorema 2.5.1, temos que

Al = (") 5.1
d]‘ d] Y ( )
para todo j € [s,k]. Assim, pelo Teorema 4.2.2 temos
; 1 f(qg-1 n 1
ifq_ J _
Adj (1 qj) < Qdec,dj < Adj ( qj ) + (d]) (1 qjl) , (52)

para todo j € [s,k]. Substituindo (5.1) em (5.2), temos que os limitantes
inferiores e superiores coincidem. Logo obtemos a igualdade

Qdecr = (Z) (1 - qr_lmk) (5.3)

para todo r € [dy,dg]. Por outro lado, ainda pelo Teorema 4.2.2

; n
Ailj < Qerr,dj < (d)7 (54>

J

para todo j € [2,k]. Logo, se s > 2, substituindo (5.1) em (5.4), novamente
os limitantes inferiores e superiores coincidem e, portanto, temos

n
err,r — ) 5.5
Qoo = (") (5.5)
para todo r € [ds,dg]. Caso s =1, pelo Teorema 4.2.2 e pela expressao (5.1)
n
Qerr,dl = |q)1| = A},zl = (d ), (56)
1
concluindo assim a demonstracao. O

O corolério 5.1.2 é conhecido na literatura [11].
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5.2. EXPRESSOES EXATAS PARA CODIGOS AMDS

Coroldrio 5.1.2 Seja ¢ um [TL, k? d17 s 7dk]q'66di90 MDS. Entao
) P €)= S (1 -2

(b) Pace(C) = Tityr (7) (1= 2) (1 - p)".

Demonstracgao

Pelo Teorema da Monotonicidade de Wei, lembrando que C' é um codigo

MDS e, portanto, d;(C) =n—-k+1, segue que d; =n—k+1, para todo i € [k],

isto é, C' é um c6digo P;-MDS. Da expressao (4.9) e do Teorema 5.1.1 segue

o resultado. 0
Observe que o item (b) do Corolario 5.1.2 é encontrado em [11].

5.2 Expressoes exatas para codigos AMDS

Determinamos nessa se¢ao expressoes exatas para as probabilidades de erro
de cédigos AMDS.

Lema 5.2.1 Seja C um [n,k],-cddigo. Entao

1
C?dec,dl€ =1- %7

Qerr,dk :17

1 1
Qdec,dl :Adl 1- 57 ;
Qerr,dl :Aél-

Demonstracgao

Como dj = n, temos que Aflk = 1. Pelo Teorema 4.2.2, Qgeca, = 1 —q* ¢
Qerra, = 1, pois os limitantes superiores e inferiores coincidem ¢ = k. Para
calcular Qgecq, basta substituir ¢ = 1 nos limitantes inferiores e superiores

dados pelo Teorema 4.2.2 e notar que eles também coincidem. O
Denotamos por
a;(r) =|{H ¢ [n];dim([0]y) =i e |H| =1} (5.7)

Podemos entao reescrever os coeficientes (). , como se segue

Queer =Y i) (1- ) (55)

k
=0 ql
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5.2. EXPRESSOES EXATAS PARA CODIGOS AMDS

k
Qerr,r = ; CLi(T’). (59)

1

Assim, estudamos @), a partir dos coeficientes a;(r). Observamos antes
de tudo que

S an(r) - (:f) (5.10)

=0

Lema 5.2.2 Seja C um [n, k],-cddigo. Entio a;(r) =0, para todo r < d;, e

Demonstracao
Pelo Lema 4.1.2 temos que |®;| = A}, . Seja

B={Hcn];dim[0]y =i e |H|=d).

Observe que |B| = a;(d;). Vamos demonstrar que B = ®;. tal Seja H < [n]
com dim([0]y) =i e |H| = d;. Basta provar que supp([0]y) = H. Sabe-
mos que supp([0]g) € H. Suponha por absurdo que |supp([0]x)| < |H|,
entdo dim([0]y) =i e [supp([0]x)| < |H| < d; — 1, uma contradi¢ao. Logo
supp([0]x) = H e, portanto, a;(d;) = A, .

Suponha por aburdo agora t > 0. Se, por absurdo, a;(d; —t) > 0, temos
que existe H ¢ [n] com |H|=d; -t e dim([0]y) =i. Mas supp([0]y) € H e,
portanto, d; —t = |H| > |supp([0]x)| > d;. Absudo. Portanto a;(d; —t) =0, ou
seja, a;(r) =0, para r < d;. ]

Continuamos a estudar os coeficientes a;(r). Para uma melhor visua-
lizagao dos resultados que se seguem, consideramos a matriz (n+1) x (k+1)
em que a entrada na i-ésima coluna e r-ésima linha é dada por a;_1(r - 1).

O Lema 5.2.2 diz que todos os elementos acima das posigoes (i, d;), i € [k]
da matriz a;(r) também sao nulos e a;(d;) = A} . As entradas em azul da
matriz a;(r) abaixo foram calculadas utilizando o Lema 5.2.2.

Na matriz abaixo, as entradas em foram estabelecidas utilizando o
Lema 5.2.5.
A soma das entradas da j-ésima linha da matriz a;(r) é igual a (jill)

pela expressao (5.10). Logo as entradas em vermelho sdo completamente
determinadas por essa expressao.
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5.2. EXPRESSOES EXATAS PARA CODIGOS AMDS

Note que quanto maior d;, menor a parte a ser determinada da matriz

a;(r).

1 0 0 0 0 0
G 0o o0
(di) - AL Al 0 0 0 0
ao(d1+1) al(d1+1) 0 0 0 0
ao(ds 1)  ai(dz-1) 0 0 0 0
ao(dz) a1 (dz) A7 0 0 0
ao(d2+1) a1(d2+1) a2(d2+1) 0 0 0
ao(dr-2-1) ai1(dg-2-1) a2(dp-2-1) - 0 0 0
ao(dg-2) a1 (dg-2) az(dg-2) AS;Z 0 0
ao(dk_g + 1) a1(dk_2 + 1) ag(dk_g + 1) ak_g(dk_g + 1) 0 0
ao(dr-1-1) a1(dp1-1) a2(dp-1-1) - agpa(dp-1-1) 0 0
ao(dk-1) a1 (dg-1) az(dg-1) - ag-2(dg-1) At 0
ao(dg-1+1) a1(dg-1+1) az(de-1+1) - ap-a(d-1+1) ag-1(dp-1+1) 0
ap(n—k) ai1(n-k) az(n—-k) ag—2(n-k) ak-1(n—-k) 0
ai(n-k+1) ax(n-k+1) - apo(n-k+1) ar1(n-k+1) 0
az(n—-k+2) ap—2(n-k+2) agp_1(n-k+2) 0
ag—2(n—-2) ag—1(n-2) 0
n 0
k
Ak

O Lema 5.2.5 serd consequéncia da seguinte da proxima posicao.

Proposicao 5.2.3 Seja C' um [n,k],-codigo, H ¢ [n] com cardinalidade r
e i =dim([0]y). Entao

dim([0] gugyy) 2 max(k +7+1-n,1), (5.11)
para todo j € [n] ~ H.

Demonstracao
Denotamos R = Hu{j}. Pela Proposicao 3.2.6, [0]g = ker(7). Identificando

TR=T(°Tq (5.12)
considerando a composicao de funcoes
C E) ]quz—r E, IE‘?ql—r—l

Zse[n]cses = Vel Cs€s > YseR CsCss
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5.2. EXPRESSOES EXATAS PARA CODIGOS AMDS

pelo Teorema do Ntcleo e Imagem segue
dim(C) = dim(Im(7y)) + dim(ker(7z)),

isto é,
dim[0]g = k - dim(Im(7g)). (5.13)
Mas, pela expressao (5.12)

dim(Im(7z)) < min(dim(Im(rg)), dim(Im(7r;,)))- (5.14)
Como 75, € a projegao de Fy™ em [F7=r=1 coordenadas,
dim(Im(m;))=n-r-1 (5.15)
e, como dim([0]y) = dim(ker(7)), temos que
dim(Im(ng)) = dim(C) - dim(ker(7z)) = k —i. (5.16)
Segue de (5.14), (5.15) e (5.16) que
dim(Im(ng)) <min(k -i,n—-r-1). (5.17)
De (5.13) e (5.17) temos
dim([0]g) > k—min(k—i,n—r-1) = max(i,k+7+1-n). (5.18)
0

Proposigao 5.2.4 Seja C um [n, k],-cddigo linear. Se H < [n] com |H|=r,
entao |[0]u| > ¢k

Demonstragao

Se |H| =0, o resultado é trivial. Suponha que o resultado vale para H ¢ [n]
com |H| < r. Vamos mostrar que também vale para J € [n] com |J| =17+ 1.
Escrevendo J = Hu{j} com |H|=re j ¢ H, pela Proposi¢ao 5.2.3 temos que

dim([0];) = dim([0] gugjy) > max(k +7+ 1 -n,1)
em que i = dim([0]g). Mas pela hipétese de indugao i > k —n +r, logo

dim([0];) >max(k+r+1-nk-n+r)=k-n+(r+1).
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5.2. EXPRESSOES EXATAS PARA CODIGOS AMDS

Lema 5.2.5 Dado um [n,k],-cddigo C, entao a;(r) = 0, sempre que r >
n-k+i+1.

Demonstracao

Suponha por absurdo que exista H ¢ [n] com |[H| = r, dim([0]y) =i e
r>n-k+i+1. Se H = [n], entdo temos r = n e i = k, ndo satisfazendo a

hipétese. Logo, H ¢ [n]. Seja j € [n] ~ H. Pela Proposigao 5.2.3
dim([0] gugyy) > max(k +7+1-n,1).
Comor>n-k+i+1,entaor+k+1-n>i+2>i. Assim
dim([0] o) 2 + 2.

Dai, [0]ugjy contém um subconjunto D de dimensao i +2. Pelo Lema 4.1.1
existe um subcédigo D € D tal que dim(D) = i+ 1 e supp(D) ¢ H. Mas
D c[0]y e dim([0]x) = 4, uma contradicdo. Portanto nio existe H € [n] tal
que |H| =7 e dim([0]x) =14. Segue que a;(r) = 0. O

Corolario 5.2.6 Seja C um [n,k],-cddigo. Entao os coeficientes a;(n—1)
sao todos nulos, parai+k—-1, e ap_1(n—-1)=n.

Demonstracgao
Pelo Lema 5.2.5, tomando r =n-1=n-k+ (k-1), se i < k-1, entao
a;(n—1) = 0. Também, pelo Lema 5.2.2, temos ax(n —1) = ax(dy — 1) = 0.
Pela expressao (5.10)

k n

;)al(n 1) = (n - 1),
e, portanto, temos que ax_1 (n—1) = n, pois esta é a tnica parcela nao nula
do somatorio acima. O

Cédigos AMDS tem a probabilidade de erro de decodificacao e de ocorréncia

de ambiguidade inteiramente determinadas pelos Lemas 5.2.2 e 5.2.5. O
Exemplo 5.2.7 ilustra a aplicagao desses lemas para o [7,4]s-cédigo de Ham-
ming.

Exemplo 5.2.7 Consideremos o cédigo C = HAM(7,4),, isto €, o cddigo
C c F} de matriz geradora G dada por

1000110
G=0100101
001 0O0T1]1
0001111
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5.2. EXPRESSOES EXATAS PARA CODIGOS AMDS

Temos que a hierarquia de pesos de C' €

dy | dy | ds | dy
315617

Pelo Teorema 2.5.1, calculamos Afw para 1 = 2,3,4. Por ser um cddigo de
dimensao pequena Aél pode ser calculado simplesmente contando as palavras
de peso dy de C'. Assim

A(O) Aclll A?lz Agg Azll4
1 7 | 21 7 |1

Dispondo os coeficientes a;(r) em um matriz na forma

CL()(O) al(O) GQ(O)
ap(1) ai(1) az(1)
ap(2) a1(2) a2(2)

az(0) a4(0
ao(3) a1(3) ax(3) a

( )
3(1) as(1)
3(2) as(2)
a;(r) = 3(3) as(3)

' ap(4) ai(4) ax(4) az(4) as(4)
ap(5) ai(5) az2(5) az(5) as(5)
a0(6) G1(6) 02(6) 3(6) @4(6)
ao(7) a1(7) aa(7) a3(7) ai(7)

Pelos Lemas 5.2.2 e 5.2.5, tendo em mente que a Hierarquia de pesos de

C €{3,5,6,7} temos

(a(0) 0 0 0 0 )
a(l) 0 0 0 0
a2 0 0 0 0
a(3) AL 0 0 0
ai(r) = (()) al(il) 0 0 0
0 0 A3 0 0
0 0 0 4 o0
\ 0 0 0 0 A

Note que a soma dos coeficientes da j-ésima linha da matriz a;(r) € (/fl)
e AL =7. Assim, obtemos todos os coeficientes a;(r) parai € [0,4] er €[0,7],

a saber
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5.2. EXPRESSOES EXATAS PARA CODIGOS AMDS

1 0 0 0 0)
7 0 0 00
21. 0 0 0 0
ai(r) = 28 7 0 0 O
’ 0 3 0 0 0
0 0 21 0O
0O 0 0 70
0O 0 0 01

Mas, como

k 1

Qdec,r = Zai(r) (1__1),
i=0 q

k
Qerr,r = Z ai(r) :

e P.(C)=%1Q.,p (1 -p)*", temos que
P...(C)=7p*(1-p)* +35p*(1 -p)® +21p°(1 - p)? + Tp°(1 - p)* +p".

Piec(C) = 7(1—%)pB(l—p)4+35(1—%)p“(l—p)?’
+ 21(1—i)p5(1—p)2+7(1—%)pG(l—p)1+(1—1—16)p7.

Note que no caso do Exemplo 5.2.7 os resultados obtidos determinam a
probabilidade de erro exata do coédigo. Mostramos que podemos sempre obter
exatamente P, se C' é um [n, k],~cédigo com {d;;i € [k]} ¢ [n - k,n], isto &,
C' é um codigo MDS ou um cédigo quase MDS. A prova desta afirmacao é
consequencia direta do Corolario 5.1.2 e do Teorema 5.2.8.

A idéia da demonstracao do Teorema 5.2.8 é a mesma usada para cal-
cular P,(C') no Exemplo 5.2.7. A demonstragao do caso geral, no entanto,
é extensa e técnica, porém, tendo em mente a representacao matricial dos
coeficientes a;(r), podemos acompanhar facilmente todos os passos.

Teorema 5.2.8 Dado um [n,k],-cddigo C com dy =n -k, entao
P...(C)= Al prE(l-p)k+ (5.19)
2t (kPR (L - p)A- (5.20)
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5.2. EXPRESSOES EXATAS PARA CODIGOS AMDS

PaelC) = T3 Al (855 i1 -p)i o (5.21)
¥Eo () (1= &) i1 - p),
em que s € [k] € tomado de forma que C' seja Ps-MDS.

Demonstragao
Seja s € [k] tal que C seja um codigo Ps-MDS. Note que, como dy #n—-k+1,
entao C' nao ¢ 1-MDS. Logo s > 1.

O Teorema 5.1.1 determina @), ,, para todo r € [ds,n], a saber

Qerryr = (Z) (5.22)

Queer = (7:) (1 - qlnk) (5.23)

Vamos determinar esses coeficientes para r € [0,ds —1]. Pelo Lema 4.2.1,

Q. =0, para todo r € [0,d; - 1]. (5.24)

Dessa forma precisamos apenas dos coeficientes @), com r € [dy,ds - 1].
12 Caso: r=d, -1
Fixe r = ds — 1. Entao Q., dependem dos coeficientes a;(r), para todo
i € [0,k]. Pelo Teorema da Monotonicidade de Wei, como d; = n - k, segue
que
di=n-k+i-1,seie[l,s—1]

di=n-k+i, seié€ls,k].

Ser=ds;—1, temos que r<n—-k+s<n-k+1t=d;, para todo ¢z > s. Pelo
Lema 5.2.2 temos que

a;(ds—1) =0, para todo i > s. (5.25)

Por outro lado, se r=ds -1, entao r=n—-k+s-1>n-k+1i+ 1, para
todo i < s — 2. Pelo Lema 5.2.5 segue que

a;(ds—1) =0, para todo i < s—2. (5.26)
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5.2. EXPRESSOES EXATAS PARA CODIGOS AMDS

Pelas expressoes (5.10), (5.25) e (5.26), temos que
n :
as_l(ds—l):(d 1) ea;(ds—1)=0, Vi+s—-1.
e, das expressoes (5.9) e (5.8), segue que

Qerrd,-1 = ( dsn_ 1) (5.27)

Qecds-1 = (dsn_ 1) (1 - %) : (5.28)

29 Caso: r € [dy,ds - 2]
Comody=n-keds—2=d,, entao

I[di,ds=2]|=(n-k+s-2)-(n-k)+1=s-1. (5.29)

Logo pela equacao (5.29) e, novamente, pelo Teorema da Monotonicidade

de Wei, temos
[dy,ds 2] ={d;;ie[s-1]}.

Dai, se r € [dy,ds—2], entdo r = d;, para algum ¢ € [s—1]. Seja r = d;, com
t € [s—1]. Vamos agora determinar a;(r) = a;(d;) para todo i € [k]. Para
isso dividimos em subcasos:

12 Subcaso do 22 Caso: i >t +1.

Pelo Teorema da monotonicidade de Wei d; > d; = r, para todo i € [t+1, k].
Logo, pelo Lema 5.2.2; segue que

a;(r) =0 para todo i € [[t + 1, k]. (5.30)
22 Subcaso do 22 Caso: i<t —2.
Se i€ [t-2], entdo i <t -2, logo d; < dyo =d; -2 =r-2. Segue que
r>d;+2,isto é, r>n—-k+1+1. Logo, temos que

a;(r) =0, para todo i€ [t - 2]. (5.31)

32 Subcaso do 22 Caso: i =t.
Se r=d; e i=t, para algum ¢ € [s — 1], pelo Lema 5.2.2 segue que

ai(r)y=A,, i=t. (5.32)
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5.2. EXPRESSOES EXATAS PARA CODIGOS AMDS

42 Subcaso do 22 Caso: i =1 - 1.
Pelo somatério (5.10) e pelas expressoes (5.30), (5.31) e (5.32) temos que

ai-1(dy) = (;) - A, para todo t € [t - 1]. (5.33)
¢

Se r € [di,ds — 2], das expressoes (5.9) e (5.8), substituindo r = d; =
n—k+t -1 nas expressoes (5.30), (5.31), (5.32) e (5.33), segue que

Qerr,r = (n)> sere [[dl + 17ds - 2[[ (534>
T

Qerryr = Ay, ser=d; (5.35)

1 1
(o B [ P R

que reescrita fica

Quecr = AT+ g-1 +(”)(1— 1 ) (5.37)

qr—n+k+1 r qr—n+k

As expressoes (5.24), (5.22), (5.23), (5.27), (5.28), (5.34), (5.35) e (5.37)
sao resumidas nas tabelas a seguir

r Qer'r r Equagé“o
[0,dy - 1] 0 (5.24)
d A (5.34)
[di+1,d,-2] (")  (5.35)
dy -1 (M) (5.27)
[ds, 7] () (522
(§

r Qdecm Equa(;éo
[0,dy —1] 0 (5.24)
[d,dy-2] Ao s () (1- ) (537)

do—1 () (1-7%) (5.28)
[ds, n] () (1 - ﬁ) (5.23)
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5.2. EXPRESSOES EXATAS PARA CODIGOS AMDS

Reescrevendo a expressao (4.3) como segue

Piec(C) = X5 leech (I-p)» "+
2l d1 2 Qace,rp"(1-p)" " +
Qdecds 1pht (1 —p)ndstl +

2 1. Qaecrd (1 =)

Lembrando que ds—1 =n—-k+s—1 e substituindo os valores apresentados
na segunda tabela temos

Pueo(C) = oo Apmnk (q,«_";iﬂ )pr(1-p)r +
Sihe () (1- A ) pr (- p)n
(i (1 = ) prkes1(1 - p)hstl 4
St () (1= 7 ) (- p)

Fazendo a mudanca de indice ¢ =r —dy; =r —n + k temos

PdeC(C) = Z A;:—lk%z ( q- 11 )pn—k+i(1 _ p)k_i n
255 (k) (15 ) P i1 —p) 4
(n—k:l-s—l) (1 - qsl—l ) p”‘k+s‘1(1 — p)k_s*'l +

Z?:S (n k+7,) (1 - —) nfkﬂl(l _ p)kfi

que, apos um agrupamento de termos, temos

Paco(C) = B3 ARl (S5 ) prhei(1-p)ei +
o (o) (L= 3 probei(L - pye.

Analogamente, para determinar P,.,., escrevemos a expressao (4.3) da
seguinte forma

Perr(c) = dl lQerrrp (1 p)n "+
Qerr,dlp (1 _p)n d1 +
Z:Ldl +1 Qerr,rpr(l - p)n—r'
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5.2. EXPRESSOES EXATAS PARA CODIGOS AMDS

Substituindo os valores da segunda tabela que aparece na demonstracao
deste teorema obtemos

Perr(C) = A’}L—kpn_k(]' - p)k +
Z:}:dﬁl (Z)pr(l - p)niT'

Fazendo a mudanca de indices i = r — d; segue que

PeTT(C) = A}q_kpn_k(l - p)k +
Sy (o hs) PR (L = p)R,

como no enunciado. O
Vamos agora estudar as formulas obtidas no Teorema 5.2.8.

Corolario 5.2.9 Sejam Cy e Cy dois [n, k],-cddigos AMDS e suponha Aél(Cl) =
Aél(CQ). Entao, temos que P...(Cy) = P...(Cy).

Demonstragao
A expressao (5.19) do Teorema 5.2.8 depende apenas de n, k e Aél, portanto
Perr(ol) :Perr(c2)- O

Corolario 5.2.10 Sejam Cy e Cy dois [n, k],-codigos satisfazendo di(Ch) =
di(Cy)=n-Fk e Aclll(Cl) > Aih(Cg). Entado, temos que P.,.(C1) > P.,..(Cy).

Demonstragao
Segue direto da expressao (5.19) do Teorema 5.2.8. O

Proposicao 5.2.11 Sejam C) e Cy [n,k],-cddigos com d;(Cy) = d;(Cs) =
n-k+i-1e Afi,-(cl) = Afli(Cg) para todo i € [s—1]. Se Cy é Ps-MDS e Cy
€ PS+1—MDS, entao PdeC(C’l) < Pdec(CQ)-

Demonstracao
Da expressao (5.21) temos que

Pdec(02)_Pdec(Cl) = AZS(CQ) (1_(%5)pd5(1_p)n—ds
—A5,(Co) (1= 7 ) p (1= p),
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5.2. EXPRESSOES EXATAS PARA CODIGOS AMDS

que podemos reescrever da forma

-1
PuC2) = Puee(C1) = 43,(C) (=2 ) o (1) >0

O
Da Proposi¢ao 5.2.11, conclui-se que, dentre todos os [n, k],-cédigos AMDS
com mesmo A}ll, os NMDS sao os com menor probabilidade de erro de deco-
dificacao.
Consequentemente, o segundo peso generalizado de Hamming tem uma
importancia fundamental quando buscamos encontrar cédigos que minimi-
zam a probabilidade de erro de decodificacao.
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Capitulo 6

P, para p suficientemente
pequeno

Em [11], Fashandi, Gharan e Khandani provaram que os c6digos MDS atin-
gem as probabilidades de erro de decodificagao minimas, fixados parametros
nos quais existam tais codigos. Nessa secao, mostramos que fixados com-
primento n e dimensao k nos quais existam [n, k],-cédigos AMDS, mas nao
existam [n, k],-codigos MDS, os AMDS atigem as probabilidades minimas
de erro de decodificagao e ocorrécia de ambiguidade para p suficientemente
pequeno. Os [n, k],-cédigos AMDS com primeiro espectro generalizado de
suporte d; minimo, minimizam P,. Se existirem mais de um [n, k],-cédigo
AMDS satisfazendo essa condicao de minimalidade os cédigos AMDS com
maior segundo peso generalizado minimizam P, para p ¢é suficientemente
pequeno. Os resultados aqui apresentados seguem imediatamente das pro-
posigoes do Capitulo 5 considerando limites quando p tende a zero e utili-
zando argumentos padroes de continuidade.

Proposicao 6.0.12 Sejam Cy e Cy [n,k],-cddigos. Se di(Cy) > di(Cs),
entao P,(C1) < P.(Cs) para p suficientemente pequeno.

Demonstracgao

Vamos calcular o limite

P(Cy) _ o Lica(en) @ei(COP(1 - p)™

lim im — - -
p—0 P*(CQ) p—0 Zi:dl(CQ) Q*,i(CQ)pZ(]- — p)n—z
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Colocando (1 -p)™ em evidéncia em ambos somatérios temos

P(C) . (1-p)"Xilg (o) @=i(C1)p'(1-p)~

im im - . -
p=>0 P.(C2)  »=0 (1-p)" Xy (cp) @xi(C2)p (1 -p)~*

dividindo numerador e denominador por (1 —p)” obtemos

PCY) it an(eny QO (75)

lim =lim

-0 P,r O -0 n i
P PC) PO e 0 Qi) ()

Fazendo a mudanca de variavel z = u’%}}) e observando que, como p tende a
zero, x tende a zero, obtemos

. P(Cy) . Xiac) @i(Cr)T
lim =lim —; .
z—0 P*(CQ) z—0 Zi:dl(C2) Q*;[(Cg)ﬂ

(6.1)

Por hipétese, di(Cy) > di(Cs), dividindo o numerador e o denominador
por 2%1(C2) ¢ aplicando o limite, temos

P* C Z?: Q*,z’ C xi_dl(og)
tim 2AC) gy ey el C) —__-0<1.
z-0 P*(C2) z=0 Q*,dl(C’z) + Zi=d1(02)+1 Q*J(C?):C% 1(C2)
Segue que P,(C}) < P,(Cy) para p suficientemente pequeno. 0

A Proposigao 6.0.12 garante que para p suficientemente pequeno, o pri-
meiro peso é o que determina a probabilidade de erro.

Dessa forma dados comprimento n e dimensao k em que existam cédigos
MDS, se C' é um [n,k],-c6digo que minimiza P,, entdo C' é MDS. Obte-
mos como consequéncia uma nova demonstragao para o fato ja conhecido e
demonstrado em [11]. Observamos no entanto que sdo raros os parametros
[n, k] sobre os quais existem cédigos MDS. Por exemplo, se ¢ =2 e C é um
[n, k],cédigo MDS, entao C' é trivial, isto é, ou C' ¢é o espago todo, ou C' é
codigo de Repeticao, isto é, C' = ((1,1,...,1), ou C' é um dual destes dois
codigos.

Assim em parametros nos quais nao existem codigos MDS nos interessa
procurar por codigos AMDS. Embora nao exista classificagdo dos codigos
AMDS, é possivel encontrar na literatura diversos resultados que apresentam
c6digos AMDS ou parametros que garantem sua existéncia (ver por exemplo
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[4]). Como estamos procurando cédigos Gtimos, pela Proposicao 6.0.12, a
distancia minima d; tem que ser a maxima possivel, em outras palavras,
buscamos [n, k],-cédigos AMDS.

O teorema a seguir estabelece um critério de comparacao entre cédigos
com mesma distancia minima.

Proposicao 6.0.13 Sejam Cy e Cy [n,k],-cddigos, k # 0, com di(C) =
di(C3). Se Quay(cy) < Qudi(cy), entio P.(Cy) < P.(Cs), para p suficiente-
mente pequeno.

Demonstracao
Pela expressao (6.1), vimos que

P.(Cy) .. Z?=d1(01) Q*,i(C‘l)x"
lim =lim —; .
20 P,(Cy) a=0 Yy (Co) Q..i(Cy)as

Dividindo numerador e denominador por x%(¢1) = x41(C2) obtemos

foy Po(C1) 1 Qe + T oy @ra(Cr)a
z—0 P*(Cz) z—0 Q*,dl(Cz) + Z?=d1(6’2)+1 Q*’i(CZ)xi—dl(Cz) )

logo
P, .
lim £(C1) _ @raveny
=0 P.(C2)  Qedi(cn)
e segue que P,(C}) < P,(Cy) para p suficientemente pequeno. ]

Corolario 6.0.14 Sejam C) e Cy dois [n, k],-codigos com dy(Cy) = di(Cs).
Entao, para p suficientemente pequeno, temos que P,(C1) < P,(Cy) sempre

que A} (C1) < A} (Cy).

Demonstracgao
Segue diretamente do Lema 5.2.1 e da Proposicao 6.0.13. ]

Para finalizar, apenas a titulo de exemplo, utilizamos a Proposicao 6.0.13
para determinar o [7,3]s-c6digo linear C' que minimiza a probabilidade de
ocorréncia de ambiguidade P,,.(C) para p suficientemente pequeno.

Seja C' um [7, 3]o-cédigo linear que minimiza a probabilidade de ocorréncia
de ambiguidade P,,..(C') para p suficientemente pequeno. Pela Proposigao
6.0.12, para encontrar C', primeiramente devemos maximizar d,. Nao é dificil
ver que com esses parametros a maxima distancia minima possivel é d; = 3.
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Sejam respectivamente C1, Cy e C5 0s [7, 3, 3]o-cddigos lineares gerados pelas
matrizes

1001100
Gi=lo10011 0],
0010011
1001100
Go=l 0101010
0011001

€
1001101
Gs=l 0100110
0010011

Entao, a menos de equivaléncia, estes sao os tnicos [7, 3, 3]-cddigos lineares
que existem. Como A} (C1) =3, A} (C2) =3 e A (C3) = 2, pelo Corolario
6.0.14, temos que C3 é o melhor [7,3],-cédigo, ou seja, C3 minimiza P, (.)
fixados comprimento n = 7, dimensao k = 3 e cardinalidade do alfabeto ¢ = 2
para p suficientemente pequeno.

Em resumo, para obter [n, k],~cédigos 6timos, isto é, [n, k],-cédigos que
minimizem as probabilidades de erro de decodificagao e de ocorréncia de am-
biguidade, quando p ¢é suficientemente pequeno, primeiro selecionamos todos
[n, k],-cédigos com a maior distancia minima possivel, depois, dentre estes
c6digos, selecionamos 0s que possuem o menor nimero possivel de palavras
de peso minimo.
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Capitulo 7

Conclusoes e perspectivas
futuras

Considerando os invariantes, pesos generalizados e espectros generalizados,
dos codigos lineares, melhora-se os limitantes conhecidos na literatura. Para
isso, substitue-se os limitantes dados pelo Teorema 4.2.2 na expressao (4.3).

Os coeficientes a;(r) definidos na expressao (5.7) determinam completa-
mente as probabilidades de erro de decodificacao e de ocorréncia de ambi-
guidade e, mais ainda, nao dependem da probabilidade de erro do canal. Ao
determinar limitantes ou expressoes exatas para estes coeficientes, determi-
namos limitantes ou expressao exatas para as duas probabilidades Py.. e P,
simultaneamente.

No Capitulo 6, é demonstrado que os coeficientes ()., de menor indice r
na expressao 4.3 sao os de maior peso no calculo de P, quando a probabili-
dade p do canal é suficientemente pequena. Portanto, maximizar a distancia
minima reduz a probabilidade de erro de decodificacao e de ocorréncia de
ambiguidade.

7.1 Perspectivas futuras

Listamos abaixo possiveis estudos que podem dar continuadade ao trabalho
apresentado nesta tese:

(i) Generalizar o que foi feito (limitantes e expressoes para as probabilida-
des de erro) considerando outros canais como, por exemplo, simétricos;

68



7.1. PERSPECTIVAS FUTURAS

(i)

(iii)

(iv)

(vi)

Caracterizar as probabilidades de erro de outros canais em termos da
matriz dos coeficientes a;(r);

Encontrar limitantes para a probabilidade de erro de decodificagao
quando o decodificador nao é MLD considerando os espectros e os pesos
generalizados dos cédigos;

Determinar relagoes entre a probabilidade P,(C') de um [n, k],-cédigo
em termos dos invariantes do cédigo C* dual de C

Determinar limitantes para os coeficientes )., com r # d;, i € [k],
para as probabilidades de erros de decodificagao e de ocorréncia de
ambiguidade em canais de apagamento e outros canais.;
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Abaixo representamos tais codigos pelas matrizes geradoras e os rotulamos

Existem vinte e dois [7,4]s-cédigos a menos de equilavéncia com dy = 7.
para futuras referéncias:

Anexo
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7.1. PERSPECTIVAS FUTURAS
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