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Resumo

Neste trabalho estamos interessados em analisar as solugoes de algumas equagoes elipticas
nao-lineares em um dominio limitado, convexo apenas numa direcao. Os elementos principais
utilizados nesta anélise sao: o método de mover planos, simetria e principios de maximo. O
método de mover planos é uma técnica que tem sido bastante utilizada para estabelecer pro-
priedades qualitativas de solugoes positivas de equacgoes elipticas nao-lineares como simetria
e monotonicidade. Basicamente este método compara os valores da solucao da equacao em
dois pontos diferentes, onde um ponto é a reflexao do outro com relagao a um hiperplano,
o plano ¢ movido até uma posicao critica, e entao mostrando que a solugao é simétrica com
relacdo a este plano critico. O método de mover planos é devido a A.D.Alexandroff (no
estudo de superficies de curvatura média constante) e a J.Serrin, Gidas, Ni e Nirenberg que

introduziram esta técnica no estudo de equacoes diferenciais parciais.
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Abstract

In this work we are interested in analyzing the solutions of some nonlinear elliptic equa-
tions on a bounded domain which is convex in only one direction. The main elements used
in this analysis are: the method of moving planes, symmetry and maximum principles. The
moving planes is a technique that has been widely used to establish qualitative properties of
positive solutions of nonlinear elliptic equations such as symmetry and monotonicity. Basi-
cally this method compares the values of the solution of the equation in two antipodal points
with respect to a hyperplane, the plane is moved until a critical position, and then shows
that the solution is symmetric with respect to this critical hyperplane . The moving planes
method is due to A.D.Alexandroff (in the study of surfaces of constant mean curvature) and
to J.Serrin, Gidas, Ni and Nirenberg that introduced this technique in the study of partial

differential equations.
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Introducao

Neste trabalho estamos interessados em analisar as solugoes de algumas equagoes elipticas
nao-lineares da forma F(z,u, Vu, V2u) = 0 em um dominio limitado Q em RY o qual é
convexo na direcao xp, por exemplo. Os elementos principais utilizados nesta analise sao: o
método de mover planos, simetria e principios de maximo. O método de mover planos é uma
técnica que tem sido utilizada para estabelecer algumas propriedades qualitativas de solugoes
positivas de equagoes elipticas nao-lineares como simetria e monotonicidade. Basicamente
este método compara os valores da solucao da equagao em dois pontos diferentes, onde um
ponto é a reflexao do outro com relagao a um hiperplano, digamos x; = A, o plano é movido
até uma posicao critica, e entao mostra-se que a solugao é simétrica com relagao a esse plano
limite. O método de mover planos é devido a A.D.Alexandroff (no estudo de superficies
de curvatura média constante) e entao J.Serrin aplicou o método em 1971 em Equagoes
Diferenciais Parciais (ver [20]). Em 1979 Gidas-Ni-Nirenberg (ver [10]) usaram o método
de mover planos para provar monotonicidade e simetria solugoes positivas anulando-se na
fronteira Of).

Este trabalho esta dividido em dois capitulos. O primeiro capitulo esta dividido em trés
secoes e o segundo capitulo esta dividido em duas segoes.

No primeiro capitulo estudaremos o método de mover planos. Na primeira se¢ao estamos

interessados em solugoes u > 0 de

—Au = f(u) em B,
u = 0 em 0B,

nele mostraremos que se B é uma bola e f é qualquer funcao real de classe C!, entdo a
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solucao u é necessariamente radial e monotona decrescente. Este resultado é devido a Gidas-
Ni-Nirenberg (ver[10]) em 1979.

Na segunda se¢ao estamos interessados em solucoes v > 0 de

—Au = f(u) em €
uw = 0 em 0f),

nele mostraremos que se 2 é um dominio limitado, convexo e simétrico com relacao a um
hiperplano, digamos x; = 0, entao as solucoes sao simétricas e monotonas decrescentes na
diregdo normal a este hiperplano. Este resultado é devido a Berestycki-Nirenberg (ver[3])
em 1991 e é o principal resultado do primeiro capitulo.

Na terceira secao usaremos os resultados das secoes anteriores para obter uma estimativa

a priori para as solugoes u do seguinte problema:

Au+u? = 0 em
u > 0 em €
U = 0 em 0.

Mostraremos entao que as solugoes do problema acima sao uniformemente limitadas por
uma constante, dependendo somente de p, Q) e da dimensao de Q C RY. A prova é feita por
contradigao e usaremos um argumento de redugao ("blow up 7). Este procedimento reduz o
problema de estimativas a priori a resultados globais do tipo Liouville, ver Teorema (1.3.4),
resultados estes que podem ser encontrados em Gidas-Spruck ([11]). Também usamos o
método de mover planos, contido no Teorema (1.3.6).

No segundo capitulo estudaremos alguns resultados de simetria em dois problemas sobre-

determinados. Na primeira segao estamos interessados em solugoes v € C?(Q) de

Au = —1 em
u = 0 em 0f)
ou
— = em OS2
£y ¢ em ,
. - . A—r?
e mostraremos que ) é uma bola euclidiana e que a solucao u tem a forma u = N onde

A é uma constante e r = |z|. A prova deste resultado é devido & Weinberger (ver[24]) em

uma observagao sobre o paper de J.Serrin (ver[20]) em 1971.



Na segunda secao estamos interessados em solugoes u € C%(9) de

Ay = —1 em )

u = 0 em 0N

% = —cr em 0f),
e também mostraremos que {2 é uma bola euclidiana e que a solucao u tem a seguinte forma
u = AQ;NTQ, onde A é uma constante e r = |z|. Este resultado é devido & T.Amdeberhan

(ver[1]) em 2001. Faremos uma anélise fisica dos dois problemas acima.

Para finalizar, gostariamos de citar os Apéndices, que englobam resultados muito impor-
tante para este trabalho, em especial o Apéndice A, que contém os Principios de Maximo e
o Apéndice D que contém resultados de teoria de regularidade.

Outros resultados de simetria podem ser alcangados através de técnicas de simetrizacao
e rearranjo, ver Lions [17]. Em Lopes ver[18] ha uma abordagem diferente para se mostrar
que minimos de funcionais sao radialmente simétricos. A técnica do moving planes pode ser

também utilizada em problemas de evolugao ver Berestycki-Nirenberg [2].



Capitulo 1

Planos Modveis

O primeiro resultado deste capitulo dado no Teorema 1.1.1 é um resultado de simetria e
monotonicidade para solugoes u positivas de
—Au = f(u) em B,
u = 0 em 0B,
onde B = Bx(0) C RY. Em sua prova vamos utilizar o Lema de Hopf, principios de maximo
e o método de mover planos. O segundo resultado dado no Teorema 1.2.1 é o principal
resultado deste capitulo. Nele vamos assumir que Q@ C RY ¢ um dominio, convexo, limitado
qualquer, e simétrico com relacao a um hiperplano digamos x; = 0 e mostraremos que as

solucoes u > 0 de
—Au = f(u) em €
u = 0 em OS2,
sao simétricas e mondtonas decrescentes na direcao deste hiperplano. Convém ressaltar que
este resultado generaliza o Teorema 1.1.1. Em sua prova também vamos utilizar o Lema
de Hopf, principios de maximo, o método de mover planos e um principio de maximo para

dominios pequenos (ver Lema 1.2.2).

1.1 Simetria Radial

Teorema 1.1.1 Seja f : R — R uma fungdo de classe C', B = Br(0) C RY, u € C?(B)

solugao de



CAPITULO 1. PLANOS MOVEIS

—Au = f(u) em B,
u > 0 em B,
0 em OB.

S
I

Entao

i) u € radialmente simétrica, isto é, u(x) = v(r), onde r = |x|.
ou

or

ii) u € mondtona decrescente, isto €, <0 para 0 <r < R.

Observacao 1.1.1

Antes de mostrarmos o Teorema 1.1.1 necessitamos de alguns Lemas.

0
Lema 1.1.2 Dado xo € 0B N {x ceRY iz > O} existe 6 > 0 tal que O_U <0 em
T

Bn{zeR" : |z — x| <6}.
Demonstracao.

Para uma idéia geométrica do Lema acima, veja a figura (1.1).

Figura 1.1:

(1.1)
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Se o Lema fosse falso, existiria uma seqiiéncia de pontos z; € B tal que —(z;) >0 e

(91:1 -

Xrj — To-

0
Mas, como u > 0 em B e u =0 em 0B, temos pela definicao de derivada —u(xo) < 0. Pela
4o

0 _ 0 0
continuidade de 8—37,:61 em B, temos 8—§1<x0> > 0, e portanto 8—;1@0) =0.

ou
Observe que como u = 0 em 0B temos a—(l'()) = 0, onde p é qualquer vetor tangente a B.
1

(As derivadas tangenciais sao nulas). Como a dire¢do de x; nao estd no plano tangente a

xg, temos que Vu(zg) = 0. Queremos mostrar agora que

0*u
- =0.
or? (o)
ou 0*u
Como u(xg) = =—(x9) = 0 e u > 0 em B, temos —~—(z9) > 0. Suponhamos que
0x4 Oxs
d%u _ . Pu . :
—(z9) > 0, entdo por continuidade () > 0 numa vizinhanca N de (. Seja I' o

0x? 0x?
segmento ligando x; € B a um ponto y; € 0B, paralelo ao eixo z; e com sentido positivo.

Para j suficientemente grande o segmento I' estd completamente em N, veja figura (1.2),

logo:

Figura 1.2:

ou ou 0*u

8—x1(‘%) — a_xl(xj) = : 8—x%(x)dx1 > 0. (1.2)
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. ou . ) ou
Por outro lado, por hipdtese a—(:vj) > 0 e pela definicao de derivada 8—(%) <0, um
T1 T1
absurdo se compararmos com (1.2).
Até o momento temos as seguintes conclusoes

9%u

Vu(zg) =0 e 8—31:%<x0) = 0.

Voltemos a finalizagao da demonstragao.
i) Se f(0) > 0, entao

Au+ f(u) — f(0) <0, entdo, Au+ c¢(z)u < 0, onde ¢(z) é uma fungao advinda do Teorema
do Valor Médio, tal que f(u) — f(0) = ¢(z)u.

0
Dessa forma, temos pelo Lema de Hopf (A.2.8), que —u(xg) < 0, onde v é o vetor normal

ov

exterior no ponto g, logo Vu(zg) # 0, o que é um absurdo.
ii) Se f(0) <0, entdo

Au(zo) = —f(u(xg)) = —f(0) > 0. Por outro lado como u = 0 em 0B e Vu(zy) = 0,
2

u
2 ——5 (z0) # 0, absurdo.

temos v?Au(zg) > 0 (esse fato serd provado abaixo) , logo

u
St =
2u
923
nas condigoes acima, isto é, que se Au(x
0?u
€T =
aﬂflal’j< 0)

0) = viVu(x), de forma geral, mostraremos que

0) = —f(u(xg)) = —f(0) > 0 e Vu(xzg) = 0, entdo

Mostraremos agora que de fato

—f(0)y;v; para cada i,j =1,..., N. (1.3)

De fato, como a operador laplaciano é invariante sob uma rotagao de eixo de coordenadas
(ver Evans [8]), nés podemos supor que zg = (1,...,0) e v = (1,...,0). Como u = 0 em
OB, nés temos u(z',v(z')) = 0 para todo ' € RN=! |2/| < 1, onde (') = /1 — |2/[%.
Diferenciando com respeito a x; e x; para cada i,j = 1,..., N — 1 e usando que Vu(zy) =0

concluimos que

0%u

=0, Vi, j=1,...,N — 1. 1.4
8@8:)@- (x0> ) L] ) ) ( )
Como 06—1’1 < 0em dBN{zx; >0}e aa—;l(xo) = 0, a aplicagao 2z’ — aa—xul(x v(z')) tem um
maximo em z’ = 0. Conseqiientemente
2
O (1) =0, Vie1,... N—1, (1.5)

axlaxi
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82
Finalmente por (1.4),(1.5) e Au = —f(u) temos que 8—1;(330) = —f(0). Esta igualdade é
T3
(1.3) parav = (1,...,0). Retornando ao eixo de coordenadas original obtemos (1.3). Fazendo
i=7=1em (1.3) e usando que —f(0) > 0 segue-se que

82
55@@:—ﬂmmm>0
1

o que conclui a prova =

Antes de passarmos ao préximo Lema, vamos introduzir algumas notagoes:

Ty := plano x; = A,
(N = Bn{x; > A},

(1.6)
Z/()\ = reflexdo de Y (A)através de T),

x” := reflexdo de um ponto através de T).

0
Lema 1.1.3 Assuma que para algum A € [0, R) tivermos 8—u(x) <0, u(r) < u(z?) mas
x1

u(z) #Z u(@?) em S(N). Entdo u(x) < u(x?) em SJ(A) e g—; <0 em BNTy.

Demonstracao.
\ T)\

/// %E<>‘)
0 I‘\ ; xTq

OV

Figura 1.3:

Em Y_'()\) como na figura (1.3), seja v(x) = u(z*). Como u é solucdo do problema (1.1)

temos que v satisfaz Av + f(v) = 0. Seja w = v —u e ¢(x) tal que f(v) — f(u) = c(x)w.
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Logo, Aw + c(z)w = 0 em >_'(A). Além disso, w < 0 em >.'(A\) e w Z 0em >.'(N).
Passemos a demonstracao desses fatos:

Temos que u(r) < u(x), para todo x em > (N), defina v(z?) := u(z), para todo z em
S (A\). Entdo v < u Vo € Y.'()\). Agora para ver que w Z 0, basta observar que por hipétese
u(r) < u(x)) mas u(z) £ u(z)), Vo € SJ(N).

Note que w = 0 em T\ N B pela prépria definicio de v, uma vez que v(z) = u(z?) para

rem > (A).

0
Pelo Principio do Maximo (A.2.7), temos w < 0 em >.'(\) e 3—w >0 em BNTy. Como
A
0 0 0
—w:—2—u>0 em BﬂT,\,temos—u<O em BNT),. m
0, 0y 0,

Observacao 1.1.4 Vamos mostrar que u é simétrica com relagdo ao plano x1 = 0 e que

0
8_u < 0 parax € BN{xy > 0}. Claramente isto implica no resultado do Teorema (1.1.1) pois
T1

pelo mesmo argumento u € simétrica com respeito a qualquer plano que passa pela origem.

Lema 1.1.5 Para todo N € (0, R) temos aa—u(x) <0 eu(z) < u(z?) para todo x € > (N).
Zq

Observagao 1.1.6 Por continuidade, obtemos u(x) < u(z°) em > (0) = BN {z; > 0}.
Repetindo-se o argumento com x; substituido por —xy, concluimos que u(z) > u(z®) em

> (0). Portanto, u é simétrica com relagao ao plano x1 =0, dai seque-se o Teorema (1.1.1).

Demonstracao do Lema 1.1.5

Pelo Lema (1.1.2) temos para A suficientemente perto de R que

ou

Além disso

u(z) < u(z?) para x € Z(/\),
ou

pois u(z) — u(z?) = / a—(w)dazl < 0, onde I';, , é 0 segmento de reta que liga z, a z no
Ipy. 971

sentido positivo do eixo x1. Assim

ou

8—:Ul(x) <0 e u(x) <u(z) para r € Z()\), (L.7)
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Seja . um numero tal que (1.7) é vélido para A > p, mas nao é valido para A < u. Por

continuidade temos que

ou

8_331(3:) <0 e u(xr) <u(z") para x € Z(N)

Vamos mostrar que = 0. Veja figura (1.4)

Figura 1.4:

Suponhamos que g > 0. Para qualquer ponto zy € 0) (1) — 1), temos z{; € B, logo
0 = u(xg) # p(x},) > 0, pois u é uma solugao do problema. Portanto nés vemos que
u(z) # u(z*) para © € Y (), entdo pelo Lema (1.1.3), u(z) < u(z*) para z € Y (u) e
—1(x) < 0 paraz € BNT, Portanto, (1.7) é vélido para A = p. Além disso, temos

—(z) < 0 para todo x numa vizinhanca de um ponto em 7}, N dB. Portanto, todo ponto
) p G p w p
T

em T,,N B possui uma vizinhanga na qual 88—::1 < 0. Como T,,N B é compacto, temos %ul <0
em Y (u — €) para € suficientemente pequeno.

Como assumimos que (1.7) ndo vale para A < pu, existe uma seqiiéncia \; e z; € Y ()))
com \; < p, tal que A\; — p e u(z;) > ,u(xj‘J)

Tomando uma subseqiiéncia de z;, a qual também denotaremos por z;, podemos assumir
que ela converge, digamos 2; — x. Portanto, = € >.(u) e u(x) > u(x*). Ora, isso nio
pode ser verdade, se x € 0B, pois neste caso u(x) = 0 e u(x*) > 0. Também = & > (u)

em vista de (1.7). Como (1.7) é vélido para p, devemos ter x € T, N B, logo z = z*. Por
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. . . Y
outro lado, para j suficientemente grande o segmento I'  »; ligando x; a x}’ pertence a B e

devido a u(z;) > u(x]xj”) e pelo Teorema do Valor Médio, tal segmento I ; deve conter
Ity

0
um ponto y; no qual 8—u(yj) > 0. Tomando o limite quando 7 — oo, obtemos —u(a:) >0,
I

8%1

um absurdo! Portanto p = 0. [ |

1.2 Simetria em Conjuntos Convexos
Agora vamos mostrar o Teorema (1.2.1) que é o principal resultado desta segao.

Teorema 1.2.1 Seja Q C RY um dominio convexo e limitado qualquer, simétrico com
relacao a um hiperplano, digamos x1 = 0. Seja ainda f : R — R localmente Lipschitz,

u € C*Q)NCOQ) solucdo de

—Au = f(u) em Q
u > 0 em € (1.8)
v = 0 em  OS).

Entao
i) u € simétrica com rela¢ao ao hiperplano x1 = 0,
., Ou
i) a—(x) <0 para x € {x € Q, x; > 0}.
45

Antes de demonstrarmos o Teorema acima, precisamos do seguinte Principio de Maximo

ver (Lema A.2.6) no Apéndice B, onde no presente caso estamos considerando o sinal de c.

IVellz
Lema 1.2.2 Suponhamos N > 3 e seja Sy = inf H&

5 , onde ) € um aberto
ey (@) [l@]l* an
LY-2(Q

convezo. Seja ainda w € C?(2) N C°(Q) solugdo de

—Aw+c(z)w <0 em
(1.9)
w<0 em 0N

i) Se c(x) >0 em §, entao w < 0 em (.

ii) Seja ¢ = max{—c,0}. Se Hc*||L%(Q) < Sy, entdo w <0 em €.
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Observagao 1.2.3 Em particular, em dominios pequenos se ¢~ for limitado, entdo ii) €

verdadeiro. Por exemplo, se HC_HLOO(Q)|Q|% < S, entdo ||c_||L%(Q) < Sn.

Demonstragao. A demonstragao de i) é classica (ver [8]). Mostraremos entao ii). Como
w = wt — w™, vamos mostrar que nas condicoes acima devemos ter wt = 0. De fato,

multiplicando a equagdo —Aw + ¢(z)w < 0 por w' e integrado, temos

/[—Aw + c(x)w|wtdr < 0. (1.10)

Por outro lado

/[—Aw+c(x)w]w+dx:/VwVw+dx+/c(x)ww+dx—/ a—warda.
Q Q Q an OV

Como w < 0 em 0f), entao w™ = 0 em OS2 e assim

Usando que w = w™ — w™, entdo obteremos finalmente que
/[—Aw + c(x)wwtdx :/ |Vw ™t |2dz + / c(x)(wh)*dw — /[VuﬁVw + c(z)wtw]dr,
Q Q Q Q

e como (1.10) é vélido, devemos ter necessariamente

/\Vw*ﬁdx—l—/c(x)(w*fdx <0.

Q Q

O que implica em
/ IVt Pz + / ot (@) () 2d < / o () (") 2dz. (1.11)
Q Q Q

Agora, usando a norma do gradiente em H}(Q) e (1.11), segue-se que

ot ey + [ ¢ @wtdo < [ & @) e

Q

" gy < o g + | ¢ @)

Portanto

ot ey < [ ¢ ()0 (112)
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Como por hipétese w* € LV (Q2) segue que (wh)? € L%(Q) além disso ainda temos que

¢ (z) € L= (Q). Entdo usando a desigualdade de Hélder em (1.12), teremos

- N2dx < |le” 12,
| @ < e @, g o1 e,

N2 ()

Assim

I a0y < HCT?C)HL%(Q)Hwﬂ!i%(m- (1.13)

HVU}JFH%%Q) ”VUPLH%Z(Q) ”er”?{l(Q)
Como Sy = inf < = 0 , segue-se que
R 7 O A R [
LN-2 (Q) LN-2 (Q) LN-2 (Q)
Sl g, o < N0 g
entao retornando em (1.11) obtemos
SNHU}JF”iﬁ(Q) < ||w+||3{01(9) < ||C_($)||L%(Q)||w+||i%(ﬂ) =
(Sv — ”C_(x)”L%(Q))”wwiﬁ—%(m <0. (1.14)

Agora por hipdtese temos HC_HL%( < Sy, de modo que HC_”L%(Q) — Sy < 0 e entao de

Q)
(1.14), devemos ter necessariamente

=0,

[[w
()

+112
Iz

e conseqiientemente wt =0 em €, logo w <0 em . m

Demonstracao do Teorema 1.2.1 Sejam = = (x1,y) € Q ey = (z2,...,zy). Vamos

mostrar que
w(zy,y) <wu(zl,y) Vo= (z1,y) € Qcom x; >0 eV 2] tal que |z}]| < x1. (1.15)

Usando (1.15), e fazendo x| tender a x;, nés obteremos por continuidade u(x1,y) <
u(—x1,y) se x; > 0. Podemos agora trocar x; por —z; e aplicando-se (1.15) a u(xy,y) =
u(—x1,y), que também é uma solucao de (1.8), obteremos u(z1,y) < u(—x1,y), isto é,

u(—z1,y) < u(zy,y). Assim ndés vemos que a igualdade deve ser valida em (1.15) de modo
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que u(zy,y) = u(—x1,y) e conseqiientemente concluimos que u é simétrica com respeito a
x1. De (1.15) segue-se que aa—;bl(:ﬁ) < 0 para z € Q2 com z; > 0.

No que se segue nds vamos definir a = max {z; : (z1,y) € Q}.

Utilizando o método de mover planos nés vamos agora mostrar (1.15). Assim, para A tal

que 0 < A < a, definamos

Z()\) ={r=(z1,y) €Q:21 > A} e wz) =u2\ —21,y) —u(ry,y) para x € Z()\)

Notemos que w* estd bem definido em Y ()), pois Q é convexo e simétrico com relagao
ao hiperplano z; = 0.

Afirmagao 1: A desigualdade (1.15) é equivalente a provar que
)>0Va €Y (A), VA€ (0,a). (1.16)

Demonstraremos a Afirmagao 1 no final da demonstracao do Teorema (1.2.1).
Como f é Lipschitz, entdao a fungao w* satisfaz —Aw?* + c*(z)w* =0 em > (\), onde

fuzy,y)) — f(uA —z1,9))

AMNz) = w(z)

w(z) £ 0
0 se wt(z) = 0.

Ora, ||| 1> () < L, onde L é a constante de Lipschitz de f no intervalo [—||u|| pe, |Ju|| o).
Além disso, w* >0 em 9> (\) ew* £ 0 em 9> ()\). Agora para A perto de a, o conjunto
S"(A) possui medida pequena. Assim aplicando Lema (1.2.2,) deduzimos que w* > 0 em

> (N). Definamos
A= {)\G (0,a) : w* >0 em Z(A)},
logo A # ().

Afirmagao 2: A é fechado em (0, a).

Com efeito, sejam A, € A e tal que A, — Ao quando n — oo tal que Ay € (0,a).
Precisamos mostrar que w*(x) > 0 para todo x € Y ()\g). Seja z € >_(Ag). Como A, — Ao
quando n — oo e w sao continuas para todo n, segue-se que w"(z) — w°(z) quando
n — oo, para todo z € Y (). Sendo w**(z) > 0 para todo = € > (A\g) podemos concluir
que w(x) > 0, pois caso contrario existe g € > (Ag) tal que w*(xg) < 0. Como as w™

sao continuas, entdo existe uma vizinhanga V' de xq tal que w* (V) < 0. Mas entdo como
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w* (z) — w(x) quando n — oo entdo existe um indice ng € N tal que a partir dele
terfamos que as w™(x) estariam em V, contrariando o fato das w*(z) > 0 em >_(\g).
Portanto w?°(z) > 0 para todo z € > (\g). Portanto A é fechado em (0, a).

Afirmacao 3: A é aberto em (0, a).

De fato, fixemos A € A. Pelo Principio do Maximo (A.2.7), temos w? > 0 em > ()). Seja
K um conjunto compacto e suave em » () tal que | > (A\) — K| (onde a notagao |.| significa
medida) seja suficientemente pequeno de modo que o Lema ( 1.2.2) possa ser aplicado em
S"(\)— K. Para tanto basta exigir que L| Y (\)— K|2 < Sy, uma vez que M ey < L
Como w?(z) > 6 > 0 em K, por continuidade w”(x) > 0 em K, para todo u perto de A\. Em
particular, w*(z) > 0 na fronteira de > (u) — K.
Aplicando o Lema (1.2.2) a w” em Y (A) — K, obtemos w* > 0 em » () — K, logo w* >0
em > (p). Portanto p € A para todo p proximo de A, e assim concluimos que A é aberto.

Vamos finalmente provar a Afirmacgao 1. A prova vai ser feita da seguinte maneira:
a) (1.15) = (1.16), b)(1.16) = (1.15).

Com efeito, mostremos primeiramente a). Para tanto suponha que (1.15) seja vélido.
Sejam x € >_(\) e A € (0, a), queremos mostrar que w*(x) > 0. Como z € > (\) e A € (0, a),

entdo x; > A > 0, e tomemos x| = 2\ — x1. Assim, temos que |z}| < x1, pois
7| <1 <= PRA—m| <21 <= 11 <2\ -1 <11 <= 0<2A < 211 <= 0 < A < 7.
Usando (1.15) segue que
w(x) = u(2A — 21,y) — u(z1,y) = u(@),y) — ulz,y) > 0.
Como z € Y (A) e A € (0,a), eram arbitrarios segue-se que
whz) >0Vr €Y (A), VA€ (0,a).

Mostremos agora b) Para tanto, suponha que (1.16) seja valido. Sejam = € Q2 com x; > 0

e 7 tal que |z} < x1, queremos mostrar que u(zy,y) < u(z},y). Tomemos x; = 2\ — 2,
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como |z | < z; temos entao que 0 < x} +x; < 221, de modo que 2\ < 2z e portanto x; > A.

Assim x € Y (\) e também A € (0,a). Usando (1.16) segue que
u(z),y) — w(z,y) = w2\ — z1,y) — u(zy, y) = w(z) > 0.
Como x| e xp eram arbitrdrios segue-se que
w(zy,y) <u(zh,y) Vo= (r1,y) € Qcom z; >0 eV 2] tal que |z}| < ;.

Com isto concluimos a prova da Afirmacao 1. Assim das afirmacoes 2 e 3 conclui-se que
A = (0,a). De onde vale (1.16). Pela afirmacdo 1 temos que vale (1.15). E como vimos no

inicio da demonstragao, (1.16) implica no resultado do Teorema (1.2.1). u

1.3 Estimativas a Priori

Nesta secao vamos aplicar os resultados das secoes anteriores para obter uma estimativa a

priori para as solugoes de
Au+u? = 0 em (,

u > 0 em £, (1.17)
U = 0 em Of.

Mostraremos que as solugoes de (1.17) sdo uniformemente limitadas por uma constante,

assumindo que o dominio €2 é convexo e p < , para tornar nossa prova mais simples,

N -2
o caso geral estd provado em [11]. A prova é feita por contradigao.

Definigao 1.3.1 Dizemos que u € H}(Q) é uma solugdo fraca de (1.17) desde que

/QVU(I)VU(x)dx:/Qup(x)v(x)dx, Vv € Hy ().

Teorema 1.3.2 Seja Q C RY um dominio convexo, limitado com fronteira suave 05, e seja

l<p< se N>3el<p<ooseN=2 Entioseue HQ) é uma solugdio fraca

N -2
de (1.17), temos

2
|w||Loe () < M#=T,

onde M € uma constante dependendo somente de p, N e 2.
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Estas estimativas podem ser estabelecidas sob hipoteses mais gerais. Em particular

N +2
Ni—Z' A hipoétese forte 1 < p < N3

N -2

é para tornar a

pode ser trocado pelo termo maior
prova mais simples.

Em vista dos resultados de regularidade para solugoes fracas (ver Apéndice C ), vamos
assumir que todas as solugoes consideradas sao suaves até a fronteira. Antes de demon-
strarmos o Teorema (1.3.2) necessitamos alguns resultados. Primeiro vamos estabelecer um

resultado de nao existéncia de solucoes positivas em RY.

Observacao 1.3.3 O Teorema abaixo abaixo é uma versao nao-linear do cldssico Teorema

de Liouville ver bibliografia [7].

Teorema 1.3.4 Suponha que u : RY — RY ¢ uma solucdo de Au + uP = 0.
I) Se N=2¢el<p< oo, entaou=0.

N
1) SeN2361<p<72, entao u = 0.

Demonstragao. Vamos mostrar primeiramente I).
Em coordenadas polares temos

1 1
ur’r(rv QO) + ;ur(rv 90) + ﬁu@@(r7 (p) + Up<7“7 90) = 07 (118)

onde u = u(r,¢),r > 0,¢ € (0,27). Definamos

w(r) 1/OWU(T,¢)dso, (1.19)

" or

entao integrando (1.18) com respeito a ¢ teremos

1 o ] 2 1 2
O = — {/ ur’r‘(r7 SD)dSO + / _ur(ra @)dSO + / —QU%O(T, gO)ng —+ / u<r7 (P)pd(p} —
2m 0 0 r 0 r 0

a0+ 04 g [ atrerdoz w4 L0+ (50 [Tutone) -
w”(r) + ﬂ(r) + w(r)?, (1.20)

r

de modo que w é uma func¢ao radialmente simétrica satisfazendo

Aw(r) +wP(r) <0. (1.21)



CAPITULO 1. PLANOS MOVEIS 15

Agora vamos justificar duas passagens omitidas acima.

Para a) temos que

2 1 1 2 1
| et oo =% [ a9l = Sluolr 2 — u,lr0) <o

r2 r
Para b) definamos f : Rt — R por f(z) = 2” onde p > 1. E facil ver que f é convexa. Con-

sidere u acima definida em (0, 7) entao aplicando-se diretamente a desigualdade de Jensen

1 27 1 21 p
U(T, Qp)pd(p Z (2_ / U(’I“, gO)ng) ’
T Jo

27 Jo

(C.3) obteremos

e assim mostramos b).

Entao aplicando o teorema do valor médio para fung¢oes super-harmonicas (39) temos

w(0) = u(0) > %/0 7ru(r, )dp = w(r). (1.22)

t

Mas entao, escrevendo r = e™*, nés achamos

d?w
dt?

de modo que w é uma funcao concava em R, a qual é nao negativa e limitada. Isto implica

(t) + e *wP(t) <0, tER, (1.23)

que w = 0, e portanto também temos u = 0. Vamos a prova deste fato, que constituira de

duas etapas:
i) Sew: R — R* é concava. Entao w'(t) =0, Vt € R.
ii) Usando a desigualdade (1.23), e o fato que w é limitada vamos mostrar que w = 0.

Para a prova de i) vamos utilizar o Lema (C.7), o qual estd enunciado no Apéndice C.
Para tanto seja I C R um intervalo e sejam a,t € I e suponha ainda que w'(a) # 0
para algum a € I. Sem perda de generalidade podemos supor por exemplo que w’(a) < 0.

Entao como por hipdtese w é concava, temos que w(t) < w(a) + w'(a)(t — a). Mas agora



CAPITULO 1. PLANOS MOVEIS 16

podemos escolher ¢ suficientemente grande tal que w(a) + w'(a)(t — a) < 0. Para ver isto,

basta observar que por hipétese w'(a) < 0, entao

w(a)—l—w’(a)(t—a)<0<:>:j + >0

wla) +(t—a)>0<=1t> _wla) +a
w'(a) w'(a)
, . w(a)
Assim escolhendo ¢ suficientemente grande tal que ¢ > —— @) + a, segue-se que
w'(a

w(t) <w(a) +w'(a)(t —a) < 0.

Absurdo, pois por hipdtese w(t) > 0, V¢ € R. Analogamente para o caso em que w'(a) > 0,

também podemos escolher t tal que w(a) + w'(a)(t — a) < 0, bastando para isso tomar ¢

. w . .
suficientemente pequeno tal que —t > + a. Assim de ambos os casos acima podemos

w'(a)
concluir que w'(a) = 0. Como a € [ era arbitrario, segue-se que w'(t) = 0, Vt € R, ou seja
w'(t) = 0, e assim concluimos a prova de 7).

Vamos agora a prova de iz). Como w'(t) = 0 e R é conexo segue-se que w(t) = C, Vt € R.

Usando-se entao a desigualdade (1.23) temos que
e Hw(t)P <0, VteR

e como e 2 > 0Vt € R, podemos concluir que w(t)? < 0, V¢ € R, conseqgiientemente
w(t) <0, Yt € R, ou seja w = 0, e assim concluimos a prova de 7).

Vamos agora a prova de I7). Definamos

w(r) = W /aB u(s)ds, (1.24)

onde wy é a medida da bola unitéaria, e chegaremos em (1.21) com w(0) > w(r). Conseqiien-

temente

w”(r) + w'(r) +wP(r) <O0. (1.25)

r

A justificativa da desigualdade acima serd feita no final dessa demonstracao para o caso

. _1
N = 3. Assim escrevendo r =t~ ¥-2, temos

2 2 —1
(N =22 T2 (0) 4 155 () <0, 1 e R* (1.26)
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Assim w é agora uma funcdo nao negativa, concava e limitada de ¢ em R*. Entao,

escrevendo w(t) em vez de w(r), temos

w(t) = / Y w(s)ds > — / TS w(s)pds >
¢ (N =-2)2 N

g / R e L (P
EWA N(N -2

de modo que

l—p
t 1-p t (N-2)

assim

w(oo)' P —w(t) 7 < - Pyt
ou ) 1 1 _1

_ p_ _ 2 p—1 p— p—1 2

1) < l=p . £ 4wy < | —— tW=2p-1) 1.2
w()_(w(oo) + 55 ) _(2N) (1.27)

Claramente (1.27) forca w = 0 se o expoente de t em (1.27) for maior que um, isto é

2
(N=2)(p—1)

porque de outra maneira w nao poderia ser concava e nao negativa num vizinhanca de t =0

> 1,

a qual contradiz (1.26).
A seguir vamos fazer a demonstracao da desigualdade (1.25) para o caso N = 3. Se
N = 3, em coordenadas esféricas temos
20u  0*u 1 0*u cotf@ou 10%u

du 10w 1.2
0= o "o Tsemt002 T 2 a0 o T (1.28)

onde u = u(r,0,p),r > 0,0 € (0,7),p € (0,27).

Definamos agora
1 2w ™
= —/ / u(r, 0, ) sen 0dOdp. (1.29)
A Jo  Jo

Multiplicando (1.28) por sen ) e integrando primeiramente com respeito a 6 e depois com

respeito ¢, obteremos

1 27 ™ 2
= —/ / u(r, 8, p)P sen OdOdy + —/ / 3u (r,0, ) sen 0didp+
™Jo Jo
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1 82 2T 1
) ) e =5 (1.0, ¢) sen0dfdy t / sen208<p (1,6, ¢)sen 0dfdo+
2 cot (9u 1 ™1 92
/ 2 (r,0, ) sen 0didyp + E i R — (1,0, ) sen 0dOde. (1.30)

A seguir vamos mostrar que (1.30) se simplifica em

1 1 [ cot 0 Ou
/ / sen268g0 (r,0,¢)sen8dfdyp + E /0 90 —(r, 0, ) sen OdOdp+

1 0%u
/ / pTE (r,0,¢)senfdfdy = 0. (1.31)

De fato, resolvendo cada integral separadamente temos

/ / COtea“ . ,gp)sen@d@dgp———/ / (r,6, ) cos Bdbdip =
2 4 12

11 o=r

) [Cos Ou(r, 0, gp)‘e_o—i-/o u(r, 0, ) sen Gdé’} dp =

11 2m ™
T A2 U(T, T, 90) + u(ﬁ 0, ()0) + u(h 97 ()0) sen d¢ d(p (132>
A rs J, 0

Temos ainda que
27 1 6%u 2m
0 0dody = —— 0 0dOdy =
/0 3 5ge (10, %) sen0dfdyp = 4M2 i 892 (r,0, ) sen Odfdp =
11 ou f=m ou
), {sen@ae (r, 0,90)’0:0 —/0 50 —(r,0,¢) cos@d@} dp =
_Er_?/ / (r,0, ) cosBdOdp =

L1 9(9)‘ +/W(9)9d9d
——— r n =

), cosOu(r,0,¢)| _ i u(r, 0, @) se ©

11 T

—— |:U,(T‘,7T, ©) + u(r, 0, ) +/ u(r, 0, ) sen ng} dep. (1.33)
AT r? J, 0

E finalmente

1
/ / Sen298gp (r,0,¢)senfdfdy = / / (r, 0, ¢) cscOdfdyp =
0
1 ™

ou ou
E ; CSC@ (%(7’,0, 27T) — %(T,Q,O)) d& = 0, (].34.)
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pois
ou ou
il o) — —

Substituindo (1.32),(1.33) e (1.34) em (1.30) obtemos (1.31) e usando (1.29) obtemos

1 27 ™ 2
= —/ / u(r, 6, p)P sen OdOdy + —/ / 3u (r,0, ) sen 0dfdp+
™Jo Jo

/ / 5 (1,0, 9) sen@dﬁdgo———( / / (r,0, ¢ sen&d@dnp)
ror \4m

i/%/ﬂ (r,0, )P sen §dfd —i—i— / / 6, ) sen 0dfd

o) O ) senbdide + oo u(r,0, ) sen dfdy

2
w” (r) + gU/(?“) + i / / u(r, 0, )P sen 0dfdyp >

2m
w”(r) + (47?/ / u(r, 6, 9) sen9d0d<p> =

w'(r) + w( )+ w”(r).

(r,0,0) =

Assim mostramos

w"(r) + %w’(r) +wP(r) <0, (1.35)

que é a desigualdade (1.25) para o caso N = 3. Vamos agora justificar a seguinte passagem

omitida acima

1 2r  pm 1 2 pw p
—/ / u(r, 0, )P sen 0dfdyp > (—/ / u(r, 0, p) sen@d@dgp) . (1.36)
T™Jo Jo A Jo  Jo

Para ver isto, definamos f : Rt — R por f(z) = a? onde p > 1. E facil ver que f é
convexa. Também definamos g : (0,7) x (0,27) por ¢g(#,¢) = senf. Temos que g é positiva

m (0,7) x (0,27), entdo pela desigualdade de Jensen (C.4) temos

)

fo u(r, 0, p) sen 0dody \" - 02” Jo uP(r,0, @) sen dfdy
T [ sen 0dfdy 2T [T sen 0dfdy

2m ™
/ / sen 0dfdyp = 4,
o Jo

€ COoImo
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segue-se que

1 21 T p 1 2 T
(—/ / u(r, 0, ) sen@d@dgo) < —/ / uP (1,0, @) sen 0dOdyp,
47T 0 0 471— 0 0

como querfamos mostrar.
A seguir, utilizaremos o método de mover planos, devido a [10]. Primeiramente vamos

introduzir algumas notacoes. Nés assumiremos que €2 é convexo. Para xq € 90 e € > 0 seja

Te(xg) = {I eRY : (zg — z,v(z0)) = 6} , (1.37)

Yolwo) ={x € Q: (xg —z,v(x0)) < €} (1.38)

Observacao 1.3.5 As expressoes (1.37) e (1.38) nos dao uma forma mais explicita dos

conjuntos definidos em (1.6).

Aqui v(zp) é a normal exterior a J§) em xy. Agora seja
Seap RY - R
denotando a reflexdo ortogonal em T,(xg), e seja

>e(w0) = {Sean () 1 2 € X (x0)} -

Noés dizemos que € > 0 é admissivel para zy € 0 se

Ye(w) € Q

(v(z),v(xo)) > 0 para todo x € Ti(xg) NOSL.

Teorema 1.3.6 Seja Q2 um dominio limitado, convexo com fronteira suave OS2, seja também
o € 0S). Entdo o conjunto dos admissiveis € > 0 € um intervalo aberto, limitado e nao vazio

da forma (0,€*). Seja u uma solugao classica de (1.17). Entao

Vee (0, Vo € Y  (x0)  u(Sem () > u(w),
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e, firado v = v(xy)

ou
— <0 em To)-
ay 5. ()
Mais ainda, a primeira desigualdade € estrita a menos que € = €* e ambos u e €2 sao

simétricos em T,(x).

Demonstragao. As desigualdades no Teorema (1.3.6) sao validas para e > 0 suficientemente

) . ou
pequeno, pois pelo Lema de Hopf na fronteira temos Em < 0 em x4, portanto temos a
v

existéncia de €*. Vejamos que €* é maximal. Suponha que exista ¢; € (0,€") tal que as

desigualdades nao sao vélidas para algum ¢ > €;. Nos vamos assumir que €; é maximal

com este respeito, de modo que as desigualdades sdo vélidas para todo € € (0,€1). Nos

consideraremos em Z/ (x0) as fungoes w(x) = u(Se, (7)) — u(x), e q(z) = ?(z)
€1 14

Por continuidade nés temos w > 0 e ¢ < 0 pois para todo 0 < € < €; as desigualdades

sao validas. Como €; < €* segue-se que
w(r) = u(Sey zo (7)) >0 em ) (w0) N Q.
Também em _ (zo) temos
Aw(x) = —u(Se 20 () + u(x)? <0,
de modo que, pelo principio do maximo forte (A.2.3) temos

w >0 em Y _(zo).

Como w =0 em T,(xg) o Lema de Hopf na fronteira (A.2.1) implica que

ow
5 >0 em QNT(xo).

Assim

ou
% <0 em Qng(Io)

e, como €1 é admissivel, usando novanente o Lema de Hopf na fronteira (A.2.1), resulta

0
a—:j <0 em QNI (x).

Conseqiientemente

ou

q= 5 <0 em 826(%),
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e como Ag = —puP~tq¢ >0 em Y (x9), nds temos

ou _

% <0 em Ze([)’}o)

Juntamente com w > 0 em ) _(z) isto implica que as desigualdades no Teorema (1.3.6) sao
validas para € > €; suficientemente préximo a ¢;. Isto é uma contradigao, e portanto €; nao
pode existir.

Para completar a prova nds repetimos o argumento acima com ¢; em lugar de €* e
concluimos que as desigualdades sao vélidas para € = €*, e que as desigualdades sao estritas,

a menos que w =0 em 9) _.(x¢), a qual implica

N\ T () = 2o (20) U 2o (w0),

de modo que 2 é simétrico com relagdo a T« (). Intercalando as regras de u(x) e u(Se 4, ())

nés concluimos também que u deve ser simétrica em T, (xg). Isto completa a prova. =
Corolario 1.3.7 Se Q) € uma bola, entdo toda solugdo de (1.17) € radialmente simétrica.

Corolario 1.3.8 FEziste um ¢ > 0 tal que se uma solugao u de (1.17) obtém seu mdzimo em

T € (), entao Bs(T) CC Q). Este § depende apenas da forma do dominio.

T2

£ —r

Figura 1.5: Localizagao dos pontos criticos de u

Observacao 1.3.9 De modo geral o Coroldrio acima nos diz que existe uma vizinhancga de
0 em Q onde u(x) nao tem pontos criticos. Por exemplo se ) € uma elipse como na figura

(1.5), os pontos criticos de u se existirem estdo na regido sombreada.
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Demonstracao do Teorema 1.3.2

Suponha que a estimativa a priori seja falsa. Neste caso existe uma seqiiéncia u; de
solugoes de (1.17) que assumem o maximo em Py no interior de 2. Sem perda de generalidade
podemos supor que 0 € Q e que P, = 0 para todo k& € N. Desta maneira pelo Corolario
(1.3.8) existe 6 > 0 tal que Bs(0) CC Q. Esse 6 > 0 pode ser tomado de forma uniforme. E
ainda temos, por hipdtese de absurdo, que uy(0) — 0o quando k — oc.

Para cada w;, definamos

—ug(2ugp(0) 2, (1.39)

as quais estao bem definidas para
2| < 6uk(0)F = Ry, (1.40)

ou seja as wy, sdo fungoes definidas em bolas B¥ = Bp, (0) de raio R}, e centro na origem.
Além disso como as ug > 0 em {2 para todo k, em particular segue que as wy sao limitadas,
pois satisfazem

Além disso, wy satisfazem

—Awg(z) = wi(z), Yo € By. (1.42)

De fato, como as uy sao solugoes de (1.17) para todo k segue que —Auy, = uf. Assim

1 e o e (0) 2P (0) P —
Awk(l‘)zmﬁuk(l‘uk(o) 2 )u(0) " = o (0) k(Tug(0) 2 )Pur(0)
— (u(0)) Pug (2 (0) =)
Portanto

1-p

Awy(z) = —(ug(0)) Pug(zugp(0) 2 )P

Por outro lado

1-p

wi(w) = (ur(0)) P ug(zur(0)2)".
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Portanto

Awy(z) + wi(x) =0, Vo € By.

Afirmamos que quando k — 0o, wy, tende a uma solucao ws > 0 da equacao
—Av =" em RV, (1.43)

De fato, fixemos um raio R e uma bola Bg(0). De acordo com o Teorema de Calderén-
Zygmund (ver (D.2)), temos

|wi|[w2r gy < contante

para r > N devido a (1.41). Dessa forma, uma subseqiiencia de wy, converge fracamente

para, digamos, w em WQ””(BR/Q) onde B/, CC Bgr. Assim temos
—Aw =w" em Bpgy. (1.44)

Agora, aumentando-se o raio R progressivamente, encontramos para cada R uma solugao
da equagao (1.44). Fazendo-se R — oo, encontramos pelo argumento de diagonal de Cantor,
subsequiéncia de w t funcao v de cl C? tisf:

x que converge em compactos para uma fungao v de classe C* e que satisfaz

(1.43), um absurdo pelo teorema (1.3.4). u



Capitulo 2

Simetria para Problemas

Sobredeterminados

Neste capitulo estudaremos alguns resultados de simetria em dois problemas sobre-determinados.

Em ambos os problemas estamos interessados em solucoes u € C?(Q) de

Au = —1 em £,
u = 0 em 01,

e chegaremos as mesmas conclusoes, ou seja que {2 é uma bola euclidiana e que a solugao
A—r?
2N

. . . U
contido no Teorema 2.1.1, onde acrescentamos a condicao de fronteira — = ¢, onde ¢ < 0

ov

e v é o vetor normal unitario exterior & d€). O segundo resultado estd contido no Teorema

, onde A é uma constante e r = |z|. O primeiro resultado esta

u tem a forma u =

.~ . U
2.2.1, onde nele acrescentamos a condicao de fronteira eV —cr, o que torna este resultado
v

uma generalizacao do primeiro. Faremos uma analise fisica dos problemas envolvidos.

2.1 Problema com % constante na fronteira

Teorema 2.1.1 Seja ) um dominio aberto, limitado e conexo em RY tendo uma fronteira
O de classe C*. Suponha que exista uma funcdo u = u(z) = u(zy,...,zy), ondeu € C?(Q)

¢ solucao do sequinte problema

25
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Ay = —1 em
u = 0 em 00 (2.1)
0
a—:j = ¢ em 09,
N2e2 _ 2
onde ¢ < 0. Entio Q C RN ¢é uma bola de raio R = —Nc e wu(r) = % onde

r=lz|.

Antes de darmos uma prova do teorema acima, gostariamos de discutir algumas mo-
tivagoes fisicas para o problema em questao. Considere o escoamento de um fluido viscoso
incompressivel, através de um tubo reto, com secao transversal {2 o qual se movimenta em
forma paralela na diregdo do canal. Se nds fixarmos coordenadas retangulares no espaco
com o eixo-z direcionado ao longo do tubo, e ainda mais sabendo-se que a velocidade do
fluxo u é entao uma funcao de z,y somente satisfazendo a equacao diferencial parcial de
Poisson (N = 2) Au = —A em €, onde A é uma constante relacionada com a viscosidade
do fluido e a taxa de mudanca de pressao por unidade de comprimento ao longo do tubo.
Acrescentando-se a equacao diferencial nés temos a condicao de aderéncia u = 0 em 0f).

Finalmente, a pressao tangencial por unidade de area na parede do tubo é dada pela
quantidade ,u—u, onde p é a viscosidade. Nossa proposicao entao estabelece que a razao

ov
pressao tangencial na parede do tubo por sua distancia radial é a mesma em todos os pontos
da parede se e somente se o tubo tem uma se¢ao-transversal circular.

Precisamente a mesma equagao diferencial parcial e a condi¢ao de fronteira resultam na
teoria linear da torgdo de uma barra sélida reta de segao-transversal €2; (veja Sokolinikoff
[21], pag 109-119.) Em razao disto, a Proposigao (2.2.1) estabelece que, quando uma barra
solida reta esta sujeita a torcao, o razao da magnetude da pressao resultante, a qual ocorre
na superficie da barra, pela distancia radial da superficie é independente da posicao se, e
somente se a barra tem uma segao-transversal circular. Agora vamos a prova do teorema
acima.

Demonstracao. A prova é construtiva, e por este motivo resolvemos dividi-la em sete

Lemas.
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Lema 2.1.2
(N +2) / udz = N*[Q. (2.2)
Q

Observacao 2.1.3 O Lema 2.1.2 serd utilizado para obter uma contradicao com o Lema

2.1.10.

Observemos primeiramente que

ou 0
A (TE) =T (Au) + 2Au = -2, (2.3)

ou
onde r é a distancia de uma origem fixa e . ¢ a derivada de u na direcao do raio r. Por

definicao
ou N 52 ou
2(r5) =L m (5)

Agora
0 (ou)_ou, 0 (ou
Oz or _&cj or \ Oz;

Assim

O (0w _ 0 (Ou 9 (OuNY_ 9 (Ou)_ 9 (9 (0u\Y_
(%? or _8a7j ox; or \ Oz; _8xj 0z; dx; \ Or \ Oz; a

Fu 0 (o), 0 (Bu\_ P 0 (0
ax? dx; \ Ox; r@r 83:]2» T 022 T@r 896? '
Portanto

J
ou N 9?2 [ ou N/ Ru 0 (0% )

ou

Usando as identidades de Green (C.2) e o Teorema da Divergéncia (C.1) temos que

ou a ou ou b
/Q [ZU — TE} dr = /Q |:—UA (T§> + TaAu] dr =

/_g a_u+@@di/g@2di
ol v \'ar) oran| T ), ow\av) T

Como Au = —1, segue-se que
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02/ T%daéNcﬂQL
a0 ov

Agora justificaremos as passagens a, b, ¢, d e e acima.

ou ou ou
N — 1| dr % — [ (=2 e = — | uA
/Q[u rar] dx = /Q( )ud:c—l—/g( )Tf)rdx /Qu ( 8T>da:
ou ou ou 37
A = A A
s [ ) = [ s (5 ) + () oo
/ —u2 r@ +r Ou Ou d
99 v \_ Or orov| "
ou  Ouor

Usando o fato que u = 0 em 0f2 e que — = temos entao
or  ovov

/ —u3 ra—u +r Ou Ou da—/ ra—u Ou do =
20 v \  Or r v 0o Or \ Ov
/ O Or aud_/ga_zﬂd
wov) \ow) "~ mrau ov )

ou
Uma vez que — = ¢ em 0f), segue-se

ov
ar (ou\’ 9 or
/897“5 (5) dU—C /aS)T@dO'

02/ nga—g/ \V4 (lr)l/da 2 /dw (V<17"2))d$:
a0 87/ o0 2 2
02/A(1r2) d:pch/Ndx,
Q 2 Q

pois A (%7"2) = N e como / ldz = |Q2|, segue-se que
Q

U

CQ/Ndx:NCQ/ld:c:Nc2|Q|.
Q Q

Assim

28
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/m 8@}/ <1 >udo——/QA(%r2) u(:v)dx:—N/ngg du

1
onde nas duas ultimas passagens usamos o fato de que v = 0 em 02 e A <§r2> = N em (.

/r—dx— —N/Qu(x)dm. (2.5)

Somando-se (2.4) e (2.5) obtemos a identidade

Portanto

(N +2) / udr = N2|Q).
Q

Lema 2.1.4 Mostraremos agora que

N N
1= (Au)? <N (Uge)* <N Z (e, ). (2.6)
i=1 j=1
Observagao 2.1.5 As desigualdades acima vao ser utilizadas nos Lemas 2.1.7 e 2.1.10.

Primeiramente, demonstraremos que (Au)? < N SV (uy,,,)?. O Ingrediente principal desta
prova serd a de desigualdade de Cauchy-Schwarz. Se denotarmos por (.,.) o produto interno

usual de RV, e tomarmos w = (Ugyays - - -, Uzyay ), = (1,...,1) € RN entao

N
v) = E Uz, = A
i=1

Usando-se entao Cauchy-Schwarz, temos que

(w,v) < [(w,v)| < |wllv] =

Assim
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Lema 2.1.6 Vamos mostrar agora que existe T € § tal que u(T) = maxgu = M e além

disso que Vu(xg) # 0, ¥ xy € 0S2.

Primeiro mostraremos que existe T € Q tal que u(T) = maxgu = M. Para tanto
precisamos mostrar apenas que v > 0 em ().

Com efeito, temos que u satisfaz

—Au=1 em €,
(2.7)
u=0 em Of.
Definamos agora w = —u, entao w satisfaz
—Aw=-1 em €,
(2.8)

w=0 em 0.

Se M = maxgw = w(T) para algum T € (2, entdo pelo principio do maximo forte (A4.2.3),
temos que w = M em ). Por continuidade w = M em Q. Em particular w = M em
09Q. Como também w = 0 em 09, segue-se que M = 0 e portanto w = 0 em . Mas
w =0 em Q implica que —Aw = 0 em €, absurdo, pois —Aw = —1 em ). Portanto
M = maxgw = maxgpo w = 0, e assim em ) temos que w < 0, de modo que u > 0 em 2.
Agora vamos mostrar que Vu(xg) # 0, Vo € OS2
Para isto vamos utilizar o Lema de Hopf (Lema (A.2.2)). Dado xy € 09, entao u(xg) =0

e pelo que ja mostramos acima u deve satisfazer

—Au>0 em

u>0 em €,

além disso u(Z) = maxgu = M, onde T € Q. Como 99 é de classe C?, entao Q satisfaz a

0

condicao da bola interior em 2° isto é, existe uma bola aberta B C 2 com 2° € 0B. Assim

0 = u(zg) < u(z), Vr € e estamos nas condigdes do Lema (A.2.2), de modo que

)
a—:j(xo) <0.

Como %(mo) = Vu(xg)v(xg) < 0, segue-se que Vu(zg) # 0, Vo € 0S.
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Lema 2.1.7 Definamos z(z) := |Vu(z)|* + Zu(z) em Q e mostraremos que z satisfaz

Az < 0 em ()

z = em 0.

Observacao 2.1.8 A definicio da funcdo z acima d a peca chave na demonstracdo do

Teorema (2.1.1).

2 em 0. De fato, como v anula-se em 9, e também

Vu
Vu(zg) # 0, V xo € 0F, entdo segue-se que podemos tomar v = iﬁ. Para ver isto,
u

observe primeiramente que ja mostramos que u > 0 em €2, assim podemos descrever Of)

Mostremos primeiramente que z = ¢

como

0Q =u ' ({0}) = {z € Q tal que u(z) =0},

a qual é uma superficie de nivel para a funcao u no nivel 0. Agora, sabemos que uma das
propriedades do vetor gradiente é a seguinte: fixado um ponto a tal que Vu(a) # 0, entao
Vu(a) é perpendicular a superficie de nivel de u que passa por aquele ponto. Assim se
denotarmos por () qualquer vetor tangente a J€2 em um ponto T € 92, e entdo dizer
que Vu L 9Q, é equivalente & Vu(zo) L o(zo) onde zy € IQ. Disto segue que podemos

tomar Vu(z) como vetor normal a Jf2, e entdo normalizando este vetor, podemos tomar
Vu(zg)
[Vu(zo)|

sinal 4+ nos indica a orientagao do vetor acima. Usando o fato acima e também que u = 0

finalmente v(zg) = + como o vetor normal unitario a 92 em cada z, € 02, onde o

em 0f2, segue-se que para cada o € 0§2 temos

2 _ O’ _ 2 _ 2 _ 5, 2 _
= (xo) = (Vu(zg).v(x0))” = |Vu(zo)|” = |Vu(z)|” + Nu(xo) = z(xo).

Assim em 0f) mostramos que

2
z = |Vul* + Nu:c2

Agora mostraremos que Az > 0 em 2. De fato

N 5 5 N (N
Az:szﬂj :—N+A(\Vu\2) :_N+Z (Zui) =
J=1 / ;T

j=1 \i=1
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2 al 2 = -
N +2 Z [u?&ﬂ:g + uu’l?z‘ul‘ixjxj] N +2 Z uﬂzﬁixj +2 Z Ui Uoiwjo;:

1,7=1 1,j=1 1,j=1

N N N N N
2 E uxiuxixjmj - 2 E E Uxiumimjwj - 2 E uri E (Uxixjmj> -
=1

1,7=1 i=1 j=1 j=1

Mas

N N
2 Z Uy, (Aty,) =2 Z Uy, (Au)y, =0,
i=1 1=1
pois Au = —1. Logo

N 9
Az =2 g (TEA—
i1
v N

De (2.6) temos que

N N N
2 2
1< N E ,(ulzzg)2:>N§2 E (uwiwj)2:>2 E (uxi$j>2_ﬁ > 0.
i,j=1 i,j=1 i,j=1

Portanto Az > 0, de modo que
5 N
_ a4 2
—Az = N 2 E _ Uiz <0.
2,J

Lema 2.1.9 Usando o Principio do Mdzimo Forte (A.2.3) vamos mostrar que z(x) < ¢?,

para todo x € ).

No Lema (2.1.7) mostramos que z satisfaz

—Az < 0 em ()

z = em ON.

Suponha que exista zo € Q tal que M = z(xy) = maxgz, entdo pelo Principio do
Méximo Forte (A.2.3) temos que z = M em (), por continuidade segue que 2 = M em Q.

2 em 0, de onde segue que M = 2. Portanto

Em particular z = M em 0f), mas z = ¢
podemos concluir que z = ¢? em ), em particular, z = ¢ em Q. Caso contrério, z(x) < M
para todo x € €, e entao z atinge o maximo em 9. Mas novamente temos que z = c¢? em
09, e assim M = 2. Logo z(x) < ¢* para todo z € . Portanto mostramos que z(z) < ¢?

para todo x € Q).
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Lema 2.1.10 Mostraremos agora que

1 L, se 1=7;
Uge; (T) = —N(Sij (x), onde d;;(x) = o (2.9)
0 se i# 7.
Observacao 2.1.11 O Lema 2.1.10 nos diz que a solucdo u € decrescente ao longo de qual-

quer direcao tomada.

Primeiramente mostraremos que z = ¢ em (. Suponha que z(z) < ¢? para algum z € Q.
Como z é continua, segue-se que z < ¢? em uma vizinhanca de x em . Entdo integrando

em (2, temos
/z(a:)dx < / cdr = 2|Q)|, (2.10)
Q Q
por outro lado

Lz<x>dx:/Q(yvu(:c)|2+%u(x))dx:/Q|vu(x)|2dx+%/gu<x>dx. (2.11)

Agora observemos que

/Q Vau(z)2de = — /Q w(z)Au(z)dz = / u(z)dr,

Q

e entao substituindo em (2.11) segue-se que

/Qz(x)dx - <1+%> /Qu(x)dx.

Substituindo este valor em (2.10) segue-se que

<1+%) /Qu(a:) <),

(N +2) / u(z)dr < N*|Q,

de modo que

e isto contradiz (2.2). Logo z = ¢* em Q.

2

Vamos mostrar (2.9). Como z = ¢ em 2, entdo Az = 0 em Q. Assim

N N
2
0=Az=2) uiixj—NiNE (Ugiz;)” = 1.
,L'7j

1,j=1
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De (2.6) segue-se que

N
LN ()’ < 1.
=1

Assim
N N
1= NZ(“%%)Q =N Z(uwixj)Qv
i=1 ij=1
de modo que
N N N N N
Z(u%%)Q = Z(urimj)2 = Z(uzzxz)Q + Z(uri%’)2 — Z(ufmrj)2 =0
i=1 ij=1 i=1 ij=1 ij=1
i) i)
(Uppo;)? =0parai#j=1,...,N <> uy,, =0parai#j=1,...,N.
Assim
Upz, =0 parai #j=1,...,N. (2.12)
Mostraremos a seguir que
1
T — T AT V :1,. ,N
Ug,z, a Vi

Ja mostramos que
N N 1
1=N Uy, ) = Upw, )2 = —.
St = 3l =

Além disso aplicando-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz aos vetores w = (Ugyzy, - - - » Uz yzy)

ev=(1,...,1), obtemos

=1.

N , 1
L= |l = w0} < ollel = VR 3 ) = VF-

Assim mostramos que

[(w, v)| = |wl[v]
e portanto u e v sao linearmente dependentes. Entao existe A # 0 tal que v = Aw, ou seja
(1,000 1) = (Ngyays oy AlUgyay) =

1
Up,z; = e paratodoi=1,..., N.

Como Au = —1 , segue-se entao que

N N1 N
i=1 i=1
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Logo
Vi=1,...,N. (2.13)

Ugyz; =
De (2.12) e (2.13) conclui-se finalmente

1
Ug;z; (I) = _Néij (‘r)

Lema 2.1.12 Mostraremos agora que v toma a forma

1

= ﬁ(,4—7“2), (2.14)

u(x)

onde A € uma constante. E finalmente concluiremos que €2 € uma bola de raio r = Nc e

centro na origem.

J& mostramos que v atinge seu maximo em € em um ponto x € 2, ou seja existe o € €2
tal que M = u(zy) = maxgu. Sem perda de generalidade podemos supor que 0 € € e que
u atinge seu maximo em 0. Para ver isto basta definir a fun¢ao u(x) = v(x — (). Suponha
primeiramente que €2 é convexo.

Dado v € Q onde v = (ay,...,ay), temos entdo que {tv:t € [0,1]} C Q. Como ji
mostramos que u atinge seu maximo em 0 € {2 entao vamos centralizar nosso sistema de
coordenadas em 0. Tomemos um caminho X : [0,1] — Q dada por A\(¢) = tv. Considere
agora também u : @ — R, onde u(x) = u(xy,...,zx) e g:[0,1] — R, onde g(t) = u(A(t))
ou seja g é a fungdo composta de v com A. Assim temos g(1) = u(A(1)) = u(v) e g(0) =

u(A(0)) = u(0). Além disso temos

g'(t) = u(A®)" = Z ua; (A(t)) (2.15)

¢'() = uA®) = 3t M) i (2.16)

,j=1

J& mostramos que g, = ——50;;. Assim
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=1 J=1 =1 =1
Assim
1
g”(t) — _NTQ
Integrando (2.17) de 0 até s obtemos
96 -g0 = [ (g = [ —ra =S
0 0 N N '

Agora
N

g'(s) = Z%(MS))% e g'(0) = Zuxi(A(O))ai = s (0)as.

=1

Agora por hipdtese 0 é ponto de méximo para u, assim

36

(2.17)

(2.18)

N
Vu(0) = 0= 1,,(0) =0, Vi=1,...,N = > u,(0)=0, Vi=1,...,N = ¢'(0) = 0.
=1

Entao (2.18) torna-se

Agora vamos determinar o valor u(0). J4 mostramos que z = c¢?

x € () temos
2
¢ = z(z) = |Vu(x)]* + Nu(x)

Em particular para z = 0 temos

3u(O)

¢ = 2(0) = |[Vu(0)]* + ~

Como 0 é ponto de maximo para u obtemos finalmente que

_N¢&

u(0) 5

(2.19)

em (). Assim para todo

(2.20)
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Logo substituindo (2.20) em (2.19) obtemos

Nc? r? 1
)=~ oy = ap Ve -l

Fazendo-se A = N?¢? segue-se finalmente que

1
= A2
u(v) = 5ol — )
Como v € Q era arbitrério segue-se que
(0) = s—[A—1? (2.21)
u(@) = o re]. .

Como u anula-se em 02, entao

1

0=—
2N

[A_r2]:>A—T2=0:>A:r2:>r:\/Z:—Nc.

Logo u é radialmente simétrica ou seja u(z) = w(r), onde r = |z|, e  é uma bola de centro
na origem e raio r = —N¢, ou seja Q = B,.(0).
Agora vamos mostrar que ) é uma bola no caso geral. Com efeito

0%*u ou ou
5 :Au—Agu—(N—l)ka = —1—(N—1)k:$ em Of).

Acima, utilizamos a férmula do Laplaciano Ag na fronteira de €2 que é uma variedade

diferenciavel. Denotamos por k a curvatura média de 0f2. Essa férmula pode ser encontrada

em livros de geometria como em [5], ndo a detalharemos aqui. Usando os Lemas 2.1.7 e

2.1.10 podemos concluir que z = |Vul|? + %u = ¢? em Q, em particular z = |Vu|*+ %u =c
ou

2
em 9, logo |Vul|*> = ¢* = (5) em 0f). Ora

5, 5 2 Pudu  20u  _Ou (0*u 1
0= ('V“' +N) =Yoo TN Cow (ﬁJ“N) =
ou ou 1

logo

Portanto a curvatura de 052 é
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De acordo com o Teorema de (ver [6] ou [22]), concluimos que 2 é uma bola de raio
R = —Nc. Agora sabemos que €2 é uma bola e portanto convexa, entao repetindo o raciocinio

do Lema acima, concluimos finalmente que

1

- 2
_QN(A T)?

e com isto terminamos a demonstracao do Teorema. m

2.2 Problema com %% = c|z| na fronteira

Assuma que Q C RY é um dominio limitado cuja fronteira é de classe C? e contém a origem

estritamente em seu interior. Seja v o vetor unitario exterior a 0f2.

Teorema 2.2.1 Suponha que exista uma solucio u € C*(Q) para o problema

Au = -1 em €,
u = 0 em 09, (2.22)
ou
— = - o8;
ey crem
onde r = |x| e ¢ € uma constante e suponha que ) seja convexo. FEntao Q0 € uma bola

A—r?
2N

N — dimensional e u =

Antes de demonstrarmos o Teorema (2.2.1) necessitamos do seguinte Lema:

Lema 2.2.2 Sob as mesmas hipdteses do Teorema (2.2.1), temos

/udxch/erx. (2.23)
Q Q

N
Demonstragao. Primeiramente introduziremos a funcao auxiliar h = 2u — E TiUg,. Entao

i=1
temos Ah = 0. Usando a identidade de Green

/Q(hAu — uAh)dz = /ag (h% - u%) do, (2.24)

A condi¢ao u = 0 em 0f2, mais o fato de h ser harmonica nos fornece

/hd:p = c/ rhdo. (2.25)
Q o0
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Agora vamos calcular ambos os lados de (2.25) individualmente. Aplicando o Teorema da

Divergéncia (C.1) temos

/Q hdz = /Q (2 + N)udz — /Q div(zu)dz =

/Q 2+ Nudz — /Q (zw)vdo — /Q 2+ N)udz,

pois u = 0 em 0f2. Portanto
/hdm = /(2+N)udx.
Q Q

(2.26)

€T; ~
— segue-se entao

E ainda como u anula-se em 0f2 (conseqiientemente v = iﬂ) e or =
|Vul” Ox; r
que
50U
c rhdoc = —c TT Uy do = —cC r“—do =
i9) 0 oo Or
ou 0 0 2 o(rt
—c/ 2y = 02/ Ay (r >da
90 ov Ov 90 ov 4 a0 ov
2
C—/A(r4)da: = 02(N+2)/7“2da:.
4 Jao Q
Portanto

c/ rhdo = 02(N+2)/7“2dx.
o0 0
De (2.25), (2.26), e (2.27) segue-se que

/udm—CZ/Tde,
Q Q

Agora vamos a prova do Teorama (2.2.1).

e isto demonstra o Lema. m
Demonstracao do Teorema 2.2.1

N
Considere o funcional ¢ = E Uy, Uy, — 1%, Entdo,

=1

N

(2.27)

N N
AD = Z (2Us, Uz jz; T Uiz, Uasa,) — IN =2 Z Ug;Us;zjo; + 2 Z Uz, Uasz; — AN =

4,j=1 4,j=1 4,j=1

N N N N N
Z Uy, (Z Ux,-a:jm]-) +2 Z Uz, Uy — IN¢ =2 Z Uz, (Auy, ) +2 Z Uz Uz, — IN? =
i=1 j=1

ij=1 i=1 ij=1
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N N
2 Z Uz, (AU, + 2 Z Ugz; Ugi; — 2N

i=1 ij=1

Como Au = —1 segue entao que (Au),, = 0 e portanto a equagao acima simplifica-se em

N
AD =2 Z Uz Ugz; — 2N

ij=1
Podemos reescrever a soma acima como
al a 0\ 2 2
2 ij 2 2
2> g lae, —2°N =2 (umﬁﬁ) + 5~ 2N > & - 2N,

i,j=1 i,j=1
Portanto

2
Ad > 5 2¢*N. (2.28)

Vamos assumir por um momento que cN < 1, argumento tal que sera justificado na Ob-

servagao (2.2.5) posteriormente. Entao nds temos

AP >0 em (. (2.29)
~ Vu . ,
Como u = 0 em 0f2, entao segue que v = iﬁ. Conseqlientemente em 0f2 nés temos
u
8 2
o= (a—Z) — =0, (2.30)

Aplicando as Formulas de Green e substituindo as condigoes de fronteira resulta que

/@da::/Au.Audx—CZ/Tde:
Q Q Q

u% da—/uAudx—cg/Tde:
a0 OV Q Q

—/uAuda:—cQ/r2dm:/udx—62/T2d:v
Q Q Q 0
/q)d[/U:/udl"—CQ/TQd:B.
Q Q Q

Pelo Lema (2.2.2) acima, temos entdo que

Assim

/ Odz = 0. (2.31)
Q
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Pelo Principio do Maximo forte (A.2.3) juntamente com as propriedades (2.29)-(2.31) de ¢
implica que ® = 0 em (). Com efeito, temos que

—AP <0 em €,
d=0 em O

(2.32)

Primeiramente vamos aplicar o Principio do Méximo Forte(A.2.3) para mostrar que ® < 0
em ().

Suponha que exista xo € Q tal que M = ®(zy) = maxg P, entdo pelo Principio do
Méximo Forte (A.2.3) temos que ® = M em (2, por continuidade segue que ® = M em Q.
Em particular ® = M em 0f2, mas ® = 0 em 0f2, logo M = 0. Portanto podemos concluir
que ® = 0 em Q, em particular, ® = 0 em €. Caso contrario, ®(x) < M para todo x € Q, e
entao ¢ atinge o maximo em 0f). Mas novamente temos que ® = 0 em 0f2, e assim M = 0.
Logo ®(z) < 0 para todo = € Q. Portanto mostramos que ®(z) < 0 para todo = € €. Temos

portanto as seguintes condicgoes
/cbdx =0, <0, ®cCY(Q).
Q

Afirmamos entdo que ® = 0 em . Suponha que exista x € Q) tal que ®(z) = a < 0. Entéo

existe B = Bpr(x) C Q tal que ®(x) < § pois ® é continua. Logo

/CI)dx:/ @dm—i—/@dxg/@dacg/gdx:gc\B|<O,
Q Q\B B B B2 2

pois § < 0 e |B| > 0, onde |B| denota a medida da bola B em R". Portanto

/@dx<0.
Q

Absurdo se compararmos com (2.31). Portanto ® = 0 em . Isto em particular forca a

igualdade em (2.28), de modo que

J(x) = 0.

5ij
ul‘il‘j (.CE) + N

Seguindo-se 0 mesmo argumento do Lema (2.1.12) concluimos que u toma a forma
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onde A é uma constante. Como u anula-se em 0f2, entao

1

0=—
2N

[A—7Y = A—1>=0= A=1r?=r é constante.

Logo u é radialmente simétrica ou seja u(z) = v(r), onde r = |z| e 2 é uma bola de centro
na origem e raio r = v/A, ou seja Q = B,.(0).

Observacao 2.2.3 Em 1971, James Serrin provou o sequinte resultado cldssico. Suponha

que exista uma fungdo u € C*(Q) satisfazendo e equacdo diferencial eliptica
a(u, [p])Au + h(u, |pl)ue,ue;ua;;, = f(u, |p]) em €,

onde a, f e h, p;, p; sao fungoes continuamente diferencidveis deu e p(aquip = (Ug,, Uy, - - ., Ugy )
denota o vetor gradiente de u). Suponha ainda que u > 0 em 2 e que u satisfaca as condigoes

de fronteira

u =0, @:c em 0f).

ov

Entao Q deve ser uma bola e u € radialmente simétrica.

Observagao 2.2.4 As hipdteses de suavidade C? feitas em u na Proposicao (2.2.1) podem
ser enfraquecidas, no entanto as provas se tornariam mais técnicas. Nao abordaremos isso

aqus.

Observagao 2.2.5 A hipdtese cN < 1 na prova da Proposi¢ao (2.2.1) nao € essencial. Para
ver isto, note de fato que devido as condigoes (2.2.1) em u juntamente com o Teorema da

Divergéncia, verificamos que
dA
|Q|:—/Audx:—/ rdo > ¢N raz
Q a0 oo N

Consequentemente, cN < 1.

= cNA da geometria.

Observacao 2.2.6 Usando os mesmos arqumentos e trocando a sequnda condi¢do de fron-

0
teira por a—u = —cr®, onde a > 1 (note que isto ja implica que cNdist(0,00)*7! < 1))
v
d = diam(Q) e

2&—1
<
~ d*'\/aN(N —2a — 2)

nds temos a conclusio da Proposi¢io (2.2.1)

O<e
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0
Observagao 2.2.7 Mais geral ainda, se o —f(r) onde g(r) = f*(r) satisfaz as condigoes

ov
/(rg' —2g)dx > 0,
Q

N-1, 2
—9-5<

entdo a Proposicio (2.2.1) € satisfeita. Além disso, isto implica que ou f = c¢q ou f = cor

g// +

para algumas constantes positivas ¢y e ca. Uma destas implicagoes € que sob certas hipoteses

. . L. . . u
gerais, existem somente duas formas possiveis para a derivada na fronteira: ou W —C
v
. : du -
como na Observagdo (2.2.3) de Serrin, ou 5, = ~Cer como na Proposi¢do (2.2.1).
v

Observagao 2.2.8 A interpretacao fisica do Teorema 2.1.1 é a mesma do Teorema 2.2.1.



Apeéendice A

A Principios de Maximo

Vamos desenvolver principios de maximo para Equacoes Diferenciais Parciais Elipticas de
segunda ordem. Os resultados aqui estudados podem ser vistos em Evans (ver [8]).
Métodos de principio de maximo estao baseados sob a observacao que se uma funcao u

de classe C? atinge seu maximo sob um conjunto aberto {2 em um ponto z, € 2, entdo:

Du(xg) =0 D?u(xg) <0,

onde esta desigualdade significa que a matriz simétrica D*u = ((ug,4,)) é ndo positiva definida

em xgy. Vamos considerar operadores elipticos L, tendo a forma

n

n
Lu=— § a7 Uge; + E b'u,, + cu,

ij=1 i=1
onde os coeficientes a;;, b’, ¢ sdo continuos e satisfazem a condigao de elipticidade uniforme,

a qual definiremos a seguir. Nés vamos assumir, sem perda de generalidade, a condi¢ao de

simetria a” = a’'(i,7 =1,..., N).

Definigao A.1 Dizemos que o operador diferencial L é (uniformemente) eliptico se existir

uma constante 0 tal que

n

D ¥ (@)&& > 01 gtpreQevE eRN

1,j=1

44
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A.1 Principios de Maximo Fraco

Primeiramente, vamos identificar sob quais circunstancias uma funcao deve atingir seu
méximo (ou minimo) na fronteira. Estamos assumindo sempre que 2 C RY ¢ aberto e

limitado.

Teorema A.1.1 Assuma que u € C?(Q)NC(Q) ec=0 em Q.

i) Se Lu <0 em S, entdo

maxu = maxu.
9 Elg)

ii) Se Lu >0 em 2, entao

min v = min u.
Q 0

Observagao A.1.2 Uma fungio u € C*(Q) N C(Q) satisfazendo Lu < 0 em Q é chamada
de subsolugcdo. Analogamente uma funcio u € C%(Q) N C(Q) satisfazendo Lu > 0 em Q ¢

chamada de supersolucao.
Teorema A.1.3 Assumau € C2Q)NC(Q) ec>0em Q.

i) Se Lu <0 em €, entdo

maxu < maxu’.

Q o0
ii) Se Lu >0 em 2, entao

minu > —minu .
a 0

Observacao A.1.4 Em particular, se Lu =0 em € entao
max |u| = max |ul.
Q o0

A.2 Principios de Maximo Forte

Lema A.2.1 (Lema de Hopf para Subsolugoes) Assuma u € C%(Q) N CHQ) e que

c=0 em Q. Suponha ainda Lu < 0 em €2, e que exista um ponto xq € 0S) tal que

u(zo) > u(z), Vo e Q.
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Assuma, finalmente que € satisfaz a condicao da bola interior em xo isto €, existe uma bola

aberta B C €) com xy € 0B.

i) Entao
ou

%(l’g) > 07

onde v € o vetor unitdrio normal exterior a bola B em xq.
ii) Se
c>0 em Q,

a mesma conclusao € vdlida desde que u(xg) > 0.

Lema A.2.2 (Lema de Hopf para Supersolugoes) Assuma u € C?(2) N CY(Q) e que

c=0 em Q. Suponha ainda Lu >0 em €2, e que exista um ponto xq € 0S) tal que
u(zo) < u(z) Vo e Q.

Assuma finalmente que §2 satisfaz a condi¢ao da bola interior em xo isto €, existe uma bola

aberta B C ) com xy € 0B.

i) Entdo
ou

%(I()) < 0,

onde v € o vetor unitdrio normal exterior a bola B em x.
ii) Se
c>0 em €,

a mesma conclusio € vdlida desde que u(xg) < 0

Teorema A.2.3 (Principio do maximo forte com ¢ = 0) Sejau € C?(Q)NC(Q) e que

c=0 em Q. Suponha ainda que ) é conexo, aberto e limitado.
i) Se
Lu<0 em Q

e u atinge seu mdrimo sobre £ em um ponto interior, entao u € constante em ).
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it) Analogamente, se

Lu>0 em
e u atinge seu minimo sobre 2 em um ponto interior, entao u € constante em ).

Teorema A.2.4 (Principio do maximo forte com ¢ > 0) Sejau € C2(Q)NC(Q) e que

c >0 em Q. Suponha ainda que ) € conexo.

i) Se

Lu<0 em Q

e u atinge um mdzrimo nao-negativo sobre £ em um ponto interior, entdo u € constante

em €.

ii) Analogamente, se

Lu>0 em Q

e u atinge um minimo ndo-positivo sobre {2 em um ponto interior, entdo u € constante

em §).

Observacao A.2.5 No proximo Lema ndo estaremos fazendo menhuma hipdtese com re-

speito ao sinal de c.

Lema A.2.6 (Um Refinamento do Lema de Hopf) Suponha que Q C RY seja um aberto,
u € C%(Q), e c € L®(Q). Assuma

—Au+c(x)u>0 em Q,
u>0 em €

Suponha ainda u Z 0.

i) Se xg € 00, u(xg) =0, e Q satisfaz a condi¢ao da bola interior em xo, entdo

Ou

o ([BQ) < 0.

ii) Mais ainda

u>0em .
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Demonstracao. Seja w := e **'u, onde a« > 0 serd selecionado mais abaixo. Entao

u = e*¥lw, assim
cu > Au = A(e*w) = 202U + ae™w,, + e Aw.

Portanto

—Aw — 20w, > (a® — c)w > 0 em €,

pois como w = e~ *1y > 0 em 2 e c € L>(Q), segue que ||c||p~ = sup |c(z)| > ¢(z) V2 € Q.
1

e
Disto segue-se que se tomar-mos o = ||¢||?. teremos a? — ¢ > 0 em 2. Conseqiientemente
w é uma supersolugao para o operador eliptico Lw := —Aw — 2aw,,, o qual nao tem termo

de zero ordem. Pelo principio do méaximo forte A.2.3, segue que w > 0 em 2. Com efeito,
suponha que exista yo € € tal que w(yy) = 0. Entdo como w = e"*u e e~* > 0 segue
que existe yo € € tal que u(yo) = 0. Mas como u > 0 em €2, segue que y, é ponto de
minimo para w em 2. Portanto por (A.2.3) parte (i) concluimos que w é constante em €.
Mas como w(yy) = 0, segue que w(y) = 0 para todo y € . Pela continuidade de w em Q
seguie que w = 0 em ) e isto implica em u = 0 em Q. Absurdo, pois por hipétese u # 0.
Portanto segue que w > 0 em ). Agora por hipétese existe zo € 9 tal que w(xg) =0, e

Q) satisfaz a condicao da bola interior em xy, além disso pelo que mostramos acima temos

w(z®) < w(z) Vo € Q. Pelo Lema de Hopf (A.2.2) concluimos que g—zj(xo) < 0. Mas como
ow ou
5(3:0) = "' Vuw(zg)v(xg) = e’ax(l)%(xo)

e u(xg) = 0. Seque que

)
6—3(%) <0.

Como w > 0 em €2 e e~ > (), concluimos finalmente que v > 0 em ). =

Teorema A.2.7 Suponha v € C2(Q)NC(Q) ed e L>(Q) satisfaca

Av+d(z)v >0 em Q,
v<0 em Q.

Se v se anula em um ponto yy € €2, entao v = 0.
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Antes de demonstrar-mos o Teorema acima, demonstraremos o seguinte Lema que é

essencialmente o Lema (A.2.6) com uma mudanga de sinal.

Lema A.2.8 Suponha v € C*(Q)NC(Q) ed € L>(Q) satisfaca

Av+d(x)v >0 em €,
v<0 em Q.

Suponha ainda que

i) Q satisfaga a condigdo da bola interior em z° € 0N,
i) v(xg) =0,
iii) v #Z 0. Entdo

ov
—(Io) > O,
ov

onde v € o vetor unitdrio normal exterior a bola em xq.

Demonstracao. Facamos v = —u e —c(z) = d(z) para z € Q. Portanto temos que u(x) > 0

para todo x € ). Temos
Av+d(z)v = A(—u) —d(x)u = —Au — d(z)u = —Au ~+ ¢(x)u > 0.

Assim temos
—Au+c(x)u>0 em €,

u>0 em €.

Além disso segue de 1), 1i), i) que:

iv)  satisfaga a condigdo da bola interior em xg € 092,

v) u(zg) =0,
vi) u # 0.
Entao aplicando o Teorema (A.2.6) parte i) concluimos que
%(xo) < 0.

ov
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Portanto

ov

Além disso pela parte i) do Teorema (A.2.6), concluimos ainda que u > 0 em  de modo
que v <0em (). m

Demonstracao do Teorema A.2.7

Suponha que v # 0. Pela demonstragao do Lema (A.2.8) temos que v < 0 em 2. Absurdo
pois por hipétese existe yo € €2 tal que v(yp) = 0. Logo v = 0. [



Apeéendice B

B Espacos de Sobolev

B.1 O Espacgo de Sobolev W?(])

Seja I =]a, b[ um intervalo limitado ou nao e seja p € R com 1 < p < oco. Os resultados deste

apéndice podem ser encontrados em Brezis (ver [4]).

Definigao B.1.1 O espago de Sobolev WHP(I) ¢é definido por

WP(I) = {u € LP(I);3g € LP(I) tal que/ucp’ = —/ggo, Ve Cfo(f)}
I I
Para cada u € WP(I) dizemos que g é a derivada generalizada de u e escrevemos g = u'.

Observagao B.1.2 O espago W' estd munido da norma |ul|wie = ||ul|re + ||| 1», ou as

vezes da norma equivalente [||ul|}, + ||u’||72p]%

Observagao B.1.3 Se p = 2, denotamos H*(I) = WYH2(I). O espago H' estd munido do
produto escalar

(u,v) = (u,v) g2 + (u',0") p2;

e norma associada

1
lullm = (Jullz2 + 1W]1z2)

a qual € equivalente a norma W12,

Teorema B.1.4 O espaco WP é um espaco de Banach para 1 < p < co.

51
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Teorema B.1.5 Seja u € WP(I); Entdo existe uma funcio @ € C(I) tal que v = @ q.t.p
em I e ainda

b
a(b) — ii(a) = / W ()t Va,be T,
Teorema B.1.6 Eziste uma constante C'(dependendo somente de |I| < o0o) tal que
[ull Lo (ry < Cllullwriogy Yu € WH(I), V1 <p < oo,

dito de outra maneira W'P(I) C L®(I) com imersao continua para todo 1 < p < oo. Além

disso, quando I € limitado verifica-se
i) a imersio WP(I) C C(I) é compacta para 1 < p < oo,

i) a imersio W4 (I) C LI(I) é compacta para 1 < q < oo.

B.2 O Espaco de Sobolev W, (1)

Defini¢ao B.2.1 Dado 1 < p < 0o, designa-se por Wy*(I) o fecho de C>°(I) na norma de

WP (I), abreviadamente Wol’p([) — WW ’p(I)'

Denota-se H (I) = W, *(I).

O espaco W, P(I) estd munido da norma induzida por WP(I); o espaco H}(I) esta
munido do produto escalar induzido por H'(I).

O espaco VVO1 P(I) é um espago de Banach separével e reflexivo para 1 < p < oo. O espago

H}(I) é um espago de Hilbert separdvel.

Teorema B.2.2 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que I é limitado. Entao ex-

iste uma constante C (dependendo de |I|)tal que
lullwroy < Cll e w € Wo™(D).

. 1 . , .
De outra maneira, em Wy*(I) a quantidade ||u/||z» € wma norma equivalente a norma de

whe,
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B.3 O Espago de Sobolev W?(Q)

Seja Q C RY um aberto e sejap € R com 1 < p < oo.

Definigao B.3.1 O espago de Sobolev WP(Q) € definido por (33),

391,92, -.,9n8 € LP(Q) tais que

W (Q) = u e LP(Q
) ) /uaudx:—/gigadx, VoeCx(I),Vi=1,...,N.
o Oz Q

(33)

Coloca-se H'(2) = W12(Q). Para u € WP(Q) denota-se

au_ e Uy — ou Ou ou — oradu
al’i_gz N 3:1:178:@"”’820]\, =9 )

O espago WP(Q2) estd munido da norma

Y

N
lullwro = llullr +)
i=1

ou
3:151-
N
ou Ov
(u, ) = (u,v) g2 + (—,—) :
H L Z 8IZ 8IZ L2

=1
1
> 2
)

Teorema B.3.2 O espaco WHP(Q) é um espago de Banach para 1 < p < co. O espago

ou as vezes da norma equivalente

N
(uuuzp s
=1

O espago H'(Q2) estd munido do produto escalar

ox

'8u

e norma associada

ou
a[[’i

N
s = <||u||%2 iy
=1

a qual é equivalente a norma de W12,

HY(Q) ¢ um espago de Hilbert separdvel.

Observacao B.3.3 Se p < N, entao

i) WHP(Q) — L4(Q) compactamente para 1 < q < p*,
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i) WiP(Q) — L1(Q) continuamente para 1 < q < p*, onde p* = J\I;—]jp'

Observagao B.3.4 Se N > 3 e p =2, entao
i) HY(Q) — LIQ) compactamente para 1 < p < 2,
it) H'(Q) — LUQ) continuamente para 1 < q < 2*, onde 2* = 2.

Observagao B.3.5 Se p = N, entio WP(Q) — L1(Q),Vq € [1,00), compactamente e

continuamente.

B.4 O Espaco de Sobolev W, ”(Q)
Definigao B.4.1 Sejo 1 < p < oo; WyP(Q) designa o fecho de C2(Q), abreviadamente
Wi (@) =@

Denota-se H}(Q) = Wy?(Q). O espaco W, "(€2) munido da norma induzida por W?(1)
é um espago de Banach separdvel. H(}(Q) é um espaco de Hilbert com produto escalar de

H'(9).

Teorema B.4.2 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que Q2 é um aberto limitado.

Entao existe uma constante C' = C(2,p) tal que
ullzr < C||Vullr Yu € WaP(9) (1 <p < o0).
Em particular, a expressio ||Vul|z» € uma norma em W, P (), equivalente a norma ||ul| 1.

Vamos mostrar a equivaléncia enunciada no teorema acima, mas nao mostraremos a ultima

desigualdade. Por um lado temos

ou
al’i

= |lull o) + IVullr@) = [[Vull o)
Lr(Q)

N
lullyrr gy = lullo) + >
i=1

Por outro lado da desigualdade de Poincaré temos
lullyray < ClIVull oo,

Portanto

IVullro) < llullypeq) < ClIVullro)-



Apeéendice C

C Topicos de Calculo Avancado

Teorema C.1 (Teorema da Divergéncia) Seja F : U ¢ RN — RN de classe C', e

Q C U aberto, limitado, com fronteira suave. Entdo

/divﬁdx:/ F.vdo, (34)
Q o0

onde v € a normal unitdria exterior a OS).

Valem as chamadas Identidades ou Férmulas de Green

Teorema C.2 Sejam u,v € C*(Q). Entdo

ou
Audx :/ — do, 35
/Q o0 OV (35)

/ Vu.Vvdr = — / uAvdx + @u do, (36)
Q Q oq oV

ov ou
/Q (uAv — vAu) dx = ., ugo vada. (37)

Teorema C.3 (Desigualdade de Jensen 1) Assuma que f : R — R seja fungdo convexa

e Q C RN € aberto, limitado. Suponha ainda que u: R — R ¢é integrdvel. Entao

/ ( ﬁudx) < ﬁf(U)dx,

1
onde || é a medida de u sobre Q e ][udx = — / udzx.
9 9] Jo
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Teorema C.4 (Desigualdade de Jensen 2) Seja f : R — R wuma fungdo convexa e
suponha que g : 0 — R € uma funcao positiva q.t.p, entao

Jou(@)g(@)de _ [ fux))g(w)de
p(fepmitt) < hLrw e

seu: RN — R € positiva.

Definicao C.5 Seja Q um dominio em RN e u uma funcdo de classe C? em Q. A funcao
u € chamada harmonica, sub-harmonica ou super-harmonica, respectivamente em ) se ela

satisfaz Au =0, >0, ou <0, respectivamente. (ver [12])

Teorema C.6 Suponha que u € C*(Q) satisfaga Au = 0 (> 0,< 0) em Q. Entdo para

qualquer bola B = Br(y) CC 2, nés temos

1
= (> <(0)———
ou
1
= (> <
u(y) = (2 0.<0)— /Q udz, (39)

onde wy € a medida da bola B em RY. Para fungées harmonicas o Teorema (C.6) assegura
que o valor da func¢ao no centro da bola B € igual ao valor médio da integral sobre ambas a
fronteira OS) e a bola B. FEstes resultados, sao conhecidos como teoremas do valor médio, e

sao usados para caracterizar fungées harmonicas. (ver [12])

Para uma demonstracao do préximo resultado (ver Lima [14]).

Lema C.7 As sequintes afirmacgoes sobre uma funcao w : I — R € derivdvel no intervalo I,

sao equivalentes:

a) w é concava.
b) A derivada w': I — R € mondtona nao-crescente.

¢) para quaisquer a,t € I, tem-se w(t) < w(a)+ w'(a)(t — a), ou seja o grdfico de w estd

situado abaixo, de qualquer de suas tangentes.



Apeéendice D

D Regularidade

Os resultados de Regularidade podem ser encontrados em Kavian (ver [13]).
Seja Q C RY,a(.) := (aij(.)1<ij<n), b(.) := (bi(.)1<i<n). € ¢ uma fungao. Considere L o

operador de segunda ordem dado por

n
Lu = — E AijUz,e; + 0. VU + cu (40)
i?j
Sem perda de generalidade vamos considerar em L que a;; = aj; € Upz; = Ug;z; € ainda

considerar que o operador L verifique a condicao de elipticidade, ou seja existe uma constante

0 > 0 tal que

n

D ¥ (@)&& > 01 gtpreQeVE R

ij=1
Teorema D.1 (Teorema de Schauder) Seja L um operador definido pela relagdo (40),
e suponhamos que os coeficientes a;;,b,c € C*(Q) para algum 6 € (0,1) e algum inteiro
k>0 e que além disso a condicdo de elipticidade seja satisfeita; suponhamos €2 um aberto
limitado de classe C*t29(Q), p € C**29(Q) e f € C*(Q). Entdo existe uma tinica funcdo

u € C*29(Q)), tal que

Lu=f em §,
(41)
u=¢ em Of.
Além disso existe uma constante C' dependendo somente de 2,60, e ainda das normas dos

coeficientes a;;, by, c € C*9(Q), tal que
lullowss@ < € (I llemgy + lellor ) (42)
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102l ey < € (Iflona@ + I€llcrsaom) - (43)

Teorema D.2 (Teorema de Calderén-Zigmund) Seja L um operador dado por (40),
suponha que os coeficientes a;; € C(Q), e byc € L®(Q) e que a condi¢do de elipticidade
seja satisfeita. Assim se Q0 € uma aberto limitado de classe CY' e f € LP(Q) para algum

1 < p < oo, entdo eziste uma tnica funcio u € W2P(Q) N W,P(Q) tal que

Lu=f em
(44)
u=0 em 0,
e ainda, para alguma constante C' independente de f,u nos temos
[ullwer@) < C (I fllee) - (45)

Em particular se p < § e ¢ € C(Q) existe uma tnica solugio v € C(Q) N W2P(Q) do

problema de Dirichlet

Lu=f em (Q, (46)

u=¢ em Of.

D.1 Bootstrap

Como aplicacao da teoria da regularidade, nés vamos usar a técnica de Bootstrap para
regularizar a solugao de um determinado problema. Tal técnica é utilizada para passarmos
de uma solucdo fraca (obtida por exemplo por um método variacional) para uma solugao
classica. Vamos usar tal técnica para regularizar a solucao do seguinte problema:

Suponha que © C R seja um aberto limitado de classe C™, e que u € Hi(f), onde

u > 0 verifique a equacao semi-linear

N+2
—Au =u?, onde q € [1, Nij_LQ), (47)

entdo u € C=(9).
e Se N = 1, entdo HL(Q) — C%2(Q). Assim em particular como u € HE(f), entdo

u € C°Q) de modo que u? € C°(Q). Como u verifica a equacio (47) entdo u € C%(Q).
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Conseqiientemente u? € C2(€)), e novamente como u verifica a equacdo (47) podemos concluir
que u € C*(Q). Repetindo este mesmo argumento para qualquer & natural, concluimos que
u € C*(Q) para todo k. Portanto u € C>(Q).

e Se N =2eu e H}Q), entdo neste caso como p = 2 = N segue por resultados de
imersao de Sobolev que Hi()) — LP(Q) para todo p finito (ver Apéndice B), e portanto
u € LP(Q) para todo p finito, donde u? € LP(2) para todo p finito. Pelo Teorema (D.2)
concluimos que u € W?2?(Q) para todo p finito. Logo Vu € W1?(Q) para todo p finito. Em
particular sempre podemos tomar p > 2, uma vez que N a dimensao do espago é fixa. Assim
novamente por resultados de imersao de Sobolev como W?(Q) < C°(Q) para todo p > N,
entdao Vu € C°(Q). Logo u € C1(Q) e portanto u? € C*(Q). Como u verifica a equacio (47)
pelo Teorema (D.1) concluimos que u € C3(Q). Assim u? € C3(Q), entdo usando novamente
o fato que wu satisfaz a equacdo (47), entdo novamente do Teorema (D.1) concluimos que
u € C°(Q). Repetindo este mesmo argumento para qualquer k natural, concluimos que
u € C*(Q) para todo k. Portanto u € C>°(Q).

e Se N > 3 entdo por resultados de imersdo de Sobolev sabemos que H{(Q) — L% onde
2N 2%

9% _ T Colocando py = E, vemos que u? € L (Q), pois
QO Q
Além disso pg > 1 pois
2N N+2
9 — > = VN > 3.
N2 N_2 © "=

Entao u € LP(2) para algum 1 < py < oo. Pelo Teorema (D.2) segue que u € W27,

Se 2py > N entdo por resultados de imersdao de Sobolev segue que W27 (Q) — C%%(Q)
onde 6 :=1— 2—]90' Em particular u
ddotinC®(Q) donde segue que u? € C°(Q). Como u verifica a equacido (47) pelo Teorema
(D.1) concluimos que u € C?(2). Assim u? € C?((2), entdo usando novamente o fato que
u satisfaz a equagao (47), entdo novamente do Teorema (D.1) conclufmos que u € C*(Q).
Repetindo este mesmo argumento para qualquer & natural, concluimos que u € C*(Q) para
todo k. Portanto u € C*°(Q).

Se 2py = N entao por resultados de imersao de Sobolev temos que WP (Q) — LP(Q)

para todo p finito. Assim u € LP()) para todo p finito. Portanto u? € LP(Q2) para todo p
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finito. Pelo Teorema (D.2) concluimos que u € W*P(Q2) para todo p finito. Estamos nas

mesmas condigoes do caso N = 2, portanto podemos concluir que u € C(£2).

Se 2py < N entéao por resultados de imersdao de Sobolev temos que W2 (Q) — L"(),
1 2

onde r satisfaz — = — — —. Além disso r > 2* pois
r po N
r 2 poN 4N
"> q>q p0<:><N_2p0>q>Po<:> > ( Po)q 1~ N3 %
N% 42N N +2
N >Nge ———>Ngeg< ——
TN 2 TN TN 1=1~N o

r
e isto é verdadeiro por hipétese. Colocando p; = — temos que p; > pg > 1, além disso
q

/(uq)pldx = / u"dr < o0.
Q Q

Pelo Teorema (D.2) segue que u € WP, Repetindo os mesmos argumentos acima, um

u? € L7 () pois

numero finito de vezes digamos k vezes, construimos uma seqiiencia 1 < pg < p; < -+ < pg
tal que —Au = u? € LP*(Q) se 2pp > N e ainda nds temos que u € W2P+(2). Finalmente
nés concluimos que u € W2?(Q) para todo p finito. Estamos nas mesmas condigoes do caso

N = 2, portanto podemos concluir que u € C*(Q).
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