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Introducao

Na teoria qualitativa de sistemas dindmicos é de interesse descrever o com-
portamento das drbitas. Isto ¢ feito, muitas vezes, através de uma descricao
geométrica das érbitas ou de uma descrigao algébrica do seu itinerario. Tam-
bém pode-se associar & 6rbita um invariante topolégico. No conjunto das
drbitas de wm sistema dinimico serao de interesse aquelas ¢ue possuern um
comportamento recorrente e que formam parte do conjunto recorrente por
cadeia R. Posteriormente nos interessa entender como estas érbitas compoe
o espago de fases.

Nesta monografia os sistemas dinamicos em questao sao os difeomorfismos
de Smale em superficies diferenciaveis compactas e sem bordo. Pelo teorema
espectral de Smale, sabemos que estes difeomorfismos sao caracterizados pela
descrigio da dindmica restrita aos conjuntos bésicos que compde K.

As técnicas usadas para estudar os blocos bdsicos estdo no capitulo 2, no
qual descrevemos a dinAmica simbdlica e a representacfio matricial associada
ao conjunto bésico.

E natural que estas matrizes possuain mvariantes que representent com-
portamentos dinfimicos relevantes nos conjuntos bésicos e é precisamente essa
conexao que estabelecemos no capitulo 3.

A funcao zeta é um invariante que utilizamos como uma obstrucgao & exis-
téncia de outros difeomorfismos ¢ portanto serd definida no capitulo 4 € usada
no capfitulo 5. Neste dltimo capitulo trataremos a questao da realizacio ou
nao, numa dada superficie, de um difeomorfismo de Smale de blocos bdsicos
especificados a priori.



Capitulo 1

Nocoes Basicas

1.1 Resultados Preliminares

Nesta secao vamos apresentar algumas definicoes bésicas para o estudo de
sisternas dindmicos. O primeiro desses conceitos é a definicao de ponto hiper-
bélico de um difeomorfismo C* f : M — M, com M uma variedade diferen-
cidvel C°.

| Definigao 1.1 Dado f: M — M, x € M, um ponto periddico de perfodo n
€ um ponto hiperbolico se DY f™ : Ty M-— T M néo tem quicvalores de valor
absoluto igual a um. O indice u é a dimensdo do espaco E* C T, M gerado
pelo autoespaco generalizado com autovalores maiores gue um em mddulo.

No conjunto das 6rbitas de um sistema dindmico nos interessam os pontos
fixos, os pontos periédicos ou aguelas drbitas que possuem alguma forma de
recorréncia.

Definicao 1.2 Seja f : M — M um difeomorfismo. Entdo um ponto
x € M é dito recorrente por cadeia se para todo £ > 0 existem pontos
T =1T1,Z9,--.,%Tn-1,Tn = T (com n dependendo de ¢) tal que

d{(f(x;),zi41) <&, coml<i<n
com d(.,.) ¢ métrice natural em M.

O congunto de todos os pontos recorrentes por cadeia é chamado de con-
Junto recorrenie por cadeia e é denotado por R (F} oy simplesmente R.

Definicao 1.3 O conjunto estdvel de p € M ¢ definido como:

Wip)={z e M/d(f* (z),f" (p)) — 0, com n — oo}
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e o conjunio instdvel de p como

WH(p) = {z € M/d (f~(z), /" (p)) — 0, com n — oo}.

Filosoficarnente um sistema dindmico que modele algum fendémeno da
natureza deve ser robusto no sentido que pequenas perturbagbes no sistema
resulte num comportamento qualitativamente equivalente. Precisamos de
uma nocao de estabtlidade. Um difeomorfismo f : M — M ¢é estruturalmente
estdvel se umramzm.hangaNde f- no espaco dos difeomorfismos de M na
topologia €7 tal gue se ¢ € N entao ¢ é topologicamente eonjugade a f, isto
é, se existe unm homeomorfismo b . M — M tal que ho f =goh.

A hiperbolicidade é um dos invanantes importantes para garantir a esta-
bilidade estrutural de um sistema. Generalizando a nogao de hiperbolicidade
para pontos fixos e periddicos podemos definir uma estrutura hiperbdlica
para um conjunto invariante compacto A.

Definicao 1.4 Um conjunto invariante e compacto A para um difeornorfis-
mo f : M — M ilem uma estrutura hiperbélica se o espaco tangente de
M restrito ¢ A pode ser escrito como uma soma direta TAM = E* & E°
de subespagos tnvariantes pela derivada Df e existe uma constante C > 0,
A€ (0,1), tal que:

1D (W) < CX*||vll, Yve E°, n>0

ID£" ()l = CTIAT [[vff, Vv € E*, n > 0.

A nocao de transversalidade é também crucial. Um difeomorfismo
f M — M com conjimto recorrente por cadeia B satisfaz a condicao de
transversalidade-se-¥x, 4 € R, W* (z) interecpta W* () tranversalmente.

Podemos agora definir uma classe importante de difeomorfismos estrutu-
ralmente estdaveis.

Definicao 1.5 (Difeomorfisme de Smale): Um difeormorfismo f - M — M
€ dito difeomorfismo de Smale se safisfaz a condigdo de transversalidade e
se possui um congunto hiperbslico recorvenie por cadeia R que € zevo dimen-
stonal.



Capitulo 2

A Dinadmiea Simbolica dos
Shifts

2.1 Exemplos de Shifts e Subshifts

Com o intuito de fazermos uma apresentacao diddtica e concreta apresenta-
mos nesta secdo dois exemplos, um de um shift e o outro de um subshift,
antes de fomalizarmos os conceitos de dindmica simbdlica.

Q primeiro, que na verdade é um full shift ou simplesmente shift, é obtide
da cldssica Ferradura de Smale.

O segundo exemplo de subshift, a J-Ferradura, & devido a Franks.

2.1.1 Ferradura de Smale

Nosso primeiro exemplo é o exemplo cléssico de um difeomorfismo de Smale,
a Ferradura de Smale.

Descricao do Pifeomorfismo

Seja D um conjunte formaee por dois semiefrentos Dy e Ds de raie 1 e peor
um guadrado () de lado 1, com os semicirculos colados em lados opostos de
(), formando uma regiao parecida com um estddio, como na figura abaixo.

ﬁ Q) -h\
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Defina uma fungao injetora (chamada de funcao Ferradura}, F: D — D
com a seguinte forma.
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A funcdo F' deve contrair linearmente ¢ na.diregao horizontal por um
fator 6 < 1 e expandir € linearmente na direcio vertical pelo fator 1. Por
fim F' leva ¢ em D, tendo F(Q) a forma de uma ferradura. As regioes
Dy e D; sdo contraidas nos dois sermdiscos (de raio menor que 1) e levadas
por F em D). Portanto, a F assim construida em D nao é sobrejetora, o
que implica que ! nao estd-definida globalmente.  Estendemos esta funcao
para o 5% de forma que se torne um difeomorfismo colocando D no hemisfério
sul e um ponio fixo repulsor no pélo norte. Como F & uma contracio em
D, segue do Teorema da Contracio de Banach que F7(D;) com n — oo
contrai-se para um tinico ponto p e Dy Como F (Dy) C Dy, entao F™ (D),
com 7 — 00, também contral-se para p e mais, se £ € num ponto em DD com
FT™ (z) ¢ Q para plgum i € Z, entdo ili& F*(z) = p. Portanto basta estudar
a dindmica de F' para o conjunto dos pontos cujas iberadas permanecem em
() para sempre, isto é ,

A={geQ/FF (@ €Q,VkcZ}

pois para pontos fora deste conjunto a dindmica j4 estd bem determinada.

Agora passamos a descrever a. dindmica relevante de F' que ocorre em
Q. Note que F (€} N Q & formade per dois reténgulos horizontais Hy e Hy,
e que as pré-imagens de H; e de Hy sdo dois retdngulos verticais Vi e V5.
Mais ainda, a hase de cada V; ¢ 4, que é também a altura de cada H;. Seja
‘g um ponto tal que Fg) € Q. Entao, como visto acima, temos que ¢ € V)
ou ¢ € Vo. De forma ansloga, se F?(g) € Q, entdo F(g) € ¥} U V3, ou
seja, ¢ € F~1{(V1) U F~YV,), com F~YV;) a imagem inversa de V;. Por
esta construcao, dado um retAngulo vertical V; com altura 1 e base ¢ entao
F~1(V;} ¢ um par de retingulos, um em cada Vi, com base de comprimento
8% Portanto, F~2(V;) = F-}F-1(V;)) séio quatro retangulos com base 6°
cada, F~3(V;) sdo cito retsngulos. com base de coraprimento §*, etc. De
forma, similar, F{H;) sio dois retangulos com altwra’ §° cada, F?{H;) sao
quatro reténgtﬂds com altura §° cada e assim sucessivamente.

Defina:

A, ={geQ/F¥q) € Q,para k =0,1,2,3,...}

AL consiste de um conjunto de Cantor de segmentos verticais {.
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A ={gcQ/F g €Q,parak=1,23,..}

ou seja, A_ é um conjunto de Cantor formado por segmentos horizontais
k.
Segue que

A=A._ﬂj\+.

Representacao via Dindmieca Simbélica

Por fim, serd introduzida uma dinAmica simhélica para. este sistema . Tome
um segmento vertical  em A;. Como [ estd em A, entao F¥(I) ¢ um
segmento de reta vertical com comprimento §°, V& € N. Associamos wma
seqiiéncia de zeros e uns (508182 .- .,) da seguinte forma: seja x € IM A, entdo

sx=ae F*l)e Vycomk=0,1,2,...

De forma similar, dado um segmento de reta horizontal & em A_, associ-
amos uma seqiiéncia de zeros e uns {que por comodidade serd denotada por
(...8_35_1) da seguinte forma

sx=a< F*h) € Vo, comk=12,...

Portanto, para cada ponto z € A, associarmnos uma seqiiéncia duplo in-

finita, ou seja, definimos uma funcéo S+ A — s

S(l’) = ( ..8_9%_1.805152 - - ) ES:
COIn

si=a& F(z) eV, parak € Z

e o conjunto Ty = {8 = (...5_95_1.505152...)/8x = 0 ou 1}. Definimos uma

0]

lsp — te -
d(S,t) = Z —“—QIkl—i.

Agora definimos a funcio shift ¢ : 2o — X2 dada por

a{. ..5.95.1.8081...) = (...5-28_180.81...)
Em X,, com a métrica d, a funcio ¢ é continua ¢ existe uma inversa o’
dada por
0'_1 ( . 85_55_1.5051. - ) = ( .8.2.5_1805] . .- ) )

que também é coutinua. Portanto ¢ € um homeomorfismo.
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Relacao entre o Shiff e o Difeomeorfisme

S é uma conjugacao topoldgica entre F' em A e ¢ em Xy, De fato, se p €
A é dado, entde S{p) = (...5.98_1.5¢8;...). Por econseguinte, temos que
S(F(p)) = (---5-25-150-1 ...}, pois se F*(p) € V,, entdo F*"Y(F(p)) € V,,.
Por outro lado S{p) = (...8._25_3.5981 -« ]

Portanto, o(5{p)) = (...s_25_150-81 ...} Como p € A foi tomado arbi-
trério, entao '

S(F(p)) =o(SE),peA

e portanto ¢ e F sio topologicamente conjugadas, desde que S seja um
homeomorfismo. A demounstragio de que S & um homeomorfismo seréd dada
adiante para o caso geral.

Por dltimo, redizimos o problema de estudar a dindmica de F' no proble-
ma mais simples de estudar a dindmica de o. Por exemplo, para encontrar os
pontos fixos de F basta encontrar os poutos fixes de ¢. Mas, para s ser ponto
fixo de & devemog ter-o(sj = 5. Dado s € Xy, isto ¢, 8 = {.. . 5_y5_1.50%1 - -},
com s; € {0,1},Vi € Z temos que o(s) = (... 5_25_150.51 ...). Desta forma,
o (s) = s implica em

e =8 9 =8 3 =8g= 8 =8y =+

Portanto s6 existem dois pontos fixos para [’ em A, que sdo os pontos asso-
clados as seqiiéncias

(...00.00..) e (...11.11...)

Pode-se também utilizar ¢ para provar que as drbitas periédicas sao den-
sas em A. De fato, seja s = (... 5_55_1.5081...) € A e s€)am

8] = ( ... 3050-5050 - - )

8y = ( ..8081-805; .. )
S3 = (. L. 818051818051 - . )

Desta forma contriimes wma seqiiéneia convergente (8;};cz, com cada ponto
s; periédico em T e convergindo para s. Como a seqiéncia (s} fol tomada
arbitrdria, segue que as érbitas periédicas sao densas em A.

Qutro resultado importante é que extste uma érbita nao periddica densa
em A. De fato, considere a seqiiéncia:

v=(./01111'00'¢’1L.1'0'00'110'0L. . )
ou seja, dada uma sequéncia arbitrdria
£ = (---@25-1-506152---)

]
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e dado & >.0 é possivel encontrar k& € Z tal que

d (ﬁ,ak ) <e.

Em outras palavras avangamos na sequéncia de elementos de v até encon-
trarmos um bloco formado por £_;...&;...; garantindo que a disténcia seja
menor que &, pois Y. i < &.
il>j
Portanto, tal'segﬁjéncia pode aproximar-se tanto quanto se queira de qual-
guer elemento.de 3a, ou seja, esta seqiiéncia é densa em ¥;, e portanto o
elemento de A ao qual esta seqiiéncia ¢ associada tém uma 6rbita densa em

A-l

Utilizando ¢ torna-se facil encontrar.os conjuntos instiveis e estdveis para
um ponto p € A. Seja S(p) = (... p_sp_1.peP1P2 - ..) Para p um pouto em A.
Um ponto z € Q, com S (2} = (... z_p2.3-292 . . .), €std em W*(p} se

o0 o0
E pk—'é zx| — 0, com n — co.
kb=n F==

Portanto z estd em W*{p) se e somente se 2; = p; Vi > n, para algmm n € Z.
Um ponto z € @, com §(2) = (... 2-92-1.2021 ...} € D estd em W*(p) se

e ) o0
d “p— Y 2k
k=n k=n

Ou seja, z estd em W*¥(p) se e somente se z_; = p_;, Vi > n, para algum
n € Z.

— 0, com n — oo.

2.1.2 J-Ferradura de ¥ranks
O préximo exemplo ¢ devido a J. Franks [F1].

Descricao do Difeomerfisme

Seja B uma regido no plano estendido (R? U {oc}) formada por trés discos
S1, S2 e 83 e por duas faixas horizontais A e hq, com as faixas horizontals
ligando os discos.. Defina um difeomorfismo. f tal que os centros dos discos
{e1, 9, ¢3} tém wmma érbita periddica com periodo trés, [ levando ¢ em e, €2
em ¢3 e ¢3 em ¢;. Os discos coutraem-se para a orbita periddica {¢,¢2,¢3}.
Se z ¢ D, com & # 00, entao a érbita de z tende a D e oo & um ponto
fixo repulsor. Finalmente, nas duas faixas, f deve contrair linearmente na
vertical e expandir linearmente na horizontal, levando Ay em S; U S, U his e
levando hs em Ji; U hy U S1 U S2US; conforme a figura.

! Nesto seqiiéncio as aspas sio usades para separar 05 blocos de ‘palavras’, pary facilitar
o visualizagdo.
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Portanto, para pomtos z € R? tals eue f*(z)} € S5 U S, U S; para algum
n € Z temos que a 6rbita de x tende a érbita de {c;,¢a,c3}; por outro lado,
se T = o0, entao z € um ponto fixo. Assim estd bem determinada a dindmica
de f em ambos os conjuntos acima, ou seja, basta apenas determinar a Srbita
de f para o seguinte conjunto

C

A={z/f*z) € hyU hy, ¥n € Z}

Representaggo via Din&mica Simhdlica

Como no exelﬁiglo anterior, também & possivel associar uma segiiéncia a cada
ponto de A da seguinte forma: considere o conjunto {1,2} com a topologia
discreta e considere o espaco das seqiiéncias du]f;alo mnfintas

-—zéﬁ {1,2}

com a topologia produto. Definindo a fun¢ao $: A — Z por

. S(z) = (... 5.25.1.535152...)
com s; definido para cada i-€ N da seguinte forma:

= 1,8e f*(z) € iy
%= g, se f(x) € hy

Como h1M f{hq) = B, entdo seqiiéncias do tipo: (...11...} ndo sdo associadas
a nenhum ponto, ou seja, S nao & sobrejetora. Entretanto, resiringindo ao
espago L4 C L, com: La={a€X/seq; =1 ern];ﬁo Qiy1 = 2}, entéo temos?

S‘ 'gﬁ: A:—»-Zl,;

2 A notagio T4 serd justificada subsequentemente.
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é sobrejetora’.
Agora, definimos uma funcao o, que serd chamada de subshift

O':E,g—?z_&

definida por (... s_35_1.5p%153 ...} = (... 5_95.150-9152. . .).

Relacao entre e-Subshift ¢ o Difeomorfismo-

Como no primeire exemplo; S é uma conjugacae topoldgica entre o e f (o
fato de S ser um homeomorfismo seguird de um dos préximos resultados).

De fato, se z € A, entao:

S{z)=(...z-2%_1.%0%1-. .},

cotr x; = o se f{x) € hy. Mas se fi(x) € h,, entdio [ {f{x)) € Ry, & -
portanto
S(f(xh) =(, 22T 1Tp.21 ...}

Por outro lado, como: S(z) = (z—2&—_1.%a123 . ..}, entdo

o(8(z)) = (... 0z _ 1 ZTg. 2129 . ..)

Portanto So f = 0.5, ou seja, S & de fato uma conjugacao topolégica entre
feo.

Novamente pode-se encontrar as dérbitas fixas em A, pois tais dérbitas
sa0 as associadas as seqiléncias constantes em ¥ 4. Como existe uma tnica
. sedfifnela constante em ¥4, enbao existe uin Gmico ponto fixo para f em A,
que é o ponto associado 4 seqiiéncia {. ..222:222. . ). Também como no caso
anterior, seqiiéncias periddicas s&o densas em A. Também existe wma Srbita
nao penddica densa. Basta tomanr:

(.../01'10'11°0"1.1°0'12°01°10. . . ),

Portanto, tal seqiiéncia pode aproximar-se tanto quanto se queira de qualquer
elemento de ¥y, ou seja, esta segiiéncia é densa em Y5, € portanto o elemento
de A ao qual esta seqgiiéncia é associada tem uma orbita densa em A.

Defini¢cao 2.1 Um. subshift de tipo finito determinada por um conjunto de
simbolos & (o alfabeto) e uma relagdo — (chamada de pode ser seguido por)
€ wm homeomorfismo ¢ : X — X, com:

8 Como ndo haveré divida, faremos um abuso de notagio ¢ denotaremos S|, apenas
por S,

i1



sl e

¥ (a Hsta; definido por £ = {s = {...9.1.8081...}/8; — Si;1, Vi € Z}.
Definimos o(8) =&, com s} = s;_y e 0 serd denotado por subshift & direita.
No primeiro exemplo da secgo anterior & = {0,1} ¢ & = {1,2} no
segundo com 7 — 2 se um ponto de /; pode ser levado em ;.
Portanto, no primeiro exemplo temas:

-0—0,0—-1,1—-0ek—1
Jé& no segundo

2—1,2—21— 2mas 1-=1.

2.2 Grafos e Representacoes Matriciais dos
.Subshifts

Um fato importante é que a partir de um conjunto com uma relacao ”pode
ser seguido por? pode-se associar o sistema a wrn grafo ou a uma matriz.

2.2.1 Matriz0-1le Grafo de Vértices Rotulados
Do Subshift as-Grafe-

Dado um conjunto finito S e uma relagao —, é possivel construir um grafo
orientado G. Cada elemento de S serd um vértice e haverd uma aresta ligando
s a 8§ se e somente se s — §. Suponha que cada aresta tenha comprimento
um e seja I' o conjunto dos caminhos 7y : R —G orientdveis e que preservam
o comprimento de arce, tal gue y{rn) ¢ um vértice de ¢, Vr € Z. Comeo os
caminhos percorridos em G sdo tegistrados pelos vértices percorridos, G serd
denominado de grafo de vértices rotulados.

Existe uma eorrespondéneia b : I' — Ztal que hl{y) = (.. y{—1){0)¥{1).. ).

De fato, ~ é um difeomorfismo de I com a topologia compacto-aberto em 2.
Mais ainda, % é uma conjugacao topoldgicaentre v : ¥ — S ep ' — T,
com p definida como

) p(y(@)) =t —1).
De fato

Rlp(v(1)) = h{y(t = 1)) = (.. .y (=1)7(0)-¥(1)¥(2) .. )

a(h(y(t) = o{(-.. ¥ (=1)AO)¥(1)¥(2).. ) = (... Y(=1)YQ)¥{1)~(2).. )

12



portanto h é uma conjugagio topoldgica entre o e p.
Para o exemplo da segdo 2.1.1 temos o seguinte grafo com vértices rotu-
lados associado ao subshift

J4 para o éxemplo da secao 2.1.2 o subshift com vértices rotulados é o
seguinte

Do Grafo a Matrtz

Dado o conjunto S e a relagao — é possivel construir uma matriz quadrada
A com entradas iguais a zero ou um. Sendo n o mimero de elementos de .S,
entdo a matriz 4 serd n X 7 e, sendo A = (4}, entdo 4 serd definida como:

1, g€ §; — &y
,0._. s€ 8; = §;

Aij:{

Para-o ezemplo 2.1

0 — 0@'4411:1
0 — 1¢A12=1
1 - 0=}A21:‘-1
1 —-)1-——'}-1422-_—-1_
Portanto, a matriz A serd
11
Az(l '1-)
Ja para o exempla 2.2
1 —=» 1=}>A11=0
1 — 2=>A12=1
2 — 1=>A21=1



Portanto a matriz A, para este exemplo, sera
01
4=(11)

Da Matriz ao Subkshift

Também pode-se fazer o inverso, ou seja, dado uma matriz 0 — 1 & possivel
construir o conjunto de simbolos S e a relagio —-.

Dado uma matriz A n X n, tome o conjunto S como um conjunto de
simbolos com 7 ¢lementos e defina a relacdo — como

s— s A4;=1

Um problema se apresenta quando a matriz A nao é uma matriz 0 — 1.
Para contornar isto, utiliza-se a abordagem descrita na préxima secao.

2.2.2 Matrizlntei:r'a e Grafo de Arestas Rotuladas
Do Grafo ao Subshif

Daco um grafo orientdvel G, seja S o conjunto das arestas de G e defina
a relacio — da seguinte forma: s;- — 8 € 0 wértice no qual s; termine.
é o mesmo no qual s; comeca. Como os caminhos percorridos em & so
registrados pelas arestas percorridas denominamos G, de forma sucinta, por
grafo de arestas rotuladas.
Seja I' o espaco dos caminhos v : R — G orientdvels € que preservam o
_camprimento de arco. Definimos p: I' — 1" como

pv(E) =t - 1)
com y(n) um vértice de G, para todo n € Z.
A seguir definimos uma conjugacao topolégica h: I' — ¥ por
h{y) =1{...5-25.21.5051---)

com 8; = y([¢,7 + 1}}.
Como feito para o caso do grafo de vértices rotulados, hop = o o h, com
o o shift associado ao conjunto S com a relacio —. '

DPa Matriz a0 Subshift

Por outro lado,. dado uma matriz A"*" quadrada, inteira e nao negativa, -
entdao é possivel assoctar ‘um- grafo ‘de arestas rotuladas {ou -definir ‘dire-
tamente um subshift). Defina o conjunto de simbolos S e duas funcoes
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r,l 8§ — {1,2,...,n} sendo § = US;;, com S;; um conjunto de simbo-
los com cardinahdade igual a A4;;, para I < ¢,j < n. Entdo, para z € Sy,
defina '

A relacgdo — sera definida por
8 — & & r(s)=1s).

Para o primeiro exemplo,-dada a matriz

A= (; 1 )

temos
PG =S = hSn =S =1
Portanto,
S = {1}
S13 = {52}
Soy = {33}
- Spp = {84}
Calculando r e [
I{s1)=1,r(s1) =1
I(s9) =1,r(s9) =2
Z(S‘g) = 2;?"(83) =1
L Us4) =2,7(s4) =2
Portanto,

?"(81) = 3(81) = 8§ — 8

15



r{s1) = Us2) = 81 — 8y
7(83) = I{s3) = 59 — 83
T(s2) = {(s4) = 89 — 84
r(s3) = I{s1) = 83 = &
T(s3) = {(s9) = 83 — &
7(s4) =1(83) = 84 — 53

r{sy) =1(84) = 84 — 34

Ja para o segundo exemplo, dada a matnz

01
‘4=(1 1')

Entao
S =0¢€ #5712 =11Sa =§See =1
Portanto,
S = {31}
S = {52}

S9p = {&3’}3
Calcddlando re b ’
I(s1)=1,r(s1) =2

I(s2) =2,r(s9) =1

3(83)’: 2, T'(Sg) =2
Portanto,

r(s1) =Usz) = 81 — 55
r(sy) = I(s3) = 51 — 53
r{s2) =1(51) = 89 — 81
r{ss) =1(s2) = 53— 52
r(s3) = U(s3) = 83 — 33

1R

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAl
SECAQ CIRCULANTF



2.2.3 Relacao entre Grafos de Vértices Rotulades e de
Aregtas Rotuladas

Uma diferenca fundamental entre os dois casos apresentados é que no primeiro
caso, para especificar um caminho em G basta dar a seqiiéncia de vértices
pelos quais ele passa. Jd no segundo, para especificar um caminho em G
deve-se dar a seqiiéncia de arestas pelos quais ele passa.

Dado um grafo de arestas rotuladas G associa-se a ele uma matriz inteira,
quadrada € nao negativa A da seguinte forma:

Contam-se os vértices de-G {por exemplo, n} e-entdo toma vma matriz A
n x n definida como:

A;; = o nifupero de arestas gue comegam no vértice ¢ e terminam no
vértice 7.

Dada uma matriz A, o shift de aresta e de vértice podem ser diferentes,
como visto nos exemplos acima. Mas, se 4 ¢ uma matriz 0 — 1, ent3o vale o
seguinte resultado:

Proposicao 2.1 Se A é uma matrizn X n e 0 — 1, entdo o subshift de
arestas

Ca, i, —X,
¢ topologicamenie conjugado ao subshift de vértices

o4, Xa, — X4,

Prova:
Seja G o grafo com vértices 1,...,n, com arestas arientadas de i para
jse A; = 1. Seja I' o espago dos caminhos que preservam orientagao e
comprimento de arco em G, € seja

definida como

p(y(t)) =~(t~1)

Como visto nas segdes anteriores, p € topologicamente conjugado a o4, €
a oa,, € portanto o 4, e 04, sao topologicamente conjugados. I

Portanto, dada uma matriz 0 — 1, é equivalente trabalhar com o grafo de
arestas rotuladas ou com o grafo de vértices rotulados.

Exemplo 2.1 Fara o ezemplo da secdo 2.1.1 temos o seguinte grafo de vér-
tices rotulados

17



e o grafo de arestas rotuladas €
3

2

o gue concorda com o gue foi dito enferiormente.

Um subshift- de aresta (¥.4;, o4, } sempre é isomorfo a wm subshifi- de
vértice. Tome o grafo de arestas rotuladas assoclado a 04, € encontre os
camiuhos de comprimento 2 neste grafo, ou seja, as arestas u, %, tal que o
vértice onde u; termina é o vértice onde 1, comega. Cada nm desses carminhos
serd um vértice no grafo de vértices rotulados que serd construido. No novo
grafo existird uma aresta indo do vértice vyvy para o vértice uju, se € somente
se MUslls = V1Y Us, conforme a ﬁgurfa.

Gv
ViVe

JURTUPS
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Temos portapto o subshift desejado, que é o associado ao nove grafo.

Exemplo 2.2 Para a matriz

_ oo
Do
[ I S

teremos o sequinte grefo de erestas rotuladas-

assim, para o grafo de vértices rotulados isomorfo ao grafo acima, teremos
0s seguinies vértices:
U = U2

Vo = UgUs
T3y = Uqlin
Vg = Usty
Ty = HUzlg .

Entdo temos:
vy U3

Vo —F VU2
Ug — Yy
Uy — Us
L2 B |
Vs — U1
Us — U2
Yy — V2

e temos o seguinte grafo

10



€ a matriz assocreda & este grafo €

00100
0 0100
0011
11000
i-1600

Note que a matriz associada ao. grafo de arestas rotuladas, apesar de nao ser
wma matriz de erntradas iguais ¢ um, é uma matriz 3-X 3, enquonto o wmatriz
associado ao grafo de vértices rotulados é uma matriz 5 x 5. E por 1580 que
o grafo de arestas rotulados é usado, apesar do incovenienie de sua matriz
associada normalmente nao ser de entrades iguais a um. A dificuldade de se
trabalhar com uma matriz infeira é compensada pela diminvicdo do ordem.

Por outro lado, dado um subshift de vértices, existe um subshift de arestas
que lhe é associado. O resultado segue diretamente da proposicdo anterior.

Para os subshifts de vértice vale o seguinte.

Proposicao 2.2 Seja o o subshilt correspondente a A. Enido, para tode
k>0, o (A¥} € topologicamente conjugado o (0(A))* e (0(A))™" é topologi-
camente conjugade a a(A), com A® a matriz transposta de A.

Prova:

Seja S o conjunto-de simbelos para Ael v $—{1,...n} como-definido
anteriormente, ou seja, § — s se e somente se 7(s) = I{¢). Delinimos
analogamente ¢ conjunto P. de sfmbolos para A% e /7 : P — {1,... . n}.

Seja P; = {p € P/¥(p} = ¢,¢{p) = ;}. Entado, pela definicio; o mimero
de elementos dé P;; = (4%)y;.

Seja S& = {(s1,---,%) € SF/l(s1) = d,r(s) = j e v(s) = Uspar),
1 <t<k}. A cardinalidade de SE = (A¥);;.

Sendo S(k) = USE = {(s1,..., 6x) € S¥/l(s:) = 7(5441), para 1 < t < k},
entao define-se

®: P — S(k)

tal cque: ®(Fy;) = 5.
Se (s1,--.,5) € (&5 .., s,) estao-em Sk}, define-se:

(51,4 8%) = (shreens i)

mn



se 7(s;) = {(s]). Entao:

®: P — S(k) é uma conjngacio topoldgica entre o shift associado a A%
e o shift associade a.S{k). Partanto (6{A4))* & topologicamente conjugado a
a(A*).

Uma importante conseqiiéncia do teorema anterior é que o niimero de
pontos fixos de.¢” é igual ao trA”, sendo ¢ um. subshift do tipo finito e 4
sua matriz assqeiada. Fase fato ¢ imediato paran = 1,-pois {. .. 8_1.8081 ...} €
um ponto fixo se e somente se s; = sp, Vi € Z. Mas se o ponto (... 50.5050 . - )
ocorre entao i — 1, ou sgja, A;; # 0. Mais ainda, como j& visto, A; = 5,
ou seja, A; € igualaonﬁmemdearestas indo de i para i.- Como para cada
aresta indo de'¢ para ¢ existe wm ponio-fixe (wmn pento euje representacac
no grafo percorre apenas essa aresta ¢ um ponto fixo) entdo o ntimero de
pontos fixos e S £ igual-a Ay, Como. 0s. pontos fixos. ocorrem apenas
nos Sy entao: Fiz{e) —Z A;;. Para um » € N qualquer o resultado- segue

direto da proposican anj;ennr, pois pela proposigio o (A™) é topologicamente
conjugado a (g (4)}", ou seja, Fiz(o (A™)) = Fiz (6™ (4)). Como visto
acima, Fiz (o (A")) = tr(A™) e portanto Fiz (™ (A4)) = #r (A").

2.3 Maftriz Irredutivel

Vimos nos dojs exemplos da secao anterior que os subshifts tinham uma
érbita densa. Esse fato nao fol mera coincklencia. Na verdade estamos in-
teressados em ’subhifts’ que tenham tal propriedade. Uma forma de garantir
pelo menos umg orbita futura densa € trabalhar com as matrizes irredutivets.

Definigao 2.2 DUma matriz inteira ndo negativa n X n € chamada de irre-
dutivel se para cada 1 < i,7 < n eziste um inteiro k > 0 tal que (AF);; #£ 0.

E para tais matrizes vale o resultado seguinte.

Proposicao 2.3 Se o : ¥4 — £,4 € o shift associado a matriz A, entdo as
seguintes afirmacdes sao equivalentes:

a) A é irredutivel.

k) O homeomorfisme o tem uma orbita futura densa.

Se as afirmagpes acima valem entao as drbitas periédicas de ¢ sao densas
em 2. )

As matrizes irredutiveis ainda possuem uma relagao com os shifts, como
apresentaremos a seguir.

Seja A irredutivel e tome K como o méxgmo.do conjunte finito
{k(i,7)/k(i,7) € o menor k tal que {A¥);; # 0}. Entdo qualquer stmbolo
pode seguir um outro por um caminho de comprimento &, pois dados s, 5,
existem sy, 83,..., 50,0 < k, tal que s — 57 — ... —» 8, —.&. Por outro lado,
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se qualquer simbolo pode seguir qualquer outro np shift associade a A, entdo
a matriz A é irredutivel.

Se a matriz A nio ¢ irredutivel, ainda é possivel estabelecer resultados
como o acima. Peor-exemplo, se

(2 1)

com B uma matriz n x n e C wma matriz m x m irredutiveis. Entao
X ={ce B4/1<r{e) <n, 1 <l{g) <n,para todo i}

é tal que 0(A) |x & topelogicamente conjugade a oftB}. Da mesma forma,
existe um conjynto Y tal que o(A4) |y ¢ topologicamente conjugado a o(C).
Generahzando:’

Proposicaoc 2.4 Se o : ¥ — X € um subshift entdo é topologicarnente
conjugado ao shift associado a uma matriz A da forma

VA UNICAMP
. Eﬂ BIBLIOTECA CENTRA]
SECAQ CIRCULANTF

com cada A; irredutivel.

Prova:
Tome o grafo de arestas rotuladas associado a G € defina uma relagao <
para seus vértices como

v < v’ & existe um caminho orientdvel ligando v a v/.

Entdo v e v/ sd0 equivalentesse v < v e v <vousev =10,

Agora numere consecutivamente os vértices, tal que todo elemento numa
mesma classe de equivaléncia tenha um mesmo miimero associado. Ainda
mais, se v < v mas ¥ £ v entao o ntimero-de v & menor que o nitmero de /.
Seja A a matriz dada por

Ai; = o-ndimero de arestas indo do vértice i para o vértice j.

Portanto o é topelogicamente conjugade a ol A} : Ty — Ty
Pela ordenacao dos vértices temos A na forma desejada. Cada A; corres-
ponde aos vértices em uma mesma classe de equivaléncia. B

O conceito de difeormorfismo hiperbolico com respeito ao conjunto das
alcas serd muito importante para os préximos capitulos, particularmente para
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os dois iiltimos. Porém, antes dessa definicho, é necessirio introduzir as
-seguntes. notacoes. Seja f : M — M um difeomorfismo em uma. n-variedade
eseja H = Uhf o-conjunto finito-das k-alcasem M. Entaocada h; € uma cépia
de D* x D" % mergmhada em A (que serd denotada por: h; = DX x D%,
com D* o k-disco unitdrio. Se x € DF X p C Ry, o k-disco Df X p serd
denotado por W¥(z) e se & € D} " x-p entdo o {nk)-disco DI " x p serd
denotado por VIK;‘_’“(J:) Vamos agora definir de difeomorfismo hiperbélico.

Definicao 2.3 O difeomorfismo f é hiperbslico com respeito ao conjunto
das algas H se:

1S € by, f(2) € by entio intl {(WH)) D WHF(2)) € fWH)) C
int(W3(1 (@)

2) Sex € hy flz) € H e v € T (W), w € T(W¥{z)), entio:
ld{f D] < Al e ftdtftwi > X7 lwll, para elgum X € (0,1) e com ||.{
a métrice usual no espago D% x DI,

Definicac 2.4 A matriz de interse¢io geométrica G correspondente a f e
ao conjunto de alcas H é defintda como

Gi; = mimero de componentes de h; N f(h;)

Obseryagao: Note que nos nossos dois exemplos a-matriz de inter-

- sechio -geométrice € tgual & mabriz associada av subskift de arcsta (e ao de

vértice). Fsse fato ndo é mera coincidéncia, pois o defini¢io das dues ma-

trezes, a z'nterse;:&o_ geométrica e a associada ao subshift de aresta, ¢ a mes-

ma. Portanto, para subshifts do tipe finite, a matriz associada ao grafo de

arestas rotulades (e no caso de matriz -0 — 1, também a0 grafo de vértices)
¢ a matriz de iptersecdo geoméirica.

Definigao 2.5 Um difeomorfismo f - M — M é fitted em relagio ao con-
junto de algas H (k) = Uh; (k) se:

(o) Para cada k o difeomorfismo & hiperbslico em relagdo ao conjunio das
alcas H (k).

(b) Se k,l, z € he(l), ey = f" (x) € h; (k) para algum n entéa

IOV (2)) 2 W ()
ou de forma equinalente
I (W5 {w) 2 W (=)

(c) Se My_y = ¢~ {{(~o0,k — &]) entdo f (My) Cint (My_y U H (k)) para
todo & > 0, com ¢ uma fungdo Morse auto-inderante.
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Defini¢ao 2.6 A mairiz de intersecio -algébrica para um conjunte de algas
orientadas H (k) € definida como

Ak, = £ (W7 () Wi (g),

o nimero de intersegio entre f (W¥ (p)) e Wf (q), comp € hy, q € h;.

Para finalizar o capitulo vamos provar que a fungao ¥ usada nos dois ex-
emplos eram de fato um difeomorfismo. Na verdade, com esta demonstracao
estaremos mostrando que o subshift do tipo finito é wm difeomorfismo. Isso
segue do seguinte teorema.

Teorema 2.1-S¢ f : M — M é um difeomerfisme gue & hiperbdlico- com
respeito ao conjunto de algas H ¢ A = nz FH(H), entdo [ |a € topologica-
b nc

mente conjugado ao subshift 6(G) : Lo — S, com G a matriz de intersecio
geométrica correspondente a f e H.

Prova:
Tome H com-m aleas; ou seja; a-matriz G é uma matriz m X m. Seja S
o conjunto de todas as componentes de N f(H). Defina

18— {1,...,m}

como feito anteriormente, ou seja, sendo:
8;; C S o conjunto das componentes de h; N f{k;), com

ccard(Sy;) = Gy
entdo se z € S
Az} =1,r(z) =]
Definindo
5 —% ser(s)=1(s)
entdo ¢ : X — X determinado por § ¢ — determina o grafo de arestas
rotuladas de G.
Defina
T:A-X

por



s€ X talques =1 ..5_1.5081...); com s, o elemento de S contendo ~"(z},
ou seja, z € f™(s,).
o0

Tomando £ C [] § com a topologia produto, entdo ¥ é continua. Como

=00

Vof=0co0ol

entao para provar o teorema basta provar que A é compacto € que ¥ € uma
bijecdo, pois assim segue que ¥ é um homeomorfismo e portanto é uma
conjugacac toppligica entre o e f.

Seja s = (... 8_3.981 - ..} € X. Entaeo 54 f(51) é vma vinica alea sobre k;
na direcdo ¢ = {{so) pois se y € h; € T € 51 C by, entdo f(W}'(z)) intercepta
Wy} em Gy; poutos, cada um em uma das componentes de S;;, € portanto
apenas um em Sg.

A f éumacontracao uniforme em eada Wi(y) per um fator X, ouseje, na-
direcio W° a componente sq tem didmetro menor ou igual a Ad,e portanto
so M flsy) temdﬁmetromenarouiguala)k %d,.cam d. o didmetro. de IDF.

Por inducio, K} = ﬁ fk(sk) estd sobre h; na direcao de W¥ e tem
didmetro menor o&lgual a )rnd ea direcan-de W?°. De forma- andloga:

K, = ﬁ f’“(sk) estd sobre h; na direcao W* e tem didmetro menor ou
igual a )\”d na d;negao W+,

Entao: K, = K; NK5 = ﬂ fk’(sk) é compacto com difimetro menor
ou igual a 2A\"d, que tende a zero com n — oc (pois [A} < 1}.

A seqiiéncia de conjuntesnao vazios K tem como intersecio 0, Kn um
lnico ponto. Portanto -

z ?hi FF(sx)

e portanto tem-se a funcao

a mversa de V.

Portanto: ¥ ¢ uma bijecao em A, ¥ continua e com A wm compacto, ou
seja, ¥ € a conjugacao topolégica entre f e o. B

Observagdo: Pelo fato de W ser wm homeomorfismo, segue que S € um
homeomorfismo nos dois exemplos anteriores.
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Capitulo 3

Invariantes Matriciais dos
Shifts

O problema fundamental no estudo de shifis é a determinacao das classes de
isomorfismos. Portanto procuramos por invariantes. A primeira abordagem
consiste em procurar por invariantes na forma de propriedades dos shifts.
Tais propriedades devem ser fdceis de checar € dados shifts isomorfos estes
devem satisfazer a propriedade. Por exemplo, a propriedade de ser do tipo
mixing, equivalente por shift,

Outro enfoque é associar ao ghift invariantes na forma de abjetas algébri-
cos, numéricos-ou‘geométrices {por exemplo, com um grupo; um mimero ou
um grafo). Tais mvariantes devem ser de tal forma que para shifts isomorfos
esses objetos devem ser iguais (no easo de nimeras) ou isomorfos {no caso
de grupos). A emtropia, ‘o raio espectral, a funcic zeta, a fungéo zeta de
homologia, os grafos sao exemplos destes invariantes.

Além disso,.um bom invanante deve ser fcil de caleular € completo. Um
mvariante P (seje uma propriedade; seja um objeto) para-uma relacdo de
equivaléncia é completo quando: se A e B satisfazem P (isto é, possuem a
propriedade P) entao A e B sdo equivalentes.

Neste capitulo vamos estudar invariantes matriciais para matrizes de en-
tradas inteiras. Estes invariantes distinguem as classe de isomorfismo de
shifts do tipo finito e neste sentido sao invariantes completos. Muitos. desses
invariantes matriciais correspondem a invariantes dindmicos do shift associa-
do.

3.1 Shifts do tipo Mixing

O conceito de subshift do tipo mixing tem uma importéncia histérica, pois foi
um conceito muito usado nos primeiros trabalhos sobre dindmica simbélica.
A classe dos subshifts mais relevante € a do tipo mixing. Textos mais recentes
usam o conceito equivalente de matriz primitiva. A equivaléncia desses dois
conceitos estd estabelecida no teorema abaixo.
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Definicao 3.1 Seja o : X4 — 34 um shift, com A uma matriz intetra ndo
negativa. Entao o € do lipo mixing se dados U e V subconjuntos -abertos e
nao vazios de L4 existe um N € N tal que o™(UYNV #£ B, para todo m > N.

Definicao 3.2 Seja A uma matriz inteira e ndo negativa. Fntdo A é chama-
da de matriz primitiva se eziste um r € N fal gue A™ > 0.

Toda matriz primitiva é obviamente irredutivel pols, como visto no capi-
tulo anterior, uma mafriz. inteira e nao negativa A & irredutivel se para cada
1<4,7 < n, com n aordem de A, existe um r € N tal que A7; > 0. Caso
contrério A é redutivel.

Teorema 3.1 [Um subshift de tipo finito o € mixing se e somente se sua
matriz assoctada A ¢é primitiva.

Prova:
(=) Seja ¢ mixing.. Tome 1 < i,j < n. Entdo: AN;; € N tal que

U-g 1 S‘k (UJ} # @, Yk > Ngj

ou seja, existe a € U, tal que ¢* (a} € U;. Portanto, a = (... a_1.8023...),
com: @p = § € g; = %. Assim, por argumento andlogo ao usado na prova do
Teorema 2.1, segue que. (A'f")ij > 0, para todo & > Nj;

SejaN=n?}x{Ngj-}. Portanto, se k > N =k > N, V1 < 4,1 < n, ou
seja, (A¥) . >0, Vi, j ¢ portanto A é primitiva_

(<) Seja A primitiva. " Entdo existe um N tal que 4™ > 0; Ym > N.
Sejam U,V C X4 abertos, UV # ). TomeacUebe V.

U éaberto= Ir;e Rtalquesex € s ed(a,x) <r; entaox € U.

V é aberto= dr, e Rtalquese x € Z4 ed(a,x) < ry entdo x € V.
Portanto existem-

U:}{KE'EAZSE‘k:Gk,VIk] <T‘}
vV D'{X ISR - =bzg,¥!’|kf < T‘}

para wm r conveniente.

Tome m > N. Entédo existe uma palavra ¢gci...Cr 10 alfabeto com
cog = b e cm = a_, e tal que A, ..., = 1Vk. Desse modo, a seguinte
seqiiéncia

Xx= ( cbogb 1.bobr . b rep. .. EmB 318 _rig- . )
é tal que: x € V,, et [x} e U Comell e V foram tomados arbitrérios,

entao ¢ é mixing. &
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3.2 Entropia

Entropia, em geral, esta longe de ser um nvariante completo para a relagio
de conjugagiorentre transformeactes. Basta ver o exemplo {3.2) & seguir,
no qual os shifts dados néo sdo conjugados e entretanto possuem a mesma
entropia. Porém, guando nos restringimos 3 classe de shifts do tipo nuxing,
a entropia nos fornece informacoes relevantes.

Definicdo 3.3 Dado um subshift S, sua entropie-k{S} é definide comeo

h{S} =limsup l~———~—0g(ﬁp:n (5)

com §Wir(S) a eardinalidede do conjunio das palavras de comprimento n que
ocorrem em segiiéncias de S.

Exemplo 3.1 Nao caso de o ser um full shift é simples calcular a entropia
h (o), pois W, (o) = a" (tomando, sem perda de generalidade, o alfabeto
com o simbolos). Portanto

log(iWys{o)) ~limsup log(a™) i sup nlog(a) _
n n n

h{o) =lim sup

T

loga

n T

Exemplo 3.2 Um outro evemplo ¢ o de yms shift: com eniropia zero. Sejao
um shift com o alfabeto {1,2} e com — definida por

‘1 —=2e2-+1.
Portanto, eristemn: duas seqiitnetas pere tal shift, gue sdo
(...1212121.212321 .}
(...121212:1212121...).

Para qualquer n, tW,,(0) = 2, pois existem apenas duas palavras de compri-

mento n, ¥n € Z. Portanto,
log(Wale) - log(?) _ g
n n n

h (o} =limsup

Extendendo esse processo pode-se construir um subshift com um nimero de-
terminado de seqiéncias. Por exemplo, construir um subshift com k palavras,
k € N qualguer. Tome-o alfabeto: {1,2,...%} € defina a relagdo — por

1—2,2—3, ...,k—1—kek—1

Portanto $6 serioe -possiveis as seqifreias: {...{(k— 1)k123... 51234 . ),
(...(k—1)k123...%81.234..), ..., (... (k—T1)k123...(k — 1).k1234...}. Ou
seja, ocorvem em ¢ -aperes-k seqiénceias. Note que também nesse caso:
h{g} = 0.

IR



Para um subshift do tipo finito associado & matriz A a entropia é logari-
tmo do rajo espectral de A, pois o mimero de palavras de comprimento n é
tr A™

Que ntimeros podem ser entropia para um subshift do tipo mixing? Em
outras palavras, que mimeras podem ser o railo espectral de matrizes inteiras
primitivas? Existe-urn resultade [L] eue diz gue um niitero ¢ raio-espeetral
de uma matriz inteira primitiva se e somente se € um mimero de Perron. Um
mimero de Perron ¢ um inteiro algébrico positivo estritamente maior que o
médulo de qualquer raiz do polinémo minimal.

3.3 Matrizes Shift Equivalentes

Matrizes bem diferentes podem gerar subshifts do tipo finito conjugados. A
relacao de equivaléncia na classe das matrizes que correspondem & conjugacao
topoldgica dos subshifts deve-se a Williams {W] ¢ ¢ chamada de fortemente
shift equivaléncia . Williams definiu outra relacao de equivaléncia, a chama-
da shift equivaléncia [W]. E interessante notar que apesar de parecer mais
complicada, shift equivaléncia é de certa forma mais simples que fortemente
shift equivaléncia. Na verdade esse conceito foi introduzido por Williams na
esperanca de reduzir o estudo de fortemente shift equivaléncia a uma relacao
para gual fosse possivel fazer as contas. Um resultado relativamente sim-
ples € que fortemente shift. equivaléncia. inaplica em shift. equivaléncia. . Em
Z shift equivaléneia Fnpliea exe fortemente shift equivaléneia. Wiliams [W]
fez uma conmjeqtura de que shift equivaléncia implicana em fortemente shift
equivaléncia em Z,_ . Porém Kim e Roush [KR1], baseados em um exemplo
que esté em [KRWY, mostraranr que, pelo menosno caso de matriz redutivel,
a conjectura estd errada.

Definicao 3.4 Duas matrizes A e B com entradas em Z sdo fortemente shift
equivalentes elementar sobre Z se hd matrizes U, V com entradas em Z tal
qgue A=UV e B=VU.

Definicao 3.5 A e B sdo fortemente shift equivalentes sobre 7. quando exis-
tern matrizes com entradas em Z (nGo necessariamente quadrades) R; e S;,
com 1 <i<n ta que

A= R]Sl, B = Sane R.,'+]S,ﬁ+1 = SéR,-pam l<i<n,

Para definir fortemente shift. equivaléncia elementar e fortemente -shifi
equivaléncia em Z_, (ou em qualquer subanel §) basta substituir Z por Z.
(ou por S) nas defini¢des acima.

29



Teorema 3.2 [W] Dois subshifts do tipo finito o4 e o sdo topologicamente
congugados se e somente se A ¢ B sao fortemente shift equivalenies.

Uma demonstragdo desse resuttado encontra-se em [F2].

Com o mtuito de obter uma relagédo de equivaléncia entre matrizes mails

fécil de computar, Willlams introduziu a no¢ao de shift equivaléncia.

Definicao 3.6 Duas matrizes A e B sdo shift equivalentes em Z se e so-
mente se eristem matrizes U,V em Z e um inteiro positivo | (chamado de
lag’} tais que as seguintes equagdes séo validas
Al=UV
Bt =VU
AU =UB
By =VA
Para definir shift equivalénein em Z, {ouw em wn subanel gualguer S)
basta substituir Z por Z,. (ou por S) na defini¢io acima.
Um exemplo de duas matrizes shift egquivalentes sobre Z, de lag 1 é o
seguinte:

Exemplo 3.3 Sejam’

w1 D-( 1)
iom (3 1)(2 )= (2 1)
(1) (D) -(02)
e (82)(2)-(18)mvam
VU:(?ﬁ}(éi):(??):B
w-(31)(28)-(1 )+



Duas matrizes fortemente shift. equivalentes A e B sao shift. equivalentes
(qualquer que seja o subanel dado). De fato, sejam A e B fortemente shift
equivalentes em S. Entao existemn R; e 5;, com 1 < i < n, tals que

A=Ri5, B=58:., e Ri1541 = S;RB;paral <1 < n.

Tome
T=RRy.. R,

U= Sn'Sn'—l ' Ag;—-

Daremos uma idéia das poténcias de A.

A2 =R 51R:1 851 = R]RQSQS]
: S~

A® = Ry S1R; S1Ry Sy = R Ry SaRy 5251 = R Ry R3SsS
121 ]..lRl 1 = By B S3lty 525, 182 113535257

A = R] SlRl ‘e SlRl Sl = R;Rg S}Rg L...LSQ.Rg 8351 = Ll.. = R} RPN RnSn v Sl =TU.
S p—— N s
{(n—1)x T n—2)x
Ja para B

B = SuRySnRn = 52Sp-1Rn1Rn

B"=8, RSp.. . BpSp By =...= 8,80 1...51R;.. . R, =UT.
—_—n T
In—1}x
Além disso
RiS1BRy. . By =R ReSofy.. Ry =...=Ry.. By 1S, 1Ry R, =R;,... RS, R,

e portanto AT = TB. Por outro lado
SnSn_1...S1B181 =85n.. . R353S1= ... = 8nSn_1Ru1...851 = SuBnSn ... 51

ou seja, VA= BU e portanto A e B sao shift equivalentes.

Proposicao 3.1 Seja U, V um par gue define uma shift equivaléncia de lag
{ enire A e B. Entdo A™ ¢ B™, comn > 1, sdo fortemente shift equivalentes.
Ainda mais, 6 pgr AU, V define uma shift equivaléncia de lag 1 + n entre
A e B. :
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Prova: Tomando nn > { {ou'seja, n = [+ ng,; para algnm np € N),

segue que
n>1= A" = A+ = A A™

da mesma. forma
B* = BB’
portanto
Bt = BnoBI — BV

A" = A'A™ = TV A™
assim, para ter o resultado, basta provar que VA" = B™V, ¥ng € N. De
fato, se VA™ = B™V entao BVU = VA™[, e portanto:

AT =UVA™
B = VA™U

ou seja, A® e B™ sdo fortemente shift equivalentes para todo n > I. Agora
provaremos que VA" = B™V.

Para ng =1
VA=DBV
Suponha que vale para rg, 6w seja
Ve = Broy
para ng + 1

VAR 2 VAT A = BOVA = BRBY — Bt
portanto, pela hipétese de indugao, segue o resultado.
A segunda afimacao segue '
A = AL =UVAF =UB"V = A"UV
Bt = B'B" = VUB" = VAU
AA™M. = AAU = A"UB
BV =VA

Para o resultada ser valido, basta mostrar que AU = UB", para ne N.
Paran =1
"VA=BV

Suponha que vale para 72, ou seja
VA" =BV
ja paran+1
VA = VA"A=B"VA=B"BV =B"VY
portanto, por inducéo, temos o resultado. B
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Definicao 3.7 Dois subshifts sio eventualmente isomorfos se 0% e o7 sdo
isomorfos a menos de um ndmero finito de valores de n.

Sejam A e B matrizes associada a 04 € 0g. Dos resultados acima segue:
paran > [, A" e B" sjo fortemente shift equivalentes e portanto para n > I,
0% e 0y sdo isomprios. Porfanto; se' A e B sao shift equivalentes; entao o4
e op sao eventualmente isomorfos.

Se A e B sao matrizes shift equivalentes sobre Z entao A e B sao forte-
mente shift equivalentes sobre Z.

Jd para o caso de matrizes sobre Z,, nao se conhece qualquer relacao
entre matrizes serem shift equivalentes e fortemente shift equivalentes. Para
esse caso, encontrar fortemente shift equivaléncia é multo complicado. Ja
shift equivaléncia é mais simples. O resultado abaixo facilita esta busca.

Teorema 3.3 Duas matrizes primitivas, inteiras e ngo negativas A € B sdo
shift equivalentes sobre Z, se sGo shift equivalentes sobre Z.

Uma prova para o tegrema acima encontra-se em [PaW].
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Capitulo 4

Funcao Zeta

Neste capitulo vamos estudar a funcao zeta. Esta funcgéo foi primeiramente
definida por Artin e Mazur {AM]. ‘A¥m da funcio zeta propriamente -dita,
estudaremos as propriedades das fungoes zeta de homologia e zeta reduzida de
homologia. A relagio entre as fimgoes zeta, zeta de homologia e funcao zeta
de homologia reduzida serd de grande importancia para o desenvolvimento
do préximo capitulo, no qual estudaremos a possibilidade de realizacac ou
nao de um subshift como conjunto basico dﬁ um difeomorfismo de Smale
numa dada superficie.

4.1 Funcao Zeta para qm Subshift do tipo
Finito

A fungio zeta é definida (comp definida por Artin e Mazur [AM]} da seguinte
forma.

Definicao 4.1 Dada uma fungdo f : M — M, entdo a funcdo zeta de f é
definida como a sériec de poléncia em t

2T
Cilt) =exp(Y_ —Nout™)
cm=1

sendo N, o cardinalidade do conjunto dos pontos fixos de f™; ( estd definida
se N, < oo para todo m.

Proposicac 4.1 Se A € uma matriz real n X n, enido

exp() %(tmm) ) = det(II— At)

m=1
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Prova:

> A::m ¢ a série-de poténcia de — log(7 — At), e converge para ¢ préximo
m=1 -
de zero. Como para wuma matriz B; exp(irB) = det(exp.i3), entdo:

exp(3 L (trAPR™) = exp(tr Y, -A™t™) = exp{tr(—log(f — At)) =
=det(1exp(— log{I — At))) = det({exp{log({ — At)™1)) = det((I — At)7!) =

~ det(I-At)" =

As raizes de-det{f — At} sfe reefproeas aos antovalores nao milos de A e
terao a mesma multiplicidade dos autovalores correspondentes. O polinémio
det({ — At} contém a mesma. informacao do polinémio caracteristico de 4
(x4) exceto a multiphicidade dos autovalores nules gue, se existirern, serd
perdida. Isso se segue pois: det (I — At) = t"det ([t7 — A) ="y, (7).

Para o caso especial de wn subshift o associado a uma matriz inteira, a
proposicio implica o seguinte coroldrio, que facilitara o célculo de {, neste
caso especial.

Coroldrio 4.1 Sea(A4): X4 — X4 € o shift do tipo finito associado & matriz
inteira € ndo negativa A, entéo o fungdo zeta de oA} € dada por

1
(0 = G —dn

Prova:
Como : Ny, = tr{ A} entao
N Y amemy -
Cg(t)=exp(§_:‘:,afvmt )—QXP(E,%”(A "= T - Ay

o que conclhui a_prova. l

Exemplo 4.1 Torna-se facil calcular a funcdo zeta para os exemplos vistos
até aqui. Primeiro calcularemos para o exemplo 2.1. Como tanio para fonte
quanto. parg. 0 poco existe apenas um ponfo fizo para qualguer iterada do
difeomorfismo f restrito a estes conjuntos (e portanto Ny, = 1, ¥m € N),
Assim flo, = fla,, gue vale:

¢ (flao) = (3 %Nmfm) =exp() | %tm) = 1{—;

Para a Ferradura de Smale, como o matriz de intersecdo geoméiricn, €:

(1)

entdo (sendo o o shift assoptado & matriz A)

s (39)-(00)-( )
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e portanto: det(l — At) =1~ 2t, ou seja

Exemplo 4.2 Jd para o exemplo 2.2, como a fonie é um ponto firo repulsor,
entdo sua fungdo zeta é-a-mesma de fq, do ezemplo 2.1 O conjunto atrator
é um conjunto periddico de perfode 3. Portanto existemn 8 pontos fixos para
fMaq, ou seja, Ny =3, ¥m € N.. Porfanto:

o) = exp(z Lgim) -exps(z 2= (1 __t)s_

Jé para J-Ferradura, a matriz de intersecdo alge_ﬁbn;ca £

4=(30)

portanto (sendo o o shift associado & matriz A)

I- A4 =_(,; ?) - (i E) *‘"'(' T )

e portanto
det{l — At} =1—-t—#
€ segue 1
=172

Exemplo 4.3 Ezemplo no toro devido a Franks [F2]

Os exemplos vistos até aqui estio no plano (ou no plano estendido). Va-
mos agore estuder um exemplo no foro.

Tome um difeomorfismo f no toro T, conforme a figura abatzo. Na figura
estd representada a tmagem de f : T — T restrita a T — D, com D um
disco. O difeomorfismo f tem como conjuntos bdsicos um ponto fixo atrator
p, um ponto fixo repulsor oo que estd mo disco retirado e um comjunto A
determinado pelo conjunito H = hy U.he. de- algas hiperbslicas. Note que:
F{hy) Chyef(hy) € by U hky. Portanio a matriz de infersegiio geométrica
{01

1 1
apresentados, existe um subshift do tipo finito ¢ associado & matriz A. Para
o calculo da fungdo zeta, no caso espectfico dos subshifts do tipo finito, o que
interessa é a matriz de intersecdo geométrica. Portanto (, (t) é o0 mesmo que
o calculado no exemplo anterior. Portanto,

S P UNICAMP
o 1 — = 2
BIBLIOTECA CENTRAL
3 SECAQO CIRCULANTE

o

para este exemplo é a matriz A = Como nos dois exemplos ja



4.2 Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz

Entre as mais importantes aplicagoes da fungao zeta como invariante matri-
clal associado go shift estd sua relagao com Invaritantes homoldgicos. Esta
relacao esta estabelecida no Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz.

Definicao 4.2 Se V. C R" € aberto ¢ f : 'V — R® tem o conjunto dos
pontos fizos I compacto. entdo o indice de ponto fivo Ip(f) € definido como
0 mtero

(id — f)i{up) € HL R R — {0}) = Z.

A fungio (id — fy : V.V — F} — (R"R" — {0}) ¢ dada por:
(id— fYz) =z — flx) eup € H(V,V — F) € a imagem de 1 pela composta

Z=H,(R"R"—D") > H,(R",R"~ F) >~ H,(V.V — F),

com D™ o n-disco contendo F'.
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Proposicao 4.2 Seja p o tnico ponto fixzo da funcio f -V — R", f de
classe C®, com V C R™ aberto. e.det{d — Df,) # 0. Entda _
Lp(f) = sgn{det (I - D))

Se p € hiperbolico, entéo L{f} = (—1}*A, com u = dim B o indice de p ¢

A =1 seDfp: E} — Ej preserva q diregio ¢ A = —1 caso condrario.

Pro
Como de:?f.- — Df,} # 0, entao pelo Teorema da Funcao Implictta td — f &
um difeomorfismp local que preserva ou inverte a orientacao dependendo do
sinal de: det{{ — Df,) (preserva se o sinal é positivo e inverte se & negativo).
Como
(id — f) : (V. V —{p}} > H(R", R" —{0})

é t+id : Z — Z, com o sinal dependendo d?sinalde det{l — Df,), entao
L) = sgnidet(I — Dfy).
Para mostrar que f,(f) = (—1)*A, se p hiperbélico, sexd provade que
(~1)*A = sga(det(I — Df,))-
Sejam: {u;} € {A\:} os autovalores de Df, com
Q> te A< 1.

Entao
det(F — Df,) = FK(T — p, ). (1 — X;).

Como para um autovalor complexo 7 seu conjugado também é um autovalor,
entdo no produte-aeima

A-nf-n=0-pT—g= >0

e portanto autovalores complexos nao influenciam a mudanca de orientacgzo.
Portanto basta estudar os autovalores reais.

Assuma, sem perda de generalidade, que Df, tem apenas autovalores
reas. Entao:

sgn(det(I — D)) = sgn(Tl{L — 1)) = (~1)*"

com 7 o mimero de yu, que sdo negativos, pois apenas para u; positivo
1 - ,U;z' < 0. Mas .
A=(-1)7"=(-1).

Portanto,
sgn{det{F — Dfp)y = (=1){—1) = (-1)*A

o que conclui a prova. B
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Exemplo 4.4 Pela proposigdo anterior torna-se facil caleular I { f} no caso
da Ferradura de Smale em A. Tomando wm dos dois ponfos firos no conjunto
basico de dimensio 1. ou seja, em A, femos gue v = 1. Como Df, preserve
a orientacdo, segue -que A = 1. Portanto: I;{f) = —1, pare qualguer dos
dois ponios fizos de f em A.

Também € simples calcular L, (f) para o exemplo 2.2 em A. Para esse
exemplo, como jd. wisto,. existe. um. dnico. ponto fizxo para f em A. Para esse
ponto firo, Df, preserva o orientacdo e portanto A = 1. Como A é um
conjunto bdsico de dimensao 1, seque que w = 1. Portanto I, (f) = —1.

A seguir enunciamos algumas propriedades do indice cujas demonstragoes
encontram-se em [F2].

Teorema 4.1 Seja f : R® — R” uma funcdo conténue com o conjunto de
pontos fizos F' compacto.

(a) Se Fy C F € compacto ¢ V, V' séo- eoﬂjﬂﬂtos abertos em R™ com
R=VnOF=V'NF. Entdo

'IFo(fl'V}: JFo(fJVf)

e serd denotado por Ig,.
(b) Se F' = F1 U Ey-com Fy, Fy compactos e disjuntos entdo

Iplf) = In(f) + Intf}

(c) Se f; - R*— R, ¢ € [0, 1} é uma homotopia er K = {x: filz) =z
para algum t} é compacto. Entéo .

AR {fo) = Im{f1)

com Fy e Fy 0s conjuntos dos pontos fixos de fa e de f respectivamente.

Antes de provar o Teorema de Lefschetz é necessario fazer algumas con-
sideragtes algébricas. Seja C um grupo abelano finitamente gerado ou um
espaco vetorial de dimensao finita e € : C — C um endomorfismo. As fun¢oes
que serao usadas sao fungoes ¢ tais que se

0—=Ct—Cy—-(Cy—0
e le les
0"—3‘01—"'?02—1’03—)‘0

¢ um diagrama comutativo com as linhas horizontais uma seqiiéncia exata
curta, entao

afer} = afer} + afes).

Tais fungoes sao chamadas de fungdes de Faller-Poincaré.
Um exemplo de fungio de Euler-Poincaré ¢ afuncao -

ale) = trie) € Z.
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Proposicao 4.3 - Seje a uma funcdo que associa a cada par (C,e) um ele-

mento de um grupo abeliano GG, sendo e um endomorfismo de C. Se o é
aditiva em uma segiiéneio exata curta, entio para qualguer cadeia compleza
finitamente gerada C = {C;} e funcéo de cadesa 7= {7; : C; — C;} temos
que |

S (-1fa(Cimi) = Y (1) Hi(C), 7).

Agora ja é possivel provar o Teorema de Lefschetz. Isse teorema serd
fundamental para o cdleulo da funcao zeta de homologia, pois apresenta uma
forma relativamente simples para calcular o fndice de ponto fixo. Estamos
interessados apenas no caso de um difeomorfismo, mas existem versoes mais
gerais para este teorema.

Teorema 4.2 (Feorema de Lefschetz): Seja f : M — M wm difcomorfismo
de uma variedade compacta com o conjunto dos pontos fitos F'. Entéo

In(f) =Y (= 1)tr(fu)

com

fui t Hi(M,R) — Hy(M,R) induzida por f.

Prova:
- Lome o indice é wim invariante homotdpico, entao pode-se-tomar [ Atted.
Se Ay = n fM(H(k)), entdo fla, ¢ topologicamente conjugado ao shift

com matriz geométrica G(k) pelo feorema 2.1. A cardinalidade dos pontos
fixos em A; ¢ dada pelo traco de G{k). Pela proposicéo 4.2 temos

Irgy (f) = Z Lf= Z (14,

PEF (k) - pEF(k)

cor: F(k) = F N Ay e Ay = +1; dependendo da agdo-de Df, na-crientacao
de £, negativo se inverte a orientacao e positivo caso contrdrio. Por outro
lado, p € h;(k), entdo por definicio A, ¢ o mimero de intersegio

FOVER) W) = As (k)

e segue gue

ST A, =tr(Atk)),

peF(k)

com A(k) a matriz de intercecao algébrica de H{k). Dai temos que

S L = (Pt (A)

pEF(k)
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As matrizes { Ay} s@o matrizes para funcoes de cadeia representando f
em um complexo de cade.la cu_}a homologia é H,(M). Entéo, pela proposicao
anterior

=) Irw () =) (F1Mr(AR) =Y (~1)"tr(f)

k=0 k=0

o que conclul a prova do teorema. B

Coroldrio 4.2 Seje f : (X, A} — (X, A} difeomorfismo de um per, com
X C R, com o conjunto dos pontos fixos F. Se Fy = FN(X—A), F, = FNA

e Iy C intA. Entdo
In(f) =Y (~DFirfa
com fup - Ho(X, A;R) —H (X, AR} induzido por f.

Prova:
Considere a seqiiéncia exata longa do par (X, A) com os endomorfismos
mnduzidos por f

o Hy(Ay — Hp (X)) — He{ X A) — Hy 1(A) — ...
como um complexo de cadeia de homologia trivial. Pela proposicio 4.3
D (1t fur(d) = 3 =Dt fued X+ Y (— 1ot fu (X, A) =
- ent&o pelo Feorema de Lefschetz
Ip by — Ip(E)+ ) (=1t (X, A) = 0.
Entao, como F3 = F N A temos que
DV fr X A) = Lel(f) = I (f) = I (f)

€ segue 0 resul}‘.ado. [

4.3 Funcao Zeta de Homologia

Definicao 4.3 Sefe-f : R — R” fal que pera cada m > 0 F{m} € o
conjunto de pontos fizos de f™. Entdo a fungbo Zeta de homologia Z{f) de
[ é definida como

24(0) = oxp (fj (™) 3)

=1

L(f™) = Ipay(f™), comt Ipeny (f™) =3 (1P trf?, é chamado de nidmnero
=0
de Lefschetz de f™.
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Exemplo 4.5 Seja f o. difeomorfismo do exemplo 2.1. . Como visto, seus
conjuntos bdsicos sio um_ poco (um ponto firo atretor), gque serd denotado
por Qo, uma fonte (oo ), que serd denotado por Qa, € o conjunto cuja matriz

de trtersegio geomélrica &
11
=(a1):
que serd denotado por §2;.
Para Qy € Qa, como sia apenas pontos firos, entdo a matriz de intersecdo
geométrice € a matriz 1-x 1 (1) € sue alga H(0) € a O-alga. J& para 4, 0

congunto de 1-algas é H = hy U hy (com hy e hy definidos no exemplo 2.1) e
a matriz de intersecdo geométrica € A. Portanto,

Iey(I™) = (1)1 (=1 tr (A7) + (-1 11 = 2+ (= 1)tr(4™), Ym
Portanto:
Zs(t) = exp (f} (@+ (=1)tr(A™)) g)-) —
=exp z (E + (Cur(am) 2

e porianto
Zs(t) = exp {(Z %) + ({j ((=2)tr(4™)) g) ]
Zi{t) = (xp (i call )) (exp (Z ((~Lytr(4™) ))
exp (2 mzzl g) =exp (—2log{l —t)) = a ji}z
exp (i_((—.l)tr(Am)) g) =det(] — At) =12t
entao "“—1" o
1
Zi(t) = (M) 0 -2)= 5 =0

gue € a funcao zeta de homologia para o difeomorfismo do-exempla 2.1.

Exemplo 4.6 J4 para o exemplo 2.2 0s conjuntos bdsicos sdo Yy wma orbita
periddica atratora de periodo 3, Qs um ponto fixe repulsor oo e o conjunto
£ cuja matriz de intersegdo geométrica é

A=((1) 1)
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Da mesma forma que no exemplo do secdo 2.1.1, Oy tem a matriz. de inter-
segdo geométrica (1). Jd a matriz de intersegéo geométrica pere Qg serd

/100
Ad={0 10
o0 1

Ja o conjunio de 1-algas para 0y é: H = hy U hy € @ matriz de intersegdo

geométrica é A. Portanto
L™ = (<1 1+ (-1 trA + (-1fts(47)

, calculando o f'u.ngao de homologia zeta como foi feito no exemplo anterior
temos

Z,(t) = exp (fj g) exp ( () ) exp (fj (- 1ytr(a™) g)
™ 1
exp (Z E) = m}

=1

(S 0Z) ()

exp (i ((=1)tr(4™) g) =det(/ —At)=1-t—¢
m=1

e portanto

com

1—1~—t*
(1=t

A funcio zeta de-homologia {Z;(f)) ‘tem como coeficiente o-indice de
ponto fixo Lz~ {f™), enquanto a fungao zeta tem como coeficientes o mimero
de pontos fixos de f™. O Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz apresenta
uma férmula relativamente facil para calcular o indice de pontos fixos. Nao
existe uma férmula parecida para. o cdlculo do mimero de pontos fixos de f™.
Mais adiante veremos que existe s relacio entre (((¢) e Z;(2). - Entdo,
pela facilidade no cdleulo, Z,{t) & mais utilizada.

Zs(t) =

Proposicao 4.4 Seja f: E — FE , com E C R", um difeomorfismo. Entdo
a funcdo zeta de homologia de f € wma funcéo racional dada por-

 Ze(t) = (f[ det (I — fk*t)(—l)k”)

k=0

com: fo 1 H{E, Ry —H(E; R) induzida por f e n satisfazendo: H(E) =0,
vk > n.
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Prova:

T1 det(l — frt)-0"".m
k=0

Se f : (X, Ay — {X, Ay & uma Funcio de um par, com X C R® tal ques
Fig(f") ={z € X : [ (z) =x} e (Fiz(f" )N A) C intA, Ym, entdo pode-se
definir a funcdo geta de homologia de f para .o par por

3%

Zit) = 3 L")

"m=1
com: L(f™) = Irmy(F" |x-a), F(m) = Fiz(f™) 0 (X — A).
Para esse caso existe um resultado andlogo.
Proposicao 4.5 Seja f : (X, A) — (X, A} wma funcde, com X CR", e
sz(fm) NA CintA, Vm,

entéo a funcio zeta de hemaologia de f é dada por
Z(t) =] [ (det(I — Tut) ™)
k=20

com: fi, » Hy(X, A R) —He(X, A; R) induzida por. f e n satisfazendo

Hy(X,A) =0, sek > n.

Definicao 4.4 Se pare f : M — M hd um congunto hiperbolico. recorrente
por cadeia, com conjuntos basicos {{2;}, denota-se por (; a funcio zeta de
fla, € por Z; o fung@o zeta de homologia de. f restrita a £2;, ou seja

X L
fo;{t) = exp(z ;n_Nmt )

=1

com: Ni = Y L,(f™) a soma sobre todo p tal gue p € Fiz(f™) N Q.

4.4 Relacoes entre Funcoes Zeta e Zeta de
Homologia

Proposigao 4.8 Se para f : M. — M hd wm congunto hiperbdlico recorrente
por cadeia com conjuntos basicos {0}, entdo vale.
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!
(@) ¢, =11 6,0
!
) 2400 =1L 2l
(c) Ze(t) = }} det(F—f, tY~D come fi, » HL (M, M;_s; Ry —H, (M, M;_;; R)
induzida por f e { M;} uma filtragdo associada a f.
Prova:

(c) segue da proposi¢io anterior.
Como Fiz(f™) =U Fiz(f™|q,), entdo (a) segue das defini¢oes de {,(t) e

Cfi(t)' .
Como Ni, -.=.). . L{f™), com F{i) = Fiz(f™) N @, eatio:
, pEFLE)
S Ni = L(f™) e portanto (b) segue da definicio. &
=0

Exemplo 4.7 Seja f o difeomorfismo descrito na se¢do £.1.1. Tomando Qy,
Q1 e Qo como no exemplo 4.5. Para Qg e ), existe apenas um ponto fizo
para ™, para qualguer m, entdo Ny, = 1, Vm, e portanto

Cnlt) = Calt) (Z — Nt ) — e (i %tm>

m=1 =1

(i itm) = —log(l — ¢)

() = Cia(8) = exp(~log(1 — 1)) = .

Como jd visto
1
t) = ——
Porianto, pela proposicio. anterior

) =ﬁ talt ;‘(1‘ ii)z (1 —125) T4 +15t2 —o

$=0

Jd para o exemplo da J-ferradura do Franks, tomando g, {4 e Ly como
no ezemplo 4.6. - Aqui o cdlculo de C, {t) ¢ ideniico a6 caso anterior, e
portanto

1
sz (t) = m
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Jé fla, tem um ponto periédico com periodo 3, o mesmo ocorrendo com
qualquer de suas poténcias. Portanto,

Cro (1) = EXP_(Z %j) = a j t)3

n=1

Cy, (t) §d foi calculado e vale

1

.Cﬁ (t) = m

‘Portanto

Go=(1) (-1 ))- :
PN TN —t) \Mt—t—2) T 1Bt 02613 — 44 4 S5 — 46

O préximo resultado ¢ uma relagio entre as fungdes Z;,(t)-e (;,(t) sobre
um conpunto basico §}; de f. Esta proposicao dependerd da preservacio ou
nao por Df de £* em €};. '

Proposigao 4.7 Se ; é um conjunio bdsico de f : M — M e
Df : B* — E* preserve {ou inverie) o orientagdo de £ em £2;, entdo

Cpnt) = Zn(t)(_l)k--(ou- Z fi(—t)(_l)k, se inverte o orientacdo)
com k o tndice de £2;.

Prova:
Suponha que DM preserva a erieptacio. 3
Seja N:, = cardinalidade de Fiz{f™) M Q; e Ni(f™) = 3. L{F™), com
p € Fiz(f™) N Q. Butdo-Ni = (—1)* N, poi

=3 LU™ = (-1 A= (-1)N,,

pois I}f preserva a orentacao, portanto A =1 A soma é& tomada sobre
p € Fiz(f™) N €Y, com L(f™).= (1)~ Entgo

(B = ZuY

Suponha que Df inverte a-oriertacao.
L(f™) = ("1)k Ay ey = (—1)", com

— _1)1? (_1)#& N
Entao
Zs(~t) = exp(y_ > Fn(— m>_exp(2 (1) Nmt™) = ¢, ()"

0 que completa a demonstracao. B



Exemplo 4.8 Vejamos estas relagbes nos exemplo das secoes £2.1.1 € £2.1.2.
Para o exemplo do-difeomorfismo assoctade- & ferradure de Smale temeos-

$ro ) =<h (t) =-uf%_£

{0 = g

Vamos agora calewlar Zj, {t), com O 5 i < 2. Como wiste, a matriz de
intersegdo algébrica é a matriz (1). Portanto

Iptmy (fM =1 ¥YmeN.
Portanto,

Zfo(t expz_=1_t

Jé a matriz de intersecdo geométrica para 2, é A, daf

Irgmy (f7) = (~1)tr A"

portanto

Zn(t) = exp(z .((—1)tr(Am)t—;) = det(] — Af) =1 — 2t.

e portanto slustramos com este exemplo a proposicao 4.7.

Exemplo 4.9 Para o exemplo da secdo 2.1.2 ndo hd necessidade de fazer as
contas para as fupedes Cp, (1} € Zp; {t), pots serdo idénticas ao caso unterior.
Do exemplo 4.3 temos
1
) =

Caleulando Zj, (4}, lembrando que a matriz de intersegdo algébrica para esse
caso é

) 100

A=|1010

g 01

- € portenie
Zs (t)y =exp (Z trA = exp (Z:Sﬁ) = =
n=0 T Nn= n (l_ﬁt)
Temos do exemplo- £2 que
1
=17
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Como a matriz de intersecao algébrica também é A, temos

Tpey(f7) = (=1)tr(A™)

e portanto
Zn(t) = (exp Z {({(=1)tr(A™)) )) =-det{{ — At} =1—1t— 2.

Em geral E* nao é orientdvel. Se £; nao for conexo, entao Df pode
preservar a orientacao em parte de {2; e inverter no restante. Isso normal-
mente ocorre com difeomorfismos fitted. Apresentaremos um exemplo desta
situacao a seguir.

Com isso, j&& peastvel provar a racionalidade- de ( ({t) quando f : M — M
possui urn conjunto hiperbélico recorrente por cadeia.

Para a conveniéncia do leitor, reproduzimos de [F2] as demonstracoes do
teorema 4.3 e do teorema 4.4.

Teorema 4.3 Se f - M — M possui um conjunto recorrente por cadeia R,
com R = US); .com )y os conjunios bdsicos. Entio para cada i, ((t) € uma
funcao racional.” Mats ainda, € o quociente de polindmios inteiros cujo termo
constanie é um.

Prova:

A prova serd feita construindo uma fungio em R” cuja fungéo zeta de ho-
mologia seja ignal a (,(f). Como as fungdes zeta de homologia sao racionais,
entdo (. (t) também serd. Na verdade, serd comstruida uma funcdo
7: (X, A) — (X, A), com (X, A) em R,

O espaco instdvel de (2; pode ser estendido a um espaco instivel sobre uma
vizinhanca U, de €Y; {tal espago também serd denotado por E*). Esco}heqdo
uma filtracio associada a f tal que

Q= N (M- M)

Entéao, para N suficientemente grande, se U = f~(M; — M;_,), entdo
V.U FU) C Vs

Seja: Xy = (B¥|)uT{f~¥{(M;_i))e E¥|q, que pode ser estendidoda segirinte
manerra:

Seja a : M.— [0,1] uma funcio suave que € 0 em uma vizinhanca de
FN(M;_1) e 1 ern wma vizinhanga de {M — f~N~1M,_;)). Definindo a
fungao ’

g:Xe— Xo
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por

g(vg) = { Bffuvy), sex € (M), v, € T, M
o)t (Df(0)) + (1 ~ (=)D f{ws); se £ €U, v € B2

com: p; : T M — E} a projecao ortogonal em alguma métrica Rieranniana
Se U for tomado pequene o suficiente, entao o espage instavel E%| é uma
funcao invariante sobre Df tal que v, # 0 mplica g(vg) # 0.

Seja X o espago que compactifica Xg-adicionando o ponto .00 em todas
as fibras T, M, com z € f XM, ;} e E¥, x € U. Definido A C X como

A= (TP (M) v e Bz e U e o] 2 1} U {oo}}
' ‘Para extender g em X basta definir

gloe}= oo

Como g expande o comprimento dos vetores v, € E*, 2z € U, eniao g(4) C A.

Seja g : (X, A} — {X,"A)-a funcao de par determinada por-g. ‘A funcio
zeta de homologia Z(g) é racional (pela proposicao 4.3). Esta funcio é defini-
da por: exp(} @), com : L{F") = > I(¢™),p € Fiz(g™) N (X — A).
Os pontos fixes de g™ em X — A estao em £2; e sfo exatamente os mesmos
pontos fixos de. f.

- Se p-¢ wm pento fixo hiperbdlico de g em E'|y, entdo existe uma férmula
pata calcular [;{g). Mas o espaco instavel ES(g) & B, (f) © EX(f), a soma
de EX(f) em TU, e EJ{f}" o espago tangente 4 fibra de E*|y. de p. . Entao:
Dg, : E;(g9) — Ej(g) & a soma de duas eépias de Df; - EJ(f} — K3 (f).
Portanto

I{g) = (_1)%&}&

mas: A =1, pois Bf, @ Bf,, tem que preservar erientacao. Entéo [,(¢™}=1-
se p € Fiz(g™INQ;. Segue que L{G™} = I,(¢™) = Ny, o mtimaero de pontos
fixos de /™ em £, e portanto a funciio zeta de flo,, (/) & igual a funcao
racionsd Z{g}, portanto (,{f} é racional. Come o i tomado- é qualquer,
entdo (;(f) & racional Vi. W

O préximo resuliado dard expressbes para {,(t) e Z;(t) como produto
mfinito quando f tem apenas pontos periddicos hiperbdlicos. Se além disso
o niimero de pontos periddicos é finito, entao esses produtos sio finitos € as
expressoes para< (£} e Zy{t} sao-dadas como funcoes racionais.

Teorema 4.4 Se f : M — M é um difeomorfismo com todes os pountos
periodicos hiperbolicos, entdo {eomo série de poténcia sobre t):

(a).C4Lt) = E(T — Y com o produto feito sobre todas as drbitas de
v e ply) é o periodo de 7.

() Z;(t) = IT,(1 - A PONEDHE o Ay =1 se DFEY . BB — B
preserva o orientacfio e (—1) caso contrério, e u{y) = dm E¥, z € 4.

Se f tem copjunto bdsico recorrente por cadeia € §; € um conjuto bdsico
entdo as mesmas formulas sio vdlidas para (;(t} e Zp{t) se os produtos sdo
tomados sobre todos 0s v C (1;.
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Prova: Como todos os pontos periddicos sao hiperbélicos e Af é
compacto, segue que os ponto de periodo < n szo isolados e formam um
conjunto finito para algum n {fixo.. Se v é uma drbita simples de periodo p
entao (p (1) = (1 — #¥)7! (por exemplo, se f|; & eonjugado a v subshiff
finito assoclada a ume matnz de permutacio entdo o resultado segue do
primeiro coroldrio desse.capitulo).

Fixe n e scja {’T}r-- »Ys} O conpunto das orbﬂsa& periddicas com periodo-

plv; ) <neseja K= U Y- Emtdor ({flx) = H (1 - tp(%))_

Mas: Np{f) = m(f[g),pom gualgquer pont.o fixo de f estd em K. En-
tio o coeficiente de £" ‘em ((f) ‘¢ o 'mesmo coeficiente ‘de -¢" - em
((flx) = TIQ — ¥l

Contudo, comp {1L— t#)™! = 1 + & + 1% + .., o coeficiente de " em
[T (1 —tetwh) ! & 0 mesmo coeficiente de t* em [1, (1 — *“"}com o produto
AL
tomado sobre todas as drbitas periédicas 7. Entao os coeficientes de ™ em
Cr(8) e 1, (1- t7(0) séo os mesmo e portanto (a) estd provado.

Dapruneﬂ'aproposzgaodestecapltulo se v tem perfodo pe x € ¥, en-
t3o o indice de ponto fixo & (—1)* A, com: A, ——1seDf preserva a
orientacac € L, = —1. caso- contririo. L Z(f) = exp (Y (& }Lm (™),
com Ly, (f™) = EI £f™), & soma sobre todo & € Fiz(f™). Seja K como
definido anteriormente ¢ defina p = exp (¥ (Z) L, (K)1™), com L, (K) a
soma de I, (fm) para todo z € Fiz (f™}N K. Entdo, para m < n, segue gne
L (K) = L (™} com todes os pontos de perfodo menor ou igual a » em
K.

Assim, os coeficientes de t™ em p €-6 mesmo-coeficiente de t" em Z;{t).

Mas Ly, (K) :ké Lon (1) com L (75) = 11 (™). Eatdo

-Mﬂexp(z Lt o)

m=1
com -
L) = {p (M) (Z1)* P AT se m=Omodp ()
. caso contrano
s (e
dai segue que: p = (H 1- A.)',it?(“’}) . Entao, como no caso anterior,
i=1

k)l
o coeficiente t* de p é igual ao coeficiente de t™ em H"r (1 — A,Ytp(*v))( Y ;

e portanto segye (b), 0 que completa a demonstracao. W

4.5 Funcao Zeta de Homologia Reduzida

Definicao 4.5 Se f : M — M possui um congunto biperbdlico recorvente
por cadeia entio a fungdo zeta de homologia reduzida z;(t) é definida como
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a fungdo racional em t com coeficientes em Z/2Z obtida reduzindo todos os
coeficientes de Z;(tYmod 2. Isso pode ser feito pois Z;(t) é o guociente de
polinémios com termo constante T. Se$Y; € um conjunto bdsico, analogamente
define-se z¢,{t) como a reducdo Z;,(t) mod 2.

Exemplo 4.10 Vamos calcular a funcao zeta de homologia reduzida para os
dois exemplos jd vistos. Para o difeomorfismo da secéo 2.1.1 da Ferradura
de Smale "

1—2t
Zet) = ————
=T
e portanto a fungde reduzide de homologia zy (t) €
1
Jé para o difeomorfismo do exemplo 2.1.2 do Franks em 52
1—t—1¢7
Zet)y = ——5
21(0) =
€ portanio
2 (1) = P+t41
P g

Exemplo 4.11 Ezemplos no bitoro

Generglhizande a tdéia da ezemplo da Franks, pense no bitore menas um
disco Dy como um disco Dy com-dois pares de-aleas.: Considere um poco {um
ponto atrator p) no disco By e uma fonte {um ponto repulsor oo} no disco
D,. Como naquele exemplo valerd {chamando o primeiro par de algas de'hy
e hy e 0 sequngo-de hy €hy):

F(h) C he, f(he) C R U ha, f{hs) C ha U hy, flhs) C kg, conforme a

figura abaizo. Fntdo a matriz associade a essa fungdo serd

010A

{1190

A=t 0001

0011

£ Como >

/0100 /1100
1100} _}1200
0001 o011
\0 011 \e o1 2
/01 00Y (1200
11004 12300
L0001 . 1.0.0.1.2.
v\ 011 Y802 3

e portanto A ndo é uma matriz trredutivel (é claro, pois A}, =0, Vn € N).
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FButretanto, tal matriz pode ser vista como

Ao ( A 0 ) UNICAMP

0 A BIBLIOTECA CENTRAL

om0 SECAQ CIRCULANTF

~ (00
0—(0 0)’

ou seja, uma matriz na forma da proposi¢do 2.4. Portanto o shift associado
ao conjunto recorrente por cadeia formado pelos dois pares de algas restrito o
cada par de alga é topologicamente conjugado ao shift associado & matriz A,.
Nesse caso, os conjutos bésicos sao: Hy = hiUhy, Hy = haU hy, {p,c0} (Os -
conjuntos Hy e Hy sdo conjuntos bdsicos porque a matriz Ay € irredutivel. ).
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A matriz de intersecao algébrice pare o par de alcas é

01 &e
1 -1490
Am =14 . ﬁ ;
00 1 -1

com sinal dependendo da agdo de f na arientacfio de hq,ha, hs € hy.
Com o calculado acima, torna-se faeil encontrar as funcées ((f) e Z(f).

Para {(f): |
) =¢(s),
com ¢ ¢ shift asseciade & matriz. Portanto

1
C1(f)“,m
cCom
1000\ 70¢ 00 /1 -t 0 0 \.
_lotoo0jft-too0[ {—t1-t-0 -0
(=At) = oo1o0f oot f f O © 1 -t [
00 Q 1] \NO0Q¢t ¢t 0 0 —t 1-t
e portanto: det{l — At) =1— 26+ 2t° —%2+ 4. Assim:

1
S16) T1=2Aud — 2t

Para calcular as outras G {f)

o) = G = exp( Y —™) = exp(~ log(i — ) = 1.
Portanto
¢(f) H G (f )= (1i1)?'x (.1—2t+.2t13—'z2.+t4' = (1L3)2{1—231m3—t2+t4-)" Para
calcular Z ( )
el r=1-tr(A(1)") +1
e portanio

A= e (.Z 2- *”‘"(A(”i)t;) - (ex? (ii—f)) (exp (i’ (A1)

Como
2t 1 1
e (; —’) ~(t50) = mave

exp (Z ((—1)tr<Ac}>*3§) = det(1 — A(1)0)

=1
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1000 0t 00 1 —t 0 0
o100 i -t 0 0 — 1+t 0 0 -
U_M””T s o0o10fF teo et }J t o e 1t —t }P
0 GQ1 00 t —t 0 Q -t 1+t
portanto det(] — A{1)t) = 1 + 2t — 2t3 — 124 t*.- Entdo

. . 1420203 -2 418
ﬂn=(T—L—)x@+m_w—e+¢yp_+ AT

~ 412 1-2t41¢2
Tendo a Z{[) é imediato o célculo de z(f), que serd
14241t
A==
Um segundo exemplo no bitoro, com a funcdo dada geometricamente pela
figura.




A matriz intersecdo geoméirica serd

010 &

1101

A=1411 ¢

0111

€ como "

010 0) /11 01
1101 | [1 312
0110} F1 11
0111 \1'3 22
0100\ /1312
f11e1 | [3735
a1101 1235223
A 011 1 '3 84 5

e portanto A € irredutivel.. Portanto o congunto A associado. & A & um con-
junto recorrente por cadeia e mais, fia € topologicamente conjugado ao shift
de tipo finito 0 : T4 — Xs. A matriz de-intersecdo algébrica &

0 —149 0
11 & 1
AV=1¢ 1 10
8 1 -1t

Para esse caso € facil calcular ((fy e ZEf). Para CEF)

G{f)=Llo),

com ¢ o subshift associado & matriz A. Entdo

1
com
1000 0t 00 1 =t
0100 tt0t | [t 1-t
(-4t = 4 ¢ 1 0. 0ott o) 0 —t
000 1. g.t t t, 0 —
e portanto: det(I At) =1—-3t+t* + 17 = t* Assim
1
G(f) =

1-3t+t2 462 —t4
os outros §,(f) sdo como jd calculado antemormente

. Co(f)- = €2(f) = IL

Para calcular Z(f)
Fry (F7) = 2+ tr(A{1)")

e calculando de forma andloga ao primeiro exemplo

ah



100 0Y /8 “t0 0
61060} | —t: 0 ¢
T-A=lgo106 |10 ¢ —t0l™
0001/ Yo .t ~tz
t & £}

—1 t 11

portanto: det(F— Afi}) =1—¢— 324+ 1 ¢4

Portanto S gt
_ 1—t— + 4+
Z(f) = -
—1 4 4 — t2
e segue
14+t+t8 48+
2(f} =

1+

Praticamente os mesmos ‘teoremas validos para as' Z(t) e (;({} valerao
também para z((t} e para a funcio { ft)} reduzida mod2. Para maiores
detalhes consultar [F2].

Teorema 4.5 Se para f : M — M hd um conjunto recorrente por cadeia €
conjuntos bdsicos §; -com indice u entdo sdo -equivalenies:
“(a) & funcdoracional {, () com todos os coeficientes reduzidosod 2.

)zt
(c) A funcdo ;E_n det {I — frat)

_1yk+?
=D , COM:

fk* : H (M?Mi—l; Fz) — Hy (Me‘, M;. 1; Fz)

induzida por f, {M;} é uma filtracéo associada a [ ¢ Fy = Z/2Z.

Corolario 4.3 Se para f : M — M hd um conjunto. hiperbslico recorrente
por cadeia e conjunios basicos {2}, 1 < 1 < I, entdo sdo iguais:

(a) A fungdo racional: H Crilt )(_l)kﬁ)- -com todes 0s coeficientes mod 2,

com: k(i) = indice de O

(6) 2 (2).

(c) H det (] — fk*t)f'l)H ccome fr 2 B(M; B) — Hy(M; F) induzida
por f e FQ = Z[2Z.
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Capitulo 5

Realizacao de Difeomorfismos
de Smale

Neste capitulo estabéleceremos propriedades para a possivel realizacao de um
difeomorfismo de Smale em uma variedade dada. Mais que isso, procuramos
~ propriedades que possibilitem a realizacao ou nao do subshift do tipo finito
associado a um conjunto bésico na variedade. Serdo estabelécidos critérios
para realizacao dos difeomorfismos e obstrugbes & existéncia de subshift do
tipo finito como um conjunto bésico em uma superficie bidimensional. Para
variedades com dimensdo maior que dois todo subshift pode ser realizado
como conjunto bésico, resultado estabelecido por Williars [W].

5.1 Obstrucao-para Realizacao de Subshifts
do Tipo Finito

- ‘Iniciaremes esta secio com wm resultado devido a Franks [F'3] que relactonars -

a caracterfstica de Fuler 'da variédade com o grau das fungoes zeta 'de ho-

mologia reduzida do difeomorfismo.

Proposicao 5.k [F3] Se f : M — M tem um conjunto hiperbdlico recorrente

!
por cadeia R =_L_J1 Q:, com §; conjunto bdsico para cada l < ¢ <1, enigo
=

3 deg (1) = =x (M),

com x (M) a caracteristica de Euler de M.

Prova:

" Pelo coraldrio. 4.3 temos
i z it
[[zn® =] det— . @)
=0 =0

Y



Temos que
 deg (H 2, '.(t)j‘_ =D deg{z, (1))

Por outro lado, temos gue

deg (H det (I o~ -f;“ -(t-)-)-(-—-l)ﬂ-l) ' =Z deg (det( I—f; (t)) (__1_),;_,_1_)._ _

=0

=D (-1)"" deg (det (1 ~ fi. (1)) == 3 (~1) deg (det (/ — £i. (8))).
Como f;, (t) é um isomorfismo parg-cada i; entae |
deg:(det (I — f;, (t))) =dim H; (M, Zs)..

Portanto:

>=: deg (2, (1)) = — 3 (=1)} deg (det (I ~ fi. (£))) =

i=0
=— > dimH; (M, Ze}) = —x (M). W
=0

Exemplo 5.1 Uma aplicacio para o proposicao anterior é determanar qual
a possivel funcio zeta de homologia reduzida de um conjunto bdsico a ser re-
alizado numa superﬁ’cie tendo as dos outros conjuntos bdsicos jG previamente
definidos. Por exemplo, qual o grau possivel para a fungdo zeta de homologia
reduzida associada ao conjunto bdsico de dimensio 1 de um difeomorfismo
com uma fonte € um poco na esfera? Como jd calculamos o fungdo 2eta de
homologia reduzide tanto pare o poco euenio pare e fonte, gue €

1
zp () =2p (1) = 1—1
femos que

deg{zy, (¢)) + degizy, () = —2.

Pelo teorema anterior

deg (27, (£)) + deg (25, (1)) + deg (25, (1) = —x (§7) = -2

o que implica

deg {2y, {th =0
e essa é a untca possibilidade para o grou da fungdo zeta de homologia re-
duzida para um difeomorfismo desse tipo.

O seguinte Teerema, devido a Franks e Blanchard: [BIF} caracteriza a -
funcao zeta de homologia reduzida de um subshift do tipo fimito em uma
superficie compacta bidimensional.
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Teorema 5.1 Seja M wuma wvariedode compacta e bidimensional e
f: M — M um difeomorfismo com uwm conjunto hiperbdlico recorrente por
cadeia. Se o subghift ‘als ¢é topologicamente -conjugado a f|,, pare algum
comgunto bisico A;, entdo:

(i) p(t) tem graw par ou

(i) p(1) = 0mod 2, comp(t) a reducao mddulo Z do polinémio [g’ﬂ% (t)] 1.

A demonstraggo-do teorema encontra-se e [BLF]. Vamos fazer a demons-
tragao apenas no caso especial no qual f satisfaz a seguinte propriedade.

Seja f : M — M, com M uma variedade diferencigvel, um difeomorfismo
que satisfaca as segnintes propriedades:

(1) flay) terrestratura hiperbéliea;.

(2) R(f) = (conjunto de fontes periédicas) U A U {conjunto de pogos
periédicos);

(3) fla ¢é topologicamente conjugado a um subshift do tipo finito.

Feorema 5:2 [BIF} Seja f : M — M um difeomorfismo de ume supesrficie
compacte que satisfaz as trés propriedades acima. Se p(t) € a reducéo médulo
2 do polindmio (), (t)]™* entéo:

(1) ou p(t) tem graw par;
(2) ou p(1) = fmod 2.
Prova:
A menos de componentes que nao interceptam A, M pode ser tomado
como uniao de componentes que sio uma permutacio ciclica {pois fla tem
uma 6rbita densg). Entdo

M=X;U...UX,
com cada X; uma componente de M e
LX) = X1y med 1
Entao

det(l + frf})  det{F 4 fi.f)
Z(f) == (.1-‘+.tk')2 - . .(l e td.)g,. 3

com k = rd, d um impar e r uma poténcia de'2. Um dos fatores (1 +*) vem
da homologia de dimensao zero e a outra vem da homologia de dimenséo dois
e f1, como j4 visto.

Por outro lado, do capitulo anterior

pit)
T -y

RQ
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o produto tomado sobre todas as.fontes e todos o pogos e com p; © periodo
de alguma fonte {ou de algum poge). Entao

dEt(I+f1*t) _ p(ﬁ)
G T

Como X ¢é uma permutagag ciclica, entao p; = kd;, para algum d; € N*,
Portanto |

pi = {rd)d; =rm;,
com m; = dd;. Das equagoes segue

(et(f + fr)) [ (1 = ™) = (1 +£1)7)p(t).

Como existem pelo menos uma fonte e um pogo. para f, entio existem
- -pelo meneos-dets termos da forma {1 —#™ )" do lade esquerdo-da equacao. Se
existe mais um fator {1 —¢™)" entao o mimero desses fatores é mator que trés
do lado esquerde da equacao.. Como esse mimero é.igual a dois do lado direito
entao com certeza {1 —™ ) & um fator de p{t} e portanto p{1) = dmod 2.

Portanto basta analizar o caso no qual existern exatamente um conjunto
atrator e um oohjuqi:o repulsor, ou seja, quando existem apenas dois fatores
de (1 —t™)". Entag

(det(Z + frat))(1 — ™) (1 = t72) = (T +)7)p(t) (+).
Nesse caso hd duas possibilidades:
Primeira possibilidade: (Juando X nao é orientdvel, entac 1 sem-

pre serd raiz de det{] + fi.t), pois pelo Teorema do Coeficiente Universal 1
¢ sempre un autovalor de

Z YA
fl* -Hl(X,ﬂ) —)Hl (X,ﬁ) .

Na equacao (x) temos
deg [(det(T 4+ fut))(1 - E™) (1 — 7))  deg [((1 + 9 )p(0)]
ou scja
deg [det{] + fr.t)] + oy + rma = 2rd + deg [p (2)].
Como m, = dd; e my = ddy entao
rmy +rmg = rddy + rddy = rd.(dy + d3) > 2rd,

pois d; € N*, dy € N*. Portanto existe pelo menos o fator (1 +¢) em p {(¢) €
portanto {1 + £} é um fator de p(¢). Portanto p(1} = Omod 2.
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Segun(?la possibilidade: Quando X é orientdvel. Note que somente
neste caso é possivel p{1} # 0 em Z;. Tome o grau de p(f) fmpar. O gran
de det(] + fi.t) é par, peis X é-orientdvel. -Como o grau do lado diretto da
equacdo (*} é {rapar, entdo (my + ma)r é fmpar. Como r é uma poténcia de
dois, entao r = 1 e m; + mg é impar. Entao, sem perda de generalidade, my
é par e my é impar. Tome m; = 2g;. Assaum

Ll =t =(1- t‘“-)-z.
Substituindo na equagzo -
Adet(I + fr )L —t7)* (1 —1™2) = (L+t“)°p(t)-

Como o lado esguerdo desta equagao tem pelo menos trés fatores de 1 — ¢
segue que 1~ t & fator de p(t) e:portanto p{1} = 0mod 2, o:que completa a
demonstracao. W

A seguir faremos dois exemplos para ilustrar o teorema 5.2.

Exemplo 5.2 Note que nossos dois primeiros exemplos tlustram o feorema.
De fato, para Ferradura de Smale, a funcdo zeta do subshift associado ao
congunto bdsico de dimensde 1 €

G =g

e portanto
Py {ty=1.

Jé para o conjunio bdsico de dimensdo I da J-Ferradura temos p seguinte
funcdo zeta (para seu subshift associado)

1
St =17 p

e portanto
pr () =t"+t+1

em ambos 0s exemplos degp. € par.

Exemplo 5.3 Com esse teorema € pessivel mostrar que o subshift @ asso-
ciado & matriz

010
A=100 1
1168

ngo pode ser realizado em nenhuma superféeie- bidimensional. De fato

—1 =t 0 -
IT—-At=7; 0 -1 —¢
-t -t -1
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€ partante
det(f — At) = —1 + (~t)°* — (=) = —* + 2 - 1
€ assim
pity =2+ +1.
Portanto, pelo teorema anterior, deg(p(t)) € ¢mpar e p(1) = lmod2 sdo

obstrugées a realizacde de o como um conjunto bdsico em uma variedade
bidimensional.

O resultado desse teorema foi aprimerado- por Fried [Fr], que conseguin
uma condigio para realizagao do subshift, isto é, condigdes no polindmio
p(t) para que %4 seja realizével numa variedade bidimensional, com A uma

matriz quadradp, inteira e nao negativa. Para tanto foi necessdrio definir um
conjunto especipl de polinémios, denominados polinémios reciprocos.

Definicao 5.1 Uma funcdo racionel néo nulg R(t) sobre um corpo F |
R € F(t)*, ¢ reciproca se:

R = t*R(t), para algum k € Z.

Exemplo 5.4 A fungdo p, (), com o o shift assoctado ao conjunto bdsico
de dimensdo 1 da Ferradura de. Smale, € um polindmio reciproco. De fato

Pe(t) =1

e portanto
ety =1=p ().

Também ¢ reciproco o ps (t), com o subshift o associado ao conjunto bdsico
de dimensto um dw & Ferradura. Como

1
GU=7—7_¢

entdo vale
p(t) =13 ¢44

- gue € -recproce, pois

_ 1 1NE B4+l
p(t 1)=1+_;+_(j£) = =t7p(0)-

Fzemplos de polindmios que ndo sdo reciprocos daremos o seguir.

O fenémeno que ocorre nos exemplos anteriores generaliza-se pela seguinte
Proposicao:
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Proposicao 5.2 [Fr/ Seja'f 'S —"S um mergiilho, S uma superficie
compacta. Entdo a fungdo p(t) associada o f é rectproca.

Definicao 5.2 fFr} Seja A ume matriz®—1 e 0,4 o subshift do tipe finito
associado. Dizemos que uma superficie S admile 04 se etite um mergulho
g: 85— S e superficies compactas My e My C int{M;) tal que:

(1) g(My) C ind(MG), i = 1,2

(2} o conjunto invariante

A =ﬂ|§9 (g™ (M1))— ,So (g7"(My))

& um conjunto bdsico de dimensao 1 € gl € topologicamente conjugads ¢ 0 4.
(3) A intercepta todas as componentes de S.

O que resulta no seguinte teorema:
Teorema 5.3 [Fr/ Se S admite o4 entdo pa(t) é reciproca.

Na verdade o teorema anterior generaliza o teorema 5.1. Segue direto
da definicao de polindmio reciproco de grau ‘g ‘que se o termo t* aparece no
polinémio entao o termo 9 também teré que aparecer. Se g é impar, entao
para todo O <k < gr ¢ — k # k, e portanto o polindémio sempre terd vm
niimero par de termos, ou seja, p(1) = 0mod 2.

Exemplo 5.5 Para polindmios de grau par ser reciproco ndo implica em ter
um nidmero por de termos {ou seja, ter p(1} = Omod2). Por exemplo, o
polinémio

cp(ty =1t ¥
€ recfproco, mas

p(1) =3=1mod?2.

Exemplo 5.6 Por outro lado, um polinémic com wm nimero par de termos
ndo € necessariamente reciprogo. Um exemplo para um polindémio de grau
fmpar €

pity =1+t +t* 4+ ¢°

que tem um ndmero par de fermos mas-nao € reciproco; pois

1 1 1 4341
-1y - = g .

# t*p(t),
para todo k € Z.
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Um exzemplo de polinémio de grau par com um nimero par de ternmos.mas
que nao é reciproco € o sequinte

) =1+t 417 +1°
que de fato ndo é reefproce, pois

1 ¢t 1 #4441
p(t™ 1)—1+ + +~—= T # t*p(t),

para todo k € Z.
Nestes exemplos o fato de p(t) ndo ser reciproco é uma obstruggo & exis-
téncia de um difeomorfismo com fungio zeta reduzida p~! (t).

5.2 Condicoes ‘para Realizacao de Subshifts
do Tipo Finito

A reciproca do teorema 5.3 pode ser escrita da seguinte maneira.

Teorema 5.4 [Fr] Dado um polinémio rectproco p(t) € Zglt} com termo
constante 1 entdo existe uma superficie coneza orientada S € um subshift do
tipo mixing o 4, tal que S admite oa, com pa(t) = p{¢).

Note que nao existe urna reciproca para o teorema 9.1, pois como vimos
no exemplo 5.6 existem funcoes que tém grau par e nao sao reciprocas e
funcdes que tém grau impar com wm mimero par de termos mas que também
nao sao reciprocas. Portanto, pela proposicao 5.2 ésses polindmios nao sao
realizdvels em penhuma variedade de dimensao 2. Isso mplica que realinente
fol necessdrio caracterizar melhor os polinémios p{f) para conseguir uma
condigio necessdria e suficiente pﬁ&&mﬁ&ﬁgﬂo de um subshift do tipo
mixing numa spperficie.

Seja o @ ¥ — ¥ um subshift de tipo finito. Se o nﬁné mixing, entac X
pode ser escritq como & uuifo dispunta: - X =3 U S U X, com ¢ uma
permutacao ciclica desses conjuntos e ¥y, é um subsblﬁ do tipo mixing.
Esta decomposicao é tmica. Os conjuntos ¥j, ....%, sa0 as componentes
mixing de ¥ e p nimero de componentes mixing € o periodo de o.

Proposicao 5.3 O periodo de o é o mdzimo divisor comum do$ periodos
de todos os pontos peribdicos.

Seja ¢, (t) a fungio zeta de 0”5, .

Proposicao 5.4 Se ¢ ¢ um subshift com periodo k entdo (. (t¥) = {(2).



Teorema 5.5 Seja M uma superficie orientada de género g e f um difeo-
morfismo de Smale em M. que € isotlpico a identidade. Se A estd associado
a um conjunto bésico- A de indice 1 com funcdo zeta de homelogia reduzida
2(t) entdo ou A pode ser realizado no disco (nesse caso z(t) = (Jlf:i ) ou:
(1) Se g =0 entido zp(t) = ﬂ.((ll__-?*}”;;l e 0 € mixing;
(2) Se g =1 entéo zy(t) = J] (1 — t™);
(3) Seg> 2 entdo zp{t) = (1 — ) JJ (1 — t™) e o ¢ mixing.
Rectprocamente, existe subshift para cade uma das funcées zeta acima,
que pode ser realizado por um difeomorfismo de Smale que € 1sotdpico ¢ iden-

tidade na superﬁcie.

Exemplo 5.7 Pode-se agora calcular o nimero de pogos, fontes e de conjun-
tos periddicos (atratores ou repulsores) de uma dada variedade. Por exemplo,
em wma variedade de género 0. sendeo

[1(1—t)

2a(t) = a— t)2

entdo

deg(za (t))"——'z m; — 2.

Portanto
deg(z(t)) =m: —2+s—p—f~ D a
3

com s = 1 o niumero de selas, d o nimero de pogos, f o niémero de fontes
e a; 0 periodo de uma Jrbita periddica, a soma tomada sobre o nimero de
érbitas peridédicas existentes. Assim

~x(M)==(2-2)=-2=) mi—2+s-p- [~} a,

ou seja

p+ i+ Z a; =Zm,-—f—s;
3 B
Exemplo 5.8 Ji-para o caso de uma variedade com género 1, sendo

() =] -t™)
entdo

deg (24 (2)) =Z m;
e (usando a mesma notagdo, do caso anterior)

x(M):—2+2-=U=Zmi+s—p—f_2aj
s . 7
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e portanio
p+f+ Z a; =Z h; + 8-
i i

- Exemplo 5.9.. Pare uma variedade de género maior ou igual a 2 com

. ZA.(t) = (1 — t)__H (1 — tmi)

ou $€70
‘deg (za (1)) =‘Z m; + 1
dai
X(M)==2+2=> m+1+s—p—f—> &
e portanto

p+f+Zaé=~2+29+Zmi+s

Exemplo 5.10 - Existe difeomorfismo em S formado por um conjunto perid-
dico atrator com perfodo 6. wma fonte, ume sela e um congunto bdsico com
tndice 1.

Primeiro descreveremos o difeomorfismo. f- geometricamente,- que € for-
mado a partir de J-Ferradura. Tome duas edpias de S2, com ume J-Ferradura
em cada, € permute: seus elementos:

P12 P27 p3 = Pse—P5 P -

Tome um difeomorfismo g em S% gue tenha uma fonte wm econjunto
periddico atrator de periodc 2 e uma sela. Para cada ponto da 6rbita de
periodo 2 de g, remova um disco que o contenha Dy e Dy. Em cada uma
das esferas construidas anteriormente com uma J—Fe_mdum-reﬂwm um. disco
que contenha o fante Dy e Dy. Finalmente cole D, a Dy e Dy a D, conforme
a figura.
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Algebricamente uerificamos:

10660 8 1 00\ ‘1T ¢ ® 6

0100 1100 1 —t1—-¢t a4 90
I-A=r 00161t teee1ti=Fe o Po—t

0 0.0 1. 00 1 1 A0 0 —~t 1—¢

entdo: det (I — At) =4 + 23 — 12 — 2t + 1, ou seja:
Zfly, @) = 1+ 12424,

Portanto zg,, (") = 1+ 3+ 4 = 24841 oy seja, é um polindmio
reciproco e portanto é realizdvel em alguma variedade de dimensédo 2. Usando
. a-proposicao. 5.1 podemos encontrar que de fato tal difeomorfismo ocorre na .
esfera. Como deg(z|p,) = 4 e existem um conjunto afrafor periddico de
perdodo 6, uma fonie e uma sela temos:

—x(M)=4-6-1+1=-2=x(M)=2=¢=0.

O préxima resultado é, de certa forma , uma extensao do teorema 5.1
pois dard uma condicdo de necessidade e suficiéncia para a existéncia de
um difeomorfismp em uma variedade M com subshifts associados a matrizes
dadas e para tal depende apenas da caracteristica de Euler de M.

Antes, porém, é necessaria a seguinte definicao:

Definicao 5.3 O grau reduzido de uma mairiz inteira A € o grau do polinémio
det (I — At) reduzidp modulo 2.
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Teorema 5.6 Sejo A uma soma direta de matrizes irredutiveis € seja Ap ¢
Ay matrizes de permutagGo. Fm uma variedade compacta M uma condicdo
necessdria e suficienfe. para.a existéncia de um. difeomorfismo isotpico a
identidade € com conjuntos bésicos de fndice F {1 =0,1,2) eorrespondendo a
A, para algum inteiro k, € quedy ~dy +dg = X (M) comd; o grau réduzido
de Aj. '

Exemplo 5.11 Como jé visto, a seguinte matriz

11 0V 321
A=10 0 1 = 11 13

14344 2 1 1

Tome as matrizes

01 &8

0010
do=|gg01 | cd=(1)

1000

que claramenie sGo matrizes de permutacdo e Ay = A Vamos agora calcular
o grau reduzido de cada matriz.
Para A, como jk viste

det (I — Aty = -1+ {-t)* — (=)’ = -+~ 1

e portanto o grau refuzido de A € 3.

Para Ay
1 &6 6\ 0.t 6 6\ 1 -t § @
0100 00t 0 01 -t 0
Lixg — Aot = 0010.F " Foe.ot.[f f 0.0 1 —t
a0 Q1 t 0 0Q — a 0 1

e portanto: det{ls.s — Agt) = 1 — t1, e portanio o grau reduzido de Ag € 4.
Para As
Jiyqg ~ At =1-¢

¢ portanto o grau reduzido de As € 1.
Portanto: dy =4, d; =3 edy == 1.- Como

de—di+dpg=4—-3+1=2=x(5%),
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entdo para alguma poténcia de Ay, alguma poténcia de A e alguma poténcia
de Ay existe um difeomorfismo de Smale isotdpico & identidade com conjuntos
basicos associados a essas poténcias das matrizes.

Note que apesar de A nao ser realizguel em nenhuma variedade de dimen-
sto 2, existe poténeia de A que € realizdvel ne esfera. Pe fato -

110
A=1061
' 100
1186\ [fo64 9 6t 4t
At=1 001} t=1438 2 }t=1 4 3t 2
(100 6.4 % 6t 4t . 3¢t
T g 8y % 6t 4 % -6t 4
(I-At)=1010" 4t 3t % -—4t 1-3 =2
9 61 6t 4t 3t -4 1—3t

e portanto: pa7 (t) =det (I — Aty =1— 15t+Tt2 t?’, que € um polinémio
reciproco, apesar de pa (t) ndo ser.

5.3 G-Ferraduras e J-Ferraduras

As G-Ferraduras:[Smi sdo exemplos no plano estepdido com os mesmos con-
Jjuntos bésicos da Ferradura de Smale. S2o, como podemos facilmente ver,
difeomorfismo ngo conjugados da Ferradura de Smale, mas para efeito dos
subshifts associados aos conjunﬁf)s bdsicos nao é possivel estabelecer essas
diferencas.

Exemplo 5.12 G-Ferraduras
Nestes exemplos todos os difeomorfismo tem um conjunto recorrente por
cadeia formado por um pogo, uma fonte e por um canjunio bisice de dimensdo

I associade & matriz
11
A

e 8do os difeomorfismos representados abaizxo.
O primeiro terd a sequinte forma:

S =
)
A //

A - B

e 0 sequndo serd;
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D

Para esse exemplo, como os subshifts sdo idénticos para todos os con-
Juntos, temos gque nossos invariantes também serdo idénticos, tanto o funcdo
zeta quanto a fun¢ido zeta de homologia (e portanto as funcdes reduzidas) séo

as mesmas que calculamos nos exemplos 4.5.¢€ 4.7 e valem
1
1) = .
¢ 1— 4¢ + 582 — 23

—2t+1
20 =g %1

Para o exemplo da secao 2.1.2 também existe wma famiba de funcoes

COIMoO acima.

BExemplo 5.13 J-Ferraduras
O primeiro difeomorfismo é o do exemplo 2.2. O segundo difeomorfismo

é o seguinte

\

-\p? ] \

)
4
.
’,.,/
7

SO—

[4 /\\
7 ORI
I L\J

H\J/ \v/ \ v

e por fim um exemplo de um difeomorfismo trivial:

0



L1vN

@1
\@/} f[ha) E\Q;/!] fﬂ'h}

8
[p—
<

Para o primeiro exemplo temos

01
&*(11)

e como visto nos exemplos 4.6 e 4.7 temos

1
gf (t) T 1-—5¢ 4+9¢2 - 61% — 144 35 — 6
© | 1—t—¢?
Zolty = —

O sequndo difeomorfismo tem a matriz de intersecdo geométrica
10
AQ?(lul)

i 1
1=t (1—-5* 1—6t+156% =203 + 156 — 61° + 16

e portanto

Cr ()=

ety y = 1+ 3+ (R ((A2)")

A como acima, ou seja

20 =( (Z @ )) (exp (i(( 1tr((4)" ))%));

com ‘ . .
£ _
exp; (i ({—1}tr(A™)) %) - det{{ — Aty =t* — 2t + 1.
Portanto "~ )
@@:%E%?.
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- Pava -¢ terceire egemplo a mairiz de intersegdo geométrica €
01
s=(1a)

_ 1
R

e portanto a funcgée zeitq é

s ()

Nesse caso temos que a matriz de intersecdo algébrica ¢ igual & matriz inter-
secdo geométrica e portanto

.Ip(ﬂ}(frf) =1+3+trd; =4+0=4.

2y = (exp_ (Z ff;)) -5 ! ?)4.

Smale [Sm] criou o seguinte ezemplo
ST TP

x -
[ /:\ L fthy // \
g B E : /
o/ - f{ha) ) p/

h: h. |

Portanto:

que a primetra vista pode parecer ser uma nova J-Ferradura. Mas na
verdade esse example ¢ igual ao segundo caso das nossas J-Ferraduras. Como
podemos ver, f(h1) passa duas vezes por hy.
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