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Introdução 

Na teoria qualitativa de sistemas dinâmicos é de interesse descrever o com­
portamento das órbitas. Isto é feito, muítas vezes, através de uma descrição 
geométrica das órbitas ou de uma descrição algébrica do seu itinerário. Tam­
bém pode-se associar à órbita um invariante topológico. No conjnnto das 
órbitas de um sistema dinâmico serão de interesse aquelas que possuem um 
comportamento recorrente e _que formam parte do conjunto recorrente por 
cadeia R. Posteriormente nos interessa entender como estas órbitas compõe 
o espaço de fases. 

Nesta monografia os sistemas dinâmicos em questão são os difeomorfismos 
de Smale em superfícies diferenciáveis compactas e sem bordo. Pelo teorema 
espectral de S:male, sabemos que estes difeomorfismos são caracterizados pela 
descrição da dinâmica restrita aos conjnntos básicos que compõe R. 

As técnicas usadas para estudar os blocos básicos estão no capítulo 2, no 
qual descrevemos a dinâmica simbólica e a_representação matricial associada 
ao conjunto ~co. 

É natUial que estas mabizes- possuam invariante<; que representem com­
portamentos d~cos relevantes nos conjuntos básicos e é precisamente essa 
conexão que estabelecemos no capítulo 3. 

A frmção ~yta é um invariante que utilizamos como uma obstrução à exis­
tência de outros difeomorfismos e portanto será definida no capítulo 4 e usada 
no capítulo 5. lNeste último ca:gítulo trataremos a questão da realização ou 
não, muna dada superfície, de wn difeomorfis~o de Srnale de blocos básicos 
especificados a priori. 
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Capítulo 1 

Noções Básicas 

1.1 Resultados Preliminares 

Nesta seção vamos apresentar algumas definições básicas para o estudo de 
sistemas dinâmicos. O primeiro desses conceitos é a definição de ponto hiper­
bólico de um difeomorfismo C00 f : M ---+ M, com M uma variedade diferen­
ciável C00

• 

Definição 1.1 Dado f : M ---+ M 7 x E M 1 um ponto periódico de período n 

é um ponto hip~rb6lieo ·se D;Jn : Trí:M -+·T:iM ·niio ·tem ·autovalores-de valor 
absoluto igual a um. O índice u é a dimensão do espaço E:; c T;M gerado 
pelo autoespaço generalizado com autovalores maiores que um em módulo. 

No conjunto das órbitas de wn sistema dinâmico nos interessam os pontos 
fixos, os pont~ periódicos ou aquelas órbitas que possuem alguma fonna de 
recorrência. 

Definição l.!t Seja f : M ---+ M um difeomorfismo. Então um ponto 
x E M é dito recorrente por cadeia se para todo é > O existem pontos 
x =x1,x2 , •.• 1Xn-bXn =x (comn dependendo de c) tal que 

d (f (x,) ,x,+l) <c, com 1 :<=i< n 

com d (., . ) a métriea natu:mJ em M. 
O conjunto de todos os pontos recorrentes por cadeia é chamado de con­

junto reco1i'ente por cadeia e é denotado por R (F) ou simplesmente R. 

Definição 1.3 O conjunto estável de p E M é definido como: 

W"(p) ~ {x E Mjd(r (x) ,f" (p)) ~O, com n ~ oo} 



e o conjunto instável de p como 

W"(p) ~ {x E M(d (r-n(x),rn(p)) ~O, com n ~ oo}. 

Filosoficamente um sistema dllâmico que modele algum fenômeno da 
natureza deve ser robusto no sentido q_ue pequenas perturbações no sistema 
resulte num comportamento . qualitativamente equivalente. Precisamos de 
uma noção de ey>tabilidade. Um difeomorfismo f : M --+ M é estruturahnente 
estável se ::l UII1f vizinhança N de f no espaço dos difeomorfismos de M -na 
·topologia C1 W que se!! E N então!! é-topolegicamente conjuga&> a f, isto 
é, se existe tm( homeomorfismo h : M --+ 'M ta.t que· h o f = g o h. 

A hiperbolicidade é um dos invariantes importantes para garantir a esta­
bilidade estrutural de um sistema. Generalizando a noção de hiperbolicidade 
para pontos fixos e periódicos podemos definir uma estrutura hiperbólica 
para um conjunto invariante corp_pacto A. 

Definição 1.4 Um conjunto invariante e compacto A para um difeomorfis­
mo f : M --+ M tem uma estrutura hiperbólica se o espaço tangente de 
M restrito a A pode ser escrito como uma soma direta TAM = Eu. 6 E 8 

de subespaços in'llarin:ni.es. pe.la__.derivada Dj e existe uma constante C> O, 
À E (0, 1), tal que: 

I!Dr(v)l! :<:; C>.nJJvl!, 'ivEE', n20 

e 
I!Df" (v)J[ > c-Irn [[v[[, 'iv E E", n > 0. 

A noçao ~ transversalidade é também crucial. Um difeomorfismo 
f : ji;[ --+ _i\;f com conjunto recorrente por. cadeia -R satisfaz a condição de 
transversalidade.se-'ix,y E R, W' (x} intercepta W" (y} traiW€rsalmente. 

Podemos agora definir uma classe importante de difeomorfismos estrutu­
ralmente estáveis. 

Definição 1.5 (Dijwmorfismo- de Smale): Um difeunuJ<Ffismo- f : M -+ M 
é dito difeomorfismo de Smale se satisfaz a condição de transversalidade e 
se possui um conjunto hiperbólico recorrente por cadeia R que é zero dimen­
sional. 
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Capítulo 2 

A Dinâmica Sbp.bólica dos 
Shifts 

2.1 Exemplos de Shifts e Subshifts 

Com o íntuito de faze:rm.oo uma apresentação didática e concreta apresenta~ 
mos nesta seção dois exemplos, um de um shift e o outro de um subshift, 
antes de fo.walizarmos os conceitos de dinâmica simbólica. 

O primeiro, que na verdade é um full sbift ou simplesmente shift, é obtido­
da clássica Ferradura de Smale. 

O segundo exemplo de subshift, a J-Ferradura, é devido a Franks. 

2.1.1 Ferr:;tdura de·Smale 

Nosso primeiro exemplo é o exemplo clássico de um difeomorfismo de Smale, 
a Ferradura de Smale. 

Descrição do Difeomorlism& 

Seja D um conjunto- for-mado por dois semicireulos- D1 e D2 de raio t e po:r 

um quadrado Q de lado 1, com os semicírculos colados em lados opostos de 
Q, formando uma região parecida com um estádio, como na figura abaixo . 

o, . Q .o, 

Defina uma função injetora (chamada de função Ferradura), F : D --+ D 
com a seguinte forma. 



A função F deve contrair linearmente Q na ~direção horizontal por um 
fator 6 < ~ e ""Jl"!ldir Q linearmente na dUeçãtr vertical pelo fator ~. Por 
fim F leva Q em D, tendo F ( Q) a forma de uma ferradura. As regiões 
D 1 e D 2 são contraídas nos dois semidiscos (de raio menor que 1) e levadas 
por F em D 1• Portanto,.. a F assim construida em D não é sobrejetora~ o 
que implica '1"1' F-1 nãoestá·delinida globalmente. Estendemos esta função 
para o S2 de forma que se torne um difeomorfismo colocando D no hemisfério 
sul e um ponto fixo repulsor no pólo norte. Como F é uma contração em 
D 1 , segue do feorema da Contração de Banach que· _Fn(D1)·com ·n---+ ·oo 
contrai-se para' um único ponto p E D1 . Como F (D2) C D1 , então F (D2 ), 

com n ~ ao, também. contrai-se para p e mais, se x é um_ ponto em D com 
F" (x) ~ Q paraitlgum n E Z, então lim · F"(x) = p. Portautó b.staestudar 

. n-.oo 
a dinâmica de F para o conjunto dos pontos çujas iteradas permanecem em 
Q para sempre, isto é 

pois para pontos fora deste conjunto a dinâmica já está bem determinada. 

Agora passaplOs a descrever a. dinâmica relevante de F que .ocorre .em 
Q. Note que F(q}n Q l>funnaoopo; dois relâHgllloo-horiz-ai& H7 e H 2 , 

e que as pré-imagens de H1 e de H2 são dois retângulos verticais Vi e v;. 
lv.Iais ainda, a 4ase de cada -"Vi é h, que é também a-altura de cada Hi. Seja 
q tun ponto tal que- F(q-) E Q. Então, oomo- visto- acima, temos que q E Vi 
ou q E V2 . De forma análoga, se F'(q) E Q, então F(q) E Vi U V,, ou 
seja, q E p-1(VJ_) U F-1(J-:2.), com F-1(1{) a imagem inversa de Vi- Por 
esta construção, dado um retângulo vertical Vi com. altura 1 e base ó então 
F~ 1 (Vi) é um par de retângulos, um em cada Vi, com ·base de comprimento 
82 • Portanto, p->(V;) ~ p-r(F-1 (V;)) são quatro retângulos com base 83 

cada, F-3 (\;i) são.- oito. retâng;ulos- com base de comprimento. 64
, etc. De 

fonna similar, F1Hi) são dois retângulos ·com ·attura· ~ cada, F 2(Hi) são 
quatro retângulos com altura ó:t-cada e assim sucessivamente. 

Defina: 

A+ consiste de um conjnnto de Cantor de segmentos verticais l. 



ou seja, A_ é um conjunto de Cantor formado por segmentos horizontais 
h. 

Segue que 

Representação via Dinâmica Simbélica 

Por fim, será introduzida uma dinâmica simbólica para este sistema. Tome 
um segmento yertical/: em A+. Como l e:otá em A+, então· Fk(Z) é· wn 
segmento de r~ta vertical com comprimento 5k, Vk E N. A&<.ociamos uma 
seqüência de zeros e uns (s0s1s2 .. J da seguinte forma: seja x E l n h, então 

s, =a"" F'(l) E 11,., com k =O, 1, 2, ... 

De forma similçu-, dado um .segmento de reta horizontal h .em -A-~ associ­
amos uma seqüência de zeros e uns (que por comodidade será denotada por 
( ... s_2s_1 ) da seguinte forma 

s~ =a# p-'(h) EVa, com k = 1,2, ... 

Portanto, para cada ponto x E A, associamos wna seqüência duplo in­
finitat ou seja, definimos uma fnnçã.o S : A ----+ E2 

S(x) = ( ... s_,s_ 1 .s0 s 1sz .. . ) = s 

com 
s, =a# F'(x) E V0 , para k E Z 

e o conjunto E 2 = { s = ( ... s_28_1.8o81 Sz ... )/ 8k = O ou 1 }. Definimos uma 
métrica (d (.,.))em I:2 

d(s,t) =L 
k=-00 

Agora definimos a função sbift rJ : 2.4 -----+ Lz dada por 

Em E2 , com a métrica d, a função a- é contínua e existe uma- inversa o--1 

dada por 
CT-l (. .. s_2s_ 1.s0 s 1 .. . ) = ( .. S_z.S-ISQSJ .. . ) . 

que também é contínua. Portanto (J é um homeomorfismo. 
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Relação entre o Shift e o Difeomorfismo 

S é uma conjugação topológica entre F em A e a em E2. De fato,. se p E 
A é dado, entOO S{p) = ( .. : s_2s_1 .sos1 ••. ). Por ·conseguinte, ·temos -que 
S(F(p)) ~ ( ... s_,s_1s0 .s1 •• • ), pois se F'(p) E V,, então F'-1(F(p)) E V0 • 

Por outro lado S(p) ~ ( ... s_2s_1.s.,s1 • •• ). 

Portanto, o-(S(p)) ~ ( ... s_2s_1s0 .s1 . .. ). Como p E A foi tomado arbi-
trário, então 

S(F(p)) ~ o-(S(p)), Vp E A 

e portanto u e F são topologicamente conjugadas, desde que S seja um 
homeomorfismo. A demonstração de que S é ~ homeomorfismo será dada 
adiante para o caso geral. 

Por último, reduzimos o problema de estudar a dinâmica de F no proble-­
ma mais simples de estudar a dinâmica de (J_ Por exemplo, para encontrar os 
pontos fixos de F basta encontrar os pontos fixos de a. Mas,_ para s ser ponto 
fixo de cr devem~ ten:r(s} = -s. Dados E E 2 , isto é; s = {. .. s_2B-f.SOS1 •• . ), 

com Si E {0, 1 }, VZ E Z temos que a(s) = (. .. B-2s_1so.s1 .. • ). Desta forma, 
a (s) = s implica em 

Portanto só existem dois pontos fixos para f em A, que são os pontos asso­
ciados às seqüências 

( ... 00.00 ... ) e ( ... 11.11...) 

Pode-se também utilizar CJ para provar que as órbitas periódicas são qen­
sas em A. De fato, sejas=( ... s_2S-J.Sosl .. . ) E A e sejam 

s 1 = ( ... , soso.soso .. . ) 

82 = ( ... So8J.S081 .. . ) 

Ss = ( ... S_1SQS1S-1.SQ81 .. . ) 

Desta fO:m.l8: contrnimos- uma seqi:iência eonveFgente (s-í}iEZ, com cada ponto 
si periódico em E e convergindo para s. Como a seqüência ( s) foi tomada 
arbitrária, segue que as órbitas periódicas são densas em A. 

Outro resultado importante é que existe wna órbita não periódica densa 
em A. De fato, cousidere a seqüência: 

u ~ ( .. 'Ol'lO'll'OO'O'Ll'O'OO'll'lO'Ol ... ) 

ou seja, dada llllla sequência arbitrária 

UNICAMP 
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e dado c >-0 é possível encontrar k E Z tal que 

d (e,"' (v)j <e. 

Em outras palavTas avançamos na seq_uência. de elementos de v Q.té encon­
trarmos um bloco formado -por Ç_r--Ç0 ... Çj gar-antindo que a distância seja 
menor que é, pois'E 2 ~ 1 <é. 

li!> i 
Portanto, tal seqüência pode aproximar-se tanto quanto se queira de qual­

quer elemento. de ~2.,. ou seja, esta seqüência é densa em E 2 , e portanto o 
elemento de A ao qual esya seqüência é associada têm uma órbita densa em 
Al 

Utilizando a torna-se fácil encontrar. os conjuntos instáveis e estáveis para 
um pontop E A. Seja S(p) = ( ... p-2P-1·PoP1P2 ... ) parap um ponto em A. 
Um ponto z E Q, oo.w.S(z) = ( ... z_,z_1-= ... ~estáem W"(p) se 

= = L p;;;- L z;;; ---+O, com n---+ oo. 
k= l=n 

Portanto z está em W 5 (p) se e somente se Zi = Pi 'Vi 2':- n, para algmn n E Z. 
Um ponto z E Q, oom S (z) = ( ... 2~ 2 L 1 .zoz 1 ... ) E D está= W"(p) se 

= = \ 
~ P-k- ~ z_;;;j---+ O, com n---+ oo. 

Ou seja, z está em wu (p) se e somente se z_i = P-i, Vi 2: n, para algum 
n EZ. 

2.1.2 J-Ferradura -de Franks 

O próximo exemplo é devido a J. Franks [Fl). 

Descrição do Difeomol'fismo 

Seja D uma região no plano ...tendid<> (JR2 U { oo}) formada por três discos 
sl' 52 e s3 e por duas faixas horizontais hl e h2' com as faixas horizontais 
ligando oo discos. Defina wn difeomorfisnm f tal que os centros dos discos 
{ c1 , c2, c3} têm llm:ftÓFbita p€riódica €om período t:rês, f levando-er em c2, Cz 
em C3 e C3 em c1• Os discos contraem-se para a órbita periódica- {c1,c2,c3}. 
Se x ~ D, com x -=/- oo, então a órbita de x tende a D e oo é wn_ ponto 
fixo repulsor. Finalmente, nas duas faixas, f deve contrair lineannente na 
vertical e expancfu linearmente na horizontal, levando hl em sl u 82 u h2 e 
levando h2 em 01 u h2 u sl u s2 u s3 coillorme a figura. 

1 Nesta seqüéncia as aspas são usadas pam separar os ·blocos de 'palavras', para facilitar 
a visualização. 



s, ~ (~ \ fh s, \ Í12 I s, 

I (.\\ i I 
p., I 

(.\ • 
I I p, 
i 

~~~I I I 
) I I 

I 

Portanto, para pontos x E lll.2 tais que f"(x) E S, U 52 U S, para algum 
n E Z temos que a órbita de x tende a órbita de { c1, c2, c3}; por outro lado, 
se x = oo, então x é um ponto fixo. Assim está bem determinada a dinâmica 
de f em ambos QS conjuntos acima, ou seja, basta apenas detenninar a órbita 
de f para o segt@_te conj_unto 

A~ {z/J"(z) E h1 Uh,, 'In E Z} 

Representa~ via Dinâmica Simbólica 

Como no exemJ?lO anterior~ também é possível associar uma seqüência a cada 
ponto de A da 8egrrinte forma: considere o conjunto {1, 2} com a topologia 
discreta e considere o espaço das seqüências duF infintas 

= 
·1: TI {1,2} 

-= 

com a topologia produto. Definindo a fi.u).ção S : A ____,. E por 

com Si definido pam-cada i-E N da seguinte forma: 

s; = { 1, se f-"(x) E h 1 

2, se r"(x) E h, 

Como h1nf(h,j = 0, então·seqiiências do tipo: ( ... 11 .. .) não são associadas 
a nenhwn ponto, ou seja, S não é sobrejetora. Entretanto, restringindo ao 
espaço 1:A C 1:, com: 1:A ={a E 1:/ se a;= 1 eptão aH1 = 2}, então temos' 

s j,.,A: A~ E, 

2 A notação LA será justificada subsequentemente. 
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é sobrejetora3• 

Agora, definimos uma função cr, que será chamada de subshift 

Relação entre. e-Suhshlft <> <> Difeomorlismo~ 

Como no primeiro exem.plo7 S é uma conjugação topológica -entre a e f (o 
fato de S ser um homeomorfismo seguirá de um dos próximos remltados). 
De fato7 se x E A, então: 

com Xi =o se J'(x) E h0 • Mas se J'(x) E hu, então j'-'(J(x)) E ha, e 
portanto 

Por outro lado7 como: S(x) = (x-2x_1.x0 x1x2 .• . ), então 

Portanto S o f = a o S, ou seja, S é de fato uma conjugação topológica entre 
f e a. 

Novamente pode-se encontrar as órbitas fixas em A, pois tais órbitas 
são as associadas às seqüências constantes em E A. Como existe wna única 
seqiiência -constante em :E A,. então existe um único ponto fixo para f em A.,. 
que é o ponto f.!SSOCiado à-Beqüência { ... 222.222 ... ). Também·como-no<'.ffio 
anterior, seqüências periódiCas são densas em A. Também existe uma órbita 
não periódica densa. Basta tomar: 

( ••• 
1 01'10'11'0'1.1'0'11'01'10 ... ), 

Portanto, tal seqüência pode aproximar-se tanto_ quanto se queira de qualquer 
elemento de E 2 , ou seja, esta seqüência é densa em E 2, e portanto o elemento 
de A ao qual e:jlta seqüência é associada tem mna órbita densa em A. 

Definição 2.1 Umsubshift de _tipo finito determinado por um conJ·unto de 
símbolos 6 (o alfabeto) e uma relação ---+ (chamada de pode ser seguido por) 
é um· homeomorfismo a ; E ---+ E, com 

3 Como não haverá ditvifl"a, faremos um abuso de notação e denotaremos S )l:A apenas 
por S. 
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E (ac lista) defini&> por E ~ {" ~ ( ... &-I.SOSJ ••• }js, ~ Si+h Vi E Z}. 
Definimos (T(s) = S, com ·s~ = si-l e (J' sei"á denotado por su1::isbift â díreita. 

No primeiro exe~plo da seção anterior 6 = {0, 1} e 6 = {1, 2} no 
segundo com j --+ í se um ponto de h;. pode ser levado em hj. 

Portanto, no pril)::lciro exemplo temos:. 

O --+-0,0 ~ 1, 1---+ O e 1 ____,.r 

Já no segundo 

2 --+ 1, 2 ---+ 2, 1 --+ 2 mas 1-n 1. 

2.2 Grafos· e· Representações ·Matriciais dos 
.Subshífts 

Um fato imporpante é que a partir de um conjnnto com uma relação ~'pode 
ser seguido porf pode-se associar o sistema a um grafo ou a uma matriz. 

2.2.1 Mal;riz O- 1 e Grafo deVkrtices Rotulados 

Do Subshift ao-G:rafo 

Dado um conjrmto finito S e uma relação --+, é possível construir um grafo 
orientado G. Cada elemento de S será um vértice e haverá uma aresta ligando 
s a s' se e solll:_ente se s --+ s'. Suponha que cada aresta tenha comprimento 
um e seja r o q:mjunto dos c.aminh.re f~ 1R -+C- orientáveis e que preser:vam 
o comprimento àe- ru;eo.,_ tai qtte J'(n-} é am vértice de G, Vn E z_ CenJo. es 
caminhos perco_qidos em G são registrados pelos vértices percorridos, G será 
denominado de grafo de vértices rotulados. 

Existe wna""""espondêneiah, r~ E tal que h(!)~(.. ·i( -1)./(0}'1(1) ... ). 
De fato, h é um ô.ífeomoifismo de r com a topOlogia compacto-aberto erri ~­
Mais ainda, h é uma conjugação topológica entre u : E - E e p : r --)- r, 
com p definida cop:ro 

p(!(t)) ~ !(t -1). 

De fato 

h(p(!(t))) ~ h(l(t -1)) ~ ( ... ,(-1}y(O).?(l}y(2) ... ) 

e 

a-(h(?(t))) =a-{( .. , ,(-lj.,(Oh(l)/(2) ... ) ~ ( .. -I( -l)'y(OJ.i(1)/(2) ... ) 

1? 



portanto h é uma conjugação topológica entre cr e p. 
Para o exemplo da seção 2.1.1 temos o seguinte grafo com vértices rotu­

lados associado ao subshift 

Já para o exemplo da seção 2.1.2 o subshift com vértices rotulados é o 
seguinte 

Do Grafo à M...m 

Dado o conjllllto S e a relação ------+ é possível construir uma matriz quadrada 
A com entradas iguais a zero ou um. Sendo no. número. de elementos de S, 
então a matriz A será n X n e, sendo A= (-"4i-),_.então A será ®tinida-como: 

o ~ O~ Au = 1 

o ~ 1 '* A12 = 1 

1 ~ O~ A21 = 1 

1 ~. .1 '* A2,= 1 

Portanto, a matriz A será 

A= (i 1 ) 1 

Já para o exem~2.2 

1 -+> 1 =? An =O 

1 ~ 2 '* A12 = 1 

2 ~ l=?A21=l 

2 ~ 2'*A22=1 

13 



Portanto a matriz A, para este exemplo, será 

Da Matriz ao SuBshift 

Também pode-~ fazer o inverso, ou seja, dado uma matriz O- 1 é possível 
construir o conjUnto de símbolos S e a relação --+. 

Dado uma ~triz A n X n, tome o conjunto S como um conjunto de 
símbolos COIJI n elementos e defina a relação --+ como 

Um problema se apresenta quando a matriz A não é uma matriz O - 1. 
Para contornar isto, utiliza-se a abordagem descrita na próxima seção. 

2.2.2 Matpz Inteir-a e Grafo de Arestas Rotuladas 

Do Grafo ao Subshift 

Daao um grafo orientável G ~ seja 8 o conjrmto das arestas de G e defina 
a relação --+ d.f;l -seguinte fon:na: si ____,.. Sj * <> vértice -no qual .si' -termina 
é o mesmo no ·quat _sJ começa. Como os caminhos percorridos em G são 
registrados peltq_ arestas percorridas denominamos G, de fonna sucinta., por 
grafo de arestas rotuladas. 

Seja r o espftço dos caminhos 1 : 1R --+ G orientáveis e que preservam o 
comprimento de' arco. Definimos p : r --+ f como 

. p('y(t)) = -y(t- l~ 

com -y(n) um vértice de G, pma todo n E Z. 
A seguir definimos uma conjugação topológica h : r --+ .E por 

com s; = 'Y([i, i + I)). 
Como feito para o caso do grafo de vértices rotulados, h o p = <I o h, cqn 

a o shift associado ao conjunto S com a relação --+. 

Por outro ladOy--dado uma matriz Anxn quadrada,. inteira e não_ negativa, 
então é possível ~ ·wn grafo de arestas rotuladas (ou ·definir ·dire­
tamente um sub.<:t_hift ). Defina o conjunto de símbolos S e duas frmções 
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r,l: S -r {1,2, ... ,n}-sendo-S = uSij,-eemSii"umcrmjunto defflmbo­
los com cardinalidade igual a Aii• para 1 $ i, j $ n. Então, para x E S;,i? 

defina 
r(x) ~ j 

l(x) ~i 

A relação -r será definida por 

s ~i# r(s) ~ l(s'). 

Para o primeiro ~-dada. a matriz 

.temos 

.. liSn ~ liSu ~ i!S21 ~ i!S22 ~ l 

Portanto, 

S21 ~ {s,} 

S, ~ {s4 } 

Calculando r e l 

l(s1) ~ l,r(s1) ~ 1 

l(s,) ~ l,r(s,) ~ 2 

l(s3) ~ 2,r(s3) ~ 1 

Portanto, 

r(s1) ~ l(s1) => s1 ~ s1 

l!'i 



r(s1 ) = l(s2 ) =} s1 ~ s2 

r(s3 ) = l(s1) =; s3 ~ s1 

r(s4) = l(s3 ) =} s4 ~ s3 

r(s4 ) = l(s4 ) =} s4 ~ s4 

Já para o segrmdo ax:emplo, dada a matriz 

Então 

Portanto, 

'c-alCulando r e l 

Portanto, 

A=U ~) 
~Sn =O e ns, =tiS, = ns, = 1 

S12 ={s1 } 

5 21 = {s2} 

l(s,) = l,r(s1) = 2 

l(s,) = 2,r(s2) = 1 

l(s3 }= 2,r(s3 ) = 2 

r(s1) = l(s2) =} s1 ~ s2 . 

r(s2) = l(s,) =} s2 ~ s1 

r(s3) = l(s2 ) =; s3 ~ s2 

r(s3) = l(s3 ) =; s3 ~ s3 

UNICAMP 
BIBLIOTECA CENTRAl. 
SEÇAO CIRCULANTF 



2.2.3 Relação ent~Grafus de Vérliees Rotlliaàes e de 

Ar~as Rotuladas 

Uma diferença fundamental entre os dois casos apresentados é que no primeiro 
caso, para esR_ecificar um caminho em G basta dar a seqüência de vértices 
pelos quais ele passa. Já no segundo, para especificar um caminho em G 
deve-se dar a seqüência de arestas pelos quais ele passa. 

Dado um grafo de arestas rotuladas G associa-se a ele uma matriz inteira, 
quadrada e nãa_negatiYa A.. da seguinte forma:_ 

Contam-se os "Vértices deG (por exemplo, n) e--então toma uma matriz A 
n X n definida como: 

~i = o nÚip.ero de arestas que começam no vértice i e tenninam no 
vértice j. 

Dada uma matriz A, o shift de aresta e de vértice podem ser diferentes, 
como visto nos exemplos acima. Mas, se 4 é wna matriz O- 1, então vale o 
seguinte resultado: 

Proposição 2.1 Se A é uma matriz n x n e O- 1, então o subsbift de 
arestas 

aA.,-:Í:A., -+~A,. 

é topologicament.e conjugado ao subshift de vértices 

Prova: 

Seja G o grafo com_ vértices 1,_. ~---,_n,. com arestas orie~tadas de i para 
j se Atj = 1. Seja r o espaço dos caminhos que preservam orientação e 
comprimento de arco em G, e seja 

definida como 

p('l'(t)) = ,(t- 1) 

Como v-isto :q.as seções anteriores, p é topologicamente conjugado a a Aa e 
a a A.,, e portantO u A.. e OA, são topologicamente conjugados. a 

Portanto, dflda uma matriz O- 1, é equivalente trabalhar com o grafo de 
arestas rotula<4:s ou com o grafo de vértices rotulados. 

Exemplo 2.1 Para o exemplo da seção 2.1.1 temos o seguinte grafo de vér­
tices rotulados 
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já o grafo de arestas rotuladas é 

Pàra o exemplo da seção 2.1.2 o grafo de vértices rotulados é o seguinte 

e o grafo de arestas rotuladas é 

2 

o que concorda com o que foi dito anteriormente. 

Um subshift" de- aresta (.EA.;:, u A"} -sempre- é- ioomorlo- a um suhsbift de­
vértice. Tom~ o gráfo ·de arestas rotuladas associado a a A.,. e encontre os 
caminhos de comprimento 2 neste grafo, ou s_eja, as arestas u1 , U:2 tal que o 
vértice onde u 1 termina é o vértice onde u2 começa. Cada um desses caminhos 
será um vértice no grafo de vértices rotulados que será construido. No novo 
grafo existirá uma aresta indo do vértice v1 v 2 para o vértice u 1 u 2 se e somente 
se v1v2U:l = v1u 17ú.!, confonne a figurp.. 

G, 

--

lR 



Temos portapto o subshift desejado, que é o associado ao novo grafo. 

Exemplo 2.2 Para a matriz 

teremos o seguinte~ de arestas- retuÚMifls--

assim: para o g__rafo de vértices rotulados isomorfo ao grafo acima, teremos 
os seguintes vértices: 

Então temos: 

e temos o seguinte qrafo 

1Q 
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" 
e a matriz associe.f1er fJr est-e {fPfl;-je. é 

o o I o o 
o o I o o-
o o o I I 
I I o o o 
I I o o o 

No te que a matriz associada ao. grafo de arestas rotuladas, apesar de não ser 
uma matriz de enf:mdas--iguais. a um, é unm11Udriz 3-x 3,- enquanto. a- me,.triz 
associado ao grafo· de vértices rotulados é uma matriz 5 x 5. É por isso que 
o grafo de arestas rotulados é usado, apesar do incoveniente de sua matriz 
associada normalmente não ser de entradas iguais a um. A dificuldade de se 
trabalhar com uma. matriz. inteira é compensada pela diminuição da ordem. 

Por outro lado, dado um subshift de vértices, existe um subshift de arestas 
que lhe é associado. fr resultado segue diretamente da proposição anterior. 

Para os subsbifts de vértice vale o seguinte. 

Proposição 2.2 Seja o-- o- subsh.ift cor-respendente a A. Então, para todo 
k >O, CY (A') é topologicamente conjugado a (o-( A))' e (o-(A))-1 é topologi­
camente conjugado a a(At): com At a matriz transposta de A. 

Prova: 

SejaSocon~simbel<ls-paraAel,r: s~{l,.- .n} com<>delffiid<> 
anteriormente, ou seja, s -+ :r:;' se e somente se r(s) = l(s'). Definimos 
analogamente 9 conjunto P de símholoo para A' e r', l' : P ~ {I, _ . - ,-n} _ 

Seja PiJ = {p-E-P/P(J>t= i,r'(p-) = j}. Então; pela~,&-& 
de elementos de Pii = (A,~;;)ii· 

Seja St = {(s1, ... ,s,) E S'jl(s,) = i,r(s,) = j e r(s,) = l(st+1), 
1 < t < k}. A carrlinalidade de st = {Ak)v~ 

Sendo S(k) = ust = {(s1 ,---, s,) E S' (l(s,) = r(st+1), para I S t < k ), 
então define-se 

tal que: i!>(P,;) = S~;-

Se (s1,-- _, s,) e (4,- .. AJ estão em S(k}, define-se: 

?n 



se r(s,) = l(s;). Então: 
\P: P ..____.. S(k) é uma co~jpgação topológica entre o shift associado a Ak 

e o sbift aasocia<haS(k). Portanto (<r(A))' é topologicamente conjugado a 
a-( A'). • 

Uma importante conseqüência do teorema anterior é que o número de 
pontos fixos de. crn é igual ao tr An ,_ sendo a um subsbift do tipo finito e A 
sua matriz assqciada. Essefatoé-imediato-para"'n = l,·pois ( ... s_1·.s0s 1 ... ) -é 

um ponto :fixo Se e somente se Si = so, \fi E Z. Mas se o ponto ( ... s0 .sos0 •. . ) 

ocorre então i -)o i, ou seja, ~i =F O. Mais ainda1 como já visto, ~i = ~Sii 1 
ou seja, ~i é ipual.ao número de arestas indo de i. para i .. Como para cada 
aresta indo de'_i- pal'ft í- existe Hm- pe&to--fix& f um pente- ettja :r~ação­
no grafo percorre apenas essa aresta é um ponto fixo) então o número de 
pontos fixos erp-. sii é. igual. a ~- . Como. os. paotos .fixos. ocorrem. apenas 
nos sii então: Fi:E(e) =L A,,. p_. um " E N qualquer <> resultad<r-

' 
direto da proppsição anterior,_ pois pela proposição a (Anf é topologicamente 
conjugado a (cr(A))", ou seja, Fix(ct(A")) = Fix(ct"(A)). Como visto 
acima, Fix (a- (A"))= tr(A") e portanto Fix (a-" (A))= tr (A"). 

2.3 Matriz Irredutível 

Vnnos nos doi§ exemplos da seção anterior que os subsbifts tinham uma 
órbita densa. Esse fato não foi mera coincidencia. Na verdade e;;tamos in­
teressados em 'subhifts' que tenham tal propriedade. Uma forma de garantir 
pelo menos lilllê órbita futura densa é trabalhar com as matrizes irredutíveis. 

Definição 2.2 Uma matriz. inteira não negativa n X n é chamada. de. irre­
dutível se para cada 1 :.S i, j ::S n existe um inteiro k > O tal gue (A~ )ij =f O. 

E para tais matrizes_ 1lale o r.erultado seguinte. 

Proposição 2.3 Se cr : EA --;. EA é o shíft associado a matriz A, então as 
seg.v.intes.- aji'l'111AÇ-Ões. são E4Ui11alentes: 

a) A é irredutível. 
b) O homeomorfismo t:r tem uma órbita futura densa. 

Se as a.firrna.çf>es acima valem então as órbítas periódicas de a são densas 
em I:. " 

As matrizES irredutíveís ainda possuem uma relação com os shifts, como 
' apresentaremos à seguir. 

Seja A irredutível e tome K cmno 0- máximo do conjunto finito 
{k(i,j)/k(i,j) é o menor k tal que (A');; f 0}. ·Então qualquer sím.bo!o 
pode seguir um outro por um caminho de comprimento k, pois dados .s, i, 
existem s1, s2, ..• , sn, l :.S k, tal que s-+ s1 --;. ... --;. s1 --;. s'.. Par outro lado, 
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se qualquer símbolo pode seguir qualquer outro np shift associado a A, então 
a matriz A é irredutíveL 

Se a matriz A não é irredutível, ainda é possível estabelecer resultados 
como o acrma. Por-eJreEBplo, se 

A~ ( B W) o G 

com B uma matriz n x n e C uma matriz m x m irredutíveis. Então 

X= {c E BA/1 < r(e;} < n, l $l(e;) < n, para todo i} 

é tal que <T(A) lx ét~e oonjugad&a o{B}. Da mesma funna, 
existe um conjljllto Y tal que <T(A) Jy é topülogicamente conjugado a <Y(C). 
Generalizando: ~ 

Proposição 2.4 Se a : E -----t E é um subshift então é topologicamente 
conjugado ao shift associado a uma matriz A da forma 

A~ 
o 

com cada Ai irredutível. 

Prova: 

A, 

o 

UNICAMP 
BIBLIOTECA CENTRAl 
SEÇÃO CIRCULANTF 

Tome o grafo de arestas rotuladas associado a G e defina wna relação ::; 
para seus vértices como 

< I ~..:-.a._ • h • '--1 r rT I V _ V *!"- ~ UIU camJTLO orientá VJ::J.lga.n 0 1J .a V • 

Então v e v' são ~uivalentes se v :'S v' e v' < v ou se v = d. 
Agora m.11n_ere consecutivamente os vértices, tal que todo elemento numa 

mesma classe de equivalência tenha -um. mesmo -n.úmem .associado. Ainda 
mais, se v ~v' :mas-ti f; v- efflão..&númere--de-v-é,menor que o número de v'. 
Seja A a matriz dada por 

~i= o ..número- de arestas indo do vértice i para o vértice j. 

Portanto cré t<>p<>lvgieamente-eonjugad<> a "(A}' EA ~ EA. 
Pela ordenação dos vértices temos A na forma desejada. Cada ~ corrES­

ponde aos vértices em uma mesma classe de equivalência. • 

O conceito de difeormorfismo hiperbólico com respeito ao conjnnto das 
alças será muito importante para a;; próximos capítulos, partic~rmente para 



os dois últimos. Porém, antes dessa definição, é necessário introduzir as 
se.guintes_.nota.çôes. Seja f : M _,. M um difeomorfismo em uma n-variedade 
e seja H= Uhi oconjuntolinitoill.s k-alças"''ll M. Então cada h, éumaoopia 
de Dk X nn-k- mergtdhada em M {que será- denotada- por. -h{= Df X n~-k}, 

com Dk o k-disco unitário. Se x E Df x p C hü o k-disco Df x p será 
denotado por lf't{x)- e -se X- E Dj-k X-p -entâG -o {n-k)-disco Dj-k X p será 

denotado por vf;-k(x). Vamos agora definir de difeomorfismo hiperbólico. 

Definição 2.3 O difeomorfismo f é hiperbólico com respeito ao conjunto 
das alças H se: 

1) & x E h;, f(x) E lé; e"tiio-mt(f(W,U("')) :::> Wj(f("'}} e f{Wt(x)) c 
i"t(Wj'(f(:c)). 

2) Se x E h,, f{x) E H e v E Tx{Wf(:c)), w E Tx(W;"{:c)), então: 
fld(.f(v))fl :S À M e lld(f(w))fl > .\-'llwll, para algum.\ E (!J, 1) e com 11-11 
a métrica usual no espaço n; x Dj-k . 

Definição 2.4 A matriz de interseção geométrica G correspondente a f e 
ao conjunto de alças H é definida como 

G;; =número de componentes de h; nf(hi) 

Obsery:aç.ão:N.ote que .n.os 'JWS1WS Llois exemplos .a matriz de- inter­
-seção-·geO'ffl:étrica ·é igual à- maf:riz asseeiada oo- sabsbift de aresta (e ao- t1e 
vértice). Esse lato não é mera coincidência, pois a definição das duas ma­
trizes; a interseyão geométrica e a associada ao subshift de aresta, é a mes­
ma. Portanto, pam subshifts do tipo finito,_ a matriz associada ao g_raJo de 
arestas rotuladq:s (-e no ooso- de- matriz ·O --1, ·também- ao grafo de vértices) 
é a matriz de i71terseção geométrica. 

Definição 2.5-.Um dijeo'llliJT.fismo f:_ M _,. M é fitted em relação ao con­
junto de alças H (k) =Uh.; (k) se: 

(a) Para cadá k o J7feomorfismo é hiperbólico em relação ao conjunto das 
alças H (k). 

{b) Se k, l, x E h,(L), e y =f" (x} E h, (k} paro. algum n entãa 

ou de forma equiualev.f..e 

r" (Wj' (y}) ::l W;' (x} 

(c) Se Mk_ 1 = q,-1 (( -oo,k- e]) então f (Mk) C int (Mk_ 1 UH (k)) paro 
todo k ;-;:: O 1 com <P uma função Morse auto-indexante. 



Definição 2.6 A matriz de i'f/(t6rS8Çã{) -r;dgébri.ca -pam um conjunto de alças 
orientadM H (k) é definida como 

A (k)ii =f (Wj (p)) .W,' (ql, 

o número de interseção entre f (W}' (p)) e M/i8 (q), com p E hj, q E~· 

Para ~ar o capítulo vamos provar q_ue a função W usada nos dois ex­
emplos eram de fato um difeomorfismo. Na verdade, com esta demonstração 
estaremos mostrando que o subshift do tipo finito é mn difeomorfismo. Isso 
segue do seguinte teorema. 

Therema 2.1 Se f : M ....;. M é um difeom<>rfismo que é· hip<rb4lic<J. wm 
respeito ao conjunto de alças H e A= n J"(H), então f IA é topálogica-

- nEZ . 

mente conjugado ao subshift cr(G) : .E0 --+ .Ea1 com G a matriz de interseção 
geométrica corresrzPndente a f e H. 

Prova: 

Tome H com-m al§a.&i 9\:l--seja,- a-matriz G é lmla- matriz m x m. SejaS 
o conjunto de todas as componentes de H n f (H). Defina 

r,l:S ..... {l, ... ,m) 

como feito anterionnen,te,- ou .seja, sendo: 
Sij C S o conjunto das componentes de ht n f ( hj), com 

então se X E Sij 

l(x) =i, r(x) = j. 

Definindo 

s ..... ·s' se r(s) = l(s') 

então a : L --+ E determinado por S e --+ determina o grafo de arestas 
rotuladas de G. 

Defina 

por 

w(x) = s, 
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sE :E tal que s = -( ... s_l.sos1 ... ); com Bn o elemento de S contendo 1-:n(x), 
ou seja, X E rCsnY. 

00 

Tomando .E C TI 8 com a topologia produto, então W é contínua. Como 
-oo 

então para provar o teorema basta provar _que A é compacto e que W é uma 
bijeção, pois as~dm segue que W é um homeomorfismo e portanto é uma 
conjugação topplógica- entre u. e- f. 

Sejas~ ( ... &_1 .&oSI •• • } E- E. Emâe-Su0f(s,} é-wna tiniea alçasebreh, 
na direção i~ l(so) pois se y E h; ex E s1 c h;, então f(Wj(x)) intercepta 
Wt(Y) em Gii pontos, cada um em uma <;las componentes de Sii, e portanto 
apenas um em ,.5o. 

A f é·uma-contF~lH>Ífenfle em cada W%{1t} pe< umfatrn- À, ou seja, na 
direção w.s a co:gq~onente .s0 tem diâmetro menor ou igual a Àd,e portanto 
so n f(s1) tem ,diâmetro menor ou .igual a -12d, com do diâmetro de Dk. 

• n 
Por indução, K;t = n Jl'(sk) está sobre ht na direção de 'W"'tt e tem 

1=0 
diâmetro menor o&igaal-a- À-nd :aa-~00 ws. I)€ f.onna análoga: 

-1 
K;; = n Jk{sk) está sobre hi na-direçãO ws e tem "diâmetro menor ou 

k=-n 
igual a À n d na ,direção W". 

• n 
Então: Kn- = K;: n K;t = n Jk(sk) é compacto com diâmetro menor-

k=-n 

ou igual a 2.\.nd, que tende a zero com n ---t oo tpois fÀf < 1). 
A seqüência de conjuntos: não vazios K; tem como interseção n Kn um 

n2;:0 

único ponto. Portanto 

= k x ~ n f (s,) 
-=~ 

e portanto tem-se a função 

s~x 

a inversa de W. 
Portanto: W ~ uma bijeção em A, W contínua e com A um compacto, ou 

seja, W é a conjí.Ígação topológica entre f e u. • 

Observação: Pelo fato de rf/ ser um homeomorfismo, segue que S é um 
homeomorfismo ros dois exemplos anteriores. 



Capítulo 3 

Invariap.tes ·Matriciais dos 
Shifts 

O problema fqndamental no estudo de shifts é a determinação das classes de 
isomor:fismos. Portanto procuramos por invariantes. A primeira abordagem 
consiste em procurar por invariantes na forma de propriedades dos shifts. 
Tais propriedades devem ser fáceis de checar e dados shifts isomorfos estes 
devem satisfazere_ a propriedade. Por exemplo, a propriedade de ser do tipo 
mixing, equivalente por shift. 

Outro =foque é associar ao shift inv.u:iaotes. na forma de objetos algébri­
cos, numéricos·ou·geométricos -(por-exemplo,· com um grupo.; um·número·ou 
um grafo). Tais invariantes devem ser de- tal forma _que para shifts isomorfos 
esses objetos deJre!ll_ aer iguajs_ 'no_ caso de mimeTos.} au -isomorfos (no_ caso 
de grupos). A €)fttr6pia, ·o· raio espectral, a- função- zeta; a função· zeta de 
homologia, os gffifos são exemplos destes invariantes. 

Além ~um. bom in.variaJ:Jte deve ser fácil de calcular e completo. Um 
invariante P (~ja wna propriedade, -seja um objeto} ·para-l.l!tla. relação de 
equivalência é completo _quando: se A e B satisfazem P (isto é, possuem a 
propriedade P) então A e B são equivalentes. 

Neste capítulo vamos estudar in-.;rariantes matriciais para matrizes de en­
tradas inteira&: Estes invariantes distinguem as classe de isomorfismo de 
shifts do tipo fip.ito e neste sentido são inva:r.iantes completos. Muitos. desses 
invariantes matriciais correspondem a invariantes dinâmicos do shift associa­
do. 

3.1 Shifts do tipo Mixing 

O conceito de ~ubsbift do tipo mixing tem wna importância histórica, pois foi 
um conceito muito usado nos primeiros trabalhos sobre djnâmica simbólica. 
A classe dos subshifts mais relevante é a do tipo mixing. Textos mais recentes 
usam o conceito equivalente de matriz primitiva. A equivalência desses dois 
conceitos e::;tá estabelecida no teorema abaixo. 



Definição 3.1 Seja a-: .EA ----t EA um sbift, com A uma matriz inteira não 
negativa. Então a- é do tipo mixing se dados U e V subconJ.U'f/-toB -aberWs e 
não vazios de EA existe um N E N tal que crm(U) n V -=1= 0, para todo m 2 N. 

Definição 3.2 Seja A uma matriz inteira e não negativa. Então A é chama­
da de matriz primitiva se existe um r E N tal que Ar > O. 

Toda matriz primitiva é obviamente irredutível pois, como visto no capí­
tulo anterior, uma matriz inteira e não negativa A é irredutivel se para cada 
1 :::; i, j :::; n, c9m n a ordem de A, existe um r E N tal que Ai,J > O. Caso 
contrário A é redutível. 

Teorema 3.1 flm subshift de tipo finito a- é mixing se e somente se sua 
matriz associada A é primitiva. 

Prova: 

(o=>) Seja cr mixing. Tome 1 :S i,j :S n. Então' 3N,1 E l\1 tal que 

U;n<>k fUi}# 0, 'ik > N,1 

ou seja, existe a E Uj tal- qne- ff> {a) E Ui. Por-tanto, a=-( ... a_1.aoa1- . . ), 
com: ao = j e ak = i. ·Assim, por argumento análogo ao usado na prova do 
Teorema 2.1, segue que_ (A~)ij >O, para todo k > Nij. 

Seja N =~ {Ni;-}- Pertanto-, se k > N ::::}- k > N•h V 1:::; i,j::; n, ou .,, 
seja, (Ak)ij > 0., \Ji,j e portanto. A é primitiva.. 

(Çc) Seja A primitiva.· Então existe um·N tal que Am >O; Vm > N. 
Sejam U, V C I: A abertos, U, V f 0. Tome a E U e b E V. 

Ué aberto~ 3r, E~ tal que se x E~ e d ("'x) < r 1 então x EU. 
V é aberto=? :3r2 E IR tal que se x E :E A e d (a, x) < r2 então x E V. 

Portanto existem--

U ::0 {x E I:A • x, ~ ak, V fkf <r} 

V 3 {x EI:A ""- =b,,\lfkf <r} 

para um r conveniente. 
Tome m > N- Então existe uma palavra coe1 , _ , Cm no alfabeto com 

Co = b, e Cm = a_r e tal que Ac,,ck+1 = l\ik. Desse modo, a seguinte 
seqüência 

X = ( ... b-'-zh.-:r.berbJ ... h-r-lto- ... t'mS-r-ni':Lr+2 ... ) 

é tal que• x E V, ,.,.~m~l fx}EU. o-,.y e V foram tomados arbitrários, 
então a é mixing. • 
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3.2 Entropia 

Entropia, em ~está longe de ser um in.variant.e completo para a relação 
de conjugação centre trensf<>nnações. Bosta ·ver ·o exemplo {3.2) a -seguir, 
no qual os shifts dados não são conjugados e entretanto possuem a mesma 
entropia. Porém, quando nos restringimos à classe de sh.ifts do tipo mixing, 
a entropia nos femeee infunnaçêe& :relevantes. 

Definição 3.3 Dado um subshift S, su<>~k\S) é defimoo e­

h(S) -limsup ]og(~Wn(S)) 
n n 

com ~Wn(S) a qardin-alidade·do conjunto dtts palavr{J;S de comprimento n que 
ocorrem em se~üências de S. 

Exemplo 3.1 Na caso de rr ser um Eul1 s.bift é simples calcular a entropia 
h (a), pois ffWn (o) = an (tomando, sem perda de generalidade, o alfabeto 
com a símbolos). Portanto 

h( ) li 
log(~Wn(<T)) li log(an) li nlog(a) I 

cr = msup = msup = msup = oga 
n n n n n n 

Exemplo 3.2 Um outro exemplo é o de 'ifR?' shift· mm entropia zero. SejG..--<7 
um shift com o alfabeto {I, 2} e com -+ dcjiftioo per 

· 1 --+ 2 e· 2 ---+- 1. 

Portanto, existem d:t.tt.t!t SefJ_ÜiJ'fteitJ;S- ptt1'ft tal sl:tii't r qtte 800-

( ... !212121.212t21 ... } 

(. .. IZ12:!2".12U12I .. .). 

Para qualquer n, ijWn(u) = 2, pois existem apenas duas palavras de compri­

mento n, \In E Z. p-ortanto, 

h ( ) li 
log(#Wn(<T)) li log(2) O 

u = msup = msup-- = 
n n n n 

Extendendo esse processo pode-se construir um subshift com um número de­
terminado de seqüências. Por exemplo, construir um subshift com k palavras, 
k E N qualquer. T-om-e·o alfabeto: {1,2, ... k} -e defin-a· a rela-ção~ por 

1 --t 2, 2 --t 3, ... , k-- 1 --+ k e k --t 1. 

Portanto s6 seriio·possf.Jeis o.s seqiMneks, ( ... (k -l}k123 ... k.l234 .. .}, 
( ... (k - l)k123 ... ki.234 ... ), ... , ( ... (k- l)k123 ... (k- l).k1234 ... ) . Ou 
seja, ocorrem em fT·4pe'JMJ,6-k -8eqüéncias. Note que também nesse caso: 
h( o)= O. 
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Para um subsbift do tipo finito associado à matriz A a entropia é logari­
tmo do raio espectral de A, pois o número de palavras de comprimento n é 
trAn. 

Que números ~odem ser entropia para wn subshift do tipo mixing? Em 
outras palavras!' .cpre .númerns podem ser: o .r.aio espectral de matrizffl inteiras 
primitivas? Exisle-tmr =rultadt> fL} ljtle"ffiz ljtle" lHfr námero·é rai&espeetra± 
de wna matriz inteira primitiva se e somente se é 1.llll número de Perron. Um 
número de Perron é um inteiro algébrico positivo estritamente maior que o 
módulo de qualquer raiz do polinômio minimal. 

3.3 Matrizes Shift Equivalentes 

:Matrizes bem diferentes podem gerar subshifts do tipo finito COJ.ljugados. A 
relação de equivalência na classe das. matrizes que correspon.dem..àconj.ugação 
topológica dos r.mbshifts ·deve-se a Williams {Wj e é cluunadH -de f <><temente 
shift equivalência . Williams definiu outra relação de equivõlência, a chama­
da sb.ift equi~ência [W]. É interessante notar que apesar de parecer mais 
complicada, shift equivalência é de certa forma mais simples que fortemente 
shift equivalêntia. Na verdade esse conceito foi introduzido por Williams na 
esperança de reduzir o estudo de fortemente shift equivalência a uma relação 
para qual fClS.S«:) possível fazer as contas. Um resultado relativamente sim­
pie; é que fortl'fll€Ilte shift equivalência. implica em shift equiw>lência. Em 
Z shift equivalêocia. impliea em forlernente sbift equiw.Jéncia. Williams [W] 
fe:z: wna conjeqtura ·de q_ue sbift €C}_uivalência implicaria em fortemente sbift 
equivalência em H-. Porém. Kim e Roush [KRl].., baseados. em um exemplo 
que está em [KRW:f, mostraram que, pelo. ~no caso de matriz redutível, 
a conjectma está errada. 

Definição 3.4 Duas matrizes A e B com entradas em Z são fortemente shift 
equivalentes elementar sobre Z se há matrizes U, V com entradas em Z tal 
que A= UV e B = VU. 

Definição 3.5 A e B são fortemente shift e([Uivalentes sobre Z.. quando exis­
tem matrizes com entradas em Z (não necessariamente quadradas)~ e Si, 
com 1 .:::;: i ::=; n tal que 

Para definir fortemente shift. equivalência elementar e fortemente .shift 
equivalência em Z+ (ou em qualquer subanel S) basta substituir íZ por Z+ 
(ou por S) nas definições acima. 
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'lborema 3.2 [Wj Dois subshifts do tipo finito a A e CJ 8 são topologicamente 
conjugados se e ~nte S€ A e B são- foriem€ni€ sh.ift equivale~. 

Uma demonstração desse resultado encontra-se em fF2J. 

Com o intuito de obter uma relação de equivalência entre matrizes mais 
fácil de computar,_ Will.iams introduziu a noção de shift equivalência. 

Definição 3.6 Dua:s. matrizes A e B são sbift equivalentes em Z se e so­
mente se existem matrizes U, V em Z e um inteiro positivo l (chamado de 
'lag') tais que as seguirdes equações são válidas 

A1 =UV 

B1 =VU 

AU=UB 

BV=VA 

Para definir shift eqttivaMneia em Z., (ou em lHfr subanel. .~ S} 
basta substituir Z por Z+ (ou por S) ua definição acirua. 

Um exemplo de duas matrizes shift equivalentes sobre Z+ de lag 1 é o 
seguinte: 

Exemplo 3.3 Sejam: 

A= c n 
B=c~ n 

Tomando U = ( ~ ~ ), V = ( ~ ~) então: 

AU=c nn ~J=(~ n 
UB = u ~) ( ~ n = (; D =? AU = UB 

VA=(~ ~)(~ ~)=(~ ~) 

BV = ( ~ ~ ) ( ~ ·~ ) = ( ·~ ·~ ) =? V A = BV 

VU=(~ ~)(~ i)-(~·~)-cB 

UV=u ;)u n=c n=A 
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Duas matrizes .fortemente shift. equivalentes A. e B são shift_ equivalentes 
(qualquer que seja o subanel dado). De fato, sejam A e E fortemente shift 
equivalentes em S. Então existem R;. e Si, com 1 :Si :S n, tais que 

Tome 

u = s,sn-1 ... Sr. 

Daremos uma idé_ia das potências de A. 

{n-l)x (n-2)x 

Já para B 

(n-1)x 

Além disso 

e portanto AT :- T B. Por outro lado 

ou seja, U A= BU e portanto A e B são shift equivalentes. 

Proposição 3.1 Seja U, V um par que define uma shift equivalência de lag 
l entre A e B. Então An e Bn, com n > l, são fortemente shift equivalentes. 
Ainda mais, o pqr AnU, V define uma shift equivalência de lag l + n entre 
A eB. 
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Prova: Tomando n > Z-(ou -seja, n =·l +·no; para algum no E N), 
segue que 

da mesma forma 

portanto 

e 
An =Ai Ano= UV Ano 

assim, para ter o remltado, basta provar que V Ano = Bnov, Vn0 E N. De 
fato, se V Ano = Bnov, então Bn°VU =V Anou, e portanto: 

An=UVAno 

H"= VA"'U 

ou seja, An e Bn são fortemente shift equivalentes para todo n > l. Agora 
provaremos que V Af'!-0 = Bnov. 

Para no= 1 
VA=BV 

Suponha que vale para no-, ou- seja 

VAn' = E"" V 

para no+ 1 
V 1-'ll.{)+l = V AnG-A= BnoVA = Bno BV = Bno+Iv 

portanto, pela hipótese de indução, segue o resultadq. 

A segunda afunação segue 

AI+"= A1A" = UV AI'= UB"V = A"UV 

B'+" = B1B" = VUB" = VA"U 

AA"U=A"AU= A"UB 

BV=VA 

Para o resultadu_ser válido~ basta mostrar q_ue A nU= U Bn} para nE N. 
Paran=l 

VA BV 

Suponha que vale para n, ou seja 

VA"-' H" V 

jáparan+l 

VAn+l == VAnA -BnVA = BuBV =-Bn+lv 

portanto, por in,dução, temos o resultado. • 

3? 

r-... ···-··· . 
tHH C A 11"' 

l J~o."'t.I..H;<T:t:C• <:''{"''.,_ 
----..... .. 



Definição a. 7 Dois subshifts são eventualmente isomorfos se aA 
isomorfos a menos de um número finito de valores de n. 

Sejam A e B matrizes associada a O" A e u8 . Dos resultados acima segue: 
para n > l, A71 e Bn são fortemente sbift equivalentes e portanto para n > l, 
o-A e aB são isompríoo. Portanto; -ae ·A~ B são shift -eq_uivalentes; então cr A 

e O" 8 são eventualmente isomorfos. 

Se A e B são matrizes sbift equivalentes sobre Z então A e B são forte-­
mente shift equivalentes sobre Z. 

Já para o caso de matrizes sobre z+, não se conhece qualquer relação 
entre matrizes serem shift equivalentes e fortemente shift equivalentes. Para 
esse caso, enco:ptrar fortemente shift equivalência é muito complicado. Já 
sbift equivalência é mais simples. O resultado abaixo facilita esta busca. 

Teorema 3.3 Duas matrizes primitivas, inteiras e não negativas A e B são 
sbift equivalentes sobre z7 se são shift equivalentes sobre Z. 

Uma prova para o teqrema acima encontra-se em [PaW]. 



Capítulo 4 

Função Zeta 

Neste capítulo vamos. estudar a_ fimção zeta. Esta função foi p:cimeira:mente 
definida por Artin e Mazur [AMj. Além da função zeta propriamente ·dita, 
estudaremos~ propriedades das funções zeta de homologia e zeta reduzida de 
homologia. A relação entre as funções zeta, zeta de homologia e função zeta 
de homologia reduzida será de_ grande importância para o desenvolvimento 
do próximo caRftulo, no qual estudaremos a possibilidade de realização ou 
não de wn subshift como conjunto básico df um difeomorfismo de Smale 
muna dada superfície. 

4.1 Funçãu Zeta pata ~ Subshift do tipo 
Finito 

A função zeta é definida ( comp definida por Artin e Mazur [AM]) da seguinte 
forma. 

Definição 4.1 Dada uma junção f : M _. M, então a função zeta de f é 

definida como a série de pot@.ncia em t 

sendo Nm a cardinalidade do conjunto dos pontos fixos de fm; ( está definida 
se Nm < oo para todo m. 

Proposição 4.1 Se A é uma matriz. real n X n} então 

= exp(f,! (trAm)tm) ~ det(/- At) 
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Prova: 
= E A:;"' é a ~·de potência de -log( I-At ), e converge para t pr.óximo 

m=l 
de zero. Como Pfl"a uma matriz- B~ exp(trB)-= .det(exp.B), então: 

exp(l::;,(trA"'}F) = exp{trL:;,Am!m) = exp{tr(-log(J- AI))= 
=det(exp(-log(J- At))) = det(exp(log(I- Alt1

)) = det((I- AtJ-1
) = 

detd At)". 

As raízes de<lcl(J- AI} sã& r~ ooa autovalores ·nii<> nn!es de A e 
terão a mesma multiplicidade dos autovalores correspondentes. O polinômio 
det(l- At) coptém- a mesma_informaç.ão. do polinômio caracter.ístico de A 
(XA) exceto a mnlti~ às& -evaleres nn!es <jlle; se ecistirem, se!'á 
perdida. Isso se segue pois: det (I- At) = t• det (I c' -A) = t•xA (r'). 

Para o caso especial de wn subshift a associado a uma matriz inteira, a 
proposição implica o seguinte corolário, que facilitará o cálculo de ( 17 neste 
caso especial. 

Corolário 4.1 Se a(A) : EA ---+ EA é o shift do tipo finito associado à matriz 
inteira e não negativa A, então a função zeta ·de a( A) é -dada por 

1 
(,(t) = det\I- At). 

Prova: 

Como : Nm = tr(A'"} entii<> 

o que conclui a._prova. • 

Exemplo 4.1 Torna-se fácil calcular a função zeta para os exemplos vistos 
até aqui. Primeiro calcularemos para o exemplo 2.1. Como tanto par~ fonte 
quanto. pa:ra. o poço existe apenas um ponto ji:I:o para qualquer iterada do 
difeomorfismo f restrito a estes conjuntos (e portanto Nm = 1, Vm E N). 
Assim fine =/Ir>,, que •ale: 

'1'91 =1 1 
((!lo,) = exp(L m Nmtm) = exp(L m tm) = 1 - t 

m=l m=l 

Paro a Ferradura de Smale, como a matriz d;e i:rrterseção geométri~ é: 

A= o ~) 
então (sendo o- o shift associado à matriz A) 

1-At= ( ~ 0)-(t t)=(l-t 
1 t t -t 

-t ) 
1-t 



e portanto: det(I- At) = 1- 2t, ou seja 

Exemplo 4.2 }á__paro._o exemplo 2..2.,_ como a fonte é um ponto fixo repulsor,_ 
então suafunç{io zeta é·a·mesma de fino ·do exemplo 2.1. O conjunto-atrator 
é um conjunto 'periódico de período 3: Portanto existem 3 pontos fixos para 
fm\n0 , ou seja, Nm = 3,-Vm E N. Portanto; 

Já paro }-Ferradura, a matriz de interseção alg~a -é 

A= ( 1 1) 
1 .o 

portanto {sendo cr o shift as/1(JCiado à matriz A) 

1-At= - = ( 
1 o ) ( t t) ( 1- t 

-~ 1. t o -t 

e portanto 
oot(I- At) = 1-t- t' 

e segue 

Exemplo 4.3 f!J=nplo -na tora devido a Frr.mks -{F2j 
Os exemplos vistos até a,qui estão no plano (ou no plano estendido). Va­

mos agora estudar um exemplo no toro. 
Tome um difeomorfismo f no toro T, conforme qfigura abaixo. Na figura 

está representada a imagem de f : T ___,. T restrita a T - D; com D um 
disco. O difeomorfismo f tem como conjuntos básicos um ponto fixo atrator 
p, um ponto fi:!;o repulsor oo que está no disco retirado e um conjunto A 
determinado pelo conjunto H = h 1 U.h2 . de- alças .hiperbólicas_ Note- que: 
f{h1) ch2 e f {h,) c h, Uh,. Pori.fmt<> a matriz de interse~ão geemétriea 

para este exemplo· é a matriz A = ( ~ -~). Como no3 dois exemplos já 

apresentados, existe um subsbift do tipo finito cr associado à matriz A. Para 
o cálculo da função zeta, no caso .específico. dos suhshifts do tipo finito,. 0- que 
interessa é a matriz de interseção geométrica. Portanto(.,- (t) é o mesmo que 
o calculado no exemplo anterior. Portanto, 
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4. 2 Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz 

Entre as mais importantes aplicações da função zet.a como invariante matri­
cial associado q.o sbift está sua relação com invariantes homológicos. Esta 
relação está EStabelecida no Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz. 

Definição 4.2 Se l/ C :IR"' É aberto e f : V --+ rrtn tem o conjunto dos 
pontos fixos F compacto. então o indice de-ponto .fi:m Ir (f) -é dçfinido como 

(id- .f).(ur) E Hn(IR" ,IR" - {D}) ~ Z. 

A função (id- f) ' (1!,11- F) ~ (JR",IR"- {O}) t dada por: 
(id- f)(x) = x- f(x) e. ur E Hn(V, V- F) é a imagem de I pEla composta 

com Dn o n-disco contendo F. 
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Proposição 4.2 Seja p o único ponto fixo da função f : V ---+ JR.n, f de 
classe C00

, com V C Rn aberto e det(J ~ DJ,) # (). EntãiJ. 

Ip(f} ~ sgn(det (I- DJ,)f 

Sep é hiperbólico, entiifrfp(f) ~ (-1}"~, eomu = àimE; ofudiee dqre 
Ll = 1 se Dfp: E;---+ E; preserva a dir:eçiio e Ll = -1 caso contrário. 

Provar 
Como det(J- FI.} ;I !J., efilã<rpel<>'F=remaàa Ftmçâ<>Implíeitacitf-f & 

um difeomorfismo_ local que preserva ou inverte a orientação dependendo do 
sinal de: det(I- Djp) (presenta se o sinal é positivo e inverte se é negativo). 
Como 

(id- j}.: Hn(V,V -{p}} -Hn(Rn,R" -{0}) 

é ±id; Z ~ Z, com o sinal dependendo d<f'"=l.de det(J - D fp), =tão 

lp(i) = sgn(det(I- D fp). 

Para mostrar que Ip(f) = ( -I)uLI., se p hiperbólieo, será provado que 

. (-!)".LI.= sgn(det(I- Df.)). 

Sejam: {!-';} e { .\;} os autovalores de D fP com 

Então 
det(J -Dfp) = ll(l -1-'.J.Il(l- À;). 

Como para um autovalor complexo Tf seu conjugado também é um autovalor, 
então no produto-aeima-

e portanto autovalores complexos não influenciam a mudança de orientação. 
Portanto basta ~tuda.r os autovalores reais. 

Asswna, sem perda de generalidade, que D fp tem apenas autovalores 
reais. Então: 

sgn(det(I - D f..}) = sgn(II(l- 1-'il-) = ( -l)u-> 

com r o número de J.Li que são negativos, pois apenas para flt positivo 
I - I-'; < O. Mas 

Portanto, 
sgn(det(.t-Djp'fr= (-l}"(-1)' =(-!)"LI. 

o que conclui a prova. • 



Exemplo 4.4 ,Pela-proposição anterior toma-se fá'Cil calcular IP {f) no caso 
da Ferradura de 8mate em A. Tomarulo um àos d:ois pontos fixos ~o conjunto 
básico de dimens.ãa 4- ou seja,. em A, temos que u = L Como D f'fr preseroa 
a orientação, segue ·que tl =·L ·Portanto:· lp{f) -= -1,-pam- -qual-qtt-er d&S 
dois pontos fixos -de f em A. 

Também é simples calcular IP (f) paro o exemplo 2.2 em A. Para esse 
exemplo, comojá. visto,. existe. um único. ponto fixo. para f em A. Paro esse 
ponto fixo, D JP preserva a orientação e portanto 6. = 1. Como A é um 
conjunto básico de dimensão 1, segue que u = L Portanto Ip (f) = -1. 

A seguir enunciamos algmnas IM-<tpriedaàes do índice cujas demonstrações 
encontram-se errW.f2J. 

Teorema 4.1 Seja f : .!Rn _,. lR_n uma função contínua com o conjunto de 
pontos fixos F çompacto. 

(a) Se Fo C F é cem;paetv- e V 7 V' sãe-- CB'ftjti!IJ,tos abertos em JRn com 
Fo ~ VnF ~V'nF. Então 

e será denotado por _Jp
0

• 

(b) Se F~ F1 U F,- eom F1 , F, compactos e disjuntos entOO 

(c) Se f,: IR"~ JR•, tE [fr, I) é uma homotopia e: K ~ {x: At:Ji) ~ x 
para algum t} é compacto. Então 

com F0 e F1 os conjuntos dos pontos fixos de J0 e de f 1 respectivamente. 

Antes de_ provar o Teorema de Lefschetz é necessário fazer algumas con­
siderações algébricas. Seja C um grupo abeliano finitamente gerado ou um 
espaço vetorial d~ dimensão finita e e : C _,. C um endomorfismo. As funções 
que serão usadas são funções a:- tais que se 

o _,. c1 _,. c2 _,. c3 _,. o 
J e1 l e, l e, 

o _,. c1 _,. c2 _,. c3 _,. o 
é um diagrama comutativo com as linhas horizontais uma seqüência exata 

curta, então 
a(e2 ) ~a( e,) +a(e,j. 

Tais funções são chamadas de funções de Euler-Poincaré. 
Um exemplo de ~<.!€ Elli€r-P~ é ~ 

a( e)~ tr(e) E Z. 



Proposição 4.3 Seja a "Uma função que associa -a cada· par '(0, e) um ele­
mento de um grupo abeliano G7 sendo e um endomorfismo de C. Se a é 
aditiva em uma seqüência exata curta, então para qualquer cadeia complexa 
finitamente gerada c-= {Ci} e função- de cadeia T= {Ti : ci ----l' C~} t-emo-s 
que 

Agora já €( possível provar o Teorema de Lefschetz. Esse teorema será 
fundamental para o cálculo da função zeta de homologia, pois apresenta uma 
forma relativarg.ente simples para calcular o índice de ponto fixo. Estamos 
interessados apenas no caso de wn difeomorfismo, mas existem versões mais 
gerais para este teorema. 

Teorema 4.2 (Tet!1'e1f!fr tie Lefseketz): Seja f: M ~ M wm dijefYffffi'f'jis­
de uma variedade compacta com o conjunto dos pontos fi:J;os F. Então 

com 

}.; : H;(M,JR)-+ H;(M,ljl!) induzida por f. 

Prova: 

O>ms--a-iHclice é um- invariante hometópiee, então-pode-se- tomar f iitted. 
= 

Se Ak ~ n f"(H{k)), então f\A, é topologicamente conjugado ao shlft 
n=-oo 

com matriz geométrica G ( k) pelo teorema 2.1. A car<linalid&le dos pontos 
fixa;; em Ak é dada pelo traço de G(k). Pela proposição 4.2 temos 

IF(k) (!) ~ L Ip/ ~ L HY'Ll.~ 
pEP(Jc} . pEP.(k} 

com: F(k) ~F n Ak e Ll.P =±!,.dependendo da a<;ão de DJP na orienta<;ão 
de E;, negativo se inverte a orientação e positivo caso contrário. Por outro 
lado, p E hi(k), então por definição Âp é o número de interseção 

. J(W;"(p)).W,'(p) ~A;; (k) 

e segue que 

L Ll., ~ tr(Afk/), 
pEF(k) 

com A(k) a matriz de interceção algébrica deH(k). Daí temos que 

L Ipf ~ (-p'tr(A(k)) 
pEF(k) 

JO 



As matrizes { Ak) são matrizes para funções de cadeia representando f 
em lllll complexo de cadeia cuja homologia é H*(M). Então, pela proposição 
anterior 

n n n 

lp(f) =L, IF(k) (f) =L, ( -!)'tr(A(k)) =L ( -!)'tr(f,,) 
k=O 

o que conclui a prova do teorema. • 

Corolário 4.~ Sejtt f : (X, A) ~ (X, A} difeomorfismo de um par, eom 
X c IRn, com o cd'lijuittó'dos pontos fixas· F. Se'F1 = Fn(X -A)

7 
F2 =· FnA 

e F2 C intA. Então 
h, (f)= 'L,(-l)'trj,, 

comj,,: H,(X,A;~) ~H,(X,A;~) induzide>p<Jr f. 

Prova: 

Considere a seqüência exata longa fio par (X, A), com os endomorfismos 
induzidos por f 

... -->-H,(A)~H,(X) ~ H,(X,A) ~ H,_,(A) ~ ... 

como um complexo fie cadeia de homologia triv:iàl. · Pela proposição 4.3 

L_( -l)'trf,,(A)- L_(-l)'trf,,(X)+ L{ -l)'trf,,(X, A) ~o 

- então pelo Toon:ma de- Lefschetz 

Então, como F2 = F n A ~os que 

;=(-l)'trf,,(X;A) = lp{f)-IF,{f) = lF,(f) 

e segue o resultado. • 

4.3 Fun~<_ão Zeta de Homologia 

Definição 4.3 Sej<t·f : lRl" -> lRl" tal lfl'€ partt cada m > O P(m} é o 
conjunto de pontos fixoS 'de fm. Então a função ieta de homologia Z(f) de 
f-é-dejinida co~o 

(
= t=) Zt(t) = exp. k; L (r) m , 

n . 
L(fm) = IF(m)(tm), coriOF(mÍ (fm) =I; (-!)'trfJ:\ é chamado de número 

i~ 

de Lefschetz de fm. 
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Exemplo 4.5 peja f o difeomorfismo do exemplo 2.1. . Como visto, seus 
etmjuntos· }tásicos -8:00- um_ poço- (um pente- fixo- atrat& ), que será- denotado­
por Oo, uma fonte (oo), que será denotado por f22 , e o conjunto cuja matriz 
de interseção geométrica é 

que será denotado por nl. 
Para 0 0 e f22r como são apena.s pontos fixos,. então a matriz de interseção 

geométrica é a ,matriz !·x 1 (!}e sua alça H(OH; a O-alça. Já· para fi,, o 
conjunto de l-alças é H= h1 U h2 (com h1 e~ definidos no exemplo 2.1) e 
a matriz de inter&Leção geométrica é :A. Portanto, 

h(m)(r) = ( -~) 0 1 + ( ~!) 1 .tr (Am) + ( ~1) 2 .! = 2 + ( ~1)tr(Am), \lm. 

Portanto: 

Zt(t) =exp (f, ((Z+H)tr(Am)) :::J) = 

= 
=exp I:(';;;' +((-1}tr(Am))';::) 

m=l 

e portanto 

e 

como 

e 

então 

Zf(t)=exp ( (~ 7!:') + (~ ((-1)tr(Am<~)) 

Zt(t) = ( exp (t, 2
:)) ( exp (t, (( -l)tr(Am)):::)) 

•li!> 2L- =exp(-2log(l-t))= 2 ( 
= tm) 1 

. m~l m (1- tJ 

( 
= tm) exp ~ ((-l)tr(Am)) m = det(J- At) = 1- 2t 

( 1)' 1-2! 
Z;(t) = 1 _ t (1- 2t) = (1 _ t)' 

que é a função zeta d€ hom.ol,~ para-0- difeMlUJ!IjJ,sm.o do- exemplo 2.1. 

Exemplo 4.6 Já para o exemplo 2.2 os conjuntos básicos são .00 uma órbita 
periódica atratora de período 3, Q 2 um ponto fixo repulsor oo e o conjunto 
nl cuja matriz de interseção geométrica é 



Da mesma forma que no exemplo dp,. seção. 2.L1, ü 2 tem a matriz de inter­
seção geométrica (1). Já a matriz de iftie!Fseçiie- goométrieer J18!F6r Qg:- ~rá 

( 

1 o o) 
Â~ o 1 o 

o o 1 

Já o conjunto de l-alças para fh é: H = h1 U h2 e a matriz de interseção 
geométrica é A. Pm tanto 

e , calculando a função de homologia zeta como foi feito no exemplo anterior 
' temos, 

com 

e 

e portanto 

exp(t,~) ~ (l~t)' 

(

oo F) (= F) 1 exp E (trÂ"')- =exp E 3-· ~ 3 .. m m (1- t) 
m=l m=l 

1-t-fl­z (t) - ---:----:-;,-­
! - . (1- t)4 

A função :r,eta de homologia (Z1(t)) tem eomo coeficiente o índice de 
ponto fixo IFm(Jm), enquanto a função zeta tem como coeficientes o número 
de pontos fixos de fm. O Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz apre:;enta 
uma fórmula relativamente fácil_ para calcular o índice de pontos fixos. Não 
existe uma fórmula parecida para o. cálculo do número de pontos fixoo de f"'_ 
Mais adiante "!'remos que existe uma relação entre ( 1(t) e Zr(t). ·Então, 
pela facilidade .no cálculo, Zt(t) é mais utilizada. 

Proposição 4.4 Seja f : E --+ E , com E c Jle, um difeomorfismo. Então 
a função zeta de h:omologi;a; de f é u;mu; função mcional dada por-

Zr(t) ~ (g det (I- j,,t)Hl"') 

co= f.;: H,(E;R} ~H.(E;~ induzida por f e n satisfazendo: H,(E) ~O, 
\fk > n. 
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Prova: = Jl- n 00- k 

Z1(t) ~ exp( 2:; (2:; (~l)'trJr;)';;;) =fi (exp(( 2:; !trJr;t"')r' ~ 
m=l k:O. k=D m=l 

n 
f1 det(I ~ j,,t)H)w •• 

k=O 

Se 7 : (X, A[~ (X, Ar é uma função de nm par, com X c lR" tal 'l'= 
Fix(J) = {x E X: ](x) = x) e (Fix(])nA) CintA, IIm, entãopode.se 
definir a função ;reta de hnmologia de f paxao par por 

oo tm 
Zy(t) = exp L L(J) m 

·m=l 

com: L(J) = IF(m)(Jix-A), F(m) ~ Fix(r) n (X ~A). 

Para esse ~ existe wn resultado análogo. 

Proposição 4.5 Seja-f : (X, A} ~ (X, A) uma- fuw;M, com X C lR", e 

Fi.x(J) n A c intA, IIm, 

então a função zeta de homologia de f é dada por 

n 

Zy(t) =IT (det(I ~ j,,t)(-l)'+') 
lc=l3 

com: f,, : H,(X,A;R) ~H,(X,A; R) indu:;ida porf e n satisfazendo 

H,(X,A) =O, se k > n. 

Definição 4.4 Se para f :. M .....--+ -M há um conjunto .hiperbólico recorrente 
por cadeia, com conjuntos básicos {!1i} 1 denota-se por Çi a função zeta de 
!In, e por zi a função zeta de homologia de f restrita. a ni, ou seja 

com: IV:,. = 2:: Ip(r) a soma sobre todo p tal quepE Fix(Jm) n n,_ 

4.4 Relaç6es-- entre- ~ Zeta e Zeta de 

Homologia 

Proposição 4..6__ Se paro J :_ M. -----7 M há. um canjU'l1.to hiperbólif;o recorrente 
por cadeia com conjuntos básicos {Di}!=O então vale. 
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l 

(a) Çf(t) =TI Çf,(t~ 
~=O 

l 

(b} Zt(t) =TI Z,,(t) 
n 

(c) Z1.(t) = fl det(J- j,,t"j<-J)'+', com:};. : H,(M,, M,_ 1 ;JII,) ~H. (M,, M,_ 1 ;JI1,) 

'""' induzida por f e { Mi} urna filtração associada a f. 

Prova: 

(c) segue da propoSiÇão anterior. 
Como Fix(f*') =U Fix(fminJ, então (a) segue das definições de ( 1(t) e , 

ÇJJt). 
Como !V;,. . =.L: Ip{r), com F{ i) = Fix{r) n u,, entã= 

pEF{i) 

l -
L: N;,. = L(f"') e portanto (b) segue da definiÇão. • 
i= O 

Exemplo 4. 7 Seja f o difeomorfismo descrito na seção 2.1.1. Tomando !10 , 

fh e 02 como no exemplo 4.5. Para Do e fh existe apenas um ponto fixo 
para j=, para qualquerm, então Nm = 1,-'ílm, e. portanto 

mas 

e asS'lm 

Como já visto 

(f ~~m) = -log(1- t) 
=1 

1 
Ç,(l) ~( 1 ,(1) =-{-log(1-l)) = -. ,. 1- t 

1 
(h(t) = 1-21 

Portanto, pela proposição .anterior 

Já para o exemplo da J-jerrad:u:ra do F'Tanks,_ tomando Do, .U1 e Q 2 .como 
no exemplo 4.6. A'Qui o ·cálculo de- (h {t) é identico aa caso· anterior, e 
portanto 

4!\ 



Já flf"l<l tem um .Ponto periódico com período 3, o mesmo ocorrendo com 
qualquer de suas potêrtcias. Portanto, 

Çfo (t) = exp L - = 3 ( 
= Jt") I 

n . (1 ~ t) 
n=l 

(h (t) já foi calculado e vale 

Portanto 

Ct(t) =c 1 t)'-C_:_t2) = l-5t+9t 2 -6~ 3 -t 4 +3t 5 -t 6 " 
O próximo r,esultado é uma relação errtre as funções Z 1J t) e (h ( t) sobre 

um conjunto básico ~ de f. Esta proposição de~.enderá da preservação ou 
não por Df de Eu em Oi. 

Proposição 4. 7 Se Qf é u-m er.m-jhnte- básice- de f : M --+ M e 
D f : EJU --t Eu pr-eserv_.!:J: (uu inverte) a· orientação d-e Eu -em Di, então 

Ç1,(t) = Z1.{t)<-1l' (ou Z1J-t)<- 1l', se inV<Orte a orientação) 

com k o índice d'2._ ni. 

Prova: 
Suponha que Df ]J<eS<liV&<> eflentaçii<>, 
Seja N;,. =cardinalidade de Fix(r) n n, e N;,.(r) - l'J.(r), com 

p E Fix(r) n n,, EntooN,;. = (-1/' N,;., pois, 

pois Df preserva a orientação, portanto .6.. · = l. A soma é to:rnat:Ja... sobre 
p E Fix(r) n 11,, com lp(r) .= (-I )k _ Entl'o 

ç1;(t) = z,.(tJ<-1J' _ 

Suponha que D f ,ânvel'te a ·orieatação. 
lp(r) = ( -1)' t:.,. e-6;, = f-lr, oom 

Nm ={-1)'{-1)'" Nm-

Então 

o que completa p. demonstração. • 



Exemplo 4.8 Vejamos estas relações nos exemplo das seções 2.1.1 e 2.1.2. 
Para o exemplo 00-dijeomHFfis.me- asseeiade- ã ferradura de-S'mf},le tem96---

e 
1 

Çt. (t) ~ l- 2t 

Vamos agora caletllar Zt. ~t}, eem o- ~ i- ::; 2~ Ce-mft- 'tJ'iste-, a me.tr-iz çle 
interseção algébrica é a matriz (1). Portanto 

Portanto, 

!F{m) (r) ~ l, 'tm E N. 

00 f"' l 
Zt,(t) = exp"- = -. 

~ m l-t 
n=I 

Já a matriz de inte:rs.eçíio geométrica para (21 é~- daí 

portanto 

00 

( tm) Zh (t) = exp(~ ( -l)tr(Am) m ~ det(I- At) = I- 2t. 

e portanto .ilustramos com este exemplo a proposição 4-- 7. 

Exemplo 4.9 Para. o exemplo da seção 2..L2. não há necessidade de, fazer as 
contas para as fur-r;ões ( f2 -(t)· € ZA (t), pois serão ·idênticas ao caso -anterior. 
Do exemplo 4.3 t"emo-s 

1 
(J,(t) ~(r- tf 

Calculando Z10 (t}, temln>o.nde- fJH€ a me.tri-z de itnte'Fseçãe a~gébric(t-ptt'Ti;a, esse 
caso é 

· e port-ante-

I 

(I - t)3 

Temos do exempte. .,f-.2 que. 

l 
çh (t) ~ 1- t- t 2 
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Como .a matriz de interseção algébrica também é A, temos 

e portanto 

Em geral Eu não é orientável. Se Qi não for conexo, então D f pode 
preservar a orientação em parte de ni e inverter no restante. Isso nonnal­
mente ocorre CQip difeomorfismos fltted. Apresentaremos um exemplo desta 
situação a segtpi. 

Com isso, já é p<J<3Síve! prevaF a rae~<i<>Ç 1 ( t) quan<l& f o M ~ M 
possui um conjl!llto hiperbólico recorrente por cadeia. 

Para a conveniência do leitor, reproduzimos de [F2J as demonstrações do 
teorema 4.3 e do teorema 4.4. 

Teorema 4.3 Se j :. M -t M possui um conjunto recorrente por cadeia R, 
com R= uni :ccrm Or os conjur1üts bási(X)S.- Então-para cada í, ( 1Jt) é uma 
função racional. -~ais aínãa, é- o quociert.te de polinómios inteiros cujo termo 
constante é um. 

Prova: 
A prova ser;L!eita CODStruindo UIIIi!. função eu:LII~n cuja função zeta de ho­

mologia seja i@al a (f;. (t). Como as funções zeta ·de ·h:omologiRsão racionais, 
então (li ( t) tàmbêm será. Na verdade, será construída uma função 
go (X, A)~ (X,A),com (X, A) emlR". 

O espaço insitâ-vel de Qi pode ser estendido a lllD espaço instável sobre wna 
vizinhança U0 de fr; (tal espaço também será denotado por E"). Esco!OO.qdo 
uma filtração associada à f tal que 

Então, para N suficientemente grande, seU= f~(Mi- Mi-l), então 

.UUf(U) CUo. 

Seja: X 0 ~ (E"Ia)UT(f"N(M;"i))eE"In,quepodeserestendido<lasegu.inte 
manerra: 

Seja a : M --t ~0,.1] uma função suave que é O em mna vizinhança de 
rN(M;-1) e 1 ~m uma vizinhança de (M- f-N-"(M;_1)). Belimndo a 
função -

g: Xo """""""i-Xo 
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por 

( ) { 
Df(vx), sex E j-N(M,_1), Vx ET~M 

g Vx = 
a(x)p[(;)(Df(vx)) + (1- a(x))D f( v;,), se x EU, Vx E E~ 

com: p~ : T"xM ----+ E:l a projeção mtogonal em alguma métrica -Iliemanniana 
Se U for tomado· peqtieftO- & s-ufieiente-~ então- o-~ instável: gu f-u é ama­
função invariante sobre D f tal que v, I O implica g(vx) I Q_ 

Seja X o espaço que} .compactilica Xo- adicionando o ponto .oo em todas 
as fibras T:r;M, com x E. j-N.{Mi-l} e E');, x E U. Definido A C X como-

A~ {(T(n"'(M,_,))u {v E E;/x EU e jvj ~ 1} u {oo}} 

!'ara eicterider g em X basta definir 

g(oo)= oo 

Comog expandeocomprimentodosvetor:esvx E Eu ,_X EU ,_então g(A} C A.._ 

Seja g: (X, A)~ (X, A) a função-de par det-enninada por 9- A fllllção 
zeta de homolo@_a Z(g) é racional (pela proposição 4.3). Esta função é defini­
da por: exp(I: L<::')J, com: L(!!") ~ l;Ip(gm),p E Fix(gm) n (X- A)­
Os pontos fixos de gm em X - A estão eln Oi e são exatamente os mesmos 

pontos fixos de. f. 
-Se p-é um ponl<> furo- hiperbélie<> de g em E" fu, então existe- HIDa fórnrula 

para calcular I>"(Q)-- Mas o espaço instável E;(g) é E;(f) EB E;(f)', a soma 
de E; (f) em TUx e E;(!)'- o espaço tangente à iibra de E"/u de P- Então: 
Dgp : E;(g) ~ E;(g) é a soma de duas- eáJ»as- de D}p : E;(!J ~ JÇ;U)­
Portanto 

Ix(g/ ~ (-1/'"*l& 

mas: Ll ~ 1, poi:rD-}pE!lD}p te<~HjttepreservaF erientaçiit>, Entãolp(gm} ~ 1 
se p E Fix(gm)nn,. Segue que L{Jj"') ~L lp(gm) ~ Nm, o número de pontos 
fixos de r em fi.;,- e portanto .a Jimção zeta de /b., (;(!)é igual à função 
raei6rni Z(q),.;, p6l'lallt& (,{!) é racional Como- o; toma®- é qnalque<, 

então Ç;(J) é r~ionál 'li. • 
O próximo resultado dará expressões para Ç1(t) e Z 1(t) como produto 

infinito quando f tem apenas pontos periódicos hiperbólicos. Se além disso 
o número de p~tos periódicos é finito, então esse3 produtos são finitos e as 
expressões pam-Çtft) e z,(t} são-àadas<<>me-Ílm<;Õ€&raeieflais, 

Teorema 4.4 Se J : M --+ M é um. difeomorfismo .com todos os ptYatos 
periódicos hipe:rf!óliros, então (como ·série de poMncia -sobre t): 

(a) ( 1(1) ~ íl,(!- f"h})-+, com o produto jeito sobre todas as órbitas de 
'i e p(7) é o prríedo de 1-

(b) Z1(t) · fJ,(l- & 7 t•<o))H)"''>+', com & 7 ~ 1 se Dj;:h}: E);~ E); 
pre.serva a orientação e ( -1) caso contrário, e u(ry) = dirn E;, x E 1-

Se f tem copjunto- básico -recorrente por cadeia e Di. é um conjuto- básico 
então as mesmas fórmulas são válidas para Ç1i(t) e z1i(t) se os produtos são 
tomados sobre todos os 'Y c rli. 
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Prova: Como todos os pontos periódicos são hiperbólicos e M é 
compacto, segpe que os ponto de período S n são isolados e formam um 
conjunto finito para-algum n .fixo.- Se 'Y. é uma .órbita. simples de período p 
então Ç1h(t) ~ {1- t")-1 (per exemplo, se fl7 é oonjugado· a um subshift 
finito associada a tuna matriz de permttt-açã.o -então -o resultado -segue -do 
primeiro corolário desse. capítulo). 

Fixe n e seja Íllt···;"/s} o-eonjunto-das-órbita.s-periódicas-eemperiodo-
. s - s -1 

p(r,) ~ n e seJa K ~u 'Ti- Entito; Ç{f!K) ~TI (1- t>b.l) . 
1=1 i=l 

Mas: Nm(f) = Nm(JIK),pois qua\qlllir ponto fixo de f" está.emK, En­
tão o coeficien~e ·de · tn ·em ( j( t) ·é ·o ·mesmo ooeficiente ·de -tn · em 
Ç(f!K) = IJ(l- tpfl;J)-1. 

Contudo, como {l- tP)-1 = 1 + tP + t2F + ... 7 o coeficiente de tn em 

fi (1- fP(""Yú) -l é o mesmo coeficiente de tn em Il-... (1- tPb))com o produto 
i=l 
tomado sobre to4_as as órbitas periódicas r. Então os coeficientes de tn em 
Ç1(t) e IJ7 (1- tP(7J) são os mesmo e portanto {a) está provado. 

Da ·primeira proposição. deste capitulo-, se "'f tem periodo.-p. e x E "'/, en­
tão o fuclice de ponto fixo é (-1)k ~ 1 , com: ~"f = 1 se Dfp preserva a 
orientação e 47 = -1 caso contrário. Z(f) = exp (I; (,!,}Lm (J=) tm), 
com Lm (j=) ' ·L I, (r), a soma sobre todo"' E F;x(fm). Seja K emno­
definido anterU,rmente e defina p = exp (I:(.!,) L,; (K) tm), com Lm (K) a 
soma de I, (J=). -a todo X E Fix (fm) n K. Então, -a m s n, segue que 
Lm { K) = Lm (r} oom 100... "" pentes de periodo. meoo< ou igual a n em 
K. 

Assim, os coefici~es'de- tT!, -em p é·o mesmo·eoeficiente·de tn -em .z1{t) . 
• 

Mas Lm (K) =I; Lm (1';) com Lm (-y,) =L; I, (j=). Entoo 
k=l 

com 
_ {p {-y) ( -l)u(oJt;;bJ sem= Omodp{-y) 

Lm {-y) - !J caso contrário , 
S- (-l}"(i)+l 

daí segue que: p = (g
1
1- !:::..1,tP("i}) . Então, como no caso anterior, 

(-1)"("'1)-+1 
O coeficiente tn de pé igual ao coeficiente de tn em rr'Y ( 1 - .Ó.'Ytp(-y)) , 

e portanto se~e (b ), o que completa a demonstração. • 

4.5 Funç_ão Zeta de Homologia Reduzida 

Definição 4.5 Se f : M --+ M possui um conjunto hiperbólico recorrente 
por cadeia então a função zeta de homologia reduzida z 1 ( t) é d.efinida como 

so 



a função mciof!.al· em t wm· coeficient·es em Z/2'l.; obtida reduzindo· todos -os 
coeficientes de Z1(t)mod2. Isso. pode ser feito pois Z1(t) é o quociente de 
polinômios com termo con.stante 1. Se [4 é um conjunto básico1 analogamente 
define-se zh(t) como a redução Zt<{t)mod2. 

Exemplo 4.10 Vamos catcular a função zeta ãe homologia reduziàa para os 
dois exemplos já visWs. Para o. dífeo.morfismo da seção 2.1.1 da Ferra.,dura 
de Smale 

1- 2t 
Zt(t)= 1-Zt+t' 

e portanto a funçiig re-de lwmolOf!ia z1 (t) é 

1 
Zj (t) = t' + 1' 

Já para o difeomorfismo do exemplo 2.1.2 dorFra:nks·em·S2 

1- t- ~~ z (t) - -;-----c:< 

e portanto 

. f - (1- !)4 

t 2 +t+I 
Zj (t) = 1 +t' . 

Exemplo 4.11 Exemplos no bitoro 

Generalizançl.a a idéia do exemplo do Franks,. pense no bitoro menos um 
disco D1 como '11-m· disca D 2 com· dois-pares de·alças.· CortBidere um poço {um 
ponto atrator p) no disco D_-2 e ttma fonte (um_ ponto ~pulsar- oo) no disco 
D1 . Como naqueLe. exemplo valerá (chamando o primeiro par de alças de lt1 

e h2 e o segunrjp· de hs e ·h4): 
f(hJ) C h,, f(h,) C h1 Uh,, f(h3) C h3 Uh,, f( h,) C h3, conforme a 

figura abaixo. Então a matriz associada a essa função .setá 

e como 

e portanto A não é uma matriz irredutivel (é claro1 pois AJ3 =O, Vn E N). 

Sl 



Eutrotanto, tal matriz pode ser vista como 

A=(_:4' Õ )· O A, . 

com 

c - (o o) 
O= O O ' 

UNICAMP 
BIBLIOTECA CENTRAl. 
SEÇÃO CIRCULANTI' 

ou seja, uma matriz na forma da proposição 2.4. Portanto o shift associado 
ao conjunto recorrente por cadeia formado pelos -dois pares de alças restrito a 
cada par de alça é topologicamente conjugado ao sbift D.'JSociado à TTUltriz A1 • 

Nesse caso, os ccnjtdosltéaicoti são: H1 = h1 Uh,, H2 = h3 Uh4 , {p,oo} (O. 
conjuntos H1 e H2 são conjuntos básicos porque a matriz A1 é irredutível.). 



(

01 &&} 
A(1) = 1 -1 -fl . .\1 ·.· 

o o () 1 
o () 1 -1 

com sinal depe'{Ui.endo da ação de f na orientação de h1 ,h2, h3 e ]4. 

Com o calculapo acima, torna-se fácil encontrar as funções ((f)· e· Z(f). 
Para((!): 

(,(!)=((a), 

com a o shift assoc.itu.W- à matriz. Portanto 

1 
CrU) det(I- At) 

0010 OO()t . O 

-t 

1 

o 
1- t ·O 

o -t ' ' 
co~I-At) = ( ~ ~ ~ ~ }-( ~ : ~ ~} = ( ~t 

ÇLQQl QQtt o o 
-~ ·}· 

-t 1- t 

e portanto: det(I- At) = 1- 2t + 2!3 -t>-+ f.l. Asaim: 

1 
CrUJ= 1 _2t+2t'-t'+t' 

Para calcular as outras .çi{f) 

= 1 I 
(o(!)= (r (f)= exp(" -tm) = exp(-!og(l- t)) = -. 

LJm 1-t 
m=l 

IFinJ(f"}-= 1- tr(A(I)") +I 

e portanto 

Z(J) = exp (t, (2- tr(A(I)') n = (•xp (t, zn) ( exp (t, (-tr(A(I)')T)) ' 

Como 

(

00 2t')('l)' ]' 
·exp ~T- = 1-i -=l-2t+t2 

e 

( 

00 t') exp t; ((-l)tr(A(lY)j =det(I- A(l)t) 



co~J-A(l)t)~_(~ n P-(~ ~t ~~)~(~I l~t ~ 
o o u 1 J u o t -t o u -t 

portanto det(J - A(l )t) ~ 1 + 2! ~ 2!3 - 12+ t' _ · Então 

Z(f) = ( J- t:') x (1 + 2t- 213- i'+ t') = -1 + 21- 2ta- ~ + t' 
1-2l+ l-2l+t 

Tendo a Z(f) é imediato o cálculo de z(f), 'i"" eero 

z(f) = 1 + t 2 + 14 

1 + t2 

Um segundo exemplo no bitoro, com a função dada geometricamente pela 

figura. 

Mo 

-\ '------' 

o ) o . 
t ' 

l+t 



·A ~z ínterseção g€ométr:im- será-

o 
1 o 

~) A= 1 o 1 
1 1 o 
1 1 '1 

e como 

o 
1 o 

lO 
1 () 

D 1 o 3 1 
1 1 z I 
1 1 3 2 

• 

c 
1 o 

or c 3 

1 

D I I () 1 - ;j 7 ;j 
. 11 1 1 o . - 2. 5 2. . . o '1 1 1' '3 8 4 

e portanto A é. irr.eáutível .. Portanto o conjunto .A associado- à A- é- um .con­
junto recorrente por cadeia e mais, fiA é topologicamente conjugado ao shift 
de tipo finito a : EA---+ E A- A matriz de-interseÇão éúgébrica. é 

(

o -.a 
-1 1 

A(1) = O 1 

() 1 

o o) U I 
-1 o . 
-1 l 

Para esse caso é fácil calcular ((f} e Z(f}- Po:m ((!} 

ç,(J) =((<r), 

com a o subshift associado à matriz A. Então 
1 

(,(!) = det(I- At)' 

com 

(I-At) =o ~ ~ n-o I f n = ( ~~ 
e portanto:det(I- At) = 1- 3t + t 2 + t1 ~ t4 "Assim 

I 
(, (!) = 1 - 3t + t 2 + t1 - t4 

os outros (i(!) são como já calculado anterrio'T'mente 

1 
· CoCfJ = (,(!) = 

1
_ 

1
-

Paro calcular Z(f) 
]F(n) (r)= 2+tr(A(l)") 

e calculando de forma análoga ao primeiro exemplo 

-t o 
~~ ) 1- t -0 

-t l-t Q- . r 

-t -t 1-t 



t
. 1 o o o J .. ( o ~t 

(I _ A(1 )t) ~ O 1 a O _ -t t 
0010~0! 

o o o 1 . -0 t 

(

1 t o o} 
t 1-t o -t . 

- . o -t 1.+t . o . ' 
o -t t 1- t 

portanto: det(J-- A{l)t) = 1- t ~ 3t2 + t 3 + t4 . 

Portanto 

e segue 

1-t-3i'+t'+i"' 
Z(f) ~ -1 + 4t- t 2 

z(f) ~ 1 + t + t2 +i' + t 4 

1+t2 

O OJ o t 
-t o -
-t- t 

Praticamente' os mesmoo teoremas válidos para as· Z1(t) e Çf(t) valerão 
também para z1 (tj e para a função ( 1 (1} requzida mod 2. Para maiores 
detalhes consultar [F2]. 

Teorema 4.5 Se_ para f : M ----+ M há um conjunto recorrente por cadeia e 
COnjuntos básiCOS ,Qi ·COm -índice U· então são -equivalentes; 

-(a) Afnnçãa.mciona!Ç"(t)í-l)' com todos os coeficientes mtuzidosn;wd2. 
(b) z~;(t) · 

n- ( l)I<H 
(c) A função TI det (I- [k.t) - , com 

'""' 

induzida por f, { Mi} é uma filtração associada a f e F2 = Z/2Z. 

Corolário 4.3 Se para f : M ----+ M há um conjunto. hiperbol:ico .recorrente 
por cadeia e conjuntos básicos {Di},. 1 ~ í::; l, então são iguais: 

(a) A função raeionaf. r1 Ç1í(t)(-l)"'(') ·com todos os coeficientes mod2, 
i=cl 

com: k(i) ~ indice áe U.-
(b) ZJ(t). 

n 
(c) TI det(I- f.,t)H'f+', com: [.. : Jf,(M; F2 ) ~ H,(M; F2 ) induzida 

'""' por f e F2 ~ Z/2Z. 



Capít~lo 5 

Realização de Dife9morfismos 
de Smale 

Neste capítulo estabeleceremos propriedades para a possível realização de um 
difeomorfismo de Smale em mna variedade dada. Mais. que isso, procuramos 
propriedades __ que possibilitem a realização ou não do subsbift do tipo finito 
associado a rnÍ:t conjunto básico na variedade. Serão estabelecidos critérios 
para realizaçãq dos difeomorfismos e obstruções à existência de subsbift do 
tipo finito como um conJunto Oásico em uma sp.perficie bidimensionai. Para 
variedades com dimenSão IlléÜor que dois todo subs1riit pode ser realizado 
como conjunto básico, remltado estabelecido por Williams [W]. 

5.1 Obstrução '-pa:m Re;:rlização de· Subshifts 
do Tipo Finito 

·Iniciar""""' e:ota oeçâocom um resultadodevid<> a Franks fF3] <!"" rela<:ionará 
a característica de Euler 'da variédàde com .o grau ·das "funções zeta ·oo· ho­
mologia reduzida do difeomorfismo. 

Proposição Q~l: [F3} Se f : M --+ M tem um CO'ftjw:nto hiperbólico- ~nte 
l 

por cadeia R = u ni, com ni conjunto básico para cada 1 :::; i :::; l, então 
i=l 

l 

:L deg z; (f) ~ -x (M), 
i=l 

com x ( M) a caracteristica de Euler ~to M. 

Prova: 
· Pelo corblárió 4.3 temos 

n n 

IT Zt. (t) ~ IT det (I- k (t))c-rf+' . 
i=O i=O 



Temos que 

deg (fi zk(t)} ~ ~ deg(zh (t)). 

Por outro lado, temos qae 

n n 

~L (-l)i+l deg(det (I- f,. (t))) ~-L (-I)'deg (det (I- k (t))). 
i=o-

Como fi. (t) é um isomorfismo pax'!-eada i, então 

,ci~(det (I- h. (t))) ~ dim H; (M; z,). 

Portanto: 

n • . 
I: deg(z,, (t)) ~-'I: (~1Ydeg(det(J- fi. (t))) ~ 
i=O i=O 

n 

~- L dimH, (M,Z,) ~ -x (M). • 
i~O 

Exemplo 5.1 Uma _aplicaçã~ para a proposjção anterior é determinar qual 
a possível função zeta de homología reduzída de um conjunto básico a ser re­
alizado numa surerfície tendo as dos outros confuntos básicos já prevz-amente 
definidos. Por exemplo, qual o grau possível para a função zeta de homologia 
reduziãa associada ao confunto õásico áe dimensão 1 de um difeomorfismo 
com uma fonte e um poço na esfera? Como jií calculamos a função zeta de 
homologia reduzide tooto- pt1fffl v- ~o- t]'tJ;fl'nto- para e .fonte, q'tte é 

temos que 

Pelo teorema anterior 

deg (z10 (t)) + deg (z, (t}} + deg (zh (t)) = -x (S') = -2 

o que implica 
deg(zh (t}) = (} 

e essa é a única possibilidade para o grau da função zeta de homologia re­
duzida para um djJeomorfo;mo desse tipo. 

O seguinte Toorema,c devioo a Franks e BlaB<bard fBJF] caraeteriza a 
função zeta de homologia reduzida de um subsbift do tipo -finito em uma 
superfície compaçta- bidimensionaL 



Teorema 5.1 Seja M uma variedade compacta e bidimensional e 
f : M -+ M um difeomorfismo com um conjunto hiperbólico recorrente por 
cadeia. Se o su~ft ·CJ"I:r: é ·topologicamente ·conjugado a ·fiA,, paro: algum 
conjunto básico Ai, então: 

(i) p(t) tem grav,-par ou 

(ii) p (!) = OmodZ, comp (t) a redução m6du/o 2; do polinômio [çtiA, (t) ri 
A dernonstr~·do teorema encontra-se run [BIF]. Vamos· fazer a demons­

tração apenas no caso especial no qual f satísfaz a seguínte propriedade. 
Seja f : M -+ M, com M mna variedade diferenciável, um difeomorfismo 

que satisfaça "'' segtrintffi propriedades: 
(1) f/R(!) t€-e>tmturn hiperbólka; 
(2) R(J) = (conjnnto de fontes periódicas) U A U (conjnnto de poços 

periódicos); 
(3) f/A é tqpologicamente conjugado a um subshift do tipo finito. 

Te<>reJDa ~2 [BIF} Seja f : M -+ M um ditjeomo'I'fomw de uma S'UpaTjíeie 
compacta que satisfaz as três propriedades acima. Se p(t) é a redução módulo 
2 do polinômio &;_11, (t)J-1 então: 

(1) ou p(t) tem gr= par; 
(2} ou p(l) = 9mod 2. 

Prova: 

A menos d~ componentes que não lnter.ceptam ~ M pode ser tomado 
como união de componentes que são uma permut.ação cíclica: .(pois JjA tem 
mna órbita dens{l).. Então 

M =X1 u ___ ux, 

com cada Xi lillJPo componente de M e 

Então 
z(f) = det(I + fr.t) = det(I + J,.t) 

(I+ t')2 (1 + t')'' ' 

com k = rd, dum únpare r uma potência de 2: Um dos fatores {1 +t")·vem 
da homologia de dimensão zero e a outra vem da homologia de di,_mensão dois 
e f h como já visto. 

Por outro lado, dp. capítulo anterior 

p(t) 
z(f) = TI( I - tP< )' 



o produto tomado sobre todas as. fontes e todos o poços e com Pi o período 
de alguma fonte (ou de algum pogo.}. Então 

det(I + fi,t) 
(1 + t')'' 

p(t) 

Como X é uma permutaçãq cíclica, então Pi = kdi, para algum di E N*. 
Portanto 

p, = ( rd)d, = rm;, 

com m, = dd,. Das equações s'/!9"' 

'(det(I + j,.t)) ITC1- t"')' = ((1 + t')'')p(t). 

Como existeF pelo lll€noo .uma fonte e um poço- par.a f, .então- existem 
pelo menos· dois termoo da forma (1 -tm• Y do lado esquerdo da equação. Se 
existe mais um 'fator { 1- tm• f' -ent-ão o número -desses fat-ores é maior -que três 
do lado esquerd9 da "equaçãO •. COmo esse mímero é._igu.al a dois do lado direito 
então com cert,;,.. (1-tm•y é mn fate< da p(t) e pe<tanto p(l) = {)mod2. 

Portanto b~ta analizar o caso no qual existem exatamente um conjunto 
atrator e um conjm~.to repulSor, ou seja, quando existem apenas dois fatores 
de (1- t"")'. En~ 

(det(I + /J>t))(1- tm' )'(1- tm')' = ((1 + t')"')p(t) (•). 

Nesse caso há duas possibilidades: 
Primeir~ possibilidade: Quando X não é.orientável, então 1 sem­

pre será raiz de det(I + [ht), pois peio Teorema do Coeficiente Universal1 
é sempre um autovalor de 

fr.: H 1 (X; 2 ~) ~H, (x: 2 ~). 
Na equação ( *) temos 

deg [(det(I+ /J>t))(1- tm' )'(1- tm')"] = deg [((1+ t') 2')p(t)] 

deg[dft(I + j,.t)] + rm1 + rm2 = 2rd + deg [p (t)]. 

rm1 +rm2 = rdd1 + rdd2 = rd.(d1 + d2 ) 2 2rd, 

pois d1 E N*, d2 E N*. Portanto existe pelo menos o fator (1 + t) em p (t) e 
portanto (1 + t) é um fator de p(t). Portanto p(1) = Omod 2. 

nn 



Segunqa possibilidade: Quando X é orientáveL Note que somente 
neste caso é poesfvel p(l} # ()em z,. Tome<> grau de p(t} ímpar. O grau 
de det( I + f,.t) é !""', pois X é "OrientáveL D>me <> t;rau do lado~<> da 
equação(*) é ímpar, então (m1 + m2 )r é :fu;J.par. Como r é uma potência de 
dois, então r = 1 e m 1 + m 2 é únpar. Então, sem perda de generalidade, m 1 

é par e % é ímpar:. Tome m 1 = 2q1 . A.ssim.. 

Substituindo na fq'lação 

. (det(I + J,.t)}{l- t" )2(1- t=') ~ (1 + td)2p(t). 

Como o lado esquerdo desta equação tem pelo menos três fatores de 1 - t 
segue que 1- t ~fatordep(t) e:portanto:p{l) = Omod2, o·que·completaa 
demonstração .•. 

A seguir faremos dois exemplos para ilustrar o teorema 5.2. 

Exemplo 5.2 Note que nossos dois primeiros exemplos ilustram o teorema. 
De fato, para Ferradura de Smale, a função zeta do sUbshift associado ao 
conjunto básico de 4i'FR€nsiM>- 1 € 

e portanto 
Pa (t) ~L 

Já paro o conjunto básico de dimensão 1 da J-Ferradura temos p. seguinte 
função zeta (para seu subshift associado) 

e portanto 

1 
Ca(t) =.1 ~~- !2 

Pa(t)=f2+t+1 

em ambos os exemplos deg p é par. 

Exemplo 5.3 Com esse teorema é pw;9ivd mostro-r que o s:ubsbift q asso-
ciado à matriz 

(
o 1 o) 

A~ ·~ ~ ~· 

não pode ser realizado em nenhuma supffrfíeie· b-idimensional. De fato 

I - At = ( ~ 
1 

=~ ~~ ) 
-t -t -1 

fil 



-e portanto 

det(f- At) = -1 + (-t)3
- (-t) 2 = -t3 + t' -1 

e ass~m 
p(t)=t3 +t2 +l. 

Portanto, pelo teorema anterior, deg(p(t)) é ímpar e p(l) = lmod2 são 
obstruções a realização de a como u.rn conjunto básico em uma variedade 
bidimensional. 

O resultado deo!e teorema foi aprimerado prnc fried [Fr], que cooseguiu 
uma condição para realização do subsbift, isto é, -condições no polinômio 
p(t) para que E;~- ~ja realizável muna variedade bidimensional, com A uma 
matriz quadradfl, inteira e não negativa. Para tanto Ioi necessáiio delinir um 
conjnnto espec~ de polinômios, denominados polinômios recíprocos. 

Definição 5.1 Uma jtmf,;oo rnciooal noo n""" R(t) sobre um corpo F 
R E F(t)*, é recíproca se: 

R(C1
) = tk R(t),para algum k E Z. 

Exemplo 5.4 A função Pu (t), com a o shift associado ao conjunto básico 
de .dimensão 1 da Ferradura de_ Smale, é um polinômio recíproco. De fato 

. Pa (t) = 1 

e portanto 
Pa (c1

) = 1 =Pu (t). 

Também é recfpr(Jco o Pu (t), com o subshift a assoâO.do ao conjunto básico 
de dimensão um rk J-Fer--radura. Como 

então vale 
p~(t) = 1 +t+t2 

1 (1)' t3 +t+1 p(t-')=1+-+- = 
3 

=C2p(t). 
t t . t 

Exemplos de poli7tômios que não são recíprocos daremos a seguir. 

O fenômeno que ocorre nos exemplos anteriores generaliza-se pela seguinte 
propo::nçao: 



Proposição 5.~ (Frf Seja f : · S ~ · S um mergúlho, S uma supeTficie 
compacta. Então a função p( t) associada a f é recíproca. 

Definição 5.2 fPr} Seja A uma matriz fl-1 e <7 A o subshift do tipo finito 
associado. Dizerp.os que uma superfície S admite a A se exite um mergulho 
g: S--+ Se superfícj,es compactas M 1 e.M2.c int{Mt).tç,l que: 

(1) g(M,) C int(M;), i~ 1, 2: 
(2) o conjunto invariante 

é um conJ·unto básico- de dimensão 1 e !JIA é topolagica:mente co-ujugruk;: o. a A. 

(3) A intercepta todas as componentes de S. 

O que resulta no seguinte teorema: 

Teorema 5.3 [Frrj Se S admite u A então PA ( t) é recíproca. 

Na verdad~ .o .teorema anterior genexaliza o teorema 5.1. Segue direto 
da definição dEf ·polinômio recíproco de grau ·g ·que se o termo tk aparece no 
polinômio então o termo tn--f> também terá: qne·~- Se g ê ímpar-, então 
para todo O s; k :S g: g- k f= k, e portanto o polinômio sempre terá um 
número par de termos, ou seja, p (1) = O mod 2. 

Exemplo 5.5 Para polin6mios de grau par ser recíproco não implica em ter 
um número paF·de term&S- (oo seja1 ter p--(1} = Omod2). Por exer;nplo, o 
polinômio 

p(t)~l+t+t' 

é recíproco1 ~as 

p(l) ~ 3 = lmod2. 

Exemplo 5.6 Por outro lado, um polinómio com um número par de termos 
não é necessariamente recíproço. Um exemplo para um polinômio de grau 
ímpar é 

p(t)~l+t+t'+t' 

que tem um número par de- termas -mas· não é recíproco; pois 

para todo k E Z. 



Um exemplo de polinómio de grau par com um número par de termos..__mas 
que não é reciproco é o seguinte 

que de Jato não é reei[!rooo-, pois 

1 1 1 t6 +t'+t4 +1 
P(t- 1) - 1 + - + - + - - -" t'p(t) - 't {1. t6- 't6 r_ ' 

para todo k E z. 
Nestes exemplos o fato de p (t) não ser recíproco é uma obstroção à- exis­

tência de um difeomorfismo com função zeta reduzida p-1 (t). 

5.2 Condições ·para Realização· de Subsbifts 

do Tipo Finito 

A recíproca do teorema 5.3 pode ser escrita da seguinte maneira. 

Teorema 5.4 [Frj Du.de ~m polinômi& reeiproc<> p(t} E Zz[t) eem termo 
constante 1 então existe uma superfície -conexa orientada S e um subsbift do 
tipa mixing <7 A, t~l que S admite <7 A, com PA(t) ~ p(t). 

Note que :n,ão existe uma recíproca para o teorema V.l, pois como vimos 
no exemplo 5.6 existem funções que têm grau par e não são recíprocas e 
funções que têi}l grau ímpar com tim número par de termos mas que também 
não são recíprocas. Portanto, peTa proposição 5.2 ésses polinômios não são 
realizáveis em :çr.enhuma variedade de dimensão 2. 1sso Implica que reâlmente 
foi necessário ~ar· melhor· ·os :polinômios p{t) para ·conseg11ir ·mna 
condição neces~e SltÔeiea:te _para- a.~ de um subsbift do tipo 
mixing numa sp_perffcie. 

Seja u : E -t :E um subshift de tipo. finito.- Se a não é .miring, então- E 
pode ser escritq como a: tmiã.o disjunta: · E- = ·E f U ... _ U · En1 · crnn· r:r uma 
permutação cíclica desses conjuntos e o-k h~ 1 é um subshift do tipo mixing. 
Esta decomposição é única. Os conjuntos Ex, ---,~n são as componentes 
mixing de E e_ p número de componentes mixing é o período de a. 

Proposição 5.3 O periodo de a é o máximo divisor comum doS periodos 
de todos os ponto$ periódicos. 

Seja Ç, (t) af~=tade a-'ls,-

Proposição 5.4 Se a é um subsbift com periodo k então (k(tk) = ((t). 



'IOOrema 5.5 Seja M uma superfície orientada de g€nero g e f um difeo­
morfismo de Smale em M. que é isotópico a identidade. Se A está associado 
a um conJ·unto Msic-9- A de indiGe 1 com função zeta de home-lof{ia reduzida 
z(t) então ou A póde ser realizado no disco (nesse caso z(t) = ~) ou: 

(1) Se g ~O então zA(t) ~ ng_;? e a é mixing; 

(2} Se g ~ 1 então ZA(t) ~ n (1- t""); 
(3) Se g?. ~ então zA(t) ~ (1- t) TI (1- t"') e fJ é mixing. 
Reciprocamente, existe subshift. para cada uma das funções zeta acima, 

que pode ser realizado por um difeomorfismo de Smale que é isotópico à iden­
tidade na super.(ície. 

Exemplo 5. 7 Pade-se agora calcular o número de poços, fontes e de conjun­
tos periódicos (atratores ou repulsores) de uma dada variedade. Por exemplo, 
em uma variedade- de gêner& {}-, send& 

então 

Portanto 

z (tJ _ -'-'TI._,(=-1 ---'-;;t""--'1 
A - (1- t) 2 

deg(z(t)) ~ m;- 2 + s- p- f-: L ai 
j 

com s = 1 o número de selas, d o número de poços, f o número de fontes 
e ai o período de uma órbita periódica, a soma tomada sobre o número de 
óriJitas periódicas-existentes-. Assim 

-x(M) ~ -(2-2g) ~ -2~L m, -2+s- p- f- L a1, 
i j 

ou SeJa 

p+f+ Lai~Lm,+s. 
j i 

Exemplo 5.8 ]á:--'jJ(l'm o- case- rk uma variedade com género 1, sendo 

então 
deg (zA (t)) ~L m, 

e (usando a mesma notação1 do.caso anterior} 

x(M)~-2+2 ~o~Lmds-p-f- La; 
i j 



e portanto 

p+J+ L"' =Em.+~-
. j . i 

-Exemplo- á.9 .Para uma variedade de gênero maior ou igual a 2 com 

ou seJa 

daí 

e portanto 

deg (zA (t)) --'L m; +1 
i 

X (M) = -2"+2!1 . L m, +1 +s -p- f-:- L a; 

p+f+ L"i=-2+2g+ Lm,+s 
i 

i 

Exemplo 5.10 Existe difeomorfismo cem S 2 formado ·pvr um conjunto perió­
dico atrator com- período 6-; uma fonte, v:rna sela e um conjunto- básico- co-m 
indice 1. 

Primeiro de,scre:uero'!lWS o difeomorfismo. f- geometricamente, que é jGr­
mado a partir dt.t J-Ferradura. Tome duas cópias de 8 2

, com uma J,-Ferradura 
em cada; e permute· setJ,S elementos: 

P1 --r P2 --r P3 --r P4 ---+ P5 --r Ps -r P1-

Tome um difeomorfismo g em S 2 que tenha ·uma fonte, um ·eonjunto­
pe1'iódico atrator de períOdô 2 e uma s·eía. Para cada ponto da órbita ·de 
periodo 2 de g, remova um disco_ que o contenha D 1 e D2. Em cada uma 
das esferas consj;.ruidas anteriormente com uma J-Fermdura.rernova um disco 
que contenha afqnte I'h e D2 . Finalmente cole D 1 a'f)1 e D2 a lh conforme 
afigura. 



Algebricamente 1le:rificamas~ 

I- At ~ ( ~ ~ ~ ~) __: ( ~ i g g) t = { ~~ 
0010 00(11 o 
0001 0011. o 

então: det (I- At) = t4 + 2t3 - t 2
- 2t + 1, ou seJa: 

ZJIA, (t) = 1+t2 +t4
. 

-t f) 

g )· 
I -t 

1- t o 
o 
o -t 1- t 

Portanto Z.tl.~~. 1 (t~ 1 ) = 1-+ --b -+- ~ = t
4

+~+I ou seja, é um polinômio 
recíproco e portanto é realizável em alguma variedade de dimensão 2. Usando 
a.-proposição-5.1 podemos encontrar qu.e de jato taL difeomorfismo ocorre na 
esfera. Como d~g (ziAJ) = 4 e existem um conjunto atrator periódico de 
periodo 6, uma j'Q'nte e uma sela temos: 

-x (M) = 4- 6- 1 + 1 = -2 =>-X (M) = 2 "* g =O. 

O próximq resultado é, de certa fonna , uma extensão do teorema 5.1 
pois dará uma condição de necessidade e suficiência para a existência de 
um difeomorfismp em uma variedade M com subshifts associados a matrizes 
dadas e para tal depende apenas da característica de Euler de M. 

Antes, porém, é necessária a seguinte definição: 

Definição 5.3 O grau reduzido de uma matriz inteira A é o grau do polinômio 
det (J- At) reduzidp módulo 2. 

~7 



Teorema 5.6 Seja A uma soma direta de matrizes irredutíveis e seja Ao e 
A1 matrizes de permutação. Em uma variedade compacta M uma condição 
necessária e suficiente. paro. a exiBtênC'là de um. dffeomor:fismo isotópico a 
identidade: e: c&m c&njuntos- básicos- de índice j (j = 0-, 17 2) correspondendo- a 

A}, para algum inteim k, <l que:d, -41+4, ~ x{M) romd; o grou rélluzido 
de A;. 

Exemplo 5.11 Como já visto: a seguinte mpilriz 

A~(~~~\ 
1 o o} 

não é realizável na: esfera.. Essa matriz é irredutíve~ pois 

Tome as matrize& 

( 

1 1 
A~ O O 

l {) 

~)4 
{J 

A,~ ( ~ ~ ~g) 
o o o 1 
·I O O O 

( ~~~)-
2 I I 

que claramente são matrizes ãe permutação e A1 = A. Vamos agora calcular 
o grau reduzido de cada matriz. 

Para A, como j~ msto-

de~(!- At) ~ -1 + (-t}'- (-t)' ~ -t' + t'- 1 

e portanto o grau rep.uztao ãe A é 3. 
Para A, 

o 
o o 

~}-0 
t o 

D~(t 
-t o 

:~) l4x4- A,t ~ 1 o o t 1 -t 

o l o o o l 
o o o o o o 

e portanto: det(J4x4-- Aat) = 1 - t\ e perlanto- o grau reduzido de Aac é 4. 
Para A2 

-f1x1 -·A2t = 1 .....:: t 

e portanto o grau reduzido de A2 é 1. 
Portanto: do = 4, d1 = 3 e d2 ...,-L Gomo 

d2 - d1 + d0 ~ 4-3 + l ~ 2 ~X (S'), 



então para alguma potência de Ao, atguma potência de A e atguma potência 
de A2 existe um difeomorfismo de· Smale isotópico à identidade com conjuntos 
básicos associados a essas potências das matrizes. 

Note que apesÇLr de A não ser realizável em nenhuma variedade de dimen­
são 2, existe poÚ'&iB de A 'fi'€ é realizável "" esfera. De fato 

A~(·~~ ~1 
1 o o) 

A7t ~ ( ~ ~ ~ \' t ~ ( ~ ~ ~) t ~f~: ~: : ) 
1oof &4:1: \6t.tt3t 

(I- A't) ~ ( ~ ~ g)- (: ;; i:) ~ ( 1 
~4~ 1 ~

6

~ -: ) 
s a 1 6t 4t St . . -& -4t l-3t 

e port<Wto: PA'(t) ~ det(J -A7t) ~ 1-15t+7t2 -i', que é umpoliniimio 
recíproco1 apesar de PA ( t) não ser. 

5.3 G-FI'lrraduras e J~Ferraduras 

As G-Ferraduras ·lSml são exemplos no plano estendido mm os mesmos con­
jnntos básicos da Ferradura de Smafe. São, como podemos facilinente ver, 
difeomorfismo ~o conjugados da Ferradura de Smale, mas para efeito dos 
subshifts associados aos conjuntps básicos não é possível estabelecer essas 
diferenças. 

Exemplo 5.12 G-Fer-raduras 
Nestes exemplos todos os difeomorfismo tem um conjunto recorrente por 

cadeia formado por um poço, uma fonte e por 'fJ-m C()!fl.julli.o. básico ~ dimensão 
1 associado à matriz 

e são os difeomorfismos representados abaixo. 
O primeiro terá a seguinte formcr 

A'~===~ c "-+-
A ' 

e o segundo serq: 



c "I I' ~ 
'C I 

' 
C' ) ' 

' ' • 

além da própria Ferradura de Smale, que esboçamos abaixo: 

c 

A' 

C' I 
\ \ 

B' i 
A B 

Para esse exemplo, como os subshifts são id@.nticos para todos os con­
juntos, temos qpe nossos .invariantes também serão idP.ntico.s, tanto a- função 
zeta quanto a função zeta de homologia (e portanto as funções reduzidas) são 
as mesmas que calculamos nos exemplos f5 e 4~ 7 e valem 

1 
Çf(t) = l-4t+5t'-2t3 

z -2t + 1 
t(t) = 12 - 21 + 1 

Para o exemplo da seção 2.1.2 também existe """' família de funções 
como aciina. 

Exemplo 5.13 J-Ferraduras 
O primeiro difeomorfismo é o do exemplo 2.2. O segundo difeomorfismo 

é o seguinte 

(\ 
~ 

h· I \ h, 

p~ \ 

Í\ . I 
I 

I f( h 1) 

['• I ' '. f( h_ ') 
~~~_j~ I :.q= ~-1 
' ~+----t---:--""-'~--+dp 3 ' ! 
'- '\_)I I 

' 
' 

I ~~ I 
f----\ 

e por fim um exemplo de um difeomorfismo trivial: 
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h, 
I 

~I 
'. ,.1 ' ' ' 

\ I 
\ I 

Para o primeiro €Xemplo tem.os 

e como visto nos {;X€'mplos 4--6 e 4-1 temos 

1 
(i (t) = 1- 5t+9t' ~6t 3 -t" +3!5 - t6 

e 
1- t- t' z1 (t) - _::___.:__;­

- (1-tt 

O segundo difeo'fTI,()!l'[ism.o tem a 'IIUl.triz de interseção geométrica 

e portanto 

1 1 
(!(t) = (1 ~t) 2 (1-t)4 - 1- 6t+15t2 ~2W + 15!4 - 6t5 +t' 

e 

Á como acima, ou seja 

Zt(t) = ( exp (~ (4) :) ) ( exp (~((-l)tr((A 2 )")) t:)), 
com 

. ( = 4tn) 1 
exp ~-;;: = (1-t)' 

( 
= t") exp ~((-l)tr(An))-;;" =d.<!t(I-At)=t2 -2t+L 

Portanto 
z (t)= t

2
-2t+1 

f (1-t)4 
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· P.a:Fa ·o· te'f'ceif'g. ~emplo a matriz de interseção geométrica é 

.4,~(0 1) 
. 1 o 

e portanto a funçOO zeta- é 

1 
(f(t) (1-t) 4 . 

Nesse caso temos que a matriz àe interseção atgéb'fica é igual à matriz inter­
seção geométrica e portanto 

.]F(n)\f") ~1 +3+trA3 ~ 4+ O~ 4. 

Portanto: 

Zt(t) = (exp (f 4!")) = I 4 . 
n~l n (1- t) 

Smale [Sm} criou o seguinte exemplo 

que a primeira vista pode parecer ser uma nova J-Ferradura. Mas na 
verdade esse example é igual; ao ~rgund'o caso áas nossas J-Ferrad'uras. Como 
podemos ver1 f ( h1) passa duas Vezes por h2. 

7~ 
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