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Resumo

Neste trabalho apresentamos e analisamos modelos epidemiolégicos gerais deterministicos
e fuzzy. Todos os modelos apresentados sao descritos por equagoes diferenciais ordina-
rias autdénomas. Propomos modelos deterministicos do tipo SEIRS (Suscetivel-Exposto-
Infeccioso-Recuperado-Suscetivel) e SEIR (Suscetivel-Exposto-Infeccioso-Recuperado) com
vacinacao e generalizamos um resultado de andlise qualitativa dos pontos de equilibrio que
representam a populacdo livre da doenca e a extingao da populacao. O ponto de equilibrio
endémico é analisado para um modelo particular do modelo SEIRS. A heterogeneidade
na infecciosidade é incorporada nos modelos dividindo o compartimento dos infecciosos
em varias fases. Consideramos que o fluxo de entrada da dindmica vital é dado por uma
funcao genérica e mortalidade induzida pela doenga. Um modelo epidemioldgico determi-
nistico com vetor também é proposto, e descreve a dinamica de transmissao de doencas
ocasionadas pelo vetor Aedes aegypti, em que incluimos mortalidade induzida pela doenca
e os fluxos de entrada da dindmica vital em ambas populagoes (mosquitos e humanos),
sao dados de forma genérica. Analisamos a estabilidade do ponto de equilibrio trivial que
representa a popula¢do humana em convivio com o mosquito, porém livre da doenca. Por
fim, propomos modelos epidemiolégicos fuzzy do tipo SEIRS e SEIR com vacinagao em
que a heterogeneidade na infecciosidade e alguns parametros sao modelados por conjuntos
fuzzy. Enunciamos resultados sobre convergéncia das solugoes fuzzy dos modelos propostos
e simulamos a dindmica de transmissao da tuberculose, doenga considerada endémica na

cidade de Cuiabd, capital do estado de Mato Grosso.

Palavras-chave: Modelos Epidemiologicos. Estabilidade. Heterogeneidade na Infecciosi-

dade. Teoria Fuzzy. Extensao de Zadeh.



Abstract

In this coursework we present and analyze general deterministic and fuzzy epidemio-
logical models. All models presented are described by autonomous ordinary differential
equations. We propose deterministic models of the type SEIRS (Susceptible-Exposed-
Infectious-Recovered-Susceptible) and SEIR (Susceptible-Exposed-Infectious-Recovered)
with vaccination and generalized a result of qualitative analysis of the equilibrium points
that represent the free population of disease and the extinction of the population. The
endemic equilibrium point is analyzed for a particular model of the SEIRS model. The
heterogeneity in infectivity is incorporated into the models by dividing the infectious
compartment into several phases. We consider that the input flow of vital dynamics is given
by a generic function and mortality induced by the disease. A deterministic epidemiological
vector model is also proposed, and it describes the transmission dynamics of diseases
caused by the Aedes aegypti vector, in which we include disease-induced mortality and
the input flows of vital dynamics in both populations (mosquitoes and humans), are given
in a generic way. We analyzed the stability of the trivial equilibrium point that represents
the human population infested with mosquito, but free of the disease. Finally, we propose
fuzzy epidemiological models of the type SEIRS and SEIR with vaccination in which the
heterogeneity in infectivity and some parameters are modeled by fuzzy sets. We report
results on the convergence of the fuzzy solutions of the proposed models and simulate the
transmission dynamics of tuberculosis, a disease considered endemic in the city of Cuiaba,

capital of the state of Mato Grosso.

Keywords: Epidemiological Models. Stability. Heterogeneity in Infectivity. Fuzzy Theory.
Extension of Zadeh.
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Introducao

A aplicagdo da matematica em epidemiologia, ao que tudo indica, foi iniciada
por Daniel Bernoulli em 1760 através do seu trabalho “Fssai d’une nouvelle analyse de la
mortalite causee par la petite verole, et des avantages de l'inoculation pour la prevenir”.
Bernoulli utilizou um método matematico simples para avaliar a eficiéncia da técnica para

protecao contra infeccao da variola (Anderson (1991)).

Em 1906, Hamer postulou que a dindmica de uma epidemia depende da taxa
de contato entre individuos suscetiveis e infecciosos, mais tarde este conceito se tornou o
mais importante da epidemiologia matematica, o chamado principio ou lei da “agdao de
massa” (Anderson (1991), Hamer (1906)).

O trabalho de W. O. Kermack e A. G. McKendric, em 1927, foi um classico, em
que detalharam e ampliaram a ideia de Hamer, propondo um modelo epidemiologico do
tipo SIR (Suscetivel-Infeccioso-Recuperado), para estudar a disseminagao de uma doenga

na populacgao (Kermack e McKendrick (1991)). Este modelo é dado pelas equacoes
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A maioria dos modelos epidemiolégicos consideram que a populagao é com-
partimentada em grupos e se misturam aleatoriamente. Supoe-se que ha homogeneidade
tanto na suscetibilidade quanto na infecciosidade, e que os individuos infecciosos possuem

a mesma probabilidade de encontro com qualquer individuo suscetivel (Capasso (1993)).

Estas suposicoes visam sobretudo simplificar o entendimento de uma epidemia.
Entretanto, esses pressupostos nao sao realisticos, podem ser modificados se atentarmos
para a heterogeneidade, visto que ha heterogeneidade dentro da populacao e que esta pode

afetar a dindmica da transmissao de uma doenca.

Segundo Sattenspiel e Simon (1988) hé pelo menos cinco fontes de heteroge-
neidade na populagao que podem interferir no curso da infeccdo de uma doenca, que sao,
suscetibilidade e infecciosidade variaveis, encontros nao-aleatérios entre individuos devido

a faixa etaria, variacdo do niimero de contatos e variacao nos padroes de contato entre os
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subgrupos. Vejamos alguns exemplos de heterogeneidade na populacao.

(i) Algumas doengas acometem principalmente individuos que pertencem a determinadas
faixas etarias, como criangas ou idosos. Desta forma, a populacio suscetivel nao
deve ser considerada homogénea. Por exemplo, a catapora e o sarampo atinge

majoritariamente criangas (Mota e Carvalho-Costa (2016)).

(ii) A eficiéncia de transmissdo da aids depende da quantidade de carga viral no organismo
do individuo infeccioso, quando nao ha tratamento, esta quantidade aumenta com
o passar do tempo e a quantidade de células CD4 diminui (Honorato, Neumann e
Ferreira (2000), Hyman, Li e Stanley (1999)). Deste modo, hd uma diferenciagao na

populacao de infecciosos pela capacidade de transmitir a doenca.

(iii) Os encontros entre suscetiveis e infecciosos podem nao ser aleatérios, isto pode

determinar grupos de riscos diferenciados.

Nosso interesse esta em considerar modelos que contemplem a heterogeneidade
populacional quando hé variacdo na infecciosidade. Para melhor compreensao da variagao
na infecciosidade, vamos descrever como o sistema imune responde ao microrganismo

invasor.

Quando o microrganismo entra em contato com o individuo suscetivel, o sistema
imune pode responder de duas formas distintas, através da resposta imune natural ou

resposta imune adquirida (Abbas, Lichtman e Pillai (2008)).

Na resposta imune natural, o sistema imune bloqueia a entrada do patégeno,
através das barreiras fisicas ou quimicas. Se os patogenos violam tais barreiras, eles
encontrarao macrofagos. Os macrédfagos, por sua vez, devido a sua acgao fagocitaria destroem
os patégenos. Essas células também secretam citocinas que promovem o recrutamento
de neutrofilos para o local da infeccao. Alguns patdgenos sao capazes de resistir a essas
reacoes de defesa e podem entrar na corrente sanguinea, onde sao reconhecidos pelas

proteinas circulantes da imunidade natural (Abbas, Lichtman e Pillai (2008)).

Na resposta imune adquirida, os anticorpos secretados pelos linfécitos ligam-se
aos patdgenos, bloqueando sua capacidade de infectar células do hospedeiro, promovendo

assim a eliminacao de patdégenos pelos fagécitos (Abbas, Lichtman e Pillai (2008)).

Neste combate entre multiplicacdo de microrganismo e sistema imunologico, ha
uma variagao na carga de microrganismo no organismo e esta variacao gera diferentes graus
de infecciosidade no hospedeiro (Santos, Romanos e Wigg (2002)). Portanto, a efetividade
da transmissao de uma doenca, entre outras coisas, depende da carga de microrganismo

que o individuo tem no corpo.
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Leite (1999) apresenta um modelo epidemiolégico do tipo SEIRS, o qual
incorpora a heterogeneidade na infecciosidade que esté relacionada as diferentes fases
pelas quais passa um individuo infectado. Cada fase difere pela capacidade infectiva
dos individuos. Para o modelo proposto Leite (1999) enuncia e demonstra um teorema
que analisa a estabilidade do ponto de equilibrio trivial, analisando somente o termo
independente do polindémio caracteristico da matriz Jacobiana correspondente ao modelo

proposto.

Uma vez que a generalidade do teorema apresentado por Leite (1999) estd nas
diferentes fases de infecciosidade que modela a heterogeneidade na infecciosidade, surgiram
alguns questionamentos. O Teorema continua valido para vari¢bes do modelo SEIRS? E se
considerarmos dinamica vital ou vacinacao? E para modelos epidemiologicos com vetores?

Podemos modelar a heterogeneidade na infecciosidade de outra forma?

As repostas para todas essas perguntas sao encontradas no desenvolvimento
deste trabalho. Segue abaixo uma sucinta descricdo de cada um dos cinco capitulos

referentes a este trabalho.

As principais defini¢oes, conceitos e resultados de andlise qualitativa para
solucao de sistema de equacoes diferenciais autonomas sao apresentadas no Capitulo 1.
Além disso, apresentamos a metodologia de Driessche e Watmough (2002) para se calcular

o numero de reproducao basal de uma doenca.

No segundo capitulo propomos modelos epidemiologicos deterministicos que
incorporam a heterogeneidade populacional na infecciosidade dos individuos, em que o
fluxo de entrada da dinadmica vital no compartimentos dos suscetiveis é dado por uma

funcdo genérica e também consideramos mortalidade induzida pela doenca.

Para cada modelo, enunciamos e demonstramos um resultado o qual analisa
o ponto de equilibrio trivial, que representa a populacao livre da doenga, generalizando
o teorema apresentado por Leite (1999). Além disso, enunciamos e demonstramos um

resultado que analisa o ponto de equilibrio que representa a extin¢ao da populacao.

Calculamos o nimero de reproducao basal da doenca dos modelos propostos e
correlacionamos este limiar com nosso resultado sobre a estabilidade do ponto de equilibrio

que representa a populacao livre da doenca.

No Capitulo 3 generalizamos o modelo epidemiolégico com vetor proposto por
Yang e Ferreira (2008), que descreve a dindmica de transmissao da doengas ocasionadas
pelo vetor Aedes aegypti, em que incluimos mortalidade induzida pela doenca e os fluxos
de entrada da dindmica vital em ambas populagoes (mosquitos e humanos), sdo dados de
forma genérica. Além disso, propomos um resultado que analisa a estabilidade do ponto de
equilibrio trivial que representa a populacao humana em convivio com o mosquito, porém

livre da doenga.
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Os modelos epidemiolégicos que propomos e os respectivos teoremas de estabi-

lidade do ponto trivial generalizam o modelo e o teorema de Leite (1999).

No Capitulo 4 apresentamos as principais defini¢oes e resultados da teoria dos
conjuntos fuzzy e de sistemas dindmicos fuzzy. Variagoes do modelo SI sdo expostos, em
que a condicdo inicial ou algum pardmetro do sistema é fuzzy, com o objetivo de elucidar

resultados sobre estabilidade do fluxo fuzzy.

Propomos dois modelos epidemiolégicos fuzzy, o primeiro é do tipo SEIRS em
que a heterogeneidade na infecciosidade e o periodo de infecciosidade sao modelados por
conjuntos fuzzy e o segundo ¢ do tipo SEIR com politica de vacinagdo em que inserimos
uma taxa de vacinagao incerta e a heterogeneidade na infecciosidade é modelada por um
conjunto fuzzy. Além disso, enunciamos resultados sobre convergéncia dos fluxos fuzzy dos

modelos propostos.

Simulamos a dindmica de transmissao da tuberculose, doenga considerada
alarmante no Brasil e em todo mundo, sendo endémica na cidade de Cuiaba, capital do
estado de Mato Grosso.

Consideracoes e conclusoes finais dos resultados desenvolvidos ao longo da tese
sao apresentados no Capitulo 5 e, além disso, trabalhos futuros sao listados como sugestoes

para desenvolvimento de pesquisa.
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1 Preliminares

Os modelos epidemiolégicos apresentados neste trabalho sao formulados por
equagoes diferenciais autonomas. Assim, neste capitulo apresentamos as principais defi-
nigoes, conceitos e resultados de andlise qualitativa para solugao de sistema de equagoes
diferenciais autonomas e também uma metodologia para se calcular o nimero de reproducao

basal de uma doenca.

1.1 Equacdes diferenciais autonomas

Uma equagao diferencial ordinéria

— = f(t,x), (1.1)

é dita autonoma se f nao depende explicitamente do tempo. Um sistema auténomo é um

conjunto de equagoes diferenciais ordinarias autonomas.

Consideremos um problema de valor inicial dado por uma equacao auténoma

dz
= = T@), 2(0) == (1.2)

em que f: U C R" = R", sendo U um conjunto aberto e xy € U.

A solugéo do problema de valor inicial (1.2), quando existe, é denotada por
(o) para enfatizar a dependéncia da condicao inicial. A existéncia e unicidade da solugao

de (1.2) depende de restri¢ao imposta a f (ver Teorema 1).

A familia de aplicagoes ¢, : U — U, t € R, , é denominada de semifluxo ou

sistema dindmico gerado pela equagao (1.1).

Os teoremas que seguem estabelecem as condi¢Oes para a existéncia e unicidade
da solucao de um problema de valor inicial e a existéncia da solugdo para todo tempo
(Hartman (2002), Robinson (1998)).

Teorema 1. (Eristéncia e Unicidade). Seja U C R™ aberto e suponha que f € C*(U)
(k > 1). Para cada oy € U existe um intervalo I,, = (t1,12), contendo t = 0, tal que a

solugio (o) de (1.2) existe, € unica e, além disso, é de classe CF.
Teorema 2. Seja U C R™ aberto e suponha que f € CH(U).

(a) Dado x € U, seja (t_,t;) o intervalo mazimal definido para pi(x). Se
. < oo entdo dado qualquer compacto C' C U, existe um tempo te com 0 <teo <t tal

que @i (x) ¢ C. Analogamente, se t_ > —oo entao existe um tc— com t— < te < 0 tal que

ic_() ¢ C.
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(b) Em particular, se f:R"™ — R" é definida para todo R" e |f(z)| € limitada,

entdo a solugdo existe para todo t.

O Teorema 2 garante que se f for definida para todo R" e |f(z)| for limitada

entdo a solugao p;(xg) de (1.2) existe para todo t.

1.2 Ponto de equilibrio

Existem solugoes que sao especialmente simples e desempenham um papel

muito importante no estudo qualitativo das equagoes diferenciais autonomas.

Definigao 1. Um ponto x. € U € chamado ponto de equilibrio (ou ponto critico ou solug¢do

de estado estaciondrio) para a equagio (1.1) se, f(x.) = 0.

Se x, ¢ um ponto de equilibrio do sistema (1.2), entdao ¢;(x.) = ., isto é, x, é

solugdo de (1.2) quando g = .

Vejamos agora o comportamento do semifluxo ¢;(x) gerado por (1.2), anali-

sando os pontos de equilibrio do sistema (1.2).

Definig¢ao 2. Um ponto de equilibrio x. € U C R" € dito estdvel se, para qualquer € > 0,
existe § > 0, que depende de €, tal que, para todo xq, para o qual ||xg — z.|| < §, temos
llps(xo) — xe|| < € para todo t > 0. Um ponto de equilibrio x. é dito instdvel, se ndao for

estdvel.

Definig¢ao 3. Um ponto de equilibrio x. € U C R" é dito assintoticamente estdvel, se é
estdvel, e além disso, existe r > 0 tal que para todo xq satisfazendo ||zo — x.|| < r temos

lloe(zo) — xe|]| = O quando t — oo.

O conceito de estabilidade formulado nas defini¢oes 2 e 3 é de cunho local, visto
que a condicao inicial deve estar préxima do ponto de equilibrio. Assim, podemos definir

os pontos de equilibrios como localmente estavel e localmente assintoticamente estavel.

A estabilidade de um ponto de equilibrio pode ser analisada através da lineari-
zacao de (1.2). Com efeito, seja J|,, = D f(x.) a matriz Jacobina avaliada no ponto de
equilibrio x.. Se a parte real de todos autovalores de J |,, forem nao nulos, dizemos que

x, € hiperbdlico.

Seja . um ponto de equilibrio hiperbdlico. Se a parte real de todos autovalores
de J|,, forem negativos, entao x. é assintoticamente estével. Se existir um autovalor de
J |z, tal que, a parte real seja positiva, entao . é instével (Hirsch, Smale e Devaney (2012),
Katok e Hasselblatt (1997)).
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Os autovalores da matriz J |,, de ordem k sdo as raizes do polindémio caracte-
ristico

PA) =det(M — J |5,) = A+ an AT+ a2+ L+ ay. (1.3)

Encontrar explicitamente essas raizes pode ser um trabalho arduo, dependendo principal-

mente da dimensao da matriz.

Em 1877 E. J. Routh solucionou o problema de descobrir se todas as raizes
do polinémio caracteristico tem parte real negativa, sem precisar calcular explicitamente
estas raizes e em 1895 Hurwitz encontrou uma solugao equivalente. Esta descoberta ficou
conhecida como Critério de Routh-Hurwitz (Monteiro (2006)).

Teorema 3. (Critério de Routh-Hurwitz) Dado o polinomio caracteristico (1.3), defina k

matrizes como seque

aq 1 0
aq 1
Hl:(a1)7 Hy = ( )7 H3: as as ap |,---

as as
as G4 a3
ay 1 0 0 ... 0 ag 1 0 ... 0
as as a 1 ... 0 as az ap
Hj - .. Hk =
as aq as a2
Qgj—1 A2j—2 Q2j-3 A25j—4 ... Gj 0 0 ... Qg

em que a entrada (I, m) na matriz H; é

asi—m para 0<2l—m <k,
1 para 2l < m,
0 para 20<m ou 20>k+m.

Todos autovalores tem parte real negativa se, e somente se, os determinantes de todas
matrizes de Hurwitz sao positivos, isto €, x. € localmente assintoticamente estavel se, e
somente se, det H; > 0 para todo j = 1,2, ...,k (Edelstein-Keshet (1988)).

A definicao e resultados que seguem sao sobre convergéncia uniforme que serao
utilizados no decorrer deste trabalho e podem ser encontrados em Cecconello (2010) e
Rudin et al. (1964).

Definigao 4. Seja A C R", dizemos que uma funcio f : Ry x R" — R™ converge
uniformemente, em A, para uma funcio g : R® — R"™ quando: para todo € > 0 existe
T >0 tal que || f(t,z) — g(x)|| <€, para todot >T e x € A.

Proposicao 1. Seja f: Ry x R" — R™ continua, K C R™ compacto. Se f(t,x) converge
pontualmente para uma fung¢io g : R"™ — R™, quando t — oo e f(t,z) é mondtona em t

entdo [ converge uniformemente, em K, para g, quando t — oo.
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Proposicao 2. Sejam A C U C R" aberto, K C A compacto e . : A — U uma funcao
continua. Suponha que pi(xg) converge (pontualmente) para x.(xq), para todo xy € A,
quando t — 00. Se z.(xq) € assintoticamente estdvel entio @y converge uniformemente em

K para x,: A — U.

Proposicao 3. Sejam A C U x P, U C R" e P C R™, z. : A — U continua e
K C A compacto. Suponha que pi(xo, po) — e(xo, po), para todo xo € A, quando t — oc.

Se xo(xo,po) € assintoticamente estdvel entdo ¢, converge uniformemente em K para
re: A—U.

A secdo seguinte aborda uma metodologia para se calcular o niimero de repro-
dugao basal (ou reprodutibilidade basal) de uma doenga. Este niimero é muito importante

em epidemiologia, pois mede a velocidade de uma epidemia.

1.3 Ndmero de Reproducao Basal

O numero de reproducao basal da doencga, Rg, é um limiar muito importante
em epidemiologia, pois expressa o nimero de casos secundarios produzido por um tnico

individuo infeccioso quando introduzido em uma populagdo completamente de suscetiveis.

Desta forma, se Rg < 1 entao, em média, um individuo infeccioso produz menos
que um novo individuo infectado durante todo seu periodo infeccioso, assim a doenca
nao deve se espalhar. Por outro lado, se Ry > 1 a doenca deve invadir a populagao, pois
cada infeccioso, em média, produz mais que um individuo infectado durante seu periodo

infeccioso.

Quando o modelo epidemioldgico tem somente um compartimento para o estagio
infeccioso, o nimero de reproducao basal da doenca é o produto da forca de infeccao
pelo tempo médio da infec¢ao. Entretanto, para modelos que incorporam heterogeneidade
populacional quando a infecciosidade é variavel, o parametro R se torna mais complicado

de ser calculado.

Apresentaremos a seguir a metodologia apresentada por Driessche e Watmough
(2002) para calcular Ry de modelos epidemioldgicos, que contemplam ou nao heterogenei-

dade, os quais sao baseados em sistema de equagoes diferenciais ordinérias.

Considere uma populagdo heterogénea em que os individuos sao distinguidos
pela idade, estagio da doenga, comportamento e/ou posigao social, mas que possam ser
agrupados em n compartimentos homogéneos. Seja x(t) = (21(t), ..., 7,(t))" o nimero
de individuos em cada compartimento no instante ¢ € R, em que x;(t) > 0 para todo
teR,.
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Suponha, sem perda de generalidade, que as m (m < n) primeiras coorde-
nadas de x correspondem aos compartimentos de individuos infectados e seja X, =
{z >0|z; =0, i=1,...,m} o conjunto de todos pontos de equilibrios que representa a

populacao livre da doenca.

Para determinar o nimero de reprodugao basal da doenca é preciso uma

distingdo entre novas infecgoes e outras transferéncias na populagao.

Seja F;(z) a taxa de aparecimento de novas infecgoes no compartimento 4,

V; (r) a taxa de transferéncia de individuos para fora do compartimento i e V" (z) a
taxa de transferéncia de individuos para dentro do compartimento 7. Assumiremos que as

fungoes F;, V; e V" sdo, pelo menos, duas vezes diferencidveis em cada varidvel.

Vejamos o Exemplo 1 para ilustrar e diferenciar as taxas expostas acima.

Exemplo 1. Considere o modelo proposto por Kermack e McKendric do tipo SIR dado

pelo sistema (1) que seque o esquema compartimental ilustrado na Figura 1.

Figura 1 — Esquema Compartimental do Modelo SIR.

Vamos diferenciar as taxas de novas infecgoes e de transferéncias (para dentro

e para fora) de cada compartimento.

Seja x = (1,5, R), entao temos que Fy = BSI, Fo =0, F3 =0, V] = v,
Vy, =BSI,V; =0,V =0,V =0¢e VS =~I.

O modelo epidemiologico é dado pelo problema de valor inicial:

2(0) = (21(0), ..., 2(0))

em que Vi(z) = V7 () — V" (z) e as funcdes acima devem satisfazer as hipiteses descritas

{a: = fi(z) = Fi(z) = Vi), i=1,..,n (1.4)

abaixo.
(Al
(A2

parat=1,...,m.

) Fi(z) >0,V (x) >0e Vi (z) >0parai=1,..n (visto que z > 0).

) Se x; = 0 entdao V, (x) = 0. Em particular, se x € X, entdao V; (z) =0
(A3) Fi(z) =0,Vz > 0sei>m.

(A4) Se x € X, entdo F;(z) =0e V" (z) =0 parai=1,..,m.
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(A5) Se F(xp) = 0 entdo todos os autovalores da matriz jacobiana, D f(zq) =

dfi . L . .
[ 8f ] , do sistema linearizado de (1.4) avaliada no ponto livre da doenga zg € X, tem
.Z'j o

parte real negativa.

A Hipoétese (A1) exige que tanto as taxas de novas infecgoes quanto as taxas
de transferéncias sejam nao negativas, quando as variaveis de estados sdo nao negativas. A
Hipétese (A2) impoe uma relagao diretamente proporcional entre a taxa de transferéncia
para fora do compartimento ¢ com a variavel de estado x;. Com efeito, nao podem ser

transferidos individuos do compartimento ¢ se ndo hé individuos nesse compartimento.

A Hipoétese (A3) garante que todas as taxas de novos infectados que surgem no
sistema epidemioldgico sao fluxos de entrada somente em compartimentos considerados

infectados.

Para qualquer ponto de equilibrio livre da doenca z € X;, a Hipdtese (A4)
assegura que, nao havera taxa de novos infectados e nem taxa de transferéncia para dentro
do compartimento considerado infectado, quando essas taxas sao avaliadas neste ponto

livre da doenca.

Finalmente, a tltima condigdo garante que um bloco da matriz D f(xq) seja
nao singular, esta condi¢ao ¢ de extrema importancia para conseguir calcular o niimero de

reproducao basal da doenca.

Observacgao 1. Vejamos algumas implicagoes das Hipoteses (A1)-(A5):

. . , OF; o ovi o <
(i) De (A2) e (A4) podemos inferir que p (xg) =0e 95j (zo) = 0 parai <m

ej>m.
. , . OF;
(7i) Uma vez que Fi(z) = 0 se i > m entdo por (A3) seque que 8—(%) =0
Ly

parat>mej=1,..n.
(1ii) Se x € X entao por (A2) e (A4) temos Vi(x) =0 para i =1,...,m.

(iv) O sistema linearizado de (1.4) préoximo ao ponto estaciondrio livre da

doenca xq¢ € dado por:

&= Df(xo)(z —x9) = [DF(x9) — DV(x0)](x — z0). (1.5)

OF; .
Se F =0 entdo T(azo) =0parai,j=1,...,n e (1.5) é dado por:
)

& = —DV(x)(x — z0). (1.6)

Portanto por (A5) podemos concluir que a parte real de todos autovalores da

matriz DV (xq) tem parte real positiva.
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As Hipoéteses (A1)-(A5) permitem particionar a matriz Jacobiana do sistema
(1.4) em blocos que auxiliarao na metodologia para determinar o nimero de reprodugao
basal da doenca. Além disso, o nimero de reprodugao basal da doenca sera utilizado como
um limiar para estabilidade do ponto livre da doenga. Para a exposicao desses resultados

é preciso a apresentacao de alguns conceitos sobre M-matriz.

Existem varias defini¢bes de uma M-matriz que podem ser encontradas em
Chamma (1979), Poole e Boullion (1974), Plemmons (1977), Berman e Plemmons (1979)

entre outros. Iremos caracterizé-la como apresentado por Berman e Plemmons (1979).

Definig¢ao 5. Uma matriz A = (a;;) € R™" é dita uma Z-matriz se a;; < 0,1 # j. Além

disso, —A ¢ dita quase mondtona.

Dizemos que uma matriz A = (a;;) € R"™" é ndo negativa se todas suas

entradas forem nao negativas, isto ¢, a;; > 0 para i,j =1, ..., n.

Definicao 6. Seja A = (a;;) € R™" uma Z-matriz. A é dita M-matriz se puder ser
expressa na forma A = X1 — B, em que I é a matriz identidade, B é ndo negativa e

A" > p(B), sendo p(B) o mdzimo do valor absoluto de todos autovalores de B.

Uma matriz A é uma M-matriz singular se \* = p(B) e é uma M-matriz nao

singular se A* > p(B).

Os Teoremas 4 e 5 expostos em Berman e Plemmons (1979) sao resultados que
nos permitirdo concluir que um dos blocos da matriz DV(zg) é uma M-matriz e que a

inversa de uma M-matriz nao singular ¢ nao negativa.

Teorema 4. Seja A uma Z-matriz. A parte real de todos autovalores de A sdo positivos

se, e somente se, A é uma M-matriz nao singular.

Teorema 5. Seja A uma Z-matriz. A~ existe e é ndo negativa se, e somente se, A é

uma M -matriz nao singular.

Os Lemas 1 e 2, apresentados em Driessche e Watmough (2002), nos auxiliard
na demonstracao do Teorema 6 que utiliza Ry como um limiar para a estabilidade do

ponto livre da doenca.

Lema 1. Seja A uma M-matriz nao singular e suponha que B seja ndo negativa. FEntao,

-1

(i) A — B € uma M-matriz ndo singular se, e somente se, (A — B)A™" é uma

M -matriz nao singular.
(ii) A — B é uma M-matriz singular se, e somente se, (A — B)A™" é uma

M -matriz singular.



Capitulo 1. Preliminares 23

Agora apresentaremos o resultado que particiona a matriz jacobiana do sistema

(1.4) linearizado.

Lema 2. Se zg é um ponto de equilibrio livre da doenga de (1.4) entdo as derivadas

DF(zo) e DV(xg) sao particionadas como:

DF(xq) = [ o

de ordem m x m dadas por:

OF; aV; o
F = =|=— =1...m.
laxj] eV [&L'j] para t, j sy M

Além disso, F' é ndo negativa, V € uma M-matriz ndo singular e todos os

V0

] e DV(zg) = c

] em que F' eV sao matrizes

autovalores de D tem parte real positiva.

Demonstragio. Se xy é um ponto de equilibrio livre da doenga entao pelos itens (7) e (ii)
0

7 oV OF,

OF; , :
da Observagao 1 tem-se e (o) =0e %(xo) =0Oparai<mej>me D (xo) =

j J
para i >m e j = 1,...,n. Isto mostra a particdo apresentada e os blocos de zeros.

Seja {e;} a base canoénica do espaco vetorial R", entao para i,j = 1,...,m

tem-se

OF;  ((Filwo + hej) — Fi(xo) \ (a9 . Fi(zo + hej) ()
= = —_— > 0. .
o, (79) = lim ( h hh_%l+ : >0 (1.7)

h—0t

Desta forma, mostramos que a matriz F' é nao negativa. Além disso, temos que

m VZ(ZL'O + hej) — VZ(IQ) (iii)gbs.l lim Vz (ZL’() + h@j) . (18)
h h—0t h

Se i # j tem-se que i-ésima coordenada do vetor xy + he; ¢ nula, assim pela

Hipotese (A3) temos V; (zo + he;) = 0. Logo, Vi(zo + he;) = =V (xo + hej) < 0 pela

Hipétese (A1). Deste modo, mostramos que V' é uma Z-matriz.

A Hipétese (A5) nos garante que, todos os autovalores da matriz DV (xq) tém
parte real positiva e como os autovalores das matrizes V' e D sao os autovalores da matriz
DY(xy), segue imediatamente que todos autovalores da matriz D tem a parte real positiva

e pelo Teorema 4 a matriz V' é uma M-matriz nao singular. O]

Apresentaremos a seguir a metodologia para determinar o nimero basal de
reproducao da doenca, o qual pode ser definido, de forma geral, como o niimero de novas
infec¢oes produzidas por um tnico individuo infeccioso, durante todo o periodo da infec¢ao,

quando introduzido em uma populacdo completamente de suscetiveis.
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Considere a dindmica do sistema linearizado (1.4) sem reinfec¢ao, a Hipdtese
(A5) nos garante que o ponto de equilibrio livre da doenga é assintoticamente estével.
Desta forma, a equacao dada em (1.6) pode ser utilizada para determinar o efeito que

poucos individuos infecciosos podem causar em uma populacao livre da doenca.

Seja 1;(0) o numero de individuos infectados inicialmente no compartimento
ieseja h(t) = (Pi(t),...,1n(t))" o ndmero remanescentes desses individuos infectados
inicialmente introduzidos na populacao livre da doenca apds t unidade de tempo, isto €, o
vetor 1;(t) = z;(t) para ¢ = 1,...,m. Além disso, a parti¢io da matriz DV(z¢) e a equacao

(1.6) implicam que v satisfaz a equacao

W (t) = —Vi(t) (1.9)

cuja tnica solucdo é dada por 9 (t) = e V4 (0). Assim o ntimero esperado de novas

infecgoes produzidas pelos individuos inicialmente infectados, ¥(0), é dado por

/0 T Py(t)dt = /0 T FEVWt)dt = FV /0 T )dt = FVT(0)  (1.10)

em que considera-se 1(00) = 0, pois o tempo de vida de qualquer individuo ¢é limitado.

Para interpretar a entrada (i, k) do produto FV !, considere um individuo
infectado introduzido no compartimento & em um populacao livre da doenga. A entrada
(j,k) de V! representa o tempo médio que um individuo infectado fica no compartimento
j. A entrada (i,7) de F representa a taxa que os individuos infectados do compartimento j
produzem novas infeccdes no compartimento i. Portanto a entrada (i, k) do produto FV !
¢ o niumero esperado de novas infecgoes no compartimento ¢ produzidas por individuos

infectados originalmente introduzidos no compartimento k.

O ntmero de reproducao basal da doenca é determinado por Driessche e
Watmough (2002), seguindo a mesma linha de raciocinio de Diekmann, Heesterbeek e

Metz (1990), em que FV ! é chamada de matriz de préxima geracio para o modelo e
Ro = p(FV 1) (1.11)

em que p(A) denota o raio espectral da matriz A.

O teorema a seguir apresenta Ry como um limiar para a estabilidade do ponto
livre da doenca (), mas antes de enuncia-lo note que a estabilidade de xq ¢ estabelecida

pela negatividade da parte real de todos autovalores da matriz jacobiana D f(x).

Pelo Lema 2, os autovalores da matriz D f(x) sdo os autovalores dos blocos
F—V e —D, e como a parte real dos autovalores da matriz D sao positivos, segue que a

estabilidade de xy é determinado somente pelos autovalores da matriz F' — V.
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Teorema 6. (Driessche e Watmough (2002)) Considere o modelo de transmissio da
doenga dado em (1.4) com f(x) satisfazendo as Hipoteses (A1)-(A5). Se xy é um ponto de
equilibrio livre da doenca para o modelo, entdo xo € localmente assintoticamente estdvel se
Ro < 1 e instdvel se Ry > 1, onde Ry é definida em (1.11).

Demonstracao. Seja J = F — V. Uma vez que V é uma M-matriz nao singular e F' é
nao negativa, segue que —J =V — F' é uma Z-matriz, pois v;; < 0 para todo ¢ # j com
i,7=1,...,me f;; >0 para todo 0 < ¢,7 < m. Além disso, pelo Teorema 5, a matriz vt
é nao negativa, logo a matriz FV ! é nio negativa e portanto —JV ! =T — FV ™! é uma

Z-matriz.

Todavia, Re(A) < 0 para todo A € J se, e somente se, —J é uma M —matriz

nao singular.

Pela condigao (i) do Lema 1, —J é uma M —matriz ndo singular se, e somente
se, I — FV~! é uma M—matriz ndo singular. Portanto, se Ry = p(FV ') < 1 temos que
I — FV~! é uma M —matriz nao singular, isto é, o ponto o é localmente assintoticamente

estavel.

De forma similar, pela condigao (ii) do Lema 1, —J é uma M —matriz singular
se, e somente se, I — FV ™' é uma M —matriz singular, logo se Rg = p(FV ') = 1 temos
que I — FV ™! é uma M —matriz singular, isto ¢, existe um autovalor nulo pertencente a

matriz .J, implicando que o ponto xy nao é localmente assintoticamente estavel.

Por outro lado, se Ry = p(FV ') > 1 entdo I — FV ! ndo é uma M —matriz.
Logo, —J nao é uma M —matriz pelas condigoes (i) e (ii) do Lema 1. Portanto, existe um

autovalor da matriz J cuja a parte real é positiva, implicando que o ponto g é instavel. [

O Teorema 6 comprova a seguinte conjectura: se Ry < 1 entao a populagao

ficara livre da doencga e se Ry > 1 entao a doenga se espalhard na populacao.

Os resultados propostos em Driessche e Watmough (2002) sdo de grande
relevancia em epidemiologia matematica, pois possibilita um meio de encontrar o niimero
de reproducao basal da doenca e utiliza-lo como um limiar para verificar se a populacao

ficara livre da doenca.

1.4 Conclusao

Neste capitulo apresentamos conceitos preliminares para o estudo qualitativo

de solucao de modelos epidemiolédgicos.

Conceitos, definigoes e resultados sobre equagoes diferenciais autonomas, ponto
de equilibrio, estabilidade e instabilidade de pontos de equilibrio e convergéncia uniforme

foram expostos.
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Utilizamos o trabalho Driessche e Watmough (2002) para expor a metodologia
de construcao do nimero de reproducao basal da doencga e também para mostrar que este
parametro é utilizado como referéncia para indicar se a populagao estard livre de uma

epidemia ou se a doenga se espalhard na populagao.
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2 Estabilidade de Sistemas Epidemiolégicos

com Heterogeneidade na Infecciosidade

No capitulo anterior apresentamos resultados que auxiliam na anélise de es-
tabilidade de pontos de equilibrio, como o Teorema 3 (Critério de Routh-Hurwitz) e o
Teorema 6. Entretanto, a utilizacao do Teorema 3 pode ser extremamente trabalhosa,
pelos calculos dos determinantes das matrizes de Hurwitz. Além disso, a validagao das

hipdteses do Teorema 6 pode ser de dificil verificacao.

O proposito neste capitulo é propiciar uma nova ferramenta que facilite a
analise qualitativa de pontos de equilibrios, que representam a populacao livre da doenga
ou a exting¢ao da populacao, de modelos epidemioldgicos gerais, os quais incorporam

heterogeneidade populacional quando hé variacao na infecciosidade.

Apresentamos trés modelos epidemiologicos deterministicos do tipo SEIRS
(Suscetivel-Exposto-Infeccioso-Recuperado-Suscetivel), SEIR (Suscetivel-Exposto-Infeccioso-
Recuperado) com vacinagao e por ultimo um modelo particular do SEIRS, em que a
populacao total é constante no tempo. Todos os modelos contemplam heterogeneidade na

populagao dos individuos infecciosos como proposto por Leite (1999).

O objetivo de abordarmos o modelo SEIRS, em que a populacao total é
constante no tempo, é para inferirmos algo sobre a estabilidade do ponto de equilibrio

endémico.

Calculamos o nimero de reproducao basal da doenca dos modelos pela metodo-
logia de Driessche e Watmough (2002) e correlacionamos este limiar com nosso resultado

sobre a estabilidade do ponto de equilibrio que representa a populacao livre da doenca.

2.1 Modelo I: SEIRS com grupo de infecciosos diferenciados e di-

namica vital

Apresentamos nesta secao o modelo do tipo SEIRS, o qual incorpora heteroge-
neidade populacional quando ha variacao na infecciosidade, em que o fluxo de entrada da
dindmica vital é modelada por uma fun¢ao genérica e consideramos mortalidade induzida

pela doenca, generalizando o modelo proposto por Leite (1999).

Leite (1999) apresenta um modelo epidemioldgico do tipo SEIRS que a va-

riacdo da infecciosidade é incorporada subdividindo a populagoes de infecciosos em k
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compartimentos, resultando em um sistema com k + 3 equagoes diferenciais nao lineares:

s i
dt i=1
dE k
— =35> e&l, — (0 +p)E
dt i=1
dl
7; =0E —(m+ph (2.1)
dl; .
q Yieilicy — (vi +p)li; para i=2,...k
dR
— =l — (0 R
k
em que S+ E + Z I; + R = 1. As constantes 3, 0™, , 0, 7; ' e ¢ sdo, respectivamente,
i=1

a taxa de contato, periodo médio de incubacao, taxa de mortalidade e taxa de perda
de imunidade, periodo de permanéncia de transmissao no i-ésimo estagio e periodo de

eficiéncia de transmissao no i-ésimo estagio.

Para o modelo descrito em (2.1), Leite (1999) enuncia e demonstra um teorema
que analisa a estabilidade do ponto de equilibrio trivial Py, = (1,0,0,...,0), analisando
somente o termo independente do polindmio caracteristico da matriz Jacobiana correspon-

dente ao sistema (2.1), como segue no teorema abaixo.

Teorema 7. (Leite (1999)) O ponto de equilibrio trivial Py do sistema (2.1) é localmente
assintoticamente estavel se o termo independente do polinomio caracteristico correspondente

ao sistema (2.1) a, é estritamente positivo e € instdvel se a,, € estritamente negativo.

Propomos um resultado que generaliza o Teorema 7 para uma gama maior de
modelos epidemiolégicos, mostrando que a anélise de estabilidade assintotica do ponto
de equilibrio livre da doenca é realizada, basicamente, pela verificacdo da positividade do

termo independente do polindmio caracteristico a,,.

A generalidade do Teorema 7 esta nas k fases de infecciosidade que modela a
heterogeneidade na infecciosidade. Para melhor compreensao da varia¢ao na infecciosidade,

vamos descrever como o sistema imune responde ao microrganismo invasor.

Quando ha um encontro entre um individuo suscetivel e um agente infeccioso

pela primeira vez, o microrganismo tenta superar as defesas iniciais do individuo suscetivel,



Capitulo 2. FEstabilidade de Sistemas Epidemioldgicos com Heterogeneidade na Infecciosidade 29

que sao formadas por barreiras fisicas e quimicas, caso a invasao seja bem sucedida o

sistema imune é acionado (Abbas, Lichtman e Pillai (2008)).

O sistema imune ¢é formado pela imunidade natural e adquirida. A imunidade
natural responde inicialmente aos microrganismo tentando impedir, controlar ou eliminar
a infeccao do hospedeiro. Ja a imunidade adquirida ou adaptativa tem como objetivo
ativar mecanismos de defesa contra o microrganismo invasor adotando estratégias mais
eficazes. Contudo, sob uma primeira infec¢do a imunidade adquirida s6 é ativada depois
que a imunidade natural ndo conseguir realizar sua fungdo com sucesso (Abbas, Lichtman
e Pillai (2008)).

Neste combate entre multiplicacdo de microrganismo e sistema imunolégico,
ha uma variagdo na carga de microrganismo no organismo e esta variacao gera diferentes
graus de infecciosidade no hospedeiro. Portanto, a efetividade da transmissao de uma
doenga, entre outras coisas, depende da carga de microrganismo que o individuo tem no

corpo (Santos, Romanos e Wigg (2002)).

Esse diferentes graus de infecciosidade sao representados dividindo a populacao
dos infecciosos em k subgrupos, supondo que todos infecciosos passarao por essas k fases

de infecciosidade (Figura 2).
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Figura 2 — Esquema compartimental da classe infecciosa que possui variacao na infecciosi-
dade.

A seguir formulamos o Modelo I do tipo SEIRS, o qual incorpora heterogenei-
dade na infecciosidade, com dinamica vital em que é utilizada a Lei de agao das massas
classica sob uma populacao homogeneamente distribuida e somente a transmissao direta

horizontal é considerada, isto é, ndo ha transmissao vertical em que a mae gestante passa
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a doencga para o filho no nascimento. Assim nosso modelo é um problema de valor inicial:

dsS k
E - f(SJ E7 ]17 7Ik7R) _BSZGZIZ _HS+5R
i=1
dFE k
dt P
dl;
— =cF — I
dt o (1 +p+ )y 22)
dl; .
o Yie1lion — (i + o+ pi)l;; para =2,k
dR
— =1, — (0 R
g~ el (6 + p)
S(O) = S(], E(O) = Eo, I](O) = 1j0 j = 1, ...,]{Z, e R(O) = Ro,

em que f : R¥3

— R e todas suas derivadas parciais de primeira ordem devem ser continuas.
A funcao f representa o fluxo de entrada da dinamica vital, que por sua vez depende da
populagao total (V) que pode ser varidvel no tempo, isto é, f pode depender de todos
compartimentos S, E, I, ..., I, e R, visto que, N(t) = S(t) + E(t)+ I (t) + ... + Ix(t) + R(t).
Além disso, como estamos considerando somente transmissao horizontal, o fluxo de entrada

desta dindmica influencia somente a classe dos individuos suscetiveis.

Note que as imposigoes sobre a funcao f e suas derivadas parciais sdo para que

o problema de valor inicial (2.2) tenha solugao e seja tinica, garantido pelo Teorema 1.

As taxas 3, 071, 1 e § sdo, respectivamente, taxa de contato, periodo médio de

incubacao, mortalidade natural e perda de imunidade.

Os parametros v, e e (i sdo, respectivamente, o periodo infeccioso, a efetivi-

dade da transmissao e a letalidade da doenca no i-ésimo estagio infeccioso.

Uma vez que a carga de microrganismo de um patogeno varia no corpo de um
individuo infeccioso, independente da enfermidade (Abbas, Lichtman e Pillai (2008), Santos,
Romanos e Wigg (2002)), o modelo (2.2) pode representar a dindmica de propagagao
de varias doenca. Entretanto, a retirada de algum compartimento pode ser necessaria

dependendo da dinamica da doenga a ser modelada.

Por exemplo, a dindmica de transmissao da Aids pode ser descrita pelo modelo
do tipo SEI, visto que esta doenca ainda nao tem cura. Ja os modelos SEIR ou SIR
podem ser utilizados para descrever a dindmica de doengas como Catapora, Sarampo

ou Rubéola, posto que a imunidade é permanente depois que o individuo se recupera da
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doenca. Para finalizar, o modelo SEIRS pode representar a dinamica de transmissao da

Tuberculose, uma vez que o individuo recuperado pode voltar a adquirir a doenca.

2.1.1 Analise qualitativa do Modelo |

O ponto estacionario trivial é dado por Py = (5*,0,0,...,0,0), em que S* >0

¢ uma solugao da equacao f(S,0,...,0) — uS = 0. Este ponto indica que a populagao ira

ficar livre da doenga.

do sistema (2.2) que é dada por:

Jm><m =

A anadlise de estabilidade deste ponto é realizada através da matriz Jacobiana

k
0
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em que m = k + 3. Esta matriz avaliada no ponto trivial é dada abaixo:
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(2.4)
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—pe Xy =—(pu+0) mais
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os autovalores da matriz A € R™", sendon =k + 1

—(0+/$) ﬂqS* ﬁEQS* 56]@715* BekS*
o —(m+p+ ) 0 0 0
0 gi! —(etptp) - 0 0
A= | | |
0 0 0 s = (Ve e 1) 0
| 0 0 0 Vh—1 —(e +p+ pr) |

(2.5)

O polindémio caracteristico da matriz A é dado por Pa(\) = det(A — A) =
N+ NP+ 4+ a, AN+ a, Parak =1,k =2ek > 3 os polindmios sdo dados,

respectivamente, por

Pa,(N) = A+ 0+ ) (A +71 + o+ 1) — 0BerS” (2.6)

2

i 2.7

Pi,(N) =A+o+p) [T A+ 4+ p+p) —oBS* [es(A+ 72 + p + p2) + €271] (27)
Jj=1

k

e [T A+ + 1+ p5)

k
Pay(N) =N +o+p) [T N+ + p+ py) — 0BS”
j=1 j=2 (2.8)

1=2 Jj=i+1 m=1 m=1

k—1 k i—1 k—1
+> & [T A+ +u+u) [T v+ e va].

Desta forma, os termos independentes de (2.6), (2.7) e (2.8) sdo dados, respec-

tivamente, por:

as = (0 + p)(m1 + p+ p1) — oBerS* (2.9)

2
2.10
= (o +up) [] (v +p+n;) —oBS* [e1(v2 + 1+ p2) + e271] (2.10)
j=1
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Qp = k41

k
= (o4 u) [T (v + 1+ 1)
7=1

k—1 k i—1 k—1
—ops” €1H vitutu)+ S e [ (y+ut+u) [T vm+e [1m
Jj=2 i=2  j=i+l m=1 m=1

(2.11)

A seguir enunciaremos alguns resultados que serao utilizados na demonstracao

do Teorema (8), o qual analisa a estabilidade do ponto trivial F.

Lema 3. Consideremos o modelo descrito por (2.2) pela inclusio de mais um estigio
infeccioso, ou seja, estamos considerando k + 1 estagios infecciosos. Entao o polinomio
caracteristico correspondente ¢ matriz aumentada A de ordem k + 2 pode ser escrito na

forma recorrente:

k
Px(A) = (A + g1 + p+ pea) Pa(A) — 088 e T v (2.12)
m=1
T A b ¢ . ¢
em que A = b0 = (B ST 0 .. 0) ecc= (0 ... 0 )

¢ = (Whyr + o+ )
sendo b e ¢ vetores colunas de ordem k + 1, onde A € dada em (2.5).

Demonstragio. Com efeito, através do polindmio caracteristico dado em (2.7) obtemos,

Pas(A) = [(A+ o+ )N+ + p+ pn) — oBer SN+ 72 + p+ p2) — 0B85 eam
= A+ +pu+ p)Pa,(N) — oS 1.

O polindmio caracteristico em (2.8) para k = 3 é dado por:

Ew

Pay(N) = A +o+p) [T A+ +p 4 )

1

<.
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— oS |e

A+ +tutp)+eA++p+u)n+e va]

2 m=1

J

(A 43

2
A+ o+ ) [T O+ +p+p5) — 0BS™ (ex(A+ 72 + p1 + p2) + e2m)
j=1

2
+ i+ pz) — oS es [ m

2
= (A + 3+ p+ p3)Pa, —0B5es H V-

m=1
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Por fim, o polinémio caracteristico da matriz aumentada A para k > 4 pode

ser obtido através do polindmio caracteristico da matriz A descrito em (2.8)

k+1 k41
Pi(AN) = A +o+p) [T N+ +p+ ) —oBS™ |er [T A+ 5 + 1+ py)
j=1 i=2
k+1 i—1
+Z€Z H A7+ 4 wy) H’Ym+€k+1H7m
=2 j=i+1 m=1 m=1

=

= At p) [T O+ + it ) A+ e+ 1+ )

1

<.
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=

—oBS™ e || (A +95 + 1+ p15) (A + Yogr + 1+ i)

J
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ESINN

i—1

k
4 & IT A+ + 1+ )N+ vir + o+ piesr) T v
= Jj=t+1 m=1 (213)

—_

k—1 k
+ €A+ a1 + o4 pes) [ m + erer [1 vm]

m=1 m=1

= (A 4+ Ypr1 + o+ prs1)

k
A+o+p) [T A+ +p+py)
j=1

k k—1 k i—1

—ofst e IOty pt ) + H A+ + i+ 1) TT Yom
k— k

+ €k H Y| | — oBS €kt H Ym
m=1 m=1

= (A4 Y1 + 4+ pirg1) PaN) — 085 g1 [T -

m=1
]

Corolario 1. O termo independente do polinémio caracteristico da matriz aumentada A

pode ser dado da forma recorrente:

aft = (Y1 + i+ e )af — 0BS e H Yo (2.14)

m=1

para todo k > 1, em que afb

A.

¢ o termo independente do polinomio caracteristico da matriz

Lema 4. Se o termo independente a,, do polindmio caracteristico da matriz A dada em

(2.5) for positivo, entdo todos os outros coeficientes deste polinémio também serao.

Demonstracao. Mostremos por inducgao finita na ordem da matriz A.

Para k = 1, temos que
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Pa,(N) = (A+o+p)A+7+p+m)—obeaS™ (2.15)

Note que independe do sinal do termo ay = (0 + u)(y1 + 1 + p1) — 086 5%,
temos que ay = o + 2+ vy + pp > 0.

k

Hipotese de inducao: Se aﬁ > 0 entao af >0 Vi=1,..,n—-1,em quea, é
o termo independente do polindémio caracteristico da matriz A que tem ordem k + 1. O

polinémio caracteristico correspondente a matriz A pode ser dado por:

k
Py (N) = A4 Y1 + g+ preg1 ) Pa,(N) — 085 €1 [ vime- (2.16)
m=1

k+1

7 >0, isto é, se o termo independente do polinémio caracteristico

Agora, se a

da matriz aumentada A de ordem k + 2 for positivo, entdo pelo Corolario 1 temos

k
(Vo1 + 1+ pregr)al — oS ey [[ym > 0 =

m=1
. 2.17
(Yes1 + 1+ prrr)al > oS e [[ ym > 0 = (2.17)
m=1
a@ > 0.

n

k+1

- >0 temos que afL > ( e pela hipétese de indugao temos

Desta forma, se a
a¥*>0 Vi=1,..,n—1,

Assim, pela relacio (2.16) podemos garantir que a¥*' >0 Vi=1,..,n— 1.

O

Corolario 2. Se a, > 0 entao o polinomio caracteristico da matriz A, Pa(\), € estrita-

mente crescente para todo A > 0.

Demonstracao. Com efeito, derivando P4 em relagao a A obtemos,

PiA) =nX" Hai(n — DA 2+ L+ apy.

Como a, > 0, pelo Lema 4 temos a; >0 Vi=1,....,n — 1. Assim garantimos
que P} > 0 para todo A > 0, implicando que P4(\) seja estritamente crescente para todo
A>0. m

Lema 5. Seja A = (a;;) € R™™™ uma matriz quase mondtona e o(A) o conjunto de
autovalores de A. Se \* = maz{Re(\),\ € d(A)}, entao \* € o(A). Além disso, existe
um vetor nao nulo & € R} tal que AL = N*E (Martin (1978)).
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O teorema a seguir estabelece condi¢Oes necessarias e suficientes para estabili-
dade assintotica do ponto de equilibrio trivial. Este resultado, proposto por nés, generaliza

o Teorema 7.

Teorema 8. : O ponto de equilibrio trivial Py do sistema (2.2) é localmente assintoti-

camente estdvel se —=| < e o termo independente a,, do polinomio caracteristico da

Py

0
matriz A (2.5) for positivo e € instdvel se a, for negativo ou —=| > p.

95|,

0
Demonstracao. Supondo or < e a, > 0, mostraremos que A\; < 0 e Re(\) < 0 para

95 |p,
todo A € o(A), visto que ja temos Ay < 0.
0
Como A\, = &é — 1, segue diretamente da hipdtese que Ay < 0.
Py

A matriz A é quase monétona, entdo pelo Lema 5 temos que A* = maz{Re(\), A €
od(A)} € 0(A), implicando Re(\) < A* para todo A € (A).

Visto que a, > 0, temos pelo Lema 2 que P4()) é estritamente crescente
VYA >0 e como P4(0) = a, > 0 entdo a matriz A ndo possui autovalor real ndo-negativo e,

portanto A* < 0.

Logo, Re(A) < 0 para todo A € g(A).
of

Por outro lado, é evidente que se Ay = —=| — u > 0, entdo P ¢é instavel.

95|,

Outra forma de escrever a,, é dada por:

em que \; e u; sdo, respectivamente, autovalores reais e complexos de A em que n = m + 1.

Como os conjugados complexos aparecem aos pares temos que [ é sempre par e
!
H ;i > 0, assim se n for par temos necessariamente que m ¢é par, logo se a, < 0 segue

=1
m

que H A; < 0 e assim garantimos a impossibilidade de existirem somente autovalores reais
i=1
negativos, isto é, garantimos a existéncia de pelo menos um autovalor real positivo.

Por outro lado, se n for impar e a,, < 0 temos necessariamente que m é impar
m

e H A; > 0, desta forma, garantimos novamente a impossibilidade de existirem somente
i=1
autovalores reais negativos, ou seja, existe pelo menos um autovalor real positivo.

Portanto podemos concluir que se a,, < 0 temos que F, ¢é instavel.
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Observacao 2. Pela sequnda parte da demonstragio do Teorema 8, podemos concluir
que, qualquer ponto de equilibrio de qualquer sistema autonomo € instavel se, o termo
independente do polinomio caracteristico da matriz Jacobiana avaliada neste ponto for

negativo.

Corolario 3. A estabilidade do ponto trivial de todos submodelos epidemioldgicos cldssicos

que derivam do modelo (2.2) pela retirada de algum compartimento é localmente assintoti-

camente estavel se —=| < p e o termo independente a, do polinomio caracteristico da

oS

Py
matriz A (2.5), correspondente ao submodelo, for positivo e € instdvel se a, for negativo
of
ou —=—| > u.
05|, "

Os submodelos que derivam de (2.2) sao SEI;...IyR, SEL ... IS, SEI...I},

(a) No modelo SEI;...I;R nao hé perda da imunidade, isto é, o individuo
recuperado da doenca adquire imunidade permanente a reinfeccao. Os autovalores da
matriz Jacobiana correspondente a este modelo avaliada no ponto de equilibrio trivial, sao

os mesmo do modelo (2.2) exceto pelo autovalor Ay que é Ay = —p.

(b) No modelo SEI...I;;S o individuo ndo adquire imunidade a reinfecgao,
tornando-o suscetivel imediatamente apds o término do tultimo estagio infeccioso. As
alteracoes na matriz Jacobina (2.3) para este modelo é a retirada da tltima coluna, pois
nao existe o compartimento dos recuperados e alteragoes na primeira e tltima linhas da
penultima coluna, as quais nao comprometem a estrutura da matriz, nem o sinal do termo

independente a,, da matriz A. A mesma justificativa vale para o modelo SEI;...1.

(¢) No modelo S1;...I; RS nao considera-se o periodo latente, isto é, o periodo
em que o patégeno estd incubado no organismo e o individuo infectado ndo consegue
transmitir a doenca. Os Unicos autovalores alterados sao da matriz A. Porém a matriz
A para este modelo mantém a mesma estrutura da antiga. Portanto preserva todos os

resultados aqui demonstrados.

(d) Por justificativas andlogas, o mesmo vale para os modelos SI;...I;R,

Vejamos um exemplo para ilustrar a teoria exposta acima.

N
Exemplo 2. Consideremos o modelo SEI I5I3R, com f(S,E,I,R) =« |1— rol N, em

que o € a constante de crescimento intrinseca e C' € a capacidade de suporte da populagdo,

ou seja, € o tamanho mdximo que a populagao pode atingir e N(t) = S(t)+E(t)+1(t)+R(t),
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obtendo:

ds N 3
— = 1—— | N-38 A —pS+0R
= ( C) 3 ;e wS +
dE 3
— =8SY e&l,— (0 +pE
dt i=1
dl,
— =0k — +p4 )l
dt (n+ut m)h (2.18)
dl; ‘
dt = 1ligs—(vi+p+p)l; para i=2,3
dR
— =33 — (0 R
It Y3l3 — (6 + p)
S(O) == So, E(O) - Eo, I](O) - 70 j — 1,2,3 R(O) - RO.
Resolvendo a equagao f(S,0,0,0) — uS = 0 obtemos, S* = C <1 — ﬁ) Note
«
que S* > 0 se, e somente se, a > [i.
Temos que —— 25|, = 2u—a. Como p < « entdao 2u—a < i, portant 25|, < L.

O termo independente é dado por:

3
as= (o +p) [ (yj+p+ 1)
j=1

" 3 2 3 i1
—UBC(I—) {QH(’YJ'-FM‘FM]‘)"‘ZQ H (v + o+ p5) H'Vm+€3H7m]

o =2 i=2 =i+l m=1 m=1

<
U

3
—opC(1— M) [ IT (v + 14 p5) + €2(v3 + 1+ ps)m +€37172] .
=2

Portanto o ponto de equilibrio trivial (C <1 — H) ,0,0,0,0, O) deste modelo é
!

localmente assintoticamente estdvel se, e somente se,

3 3
(o+u) [T (vj + 1+ 1) > o8C (1—> [ H Vit ) +€2<73+M+#3)71+637172]
Jj=1 Jj=2

(2.19)

visto que estamos considerando a viabilidade do ponto estaciondrio.
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Note que, se desconsiderarmos a heterogeneidade do modelo, basta verifi-

car se (o + p)(n + p + ) > opC (1 — H) para que o ponto de equilibrio trivial
a
<C (1 — H) , 0,0, O) seja localmente assintoticamente estdvel.
a

A subseccao seguinte apresenta a possibilidade de existéncia de um ponto de

equilibrio que representa a extingao da populacao, que dependa da funcao f escolhida.

2.1.1.1 Extincdo da populacao

O ponto de equilibrio trivial Py = (57,0, ...,0), possui uma coordenada S* > 0
que é a solugao da equacao f(S,0,...,0) — uS = 0. Entretanto, a tinica solugao para a

equagao pode ser nula, vejamos um exemplo.

Exemplo 3. Tomando f(S,E,I},...I;,R) = a(S+ E+ 1 +..I + R) em (2.2) em que

a # 1, temos que

f(S,0,0,..,0,0) —puS=0= (a—pu)S=0=5=0.

Neste caso, quando S* = 0 obtemos um ponto de equilibrio que representa a
extingao da populacao, denotemos este ponto por P.,; e analisando-o qualitativamente, po-

demos verificar pelas matrizes (2.3) e (2.5) que este ponto sera localmente assintoticamente

estavel se —— < .
dS|p
ext

Pelos argumentos apresentados temos o seguinte teorema:
Teorema 9. Se o ponto de equilibrio P,y do sistema (2.2) existir, este serd localmente

o ) of o of
assintoticamente estdavel se —— < e serd instavel se —— > 1
aS Pezt aS Pea:t

No Exemplo 3 temos que o ponto de equilibrio que representa a extin¢ao da
populacao serd localmente assintoticamente estavel se oo < p.

A seguir apresentaremos o numero de reproducao basal da doencga para o

modelo descrito em (2.2), o qual tenta mensurar a rapidez de uma epidemia.

2.1.2 Ndmero de reproducdo basal da doenca

O célculo do nimero de reproducao basal da doenga seguira a metodologia
apresentada por Driessche e Watmough (2002), a qual foi exposta na Segao 1.3 do Capitulo
1 deste trabalho.
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Temos que x(t) = (E(t), [1(t), ..., Ix(t), S(t), R(t)) é o nimero de individuos em

cada compartimento e os vetores F e V sao dados por

[ Fp() | | BSX el
fh (l’) Zzl
Flx) = ' =
.7:5(35)
| Fr(z) |
i V_E(ZE) | | V+E<.T) ]
V711<5C> V+I1(x)
V) =@ v =
V_S(l") V+S({E)
| V Rr(7) | | Vr(2) |
[ e+wE | g 0 :
(M +p+p)h oE
| w+ptm) |~ N
ﬁSZEZJi—i—/LS f(S,E. LI, ... I, R) + 6 R
Grwr | L ek -

E facil verificar que as HipGteses (A1)-(A4) sio satisfeitas. Vejamos a Hipétese
(A5). Se F =0, entdo a matriz jacobiana do sistema (2.2), —DV(F), ¢ dada por

[ —(c+p) 0 0 0 0 0
o —(y1 +p+p) 0 0 0 0
0 7 (2 tptp) ... 0 0 0
0 0 0 coo =k et pr) 0 0
k
of of ) <8f ) <8f ) of of
= = _BeS 2L _ BesS [ = = Bes = I — =
9E |, (ah Per T Pez . a1y Pk 05 A 261 H OR|p,
1= PO

0 0 0 Y 0 -0+ |
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[ — (o +u) 0 0
o —(m+p+m) 0
0 T —(v2 + p+ p2)
0 0 0
of| 0| g O o
9B, onl, "7 anl, 00
| 0 0 0

0
0
0

— (e + o+ pr)
of .
a—lk . — BexS

Tk

0
af
OR |,

—(0+ )

Os autovalores da matriz jacobiana —DV(Fy) sao —(o + p), — (v + p + i)

0
parai=1,..k —(d+pu) e aé — . Portanto, para que todos os autovalores tenham
Py

parte real negativa basta que a condicao —=

0S

Para calcularmos o Ry precisamos inicialmente calcular as matrizes F' e V que

< u seja satisfeita.
Py

sao
[ 0 BerS* BenS* Ber1S* BepS* |
0 0 0o ... 0 0
0 0 0 ... 0 0
F =
€
[ o+ 0 0 .. 0 |
-0 mntpt 0
V= 0 —71 Y2 + ,u + e
Ve—1 + H+ Hr—1 0
L —Yk—1 Ve + 1A pE |

A matriz V! é triangular inferior, pois V' é triangular inferior e como as tinicas
entradas nao nulas da matriz F' estao na primeira linha, segue que as entradas nao nulas
da matriz FV ! estdo na primeira linha. Portanto existe um tinico autovalor nao nulo
da matriz FV ! e este serd o ntimero de reproducao basal da doenca. Desta forma, para

calcularmos R, precisamos somente calcular a primeira coluna de V' que é dado por:
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1
J%U—u

w+uﬂyﬁﬂ+uﬁ

(o + p) (9 + oA 1) (2 + o+ 1)

C1 =

07172:--%—1
| (o + )+ et ) (2 + g ) (v + e+ )

Fazendo o produto interno entre a primeira linha da matriz F' e o vetor c;

obtemos
ok
Ro = 65*7 Elwlfl (220)
o+ u ;
1
—— se =0
M p
em que 1, = 1:[1 Vi
o se [=1,2,...,k—1.
LI+ +
i=1
Pelo Teorema 6 temos que F, ¢ localmente assintoticamente estavel se 39 <
P
neRy<1. ’

O teorema a seguir relaciona o termo independente a,, dado em (2.6), (2.7) e

(2.8) com o ntimero de reproducao basal da doenca Ry dado em (2.20).

Teorema 10. O termo independente a,, dado em (2.6), (2.7) e (2.8) € positivo, se, e
somente se, Ro < 1, dado em (2.20).

o €1
e’
o+ pyn A+ p+

*

Demonstracao. Para k =1 temos Ry = 5

a, = Q2

= (0 4+ p) (7 +p+p) —opeS*
o S* >

= (o4 p)(n +p+ ) (1 (o )+t )
=+ p) (71 +p+m)l—Ry).

Assim, a,, > 0< Ry < 1.



Capitulo 2. FEstabilidade de Sistemas Epidemioldgicos com Heterogeneidade na Infecciosidade 43

Para k = 2 temos Rg = 55* ? [ “ + = “n ]e
ot+pmtptm I v+ o+
a, = as
2
= (o +p) [T (v + 14 py) — 0BS [er(v2 + 4 p2) + €2m1]
7=1
2
e1(y2 +p+ p2) + em
= (0 +p) (7+u+u)<1— )
LGt wtm) (U= 0 T2 Gy )
2
= (o + ) [T (v + 1+ 115)(1 = Ro).

.
I
=

Novamente, a, > 0 < Ry < 1.

Para k > 3 temos

Ro— B2 [61H?2(%+u+uj)+ o € ?i+1(7j+u+uj)Hin1wm+ekH5111%1
=
o+ [ H] 1 (et )
(§]
k
an = (04 p) [T (v + 1+ 115)
J=1
k k—1 k i—1 k—1
—opS e [T (y+u+uw)+d & I (i+u+uw) [T wm+e I m
Jj=2 =2 j=it+l m=1 m=1

1

k
= (0 +n) H Vi w )
j=1

B aps* |:€1Hj Lo (Y i ) T & T (3 + ) i;=117m+€kna]fn_=117m}]

(0 + p) Iy (3 + o+ p5)
= (o +m) [T (v + 14 1) (1 = Ry)

J=1

Por fim, a, > 0 < Ry < 1.

]

Podemos concluir que a anélise de estabilidade do ponto de equilibrio trivial Fy
pode ser verificada tanto pelo Teorema 8, quanto pelo calculo do niimero de reproducgao
basal da doenga Ry. Além disso, podemos dizer que a instabilidade deste ponto indica que

a doenga invadird a populacao.

Na Sec¢ao 2.2 discorremos sobre o modelo SEIR com vacinagdo, sob as mesmas
hipéteses impostas ao modelo da Secao 2.1. Analisamos a estabilidade do ponto de equilibrio
trivial e extin¢ao da doenca de forma analoga a secao anterior. Além disso, calculamos o

numero de reproducao basal da doenca.
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2.2 Modelo II: SEIR com vacinacado, grupo de infecciosos diferen-

ciados e dinamica vital

Apresentamos o modelo epidemiologico SEIR com heterogeneidade na infeccio-
sidade, de forma andloga exposta na se¢ao anterior, mas considerando uma politica de
vacinacao. Nesse cenario, estimamos quantos individuos devem ser vacinados para que a

doenca nao invada a populacao.

As hipéteses para formulacao deste modelo sao as mesmas exposta no modelo

SEIRS da Secao 2.1. Assim o Modelo II é dado pelo problema de valor inicial

s i
dit = f(S, E, ]1, 7Ik,R) - BSZEZIZ - (,u + 5)5
i=1
dE i
dt =
dl,
— =oF — 1
g~ CE-ntntmh (2.21)
dI; :
P Yieilicy — (Vi + o+ pa) ;. para i =2,...,k
dR
458 —
i Velp +0S — uR
S(0) =S50, E0)=Eo, L;(0)=1Io j=1....k R(0)= R

Todos os parametros possuem a mesma representabilidade do modelo SEIRS
da Secao 2.1, exceto o parametro d, que para este modelo representa a taxa de vacinagao

dos individuos suscetiveis.

No modelo (2.21) estamos considerando heterogeneidade na infecciosidade,
morte induzida pela doenca e o fluxo de entrada da dindmica vital é dada por uma fungao
genérica, como no Modelo (2.21). Entretanto, uma parcela de individuos suscetiveis sao
transferidos diretamente para o compartimento dos recuperados, devido a politica de

vacinacao.



Capitulo 2. FEstabilidade de Sistemas Epidemioldgicos com Heterogeneidade na Infecciosidade 45

2.2.1 Analise qualitativa do Modelo Il

O ponto estacionario livre da doenca para este modelo é dado por Py =
(5%,0,0,0,...0, R*), em que S* > 0 e R* > 0 sdo uma das solugoes obtida do sistema,

£(S,0,0,....,0,R) — (u+0)S =0
(2.22)
0S —uR = 0.

A matriz Jacobiana, de ordem m = k + 3, do sistema (2.21) avaliada no ponto
trivial Py = (5,0,0,0,...0, R*) é dada por:

- of of of «~ Of * of . Of T
@PO—(;L—F(S) B—EPO a—hpo—ﬁels B—IQPO—BQS Thpo_ﬁeks @PO
0 —(o+p) BerS* Bea 8™ BerS™ 0
0 o —(m+p+p) 0 0 0
J(FPo) = 0 0 7 (2 tptp2) - 0 0
0 0 0 0 e (e A+ ) 0
L 6 0 0 0 Tk o
(2.23)

Desta forma, o polinémio caracteristico da matriz jacobiana avaliada no ponto

trivial é dado por

P()) = ((z\+u+5— gﬁ

triz A é dada em (2.5).

of
PO) (A+p) — R

) det(A — A) onde a ma-

Py

Portanto, os autovalores da matriz J(Fp) sdo os autovalores da matriz A mais

af 9 8f 1/2
+((2u+o— 2L ) —4 N
Sl G ) a5, 05H))

2
As condigOes necessarias e suficientes para garantir que a parte real dos auto-

os autovalores dado por:

of

(‘” 25

of
5 2L

Mg =

valores A o sejam negativas sao

2+ 5 — gf; >0 (2.24)
Py
e
of of
0 — —— — ) —= ) 2.2
“(’” aspo> oR |, " (2:25)
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0 0
Note que as condicoes —f <0e —f < 0 sao suficientes para garantir
95 |p, OR|p,

que a parte real dos autovalores \; » sejam negativas .

Portanto, se as condigdes (2.24) e (2.25) sao satisfeitas e, além disso, o termo
independente do polindémio caracteristico da matriz A dada em (2.5) é positivo, entao o
ponto trivial deste modelo é localmente assintoticamente estavel. Desta forma, podemos

enunciar o seguinte resultado:

Corolario 4. O ponto de equilibrio trivial Py do sistema (2.21) é localmente assintoti-

/ of of of
camente estdvel se 2u + & 5 >0, p (“ +9 B Po) OR

a5 .

independente a, do polindmio caracteristico da matriz A (2.5) for positivo. Py é ins-

of

tdvel se mao ocorrer alguma das desigualdades anteriores, isto €, 2u + 6 — 39
L 00 Y, 0f
N 95|, )~ ° OR

Observamos que o tinico submodelo de (2.21) que contempla heterogeneidade é

> 0 e o termo

< 0,
Py

<0 oua, <0.
Py

do tipo S1;...Ix R e, como somente ha alteragoes na dimensao e de algumas entradas da
matriz A, o resultado acima continua sendo valido, pois a matriz nao perde a propriedade

de ser quase monodtona.

De acordo com a observacao dada acima, podemos enunciar o seguinte resultado:

Corolario 5. O ponto de equilibrio trivial Py do submodelo de (2.21) é localmente assin-
>0 e o termo

0 0 0
toticamente estdvel se 2u + 6 — —f >0, plp+o— i _ 7f

PO aR PO
independente a,, do polinomio caracteristico da matriz A (2.5), correspondente ao submo-

05 |, oS
of of| \ . of
. OR

delo, for positivo e é instdvel se 2u+ 90 — ==| <0, u (u +0— =
. L N
Exemplo 4. Consideremos o modelo SEI1,I3R, com vacinagio e f(S,E, I, R) = « (1 — ) N,

<0

Py
ou a, < 0.

05|, a5
C

como no exemplo (2),

Resolvendo o sistema (2.22) para a f explicitada acima, obtemos que S* =

4]
C’L (1 — E) e R"=C—— (1 — H) Note que S* > 0 e R* > 0 se, e somente se,
p+0 a 0 Q@
n <o
0 0
Além disso, temos que 8£’ N = 81{% N =2u — a.

Verifiquemos se as condigoes (2.24) e (2.25) sao satisfeitas:

2,u+(5—a—f

55 =0+«

Py
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_5 =L

= (o= p)(p+9).

5 — 2
u<u+ 53

Como pu < « pela viabilidade bioldgica do ponto, seque que as condigoes (2.24)
e (2.25) sao satisfeitas.

Portanto, a estabilidade local assintotica do ponto de equilibrio trivial do modelo
deste exemplo recai na verificacao da positividade do termo independente do polinomio

caracteristico da matriz A para k = 3, que é equivalente d desigualdade:

3 3
(0+M)H(w+u+ug‘)>aﬁCui5( )[ H Yi 4w+ ) + vz + p+ ps)m

j=1

+ €37172

2.2.1.1 Extincdo da populacdo

A exposigao do ponto de equilibrio trivial Py = (S*,0, ..., R*) do modelo (2.21),
depende do fluxo de entrada da dinamica vital f, a qual, uma vez explicitada, devemos
encontrar as coordenadas S* > 0 e R* > 0 que satisfazem (2.22). Entretanto, como
mencionado na Subsecao 2.1.1.1, podemos nao obter tais coordenadas positivas que sao

solugao do sistema (2.22), vejamos o exemplo abaixo.
Exemplo 5. Tomando f(S,E,I1,....Ix,R) = a(S+E+ 1+ ...I + R) em (2.21) em que

o # p, temos que

<a<1+2)—(u+5))5=0=>S:O:>R:O.

Novamente, neste caso dizemos que o ponto estaciondrio representa a extin¢ao da populagdo

denotando-o por P,..

Pela matriz (2.23) podemos verificar que o ponto P.,; serd localmente assinto-
ticamente estével se as condigoes (2.24) e (2.25) sdo satisfeitas, sendo que as derivadas das
condigbes citadas sdo avaliadas no ponto P.,;. Desta forma, podemos enunciar o seguinte

resultado:

Teorema 11. Se o ponto de equilibrio P,y do sistema (2.21) existir, este serd localmente

assintoticamente estdavel se 2p + o — gg N >0ep <u +0— gg ) o g]f% N >0e
serdmstdvelse2u+5—aSPO<00u,u<,u+5—aSPO> 68R < 0.
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No Exemplo 5, o ponto de equilibrio que representa a extin¢ao da populagao

serd localmente assintoticamente estével se 2u+ 6 —a > 0e u(p+0 —a) — da > 0.

2.2.2 Nuamero de reproducao basal da doenca

Sendo z(t) = (E(t), [1(t), ..., Ix(t), S(t), R(t)) temos que,

_ . - ] )
i=1 (v +p+p) E
0 : 4

F(z) = : e V()= (v + 1t + ) I —
0 k Vi—11p—1
0 BSX}@+%M+®S f(S,BE. I, ... I, R)
0 =1 /LR ’Yk]k + 58

As Hipéteses (A1)-(A4) sao satisfeitas, sendo de facil averiguagao. Verifiquemos
se a Hipdtese (Ab) é satisfeita. Temos que, se F = 0 entdo a matriz jacobiana do sistema
(2.2), —=DV(F,), ¢ dada por

—(o+p) 0 0 0 0 0
o —(ntp+p) 0 0 0 0
0 7 —(v2 A+ ptp2) .. 0 0 0
0 0 0 v =+ pt pr) 0 0
k

of (ﬁ quS') <ﬁfﬁ625) (ﬁ fﬁeks> of f,BZei[if,ufé or
OE | p, onL py  \OD P oIy, P 28 ~— OR

1= PO
| 0 0 0 Yk d — i

—(o + ) 0 0 0 0 0
o —(v1+p+p1) 0 0 0 0
0 71 —(v2+pt+pe) ... 0 0 0
0 0 0 v =+ A k) 0 0
af of « Of . of «  Of of
=L 2L —BaSt =L —BeSt ... = —BeST L] — §) ==

oB|, onl|, "7 anl, otk 05 5|, WY BR|,

| 0 0 0 Vi 0 -

Os autovalores da matriz jacobiana —DV(Py) sao —(o + ), —(v + p + ;)

para ¢ = 1,..., k, mais os autovalores da matriz,

of
oS

_ of
. (1 +9) OR|p, |. (2.26)

0 —p

Py
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Os autovalores da matriz dada em (2.26) sao as raizes da equagao,

of of
PO>A+,LL<,u+5— 53 PO) _58}'{

Assim os autovalores da matriz dada em (2.26) sao,

2
of of
p0>:|: <2u+5—aspo> —4<u<u+ ~ 39

A2 4 (2,u+(5— or

=0. (2.27)
Py

oS

of

of

_5 2L

PO) OR
Mg =

)

1/2

(2.28)

2
Portanto, para que todos os autovalores da matriz —DV(F,) tenham parte real

negativa as condigoes 2u + 9 — g;];’ . >0ep <,u +4— gg p0> — g{% N > () devem ser

satisfeitas.

Note que as exigéncias impostas para que a Hipdtese (A5) seja satisfeita fazem
parte da condicao necesséaria para que o ponto de equilibrio trivial P, seja localmente

assintoticamente estavel.

Para calcularmos Ry precisamos das matrizes F' e V que sdao idénticas as

matrizes dadas em (2.1.2) e (2.1.2), desta forma temos que,

k

, O
Ro = BS Z€l¢l—1 (2-29)
g =1
1
— se [=0
M +IM+M1
em que 1, = 1:[172'
e se [=1,2,...,k—1.
T v+ o+

i=1
O ntmero de reproducao basal deste modelo difere do modelo (2.2) somente
pelo valor de S*. O valor de S* dado em (2.29) refere-se & primeira coordenada do ponto

de equilibrio trivial Py do modelo (2.21) o qual é obtido resolvendo o sistema (2.22).

N
Exemplo 6. Tomemos o modelo (2.21) com f(S,E,I,R) = « (1 - C) N. Temos do

Exemplo 4 que S* = C’L (1 — H), assim
T Q@

k

261%71 —p <0

o+ i

R0<1<:>50u<1—ﬁ>

«



Capitulo 2. FEstabilidade de Sistemas Epidemioldgicos com Heterogeneidade na Infecciosidade 50

Desta forma, podemos estimar a populacao que deve ser vacinada para que o
ponto Py seja localmente assintoticamente estavel, isto é, para evitar uma epidemia, visto
que as condigoes (2.24) e (2.25), verificadas no Exemplo 4, sao satisfeitas pela viabilidade
biologica do ponto. Lembremos que a relacao do numero de reproducao basal da doenca

utilizada actma estd mencionada no Teorema 10.

A viabilidade da analise qualitativa do ponto de equilibrio endémico é plausivel
quando o fluxo de entrada da dindmica vital é explicitado. Desta forma, na Secao 2.3
iremos explicitar o fluxo de entrada da dinamica vital para analisar a estabilidade do ponto

trivial e inferir algum resultado sobre a estabilidade do ponto de equilibrio endémico.

2.3 Modelo Ill: SEIRS, com populacio total constante

Nesta secao apresentamos alguns resultados sobre a estabilidade dos pontos de

equilibrios, trivial e endémico, quando a populagdo total do modelo (2.2) é constante.

A escolha da funcao que representa o fluxo da entrada da dindmica vital,

para que a populacao total N sempre seja constante no tempo, é f(S, E, I, ..., Iy, R) =

k
uN + ZML’- Assim o Modelo IIT é dado por:

i=1

dS k k
T = uN + Y pil; — BSY el; — pS+0R
i=1 i=1
dE K
dt i=1
dI,
— =0FE —(m+pu+p)l
g~ oF - ntprm)h (2.30)
dI; .
i Yierlici — (v + p4 i) L;; para i =2,k
dR
— =y, — (O
o = Wl (6+ )R
S(0)=2S5y, E0)=E, IL0)=1Lo j=1,...,k R(0)=Ry.

Uma vez que a soma dos compartimentos é igual a populagao total, isto é,

k

dN

N(t)=S{t)+ E@{)+ > L)+ R(t) e o 0, segue que a populagao total é constante
i=1

em qualquer instante.
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k
Como f(S, E, I1,.... Iy, R) = uN +>_ p1;1; segue que f € C*(R™) (k > 1). Logo,
i=1
pelo Teorema 1 existe um intervalo real (1,¢3) para o qual a solugao do problema de valor

inicial (2.30) existe e é tinica. Entretanto, como = 0 segue pelo item (b) do Teorema 2
que o intervalo (t1,ty) é estendido para todo t € R,.
Os pontos de equilibrios sdo dado por (S,0,...,0) e (S*, E*, I, I, ..., I}, R*),

em que S e I; sdo livres e

N
S* = —
Ro
)
B — (’Yl 2 Ml)ll
o
| (2.31)
Y _
I; = — i I, paraj=2,...k
1o (Vi + o+ i)
* Hf:l Yi Tl
(w4 0) Iy (i 4 o+ pa)

Posto que a populagao total é constante para qualquer instante do tempo, entao,
se a solucao do modelo se aproxima de qualquer um dos dois pontos de equilibrio para

valores de t grande, temos que a trajetéria S se aproxima de N ou se aproxima de S = i
0
k

e a trajetéria I; se aproxima de 0 ou se aproxima de N — (S(t) + E(t) + Y_ Li(t) + R(t)).
=2
Diante do exposto acima, iremos analisar somente os pontos de equilibrio

Py = (N,0,...,0) e P. = (S*, E*, I}, ..., I}, R") em que,

N
St = —
Ro
g NRo—Dn+ptm)
Ro M o
. N (Ro—1)
Iy = Re M (2.32)

N (Ry—1 =1,
I} = 7( 0o —1) - [t paraj = 2,..., k
Ro M TTi— (v + p 4 1)

R* — ﬁ (RO - ]') Hf:l Vi
Ro M (u+08) Ty (v +p+ i)
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k—1 i k
o M — 1+71+u+u1+z — i=1 % n [Tizy i
o S (it it ) (et O T (s + o+ i)

Determinado os pontos de equilibrio do nosso interesse, faremos uma anélise
qualitativa desses pontos. Para o ponto de equilibrio trivial Py verifiquemos a possibilidade
de utilizar o Teorema 8.

k
Temos que f = uN + ZMZ
i=1

= p. Portanto, a primeira hipotese

S
08 |p
8 f , .

do Teorema 8 nao é satisfeita. Além disso, como —=| — pu =0 é a entrada da linha 1

98 |p

e coluna 1 da matriz (2.4), segue que o termo independente do polindémio caracteristico

associado a matriz (2.4) é nulo.

Visto a impossibilidade de usar o Teorema 8 para inferir sobre a estabilidade

do ponto trivial Fy, iremos reduzir o modelo dado por (2.30) para

dFE k k
dt_ﬁ N—|E+Y L+R||> &l;—(c+pE
i=1 i=1
dl
djl =oE—(m+pu+mh
2.33
dI; | (2.33)
dt = Yi—1dio1 — (%' + p+ ui)Ii; para =2, ...k
dR
— =yl — (0 .
o = Yelk 6+ p)R
considerando que S(t) = )+ Z Li(t ). Assim temos que a primeira linha

da matriz Jacobiana é dada pelas entradas
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k
Jii=— <526i1i+0+#>

=1

k k
Ju=-0) eli+pa [ N—|E+> L+R
i=1

i=1

k k
J13:—626i1i+562 N — E+ZL+R
=1 =1

(2.34)

k k
Ju=-0Y ali+Pes | N—|E+> L+R
i=1

i=1

i=1

k k
Jier1) = =B &l + Bey, (N - (E +> L+ R))
i=1
k
Jl(k+2) = —5Z€i[i-
i=1

Desta forma, temos que a matriz Jacobiana do modelo (2.33) avaliada em
(0,0, ...,0) é dada por:

—(oc+n) BerN Bea N e Bex N 0
o —(y 4 g+ p) 0 0 0
0 7 (2t ptp2) 0 0
: . , (2.35)
0 0 0 o =+ e ) 0
|0 0 0 o —(u+9) |

Os autovalores da matriz (2.35) acima sao —(u + d) mais os autovalores da

matriz

—(o+ p) BetN BeaN e Ber N
o —(m+p+m) 0 0
0 m —(2tptp2) 0 : (2.36)
|0 0 0 =y )|

A matriz (2.36) é igual a matriz A dada em (2.5). Portanto, podemos concluir
que a estabilidade do ponto de equilibrio trivial P, recai em verificar a positividade do

termo independente a,, da matriz A, como feita na Secao 2.1.
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Agora verificaremos a estabilidade local do ponto de equilibrio endémico P, =
(S*, E*,I7,.... I}, R"), temos que a matriz Jacobiana do modelo (2.33) avaliada no ponto

(E*, I}, ..., I}, R*) é dada por

[ Ju(P.) Jia(Fe) Ji3(Pe) o gy (Pe) i) (Pe)
—(n A+ pt ) 0 T 0 0
0 M —(etptp) - 0 0
(Ve + 1+ ) 0
i T —(p+9)
(2.37)
Ro—1)o+
Lm&%——<(34) U#ﬂn+u+u0+0+u>
Ro—1)o + N
le(pe):_( 0 1) B+ i+ m) + Ber—
et 1) N
hs(P) = -2 =2 + ) + Bea o
13(F%) i . (y1 -+ 1+ pa) 662720 (2.38)
Ro—1)o+u N
Jl(k—i—l)(Pe):_( (}\4 ) - (71+U+/L1>+66kﬁo
Ro—1)o+
Jl(k+2)<Pe>:_<< (}\4 ) UM<71+M+M1)>-

Encontramos a expressao do termo independente do polindémio caracteristico

da matriz (2.37), ap6s varios calculos, dada por
an(P) = (Ro — 1)L (2.39)

em que

1 (o+p)
M

k
L= (%+u+u1(u+5II%+u+m

(2.40)

o(u+9) (Z I (vi+ e+ ) H%JrH%)JroH%).

Jj=1li=5+1

Note que a,(P.) > 0 < Ry > 1, sendo esta uma condi¢do necesséria para a
estabilidade local do ponto de equilibrio P, e uma condicao suficiente para a instabilidade

do ponto de equilibrio trivial F.

Portanto, podemos concluir que a estabilidade local do ponto de equilibrio F,

implica na instabilidade do ponto de equilibrio endémico P, e a instabilidade do ponto de
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equilibrio trivial P, implica na condi¢gdo necessaria para que o ponto de equilibrio endémico

P, seja localmente estavel.

Note que a matriz (2.37) nao é quase mondtona. Logo ndo poderemos utilizar
a mesma metodologia aplicada no estudo de estabilidade do ponto de equilibrio trivial

para inferir sobre a estabilidade do ponto de equilibrio endémico.

2.4 Conclusao

Neste capitulo propomos modelos epidemioldgicos deterministicos que incor-
poram a heterogeneidade populacional na infecciosidade dos individuos, em que o fluxo
de entrada da dindmica vital no compartimentos dos suscetiveis é dado por uma funcao

genérica e também consideramos mortalidade induzida pela doenca.

Para cada modelo, enunciamos e demonstramos um resultado o qual analisa
o ponto de equilibrio trivial, que representa a populacao livre da doenca, através da
metodologia apresentada por Leite (1999). Resumidamente, a estabilidade local assintética
do ponto de equilibrio trivial é analisada pela positividade do termo independente do
polinémio caracteristico da matriz A dada em (2.5), acrescido de algumas hipdteses que

depende do modelo a ser utilizado.

Os resultados que conseguimos obter mostram que a averiguacao da positividade
do termo independente do polinémio caracteristico da matriz A, dada em (2.5), nao é
suficiente para inferir sobre a estabilidade do ponto de equilibrio trivial quando alteramos
o modelo proposto por Leite (1999). Portanto, alteragoes no modelo (2.1) geram hipoteses
adicionais para garantia da estabilidade do ponto de equilibrio que representa a populacao

livre da doenga.

O Teorema 8 e o Corolario 3 generalizam o Teorema 7 apresentado por Leite
(1999). Além disso, os Corolérios 4 e 5 apresentam as hipdteses adicionais, as quais sao
condigOes necessaria e suficiente, para a estabilidade do ponto de equilibrio que representa

a populacao livre da doenca, quando consideramos uma politica de vacinagao.

A escolha da funcao que representa o fluxo de entrada da dinamica vital pode
resultar na existéncia do ponto de equilibrio que representa a extin¢ao da populagao (Pe).
Caso esse ponto exista, propomos os Teoremas 9 e 11, os quais analisam a estabilidade do

ponto de equilibrio P.,; dos modelos I e II, respectivamente.

Calculamos o nimero de reproducao basal da doenca, para cada modelo, e
encontramos uma relacao algébrica entre o termo independente do polinémio caracteristico
da matriz A dada em (2.5) e R (Teorema 10). Assim, correlacionamos os nossos resultados

(Teorema 8 e Corolarios 3, 4 e 5), com o Teorema 6.

Por fim, consideramos um modelo particular do Modelo I, o qual a populagao
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total é constante no tempo, e conseguimos inferir que a estabilidade local do ponto de
equilibrio trivial gera a instabilidade do ponto de equilibrio endémico. Além disso, a
validagao da condi¢ao necessaria para que o ponto de equilibrio endémico seja localmente

estavel gera a instabilidade do ponto de equilibrio trivial.



o7

3 Estabilidade de Sistemas Epidemiolégicos

com Vetor

A transmissao de algumas doencgas infecciosas dependem de vetores, que fazem
o papel de transporte do agente etiolégico (agente infectante causador da doenga) para a

transmissao a um hospedeiro.

Vejamos na Tabela 1 algumas doencas que sao transmitidas por vetores e seus

respectivos agentes etiologicos.

Tabela 1 — Doencas transmitidas por vetores e seus agentes etiolégicos

Doenca Vetor Epidemiologico Agente Etiologico
Dengue Mosquito Aedes aegypti Virus pertence a familia
Flaviviridae, do género
Flavivirus
Doenca de Chagas | Insetos das espécies Triatoma | Protozoarios do género
(tripanossomiase por | infestans (barbeiro), Rhodnius Trypanosoma
Trypanosoma cruzi) prolixus, Panstrongylus
megistus, entre outros
Febre amarela Mosquitos do géneros Aedes Virus do género
e Haemagogus Flavivirus
Leishmaniose Insetos flebotomineos Protozoarios do género
que pertencem Leishmania e da familia
a ordem Diptera Trypanosomatidae
Malaria Mosquitos do género Parasita do género
Anopheles Plasmodium (falciparum,
vivax e malariae)
Zika Mosquito Aedes aegypti Virus Zika pertence a
familia Flaviviridae, do
género Flavivirus
Chikungunya Mosquitos Aedes aegypti Virus RNA pertence a
e Aedes albopictus familia Togaviridae, do
género Alphavirus

Fonte — Agéncia Fiocruz de Noticias (Fiocruz (2013a))

Vérios estudos em epidemiologia com vetores ja foram realizados (Esteva e
Vargas (1998), Yang (2003), Takahashi (2004), Gomes e Barros (2009), Yang e Ferreira
(2008), Yang et al. (2009), Silveira (2011), Carvalho, Silva e Charret (2015), Abboubakar,
Kamgang e Tieudjo (2016), entre outros) utilizando-se de equagoes diferenciais ordinarias
ou equagoes diferenciais parciais para modelar a dinamica de propagacao. Em alguns casos
hé andlise de estabilidade do(s) ponto(s) trivial(is) lancando mao do limiar R, para inferir

sobre a estabilidade.
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Nosso objetivo neste capitulo é generalizar o modelo epidemiologico com vetor
proposto por Yang e Ferreira (2008), onde incluimos morte induzida pela doenga e os
fluxos de entrada da dindmica vital em ambas populagoes, sao dados de forma genérica.
Além disso, propor um resultado que analisa a estabilidade do ponto de equilibrio trivial

que representa a populagdo humana em convivio com o mosquito, porém livre da doenca.

Baseado na metodologia de Driessche e Watmough (2002), calculamos o niimero
de reprodugao basal da doenca para o modelo proposto da Secao 3.1 e o correlacionamos

com nosso resultado de estabilidade do ponto de equilibrio trivial.

3.1 Modelo epidemiolégico com vetor (Aedes aegypti)

O modelo que apresentamos foi baseado no modelo proposto por Yang e Ferreira
(2008) o qual descreve a dindmica de transmissao da dengue para um sorotipo. Neste
modelo considera-se todas as fases do ciclo de vida do vetor (Aedes aegypti), a modelagem
epidemiolégica do tipo SEI (Suscetivel-Exposto_ Infeccioso) para o vetor e do tipo SEIR

(Suscetivel-Exposto-Infeccioso-Recuperado) para o hospedeiro.

O vetor responsavel pela transmissao da dengue sdo mosquitos fémeas Aedes,
majoritariamente Aedes aegypti, através de sua picada. O Aedes aegypti é um mosquito
essencialmente urbano e apresenta grande atividade em ambientes de clima quente e
umido, alimentam-se de seiva de plantas e as fémeas necessitam de sangue para realizar a
maturagao de seus ovos (I0OC/Fiocruz (2013)).

Este vetor possui um ciclo de vida que compreende duas fases, a aquatica
e a adulta (alada). Na fase aquitica existem trés estagios que sdo: ovo, larva e pupa.
Por intermédio da pesquisa realizada por Beserra et al. (2009), constatou-se que a uma
temperatura de 26°C' o tempo de desenvolvimento para as fases de ovo, larva e pupa

variam, respectivamente, de 4,1 a 4,7 dias, 6,6 a 10,2 dias e de 2,1 a 2,7 dias (Figura 3).

Cada mosquito vive em média 30 dias e cada fémea coloca entre 150 e 200
ovos a cada ciclo de oviposi¢ao, que compreende 4 a 5 dias. As fémeas armazenam os
espermatozoides em suas espermatecas em apenas uma copula com o macho e desta forma

elas s@o capazes de realizar varias posturas de ovos durante sua vida (Fiocruz (2013b)).

Embora o mosquito Aedes aegypti tenha sido erradicado no Brasil por volta
de 1955, atualmente sua eliminagao total é considerada praticamente impossivel (Rueda
(2009)). Neste sentido, analisar a estabilidade do ponto de equilibrio que representa a

populagdo em convivio com o mosquito, mas livre da doenca é de grande importancia.

A estrutura compartimental do modelo que propomos é idéntica ao apresentado
por Yang e Ferreira (2008), a diferenga entre os modelos estd na dindmica vital, tanto

do mosquito quanto dos humanos. Consideramos que os fluxos de entrada das dindmicas
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Temperatura de 26° C
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Figura 3 — Ciclo de vida do mosquito Aedes Aegypti

Fonte — Imagem de Neovech/Blue Ring

vitais sao dados por fungoes genéricas e, além disso, incluimos mortalidade induzida pela

doenca na populagao humana.

Desta forma, a modelagem do ciclo de vida do mosquito consideramos todos os
estagios, Ovo (O), Larva (L), Pupa (P) e Alada (W) e na modelagem epidemiolégica da
fase alada consideramos o modelo SEI. Para a dindmica da doenga na populagao humana

utilizamos o modelo SEIR.

O modelo o qual propomos é descrito por um sistema de equagoes diferenciais
ordinarias nao lineares, considerando somente transmissao horizontal para ambas popula-
¢oes, em que € aplicado a lei de acdo de massas na populagao humana, tanto quanto na

populagao de mosquito, resultando em:
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dO
E = g(O, le W27 W3) - (UO + :LLO)O O(O) = OO
dL
= = 0,0 — (o7 + )L L(0) = Ly
dP
i oL — (o, + )P P0) =P,
dW, I

dtl = po, P — (5“)]\7 + Mw) Wi W1 (0) = W
dW- I

dt2 = 5wNW1 — (Y + ) Wa W3(0) = Wz
dW (3.1)
o = TuWa = W W3(0) = Wos
dsS Wi
o —ssELm - (s u)s  S0) =5,
dFE Wy
O S~ (ot w)E £(0) = B
dl
e =B —(y+u+unl 1(0) = Io
Cgfzfy[—uR R(0) = Ry

em que f,qg : Ri — R e todas suas derivadas parciais de primeira ordem devem ser
continuas. As fungoes f e g representam o fluxo de entrada da dindmica vital no com-
partimento dos suscetiveis humanos e ovos dos mosquito, respectivamente. Além disso, a
populagao total humana ¢é dado por N(t) = S(t) + E(t) + I(t) + R(t) e a populagdo total
de mosquito fémea adulto é dado por W (t) = Wi (t) + Wa(t) + Ws(t), em que Wy, Ws e

W3 sdo, respectivamente, os mosquitos suscetiveis, expostos e infecciosos.

Note que as imposi¢oes sobre as fungoes f, g e suas derivadas parciais sao
para que o problema de valor inicial (3.1) tenha solucao e esta seja unica, garantido pelo

Teorema 1.

As constantes 0, 0] € 0, sdo, respectivamente, as taxas de mudanca dos estagios
de ovo para larva, de larva para pupa e de pupa para fase alada. Os parametros fi,, fu, i

e i, sao as taxas de mortalidade dos ovos, larvas, pupas e da fase adulta, respectivamente.

A fracdo p é a proporcao de pupas que emergem para fase alada que sao

mosquitos fémeas, 3, é o coeficiente de transmissao da infeccao dos humanos para os



Capitulo 3. FEstabilidade de Sistemas Epidemiolégicos com Vetor 61

mosquitos e v, ¢ a taxa de transferéncia da fase latente para a fase infecciosa.

Os parametros [, u, o e 7y sdo, respectivamente, taxas que representam a
transmissao da doenca dos mosquitos para os humanos, mortalidade, incubacao do patégeno

€ Temocao para recuperagcao.

O mosquito Aedes aegypti também é vetor das doencas febre amarela, zika e
chikungunya e a transmissao dessas doencas é idéntica ao da dengue, isto é, pelo contato
bem sucedido entre mosquito infectado e o humano (Coleone et al. (2017)). Desta forma,
podemos dizer que o modelo proposto (3.1) também pode representar a dindmica de

proliferacao de qualquer uma das doencas mencionadas.

3.1.1 Andlise qualitativa

O ponto estacionario a ser analisado é dado por Dy = (O*, L*, P*, W7,0,0,5%,0,0,0)
que representa a populagao humana em convivio com o mosquito, porém livre da doenca,

em que O*, L*, P*, W] sdo solugbes positivas do sistema homogéneo

g(O,W1,0,0) — (0, + 1o)O =0
0,0 — (O’l + ,ul)L =0

oL — (op + )P =0

popy P — 1, ,W7 =0
e S* é obtido da equagao f(5,0,0,0) — uS = 0, isolando a varidvel S. Denominaremos o

ponto de equilibrio Dy por ponto trivial.

Para a analise de estabilidade do ponto de equilibrio Dy calculamos a matriz

Jacobiana correspondente ao modelo (3.1) dada por:

Jig J
Jiox10 = [ oo ]

J21 J22

onde todas as matrizes Ji1, Jia, Jo1 € Jog sao de ordem 5 x 5 e sao dadas por:

[ g dg dg i
90 ~ (oot 1) 0 0 oW, W,
O, —(Ul + ,ul) 0 0 0
0 0 POp - (BwN + #w) 0
I
0 0 0 5wﬁ _(IVw + :uw)
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_ 8g —
— 0 0 0 0
OWs3
0 0 0 0 0
P 0 0 0 0
. I I I 1 I
0 5wwlﬁ ﬁwwlﬁ ﬁwWI ﬁ N walﬁ
I I I 1 I
I 0 _walﬁ _ﬁwwlm —BuWi (]\72 - N) _walﬁ |
[0 0 0 0 Yo |
4% 4%
000 65%2 55%2
Jog = 3 3
21 0 00 —BSﬁ _BSW
0 00 0 0
000 0 0 |
i . 0 0 0 0 |
Ws; 1 of 3 of of of
g3 _ U N RAR: “r ‘) g
b <W2 w) as \Pw +“) OF oI OR
Jon=| _gq(Ws 1 Ws _
55 (3%~ i au (Gtw 0 0
0 0 o —(v+ptp) O
i 0 0 0 ¥ - |
Avaliando a Jacobina no ponto estacionario Dy = (O*, L*, P*, W;,0,0,.5%,0,0,0)
obtemos
[ 0 0 0 ]
I (o0 + 1) 0 0 J J
90 |y, Wil OWalyy,
Oo —(Ul + ,Ul) 0 0 0
Julp, = 0 o) —(0p + 1) 0 0
POp — M 0
| 0 0 _(7w + ,Uw) ]
- 9 .
—_— 0 0 0 0
W3 |y,
0 00 0 0
J12|D0 = 0 0 0 0 0
1
0 00 _5wa§* 0
0 0 0 Wi — 0
i Bl S 4
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000 0 7
0000 O
J21|D0 = 00 0O0 O
0000 O
| 00 00 0 |
[ 0 0 0 0 |
P T o of
Wi 0S|p, OF|p, oI | p, OR|p,
— 1
Jolp, = | s T 0 —(0+p) 0 0
0 0 o —(y+ptpr) 0
i 0 0 0 0 —p
em que My = (O*,W;,0,0) e Py = (5%,0,0,0).
Os autovalores da matriz J|D0 sao A\ = gf; — f, Ao = —pu, além dos
P
autovalores da matriz ’
B C
Agug = [ 0 D (3.3)
em que as matrizes B, C, 0, D sao dadas por:
" o 99 .
— = (0o + to 0 0
90|, ~ (o #) Wi |
B = O, —(O’l + Ml) 0 0
a1 —(op + 1) 0
| 0 POp — Haw ]
-9 _
g 9y 0 0
OWalpy,  OWslyy
O — 0 0 0 0
0 0 0 0
1
0 0 0 —BW{—
i b LG« |
0000
0000
0 pumy
0000
| 0000
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_ 1 -

_<7w + Nw) 0 0 wal*§
w - Mw 0 0
D— Y /~L1
0 S* — 0
o W (o +p)
i 0 0 o —(v+p+pr) |

Note que o polinémio caracteristico da matriz A pode ser obtido pelo produto
dos polinémios caracteristicos correspondentes das matrizes B e D. Desta forma, o termo
independente do polindmio caracteristico da matriz A pode ser dado pelo produto dos

termos independentes do polindmio caracteristico das matrizes B e D, dados por

0 0
by = (00 + po — 83‘ ) (o1 + 1) (op + pip) o — POLOLT, 81/121 (3.4)
My Mo

dy = (Yw + foo) (0 + L) (Y + 1+ p11) = YuBuoB. (3.5)

O teorema a seguir nos garante sob quais circunstancia o ponto de equilibrio

trivial é localmente assintoticamente estavel, de forma andloga ao modelo do Capitulo I.

Teorema 12. Se gg N < W, g(g) "

polinomios caracteristicos das matrizes B e D, respectivamente, forem positivos entdo o

< (04 + o) € 0s termos independentes by e dy dos

ponto de equilibrio Dy do sistema (3.1) é localmente assintoticamente estdvel. Além disso,

se £ > u, by <0 oudy <0, entdo o ponto de equilibrio Dy serd instdvel.
Py
. . . of .
Demonstracao. Os autovalores da matriz J\DO sa0 A\ = 25|~ I, Ao = —pu, além dos
Py

autovalores das matrizes B e D.

Como ——

S

Visto que as matrizes B e D sao quase mondétonas, segue do Lema 5 que

A = maz{Re(\),\ € 0(B)} € 0(B) e A\ = max{Re(\),\ € (D)} € o(D) e, portanto,
Re(\) < \j para todo A € 0(B) e Re(\) < A}, para todo A € o(D).

< i, por hipotese, entao Ay < 0.

Py

Uma vez que o polinémio caracteristico da matriz B é dado por

dg

- (3.6)

PB()\):<)\+UO+,UO— ‘ )(A+al+m)(A+o—p+up)()\+uw)—paa

0,0 99
Yp
Mo o, Mo

e por hipétese, < (004 o), segue que Ppg é estritamente crescente para todo A > 0.

99
90 |y,
Além disso, como Pg(0) = by > 0 segue que o polindbmio Pg ndo possui raiz real nao

negativa. Logo A\ < 0. De forma andloga, mostra-se que A}, < 0.
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Portanto, Re(A) < 0 para todo A € J|p, .

Por outro lado, se A\ = > u, entdo Dy é instavel. Além disso, podemos

e

escrever by e d4 como segue:

m l
b= [0 T
=1 i=1

@ T (@
dy = H Ai H Hg
=1 =1

em que )\? e /L? sao, respectivamente, autovalores reais e complexos de B em que m+1 =4

e X! e uf sdo, respectivamente, autovalores reais e complexos de D em que p + ¢ = 4.

Como os conjugados complexos aparecem aos pares, temos que [ e ¢ sao sempre

l l
pares, logo m e p sdo pares e ainda, | [ w > 0e I1 > 0.
i=1 i=1

m p
Desta forma, se by < 0 e dy < 0 segue que H/\Eb) <0e H)\Z(»d) < 0. Logo,
i=1 i=1
garantimos a impossibilidade de existirem somente autovalores reais negativos, isto é,

garantimos a existéncia de pelo menos um autovalor real positivo.
Portanto, podemos concluir que se by < 0 ou dy < 0, temos que Dy é instavel.

]

Vejamos um exemplo que ilustra a aplicacao do Teorema 12.

Exemplo 7. Consideremos no modelo 3.1 que o fluxo de entrada da dinamica vital tanto

dos mosquitos, quanto dos humanos seja modelado por uma funcao do tipo logistica, sendo

O
o do mosquito dado por g(O, Wi, Wy, W3) = ¢ (1 — K) (W1 + Wy + W3) em que ¢ e

K representam, respectivamente, as taxas de natalidade e capacidade de suporte e dos

E+1
humanos dado por f(S,E,I,R) = « (1 _ S+E+I+R

8 (S+E+ 1+ R) em que as

tazas a e C' também representam, respectivamente, natalidade e capacidade de suporte.
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Para determinarmos o ponto Dy precisamos resolver o sistema homogéneo:

¢<1—[O(>W1—(O'O+,uo)0:0

O'OO — (Ul + ,UZ)L =0

oL — (o + )P =0

pop P — p,Wi = 0.

Ezistem duas solugoes para o sistema (3.7) que sdo, a solugao nula e a solugdo

dada por,
1
O*:K(1—>
“ 1
=Kk (1—)
O'Z+,U/l Q (38)
* Oo gy 1 :
P=K 1——
Op + Hp 01+ [ Q@
1 1
Wi = Ko,— L%~ 1—)
o1+ W Op + Hp Q
em que Q:(phe@hzaojﬂoalzmapptupﬂw'
t o p

A expressao ) representa o niumero médio de mosquitos vidveis que sdo gerados

por um mosquito fémea durante toda sua vida.

Da equagao f(S,0,0,0) — uS =0 obtemos S* = C (1 — g)

Como pretendemos analisar o ponto de equilibrio Dy = (O*, L*, P*, W7,0,0,5%,0,0,0),
devemos ter QQ > 1 e u < a, pois suas coordenadas de Dy devem ser positivas.

Temos que —=| =2u—«a ep<a, entao —

95|, o5
99 ¢

= ——=W] <0< (0, + o). Assim, as duas primeiras condigoes do Teorema 12
90 |y, K

sdo satisfeitas.

< W, além disso, temos que
Py

1
Apds varios cdlculos, obtemos by = po,010,¢ (1 — é > 0. Desta forma, a
unica condicao para a estabilidade de Dy decorre da positividade da expressao de dy.
Portanto, o ponto Dy = (O*, L*, P*,W{,0,0,5%,0,0,0) € localmente assinto-

ticamente estdavel se (7Y + ) (0 + 1) (7 + p + fi1) > YBuwo B, uma vez que estamos
supondo Q@ <1 e p < a.
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3.1.2 Namero de reproducao basal

Seja z(t) = (Wa(t), Wi(t), E(t), I(t), 0(t), L(t), P(t), Wi (t), S(t), R(¢)), entdo

os vetores F e V sao dados por

B Wi
0
CULE
Flz) = 0
0
i 0 |
€
C (wtm)We | ; )
pwWs
(c+pn)E YwWa
(v +p+pn) 0
(00 + 16)O oF
V(z) = (o7 + )L | 9(O, W, W, W)
(op + p1p) P 0,0
I oL
(BwN Tt | Wi po, P
(BWP’JFM S f(S,E,1,R)
W . _ ) |
W

Verifiquemos se a Hipotese (A5) é satisfeita, visto que as demais condigoes sao

de facil verificagdo. Os autovalores da matriz —DV(Fy) sao — (v + fw), —pw, —(0 + p),

—(v+p+ ), —p, 95 (t, juntamente com os autovalores da matriz quase mondtona A
dada por
_ 9 ' 9 .
—| oot 1o — == 0 0
< o™ B0 M0> W1 s
A= O, —(O’l + ,Ul) 0 0 (39>

0 a1 —(op + 1p) 0
0 0 PO — [y
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cujo polinémio caracteristico é dado por

0 9
P(\) = <A+ao+uo— @g‘ )(A+a,+ul)(/\+o—p+ﬂp)(A+uw)_pgoalgpWg/ '
My 1 M,

(3.10)

Desta forma, as condigoes suficientes para que a matriz A tenha a parte real de

> (o0 + ) (op +

todos autovalores negativos sao o, + o — 99 >0e | 0,4 o —

00

99
20|,
> 0.

dg
Lop) s — PToOLTp o
My

Portanto, a matriz —DV(Fy) possui a parte real de todos autovetores negativos

se as duas condigoes expostas acima sao satisfeita e —f < . Supondo que estas condigoes

oS

estdo garantidas, vamos calcular o raio espectral da matriz FV .

oF; IV . <
Temos que F' = [ ] eV = {] para i,7 = 1,2, 3,4, entao

al‘j 8xj
Wi
000 551 Yo+ pw 0 0 0
—Yw w 0 0
F_| 000 0 e V= Tw oM
000 O 0 0 pto 0
000 0 0 0 —o y+ptm
Assim, a matriz FV ! é dada por
0 oW} BuWr
(n+o)(y+p+pr)S (y+p+pur)S
0 0 0 0
-1
= BruS” Bs" . .
P (Y + ) Wi WY
0 0 0 0
(3.11)
| 1
Portanto, R2 = ik d BBuw-

7w+ﬂwqu+M7+N+MI
Note que hd uma relacdo entre o termo independente d; dado em (3.5) e Ry,

visto que

dy = (Y + ) (0 + 1) (7 + o 4 1) = Y Buwof >0 &

w 1
v 9 B =RE < 1.
7w+MwaU+M’Y+M+M1

(3.12)

Portanto, Ry < 1 se, e somente se, dy > 0. Este resultado correlaciona direta-

mente os Teoremas 12 e 6.
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3.2 Conclusao

Neste capitulo generalizamos um modelo que descreve a dinamica de transmissao
de doencas ocasionadas pelo vetor Aedes aegypti baseado no modelo proposto por Yang e
Ferreira (2008), em que o fluxo de entrada da dindmica vital de ambas populagoes é dada

por uma fungdo genérica e também consideramos mortalidade induzida pela doenca.

O modelo (3.1) pode representar tanto a dindmica de proliferagdo da dengue
quanto das doencas febre amarela, zika e chikungunya, uma vez que o mosquito Aedes

aegypti é o vetor de transmissao dessas doencas.

Aplicamos a mesma metodologia utilizada por Leite (1999) para analisar a
estabilidade do ponto de equilibrio que representa a populagdo hospedeira livre da doenga,
porém em convivio com o vetor (Teorema 12).

Em sintese, a estabilidade local assintotica do ponto de equilibrio trivial é

0
analisada pela positividade dos termos independentes by e dy e se —=| < pue 99 <
95 |p, 90 |y,
(0o + 11o), em que f e g sao os fluxos de entrada da dindmica vital das populagées humana

e mosquito, respectivamente.

O nimero de reprodugao basal da doenga para o modelo (3.1) é determinado,
somente se todas as hipoteses do Teorema 12 sao satisfeitas, exceto a condicao dy > 0.
Entretanto, encontramos uma correlagao entre o termo independente d4 e o niimero de

reproducao basal R.

O termo independente d4 é positivo, se e somente se, o nimero de reprodugao
basal da doenca for menor que 1. Este resultado correlaciona o Teorema 12 com o Teorema
6.
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4 Modelos epidemiologicos gerais com para-

metros subjetivos

Alguns estudos em epidemiologia envolvendo teoria fuzzy ja foram realizados
(Barros, Leite e Bassanezi (1999), Massad et al. (2003), Barros et al. (2007), Massad et
al. (2009), Soares (2010), Barros et al. (2008), Cecconello, Pereira e Bassanezi (2012),
Barros et al. (2014), Barros, Bassanezi e Lodwick (2016), entre outros) utilizando-se
de base de regras para gerar um sistema p-fuzzy ou para estimar algum parametro da
equacao diferencial, a esperanca fuzzy como defuzzificador da solucao fuzzy gerada por um
parametro fuzzy, a extensao de Zadeh da solucao deterministica em que a condigdo inicial
e/ou o parametro é um conjunto fuzzy, entre outras ferramentas da teoria de conjuntos

fuzzy e légica fuzzy.

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados que abrange a teoria

fuzzy e sistemas dindmicos fuzzy.

Variagoes do modelo SI sao expostos, em que a condigao inicial ou algum
parametro do sistema é fuzzy, com o objetivo de elucidar resultados sobre estabilidade do

fluxo fuzzy.

Propomos modelos epidemioldgicos fuzzy do tipo SEIRS e SEIR com vacinacao,
utilizando a teoria fuzzy para modelar a heterogeneidade na infecciosidade desses modelos.
A finalidade é simplificar o niimero de equagoes dos modelos SEIRS e SEIR com vacinagao,
como expostos no Capitulo 2. Além disso, enunciamos resultados sobre convergéncia dos

fluxos fuzzy dos modelos propostos.

Por fim, simulamos a dindmica de transmissao da tuberculose, uma vez que
esta doenca é considerada alarmante no Brasil e em todo mundo, sendo endémica na

cidade de Cuiaba, capital do estado de Mato Grosso.

4.1 Preliminares

Definicao 7. Seja X um conjunto ndo vazio. Um subconjunto fuzzy A de X ¢ um
subconjunto {(z, pa(x)) : © € X} nao vazio de X x [0,1] para alguma fungdo pa: X —
[0, 1].

Dizemos que 4 € a funcao de pertinéncia do subconjunto fuzzy A de X. Muitas
vezes dizemos que A é um conjunto fuzzy omitindo o conjunto X para o qual a fungao de

pertinéncia esta definida.
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Da teoria classica de conjuntos, qualquer conjunto A que pertencente ao

conjunto das partes do conjunto X pode ser definido pela fungao caracteristica y4 : X —

{0,1} dada por:

1 se z€ A
xa(r) =

0 se z¢ A

Desta forma, podemos representar qualquer conjunto cléssico por um subcon-
junto fuzzy. Representaremos um conjunto classico A por x4, definido-o de conjunto crisp.

Denotaremos por F(X) o conjunto de todos os subconjuntos fuzzy de X.

Definigao 8. (a-nivel) Seja A um subconjunto fuzzy de X, para cada o € (0, 1] o conjunto

denominado a-nivel de A € definido por
[A]*={z € X : pa(z) > a} para 0<a<1.

O 0- nivel de A € o fecho do suporte de A, isto €,

[A]" = supp(A) = {z € X : pa(z) > 0}.

Os conjuntos a-niveis de um conjunto fuzzy sdo conjuntos classicos.

Dizemos que dois subconjuntos fuzzy A e B de X sdo iguais se, e somente se,
pa(x) = pp(x) para todo x € X. Podemos definir a igualdade de conjuntos fuzzy através
dos seus a-niveis, isto é, A e B sdo iguais se, e somente se, [A|* = [B]® para todo « € [0, 1]
(Barros e Bassanezi (2010)).

Definicao 9. Sejam X e Y conjuntos cldssicos, uma relagdo fuzzy A € um subconjunto
fuzzy de X XY, isto é, A ={((z,y), palz,y))} tal que pa: X xY — [0,1].

Definicao 10. Uma t-norma é uma aplicagio A : [0, 1] x [0,1] — [0, 1] que satisfaz
(1) A(l,z) =z
(i) Az, y) = Aly, z);
(iii) Az, Ay, z)) = A(A(z,y), 2);
(iv) Sex <z ey <w entio A(z,y) < A(z,w).
Dados subconjuntos fuzzy A e B de X e Y, respectivamente, podemos definir

uma relacao fuzzy C pela aplica¢do t-norma, isto é, uc(x,y) = A(pa(z), up(y)). Denotemos
C por A x B.
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Defini¢ao 11. (Principio da Extensao de Zadeh). Sejam f : X — Y uma aplica¢io e
A um subconjunto fuzzy de X. A extensdo de Zadeh f : F(X) = F(Y) € a aplicagao

cuja imagem f(A) tem fungio de pertinéncia

sup pa(x) se fTHy) #0
Hiay(y) = =<7
0 se fTHy) =10

onde f~H(y) = {z € X : f(z) = y}.

Alguns dos resultados que utilizaremos em sistema dindmico fuzzy sao apresen-
tados por Cecconello (2010). Em sua anélise foi necessério restringir os subconjuntos fuzzy
a uma classe em que os a-niveis sejam subconjuntos compactos e nao vazios em X. Seja

E(X) esta classe, entao
E(X)={ue F(X):Vaec|0,1],[u]* ¢écompacto e nao vazio}. (4.1)
Barros e Bassanezi (2010) definem que um conjunto fuzzy u é um nimero fuzzy
se u € E(R).

De agora em diante, toda vez que denotarmos um conjunto por letra mintdscula

e em negrito, estaremos tratando de conjuntos fuzzy que pertencem ao conjunto £(X).

Seja u € E(R), dizemos que u é um nimero fuzzy triangular se sua funcao de

pertinéncia é da forma

0 se r<a
r—a

se a<zxz<b

pa(z) =4 b-a (4.2)
T se b<zx<e

0 se x> 0.

Representaremos um nimero fuzzy triangular pela terna ordenada (a;b;c).

A Proposicao 4 estabelece métodos praticos para obtencao do resultado de

operagoes aritméticas de nimeros fuzzy (Barros e Bassanezi (2010)).

Proposicao 4. Sejam u e v nimeros fuzzy com a-niveis dados, respectivamente, por

« «

T

a

[u]® = [uf,w)] e [v]* = [vf,vr]. Entdao valem as sequintes propriedades:

(i) A soma entre u e v é o nimero fuzzy u+ v cujos a-niveis sao
[+ o] = [0 + [ = [u] + o, u +07].
(ii) A diferenga entre u e v € o niumero fuzzy u — v cujos a-niveis sao

a_

[ =" = [ = [v]" = [0 — o, w7 = 7],
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(iii) A multiplicacao de um escalar A por w é o nimero fuzzy Au cujos a-niveis sao

Au, duf] se A >0

Aul" = Aluf" = { D, M) se A< 0.

(iv) A multiplicagio de w por v € o nimero fuzzy u.v cujos a-niveis sao
[w.v]* = [u]*.[v]* = [min P, max P],
onde, P = {uj'v]*, uj'v

« «, o, O
L Up U UV

. . ~ / 4 u . 7 . ~
(v) A divisao de w por v, se 0 ¢ suppv é o nimero fuzzy — cujos a-niveis sao
v

] = = |

—,
U Y

Proposicao 5. (Nguyen) Suponha que f: X — Y seja continua em A. Se u € E(X) é
tal que [u]® C A, entdo [f(w)]* = f([u]®) para todo o € [0,1].
Definigao 12. Seja U C R" aberto e xg € U. Dizemos que @, : E(U) = EU), t e Ry, €
uma solugdo fuzzy para a equacio (4.83) quando ¢1(X{z0}) = X{pi(wo)}» Onde @ : U = U
¢ a solucdo da equagdo autonoma
dx
pri f(z), x(0) = xo. (4.3)
t
Na definicdo acima, ¢; nao é, necessariamente, a extensao de Zadeh do fluxo
deterministico ¢;. Porém, se considerarmos que o fluxo fuzzy ¢; é obtido via extensao de
Zadeh do fluxo deterministico ¢; da equagao auténoma (4.3), entao este fluxo é uma solugao
fuzzy, pela Definicao 12, para a equagao (4.3). Esta propriedade pode ser encontrada em
Mizukoshi (2004).

Além disso, Mizukoshi (2004) também mostra que ¢, : E(U) — E(U), t € Ry,

¢ um sistema dinadmico fuzzy em E(U).

Daqui em diante, consideraremos que as solugoes fuzzy sdo obtidas via extensao

de Zadeh do fluxo deterministico de equacgoes diferenciais auténomas.

Defini¢ao 13. Dizemos que x, € E(U) € um ponto de equilibrio fuzzy de ¢, quando

Si(xe) = x. para todo t > 0.

As duas proposicoes seguintes sao apresentadas por Mizukoshi (2004) o qual
encontrou uma equivaléncia para caracterizar um ponto de equilibrio fuzzy e também a

estabilidade desses pontos.

Proposicao 6. Seja z. € U. Entao x. € um ponto de equilibrio para @; se, e somente se,

X{z.} € um ponto de equilibrio para @;.
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Proposicao 7. Sejam x. € U um ponto de equilibrio para (4.3) e ¢y o fluzo fuzzy associado

ao fluro deterministico p;. Entao valem as sequintes afirmacoes:

(i) x. € estdvel para p; se, e somente se, X(z,1 € estdavel para @;.

(ii) w. € assintoticamente estdvel para @y se, e somente se, X (2.} € assintoticamente estdvel

para py.

Existe a possibilidade do ponto de equilibrio da equagao (4.3) depender da
condicao inicial escolhida, quando ha essa dependéncia, o fluxo fuzzy pode convergir
para um ponto de equilibrio fuzzy o qual nao pode ser definido por nenhuma funcao

caracteristica.

Neste caso Cecconello (2010) mostrou, sob algumas hipé6teses, como definir a
funcao de pertinéncia do ponto de equilibrio fuzzy para o qual o fluxo fuzzy converge,

como segue a proposicao.

Proposicdo 8. Sejam z, : A — U continua, A C U, ¢ € E(U) com [x)° C A e

x. = Zc(x0). Sob essas condigoes temos:

(1) Se pi(xe(x)) = ze(x) para todo v € A entao ¢i(x.) = x. para todo t > 0.

(ii) Se o, : U — U converge uniformemente em [xo]° C A para v, : A — U quando

t — oo, entdo pi(xy) converge para x, e $i(x.) = x. para todo t € R,.

A proposicao acima afirma que a extensao de Zadeh ¢;(xp) da solucao deter-
ministica converge para a extensdo de Zadeh Z.(axy) se a solugao deterministica o;(xp)

converge uniformemente para a funcio z.(zp).

A métrica utilizada para retratar a convergéncia citada acima é a métrica de

Hausdorff, dados dois conjuntos fuzzy u,v € £(U), a distancia entre u e v é definida por:

doo(u, v) = sup dp([u]?, [v]?)

em que dy ¢é a distancia de Hasdorff, dada por dy (A, B) = max {sup inf d(a, b),sup inf d(a, b)},

acA bEB beB a€A
sendo A e B sao subconjuntos compactos nao vazios do espa¢o métrico (U, d).

Uma vez que determinar a solucao algébrica de um sistema de equagoes diferen-
ciais nao lineares é uma tarefa muito dificil, a viabilidade da verificacdo da convergéncia
uniforme imposta na hipotese da Proposicao 8 se torna intangivel. Por essa razao, lancamos
mao da Proposigao 2 e/ou da Proposigao 3, o qual garante a convergéncia uniforme se z,

for assintoticamente estavel.



Capitulo 4. Modelos epidemioldgicos gerais com pardmetros subjetivos 75

Os modelos propostos nas se¢oes seguintes contemplam subjetividade nos
parametros, por esse motivo, apresentamos a estratégia para aplicar a extensao de Zadeh
na solugao deterministica quando o parametro é fuzzy, considerando-o como condicao inicial
e acrescentando uma nova equacao ao sistema. Esta metodologia pode ser encontrada em
Mizukoshi (2004) e Cecconello, Silva e Bassanezi (2010).

Considere que a equac¢ao autonoma é da forma
dx
T f(x7p0)7 J](O) = g (44)
dt
emque f:U x PC R"x R" — R" é diferenciavel, (o € U ¢é a condicao inicial e p € P é

um vetor de parametros.

Da equagao (4.4) podemos definir a equagao autéonoma

dx
gé - f($,p), x(O) = Zo (45)
dt =0, p(0) = po.

Assim, se ¢, : U x P — U é o fluxo gerado pela equagao (4.4), entao

v, UxP — UxP

(4.6)
(zo;po) = (#:(%0,p0), o)

é o fluxo deterministico da equagao (4.5). Desta forma, a projegao de 1;(xq,pg) sobre

U C R" é a solugao da equagao (4.4).

Cecconello (2010) também fornece uma maneira de estabelecer o ponto de
equilibrio fuzzy para o qual o fluxo fuzzy de (4.5) converge quando as condigdes iniciais
do sistema (4.5) sao conjuntos fuzzy e o ponto de equilibrio da equagao (4.4) depende da

condicao inicial xg.

Seja z, : U x P — U a aplica¢do que associa a cada par (1y, py) 0 ponto de
equilibrio da equagao (4.4), isto é, p(7e(70, ), Py) = Ze(Z0, py). Desta forma, o ponto de
equilibrio de (4.5) é dado por y, (0, py) = (7e(70, py), po) € U X P.

Proposi¢ao 9. Sejam A C U x P um conjunto aberto, y. : A — U x P continua,
Yo € E(U x P) com [y,]° C A ey, = De(yy). Suponha que @(xo, po) — xo(20,po) para todo
(20,p0) € A quando t — 0o. Se x.(xo, po) € assintoticamente estdvel entio 1y (y,) converge

para o ponto de equilibrio y,.

Embora o problema de incluir incerteza nos parametros de uma equagao
diferencial autonoma tenha sido resolvido utilizando a estratégia de considerar o parametro
como condic¢ao inicial de uma equacao, tornando o sistema geral com dimensao superior
ao sistema original, esta estratégia nao adiciona nenhuma informacao suplementar na

dinamica da equacao.
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Em alguns casos, faz-se necessario saber o comportamento do fluxo determi-
nistico sobre o espaco de fase U C R" da equagao (4.4), neste sentido Cecconello (2010)
mostrou como é o comportamento do fluxo fuzzy ¢ : £(U x P) — E(U x P) sobre o

espago de fase E(U).

Proposicao 10. A aplicagio ¢, : E(U x P) — E(U), dada pela extensao de Zadeh de
o U X P — U, € a projegao sobre E(U) do fluxo fuzzy Uy : E(Ux P)— &EU x P).

A fungao de pertinéncia da projegao T de y, sobre £(U) é dada por

1z(2) = Hiyy) (@) (4.7)

Proposicao 11. Seja gogi) : U — R a projecao do fluro deterministico da equagao (4.3)
no i-ésimo eizxo coordenado. A aplicacdo @gi) :E(U) — E(R) € a i-ésima projecao do fluzo

fuzzy ¢ E(U) — E(U) sobre E(R).

Seja 249 (x4) a i-ésima coordenada do ponto de equilibrio z, : U — U do fluxo
deterministico ¢; : U — U, em que z( ¢ a condicao inicial, entdo a i-ésima coordenada
do ponto de equilibrio fuzzy @, = Z.(x0) € E(U) é o ponto 7; = il () € E(R) em que
29 E(U) — E(R) é a extensdo de Zadeh de 29 : U — R.

4.2 Variacoes do modelo S| fuzzy

Nesta secao abordamos variagoes do modelo epidemioldgico SI, considerando
condigao inicial fuzzy ou parametro fuzzy, com o objetivo de elucidar os resultados sobre

estabilidades do fluxo fuzzy expostas na se¢ao anterior.

Na Subsecgao 4.2.1 apresentamos o modelo SI com dindmica vital e condigao

inicial fuzzy. Neste cenario, o fluxo fuzzy converge para um conjunto crisp.

Ja no modelo SI sem dindmica vital da Subse¢ao 4.2.2 em que a condicao inicial
é fuzzy, o fluxo fuzzy converge para um conjunto fuzzy, porém uma das projecoes do fluxo

converge para um conjunto crisp.

Finalmente, na Subse¢ao 4.2.3 apresentamos o mesmo modelo da Subsecao
4.2.1, entretanto o parametro do sistema que é fuzzy. Neste cenédrio, nenhuma das projecoes

do fluxo fuzzy converge para um conjunto crisp.

4.2.1 Modelo ST com dinamica vital e condicao inicial fuzzy

Considerando o modelo do tipo ST com dindmica vital e condicao inicial fuzzy,

em que o fluxo de entrada no compartimento dos suscetiveis é uma constante e o fluxo



Capitulo 4. Modelos epidemioldgicos gerais com pardmetros subjetivos 7

de saida de cada compartimento é proporcional a quantidade de individuos de cada

compartimento:
dS
= ¢ — BSI—uS, S(0)=S € ER)
(4.8)
dl
= BSI— . 1(0) =1, € E(R).

A constante ¢ representa o crescimento da populagao de suscetiveis em cada
instante do tempo. Este crescimento pode estar relacionado com a natalidade e/ou imigra-
cao. O parametro 3 representa a forca de infeccdo da doenga e p a mortalidade natural da
populagao.

Os ponto de equilibrio sao dados por P, = (gb, 0) e P, = <M, ? — ,u).

I B p

Os autovalores da matriz jacobiana avaliada em P, sdao A\ = —pu, além do

autovalor da matriz A; = lﬂ ¢ — u]. Desta forma, o termo independente da matriz A; é
1

dada por a; = p — /ij.

Os autovalores da matriz jacobiana avaliada em P, sdao dados por

2
—6? + \/(ﬁ(b) + 4dpay
[ [

2

A2 =

De acordo com o Teorema 8, se a; > 0 entao P; é localmente assintoticamente

estavel e, desta forma, tem-se A\; > 0, implicando a instabilidade do ponto de equilibrio P>.

De forma analoga, se a; < 0 temos que P é instavel e a parte real dos autovalores

A1,2 sera menor que zero. Portanto, P, sera localmente assintoticamente estavel.

Como os pontos de equilibrio nao dependem da escolha da condicao inicial,
utilizaremos o item (i) da Proposigao 7 para inferir sobre o ponto de equilibrio para o qual

o fluxo fuzzy converge e a Proposicao 11 para andlise das projegoes fuzzy.
Supondo que a; > 0, o ponto de equilibrio x¢p,} ¢ localmente assintoticamente
estavel para o fluxo fuzzy @ : E(R?) — £(R?) gerado pelo sistema (4.8) . Além disso,

St(SO,IO) 2 X(4) quando t — oo e _ft(So, Iy) = X403, quando ¢ — oo. Lembrando que
)
S(So,Io) e (S, In) sdo as projegoes do fluxo fuzzy ¢;(So,Iy) sobre a coordenada S e I,

respectivamente.

Por outro lado, se a; < 0, o ponto de equilibrio x(p,} ¢ localmente assintotica-

mente estavel para ¢;(So, Ip). Desta forma, a projecao S’t(So, Iy) — X{ 1Y » quando t — 0o
)
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e a projecao ft(SO,IO) = X(¢ u) quando t — oo.
¢4
A representacao grafica das projegoes gt(SO, Iy e ft(SO, Iy) pode ser visualizada
nas Figuras 4 e 5 para tempos finais diferentes, em que utilizamos os dados da Tabela 2 para
a simulacao. Note que, nesse caso, temos a; < 0 e, portanto, o ponto P, = <g,fj — g)

do modelo deterministico (4.8) é localmente assintoticamente estavel.

Tabela 2 — Valores utilizados na simulacao das Figuras 4 ¢ 5

& 1
[ 0,003
3 0,00003

So | (900;1000;1100)
I, | (10;20;30)
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Figura 5 — Evolu¢ao no tempo da projecao gt(So, I).
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As Figuras 4a e ba ilustram o comecgo da epidemia, podemos observar que ao
final de 100 dias as projegoes ft(SO, Iy e St(SO, Iy) s@o conjuntos fuzzy, que representam
a incerteza da quantidade de individuos infecciosos e suscetiveis, respectivamente, no
centésimo dia. Entretanto, com o passar do tempo, as projegoes do fluxo fuzzy (S, Io)

convergem para conjuntos crisp, como ilustrado nas Figuras 4b e 5b.

Como foi observado acima, pelos dados da Tabela 2 temos que a; < 0. Desta

forma, as projecoes St(SO, Iy) e ft(SO, Iy) convergem, respectivamente, para os conjuntos

CTiSp X{100} € X{233,33}-

422 Modelo SI sem dinamica vital

Consideremos o modelo do tipo SI, sem dindmica vital com condic¢ao inicial

fuzzy
CCZ: = —pSI, S(0)=S, € &R)
(4.9)
fzi _BSI, I(0) =T, € £(R).

O sistema (4.9) estd em equilibrio quando S = 0 ou I = 0, portanto existem
infinitos pontos estaciondrios, entretanto a populacao total N(t) = S(t) + I(t) = So + Ip é
dN

constante no tempo, pois r =0.

Desta forma, se S;(So, Iy) — 0 quando t — oo entdo I;(So, In) — So + Io
quando t — oo. Por outro lado, se I;(Sy, Iy) — 0 quando t — oo entao Sy(So, Iy) — So+ Io

quando t — oc.

ds
Visto que, - —BST < 0 segue que S;(Sp, Ip) é decrescente para todo ¢t > 0.
Logo, o fluxo ¢;(S, Iy) deve convergir para o ponto de equilibrio (0, Sy + 1), podemos

verificar esta afirmacao pela solucdo analitica do sistema (4.9)

Iy N1y
So, lp)=(N|1- . 4.10
gpt( 07 0) ( ( IO _|_ SOeNBt> 7]0 + SO@NBt) ( )

Neste caso, o ponto de equilibrio para o qual o fluxo deterministico (4.10)
converge depende da condicao inicial. Desta forma, o ponto de equilibrio pode ser visto
como funcao da condicio inicial, isto é, . : A C R? — R? é a aplicacio que associa o par
ordenado (Sy, Iy) ao par ordenado (0, Sy + Ip).

Deste modo, podemos afirmar que (S, Ip) = (0, Sy + Ip) é um ponto de

equilibrio estével para o fluxo (4.10). Sendo assim, de acordo com a Proposigdo 7 o ponto

de equilibrio x{(0,s0+1,)} € estavel para o fluxo fuzzy ¢;(So,Iy) gerado por (4.10). Porém,
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nao podemos afirmar sobre a convergéncia do fluxo para a func¢ao caracteristica do ponto
de equilibrio.
Uma vez que, ¢.(Sy, lp) é continua e mondtona em ¢ e ¢, (So, Io) — x(0, So+Io)

quando ¢t — oo, a Proposicao 1 garante que, ¢; converge uniformemente, em um compacto

IC, para x..

Desta forma, a Proposigao 8 garante que o fluxo fuzzy ¢;(Sp,Iy) converge
para Z.(Sg,Iy) = x. e, de acordo, com a Proposicao 11 x. = (X0}, X;), em que X; é a
extensao de Zadeh da projecao do ponto de equilibrio sobre segunda coordenada, isto é,

Hx1(So.,Io) (I) = SgpA(USo (SO)a 24 1y (I - SO))

Para a representacao grafica das projegoes S (So,Ip) e I (So, Ip), utilizamos os

valores expostos na Tabela 2 e, com ¢-norma a fungao minimo (ver Figura 6).
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(a) Evolucio da projecio S(So,I) no tempo. (b) Evolucdo da projecio I(Sg,Io) no tempo.

Figura 6 — Evolucao das projegoes do fluxo fuzzy ¢;(Sg, I) sobre coordenadas S e I.

4.2.3 Modelo ST com dinamica vital e forca de infeccdo fuzzy

Nesta subsecao trataremos do modelo ST da mesma forma como abordado na

Subsecao 4.2.1, entretanto a condic¢ao inicial é crisp e o parametro 5 é fuzzy, isto é,

Cfi:¢—551—u5, S(0) =Sy € R

g _BST—pl,  I(0)=I € R (4.11)
d

oo B(0) = B, € E(R).

Sejam xg = (So, Iy), yo = (z0,P0) ey : U x P = U x P, U C R*e P C R,
Ui(yo) = (ve(Yo), Bo) o fluxo deterministico gerado pelo sistema (4.11), entao ¢;(yo) € o

fluxo deterministico gerado pelo sistema reduzido de (4.11).
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A condicao inicial fuzzy é y, = (X{so}, X{10}> Bo) € E(R?), dado que X{So} ©

X{I,} a0 conjuntos crisp, a fungao de pertinéncia fi,, : R® — [0,1] de y, ¢ dada por

ng, (%), se (8.1)= (S0, To)

4.12
0, c.C. ( )

My0(87‘[7/8) = {

Uma vez que, P, = (¢,0) e P, = (/i ? — M) sao pontos estacionarios
1

do sistema reduzido, segue que )1 = (¢,0,50) e Qy = (g, ¢ — 'u,ﬁo) sao pontos
H 0o M 0
estaciondrios do sistema (4.11). Note que tanto ); quanto ()o dependem da escolha da

condicao inicial, mais precisamente, de [y.

Sejam x., : U X P — U ez, : Ux P — U as aplicagoes que associam o
par ordenado (zg, By) aos pontos P; e P,, respectivamente, e ainda, y., : A = U x P e
Yey : A — U x P,em que A C U x P, as aplicagoes dadas por y., (vo) = (P1,3) = Q1 e
Yeo (Y0) = (P2, o) = Qo

Como observado na Subse¢ao 4.2.1, se a; > 0 temos que (o, fo) — e, (To, fo) =
Py para todo (zo, fy) € A quando t — oco. Por outro lado, se a; < 0 entao ¢;(xg, 5y) —
Tey (X0, Bo) = Pa para todo (zg, fy) € A quando t — oc.

Portanto, se a; > 0 temos P, assintoticamente estavel e de acordo com a

Proposi¢ao 9, o fluxo fuzzy @Z;t(yo) converge para a extensao de Zadeh g, (y,) e pela

Proposicao 11 St(X{So}aX{Io}JIBO) — X{¢} quando t — oo e ft(X{So}aX{Io}aBO) — X{0}

1
quando t — oc.

2
Em contrapartida, se a; < 0, isto é, se ’l; < By para todo By € [By)°, segue

que Z., (So, 1o, Bo) = <g0, i — g()) ¢ assintoticamente estével. Logo, o fluxo fuzzy @t(yo)

converge para a extensao de Zadeh 7., (y,).

Lo p
) SaI = )
Visto que, g, (S.1,5) = | “Bal7) 50 (5D (555) e
0, c.c.

que S¢(yy) — ¥s quando t — oo e I;(y,) — ¥; quando t — oo, em que jiy,(S) = % (%)
0

e py,(I) = pg, (u (i —I)_l)

Os graficos nas Figuras 7 e 8 representam as projegoes St(yo) e ft(yo), quando

utilizamos as dados da Tabela 2, 8, = (0,00002; 0,00003; 0,00004), Sy = 1000 e I, = 20.

Na Sec¢ao 4.3 propomos um modelo do tipo SEIRS em que a heterogeneidade

na infecciosidade e o periodo de infecciosidade sao modelados por conjuntos fuzzy, com a
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Figura 7 — Evolugdo no tempo da projecao S't(yo) quando a; < 0.
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Figura 8 — Evolucao no tempo da projecao ft(yo) quando a; < 0.

finalidade de simplificar o nimero de equac¢oes do modelo SEIRS apresentado no Capitulo
2. Além disso, enunciamos um resultado sobre a convergéncia da solucao fuzzy do modelo

proposto.

4.3 Modelo SEIRS fuzzy

Apresentamos nesta secao um modelo alternativo ao modelo SEIRS apresentado
no Capitulo 2 em que a heterogeneidade na infecciosidade e o periodo de infecciosidade

sao modelados por conjuntos fuzzy.

A heterogeneidade na infecciosidade é modelada subdividindo o compartimento
dos infecciosos em k subcompartimentos. O que diferencia cada compartimento é o grau
de infecciosidade dos individuos, que por sua vez, depende da carga de microrganismo em
seu corpo. Em outras palavras, a eficiéncia de transmissao de uma doencga depende do

grau de infecciosidade dos individuos.

A eficiéncia de transmissao da doenga do compartimento i é representada pelo
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parametro ¢;. Uma vez que os k subcompartimentos representam os diferentes graus de

infecciosidade, o parametro ¢; pertence ao intervalo real I. = [¢, €,], sendo ¢ = mink €,
1<i<

€, = Max €;.

"<k !

Vamos tomar o conjunto 0-nivel do niimero fuzzy € sendo o intervalo real I..
k

Desta forma, Z €;1; pertence ao conjunto 0-nivel do nimero fuzzy el € £(R), uma vez
i=1

k k
que, [ = Z]i e el < ZQIi <el.
i=1 i=1

Diante disto, podemos dizer que o nimero de novos individuos infecciosos
k

BS ZQL‘; dado pela Lei de acao das massas, pertence ao conjunto 0-nivel do niimero
i=1
fuzzy BSel.

Desta forma, a heterogeneidade na infecciosidade pode ser incorporada no

modelo considerando o parametro € um ntimero fuzzy.

Além disso, sabemos que o periodo infeccioso de cada individuo também pode
variar dependendo da carga de microrganismo. Deste modo, iremos considerar o parametro
~ como um conjunto fuzzy, modelando a incerteza do periodo em que os individuos

infecciosos transmitem a doenca.

Pelo conceito exposto acima, o modelo SEIRS fuzzy que incorpora heterogenei-

dade na infecciosidade modelada pelos parametros fuzzy € e v é dado por

Cfg — F(S,E,I,R) — BeST — uS + 6R, S(0) = Sp € R

dE

o = el = (0 + wE, E(0) = EyeR

dI

o =B = (vt )l 1(0) =1 eR
(4.13)

dR

==+ mk, R(0) =R €R

d

d{ -0 €(0) = €0 € E(R)

d

CTZZO 7(0) =7, € E(R)

em que f: R* — R e todas suas derivadas parciais de primeira ordem devem ser continuas e
todos os pardmetros possuem a mesma representabilidade do modelo (2.2), e uy representa

a morte induzida pela doenca.
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Sejam yo = (So, Fo, Lo, Ro, €0, 70) & condicao inicial e ¢;(yo) o fluxo determinis-
tico do sistema reduzido de (4.13), em que ¢, : U x P — U, U C R* ¢ P C R?, entdo
U x P — U x P dado por ¥4(yo) = (©:(%0), €0, Y0) é 0 fluxo deterministico do sistema

(4.13), o qual é incorporado os parametros € e v na condi¢ao inicial.

Seja Yo = (X{a}> Z0) & condicao inicial fuzzy, em que xy = (So, Eo, Lo, Ro) € U

e 2o = €9 X Yo € a relacao fuzzy definida por alguma t-norma.

Visto que o conjunto X4} ¢ um conjunto crisp, segue que o conjunto fuzzy y,
¢ definido somente pela relacao fuzzy zo, isto €, sejam e, € piry, as fungoes de pertinéncia

de € e ¢, respectivamente, entao a funcao de pertinéncia da condigao inicial y, ¢ dada
pOr fiy, (S0, Eo, Io, Ro, €0,7%) = A(fteq(€0), o (70)), em que gy, - U x P —[0,1].

Conforme Proposicao 10, a extensao de Zadeh ¢, : E(U) x E(P) — E(U) é a
projecio em £(U) do fluxo fuzzy 1y : E(U) x E(P) — E(U x P) . Além disso, a proposicao
(11) nos garante que P E(U) x E(P) — E(R) é a i-ésima projecao do fluxo fuzzy 1
sobre E(R).

Seja z. : U x P — U a aplicacdo que associa cada condi¢ao inicial (o, €g,70) €
U x P ao ponto de equilibrio trivial Py = (5*,0,0,0) do sistema reduzido de (4.13), entao
o ponto de equilibrio quando incorporamos os parametros ¢y e 79 na condigao inicial, é

dado por y.(zo, €0,7) = (xe(0, €0, %), €0, Y0) = (5%,0,0,0,€9,7) € U x P.

Uma vez que y, depende da escolha dos pardmetros €, e 7, segue que ¥,
depende da condicao inicial. Desta forma, precisamos verificar sob quais condigoes as

hipdteses da Proposicao 9 sao satisfeitas para afirmarmos algo sobre a convergéncia do

fluxo fuzzy ¥y (y,).

Temos que a funcao y. é continua e o ponto de equilibrio trivial Py =
ze(o, €0,7) = (57,0,0,0) é assintoticamente estével se as hipdteses do Teorema 8 sao

satisfeitas.

Desta forma, 1,(y,) converge para 9.(y,) se <pea,=(+p(yw+

of
IS | p,
pA pr) — oBepS* > 0 para todo € € [€y]” e para todo 7y € [v,]°. Além disso, podemos
substituir a hipdtese de a,, > 0 por Ry < 1, de acordo com o Teorema 10.

o €0

o+ pyo+ A+ pr
entdo o conjunto Ry fuzzy é definido pelas operagoes aritméticas (Proposi¢ao 4) dos

*

Uma vez que, Ry = S depende dos parametros €, e Yo,

parametros fuzzy € e v,.

Sejam [€9]* = [€]',€X] e [vo]* = [, 7] os conjuntos a-niveis de €y e 7,

respectivamente, entao o conjunto a-nivel de Ry é dado por

[Ro]* = 8" — [ ) e . ]
O+ p [V Tt gt pr
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Seja [Ro]* = [Ry, Ry, através das conclusoes feita acima, podemos enunciar a
seguinte proposi¢ao com relacdao a convergéncia do fluxo fuzzy, baseados nos Teoremas 8 e

10 e da Proposicao 9.

Proposicao 12. O fluvo fuzzy Q/Ajt(yo) = (gt(yo)aEt(yO)7[At(yO)aRt(yO)aeov’YO) de (4-13)

quando os parametros €y e Yy sdo fuzzy, converge para a extensao de Zadeh .(yy) = Y.,

0
em que Yy = (X{z}» 20), S€ &é < peRY <1 para todo o € [0, 1].
Po

A Proposi¢ao 12 é um resultado imediato para a verificar se o fluxo fuzzy Qﬂt(yo)

gerado por (4.13) convergird para o conjunto fuzzy y,.

Apresentamos na Subsecao 4.3.1 a dindmica de transmissao da tuberculose

para a aplicacao da teoria exposta acima.

4.3.1 Tuberculose com Parametro Fuzzy

Em 1882 a tuberculose foi descoberta pelo bacteriologista alemao Robert Koch.
Contudo, hé registros datados em 8.000 a.C. desta enfermidade, sendo considerada uma

das doengas mais antigas do mundo (Rolla (2013)).

A Organizacao Mundial de Satde iniciou, em 2017, o segundo ano da campanha
global Unidos para acabar com a Tuberculose, esta doenca estd entre as dez maiores
causadoras de morte em todo o mundo, em torno de um milhao de 6bitos e dez milhoes de

novos casos notificados por ano (Fiocruz (2017)).

A tuberculose é uma doenca infectocontagiosa e sua transmissao ocorre pelas
vias aéreas. A bactéria Mycobacterium tuberculosis (também conhecida como bacilo de
Koch) é o agente causador da grande parte dos casos. Embora raramente acontega, as
bactérias Mycobacterium bovis, M. africanum e M. microti também podem causar a
doenga (Rolla (2013)).

Essa doenca afeta principalmente os pulmoes, entretanto pode atingir os rins,
meninges e 0ssos. A prevencao é a vacina BCG em criancas, a qual previne somente a

forma grave da doenca (Fujita (2011)).

Essa doenga possui cura e o tratamento é realizado com antibioticoterapia
variando de seis meses a um ano, apresentando um rapido resultado. Mesmo com resultados
iniciais rapidos, por ser um tratamento longo, muitos pacientes abandonam o tratamento
e acabam provocando o desenvolvimento de uma forma da doencga que é resistente aos

medicamentos, conhecida como tuberculose multirresistente (Rolla (2013)).

No ano de 2012 a cidade de Cuiab4, capital do Estado de Mato Grosso, chegou

ao posto de segundo lugar no ranking das capitais em casos de tuberculose, contabilizando
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100 casos por 100 mil habitantes e uma média de 8,5 mortes por cada 100 mil habitantes
(Pereira (2013)).

Em 2016 o Estado de Mato Grosso ocupou o sétimo lugar no ranking nacional
em casos de tuberculose e a cidade de Cuiaba, ocupou o primeiro lugar no Estado em
incidéncia desta doencga (Vieira (2016)).

Para a simulagao da dindmica de transmissao da tuberculose, vamos supor

que o fluxo de entrada da dindmica vital seja do tipo logistico dado por, f(S, FE, I, R) =
<b(1— (S+E+I1+R)

C
Tabela 3.

) (S+ E + I+ R), os parAmetros e condi¢ao inicial estdo na

Tabela 3 — Valores das taxas (ao dia) e condigao inicial do modelo (4.13)

¢ 0.000045214
C 1000000

7 0.000014547

11 0.0002328

3 0.001

5 0.001

o 1/365

€0 | (0.0000019; 0.0000021; 0.0000023)
Yo (1/90;1/60; 1/30)

S 600000

E, 0

I 10

Ro 0

Fonte — IBGE. .. (2017),Cailleaux-Cezar (2012), Golub et al. (2006), Pereira (2013)
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Figura 9 — Evolucao no tempo da projecao ft(yo) sobre coordenada I.

Visto que, S* = C <1 — #), pelos valores dos pardmetros da Tabela 3 , temos

o
o Wio—a 0 024988516, Assi d fi RY < 1 tod
= . SS11M odemos alrmar que ara todo
T T a2 04452246 b que e = 2 b




Capitulo 4. Modelos epidemioldgicos gerais com pardmetros subjetivos 87

a € [0,1].

Pela viabilidade biolégica do ponto Py = (C <1 — Z) ,0,0, O), a condigao

gg . =2u — ¢ < u é satisfeita.

Uma vez que as hipdteses da Proposicao 12 sdo satisfeitas, de acordo com
Proposicao 11, segue que as projecoes Y;, Yo, Ys ¢ Y, de y, sobre a primeira, segunda,
terceira e quarta coordenadas, respectivamente, sao X{s*}> X{0}> X{0} € X{o} €m que S* =
678.263, 37. Portanto, S;(y,) — X{s+} quando t — oo, Ey(y,) — X{o} quando t — oo,
ft(yo) — X0} quando t — 0o e Rt(yo) — X0} quando ¢t — oo.

Como podemos observar no grafico da Figura 9, apds cem dias, ainda existirao
entre 1 e 3 individuos infecciosos de tuberculose e apdés um ano nao havera mais individuos
doentes. Neste cenario a doenca nao invade a populagao. Porém se alterarmos o parametro

fuzzy €y, o qual é muito dificil de ser mensurado, podemos obter novos cenarios.

Agora vejamos a representacao grafica das projecoes ft(yo) e gt(yo) do fluxo
fuzzy qﬂt(yo) sobre os eixos [ e 9, respectivamente, nas Figuras 10 e 11, quando consideramos
o numero fuzzy €, = (0,00019;0,00021;0,00023), os demais valores dos pardmetros e

condicao inicial permanecem inalteraveis.
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Figura 10 — Evolucao no tempo da projecao ft(yo) para tempo finais diferentes.

O 0-nivel do conjunto fuzzy jggo(yo) é o intervalo [5, 51], ou seja, em 200 dias
havera entre 5 e 51 individuos infecciosos com tuberculose (Figura 10a), os extremos desse
intervalo representam, em termos de quantidade de individuos infecciosos, a melhor e a
pior das possibilidades com o menor grau de confianga, para um tempo estimado em 200

dias.

A epidemia se estabiliza na populacao depois de 7 anos, deixando em torno
de 8.697 a 32.663 individuos infecciosos (Figura 10b). Além disso, o maior nimero de

infecciosos da solucao fuzzy que tem grau de pertinéncia 1 é 50.384 individuos e este valor
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¢é atingido em 3 anos e 85 dias.
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Figura 11 — Evolugao no tempo da projegao S’t(yo) para tempo finais diferentes.

A populacao de suscetiveis se estabiliza, depois de 10 anos, entre 49.445 e
177.969 individuos, este intervalo representa 8,24 % a 29,66% da populacao inicial (Figura
11), em outras palavras, sem nenhuma intervengao (conscientizagao, vacinagao, etc),

terfamos um problema gravissimo na satude publica.

Uma vez que R, > 1 neste cenario, podemos afirmar que o ponto de equilibrio
livre da doenga ¢ instavel, portanto a doenca invadira a populacao, como mostrado nos

graficos.

Na proéxima se¢ao propomos um modelo do tipo SEIR com politica de vacinacao
em que inserimos uma taxa de vacinagao incerta e a heterogeneidade na infecciosidade é
modelada por um conjunto fuzzy, de modo analogo ao modelo SEIR da se¢ao 4.3. Além

disso, enunciamos um resultado sobre a convergéncia da solugao fuzzy do modelo proposto.

4.4 Modelo SEIR fuzzy com vacinacao

Apresentamos o modelo do tipo SEIR com vacinacao, o qual contempla hetero-
geneidade na infecciosidade modelado pelo pardmetro € fuzzy. Além disso, propomos que

a taxa de vacinacao ¢ seja incerta, sendo modelada por um conjunto fuzzy. Desta forma,
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temos o sistema dado por

C;f — [(S,E,1,R) — BeSI — (n+8)S S(0) =Sy € R

E

Ciﬁ:BeSI—(avLu)E E(0) = Ep € R
dI

EZO'E—(’Y‘I‘,UJ“‘,UI)[ 100) =1 R

(4.14)

MW 1465 - R R(0) = By € R
de

Z =0 €(0) = € € E(R)
ds

o =0 5(0) = 8y € E(R).

Todos os pardmetros tém a mesma representatividade que no modelo (2.21),
lembrando que o parametro ¢ neste modelo é a taxa de vacinagao e p; a morte induzida

pela doenca.

Sejam Yy (yo) = (¢i(yo), €,0) o fluxo deterministico gerado pelo sistema (4.14),
em que yo = (So, Eo, o, Ro, €0, 00) é a condigao inicial e ¢;(1yo) fluxo deterministico gerado

pelo sistema reduzido de (4.14).

Seja Yo = (X{a}> 20) & condicao inicial fuzzy, em que zy = (So, Eo, Io, Ro) e
Zo = €g X 0g ¢ a relagdo fuzzy definida por alguma t-norma. Como na Secao 4.3 o conjunto
fuzzy y, estd bem definido somente pela relagao fuzzy zy, isto é, a funcao de pertinéncia
da condicao inicial gy, ¢ dada por py, (So, Eo, Io, Ro, €0,70) = A(,ueo(eo),,uéo(ég)).

Seja x¢(zo, €0,00) = (S,0,0,R*) = Fy a aplicagdo ponto de equilibrio do
sistema reduzido de (4.13), isto é, a aplicagdo que associa a condigao inicial (xg, €, dg) do
modelo (4.14) ao ponto de equilibrio trivial (S, 0,0, R*).

O ponto de equilibrio quando incorporamos os parametros €, e dg na condi¢ao
inicial, é dado por y.(zo, €9,90) = (ze(T0, €0,00), €0, 00) = (5*,0,0, R*, €9, 0¢), em que as

coordenadas S* > 0 e R* > 0 sdo obtidas da resolugao do sistema

f(S,0,0,...,0,R) — (u+9)S =0
(4.15)
0S — uR = 0.

A aplicagdo y. é continua e o ponto de equilibrio trivial z.(xg,é€g,dp) =



Capitulo 4. Modelos epidemioldgicos gerais com pardmetros subjetivos 90

(5*,0,0, R*) é assintoticamente estével se as hipdteses do Corolario 5 sao satisfeitas.

Desta forma, de acordo com a Proposicio 9, ¢(y,) converge para .(y,) se

of of of _
2p+ 0o — 53 PO>O,M<M+50— 53 P0> — o 5F PO>0ean—(0+u)(’yo+u+u1)

oBeyS* > 0 para todo ¢, € [€y]" e para todo &y € [8)°.

Uma vez que o ntimero de reproducao basal da doenga Ry deste modelo é
dado da mesma forma como no modelo da Secao 4.13, vale o seguinte resultado andlogo a

Proposicao 12, baseados no Teorema 10, Corolario 5 e Proposicao 9.

Proposicao 13. O fluzo fuzzy &t(y()) = (gt(yo)aE’t(yo)aft(yo)>ét(yo)v‘50750) de (4.14)
quando os parametros €y e 0y sao fuzzy, converge para a extensao de Zadeh @E(X{xg}, %) = Y,

362/14—(50—% of )—50;];
Py

85P0>0,u<u+(50—85 > 0 para todo & € [6y]° e RS < 1
A Proposigao 13 é um resultado imediato para a verificar se o fluxo fuzzy zﬁt(yo)

Py

para todo o € [0, 1].

gerado por (4.14) convergird para o conjunto fuzzy y..

Apresentamos na Subsecao 4.4.1 a dindmica de transmissao da tuberculose

langando mao do modelo (4.14).

4.4.1 Tuberculose com Vacinacdo e Parametro Fuzzy

Considerando, novamente, que o fluxo de entrada da dindmica vital é dado por
HS.E.LR) :¢(1_ (S+E+I1+R)

C
trivial é dado por

p P do P
e 9 75 = C 1_* ,0,0,C 1_* .
el0: €0, o) ( M+50( ¢) M+50( ¢))

Note que S* > 0 e R* > 0 se, e somente se, i < .

) (S+ E+ I+ R), temos que ponto de equilibrio

0 )
Temos que, 2/1+do— o - So+¢ > 0 paratodo & € [8o]” e pu | p+ do — a )
05 1p, 95|,
0o g{z = (¢ — p)(1 + do) > 0 para todo &y € [8o]%, visto que 1 < ¢ pela viabilidade
Py

biolégica do ponto.

O numero de reproducgao basal deterministico da doenca é dado por

RO _ ﬂS* o €0
o+ + g+
H K 4 €0
= pC 1—~= .
1+ do ) o+ py+pt (4.16)
H o I €0

= pgC(1-= .
’ ( ¢) o4 py+ ptprp+do



Capitulo 4. Modelos epidemioldgicos gerais com pardmetros subjetivos 91

«

Desta forma, temos que R, = BC( — ,u) c a . Utili-

¢) o+ puy+ ptprp+ o
zando os valores dos parametros e condicao inicial da Tabela 3, exceto para v = 60’

8o = (0,002;0,003;0,004) e € = (0,00019; 0,00021; 0,00023), entdo R = 0,011606 x
11,5 — a

a+2
no cenario da Subsecao 4.3.1 em que a doenga invade a populacao.

< 1, para todo « € [0, 1]. Note que o pardmetro fuzzy €, é o mesmo considerado

Posto que as hipéteses da Proposicao 13 sao satisfeitas, o fluxo fuzzy z/?t(yo) de

(4.14) converge para y,, em que a func¢ao de pertinéncia de y, é dado por

J

thy, (S, E, I, R €,6) = w0

¢ p+0

0, c.c.
(4.17)

Além disso, a i-ésima projecao do fluxo fuzzy converge para a i-ésima projecao
do ponto de equilibrio y, sobre a i-ésima coordenada, isto €, S’t(yo) — Yg quando t — oo,
Et(yo) — X{oy quando t — oo, ft(yo) — X{oy quando t — oo e f?t(yo) — Yp quando

t — 00, em que as fun¢oes de pertinéncia de Yg e Y, sao dadas por

Iz 0 9,87
155 (S) = pg, (CS (1 — ¢> — ,u) = 11§, ( Shl 0,000014547> ,

(R) = Cliomy_) ) 0,000014547 x R
luyR - /’Léo 'u R QS — ’u(so 678’ 263 — R .

Desta forma, conseguimos obter o grau de pertinéncia do conjunto fuzzy para

o qual as projecoes Sy(y,) e Ry(y,) convergem, por exemplo, pgs(4 x 10%) = 0,45 e
,ugR(6, 75 X 105) = 1, isto significa que, para um tempo relativamente grande, teremos 4000
individuos suscetiveis com grau de confiabilidade de 0,45 e 675000 individuos recuperados

com grau de confiabilidade méaximo.

As projeces Sy(y,), 1 (o) € Ri(y,) do fluxo fuzzy gerado pelo sistema (4.14)
sobre a coordenada S, I e R, respectivamente, pode ser visualizada nas Figuras 12, 13 e
14.

O maior namero de infecciosos durante toda a dinamica de transmissao da
doenca ¢ de 409 individuos que ¢ atingido em 3 anos e 10 dias, o conjunto O-nivel de
I 3000(Yg) € o intervalo [0,072, 12, 48]. Isto significa que depois de 8 anos e 80 dias temos a
possibilidade de ter 12 individuos infecciosos (Figura 12a). Como a Proposi¢ao 13 garante
que ft(yo) — X{oy quando ¢ — oo, entao é preciso um tempo maior que 8 anos para que a

populacao fique totalmente livre da doenga, como pode ser observado na Figura 12b.

1, (8), se (S.E,I,R)= (c“ <1 - ’“‘) ,0,0,0—— (1 K

¢

))
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Figura 12 — Evolugao no tempo da projecao I;(y,) para tempo finais diferentes.
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Figura 13 — Evolugdo no tempo da projecao Si(y,) para tempo finais diferentes.

No final de 8 anos e 80 dias a populagao de suscetivel que pertence ao conjunto
[S:(y,)]° esté entre 2693 e 6716 individuos, lembrando que da populacéo suscetivel inicial
600000, alguns foram contaminados e se tornaram infecciosos e outros foram vacinados.
Em ambos os casos, todos estao sendo colocados, depois de um determinado tempo, no

compartimento dos recuperados.

Em 5 anos e 175 dias a populagdo de recuperados que pertencente ao conjunto

O-nivel do conjunto fuzzy Rau0(y,) estard entre 588296 e 601257 individuos.

Vale ressaltar que no pardmetro § estda embutido, além da porcentagem de
individuos suscetiveis que devem ser vacinados, a porcentagem da eficacia da vacina. Isto
porque estamos considerando que uma vez vacinado, o individuo suscetivel se torna imune

a doenga, nao havendo possibilidade deste individuos voltar a ser suscetivel.

Uma pesquisa realizada na Gra-Bretanha constatou que a protecao da vacina
BCG, em um periodo de 20 anos, foi de 77% (Barreto, Pereira e Ferreira (2006)).
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Figura 14 — Evolugao no tempo da projegao f{t(yo) para tempo finais diferentes.

Neste cendrio, podemos afirmar que, vacinando entre 0,26% a 0,52% da po-
pulagao de suscetiveis por dia, o ponto de equilibrio Py sera localmente assintoticamente

estavel, isto é, a populacao ficard livre da doenca.

45 Conclusao

Neste capitulo apresentamos variagoes do modelo SI para aplicabilidade dos
resultados sobre estabilidade de solugoes fuzzy. Na Subsecao 4.2.1 o fluxo fuzzy converge
para um conjunto crisp. Na Subse¢do 4.2.2 o fluxo fuzzy converge para um conjunto fuzzy,
porém uma das projecoes do fluxo converge para um conjunto crisp. Por fim, na Subsecao

4.2.3 nenhuma das projegoes do fluxo fuzzy converge para um conjunto crisp.

Na Sec¢ao 4.3 propomos um modelo do tipo SEIRS em que a heterogeneidade
na infecciosidade e o periodo de infecciosidade sdo modelados por conjuntos fuzzy. Além
disso, baseados nos Teoremas 8 e 10 e da Proposi¢do 9 enunciamos a Proposi¢ao 12, a
qual é um resultado imediato para a verificar se o fluxo fuzzy @t(yo) do modelo proposto

convergird para o conjunto fuzzy y..

Propomos na Secao 4.4 um modelo do tipo SEIR com politica de vacinagao
em que inserimos uma taxa de vacinagao incerta e a heterogeneidade na infecciosidade é
modelada por um conjunto fuzzy, de modo analogo ao modelo SEIR da se¢ao 4.3. Além
disso, enunciamos a Proposi¢ao 13 baseados no Teorema 10, Corolario 5 e Proposi¢ao 9

sobre a convergéncia do solucao fuzzy do modelo proposto.

Definimos o niimero de reproducao basico da doenca dos modelos propostos
por operacgoes aritméticas fuzzy, os quais nos permitiram enunciar os resultados sobre a

convergéncia da solugao fuzzy dos modelos propostos.

Por fim, simulamos a dindmica de transmissao da tuberculose que é uma doenca
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endémica na cidade de Cuiabd, estado do Mato Grosso, para aplicacdo dos modelos e

resultados expostos neste capitulo.
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5 Consideracoes Finais

Neste trabalho propiciamos uma nova ferramenta que facilita a andlise qualita-

tiva de pontos de equilibrios de modelos epidemiolégicos gerais deterministicos e fuzzy.

No Capitulo 2 apresentamos trés modelos epidemiologicos deterministicos do
tipo SEIRS, SEIR com vacinacao e um modelo particular do SEIRS, em que a populagao
total é constante no tempo. Todos os modelos contemplam heterogeneidade na populagao
dos individuos infecciosos como proposto por Leite (1999), o fluxo de entrada da dindmica
vital no compartimentos dos suscetiveis é dado por uma funcdo genérica e também

consideramos mortalidade induzida pela doenca.

Para cada modelo, enunciamos e demonstramos um resultado o qual analisa
o ponto de equilibrio trivial, que representa a populacao livre da doenca, através da

metodologia apresentada por Leite (1999).

O Teorema 8 e o Corolario 3 generalizam o Teorema 7 apresentado por Leite
(1999). Além disso, os Corolérios 4 e 5 apresentam as hipdteses adicionais, as quais sao
condigOes necessaria e suficiente, para a estabilidade do ponto de equilibrio que representa

a populagao livre da doenca, quando consideramos uma politica de vacinagao.

Caso exista o ponto de equilibrio que representa a extingao da populagao nos
modelos SEIRS e SEIR com vacinacao, propomos os Teoremas 9 e 11, os quais analisam a

estabilidade deste ponto.

Encontramos uma relagao algébrica entre o termo independente do polinémio
caracteristico da matriz A dada em (2.5) e o numero de reproducao basal da doenga Ry
(Teorema 10). Assim, correlacionamos os nossos resultados (Teorema 8 e Corolérios 3, 4 e

5), com o Teorema 6.

No modelo SEIRS em que a populacao é constante no tempo, conseguimos
inferir que a estabilidade local do ponto de equilibrio trivial gera a instabilidade do ponto
de equilibrio endémico. Além disso, a validacao da condi¢ao necessaria para que o ponto
de equilibrio endémico seja localmente estavel gera a instabilidade do ponto de equilibrio

trivial.

No Capitulo 3 generalizamos o modelo que descreve a dinamica de transmissao
de doencas ocasionadas pelo vetor Aedes aegypti baseado no modelo proposto por Yang e
Ferreira (2008), onde o fluxo de entrada da dindmica vital de ambas populagoes é dada

por uma funcgao genérica e também consideramos mortalidade induzida pela doenca.

Aplicamos a mesma metodologia utilizada por Leite (1999) para analisar a

estabilidade do ponto de equilibrio que representa a populagdo hospedeira livre da doenga,
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porém em convivio com o vetor (Teorema 12).

No Capitulo 4 propomos modelos epidemiolégicos fuzzy do tipo SEIRS e SEIR
com vacinacao, utilizando a teoria fuzzy para modelar a heterogeneidade na infecciosidade
desses modelos. O objetivo é simplificar o ntimero de equacdes desses modelos como

apresentado no Capitulo 2.

No modelo SEIRS também consideramos que o periodo de infecciosidade é
modelado por um conjunto fuzzy. Além disso, embasados nos Teoremas 8 e 10 e da
Proposicao 9 enunciamos a Proposicao 12, a qual é um resultado imediato para a verificar

se o fluxo fuzzy ﬂt(yo) do modelo proposto convergira para o conjunto fuzzy y,.

No modelo SEIR com vacinagao consideramos também que taxa de vacinagao
¢é incerta e enunciamos a Proposicao 13 sobre a convergéncia do solucao fuzzy do modelo

proposto embasados no Teorema 10, Corolario 5 e Proposicao 9.

Por fim, simulamos a dinamica de transmissao da tuberculose que é uma doenca
endémica na cidade de Cuiaba, estado do Mato Grosso, para aplicacao dos modelos e

resultados expostos neste trabalho.

O desenvolvimento deste trabalho nos proporciona sugerir algumas propostas
para pesquisa futura, relacionadas nos tépicos abaixo:
e Andlisar a estabilidade de pontos de equilibrios endémicos por ferramentas factiveis.

e Analisar pontos de equilibrio de modelos com vetor quando héa transmissao vertical,

controle quimico e mecanico na populacao de vetor, vacina na populacao humana.

e Desenvolver um modelo hibrido, com e sem vetores, utilizando sistema baseado em

regras fuzzy.

e Considerar outras formas de heterogeneidade populacional e analisar a estabilidade

dos pontos de equilibrio.

e Averiguar a utilizacdo do Teorema 8 ou do Corolario 3 quando nao for possivel a

utilizacao do Teorema 6.
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