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Resumo

Abordamos, de maneira elementar, as estruturas algébrica e topologica sobre a qual sao
construidas as formas modulares, objetos principais do nosso estudo. Apds a defini¢ao de
formas modulares, realizamos um estudo particular sobre duas funcgoes especificas rela-
cionadas a teoria dos nimeros: 7(7) e ¥(7). Trata-se de um texto introdutoério, no qual
apresentamos diversos conceitos e resultados extremamente importantes da teoria, tais
como as demonstracoes de que as duas funcoes supracitadas sao formas modulares e a

apresentacao de uma féormula explicita para seus sistemas multiplicadores.

Abstract

In an elemmentary way, we have dealt with the algebraic and topological structures in
which the modular forms are constructed. After the definition of this important tool,
we have made a particular study about two specific functions related to number theory:
n(7) and Y(7). It is an introductory text, in which we have presented many concepts
and results extremely importants of the theory, such as the proofs of the fact that the
functions n(7) and J(7) are modular forms and the presentation of exact formulas for

their multiplier systems.

vii



Introducao

O tema Formas modulares é bastante amplo e vem ganhando cada vez mais aplicacoes,
dentre as quais a teoria dos nimeros. Neste trabalho, todavia, essas aplicagcoes nao serao
discutidas, reservando-se-as ao leitor que deseje aprofundar-se no assunto. Assim, procu-
ramos apresentar um material que possa fornecer o arcabouco tedérico necessario a com-
preensao dessas aplicacoes. Embora o entendimento deste trabalho exija, como evidencia
o Capitulo 1, nocoes dos mais variados campos da matematica, dentre as quais conceitos
topoloégicos, variaveis complexas, teoria dos niimeros e teoria de grupos, assumimos que o

leitor nao tenha nenhum conhecimento prévio acerca de formas modulares.

O Capitulo 1, entao, destina-se a revisar alguns assuntos importantes para o entendi-
mento do texto, bem como a apresentar alguns teoremas e definicbes que nao possuem
uma tnica versao na literatura, a fim de adequéa-los aos nossos objetivos. Exemplos disso
sao o Teorema da identidade de funcoes analiticas, o Principio do mddulo mdzimo e a
formula do resto na Série de Taylor. Também neste capitulo apresentamos resultados
cujos enunciados sao facilmente compreensiveis, mas cujas demonstracoes fugiriam aos
nossos propositos, tais como a expansao de uma funcao complexa em Série de Laurent, a
Formula de transformacao theta e a Lei da reciprocidade quadrdtica. Dedicamos, ainda,

uma secao a teoria de Produtos infinitos, tema de dificil obtencao na literatura.

Os dois capitulos seguintes sao interdependentes, pois que, enquanto o Capitulo 2
tem por objetivo o estudo da estrutura sobre a qual se constr6i uma forma modular, o
Capitulo 3 as constréi dentro de tal estrutura. Assim, no Capitulo 2, definimos o Grupo
modular T'(1), para o qual exibimos um conjunto gerador bastante simples, e trabalhamos
com alguns de seus subgrupos, dentre os quais I'y, obtendo decomposicoes daquele em
classes de equivaléncia destes. Embora ja tenha sido dito no texto, enfatizamos que os
subgrupos com que trabalhamos neste capitulo e nos demais possuem indice finito no

grupo modular. Topologicamente, as formas modulares apresentam, como dominio, o



semiplano complexo superior estendido 77, de sorte que, para completar a estrutura al-
gébrica necessaria as formas modulares, definimos, entre os elementos de .77, uma relagao
de equivaléncia segundo o subgrupo de I'(1) considerado. Desse modo, definimos o im-
portante conceito de Regiao fundamental segundo subgrupos, aproveitando para exibir a
regiao fundamental Z(I'(1)) segundo I'(1), que é utilizada ao longo do texto. Além disso,
mediante decomposi¢oes do grupo modular em classes laterais, também definimos regioes
fundamentais padronizadas. O Capitulo 3 nao comeca com a definicio de forma mo-
dular, pois, além da estrutura exposta no capitulo anterior, sao necessarios mais alguns
conceitos para que se as definam, tais como o de Ponto parabdlico e algumas grandezas a
ele associadas, o de Grau de uma forma modular e o de Sistema multiplicador associado a
uma forma modular. Apresentamos também o Teorema 5, parte essencial da teoria, com
demonstracao tao detalhada quanto possivel, para, finalmente, definir uma Forma modu-
lar e alguns casos particulares, tais como forma cuspide e fun¢@o modular. A maioria dos
estudos sobre formas modulares trata, segundo nossas defini¢oes, de casos especificos de
formas modulares, como formas de grau par ou fung¢oes modulares. Desse modo, o estudo
aqui apresentado é bastante geral, tendo [11] como referéncia basica. Com isso, por um
lado, ganhamos por obter resultados mais gerais, porém os célculos envolvidos se tornam
mais trabalhosos, fazendo com que a teoria ganhe uma dimensao bastante analitica. Apo6s
apresentar a definicdo de forma modular, com objetivo de entender como as definicoes
funcionam na pratica, provamos alguns resultados que tém parentesco com resultados
da teoria de varidveis complexas, como o Teorema de Liouville, dentre os quais os fatos
de que toda fung¢ao modular inteira € constante e toda forma cispide de grau positivo é

identicamente nula.

Se 0 objetivo do leitor é apenas entender o que sao formas modulares, a leitura nao
deve prosseguir. Todavia, se o leitor acredita que, sem exemplos, nao se entende uma
teoria, ou quer ter uma nocao de como as formas modulares podem ter relagdo com a
teoria dos numeros, entao os dois ultimos capitulos podem ser bastante interessantes.
Basicamente, o Capitulo 4 se presta a exibicdo de duas fungdes especificas, n(7) e 9(7),
que sdo formas modulares segundo I'(1) e [y, respectivamente, e se relacionam a teoria
dos nimeros. Enquanto a primeira possui relagdo com a fungao p(n), que associa a cada
inteiro nao negativo n o nimero de particoes desse inteiro, a segunda possui relacao com
rs(m), fungdo que associa a cada inteiro positivo m o niimero de maneiras de se escreveé-

lo como soma de exatamente s quadrados. Na verdade, essas relagoes sao facilmente



verificaveis, de modo que este capitulo se dedica as demonstracoes de que as duas funcgoes
exibidas sao, de fato, formas modulares. Para tanto, ser& necessario apresentar diversos
resultados auxiliares, como a formula do Produto triplo de Jacobi. Finalizando, o Capitulo
5 trata dos sistemas multiplicadores v, e vy, associados as formas modulares tratadas
no capitulo anterior. Neste capitulo, exibimos férmulas explicitas para o calculo dessas
fungoes, cujos parametros sdo os coeficientes das matrizes dos subgrupos considerados.
Para se provar tais formulas, embora os célculos envolvidos sejam elementares, utilizando-
se muito congruéncia entre inteiros e propriedades do simbolo de Legendre/Jacobi, eles

sao bastante trabalhosos.
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Capitulo 1

Pré-requisitos

1.1 Andlise

1.1.1 Variaveis complexas
Transformacoes lineares fracionarias

Denominamos transformagoes lineares fracionarias as fung¢oes complexas

V:C — C
art +b
H —_—
et +d’

sendo a,b,c,d € C, com ad — bc # 0. Essas transformacoes também sao chamadas
transformacoes de Mobius.
Se V, como acima, é uma transformacao de Mobius, entao é claro que
vl.Cc - C
dr —b
T - —
—CT +a
¢ também uma transformacdo de Mobius. Além disso, V o V™! = V1oV = I, sendo
I a aplicacdo identidade, que é também transformacao linear fracionaria. Logo, V! é a
aplicacao inversa de V', donde V' é uma bijecao. Além disso, V' é continua, com inversa
também continua, ou seja, V é um homeomorfismo. Para que o que dissemos acima
seja verdade, é importante ressaltar que o plano complexo ora considerado é o estendido,
ou seja, o conjunto dos pontos finitos unido ao ponto oco. Por isso, também definimos
a

V(o) =%eV (_Td) = oo (note que nao podemos ter « = 0 = ¢ nem d = 0 = ¢, pois

1



2 Pré-requisitos

isso contradiz a hipotese de que ad — bc # 0, de modo que os quocientes a/c e —d/c sdo

sempre bem definidos considerando-se, ainda, 1/0 = 00).

Funcoes analiticas

Seja f : U — C uma funcao complexa, para U C C. Dizemos que f é diferencidvel em
2o € U se existe o seguinte limite

Lo 1) = 1)

z—20 2 — 2
Neste caso, tal limite é dito derivada ou diferencial de f em zy, e denotado f’(zy). Quando
f é diferenciavel em cada zy € U, dizemos que f é diferenciavel em U.

Quando, além de f ser diferencidvel em z;, pudermos obter uma vizinhanca de z,
em cujos pontos f é diferenciavel, diremos que f é analitica em z,. Finalmente, se f é
analitica em todos os pontos do dominio U, diremos que f é analitica em U. Muitas vezes,
os termos func¢ado reqular e fungdo holomorfa sao utilizados em lugar de fungao analitica.
Se uma func¢ao é analitica em todo o plano complexo C, dizemos que tal funcao é inteira.

Na seqiiéncia, um importante teorema, que serd bastante utilizado no Capitulo 4:

Teorema 1 (Teorema da Identidade de FuncgGes Analiticas). Suponha que f(z)
e g(r) sejam duas fungdes analiticas nos dominios D1 e Ds, respectivamente. Se D =
Dy N Dy e existe uma seqiéncia de pontos distintos (xy),, C D, tendo pelo menos um
limite em D, e tal que, para cada inteiro positivo k, f(xy) = g(zx), entdo f(x) = g(z) em
D.

Apresentamos mais um resultado relacionado & fungoes analiticas, ora apresentado de

uma maneira bastante geral:

Teorema 2 (Principio do Moédulo Maximo). 1. Se f(z) € analitica em um domi-
nio D, entdo |f(z)| néo pode assumir seu valor mdzimo em D, a menos que f(z)

seja constante;

2. Se f(2) é analitica em um dominio limitado D e |f(z)| é continua em D (fecho de

D), entio |f(2)| assume seu valor mdzimo em 0D (fronteira de D).
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1.1.2 Série de Laurent

Se uma funcao é analitica em todo um dominio simplesmente conexo D, uma das maneiras
mais eficientes de se representi-la como série de poténcias em torno de um ponto de D
consiste no emprego das chamadas séries de Taylor. Todavia, nem sempre o dominio em
que se aplica a funcao obedece aquela propriedade topologica. Por exemplo, podemos
desejar representar uma dada fung¢ao num anel, ou numa regiao da qual se exclui um ou
mais pontos isolados. Nestes casos, uma das expansoes para as quais se encontra utilidade

sao as chamadas séries de Laurent, expressas no seguinte teorema:
Teorema 3. Se f(z) é analitica no anel
0< R <|z—a|] <Ry < o0,

entao

f(z) = Z an(z —a)", anzil$dt,

n=—oo

onde C ={te C||t—a|l=r,R <r < R}, e a série é absolutamente convergente no
anel. Ademais, se f(z) é analitica no interior do circulo de raio Ry e sobre ele, excetuando-
se apenas o centro a, podemos tomar R, arbitrariamente pequeno, de tal maneira que o

desenvolvimento anterior se torna vdlido para 0 < |z — a| < Ra.

No caso previsto ao final do enunciado desse teorema, dizemos que a é uma singulari-

dade isolada de f(z), e podemos submeté-la a seguinte classificacao:

Polo Se existe m > 0 tal que a_,, # 0 e a_, = 0 para cada n > m, dizemos que a é um
po6lo de ordem m de f(z) na regido considerada. Por exemplo, f(z) = 1/(z — 1)?,

definida em C, possui um polo de ordem 2 em z = 1;

Singularidade essencial Contrariamente & definicdo anterior, se existem infinitos ter-
mos a_, nao nulos, para n > 0, dizemos que a é uma singularidade essencial de f(z)
na regido considerada. Por exemplo, f(z) = e/, definida em C, apresenta uma

singularidade essencial em z = 0;

Singularidade removivel Ocorre quando h4 uma singularidade que pode ser removida.
Por exemplo, f(z) = 2%/z, definida em C, possui uma singularidade removivel em
z = 0.

Dizemos, ainda, que uma funcao é meromorfa num certo dominio se ela nao possui, nesse

dominio, singularidades que nao pdlos.



4 Pré-requisitos

1.1.3 Produtos infinitos

No que vamos estudar, particularmente no Capitulo 4, serdio comuns produtos e somas
infinitos. Quanto a somas infinitas, denominadas séries, nao faremos aqui nenhuma re-
visao, pois julgamos ser um assunto mais familiar dentro da matemaética e, ademais, de
facil obtencao de fontes. De qualquer modo, indicamos a referéncia bibliografica [16] para
os interessados.

O desenvolvimento que aqui faremos sobre o assunto desta subsecdo pode ser en-
contrado com mais detalhes em [10]. Dada uma seqiiéncia de nimeros reais (u,),,

denotamos o produto infinito de seus termos por

U= ﬁun (1.1)

Dizemos que uma série é convergente se, e somente se, suas somas parciais convergem
para um numero finito. Seria razoavel, entao, adotar essa mesma definicao envolvendo
produtos infinitos e parciais. Entretanto, isso seria inadequado, de modo que temos a

seguinte defini¢ao:

Definigao 1. O produto infinito U exibido em (1.1) serd dito convergente se existir um
inteiro positivo m tal que, para cada n > m, u, # 0, e 0s produtos parciais p, = Upyi1 -
Umaa * * - Uy cONVITjam para um numero finito e diferente de zero. Neste caso, denotando-se

lim,, oo P = Uy, temos que U = uq - g - - Uy, - Uy,

Nao é dificil ver, com base na definicao anterior, que, embora o valor U seja exibido
em termos de m, ele nao depende deste inteiro. Além disso, é conseqiiéncia imediata da

definicao o seguinte
Teorema 4. Em (1.1), U = 0 se, e somente se, existe n > 1 tal que u, = 0.

Basicamente, isto é decorréncia do fato de que U,, # 0. O teorema e a defini¢cao
anteriores nos garantem, por exemplo, que, se tomarmos u,, = % em (1.1), temos que U

diverge para 0. Outro resultado que exibimos é o seguinte
Teorema 5. Se, em (1.1), U é convergente, entdo u, — 1 G medida que n — oo.

A partir deste teorema, introduzindo a notacao w, = 1 + a,, para cada n > 1, temos

que

U=]]0+a)
n=1



1.1 Analise 5

donde a,, — 0 conforme n — oo é condigao necesséria & convergéncia de U, e temos o

seguinte fato, cuja demonstragao omitiremos:

Teorema 6. Um produto infinito da forma ] — (1 + a,) ou [[.—,(1 — a,), com a, >0

’ s . o0 s,
para todo n, € convergente se, e somente se, a série anl a, € convergente.

Finalizamos com uma definicdo e dois teoremas que, em conjunto, serdao bastante
utilizados em situacoes posteriores. Nao sao resultados de dificil demonstragao, valendo
inclusive para ntimeros complexos nos lugares dos termos u,, e a,, seguindo a notacao

anterior.

Definigdo 2. O produto infinito [[ (1 + a,) € dito absolutamente convergente se o

produto [, (1 + |a,|), com termos nao negativos |a,|, é convergente.
Teorema 7. A convergéncia de [[)~ (14 |a,|) implica na convergéncia de [~ (1+ay).

Teorema 8. O produto [[7,(1 + a,) € absolutamente convergente se, e somente se,

[e.e] -
> oo, an € absolutamente convergente.

1.1.4 Série de Taylor

Suponha que f(x) seja uma funcdo real de uma variavel real, continuamente diferenciavel
até a n-ésima ordem, para x € [a,a + h]. Se 0 <t < 1, entdo f(a+ h) é expresso por

f'(a)h oD@t

T (= 1)l +(n_1>!/0(1—t)”—1f(")(a+th)dt.

- 7

Ry

fla+h) = fla)+

A expressao acima é denominada ezpansdo de Taylor de f(x) em x = a, com resto integral
R,,. Como f(”) (a + th) é continua para 0 < t < 1, o Teorema do Valor Intermediério

implica que existe 6 € [0, 1] tal que

1 1
1
/ (1=t 1" (a + th)dt = £ (a + 6h) / (1—t)"tdt = Ef(”)(a + 6h).
0 0
Logo, segue que

n 1 n
R, = h '-—f(”)(a+9h):h—'f(")(a+9h),
n n.

(n—1)
que é a denominada forma de Lagrange do resto R,. Finalmente, podemos escrever

f'(a)h SOV (@Rt R
T_}_.”—'_W_}_Hf (a+ 6h), (1.2)

para algum 6 compreendido entre 0 e 1.

fla+h)=f(a)+



6 Pré-requisitos

1.1.5 Foérmula de transformacao theta

Nesta subsec¢ao, apresentaremos uma importante formula de transformacao de variaveis,
que faz parte da Analise. Nao sera nosso objetivo, aqui, apresentar uma demonstracao da
mesma, pois que para ela seria necessario o desenvolvimento prévio de temas tais como
séries Césaro-somaveis, Teorema de Fejér, Férmula da soma de Poisson, séries de Fourier
e Teorema de Cauchy (variaveis complexas), ocorrendo uma digressdo desnecessaria aos
objetivos desta dissertacao. Sendo assim, optamos por somente apresentar seu enunciado,

que é bastante claro, e indicar ao leitor interessado as referéncias [11] e [27].

Teorema 9 (Formula de transformacao theta). Para todo complezo z e todo com-
plezo t tal que Re(t) > 0, tem-se que

[e.e]

1 2 4 omi
Z 6_7rt(n+z)2 _ Z e~ /t+27rmz7
Vit

n=—oo n=—oo

onde \/t ¢ determinado de acordo com a convencdo | arg(t)| < w/2.

1.2 Algebra

1.2.1 Teoria de grupos
Conceitos Basicos

Um grupo é, por definicdo, um conjunto G sobre o qual definimos uma operacao * que

satisfaz as seguintes propriedades:

1. Se g1,92 € G, entdo g * go € G (fechamento);

[\)

. Se g1, 92,93 € G, entdo (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3) (associativa);

w

. Se g € G entao existe 1¢ € G tal que g x 1g = 1¢ * g = g (elemento neutro);

4. Se g € G entdo existe h € G tal que g * h = h * g = 1 (elemento inverso).

! e denominado

O elemento h dado pelo item 4 acima é usualmente denotado por g~
inverso de g. Finalmente, denotamos (G, *) o grupo G segundo a operagao .
Seja G um grupo segundo a operagao * e H um subconjunto nao vazio de GG. Dizemos

que H é subgrupo de G, denotando H < G, se H é um grupo segundo *. Todavia, as
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seguintes duas propriedades sdo equivalentes & definicao de subgrupo, fazendo-se muito
uteis quando se quer provar que um certo subconjunto nao vazio H de G é subgrupo de

(G, *):
1. Se g1,9, € H entao g, *x go € H;
2. Se g€ Hentdo g~ ' € H.

Seja G um grupo e S um subconjunto nao vazio de G. Entdo define-se
(S)={91"95 --g;" | k>0,9:€ 5, e, ==£1, 1 <i <k},

que é o menor subgrupo de G que contém S, sendo por isso denominado subgrupo de G
gerado por S. Dizemos que um grupo é ciclico quando ele é gerado por um tnico elemento.
Por exemplo, (Z,+) € ciclico com gerador igual a 1. Seguindo a notagao anterior, podemos
escrever Z = (1).

Para cada grupo G, definimos a ordem de G como o niimero de elementos de G, isto
é, a cardinalidade de G como conjunto. Definimos, ainda, para ¢ € G, a ordem de g
como sendo a cardinalidade do grupo gerado por g. Assim, utilizando o simbolo | X| para
denotar a cardinalidade do conjunto X, temos que a ordem de G é igual a |G|, e a ordem

de g é dada por |(g)|-

Classes laterais

Seja G um grupo e H < GG. Dados dois elementos x, y de GG, definimos a seguinte relacao
entre eles:

r~y< oy e H

E muito simples a prova de que a relacdo ~ assim definida é, de fato, uma relacio de
equivaléncia, isto é, verifica as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva. E importante
observar, também, que esta relagao depende de H. Com isso, podemos agrupar os elemen-
tos de G em classes de equivaléncia dadasporC ={y € G |y ~z} ={he |h€ H} = Hx.
De fato,

yeCeoy~nroyr 'cHes3dhecH: yr ' =heoy=hrsyc Hr.

Neste caso, os elementos x sao chamados representantes das classes de equivaléncia, ou

classes laterais & direita de H em (. Sempre podemos agrupar os elementos de G em
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classes laterais disjuntas de H em G, tomando os representantes distintos que as definem.
Ou seja, se T' for um conjunto de representantes de classes laterais distintas de H em G

(ou seja, elementos distintos de G modulo H), entdo podemos sempre escrever

G:UHx,

zeT

tal que Hxy N Hxy = () sempre que 1 # o, sendo z1, 25 € T. O nimero de elementos
de T, isto é, o nimero de classes laterais distintas determinadas pelo subgrupo H de G,
¢ usualmente denominado indice do subgrupo H em G, e denotado |G : H]. Este valor
é invariante no sentido de que nao depende da decomposicao realizada, mas apenas do
subgrupo em questdo. E importante observar, ainda, que o desenvolvimento que aqui se
encontra poderia também ter sido feito para classes laterais a esquerda de H em G.

A partir da mesma notacao anterior, desejamos agora definir uma operacao produto
entre duas classes laterais Hg, e Hgy por (Hg1)(Hge) = Hg192- Se 1 # y1 € T2 # Yo S80
tais que Hx; = Hy, e Hxy = Hys, nem sempre ocorre que Hxixo = Hy ys. Se, para um
certo H < (G, isso sempre ocorre, dizemos que a operacao produto entre classes laterais é
bem definida, e H é um subgrupo normal em G, denotando-se H < G. A verificacao de
que a operacao produto entre classes laterais ¢ bem definida, todavia, nem sempre é tao
pratica para se concluir que um dado subgrupo é normal em outro. Assim, existe uma
série de equivaléncias nesse sentido. Neste material, utilizaremos o fato de que H < G se
gHg ! C H, para todo g € G (& possivel provar que, se isto ocorre, entdo a operagao

produto entre classes laterais é bem definida).

1.3 Topologia

1.3.1 Conceitos basicos

Seja X um conjunto. Chamamos de topologia em X uma familia 7 de subconjuntos de X

com as seguintes propriedades:
1. 0 e X pertencem a T;
2. a uniao de uma familia arbitraria de membros de 7 pertence a 7;

3. a interseccao de qualquer familia finita de membros de 7 pertence a 7.
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Denominamos abertos os membros de 7. Agora, podemos definir conjuntos fechados
como sendo aqueles cujo complemento é um conjunto aberto. O fecho de um conjunto A,

denotado por A, e definido por
A= ﬂ{F C X | I é fechado e contém A}.

O fecho de um conjunto é, pela propria definicao, o menor conjunto fechado que o contém.

Analogamente, definimos o interior de um conjunto A, denotado por int(A), como
int(A) = U{U C X | U é aberto e esta contido A},

sendo o maior subconjunto aberto de A.
Seja f : A — B uma funcao entre os espagos topolégicos A e B. Quando f é continua

e possui inversa também continua, dizemos que f é um homeomorfismo. Neste caso, para

cada Ay C A, vale que f (A_O) = f(Ap). Outra propriedade que sera utilizada envolvendo
o fecho de conjuntos é o fato de que o fecho de uma uniao finita de subespacos de um certo
espaco topolégico X é igual & unido dos fechos de cada um dos subespagos em questao.
Seja © € X. Dizemos que U C X é uma vizinhan¢a de x se x € int(U). Denotamos
U, o conjunto de todas as vizinhancas de x. A seguinte proposicao é importante e sera

por noés utilizada em ocasices futuras:
Proposicao 10. Valem os sequintes resultados:

1. A € aberto se, e somente se, para cada v € A, existe U € U, tal que U C A;
2. A € fechado se, e somente se, para cada x ¢ A, existe U € U, tal que UN A = ();
3. A={r e X|UNA#0 para cada U € U, };

4. int(A) ={z € X |U C A para algum U € U, }.

Sendo X um conjunto e 7 uma topologia em X, podemos definir, para um certo S C X,

a topologia de S induzida pela de X por
s ={SNU|U € 7}.

Neste caso, dizemos que S é um subespaco de X. Nessas condi¢oes, segue mais uma

proposi¢ao, também importante:
Proposicao 11. Valem os sequintes resultados:

1. U € aberto em S se, e somente se, U =S NU;, sendo U; aberto em X;

2. F € fechado em S se, e somente se, F' = S N F}, sendo F, fechado em X.
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1.3.2 Esfera de Riemann

Refere-se a compactificacdo do plano complexo C, através da adicao do ponto oo, sendo
por isso denotada C U {oco} = C* (plano complexo estendido). Neste caso, o sistema de
vizinhangas dos pontos de C sao herdados da topologia induzida pela métrica euclideana
em R? e o sistema de vizinhancas de oo se define como o conjunto das faixas Jm(z) > r
unidas a oo, para r € R.

Sendo S? = {(x,y,2) € R® | 22 + y? + 22 = 1} (casca esférica centrada na origem e
de raio igual a 1), podemos obter um homeomorfismo entre S?\ {(0,0,1)} e C (projegoes
estereograficas). Ademais, o ponto (0,0, 1) pode ser identificado com oo, de tal maneira
que podemos entender que ha uma identificacio homeomoérfica entre S? e C*, donde se
justifica a denominacgao usual deste conjunto como “esfera” de Riemann.

A esfera de Riemann é uma variedade complexa unidimensional, podendo ser descrita
através de dois sistemas de coordenadas locais. Para os pontos de C, a carta é dada pela
aplicacdo identidade entre C* \ {oo} = C e C e, para o ponto oo, a carta é dada pela

aplicacao entre C* \ {0} e C que envia oo para 0 e todos os outros pontos z para 1/z.

1.4 Teoria dos nimeros

Comecamos com uma defini¢ao:

Definicao 3. 1. Sep € um numero primo e a € um inteiro, dizemos que a € um residuo
quadratico modulo p se existe um inteiro x tal que z* = a (mod p). Em particular,

sep#2e(a,p) =1, definimos o simbolo de Legendre <%> por

p

(a) 1, sea € um residuo quadrdtico mddulo p,
—1, caso contrdrio.

2. Sejam b um inteiro positivo impar e a um inteiro tal que (a,b) = 1. Se b # 1, escreva
b = pips---ps, onde os numeros p;, 1 < i < s, sao primos nao necessariamente

distintos. Entdo definimos o simbolo de Jacobi (%) por

=G GG

sendo os fatores do membro direito simbolos de Legendre. Ademais, por convencao,

(%) =1,e <§) = 0, para cada a inteiro e p primo.
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Observe que, se b € um primo impar, entdao o simbolo de Jacobi se reduz ao simbolo
de Legendre. Portanto, justifica-se a pratica usual de se utilizar o0 mesmo simbolo para
ambos os conceitos.

Apresentamos agora um lema que reiine diversos resultados conhecidos a respeito do
tema de que tratamos. Alguns deles sdo triviais, mas outros nem tanto, como por exemplo
a lei da reciprocidade quadratica e sua posterior generalizagao. De qualquer modo, nao

provaremos esse lema, indicando ao leitor interessado a referéncia [22].

Lema 12. 1. Sem é um inteiro positivo impar, (n,m) =1, e n’ =n (mod m), entio
(2) = ()
m m/?

2. Sem em' sao inteiros positivos impares e (n,m) =1 = (n,m’), entdo (%

(o)

3. Sem é um inteiro positivo impar e (n,m) = 1= (n',m), entdo (%) (%) = ( ,);

N——

—~

3=

N—
I

4. Se m é um inteiro positivo impar, entdo (_ﬁl) =(-1)"=z;
5. Sem é um inteiro positivo impar, entio (2) = (-1)"%;

6. (Lei da Reciprocidade Quadrdtica). Se m e n sao inteiros positivos impares e

() () - oo

7. (Lei da Reciprocidade Quadrdtica - generaliza¢io). Sem en sao impares e (m,n) =

(m,n) =1, entdo

1, entao
(n)(m) B —(=D)*= ", sen,m <0,
m| n| (=1)"= "2,  caso contrdrio
_ (_1> sign(Q’n)—l sign(;n)—l (_1>nT_1mT_1,
onde
. T 1, sex >0,
sign(z) = — =
2] -1, sexz <.

Segue, enfim, uma tultima definicao, que se destina tao somente a introduzir uma

notagao, a fim de tornar mais claros os nossos célculos, no Capitulo 5.
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Definicao 4. Suponha que c e d sejam inteiros nio nulos tais que (c,d) =1 e d é impar.
Definimos ( ) = <\7€l\) e(¢), = <\7€l\) (—1)Slgn<2¢) Lo . Ademais, definimos (il) =1,

0.1 ¢ ().



Capitulo 2

O grupo modular e certos subgrupos

2.1 O grupo modular

O grupo modular é, por definicao, o conjunto das transformacoes lineares fracionarias

V:C — C
ar +b

ct +d

(2.1)

para as quais a, b, ¢ e d sao inteiros e ad — bc = 1. Este conjunto é usualmente denotado
por I'(1), e &€ importante ressaltar que o plano complexo considerado aqui e ao longo deste
material é o estendido (esfera de Riemann'), definindo-se V(—d/c) = oo e V(o0) = a/c.
A seguir, provaremos que I'(1) é, de fato, um grupo via composigio de fungoes, provando

as propriedades exibidas no Capitulo 1:

1. Se V1, V5 € T'(1), entdo V; oV, € T'(1) (fechamento);

!Para mais esclarecimentos, consulte o Capitulo 1.

13
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Consideremos Vi (1) = 4L € T'(1) e V(1) = 22 € T'(1). Logo

VioVo(r) = Vi(Va(1))
o a27'+52
a ‘/1 <627—+d2)

a <a27’+b2> + bl

coT+d2
a2T+bo
€1 <cg7’+d2) + dl

(a1a2+b1c2)T+(a1ba+bi1d2)

coT+d2
(cra2+dic2)T+(c1b2+d1d2)

coT+d2
(a1ag + bic)T + (ar1by + byds)

(crag + dic)T + (c1by + dids)

Agora, comparando-se com (2.1), basta observarmos que

(aras 4 bic2)(e1be + dids) — (a1bg + bids)(cras + dics) =
= ayasc1by + ajagdids + bicaciby 4 bicadids
— a1bacias — a1badico — bidacias — bydadics
= aqaedids + bicoc by — a1badicy — bidacias
= a1d;i(ayds — bacy) — bycy(asdy — bacy)
= (a1d; — bicy)(agdy — bacy) =1-1 =1,

utilizando-se o fato de que V; e V5 sao elementos de I'(1).

2. Se V1, V,, V3 € T'(1), entdo (V30 V3) o V3 =Vj o (V50 V3) (associativa);
Esta propriedade segue diretamente do fato de que a composicao de funcoes é, em

geral, associativa.

3. Se V € I'(1) entdo existe 1p) € I'(1) tal que V o 1pqy = 1pgy oV =V (elemento
neutro);
Para cada V € T(1), definamos 1pq)(7) = 7 = §ZH. Note que lp(;) realmente
pertence a I'(1), pois 1-1—0-0=1, sendo 0 e 1 inteiros. Além disso,

(Volra)(r) =V (lrq(r)) = V(1) = 1ra)(V(7)) = (Ira) o V)(7),

donde segue o que queriamos mostrar.



2.1 O grupo modular 15

4. Se V € I'(1) entdo existe V' € I'(1) tal que VoVt =V 1oV = 1) (elemento

inverso).

Para cada V(1) = 2 € I'(1), definamos V(1) = 4= E claro que V' € T'(1),
pois d, —b, —c e a sdo inteiros e da — (—b)(—c) = ad — bc = 1. Além disso, por um
lado,

Vovalr) = V(v i) :v( i ) - o)+

- dr—b
—cT+a)  c(f=h) +d
—(ad_bc_);:fgb_ab) _ T —cT+a 1
(cd—cd)T+(ad—bc)) — —cr+a ' 1 = AT (T)

—cTt+a

e, por outro,

_1(m+b)_ d () —b

VieV(r) = VY(V(r) =V

i) " e(Ed) T
(ad—bcgiil(ibd—bd) B - er+d .
(ac—ac)T+(ad—bc)) et +d ) 1 — 1r(1) (7—)7
cT+d

donde segue que I'(1) &, de fato, um grupo via composi¢ao de fungoes.

Outra propriedade interessante relativa aos elementos de I'(1) é o fato de que eles
preservam os semiplanos complexos superior e inferior e também o eixo real. Para
constata-lo, dado um nimero complexo 7, denotemos PRe(7) e IJm(7), respectivamente,
suas partes real e imaginaria. Desse modo, temos que, se V' € I'(1) for definida como em
(2.1), entdo

Vir) ar+b ar+b t+d aclt|* +bd + adr + beT
’7’ pr— pr— . pr—y
ct+d cr+d cTHd leT + d|?

Y

sendo T o complexo conjugado de 7, ou seja, se T = x4y, entao T = r—1iy, para z,y € R.

Nesse caso, continuando a partir da expressao anteriormente obtida, temos

ac|T]? + bd + ad(z + iy) + be(z — iy)

V pu—
(7) o7 + dJ?
_adtP +bd+ (ad+bo)r .y
jer + dP? Ter v

de forma que

m (“T + b) — Jm(V(r) = — Y~ ImD) (2.2)

cr+d T ler+d? Jer+dP?
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Agora, como |cT + d|? > 0 sempre que ad — bc = 1, segue o que queriamos mostrar.
Ao longo deste texto, merecerd especial destaque o semiplano complexo superior, o qual
denotaremos .77 .

Quando da demonstragido de que I'(1) é grupo via composi¢io de fungdes, pudemos
observar que nem sempre é tao conveniente manipular os elementos do grupo modular,
uma vez que as contas podem se estender demais. Deste modo, torna-se muito interessante
o fato de podermos associar cada elemento de I'(1) com uma matriz 2 x 2 de coeficientes

inteiros e determinante igual a 1, isto é, um elemento de SLy(Z). Explicitamente, podemos

b
associar um dado V(7) = ¢ € I'(1) a < ¢ p € SLy(Z), lembrando, obviamente,
c

—a —b
c —c —d
que se referem & mesma transformacao linear fraciondria. Assim, rigorosamente, existe
um isomorfismo entre I'(1) e SLo(Z)/{£I}, sendo I a matriz identidade de SLy(Z).

Dependendo da conveniéncia, utilizaremos esse fato ao longo deste texto.

a b
de identificar matrizes opostas, uma vez que ( J ) e ( ) sao matrizes

Suponha agora que I' seja subgrupo de I'(1) (I' < I'(1)). Dizemos que os nimeros
complexos 71 e Ty sd0 equivalentes com relagdo a I' se existir V € I tal que V(1) =
e, neste caso, denotamos 7, ~r 7. Esta relagao é, de fato, uma relacao de equivaléncia,
isto é, satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva. Segue agora uma defini¢ao

muito importante, que sera utilizada com freqiiéncia em outras partes do texto:

Definicao 1. Seja I' < I'(1). Uma regido fundamental segundo I' é um subconjunto
aberto Z de € que satisfaz

1. Se 1,70 € X e T # Ty entdo T *r Ty,
2. Se T € A entdo existe T € X tal que T ~r T'.

Na definicdo acima, Z denota o fecho do conjunto aberto Z segundo a topologia usual
da esfera de Riemann (consulte o Capitulo 1). E interessante observar, também, que T,
como subgrupo de I'(1), é essencial na defini¢ao de regido fundamental, uma vez que a
relacao de equivaléncia que a define depende do subgrupo.

Segundo a Defini¢ao 1, nao ha unicidade em relagao a existéncia de uma regiao fun-
damental. De fato, supondo que # seja uma regiao fundamental segundo I' como na
Definicao 1, tomemos F' C % tal que F = F e int(F) = () (F é fechado em 7 e possui
interior vazio). Como F' = % N F, vem que F é fechado também em %, donde Z \ F &



2.1 O grupo modular 17

aberto em Z. Logo existe um conjunto A, aberto em JZ, tal que Z \ F = ZN A e, como
Z & aberto em S, segue que #Z \ F' é aberto em 7. Além disso, se x € W, entao,
dado U € U, tem-se que UN(Z\ F) # (), donde (UNZ)\ F # 0 e, portanto, UNZ # ().
Logo = € #, donde T\F C Z. Reciprocamente, se x € %, entdo, dado U € U,, tem-se
que UNZ #+ 0. Agora, se existir U € U, tal que (UNZ)\ F =), entdo UNZ C F,
donde int(U) N Z = int(U NZ) = 0. Entretanto, int(U) € U,, gerando uma contradigao.
Logo, para cada U € U,, vale que UN (Z\ F) = (UNZ)\ F # 0, donde = € Z \ F, ou
seja, Z C # \ F. Portanto, Z = # \ F. Assim, Z \ F' C # & um subconjunto aberto
de 2 que possui fecho igual ao de Z. Agora, é imediato o fato de que & \ F' também
satisfaz a condicao de ser regidao fundamental segundo I'. Isso mostra que uma regiao fun-
damental segundo um certo subrupo I' de I'(1), pela Defini¢ao 1, nao é unica. Como outra
evidéncia a esse respeito, ainda utilizando a mesma notagdo da definicao, sejam A C Z
e V' € I'. Sem maiores dificuldades, podemos provar que %' = int(Z \ A) Uint(V'(A))
é também uma regidao fundamental segundo I". Outra observacao que fazemos é que, se
Iy < Ty <T(1) e Z1 e X5 sao regides fundamentais, respectivamente, segundo I'; e T's,
entdo #; C %-, ou seja, o subgrupo maior possui a regiao fundamental menor. Este fato é
conseqiiéncia direta, em particular, da Propriedade 1 da defini¢ao de regiao fundamental:
se 0 grupo € “menor”, o nimero de pontos nao equivalentes deve “aumentar”.

J4 sabemos que dois elementos de .7 sdo equivalentes se um puder ser levado ao
outro por meio de uma transformacao de I', adotando-se a mesma notacao anterior. As-
sim, resulta que os elementos de ¢ podem ser agrupados em classes de equivaléncia e,
desta maneira, uma regiao fundamental pode ser vista como um sistema completo de
representantes de classes de equivaléncia de 7 segundo I'.

Neste material, ndo consideraremos questoes sobre existéncia de regioes fundamentais
de subgrupos I" arbitrarios, restringindo-nos a subgrupos I" de indice finito em I'(1), isto
é, tais que [I" : T'(1)] < oco. Isto resultara, como veremos, na construc¢ao de certas regioes
fundamentais em termos da decomposicao dos grupos em classes laterais. Os exemplos
seguintes visam a tornar um pouco mais concreta a nossa defini¢ao de regiao fundamental,

e devem ser bem compreendidos para que se dé continuidade ao estudo ora iniciado.

Exemplos

1. Consideremos as transformacgoes lineares fracionarias S dadas por

S(r) = 7+ 1. Também podemos escrever S em sua forma matricial como S =
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0
tdo I' consiste em todas as translagbes S"(7) = 7+n, n € Z. Uma escolha para uma

11
( ) ) Seja I' = (S) o subgrupo de I'(1) gerado por essas transformacoes. En-

regido fundamental segundo I' é o conjunto dado por Jm(7) > 0 e |Re(7)| < 1/2.
Outra op¢ao é o conjunto dos elementos 7 € . tais que 0 < Re(7) < 1, cujo esbogo

segue abaixo:

A%

Através da definicdo de I' e da Definicao 1, é facil concluir que as regioes conside-
radas sao, de fato, regides fundamentais. Na verdade, podemos concluir, ainda,
que qualquer faixa de largura 1 como as ja citadas satisfazem a definicao de regiao
fundamental. Apoés a Definicdo 1, comentamos que, retirando-se um subconjunto
fechado de uma regiao fundamental ou transformando, por um elemento de I', uma
parte da regiao original, obtemos, novamente, uma regiao fundamental segundo I'.
Como exemplos, a partir de Z = {7 € 7 | 0 < Re(7) < 1}, temos, como regides

fundamentais alternativas segundo I'; os conjuntos
{re|0<Re(r) <12} U{r €| 1/2 <Re(r) <1},
tomando-se ' = {17 € 7 | Re(1) = 1/2}, e
{re|0<Re(r) <1/2}U{r €| 7/2 <Re(r) <4},

tomando-se A = {1 € 7 | 1/2 < Re(1) <1} e V' = 53

-1

. Consideremos as transformagcdes lineares fracionarias 7', dadas por 7'(1) = —, ou

0 -1
T = ( Lo ), em sua forma matricial. Seja I' = (T'). Observemos que T2 —
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0 -1 !
ordem 2. Neste caso, dentre as varias regides fundamentais possiveis, elencamos
{re ||t <1}, {re | |r| > 1} e{r € | |Re(r)| > 0}, das quais

esbocamos a primeira:

-1 0
( ) = —1I, donde T?(7) = =7 = 7. Logo I' ¢ um subgrupo de I'(1) de

1

W

-1 1

;

Observe que sempre que tomamos um ponto interior ao semi-circulo esbogado, apli-
cando elementos de I', obtemos como imagem um elemento de seu exterior ou o
proprio ponto de partida (no caso de tomarmos I € T'). Além disso, qualquer ponto

de 77, via acdo de algum elemento de I, é levado ao fecho da regiao delimitada.

A partir de agora, utilizaremos S e T' segundo as defini¢des desses dois exemplos.

2.2 Uma regiao fundamental segundo I'(1)

Antes de enunciar e demonstrar o teorema importante desta se¢ao, provemos o seguinte

lema:

Lema 1. Para 7 € 5 e N € N fizos, hd somente um nimero finito de pares inteiros

¢, d € 7 tais que |cT +d| < N.

Demonstracio. Seja 7 = x + iy € H. Se |t +d| < N, entdo |cr + d|* < n, ou
|(cz + d) +i(cy)|* < n, donde (cz + d)? + (cy)* < n. Logo, 2y* < (cx + d)* + (cy)* < n,
donde ¢* < ;—2 e, portanto, |c| < %, uma vez que y > 0. Logo, ha somente um nimero
finito de possiveis solugoes para ¢ € Z. Por outro lado, para cada uma das solucoes c,
h& também finitas possibilidades para d € Z, uma vez que |cT + d| < N. Isso conclui a

prova. U
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O seguinte Teorema estabelece uma importante regido fundamental segundo I'(1),

amplamente utilizada em estudos que envolvem formas modulares:

Teorema 2. O sequinte conjunto, visualmente representado pela figura sequinte, € regiao

fundamental sequndo I'(1):

% =RIN) ={re||r]>1e|Re(r) <1/2}.

\
N
R

1
Y

Demonstracao. Seja

H* = {1 € H||Re(1)] <1/2 e |cT + d| > 1 para todo par
c,d € Z tal que (¢,d) =1ec#0}
Provaremos que #* = %. Para 7 € %*, tomando ¢ = 1 e d = 0, temos que |7| > 1 e,
portanto, 7 € #. Logo, Z* C %. Reciprocamente, seja 7 = x + iy € Z, e sejam ¢,d € Z

tais que (¢,d) = 1 e ¢ # 0. Neste caso, temos

et +d* = |(cx+d)+i(cy)]* = (cx +d)? + (cy)?
= A(2®+9°) + 2cdx + d* = 7| + 2cdRe(7) + d
> % = 2led||Re(7)] + d* > & — |ed| + d?
= (le] = 1d])* + |ed| = 1,

uma vez que ¢ # 0. Logo, 7 € #*, donde # C #*. Portanto, #* = %. Agora, temos de
provar que Z é regiao fundamental segundo I'(1). Em primeiro lugar, é claro que % é um

subconjunto aberto de 7#. Dividamos a prova nos dois itens fornecidos pela Defini¢ao 1:
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1. Se 71,79 € Z e 11 # T entdo Ty %) To;

Para este item, utilizaremos o fato de que Z* = %, provando o resultado acima

a b
para o primeiro conjunto. Seja 7, € #Z* e considere V = ( J ) e I'(1), com
c

Ty = —Z;liz, isto é, suponhamos que 71 ~r(1) 7. Neste caso,
| tf ary +b lad — be| 1 <1
— CT: al = |—C g — ,
? cr+d e +d|  |em +d|

pois |cry +d| > 1. Entretanto, (—c,a) = 1, pois ad — bc = 1. Assim, se ¢ # 0, entdo

Ty & Z*. Por outro lado, se ¢ = 0, entdo, como ad — bc = 1, temos a = d = +1,

+71+b
+1

(1o € X#*), isto é, 75 = 71, concluindo a demonstragao deste item.

donde ™, = = 7 £b. Agora, como b € Z e 1| ~pq) T2, segue que b = 0

2. Se T € S entdo existe 7 € # tal que T ~ra) T

Seja 7 € . Pelo Lema 1, podemos tomar ¢, d € 7Z tais que |c7 + d| seja minimo.
a b

c d
dentre os elementos equivalentes a 7. Agora, consideremos 7 = V' (7)+m, e tomemos

Portanto, se V' = ( ) € I'(1), entdo, pela igualdade (2.2), Jm(V (7)) é maximo

m € 7Z tal que |Re(7")| < 1/2. Para que 7’ corresponda ao niimero procurado, basta

mostrarmos que |7'| > 1. De fato, se |7/| < 1, entdo, tomando 7" € T'(1), temos

—1

Im(T()) = Im <—) 7

- > Jm(r') = Im(V(r)),

contradizendo a maximalidade de Jm(V (7)). Assim, 7/ € %, sendo 7 ~p(1) 7.
U

Ao longo deste texto, sempre denotaremos a regiao fundamental do teorema precedente

por Z(I'(1)).

2.3 Alguns subgrupos de I'(1)

Definicao 2. Seja n € N. Define-se o subgrupo principal de congruéncia de nivel n de

b
e I'(1) tais
d) (1)

que a =d = =1 (modn) eb=c=0 (modn). Em nota¢io matricial, para cada matriz

a
['(1), que se denota por I'(n), como o subconjunto dos elementos <
c
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M €T (1), tem-se que M € I'(n) se M = £I (mod n), sendo a congruéncia considerada
em relagdo a cada um dos termos correspondentes das matrizes. Além disso, T°(n) € tido
como o subgrupo de T'(1) sujeito a b = 0 (mod n), e T'o(n) o subgrupo de T'(1) ao qual
impomos ¢ = 0 (mod n). Finalmente, T'y € definido como o subgrupo de I'(1) gerado por
S? eT, isto é Ty = (S?,T) (J: variante da letra grega 6).

Sao muito simples as demonstragoes de que os subconjuntos de I'(1) definidos acima
sdo, de fato, subgrupos de I'(1). Observemos também que, para n = 1, I'(n) coincide com
o grupo modular.

Merece destaque, ainda, o fato de que I'(n) é subgrupo normal em I'(1), o mesmo

ag b

nao ocorrendo com os outros subgrupos da defini¢ao. De fato, dado ( 0 do ) € I'(n)
Co Qo

a b

(ap = do = %1 (mod n) e by = ¢y =0 (mod n)) e ( q

1
a b ap bo a b B
c d co do c d
- a b Qo bo d —b
c d co do —c a
[ adag + bdeo — acby — bedy  —abag — b2y + a”bo + abdy
cdag + d*>cy — c?by — cddy —bcag — bdcy + acby + add,

) e I'(1), temos

ad(£1) — be(£1) —ab(£1) + ab(£1)
cd(£+1) — ed(£1) —be(£1) + ad(£1)

= +(ad - bc) = 4/ (mod n)
0 —be + ad) 0 +1 '

Logo, para cada V € T'(1), tem-se que VI'(n)V ! C I'(n), donde I'(n) <« T'(1). Por outro

lado, dado ( ¢

b
p > € I'o(n) (¢ =0 (mod n)), temos que
¢

()= () ) )
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C

d —c a b d —c
tomar € I'y(n) e escrever =T T, de modo que
b a c d b a

I'n) C TTo(n)T . Portanto, TTo(n)T~! = I'°(n), ficando provado que nenhum desses

dois subgrupos sao normais em I'(1). A identidade anterior, envolvendo I'y(n) e I'%(n), é

b
o que prova que TTo(n)T~' C T°(n). Analogamente, dado ( ¢ ) € I'°(n), podemos

importante, e sera utilizada em ocasioes futuras. Também provaremos, no Lema 9, que
STyS~t =T9(2), donde I'y tampouco ¢ normal em I'(1).

Uma vez estudados alguns dos subgrupos importantes de I'(1), vamos estudar de-
composicoes do grupo modular em classes laterais desses subgrupos. Antes, porém, um

resultado que serda importante nesse sentido

Teorema 3. Seja n € {1,2,3,4}, e considere 'y o grupo gerado pelas transformagées

lineares fraciondrias da forma 7 — T+ /n e T — —1/7 ou, em notagcdo matricial, por

1 n 0 1 , , L
01 e Lo =T. Seja I's o conjunto de todas as transformacoes lineares

fraciondrias dos dois sequintes tipos:

1 TH::/%E_\_{_Z, tal que a,b,c,d € Z e ad — nbc = 1;
2. 7 WY 4ol que a,b,c,d € Z e nad — be = 1
crtdvn’ q y U &y .

Entao T’y € grupo idéntico a I'y.

Demonstracao. Primeiramente, notemos que os elementos de I'; e I'; pertencem ao grupo
SLy(R)/{£I}, de modo que I'; ¢ um subgrupo desse grupo, e ndo de I'(1) = SLy(Z)/{£I}
(caso n = 1).

a byn
cv/n o d

) (tipo especificado em 2.). A demonstracao de que

Um elemento genérico de I's pode ser expresso por ( ) (tipo especifi-

ay/n b
¢ dyn

este conjunto é um grupo é muito simples, consistindo apenas na verificacao direta das

cado em 1.) ou (

propriedades definidoras de subgrupo estabelecidas no Capitulo 1, quais sejam, as de
que, dados dois elementos de I';, sua composicao também se encontra em I's, e cada
elemento de T’y possui inverso também neste conjunto (em seguida utilizando-se o fato

de que SLy(R)/{£I} é grupo). Entretanto, mostrando-se diretamente que I'; = I'y, a
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conclusdo anterior é imediata, uma vez que I'y é grupo (seguir tal caminho é possivel
porque, na demonstracdo que faremos, o fato de que I's é grupo nao sera utilizado). As-
sim, ocuparemo-nos, nesta demonstragao, de sua parte mais dificil, isto é, do fato de que
I'y = I';, Em primeiro lugar, observe que os geradores de I'y pertencem a I'5, donde
I crly.

Resta-nos, pois, provar, que I'y; C I'y. Para tanto, consideremos < @ bvn ) e I.

c/n o d

Se a = 0 entao, como ad — nbc = 1, ou —nbc = 1, vem que n = 1 e b e ¢ possuem sinais

contrarios, sendo ambos iguais a mais ou menos 1. Logo, a matriz original se reduz a

0 —1 0 —1 1 d
+ =4 €Ty,
1 d 1 0 0 1

' '

el el

uma vez que ¢ igual ao produto de dois elementos de I'y, que é subgrupo de SLy(R)/{£1}.
Como veremos a seguir, este argumento sera freqiiente na demonstragao. Se b = 0 entao,

como ad —nbc =1, ou ad = 1, temos que a = d = £1, e a matriz original se reduz a

(a6 )0 ) en
N 1 0 0 1 1 0

' '

el el el

Assim, podemos supor a # 0 e b # 0. Para t € Z, temos

a byn 1 tv/n B a byn
cy/n d 0 1 a cy/n o d 7
—— ——

el

onde b’ = at +b e d = ctn + d. Nosso objetivo, entao, pode ser transferido para a prova
de que ( a Yvn ) € I';. Afirmamos, agora, que existe t € Z tal que |V'\/n| < |al.
cv/n o d

Isto é equivalente a existir t € Z tal que —|a| < b'\/n < |a|, ou —|a| — at\/n < by/n <
la| — aty/n. Se a > 0 entdo a = |a|, donde —|a|(1 + /nt) < by/n < |a|(1 — y/nt),
ou |a|(v/nt — 1) < by/n < |a|(y/nt + 1), substituindo ¢ por —¢, uma vez que estamos
interessados apenas em assegurar a existéncia do inteiro em questdo. Analogamente, se
a < 0 entdo a = —|al, donde |a|(y/nt — 1) < by/n < |a|(y/nt + 1). Assim, a existéncia de
t € Z tal que |b'y/n| < |a| é equivalente a existéncia de ¢ € Z tal que

la| (vt — 1) < by/n < |a| (vt + 1), (2.3)
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Agora, afirmamos que sempre se pode escolher um inteiro ¢ que satisfaca (2.3), desde
que 1 < n < 4. Para tanto, notemos que, para tais valores de n, os intervalos da forma
[la|(v/nt — 1), ]a|(y/nt + 1)] cobrem toda a reta & medida que ¢ percorre Z. De fato, para
1 < n < 3, os interiores desses intervalos ja cobrem R. Para prové-lo, observemos que cada
intervalo do tipo (|a|(y/nt—1), |a|(y/nt+1)) possui comprimento 2|al, que |a|(y/nt—1) é tao
pequeno quanto se queira, que |a|(y/nt+1) é tdo grande quanto se queira e, finalmente, que
cada dois intervalos correspondentes a valores consecutivos de ¢ possuem interseccao. De
fato, observe que, dado t € Z, |a|(v/n(t+1)—1) < |a|(v/nt+(yv/n—1)) < |a|(y/nt+1), para
n =1,2,3. Logo, existe t € Z satisfazendo (2.3) nesses casos. Para n = 4, a demonstragao
é analoga, exceto que a segunda das desigualdades da segunda linha anterior se torna <,
garantindo-nos apenas a existéncia de t € Z tal que |a|(v/nt — 1) < by/n < |a|(v/nt + 1),

ou

lal (2t — 1) < 2b < |a] (2t + 1).

Entretanto, como ad — nbc = 1, ou ad — 4bc = 1, vem que ad é impar, donde a e d
também sdo impares. Logo |a| e 2t + 1 sdo impares, enquanto 2b é par. Logo, ndo podem
ocorrer igualdades na expressao acima. Desse modo, também para n = 4, sempre existe
a Vyn
cv/n o d
entdao basta repetir o raciocinio que aplicamos no inicio da demonstragao para a matriz

>€F1. Seb'zO

um inteiro ¢ satisfazendo (2.3). Voltemos & prova de que (

original. Caso contrario, isto é, se b’ # 0, entdo tomemos t € Z que verifique (2.3), e

consideremos um novo valor g € Z satisfazendo

0 —1 a UVyn 0 —1 L gyn\ [ —d —dyn
1 0 eyn  d 1 0 o 1 ) \vvn -d )
—_———— _

el el [SEN

onde ¢ =c—dqgead =a—nby.
De maneira anéloga & prova da existéncia de t € Z que verifica (2.3), podemos provar

que existe ¢ € Z que verifica a relagdo |d’| < |b'\/n|, ou

b'Vnl(vng = 1) <a < V'v/n|(vVng+1).

Uma vez provado este fato, tomemos um inteiro ¢ verificando |a'| < |b'\/n|. Para este g e
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aquele ¢ que tomamos acima, segue que |a’| < |a|. Além disso, temos:

0 -1 —d  —d\n 0 -1 _ a Vyn cT (2.4)
10 ¥yn  —d 10 dyn d . '
el el

a byn .

dyn d

—d = 1%

I'y, donde v € I'y e, finalmente, ¢ v € I';. Por outro lado,
vyn —d cv/n o d

se a’ # 0, entdo repetimos todo o processo da demonstracdo, obtendo, em (2.4), uma

Agora, se a’ = 0, entao repetimos o raciocinio inicial, concluindo que <

a// b// n
matriz < f) € I'y tal que |a"| < |d/| < |a| ou 8" = 0. Este raciocinio
c//\/ﬁ d//

pode prosseguir, mas ¢ finito, uma vez que a, da’, a” sdo inteiros e decrescem a cada passo

realizado. Assim, obtemos em (2.4), ap6s um nimero finito de repeti¢oes do processo

Wnoob

que pertencem a I';. Assim, os elementos de I'; da forma (

0 0
considerado, uma matriz de uma das duas formas: Byvn ou “ ,
Wn o
b
a byn ) (tipo 1.)
c/n

pertencem a I';.
Para mostrar que os elementos especificados em 2. também fazem parte de I'y, pode-

riamos adotar uma estratégia semelhante, mas h4 uma maneira mais simples, que apro-

ay/n b

veita as conclusoes anteriores. Dado um elemento de I's da forma ( , temos

¢ dyn

&\/ﬁ b 0 —1 B b —a\/ﬁ
¢ dyn 1 0 ) dy/n  —c ’

[ J/ [

€h er( tipo 1.)
ay/n b
donde vn € I'y. Assim, I'y C I'y, concluindo a demonstracao. O
¢ dyn

Corolario 4. O grupo modular é gerado por S e T, ou seja, I'(1) = (S, T).

Demonstra¢do. Tomando n = 1 no Teorema 3, temos, por um lado, I'y = (S,T') e, por

outro, I'y = I'(1). Como foi provado no teorema, I'y = I's, donde segue o resultado. [
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Corolario 5. I'y consiste no conjunto de todas as transformacoes lineares fraciondrias

b 10 b
de T'(1) da forma 7 — ‘C’:jfs tais que ( ¢ > = ( ) (mod 2) ou ( ¢ d) =

c d 01 c
0 —1
mod 2).
(10)( )

Demonstracdo. Este caso corresponde a se tomar n = 4 no Teorema 3. Por um lado,

'y = (S%,T) = 'y e, por outro, I'y corresponde justamente as transformacdes lineares
fracionérias da forma especificada no enunciado do corolario. Assim, pelo resultado do

teorema precedente, segue o resultado. O

A partir de agora, nesta secao, apresentaremos alguns resultados referentes a decom-
posicoes de I'(1) em classes laterais (& direita) de alguns de seus subgrupos de indice
finito. O seguinte teorema exibe uma decomposicdo em classes laterais modulo I'°(p),

para p primo:

Teorema 6. I'(1) pode ser decomposto numa unido de p + 1 classes laterais (4 direita)
de T%(p), para p primo. Especificamente, podemos tomar as classes laterais dos elementos
ST (0<j<p-1)eadeT, de modo que

(1) = (Qro(p)sj> ur(p)T.

Demonstracio. E claro que as classes I'(p)S’ sdo distintas entre si, para 0 < j < p — 1.

Além disso, para cada j, temos que I'°(p)S? # T'°(p)T. De fato, observe que

(1 0 1\ (51 .
ST _<0 1)(-1 0>_<—1 0>¢F(p>'

Portanto, as p+ 1 classes laterais sao distintas, restando-nos provar a igualdade do enunci-

ado do teorema. Para tanto, a inclusdo nio 6bvia a ser provada é I'(1) C <U§;é (p)si ) U

a b

I'(p)T. Assim, consideremos (
c

) € I'(1). Temos dois casos:

1. p|a;

Se p | a entdo a = 0 (mod p), e podemos escrever

ab_—ba 0 -1 EFO()T
cd] \ —d c 1 0 bre

-~

€T%(p) T




28 O grupo modular e certos subgrupos

2. pta.
Neste caso, existe solugdo j (0 < j < p — 1) para a congruéncia linear aj = b (mod
p), uma vez que (a,p) = 1 | b, para todo b € Z. Logo, para tal solucao j, tem-se

que b —aj = 0 (mod p), donde

a b\ [ab—aj 1 g 0 i
(c d>_<c d—cj)(O 1)611(1))51'

7 7
g v~

€ I0(p) Si

Assim, de 1. e 2., vale a inclusao e, portanto, o teorema. O

A seguir, um lema técnico da teoria de grupos, que tera como coroléario (Coroléario 8)

um resultado analogo ao do Teorema 6 para ['y(p), sendo p um nimero primo:

Lema 7. Se 'y e I's sdo subgrupos conjugados de I'(1) (i.e., se existe B € I'(1) tal que
BT B! =T5), entio [['(1) : Ty] = [['(1) : T's], ou seja, subgrupos conjugados de T'(1)

possuem o mesmo indice nesse grupo.

Demonstragdo. Seja I'(1) = I''A; U ... UT'1A, uma decomposicdo de I'(1) em p classes
laterais disjuntas de I'y, de tal modo que [['(1) : I';] = p. Como I'; e I'y sdo conjugados,
podemos assegurar a existéncia do elemento B € T'(1) do enunciado. Afirmamos, entéo,
que BA;,...,BA, é um conjunto completo de representantes distintos de I'(1) médulo

['s. De fato, primeiramente observemos que

ria) = A, u...ulha,
= B 'I3'BA,U...UB 'Ty,BA,
= B '(Ih'BA;U...UT12BA,),

donde, multiplicando ambos os membros por B € I'(1), temos
I'(1) =TyBA;U...UT';,BA,.

Resta-nos, agora, provar que estas u classes laterais de I'; sdo distintas. De fato, se i e
j estdo entre 1 e yu e BA;(BA;)™! = BAiAj_lB‘1 € T'y, entao AiA;1 € B7'I',B =14,
donde i = j, uma vez que as classes laterais de I'; sao distintas. Portanto, as classes
laterais de 'y também sdo distintas, donde [I'(1) : I'y] = p = [['(1) : T'y]. O
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Pela demonstracao, fica claro que o resultado deste lema é valido em geral. De fato,
para prova-lo, nao nos utilizamos, em nenhum momento, de propriedades especificas do

grupo modular e de seus subgrupos.

Corolario 8. I'(1) pode ser decomposto numa unido de p + 1 classes laterais de T'y(p),

para p primo. Especificamente, podemos tomar as classes laterais dos elementos T'S?
O0<j<p—1)eadel.

Demonstragio. Vimos anteriormente que I'’(n) = TTy(n)T~!, para todo n € N. Em
particular, tomemos n = p. Entao, pelo Teorema 6, vem:

p—1

ra = Yrips ur'pr

J=0

p—1
= |JTTo(p)T 'S UTTo(p)T~'T
=0

=T (D To(p) TS U Fo(p)f> :

Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por 7! € T'(1), e observando que
T-' =T, temos

p—1

I(1) = |JTo(p) TS UTo(p)I. (2.5)

J=0

Agora, como I'’(p) = TTy(p)T~!, vem que I'°(p) e [y(p) sdo subgrupos conjugados de
I'(1), donde, pelo Lema 7, possuem o mesmo indice em I'(1). Pelo Teorema 6, [I'(1) :

'%(p)] = p+ 1, donde segue que (2.5) ¢ a decomposigao procurada. O
Na seqiiéncia, o lema que justifica o fato de I'y ndo ser normal em I'(1):
Lema 9. T'y = S7'TY(2)S.

Demonstragio. Para provar que 'y C S7'T%(2)S, ou seja, que STyS™! C I'(2), basta
provar que STS™! € T%(2) e que SS2S~1 € TY(2), isto €, que a inclusdo é satisfeita para

para os geradores de I'y. Ora, de fato,

STS_1:<1 1)(0 —1)(1 —1>:<1 —2>EF0(2)’
01/\1 0 0 1 1 -1
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12
SS257 = 5% = ( - ) eT9(2).

a b

c d
e b =0 (mod 2), com a,b,c,d € Z, donde ad =1 (mod 2), ou seja, a = d =1 (mod 2) e
¢ =0 (mod 2) ou ¢ =1 (mod 2). Assim,

o1 a b g _ 1 -1 a b 11
c d \o 1 ¢ d 01
_ a—c¢c a—c+b—d Y

c c+d

10
0 1) (mod 2) e, se ¢ = 1 (mod 2), entdo M =

Agora, para provar que STT'°(2)S C Iy, seja ( > € I'°(2). Neste caso, ad —bc = 1

Se ¢ = 0 (mod 2), entdo M = (

0 —1
( Lo ) (mod 2). Em todo o caso, pelo Corolario 5, M € I'y, donde segue o resultado.

O
Utilizando-se o lema anterior, podemos obter o seguinte resultado:

Corolario 10. I'(1) pode ser decomposto numa unido disjunta de trés classes laterais de

Iy, a saber, as classes de I, S~ e S~IT.

Demonstragio. Pelo Lema 9, sabemos que I'°(2) = STyS~!. Assim, aplicando-se o Teo-
rema 6 para p = 2, segue que:
2-1
ra = Jr'esur@r
i=0
= ]ro(z)f ur’)sur)r
= SIS 'USTyS'SUSTyS™'T
= S(TyS'UTYIUTYS™'T)

Agora, multiplicando-se ambos os membros da tltima igualdade por S~! € I'(1), obtemos
que
[(1) =Tyl UTyS T UTyS'T.
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Finalmente, como [['(1) : T%(2)] = 2+ 1 = 3, e I'%(2) e I'y sdo conjugados (Lema 9),
segue, pelo Lema 7, que I, S~ e S7!T compdem, de fato, um conjunto completo de

representantes distintos de I'(1) modulo T'y. O

E interessante observar que, pelo corolario anterior, segue que I'y é um subgrupo
de indice 3 em I'(1). O subgrupo I'y serd 1util no estudo das formas modulares de que

trataremos neste material. Finalizamos esta se¢do com o seguinte resultado:

Teorema 11. Seja p um nimero primo. Entao [Lo(p) : To(p?)] = p e, como decomposi¢do

de Ty(p) mddulo Ty(p?), podemos tomar

T 1 0
Lo(p) = kL:JOFo(p ) < ok 1 ) :

Demonstracao. Primeiramente, notemos que, se 0 < k; < ko < p — 1, entao

10 oo 1 0 10
—pk‘l 1 —pk‘g 1 B —p/{il 1 pkz 1
1 0 )
- < plks — k1) 1 ) ¢ Lo(p7),

pois p? { p(ky — k). Logo, as p classes laterais de ['y(p?) sdo distintas, donde [['o(p) :
To(p?)] > p. Deste modo, para provar a igualdade em questdo, resta-nos fazé-lo com a

1
inclusio To(p) < J2Zt To(p?) <

0
" , uma vez que a inclusao contréria é evidente.
-P

a b
g ) € I'y(p), de modo que p | ¢. Logo, existe a € Z tal que ¢ = ap.

Assim, seja (
c

Dividindo-se « por p, obtemos o = pt + u, com 0 < u < |p| — 1 = p — 1, aplicando-se o
algoritmo de Euclides. Assim, ¢ = p(pt +u), com 0 < u < p— 1. Como ad — bc = 1, vem

que (c,d) = 1 (Teorema de Bézout), donde (p,d) = 1, uma vez que p | c. Agora, observe

a b oo\ a b 10
c d —pk 1 B p(pt+u) d pk 1

- (p(pt+u+dk:) >|<>

que
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Sabemos que existe k compreendido entre 0 e p—1 tal que dk = —u (mod p), pois (p,d) =
1|(—u), qualquer que seja u. Logo p | u + dk, donde p(pt + u + dk) = 0 (mod p?). Neste

—1 —1
b 1 0 b 1 0
caso, ¢ € To(p?), donde ¢ € To(p?) C
c d —pk 1 c d —pk 1

U To () ( !

0
, ficando provado o teorema. O
—pk 1

2.4 Regioes fundamentais segundo subgrupos
Lema 12. Seja V € T'(1). Se existe 1o € Z(I'(1)) tal que V(19) = 79, entdo V = I.

Demonstracdo. Como V é continua em 57, temos que V é continua em 75. Portanto,
dada uma vizinhanca N, de V(79) = 79 contida em Z(I'(1)) (subconjunto aberto de .7¢),
existe uma vizinhanca N| de 7y tal que V(Ny) C Ny C Z(I'(1)). Por mera formalidade,
podemos tomar N; C Nj, sendo N; também vizinhanga de 7y satisfazendo as condigoes
Ny C Ny Cc Z(T'(1)) e V(Ny) C Ny C Z(I'(1)). Neste caso, V(1) = 7 para cada 7 € Ny,
uma vez que Z(I'(1)) é regido fundamental segundo I'(1), ou seja, V = [ para cada
elemento da vizinhanca N;. Como V é regular em 7, segue que o mesmo é valido em

todo esse dominio. O

Utilizando-se o lema anterior, podemos provar o seguinte teorema, um dos mais im-

portantes deste capitulo:

Teorema 13. Seja I' < I'(1) tal que I'(1) = UL, T'A; é uma decomposi¢io de T'(1) em
classes laterais a direita de I'. Entdo, como regiao fundamental sequndo I, podemos tomar

Z = U= AdZ(T(1))}.

Demonstra¢do. Primeiro vamos provar que, em %, nao existem dois pontos distintos
equivalentes em relacao a I'. Para tanto, consideremos 71, 5 € Z tais que 7y ~r 75. Como
T, Ty € Z, podemos tomar 11 = Az e o = Ajy, comz,y € Z(I'(1)) e 1 <i,j < p. Além
disso, como 7 e 75 sao equivalentes com respeito a I', existe M € I' tal que 7, = M,
donde Ajy = M(A;x), ou y = (A;'MA;)x. Como A;'MA; € (1) e z,y € Z(I'(1)), que
é regido fundamental de I'(1), devemos ter x = y donde, pelo Lema 12, Aj_lMAi =1,
ou Ain_l = M € T'. Finalmente, como os A’s sao distintos modulo I', segue que i = j,

donde T = AZJI = Ajy = To.
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Agora, dado 7 € S, desejamos provar a existéncia de 7/ € Z satisfazendo 7 ~p 7'.
Se T € I, entdo existe x € Z(I'(1)) satisfazendo 7 ~rq) x, isto é, existe V' € I'(1) tal
que 7 = Vz. Além disso, como I'(1) = i TA;, existem M € T' e i (1 < i < p) tais

que V = MA;. Portanto 7 = (MA;)z, ou M~ 't = Az € A, {%(F(l))} Agora, como
os A;’s sdo homeomorfismos, segue que M 't = A,z € A, {%(F(l))} =A{2('(1))} C
PLA{Z(T(1)} = UL, A{Z(T(1)} = #Z. Logo, existe 7 € Z tal que M~'1 = 7/,

donde 7 = M7’, com M €T. Isto prova que 7 ~r 7/, terminando a demonstracao. O

Definicao 3. Uma regidgo fundamental % sequndo I' como a estabelecida no teorema
precedente, determinada a partir de Z(I'(1)) e dos representantes das classes de equiva-
léncia da decomposi¢ao de T'(1) mddulo T, recebe a denominagdo de regido fundamental

padronizada sequndo I'.

E interessante observar que, de acordo com a definicio, regides fundamentais padroni-
zadas segundo um determinado subgrupo I' de I'(1) também ndo sdo tdnicas, uma vez
que dependem dos representantes escolhidos para a decomposi¢ao de I'(1) modulo T
Sendo assim, a terminologia padronizada refere-se apenas a forma como essas regioes sao
construidas.

Os trés corolarios que vém a seguir sao interessantes aplicacoes do Teorema 13 a

resultados anteriormente obtidos:

Corolario 14. Como regiao fundamental de T°(p), p primo, podemos tomar

U 1)) Ui

Demonstracao. Pelo Teorema 6, sabemos que

Logo, o resultado desejado segue diretamente do Teorema 13. O

Corolario 15. Como regiao fundamental sequndo I'y, podemos tomar
Z(T(1))U S H{2((1))}u S~ T{Z2(I(1))},

representada por:
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onde I, S~ e STIT representam as regioes obtidas ao se aplicar tais elementos no conjunto

Z(T(1)).

Demonstragao. Pelo Corolario 10, I, S~! e S~!T representam trés classes laterais distintas

de I'y cuja unido resulta I'(1). Logo, o resultado segue do Teorema 13. O

Corolério 16. Sejam 'y e T'y subgrupos conjugados de I'(1), com BI'yB™' =Ty, B €

['(1). Se %1 é uma regiao fundamental padronizada sequndo Ty, entdo %o = B(%#,) é

regiao fundamental padronizada sequndo I's.

Demonstragcdo. Na demonstragao do Lema 7, concluimos que, se A;, Ay, ..., A, é um con-
junto completo de representantes distintos de I'(1) médulo I'y, entdo BA;, BA,,...,BA,
é um conjunto completo de representantes distintos de I'(1) modulo I'y, dado que T’y
e I's sao conjugados. Desta maneira, suponhamos que os representantes acima sejam
aqueles para os quais #; = |JI_, Ai{Z(I'(1))}. Entdo, uma possivel regido fundamental

padronizada segundo I'; é

U(BAi){%’(F(l))} =B (U Ai{%’(F(l))}> = B(%1) = %>,
como queriamos demonstrar. U

Finalizamos este capitulo com um importante teorema, o qual, de certa forma, gene-

raliza a idéia de regidao fundamental padronizada segundo subgrupos:

Teorema 17. Sejam I's < I'y < I'(1). Se %, é uma regidgo fundamental padronizada
sequndo I'y e se I'y = Ule I'5A; € uma decomposicio de I'y em classes laterais distintas

de Ty, entao %y = J\_, Ai(%#,) é uma regigo fundamental padronizada seqgundo T's.

Demonstracao. Repetindo-se os argumentos utilizados na demonstracao do Teorema 13
para I'; no lugar de T'(1) e I's no lugar de I', concluimos que %5 é uma regidao funda-

mental segundo I's. Resta-nos, pois, provar que ela é padronizada. Como %, é regiao
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fundamental padronizada segundo I';, podemos supor %, = U;’zl B{#(I'(1))}, sendo

(1) = U;zl I'; B; a decomposicao que torna #; padronizada. Portanto, temos

" " v TR
#,=J ) = (U Bj{m(l))}) - UUB)era).
i=1 i=1 j=1 i=1j=1
Agora, afirmamos que T'(1) = Ui_, U,_, I'2(4;B;) é uma decomposicao de I'(1) em v

classes laterais distintas médulo I's. De fato,

(1) = Of‘lBj = ] <O F2Ai> B; = O OF2(AiBj),

j=1 j= i=1j=1

de modo que vale a igualdade. Deste modo, s6 nos resta provar que os uv elemen-
tos do conjunto C' = {A;B; | 1 <i<pu,1<j<v} sdo distintos moédulo I';. Para
tanto, suponhamos que A;B; e A;B; estejam na mesma classe lateral de I's. Neste caso,
A;B;(AyB) ™t = A;B;B; ' At € Ty, donde B;B; ' € A;'TyA;, C I'y. Como os B’s sdo
distintos modulo T';, segue que j = I, donde A; A" € T'y. Agora, como os A’s sdo distintos
modulo I'y, tem-se que ¢ = k. Portanto, A;B; = A;B;, donde os elementos do conjunto

C sao distintos modulo I'y, ficando provado o teorema. O






Capitulo 3

Formas e funcoes modulares

3.1 Sistema multiplicador

Para bem compreendermos as defini¢bes nao triviais de forma modular e de func¢ao mo-
dular (tipo especifico de forma modular), alguns conceitos prévios deverao ser esclarecidos.
Para o desenvolvimento que segue, I" denotard um subgrupo de indice finito em I'(1), o
grupo modular.

Para que uma func¢éo F seja considerada forma modular de grau —r (ou de peso/di-
mensao r, r € R), com respeito a I, ela deve ser definida e meromorfa em 7, e satisfazer

a seguinte equacao funcional

F(Mr)=v(M)(er +d)"F(T), T E A, (3.1)

c d
matriz) um nimero complexo que possui modulo igual a 1, ou seja, |[v(M)| = 1 para

k
para cada M = < ) € T, sendo v uma fungdo que associa a cada M (visto como

cada M €T (os coeficientes de M indicados por * sdo irrelevantes para os nossos atuais
objetivos). Na equagdo (3.1), aparece o termo complexo (¢7 + d)”. Como usual em

variaveis complexas, para z € C, adotaremos a convencao de que
2" = |z|"erarelz), —r < arg(z) < . (3.2)

Agora, estabeleceremos uma importante condi¢do de consisténcia para a fungao v. Para

a; bz
tanto, suponhamos que exista 7 € . tal que F(7) # 0, e definamos M; = ( g > €
G Ay

37
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I', parai=1,2,3 e M3 = M;M,. Desse modo,

v(M3)(esT +d3)"F(r) = F(M;sr)
= F(M(M,7))
My)(er(MaT) + dy)"F (M)
M) (e1 Mot + dy)"v(Ms)(cot + do)" F(7),

Il
I~

= v

(
(
de tal maneira que, se F(7) # 0, tem-se que

v(M3)(e3T + d3)" = v(My)v(My) (e Mot + dy)" (ot + da)". (3.3)

Note, ainda, que
M3 _ M1M2 _ aq b1 Qo bg _ a1ag + blCQ CL1b2 + b1d2 7
C1 d1 Co d2 C109 + dlCQ Clbg + d1d2
de modo que ¢35 = cias + dicy e d3 = ¢1by + dyids. Portanto,

C3T + dg = (Clag + dlcg)T + Clbg + dldg,

donde, caso r seja inteiro,

+b '
(1 MoT +dy)" (o7 + d)" = (Cl (%) +d1) (cor + d)”
2 2

(103 + dico)T 4 by + didy .
( CoT + d2 (027— * d2)

((crag + dyc)T + c1by + dids)”
g d I8
(coT + do)" (o7 + )

= (37 +d3)".

r r
ﬂ — Z_l e27rinr
29 25 ’

para algum inteiro n. Torna-se evidente, desta forma, que, quando r é inteiro, o expoente

Em geral,

T
da fracao é igual a fracdo dos expoentes, ou seja, <§—1> = 2L fato que utilizamos na
2 22
peniltima das passagens acima. Logo, nesse caso, o cancelamento na igualdade (3.3) con-
duz a identidade v(M; M) = v(M;)v(Ms) (os termos cancelados serem nao nulos segue
do fato de que as matrizes consideradas sao elementos de I'(1)). Entre outras conseqiién-

cias disso, temos que, quando r é inteiro, entao v é um carater associado ao subgrupo I'.
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Existem diversos estudos sobre formas modulares de grau inteiro e, mesmo nesse caso, elas
sao subdivididas nos graus par e impar. Obviamente, nesses casos particulares, existem
mais propriedades do que no caso geral. Entretanto, pelos nossos objetivos, faremos uma
abordagem tao geral quanto possivel de formas modulares.

Voltando ao assunto principal desta secao, estamos em condigoes de compreender a

seguinte defini¢ao:

Definigao 1. A fun¢do complexa v que aparece em (3.1) e satisfaz a condi¢ao de con-
sisténcia explicitada por (8.3) recebe o nome de sistema multiplicador de grau —r para o

subgrupo T'.
Observacoes:

1. Apés a equagao (3.1), comentamos que v é uma fun¢ao do grupo de matrizes asso-
ciado a I'. Com isso, queremos dizer que, embora as matrizes M € ' e —M € T,
como transformagoes lineares fracionarias, sejam o mesmo elemento, podemos ter
v(M) # v(—=M). Isto pode ser facilmente verificado aplicando-se a relagdo (3.3)

para M; = M, = I e, em seguida, para M; = My = —I. No primeiro caso, temos
o(I-1)(0r+1)" =v(l)v(I)(0T+ 1)"(0T + 1)7,

donde v(I) = [v(I)]? e, portanto, v(I) = 1, uma vez que v(I) # 0. No segundo,

temos

v((=I)-(=1))(0r +1)" =v(—=1)v(-1)(0T — 1)" (07 — 1)",

donde v(I) = (—=1)*[v(=1)]* = (e7™)*"[v(—=1I)]?, ou [v(—1)]* = €*™". Logo, se r

ndo for inteiro, entdo v(—1I) # 1 = v(I).

2. Se existir 7 tal que F(7) # 0, para alguma fungdo F' como a exibida em (3.1), entao
v(I) =1ewv(—I)=e™". De fato, basta que apliquemos (3.1) para M = I e também
para M = —I, supondo que F(7) # 0. No primeiro caso, F((1) = F(I7) = v(I)(07+
1)"F (1), donde v(I) = 1 e, no segundo, F(7) = F(—I1) = v(—1)(0r — 1)"F(7),
donde v(—1I) = ™,

Agora, utilizando-se (3.3) para M; = —I e My = M € T', obtemos a seguinte
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relagao:

v(=M)(—cr —d)" = v(=IM)(—ct —d)"
= v(—=1)v(M)(0r — 1)"(cT + d)"
= ™v(M)e ™ (et +d)"
= v(M)(cr+4d)".

3.2 Pontos parabdlicos

Iniciamos com a definicao do importante conceito que di4 nome a esta secao:

Definigao 2. Seja Z uma regiao fundamental sequndo T'. Um ponto parabolico (ou vér-
tice parabdlico, ou cispide parabdlica) de I em % é qualquer ponto de RU{oo} pertencente
aZ.

Observacoes:

1. Na definicao acima, R é o eixo real, isto é, o conjunto dos complexos z = x + 1y
tais que y = 0, e oo deve ser visto como um ponto no infinito em relacao ao eixo

imaginario positivo, sendo usualmente denotado por 7co.

2. A partir de agora, adotaremos a convengao de que oo = 1/0 é um ponto racional. Se
Z for uma regiao fundamental padronizada de I', como a construida no Teorema 13
do Capitulo 2, entao todos os pontos parabolicos de I' em & sao nimeros racionais.
De fato, pela observacao anterior e pelo Teorema 2 do Capitulo 2, o inico ponto de

R U {oo} pertencente a Z(I'(1)) é o ponto co. Além disso,

R — U A{Z(T(1)} = UAZ- {m} :

No Capitulo 2, pela igualdade (2.2), concluimos que os elementos de I'(1) preservam

os semiplanos superior e inferior e o eixo real R. Pela mesma igualdade, podemos
concluir que os elementos de I'(1) também preservam o elemento co. Logo, os tnicos
pontos parabolicos de I em # sdo os pontos A;(0c0), para 1 < i < u, que sdo niimeros
racionais, dado que os A’s sao transformacoes lineares fracionarias de coeficientes
inteiros. Evidencia-se nesta propriedade um bom motivo para se trabalhar com

regioes fundamentais padronizadas.
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3. Na observacao anterior, vimos que os Unicos pontos parabélicos de I' em Z sao
os pontos A;(00), Ay(00),...,A,(c0), os quais denotaremos freqiientemente ¢; =
Aj(0), para 1 < i < pu. Como veremos em exemplos futuros, estes pontos nao sao
necessariamente distintos, isto ¢, pode ocorrer que existam i # j (1 <i,7 < p) tais
que ¢; = gj. Neste caso, A;(c0) = A;(c0), ou A;lAZ-(oo) = o0o. Como ja vimos no
Capitulo 2, I'(1) é gerado por S e T, donde Aj_lAZ- € I'(1) deve se expressar como
um produto finito de termos da forma 7° e S°, sendo ¢ = +1 e 6 = +1. Para
que A]-_IAZ'(OO) = 00, nao deve aparecer, na expressao de A]-_IAZ-, nenhum termo da
forma T¢, pois T'(c0) = —1/00 = 0 e T (o0) = 1/(—00) = 0. Logo, A;'A4; = 5",
para algum inteiro n, donde segue que A; = A;S". Embora trivial, este resultado

sera utilizado para demonstrar o Lema 1, que nos serd de grande utilidade.
Para se fixar o seguinte lema, procure interpreta-lo geometricamente:

Lema 1. Seja Z = J_, A{Z(T'(1))} uma regido fundamental padronizada segundo T
e ¢ = Ai(00) (1 < i < p) os pontos parabolicos de I' em tal regidgo. Se T — q; a partir
de pontos de X, entio A;'(t) — oo a partir de pontos de uma faira vertical da forma

Jm(z) > 0, a; < Re(z) < by, onde a;,b; € R.

Demonstracido. Como 7 — q; = A;(00), entdo A7 (1) — A;'(A4i(00)) = oo, uma vez
que A; é continua. Resta-nos, entdo, provar que tal convergéncia ocorre da maneira
determinada pelo enunciado do lema. Para tanto, suponhamos que 7 — ¢; de dentro de
Z e, num primeiro momento, suponhamos ¢; # co. Na topologia que consideramos (a
saber, a topologia da esfera de Riemann), as vizinhangas dos pontos ¢; # oo sao discos
abertos D centrados em ¢;. Como 7 — ¢; de dentro de Z e ¢; € %, podemos tomar D

pequeno o bastante de modo que

pn#z=bpn| |J A{2T0)} |,

veo(i)

sendo o(i) ={v |1 <v<pe A, (o) = A;i(0), ie., ¢ = ¢}. Agora, pela Observacao 3
que precede este lema, para cada v € o(i), existe um inteiro n(v) tal que A4, = A4;5™™),

donde, a partir do momento que os elementos 7 se encontrarem dentro de D N %, os
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elementos A; '(7) se encontrardo em

AT DR = AO)NAT| | A {Zr)}

veo(i)

= A'D)n | | s"Hzrm) |,
vea (i)
conjunto este que pode ser sempre delimitado numa faixa da forma considerada no enun-
ciado. O caso ¢; = oo possui tratamento analogo, sendo a tnica diferenca os tipos de
vizinhanga considerados. Neste caso, de acordo com a topologia usual da esfera de Rie-
mann, as vizinhangas D serdo semiplanos da forma Jm(z) > 1, unidos a oo, com yy > 0,

e a prova segue da mesma forma. O

Exemplos
Nos seguintes exemplos, veremos como se encontram, na pratica, os pontos paraboélicos

associados a uma certa regiao fundamental padronizada.

1. Pelo Corolario 10 do Capitulo 2, I, S™! e S7'T sao os representantes distintos da
decomposicdo de I'(1) em classes laterais de I'y. Logo, os pontos parabolicos de I'y
na regiao fundamental padronizada relativa a essa decomposi¢ao sdo [(oc0) = oo,
S oo)=c0—1=00e S 'T(00) =S (—1/00) =S71(0) =0—1= —1. Logo, os
pontos parabélicos sao oo e —1. Este exemplo também ilustra o fato que comentamos
na Observacao 3 precedente ao Lema 1, qual seja, o de existirem dois representantes

distintos na decomposicao que conduzam ao mesmo ponto parabdlico. Neste caso,

I(c0) = S~ (0).

2. Pelo Corolario 8 do Capitulo 2, os pontos parabolicos de ['o(p) referentes a regido
fundamental padronizada associada & tal decomposi¢ao, sao os pontos T'S7(c0) =
T(c0) =0¢€ I(00) = 0.

O préximo lema é importante porque dé sentido a definicao de largura de pontos paraboli-

COs:

Lema 2. Seja g um ponto racional e considere I'y = {M € I' | M(q) = q}, sendo

I' <T(1). Entdo L'y é um subgrupo ciclico ndo trivial de I' e, ademais, todo elemento

Mz(a ﬂ)EFqétalqueoz+5:2.
v oo
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Demonstragao. Para mostrarmos que I'y; < I', basta mostrarmos as duas seguintes pro-

priedades:

1. Se Ml, My € Fq, entao My o M, € Fq,
Se My, M, € T, é claro que M; o M, € I e, além disso, My o My(q) = M;(Ms(q)) =
M, (q) = q, donde M; o M, € T,

2. Se M €T, entdao M~ €T,
Se M €Ty, é claro que M ' € T e, além disso, M(q) = ¢, donde M1 (M(q)) =
M~1(q). Logo, M~'(q) = M~ o M(q) = I(q) = g, donde M~ €T,

Ja sabemos, entao, que I'; é subgrupo de I'. Agora, afirmamos que existe um inteiro
positivo n tal que S™ € I'. De fato, caso isso ndo ocorresse para nenhum inteiro positivo
n, os elementos S, S?, 53, ..., constituiriam infinitos elementos distintos médulo I', donde
" possuiria indice infinito em I['(1), contradizendo nossa convengao.

Para ¢ = oo, temos de mostrar que ', é ciclico nao trivial. Como vimos no paragrafo
anterior, existe um inteiro positivo n tal que S™ € I'. Afirmamos que S" € ', e que
' = (S™). De fato, em primeiro lugar, S"(0c0) = 0o + n = 0o, donde ', é ndo trivial.
Em segundo lugar, suponhamos M € T'y,. Neste caso, M(co) = oo, donde M = S*
(reveja a Observagao 3 que precede o Lema 1). Se A = 0, entao M = S° =1 € (S™). Se
A > 0, entdo podemos dividir A por n, obtendo A\ = nt + r, sendo 0 < r < n (Algoritmo
de Euclides). Neste caso,

ey
Como S*, S™ € 'y, segue que S” € I'y, < T e, pela definicio de n, temos r = 0, donde
S* = (S")! € (S"). Agora, se A < 0, entdo Mt =S com -\ >0e M~ €. Pelo
caso A > 0, temos M~ = (S™)!, ou M = (S")7!, como queriamos. Logo, I'y, ¢, de fato,
ciclico.

Agora, suponhamos g # oo, ou seja, ¢ = a/b, com a e b inteiros coprimos e b # 0.
Pelo Teorema de Bézout, existem x,y € Z tais que —ax — by = 1 e, portanto, V =
(x Y ) e I'(1) é tal que

b —a
x(a/b) +y (ax+by)/b —1/b
b(a/b) — a 0 0
Agora, temos VI,V ={VMV~t e VIV~ | M(q) = ¢} e, como V(q) = oo,

V(g) = V(a/b) =

Q.

VMV~ (00) = V(M(V~(00))) = V(M(q)) = V(q) = oo,
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donde
VOV ={VMV e VIV | VMV ! (o0) = oo},

ou seja, VI,V~! é o subgrupo de VI'V~! que possui co como ponto fixo. Pelo mesmo
raciocinio do caso 'y, segue que VI,V ~! é subgrupo ciclico nao trivial de VI'V ! isto
é, existe um inteiro positivo n(q) tal que VI ,V=! = <S"(q)> (a notacdo n(q) para o
determinado inteiro se justifica pelo fato dele variar de acordo com o racional ¢ # o).
Agora, observamos que I'; é também néo trivial pois, caso contrario, VI',V ! seria trivial.
Finalmente, para cada M € T, existe t € Z tal que VMV 1 = (S"(q))t. Logo,

M=1v"1 (Sn(q))t V= (V—lsn(q)v)t ’

ou seja, 'y = (V71S"@V) ¢ ciclico.
Com relacao a assercao do lema segundo a qual cada elemento de I';, como matriz,

possui traco igual a 2, se ¢ = 0o, entao cada elemento de I', é da forma

1 t
Mz(S”Y:Sm:( n)
0 1

e 14+ 1 = 2. Por outro lado, se ¢ # 0o, cada elemento de I'; é da forma

M = vlsroty
B —a —y 1 n(q)t x oy
b =z 0 1 b —a
B —a —an(q)t —y Ty
—b —bn(q)t +x b —a
_ —azx — abn(q)t — by —ay + a®n(q)t + ay
a —bxr — V*n(q)t +bx  —by + abn(q)t — ax

1 —abn(q)t  a’*n(q)t
—b*n(q)t 1+ abn(q)t )
e (1 —abn(q)t) + (1 + abn(q)t) = 2, finalizando a demonstragcao.
De modo mais simples, a tltima conclusao poderia também ter sido obtida observando-
se que
tr(VLSMOW) = tr(SPOWVV ) = tr(SMON) =141 = 2,
onde tr(A) denota o trago da matriz quadrada A, ou seja, a soma dos elementos de sua

diagonal principal, operador este que obedece & seguinte propriedade, para cada par de
matrizes A e B: tr(AB) = tr(BA). O
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Observacoes:

1. Uma matriz ou transformacao linear fracionaria ( ? ) tal que a+0 = £2 recebe

Y
o nome de parabdlica. Na Observacgao 2 precedente ao Lema 1, vimos que todo ponto

parabolico de I em Z, sendo I' < I'(1) e #Z uma regido fundamental padronizada
segundo I', é ponto racional e, pelo lema anterior, associado a cada ponto racional
q, temos um subgrupo ciclico infinito T, (infinito porque S* # I para cada inteiro
nao nulo \). Assim, todo ponto parabolico de T" segundo # ¢ mantido fixo por um

subgrupo ciclico infinito cujos elementos sao também parabolicos.

2. Na demonstragido do lema anterior, utilizamos a notagio n(q) (¢ # o) para indicar
o menor inteiro positivo tal que S € VI'V~! e n = n(oco) para indicar o menor
inteiro positivo tal que S™°) € I'. No caso n(oo), fica evidente que tal valor
depende apenas de I', mas no caso n(q), ¢ # 0o, poder-se-ia perguntar se tal valor
nao depende do elemento V' € I'(1) satisfazendo V' (q) = oo. Para responder esta
questdo, suponhamos V;,V, € T'(1) tais que Vi(q) = oo = Vi(q). Neste caso,
VoVt (00) = Va(q) = oo, donde VoV ! = S*, ou V, = SV, para algum inteiro .
Logo, VoI'Vy ' = SAVITV; 1S~ donde, se M € Ty, Vi MV, !(00) = oo se, e somente
se, VoMV, '(c0) = co. Logo, ViT',V; ! = Vo', V5!, donde, pela demonstracio do
lema, n(q) independe de V' € I'(1), desde que V(q) = occ.

Pelo que comentamos no parigrafo anterior, podemos definir, para todo racional
g (incluindo-se o caso ¢ = o), n(q) como sendo o menor inteiro positivo tal que
S™a) ¢ VIV~ para V(q) = ¢ (no caso ¢ = 0o, podemos tomar V = I, por

exemplo).

3. Se I'(1) = (J;_, T'4; & a decomposicido de T'(1) em p classes laterais distintas de
I', sabemos que os pontos parabélicos de I' na regidao fundamental padronizada
associada a essa decomposigao sdo os pontos racionais ¢; = A;(c0), 1 < j < p. Ora,

-1 4 —1
neste caso, A;° € I'(1) & tal que A; " (g;) = oc.
As observagoes anteriores motivam a seguinte defini¢ao:

Definicao 3. Se ¢; = A;(00), 1 < j < pu, sdo os pontos parabdlicos de I' numa regido
fundamental padronizada sequndo I', consideremos n(q;) = A\; como os menores inteiros

positivos tais que SV € A]-_IFA]-. Denominamos \; a largura do ponto parabdlico gq;.
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De acordo com as observacoes precedentes a essa defini¢do, o conceito de largura de
um ponto parabélico estd bem definido, dependendo unicamente do ponto em questao,

de tal maneira que, se ¢; = ¢;, entao \; = A;.

Exemplo: Como exemplo de aplicacao da definicdo acima, consideremos o subgrupo
'y de I'(1). Pelo Exemplo 2 que vem ap6s o Lema 1, os pontos parabolicos de I'y na regido
fundamental padronizada 14 considerada sao ¢; = ¢ = o0 e g3 = —1. Os representantes
associados aos pontos ¢; e ¢ sao, respectivamente, I e S~!. Pela definicdo anterior, \;
é o menor inteiro positivo tal que SM € I7'T'yI = I'y. Como S ¢ Ty e S? € T'y, temos
A1 = 2. Pelo que comentamos antes deste exemplo, A\, = A\; = 2. Finalmente, como o
representante associado ao ponto g3 ¢ S~'T, temos que A3 é o menor inteiro positivo tal

que

S € (STIT)TITy(STMT) = T7Y(STyS™HT
= T7'I°02)T
= F0(2)7

utilizando, respectivamente, o Lema 9 do Capitulo 2 e a relacao que também 14 comen-
tamos ap6s a Defini¢ao 2, qual seja, o fato de que, para n inteiro positivo, T1T°(n)T =
TCo(n). Agora, como S € I'y(2), vem que A3 = 1.

Na seqiiéncia, temos uma interessante proposicao, que estabelece uma espécie de in-

variancia da largura de pontos parabdlicos:

Proposicao 3. Suponha que

p n
# = J Az )} e # = A{2(T(1))}
j=1 j=1
sejam duas regides fundamentais padronizadas sequndo I' < T'(1), onde A; e A sao rep-
resentantes da mesma classe de equivaléncia de T' em I'(1), para cada j, 1 < j < p.
Sejam q; os pontos parabdlicos de I' em %, cada um com largura X\;. Se denotarmos \;

as larguras dos pontos parabolicos q;-, de ' em Z', entao \; = )\;, para cada j, 1 < j < p.

Demonstragao. Para cada j, como A} € ['A;, existe W € I tal que A’ = W A;, de modo
que (A;)7IT(A)) = (WA;)'D(WA;) = A7 (W'TW)A; = A7 'TA;. Assim, pela propria

definicao de largura de um ponto parabdlico, temos, imediatamente, que \; = A;-. O
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A proposicao acima implica que a largura de pontos parabélicos é invariante com
relagao a classes de equivaléncia, i.e., valendo-nos da demonstragao acima, se ¢ ¢ um
ponto parabdlico de I' em Z, entdo ¢ = W (q) é ponto parabodlico de I' em %', sendo

iguais as larguras de ¢ e ¢'.

3.3 Expansoes de Fourier

De agora em diante, fixemos uma regido fundamental padronizada Z = |, A, {Z(T'(1))}
segundo T', referente a decomposicdo I'(1) = |Ji; T'4;. Além disso, sejam ¢; = A;(00),
1 < j < u, os pontos parabodlicos de I' em . O principal resultado que apresentaremos
nesta se¢ao € que, se F'(7) é meromorfa em 7, satisfaz a relagao (3.1) para todo M € T
e possui um niimero finito de polos em % N 7, entdo F(7) apresenta-se como uma série
infinita nos pontos parabolicos de I' em %. Tais expansoes serao chamadas “expansoes de
Fourier” que, como veremos, possuem estreita relacao com as conhecidas séries de Laurent.
Antes de enunciar e demonstrar esse importante resultado, porém, daremos uma defini¢ao

e provaremos um lema, ambos imprescindiveis aos nossos objetivos:

Defini¢ao 4. Seja v um sistema multiplicador fizo de grau —r para o grupo I' (i.e., o
sistema multiplicador associado a uma determinada forma modular F(7)). Para 1 < j <

p=1[I'(1): T, definimos r; como sendo o tinico nimero real que satisfaz
v (AjS)‘fAj_l) = 2™, 0<k; <L (3.4)

Como A; ¢ o menor inteiro que satisfaz SV € A]-_IFAJ», é claro que AjSAJAj_1 el.
Além disso, e?™i, conforme r; varia entre 0 e 1, percorre bijetivamente o circulo unitario.
Assim, como AjS)‘fAj_l €I, segue que }v (AjS’\jAgl)} =1, ou seja, v (AjS’\jAj_l) situa-
se no circulo unitario, donde se asseguram existéncia e unicidade de x;. Portanto, a
Definicao 4 faz sentido. Além disso, pelo que comentamos apés a Definigao 3, se ¢; = ¢;
(i # j), entdo A\; = A\;. Ademais, também ji concluimos anteriormente que, nesse caso,
A; = A;S', para algum inteiro t. Logo, A;SMA;! = (A;57)S%(A;8")7 = A;SMATY,

donde k; = K;, ou seja, kj, assim como J\;, € uma grandeza que depende unicamente do

ponto parabdlico em questao, o que é muito conveniente.

k%
Lema 4. Seja ¢ # oo um ponto racional e M = ( 5 > € I'(1) tal que Mq = q.
Y

Entao, para cada nimero real v, (M1 —q)" = (y7+0) " (1 — q)".
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Demonstragdo. Como q # 0o, podemos considerar ¢ = a/b, com a,b € Z tais que (a,b) =
1 eb # 0. Repetindo-se os argumentos utilizados na prova do Lema 2, M pode ser

expresso da seguinte maneira:

1 — abA 2\
M= a a |
—b2X 1+ ab\
sendo A o inteiro igual ao produto n(q)t daquele lema. Entao, a igualdade que desejamos

mostrar equivale a

T

Por outro lado,

(( (1 — ab\)T + a®X a)r

—2\) 7+ (14+ab\) b

b[(1 — ab\)T —i— a?A — a[(=0* )7 + (1 + abX)]\"
(—=0?X)T + (1 + ab))]
(bT — ab2)\T + a2b)\ + ab’ AT —a — aQb)\)

(—=02N)T + (1 + ab))]

bT—a "
D[(—0PN)7 + (L + abV)]

- ((—b2>\):':fz{b—|— ab)\))r’

de modo que a igualdade que desejamos mostrar é a seguinte:

T_a’/b 7”— 2 —r r
<—b2)\7+1+abz\) = (=b" AT+ 1+ ab\)"" (T —a/b)". (3.5)

E claro que os valores absolutos de ambos os membros acima sao iguais. Resta-nos,

portanto, provar que os dois membros possuem o mesmo argumento. Sabendo que

—a/b
e (—b?ATT +C;/+ ab)\) = arg(7 —a/b) —arg(=b°A7 + 1+ab) +2nm, (36)
M:'r—q

vamos provar que n = 0. Como M1 —q € J (1 € # e M €T(1)), vem que

0 < ar T_a/b <
S\ T ridxan) ° T

Além disso, 0 < arg(T — a/b) < 7, e —1 < arg(—b? 7 + 1 + ab)) < 7, de modo que

2min| =

—a/b
arg (_wTT +C§/+ abA) — arg(T — a/b) + arg(=b*AT + 1+ ab))| < 27,
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donde n = 0 em (3.6) e, portanto,

rarg (_62)\11?@1 ab)\) = rarg(t — a/b) — rarg(—b’ 7 + 1+ ab)),

ou seja,
T—a/b " P .
e <—b2AT 1+ ab)\) = arg|(7 — a/b)" (=b°AT + 1 4 abd)™],
0 que completa a prova. 0

Na seqiiéncia, o importante teorema a que ja nos referimos. Sua demonstracao é
bastante técnica e, talvez por esse motivo, dificil. Todavia, captar ao menos suas idéias

centrais é fundamental para o desenvolvimento do assunto de que tratamos.

Teorema 5. Suponha que F(T) seja meromorfa em €, satisfaca (3.1) para cada M € T’

e, ademais, que possua um nimero finito de pdlos em % N H. Entio, para cada j =

1,2,..., 1, existe um numero real nao negativo y; tal que
F(r) = 05(7) 3 an(j)em )0y, (3.7)

expressao vdlida sempre que Jm (Aj_lT) > y;. Na expansao (3.7), também denominada
“expansdo de Fourier de F'(1) em q;”, os termos sao relativos ao ponto parabdlico q; =
A;(00). Assim, k; é como na Defini¢do 4, \; € a largura de q;, 0s coeficientes a,(j) sdo

numeros compleros que dependem de q;, e

1, se q; = 00
Uj(T)Z{ b

(1—q;)7", seq; <o

Além disso, quando F(T) € regular em 5, podemos tomar y; = 0 para 1 < j < p, de
modo que a expansio (3.7) se torna vdlida em todo o semiplano S, para cada ponto

parabdlico considerado.

Demonstragao. Para simplificar a notacao da prova, vamos considerar ¢; = ¢, \; = A,
kj=hreA; =A

Observemos agora que a condi¢ao de F'(7) possuir um niimero finito de p6los em RNA
independe da regido fundamental padronizada Z. De fato, suponhamos que o € C seja

um poélo de F(7) em Z N 2. Ademais, suponhamos que % e %' sejam duas regides
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fundamentais padronizadas segundo I', exatamente como as que aparecem na Proposi¢ao

3. Portanto, a expansao em série de Laurent de F'(7) em « corresponde a

[e.e]

F(r)= ) tu(r —a)",

n=—=k
sendo k um inteiro positivo, igual a ordem do poélo . Agora, para cada 7 € Z N I,
_ x ok
existem 7' € Z' N e M = ( g > € I' tais que 7 = M7/, pois #Z e %' sdo regides
c

fundamentais segundo I'. Desse modo, utilizando-se a relagdo (3.1), temos

Z to(t —a)" = F(1) = F(M7') =v(M)(ct' + d)"F(7'),

n=—~k

donde

F(r') = [v(M)] " (er' +d)~ Zt T—a)

= (M) Her' +d)7" Z ta(M7' — @)
= [o(M)] Her! o +d)” Z ta M (7 La)™
7&0 n=—k

Logo, M~'a: ¢ um polo de ordem menor do que ou igual a k de F(7') em %' N J#. Este
mesmo raciocinio mostra que, a cada pdlo de F(7') em %’ N #, corresponde um polo de
F(1) em # N 2. Portanto, a asser¢io de que F(7) possui um nimero finito de pélos
em Z N é independente da regido fundamental padronizada Z, sendo esse nimero de
polos, também, constante.

Pelo mesmo argumento utilizado na demonstracao do Lema 2, existe um inteiro posi-
tivo A tal que S* € T'e S" ¢ T, para 1 < n < A — 1. Pelo que observamos no paragrafo
anterior, podemos supor que Z seja a regiao fundamental padronizada associada & decom-
posigao I'(1) = | J/_; T'A; que satisfaga A; = S*"!, para 1 <1i < \. Estes \ representantes
de I'(1) serdo distintos médulo T, pelo que comentamos no inicio deste paragrafo. Assim,
notando-se que Z(I'(1)) contém a faixa —1/2 < Re(r) < 1/2, Im(7) > 1, concluimos que
R N A contém a faixa —1/2 < Re(r) < 1/24+ (A —1), ou —1/2 < Re(1) < A —1/2,
Jm(7) > 1. Por hipotese, F'(7) deve apresentar um nimero finito de p6los também nessa

faixa.
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Cientes do que ja explicamos nos paragrafos anteriores, suponhamos inicialmente g =
oo. Neste caso, A(00) = oo e, portanto, A = S’ para algum inteiro ¢. Logo, M =
AS*A~1 = S* €T, e podemos aplicar a relacio (3.1) a M, obtendo

F(r+)) = F(S*) = v(SM(0r + 1)"F(1) = &> F (1),
utilizando também a Defini¢cdo 4. Atribuindo g(7) = e~ ?"*"/*F (1), vem

g(T+)\) _ e—27rifi(T+)\)/)\F(7_+)\)

_ 6—2#1;{7’/)\6—27rm627rmF(7_)

_ 6—27rz'm—/)\F(7_) _ 9(7)7

2miT /A

para todo 7 € 7. Agora, denotando w = e , com 7T =z + 1y, temos

2mi(z+iy) /A _ —27ry/)\ei(27rx/)\)'

w=e (&

Definamos, ento, a funcao h(w) = h(e>™™/*) = g(7), que estd bem definida, uma vez que
g(t + ) = g(7), para cada 7 € . Como |w| = e 2™/* se 0 < |w| < 1 (disco de raio
1 sem a origem), entdo 0 < e~2™/* < 1, donde y > 0, ou 7 € #. Logo, se 0 < |w| < 1,
entdo 7 € ', onde F(7) é meromorfa e, pela constru¢do anterior, h(w) é meromorfa.
Sabemos que F'(7) possui um numero finito de pélos na faixa —1/2 < Re(7) < A — 1/2,
Jm(7) > 1. Logo, se y = IJm(7) > 1, entdo |w| = e 2™/* < ¢=27/A donde h(w) possui um

2m/X e, por conseguinte, h(w) é regular num disco

2w /A

nimero finito de pdlos em 0 < |w| < e~
da forma 0 < |w| < p, para um certo p < e *"/*. Portanto, h(w) se expressa em série de

Laurent em torno da origem como

n=oo
n
= g bw™,

n=—oo

para 0 < |w| < p. Neste caso, 0 < e 2™/* < p donde y > (\/27)In(1/p) = y; > 0.

Assim, para y = Jm(7) > y;, temos h(w) =Y - b,w™ ou, em termos de T,

n=—oo

Z b 27r7,7'/)\

n=—00
ou
6—27rm7‘/AF E : b 27rzn7-/>\

n=—oo

donde
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F(T) — ZOO bne2m'(n+n)7'/)\'

n=—oo

Além disso, A~'t = (§)7}(r) = 7 — ¢, de modo que 7 = A~'7 + ¢. Substituindo este

valor na expressao anterior, vem que

F(T) _ Z bn627ri(n+n)(A*17+t)/)\

n=—oo

Y

— Z bn627ri(n+n)t/)\ 6271'7;(77,-‘1-!{)(14717’)/)\
N—_— —

=T an(4)

para Jm(A~'7) = Jm(7) > y;, conforme a expressio (3.7) para o caso ¢ = co. Finalmente,
se (1) é regular em 7, entdao h(w) é regular para 0 < |w| < 1, de modo que podemos

tomar p = 1 na demonstragao anterior, donde y; = 0.

Suponhamos agora ¢ # oo. Da mesma forma, consideremos M = AS*A~! ¢ T.

Observe que
M(q) = AS* A7 (q) = A(SMA™'(q))) = A(57(00)) = A(o0) = ¢.

*

Logo, pelo Lema 2 e pela Observacao 1 que o sucede, M = ( > ¢ uma transformacao

g
linear fracionaria parabolica tal que M(q) = ¢q. Definindo-se ¢(7) = (7 — q)"F(7), por

(3.1) e pelo Lema 4, temos

p(Mr) = (Mr—qF(Mr)
= (Mr —q) (37 + 8)u(M)F(r)
(7 =y E(r)

ou

P(ASYATIT) = ™" p(7),

expressao valida para todo 7 € 7. Portanto, tomando-se AT € . no lugar de 7, temos

P(ASPT) = iR Ar).
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—2mikT /A

Agora, definindo g(7) =e ©(AT), temos que

or ) = g(s')
_ 6—27rm(7—+>\ /A (AS)\ )
_ 6—27rm7‘/A —27ik 27rm (AT)

= 7T Rp(AT) = g(7).

De agora em diante, a demonstracao prossegue de maneira analoga ao caso ¢ = oo.
Definimos w = ¢*™7/* e h(w) = h(e*™7/*) = g(7) (como g(T+A) = ¢(7), temos novamente

que h(w) estd bem definida). Em termos da fungdo original F'(7), temos
9(7') — e—27rim'/)\S0(A7_) _ e—27rim'/)\(A7_ . (J)TF(AT),

donde o fato de F'(7) ser meromorfa para 7 € 7 implica que o mesmo vale para g(7),
donde h(w) é meromorfa para 0 < |w| < 1. Além disso, essa mesma relagdo mostra que
g(7) possui um nimero finito de pélos em A~ (#Z) N A = A=Y(Z) N A, uma vez que
F(7) possui um niimero finito de polos em Z N 7.

Agora, observemos que a relagdo (3.1), valida para F(7) em relagdo a I', é herdada
%k
por g(7) em relagdo a A~'T'A. De fato, tomando-se A"'VA e A7'TA, V = < p ), e
c

utilizando-se a relagao entre g(7) e F(7), temos

g(AT'WVAT) = e TRATVADINA(ATIV AT) — q)"F(A(A™'V Ar))
(VAT —q)"F(V Ar)

= e 2ATVADIN Y AT — g) 0 (V)(cAT + d)" F(Ar)
v

3 T e?wifm’/)\
o 2miR(ATIVAT N (1 A q)"v(V)(cAT + d)’”g((Ali_q)T
— a(mg) 9

— 6—27rm ATV AT)/A

onde 4 o
627rm7'/)\6—2ﬂm(A VAT)/AU(V)(CAT + d)T(VA’T _ q)r

(AT —q)

Agora, pelo Corolario 16 do Capitulo 2, temos que A~'(#) é uma regido fundamental

a(r) =

padronizada segundo A~'T'A. Como ¢(7) possui um ntimero finito de p6los em A=1(Z)N
A, segue, pela relagdo (3.8) aplicada ao mesmo raciocinio do inicio desta demonstragao,

que g(7) possui um nimero finito de polos em %’ N, para toda regido fundamental
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padronizada %’ segundo A~'T'A. Como A é o menor inteiro positivo tal que S* € A™'T'A,
podemos tomar os representantes distintos I, S, S%, ..., S* ! de I'(1) médulo AT A.
Logo, g(7) possui um nimero finito de p6los na faixa —1/2 < Re(7) < A—1/2, Im(7) > 1,
de modo que h(w) é regular quando 0 < |w| < p, para algum p < 1. Entdo h(w) se

expressa em série de Laurent em torno da origem, nesse disco, como
[e.e]
= E b,w".
n=—oo

Agora, vamos obter a expressdo correspondente em termos de 7, primeiramente obser-

vando que
F(1) = (1= q)7"p(r) = (T — q) e p(Mr). (3.9)

Além disso, sabemos que
QO(AT) _ e?wilm’/)\g(T>

vale para todo 7 € J#. Logo, tomando A~*Mt € J#, temos
QO(MT) _ eQm’n(AflMT)/Ag(A—lMT)
e, como M = AS*A~!, vem que

QO(MT) — e27rin(S)‘A_1T)/)\ (S)\A—IT)
_ 27rm(A Lr42)/A (A T—i—)\)
_ 627rm(A*17')/)\627rmg(A—1,7_)

_ 627rin(A*1T)/)x€27rinh(€27ri(A*17')/)\)

_ 627rm(A_17')/)\627rm Z bne%m(A_lT)/)‘, (310)

n=—oo

sendo a ultima passagem valida apenas para 0 < < p. Como vimos no

62m'(A*17-)/)\‘

caso g = oo, |e Logo, essa passagem é valida apenas quando

2mi(A~ /A‘ _ o 2n0m(AT I T)/A
e~ 2 ImATIN/N < 5 ou seja, quando Jm(A~7) > (A\/27)In(1/p) = y; > 0. Ocorre entio
que, para Jm(A~'7) > y;, podemos substituir (3.10) em (3.9) a fim de obter

F(T) 7_ _q —r Z bn 627rz(n+ﬁ)(A 1 )/

n=—oo

an(j)
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que é precisamente a expansio dada por (3.7) para o caso ¢ # oo. Finalmente, se F(7)

é regular em 7, entdo h(w) é regular para 0 < |w| < 1, donde podemos tomar p = 1 e,

portanto, y; = 0. [
Observacgoes:
1. Existe uma espécie de reciproca do Teorema 5: “Se F'(7) é meromorfa em .7 e possui

uma expansio da forma (3.7) em cada ponto parabdlico ¢;, valida para 3m(Aj_17') >
y; > 0, entdo F(7) possui um namero finito de polos em Z# N 7. E interessante
notar que, para provar esta reciproca, ndo se utiliza o fato de F(7) satisfazer (3.1)
em ['. Em suma, a partir da existéncia desta reciproca, podemos dizer que, se F'(1)
¢ meromorfa em 7 e satisfaz (3.1) com relacdo a I', entdo sdo equivalentes o fato
de existir a expansdo de Fourier de F'(7) em cada ponto parabolico ¢; de I em Z e

o fato de F(7) possuir um ntimero finito de polos em Z N 7.

Se gy = ¢j, k # j, entdo F () possui duas expansoes da forma (3.7) em ¢; e em g,
a saber,
0 0
F(r) = Uj(T) Z an(j)€2m'(n+ﬁj)(,4j—17)/>\j = o3,(7) Z an(k)627ri(n+fik)(A,:17)/)\k'
n=—o0 n=—o0

Como ¢ = g;, segue de observagoes anteriores que k; = K; € Ay, = \;. Segue tam-
bém, trivialmente, que o;(7) = o;(7). Além disso, por raciocinio que utilizamos
freqiientemente, A,;l = StAj_l, para algum inteiro ¢ (se necessario, reveja as obser-

vagOes apos o Lema 1). Portanto, a expansdo de F(7) em g corresponde a

[e.e]

F(r) = o3(r) D an(k)etmiortm(siaini,

_ Uj(T) Z an(k:)627ri(n+lij)(Aj_17+t)/)\j

n=—oo

[o.¢]
_ Uj(T) Z 627’I’7;(n+f{j)t/)\jan(ki)627ri(n+fij)(A;17)/)\j.
n=—oo
Comparando agora esta expressdo com a da expansao de F'(7) em ¢;, pela unicidade
da representacao de uma fungao em série de Laurent em torno de um dado ponto,

temos a relacao

an(]) _ eQﬂ"L’(TL"‘Hj)t/)\jan(k,).



56 Formas e funcoes modulares

Atentemo-nos agora a outra questao de invaridncia. Suponha que Z e %’ sejam regioes
fundamentais padronizadas segundo I', como na Proposi¢ao 3. Por essa proposi¢ao, ja
sabemos que a largura do ponto parabdlico q; = A;(oo) de I' em &’ é igual a largura do
ponto parabdlico ¢; = A;(co0) de I' em Z%. Definindo ) como fizemos para &, i. e., para

1 < j < p, K; & o inico nimero real que satisfaz
. — P!
’U(A;-S)‘]A;- 1) = e2mng 0<w;<1,

podemos nos perguntar se existe alguma relagdo entre r; e K.

Além disso, supondo que F'(7), ndo identicamente nula, € meromorfa em 77, satisfaz
(3.1) para todo M € I, e possui um namero finito de pdlos em H N H, como observamos
no inicio da demonstragdo do Teorema 5, segue que F(7) também possui um nimero
finito de polos em %' N 7. Assim, por esse mesmo teorema, F(7) apresenta-se como em

(3.7) em g; e, em q;, para ’Jm(A;-_lT) > y; > 0, apresenta-se como

F(r)=oi(r) Y d,(j)etmintanmn, (3.11)

n=—oo

onde
1, se ¢; = o0

/
oi(1) =
/ { (1t — q;)"“, se ¢; < o0
Em (3.11), ja utilizamos que A;- = ;. Surge, entdo, a seguinte questao: como os termos
das expansbes (3.7) e (3.11) se relacionam? Em boa medida, o seguinte teorema nos

responde essa questao:

Teorema 6. Para 1 < j < pu, temos, em (3.11), v = x; e a,,(j) = B(j)an(j) para todo

n, sendo 3(j) uma constante complexa nio nula independente de n.

Demonstracdo. Vamos fixar j, e simplificar a notagdo escrevendo A, A’, A, q, ¢, &, K/,
o(7) e o'(1) em lugar dos correspondentes indexados por j. Além disso, suponhamos
y = max{y;, y;}.

Como estamos utilizando, para #Z e %', a mesma indexacdo da Proposi¢do 3, existe

b
M = ( ¢ d) € I' tal que A’ = MA, de modo que ¢ = A'(00) = MA(c0) = Mg.
c

Além disso, se V = AS*A7! entao V € T’ (comentério apos a Definigao 4) e V(q) =
A(SMAY(q))) = A(S*(00)) = A(o0) = q. Provaremos, entdo, que vale o seguinte resul-

tado, andlogo ao que foi provado no Lema 4:

(et +d)"o'(MT) = Ko(7), (3.12)
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sendo K # 0 um numero complexo independente de 7. Para provar essa relagao, temos

quatro casos a considerar:

L g=q =o0;
Neste caso, como Mq = ¢/, temos ¢ = oo, donde ¢ = 0 e, por conseguinte, a = d =

S
+1. Além disso, por defini¢do, o(7) e o'(MT) sio iguais a 1, de modo que

(ct+d) o' (M7) = (£1)7"-1 = Ko(7).

2. q,q < o0;

Neste caso,

(ectr+d) o' (M) = (ect+d)"(MT—4¢)7"
= (er+d)"(M7T—Mq)™"
L f{at+b ag+b\ "
= (er+d) <c¢+d_cq+d)
(a7+b)(cq+d)—(CT—l—d)(aq%—b))_T
(et +d)(cq + d)

(ad —be)(T — Q))_T
(et 4+ d)(cq + d)

:(m+@4<

:(m+@4<

= (er+d)" ((CT +Td)_(cqq +d) ) _T

(T - Q)_T —2minr

(ct+d)"(cq+d)T

= (et+d)™"

Y

para algum inteiro n. Desse modo,

(ect+d) "o (MT) = leg +d) (tr—q)" = Ko(r),

627rim“
——
K

onde K # 0 é um nimero complexo independente de 7.

3. ¢ <xeq=o0;
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Agora,

(ct+d)"o'(M7) = (ect+d) " (M1t —4¢)"
ct+d)" (Mt — Mqg)™"

)
_ E Lay (g;j_ b ) B
_ (e td) (c(aT +CE)():T—+aC(l§T +d) ) -
- e (s
= (er+d)” (c(m i d))_r
_ (ertd) —E )7 o

c T CT‘|—d>
6m’r(l—2n) "T=K =K 1= KCT(T)’

onde K # 0 é um nimero complexo independente de 7 e n € um inteiro.

4. ¢ =00 e q # oo

Neste caso, Mq = ¢ implica que Zgjfs = 00, donde cq +d =0, ou ¢ = —d/c. Além
disso, o/(MT) = 1, donde

(ect+d)"o' (M) = (e +d)”

_ ((+ )

onde K # 0, novamente, ¢ um nimero complexo independente de 7. Utilizamos
acima que (c(7 —¢q))”" =c¢ (1 —q)~", fato que pode ser provado de modo anélogo

ao que fizemos para a identidade (3.5) do Lema 4.

Deste modo, ja4 podemos utilizar a relacao (3.12). Considere agora a expansdo de F(7)
em ¢/, valida para Jm(A4'~'7) >y >0,

o0 o0

Fir) = o(r) S dy(f)em a0 Z i) 3 (et i,

n=—oo n=—oo
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Agora, para Jm(A~!7) > y > 0, podemos aplicar a expansio acima em M7, uma vez que,
neste caso, Im(A*M7) = Im(A'M*M7) = Jm(A~'7) > y > 0, donde

F(MT) _ O'/(MT> Z a;l(j)€27ri(n+,{l)(A_lT)/)\,

n=—oo

de modo que, utilizando (3.1), temos que

o(M)(er +d) F(r) =o' (Mr) 3 al ()0
ou
F(7'> = U(M) (CT + d)_TUI(MT) Z a;(j>e2ﬂ_i(n+ﬁl)(A717)/)\7

onde v(M) é o nimero complexo conjugado de v(M). Aplicando, agora, (3.12) a essa

ultima igualdade, temos:

F(r)=v(M)Ko(r) > a,(j)emeA"nA, (3.13)

Note agora que Jm(A~1V7) = Im(ATAS A7) = Im(A~1r + \) = Im(A~17) > 4y > 0,

de forma que podemos aplicar a expressao anterior em V'7:

F(V7) = v(M)Ko(Vr) Y ay(j)eravon

n=—oo

= v(M)Ko(V7) Y al(j)eX @it/

n=—oo

= v(M)Ko(VT) Z a, (§) i) (AT )X miln )

= v(M)Ko(VT)e™ Y7 a (et
. < v
_ onemie EO _ e 0V oy (3.14)

Além disso, a expansao de F'(T) em ¢, como a exibida em (3.7), vélida para Jm(A~'7) >
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y > 0, pode também ser aplicada em V7, levando-nos a

F(VT) — O'(VT) Z an(j>€27ri(n+ﬁ)(A_1VT)/>\

n=—oo
[e.e]

_ U(VT)ezmk Z an(j)e27ri(n+n)(A—lq—)/)\

— 7627”'”@:62“%0(‘/7) -
= o(Vr) o) () F(7), (3.15)

efetuando calculos similares aos que fizemos para chegar a (3.14). Dado que F ndo é

identicamente nula, igualando-se (3.14) a (3.15), segue que " = k. Finalmente, utilizando-

se tal resultado em (3.13), temos que

F(T> = (T(T) Z 'U(M)Ka;(j)62”i(n+f€)(z‘\*17)/)\'

n=—oo

Comparando-se com (3.7), a unicidade da representagdo de uma fungio em série de Lau-

rent implica que a,(j) = v(M)Kal,(j), ou

sendo ((j) como no enunciado. O

Observacao: Na demonstracao do ultimo teorema, V¢ = ¢, de modo que, pelo Lema

4, se q # 0o, entao
o(VT) B (Vr—q)™

o(r)  (T—aq)"

=(yT+0)",

Q@
para V = < ? > Por outro lado, se ¢ = oo, entao Vq = ¢ = oo. Neste caso,
8

a/y = 00, ou v = 0, donde « = 6 = £1. Além disso, o Lema 2 implica que o + 0 = 2,
donde aw = 6 = 1. Logo, (y7+0)" =1e o(V7)/o(r) = 1/1 = 1. Em todo o caso, para
q < 00,

o(VT) B i,
0_(7_> - (/77- + 5) )
donde, utilizando também a relacao (3.15),
F(vr) = v ?YTD oy = mie(yr 4 5 P(r) = o(V) (a7 + 8) F(r),

o(7)

0 que é consistente com relacdo a (3.1).
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3.4 Definicao de forma e funcao modular

Suponhamos que F'(7) seja uma fungdo em 7 que satisfaga as condigbes do Teorema 5,
de modo que ela se expresse como em (3.7) em cada ponto parabélico de I' em uma dada

regiao fundamental padronizada #. Temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 5. Se somente finitos termos ndo nulos com n < 0 aparecem na expansio (3.7)
em q;, dizemos que F(7) é meromorfa em ¢;. Neste caso, se o primeiro coeficiente a,(j)
nao nulo ocorre paran = —ng < 0, dizemos que F(7) possui um pdlo de ordem nyg—k; em
¢;- Se o primeiro coeficiente a,(j) néo nulo ocorre para n = ng > 0, dizemos que F () €

regular em q;, com zero de ordem ng + k; nesse ponto.
Observacgoes:

1. A terminologia da definicao é justificada, em parte, pelo Lema 1: segundo ele, se
T — ¢; a partir de pontos de Z, A~'T — oo dentro de uma faixa determinada.

2mi(n+r) (A7 1)/

Assim, se n + Kk < 0 e 7 — gj, entdo |e —ooesen+k>0e

7 — g, entdo 2T g,

2. As definicoes acima dependem apenas do ponto parabdlico g;. De fato, se ¢; =
Aj(00) = Ap(00) = qk, j # k, entdo, pela Observacao 2 apés o Teorema 5, a,(j) =
e?m ()t g, (k), para todo inteiro n. Como e2™("+%:)t/% -£ () para todo n, temos
que a,(j) = 0 se, e somente se, a,(k) = 0. Portanto, F'(7) é meromorfa em g; se, e

somente se, F'(7) é meromorfa em g, sendo a ordem do polo ou do zero a mesma

para gq; € q.

3. Suponha que Z e %' sejam duas regioes fundamentais padronizadas segundo T,
como as da Proposigao 3. Entdo, pelo Teorema 6, a!,(j) = 5(j)an(j), sendo 5(j) # 0,
donde segue que F'(7) é meromorfa em ¢; se, e somente se, F'(7) é meromorfa em
q;, sendo também idénticas as ordens de F'(7) nesses dois pontos (como polos ou

como zeros).
Agora, finalmente, podemos definir o que é uma forma modular:

Definicao 6. Seja r € R e v um sistema multiplicador de grau —r para o subgrupo I' de
['(1). Uma fungao F(1), definida e meromorfa em ¢, € dita forma modular de grau —r,

com sistema multiplicador v, com respeito a I', se
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1. F(7) satisfaz (3.1) para todo M € T';

2. Eziste uma regio fundamental padronizada % tal que F(T) possui um nimero finito
de pdlos em Z N (sequndo a Observacdo 1 que sucede o Teorema 5, isto equivale

a F(7) possuir uma expansao da forma (3.7) em cada ponto parabdlico de I em X );
3. F(r) é meromorfa em cada ponto parabolico de T' em X.

Embora as condigoes 2. e 3. se refiram a uma regiao fundamental padronizada especi-
fica, se tais condig¢oes valem para uma certa regiao fundamental padronizada, entdo elas
valem para qualquer regiao fundamental padronizada. Isto é conseqiiéncia da Observagao
3 precedente a esta definicao e da demonstracao do Teorema 5. Este mesmo comentario

é valido para as trés definicoes que seguem:

Defini¢ao 7. Se F(7) é uma forma modular com respeito a T, dizemos que ela é uma

forma modular inteira se
1. F(7) € regular em

2. F(7) € regular em cada ponto parabdlico de I' em alguma regido fundamental padro-
nizada X.

Definigao 8. Se F(1) é uma forma modular com respeito a T' tal que F(T) € reqular em
FC e possui um zero de ordem positiva em cada ponto parabdlico de I' em alguma regidao
fundamental padronizada %, isto €, se F(T) é uma forma modular inteira tal que cada

ponto parabdlico é um zero de ordem positiva, dizemos que F(T) é uma forma cuspide.

Definicao 9. Se F(7) é uma forma modular com respeito a I tal que r =0 e v(M) = 1,
para todo M € T, entdo F(7) € dita fungdo modular com respeito a I'. Neste caso, a

condi¢do 1. da definicdo de forma modular se reduz a F(MTt) = F(7), para cada M € T.

3.5 Varios teoremas importantes

Os teoremas que provaremos nesta secao tém relacao com a obtencao de limitantes para
os valores assumidos por uma forma modular F(7) (ou um caso particular de forma
modular, segundo as definigdes da segdo anterior) e, em particular, para os coeficientes

a,(j) que aparecem na expansao de F'(7) em seu ponto parabodlico ¢;. Embora este texto
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nao chegue a tratar de aplicacoes das formas modulares a teoria dos nimeros, optamos por
apresentar esses resultados a fim de realizar um estudo sobre como, na préatica, trabalha-
se com formas modulares e suas expansoes. Além disso, o leitor atento observara que o
Teorema 8 e o corolario que o sucede, por exemplo, possuem enunciados semelhantes ao
do famoso Teorema de Liouville (vide referéncia [4]), de modo que o contetdo ora exibido
nao deve ser visto como exclusividade da teoria de formas modulares, mas sim espécies
de “versoes modulares” dos ja conhecidos teoremas de varidveis complexas. Comecamos

pelo seguinte lema, que serd utilizado na demonstracao do Teorema 8:

Lema 7. Se f(7) € uma fungcdo modular com respeito a I tal que f(T) € reqular em
e em todos 0s pontos parabdlicos de alguma regido fundamental padronizada %, ou seja,
se f(T) € uma fung¢do modular inteira, entdo f(7) — ao(j) @ medida que T — q; a partir
de pontos de %, para cada ponto parabdlico q; de I' em Z. Aqui, ao(j) € o coeficiente que

ocorre na expansdo (3.7) de f(1) em q;. Além disso, f(1) € limitada em F€.

Demonstragdo. Como v(M) =1 para todo M € I', a Definigao 4 implica que x; = 0 para
1 <j<pe, comor=0,temos que 0;(7) = 1 para ¢; < oo. Utilizando-se também o fato

de que f(7) é regular em g;, a expansao de Fourier de f(7) em ¢; se torna

F(r) =" an(f)er i oM, (3.16)

n=0
valida em todo o semiplano 7, uma vez que f(7) é regular nesse dominio. A expansio
(3.16) nos mostra que f(7) pode ser vista como uma série de poténcias na variavel z =

62“(1“;17)/)‘1, de tal modo que se tem

F(7) =Y an(5)2" = ao(j) + a1(j)z + as(j)2* + -+,

n=0
convergente para |z| < 1. Portanto, & medida que 7 — ¢; de dentro de %, o Lema 1
implica que A;'7 — oo de dentro de uma faixa da forma Jm(w) > 0, a; < Re(w) < b;.
Sendo Aj_lT = x + 1y, isso implica que y — oo e a; < x < b;, de modo que

27T/ A

- 0.

2mi(A; ) /N p2mi(a+iy) /X
627Ty/>‘j

Z =€ J

Ora, neste caso, f(7) — ao(j), ficando provada uma das asser¢ées do enunciado.

Pelo que foi provado, dado € > 0, existe § > 0 tal que |7 — ¢;| < ¢ implica

[f (D] = [f(7) = ao(4) + ao(i)| < [f(7) — ao(h)] + [ao(j)] < & + lao(5)],
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utilizando também a desigualdade triangular. Como a convergéncia para g; ocorre a partir
de pontos de Z, a desigualdade acima implica que f(7) é limitada na intersec¢do de %
com alguma vizinhan¢a D; de cada ponto parabélico g;. Se ¢; < oo, entao D; é um disco
aberto centrado em ¢; e, se ¢; = 0o, D; é um semiplano da forma Jm(7) > yo, com yo > 0.

Definamos, entao,
“w
% =%\ JD;. (3.17)
i=1

Observemos agora que Z* é um subconjunto compacto de 7, pois é fechado e limitado.
Cabe aqui uma justificativa mais detalhada acerca desta segunda propriedade de Z*. Em
primeiro lugar, sabemos que #Z = |JI_; Ai{Z(I'(1))}. Além disso, I'(1) é gerado por S e
T (Corolario 4 do Capitulo 2), os A’s sdo combinagoes finitas desses elementos, e Z(I'(1))
possui a forma que também foi estabelecida no Capitulo 2. Quando 7" age num elemento
de Z(I'(1)), ela apenas leva este elemento ao interior do semicirculo unitario superior
e, quando S age num elemento dessa regiao, ocorre apenas uma translacao horizontal
do mesmo. Deste modo, # ¢é limitada, & esquerda e a direita, por duas faixas verticais,
podendo, todavia, ser ilimitada em direcao a oo. Caso isto ocorra, oo é ponto parabodlico de
I'em %, de modo que Z* exclui de & a vizinhanca relativa a esse ponto, tornando limitada
a regido Z*. A figura abaixo pode facilitar a compreensdo. Nela, a parte hachurada se
refere & %*, obtida de % por meio da retirada dos semicirculos tracejados (vizinhangas
de pontos parabolicos finitos) e, eventualmente, da retirada da vizinhanca superior, do

ponto oo:

Como f(7) é regular em %, vem que f(7) é continua em nesse conjunto e, portanto,
f (#*) & compacto em ., donde f(7) é também limitada em %*. Logo, f(7) ¢ limitada
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em

<O%ﬂDj) UZ" =%.
j=1
Além disso, também pelo fato de f(7) ser continua, f (Z N .#) C f(#) N A e, como
f (%) N ¢ compacto em S, vem que f (% N ) ¢ limitado. Logo, f(7) é limitada
em # N . Finalmente, como Z# é regido fundamental segundo I', dado 7 € /7, tome
M €T tal que M7 € ZN 7. Logo, como f(Mr) = f(7) para todo M € T, segue que

f(7) é limitada em 7. 0
Teorema 8. Toda funcao modular inteira é constante.

Demonstragdo. Consideremos, para esta demonstracdo, a fungdo f(7) e a mesma notagao
do Lema 7. Definindo-se F'(1) = [[/_;{f(7) — ao(j)}, temos que F'(7) & fungdo modular
com respeito a I', de modo que, aplicando-se o Lema 7 a f(7), vem que F(7) é também
limitada em 7. Seja C' o supremo de |F(7)| em 4. Afirmamos que C' = 0 e, para
prova-lo, suponhamos, por absurdo, que C' > 0. Neste caso, o Lema 7 implica que, dado
g; > 0, existe 0; > 0 tal que |7 — ¢;| < §; implica |f(7) —ao(j)| < ej, paral < j < pe
7 € # . Tomando, entao, para cada j, €, = m, existem os nimeros reais J; > 0 tais

que |7 — g;| < 0, implica que

[E(7)] =

[Tt - ao<j>}' = [T150) - ali)l < (VOR2)" = 2

considerando sempre a topologia da esfera de Riemann. A existéncia dos niimeros reais
0, corresponde a existéncia das vizinhangas D; da demonstracao do Lema 7, de modo que
podemos assegurar a existéncia de um conjunto Z* como em (3.17) tal que, em Z \ Z*,
|F(1)] < C/2. Como C é o supremo de F(7) em 7, segue que o moédulo maximo de
F(7) em ZN A, e portanto em 7, dado que Z ¢ regido fundamental segundo T', ocorre
em #Z* C . Cabe aqui uma justificativa mais detalhada desse fato. Primeiramente,
observe que Z N = (% UOX) N, onde OZ se refere 4 fronteira do conjunto Z. Se
o méaximo de |F(7)| em 4% ocorrer em 0% N .7, entao deve existir 7’ nesse conjunto tal
que |F(7')] = C. Ora, isto ¢ uma contradigdo com o fato de F(7) ser continua em J7 e
possuir médulo menor do que C'/2 nas proximidades de 7’. Portanto, o médulo méaximo
de F(7) em S ocorre, de fato, em #Z* C . e, como F(7) é regular em .77, isto contradiz
o Principio do Médulo Maximo (Capitulo 1), segundo o qual o valor maximo de |F(7)]

nao ocorre em J7.
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Portanto C' = 0, donde F'(7) é identicamente nula em .7, de modo que, pela con-
tinuidade de f(7) em S, para um j fixo, f(7) = ao(j), para todo 7 € ., ou seja, f(7)

é constante. 0
A fortiori, temos o seguinte
Corolario 9. Toda fun¢dao modular limitada em € € constante.

Demonstragdo. Seja f(7) uma fungdo modular com respeito a I Como f(7) é, por
defini¢do, meromorfa em 7 e, pelo enunciado, limitada nesse conjunto, segue que f(7) é

regular em 7. Além disso, a expansdo da forma (3.7) de f(7) em cada ponto parabdlico

q; €
o0

fr) = Y e,

n=-—no(j)
valida em 5, pois f(7) é meromorfa em ¢;. Além disso, como f(7) é funcdo modular,
utilizamos que 0;(7) = 1 e que x; = 0, como na demonstra¢do do Lema 7. Também por
aquela demonstragao, sabemos que a expansao acima pode ser vista como uma série de

a—1
poténcias na variavel z = e2miA; )

/Ai | convergente para |z| < 1. Logo, caso, na expansio
acima, aparega, para n < 0, um termo a,(j) ndo nulo, fazendo 7 — ¢; de dentro de %,
teriamos z — 0 e, portanto, f(7) ndo seria limitada em . Desse modo, a expansdo de
f(7) em cada ponto parabélico ¢; possui a forma (3.16), donde f(7) é regular também nos

pontos parabolicos de I' em #, de tal maneira que o Teorema 8 nos garante o corolario. [

O lema que vem a seguir sera utilizado na demonstracao do Teorema 12. Ambos os
resultados sao devidos a Hecke (apud [11], consulte Werke (Gottingen: Vandenhoech and
Ruprecht, 1959), pp. 461-486, esp. p. 484).

Lema 10. Se F(1) é uma forma cuspide de grau —r com respeito a I', entdo |F(7)| <

C[Im(7)]7"/2, para todo T € S, onde C é uma constante positiva independente de T.

Demonstragdo. Sendo T = z + iy € S (y > 0), devemos mostrar que |F(7)| < Cy~"/2.

*
Considere ¢(7) = p(z +iy) = |y"/2F(z +1iy)| e tome M = (
Y

*
) € I'. Sabemos, pela
relagdo (2.2) do Capitulo 2, que

_ Om(r) oy
yr 62 |y 6

Jm(MT)
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donde

o(MT) = Hjm(MT)]TﬂF(MT)‘

utilizando-se também (3.1) para F'(7) e o fato de que |v(M)| = 1. Deste modo, ¢(7) é
invariante com respeito a I'. Provaremos, a seguir, que ¢(7) — 0 & medida que 7 — ¢; de
dentro de #, para 1 < j < u, similarmente & maneira que procedemos no Lema 7. Como
F(r) & uma forma cuispide, a expansido de Fourier de F'(7) em cada ponto parabdlico ¢;

tem a forma
F(r)=0j(r) Y ap(j)emieem)a i,
n+k;>0

a *

para todo 7 € . Considere Aj_lT = 2’ + 4y, sendo A; = < ) e, portanto,

Cc *k

* *
A;l = ( > Neste caso, ¢; = A;(00) = a/c < oo se, e somente se, ¢ # 0, de modo
—c a

que, se ¢ # 0,

v = ()

VPl | = g51" = (y) oy ()] el
e, se ¢ = 0, entao a = 1, donde

Y2 = [Im(A7'7)| = er +al?]" = ()% = () oy ()] -1
N—_——

1

Em resumo,
v = () oy (1)1 B(e),

ﬁ(c):{ le|”, sec#0

onde

1, sec=0
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Assim, para T €

p(r) = |y"F(r)|
= y|F(7)]

= @)"Poy(B) |os(7) D an ()i

n+r;>0

= ()"B0)| > 1 (§) Xm0 tnotai) (A7)
= ()728() | Y an(g)ernmno A0/ il ) (A; T/

_ (y')rﬂﬁ(c) 627l'i(n0+'ij)(Aj_17’)/>\j Z a,n(j)QQM(n_nO)(Aj_lT)/)‘j
TL+F€]'>0

_ (y,)r/2ﬁ(0) 627ri(no+/ij):c’/)\j 627ri(n0+nj)iy’/)\j Z an(j)€27ri(n_no)(A;17)/)\j

n+r;>0

_ (yl)r/2ﬁ(c)e—27r(no+l€j)y'/>\j Z an(j)e%ri(n—no)(A;lT)/)\j

_ (y/)T/2/8(c)e—27r(no+l€j)y,/>\j Z a,n(j)QQM(n_nO)(A;lT)/)\j :

supondo-se, na tltima passagem, que ny é o inteiro nao negativo tal que ng + x; > 0 &

a ordem do zero de F'(7) em ¢;. O somatério da ultima igualdade pode ser visto como

2mi(A; T)

uma série de poténcias na varidvel z = e /% convergente para |z| < 1. Conforme

T — ¢, a partir de pontos de #, o Lema 1 nos diz que 3y’ = Jm (A]-_IT) — oo de dentro
de uma faixa vertical contida em 77, donde z — 0 e, portanto, a série acima tende ao
valor fixo a,,(j). Portanto, como e~ ?7(0+#)y'/A — 0, vem que o(7) — 0 4 medida que

r/2

T — ¢; de dentro de Z. Aqui, utilizamos também que, se r < 0, entdo (y')"/* — 0 e,

/2 possui crescimento ilimitado, porém inibido pelo decréscimo de

se r > 0, entdo (y')
— AYYY . . o1 . L, . ~

e~ 2m(not+r;)y' /A - Assim, utilizando-se 0 mesmo raciocinio da demonstracio do Teorema 8,

como isso ocorre para cada ponto paraboélico g;, segue que ¢(7) assume seu maximo num

conjunto #* da forma exibida em (3.17). Como Z%* é um subconjunto compacto de 7

e p(7) é continua nesse conjunto, temos que ¢ (%*) é compacto em [0, 00). Nesse caso,
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¢(7) é limitada em Z*, e portanto em Z*, ou seja, o(7) < C, C' > 0, para todo 7 € S,

por argumento similar ao da demonstracao do Lema 7. Logo,

P\T —r
P = 25 < o

para todo 7 € 7. O

Através de um raciocinio semelhante ao da demonstragao anterior, podemos mostrar

também o seguinte resultado mais fraco, porém mais geral, acerca de formas modulares:

Proposigao 11. Suponha que F(7) seja uma forma modular com respeito a T' e que g
seja um dos pontos parabdlicos de T' em Z. Entao, se F(T) possui um zero de ordem

positiva em q, seque que F(1) — 0 & medida que 7 — q de dentro de %.

Demonstragdo. Diferentemente do lema anterior, neste caso, é-nos garantido que F(7)
possui um zero de ordem positiva apenas no ponto parabélico q. Neste ponto, a expansao
da forma (3.7) de F() é

F(r)=o0(7) Z aneQ”i(n+“)(A_1T)/)‘, T E I,

n+r>0
desconsiderando-se os indices. Efetuando-se calculos parecidos com os que fizemos para

©(7) no lema anterior, temos

‘F(T)‘ = |U(T)’e—zw(no+n)3m(AflT)/>\ Z an627ri("_”0)(’4717)/>\ ’

n>ng

sendo ng o inteiro tal que ng+x > 0 é a ordem do zero de F'(7) em q. Se 7 — ¢ de dentro

—27(no+r)Im(A~17T) /A — o0, Ademais, se ¢ = 00,

27 (no+r)Im(A~1r)/

de Z, a série acima converge para a,, € €
entdo o(7) = 1 e, se ¢ # 00, o(T) — 00, porém e~ A predomina em relacio

a (1), donde |F(7)| — 0, ou F(1) — 0. O

Teorema 12. Suponha que F(T) seja uma forma cispide de grau —r com respeito a I
Seja Z uma regiao fundamental padronizada seqgundo I, normalizada de modo que Ay = 1,
e portanto q; = co. Seja k = K1, A =\ e a, = a,(1), de modo que a expansio de Fourier
de F(1) em q1 assume a forma
F(r)= Y a, ™A re . (3.18)
n+r>0
Entao |a,| < C'n"'2, para todo n > 1, onde C' é uma constante positiva que nio depende

de n.
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Demonstracao. Seja z = x + 1y € 7, de modo que, para n > 1 fixo, porém arbitrario,

Z+A PEDY
/ F(€>e—2wi(n+n)C/>\dC _ / ( Z am€2m‘(m+n)C/>\> 6—27ri(n+n)(/>\dc

m—+k>0
z+A
_ / < Z am€27ri(m—n)C//\) dC
z m+r>0
zZ+A
_ Z (/ am€27ri(m—n)C/Ad<—) :

m+k>0

sendo a permutacao dos simbolos de integral e somatorio justificada pelo fato da série
acima ser simplesmente uma série de poténcias na variavel e>™</*. Agora, para m # n,
podemos calcular cada integral do somatorio acima ao longo do caminho horizontal que
une z a z+ A. Denotando ¢ = ¢(t) +i)(t), temos ¢(t) =t e P(t) =y, para x < t < x+ A,
e d¢ = do(t) +idy(t) = dt + i - 0 = dt. Logo, nesse caso,

z+A )
/ am€27rz(m—n)C/>\d< _
: T+
= a, / eQﬂi(m—n)(t-‘riy)/z\ dt

T+A 4
_ ame—Qﬂ(m—n)y//\ / 627rz(m—n)t/)\dt

T+ . T+ 2 .
_ g e rmem/n { / cos (M) df i / “on <M) dt}

e S DU 2 k) L WO 2 U Rt DL Y R
" 2m(m —n) A A '

x
7

0

Por outro lado, para m = n, considerando novamente ( =t+iy, x <t < xz+\, e d{ = dt,

vem
z+A ) T+
/ A2 = @, / d¢ = Aan,
donde
z+A )
/ F(C)€_2W2(H+H)C/)\d< _ )\an’
ou

Z4A —27mi(n+k
an =3 [T F(Qe?mitmmeAdg,
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paratodon > 1, sendo z € S arbitrario. Utilizando-se o Lema 10 e algumas propriedades

de integrais, vem

|an‘ =

1 z+A i \
3 / F(C)e_ mi(ntr)C/ d(‘
1

zZ+A
< X/z }F(C)e—%ri(n—i-ﬁ)g/)\} dC

1 et . .
_ X/ |F(C)| ‘6—27T2(n+/i)(t+2y)//\‘ dt

e2m(ntr)y/A T+
e L

627r(n+/-c)y/)\ T+
< f/’ Cy_r/2dt

o va—7“/2e27r(n—|—.l—c)y/>\7

uma vez que y é constante no caminho horizontal que une z a z+ A. Como a desigualdade

acima vale para todo z € ', podemos tomar y = Jm(z) = 1/n, donde, paran > 1,

—r/2
‘CI, ‘ <O l 627r(n+n)/n)\ < Cnr/2€27r(2n)/n)\ _ Ce47r/)\ nr/2
n| — n — N\ / )
C/
onde C’ é uma constante positiva independente de n. O

Corolario 13. Toda forma cispide de grau positivo € identicamente nula.

Demonstra¢do. Suponhamos F'(7) como no Teorema 12, com r < 0. No decorrer da
demonstracdo desse teorema, vimos que |a,| < Cy /2e**(+8v/A " para todo n > 1,
sendo y um ntmero real positivo arbitrario. Fazendo y — 0%, temos que y"/2 — 0
e eZ"(+R¥/A 1. Logo, como lim, ¢+ |a,| = |a,| (= 0), temos que |a,| = 0, ou a,, = 0,
para todo n. Portanto, lembrando-se da expressdo de F'(7), dada por (3.18), vem que

F(7) é identicamente nula. O

Mais forte do que o tltimo corolério, temos o seguinte teorema, bastante conhecido

dentro da teoria que estudamos.

Teorema 14. Se F(1) é uma forma modular inteira de grau positivo com respeito a T,

entio F(7) € identicamente nula.
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Demonstra¢ao. Afirmamos, primeiramente, que sempre existe uma regiao fundamental

padronizada &%’ segundo I' tal que oo nao &€ um ponto parabdlico de I' em %#’. Para

1 0
constata-lo, observe que sempre existe um inteiro positivo n tal que W" = ( . ) erl,
n

10

11
uma familia infinita de elementos distintos médulo I', contradizendo o fato de I' ser de

indice finito em I'(1).

sendo W = ( ) € I'(1). De fato, caso contrario, W, W2 W3 ... constituiriam

Suponhamos, entdo, que Z = | J!_, A;{Z(I'(1))} seja uma regiao fundamental padroni-
j=1""J

zada arbitraria segundo I'. Efetuando-se a substituicao

Bj:Aj, se A](OO>7£OO
Bj = WnAj, se A](OO) =0

)

para 1 < j < pu, como W" € T', podemos considerar uma nova decomposi¢ao I'(1) =

U’;Zl I'B; e, portanto, uma nova regiao fundamental padronizada

# = JB{Arw)).

cujos pontos parabdlicos sdo todos distintos de co. De fato, sendo ¢; = Bj(00), 1 < j < p,
os pontos paraboélicos de I' nessa nova regiao fundamental padronizada, se B; = A;, entao
q; = A;j(00) #£ o0 e, se B =W"A;, entdo q; = W"A;(00) = W"(00) = 1/n # oo.
Portanto, a expansao de Fourier de F(7) em cada ponto parabolico ¢; de ' em %’ é
F(r)=(r=q)7 Y an()e @m0 e g,
n+r; >0

Na expressdo acima, r < 0 e o somatério envolve apenas n + r; > 0 porque F(7) é
uma forma modular inteira de grau positivo. Além disso, o fato de g; ser distinto de oo
implica que 0;(7) = (7 —¢;)~". Como na prova do Lema 10, a funcdo ¢(7) = p(z +iy) =
|y"/2F(x + iy)| tem a propriedade de que (V1) = ¢(7), para todo V € I'. Pelo Lema
1, se T — ¢; de dentro de %', B; 17— oo de dentro de uma faixa vertical da forma

* ok
a; < x <bj,y>0, para z = x + iy. Denotando B]-_IT:x’+iy’, com B; = ( . ),

repetindo os calculos da prova do Lema 10, temos

v = W) = gl kel
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donde
() = [y PR = el ()| D2 an(i)emo B0,
n+r;>0

Assim, se 7 — ¢; a partir de pontos de #Z', ' = ’Jm(Bj_lT) — 00, donde (y')"/? — 0, uma
vez que 7 < 0. Logo, ¢(7) — 0. Como na demonstragdo do Lema 10, como isso ocorre
para cada ponto parabolico de I' em Z’, segue que existe C' > 0 tal que ¢(7) < C, para
todo T € J#, e, portanto, |F(7)| < Cy~"/2, 7 € A

O dltimo resultado a que chegamos independe da regiao fundamental padronizada
considerada. Assim, consideremos uma regiao fundamental padronizada % normalizada
como a do enunciado do Teorema 12, e tomemos a expansdo de Fourier de F'(7) em oo

F(r) = Z a2/ TEH.
n+r>0

Como na demonstrac¢ao daquele teorema, podemos concluir que |a,| < Cy~7/2e2m(ntr)y/x
paran > 0 e y > 0 arbitrario. Daqui em diante, a prova segue exatamente como a do
corolario anterior: fazendo y — 0T, concluimos que a, = 0 para n > 0 e, portanto, que

F(7) é identicamente nula. O

Observacao: A maior dificuldade dessa demonstragao foi chegar-se ao fato de que,
para 7 € S, |F(7)| < Cy™"/2. A partir desse ponto, seguiram-se apenas resultados
anteriores. Poderiamos, nessa demonstracao, ter utilizado o mesmo procedimento da
demonstracao do Lema 10 (um dos motivos pelos quais néo fizemos isso foi a oportunidade
de exibir a construgao da regiao fundamental padronizada %’ do teorema, cujos pontos

parabolicos sdo todos finitos). Neste caso, concluiriamos, a certa altura, que

S0(7_) _ (y/)r/Qﬁ(c)e—27r(no+n]-)y'/>\j Z an(j)e%ri(n—no)(A;lT)/)\j :

n>no

para 7 € . Utilizando-se o0 mesmo raciocinio 14 empregado, somos tentados a afirmar
que, & medida que 7 — ¢; de dentro de Z, ¢(7) — 0 e, repetindo toda a argumen-
tagdo da prova do teorema, F'(7) é identicamente nula, mesmo sendo de grau negativo
(r > 0). Entretanto, o fato de r ser negativo é condigdo sine qua non mesmo para esta
demonstragdo. De fato, como F(7) ndo é forma cispide, ndo temos a garantia de que
no + k; > 0. Sabemos apenas que ny + x; > 0, donde e~ 2m(no+R)¥' /A pode ser igual a 1,
nao convergindo para 0.

O seguinte teorema finaliza este capitulo, e serd de utilidade em situacoes futuras:
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Teorema 15. Sejam I'y e I's subgrupos de indice finito em I'(1) tais que I's < T'; < T'(1).
Suponhamos, ainda, que T'y = Ui, T2A; seja uma decomposicao de T'y em p classes
laterais distintas de I'y. Seja g(T) uma fungdo invariante com relag¢io a I's, no sentido de
que (V1) = g(7), para todo V € I's. Entdo, se F(x1,xs,...,1,) € simélrica com respeito
a seus ji pardmetros, a funcdo f(17) = F(g(Ai7),9(Aa7),...,9(A,T)) € invariante com

relagao a I'y.

Demonstragio. Se M € I'y, entdo, para cada i, A;,M € I';. Como I'1 = [J/_, '24;, vem
que A,M = M;A;, onde M; e 'y e A, € {A, Ay, ..., A,} = C. Afirmamos que, conforme
se atribuem as p possibilidades para A;, as u possibilidades de A correspondentes per-
correm todo o conjunto C'. De fato, supondo-se que A;M = M;A; e A;M = M;A}, com
A} = A}, temos

A AT = (AM)(A;M) ™1 = (MA)) (MA) ™ = MM €Ty,
donde i = j e, portanto, A; = A,. Portanto, temos que

f(MT1) = F(g(A, MT) g(AsMT), ..., g(A,MT))
g(M A\ T), g(MyAYT), . .. g(M,A,T))
g(A17), 9(A57), .. g(ALT))

g(Ar7), g(As7), .., (A7) = f(7),

Il
T

(
(
= F(
= F(
utilizando-se que g(7) é I's-invariante, que os elementos A’ percorrem o conjunto C' e que

F é simétrica. Como isso é valido para todo M € T'y, segue que f(7) é I';-invariante. [

Observagao: Se g(7) é uma funcdo modular com respeito a I's, entdo r =0e v =1
em I'y e, portanto, g(V7) = ¢(7) para cada V € I's. Logo, se F(x1,%2,...,2,) é um
polinémio simétrico, entdo, pelo teorema anterior, f(M7) = f(7), para cada M € T';.
Além disso, como f(7) = F(g(Ai7),9(As7),...,9(A,7)), dado que F' é um polinémio
simétrico, as propriedades necessarias para que f(7) seja considerada forma modular sdo

satisfeitas, donde se conclui que f(7) é uma fun¢do modular com respeito a I';.



Capitulo 4

As formas modulares 7(7) e 9(7)

4.1 A funcao n(7)

Para 7 € ¢, definimos
a(r) = 2 T (1 = e2vinr)
m=1

Um dos grandes objetivos deste capitulo é mostrar que 7(7) que, como veremos, possui
relagdo com teoria dos nimeros, é uma forma modular de grau —1/2 com respeito a
['(1). Para alcangé-lo, precisamos provar que 7(7) satisfaz as condigdes da Defini¢do 6 do
Capitulo 3, o que nao é tarefa das mais triviais. Afirmamos primeiro que 7(7) # 0, para

todo 7 = x + iy € . De fato, como e™/12 % 0, vem que que 7(7) = 0 se, e somente se,

existe um inteiro positivo m tal que 1 — €™ = (. Ora, nesse caso, ¢>""* = 2™ ou
cos(2mmaz) + isen(2rmaz) = €™ donde
cos(2mmz) = >
{ sen(2rmax) = 0
e, portanto, 2rmx = 0 ou 2rmx = —m. A primeira possibilidade implica que x = 0 e
e*™¥ = cos() = 1, ou y = 0. A segunda implica que x = —1/(2m) e €*™™¥ = cos(—m) =

—1. Ambas sao contradicoes, ora com o fato de y ser positivo, ora com o fato de que
e?™™¥ ¢ sempre maior do que 0, para qualquer y real.
A seguir, apresentamos uma definicdo bastante conhecida, cujo objeto serd a ponte

entre a fungdo 7(7) e a teoria dos nimeros:

Definigao 1. Definimos p(n) como a fun¢do que associa a cada nimero inteiro positivo

n o numero de particoes de n em partes inteiras também positivas. Aqui, as partes nao
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sdo necessariamente distintas, e sua ordem na particio ndao € relevante. Além disso,

convencionamos que p(0) = 1.

Exemplo: Temos que p(6) = 11, pois 6 pode ser particionado como 6, 5+ 1, 4 + 2,
A4+14+1,343,342+1,34+14+1+1,242+22+2+1+4+1,2+1+1+1+1¢
1+1+1+1+1+1.

Euler foi o primeiro a observar a seguinte identidade:

H(l —z") = Zp(m)xm. (4.1)

Essa identidade admite uma demonstracao combinatéria muito simples. O coeficiente de
™ em seu membro direito corresponde a p(m). Por outro lado, em seu membro esquerdo,
para n variando de 1 a m, (1 — 2")~! controla o nimero de partes iguais a n numa dada

particao de m. Por exemplo,

(1_$3)—1 :1+$3+x6+$9—|—-~-=1+$3+x3+3+$3+3+3—|—---.

s
Fica claro, portanto, que o coeficiente de 2™ no membro esquerdo de (4.1) se refere
também ao nimero de particoes de m, estabelecendo-se a identidade.

Na argumentacdo anterior, utilizamos o fato de que (1 — z")™! = 1 + 2" + 2?" +
.-+, sem nos preocuparmos com questoes de convergéncia. Com efeito, essas identidades
possuem validade estritamente assegurada apenas para |z| < 1. Entretanto, no contexto
de fungoes geradoras (em Combinatoéria, costumamos denominar o membro esquerdo de
(4.1) a fungdo geradora para o nimero de partigdes de m), interessam-nos apenas os
coeficientes dessas fungoes, uma vez que nao atribuimos valor a variavel x. Vistas desta
forma, tais séries sao chamadas séries formais. Caso haja interesse por parte do leitor
nesse aspecto, sugerimos, apud [23], a leitura do artigo [20]. Desta maneira, o que exibimos
acima ¢ uma demonstragdo formal de que (4.1) é verdadeira.

No caso que aqui nos interessa, todavia, vamos atribuir valor a variavel x, de modo

que precisamos demonstrar analiticamente a identidade em questao.
Proposicao 1. Se |z| < 1, entdo ambos os membros de (4.1) convergem e sao iguais.

Demonstragao. Se |x| < 1, entdo Y, 2™ converge absolutamente, donde o mesmo ocorre
para [[~ (1 — 2™) (consulte o Capitulo 1). Logo, este produto também converge. Ade-

mais, como 1 — 2™ # 0 para cada inteiro positivo n, vem que [[°_ (1 —a™) converge para
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uma funcio analitica sem zeros em |z| < 1. Logo, [[72,(1 —2™) ' = ([[02,(1 — = )~
também possui tal propriedade.
Agora, provaremos que y - p(m)z™ também converge quando |z| < 1. Primeira-

mente, todavia, consideremos 0 < x < 1. Sendo N um inteiro positivo, temos

N

[0 - H (Zx>

n=1

Pelo mesmo argumento que apresentamos antes desta proposi¢ao, o coeficiente de z™
(0 <m < N)em [[\, (Z;‘;O x”j> é igual a p(m) (neste caso, a maior parte que pode
ocorrer numa parti¢do de m ¢é, de fato, N), e podemos escrever

N

H(l—x Zp m)z"™ + Z ™, (4.2)

n=1 m=N-+1

onde 0 < a,, < p(m). Em suma, (4.2) é verdadeira porque seu membro esquerdo é jus-
tamente a funcdo geradora para o niimero de particoes em partes que valem, no maximo,

N. Portanto, segue, para 0 < z < 1, que

Zp(m)xmgn(l—x Hl—m :

sendo a ultima desigualdade justificada pelo fato de que, para cada n,

(I—a™)'=1+a"+2*+ - >1

m

Como p(m)x™ > 0, para cada m, temos que Z%:o p(m)z™ é uma fungdo mondtona

crescente de N, limitada por [[°7,(1—2™) !, que sabemos convergir. Logo, ZZ:O p(m)x™
é convergente, com »_~_,p(m)z™ < [[>2,(1 —2™)~'. Por outro lado, também utilizando

a relacao (4.2), temos

[T =2 <> pim)a™+ Y p(m)a™ =" p(m)a™,

para cada inteiro positivo N, donde, tomando N — oo, temos que [[77,(1 — 2™)~! <
> op(m)a™. Logo, para 0 < x < 1, [[°2,(1 —a™)"t = > _ p(m)z™, e a proposi¢ao
é valida.

Agora, suponhamos apenas que |r| < 1. Ja sabemos que, nesse caso, o0 membro es-

querdo de (4.1) converge. Além disso, Y °_ [p(m)z™| = Y *°_, p(m)|z|™, pelo raciocinio
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anterior, como 0 < |z| < 1, converge para [[’~ (1 — |z|*)~!. Dado que convergén-

m

cia absoluta implica convergéncia, segue que Y ~_,p(m)z™ converge para uma funcdo

analitica quando |z| < 1. Pelo raciocinio anterior, podemos aplicar o Teorema 1 do Capi-
tulo 1, considerando-se D = Dy = Dy = {z € C | |z|] < 1}, f(x) = [[o2,(1 — 2™)~ 1,
g(z) =30 p(m)x™ e, por exemplo, x, = 1/(k+ 1), donde f(z)) = g(xx) (isso é garan-
tido pelo que provamos para 0 < z < 1), para cada inteiro positivo k, e xy — 0 € D.

Como conclusao do teorema, temos que f(z) = g(x) em D, completando a prova. O
A relacao entre n(7) e p(m) esta contida no seguinte corolario:

Corolario 2. Para 7 € 57,

o0

[77(7—)]_1 _ Zp(m)e%ri(m—l/%)q— _ Z p(m + 1)627ri(m+23/24)7—‘
m=0

m=—1
Demonstragdo. Se T = x + iy € H, entdo [e*™7| = e7*™ < 1, pois y > 0. Logo, pela
Proposigao 1 e pela defini¢ao de n(7), vem que

0o -1

[7](7’)]_1 — 67rz'7—/12 H (1 - (62m'7')m)

m=1

e H (1 _ (627ri7'>m>_1
m=1

_ e—ﬂi7/12 Zp(m> (627ri7—)m
m=0

- Zp(m)e2”(m_l/24)T - Z p(m + 1)e2milm+23/24)7
m=0

m=—1

como queriamos demonstrar. O

Finalizamos esta se¢ao observando que 7(7), pela Proposi¢ao 1 e pela demonstragao

do corolario precedente, é regular em 7.

4.2 Varias identidades famosas

Nesta secao, apresentaremos algumas famosas identidades, dentre as quais a de Jacobi
(produto triplo) e a de Euler. A primeira delas possui varias demonstragoes, dentre as
quais selecionamos uma devida a Andrews (apud [11], consulte a referéncia [2]). Para

demonstra-la, contudo, precisaremos do
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Lema 3 (Euler). 1. Para |z| <1 e qualquer nimero complezo z,
0 0 m(m—1)/2 ,m
T z
1 "2) = .
nr:[O( +2"2) %(1_:5)(1_332)---(1—93@

2. Para x| <1le|z| <1,

[ - 00 (_1)mzm
1+a"2) ! = :
nr:[O( +a"2) ;(1_93)(1_5732)---(1—95771)
Demonstragio. 1. Definamos f(z,z) = [[—,(1 + 2"z). Notemos que Y - |z"z| =

|z] > 22 o |z|™, para z complexo e |z| < 1, converge. Logo, [[ (1 + z"z) converge
absolutamente e, portanto, converge. Deste modo, podemos considerar, para x fixo

e z arbitrario, f(x,z) => "

o _oam(x)z™, onde a,,(x), para cada m, é um polinémio

na variavel x (|z| < 1). Segue da defini¢do de f(z,z) que

o) = f[()(l+x”z)
= (1+z)f[1(1+:£”z)
~ (1+2) ﬁoa b (a)) = (14 2)f(z, 22),
donde
mijzoam(x)zm = (1+z)n§:()am(x)(zx)m

WK

oo
A ()™ 2" + Z () 2™ 2™
m=0

3
Il
()

WE

o
A ()™ 2™ + Z Uy ()™ 2™,
m=1

3
]
o

Portanto, para m > 1, igualando-se os coeficientes de 2™ de ambos os membros da

igualdade acima, vem que a,,(7) = @ (7)™ + a1 (x)2™ !, ou

) = Bt »
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Além disso, pela expressdo inicial de f(z, z), é claro que ag(z) = 1, donde, iterando-

se repetidamente a relacdo (4.3), vem que

xm—l
am(x) = m . am_l(x)
xm—l xm—2
T 1 —gm 1 —gm-l am-2(7)
xm—l xm—2 IO ( )
— . “ .. canlx
1—am 1—am 1 1—z
xm(m—l)/2

1—2)1—2a2)--- (1 —am)’

donde segue o resultado desejado. Rigorosamente, é claro, a expressao obtida para
a,,(x) deve ser provada por inducdo sobre m, mas o método iterativo que aplicamos
pode ser considerado uma simplificacao do raciocinio indutivo, que seria menos

ilustrativo.

. Neste caso, consideremos g(z,z) = [[,—,(1 + 2™z)"'. Analogamente ao item an-

terior, [ (1 + 2"z) converge, se |z|,|z| < 1, para uma funcdo analitica sem
zeros, uma vez que, para cada n, 1 + 2"z # 0 (nisto se justifica a importancia
da restrigdo |z| < 1). Logo, o mesmo ocorre com g(z,z). Desta maneira, tam-
bém aqui podemos considerar, para x fixo e z arbitrario, g(z,z) =Y ~_ by (2)2",
sendo b,,(x) um polinémio na variavel x, com by(x) = 1. Como procedemos no
item precedente, podemos concluir que g(x, zx) = (1 + 2)g(z, 2) e, portanto, que
Yo o bm(z)a ™2 =" by (2)2™ Y by () 2™, donde

_bm—l (I)

b () = M=o (4.4)

para m > 1. Logo, iterando-se repetidamente (4.4), segue que

—1
-1 -1
T l—gm 1—gm! bm-2()
—1 —1 —1
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concluindo a prova da identidade.

Agora, sim, estamos em condi¢des de enunciar e demonstrar o

Teorema 4 (Produto Triplo de Jacobi). Suponha que x e z sejam nimeros complexos

tais que |x| <1 e z # 0. Entdo

ﬁ (1 B x2n+2) (1 + x2n+lz) (1 + x2n+lz—1) _ i meZm.
n=0 m=—00

Demonstrag¢io. Como |x| < 1e 2 # 0, a identidade 1. do Lema 3, para 2% e 2z nos lugares

de x e z, respectivamente, implica que

U (1+a2?t2) = U " (22))
B > (m_l)(xz)m
B mZ:% 1—a2)(1—a4) - (1 —a?m)

o0 m2m

B 2(1_932)(1_954)---(1—93%)

m=0
_ i xm2zm H;io (1 _ x2j+2+2m)
2 [T, (1 — 227
_ H ( 2g+2 Z H (1 o x2j+2+2m) ‘ (4'5)
7=0 m=0 j=
Note agora que, se m < 0, entdao, tomando-se j = —m —1 > 0, segue que 27 +2+2m = 0,

donde 1 — z%+2+2m — (. Deste modo, para m < 0, [12,(1— 2 T2H2m) = () de maneira

que podemos reescrever a expressao (4.5) como

° .
H ( 2]—1—2 Z xm m H :L,2]+2+2m> )

7=0 m=—00

2 _x2+2m

Aplicando-se novamente a identidade 1. do Lema 3, para z* e nos lugares de x e
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z, respectivamente, temos também

o
(1 _ x2j+2+2m)

8

(14 (22)7 (~a2t2m)
pR(E=1) (_$2+2m)k

(1—a22)(1—a%) (1 — a2)

j=0

<.
Il
o

[
hE

k=0
> (— 1)k gh?+h-+2mk
- (4.6)
; (1—a2)(1—a%)--- (1 — a2)
Substituindo-se, pois, (4.6) em (4.5), vem que
[e.e] 00 . - . i
[T+t = [[-w) 3 ey G
n=0 j=0 oo k:o (1-— x2 (1—a4)-- (1 — 22)

1 kzmku—i-m +k+2mk

( 2J+2 Z Z 1 _ .CE4) (1 _ .T2k) ’ (47)

m=—o0 k= 0

I
::]8

<.
Il
o

Pelo raciocinio empregado até aqui e pelo Lema 3, a identidade expressa em (4.7) é valida
para |z| < 1 e z arbitrario. Portanto, nesse caso, o somatorio duplo de seu membro direito
é convergente. Todavia, para que possamos trocar a ordem de tais somatoérios, mantendo-
se os mesmos intervalos dos indices, devemos encontrar a condi¢ao necessaria para que
a série por eles definida convirja absolutamente. Agora, notemos que, se |z| < |z| < 1,
entao
(_1)kzmxk2+m2+k+2mk ‘Z|m |x‘k2+m2+k+2mkz
(1 —22)(1 —at)--- (1 — x2k) - (I—22)(1 —a%) - (1 —a?)

2 2
< ‘Z|m+k +m*+k+2mk < 17

de tal maneira que, nesse caso, o somatério duplo acima é absolutamente convergente.
Assim, para |z| < |z| < 1, podemos trocar a ordem de seus membros:

k mk24+m2+k+2mk

Z Z 1—x2 1_x4),,,(1_x2k>:

m=—o00 k= O

- (=1)*a* (metk)?
Z(l—xz)a—x) (1— 2%) Z‘T

s (=1)* (22~ l)k - (m—+k)2 _m+k
:; (1—a?)(1—ah)-- (1—93% m;ox ’
L& (DM o
_kz:% (1—22)(1—a*)--- (1 — a?k) mZ_:OO '
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Aplicando-se este resultado a (4.7), vem

ﬁ (1 +3§'2n+12’> _ ﬁ 23-1—2 152 )k(xz 1\k Z -
. 1—3;‘2 1—$4) 1_3;2]43
n=0 =0 k:O =
_ - 22\l = (—1)F (w2 )"
= m;oox 1;[0 1 x ) ;(1—m2)(1—$4)“'(1—$2k)
= Z e [T =a2) ] (4 (@) (227)
m=—00 j=0 n=0
- Z x m H [L‘2j+2)_1 H (1 + x2n+12_1)_1 ’ (4.8)
m=—00 7=0 n=0

utilizando-se, na peniltima passagem, a identidade 2. do Lema 3, para 22 e 227! nos

lugares de z e z, respectivamente (note que, como |z| < |z|, segue que |zz7!| < 1). Assim,
resulta de (4.8) que

H (1 _ x2n+2) (1 + x2n+lz) (1 + x2n+lz—1> _ Z meZm‘
n=0 m=—00

Ambos os membros da identidade acima sdo funges analiticas para |z| < 1 e z # 0.
Ademais, sabemos que a identidade vale na regido |z| < |z| < 1, donde podemos encontrar
uma seqiiéncia infinita de pontos nela convergentes, e tais que vale a igualdade de ambos
os membros acima. Logo, pelo Teorema 1 do Capitulo 1, segue que a identidade vale para

|z| < 1e z# 0, como queriamos demonstrar. O

A seguir, apresentamos dois corolarios do Teorema 4, um devido a Euler, outro a
Jacobi. O primeiro possui uma demonstragdo bastante simples, enquanto o segundo

apresenta alguns detalhes relativamente elaborados.

Corolario 5 (Identidade de Euler). Para |z| < 1, tem-se que

ﬁ(l . an) _ i (_1>mxm(3m+1)/2'
n=1 m=—o00

3/2

Demonstracdo. Basta que se substitua, no Teorema 4, = por z%/2 e z por —z'/2, desde

que |2%/2] < 1e —x'/2 #0, ou seja, 0 < |z| < 1,

11(1 — <x3/2)2n+2) <1 + (x3/2)2n+1 (_xl/Q)) <1 + <x3/2)2n+1 (_x1/2)—1) B

> @) (=)

m=—0oQ
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donde - .
H (1 - x3n+3) (1 o x3n+2) (1 . x3n+1> _ Z (_1>mxm(3m+l)/2,
n=0 m=—00
ou o -
H (1 _ xn) _ Z (_1>mxm(3m+1)/2’
n=1 m=—o00

para 0 < || < 1. Além disso, para x = 0, seu membro esquerdo resulta 1, enquanto seu
membro direito pode ser expresso por

Z (_1)mxm(3m+1)/2:...4_1:—5_1,_’_1_1:2_’_:57_...’

m=—0oQ

donde x = 0 também implica que o seu membro direito é igual a 1. Logo, a identidade é

valida para |z| < 1, como queriamos demonstrar. O

Corolario 6 (Identidade de Jacobi). Para |z| < 1, temos que

H(l — )3 = Z(Qm + 1)gmm+1/2,
n=1 m=0

Demonstrac¢ao. Lembrando-se do método empregado na demonstracao do corolario ante-

rior, poderiamos substituir, no Teorema 4, z por x'/2 e z por —x'/2, para 0 < |z| < 1,
donde
ﬁ <1 _ (x1/2)2n+2> <1 X (x1/2>2n+1 (—131/2)) <1 4 (x1/2)2n+1 (—131/2)_1) _
n=0
> () ()

Mas isso conduziria a

H (1 — a:"“) (1 — :1:”“) (1—2") = Z (—1)mxm(m+1)/2.

n=0 m=—o00

Ocorre que, para n = 0, 1 — 2" = 0, donde o primeiro membro da igualdade acima se

reduziria a zero. Por outro lado, no membro direito, cada inteiro m contribui, para a soma,

—-m—1,.(-m—-1)(—m—1+1)/2 _

com (—1)mx™™+D/2 enquanto que —m — 1 contribui com (—1) (
—(—1)mxm(m+1)/ 2 de modo que os termos do somatério anulam-se entre si. Deste modo,
a aplicagao direta do Teorema 4, neste caso, reduz ambos os membros daquela identidade

a Zero.
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A idéia desta demonstragao, entdo, é empregar um método mais sutil. No Teorema
4, substituindo-se = por #'/2 e z por #'/2(—1 +¢), com 0 < £ < 1, tomaremos, ao final,
e — 01, de modo que o efeito produzido sera parecido com o de se realizar a substituicao

proposta inicialmente. Neste caso, contanto que |z| < 1, teremos

ﬁ (1 - (x1/2)2”+2) (1 + (22)" " (@2 (-1 + g>)) (1 + (a2)" T (@2 (-1 + 5))‘1)

n=0
oo

= 3 (@) (@ (=1 +e)"

m=—0oQ

Agora, o membro esquerdo da igualdade acima se reduz a

oo

[JO—2) Q+a2"(14¢e) (1+2"(~1+2)") =

n=0

ﬁl—m )1+ (1+2) (142" (-1+2)7)

1+ -1+ ) JJa—a) @ +a"(-1+e) (L+a"(-1+2)7")

n=1
:_1+€U (I—2™)(14+2"(-1+¢) (1+a"(-14+¢)7"),
de tal maneira que
JR— 1 «
o [[a-2m)@+a"(-14e) (1+a"(-14+¢)7") = - D amemR (g
n=1 m=—o00

- ~ 7

1e) o(e)

para z fixo tal que |x| < 1. Observemos, entdo, que f(g) é continua para ¢ # 1. Em

particular, f(¢) é continua em ¢ = 0, donde

lim g() = lm f(2) = £(0) = = [J(1 - ")

Agora, analisemos lim. g+ ¢g(¢) independentemente de f(¢). Primeiramente, consideremos
(—14+&)" =(=D)"1—e)" = (=1)"(1 —me — p), (4.9)

onde p =1— (1 —¢&)™ —me. Agora, consideremos p(z) = (1 —z)™, para 0 < z < £. Pelo

Teorema de Taylor, expresso na relagdo (1.2) do Capitulo 1, temos que

(19" = p(e) = 9(0) + L 4 & 02y = 1 —me + P g g2z

67
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sendo 0 < # <1 e, portanto, 1 — e < a < 1. Assim, para cada inteiro m, tem-se que

-1 1
‘P‘ _ |m(7n2 )‘am—2€2 < 5 (‘m| + 1)2 62-

Portanto, utilizando-se (4.9), vem que

oe) = = D0 A1~ me — p)

m=—0Q

_ 1 S (—Aymamm /2 L3 ()2 4 R
9

m=—o0 m=—oc

onde R=1%"  (—1)mHpzm(m+D/2  Logo,

1 0o
Rl = |= -1 m+1 , m(m+1)/2
Bo= 1Y ()

m=—0oQ

23 fplfarnr
S

m=—00

IN

< g 3" (] + 1) a2 = Ke,

m=—0Q

sendo K independente de € e, portanto, lim._,q+ R = 0. Além disso, j4 argumentamos, no

inicio desta demonstracdo, que > o (—1)"z™(™+1/2 =, donde

li _ -1 m+1 m(m+1)/2'
lim g(e) m;m( )" ma

Finalmente, cada m > 0 contribui com (—1)™+'ma™™+1/2 no somatério acima, enquanto
a contribuicao de —m — 1 é igual a

(_1)—m—1+1(_m . 1)x(—m—l)(—m—1+1)/2 _ (_1)m+1(m + 1>‘,Em(m-i-1)/27

m(m+1)/2

de tal maneira que o coeficiente de z é (—1)™*1(2m + 1), e podemos escrever

li — —1)™(2 1 m(m+1)/2
lim g(e) mz::O( )" (2m + 1)z ,

0 que termina a prova. O
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4.3 Foérmulas de transformagao para 7(7)

Nesta se¢@o, provaremos que 7(7) é uma forma cuspide de grau —1/2 com respeito a
['(1). Essa prova, como dissemos no inicio deste capitulo, ndo é simples, e ainda temos

um resultado que provar antes de exibirmo-la.

Teorema 7. Para 7 € 77, temos

1(-3) = (i),

T

onde as raizes sdo calculadas de acordo com a convengio expressa na relagdo (3.2) do

Capitulo 3, qual seja, —m < arg(z) < 7, para z € C.

Demonstracao. Por definicao,

_ 7m7'/12 H 27mm7' 7 re .

Se 7 =z + iy € ), entdo [e*™7| = ¢ < ¢ = 1, donde podemos aplicar o Corolario 5

para x = e¢*™" obtendo

77 _ 7r7,7'/12 E 27rz7' n(3n+1)/ _ 7m7'/12 E n 7m7'n(3n+1)

n=—oo n=—oo

. . 2 . . .
Agora, observe que e™Bn D) — 3TiTnTomitn o como n percorre todos os valores inteiros
(positivos e negativos), segue que, no somatorio acima, podemos considerar 3n — 1 no

lugar de 3n + 1, ou seja,

77 _ 7m7'/12 Z n 7m7'n(3n 1)’

n=—oo

de modo que, a cada n no somatorio original, corresponde —n neste tltimo somatorio, e
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vice-versa. Desenvolvendo-se tal expressao, temos

77(7—) _ 7m7'/12 Z " 37rz7'n —mitn
n=—00
0o
_ 67ri7'/12 Z e37ri7'n2—7ri7'n(1—1/7')

n=—oo

_ 67m'7'/12 Z e37ri7'[n2—(n/3)(1—1/‘r)]

n=—oo
o0

n=—oo
o0

_ 67ri7'/12 Z 637ri7'[n—(1/6)(1—1/7)]26—(7riT/12)(1—1/T)2

n=—oo
o0

_ 67TiT/126—(7riT/12)(1—1/T)2 Z 637ri7[n—(1/6)(1—1/7)]2

n=—oo
(e}

— (mit/12)(2/7—1/7?) Z e3miTin—(1/6)(1-1/7)]?

n=—oo

6—7ri/127'€7ri/6 Z 637ri7'[n—(1/6)(1—1/7)]2.

n=—oo

Agora, vamos aplicar o Teorema 9 do Capitulo 1, para t = —3iT e z =

(note que Re(t) = 3y > 0), donde

—mi/127 mi/6 _ ~

n(r) = e ‘ \/—327 Z B

_ —mi/127 mi/6 —7rin2/37——7rin(1—1/7)/3
e n_zoo
Denotando-se
gk(T) = Z e—ﬂi(3ﬂ+k)2/37’—7’l’i(3y,+k)(]__1/7)/3’

pU=—00
para k =0, 1,2, segue, em (4.10), que

oo

Z o—min?/3r—min(1-1/7)/3 _ 9o(7) + g1(7) + ga(7).

n=—oo

_ 67ri7'/12 Z e37rz'7'[n2—(n/3)(1—1/7’)+(1/6)2(1—1/7')2—(1/6)2(1—1/7')2}

n?/(=3iT)+2min[—(1/6)(1—1/7)]

—(1/6)(1 = 1/7)

(4.10)
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Assim, temos

(e}

90(7') _ Z 6—m’(3p)2/3T—m(3y)(1—1/7)/3
H=—00
_ Z 6—7ri(3u2)/7—7riu+7riu/‘r
p=—00
= Z (e_ﬂ-i)'u e(_ﬂ-i/T)(?)l"’Q _/'L)
p=—00
= Z (—1)ke (TG =p).
H=—00
91(7') _ Z 6—m‘(3u+1)2/3T—m(3u+1)(1—1/7)/3
pH=—00
— Z 6—37ri,u2/T—27ri,u,/7'—7ri/3’r—7r7,',u+7ri,u/7’—7ri/3+7ri/37’
pH=—00
—m/3 Z —m —2m,u)1/7' (—mi/T)(3u%+p)
p=—00
—7rz/3 Z ,u —7rz/7- (Bu?—p) _ —7ri/3go(7_);
p=—00
-7 2/3r—mi -1/
Gor) = 3 ermOn om0/
p=—00

_ E e—37riu2/T—4m’u/‘r—47ri/31'—ﬁiu+7riu/7—27ri/3+27ri/3‘r

p=—00

o 2mi/3 —m o2 1/37  _3mip?/r—3mip/T
) e

p=—00
—2m/3 Z —(3mi/T)p (,u—&—l)'
p=—00

Nesta ultima expressao, se u > 0, entao ha uma contribui¢ao, para o somatoério, de

—1)te=Bmi/NuptD) - Por outro lado, —pt — 1 < 0 contribui com
U

(_1)—u—l6—(37ri/7)(—#—1)(—u—1+1) = —(— 1)u6—(3wi/7)#(u+1)

Y
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donde o somatoério em questdo se anula. Logo, ¢g2(7) = 0 e, portanto, subtitindo-se os
valores encontrados em (4.10), vem que
. ) 1 )
_ —7i/127 7i/6 —7i/3
T) = e e —= T)te T
77( ) \/m (90( ) 90( ))

—mi/127 \/%O(T_)ZT (em'/6 + e—m'/6)

= €

) 1 > . 2
—mi/127 E (_1>M —(mi/T)(3p"—p)
e e
\ —iT

p=—00
1 (— = i(— (Bu+1)/2

_ mi(—=1/7)/12 wo(2mi(—1/7)\H\oHK

e —— _1 e )
Lo 3 ()

utilizando-se, na tultima passagem, argumento similar ao do inicio da demonstracao.
Agora, como |2 (—1/7)| = e~2m/(@*+y*) < 0 = 1, podemos aplicar, novamente, o Corola-
rio 5 para x = >™(=1/7) obtendo

1 " 1

77(7) _ ﬁem(—l/ﬂ/m H <1 . (em(—l/r))”) — —irn(_l/ﬂ’

n=1
donde segue que

o(-2) = v

Resta-nos provar que (—it)Y/? = (—i)/27/2, E claro que, em médulo, esta igualdade &
valida. Ademais, arg(—i) = —7/2 e, como 7 € 7, 0 < arg(7) < me —7/2 < arg(—iT) <

7/2. Logo, observando que
arg(—it) = arg(—1) + arg(7) + 2nm,
para n inteiro, segue que
2|n|r = |arg(—it) — arg(—i) — arg(7)| < 2,
donde n = 0 e, portanto,
(1/2) arg(—it) = (1/2) arg(—i) + (1/2) arg(7),

ou

arg(—iT)l/2 = arg(—i)l/271/2,

concluindo a prova. O



4.3 Formulas de transformacao para 7(7) 91

Finalmente, o principal teorema:

Teorema 8. 1n(7) é uma forma modular de grau —1/2 em I'(1). Particularmente, n(T)
¢ uma forma cispide de grau —1/2 em I'(1). Além disso, denotando-se v, o sistema

multiplicador dessa forma, temos que v,(S) = e™/12 e v, (T) = (—i)/? = e™/4,

Demonstragdo. Ja sabemos que 7n(7) é regular em 7 (e portanto meromorfa em 7).

Considerando-se % = Z(I'(1)) na Definicdo 6 do Capitulo 3, temos que provar:

1.
n(MT) = v,(M)(cT + d)l/Qn(T), (4.11)

* %
c d
No Teorema 7, provamos que 7(T7) = n(—1/7) = (=i)/27/2y(7), donde (4.11) &
valida para M =T, com v,(T) = (—i)¥/? = e~™/*. Ademais

para todo M = ( ) eI'(1), onde |v,(M)| = 1;

n(St) = n(r+1)
_ 67m'(7'—§—1)/12 H (1 _ 627rim(7'+1))
m=1

67ri/12€7ri7'/12 H (1 . 627rim7') _ e7r7l/12,r](7_)7

m=1

donde (4.11) também ¢é vélida para M = S, sendo v, (S) = e™/'2,

Agora, notemos que cada elemento M € T'(1), visto como matriz, pode ser escrito
na forma

M = T¥' ST ST - .. TS =1 TS5 =,

onde ¢ = 0,1,2,3, &5 = 0,1 e «; € inteiro. Isto é verdade, essencialmente, pelo
Corolario 4 do Capitulo 2, que afirma que I'(1) é gerado por S e 7. Ademais,
sabemos que 7% = —[ e T° = —T (como matrizes), de modo que permitimos &;
variar de 0 a 3 a fim de incluir os casos M = —I e M = —T'. Definamos, pois, o
comprimento de M pela soma e +¢e9+ ||+ - -+ |a,| +n—1, ou seja, pela soma dos
modulos dos expoentes que aparecem nas matrizes S e T" da decomposicao de M.
Agora, observe que T2 = (ST)? = —I, embora os comprimentos de 7% e de (ST)?

sejam, respectivamente, 2 e 6. Assim, dada uma matriz M € I'(1), sua decomposigao
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em termos S e T e seu comprimento nao sao unicos. Esse fato, todavia, nao sera

empecilho a nossa demonstragao, que se dara por inducao sobre o comprimento de
M.

Se o comprimento de M for igual a 0, entdo M = I, donde n(I7) = n(7), donde
(4.11) é satisfeita, com v, () = 1.

Suponha agora que (4.11) seja satisfeita para cada M € T'(1) tal que seu compri-
mento seja k — 1, k > 1. Suponhamos, entdo, que M’ € T'(1) é expresso como uma
palavra de comprimento k. Nesse caso, temos M’ = MS, M’ = MT ou M’ = MS™!,

*
sendo o comprimento de M = ( ) igual a £ — 1. No primeiro caso, temos

c

n(M'r) = n(M(S7))
= v, (M)(cST +d)"*n(ST)
= v,(M)(cr + ¢+ d) 0, (S)n(7)
= v, (M)e™ (e + ¢+ d) (7).

x % 11 * * .
Como M' = MS = = , vem que M’ satisfaz a
c d 0 1 c c+d

relagio (4.11), com v, (M') = v,(M)e™/*2. E importante observar que, apesar de M’
possuir varias representacoes, o valor v, ()’) é independente de tais representagoes,
pelo fato de que v, (M) = n(M'7)(cT+c+d) "2 /n(7), sendo 0 membro direito desta
igualdade univocamente determinado. De fato, o carater funcional de um sistema
multiplicador nao pode ser contrariado, comentirio este que também é relevante

para as duas outras possibilidades de M.

* K 0 —1 x %
Suponhamos, agora, M' = MT = = . Nesse
c d 1 0 d —c

caso,

n(M'7) = n(M(TT))

o
~
3
_l’_

)

—
~
)

3

—
~

2

)
)
V2 in(1)2 i/4_1/2
M)771/2 e2min(1/2) g—mi/4 1/ n(T)
)
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sendo n um inteiro dependente apenas de c e d (acerca disso, e também para entender
a penultima passagem acima, reveja comentirio situado a pagina 38, acerca de
poténcias de quocientes de niimeros complexos). Portanto, (4.11) também vale para
M' = MT, com v,(M") = v,(M)e™me /4,

1 -1
Finalmente, se M’ = MS~! = . (7 , entao
c d 0 1 c d—c

n(M't) = n(M(S™'7))
= vy (M)(cS™'r +d)*p(S7'r)
— (M) (er +d— )2em0n2 T (1 — gzvintr)

m=1

= voy(M)e ™ (et +d — o) n(r),

realizando célculos similares aos do inicio da demonstracao. Deste modo, também

M' = M S~ satisfaz (4.11) e, por indugao, o resultado segue para cada M € T'(1).

2. n(7) possui uma expansio de Fourier em cada ponto parabdlico de T'(1) em Z;
O tnico ponto parabolico de I'(1) em Z é co. Aplicando-se o Corolario 5 a defini¢ao

de n(7), para x = > temos que

7](7_) _ e7riT/12 H (1 i (627ri7—)m)
m=1
7r7,7'/12 Z 27rz7' n(3n+1)/2
_ i (_1)n€27ri[n(3n+1)/2+1/24]7‘ (412)

Como o ponto parabolico é ¢ = oo, temos, relativos a tal ponto, o(7) =1, A = I,
A =1lekx =1/24, de modo que a expansio acima coincide, a menos de uma mudanga
de indices no somatorio, com a de 1(7) em ¢ = oo, de acordo com a relagao (3.7)
do Capitulo 3.

3. n(r) € meromorfa em cada ponto parabdlico de I'(1) em Z.
Ja vimos, no item anterior, que a expansdo de Fourier de 7(7) no dnico ponto
parabolico de T'(1) em Z é dada por (4.12). Note entao, que, para cada inteiro n,
n(3n+1)/2+1/24 > 0, donde n(7) é meromorfa em cada ponto parabolico de I'(1)
em %.
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Pelo trés itens acima, temos que 7(7) é uma forma modular de grau —1/2 com relagdo
a I'(1). Mais do que isso, nossas observagdes anteriores nos permitem afirmar que n(7) é

uma forma cuspide. O

4.4 A fungao V(1)

Apresentaremos, nesta secao, outra forma modular muito importante para a teoria dos
nimeros, a saber, (7). Para nossa sorte, o fato de ja sabermos que 7(7) é uma forma
cuspide (segdo anterior) podera ser aproveitado na demonstragdo de que (1) também é
forma modular, principalmente em virtude do Teorema 10, que estabelecera uma relagao
entre ambas as formas modulares.

Para 7 € 77, definimos a fun¢do em questao por:

[o¢] [o¢]
-2 22
19(7_) _ Z T T — 1 4 2267”” T
n=-—00 n=1
Se 7 = +iy € H, entdo |e""°T| = e ™ < 0 = 1, donde o dltimo dos somatorios que

aparecem na defini¢do de J(7) é convergente para uma fun¢do analitica em .7#°. Logo,
Y(7) é regular em J7.
A importancia de ¥(7), para a teoria dos niimeros, reside no fato de que, se s for um

inteiro nao negativo,

W) = ( > ) ( 2 ) < 2 ) -

n=—oo n=—0oo n=—oo

~~
S vezes

TimT

Na expansao acima, é evidente que o coeficiente de e corresponde ao numero de
maneiras de se representar o inteiro nao negativo m como soma de exatamente s quadra-
dos, sendo estes nao necessariamente distintos e importando sua ordem em cada soma.

Assim, denotando-se tal valor por r¢(m), temos
D)) =14 ry(m)e™™. (4.13)
m=1

Como exemplo, temos 73(9) = 30, pois 9 = (£3)? + 0%+ 0% = 02 + (£3)2 + 02 = 0> + 0% +
(£3)% = (£1)2 + (£2)% + (£2)? = (£2)2 + (£1)2 + (£2)? = (£2)? + (£2)2 + (£1)%. Com
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esta defini¢do de r5(m), (4.13) segue imediatamente do fato, ja4 comentado acima, de ¥(7)
convergir absolutamente.

A prova de que (1) # 0 em S foi relativamente simples, nao tendo havido nenhum
teorema especial para ela. Em contrapartida, pelo fato da definicdo de ¥(7) expresséa-la

num somatoério infinito, essa nova funcao exigird um resultado nao trivial, a saber, o

Teorema 9. Para 7 € 57, tem-se que
H 27rm7' 1 + e(2n—1)7ri‘r)2 ) (414)

Além disso, é conseqiiéncia de (4.14) que V(1) # 0 para cada T € H.

Demonstragao. Observe que, se 7 € J#, |e™"| < 1. Portanto, podemos aplicar o Teorema
4 na defini¢io de (1), para x = €™ e z = 1 # 0, obtendo

(e}

o) = 3 ()"

n=—oo
[e.e]

- H <1 - (GMT>2”+2> (1 + (e””)%“) (1 + (e””)%“)

27rzn7' 1 +€(2n—1)7ri7)2,

I
||E8

que é o resultado desejado.
Agora, sabemos que |e™™7| < 1, donde 1 — ™™™ =£ (), para cada 7 € J e cada inteiro

positivo m, de modo que (4.14) nos garante que ¥(7) # 0, para cada 7 € JZ. a
O teorema seguinte estabelece a desejada relagdo entre n(7) e 9J(7):

Teorema 10. Se 7 € J, entdo
r41112
19(7_): [77( 2 ” )
n(t+1)

Demonstragdao. Se T € A, entao é claro que (7 + 1)/2 e 7+ 1 também pertencem a J7.

Logo, por definicgao,

2
r+1\]? ri[(741)/2] /12 - omim|(r+1) /2]
n 5 = e | | (1 —e )

m=1

00

— o (t+1)/12 H _ Tim T-‘r].))

- )
m=1
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e
7](7_ + 1) _ ewi(T+1)/12 H (1 . e27rz'm(7-+1)) ,
m=1
de tal maneira que
(5] oy (1= emme)?
n(r+1) T, (1—e2mmD)

szl (1 _ eQﬂim(T+1))2 (1 o e(2m—l)m’(7-+1))2
Hoo (1 _ e27rim(7'+1))

m=1

_ H (1 _ eQm'mT) (1 + e(2m—l)m"r>2 _ 19(’7’),

m=1

pelo Teorema 9. O

Deste modo, a partir de propriedades conhecidas para 7n(7), podemos deduzir pro-

priedades anélogas para ¥(7), dentre as quais a tese do seguinte teorema:

Teorema 11. A func¢do ¥(r) é uma forma modular inteira de grau —1/2 com respeito
a Ty = (S%T) < T(1) (este subgrupo de T'(1) jd nos foi apresentado no Capitulo 2).
Ademais, se denotarmos o sistema multiplicador dessa forma por vy, temos que vy(S?) = 1
e vy(T) = (i)7Y/2 = e7™/4,

Demonstragdo. Ja discutimos anteriormente o fato de que J(7) é regular em 7. De
acordo com a definigdo de forma modular (Capitulo 3), basta que provemos a asser¢ao do
enunciado para uma particular regiao fundamental padronizada segundo I'y. No Corolario

15 do Capitulo 2, vimos que
Z =2 (1) USs HZ((1)}uSs ' T{#(I (1)}

é uma regido fundamental padronizada segundo ['y. Assim, de acordo com a defini¢dao de

forma modular, temos de satisfazer as condi¢oes enumeradas de 1. a 3. que seguem:

1.

I(MT) = vg(M)(er + d)Y*9(7), (4.15)

*
para todo M = (
c

:; > € Iy, onde |vg(M)| = 1;
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: a b -
Seja M = ( ) € I'y. Entao
c d

Mr4+1 T+l
2 B 2
_ (a+o)T+b+d
N 2cT + 2d

20@+c) () +b+d—(a+c)

onde

uma vez que

(a+c)(d—c)— <b;c+dga) (2¢) ad —ac+cd—c* — (b—c+d—a)c

= ad—ac+cd—c*—be+ —cd+ ac
= ad—bc=1.

Cabe aqui uma explicacao acerca do fato de 6;20 + % também ser inteiro. Como
M €Ty, o Corolario 5 do Capitulo 2 nos garante que a = d (mod 2) e b = ¢ (mod
2), de tal maneira que d — a e b — ¢ sdo pares, garantindo-se que ¢ e ¢ sejam

inteiros. Da mesma forma,

MT+1:aT+b+1: (a+c)T+ (b+d) My
cT+d et +d
onde
b-+d
M2:<a+c + )EF(l),
c d
dado que

(a+c)d— (b+d)c=ad+ cd —bc—cd = ad — bc = 1.

Agora, se T € S, entdo Mt € S, pela relagao (2.2) do Capitulo 2. Portanto, o

Teorema 10 implica que

s ()
DMy = LR = R (4.16)
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Por outro lado, o Teorema 8 nos comunica

o (139) = i o0 (25 ) ()

— o (My)(er + )2 (T ; 1)

N(Mar) = vy(M)(er +d)' (1)
= vy(M)(er + d)2[v,(S)] "' (ST)
= vy (My)e ™ 2(cr + d) (T +1).

(
(

Substituindo-se em (4.16) as expressoes encontradas, temos

[UW(Ml)(CT + (1{)1/277 (%1)}2

WM ,
(Mr) Uy (Ms)e™™/2(cr + d)/?n(T + 1)

_ 2 —1_ri/12 1l (TTHHQ
= [vg(M1)]*[vy(My)] €™/ 2 (e + d)V P

= wy(M)(cT 4 d)*9(7),
utilizando-se novamente o Teorema 10, e considerando-se

vo(M) = [vy(My)]* vy (Mz)] '™/, (4.17)
tal que |vy(M)| = 1. Isto termina a prova deste item, mas antes de passar ao
préximo, encontremos as expressoes para vy(S?) e vy(T).
Pela definigao de (1), temos

US*) = d(r+2) =142 T =142y e =i(r).
n=1

n=1

1 2
01 ), e ja sabemos que vale (4.15), segue que vy(S?) = 1 (lem-

brando também que ¥(7) # 0, para cada 7 € ). Ademais,

Como S? = (

HNT7) = vg(T)T29(7),
donde, tomando-se 7 =i € ¢, vem
(i) = vg(T)(0)/*9(0),

ou seja, vg(T) = (i)"Y2 = e/ (J(i) # 0, pelo Teorema 9).
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2. Y(7) possui uma expansdo de Fourier em cada ponto parabdlico de I'y em Z;
Os pontos parabdlicos de I'y em %, como vimos no Capitulo 3, sdo apenas dois: —1
(S7'T(0) = —1) e 0o (I(00) = S7!(0) = o0). Tratemos separadamente dos dois

Casos:

(a) ¢=-1;
Vimos, no exemplo seguinte a Defini¢cao 3 do Capitulo 3, que A = 1. Ademais,

1 _01 ), o(t)=(t+1)"% e

temos A = S7IT = < .

2 1 . .
vg((STMT)SA(STIT) ™) = vy ( ., ) _ emilt = 2mif8)

utilizando-se a férmula explicita para vy, que se encontra demonstrada no
proximo capitulo. Neste ponto, revela-se de fundamental importancia o fato de
que aquela demonstracdo ndo leva em conta o fato de ¥(7) ser forma modular.
Como veremos, a obtencao de uma férmula explicita para vy utiliza somente o
item anterior e, particularmente, a relacdo de consisténcia exprimida em (3.3),
no Capitulo 3. Deste modo, vem que x = 1/8. Por outro lado, pelo Teorema

10, como AT € 7, vem

1(F)] e
Ty Ry

-7 -1

19(147):19( ):19(—1—1/7): [

-
Agora, aplicando-se o Teorema 7, temos

1

0357 ) = (-ien) aten)
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donde
[(—i)/2(2r)/%n(27)]*

(7 )
2(_2‘)1/27_1/2 [/’7(27—)]2
n(7)
mT/G Hm 1 4mm7’ ]
emiT/12 H (]_ _ 627rzm7—)

V(AT) =

_ 2( )1/2 1/2[ i

(e}

— 2( 1/2 1/2 7”7'/4 H 4mm7’ 2 H 27mm7' -1

m=1

= 2( 1/2 F1/2 pmiT/4 Z Ay 64mm7’zp p2min'T

— 2(_2~)1/27_1/26m7/4 Z b, 2T

n=0

_ 1/2 22 l/2b 27| n+(1/8)]

2miT

para cada 7 € , utilizando-se também a Proposicdo 1, para z = e

0 1
Finalmente, tomando-se, na expressao anterior, A~ = ) . )T =

—1/(7 + 1) em lugar de 7, temos

1 1/2 oo ' -
19(7') = < ) Z2(_i)1/2bn62m[n+(1/8)]A Lr

T+ 1 ~

_ (_1)1/2 627rzk(l/2 22 l/2b 27miln+(1/8)]A~ 7

(1 +1)1/2 -
_ (T+1>—1/22 mik —7rz/22( )1/2b 62m[n+(1/8)]A Lr ’
n=0 ~

an
sendo k algum inteiro. Deste modo, a expressao acima coincide com a expansao

de J(7) em ¢ = —1, de acordo com a relacdo (3.7) do Capitulo 3.

(b) ¢ =00
Neste caso, A =2, o(7) =1, A=1 (ou S7!) e k = 0 e, por definicao,

T)=1+42 i emin’T,
n=1

que &, como podemos ver, a expansdo de Fourier de J(7) em ¢ = o0
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Logo, também este item esti provado.

3. ¥(r) € meromorfa em cada ponto parabilico de T'y em Z.
No item anterior, encontramos as expansoes de Fourier de ¥(7) nos pontos paraboli-
cos de I'y em Z. Nelas, vimos que os indices dos somatérios percorrem apenas

valores nao negativos, de modo que segue o resultado.

Em particular pelo comentario do tltimo item acima, segue que ¥(7) é regular em cada
ponto parabdlico de I'y em Z#. Portanto J(7) é uma forma modular inteira de grau —1/2
com respeito a I'y. Observe que J(7) ndo é cuspide, uma vez que nao ha um zero de

ordem positiva no ponto parabdlico oco. O






Capitulo 5
Os sistemas multiplicadores v, e vy

Este capitulo se dedica & obtencdo de formulas exatas para v,(M;) e vy(M,), sendo
M; € T'(1) e My € T'y, ou seja, formulas explicitas para tais fungoes, em termos dos
coeficientes das matrizes em que se aplicam. Embora conceitualmente elementares, as
demonstragoes que faremos acerca dessas férmulas apresentam bastante complexidade
computacional, justificando-se a dedicacdo de um capitulo inteiro a elas. As férmulas
explicitas para os sistemas multiplicadores em questao sao importantes para as aplicagoes
da teoria de formas modulares & teoria dos nimeros. Em particular, ainda que nao seja
objeto deste texto, sdo importantes a4 obtengao de resultados concernentes a p(n) e r4(n)
a partir de n(7) e ¥(7). A primeira formula exata para v, foi obtida por Rademacher, em
termos de somas de Dedekind. A que apresentaremos aqui, todavia, € uma versao mais
recente, devida a Petersson (apud [11], consulte Abhandl. Deut. Akad. Wiss. Berlin, 2
(1954), 59 pp.).

Ambas as féormulas sdo obviamente idénticas, diferindo apenas na forma em que se
apresentam. A féormula em termos de somas de Dedekind seria mais construtiva, dando-
nos informacoes relativas as idéias que a ela conduziram, e, calculando-se as somas de
Dedekind em termos do simbolo de Jacobi, obteriamos a versao que serd aqui apresen-
tada. Entretanto, para desenvolver a demonstracao de Rademacher, seria necesséario o
desenvolvimento prévio de mais teoria, estendendo muito a demonstragao. Deste modo,
optamos, por brevidade, pela apresentacao direta da formula devida a Petersson, proce-
dendo sua prova por indugio sobre o tamanho das matrizes em questao (idéia anéloga a
que foi aplicada no Teorema 8 do Capitulo 4). Uma vez obtida a formula para v, a de

vy serd conseqiiéncia imediata da férmula (4.17) do Capitulo 4. A titulo de curiosidade,

103
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o leitor podera notar, nas demonstracoes que faremos, que nao serao utilizadas todas
as propriedades que tornam 7(7) e ¥(7) formas modulares. De fato, como ja dissemos
na demonstragdo do Teorema 11 do capitulo anterior, s6 utilizaremos a relac¢do (3.1) do
Capitulo 3.

Finalmente, se necessario, indicamos ao leitor a revisao das propriedades dos simbolos

de Jacobi e Legendre, resumida no Capitulo 1, na parte que trata de teoria dos niimeros.

5.1 Formula explicita para v,

Esta se¢do se resume a um teorema e sua demonstragio (quanto a notagdo aqui empregada,

consulte a Secdo 1.4 do Capitulo 1):

Teorema 1. O sistema multiplicador v, da forma modular 1n(7) é dado pela seguinte

formula:
v, (M) = (4)" exp {fal(a+ d)e = bd(c* = 1) = 3]}, se ¢ é impar,
! (), exp {Z[(a+ d)c —bd(c* —1) +3d — 3 —3cd]}, se c € par,

b
para cada M = ( ¢ > e I'(1).
c d

Demonstracao. Na demonstracao do Teorema 8 do Capitulo 4, definimos o comprimento
de um elemento de I'(1), quando escrito como produto finito dos elementos geradores S e
T, e provamos o desejado por inducao sobre esse comprimento. Para esta demonstracao,
o procedimento adotado sera analogo, de modo que provaremos a férmula para v, (M) por
inducao sobre o comprimento de M. Para tanto, a tinica relagao de que nos utilizaremos

¢ a dada por (3.3), no Capitulo 3, a saber,

g (Ms)(csT + dg)"/? = 0y (My) v, (Ma) (es Mo + di) 2 (cor + do)V/?, (5.1)

k * * *
para o caso particular v = v,, onde M; = ( ), My = ( ) e M; =

C1 d1 Co d2
MM — * *
1412 — e d3 .

O tnico elemento de I'(1) que possui comprimento zero é a matriz I, e sabemos que

v, (I) = 1. Por outro lado, a férmula proposta nos diz que

(1) = G)*exp {%(3 - 3)} _1,
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donde a mesma é valida para palavras de comprimento zero. Agora, suponhamos que
a formula dada seja valida para toda palavra de I'(1) cujo comprimento é n — 1, sendo
n > 1, e suponhamos que M’ € T'(1) e pode ser expressa como palavra de comprimento
n. Neste caso, como no Teorema 8, M’ = MS, ou M’ = MT, ou M’ = MS~!, onde

c d
proposta vale para cada uma dessas trés possibilidades de M’:

LM = MS — a b 11 _ a a+b ;
c d 01 c c+d

(a) ¢ é impar;

a b
M = ( ) € I'(1) possui comprimento n — 1. Resta-nos, pois, provar que a formula

Neste caso, a relagdo (5.1) resulta
V(M) (eT + ¢+ d)? = v, (M)v, (S)(cST 4+ d)* = vy (M)v,(S)(cT 4 ¢+ d)'/?,
ou

op(M') = vy(M)vy(S5)

- (%) Cexp {”—i[(a +d)e—bd(c?— 1) — 34} emi/ 12

1
_ (%Z)*exp{%[(a+d)c— bd(c® — 1) — 3¢ + 1]},

utilizando-se a hipotese de indugao e o Teorema 8. Por outro lado, a formula

proposta para v,(M’) nos fornece

c 12

_ (g)*exp{%[(a—l—d)c—bd(cz _ —3c+E]},

v (M) = (C+d)*exp {ﬂ[(a te+de—(a+b)(c+d)(E—1)— 30]}

onde F = ¢? — (ac + bc + ad)(c* — 1), e utilizando-se que

() - (5) - () - ()

pois |c| é impar positivo tal que ¢+ d = d (mod |c|) e (d,|c|]) = 1 (¢ # 0).
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Agora, como ad — bc = 1, temos

E = & —(ac+bc+ad)(c* —1)

= & —(ac+2bc+1)(c* —1)

= —c*(ac + 2bc) + ac + 2bc + 1

= cla+2b)(1—c*)+1

= (1—-c¢)e(1+c)(a+2b) + 1.
Se ¢ = £1, entao £ = 1. Caso contrario, 1 —c¢, ¢ e 1+ ¢ definem uma seqiiéncia
de trés nimeros consecutivos, dentre os quais um é miltiplo de 3. Ademais,
entre 1 —c e 1+ ¢, temos dois niimeros pares tais que um é miltiplo de 4. Logo,

8] (1—¢)(1+c¢)e3 ]| (1—c)c(l+c), donde 24 | (1 —c)c(1+ ¢)(a + 2b), ou
E =1 (mod 24). Logo,

v (M') = <g)*exp {%[(a Fd)e—bd(c2—1)— 3c+ 1]} |

coincidindo com a expressao anterior.

c € par.

Neste caso, analogamente ao anterior, temos

up(M') = vy (M)vy(S5)

= (g).ow {%Ka +d)e = bd(c* = 1) +3d -3 - 3cd]} e/
= (g)* exp {%[(a +d)c —bd(c* — 1) +3d — 2 — 3cd]} . (5.2)

utilizando-se a hipotese de inducao, agora para c par. Por outro lado, a formula

proposta para v,(M’) nos fornece

v (M') = (HLd) exp{g[(a+c+d)c—(a+b)(c+d)<cz—1>
+3(c+d) —3—3c(c+d)]}. (5.3)

Como c é par e ad — bc = 1, temos que d é impar, donde ¢+ d também é impar.
Se ¢ =0, entdo a = d = %1, e (5.2) se reduz a

(M) = (%)*exp {%[bd+ 34 — 2]} ,
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enquanto (5.3) resulta
0 T
/ _ - - _
vy (M) = < 1)*exp{12[(a+b)d+3d 3]}

0 )
= <E)*exp{ﬁ[bd+3d— 2]},

de modo que a féormula vale para ¢ = 0. Portanto, podemos assumir ¢ # 0,
escrevendo ¢ = 2%, onde ¢y ¢ impar e « > 1. Desse modo, utilizando-se
as partes do Lema 12 do Capitulo 1 indicadas acima dos sinais de igualdade,

temos

C 2a60 sign(c)—1 sign(c+d)—1
= (—1) 2 2
c+d), lc+ d|

2 2 « sign —1 sign(cg)— cog—1 ¢
(_1)dgl(_1)c J%ch> <‘i70|> (_1) g <2d) 1 sig (20) 1(_1) 021§

3. 2 « Co sign(c)—1 sign(c+d)—1
= (—1) 2 2

lc+d| lc +d
; <‘ 2d|>a <C|—|—|d> (_ )sign(go)fl sign(c;d)fl (_1 607271%

c—+ Co

sign(c)—1 sign(c+d)—1
(e
2 Y lce+d sign(c)—1 sign(c+d)—1 2 o1 ctd—1
= N\jerd) el (D™ NG
(0%

_ < 2 > <C—|—d> (_1)@2;1c+¢2171

¢+ d ol
L () (s

¢+ d ol
() () e ey e

&

2 « Co sign(d)—1 sign(cg)—1 cg—1c¢ co=1l,;
- () G e
—_———
1
C 2_ a sign —1 sign(cg)— co—1 ¢

@ sign —1 sign(cg)— co—1 ¢ 52 c
2Ol sign(d)—1 sign(cg)—1 cog—1 ¢ 2 c
+ (Bo) mtmre st
— (5) (_1)002‘15(_1)02*%a _ (2) o(7i/12)[Ba(c?+2ed) +3e(co—1)]

Cabe aqui uma justificativa acerca do fato indispensével de que (co, |c+d|) = 1.

Se (co,c+d) = m, entdo m | ¢co e m | ¢+ d, donde m | ¢ e m | d. Portanto,
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m | (¢,d) = 1, donde m = 1, seguindo o resultado. Agora, substituindo-se o

resultado anterior em (5.3), temos

vy (M) = (2) exp{12[(a+c+d)c—(a+b)(c+d)(c — 1) +3(c+d)—3

—3c(c+d) + ga(c2 + 2cd) + 3c¢(co — 1)] }

= <§>*exp{1;[(a+d)c—bd(c —1)+3d—2—- 30d+E]}

onde
3
E=c—(ac+bc+ad)(c® —1)+3c—1-3c"+ 5@(02 + 2cd) + 3c(co — 1).

Comparando-se a expressdo a que chegamos com (5.2), resta-nos provar que
E =0 (mod 24). Note que

3
E = -2 —(ac+2bc+1)(c* = 1) +3c—1+ iac2 + 3aed + 3¢(cp — 1)
3
= =3¢ — (ac+2bc)(c* — 1) + 3¢+ 5@02 + 3aed + 3¢(cy — 1).

Como c é par nao nulo, todos os termos da expressao acima sao miltiplos de
3, donde 3 | F, restando-nos provar que 8 | E. Se a > 3, entdo 8 | ¢, sendo

imediato o fato de que 8 | E. Se a = 2, entdo

E = -3¢ — (ac+2bc)(c® — 1) + 3¢+ 3¢® + 6ed + 3c(co — 1)
= —(ac + 2bc)(c* — 1) + 6ed + 3cco
= ¢[3co+6d — (a+2b)(c* —1)]

Agora, como ad—bc = 1 e ¢ # 0 é par, temos que a ¢ impar, donde (a+2b)(c?>—1)
também é impar. Ademais, o fato de ¢y ser impar implica que 3¢y é também
impar. Logo, 3¢y — (a+2b)(c* —1) é par, e o termo entre colchetes da expressio
anterior é par. Como 4 | ¢, segue, enfim, que 8 | E. Finalizando, se o = 1,

entao

E = =3¢ — (ac+ 2bc)(c? —1)+30+2c +3cd—|—3c<§—1)
= —(ac+ 2bc)(c* — 1) + 3cd
= ¢[3d — (a+2b)(c* — 1)].
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Agora, temos que
3d — (a+2b)(c* —1) =3d — (a+2b)(—1) =3d +a+2b (mod 4),

uma vez que ¢ # 0 é par. Agora, se b é par, entdo ad = 1 + bc = 1 (mod 4),
donde a = d = £1 (mod 4) e, se b é impar, entdo ad = —1 (mod 4), donde
= d+ 2 (mod 4). Em todo o caso, segue que 4 | 3d + a + 2b, donde 8 | E.

Assim, a prova deste item e deste caso se completam.

a b 1 -1 a b—a
2. M'=MS™! = = ;
c d 0 1 c d—c
A prova deste caso serd analoga & do anterior e, por isso, alguns detalhes serao

omitidos.

(a) ¢ é impar;

Neste caso, a relagdo (5.1) resulta

Un(]\J’)(CT—Fal—c)l/2 = 1),7(]\4)2),7(5_1)(cS_lT—l—al)l/2
= v,(M)v,(S™")(er +d — )"/,

ou

vg(M') = vy(M)v,(S7)

_ (g)*exp{g[(a—l—d)c—bd(c —1)—30]} i1
e

- (E) exp{g[(a—i—d)c—bd(c —1)—30—1]}

Por outro lado, a férmula proposta para v,(M’) nos fornece

(M) = (d )exp{g[(a—i—d—c)c—(b—a)(d—c)(c2—1)—3c]}

_ (i)c*exp{ a+d)c—bd(c—1)—3c—1+E]},

onde £ = —c + (ad + bc — ac)(c* — 1) + 1. Agora, como ad — bc = 1, temos

E = —+(2bc—ac+1)(c*—1)+1
= *(2bc —ac) — 2bc+ac—1+1
= ¢(2b—a)(c* - 1)
= (c—1)c(c+1)(2b—a),
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donde F = 0 (mod 24). Logo,

d * .
v,(M') = <—) exp {7;—;[(& +d)e —bd(c* — 1) — 3¢ — 1}} ,
c
coincidindo com a expressao anterior.
(b) ¢ € par.
Neste caso, temos

vg(M') = vy(M)vy(S7)

- <§) exp {?[(a +d)c—bd(c> —1) +3d — 3 — SCd]} e i/12
I3

= <§) exp {%[(a +d)e—bd(c* — 1) +3d — 4 — 3cd

Por outro lado, a férmula proposta para v,(M’) nos fornece

(5.4)

vy (M) = (ﬁ)*exp {%[(a +d—c)c—(b—a)(d—c)(c?—1)
+3(d—c¢)—3—3c(d—¢)]}. (5.5)

Como ¢ é par e ad — bc = 1, temos que a, d e ¢ + d sao impares. Se ¢ = 0,

entdo a = d = £1, de modo que (5.4) e (5.5) se reduzem a

o (M) = (%)*exp {%[bd+ 3d — 4]} |

donde a féormula é verdadeira para ¢ = 0. Portanto, podemos assumir ¢ # 0,
escrevendo ¢ = 2%, onde ¢y é impar e o > 1. Agora, realizando-se célculos

similares aos do caso anterior, temos:

C 2 @ Co sign(c)—1 sign(d—c)—1
= -1
(75). = () (gq) ===

a i —1 sign(d—c)— co—1 d—c—
2 > <d—c> (_1)51@1(;0) 1 sig (d2 ) 1(_1) 021d < 1
ol
sign(c)—1 sign(d—c)—1

2 2

<

%) (_1)sign(2d)—1 Sign(;o)fl (_1)%1 50271 (_1)60271 d7§71

—c|2— sign(d)—1 sign(cg)— cg—1 (—c
(—1)d81> <|C()’> ( 1) g <2d) 1 sig (20) 1( 1) 02 1( 2)
2 « sign(d)—1 sign(cg)— cog—1 (—c 2 _2¢

> <CO>( ])4g (2d> 1 3(20) 1( ) 021(2)( ) 82d

99 efzedy (O (mif12)[2a(c?—2ed)—3c(co—1)]
(D) ()T = (2) el .
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Substituindo-se o resultado anterior em (5.5), temos

vy (M) = <§>*exp {%[(a+d— e — (b—a)(d—c)(c? — 1) +3(d — c)

3= Be(d — ) + Sa(d® — 2ed) — Beley - 1)] }

— <§)*exp{7lr—;[(a+d)c—bd(c2 — 1)+3d—4—3cd—|—E]},

onde
E=—c+(ad+bc—ac)(c® —1) —3c+1+3c*+ goz(c2 —2cd) — 3c(cp — 1).

Comparando-se a expressao a que chegamos com (5.4), resta-nos provar que
E =0 (mod 24). Note que

E = 22+ (2bc—ac+1)(c* = 1) —3c+ 1+ ga(c2 —2cd) — 3e(cp — 1)
= 3¢+ (2bc — ac)(c* — 1) — 3¢ + gaCQ — 3aced — 3c¢(co — 1).

Agora, dividindo-se nos casos a = 1, @« = 2 e a > 3, provamos também que

24 | E, de maneira anéloga ao caso anterior.

a b 0 —1 b —a
3. M =MT = =
c d 1 0 d —c
Este caso é o que apresenta maior dificuldade, devendo ser subdividido em trés itens.

Antes, porém, teremos de obter um resultado auxiliar. Da relacio (5.1), resulta que

Un(M’)(dT—c)l/Q _ Un(M)Un(T)(CTT—I—d)l/2Tl/2
= (Mo (T) e/ +d)

= v, (M)u,(T) (dT — C) o

T

Provemos que

(@)1/2 172

oz & J

Vv
w

—sign(c)—1 sign(d)—1
2 2

sec#0,d#0. (5.6)

E claro que ambos os membros de (5.6) possuem o mesmo valor absoluto, igual a 1.
Portanto, falta-nos provar que seus argumentos também sao iguais. Mas sabemos

que
dr —c

arg(w) = arg ( ) + arg(7) — arg(dr — ¢) + 2n,
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para algum n inteiro, e também que, se T =z + iy € J,

dr — c = (dx — C) + i(dy)’

dr —c cx c
d— vil =2 ).
T x? + x? + y?
Se provarmos que n = 0, ou seja, que

dr —c

2|n|r = < 2m,

arg(o) = ang (7= ) — ang(r) + ang(ar — )

para cada combinagdo de sinais de ¢ e d, a prova de (5.6) termina. Isso é analogo
ao que fizemos em demonstragoes anteriores, considerando-se a convengao (3.2) do
Capitulo 3. Assim, (5.6) ja pode ser admitida, de tal maneira que

—sign(c)—1 sign(d)—1
2 2

ug(M') = vy (M), (T)(=1)
= v, (M)e ™/ (1) s ’ (5.7)

desde que ¢ # 0 e d # 0, utilizando-se também o Teorema 8 do Capitulo 4. Agora,

estamos em condigoes de tratar dos trés itens acima mencionados:

(a) ¢ e d sao impares;
Neste caso, em particular, ¢ e d sdo nao nulos, de forma que (5.7) se aplica e,
utilizando-se a hipotese de inducgao para M, temos que

—sign(c)—1 sign(d)—1

d *
vp(M') = (E) exp{;[(a%—d)c—bd(c —1)—30—3]}(—1)22,
enquanto a férmula proposta nos da

—C

vy (M) = (7)* exp {%[(b —)d—ac(d® — 1) - 3d]} |

‘

(7) - (i
(
- (5) ¢
(7)

) slgn(Qc) 1slgn(d) 1(_1)76271%1

7blgn(c) lblgn(d) 1 . —c—ld—1

()"

—slgn(c) 1 slgn(d) 1 (—7(2/12)[3(C+1)(d—1)}

vv
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de modo que a féormula proposta se torna

o (M) = (%)*exp{%[(b—c)d—ac(dhn—3d—3(c+1)(d_1)]}
(1)

—sign(c)—1 sign(d)—1
2 2
d\” ! 9
= (-] exp E[(a—i—d)c—bd(c —1)—=3c—3+ E]
c

—sign(c)—1 sign(d)—1
2 2

' (_1> )
sendo

E = [(b—c)d—ac(d®*—1)—3d—3(c+1)(d—1)]
—[(a+d)c—bd(c* — 1) — 3¢ — 3]
= bd — cd — acd® + ac — 3d — 3cd + 3¢ — 3d + 3
—ac — cd + bdc® — bd + 3¢ + 3
= —5cd — cd(1 + be) — 6d + 6¢ + 6 + bdc?
= —6cd — 6d + 6¢+ 6
= —6(c+1)(d—1)=0 (mod 24),
uma vez que ¢ e d sao impares, utilizando-se, ainda, que ad — bc = 1. Daqui
segue o que queriamos mostrar.

(b) ¢ € impar e d € par;
Agora, ¢ # 0. Se d = 0, entdao ad—bc = 1 implica bc = —1, donde b = —c = +1.
Portanto, a relacdo (5.1) implica
: (55) " r
vy (M) = Un(M)Un(T)W

Analogamente ao que fizemos para o caso geral, podemos concluir que, se ¢ = 1,

entao
(—_c)1/2 +1/2
EO
e, se c = —1, entao

()"
~T7 =

EOTE
ou, em suma,

(—_c)1/2 7172

W:(—l) 2 = —c.
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Portanto, pela hip6tese de indugao,

c+1

vg(M') = vy (M)e ™/ (=1)"

0 ' i —mi/4 ( _mi e
= <E) exp{ﬁ(ac—?)c)}e /4 (e™) 2

= exp{%(ac—l—3c+3)},

pois ¢ = £1. Por outro lado, a férmula proposta para v, (M’) resulta, pelo fato

de d = 0 ser par,

up(M) = (1)*exp {”—%(b — )0 — (—a)(=e)(0F — 1) + B(—c) —3 - 3<o><—c>1}

= exp{%[(ac+30+3]} ,
utilizando-se também que ¢ = £1. Isso termina a demonstracao para o caso
d=0.
Agora, se d # 0, podemos aplicar (5.7) e a hipotese de inducao, obtendo

—sign(c)—1 sign(d)—1
2 2

o (M) = (%i)*exp{%[(a—{—d)c—bd(cQ—l)—30—3]}(—1),

enquanto a férmula proposta resulta

v, (M) = (—ic) exp {%[(b —c)d —ac(d®* —1) — 3c— 3 + 3cd]}
d sign(d)—1 sign(—c)—1 ’]TZ
= (\—c\)(_D 2 2 exp{ﬁ[(b—c)d—ac(dz—l)—?)c
— 3+ 3cdl}

_ (%)*exp{%[(b—c)d— ac(d — 1) — 3¢ - 3+3cd]}

) (_1> —signQ(c)—l sign(Qd)—l .

Note, porém, que

(b—c)d —ac(d®* —1) — 3¢ — 3+ 3cd =
=bd — cd — cd(1 + bc) + ac — 3¢ — 3+ 3cd
= (a+d)c—bd(c* —1) — 3¢ — 3,

de modo que a féormula proposta é, também neste caso, verdadeira.
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(c) ¢ € par.
Como ad — bc = 1, entdo d é impar e, em particular, d # 0. Se ¢ = 0, entao
d = =1, e (5.7) se torna

d1/271/2
vp(M') = Un(M)Un(T)W~

Como procedemos nos outros casos, podemos provar que (d7)'/? = d'/271/2 de

modo que

up(M') = vy (M)vy(T)
= (%) exp {%[bd +3d — 3]} e ™/

= (—1)% exp{%[bd+3d— 6]}
= (e”)%exp{%[bd—i-?)d—(i]}

= exp{%[bd+9d— 12}},

utilizando-se a hipotese de inducao. Por outro lado, a férmula proposta nos

sugere que
, 0\" m
vy (M) = <3) exp{ﬁ(bd—?)d)}
- exp{%(bd—i%d)}
= exp{%(bd—l—9d—12—l—E)},
onde

E=12-12d=0 (mod 24),

concluindo esta possibilidade.

Agora, podemos assumir ¢ # 0, aplicando novamente o resultado (5.7) e a
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hipotese de inducao:

—sign(c)—l sign(d)—l

vg(M') = vy(M)vy(T)(-1)

= (E) exp{12[(a—|—d)c—bd(c —1)+3d-3— 3cd]} —mi/4

d
(_1) blgn2(c) 1 Slgn(Qd)fl
sign(c)—1 sign(d)—
_ (ﬁ) (—1)"=5 0= o {%[(a +d)c—bd(c® —1)+3d—6
_ 3Cd]} (_1) 7sign2(c)71 sign(d)fl

- (5 (1) ™5 exp 71T2[(a+d)c—bd(c — 1)+ 3d — 6 — 3cd]
|d|

C

- <E>*exp{71r2[(a+d)c—bd(c —1)+ 3d—6—3cd]}(—1)

A férmula proposta, por outro lado, nos da
vy (M) = <_—C) exp { (b~ ) — ac(d?® —1) — Sd]}
d 12
_ - 2_1)—3d
<|d\) () o0 {5516 - ot~ - 20

— () ( exp { —¢)d — ac(d® — 1) — 3d]}

)
= 0 ()

. 67rzE/12’

sign(d)—1
2

D

Xp{ [(a+d)c—bd(c*> — 1) +3d— 6 — 30d]}

onde

E = [(b—c)d—ac(d®*—1)—3d] — [(a+d)c—bd(c* — 1)+ 3d — 6 — 3cd]
= bd — cd — acd® + ac — 3d — ac — cd + bdc® — bd — 3d + 6 + 3cd
= c¢d—cd(ad —bc) —6d+6 =6 — 6d

utilizando acima as partes 3. e 4. do Lema 12 do Capitulo 1. Para provarmos

a veracidade da féormula nesse caso, basta que mostremos que

ld|

(-1)"= e

De fato, como £ = 6 — 6d, temos

miE/12 _ (_1)7%“(2‘1)_1'

d|

(-1)" T e

pois d é impar. Isto termina a prova deste item, deste caso, e deste teorema.

O
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5.2 Foérmula explicita para vy

Como vimos no Capitulo 4, muitas das propriedades de ¥(7) podem ser deduzidas a partir
das propriedades de n(7). A se¢do anterior trouxe a trabalhosa demonstracao da formula
explicita para n(7). Assim, utilizando-nos desse resultado e de alguns outros do capitulo

anterior, a prova de uma féormula explicita para vy serd facilitada sobremaneira.

Teorema 2. O sistema multiplicador vy da forma modular 9(7) € dado pela seguinte

formula:

)*e_m'c/zi7 seaEdEO, b=c=1 (mod 2),
>*e7ri(d—l)/4, sea=d=1,b=c=0 (mod 2),

b
para cada M = “ ely.
c d

Demonstracao. Para esta demonstracao, faremos uso do Teorema 11 do Capitulo 4.
a b

c
Observando-se, ainda, que ad — bc = 1, segue que, no enunciado deste teorema, estao

Naquele teorema, comentamos que, se M = ( ) € I'y, entao a = d e b = c.

realmente indicadas todas as possibilidades para M. Além disso, também mostramos,

naquele teorema, que, se considerarmos
R a+c b+d
M]_ — 2 2 e M2 — ,
2c d—c & d
ambos elementos de I'(1), vale o seguinte

va(M) = [vg (M) [0y (Ma)] ™1™,

Agora, ja temos uma expressao para vy, uma vez que ji sabemos calcular v,. Todavia,
para que cheguemos a férmula na maneira expressa no enunciado, dividamos em dois

Casos:

l.a=d=0,b=c=1 (mod 2);
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Em M, 2¢c é par e, em M>, c é impar. Logo, o Teorema 1 nos di

o (M) = <d2_cc)*exp{1r—;[((a—i—c)—i—(d—c))(%)—<b;6+d;a) (d—c)
(20> = 1) +3(d— ) =3 —3(2c)(d — ¢)] }

5 .
- (d ¢ ) exp {% [4&6 + ded — 4bc?d + 43d — 4P AP + dacdd + 4be?
—C .

— 4t + 4c3d — dac® + bd — c¢d + d* — ad — be + ¢* — ¢d + ac + 6d
— 6c— 6 — 12cd + 12¢°] }

5 .
= (d ¢ ) exp {% [Sac — 10cd — 4bc*d + 8¢*d — 4c2d? + 4ac*d + 4bc?
—C N

—4¢" — dac® + bd + d* — ad — be + ¢ + 6d — 6¢ — 6 + 12¢%] }

(M) = (g) exp {%[((a +o)+d)e—(b+d)d(c—1) - 34}

d * .
= (—) exp{%[ac+02+cd—bc2d+bd—c2d2+d2 —30]}.
c

Deste modo, temos

vo(M) = [vg(My)P[vg(Mz)]~'e™*?

5 .
= {(d ¢ ) exp {% [5&6 — 10cd — 4bc*d + 8¢*d — 4c2d? + 4ac*d + 4bc?
—C .

—404—4a03+bd+d2—ad—bc+c2+6d—60—6+1202}}}2

. . 1
. {(ﬂl) exp {%[ac +c? 4 cd — bc*d 4 bd — 2d* + d* — 30]}] emi/12
c

= (CEZ) * exp {% [(ac — 10cd — 4bc®d + 8c*d — 4c*d® + 4ac*d + 4bc®
—4c* — 4ac® + bd 4 d* — ad — be + ¢* 4 6d — 6¢ — 6 + 12¢?)
— (ac+ P + cd = bd + bd — d® + d* — 3¢) + 1] }

- (%) * exp {% [4ac — 11ed — 3bc*d + 8¢°d — 3¢°d” + dac®d + 4bc®
—404—4ac3—ad—bc+6d—3c—5+1202”

Agora, como ¢ é impar, temos que ¢ — 1 = (¢ — 1)(c + 1) é um maltiplo de 4.

Além disso, é claro que 3 | ¢(c? — 1) = (¢ — 1)c¢(c+ 1) (trés ntimeros consecutivos).
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Portanto, lembrando também que a e d sao pares e que ad — bc = 1, trabalhando

com congruéncias moédulo 24, temos

dac — 1led — 3bc*d + 8¢3d — 3c2d? + 4acd + 4bc® — 4¢* — 4ac® — ad — be + 6d

—3c—5+12¢
=12
4ac(1 — c®) +8cd(c* — 1) —3cd — 3bc*d — 3c*d* + 4c*(1 + be) + 4bc?
=0 =0

—4c* — (1 +bc) —bc+6d —3c+7
—3cd — 3bc*d — 3c2d? + 8bc® 4 4c*(1 — ¢*) —2bc + 6d — 3¢+ 6
N——

=0

—3cd — 3bc*d — 3c2d® + 8be(c? — 1) +6bc + 6d — 3¢ + 6
=0
—9cd — 3bc*d — 3c*d* + 6(bc + 1) +6d(c + 1) —3¢
6ad=0 =0

—3cd(3 + be + cd) —3c

7

~
=0

-3¢ (mod 24).

Quanto a tultima passagem acima, sabemos que 6 | (—3cd). E claro, ainda, que

3 + bc + cd € um numero par. Todavia, apenas isso ndo nos assegura que 24 |

[—3cd(3 + bc + cd)]. Observe, porém, que, se 3+ bc + c¢d = 0, entdo, nada ha que se
provar; se 3+ bc+ cd = 2, entdo 3+ (ad — 1) + cd = 2, donde d(a + ¢) = 0, ou seja,

d = 0, uma vez que a + ¢ é impar; se 3 + bc + cd = —2, entdo d(a + ¢) = —4, donde

d = +4 e a + ¢ = F1; finalmente, se 3 4+ bc + cd é um par cujo médulo é maior do

que 2, entao o resultado também ¢é imediato. Segue que —3cd(3+bc+ cd) = 0 (mod

24). Pelo resultado anterior, temos que

ve(M) = (il

) e(m’/l?)(—iﬂc) _ e—m'c/4’
C

como queriamos mostrar.

2.a=d=1,b=c=0 (mod 2);

Neste caso, em My, 2¢c é par e, em Ms, c também é par. Logo, o Teorema 1 nos da
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o mesmo valor do item anterior para v, (M) e, para v,(M;), temos

vg(My) = (g) exp {%[((a to)+d)c— (b+d)d(c? — 1) +3d— 3 — 30d]}

= (g) exp{%[ac+c2 —2cd — bc2d+bd—c2d2+d2+3d—3]}

Deste modo, temos

vo(M) = [vg(My)P[vg(Ma)] '™

9 .
= {(d ¢ ) exp {;r_; [5@0 — 10cd — 4bc*d + 8c*d — 4c2d* + 4ac*d + 4bc?
—cC .

—4c" — dac® + bd + d* — ad — be + ¢ + 6d — 6¢ — 6 + 12¢%] }]*

, -1
. {(2) exp {%[ac+c2 — 2¢d — bc*d + bd — *d* + d* + 3d — 3]”
/12
e
¢ i 2 3 2 12 2 3
= <E> exp{ﬁ [(5ac — 10cd — 4bc*d + 8¢°d — 4c*d* + dac®d + 4be

—4c* — 4ac® + bd 4 d* — ad — be + ¢* 4 6d — 6¢ — 6 + 12¢?)

— (ac+ ¢ = 2¢d — bc®d + bd — d® + d* + 3d — 3) + 1] }
= <§> exp {% [4&6 — 8cd — 3bc*d + 8c*d — 3c*d* + 4ac*d + 4bc® — 4ct

—4ac® — ad — be + 3d — 6c — 2+ 12¢%] }

Agora, trabalhando-se com a expressao que esta entre colchetes, modulo 24, como
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no item anterior, temos

dac — 8cd — 3bc*d+8c>d — 3¢%d? + 4ac?d + 4bc® — 4¢* — 4ac® — ad — be + 3d
=0
—6c— 2+ 1262
=0

4ac(l — ) +8cd(c* — 1) =3c*d* + 4c*(1 + be) + 4be(c? — 1) +4be — 4c*

e o e - E/_/

=0 =0 =0
— (1 +bc) —bc+3d — 6¢ — 2

—3¢%d? + 4¢% + 4be + 2bc — 4ct + 3d — 6¢ — 3
= —3cAd° —i—flcz(l — 022+ilbc(02 — 1)+ 6bc, +3d — 6c — 3

-~

v J—
=0 =0 =0

—3c(cd® +2) +3d — 3
=0

3(d—1)

Quanto a ultima passagem acima, podemos justificd-la de modo semelhante ao que
fizemos no item anterior, dividindo nos casos cd*>+2 =0, cd*> +2 = 2, cd* +2 = —2,
e |cd* + 2| > 2. Em todos, ¢ verdade que 24 | [—3c(cd® + 2)], como afirmamos.
Assim, temos que

vg(M) = <§> e(Ti/12)(3(d=1)) _ (mild—1)/4.

como queriamos mostrar. Isto termina a prova deste teorema e, com ela, a disser-

tacao.
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