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Resumo

O ntmero de classes de divisores de grau zero, h, de corpos de fungoes algébricas elipticos e
hiperelipticos desempenha papel importante nos esquemas criptograficos baseados em curvas elip-
ticas e hiperelipticas. Nesse contexto, h ¢ um niimero grande e ¢ usualmente procurado por meio
de algoritmos (baby step - giant step, por exemplo) em um intervalo de niimeros reais obtido apds
um truncamento no produto infinito de Euler da fungao zeta do corpo de fung¢oes. Tendo a desi-
gualdade de Hasse-Weil como motivacao, encontramos identidades finitas para h que sdo também
explicitas no sentido de que seus custos computacionais sao diretamente deduziveis dessas identi-
dades. Como consequéncia, obtivemos também identidades finitas e explicitas para os coeficientes
a; do L-polinémio da funcao zeta. Ferramentas fundamentais nesta pesquisa foram as L-séries de

Artin e outros resultados envolvendo os simbolos polinomiais de Legendre.
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Abstract

The divisor class number of degree zero, h, of elliptic and hyperelliptic function fields plays an
important role in cryptographic schemes based on elliptic and hyperelliptic curves. In this context,
h is a large number and it is usually searched by means of algorithms (baby step - giant step, for
example) in an interval of real numbers obtained after truncating the infinit Euler product coming
from the zeta function of the function field. Taking the Hasse-Weil inequality as motivation, we
derived finite identities for A which are also explicit in the sense that their computational costs are
straightforwardly derivable from these identities. We also obtained finite and explicit identities
for the coefficients a; of the L-polynomialof the zeta function. Fundamental tools for this research

were the Artin L-series and other results involving the Legendre polynomial symbols.
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Capitulo 1

Introducao e motivacao

1.1 Motivacao

O tema deste trabalho foi gerado principalmente durante os seminarios de Teoria da Informacao,
coordenado pela minha orientadora Professora Sueli I. R. Costa, a partir do qual pude identificar a
algebra e outras adreas da matemaética pura como ferramentas fundamentais na Teoria dos Codigos
Corretores de Erros e em Criptografia. Envolvi-me, em particular, no estudo da teoria dos corpos
de fungoes algébricas, motivado pelo potencial de aplicabilidade dessa teoria, tanto quanto pela
curiosidade em estudé-la. Vale ressaltar a correspondéncia entre corpos de funcoes algébricas F' e
curvas projetivas nao singulares C', de modo que os lugares de F' (veja Capitulo 2) estdo em bijecao
com os pontos de C. Assim, todo o tratamento algébrico pelo qual optamos neste trabalho possui
sua contrapartida geométrica, conforme [19], [24] ou [16].

De importancia fundamental para este trabalho, foram os resultados contidos nos artigos de
Stein, Teske e Scheidler ([23] e [21]) e de Michael Rosen [9], nos quais percebemos a viabilidade
de uma identidade finita e explicita - (IFE) para h, o nimero de classes de divisores de grau
zero de certos corpos de fungoes algébricas. O termo “explicita” refere-se ao fato de que o custo

computacional da identidade é deduzivel imediatamente da propria expressao da identidade através
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da contagem dos polindmios nela envolvidos.

A ordem h do grupo de classes de divisores de grau 0 em corpos elipticos e hiperelipticos
de funcoes algébricas desempenha importante papel nos sistemas criptograficos baseados nesses
corpos ([16], [19], [23]), conforme comentaremos no Capitulo 3. Uma identidade infinita de h dada
pela produtoria de Euler vem sendo utilizada desde 1999 por pesquisadores como, por exemplo,
Stein, Teske, Scheidler ([21], [23], [22]). Seu método consiste em aplicar um truncamento num certo
nivel da produtoéria infinita de Euler, produzir um intervalo real que contém h e aplicar métodos
algoritmicos (baby-step giant-step ou Pollard’s kangaroo) para identificar h nesse intervalo ([23]).

Por outro lado, a desigualdade de Hasse-Weil,
(4% = 1) < h(F) < (g% + 1),

fornece a ordem de grandeza ¢f para h de corpos de fungoes algébricas F'/F, de género g, ¢ poténcia
de um primo impar, bem como uma estimativa para h, em termos de uma expansao quase g—aria
com coeficientes da ordem de grandeza ¢'/?, como se vé facilmente expandindo-se os extremos
dessa desigualdade. Tendo essas observagoes como motivagao, buscamos uma Identidade Finita e
Explicita (IFE) para h, em termos de uma expansao quase g-aria da ordem de ¢¥.

O L-polinémio calculado em 1 fornece h como soma de seus coeficientes, ag+a; +- - - +agy, mas
os calculos dos a;’s dependem dos lugares N;, j < i (veja [19]), que dependem dos inversos das
raizes do L-polindmio, que dependem dos a;, fechando-se um circulo em que as expressoes para
esses invariantes nao apresentam complexidade explicita. Estamos em busca de uma expressao
finita e explicita para os a;, portanto para h, independente de N; ou das raizes do L-polindmio
e que seja efetivamente computével. Nessa busca, percebemos, no artigo de Michael Rosen ([9]),
a possibilidade de adaptar a L-série de Artin - que envolve originalmente a ordem hg do grupo
de Picard da ordem maximal B de extensoes quadraticas de F,(t) - para expressoes que fornecem
uma identidade finita e explicita para o nimero de classes h da extensao.

Essa L-série adaptada nao apenas oferece uma identidade finita e explicita para h, mas, ana-
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lisada em conjunto com o L-polinémio obtido da funcao zeta da extensao e um teorema de Stein,
Teske e Scheidler ([23], [21]), permite obter relagdes entre os coeficientes do L-polindmio e as
somas M; dos simbolos de Legendre polinomiais sobre os polindémios monicos. O custo desses
calculos é imediato das expressoes encontradas, o que permite avaliar sua viabilidade em sistemas
criptograficos.

Para compreender e relacionar essas informacoes, foi necessario estudar a teoria béasica de corpos
de fungoes algébricas e obter uma nocao de como ela se relaciona com a criptografia. As referéncias
principais para essa teoria sao [16], [19] e [24].

Esta tese tem, portanto, como um dos objetivos estudar a obstrucao envolvida na substituicao
da estimativa dada pela desigualdade de Hasse-Weil acima por uma igualdade. Em outras palavras,
perguntamos qual a obstrucao para que log,h = g. Respondemos com uma IFE para h, na forma
de uma soma h = ¢ + ¢,_1¢° ' + ... + c1¢* + ¢o, com os respectivos custos das parcelas explicitos
nas mesmas.

Uma palavra sobre notacao assintotica e complexidade computacional antes de prosseguir.
O custo da IFE de h, que definiremos oportunamente no Capitulo 4 como sendo o nimero de
polinémios requisitados para o calculo de h através dessa IFE, serd denotado por Cpx(h). A
razao é que esse numero de polinémios se mostrara claramente fundamental para a avaliacao da
complexidade computacional envolvida.

Estamos adotando aqui a usual notacao assintética segundo a qual uma funcao positiva de
varidvel natural g(n) se diz da ordem de f(n), também positiva, o que se denota por g(n) =
O (f(n)) ou g(n) € O(f(n)) ou ainda Grz(g(n)) = O (f(n)), se existe ¢ > 0 tal que g(n) < cf(n),
para todo n suficientemente grande. Em contextos de analise de algoritmos, considera-se f como
a funcao “otima” satisfazendo a desigualdade anterior, no sentido de ser o limite superior menor
possivel para g, ou seja, comete-se um certo abuso de linguagem ao utilizar-se a notagdo O(f)

para o que deveria ser denotado mais precisamente por O(f), que significa existirem constantes
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positivas ¢ e d tais que ¢- f(n) < g(n) < d- f(n), para todo n suficientemente grande.

Dessa forma, o custo da IFE de h acima mencionada mostrou-se como Cpx (h) = O (¢9), que é
igual a sua ordem de grandeza Grz (h).

Outras expressoes finitas e explicitas poderao ter custo maior ou menor. Fica aberta a ques-
tao de saber qual é a obstrucdo minima, ou o custo minimo, para se expressar h finitamente e
explicitamente. Para a criptografia interessa saber qual a complexidade de uma IFE, uma vez
que ja utiliza rotineiramente uma identidade infinita, portanto, com obstrucao ou custo infinito,
truncada em um certo nivel com complexidade Cpx (h) menor do que ¢, conforme comentaremos
na préxima se¢do, tendo como base o artigo de A. Stein e E. Teske [23].

O método que utilizamos para o calculo da IFE de h utiliza a L-série de Artin, diferentemente
do método usualmente utilizado, principalmente por A. Stein, R. Scheidler e E. Teske ([23], [21]),
entre outros, como mencionamos acima.

Obtivemos também IFE s para os coeficientes a; do L—polinémio da func¢ao zeta de K, bem
como para o numero N; de lugares (tradugdo para o portugués do termo “place”) de grau 1, todas
em fungdo das somas dos simbolos polinomiais de Legendre de ordem 2. O custo Cpx (h) = ¢7
obtido para a IFE de A em nosso método é maior do que a complexidade obtida na criptografia
atual, mas nao depende de truncamento de produtoria infinita e de algoritmos de busca de um
inteiro em um intervalo. Esse custo relativamente alto de nossa IFE em relagdo ao obtido na
criptografia atual sugere que seja esta a razao pela qual a criptografia vem utilizando identidade
infinita, sem mencionar, em geral, a impraticabilidade das IFE s de h e sem utiliza-las sistemati-
camente. Embora a determinacao de h por aproximagoes algoritmicas possa ser, em geral, mais
econdmica para a critptografia, ha situagdes em que IFE’s sao tteis ([10]), além de interessantes
por si mesmas. Essa conjectura implica que, nas situagoes em que Cpx (h) = ¢ for computacional-
mente impraticavel, truncamentos e algoritmos serao necessarios para custos menores de obtencao

de h e poderao ser comparados com os advindos dos algoritmos atuais que partem de identidades
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infinitas.

A desigualdade de Hasse-Weil

<1 2 +1>9< h <<1+ 2 +1>9
Vi o oq) T ¢ Vi q
decorre da Hipdtese de Riemann para Corpos de Fungoes, ou Teorema de Hasse-Weil, conforme
estudaremos no Capitulo 2. Ela fornece as estimativas
2 1\’ 2 1Y’
g 1—+> §h§q9<1++>
( Vi o« Va4

ou
(q—2q+ 1) <h<(qg+2q+1)

para o numero h de classes dos divisores de extensoes finitas de
K =T, (x) )

onde ¢ = p", p primo impar em todo este trabalho.

Por outro lado, ela implica, é claro, que h ~ ¢9, isto é, h é assintoticamente da ordem O (¢9).
Entretanto, como se trata de um ntmero muito grande, que tende ao infinito conforme ¢ tende
ao infinito, nao é facil determinar precisamente uma IFE de h. As IFE’s que apresentaremos no
Capitulo 4 exibem parcelas de ordem menor do tipo, ¢;j¢/, j = 0,--+,g — 1, como sugerido pela

desigualdade de Hasse-Weil, conforme veremos adiante.

Definigao 1.1.1. Uma expressao para h do tipo h = ¢ + ¢;_1¢9 ' + ... + c1¢* + ¢ serd chamada

de expansao quase ¢-aria de h.

Observamos que expansoes quase g-arias nao sao unicas como se pode ver facilmente por ana-
logia com o sistema decimal ou pela desigualdade de Hasse-Weil, onde ha duas expansoes quase

g-arias préximas de h.
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O inteiro h pertence ao intervalo

(g —2yq+ 1), (¢ +2yq+1)°],

para todo ¢ e g, e, conforme ¢ — 00, h “se aproxima assintoticamente” de ¢ no sentido de que

2 2
(1 — \/5) - O(¢9) = (1 + \/é) ‘. Assim, dizemos que o inteiro h é assintoticamente proximo de

(¢ —2yq+ 1) ede (¢+2y/q+1)7,

conforme ¢ — oco. Portanto, duas expansoes quase g-arias se aproximam de h assintoticamente.

Por exemplo, para g = 1, temos:
¢ —2yg+)~h~q +(2y7+1),

)

=

=q1+60:q+(’)(q
Comci:(9<q%),i:O:g—1.
Para g = 2, temos:

@ —4q\/q+6q—4/q+1~h~q¢ +4q,/q+6qg+4/q+1=

=+ (4/g+6)g+ (4/q+1)
~q'+0(VD)q +0 ()

=q¢* + c1q' + o,

ondeci:(’)<q%),z’:0,1:g—1.

Para g = 3, calculos analogos mostram que
ha g +eq” + g’ + co,

ondeci:(’)(q%>,i:O,l,ng—l.
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Assim, vemos que, assintoticamente, e de um modo geral, os invariantes que formam os coefi-

cientes quase g-arios de h para género g sao ¢; de ordem O (q%). Ou seja,
haq +cyg 1 ' + ...+ gt + co,

com

ci:O(q%),Ogigg—l.

Essa aproximacao assintotica para h motivou a busca por uma expressao quase g—aria para h
nos termos da definicao anterior e satisfazendo a mesma relacao de ordem de grandeza sobre os
coeficientes ¢;, j = 0,1,---,9— 1, isto é, Grz(¢;) = O (q%) Encontramos ainda Cpx(c;) < O(¢9).

Essa andlise foi feita para extensoes de K = F,(z) do tipo K(v/D), onde D é um polinémio
monico irredutivel de grau d sobre K, em que 3 < d < 8, ou seja, para os casos de extensoes

elipticas (g = 1) e hiperelipticas de género g = 2 e g = 3 que interessam para a criptografia [16].

1.2 Identidade infinita do niimero h de classes de divisores

Uma identidade infinita de h dada pela produtéria de Euler vem sendo utilizada desde 1999
por pesquisadores como, por exemplo, Stein-Teske [23]. Seu método consiste em aplicar um trun-
camento num certo nivel A da produtoéria infinita, majorar o produto infinito recortado, produzir
um intervalo real do tipo (F — L? E + L?) que contém h, com L tdo pequeno quanto possivel,
e aplicar um algoritmo para a identificacao de h nesse intervalo. A complexidade computacional
desse método é O (q1/4) e O (q3/4), para ¢ = 1 e g = 2, respectivamente. Para g > 3, obtem-
se complexidade O <q(29:1)>, de onde se segue, por exemplo, que para g = 3, obtem-se O (q).
Notemos que h nao ¢ identificado nesse caso por uma IFE.

Nossos calculos para os casos citados sugerem a conjectura de que, em geral, tem-se

Grz (c;) = O (%) e Cpx (c;) < O(g?),
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onde os coeficientes ¢;'s sdo [IFE s e h = ¢9+¢,_1¢* ' +...+c1¢* +¢o. De passagem, conjecturamos
que Cpx (h) > O (¢9), para qualquer que seja a IFE que o represente, com base nas evidéncias de
nossos calculos para g = 1,2,3 e 3 < d < 8. Esta conjectura explicaria por que a criptografia vem

recorrendo até o presente momento a algoritmos para a obtencao de h com Cpx (h) < O (¢9).

1.3 IFE do ntiimero h de classes de divisores pela L-série

de Artin

Se o género de uma extensao finita de Fy(x) ¢é g, entao a desigualdade de Hasse-Weil implica
que a ordem de grandeza de h é O (¢?). Entretanto, qual é, precisamente, a identificacao desse
inteiro h?

Uma IFE de h poderia revelar propriedades tteis, por exemplo, a paridade de h, antes de
qualquer calculo, pelo mero exame dessa IFE, o que nao é possivel no procedimento de Stein-Teske
que precisa esperar o fim do algoritmo de busca.

O handbook de criptografia com curvas elipticas e hiperelipticas ([2], pdgina 135, ver também
[19], pagina 230) exibe a férmula

2g

Nk:qk+1—2wik
i=1

para o numero de pontos da curva projetiva niao singular associada a curva afim Y2 = D (z) sobre

, ~ . , oA 2

F,. Os w;’s sdo as inversos das raizes do L—polinomio. Notemos que N; = g+ 1= wt
. . . . . 2 e A . s .

constitui uma IFE para o primeiro coeficiente a; = — 7%, w;! do L—polindomio. Em [19], pdgina

230, encontramos uma IFE para a;, por indugao dependente de N, 1 <k <j eq;;1 <i<j—1. A
complexidade de a; nessa IFE ¢ dada por Cpx (a;) = Cpx (N;) = O (¢/), porque hé ¢’ pontos para
a determinacao dos pontos da curva projetiva associada a curva afim Y? = D (x) sobre F,;. Logo,
tal IFE nao traz vantagens em termos computacionais sobre a nossa. Existem algoritmos eficientes

que diminuem tal complexidade ([2]) para o calculo de a;, mas ndo afetam a complexidade de suas
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IFEs.

Nesta tese oferecemos uma nova IFE para h, baseada na comparacao de duas outras identi-
dades finitas (IF') de h, sendo uma delas explicita, aquela que serd adaptada da L-série de Artin
de 1924, que se referia ao grupo de Picard de ordens, e aplicada ao grupo de divisores de grau
zero em extensoes quadraticas de corpos de fungoes racionais do tipo K = F, (x) (Dl/ 2). Mais

precisamente, no Capitulo 4 mostraremos que:

Se D ¢é um polinomio de grau d, indicado por deg (D) = d, livre de quadrados em F,[z], uma
identificagao finita e explicita de h em extensdes quadrdticas F, (x) (D1/2> de corpos de fungoes é

dada pela L-série de Artin de 192/ adaptada ao numero h de classes de divisores.

A outra IF é dada pelo polinémio L da funcao zeta de K. Comparando as duas IF's de h e
utilizando as formulas de Stein-Teske-Scheidler para género g > 1, estaremos aptos a obter IFE s
para os coeficientes a; de L como fungoes de ¢q e das somas M; de simbolos de Legendre polinomiais.
Esses simbolos também determinam a L-série de Artin adaptada. Ao mesmo tempo, mostraremos
que metade destes coeficientes, M,.;,1 < i < g, cujas IFE’s teriam custo em principio da ordem
de ¢9**, possuem, na verdade, custo menor ou igual a O (¢9).

Observamos que nao hé na literatura (p. ex., [2], [19], [16], [18], [24]) IFE s para a; em fungdo
de invariantes elementares e computaveis. Portanto, as I[FE s que apresentaremos no Capitulo 4
parecem ser inéditas.

Mais precisamente, investigamos aqui as parcelas de h da forma O (\@) ¢~ que dao uma

expansao quase g-aria de h que se aproxima de ¢9 no intervalo
[(g—2¢"2+1)", (¢+2¢"2 +1)").

Os coeficientes de uma certa expansao quase g-aria de h sao invariantes determinados pelas somas

de simbolos de Legendre polinomiais, mas suas expressoes explicitas estao em aberto, exceto para
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certos i's com 3 < d < 8, que abordamos aqui.

Em outras palavras, esta tese se preocupa com a pergunta: o que se pode dizer dos coeficientes
de uma expansdo quase g-aria de h, invariantes de K = F, (z) (Dl/ 2), além do fato de que eles
fornecem uma alternativa ao truncamento da produtéria infinita de Euler? IFE’s nao carregam,
em principio, o custo de terem de se aliar a algoritmos de busca de um inteiro em um intervalo,
procedimento dominante até o presente em criptografia sobre corpos de funcoes algébricas. Por
outro lado, apresentam complexidade maior para determinar h.

Em vista do fato de que existe uma IF para h, dada pelo L-polindmio, cujos coeficientes
inteiros nao possuem IFE s na literatura disponivel com complexidade menor do que ¢*, como ja
observamos, esta tese também tem como objetivo responder a pergunta: que propriedades possuem
as somas M; de simbolos de Legendre polinomiais, além de fornecerem uma IFE para h, revelando-
se assim importantes invariantes do corpo de fungoes subjacente, e que relacdo ha entre as duas
IFE’s?

A questao de saber se é necessario um algoritmo, analogo aos algoritmos Schank s baby-step
giant-step e Pollard s kangoroo, de busca em um certo intervalo real previamente determinado por
truncamento de uma IFE de h, se quisermos diminuir a complexidade de determinagao de h por
meio de uma IFE, nao é tratada aqui por limitagao de tempo e de espaco. Nossa conjectura ¢ que
IFE’s podem ser truncadas e os algoritmos usuais podem ser aplicados para se obter h com com-
plexidade menor do que O (¢9), analogamente ao truncamento que a criptografia contemporanea
realiza na produtoria infinita de Euler. Se a eficiéncia obtida serd melhor do que a de Stein-Teske
s a pesquisa podera responder.

No Capitulo 4, nossa tarefa sera, portanto, investigar os invariantes ¢; que aparecem como
coeficientes quase q-arios de h e qual a complexidade com que a L-série de Artin fornece uma IFE
para h.

Os coeficientes quase g-arios ¢; de h sdo determinados por somas M; de simbolos x (M) de
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Legendre polinomiais, a serem definidos no Capitulo 4.

Demonstraremos no Capitulo 4 o teorema seguinte:

TEOREMA 1.3.1 (Decomposicio quase g-aria de h). Se F' = F,(t)v/'D, onde D é um polinémio

irredutivel em Fy[t] de grau d, entdo h admite uma decomposicao quase q-dria
h=¢q"+co1q” '+ ..+ aq +c=L(1),
tal que ci:(9<q%> e Cpzx(c;) <O(q?), para todo 0 <i<g—1,3<d<8.

A demonstracao deste teorema serd por meio de um calculo direto comparando-se a L-série de
Artin adaptada e o polinémio L, nao ficando claro se existe um argumento geral para qualquer
d > 8. Entretanto, é plausivel que sempre exista um tal calculo analogo para cada grau d, nos

termos da conjectura seguinte.

CONJECTURA 1.3.2. h admite uma decomposicio quase q-dria
h=q +cy1¢° "+ ...+ c1q" + <o,
tal que ¢; = O (q%> e O(q?) > Cpx (¢;) para todo 0 <1i < g— 1.

Uma observacao crucial é que, enquanto a identificagao de Stein-Teske é uma identidade infinita
de somas I; sobre polinémios monicos irredutiveis, a soma finita de Artin oferece uma IFE por
meio de somas M; de simbolos de Legendre polinomiais sobre polindmios monicos.

A comparacao da IF de h dada pelo L—polinémio com a IFE de h da nossa adaptacao da
L-série de Artin fornecera uma IFE de h envolvendo apenas as somas M; de simbolos de Legendre
polinomiais.

Portanto, as partigoes d; + ... +d; = ¢ do grau ¢ em graus d; de polindmios m; monicos
irredutiveis que fatoram os monicos M; de grau ¢ compensam, digamos assim, as infinitas parce-

las truncadas na série infinita, de somas de simbolos de Legendre polinomiais sobre polinémios
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irredutiveis, derivadas da produtéria infinita de Euler. Assim, temos a IFE de h nos teoremas
acima.
Férmulas para M, = Z X (M), dos simbolos de Legendre polinomiais, com M monico,
deg(M)=i

em funcdo de ¢, g e D sao um problema em aberto. Para género g > 1 teremos as férmulas de

Stein-Teske-Scheidler para

I; = Z X (M),

deg(M)=i

com M monico irredutivel de grau 7, que fornecerao no Capitulo 4, juntamente com outros resul-
tados, boas estimativas de M;.

Devemos enfatizar que estamos mencionando uma IFE e ndo uma aprorimacio de h. Para
uma aproximacao de h, ndo encontramos uma complexidade menor do que a de Stein-Teske, cujo
método, entretanto, nao fornece uma expressao explicita para h que o identifique por meio de um
nimero finito de termos computaveis exatamente.

Portanto, essa tese focaliza o problema de uma IFE de h até entao inexplorada na literatura
disponivel, e o problema de saber se tal IFE pode oferecer uma alternativa para o procedimento
por truncamento da produtoria infinita de Euler obtida por Stein-Teske que exige um algoritmo de
busca do inteiro h em um certo intervalo. Neste sentido, ela é também dedicada a motivar e iniciar
uma pesquisa mais aprofundada das propriedades das somas invariantes elementares de simbolos
de Legendre polinomiais M,;.

A infinita maioria desses invariantes M; continuara em aberto, porque a dificuldade do problema
foge ao escopo de uma unica tese, mas alguns dos casos mais importantes para a criptografia sao
justamente esses em género 1,2 e 3 [16].

Nosso trabalho foi organizado da seguinte forma:

No Capitulo 2, apresentamos os objetos e resultados classicos basicos sobre a teoria de corpos
de fungoes algébricas que serao utilizados nos capitulos seguintes.

No Capitulo 3, apresentamos os pilares sobre os quais se ap6iam nossos teoremas sobre as [FE’s
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para h e outros invariantes de certos corpos de fung¢oes. Descreveremos a relevancia dos corpos
de fungoes elipticos e hiperelipticos em sistemas criptograficos, em particular, o papel do grupo
dos divisores de grau 0 e de sua ordem h; construiremos uma identificacao finita e explicita de h
através de uma adaptagdo da L— série de Artin de sua tese de 1924 e apresentaremos o teorema
de Stein-Teske-Scheidler.

No Capitulo 4, relacionaremos varios dos resultados anteriores para apresentar outra IFE de h
e obter expressoes efetivamente computaveis para os coeficientes do L— polindémio, envolvendo as
somas dos simbolos de Legendre polinomiais.

Finalmente, no ultimo capitulo, faremos os comentarios sobre as limitagoes do nosso trabalho

e as perspectivas futuras por ele propiciadas.



14



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos as defini¢oes e os resultados basicos sobre corpos de fungoes
algébricas que sao de relevancia para este trabalho. As referéncias principais para os tépicos aqui

tratados sao [24], [19] e [16].

2.1 Corpos de funcoes algébricas

Defini¢ao 2.1.1. Seja k um corpo arbitrario e k[z] o anel de polindmios sobre k na varidvel
z. O corpo de fragoes k(x) de k[x] se chama corpo de fungGes racionais de uma variavel z,
abreviado por CFR. Qualquer extensao finita K de k(x) se diz um corpo de fungoes algébricas
de uma varidvel sobre £ ou simplesmente corpo de fungoes, denotado por K/k e abreviado
por CFA. O corpo k se chama corpo de constantes de K. Consideraremos que o corpo k,
constituido pelos elementos de K que sao algébricos sobre k é o préprio k, em cujo caso dizemos
que k é o corpo total de constantes de K. Nesse caso, se y € K \ k, entdo y é transcendente

sobre k.

Exemplo 2.1.1. Seja k = F3 o corpo com trés elementos e consideremos F3(t) e o polindmio

p(y) = y*—t € F3(t)[y]. Tomemos a extensao algébrica K de F3(t) adjuntando a esse corpo uma raiz

15
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o =/t de p(y). Essa extensio é isomorfa a % e seus elementos sdo do tipo f(t) = a(t)+b(t)V/,

com a(t), b(t) € F3(t). Notemos a analogia com o corpo de niimeros Q(v/2), extensao quadratica

de Q. Notemos ainda que todo elemento de K \ k é transcendente sobre k.

Exemplo 2.1.2. Seja k = Q e consideremos Q(¢) e o polinoémio p(y) = y* —2 € Q(¢)[y]. Tomemos
a extensao algébrica K de Q(t) adjuntando a esse corpo uma raiz a = v/2 de p(y). Essa extensio
K nao tem k como corpo total de constantes porque v/2 é algébrico sobre k, pertence a K, mas

nao a k.

De modo geral, se k, nao for igual a k£, um argumento usual da teoria de extensoes de corpos
mostra que K/k, é um corpo de fungoes algébricas (veja [16], pdg. 12, Lema 1.5.1.), no qual os
elementos de K que sao transcendentes sobre sobre k o serao sobre k, e este sera o corpo total de

constantes de K/k,.

2.2 Valoracoes, anéis de valoracao e lugares

Defini¢ao 2.2.1. Uma valoracao de K/k é uma aplicagdo v : K — R U {oo} tal que:
1. v(z) = oo se, e somente se, z = 0;

2. v(yz) = v(y) + v(z), para todo y, z € K;
4. v(K*) #

(
(
3. v(y + 2) > min(v(y),v(2)), para todo y, z € K;
(
5. v

a) = 0, para todo o € k*.

Se o conjunto v { K*} for discreto, entao a valoragdo v se diz discreta; se v {K*} = Z, entao
v se diz normalizada, abreviada por VDN.
Verifica-se que a desigualdade triangular formulada em 3. acima é uma igualdade (desigualdade
triangular estrita) sempre que v(y) # v(z). Além disso, se k = F,, como k \ {0} = £* é um grupo

ciclico, segue-se facilmente a validade automatica de 5..
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Exemplo 2.2.1. No corpo de fungoes racionais k(x), para um polindmio ménico irredutivel p(z) €
klz], a funcdo vy, : k(r) — Z U oo definida abaixo é uma valoracdo discreta e normalizada de

k(x): se 0 # % = p(x)mgi—g;, onde foram retirados os fatores p(z) de f(z) e de g(z), pomos

Vp(x)(g(—g) =M € Vp(y)(0) = co. Além dessa valoragao, temos uma outra VDN de k(z) definida por
I/oo(%) = deg(g(z)) — deg(f(x)), se esses polinémios sdo nao nulos, e vy (0) = co.

Provaremos mais adiante que “qualquer valoragdo do corpo de fungdes racionais k(z) é discreta
e é equivalente (veja defini¢ao a seguir) a v;), para algum polinémio ménico irredutivel p(x) €

k(x), ou a vy

Definigao 2.2.2. Duas valoracoes discretas, v e A, de K/k se dizem equivalentes se existe uma

constante ¢ > 0 tal que
v(z) = c\(z), para todo z € K*.

A definicao acima produz uma relacao de equivaléncia no conjunto das valoracgoes discretas de
K/Ek. Cada classe de equivaléncia de valoragoes discretas se chama um lugar de K/k. Se v é
uma valoracao discreta de K/k, entdao v(K*) é um subgrupo discreto de (R, +), logo, da forma
v(K*) = bZ, para algum b > 0. Fazendo ¢ = b~! > 0, vemos que cada lugar de K/k se identifica

com sua unica valorac¢ao (discreta) normalizada vp de K/k, para a qual vp(K*) = Z.

Observagao 2.2.1. O termo “lugar”, que vem sendo utilizado nos trabalhos da area em portugués,

como em [25], é a tradug@o do termo em inglés “place”.

Definigao 2.2.3. Dado um lugar P de K/k e um elemento z € K*, diz-se que P é um zero de
zsevp(z) > 0e P éum polo de z se vp(z) < 0. Um elemento t € K tal que vp(t) = 1 se diz
parametro local (ou uniformizador) de K no lugar P.

Pomos ainda Op = {z € K |vp(2) >0} e Mp ={z € K |vp(z) > 0 }. Usando as propriedades de
valoracao, verifica-se que Op é um anel, chamado de anel de valoracao e que Mp é seu tnico

ideal maximal, denominado o ideal maximal do lugar P, que é principal e gerado por qualquer
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parametro local ¢, isto é, Mp = tOp. Além disso, Op é principal e seus ideais sao do tipo t"Op,

para m € N.

Exemplo 2.2.2. Consideremos o CFR k(x) e o lugar P = p(z) = x + 1. Os elementos de k(z)

que tém P como zero sao precisamente as fracoes irredutiveis % tais que p(x) | f(x), isto é,

xz + 1 ¢é fator de f(x), mas nao o é de g(x). Assim, f(—1) = 0, mas g(—1) # 0. Analogamente,

P é polo das fragoes irredutiveis % tais que p(z) | g(x), isto é, daquelas que tém x + 1 como

fator do denominador. Por outro lado, o lugar co é zero das fracgoes irredutiveis L&) tais que

)
deg(g(z)) > deg(f(z)) e é polo das fragoes irredutiveis % tais que deg(g(x)) < deg(f(x)).

Q

O caminho descrito acima pode ser revertido de modo que um lugar de K/k pode ser definido

como o ideal maximal de algum anel de valoragao (caracterizado de forma puramente algébrica)

de K/k.

TEOREMA 2.2.1. ([16], Teorema 1.5.8) Qualquer valoragio do corpo de fungoes racionais k(x) é
discreta e € equivalente (veja definicio a sequir) a vy, para algum polinémio monico irredutivel

p(x) € k(z), ou a Veo.

A demonstracao do teorema acima, em linhas gerais, consiste do seguinte: seja v uma valoracao
discreta de k(x) e P seu lugar correspondente. Consideramos dois casos.
1. v(x) > 0. Neste caso, mostra-se que o ideal J = k[x] N Mp de k[z] é primo. Seja entdo p(x)
o polinémio ménico irredutivel gerador de J. Como p(z) € Mp, entdao ¢ := v(p(z)) > 0. Se
h(z) € k[x] ndo é divisivel por p(x), entao v(h(x)) = 0 e, dali, se escrevermos r(x) € k[x] arbitrario
(x)

na forma r(z) = p(m)mm, comm € Z e f(z),g(x) € k[z] ndo divisiveis por p(x), obtemos

v(r(z)) = mv(p(x)™) + v(f(2)) + mr(g(@) ") = mv(p(z)) = vy (r(z)) - ¢,

one ¢ = v(p(x), ou seja, v é equivalente a v,).
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2. v(z) < 0. Neste caso, ¢ :=v(z™) > 0e z7! € Mp. Tomemos qualquer polindmio nao nulo
f(z) € klz] de grau d, digamos. Temos:
Fla) =Y ot = 203 s = oY o
i=0 =0 =0

com «; € k. Além disso,

Z gt " = o + Z ag_ix” = ag+ s(x),

=0 1=0
onde s(x) € Mp. Como ay # 0, temos v(ay) = 0 e, dai, usando a desigualdade triangular estrita,

segue que

v (é ozdl-x’) — min {v(aq), v(s(x))} = 0.

Portanto,

AT =003 ™) = ) 0 (3 ™

i=0
= v(a?) = —dv(z™") = e (f(2)),
ou seja, v ¢é equivalente a V.

Assim, h4 exatamente dois tipos de lugares do CFR k(z): os lugares finitos, contendo alguma
valoragao v,(,) e os lugares infinitos, contento a valoracao v. Dado dois polindmios monicos
irredutiveis p(x) e q(x) € k[z], temos vp)(q(z)) = 0, vem(q(z)) = 1 e voo(q(z)) < 0, logo tais
valoragoes sdo duas a duas inequivalentes. Assim, o conjunto dos lugares de k(x) pode ser também

identificado com o conjunto
{p(a:) € klz] | p(m)ménicoirredutfvel} U {o0}.

Definigao 2.2.4. Seja P um lugar de um corpo de fungoes algébricas K /k de uma variavel sobre k.

O corpo Kp = ]%'; é chamado de corpo de classes residuais de P. O homomorfismo candnico

2€0Opw 2(P):=z+ Mp € Kp
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é chamado aplicacao de classes residuais de P.

Exemplo 2.2.3. Considerando novamente o CFR k(x), verifica-se que, para p(z) € k(x) monico

irredutivel, tem-se:

— Y@ o~ _kla] — Ox ~v
K2y = MZ(z) = oy © que Koo = 372 = .
A verificacao desse fato se dd através de um homomorfismo sobrejetor de O, ;) sobre (;;([i])) de

ntcleo M, (), no caso do lugar finito p(z) e do homomorfismo sobrejetor de O sobre k com niicleo
M. O argumento dessa demonstragdo serve para provar também que “toda valoragio de k(z) é
automaticamente discreta.”

Pode-se provar ainda que “toda wvalora¢io de um CFA F/k é discreta” ([16], Teorema 1.5.12).
Para isso, toma-se um elemento transcendente x € F' sobre k tal que F' é uma extensao finita de
K = k(x). Seja v uma valoracao arbitraria sobre F' e £ sua restri¢ao a K. E suficiente provar que o
indice [v(F*) : £(K*)] é finito, pois, nesse caso, sendo v(F*) um subgrupo infinito de (R, +), nao se
poderia ter £(K*) = 0. Dai, £ é uma valoragao de K, logo discreta, pela observacao anterior, logo

v é também discreta. Mais uma vez, usa-se nos detalhes da prova, a desigualdade triangular estrita.

Assim, a restricdo de uma valoracao de K/k a k(x) produz uma valoragao de k(z). Valoragoes
equivalentes de K produzem restri¢oes equivalentes. Um lugar () de K corresponde, por restricao,
a um unico lugar P de k(x), em cujo caso se diz: () estd sobre P ou P esta sob (). Assim,
qualquer lugar de K estd sobre um lugar de k(x) correspondente a um polinémio maonico irredutivel

p(x) € k[z] ou sobre o lugar infinito de k(x).

TEOREMA 2.2.2. O corpo de classes residuais de qualquer lugar de F'/k é uma extensao finita de

(uma cdpia isomdrfica de) k.

Para a demonstracao, toma-se um lugar ) que estd acima do lugar P de K := k(z), com x

transcendente sobre k.
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Imergimos, de forma natural, Rp := %’; em Rg = J\OTZ e mostramos que essa imersao, digamos,
p, satisfaz [Rg : p(Rp)] < [F : K] < co. Como Rp é uma extensao finita de (uma copia isomorfica

de) k, o resultado segue. Esse teorema da consisténcia a defini¢do seguinte.

Definigao 2.2.5. O grau deg(P) de um lugar P de K/k é definido como o grau da extensao do
corpo de classes residuais de P sobre k. Um lugar de K/k de grau 1 é também chamado de lugar

racional de K/k.

Exemplo 2.2.4. Pelo exemplo anterior, se K = k(x) é o CFR sobre k, entdao o grau do lugar
finito p(z) é o grau do polindémio p(z) e o grau do lugar infinito de K é 1. Se k = [}, entdo o
CFR k(z) possui exatamente g+ 1 lugares racionais: os correspondentes aos ¢ polinémios monicos

irredutiveis de grau 1 e o lugar infinito.

2.3 Extensoes de valoracgoes

Sejam F'/k e E/k' CFA de uma varidvel tais que F' C E, k C k', [E : F] < 00, logo, [k’ : k] < .
Se v é uma valoragao de F/k’, entao sua restrigao a F'/k é uma valoragdo. Além disso, valoragoes
equivalentes de E produzem valoracoes equivalentes em F'. Assim, um lugar () de E corresponde
por restricio a um unico lugar P de F. Com argumentos analogos aqueles que provam que

valoragoes em CFA sao discretas, demonstra-se o teorema seguinte.

TEOREMA 2.3.1. ([16], Lema 1.6.1.) Para toda valorag¢io v de E/k', tem-se

W(E) : v(F*)] < [E: F] < oo

Nas condigbes do teorema acima, diz-se que () estd sobre (acima de) P ou que P esta sob

(abaixo de) Q. Denotamos por v a valoragdo normalizada pertencente ao lugar Q).
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Definig¢ao 2.3.1. Se o lugar ) de E estd sobre o lugar P de F, o indice de ramificacao ¢(Q|P)

de () sobre P é o inteiro positivo
e(Q|P) = [vo(E*) : vo(F*)] = [Z : vo(F™)], que é < [E : F], pelo teorema acima.

Diz-se que () ¢ ndo ramificado na extensao E/F se e(Q|P) = 1, que () ¢ ramificado na extensao

E/F se e(Q|P) > 1, e que @ é totalmente ramificado na extensao E/F se e(Q|P) = [E : F].
Observemos que da definicao acima decorre que
vo(z) = e(Q|P)vp(z), para todo z € F™*.

Se P e () sao como acima, entao seus corpos de classes residuais, Eg e Fp satisfazem [Eg :
k'] <ooe[Fp:k| < oo. Além disso, a aplicagdo bem definida (pois Mp C Mg) 2(P) = 2+ Mp —
2(Q) = z+ Mg, para z € Op, é uma imersao de F)p em Eg, de modo que E pode ser visto como

uma extensio finita de Fp.

Definigao 2.3.2. Se o lugar @@ de E estda acima do lugar P de F, entdo o grau relativo f(Q|P)

de @ sobre P ¢ o inteiro positivo f(Q|P) = [Eq : Fp).
Segue de um principio geral relativo a extensoes de valoracoes o resultado seguinte.

TEOREMA 2.3.2. ([26], Teorema 1.6.5.) Se o lugar P de F ¢é dado e Q1,---,Q, sao lugares

distintos de E que estao sobre P, entao

> e(QilP)f(Qi|P) < [E: F),
i=1
Assim, hd, no méximo, [F : F] lugares de F acima de P. Quando esse maximo for atingido,
diz-se que o lugar P de F' decompde-se totalmente na extensao E|F. Nesse caso, pelo teorema

acima, tem-se e(Q|P) = f(Q|P) = 1, para cada lugar ) de F acima de P. Em particular, Q) é

nao ramificado.
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Por outro lado, se um dos lugares de E acima de P for totalmente ramificado em E|F, entao
nao pode haver outro lugar de F acima de P.
Se o corpo de constantes k de um CFA F/k é perfeito e se Q1,---,Q, sdo todos os lugares

distintos de E que estao sobre P, entdo o Teorema 3.1.11 de [24] mostra que

T

Ze(Qi|P)f(Qi|P) =[E: F].

i=1
Como todo corpo finito é perfeito, a relacdo acima se aplica a eles. A este ponto, pode-se perguntar
sobre a existéncia de um lugar () acima de um dado lugar P de F. A resposta é afirmativa,

conforme o Teorema 1 do Capitulo 4 de [17], um texto de Paulo Ribenboim sobre Teoria Cléssica

de Valoragoes.

Observagao 2.3.1. Os corpos k de constantes considerados neste trabalho serdao sempre totais e
finitos, logo, perfeitos. Estaremos interessados em extensoes K /k de grau 2, isto é, [K : k(x)] = 2.

Nesse sentido, vale o teorema anterior com r = 1 ou r = 2,conforme exemplo adiante.

Seja F'/F, um CFA com corpo total de constantes F,. Para cada inteiro positivo n, o corpo
F,, == F-F;n chama-se extensao do corpo de constantes de F' (contido em um fecho algébrico
fixado de F'). Se Fn = F,(5), entdo F,, = F(/3), cujo corpo de constantes é F,». Além disso, temos

o seguinte:

TEOREMA 2.3.3. (/16], Teorema 1.7.2) Para todo lugar P de F' e todo lugar Q) de F,, acima de P,

tem-se:

(i) e(Q|P) = 1, isto é, Q é ndo ramificado;
(ii) deg(Q) = d/mdc(d, n), onde d = deg(P);
(iti) f(Q|P) = n/mdc(d, n);

(iv) Ha exatamente mdc(d,n) lugares de F,, sobre P.

Trabalharemos agora num exemplo simples, mas fundamental para o que vem posteriormente.
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Exemplo 2.3.1. Seja F//k um CFA com k = F, da forma F' = \/m(z), onde m(z) € k[z] é livre
de quadrados, logo [F': k(z)] = 2. Seja P um lugar qualquer de k(z) e Q; os lugares acima de P

em F. A igualdade fundamental neste caso da

S e(QP)F(QiIP) = 2

i=1

de onde seguem as seguintes possibilidades:

1. r =2, em cujo caso temos e(Q1|P) = e(Q2|P) = 1, f(Q1|P) = f(Q2]P) = 1. Dizemos que

P se decompéde (totalmente) em F';
2. r =1, caso em que podem ocorrer duas situagoes:

(a) e(Q1|P) =1e f(Q1|P) = 2. Aqui, dizemos que P é inerte em F’;
(b) e(@1]P) =2 e f(Q1|P) =1, quando se diz que P se ramifica em F.

2.4 Divisores e Espacos de Riemann-Roch

Seja F'/k um CFA de uma varidvel com corpo total de constantes k. Denotamos por Pr o
conjunto dos lugares de F'. O grupo de divisores de F'/k denotado por Div(F'/k) ou Div(F), é
o grupo abeliano livre gerado pelos lugares de F', isto é, um divisor de F' é uma soma formal do
tipo

Z in,

PEPF

com coeficientes np € Z, quase todos nulos, isto é, apenas um nimero finito de coeficientes np é

diferente de zero. Um divisor D = Z npP se diz positivo, com a notacao D > 0, se np > 0,
PGPF

para todo P € Pp. Se os divisores D e G satisfazem D — G > 0, escrevemos D > G ou G < D, o

que define uma ordem parcial em Div(F).
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Para D = >  npP € Div(F), denotamos np por vp(D), para P € Pp. Observemos que, para

PGPF
D = P € Ppg, temos vp(D) = vp(P) = 1, em concordancia com a definigdo da valoracao vp. O

suporte de D é o conjunto
supp(D) :={P € Pp | vp(D) # 0}.

O grau de D, deg(D), se define por deg(D) = Y npdeg(P).
PEPF
A aplicacao deg : Div(F*) — Z é um homomorfismo de grupos, cujo ntcleo é o subgrupo de

Div(F) denotado por Div’(F), e denominado subgrupo dos divisores de grau 0.

TEOREMA 2.4.1. ([16], Proposi¢ao 3.5.1.) Para todo x € F'\ k, temos

> vp(z)deg(P) < [F: k(z)].
Y

vp(x)>0

A demonstracdo desse teorema usa um teorema de aproximagao para lugares ([16], Teorema

1.5.18).

COROLARIO 2.4.2. ([16], Coroldrio 3.3.2.) Todo elemento de F* possui apenas um nimero finito

de polos e de zeros.

Em vista desse corolario, faz sentido definir os divisores de F' associados aos elementos de
r € F* do seguinte modo: sejam N (z) o conjunto dos zeros de x e P(z) o conjunto dos polos de

x. Definimos o divisor dos zeros de z por

e o divisor dos polos de z por
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Notemos que ambos os divisores sao positivos. Finalmente, definimos o divisor principal de z,
div(z), por
div(z) = (2)o — () = Y, vp(z)P.
PEPF
A aplicacao div : x € F* — div(x) € Div(F') é um homomorfismo de grupos, cuja imagem é o

subgrupo de Div(F') chamado subgrupo dos divisores principais de F', denotado por Princ(F).

TEOREMA 2.4.3. ([16], Proposicao 3.3.3.) Todo elemento de F \ k possui no minimo um zero e

no minimo um polo. Em particular, ker(div) = k*. (Lembremos que qualquer valorag¢io se anula

em k*.)

A demonstracao desse teorema, dada em [16], utiliza a identificagdo de lugares P de F' com os

pontos da curva projetiva nao singular correspondente a F'.
Defini¢ao 2.4.1. Para um divisor D de F/k, definimos o espago de Riemann-Roch por
L(D) :={x € F*|div(z)+ D >0} U {0}.

Observamos que L£(D) é um espago vetorial sobre k, cuja dimensao se denota por [(D), que é

finita, conforme mostra o teorema seguinte.
TEOREMA 2.4.4. ([16], Teorema 3.4.1.) Sejam D e G divisores de F/k. Entao:

1. se D < G, entao L(D) € um subespaco de L(G) e
dim(£%)) < deg(G) — deg(D);

c
L(D)

3. L(D)>1seD>0;

4. U(D) € finita, para todo divisor D e (D) < deg(D) + 1;
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5. se D = G +div(x), para algum x # 0 em F*, entao (D) = I(G).
Como ilustracao de aplicagao desse teorema, demonstremos os proximos resultados.
TEOREMA 2.4.5. Para todo divisor x € F'\ k, temos deg((z)o) = [F : k(z)].

Demonstragio. Consideremos n = [F' : k(z)]. Pelo Teorema 2.4.1, sabemos que deg((z)y) <
n. Para provar a desigualdade oposta, escolhemos uma base yi,---,y, da extensao F/k(x) e
introduzimos o divisor positivo C' := Xn:(yj)oo de F'. Para todo inteiro m > 1, calculos rotineiros
mostram que os elementos z~'y; € ﬁ(;;zl’)g + C), para todo 0 < i <m, 1 < j < n, além de serem
linearmente independentes sobre k. Por isso, [(m(x)y + C') > n(m + 1), para todo m > 1. Por

outro lado, a desigualdade em 4. do teorema anterior diz que
[(m(x)o + C) < deg(m(z)o+ C) + 1 = mdeg((z)o) + degC + 1.

Essas duas tltimas desigualdades acarretam m(deg((z)o) —n) > n—deg(C) — 1, para todo m > 1.

Como o lado direito é independente de m, obtemos deg((x)) > n. O

COROLARIO 2.4.6. Para todo divisor x € F \ k, temos deg((z)o) = deg((z)oo)(= [F : k(2)]). Em

consequéncia, deg(div(z)) = 0.

Demonstragio. O resultado é claro para x € k*. Para z € F'\ k, como deg((1/x)y) = deg((%)w),

o teorema anterior da

deg(a)o = [F : k()] = [F : k(1/2)] = deg((L/2)p) = deg().

COROLARIO 2.4.7. Se deg(D) < 0, entdo (D) = 0.

Demonstragao. Se l(D) fosse > 0, existiria = € [(D), isto é, existiria x satisfazendo div(x)+ D > 0,
o que acarreta 0 < deg(div(z) + D) = deg(D) (pois, pelo corolario acima, deg(div(z)) = 0), o que

contraria a hipotese. O
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Como vimos, o conjunto dos divisores principais forma um subgrupo de Div(F'), denotado por

Div(F)
> Princ(F)’

Princ(F). O grupo quociente chama-se grupo de classes de divisores de F'. Dois

divisores D e G na mesma classe residual se dizem equivalentes, o que se denota por D = G.

Neste caso, os resultados acima tém as seguintes consequéncias:
1. (D) =l(G) e deg(D) = deg(G);
2. Princ(F) é também um subgrupo de Div’(F), o subgrupo dos divisores de grau 0.

O teorema seguinte caracteriza corpos de funcoes racionais e é consequéncia dos tltimos resul-

tados.

TEOREMA 2.4.8. ([16], Teorema 3.4.5.) Sao equivalentes:
1. F € o corpo de fungoes racionais sobre k;
2. Existe um elemento x € F* tal que deg((x)o) = 1;
3. Existe um lugar racional P de F' com [(P) = 2.

Demonstragcio. Mostremos apenas que 3. implica em 1. e 2. De fato, 3. diz que existe um
elemento € L(P) \ k tal que div(z) + P > 0. Segue dai e do fato de x possuir ao menos 1 polo,

que (2)o = P. Entdo, 1 = deg((z)s) = [F : k(z)], logo, F' = k(x). O

2.5 Teorema de Riemann e Género

Os resultados desta e das proximas secoes tém como objetivo obter a desigualdade de Hasse-
Weil, que motivou a investigagao contida neste trabalho. Eles sao provados usando-se as proprieda-
des dos espagos de Riemann-Roch e do grau de um divisor (portanto de valoracoes) e encontram-se
nos textos sobre CFA, por exemplo, em [24] e [16]. Tais teoremas sao usados para verificar as pro-

priedades da funcao zeta de um CFA, que resultam na desejada desigualdade. Apresentaremos,
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como temos feito, apenas os resultados e demonstragées que julgarmos oportunas para perceber

como essas propriedades se aplicam.

TEOREMA 2.5.1. ([16], Teorema 3.5.1.) (Riemann) Para todo corpo de fungoes F'/k, existe um

inteiro ndao negativo g, dependendo apenas de F', tal que, para todo divisor D de F tem-se
[(D) > deg(D)+1—g.
COROLARIO 2.5.2. Se (D) =deg(D)+1—g e G > D, entio [(G) = deg(G)+1—g.

Demonstragio. Temos, pelo Teorema de Riemann, [(G) > deg(G) + 1 — g. Para a desigualdade
oposta, se G > D, a primeira propriedade apresentada sobre os espagos de Riemann-Roch (Teorema

2.4.4), acarreta o seguinte:

IG) — (D) = dmfg < deg(G) — deg(D),

de onde se segue que
[(G) <U(D) + deg(G) — deg(D) = deg(D) + 1 — g+ deg(G) — deg(D) = 1 — g + deg(G).
0
COROLARIO 2.5.3. ([16], Coroldrio 3.5.3.) Existe um inteiro r, dependente apenas de F, tal que
[(D)=deg(D)+1—g
para todo divisor D de F com deg(D) > r.

Definicao 2.5.1. O inteiro nao negativo g, determinado pelo corolario anterior, e que s6 depende

de F', chama-se género do CFA F.

Observagao 2.5.1. O Teorema de Riemann-Roch, que enunciaremos apos o exemplo abaixo, mostra

que o inteiro do corolario anterior é 2g — 1.
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Exemplo 2.5.1. Sejam F' = k(z) o CFR sobre k e P, o lugar infinito de F. Para cada inteiro
n > 0, consideremos o divisor nP,,. Temos que L(nP,) = {z € F*|div(z) + nP, > 0} U {0}.

Assim, devemos ter Z vp(2) + nPx > 0, 0 que equivale a vp;)(2) > 0, para todo irredutivel

PEPF
monico p(z) € k[z], e vs(2z) > —n. Das defini¢oes dessas valoragoes, é simples verificar que a

primeira condicdo acima acarreta z = %, com g(z) = 1, e a segunda acarreta deg(f(z)) < n.
Logo, z = f(x) € k[z] e deve ter grau < n, isto é, [(L(nPx)) = n+ 1, para todo n > 0. Como
deg(nPy) = n, o dltimo corolario diz que n+1=n+1— g, isto é, g = 0.

Reciprocamente, se um CFA possui género 0 e no minimo um lugar racional P, entao, pelo

Teorema 2.4.4, [(P) < deg(P)+1 =1+1 = 2 e, pelo Teorema de Riemann, I(P) > 2, logo,

[(P) =2, o que caracteriza CFR, como ja vimos.

TEOREMA 2.5.4. (Riemann-Roch) ([2}], Teorema 1.5.15) Para cada CFA F/k, existe um tinico
divisor W, chamado divisor candénico de F, para o qual vale: se F/k tem género g, entdo, para

qualquer divisor D de F', tem-se
(D) =deg(D)+1—g+ (W — D).

Além disso, (D) = deg(D) + 1 — g, sempre que deg(D) > 2g — 1.

2.6 A funcao zeta de Riemann para corpos de funcoes, o

L— polinémio, o nimero de classes de divisores h e a

desigualdade de Hasse-Weil

Lembremos que os CFA F/k com os quais lidamos neste trabalho sao tais que o corpo total de

constantes k ¢é finito, k = F,, ¢ ¢ poténcia de um primo impar p.

TEOREMA 2.6.1. ([24], Lema 5.1.1.). Para todo n > 0, definindo A, (F') como sendo a cardinali-

dade do conjunto {D € Div(F)|D >0 e deg(D) = n}, obtém-se que A, (F) € finita.
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Um lugar de F//IF, de grau 1 se chama, como vimos, lugar racional. Os lugares racionais de F'/F,
estao em correspondéncia biunivuca com os pontos [F -racionais da correspondente curva projetiva

nao singular sobre [F,. O resultado seguinte é consequéncia imediata do teorema anterior.
COROLARIO 2.6.2. Um CFA sobre F, possui apenas uwm nimero finito de lugares racionais.

Denotemos por N(F) o nimero de pontos racionais de F/F,. Mais geralmente, para cada
inteiro n > 1, consideremos o CFA F,/F,», em que F,, é a composi¢do de corpos F - Fn. Seja
N, (F) o nimero de lugares racionais de F},/Fn. Assim, N(F) = Ny (F). A fungao zeta de F/F,,

definida a seguir, incorpora todos esses dados.

Definicao 2.6.1. A fungao zeta Z(F,t) de F/F, é a seguinte série de poténcias formal sobre os

ntimeros complexos:

Z(F,t) :==exp (i NnT(lF)t"> e C[[t]]-

n=1
Exemplo 2.6.1. Computemos a fungao zeta do CFR F = F,(z) sobre F,. Como F,, = Fyn(x),

entdo N, (F) = ¢" + 1, como vimos no exemplo 2.2.4. Obtemos:

logZ(F,t) = ———logl—qt log(1 —t) = log ,
;1 Z Z )~ log( ) (1—1)(1—qt)
isto é,
Z(Ft) = mpan-

TEOREMA 2.6.3. ([16], Teorema 4.1.6) A fungao zeta pode também ser representada pelas sequintes
expressoes:
(i) Z(F,t) Z N, (

(i1) (Produto de Euler) Z(F,t)= [] (1- tdegp)—l
pPe Py

Observagao 2.6.1. Utilizando a férmula (i) como defini¢ao, [24] prova, na Proposigao 5.1.6., que

Z(F,t) é convergente para [t| < %. O produto de Euler em (ii) decorre facilmente de (i).
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Recordemos que dois divisores D e G se dizem equivalentes quando D = G+div(z), para algum

x € F*, logo, possuem o mesmo grau, pois deg(xz) = 0. Assim, pode-se falar de grau da classe

de divisores [D| = D + Princ(F) € P]?;ZEQ). O subconjunto Div’(F) de Div(F), que consiste

de todos os divisores de F' de grau 0, ¢ um subgrupo de Div(F') que contém seu outro subgrupo

Princ(F'). Podemos, entdo, considerar o grupo quociente

Ol(F) _ Div(F)

" Princ(F)’
que se chama grupo de classes de divisores de grau 0 de F. Assim, CI(F') consiste de todas

as classes de divisores [D] com D € Div’(F).
TEOREMA 2.6.4. CI(F) é um grupo abeliano finito.

Demonstragio. Basta mostrar que CI(F') é finito. Escolhamos D € Div(F') com d := deg(D) > g =
género de F'. Pelo Teorema de Riemann, temos [(D) > d+1—g > 1, logo ha um elemento nao nulo
G = D+Div(z) > 0em £L(D). Logo, [D] = [G] em Div(F')/Princ(F'). Como Ay(F) é finito, assim o
serd o numero de classes de divisores de grau d. Mostremos agora que as classes de divisores de grau
0 de F sao dadas exatamente pelas expressoes do tipo [D]—[B], com B € Div(F') de grau d, de onde
decorrera que elas sao em nimero finito. De fato, seja E' € Div(F') com deg(E) = deg([E]) = 0.
Como deg(D — FE) = d, segue-se novamente pelo Teorema de Riemann que (D — E) > 0. Seja
B := D — E +div(y) um elemento nao nulo em D — E. Temos: deg(B) =de E = D — B+div(y),

isto é, [E] = [D] — [B]. O

Definig¢ao 2.6.2. A ordem do grupo finito CI(F') é denotada por h(F') e se chama o ntimero de

classes de divisores (de grau 0) de F.

PROPOSIGAO 2.6.5. Em um CFR F/k, todo divisor de grau 0 é principal. Em consequéncia,

h(F) =1.

Demonstragio. Seja A um divisor de grau 0. Como o género de um CFR é 0 (2.5.1), temos

0 > 2g —2, de onde obtemos, pelo Teorema de Rieman-Roch, que [(A) = degA+1—¢g = 1. Assim,
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existe x € F'\ 0 com div(z) > —A. Como div(z) e A possuem, ambos, grau 0, a desigualdade
anterior é uma igualdade, logo, A = —div(z) = div(z™!). O

LEMA 2.6.6. Para todo divisor D € Div(F'), o nidmero de divisores positivos na classe de de

¢"P)—1

divisores [D] € =

Demonstra¢io. Um divisor G € [D] é positivo se, e somente se, G = D + div(z), para algum
x € L(D)\ 0. Ha exatamente ¢"”) — 1 elementos x € £(D) \ 0 e, como z, y € L(D) \ 0 produzem

o mesmo divisor G se, e somente se, y = cz, para algum ¢ € Fy, obtemos o resultado. O
LEMA 2.6.7. ([16], Lema 4.1.10) Todo CFA sobre um corpo finito F,, possui um divisor de grau 1.
COROLARIO 2.6.8. Todo CFA sobre um corpo finito de género 0 é um CFR.

Demonstra¢do. Suponhamos F//F, de género 0. Pelo lema anterior, existe um divisor D de F' de
grau 1. Pelo Teorema de Riemann-Roch, {(D) = 2. Assim, pelo Lema 2.6.6, podemos escolher um
divisor positivo G € [D]. Um tal G satisfaz G > 0, deg(G) = 1 e I(G) = 2, o que acarreta, pelo
Teorema 2.4.8, que F' é um CFR.

]

TEOREMA 2.6.9. ([16], Teorema 4.1.11) Seja F/F, um CFR sobre F, de género g. Entdo, a fungdo

zeta de F € racional da forma

_ _L(FyY)
2(F. 1) = mha-a

onde L(F,t) € Z[t] é um polindmio de grau no mdzimo 2g e L(F,0) = 1. Além disso, L(F,1) =
h(F). (No prézimo teorema, veremos que degL(F,t) = 2g.)

Definigao 2.6.3. O polinémio L(F,t) do teorema acima se chama L— polindémio de F/F,.

Esse polindmio possui importantes propriedades que listamos a seguir (veja Teorema V.1.15
em [24]), culminando com o Teorema de Hasse-Weil e um corolario que fornece uma desigualdade

fundamental envolvendo h(F).
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TEOREMA 2.6.10. (/24], Teorema 5.1.15.)

1. O L— polinomio L(F,t) do CFA F/F, de género g satisfaz a equagao funcional

L(F,t) = ¢9t*L (F 1 )

qt
29 .
2. Escrevendo L(F,t) =Y a;t', com a; € Z, entdo:
i=0

(a) ap =1 e asy = ¢9;
(b) azg—i = q?'a;, para 0 <i < g;

(c) ay =N —(q+1), onde N € o nimero de lugares de grau um;

3. L(F,t) se fatora em C[t] na forma

2g

L(t, F) = [[(1 = ast),

i=1
onde 0s complexos «; sao inteiros algébricos, inversos das raizes de L(F,t), e podem ser

arranjados de forma que a0y ; = q, parat=1,---,g;
4. Se L.(t) := %Zr(t) denota o L—polinomio da extensdo do corpo de constantes F, =

FF,, entao,
29

Lo(t) = T[(1 — alt),

i=1

onde 0s o sGo como no item anterior.
COROLARIO 2.6.11. (/24], Coroldrio 5.1.16) Para todo r > 1,
2g
NT:qT—}—l—ZOZ;,,
i=1

onde ay, - -, sy € C sao os inversos das raizes de L(t).Em particular, temos

29
N:N1:q+1—2a,-.
i=1
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29

TEOREMA 2.6.12. ([24], Teorema 5.2.1.) [Hasse- Weil] Seja L(F,t) = [[(1—w;t), o L-polindmio
i=1

do CFA F/F, de género g. Aqui, w;, 1 <1 < 2g, sao os inversos das raizes de L(F,t). Entdo

lw;| = q2, para todo i.

TEOREMA 2.6.13. [Desigualdade de Hasse-Weil] O nimero de classes de divisores h(F') de
um CFA F/F, de género g satisfaz (q2 —1)29 < h(F) < (q2 +1)%.

29
Demonstragio. |h(F)| = |L(F,1)| = [] |1 — w;|. Agora, 1 — |w;| < |1 —w;] <1+ |w;| que, pelo
i=1

Teorema de Hasse-Weil, equivale a 1 — q% <|1T—w <1+ q%, de onde seguem as desigualdades

desejadas. O

2.7 Corpos elipticos e hiperelipticos de funcoes

Descreveremos nesta se¢ao, com base na referéncia [24], os corpos de fungoes que interessam
para os sistemas criptograficos e com os quais lidamos neste trabalho, os elipticos e os hiperelipticos

em caracteristica impar.

Defini¢ao 2.7.1. Um CFA F/K se diz eliptico se sao satisfeitas as seguintes condigoes:
1. o género de F/K é 1,
2. existe um divisor A de F' com deg(A) = 1.

As proposicao 6.1.2. e 6.1.3. de [24] descrevem CFA F'/K elipticos para car K # 2, nos termos

do teorema seguinte:
TEOREMA 2.7.1. Suponhamos car K # 2.

1. Seja F/K CFA eliptico. Entio existem x,y € F tais que F = K(z,y) e y* = f(z) € K|z],

onde f(x) € K[z] é um polinomio de grau 3 livre de quadrados.



CAPITULO 2. PRELIMINARES 36

2. Reciprocamente, se F' = K(x,y) ey? = f(z) € K(x) € livre de quadrados, com deg(f(x)) = 3,

entao F/K € eliptico.

Neste caso, o lugar Py, de K(x) ramifica em F/K(z) e, se Qu € sua extensdo, entao e(Quo/Ps) =

2 e f(Qu/Px) =1.

Definigao 2.7.2. Um CFA F/K se diz hipereliptico se tiver género g > 2 e contiver um subcorpo
racional K(z) C F tal que [F : K(z)] = 2.

As Proposigoes 6.2.2. e 6.2.3. de [24] descrevem CFA F/K hiperelipticos:

TEOREMA 2.7.2. 1. Um CFA F/K ¢€ hipereliptico se, e somente se, existe um divisor A de F

tal que deg(A) =2 e l(A) > 2. Todo CFA de género 2 é hipereliptico.
2. Suponhamos car K # 2.

(a) Seja F/K um CFA hipereliptico de género g. FEntio existem x,y € F tais que F =
K(z,y) ey? = f(z) € K[z], onde f(x) € K[z]| é um polinomio de grau 2g+1 ou 2g+ 2
lrvre de quadrados.

(b) Reciprocamente, se F = K(x,y) ey* = f(x) € K[z|, onde f(x) é um polinémio de grau

m > 4 livre de quadrados, entao F/K € hipereliptico de género g = mTfl, sem € impar,

ou g = %‘2, se m € par. No primeiro caso, o lugar Py, de K(x) ramifica e, no sequndo

caso, Py, decompoe se o coeficiente dominante de f(x) é quadrado em K* e é inerte em

caso contrdrio.



Capitulo 3

Sobre criptografia e o niimero de classes

3.1 Criptografia e corpos de funcoes algébricas

Apresentamos aqui o papel desempenhado pelos corpos de fungoes algébricas, especialmente
o seu grupo de classes de divisores de grau zero e sua ordem h, em sistemas criptograficos. As

referéncias principais para os temas aqui tratados sao [19] e [16].

3.1.1 Criptografia

A criptografia - do grego, kryptds (escondido, secreto) e grdphein (escrever) - pode ser entendida
como a arte de transformar informacao escrita de sua forma original em uma que nao pode ser
compreendida, a menos que se saiba como decifra-la, isto é, a menos que se tenha uma chave
secreta que a decifre.

Criptografia consiste de dois processos: o primeiro, chamado encripta¢io é uma forma de
codificar a informagao, de modo a tornéa-la ininteligivel a quem nao é autorizado a lé-la; o segundo,
chamado decriptagao, é o processo inverso, de decodificar a mensagem encriptada, sendo necessario
para tal um conhecimento especial.

Suponhamos que uma pessoa, de agora em diante denominada Alice, deseja enviar uma infor-

37
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macao a outra pessoa, que chamaremos de Bob, de tal forma que ninguém além de Bob seja capaz
de entendé-la. Para tanto, Alice codificard a mensagem, obtendo uma nova mensagem, chamada
texto cifrado. Quando Bob o recebe, ele o decodifica, obtém o texto original e o 1é.

Para esse processo funcionar, Alice precisa de usar uma chave de encriptacdo para obter o texto
cifrado, e Bob precisa de uma chave de decriptacao para decodifica-la e obter o texto original. A
chave de decriptagao precisa ser mantida em segredo.

H& duas maneiras basicas de codificar uma mensagem: simétrica e assimétrica. Chamando de
a e b as chaves de encriptagao e decriptacdo, respectivamente, diz-se que a codificacao é simétrica
se a = b ou se b pode ser facilmente obtida de a. Neste caso, Alice e Bob precisam combinar a
chave secreta antes de comecarem a enviar informagdes entre si, caso contrario, qualquer pessoa
deduziria b de a e poderia decifrar a mensagem.

No caso de sistemas assimétricos, a e b sao distintos e a computacao de b a partir de a nao é
possivel. A vantagem desse sistema é que a pode ser tornada ptublica sem perigo. Esse sistema
funciona assim: se Bob quer receber uma mensagem encriptada, ele publica a chave a e mantém
b em segredo. Quando Alice envia a Bob uma mensagem, ela usa a para obter o texto cifrado.
Apenas Bob podera decifrar a mensagem pois ele é o inico que conhece a chave b. Nem mesmo
Alice poderia obter a mensagem original da encriptada.

Por essa razao, sitemas assimétricos também sao chamados de sistemas criptogrificos de chave
publica. Eles hoje sao utilizados em varios setores de atividade, como bancos, companhias de
cartoes de crédito, troca de artigos cientificos entre colaboradores, de modo a evitar plagios, etc.
A razao disso é que a troca de chaves secretas passa a ser desnecessaria, possibilitando uma
gama muito maior de comunicagoes seguras. Descreveremos brevemente na préxima secao dois

importantes sistemas de chave publica, o RSA e o ElGamal.
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3.1.2 Sistemas criptograficos

O sistema criptografico mais simples que existe, utilizado por César nas guerras que promovia,
consiste basicamente em transladar cada letra do alfabeto para a seguinte (ou para um ntimero
fixo de letras adiante,m6dulo 26, no nosso caso). Esse nimero fixo é a chave de codificacao e
decodificagdo (sistema simétrico). O sistema de César é, portanto, de facil decodificagao.

O problema principal em sistemas simétricos é a distribuicdo e administracdo da chave. Se
Alice e Bob usam um tal sistema, eles precisam combinar a chave antes de comecarem a trocar
informacao.

Em sistemas de chave piblica, a troca de chaves nao é mais um problema. Bob torna ptblica a
chave de encriptacao a para ser utilizada por qualquer pessoa que queira enviar-lhe uma mensagem.
Quando Bob recebe a mensagem encriptada com sua chave publica a, ele utiliza sua chave secreta
de decriptacao b para decodificar a mensagem.

O sistema criptografico de chave publica mais popular é o sistema RSA, criado em 1978 por
Ron Rivest, Adi Shamir e Len Adleman. Ele foi um dos primeiros sistemas criptograficos a
serem inventados e ainda se mantém o mais importante. Sua seguranca reside na dificuldade de se
encontrar a fatoracdo de um nimero inteiro que é produto de dois primos grandes. Vejamos como
funciona.

Bob encontra dois primos grandes, p e ¢ e computa n = pg. Agora, ele escolhe qualquer
inteiro a tal que 1 < a < ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1) (p(n) = ntmero de inteiros positivos menores
do que n e relativamente primos com n), com mdc(a,p(n)) = 1. Devido a essa escolha, existe
be{l,---,p(n)—1} tal que ab = 1 mod p(n). O ndmero b pode ser computado através do
algoritmo extendido de Euclides (ver [19]).

Bob publica a chave (n,a) e sua chave privada é b. Como comentado acima, b pode ser compu-
tado conhecendo-se p e ¢, ou seja, fatorando-se n, o que é impossivel se p e ¢ sdo suficientemente

grandes.
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O processo funciona assim: suponhamos que uma certa mensagem seja escrita em um alfabeto
de N letras. Para transformarmos a mensagem em um nimero, atribuiremos a cada letra do
alfabeto um nimero de 0 a N — 1. Ponhamos ¢t = logyn e assumamos que Alice tem um texto

mims - - - my, onde cada m; é um ntimero correspondente a uma letra do alfabeto. Entao ela define
t t

m =Y m;N'"". Obtemos 0 <m < (N —-1)> N""=N"—1<n. Seja c=m*modn o texto
i=1 =1

cifrado e escrevamos ¢ na base N. Como 0 < ¢ < n < N'™! a expressdao de ¢ na base N possui

comprimento maximo igual a ¢t + 1, isto é,
t .
c= ZciNt’l, com ¢; € {0,1,--- N — 1}, para 0 <1i <.
i=0

Portanto, a mensagem encriptada consiste do inteiro ¢ = cy¢y - - - ¢;. O fato crucial que faz o sistema
RSA funcionar, e que se baseia no teorema a seguir, ¢ que c®modn = m. Assim, Bob usa sua chave
secreta b para obter m, depois ele o expressa na base /N, usa as letras correspondentes e obtém a

mensagem de Alice.

TEOREMA 3.1.1. (/19], Teorema 10.2.3) Se p e q sao primos distintos, n = pq, p(n) = (p—1)(g—1),

a € primo com p(n), 0 <m < n eb satisfaz ab = 1mod n, entio (m*)*mod n = m.

3.1.3 Criptografia com corpos finitos e o criptossistema de ElGamal

O conceito de chave publica foi introduzido por Diffie e Hellman em 1976 [5]. A diferenca em
relacdo a sistemas simétricos estd na utilizagdo de uma fungdo unidirecional, ou seja, uma fungao
que ¢é facil de usa-la, mas dificil de inverté-la. No exemplo do RSA, tal funcao é a que multiplica
dois primos grandes. Neste caso, a func¢ao inversa ¢é a fatoracao de um dado inteiro como produto
de dois primos, o que, dependendo dos primos, pode ser muito dificil.

Os sistemas criptograficos que utilizam corpos finitos baseiam-se na dificuldade computacional
de resolugao do problema do logaritmo discreto (PLD), que consiste do seguinte: seja [, o grupo

multiplicativo do corpo finito de ¢ elementos. Escolhemos g € F a que chamamos base. Dado
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y € I, determinar um inteiro x tal que y = g%, isto ¢, “x = log,y”. O PLD pode ser definido para
qualquer grupo finito. A dificuldade computacional de resolucao deste problema para grupos de
ordem alta estd na base do método de troca de chaves de Diffie-Hellman [16].

Do mesmo modo, o a inviabilidade computacional do PDL é a base do sistema criptogréafico de

ElGamal, que descrevemos brevemente a seguir.

Exemplo 3.1.1. [Criptossistema de ElGamal] Seja A um grupo abeliano finito de ordem
alta e a € A um elemento de A também de ordem alta. O par A e a sdo tornados publicos.

Alice quer enviar uma mensagem para Bob. Como no RSA; ela transforma a mensagem em um
elemento m de A.

Bob escolhe h € Z como sua chave privada e publica b := a”.

k

Alice escolhe k € Z e computa ¢; = a* e co = mb* em A. O par (c1,c9) é enviado a Bob.

Bob, entdo, desvenda o texto m computando cyc;”, pois
k —h
cocy " = mbF (ah) (ak) =m.

A condigao necessaria para a seguranca do criptossistema de ElGamal é a inviabilidade do PLD
em A, pois a chave privada h de Bob,que abre a mensagem m de Alice s6 é descoberta se se
puder calcular log,b em A, o que é invidvel. Além disso, caso a mensagem (cp,co) de Alice seja
interceptada, m continua em seguranca pois sua descoberta depende de k£ = log,c;, também

tornado invidvel.

O criptossistema de ElGamal e outros sistemas criptograficos podem ser implementados uti-
lizando-se os grupos de classes de divisores de grau 0 de corpos de funcoes algébricas elipticos
(cf. Secao 2.7) ao invés do grupo multiplicativo de corpos finitos. Esses CFA - ou, similarmente,
as curvas elipticas nao singulares - foram inicialmente propostos para tais fins em 1985 por Neal
Koblitz [12] e Victor Miller [14]. As razoes para utilizéd-los sdo as seguintes: primeiro, existe

apenas um corpo finito de ¢ elementos, enquanto ha muitos corpos de fungoes elipticos sobre F,,.
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Segundo, e mais importante, é a auséncia de algoritmos em tempo subexponencial habeis para
quebrar o sistema (ainda tendo o PLD como base), desde que o corpo eliptico de fungoes sobre F,
seja escolhido sendo nao-supersingular, isto é, quando o nimero de lugares (ou divisores primos)
de grau 1, Ny(F,), for congruente a 1 médulo p.

Embora nao se conhecam algoritmos em tempo subexponencial para o PLD em CFA elipticos
nao-supersingulares, o progresso alcancado na computacao de logaritmos discretos para corpos
finitos e na fatoracao de inteiros requerem chaves cada vez maiores para a seguranca dos sistemas
criptograficos de chave publica.

Em 1989, Koblitz [13] generalizou o uso de criptossistemas elipticos para o uso de criptossis-
temas hiperelipticos. A razao principal pela qual os corpos hiperelipticos F' = F () ( f (:)3)) (cf.
Secao 2.7) sao convenientes para propédsitos criptograficos é que os elementos do grupo de classes
de divisores de grau 0 possuem uma representacao conveniente como pares (u,v) de elementos de
F,[z] (cf. [15]). Essa representacao torna a adi¢do no grupo de classes facilmente implementavel.

Outra vantagem dos criptossistemas baseados em corpos de fungbes hiperelipticos sobre os
elipticos é que os primeiros podem ser construidos com o mesmo nivel de seguranca que os ultimos,
utilizando um corpo de base menor. Mais precisamente, a ordem de h = nimero de classes de
divisores de grau 0 de um corpo de fungoes hipereliptico de género g sobre um corpo de q elementos
é aproximadamente ¢7. Isso significa que se tivermos um corpo de fungoes eliptico (género igual a
1), com um corpo de base de tamanho ¢ da ordem de 3**°, entao o corpo hiperliptico de género 2,
3 ou 4 podera ter corpo de base da ordem de 3'%°, 37 ou 3%, respectivamente.

Os algoritmos de ataque ao PLD em corpos hiperelipticos indicam que apenas os de género
baixo (2 e 3) devem ser usados para propésitos criptograficos, além do fato de que h deve ser
divisivel por um primo da ordem de 2! ~ 1,47 x 10°. Uma abordagem computacional detalhada
sobre os sistemas criptograficos baseados em curvas elipticas e hiperelipticas e varios outros tépicos

referentes a essas curvas e corpos de fungdes podem ser encontradas em |[2].
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3.2 A L-série de Artin adaptada a uma IFE para h

Utilizaremos aqui a linguagem e os resultados contidos em [9] e [18] para deduzir uma identidade
finita e explicita para h, o niimero de classes de divisores de F' = F,(2)(v/D), onde D(x) € F,[z] é
livre de quadrados e ¢ ¢ impar. Essa identidade ¢ uma consequéncia direta dos resultados contidos
nas referéncias acima sobre as L-séries de Artin. Essas L-séries dependem do simbolo de Legendre
polinomial de ordem 2 ou do cardter de ordem 2 que definiremos na proxima subsecao. Nessas

referéncias, define-se de maneira geral o simbolo polinomial de Legendre de ordem [ > 2.

3.2.1 O simbolo de Legendre polinomial de ordem 2

Sejam A = Fy[z] e K = Fy(z). O grupo multiplicativo A* dos elementos inversiveis de A é

igual a (IF,)", que é ciclico de ordem ¢ — 1. Para D € A, temos que a ordem do anel ﬁ, denotada

A

por ‘@’, éq deg(p)

deg(p

). Definimos, entdo, |D| := ¢ e, no caso em que se D = 0, pomos |D| = 0.

Se P € A for irredutivel de grau d e P nao dividir D, entao o grupo multiplicativo dos elementos

nao nulos do corpo (%), denotado por (%)*, tem ordem |P| — 1 e contém uma copia de (F,)".
A

(P)>. Suponhamos que ¢ é impar, de modo que 2|q — 1.

Denotemos por @ a classe de a € A em (

Temos:

2
_lpl—t _|P|— -
(a 2 ) — a'Pl 1 = 17
A

P 6 uma raiz quadrada da unidade em (@)*, isto é, +1 € F;,. Em termos

de onde se segue que a2

N . . lpl— . .
de congruéncias, essa igualdade equivale a a %7 = 41 modP. Finalmente, obtemos a seguinte

definicao:

Definicao 3.2.1. Para D e P como acima, definimos o simbolo de Legendre polinomial de

ordem 2, denotado por xp(P), como sendo 1 ou —1, dependendo da classe de equivaléncia de

25 Estendemos a defini¢do para o caso em que P divide D, pondo xp(P) = 0.

D
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lp|—1

Como Dz~ = £1mod P, entdo existe K(z) € A tal que

|P|—1

P(x)K(x) = D(z) = — xp(P).

Seja a uma raiz de P em Fq, onde, lembramos, d = deg(P). Da igualdade anterior, vem

[P|—1

Pla)K(a) = D(e) >~ = xp(P),

isto é,

Observemos que se P | A, entdao xp(D) = 0, que também é D(«) =l Assim, em qualquer caso,

[P|—1

Xp(P) = D(a) =z, onde a é uma raiz de P.

|[P|-1

Notemos também que D(«) 2 nédo depende da raiz « escolhida entre os conjugados de Frobé-

nius {a, al, aq2, . ,qud_l}. De fato, temos que
(a+8)" = (@ +87),

para o e 3 em qualquer extensao de F, e k € N (Cf. [16]). Além disso, para u € F,4, temos

d
g —1 g—1, 2 ... d—1 d—1 ,
w5 = ot (et ™) Como Nyt u e Foa — Ng(u) = u'T4tT" € F, é a norma de F

sobre [F,, entao

%1 g—1

u 2z = (Nyg(u)) =z €F,.

Assim, temos

1
q .

2 —= D(Oéq]) 2

D(@)*7" = Ny[(D(@)]'T = Na[(D(a?))]

Essas considerag¢oes permitem expressar o simbolo polinomial de Legendre médulo 2 do seguinte

modo, para P de grau d e D, como acima:
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onde Ny : u € Fpa — Ng(u) = pltat+at ¢ F, ¢ a norma de F, sobre F, e o asterisco * da
igualdade indica uma imersao do grupo das unidades de F; no grupo das unidades complexas em
S! c C, que nospermite identificar as unidades +1 € [y com +1C.

O simbolo de Legendre possui as seguintes propriedades: se D é um produto de irredutiveis

distintos Dy, entao

xp (I) =11 xn, (1),

e se M & um produto de irredutiveis I;, entao

XD(M)ZE[HXDk (£5) -

Exemplo 3.2.1. Fixemos D (z) = x — a € F, [z] um polinémio irredutivel de grau d = 1 e raiz a.

Calculemos M; := > x(D)(I). Temos:

Deg(I)=1,
Imoénico

M= > =3 {vwwT} -

deg(l)=1 I=x—k

keF,
porque a expressao acima entre chaves é 1 se k—a é um quadrado e —1 caso contrario (observemos

que a norma de Fy' sobre [y é a identidade).

3.2.2 A L-série de Artin

Seja m livre de quadrados em A = F,[z]. A L— série correspondente ao simbolo de Legendre

Xm se define por

L(s,Xm) = Z Xm(n).n| 7%,

n monico
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onde |n| = g,

Escrevendo

L(8, Xm) Z S xmn) | %,

d= n monico,
deg(n)=d

e denotando por My a soma  » | Xm(n), podemos reescrever L(s, x,,,) na forma

n monico,
deg(n)=d

8 Xm Z qu

LEMA 3.2.1. [Teorema de Artin para extensdes quadrdticas de F,(z)] (/9], Teorema 0.6.

para | = 2) Sejam m € A livre de quadrados de grau d, B fecho integral de A = F,[z] em

B . . grupo dos ideais inversiveis
F =F,(x)\/m, hg a ordem do grupo de Picard de B (Pic(B) = grupo dos ideais pmnczpazs) Rp

o requlador, dg o discriminante de B sobre A, e g o género de /K. Temos:

1. Se m tem grau impar, entao o lugar oo ramifica em F. Neste caso, d =2g+1 e L(1, xn) =

*?hp .

Vl0dsl’

2. Sem tem grau par e seu coeficiente dominante nao é um quadrado em IFy, entdo o lugar oo

é inerte em F. Neste caso, d =2g+2 e L(1, x,,) = G2 e

2 \/ldsl 4

3. Se m tem grau par e seu coeficiente dominante é um quadrado em F,, entdo o lugar oo

decompoe em F. Neste caso, d =29+ 2 e L(1,xmn) = (q*l)‘%
B

LEMA 3.2.2. ([18], Teorema 17.8.A) Nas condicoes do Teorema de Artin, se h := h(F) denota o

numero de classes de divisores de grau 0 de F', temos:
1. h = hpg, se co ramifica;
2. h=hg/2, se 0o é inerte;
3. h=hgRpg, se oo decompoe.

Além disso, |dg| = ¢°.
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LEMA 3.2.3. ([18], Lema 17.10.) Com a notag¢io da L— série acima, se m € livre de quadrados,

entio My =0, para d > deg(m).

A relacao entre os lemas acima fornece nossa primeira identificacdo explicita e finita para h,

conforme os trés teoremas seguintes.

TEOREMA 3.2.4. [Identidade finita e explicita de h (1)] Sejam F = F,(x) (ml/Q)
uma extensdo quadrdtica com género g, onde m € um polinomio livre de quadrados fixado so-
bre F, com d = deg (m) impar. Entdo o lugar infinito se ramifica, d = 29+ 1 e a L-série de Artin

adaptada as classes de divisores dessa extensao fornece a formula:

> Xm<n)+i2 Yoo+t Y X)) =

q deg(n)=1 q deg(n)=2 q deg(n)=d—1 9

ou, equivalentemente,

1 1 1
h = qg —+ qg_lMl + ...+ qu—l + Mg + 5M9+1 + ?Mg_l'_Q + ...+ ¥M297

onde M; = Z Xm (n) indica a soma dos simbolos de Legendre polinomiais para polinémios
deg(n)=t
maonicos n com deg (n) = i.

Demonstragio. L(1,xm) =Y _| > Xxm(n) ¢ =

1=0 n moénico
deg(n)=1i
d—1 )
2| 2 xmln) =
1=0 n moénico
deg(n)=1
1
Z Xm()+ = 3 Xm() 4+ =5 D xm(n) =
n ménico n ménico q n ménico
deg(n) 1 deg(n)=2 deg(n)=d—1

q"*hg  ¢'?h _ hg M1/ o)

Jal e

Como d — 1 = 2g, segue-se a segunda igualdade. O
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TEOREMA 3.2.5. [Identidade finita e explicita de h (2)] Sejam F = F,(z) (ml/Q)
uma extensdo quadrdtica com género g, onde m é um polinomio livre de quadrados fizado so-
bre F, com d = deg (D) par e coeficiente dominante nio quadrado em F,. Entdo o lugar infinito

¢ inerte, d = 29 + 2 e a L-série de Artin adaptada as classes de divisores dessa extensdo fornece

a formula:
1 ! 1 h (%)
I+= > xmM+ =5 D Xm+ ot D Xm()=—1
q deg(n)=1 q deg(n)=2 q deg(n)=d—1 q

ou, equivalentemente,

1 1
h=—1_ (qg + @7 My 4+ qMy o + My + My + .+ M2g+1>
q+1 q q9t

onde M; = Z Xm (n) indica a soma dos simbolos de Legendre polinomiais para polindmios
deg(n)=t
maonicos n com deg (n) = i.

Demonstragio. L(1,xm) =Y | > xm(n) ¢ =

1=0 nmoénico
deg(n)=1
d—1 '
Z Z Xm(n> q_Z =
1=0 nmonico
deg(n)=1i
1
Je‘?g“{’,?;‘""i 5583”3 deg(m)=d—1
(¢+Dhe _(@+1)2h _h q+1
|d| 2/ g9 q
Como d — 1 = 2g + 1, segue-se a segunda igualdade. O

TEOREMA 3.2.6. [Identidade finita e explicita de h (3)] Sejam F = F,(x) (ml/Z)
uma extensdo quadrdtica com género g, onde m € um polinomio livre de quadrados fixado so-

bre F, com d = deg(m) par e coeficiente dominante quadrado em F,. Entdo o lugar infinito se
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decompoe, d = 29 + 2 e a L-série de Artin adaptada ds classes de divisores dessa extensao fornece
a formula:

h (=L
14+ > ><m(n>+i2 > xm<n)+...+% Y xm(n) = (2)

q deg(n)=1 q deg(n)=2 q deg(n)=d—1 q°

ou, equivalentemente,

1 1
h:qzl<q + ¢ My + My + My + M+1+ + Mng)
onde M; = Z X (M) indica a soma dos simbolos de Legendre polinomiais para polinémios
deg(M)=i

monicos M com deg (M) = i.

o0

Demonstragio. L(1,xm) =Y | > xm(n)|¢ " =
=0\ G

d—1 '
Z Z Xm(n) qiz =
1=0 nménico

deg(n)=1i

1

T g ;2‘;“813”‘; deg(m)=d -1
(g—1Rphpg _(¢g—1)h _h q-1

|dB| 2g+2 q9 q
Como d — 1 = 2g + 1, segue-se a segunda igualdade. O

Segue-se imediatamente dos trés teoremas anteriores, o seguinte:

TEOREMA 3.2.7. [Identidade finita e explicita de h assintética] Sejam F = F, (z) (ml/Q)
uma extensdo quadrdtica com género g, onde m € um polinémio livre de quadrados firado sobre
F, com d = deg(m). Entao a L-série de Artin adaptada ds classes de divisores dessa extensdo

fornece a formula:

1+1 > Xm(n)—i-i2 > Xm(n)—l—...—i—% > Xm(n)%ﬁ

q deg(n)=1 q deg(n)=2 q deg(n)=d—1 '
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ou, equivalentemente,
1

h ~ qg + qgflMl 4+ ...+ qg+1M2g+1,

se 0o € inerte ou se decompoe (d =2g+2), ou
g g9—1 1
h=~q +q M1+...+ng29,

se oo ramifica (d = 2g +1). Como usual, M; = Y xm(n) indica a soma dos simbolos de
deg(n)=i
Legendre polinomiais para polindmios monicos n com deg (n) = i.

A seguir, vamos estudar mais alguns exemplos sobre as somas M; que ocorrem nas L-séries de

Artin adaptadas e adiantar algumas considerac¢oes que serao provadas no Capitulo 4.

Exemplo 3.2.2. Seja D (z) € F, [z] um polinémio irredutivel de grau d = 2. Calculemos M;.

E um exercicio em [18], pagina 43, exercicios 2 a 5, mostrar que

M= Y wn =S {momrT) = {ipwF) =4
deg(I)=1 keFy keF,

Observemos que, pela L-série de Artin adaptada, sendo d = 2 entdao g = 0, de onde segue-se
imediatamente que M; = —1, para todo ¢, se oo é inerte, isto é, se o coeficiente dominante de
D (z) é um quadrado. Se oo se decompde, isto é, se o coeficiente dominante de D (x) nao é um
quadrado, entdao M; = 1, para todo q. Observamos, neste exemplo, que M; parece depender de
D, no entanto, veremos, no Capitulo 4, que os M; s pertencem a intervalos cujos centros e raios

dependem apenas de d (ou, equivalentemente, do género g) e de q.

J& para d = 3 esses invariantes elementares M; oferecem muito mais dificuldade para se dei-
xarem revelar. Essa dificuldade faz juz a sua importancia, pois, se ¢ = 1, entdo h = q + M; + 1,
valendo relacoes similares em géneros 2 e 3, como veremos no préoximo capitulo. Tais fatos nao

estao presentes na literatura disponivel.

Exemplo 3.2.3. Seja D (x) € F3 [z] um polinémio irredutivel de grau d = 3. Calculemos M.



CAPITULO 3. SOBRE CRIPTOGRAFIA E O NUMERO DE CLASSES 51

Os polinémios monicos irredutiveis de grau 3 sobre Fj3 fornecem

q—

M= > o= w14

deg(I)=1 keFs

que sao todas as somas possiveis de trés raizes quadradas de 1.

Exemplo 3.2.4. Seja D (x) € F,[z], ¢ = 3 ou 5, um polindmio irredutivel de grau d = 3.
Examinemos M,.

Calculos rotineiros, embora tediosos (veja tabela 4.1), revelam que, para os polinémios irredu-
tiveis de grau 3, sobre F3, temos My = 3 = ¢. Para alguns dos quarenta polinomios irredutiveis
de grau 3, sobre F5, temos My = 5 = ¢. Veremos no préoximo capitulo que no caso de género 1,

realmente teremos M, = q.

3.3 O Teorema de Stein-Teske-Scheidler

Em [23], Stein e Teske descrevem um método de aproximacao para h de corpos hiperelipticos
K por meio de um truncamento da produtéria infinita de Euler. A ideia basica dessa técnica
é encontrar inteiros F e L tais que |h — E| < L?. Havendo encontrado um tal intervalo de
comprimento 2L? — 1, pode-se procurar por h neste intervalo pelos métodos baby step - giant step
ou Pollard’s kangaroo em O(L) operagoes. A base tedrica de seu método estd no teorema que
enunciaremos a seguir. O Exemplo 2.2. de [21] permite que enunciemos tal teorema para género

g > 1, ao invés da hipdtese original g > 2. A complexidade computacional desse método é O (ql/ 4)

2g—1
e O <q3/ 4), para g = 1 e g = 2, respectivamente. Para g > 3, obtém-se complexidade O <q< E ))
Curiosamente, esse teorema, juntamente com as IFEs da secdoanterior serdao a base para as

IFE’s e expressoes quase ¢— arias que apresentaremos no Capitulo 4.

TEOREMA 3.3.1. (Stein-Teske-Scheidler) ([23], Teorema 1.1.; [21], Exemplo 2.2.) Seja F =

Fq(x)\/ﬁ, q impar, D € F,[z] livre de quadrados de grau d, um CFA com género g > 1.
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*

(1) Sed=2g+2 e o coeficiente dominante de D é um quadrado em F*, isto €, oo se decompoe

(veja Teorema 3.2.6), entdo:

29
v (P =—1-3
vin  deg(P)=v =1

(2) Sed=2g+1, isto €, oo ramifica (veja Teorema 3.2.4), entdo:

29
ZV Z X(P);:_Zw?7
vin  deg(P)=v i=1

(8) Sed=2g+2 e o coeficiente dominante de D nao é um quadrado em Fy, isto €, oo € inerte

(veja Teorema 3.2.5), entdo:

2g
Yovo > x(P)yy = (=1 =Y
vin  deg(P)=v =1
Aqui, w;, 1 = 1,---,2g sdo os inversos das raizes do L— polinomio da funcdo zeta de F. Além

disso, o simbolo de Legendre polinomial x(P)(= xp(P)) ocorre nos somatorios para P percorrendo

todos 0s polinémios monicos irredutiveis sobre F (x| de grau v.



Capitulo 4

Identidades finitas e explicitas para h

4.1 Exemplos preliminares

Neste capitulo, mostraremos que, para 3 < deg(D) < 8, Cpx(a;) = Cpx(M;), onde M; sao
os coeficientes da L-série de Artin, a; os coeficientes do L-polindmio do correspondente corpo de
fungoes e o custo Cpx sera definido oportunamente. O método utilizado pode ser estendido para
graus maiores do que 8, mas a complicacdo dos calculos cresce rapidamente parametrizada pela
complexidade das particoes do inteiro i (veja a demonstracio dos casos deg(D) = 7 e 8). E facil
perceber quais as conjecturas que podem ser feitas sobre os M;’s e programas computacionais
podem confirma-las para valores maiores de ¢ em uma fase seguinte, computacional, da pesquisa.
Além disso, acreditamos que uma analise mais profunda das valoragoes e da estrutura dos divisores
da extensao K = Fq(x)\/ﬁ forneca novos métodos para a determinacao rigorosa dos valores de
M;,4 < i, evitando-se a complicagao exemplificada nos casos deg(D) =7 e 8.

Alternativamente, poderiamos utilizar L(K,1) = h e considerar
Cpx (h) = max {Cpx (a;),1 <i < g},
onde os a;’s sdo os coeficientes de L(K,t). Entretanto, a IF (veja [19]) que conhecemos para a;

23
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¢ funcao de N; = nimero de divisores primos de grau j, j < 7, e nao ha na literatura disponivel
IFE s para N; em geral (ver, entretanto, a contagem de pontos em variedades algébricas por meio

de somas de Gauss e de Jacobi em [11].). A férmula (ver [24])

29
k=1

nao serve como IFE porque wy, é funcao dos coeficientes a; s de L(K,t), para todo 1 < k < 2g, os
quais, por sua vez, sao obtidos da func¢ao zeta de K, ou seja, da exponencial de uma série onde os

coeficientes sao os proprios N;.

Exemplo 4.1.1. Consideremos o polindmio ménico irredutivel D(X) = X? +2X +1 € F5[X] e a
29
extensdo K = F5(x)(D'?). Pela fatoracio do L—polindmio (veja Teorema 2.6.10), a1 = — > wy,
i=1
que, pelo Teorema 3.3.1 para n = 1, é igual a I;. Mas

Mi=h= 3 xo)=3Y xolz—a)= 3 {[N(D(a))]2}* _

Deg(I)=1 aery a€ls

2)* * * * * *
3 {(a3+2a+1)> } ={} +{ep + ) 3} {3 =141 -141-1=1
a€ls
Célculos andlogos fornecem M, = 5, de onde também obtemos, com a L-série de Artin adap-
tada (Teorema 3.2.5),
1 1
q
Notemos que o L—polinémio é dado por L(K,t) = 1 + ait + qt* e h também pode se obter como

h=LK1)=1+1+5=T7.

. . , . . . 2 ’ .
Assim, os importantes e notaveis invariantes Ny, h e a; = — Y77, w;, possuem IFE’s por meio
das quais sao calculados efetivamente como fungao de M; e M,, quando D(X) ¢é irredutivel em
F5[X], um resultado ausente, aparentemente, na literatura disponivel. E plausivel supor que isso

se generalize para qualquer ¢ impar.

Exemplo 4.1.2. Fixemos o polinomio D(X) = X% + X? + 2 € F3(X]. Como os polindmios

irredutiveis de grau 2 sdo apenas X2+ 1, X2+ X +2 e X?+2X + 2, segue-se facilmente que D(X)
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é irredutivel sobre 3. Podemos verificar por meio de célculos tediosos (veja a tabela 4.1 a seguir)
que

M3 =

>

deg(M) =3

Xp(M(X)) = -3,

onde a soma se estende para todos os polindmios monicos de grau 3. Ha 27 polindmios monicos

sobre [F3 conforme a tabela seguinte:

Tabela 4.1: Simbolos polinomiais de Legendre sobre polinémios ménicos de grau 3.

m(X) XD XD XD XD XD
X34+ X 1| x3+1 1 X34+ X2 4 X -1 | x342x24Xx+1 | 1 X342x42 | —1

x3 4 o2x —1| x342 1 X3 42x2 4+ X —1 | x342x242x+41 | 1 x3 4 x? 1

X34+ X+1 | -1 ] x342x2%2 42X 1 X3 4+ X2 42X 1 X34+ X24X4+2 |1 x3 y2x7? 1

X34+ Xx+2 | -1 X34+X%24X+1 |1 X34+ x242x42 | 1 X3+ x%241 -1

X342x+1 | -1 | X34Xx%242X+1 | -1 | X3+42x24+X4+2 | 1 X34+ x2%242 -1

x3 1| x3+2x2+42 —1 | x342x242x+2 | -1 | X3 +2x2+1 -1

TOTAIS -6 2 0 0 1 -3

Por exemplo,
Xp(XP+X) = xp(X(X?+1)) = —xp(X?+1) = xp(X)xp(X?+1) = [N1 (D(0))]" = [N2 (D(8))]",

onde 3 é raiz de X? +1 em F3. A tltima expressao fica, entdo,

N @ 3 0O = 2] { [ (2 +1) +2 T} = - ) = =

Mostraremos (Teoremas 4.2.2 e 4.2.3) que a soma de todos os ¢> simbolos de Legendre polinomiais

é +q, isto é, M3 = +q, generalizando este exemplo em [F3.

Vamos estudar na proxima se¢do algumas propriedades fundamentais das somas M; que cons-
tituem as parcelas da L-série de Artin. De passagem, observamos que quando g = 0, entao
deg(D) = 1 ou deg(D) = 2. Se deg(D) = 2, temos, das L-séries de Artin adaptadas (Teoremas

3.2.5 e 3.2.6, respectivamente) as seguintes férmulas para h:

Ty —1 4 M — M qyando oo é inerte e
q q

iy =14 M q+éwl, quando oo se decompoe.
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Concluimos, respectivamente, que M; = 1 ou —1, uma vez que, pela desigualdade de Hasse-Weil,
h =1 quando g = 0. Quando oo ramifica (deg(D) = 1), j& haviamos demonstrado no Exemplo
3.2.1 que M; = 0.

Vale ressaltar que estamos apresentando uma IFE para h e ndo uma aproximagao. Dessa forma,
a apresentacao de uma IFE para h objetiva, além de oferecer uma alternativa ao truncamento da
produtoria infinita de Euler, motivar e iniciar o desenvolvimento e anélise das somas de simbolos
de Legendre polinomiais presentes na IFE de A dos CFA Fq(x)\/ﬁ, de géneros g = 1,2 e 3, que
sa0 0s casos mais importantes na criptografia contemporanea.

Para género maior ou igual a 1, o seguinte teorema, que diz respeito aos carateres multiplicativos
de F,, fornece informacoes sobre a independéncia de certas médias de simbolos de Legendre em

relacao a D e gq.

TEOREMA 4.1.1. ([16] Teorema 4.4.10.) Seja VU um cardter multiplicativo de F, de ordem m > 1
e seja f(x) € F,lz] um polindmio de grau positivo que ndo seja uma poténcia m-ésima de algum
polinémio em F,lx]. Seja d o nimero de raizes de f(x) em seu corpo de decomposi¢io sobre F,.

Entao,

> U(f(e))

cclFy

< (d-1)ya.

No que segue, utilizaremos o carater multiplicativo médulo 2 ou simbolo de Legendre polinomial
definido anteriormente, uma vez que trabalharemos em extensoes quadraticas de F,(x), isto é,
xp(I) = {[NZ(D(ﬂ))]q?l}* = x(I) (quando o polinémio fixado D estiver subentendido), onde
N;:u € Fy s Ni(u) = w9+ ¢ F, é a norma de F; sobre I, ¢ o asterisco * da igualdade
indica uma imersao do grupo das unidades de F; no grupo das unidades complexas em S Lcc.

Lembremos que

M; = Z X(M>
(M) =i

deg
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indica a soma dos simbolos de Legendre polinomiais para polinémios ménicos M com deg (M) = i.

Similarmente,

I; = Z x (1)

deg(I) =1
indica a soma dos simbolos de Legendre polinomiais para polinémios monicos irredutiveis I com

deg (I) = i. Estabeleceremos relagoes entre M; e I; como evidéncias convincentes para algumas

conjecturas e para as IFE’s de h em geral no contexto de extensoes quadraticas F,(z)(v/D).

PROPOSICAO 4.1.2. Seja I a soma de simbolos de Legendre polinomiais, associados ao polinémio
irredutivel D(x) € F,[z]|, com deg(D) = 3, para os polinémios monicos irredutiveis de grau 1 sobre

F,. Entao, % pertence ao intervalo de centro 0 e raio deg(D) — 1 = 2, independente de D e q.

Demonstragao. O Teorema 4.1.1 acima fornece para I; a seguinte estimativa:

|11] =

> x()

deg(I)=1

= > ¥(D(e)

ceFy

< (d—1)yg=2/4

> [<D<c>>q?}*| =

cely

O

PROPOSICAO 4.1.3. Seja Iy a soma de simbolos de Legendre polinomiais, associados ao polinémio

irredutivel D(z) € Fy[z], com deg(D) = 3, para os polindmios monicos irredutiveis de grau i = 2

sobre IF,. Entdo, %2 pertence ao intervalo [—%, %} independente de D e q.

Demonstragdo. O teorema acima fornece para I, a seguinte estimativa:

> W(D(e))| =

CEqu

2D+ > ¥(D(9)| =

cely cequ2 \Fq

> (D] + 3 [0 =

cely c€F 2\Fq

ST 1420 = g+ 20| < (d—1)/¢2 = 2.

celfy
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As justificativas para a terceira igualdade sao as seguintes: quando ¢ € F,, D(c) € F e

g—1 q—1

2

D(c)'*7 = D(c)?7'- D(c)? = D(c)?, de onde segue-se que (D(c)'t7) 2z = (D(c) > ) = 1, portanto

> [(De)F] =4

c€ly

Para o segundo somatorio, temos: cada ¢ € Fp2 \ Fy ¢ raiz de um polinémio irredutivel de grau
2 sobre F, e seu conjugado ¢? € F2 \ F, também o é. Como o simbolo de Legendre polinomial nao
depende da raiz escolhida, temos:
(D)) * = (D(c¢")'9) * = £1€F,

que corresponde a +1 € C. Assim, o segundo somatério é igual a 215. O

COROLARIO 4.1.4. Seja D(z) € F,[z] um polinomio irredutivel de grau 3 e F = Fy(z)v/D o
CFA de género g = 1 = % associado a raiz quadrada de D(x). Entio h = q + My + k, onde

k€ {—1,1,3}. Dessa expressio, obtemos Cpz(h) = O(q) = O(¢?) e My +k = O(\/q).

A demonstracao desse corolario estd apds a definicdo que destacamos abaixo com o objetivo
de se deixar claro o que entendemos por custo da expressdo de um somatério S, denotado por

Cpx(S), pela evidente importancia desse custo para o célculo da complexidade computacional de

S.

Definigao 4.1.1. Seja S um somatério de termos. O custo desse somatério, denotado por Cpx(.S),
se define como sendo o niimero de avaliagoes necessarias para se calcular S. Nos casos que trata-
remos, S é uma soma de cardteres aplicados a polindmios, logo Cpx(S) dar-se-4 pelo nimero de

polinémios requisitados para a avaliacdo desses carateres.

Demonstragio. Observamos, inicialmente, que, pela L-série de Artin adaptada, h = g+ M;+ Ms/q,
de onde se segue que q|Ms ou Ms/q € 7Z. Obtivemos, nos teoremas anteriores, as seguintes

estimativas:
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M, (My)?
M| = | <2y = | >
e
1 31
bl
q 2°2
Temos:
M2:]2+ Z XD(I)+ Z XD(])
I=(z+c)? 1=(:c+r;)l§x+b),
Denotemos, de agora em diante, a soma Z Xp(I) por ¢91. Temos:
I=(z+a)(z+b),
a#b

My =1+ q+ e (M) = (1) = q+ 2p.

Segue-se que:
My (M2 1 I, 1

2y T R b, onde a € [0,2
. + % 2+q 2—|—a+,onea [0, 2]

ebe [—%, %}, de onde se obtém

M
=2 e{-1,0,1,2,3}.
q

Segue-se, entdo, que h = g+ M; + k, onde k € {—1,1,3}. Como ¢ e k sdo constantes, entao
Cpxh = Cpx(M;) = Cpx ( Z XD(H)) .
Deg(n)=1
Como ha ¢ polindémios monicos de grau 1 sobre F, ha ¢ avaliacoes requisitadas para o calculo de
M, logo,pela Definicao 4.1.1, temos CpxM; = q.
Ainda, como hé4 ¢? polindmios ménicos de grau 2, entdo ocorrem ¢? simbolos £1’s em M,, de

onde vem que M, é um inteiro impar. Logo, % e {-1,1,3}. ]

E interessante comparar este coroldrio com o procedimento de Stein-Teske. Pela desigualdade

1/2

de Hasse-Weil, aquele procedimento considera um intervalo de comprimento 4¢'/“ para a busca de

h por um algoritmo. Por outro lado, este corolario oferece uma expressao explicita e finita para
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h em um conjunto com trés inteiros. Assim, este corolario nos da uma medida clara da diferenca
entre identificar h por uma expressao infinita e por meio de uma IFE.

Nas condi¢oes do corolario anterior, obtemos ainda:

COROLARIO 4.1.5. h e a; = coeficiente de grau 1 de L (K, t) da extensio quadrdtica K = F,(x)(v/D)

tém paridade invariante impar, independente de D.

Demonstragio. Da L-série de Artin adaptada, h = ¢+ My + My /q, com q, M; e M, impares, logo
h é fmpar. Neste caso, L(K,t) = 1 + ajt + ast®> = 1 + ayt + qt* (pois ag = 1 e ay = q). Assim,

h=L(K,1)=1+a; +q e, como h e g sao impares, entdo a; também o é. H

PROPOSICAO 4.1.6. Seja 14 a soma de simbolos de Legendre polinomiais, associados ao polinémio
irredutivel D(x) € F,[z], com deg(D) = 4, para os polinémios monicos irredutiveis de grau 4 sobre

F,. Entdo, I,/q* pertence ao intervalo [—1, %}, independente de D e q.

Demonstragdo. Seja I, a soma de simbolos de Legendre polinomiais, associados ao polinémio
irredutivel D(z) = F,[z], com deg(D) = 4, para os polinémios méonicos irredutiveis de grau 4 sobre

F,. Assim, temos para I a seguinte estimativa:

> W(D(e))| =

cqu4

D UD()+ > ¥D()+ > ¥(D()) =

c€eF, cE]qu\]Fq cE]Fq4\IF‘q2
g—17* g—17% g-17*
SN AT IS SN A0 el IERD DI AT R N
CG]Fq CEFqQ\]Fq CEFq4\]Fq2

D1+ > 1+4n) =

celFy CEFq2 \Fq

g+ (¢ —q) + 40| =

l? +4L| < (d—1)\/q* = 3¢
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N[

Segue-se que —1 < C% <
As justificativas para a terceira igualdade acima sdo as seguintes: se ¢ € F,, entdo D(c) € F, e

g—1 4 (g+1)(¢%+1)

Ni(D(c)'7 = (D(e)* ) T = D(e)"= = (D(e)!) * =1
se c € Fpe, entdo D(c) € Fpe e
q—1 5, gy =L Ao 9 (®+1)
Ny(D(c))z = (D(C)1+q+q +q ) 7 _ D)= = (D(C)q —1) >,

se ¢ € Fpu \ Fpe, entdo ¢, ch, e [, \ Fp2, pois sdo essas as raizes de um mesmo polinémio

irredutivel de grau 4 sobre F,. Os elementos de F \ F,2 se agrupam em conjuntos de raizes de

polinémios irredutiveis de grau 4 sobre F, do tipo {c, A, cqg}, logo Z N, {(D(c))%r =
c€F 4\F 2

41,. m

Observamos que, aqui também, ;—3 localiza-se em um intervalo que s6 depende de g (ou deg(D)),
e nao de D.

Como ja mencionado da secao 3.1, os corpos K de fungoes algébricas elipticos e hiperelipticos
de géneros g = 1, 2 e 3 sdo de grande serventia para os propositos criptograficos. As principais
razoes sao que h pode ser computado com esforco viavel, a inviabilidade computacional para a
solugdo do problema do logaritmo discreto é alta e a aritmética é eficiente no grupo de classes
ClK).

Apresentaremos nesta e nas préximas secoes deste capitulo estimativas sobre a complexidade
e ordem de grandeza de uma IFE para h, além de informagoes sobre IFE s dos coeficientes a; de
L (K,t) e sobre as somas [; ¢ M; da L-série de Artin adaptada. O teorema seguinte corresponde

as trés situagoes estabelecidas pelo Teorema de Stein-Teske-Scheidler (Teorema 3.3.1).
TEOREMA 4.1.7. Seja K = F (z)(v/D), com D (x) irredutivel em F, [z].
1. Seja deg(D) =29+ 1, com g > 1. Entao, a; = M;, para 1 < i < 3.

2. Seja deg(D) = 2g + 2, com g > 1. Entao,
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(a) ay = My + 1, ay=My+ My +1 eaz=Ms+ My+ M, + 1, se 0o se decompoe;

(b) ag =M, —1, a0 =My — M, +1 eag=Ms— My+ M, — 1, se 0o € inerte.

Demonstracao.

Da parte (2) do Teorema 3.3.1, com n = 1, obtemos:

Mlzflz Z X(P):—zg:wi:al, (41)

deg(P)=1

onde a; representa os coeficientes do L—polinémio. Para n = 2, obtemos:

29
> x(PP+2 Y x(P)=gq+2lL=—) . (4.2)
deg(P)=1 deg(P)=2 i=1
Segue-se que
29
(M)? = (a1)* = D (i) + 2> wiw; = (—q — 215) + 2as,
i=1 i#]
de onde obtém-se
209 = (M1)2 + 215 + q. (43)

Mas

M} = ( > X(P)> = Y x(P)P+2- > X(P)X(Q) = q + 221,

deg(P)=1 deg(P)=1 deg(P)=1, deg(Q)=1,
&(P) &(P) 1, de

onde 9 ¢ a fungio simétrica de ordem 2 na expressao de M?. Logo, (4.3) fica
2a9 = q+ 2021 + 2Iy + ¢ = 2(q + p + I2). (4.4)

Mas

q+ oo+ 1= M, = Z xX(P),

deg(P)=2
P moénico

o que se deduz particionando-se os monicos de grau 2 em produtos de irredutiveis iguais de grau
1 (fornecendo o q), produto de irredutiveis distintos de grau 1 (fornecendo ¢9;) e, finalmente,

irredutiveis de grau 2 (fornecendo I5). Assim, (4.4) equivale a 2ay = 2M, ou

a9 — MQ. (45)
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Analogamente, quando a; = M; + 1, obtemos
a2:M2:|:M1+1, (46)

pelas partes (3) e (1), respectivamente, do Teorema 3.3.1. Isso demonstra as afirmacoes feitas em
relagdo a ay e as nas duas partes do teorema. Para as, consideremos os trés casos do enunciado.
Antes, algumas igualdades importantes relacionando simbolos de Legendre.

Particionando o grau 3, obtemos para M3 a expressao
Mz = qMy + Iy + I3 + 31 (4.7)
De fato, temos:

M; = Y xolp) =

Deg(p)=3
P monico
> xp(P)xp@2) + Y. xo(p1)xp(p2)xp(ps)
Deg(p1)=1 Deg(p;)=1
Deg(pg)=2, pg irredutivel p;;s distintos
+ > xo)’xol2)+ > xo()’
Deg(p;)=1 Deg(p)=1
P17#P2
+ > xo). (4.8)
Deg(p)=3

p irredutivel

O tltimo membro da expressio acima consiste de cinco somatérios. E imediato perceber que o
primeiro é I; 15, o segundo é ¢3;, a expressao simétrica de ordem 3 que ocorre em M?, e o quinto
é I3. Com calculos elementares, verifica-se que o terceiro mais o quarto somatorios resultam em
qu-

Agora, elevando-se M; ao cubo, obtemos:

(M1)® = (3q — 2) M, + 6. (4.9)

De fato, temos, lembrando que (XD(p))2 é sempre igual a 1:

M} = (Z Xp(z — C))

cely
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= > (xplz - C))3 +3Y (xplz— C))2 (Z Xp(z — d))

cely cely d#c
+ 6 Z Xp(z —a)xp(x —b)xp(r — ¢
kbt
= Z xp(x —c)+3 Z (My — xp(x —¢)) + 6p31
celfg c€ly
= Z XD(SL’ — C) +3 (qu — Z XD<$C — C)) + 6@31
celfg celfg

Eliminando ¢3; de (4.7) e (4.11), obtemos:
6Msz = (M;)* + (3¢ + 2)M, + 61,1, + 613 = (1) + (3¢ + 2) 1, + 6151, + 615. (4.11)
Agora, vamos as especificidades dos casos apresentados no teorema.

1. Denotando por p, a soma dos inversos das raizes de L(K,t) no Teorema 3.3.1, isto é, p, =
29
Zw:‘, temos que:
i=1

pois, para n = 2 no Teorema 3.3.1(2), temos

—pzz—iwfz > x(P)+ Y x(P)=q+2L.

Deg(p)=1 Deg(p)=2
Analogamente, obtemos

Agora, pelo Bindmio de Newton, obtemos, onde os a;’s sao os coeficientes do L— polindémio:
29 3
—(a1)® = Zwi = —2p3 + 3p2p1 — 6as. (4.14)
i=1
Substituindo (4.1), (4.12) e (4.13) em (4.14), obtém-se

— M} =2(M, + 3I3) + 3(q + 2I,) M, — 6as (4.15)
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e, portanto,

6as = M; + (2 + 3q) M, + 61,M, + 6. (4.16)
Da igualdade dos segundos membros de (4.11) e de (4.16), vem que:

as = M3. (417)

2. (a) Agora, suponhamos que a; = M; + 1. Da parte (3) do Teorema 3.3.1, temos:

—1—pr=q+2D (4.18)
e
Pelo Binomio de Newton:
—(a1)* = —2p3 + 3pap1 — Gag. (4.20)

Substituindo (4.18) e (4.19) em (4.20), obtemos:
—(My +1)* = 2(1 4+ M, + 313) + 3(q + 2L,) (M, + 1) — 6as
e, portanto, 6ag =
(M) + 3(My)* + 3My 4+ 1+ 2+ 2M; + 613 + 3M; + 3+ 3gM; + 3q + 61,M, + 61,
ou ainda,
6asz = (M,)* + 3(My)* + (8 + 3q) My + 61, M, + 615 + 613 + 3q + 6. (4.21)
De (4.11) e (4.21), vem que:

6az — 6Ms = 3(M;)* + 6M; + 61, + 3 + 6, ou
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6as — 6Ms = (6 + 3(M;)? — 3 + 61) + 6M; + 6. (4.22)

Como a expressao entre parénteses em (4.22) é M, (ver a decomposicao feita anterior-

mente para Mj), obtemos
6@3 — 6M3 = 6M2 + 6M1 -+ 6,

ou ainda,

as :M3+M2+M1+]_ (423)

(b) Analogamente, quando a; = M; — 1, obtemos

as = M3 - M2 + M1 — 1. (424)

4.2 Identidades finitas e explicitas em género 1

Em todos os teoremas a partir de agora, estamos considerando extensoes elipticas
(nesta seg¢do) ou hiperelipticas (nas seg¢des seguintes) na forma K = ]Fq(x)< D(x)),
onde D(z) € F,[z] é um polinémio irredutivel. Além disso, o simbolo de Legendre

polinomial x(P) refere-se a yp(P) na notagdo que se segue.
TEOREMA 4.2.1. Se deg(D) = 2g + 1 = 3, entdo sio verdadeiras as afirmacoes sequintes:

1. My = My, = q9 =q*, a; = M; é impar, 1 < i < 2g = 2; portanto, os coeficientes de L(K,t)

tém paridade constante impar invariante, isto €, nao depende de D e de q, e h € impar;

2. o numero Ny = a1 +q+1=q+ M, + 1 de lugares de grau 1 (cf. 2.6.10) admite uma IFE
tal que N1 = O(q) = Cpx(Ny);
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8. h=q+ M +1 éuma IFE com uma expansdao quase q—dria de h da forma h = q+ O(\/q),
com Cpx (h) = O(q) = O(¢?) = Grz(h);

4. Iy se expressa em termos de q e I; My se expressa em termos de M e q.

2g
Demonstragio. Da fatoragio de L(K,t) (Teorema 2.6.10), sabemos que a; = —» w;. Da se-
i=1
gunda parte do Teorema de Stein-Teske-Scheidler (Teorema 3.3.1), obtemos, paran =1 e n = 2,

respectivamente:
2g
Z X (P) =~ sz’
deg(P)=1 i=1
e
2 2
Yoo x(P)Y+2 Y x(P) == (w)
deg(P)=1 deg(P)=2 =1

Como D é irredutivel e P possui grau 1, logo nao divide D, entao x(P) = xp(P) = %1, obtemos:

My =1 = ay; (4.25)
29
q+2L =—=> (w) (4.26)
i=1
Entretanto,
2g
(a1)* =D (wi)? + 2as. (4.27)
i=1
Segue-se de (4.26) e (4.27) que
q+ 20 = —(a1)* + 2a,. (4.28)
Temos ainda:
29
(a1)* = (My)* & Z(W)Q + 2a9 = q + 2991, (4.29)

=1

onde 9 é a fungao simétrica de ordem 2 na expressido quadratica de (M;)?. Substituindo (4.28)

em (4.29), obtemos q + 29, = —q — 215 + 2as, que pode ser reescrita como

q+ o+ I =—q— pa — Ir + 2as. (4.30)



CAPITULO 4. IDENTIDADES FINITAS E EXPLICITAS PARA H 68

Lembrando que

q+ a1 + I = My, (4.31)

(4.30) fornece 2My = 2as ou My = as. Do Teorema 2.6.10, temos ag = 1 e ay = ¢ = q. Assim,
L(K,t) = ag + a1t + axt® = 1 + Myt + Myt?,

o que fornece

L(K,1)=h=q+ M; +1,
com decomposi¢ao quase g-dria

h=q+ OL/q).

Como hé ¢ polindmios monicos de grau 1 em [, que entram na computagao de M;, obtemos
Cpx (h) = O(q) = O(¢9) = Gra(h), pois Grz(M,) = Grz(a;) = Grz(w;) = ¢2, pelo Teorema 2.6.12.
Estao assim provadas as trés primeiras afirmacgoes do teorema.
Agora, de (4.28), (4.25) e de as = ¢, segue-se que

—_J?
IQZ 1+q
2

Isso, juntamente com a equagao My = ay = ¢, demonstram a afirmagao (4) do teorema. Observamos
que a irredutibilidade de D foi fundamental para obtermos (4.26). Isso ocorrerda em todos os

teoremas que se seguemn. O
TEOREMA 4.2.2. Se deg(D) =29+ 2 =4, e 0o se decompde, entdo:

1. M3 = MQngl = _qg = —q, a; = M1+MZ,1+—|—M1+17 para 1 S ) S 2g = 2, épar
quando i € impar e impar quando i € par; portanto, os coeficientes de L(K,t) tém paridade

alternada invariante, isto €, nao depende de D e de q, e h € impar;

2. o numero Ny = a1 +q+ 1= q+ M, + 2 de divisores primos de grau 1 admite uma IFFE tal
que Grz (Ny) = Cpz (Ny) = O(q);
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8. h=q+ M, +2 ¢éuma IFE com expansio quase q—dria da forma h = q+ O(\/q) e tal que
Cpz(h) = O(q?) = Grz(h),

4. 15 se expressa em termos de q e I; My se expressa em termos de M e q.

29

Demonstragio. Da fatoragdo de L (K, t), sabemos que a; = — Zwi. Da primeira parte do Teo-
i=1

rema de Stein-Teske, obtemos, para n = 1 e n = 2, respectivamente:

2g
deg(P)=1 i=1
e
2 2
Yoo x(Py+2 Y x(P)=-1-) (w)?
deg(P)=1 deg(P)=2 i=1
Obtemos, entao:
M1 :]1 :—1+6L1; (432)
2g 29
g+2L=—-1=-> (W)’ =q+2L+1=-> (w;) (4.33)
i=1 i=1
Entretanto,
29 2 2g
(a1)® = (— Z(wi)) = > (w)* + 2a,. (4.34)
i=1 i=1
Segue-se, entao, de (4.33) e (4.34), que
q+20+1=—(a1)*+ 2a,. (4.35)
Também temos, de (4.32), que
(a1)? = (14 M;)>. (4.36)
De (4.34) e (4.36) segue-se que
29
> (w)? +2as = (Mq)? 4+ 2M; + 1 = g + 21 + 2M; + 1, (4.37)

=1

onde p9; é a funcao simétrica de ordem 2 na expressao quadratica de (MI)Q.

De (4.37), (4.33) e (4.34), obtemos:

q+2po +2M; +1=—q—2I, — 1+ 2as
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ou

as = q+ o + 1o+ M + 1. (4.38)

Observemos que, na tultima expressao, q + @91 + Iy é exatamente M,. Concluimos que ay =

My + My + 1. Como ay = ¢, temos que:

Em particular, M, se expressa em fungao de M; e ¢. Além disso, M; é impar como soma de ¢

+1’s. Segue-se de suas expressoes que a; ¢ par e as impar.

Sendo 91 = (11)227(17 obtemos, de (4.38):

I _
7q+12+[1+1

ou
I —
S

e, portanto,

(1) -

0= 5 q+[2‘|‘[1+1-

Ou seja, Iy se expressa em funcao de q e I.

Agora, comparando L(K,1) = h com h na L-série de Artin adaptada, temos:

h:a0+a1+a2:1+(M1+1)+q:

q M, M

:(Hﬂﬂ+—+2>é
q—1 q q

M
(q—1>(1+(M1+1)+q)=q2+qM1+Mz+73:»

M.
q—2—M1:M2+?3.

Portanto, por (4.39), temos:
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Assim, h = ¢+ M, + 2 é uma IFE com expansdo quase q—dria da forma h = g+ O(,/q) e tal
que Cpx(h) = O(q) = O(¢¥) = Grz(h), pois Grz(M;) = Grz(a;) = Gra(w;) = q2, pelo Teorema

2.6.12. [
TEOREMA 4.2.3. Se deg(D) =2g +2 =4, e 0o € inerte, entdo:

1. My = Myyi1y =q9 =q, a;, = M; — My + -+ My + (—1)", para 1 < i < 2g =2, € par
quando i € impar e impar quando i é par; portanto, os coeficientes de L(K,t) tém paridade

alternada invariante, isto €, nao depende de D e de q, e h € impar;

2. o numero Ny = a1 +q+1 = q+ M, de lugares de grau 1 admite uma IFE tal que Grz (Ny) =

8. h = q+ M, é uma IFE com expansdio quase q—dria da forma h = q + O(\/q) e tal que
Cpx(h) = O(¢?) = Grz(h);

4. Iy se expressa em fungdo de q e Iy; My se expressa em fungdo de g e M.

Demonstra¢io. Como nos dois casos anteriores, da fatoragdo de L (K, t), sabemos que a; =
29

— Zwi. Da primeira parte do Teorema de Stein-Teske-Scheidler (Teorema 3.3.1), obtemos, para
i=1

n =1en = 2, respectivamente:

29
>, x(P)=1-% w
deg(P)=1 =1
e
2 2
dooxP)y 42 Y x(P)=-1-3 (w)?
deg(P)=1 deg(P)=2 i=1

Obtemos, entao:

M1211:1+Q1;

2g 2g

i=1 i=1
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Entretanto,
29

(a1)® = (w;)* + 2as.

i=1

Segue-se das duas tltimas igualdades que ¢ + 21 + 1 = —(a;)? + 2as.
Temos ainda (a;)* = (—1 + M;)*, de onde vem que

29

72

Z(’Ujl)Q + 2&2 = (M1)2 — 2M1 + 1= q + 29021 - 2M1 + 1,

=1

, e ~ (o 2
onde 97 é a fungao simétrica de ordem 2 na expressao quadrética de (M7)”. Desse modo, obtemos:

q+2po —2My +1=—q— 2l — 1+ 2a,

ou

a2=q+9021+]2—M1+1.

Observemos que, na ultima expressao, q + @91 + Io é exatamente M.

My — My + 1. Como as = ¢, temos que:

M2:q+M1—1

(I)*—q

Sendo ) = *=5—, obtemos:
1,)? —
a2:q+(1>2 q+]2—]1+1
ou
1,)? —
e, portanto,
1,)? —
oz(1>2q+12—11+1.

Ou seja, Iy se expressa em funcao de q e I.

Concluimos que ay =

(4.40)

Agora, comparando L(K,1) = h com h na L-série de Artin adaptada, temos:

h=a+am+a=1+a+q¢=1+ (M —1)+¢=
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q 1 M, M
q+1<q Py q2>
2 M;
(q+1)(My+q) =q +qM1+M2+7:>

M.
q+M1:M2+73.

Portanto, por (4.40), temos:

Mgzq.

Assim, h = ¢+ M; é uma IFE com expansdo quase q—dria da forma h = g+ O(,/q) e tal que
Cpz(h) = O(¢?) = Grz(h). O

4.3 Identidades finitas e explicitas em género 2
TEOREMA 4.3.1. Se deg(D) =29 + 1 = 5, entdo:

1. My = Myy = ¢ = ¢% a; = M;, para 1 < i < 2g = 4, é émpar; portanto, os coeficientes
de L(K,t) tém paridade constante impar invariante, isto €, nao depende de D e de q, e h é

impar;

2. o numero Ny = ay +q+ 1 =q+ M; + 1 de divisores primos de grau 1 admite uma IFFE tal
que Grz (Ny) = Cpzx (N7) = O(q);

3. h= q2—|—<M1 + %) q+Mi+1 tem expansio quase g—dria da forma h = ¢*+O(/q)q+O(,/q)
e Cpx (h) = O(¢9) = Grz (h);

4. I3 e I se expressam em funcao de q, Iy, Is; M3 e My se expressam em fungdo de q, My, M.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.1.7, obtemos: ay = My, ay = M, e a3 = Mj3. Pelas relagoes entre

os coeficientes de L(K,t), temos M3 = qgM; = qI;.
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Da igualdade M3 = ¢M; e comparando h = L(K,1) com h na L-série de Artin adaptada

(Teorema 3.2.4), deduzimos que
h:a0+a1+a2+a3—i—a4: 1+a1+a2—|—a1q+q2=q2+a1(q+1)—|—a2+1:

M. M.
q2+qM1+Mz+?3+q—24:>

M
q2+M1(q+1)+M2+1:q2+qM1+M2+M1+q—24

e, portanto, My = ¢*. De (4.11) e de M3+ql,, obtemos 6ql, +6M3z = I} +(3q+2) I, +61, [, +613,de
onde se segue que I3 se expressa em termos de ¢, I; e I. Agora, comparando-se My com M} de
modo anélogo & comparacio de Mz com M} que fizemos na demonstragio do Teorema 4.1.7.,
chegamos a uma expressao para M, = ¢*> em termos de q, I1, I», I3 e I, de onde I, se expressa em
termos de q, I e I, pois I3 ja se expressa em termos de ¢, I e Is.

Vemos que Cpx(My) = O(¢?) de onde resulta que Cpx(h) = O(¢?) = O(¢?). Além disso, Mz e M,
sdo expressos em funcao de My, M, e g, logo, com complexidade O(q) e O(¢?), respectivamente.

Uma decomposicao quase g-dria de h pode ser ser escrita como

M.
h:q2+(72+M1)q+M1—|—1:q2+01q—|—co,

2g 29
satisfazendo Grz(c;) = /g para i = 0,1, pois My = a1 = —» w;, My = ay = Y wyw; e, pelo
=0 i,ij<:jO
1
Teorema 2.6.12, |w;| = ¢z. O

TEOREMA 4.3.2. Se deg(D) =2g + 2 =6, e oo se decompie, entio:

1. a;=M; +M; 1+ ---+ M +1, paral <i <3, é par quando © € impar e impar quando 1 €
par; portanto, para 1 < i < 3, os coeficientes de L (K,t) tém paridade alternada invariante,

isto €, nao depende de D e q, e h € impar;

2. o numero Ny = a1 +q+ 1= q+ M, + 2 de divisores primos de grau 1 admite uma IFFE tal
que Grz(Ny) = Cpz(Ny) = O(q);
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3. h=q¢+ (1 + M, + %) q+2M;+3 tem expansio quase g—dria da forma h = ¢*+O(,\/q)q+
O(vq) e Cpz(h) = O(¢*) = Grz(h);

4. I3 se expressa em funcgdo de q, I e Iy; Mz se expressa em fungdo de q, My e Ms.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.1.7, temos: ay = M 1+1, ao = Mo+ My+1 e a3 = Mg+ Mo+ M;+1.

Aplicando essas igualdades em L(K,1) = h, temos:
h=1+ (M +1)+ (My+ M +1)+q(M +1) + ¢*.

Pela férmula de N; e pelo Teorema 3.3.1(1), vem que:
29
Ny=q+1= (w)=q+1+M +1=q+M+2.

i=1

Como ga; = az, podemos escrever que:
q(My +1) = M3+ My + M +1,

de onde se segue que:

Mz = (q—1)(M; +1) — My,

ou seja, M3 se expressa em funcao de My, Ms e .. Essa tltima igualdade, juntamente com (4.11),
mostram que I3 se expressa em termos de q, [ e Is.

Uma decomposicao quase g-dria pode ser escrita como h = ¢* + (1 + M + %) q+2M; + 3 com
expansio quase q—dria da forma h = ¢*+O(,/q)q+ O(/q) satisfazendo Grz(c;) = \/q para i = 0,1
e Cpx (h) = O(¢?) = Grz (h). O

CONJECTURA 4.3.3. Se deg(D) =2g+2 =6, e 0o se decompoe, entao:

1. Ms = My = —¢f = —¢*, a; = M; + M;_y +---+ My + 1, para 1 < i < 29 =4, € par
quando i é impar e impar quando i € par; portanto, os coeficientes de L (K, t) tém paridade

alternada invariante, isto é, ndo depende de D e q, e h € impar;
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2. 1y, I5 se expressam em fungdo de q, I, Iy; My, Ms se expressam em funcao de My, My e q.

Justificacao da conjectura. Pelo Teorema 4.1.7, temos: a; = My + 1, ap = My + My +1 e a3 =
Ms + My + M, + 1.

Como ga; = az, podemos escrever que:
q(M1+1) :M3+M2+M1+1, (441)

de onde deduzimos que:

My = (q— 1)(My + 1) — M. (4.42)

E plausivel repetir a sequéncia de raciocinio na argumentacao do Teorema 4.1.7 e conjecturar que:
CL4:M4+M3+M2+M1+].. (443)

Seguir-se-ia que:

My =¢* —q(M; +1). (4.44)

Agora, comparando L(K,1) = h com h na L-série de Artin adaptada, teriamos:

(q—1) [T+ (My+ 1)+ (My+ My +1) + q(My + 1) + ¢°] =

(=D [+ g+ 1M +1) + My + (M +1) + %] =

M M,
=q3+q2M1+qM2+M3+74+q—25:

=D+ (@ -1)M+1)+(q-1)M+ (- 1)(My+1)+ ¢ — ¢ =

Ms

:q3+q2M1+qu+(q—1)(M1+1)—M2+q—(M1+1)+qT:>
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M
q—1+<121\41+q2—1\41—1—q22(121\41+<z—(1\41+1)+(725:s

_ My

—1 q2

Usando as relagoes (4.42) e (?7), para simplificar a igualdade acima, chegamos a
M5 = —q2.

Assim, My e Mj se expressam em termos de ¢, My e My. De (4.11) e (4.44), segue-se, como no Te-
orema 3.3.1. que I3 se expressa em funcao de g, I1 e I,. O argumento para I e I5 seguiria a mesma
linha dada no Teorema 4.1.7. partindo-se de (4.46) e de M5 = —q?, respectivamente. No entanto, a
complexidade dos calculos cresce rapidamente, parametrizado pelo niimero de possibilidades para
se decompor um polinédmio moénico como produto de irredutiveis, ou seja, pelas partigoes possiveis

para seu grau, como verificado com o grau 3 na demonstracao do Teorema 4.1.7. O

De modo andlogo, utilizando os Teoremas 3.3.1(3), 4.1.7 e 3.2.5, apresentamos o teorema e a

conjectura seguintes.
TEOREMA 4.3.4. Se deg(D) =2g+2 =6, e 0o € inerte, entdo:

1. a;=M;—M; 1+ -+ M +(-1)", para 1 < i <3, é par quando i é impar e impar quando i é
par; portanto, para 1 < i < 3, os coeficientes de L (K,t) tém paridade alternada invariante,

isto €, nao depende de D e q, e h € impar;

2. 0o numero Ny = a1y +q+ 1= q+ M; + 2 de divisores primos de grau 1 admite uma IFFE tal
que Grz(Ny) = Cpx (Ny) = O(q);

3. h= q2—|—(—1 + M, + %) q+1 tem expansio quase g—dria da forma h = ¢*+O(\/q)q+O(,/q)
e Cpx (h) = O(¢?) = Grz(h);
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4. I3 se expressa em fungdo de q, 1 e Iy; M3 se expressa em funcao de q, My e Ms.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.1.7, temos: a3 = M1 —1, ay = My—Mi+1e a3 = Ms— Mo+ M;—1.

Aplicando essas igualdades em L(K,1) = h, temos:
h=1+(M; —1)+ (My— My + 1)+ q(M; — 1) + ¢*.

Pela férmula de N; e pelo Teorema 3.3.1(3), vem que:

29

=1

Do L- polinémio, como ga; = a3, podemos escrever que:
q(My — 1) = M3 — My + M, — 1,
de onde deduzimos que:

Decorre entao, como nos teorema anteriores, que I3 se expressa em funcao de ¢, I, Is e a soma
M;5 em fungao de My, M, e q.

Uma decomposicao quase g-dria de h pode ser escrita como
M.
h=q*+ <_1+M1+(]2>Q+1’

que é da forma h = ¢* + O(,/q)q + O(,/q) satisfazendo Grz(¢;) = /g para i = 0,1 e Cpx (h) =
O(¢?) = Grz (h).

Vemos que Cpx(M;) = O(¢?), de onde resulta que Cpx(h) = O(¢*) = O(¢9). O
CONJECTURA 4.3.5. Se deg(D) =29 +2 =6, e 0o € inerte, entao:

1. My = Mayy1 = ¢° = ¢* ai = My — My + - £ My + (1), para 1 < i < 2g =4, € par
quando i € impar e impar quando i € par; portanto, para 4 <1 < 2g = 4, os coeficientes de

L(K,t) tém paridade alternada invariante, isto €, nao depende de D e q, e h é impar;
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2. 1y, I5 se expressam em fungdo de q, I, Iy; My, Ms se expressam em funcao de My, My e q.

Justificacao da conjectura. E natural conjecturar que vale a sequéncia de raciocinio realizada no

Teorema 4.1.7, portanto, que:
CL4:M4—M3+M2—M1+]..

Seguir-se-ia que:

My=¢+[(qg—1)(M; — 1) + My] — My + M; — 1,

que equivale a

M4 = q2 + Q(Ml — 1)
Agora, comparando L(K,1) = h com a L-série de Artin adaptada (Teorema 3.2.5), terfamos:

(g+1) [1+ (My = 1) + (My = My +1) + g(My = 1) + ¢°| =
M M. M. M, M,
= ¢ l1+1+22+33+44+55] =
q q q q q
(g+1) [(g= DMy = 1) + My + My +¢°] =

M, M
=q3+q2M1+qM2+M3+74+q—25:
(= 1)(My—1)+ (g + )Mo+ (¢ + 1)My + ¢* + ¢* =
M
=q3+q2M1+qM2+(q—1)(M1—1)+M2+q+(M1—1)+q—25:>

M
1= =
q

e, portanto,
M5 = q2.
Logo, M, e M5 se expressam em termos de g, My e M,. O fato de que I e I5 se expressam em

termos de ¢, I e Iy é justificado como na Conjectura 4.3.3. O
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4.4 Identidades finitas e explicitas em género 3
TEOREMA 4.4.1. Se deg(D) =29+ 1 =17, entao:

1. a; = M;, para 1 < i < 3, € impar; portanto, para 1 < i < 3, os coeficientes de L(K,t) tém

paridade constante impar invariante, isto é, nao depende de D e de q, e h € impar;

2. 0o numero Ny = ay +q+ 1 =q+ M; + 1 de divisores primos de grau 1 admite uma IFFE tal
que Grz(Ny) = Cpz(N1) = O(q);

8. h=¢q¢+ (M + %)q2 + (% + %)q + M + 1 tem expansdo quase q—dria da forma h =

@+ (’)(\/ﬁ)q2 +O0(/2)q + O(/q) e Cpz(h) = O(¢?) = Grz(h).

Demonstracao. Pelo Teorema 4.1.7, temos: a1 = My, as = M5 e az = Mj.

Aplicando essas igualdades em L(K,1) = h, temos:
h =1+ M, + My + M+ qM; + ¢* M, + ¢°.

Pela férmula de N; e pelo Teorema 3.3.1(2), vem que:
29
leq—l—l—Z(wi) =q+ 1+ M.

=1

Vemos que Cpx(M3) = O(g?), de onde resulta que Cpx(h) = O(¢*) = O(¢9). O
CONJECTURA 4.4.2. Se deg(D) =29+ 1 =7, entao:

1. Mg = My, = ¢ = ¢°, a; = M;, para 1 < i < 2g = 6, é impar; portanto, os coeficientes
de L(K,t) tém paridade constante impar invariante, isto é, ndo depende de D e de q, e h é

impar;

2. 1y, I5, I se expressam em fungdo de q, Iy, I, Is; My, M5, Mg se expressam em fungdo de

q, My, My, M.
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Justificagio da conjectura. E natural conjecturar que a sequéncia de raciocinio no teorema anterior
¢ valida e, portanto, que My = a4 e M5 = as. Seguir-se-ia que Mg = ag = ¢>. Além disso, nossa
conjectura também implicaria, pelas relagoes entre os coeficientes de L(K,t), que My = qM; e
M5 = q2M1.

Comparando h = L(K,1) com h na L-série de Artin adaptada obteremos Mg = ag = ¢*. De fato:
h:a0+a1+a2+a3+a4+a5+a6:

=l+a+atat+agtad+¢=¢+au(@+1)+alg+1)+1=

M M M
q3+M1(q2+1)+Mg(q—l—1)+M3+1:q3+q2M1+qM2+M3+74+?;+7;:>

M
q3+M1(q2+1)+M2(q+1)+M3—|—1:q3+q2M1+qM2+M3+M2+M1—|—q—;:>

1 7

e, portanto, Mg = ¢ e My, Ms, Mg e M; se expressam em funcao de g, M; e Ms.

Finalmente, seguir-se-ia que:
M. My M.
h=q"+ (= + M)+ (— + =2)g+ M + 1,
q q q
satisfazendo a decomposicao quase g—aria de h pelo fato de que
a; = (-1)i0'7;<w1, e ,wzg),

onde o; ¢ a funcao simétrica de ordem i e O(a;) = O(q?).
Assim, pelas relagdes entre os coeficientes de L(K,t), de My = gMs deduziremos que I se
expressa em funcdo de ¢, I1, I5, 5. Analogamente, de M5 = ¢?M;, deduziremos que I5 também se

expressa em funcao de ¢, I1, I, Is. O mesmo valerd para Mg = ¢° e I;. O

TEOREMA 4.4.3. Se deg(D) =2g + 2 =8, e 0o se decompaie, entao:
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1. ai=M;+M;_1+---+ M +1, para 1 <1 < 3, € par quando i € impar e impar quando i é
par; portanto, para 1 < i < 3, os coeficientes de L (K,t) tém paridade alternada invariante,

isto €, nao depende de D e q, e h € impar;
2. 0 numero Ny = a1 +q+ 1 = g+ M, + 2 de lugares de grau 1 admite uma IFFE tal que
Grz(Ny) = Cpz(Ny) = O(q);
8 h=q¢+ 1+ M + %)QQ + (14 M, + % + %)q +3M, + 4 tem expansdo quase q—dria da
forma h = ¢* + O(\/0)¢* + O(\/Q)q + O(/q) e Cpa(h) = O(¢*) = Grz(h).
Demonstracao. Pelo Teorema 4.1.7, temos: a1 = Mi+1, ay = Mo+ Mi+1e a3 = Mg+ Mo+ M;+1.

Aplicando essas igualdades em L(K,1) = h, temos:

h=1+4 (M +1)+ (My+ M + 1)+ (Ms+ My + My + 1) + q(My + My + 1) +¢* (M1 + 1) +¢°.

az al

Pela férmula de N; e pelo Teorema 3.3.1(1), vem que:

29
Ni=q+1-> (w)=q+1+M+1=qg+ M +2.

i=1
Vemos que Cpx(M3) = O(q?), de onde resulta que Cpx(h) = O(¢®) = O(¢9).

Uma decomposicao quase g-dria pode ser escrita como
M. 2M, M.
h:q3+(1+M1+?2)q2+(1+M1+TQ+73)q+3M1+4,

que é da forma

h=q"+0(/a)q* + O(a)a + O(/1),

satisfazendo Grz(c;) = /g para i = 0,1,2, e Cpx(h) = O(¢?) = Grz(h). O
CONJECTURA 4.4.4. Se deg(D) =29+ 2 =38, e 0o se decompoe, entio:

1. My = Mgy = —¢9 = —¢°, a; = M; + M;_y +---+ My + 1, para 4 < i < 29 =6, € par
quando i € impar e impar quando i € par; portanto, para 4 <1 < 2g = 6, 0s coeficientes de

L (K, t) tém paridade alternada invariante, isto €, nao depende de D e q, e h é impar;
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2. 1y, I5, I, I7 se expressam em fungdo de q, Iy, Is, I3; My, Ms, Mg, M7 se expressam em funcao

de q, My, My, Ms.

Demonstracao. E natural conjecturar que a sequéncia de raciocinio no teorema anterior é valida
e, portanto, que:

ay = My + Mz + My + My + 1,
CZ5:M5+M4+M3+M2+M1+1,
aG:M6+M5—|—M4—|—M3—|—MQ—|—M1—|—1.

Seguir-se-ia que:
M4:q(M2—|—M1—|—1)—[M3—|—M2—|—M1—|—1] :(q—l)(M2+M1—|—1)—M3,

Ms = q¢*(My +1) — [My + Mz + My + M; + 1] =
My +1) = (q—1)(My+ My + 1) + Mz — (M3 + My + M, + 1) =
¢*(My 4+ 1) — g(My + My + 1),
Mg =q* — [Ms+ My + Mz + My + M, +1 =
¢ — (M +1)+q(My+ M, +1) = (q—1)(My+ M, +1) + Mz — My — My — M; — 1 =
¢ — (M, +1).
Agora, comparando L(K,1) = h com a L-série de Artin adaptada (Teorema 3.2.6), terfamos:

(¢ 1) [24+ My + (g +2)(My + My +1) + My + (M +1) +¢°] =

M M. M. M M, M, M
qﬁ+1+;+;+;+;+; ;]
q q q q q q q

(q—1)[2+ M+ (g+2)(Ma + My + 1) + My + ¢ (My + 1) + ¢*| =
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M, M M
q4+q3M1+q2M2—l—qM3+M4+f—i—qif—i—q—;:>

(q— D2+ M + (q+2)(My+ My + 1) + My + ¢*(My + 1) + ¢°] =

¢+ @M+ P My 4 qMs + (¢ — 1) (My + My 4+ 1) — Ms + q(My + 1) — (My 4+ M, + 1)+

M
+q—(M1+1)+q—37=>
M
1= 737
q
e, portanto,
My = —q3

Dai, My, Ms, Mg e M7 se expressam em funcao de g, My, My e M;.
De My = (¢ — 1)(My + M; + 1) — M3 deduziremos que I se expressa em funcao de ¢, I, Is, I5.
Analogamente, de

My = ¢*(My + 1) — g(M + M, + 1)
deduziremos que I5 se expressa em funcao de ¢, Iy, I5, I3. O mesmo valerd para Mg = ¢°>—q¢*(M;+1)
(§] I6~ ]

TEOREMA 4.4.5. Se deg(D) =29+ 2 =8, e 0o € inerte, entdo:

1. a;=M;—M; 1+ -+ M +(=1)", para 1 < i < 3, é par quando i é impar e impar quando i é
par; portanto, para 1 < i < 3, os coeficientes de L (K,t) tém paridade alternada invariante,

isto €, nao depende de D e q, e h € impar;

2. 0 numero N1 = a1 + q+ 1 = q + M, de divisores primos de grau 1 admite uma IFFE tal que
Grz(Ny) = Cpz(N1) = O(q);

8 h=¢+(-1+ M + %)q2 +(1— M + %)q + M tem expansdo quase q—dria da forma

b=+ O(JO)d + O(y@)a+ O(y/a) e Cpalh) = O(q?) = Gra(h).
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Demonstracao. Pelo Teorema 4.1.7, temos: ay = M1 —1, ap = My—My+1 e a3 = Mg— Mo+ M;—1.

Aplicando essas igualdades em L(K,1) = h, temos:
h=1+4 (M —1)+ (My— M +1)+ My — My + My — 1+ q(My — My + 1) + ¢*(M; — 1) + ¢°.

Pela férmula de N; e pelo Teorema 3.3.1(3), vem que:

29
Ni=q+1-> (w)=q+1+M —1=qg+ M.

i=1
Vemos que Cpz(M3z) = O(¢%), de onde resulta que Cpx(h) = O(¢®) = O(q¢?).

Uma decomposicao quase g-dria pode ser escrita como
) M. M.
h:q‘5+(—1+M1+72)q2+(1—M1+73)q+M1

e é da forma

h=q" +0Wa)q* + O(/a)a+ O(a),

satisfazendo Grz(c;) = /g para i =0,1,2 e Cpx(h) = O(¢?) = Grz(h). O
CONJECTURA 4.4.6. Se deg(D) =29+ 2 =38, e o ¢é inerte, entdo:

1. My = Myyy1 = ¢ =@, ai = My — My + - £ My + (1), para 4 < i < 2g =6, € par
quando i € impar e impar quando i € par; portanto, para 4 < i < 29 = 6, os coeficientes de

L(K,t) tém paridade alternada invariante, isto €, nao depende de D e q, e h é impar;

2. 1y, I5, Ig, I7 se expressam em fungdao de q, Iy, Is, I3; My, M5, Mg, M7 se expressam em funcao

de q, M17M27M3-

Justificacao da conjectura. E natural conjecturar que a sequéncia de raciocinio no teorema anterior
é valida e, portanto, que:

CL4:M4—M3—|—M2—M1+1,

as = My — My + Mz — My + M; — 1,
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G6:M6—M5+M4—M3+M2—M1+1.

Seguir-se-ia que:
My = q(My — My +1) = [Mg — My + My — 1= (¢ — 1)(My — M + 1) — M,

Ms = q¢*(My+1) — [My — My + My — M, + 1 =
= (My+1) = (q—1)(Ma — My + 1) + My — (My — My + My — 1) =
= ¢*(My +1) — q(My — My + 1),
Mg =q* — [Ms — My + My — My + M, — 1 =
= ¢ = ¢(My+ 1)+ q(My — My + 1) + (¢ = 1)(Ma — My +1) — My—
~Ms+ My — My +1=¢*—¢*(M; +1).

Agora, comparando L(K,1) = h com a L-série de Artin adaptada (Teorema 3.2.5), terfamos:

(q— 1) [My+q(My = My + 1) + My + *(My — 1) + ¢°| =

¢ ¢ ¢ @ ¢ g

(q—l)[Ml—i-CJ(Mz—M1+1)+M3+QQ(M1—1)+6]3}:
Ms Mg M

:q4+q3M1+q2M2+qM3+M4+75+q—26+q—;:>

(q—l)[l—i—(Ml—1)+(M2—M1+1)+M3—M2+M1—1+q(M2—M1+1)+

M, M, My M, Ms; My M
:q4l1+1+;+§+f+;’+f+77]:>

=M - 1)+ =

=q¢" + ¢’ My + ¢* My + qM;s + (g —1)(My+ M, +1) — My + q(M; + 1)—

M
—(M2+M1+1)+q—(M1—|—1)+q—37:>

_ Mz

1 7
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e, portanto,
M7 = q3.
Assim, My, Ms, Mg e M7 se expressam em funcao de q, My, My e M3.”
Como nos casos anteriores, de My = (¢ —1)(Ms — M7+ 1) — M3 deduziremos que I, se expressa
em funcio de ¢, I}, I5, I5. Analogamente, de M5 = ¢*(M; + 1) — q(My — M, + 1) deduziremos que

I5 se expressa em funcao de ¢, Iy, I, I3. O mesmo valerd para Mg = ¢> — ¢*(M; + 1) e I;. O
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para pesquisa

Nossa adaptagao da L-série de Artin oferece uma identificagao finita e explicita (IFE) para h(F')
do CFA F = F,(2)(v/D) de géneros 1, 2 e 3, e as evidentes generalizacoes dos padroes sugeridos
nesses casos.

Por limitacao de tempo e de espago, nao foi possivel tratar da questao do truncamento da IFE
de h seguido de um algoritmo para localizagao de h no intervalo determinado pelo truncamento.
Como continuagdo da pesquisa, ¢ natural perguntar se o método usualmente empregado pela
criptografia contemporanea na produtéria infinita de Euler produziria a mesma complexidade se
aplicado a IFE de h obtida nesta tese.

A pesquisa forneceu os coeficientes a; do L—polinémio em fungao de ¢ e das somas M; de
simbolos de Legendre polinomiais sobre polinémios moénicos de grau 7. Tais IFE’s, até onde
sabemos, nao estao explicitadas na literatura, portanto, devem ser inéditas.

Vé-se, portanto, que os invariantes elementares M; e I;, de simbolos de Legendre polinomiais
sobre classes de polindmios de grau ¢ monicos e irredutiveis, respectivamente, sdo poderosos ge-

radores de invariantes fundamentais nao elementares e importantes do CFA, fato nao registrado
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ainda na literatura.

Ao mesmo tempo, mostramos que metade das parcelas da L-série de Artin adaptada, Myy,;, 1 <
i < g, que, em principio, teriam complexidade algoritmica maior do que O(¢9), podem ser obtidas
com complexidade de ordem menor ou igual a essa.

Obtivemos ainda uma ezpansdo quase g—daria de h, sugerida pela desigualdade de Hasse-Weil,

isto é,
h=¢+cy1¢° ' + ...+ c1q* + ¢y,
com
Grz(ci):O(q%),l <i<yg
e

Cpx(c;) <0O(¢9),1<i<g.

Os coeficientes dessa expansao sao determinados pelas somas M; e [;, mas suas expressoes
explicitas estao em aberto, ao que nos consta, com excessao dos casos 1 < d < 8 e das generalizagoes
que propusemos.

Além disso, nossa andlise demonstra que os coeficientes a; do L—polindmio se expressam em
fungao dos coeficientes M; da L-série de Artin, de forma que Cpx(a;) = Cpx(M;).

Nosso método pode ser empregado para géneros maiores do que 3, embora nao tenhamos
ainda vislumbrado uma demonstracao geral da evidente generalizacao decorrente de nossa analise.
Numa outra direcao, pode-se investigar o que ocorre se os polinémios D que originam as extensoes

quadraticas forem apenas livre de quadrados, ndo necessariamente irredutiveis.
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