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Resumo

Neste trabalho estudamos uma das curvas descritas por processos mecanicos:
A Conchéide. Apresentamos breve relato sobre o surgimento da Conchéide de
Nicomedes como uma forma de se “solucionar” um dos trés classicos proble-
mas da geometria grega - o da trisseccao do angulo e abordamos o uso desta
nos primérdios da Geometria analitica e do Célculo no século XVII. Introdu-
zimos a conchodide geral e analisamos com detalhes propriedades geométricas
das conchodides de uma parabola. Discutimos a existéncia de singularidades -
cuspides e pontos multiplos, relacionando-os a evoluta e as curvas paralelas a uma
pardbola. Utilizamos o computador e programas livres de geometria dinamica e
calculo simbdlico para visualizar, experimentar e conjecturar os resultados a se-

rem provados.



Abstract

We approach here one of the mechanical curves: The Conchoid. A brief
description of the historical background of the Nicomedes’Conchoid, introdu-
ced to “solve” the angle trisection, one of the three classical problems of Greek
geometry is presented and its use in the early times of the Calculus and
Analytic Geometry in the XVII century is also described. We introduce the
general conchoid and analyse the conchoids of a parabola. The existence of
singularities such as cusps and multiple points is discussed and related to the
evolute and parallel curves of a parabola. We have used the computer and
free symbolic calculus and geometry software in visualising, experiencing and

conjecturing results to be proved.
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Introducao

A idéia original dessa dissertacao surgiu das propostas contidas no artigo
[5]. Dentre as curvas planas descritas mecanicamente, focalizamos o estudo na
conchodide. Neste estudo e ao longo de todo o trabalho fizemos uso do com-
putador e de programas livres para a vizualizacao e célculo, para a experi-
mentagao e formulagao de conjecturas de forma proxima a que acreditamos que na
devida proporcao, um professor na universidade possa levar os alunos a desen-
volver pequenos projetos de investigacao em topicos de Calculo e Geometria
Analitica.

Iniciamos pelo estudo da conchéide de Nicomedes, curva com histérica razao
de existéncia e que figurou na matematica em diferentes épocas. Ela é frequente-
mente citada nos livros de histéria da matematica como uma das primeiras cur-
vas de grau superior que aparece como uma ‘“solucao” do classico problema de
construcao que ¢ o da trisseccao de um angulo, nos livros de célculo é citada como
exemplo compondo exercicios e graficos utilizados nas demonstracgoes e aplicagoes
de conceitos do Calculo diferencial.

No capitulo 1 introduzimos conceitos fundamentais de curvas planas, incluindo
também resultados sobre evolutas e curvas paralelas.

No capitulo 2 estudamos um pouco sobre a histéria da Conchéide de Ni-
comedes, conhecemos o funcionamento do mecanismo de tragado e o resultado
de sua aplicacao na trisseccao de um angulo. A partir do funcionamento do
“conchografo”e do trago por ele descrito, detalhamos com conceitos de geometria
e algebra a deducgao das equacoes da conchdide e com conceitos do calculo carac-
terizamos a conchdide da reta como uma familia de curvas planas que diferem

entre si, pela variacao de parametros (reguldveis no compasso).



Introducao 2

No capitulo 3 introduzimos o conceito geral de conchéide e o aplicamos sobre
diferentes curvas. E interessante notar que quando o conceito de conchéide é
aplicado sobre o circulo podemos produzir mecanicamente os limagons que sao
curvas planas com recentes e interessantes aplicagoes em engenharia no projeto e
construcao de compressores.

Em especial aplicamos o conceito de conchéide sobre uma parabola e estuda-
mos com detalhes a familia de curvas assim produzida.

Baseados na analise feita sobre a conchéide da reta e usando os recursos
dos programas livres Winplot [9], GeoGebra [13] e Maxima [11] produzimos
diversos graficos observando o comportamento destas curvas mediante a variacao
de parametros.

Podemos entao obter caracterizacoes desta familia de curvas. Detalhando
principalmente a existéncia e a natureza de singularidades, a interseccao dos
ramos da nova curva com a parabola base, a interseccao dos ramos positivo e
negativo e a auto-interseccao do ramo negativo da conchdide da parabola. Des-
crevemos também a relagao da conchéide com as curvas paralelas, a curvatura e
a evoluta da parabola base.

A andlise das diferentes possibilidades para a natureza geométrica de uma
conchoide de pardbola é sistematizada nas secoes 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 e 3.3.

Visando a uma maior fluéncia de leitura, optamos por colocar alguns dos

resultados obtidos nos capitulos 2 e 3 num formato mais “discursivo”.



CapiTULO 1

CURVAS PLANAS

Curvas planas surgem nas mais diversas situagoes: as oOrbitas dos planetas
com o sol num dos focos como conseqiiéncia das leis da atragao gravitacional, a
trajetoria de um projétil, o contorno de um objeto visto a distancia, etc. Es-
tas aparecem também de forma abstrata, como solucao de muitos problemas

dinamicos tais como a equacao
(2® +y?) — 8ax (2* — 3y°) + 18a° (2* + y*) = 27a",

que representa a deltéide, definida como o lugar geométrico gerado por um ponto
P da circunferéncia de um circulo de raio a que rola no interior de um circulo
de raio 3a (Fig. 1.1). Descrita na forma paramétrica a deltéide é dada por

(z,y)=(a (2 cos(2t)),a (2 sen(t) — sen(2t))) .

\@

Figura 1.1: Mecanismo, Tracado e Grafico da Deltéide.
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Nos préximos capitulos daremos énfase as curvas planas que, como esta, sao
descritas por aparatos mecanicos (mecanismos) e, mais especificamente, estuda-
remos a conchéide.

Resumimos a seguir conceitos fundamentais relacionados as curvas planas e
alguns resultados particulares, com foco no que sera desenvolvido nos préximos
capitulos e também com o intuito de fixar notacoes. As principais referéncias

utilizadas neste capitulo foram [4] [3] [2], [17], [19], [1], [6] e [16].

1.1 Conceitos fundamentais

Seguiremos aqui a idéia intuitiva de uma curva descrevendo uma trajetoéria
continua dada pelo movimento de uma particula sobre o plano, o que é baseado
na representacao paramétrica (vetorial). Formalmente, consideraremos neste tra-
balho uma curva plana parametrizada que é dada por um par de funcgoes
reais f(t) = (fi(t), fa(t)), definidas num certo intervalo I C R, supondo que es-
tas tenham derivadas continuas pelo menos até segunda ordem (f de classe CF,
k> 2).

Se f'(to) # (0,0) dizemos que a f é regular em t; e se f'(ty) = (0,0) que
ela é singular neste ponto.

O traco ou conjunto imagem C da curva parametrizada f é dado por:

C={ft)=(fi(t), o(t)) eR* tel}.

Ao longo deste texto designaremos por curva tanto a funcao f como sua
imagem ou traco f(I) C R? e, salvo observagao em contrdrio assumiremos a
curva como de classe C'*° regular, exceto em pontos isolados.

Num ponto regular, o vetor f'(t,) indica a direcdo da tangente & curva em
f(to). Num ponto singular a reta tangente a curva pode nao existir.

Um tipo de ponto singular f(¢y) de uma curva que serd particularmente im-

portante no que estudaremos é o ponto de cispide que é caracterizado por:
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1. f'(tt) = (0,00 e f(t) # (0,0) para pontos préximos a tg
(f(to) é uma singularidade isolada).
"t "t
2. lim I'(to) =vy, |l I'(to) =Vy € V= —Vy.

o T (o] oty 11 (Eo)]

Uma reparametrizacdo de uma curva f é uma funcao g : J — R? tal que
g= foponde p:J — Iéum difeomorfismo entre intervalos da reta, isto é, uma
aplicacao diferenciavel (C*), invertivel e com inversa diferencidvel.

Sejam f(t) = (fi(t), f2(t)), w(t) : J — [ e g : J — R definida por
g(t) = (fou)(t)= f(u(t)). Assim temos, pela derivada da fungao composta,

g/(t) = (1 () 0O, Fo ) (D))

Sendo u(t) um difeomorfismo podemos ter p/(t) > 0, V¢ ou p/(t) < 0, V t.
No primeiro caso dizemos que g = fop é uma reparametrizagao positiva (preserva
a orientagao de f), no segundo, dizemos que é uma reparametrizagao negativa
(reverte a orientagdo da curva).

Todos os conceitos geométricos relativos as curvas tais como, comprimento
de arco, curvatura sem sinal, evoluta, involuta e curva paralela, nao dependem
de particular reparametrizacao da curva. Também as nogoes de singularidade e
de cispide s@o preservadas, isto é, se um ponto f (t) é singular ou de cuspide,
também o serd para qualquer reparametrizacao da curva f.

Para uma curva de classe C? regular ou com singularidades isoladas, o com-

primento de arco de f (ty) a f (t) é dado pela funcao

s:Lf(t):/t F()| du, tel. (1.1)
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Associando a variavel ¢t ao tempo decorrido, esta funcao mede o comprimento
de arco da trajetoria descrita, para cada instante, por uma particula em movi-
mento.

Como |f’(t)| é uma fungao continua, a fungao L (t) é de classe C' e, pelo

Teorema Fundamental do Céalculo,

ds
— =L%(t)=1[f()]. 1.2
L) = 170 (12
: d , :
Assim para uma curva regular ELf(t) = |f'(t)] > 0 e, portanto, o compri-

mento de arco definird um difeomorfismo, e a representagao g(s) = f o L;l(s)
é chamada parametrizacao pelo comprimento de arco. Notemos que neste caso
ld'(s)| =1 Vs, ouseja, ¢'(s) = T(s) = (cos (0(s)), sen (6(s))) é o vetor tangente
unitdrio. O vetor normal & curva N(s), é obtido de T'(s) por um giro de + 90° no
sentido anti-horario em relagao a T'(s), isto é, N(s) = (—sen (6(s)),cos (0(s))).

O par {T'(s), N(s)} é denominado Referencial de Frenet da curva em g(s).

Na pratica é muito dificil obter expressoes explicitas para a reparametrizacao
pelo comprimento de arco.

Um campo de vetores de classe C* ao longo de uma curva f é uma aplicacao
X : I — R? de classe C*.

Como exemplos importantes, podemos citar os campos tangente, T'(t), e nor-
mal, N(t), de uma curva parametrizada regular, f(¢), que sdo campos de classe

C ao longo de f e dados respectivamente por:

(f1(1), /(1)
VE®O) + (50)°

(HO.A®)
VE®) + (50)°

Dados dois campos X e Y de classe C*, k > 2, ao longo de f, e uma funcao

h : J — R? de classe C*, definimos a soma (X +Y)(t) = X(t) + Y(t) e a

T(t) = , (1.3)

N(t) =

(1.4)
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composicao (h X) (t) = h(t) X (t), também como campos de classe C* ao longo de
f e assim temos que:
(X+Y) =X'+Y, (hX) =WX+hX e (X,V) =(X Y)+(X, Y.
Uma conseqiiéncia deste iltimo resultado é que, se | X| é constante, (X, X)
¢ constante e entao o campo X' é perpendicular a X, para todo t € I, isto é,
(X, X") =0.
Assim, com f parametrizada pelo comprimento de arco temos |T'(s)] = 1
(constante) entdo T"(s) é perpendicular a T'(s) e desse modo concluimos que,
pela construcao anterior de N, N(s) e T'(s) sao paralelos para todo s € I, isto

significa que existe K (s), tal que;

T'(s) = K(s)N(s), (1.5)

s € I onde K(s) é chamada fung¢do curvatura de f em s € I.

Observamos que K (s) = (T"(s), N(s)) = — (N'(s), T(s)) portanto, temos que
K : I — R? é uma funcao de classe C¥~2, quando f for de classe C*.

Sendo  T'(s) = (cos(6(s)), sen(0(s))), sua derivada ¢é dada por;
T'(s) = 0'(s) (—sen (0(s)),cos(0(s))) = 0'(s)N(s), ou seja, K(s) = 0'(s), isto é
K (s) mede a variagao da mudanga de direcao da reta tangente a f em f(s). A
curvatura entao é uma medida de quanto a curva deixa de ser reta.

Como fica claro das expressoes acima, a nocao de curvatura é invariante por
isometrias do plano.

Partindo de [N (s)| = 1, obtemos que N'(s) é perpendicular a N (s) e, portanto,

paralelo a T'(s), entao aplicando a equagao (1.5) temos:
N'(s) = (=5 (9. 1(5))
(~K@)£(9). =K () fs(s)) = = K(5) (£i(5), fo(s)) = = K ()T ()

donde tiramos as equagoes de Frenet para curvas planas:

T'(s) = K(s)N(s)
N'(s) = —K(s)T(s).
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Assim, tomamos f : I — R? uma curva parametrizada regular, e seja
g : J — R? uma reparametrizacao pelo comprimento de arco de f e definimos a
curvatura K(t) de f em t € I pela fungao curvatura de g no ponto s € J, tal
que g(s) = f(2).

Finalmente observamos que |K(s)| = |¢”(s)|, médulo do vetor aceleracao,
quando parametrizamos pelo comprimento de arco.

Mas, como comentamos, na pratica quase nunca conseguimos explicitar uma
parametrizacao pelo comprimento de arco e por isto, vamos expressar a fungao
curvatura de uma curva parametrizada f (¢) com parametro qualquer.

Seja f : I — R? uma curva regular, definida por f(t) = (f1(t), f2(¢)).

Temos entao que a funcao curvatura de f em t € [ é dada pela expressao.

@) = fi () f(2) ) (1.6)
(Vo) + (50))

K(t) =

Prova: Consideremos g : J — R? a reparametrizacao positiva de f pelo com-

primento de arco. Entao, se escrevermos: ¢ (s(t)) = f(t) = (f1(t), f2(t)), temos;

(F8), ) = 5 (0 (s(00) = g (s(6))] 5 (s(0) = o (s(N] ') (1)

(F0.50) = ') = L GO EWF + 5 (o). (19

Temos também que:

d F(t) 1 S
T (s(1)) = < [g(s(t))] = ra- = JHONAONE
s FOL S0 + (s0)? ( )

e portanto,
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Como

<d2 [gd(;(t))] N (S(t))> ’

—
wn
—~
~~
N—
N—
Il
/\
&|
»n
~
—~
w
—
~
N—
~—
—
w
—
~~
N—
N—
~_
Il

reescrevendo temos
drT

K (s(t)) = <%N<s<t>>> ,
dt
como §'(t) = \/(fi(t))2 + (fé(t))Q, e da expressao (1.9) para N (s(t)), obtemos

entao a expressao (1.6).

Podemos também expressar a curvatura de f(t) = (fi(¢), f2(t)) por,

fi(t)  fa(t)

1@ )
K (s(t)) = : (1.10)

(Voo + (fé(t))2)3

Para ilustrar, veremos nos exemplos a seguir, a funcao curvatura da reta, do

det

circulo e da elipse.

EXEMPLO 1: A curvatura de uma reta r(t).

Se a curva é uma reta, € intuitivo que a curvatura seja zero uma vez que o
angulo 6 que o vetor tangente faz com o eixo Ox é constante.

Seja r(t) = (zo,y0) + t(a,b), t € R, temos: r'(t) = (a,b) e r"(t) = (0,0).
Temos das equagoes (1.3), (1.4) e (1.10), respectivamente;

. (a,b _ (=b,a) . _
T(t) = ot N(t)_—\/m K(t)=0.

N(t)
\ T(t

r(t)

Figura 1.2: Reta r(t) com curvatura K(t) = 0.
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EXEMPLO 2: A curvatura de um circulo ¢(t) de raio r.

Se a curva é um circulo, é intuitivo que a curvatura seja diferente de zero, mas
constante, e que tenha relagao com o raio r do circulo.

Seja c(t) = (wo, yo) + (rcos(t), rsen(t)), 0 <t < 2w  temos:
d(t) = (—rsen(t),rcos(t)) e '(t) = (—r cos(t),—r sen(t)). Temos entao;
T(t) = (—sen(t),cos(t)), N(t) = (—cos(t),—sen(t)) e K(t)= l

r

c()

(0
Nt 2]

Figura 1.3: Circulo ¢(t) com curvatura K (t) = 1.

EXEMPLO 3: A curvatura de uma elipse e(t), com semi-eixos a e b.
Uma curva desse tipo sugere curvatura nao nula e variavel.
Seja a elipse e(t) = (xg + acos(t),yo + bsen(t)), 0 <t <27, temos:

e(t) = (—asen(t),bcos(t)) e €'(t) = (—acos(t),—bsen(t)). Temos entdo;
(—a sen(t), bcos(t)) (—bcos(t), —a sen(t))

T(t) = ., N() = e
\/(—a sen(t))? + (beos(t))? \/(—a sen(t))? + (beos(t))”
K(t) = ab .
<\/a2sen2(t) + b2 C082<t))
E(Y)

N Ky

\\\ // \\\ //

Figura 1.4: Elipse e(t) com variacdo da curvatura K(t) .
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1.2 Interpretacoes geométricas

Vimos que a taxa de variacao do angulo da tangente em relacao ao compri-
mento de arco define a curvatura da curva. Sendo 0(s) o angulo de inclinagao

do vetor tangente com o eixo Oz, K(s) = ¢'(s). Sejam f(t) uma curva plana

\ N(s)
fis) \ T(s)
\ 6(s)
\%’

Figura 1.5: Vetores Unitédrios Tangente e Normal.

regular no ponto P = f(ty) tal que K(ty3) # 0. Considando um circulo que é
tangente a curva em P e tenha ali a mesma curvatura, temos que o centro do
circulo deve estar do lado de f”(¢).

Classicamente, a curvatura sem sinal de uma curva plana num ponto foi de-
finida como o inverso do raio do circulo que melhor se aproxima & curva neste
ponto. Este foi designado por John Bernoulli (1667-1748) como circulo oscula-
dor e também era conhecido como “circulo por trés pontos consecutivos” de uma
curva (circulo limite de circulos secantes por trés pontos de uma curva).

O centro C(t) do circulo osculador (centro de curvatura) vai estar na normal

—_—
a curva, o vetor PC' = C(t) — f(t) aponta da tangente para curva.

N(ty) T(ty) ,
AN

f9)

Figura 1.6: A sendide percorrida da esquerda para a direita, Vetores Tangentes e

Normais e Circulos Osculadores.

Seja p(t) o raio do circulo osculador e 7 o vetor posi¢ao do centro C' = (a,b)
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é chamado de raio de curvatura da

1
do circulo osculador. Entao p(t) =
[ K(2)]
curva f no ponto P e r é o vetor centro de curvatura da curva em P.
Na figura (Fig. 1.7), r = OC é igual & soma OP +p N, isto é; 0C=OP +p N.

Temos que C(t) = (f1(t), f2(t)) + p(t)N(t) e portanto,

1

C(t) = (f1(t), f2(1)) + K(t)N(t)~ (1.11)
C
\ P 47
U P

(o}

Figura 1.7: Centro de Curvatura.

EXEMPLO 4: Seja a parabola f(t) = (t,th), vamos determinar o vetor tangente
unitario T'(t) (vetor velocidade), o vetor unitdrio normal N(t) (vetor aceleragao), a
curvatura K e o raio de curvatura p para um ponto f(tp).

Temos f/(t) = (1,2pt) e f"(t) = (0,2p), entdo:

(1,2pt) (—2pt, 1) 2p
Tt) = ————~—, N{) = —2= e K(t) = ,
Q V14 4p2t? ( V' 1+ 4p2t? 0 (14 4p2t2) \/1 + 4p?t?

sendo que K (t) assume seu valor maximo em ¢t =ty =0 e . ligcn K(t) =0.
—00

O raio de curvatura é dado como o inverso do médulo da curvatura, assim;

1 (1+ 4p*t?) /1 + 4p*t?

0= Tk 2%
Mais especificamente (Fig. 1.8), sendo p =1 e typ = 1, nosso exemplo fica,
F) = (82), f/(t) = (1,2t), f'(t) = (0,2), |[f ()] = VI + 42 = v(t) e |[f'(t)| = 2.
Entao temos:
FM =11, f(1)=(12), [2)=02),[fDI=Vo=vt) e [f"(D=2

Donde tiramos:

T(l):<\}5755>, N(l):<_§, ! > K1) = -2 ¢ p(l):5\2/5.
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p(ty)

Figura 1.8: Vetor Tangente T'(t) e Normal N (¢), Raio de curvatura e Centro de cur-

vatura da parabola.

O teorema fundamental das curvas planas é importante, pois é uma forma de dizer
que a funcao curvatura de uma curva determina a curva a menos de um movimento

rigido [19].

Teorema Fundamental das Curvas Planas ([4]): Seja K : I — R? uma
funcdo de classe C*°. Entdo, dados tg € I, P (P, P,) € R? e V; (V4,V2) € R2, com
[Vo| = 1, existe uma tinica curva parametrizada pelo comprimento de arco f : I — R2

tal que a curvatura em cada ponto f(s) é dada por K(s), f(so) =P e f'(s0) = Vo .

1.3 Evoluta

A evoluta Ey de uma curva plana f ¢é o lugar geométrico dos centros de curvatura
desta. A evoluta sé estd definida para pontos onde a curvatura é nao nula. Para uma

curva regular f : I — R?, temos Ey: I — R2,

By(t) = £(t) + Kl(t)N(t) (1.12)

onde N(t) é o campo normal unitario de f (N(t) é o girado de 90° do vetor
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EXEMPLO 5: Evoluta da cicléide.

Seja a cicléide dada por f(t) = (¢t—sen(t),1— cos(t)), nesse caso, temos
3
K(t) = 1= cos(t) e N(t) = (zsen(t), 1 - COS(t)). Assim, a evoluta da cicléide
2 2 (1 — cos(t))
é dada por:
E.(t) = (t —sen(t),1 — cos(t)) + ! 3 (zsen(t) 1 - cos(t)).
( 1-— cos(t)) 2 (1 — cos(t))
2

(1)

PR
AV

Figura 1.9: Evoluta da cicléide.

A evoluta é uma curva regular se e somente se K'(s) # 0. Um ponto onde K'(s) =0
serd um ponto de singularidade da evoluta, como pode ser deduzido da expressao (1.13)
a seguir.

Se f(s) estd parametrizada pelo comprimento de arco s, teremos

E¢(s) = f(s) + ﬁN(s), entdo temos que a derivada da evoluta é:

Ej(s) = f'(s) + (ﬁ)) N(s) + (k) V(o)
Das Equacoes de Frenet T"(s) = K(s)N(s) e N'(s) = —K(s)T(s) = —K(s)f'(s)

entao temos;

| =
N
=
~—
+

7N\
N

| =
N

N——
T
=
D
N
=
=

B9 = 10+ (5

E(s) = N(s). (1.13)

Podemos concluir tembém da equagao (1.13) que a reta normal & f em f(sg) é igual

a tangente em Ef no ponto E¢(so).
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Geometricamente, podemos dizer que a evoluta F; de f é uma curva que é tangente
em cada instante a uma das retas normais de f. E também se diz que a curva E; é a
envolvente da familia de retas normais a f e assim, a curva f pode ser obtida novamente

de sua evoluta E por;
1 E.(s
ﬁ (1.14)

f(s) = Ef(s) + K(s) ‘E}(S)‘

Tendo entdo o comprimento de arco Lg, da evoluta de f e f obtida a partir de
sua evoluta Ef, existe uma relacao geométrica entre f e Ey que pode ser descrita da
seguinte forma: “Cobrindo-se a evoluta Ey com um fio flexivel e inextensivel, com uma
extremidade fixa em Ef(sg) e em seguida, desenrolando-se o fio até o ponto E¢(s1),
parte do fio ainda continua recobrindo Ey e a outra parte sai pela tangente a Ey, no
ponto E(s1) na direcao de E(s1)”.

Para simplificar a ilustragao, e sem perder a generalidade, vamos assumir K(s) e
K'(s) sempre positivas, onde K é sempre a curvatura de f (Fig 1.10).

Dizemos que f é uma involuta de Ej.

Figura 1.10: Uma curva construida a partir de sua evoluta.

Na evoluta podemos detectar os pontos de mdaximo e minimo locais da curva
original. Como ji& comentamos, os pontos onde a derivada da curvatura é zero sao
pontos criticos da evoluta, mas, além disto, temos que a cispides da evoluta corres-
pondem mdzimos e minimos locais de curvatura da curva original (vértices) como serd

visto em 1.5.
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1.4 Curvas paralelas

Dada uma curva plana regular f(¢) definimos duas curvas paralelas & f a distancia

A > 0 por:

Pr(t)a = £(8) 4+ AN(E) = (£1(8), folt)) + A—nf2(: FI) (1.15)

Pr(t)-x = f(t) = AN(t) = (11(D), fa(t)) —

EXEMPLO 6: Curva paralela a uma reta 7.
Obviamente uma curva paralela a uma reta r por (xo, o) e na diregdo de (a,b) é
também uma reta.

Seja r(t) = (xo, yo)+ t(a,b), uma das paralelas a r e a uma distancia A desta é,

(_b7 a)
Ve

Assim, mais especificamente para r por (0,1) na diregao do vetor (1,—1), isto é,

P.(t)x = (zo + at,yo + bt) + A

r(t) = (t,1 —t) e sendo A = 2 temos: '(t) = (1,—1), 7"(t) = (0,0) e entdo temos;

P(t)y = (t,1 —1t) + \/7 (t,1—1t)+v2(1,1).

Figura 1.11: Reta P.(t) paralela a r(t).
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EXEMPLO 7: Curva paralela a uma sendide f. Seja f(t) = (¢, sen(t)), e uma curva
P¢(t)\ paralela a f(t) e a uma distancia A = 2 (aqui, a titulo de ilustragdo vamos
desenhar os dois ramos, isto é, para A =2 e A = —2).

- . _ (=cos(®).1)
Entao, temos: Py(t)+2 = (¢,sen(t)) £ QVW'

Figura 1.12: Curva Pf(t)4x e P¢(t)—x paralelas a curva gréafico da funcao seno com

A=2e = -2

EXEMPLO 8: Seja a pardbola dada por f(t) = (t,pt2).

Tlustraremos agora, sua curvatura, a evoluta e a familia de paralelas;

2p

(Vi)

1- Curvatura da Pardbola; K (t) =

C |

Figura 1.13: Parébola e Curvatura da Parabola.
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4p? +2p) 2 + 1
2- Evoluta da Pardbola : E(t) = <—4p2t3, ( P p) .

2p

f(t)

N EqY)

Figura 1.14: Evoluta da Pardbola f(t) = (t,th).

(_2pta 1)

1+ 4p22

3- Familia de Paralelas & pardbola : Pf(t)1\ = (t, pt2) + A

Figura 1.15: Familia de Paralelas a Pardbola A = —2, — 1, 0.5, 1 e 2.

EXEMPLO 9: Seja a elipse dada por e(t) = (acos(t), b sen(t)).

Ilustraremos agora, sua curvatura, a evoluta e a familia de paralelas;

ab
(\/ (—a sen(t)) + (b cos(t))2>3.

1- Curvatura da elipse : K(t) =
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=Y

Figura 1.16: Elipse e Curvatura da Elipse.

2- Evoluta da Elipse:

Ec(t) = (acos(t),bsen(t)) + (—asen(t)” + (beos(t))?

ab

(—bcos(t), —a sen(t)).

\Eq)

) 7&
\ /

Figura 1.17: Evoluta da Elipse.

/
A
e

3- Familia de Paralelas a elipse :

P.(t)+x = (acos(t),bsen(t)) £ A (=bcos(t), —a sen(t))

VaZsen2(t) + b2 cos?(t)

Figura 1.18: Familia de Paralelas & Elipse A= -2, —1, —0.2, —0.5, 1 e 2.
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1.5 Singularidades da evoluta e da paralela.

Na secao anterior, observamos que, embora a parabola seja uma curva regular, sua
evoluta, e algumas de suas paralelas apresentam singularidades, e isto ocorre em pontos
onde E(t) = 0 e Py(t)y = 0. Discutiremos a seguir estas ocorréncias especificamente

para o caso da parabola.

1.5.1 Cuspides da evoluta

Ja observamos que a evoluta de uma curva nao estd definida em pontos onde a
curvatura se anula. Veremos agora que a evoluta de uma curva plana regular apresenta
singularidade do tipo cuspide nos pontos correspondentes a pontos de maximo ou de

minimo da curvatura.

1
Sendo E¢(s) = f(s) + W)N(s), a evoluta de uma curva regular f parametri-
s
zada pelo comprimento de arco, temos que E(s) é dada pela (1.13) donde tiramos

riayl = K
50| = (e

mais, se s for um maximo local estrito para a curvatura entao K'(sg) =0, e K'(s) > 0

Temos ainda que K(s) # 0V s e K'(sg) = 0 < EY(so) = (0,0), e

para s < sp e K'(s) < 0 para s > sy ou seja, K'(s) troca de sinal em sp e vice-versa
para minimo local estrito.

Entao, para K/<S()) 0 falta provar que sendo os limites laterais;

EY(s) EY(s) ,
lim = vy e lim = vy temos vi = —vy < K troca de sinal em
s—sq E}(s)‘ -y (s))
S0-
De fato,

- E'(s) _ (hm —K’(s)) (s0) = N(so) se K (s9) <0 para s> s,

s—sg E}(s)‘ s—sg 1K' (s)] —N(sg) se K'(so) >0 para s> so,
e

E(s —K' —N(s se K'(sp) >0 ara s < Sg,
lim f( ) —{ tim , (s) N(so) = (50) /( 0) p 0
580 E}(s)‘ s—sy |5 (5)] N(so) se K (s9) <0 para s < s,
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/ . 7 7’ . 7’ .
e portanto vi = —vy < K troca de sinal em sg < sg é ponto de maximo ou de minimo

local estrito para K.

Resumindo temos a proposigao:

Proposigao 1.1 ([16]): A mdzimos e minimos locais (estritos) da fun¢ao curvatura de

uma curva reqular correspondem ciuspides (vértices) de sua evoluta.

Conforme pode ser visto nas figuras (Fig. 1.13) e (Fig. 1.14), a curva f(t) é
2p

a parabola (t,pt?) cuja funcdo curvatura é K(t) = 5, € neste caso,
(\/ 1+ 4p2t2
/ _24p3t ~ ] 3
K'(t) =, sendo entao K'(t) = 0 para tp = 0. Assim, como
( 422 1>
4p? +2p) 2 + 1
Es(t) = | —4p?t3, ( d p) ¢ a evoluta da pardbola, a ciuspide ocorrerd em

2p

£10) = (0.5, ) = 0.00) = (0.5 )

1.5.2 Cuspides de uma paralela

Como observamos nas figuras (Fig. 1.12), (Fig. 1.15) e (Fig. 1.18) da segao
anterior, algumas das curvas paralelas a uma curva de classe C*, k > 2, regular podem
apresentar singularidades.

Quando e onde elas ocorrem?

Como as singularidades nao dependem da reparametrizagao, consideremos a curva
f(s) parametrizada pelo comprimento de arco, entdo, uma curva paralela a f(s) segundo
uma distancia A é dada por Py(s)yn = f(s) + AN(s) e sua derivada é
Pi(s)4x = f'(s) + AN'(s) assim podemos escrever Pi(s)\ = f'(s) — AK(s)T(s) que

resulta em;

Pi(s)4x =T(s) (1 — AK(s)). (1.17)
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Como T'(s) # 0 (f é regular) temos; Pi(s)+n =0 < AK(s) =1 ou seja, A = Kts)
Notemos que isto é equivalente a dizer que o ponto de singularidade de uma curva
paralela ocorre quando ele coincide com o centro de curvatura da curva naquele ponto.
Vejamos ainda que se K (s) for crescente ou decrescente (monétona), isto é, K'(s) # 0
no entorno daquele ponto, este serd uma cuispide e que vale a reciproca.

Supondo, sem perda de generalidade, K (s) crescente e positiva no entorno de sy,

1
temos de imediato que se a paralela for tracada considerando a distancia A = m,
50
1
~ , . / — —
a equagao (1.17) é reescrita como Pf(S)K(lso) = T(s) (1 K(SO)K(S)>, logo temos
/ —
Pf(S()) K(lso) = 0.

1
Agora, observando que se s > sg, K(s) > K(sg) < <1 — K()K(s)> <0e
50

vice-versa, entao calculando os limites laterais;

/ T(s <1 — LK S )
o] e
/ o T
e
, (s) (1 - 1K(s)>
lim P{(S) = lim f(so) =T(s) = va,
= |Pis)| oo ‘1 - )
entao sendo v; = —vs fica caracterizada a cuspide da curva paralela. Reciprocamente
a condicao vi = —vy implicard na monotonicidade de K.

Resumindo temos portanto:-

Proposicao 1.2: As singularidades de uma curva paralela a uma curva regular de
classe C* f(t) com curvatura ndo nula & distincia \ ocorrem exatamente nos pontos
de intersecao desta com a evoluta de f. FEstas singularidades sao cispides se e somente

se a curvatura de f for estritamente crescente ou decrescente no entorno desse ponto

(K'() # 0).

No caso de uma parabola, f(t) = (¢, pt?), temos que a curvatura assume um maximo

em t =ty = 0 (Exemplo 4, e Exemplo 8; Fig. 1.13) onde K(0) = 2p, ¢ K(t) ¢ estrita-
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mente crescente para t < 0 e estritamente decrescente para t > 0, com | llim K(t)=0.
t|—o0

Isto implicara que uma paralela Pf(t)4 ) intersectara a evoluta uma tnica vez, no vértice

1 1

desta, se A = — e duas vezes se \ > o Donde temos a seguinte consequéncia da
P p

Proposicao 1.2:-

Proposigao 1.3: Uma curva paralela Ps(t)4 @ uma pardbola f(t) = (t,pt?).

i) Terd uma ciuspide no ponto correspondente ao vértice, se A\ = %"
P

1 1
ii) Terd duas cispides se A > %’ em Pr(ty)yx e Pr(—ti) 4 tais que K(t,) = 3

iii) Serd uma curva regular se A < %"
P

Observagao: A curva Pf(t)_» serd sempre regular.

EXEMPLO 10: (Ilustracido da Proposigao 1.3 i)) Seja a pardbola f(t) = (t,t2), entdo:

2 612 +1 (—=2t,1)
K(t)=————=, Ef(t) = (—4t3, ) e Pr(t)sn = (£, 1%) + N —==.
(vi+ar) 2 VI
Mas fazendo K'(t) = 0 chegamos &
—24t 1
K'(t)y=—————5=0 & t=0=ty = K(to) = K(0) =2 e entdo p(ty) = 3
(var+1)
1
Agora, fazendo a paralela a pardbola, com A = p(ty) = 3 obtemos

Pr(t) = (t,t%) + L=261) ou seja, Pr(t)1 = <t— ! 2+ ! > e
2 ’ 2 V1+ 482 ’ 2 VI+4Z 21+ 42

assim, podemos produzir a figura (Fig. 1.19) onde se observa a cuspide da evoluta

correspondendo ao vértice da parabola em ¢ty = 0 e a paralela Pf(t)1 com um ponto
2
comum com a evoluta também em ty = 0.

EXEMPLO 11: (Ilustragao da Proposigao 1.3 ii)) Vamos agora, para exemplificar,

1 1
> ——— e assim, esta deve apresentar
K(t) = K(to) P

uma cispide sobre a evoluta em t,, isto é Ey(t.) = Py(t«) s
tx

fazer uma paralela a pardbola, com A\ =

Tomer(nloszte)zntéo a par&i’?ol;;5 Jigt) = (t,t%), con; f@) = (1,2t), f'(t) ;2(0,12),

— . — 7_ ’ = — — _ 3 +

0= v VO = i KU (vizan)” ) = (a025)
(_Qta 1)

e Pr(t)iy = (t,1%) + N —=.
¢ (t)x = (¢,8%) T
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Edb)

tr=0.5

()

Figura 1.19: Evoluta e Paralela a pardbola a uma distancia A\ = p(tp), onde ty é o

ponto de curvatura maxima da parébola.

Como estamos interessados em determinar ctispides da paralela, ou seja, interseccoes

1 V423 —1
desta com a evoluta, tomemos A =2 = K(t,) = 5 = te = :l:#.

Isto significa que o trago da paralela a parabola, com \ =

fte) e f(=ts).

————, terd cuspides em
K(t,) P

Figura 1.20: Singularidade da Paralela sobre a evoluta.



CAPITULO 2

A Conchoide de Nicomedes
I

Neste capitulo introduzimos a conchéide de Nicomedes e suas propriedades geométri-
cas inserindo aspectos histéricos relacionados com sua origem e aplicacoes. Procuramos
na bibliografia consultada um pouco do cenario no qual a conchdide foi criada e também
referéncias a esta curva nos trabalhos de matematicos do século XVII. As principais
referéncias utilizadas neste capitulo foram [7], [8], [15], [18], [14], [12] e [10]. Os
programas computacionais de uso livre que utilizamos foram o Maxima para calculos
simbodlicos e o GeoGebra para gréaficos e como ferramenta de geometria dinamica. Re-

produzimos também o mecanismo cldssico para o tracado da conchéide de Nicomedes.

2.1 A origem da Conchéide de Nicomedes

Uma das linhas de desenvolvimento da Matematica na Grécia antiga a que é de-
signada como “geometria superior”, voltada para o estudo de curvas e superficies que
nao a reta e a circunferéncia e nem o plano e a esfera. Curiosamente, essas novas
curvas e superficies surgiram de tentativas de resolver o que hoje chamamos de os trés
problemas cldssicos de construcao geométrica (duplicacdo do cubo, trisseccdo de um
angulo e quadratura do circulo). E importante lembrar que por construgao geométrica
entende-se o uso dos instrumentos euclidianos constituidos de uma régua sem escala, e

um compasso, que difere dos compassos modernos, tinham pelos postulados de Euclides

25
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(325 aC. - 225 aC.), seu uso restrito as regras:

i) Com o compasso permite-se tracar uma circunferéncia com centro num ponto

dado e passando por um segundo ponto qualquer.

ii) Com a régua permite-se tragar uma reta de comprimento indefinido passando

por dois pontos distintos [7].

Hoje, sabemos que esses trés problemas cldssicos nao podem ser resolvidos, a nao
ser aproximadamente, com os instrumentos euclidianos, porém, a busca de solugoes
para esses problemas influenciou profundamente a geometria grega e levou a muitas
descobertas, como as segoes cOnicas, curvas cubicas e quarticas e varias curvas trans-
cendentes. O primeiro progresso real para a solugao do problema da duplicacao do cubo
que consistia em duplicar o volume de um cubo de aresta a, é atribuido a Hipdcrates
(470 aC. - 410 aC.) e consiste na reducao do problema a construgao de duas médias
proporcionais entre dois segmentos de reta de comprimentos a e 2a. Em linguagem

atual, denotando as médias proporcionais por x e y, temos;

a+-xr=x+y=y-+2a.

2
a

Destas propor¢oes resulta que z2 = ay e y = —. Eliminando y, obtém-se que
x

2% = 2a?; assim, x é a aresta de um cubo cujo volume é o dobro do volume de um
cubo de aresta a. Depois da reducao de Hipdcrates, as tentativas subseqiientes de
duplicacao do cubo tomaram como caminho a construcao de duas médias proporcio-
nais entre dois segmentos de retas dados. Dal surgiram notaveis solucoes na forma
de geometria superior, entre elas, a de Arquitas (428 aC. - 350 aC.), a de Eudoxio
(410 aC. - 347 aC.) e as duas solugoes atribuidas a Menaecmo (380 aC. - 320 aC.)
que, segundo alguns autores, introduziu as secgdes conicas para esse proposito. Nesta
época a visao estatica sobre as coisas ja nao mais se sustentava, e assim, atribui-se a
Eratéstenes (276 aC. - 194 aC.) uma solugao usando dispositivos mecénicos e outra,
por volta da mesma época a Nicomedes (280 aC. - 210 aC.). Uma solugao posterior foi
oferecida por Apolonio (262 aC. - 190 aC.). Didcles (240 aC. - 180 aC.) inventou uma
curva chamada cisséide (Fig. 2.1) com o objetivo de resolver o cldssico problema da

duplicacao do cubo.
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Figura 2.1: Cisséide de Didécles. Sejam O e B os extremos de um diametro fixo
numa circunferéncia de raio a. Seja t a tangente a circunferéncia em B. Desde O
tracamos qualquer secante s que intersecta a circunferéncia e t nos pontos C e D,
respectivamente. O lugar geométrico dos pontos P sobre s tais que OP = CD, para

cada posicdo de s a medida que a mesma gira em torno de O € denominado cissdide.

Dos trés famosos problemas classicos da antiguidade, o da trisseccao do angulo é
0 mais popular e o mais facil de compreender. E provavel que os gregos tenham sido
levados a este problema através do esforgo para construir um poligono regular de nove
lados, para o que é necessério trissectar um angulo de 60°. O problema da trisseccao,
parece também ter sido reduzido primeiro ao que os gregos chamavam de um problema
de neusis, que do verbo grego “neuein” significa apontar [7].

Qualquer angulo agudo ZAPC (Fig. 2.2) pode ser tomado como o angulo entre
uma diagonal AP e um lado PC de um retangulo PCAD.

Seja agora uma reta por P cortando AC em M e o prolongamento de AD em @ de tal
forma que MQ = 2a. Seja B o ponto médio de QM. Entao
BQ = AB = BM = AP, e PQ, em M, trissecciona o angulo ZAPC. Assim o
problema se reduz aquele de construir um segmento de reta M@ de um dado compri-
mento 2AP entre AC e o prolongamento de AD, de modo que QM aponte para M
conforme a figura (Fig. 2.2).

Se, desconsiderando as regras de uso dos instrumentos euclidianos, nos permitissemos
marcar em nossa régua um segmento W = 2AP e ajustdssemos a régua de modo

que ela passe por P e tenha as marcas M e Q em AC e no prolongamento de AD
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Figura 2.2: Reducao do problema da trissec¢ao a neusis.

respectivamente, o angulo ZAPC estard trisseccionado.

Foram descobertas varias curvas planas superiores que resolvem o problema de
neusis ao qual o problema da trissec¢ao pode ser reduzido. Uma delas, tracada por um
dispositivo mecanico criado por Nicomedes, que é chamada de Conchdide de Nicomedes,
é o objeto escolhido, juntamente com sua generalizacio para desenvolver este trabalho!.

Outras curvas transcendentes (ndo algébricas) que multisseccionam um angulo num
numero qualquer de partes sdo a quadratriz de Hipias (460 aC. - 400 aC.) (Fig. 2.3),ea
espiral de Arquimedes (287 aC. - 212 aC.) (Fig. 2.4). A demonstragdo mais antiga para
resolver o problema da trisseccao de um angulo usando conicas é atribuida a Pappus
(300 - 350 dC.).

O problema da quadratura do circulo, que consiste em construir um quadrado de
area igual a drea de um circulo dado, ja tinha em 1800 aC. uma “solugao” apresentada
pelos egipcios e que consistia em tomar um quadrado com lado igual g do diametro do
circulo dado. A despeito de ja ter sido demonstrado que a construcio é impossivel com
os instrumentos euclidianos, até hoje esse problema fascina milhares de “quadradores
de circulos” [7].

A curva inventada por Hipias, vista na figura (Fig. 2.3), é uma curva que se tornou

Wer Secoes 2.4 e 2.5. e capitulo 3
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conhecida como quadratriz e que resolve tanto o problema da trisseccao de um angulo

quanto o da quadratura de um circulo.

y
B c
N E
F
B’ y C'
\\\ \
P
- \

A H D \‘ «

s

Figura 2.3: Quadratriz de Hipias. No diagrama da quadratriz de Hipias, ABCD ¢
um quadrado e BED ¢é parte de um circulo com centro em A e raio AB. Enquanto o
raio AB gira em torno de A para se deslocar até a posicdo AD, a linha BC move-se
paralela a ela mesma até finalmente coincidir com AD. Entao o lugar geométrico do

ponto de interseccao, F, do raio giratério AB com a linha mdével BC' € a quadratriz. A

/EAD ED FH
/BAD Brp AB’
Assim, tomando AB = 1, /ZEAD = ED = TTF, para dividir ZFAD numa dada

relacdo entre os angulos, arcos e segmentos € tal que temos;

razdo, digamos p : q, marcamos um ponto P sobre a linha diviséria FH dividindo o
raio AB proporcionalmente a p : q. Tracando uma linha por P, paralela a AD até a

quadratriz em @, temos que AQ divide o ZFAD na razdo p : q.

O gréfico da direita na figura (Fig. 2.3), é construido, apartir da equagao que
deduziremos abaixo.

Seja r = f(6), o ponto F' da quadratriz de Hipias é dado por:

x = rcos(0)

(2.1)
y = rsen(0)
—_— 0 0 26
Sendo AB = a, das relagbes do diagrama tiramos que de ¥ _ —, isto é, Ln() = —,
a = a 0

2
20 «a

T sen(6)

ou seja, r = e assim podemos reescrever a equagao (2.1) e obter:
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a
x = ?sen(G)COS(Q) =—a cotg(0) 25
_20 a 0) = 20 ‘ (22)
L sen(6) semy) =8 o

Donde tiramos = = y cotg(%), a equacao da quadratriz de Hipias.

Ja vimos que apesar de a solugao do problema da trissecacao do angulo nao poder
ser resolvida com régua nao graduada e compasso é extremamente ficil de executar a
construgao com instrumentos mecanicos e estes deram origem a novas curvas, entre elas
a espiral de Arquimedes que é uma curva descrita por um ponto que se desloca a partir
da origem com uma velocidade uniforme ao longo de uma semi-reta que gira, também
com uma velocidade angular uniforme, em torno da origem. A origem da semi-reta é o
poélo da espiral; a distancia de um ponto da espiral ao pdlo é o raio vetor desse ponto.
Os éangulos de rotagao sdo os dngulos polares que se contam a partir de uma posigao
inicial da semi-reta, designada por eixo polar, de zero para infinito. A cada valor do
angulo polar 6 corresponde um valor para o raio vector p. As espirais destinguem-se
segundo a relacao que liga o raio vetor com o angulo polar. No caso da espiral de
Arquimedes, esta relacao é expressa pela equagao p(6) = a 6. Neste caso, o raio vetor
varia proporcionalmente ao angulo polar.

Apresentamos a seguir, uma “solu¢do” do problema da trisseccdo do angulo com a

espiral de Arquimedes.

2.1.1 Trisseccao de um angulo - A “Solucao” de Arqui-

medes

Um angulo ZAOB também pode ser trisseccionado ou mais geralmente, multis-
seccionado com a espiral de Arquimedes r = a6 . Supondo que OB corte a espiral em
P, fagamos a trisseccao do segmento OP com P; e P». Se as circunferéncias de centro

O e raios OP; e OP, cortam a espiral em T; e T trisseccionamos o angulo ZAOB,
07 o

OP.
2 3 3

(Fig. 2.4).

’
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Figura 2.4: Trisseccao do angulo ZAOB com a espiral de Arquimedes.

2.2 O método da trisseccao de um angulo agudo

que inspirou Nicomedes a criar a conchdide

(b)

A solucao de Nicomedes para o problema da trisseccdo de um angulo, mesmo con-

trariando as regras de uso dos instrumentos euclidianos, deu origem a uma das mais

antigas curvas superiores. Seja um angulo agudo com vértice em P, conforme a figura

(Fig. 2.5), sobre um dos lados marca-se o ponto A tal que, PA = a e por ele tragamos

uma perpendicular ao outro lado do angulo definindo o ponto C, traga-se ainda por A

uma paralela a PC'. Tomamos entao uma régua com dois pontos M e @, previamente

marcados, com M@ = 2a. Agora é s6 ajustar a régua M (), passando pelo vértice P,

de modo que o ponto () pertenca a paralela e M pertenca a perpendicular tragada por

A e assim, teremos o segmento PM definindo o dngulo ZM PC = ;.

Figura 2.5: A solugao de Nicomedes - Inspiracao para o Conchégrafo.
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Para mostrar que o angulo a; é igual a um terco do angulo 0, partimos de que
angulos alternos internos sao iguais e este fato, por sua vez é uma conseqiiéncia do
quinto postulado de Euclides, cuja negacao d4a origem as “geometrias nao euclidianas”.
Tracamos o segmento AB, onde B é o ponto médio de M@ (Fig. 2.6), entao, como
AP = a, MQ = 2a e B é o ponto médio de MQ, temos, AP = BQ = BM. Agora

precisamos mostrar que o segmento AB ¢é igual aos segmentos AP, BQ e BM.

Figura 2.6: Trisseccio do ZAPC: AB = BQ = BM = AP, e 0=
B1+ a1 =201 + a1 = 3a;.

Por construgao o angulo ZC'AQ é reto, isto é, o triangulo AM AQ é retangulo em A
e, portanto, é inscritivel em um circulo de didmetro M@, e como j4 foi dito, B é o ponto
médio de M@, assim, sendo o triangulo retangulo AM AQ inscritivel na circunferéncia
de centro em B, obviamente ela contém os pontos M, A e Q , entdao AB = BQ = BM,
uma vez que sio todos raios da mesma circunferéncia, logo AB = BQ = BM = AP.
Como a; e ag sdo angulos alternos internos, temos que a; = «s. Devemos provar
que ag = a3 e que 31 = (B2 . J4 vimos que os segmentos AB e BQ sdo iguais,
entdao o triangulo AABQ ¢é isésceles e também temos que AP e AB sao iguais, com
isso o triangulo APAB ¢ isdsceles. Como todo tridngulo isésceles tem os angulos
das bases iguais, entdo, no triangulo AABQ, temos as = ag e no triangulo APAB,

1
temos (1 = (. Isto posto, resta provar que os angulos oy = §9.
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Assim, sendo (32 o angulo externo do tridngulo isésceles AABQ, temos;
B2 = (180°—~) = 180° — (180° —2a1) = 2a1. Logo, como 6 = B +a1 = 201 +a1 = 3ay,

entdao a; = 3’ e a trissecgao pelo método de Nicomedes estd demonstrada.

2.3 O compasso de Nicomedes

Baseado na construcao descrita na secao anterior, Nicomedes idealizou um proce-
dimento e um aparato mecéanico capazes de tracar uma curva, que conteria o ponto @,
parte do segmento P@Q que contém o ponto M apontado como o ponto que divide o
segmento AC' de tal forma que o dngulo ZM PC seja a terga parte do angulo ZAPC
(Fig.2.6).

O mecanismo conhecido como Compasso de Nicomedes, é relativamente simples,

conforme podemos ver na figura (Fig. 2.7).

Figura 2.7: Foto do compasso de Nicomedes.

Para descrever a construcao e o principio de funcionamento, vamos utilizar o esbogo
do “conchégrafo” da figura (Fig. 2.8), onde a peca A em forma de um 7' contém um
rasgo, que representa uma reta ¢, na barra horizontal, e um pino guia, fixo na barra
vertical, representando o pélo P. A peca B é uma barra que possui na sua extremidade
um riscador, representando o ponto ), um pino M que percorre o rasgo horizontal de

A e um rasgo que desliza sobre o pino guia P. Uma vez definidas as constantes d e k



2.3 O compasso de Nicomedes 34

0 compasso permite o tracado da conchéide da reta £, com pdlo em P e constante k,
fazendo-se o ponto M percorrer o rasgo £ enquanto a barra desliza e gira em torno do

pélo e o tracador () desenha o ramo positivo da referida curva.

£
L
.

S
Figura 2.8: Esbogo do Compasso de Nicomedes.

Se for adaptado um outro riscador, )1, entre o pélo P e o ponto M de modo que
M@, = k, este tragard o que chamamos de o ramo negativo de conchdide, ja conhecido
por Nicomedes, que se refere a este como conchéide do tipo I, II ou III, conforme as

caracteristicas geométricas dessa curva.

2.3.1 A trisseccao do angulo agudo com a conchdide de

Nicomedes

A Conchéide de Nicomedes pode ser usada para resolver o classico problema grego
da trisseccdo de um angulo. Dado um éangulo agudo ZAPC, queremos, com a ajuda
da conchdide, construir um angulo que é igual a um tergo do angulo dado (Fig. 2.9).

Seja, pois o angulo agudo ZAPC dado. Trace uma reta £ por A, perpendicular

a PC, assim, sendo P o pdlo, temos nossa primeira constante d, definida como sendo
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Figura 2.9: Trisseccio do Angulo ZAPC com a Conchéide de Nicomedes.

d = |PC|. Como vimos na secgao anterior, (Fig. 2.6), para trissectar o angulo, ne-
cessitamos de ter, para a = [AP|, a medida |MQ| = 2a, e isso define nossa segunda
constante, k, que serd regulada no compasso, sendo que essas constantes sao justa-
mente as que caracterizam a conchéide da reta como a conchéide especial denominada
Conchdide de Nicomedes. Durante nosso trabalho, tivemos a oportunidade de confec-
cionar e utilizar um prét6tipo como o da figura (Fig. 2.8) para, seguindo o roteiro
descrito abaixo, proceder a triseccao de um angulo agudo com boa aproximacao.
Tracemos agora a conchdide da reta ¢, por A e C, com pdlo em P e constante k.
O préximo passo consiste em tragar por A uma reta m paralela a PC' que intersecta
a conchéide em Q e, entdo o, o segmento PQ trisecciona o angulo ZAPC, isto é, o
ponto M, na interseccao de PQ com a reta £ é tal que ZCPM = éAAPC (a = g)
O elemento essencial para a trisseccao do angulo feita com a conchdide é a construgao
do ponto @, na reta m, tal que a distancia |[MQ| = 2|PA|, onde M ¢é a interseccao de
£ com a reta PQ. Note que, a escolha do ponto A no lado PA do angulo, determinara
as constantes d e k, tais que, d = |PC| e conseqiientemente k = 2|AP|, definindo a
conchéide de Nicomedes, e ainda, para cada angulo, é necessaria uma nova conchéide.
Isto estd em contraste com algumas trissectrizes como a quadratriz de Hipias ou a
espiral de Arquimedes, onde todos os angulos podem ser trissectados pela mesma curva
dada. Tanto quanto sabemos, todas as aplicacoes da conchéide feitas na antiguidade
foram desenvolvidas pelo préoprio Nicomedes. Parece ter sido sé depois do século XVI
quando a obra de Pappus e Eutocius (480 - 540 dC.) descrevendo a curva, tornou-
a conhecida, que o interesse por ela foi retomado e assim a conchéide tornou-se um

modelo utilizado por matematicos do século XVII, para ilustrar seus novos métodos
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de calculo e geometria analitica. Podia também ser utilizada, como foi o objetivo de
sua invencao, para “resolver” os problemas da trisseccdo do angulo e da duplicacao
do cubo, e conseqiientemente para cada problema cibico ou quartico. Por esta razao
Newton (1643 - 1727) sugeriu que a conchéide fosse tratada como uma curva padrao

[12].

2.4 As equacoes da conchdide de Nicomedes

Partindo do funcionamento do mecanismo de tracagem vamos escrever equagoes

algébricas que representem a conchdide da reta, a partir de diferentes parametrizacoes.

2.4.1 Equacao cartesiana

Colocando-se o conchégrafo da figura (Fig. 2.8) sobre o plano cartesiano de modo
que o pdlo P coincide com a origem e o rasgo horizontal com a reta ¢ descrita por
(z) = (x,d) deduzir-se a equagdo da conchéide, sob o olhar cartesiano a partie da

figura (Fig.2.10).

/

Figura 2.10: Diagrama para Equagao Cartesiana.
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Temos APBM e AM AQ), triangulos semelhantes, donde tiramos a relacao

AQ M
A9 _Me (2.3)
BP MP
assim, em coordenadas cartesianas temos; y—d = i k > 0, donde
) b d \/W _ k ) ) b
(% +y°)(y — d)* = y*k? (2.4)

é a equacgdo cartesiana, na forma implicita, que descreve a conchdide de uma reta
{ com pdlo na origem e constante k, se assumirmos valores positivos e negativos

para k (ou para (y — d)) teremos dois ramos, como veremos na se¢ao 2.6.

2.4.2 Equacgoes paramétricas

Parametro Natural x =t.
Uma outra apresentacao da Conchéide de Nicomedes, assumida como a conchéide

de uma reta ¢ com relacdo a um ponto fora dela (Fig. 2.11), é dada a seguir.

Figura 2.11: Diagrama para equacao paramétrica da conchéide com parametro natural

x =t.

Seja a reta y = d e o pélo P na origem, entao a conchéide desta reta com constante

N
k, pode ser escrita como o vetor P(), onde,

PM

— I

| PM |

POQ=PM +k
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ou, em coordenadas;

(t,d)
VBT E

Assim, temos que a equagao paramétrica da conchéide da reta £ com pélo P na

Q) = (t,d) + k (2.6)

origem e constante k, dada em funcao do parametro natural ¢ é:

t d
Qt) = <t+km,d+km> (2.7)

Distdancia d(PM) =1t como Pardmetro.
Outra parametrizagao muito freqliente na bibliografia é a que, segundo a figura
(Fig. 2.12), utiliza como parametro a distancia do pélo & reta em cada instante e de

acordo com a equagao (2.5) fornece,

Q)= (VE—d&.d) +k (VE* — &, d) (2.8)

(t2 — d?) + d?

donde temos,

d r
P

-\p":?- —d*

Figura 2.12: Parametrizagao da conchédide pela distancia do pdlo & reta em cada

instante.
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O Angulo 6 como Pardmetro.

Se considerarmos agora o parametro como sendo o angulo 6, e na equagao (2.9)
d

substituirmos ¢t = ———, temos;
S

en(6)

sen(6) sen(6)

Q(0) = (< 4, k> cos(8),d + ksen(9)> : 0< 6 < 90. (2.10)

‘\/1‘2‘7 d*

Figura 2.13: Parametrizagao pelo angulo.

2.4.3 Equacao na forma polar

A equacao polar, pode ser facilmente obtida, se tomarmos a reta ¢, cuja equacao

polar em relagao a origem é £ = p(0) = e pela figura (Fig. 2.14), vemos que a
s

d
en(6)

conchéide é dada por r = p(0) + k, entao temos;

d
r= @ k, (2.11)

que gera o ramo positivo para 0 < 6 < 7, e 0 ramo negativo para w < 6 < 27, ou

d
TS o) k, (2.12)

que gera o ramo positivo para m < < 2w, e o0 ramo negativo para 0 < 6 < 7.
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e

v/ 4

P (@)

Figura 2.14: Gréafico polar da reta ¢ e da conchdide.

2.4.4 'Trés representacoes paramétricas da conchdide de

Nicomedes

Resumimos aqui as trés representagoes paramétricas da conchéide ja deduzidas e

ilustramos na figura (Fig. 2.15) a relacao entre os parametros 0, t e z.

Qo) = ((863(9) + k) cos(0), <sej(9) + k) sen(9)> . 0<6<2m  (213)

Q(t)—(\/m<1+];>,d<1+lz)>, d <t < 400, (2.14)

d

z
z)=|z+k ,d+k
) ( V22 4 d? V22 4 d?

) ,  —00< 2z < +00. (2.15)

2.5 Referéncias a conchdide no Século XVII

Conforme comentado na segao 2.3, a conchéide de Nicomedes foi uma curva modelo
para os matemdaticos do Séc. XVII e aparece como exemplo e motivacao em trabalhos

de Etienne Pascal (1588 - 1651) onde os limagons? por ele propostos sdo conchéides

2Veja cap 3, secao 3.1
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d ¢

ki =

Figura 2.15: Parametrizacoes da conchoéide de Nicomedes.

construidas a partir de circulos e em trabalhos de John Bernoulli (1667 - 1748) para
expressar a derivada como um quociente de taxas, derivagao implicita e na deducao das

propriedades das tangentes a curvas.

2.5.1 O coeficiente angular da tangente como quociente

de taxas

Como sabemos, a notagao de Leibniz (1646 - 1716) é muito apropriada para expres-
sar os resultados que conhecemos hoje como derivagao composta de fungdes reais (regra
da cadeia) e da inversa local (teorema da funcao inversa), e possibilita a deducao do
coeficiente angular da tangente a uma curva plana como um quociente de taxas, isto

é, se para uma curva diferencidvel dada na forma paramétrica, © = f1(w) e y = fa(w),

dx . . ,
com T = 0 para algum valor de w, mostra-se que x é localmente inversivel e que para
Y
_ dw 1 dy dy dw
1 . ,
w = x) vale — = ——. Como pela regra da cadeia —— = ——=— concluimos
A (@) dx dx P & dr  dw dx

w
que o coeficiente angular de uma reta tangente & curva num ponto, que é naturalmente
expresso por limite coeficiente de retas secantes e leva a nocao de derivada neste ponto

é dado por;
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dy

dy _ dw

i @ (2.16)
dw

Naturalmente a expressao acima deverd dar o mesmo resultado, independente do
parametro w que escolhermos para parametrizar uma curva. Ilustramos este fato com
as trés parametrizacoes apresentadas da conchdide. Tomando w =t, w =z e w = 6
temos respectivamente;

dy —dy dy

dy _dt _de _ df
dz dx dx dx

dt  dz do
assim, derivando cada uma das equacoOes (2.13), (2.14) e (2.15) respactivamente em

relagao aos parametros 6, ¢t e z temos:

/ —ksen3(0) + dsen?(0) + dcos?(0
( ( )+sen2(0() )+ ( ),kcos(9)> , (2.17)

, B4+ d2k  —dk
Q(t) = (tQM’ 2 ) (2.18)

kd2+<\/m)3 Crds
(vzva&) (vEre) )

Q) = (2.19)

donde tiramos o coeficiente angular da reta tangente a conchoide para cada uma das

equagoes (2.17), (2.18) e (2.19);

dy
dy _ g _ — (kcos()sen?(9)) (2.20)
dr dx  ksen3(0) + dsen?(0) + dcos?(0)’ '
do
dy
dy _ g _ —dk(VE—&P) 1)
dr dx A2k +t3 ’
dt
dy
W_ dz _ ~hd (2.22)

de — dr ka2 4 (22 + d2)VE2 + 2
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Temos entao que as equagoes (2.20), (2.5.2) e (2.22) sao iguais.

Estas igualdades podem também ser verificadas diretamente a partir das relagoes
geométricas entre os parametros t, z e 6. A conchéide é interesante para ilustrar
o calculo do coeficiente angular como quociente e o método da derivada implicita, ja
utilizado por Leibniz. No caso da conchéide de Nicomedes dada pela equacao cartesiana
na forma implicita:

(y — d)*(2* + y*) = K2, (2.23)

observa-se que, se quisermos expressar y como uma funcao de x a partir da equacao
, € necessario resolver uma equacao de quarto grau para encontrar x. Mas derivando

implicitamente, esta equagao, temos;

dy 2 2 2 dy 012 dy
2(y d)dx(fﬂ +y°) + (y—d) (2x+2ydm) =2k%y .
donde:
dy —z(y — d)?

dz (y —d)(z2 +92) +y(y — d)? — K2y’ (2.24)

2.5.2 A construcao da tangente a conchéide por J. Ber-

noulli

Nesta secao desenvolvemos com detalhes, usando a notacao atual, um interessante
resultado do final do século XVII. Conforme citado em [8], John Bernoulli, que estudou
com Leibniz, demonstra em um trabalho de 1691/1692 uma construcao geométrica da
reta tangente a conchdide de Nicomedes num ponto. Esta é descrita considerando a
figura (Fig. 2.16), onde a reta tangente a conchdide num ponto @ pode ser construida
como uma paralela a reta que liga M e F, sendo F tal que FQ ¢é perpendicular ao eizo
de simetria da conchdide e PF ¢é perpendicular a PQ, e M € a intersecio de PQ com
a reta geratriz £.

Denotando por M o ponto tal que os triangulos APML e APQF sejam seme-
lhantes, entao a tangente em @) é paralela a reta que liga M e F' (Fig. 2.16).

Podemos verificar este fato usando as dedugoes para o coeficiente angular da tan-

gente como quocientes de derivadas das funcoes obtidas na secao anterior. Usando a
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kS

Figura 2.16: A construgao da Tangente & Conchdide de Nicomedes em Q.

parametrizacao da conchdide pelo parametro ¢, temos que as coordenadas de um ponto

@ da conchéide sao;

Qz(ﬂ(wb,d(lﬂ;)). (2:25)

Por construcao o ponto F' esta sobre a horizontal tracada por Q. Logo,
k
F=(gda+2)), (2.26)

e as retas ¢ por PQ e p por PF sao perpendiculares (PFLPQ). Entao, de

== —d%(t+ k
<PF,PQ> = 0, tiramos que £ = ﬁ
t(m)
—d2(t+ k) k
Conhecid denadas de M = t2—d?2 d)ede F=——=L,d[1+ =
onhecidas as coordenadas de (\/ , )e e <t 7 ( +t>>’

dois pontos da reta r, podemos determinar o coeficiente angular m de r que é dado por

—dkVt2 — d?
3 + d%k

Como o coeficiente angular m da reta r é igual a tangente do angulo, 3, que essa

(2.27)

reta faz com o eixo Oz no sentido anti-horario, temos
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ARV~ P

m= tg(/B) T B P2k (228)

dy

dx
nosso caso, a tangente do angulo o que esta reta faz com o eixo horizontal é, pelas

equagoes (2.16) e (2.5.2):

(@) € o coeficiente angular da reta tangente a uma curva num dado ponto () e, no

dy Ak — &2

Portanto, é imediato de (2.28) e (2.29) que:

dy N -
m = tg(a) = 2@ TE TR T tg(8),

logo os angulos « e 3 sao iguais e assim, demonstramos que as retas r e a reta tangente

a Conchoéide de Nicomedes em (Q s@o paralelas.

Ou ainda usando a parametrizacao pelo parametro z que resulta em (2.15), temos
que o coeficiente angular da reta tangente a conchdide num dado ponto @ é dado pela

equacao , denotando o dngulo que esta reta faz com o eixo horizontal por a temos;

dy —kdz
1) =0 = e eV P (2.50)
k
Por construcao, temos, igualmente F = A1+ ——
¢ <5 < V22 4 d? ) >

d
Q-—<z+k S d+k
V22 4 d? V22 4 d?

_ 2
PF e P(@Q sao perpendiculares, o que implica £ = <1 +
z

) na mesma reta horizontal, e ainda as retas

k
224+ d

2), ou seja, o

ponto F' é

(22 () (1))

Assim, sendo r a reta por M e F' seu coeficiente angular m é;

—kdz
m =
kd? + (22 + d2)V22 + &2

com isso, sendo § o angulo que a reta r, faz com o eixo Oz, temos

(2.31)
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—kdz
kR4 (2 R+ B

Assim, como querfamos mostrar, das equagoes (2.30) e (2.32), verifica-se:

tg(8) = m (2.32)

Cdy, —kdz B
AV T kR (A RV B

ou seja, os angulos a e 3 sao iguais, e, portanto a reta r é paralela a reta tangente a

tg() m = tg(3)

Conchéide de Nicomedes em Q).

2.6 A Geometria da Conchdide de Nicomedes

No capitulo 3 iremos introduzir uma aplicacao especial da conchéide geral, fazendo
a construgao da conchéide, a partir de uma curva original plana qualquer que nao seja
a reta, especialmente a aplicacdo desta sobre a parabola, que por sua vez também
é passivel de construcao por aparato mecanico, mas nesta secao trabalharemos para
estabelecer as principais caracteristicas geométricas da conchéide da reta.

A conchéide geral da reta descreve uma familia de curvas a um parametro k. Como
ja comentamos, a conchéide de Nicomedes é um caso especial onde a constante k é
escolhida em fungao da geometria do instrumento e do angulo que se quer trissectar,
sdo casos especiais da conchdide geral. A partir de curvas genéricas, Nicomedes ja
reconheceu trés formas distintas que podem ser vistas nessa familia de curvas [10].
A expressao geral da conchéide da reta, dada pela equagao (2.5), onde k é uma cons-
tante positiva, define para o sinal + o ramo positivo da conchdide, isto é, aquele ramo
cujos pontos localizam-se do lado da reta que é oposto ao pélo. O sinal — define o
ramo negativo, isto é, aquele ramo cujos pontos localizam-se do mesmo lado do pdlo.
Como vimos, sendo d a distancia do pélo a reta £ e k a constante, teremos a equagao
paramétrica da conchéide dada na forma vetorial;

(t,d)

Diferentes valores de k, produzem diferentes curvas, cujo comportamento esta di-

Qt) = (t,d) £ k —00 <t < 400 (2.33)

d
retamente vinculado a relacao T conforme pode ser visto na figura (Fig. 2.17).
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N e

S
Pl Ml

(a) (b) (¢)

Figura 2.17: Conchéide da reta ¢(t) = (t,d) com pdlo P(0,0) e (é > 1) (a);

k
@=1) ) e (d<1) (o)

Seguiremos discutindo com mais detalhe a existéncia de cispide e lago nos ramos
da conchéide, os quais caracterizam o que costuma-se denominar tipos I, IT e III da
conchéide.

Analisaremos o comportamento da conchéide da reta, com pdélo na origem e
constante k, dada por Q(t) = (x(t),y(t)), considerando os ramos positivo e negativo,
em cada caso da relagao % Vamos mostrar que para 0 < k < d os dois ramos da
conchédide sao curvas regulares (suaves) (Fig. 2.17(a)), para k = d, no ramo negativo
teremos uma ctspide® (Fig. 2.17(b)), e que, quando k > d (Fig. 2.17(c)), no ramo
negativo ocorre um lago.

Inicialmente vamos determinar os possiveis pontos singulares da conchéide dada

pela parametrizagao conforme a equagao (2.15).

i) Para o ramo positivo da conchéide, temos que a derivada é dada pela equacao
(2.19) que nunca se anula, donde concluimos que o ramo positivo da conchéide

é sempre uma curva regular.

ii) Considerando a mesma parametrizagao, para o ramo negativo da conchdide, te-

mos;

z d
o) = ()

3Ver secdo 1.1 - Singularidade tipo ciispide.

(2.34)
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cuja derivada é,

, d*k — (\/m)g dkz
Q(z)=1|- T 3 | (2.35)
(\/22 + d2) (\/22 + d2>

mas como estamos interessados em localizar as singularidades, isto é, onde Ql(z) =0,
tomamos (v22 + d2)3Q'(z) = (—d2k+ V22 +d2,d/~cz) como (22 +d*)B3/2) >0 V 2z
e —d’k + (V22 + d?) # 0 sempre que d # k. Podemos também afirmar que quando

d # k, o ramo negativo da conchéide é sempre uma curva regular.

Para k=d, substituido na equacao (2.34) e (2.35) temos:

(z— dz q_ d? )

Q(z) =

3
2

Q'(2) [(* + d*)]

entdao; Q' (z) =0 & z=0.

= (—d3 (22 + dQ)%,sz)

2.6.1 Chuspide da conchéide de Nicomedes

Agora, para mostrar que existe uma singularidade do tipo cispide no ponto

z=0, quando k=d, no ramo negativo da conchéide, devemos mostrar que sendo
/

!
z z
u; = lim,_,g- L() e ug = lim,_ o+ L() , temos u; = —us.

Q' (2)] Q' (2)]

Para contornar algumas dificuldades de manipulacao tomamos a equacgao polar da

conchéide de Nicomedes, dada pela equagao (2.11), onde o ramo negativo é descrito

por
r—segw)—i—k, para w < 6 < 2.
ou por
r= d —k, para 0<6<m.
sen(9)
Como: Q(6) = r(cos(0), sen(0)) temos;

Q) = <se:(0) - k‘> (cos(0),sen(f)), com 0<6@<m
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ou

_ (dcos(0) — ksen(0)cos(0) dsen(f) — ksen?(0)
Q) = ( sen(0) , sen(® ) : (2.36)

Se k = d temos:

Q) = (dcos(Q)SSL(G)S(M(H))7 dsen(@()s(ez(e)sen(ﬁ))> ' (2.37)

assim, a derivada e o vetor tangente unitario sao respectivamente:

sen3 —
Q(6) = (d( n(f()g) Y —dcos(@) :

(2.38)

(sen®(9) = 1, —cos(f) sen?(9)) (2.39)
\/(Sen3(9) — 1)% + cos?(6) sen* (6)

da conchoéide u(0)

Conforme a deﬁni(;élo de cuspide dada no capitulo 1, os vetores tangentes unitarios
Q (0)

T

MEION tendem para vetores opostos em # = — lembrando que de
T

acordo com a figura, (Fig. 2.15) sdo equivalentes z = 0 e § = —, e portanto, a cuspide

da conchéide da reta fica caracterizada por Q(5) = (0,0) e Q'(g) = (0,0).
Q)
Como lim

——=_ é uma indeterminacao, vamos contornd-la, dividindo o nume-
us
-3 |Q(0)]
rador e o denominador por cos(f), que resulta em:

i @O _ <%>—sen2<e>)

. = lim (2.40)
Q@) o—3 (sen3(0) —1)?
\/ cos?(0) + sen'(6)

Mas como cos(f) entra no radical como cos?(f) e cos(f) > 0 para § — —

— 2
0s(6 Tl 3 1
C ( ) < O, para 0 — — e ainda Ui SEN (9)

= 0, temos que os limites laterais
69— cos(f)
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sao dados por:

i < e =0
2 \/(8672022)@_) ) + sen4(9)
sen3() — 1 9
, —sen=(0)
i ( =0 ) — 0.1,
’ \/(862022)(0_) ) + sen*(0)
uy.

~ , -
entao, como queriamos mostrar, uy= —

2.6.2 Lacgo - Auto-interseccao da conchoéide de Nicomedes

Para k > d o ramo negativo da Conchédide da reta é uma curva regular, mas

observando a figura (Fig. 2.17(c)), vemos que ela apresenta um comportamento ca-

racteristico, produzindo um lago.
Para o caso da equacdo em coordenadas cartesianas (2?4 y?)(y —d)? = k?y?, a édrea

do lago ¢

7 _ 72
A=dVi2—d&—2kdn (WW) 4 K2eos! <k>
e o né ocorre no pélo (0,0) no intervalo d — k <z <0, [15].

Auto-interseccao pela Equacdo Polar.
m — k, cujo gréfico

Seja a Conchéide da reta, dada pela equacao polar r =
(Fig. 2.17(c)), para k > d, obviamente tem uma auto intersecgao, de modo que podemos

escrever: r(0;) = r(f2), donde tiramos que;
d d
=2 %
sen(f2)

sen(f)
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e isto implica 61 = 0y (trivial) ou 0y = 7w — 6.

d
Agora, pela figura (Fig. 2.18), podemos fazer, sen(6;) = o logo:

d d
r(0) = M —k= E — k, isto é r(61) = 0, e assim, mostramos que o né ocorre na
k

N.\ SH

d
origem, isto é, no pélo, quando sen(f;) = % e sen(f2) = sen(m — 01) =

Figura 2.18: Lago no ramo negativo da Conchdide da reta para k > d,

(sen(f2) = sen(m — 6) = %)

Auto-interseccao pela Equacao Paramétrica em z como parametro na-
tural (z =z).
Aqui, o ramo negativo da conchédide da reta é dada pela equagao (2.34) e fazendo

novamente Q(z1) = Q(z2), temos:

21 z2
21— km =z9 — k‘m (2.41)
e
— k\/z%d—i—icl? =d— kz;—i—cp (2.42)
Da equagao (2.42) resulta que, sendo, k > 0, d > 0 e V22 +d2 > 0 temos que
z1 = t2o.

Substituindo na equacao (2.41).

i) z1 = 2z (6bvio, uma solugao trivial)
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ii) 21 = —z9 temos que: 21 = £Vk? — d?

Isso posto, podemos mostrar também que o né ocorre em Q(vk? — d?), ou seja,

QWiE— @) = (Vi —# - r D)

k2 — d
7d_k 9
1/(1/]€2—d2)2+d2 ‘/(1/k2_d2)2+d2

o que resulta em: Q(Vk? —d?) = (0,0).

Com os resultados acima, mostramos entao que, a conchdide da reta dada por

z d
)= (2bb—t gt h—
Q) ( V2t +d V22 + d?
negativo forma um lago para —vk? — d? < z < Vk? — d? com né no pélo (Fig. 2.19).

) para k > d é uma curva regular e no ramo

iz 18y

Figura 2.19: Lago  no ramo negativo da Conchéide de Nicomedes para &k > d,

P =Q(z1) = Q(22) onde z; = “VEZ =2 e 29 = VK2 — d2.

Resumindo o desenvolvimento feito até aqui temos a seguinte proposicao.
Proposicao 2.1 (Caracteristicas geométricas da conchéide da reta): A conchéide
da reta com parametros k e d, satifaz:

1) O ramo positivo da conchéide da reta é sempre uma curva C™ regular simples.

2) O ramo negativo satisfaz:

2.1) Se k < d o ramo negativo da conchdide da reta é uma curva C* regular simples;

2.2) Se k = d o ramo negativo da conchdide da reta é uma curva com uma cispide

sobre no polo;
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2.1) Se k > d o ramo negativo da conchéide da reta é uma curva C* regular com

uma unica auto-interseccao sobre o polo.

2.6.3 Localizacao da conchéide de Nicomedes

Sobre a localizacdo da conchéide gerada pela reta y = d, com constante k& > 0

podemos afirmar

i) Ambos os ramos sdo assintéticos a reta geratriz y = d. Para o ramo positivo

temos: lim Q(z) = (—oco,d") e lim Q(z) = (c0,d™). Para o ramo negativo a
2——00 z—-+00

situacao é idéntica, porém a conchdide se aproxima da reta por pontos da mesma

regiao do pdlo, isto é; lim Q(z) = (—o0,d” ) e lim Q(z) = (co,d™).
Z——00 z—+00

ii) O ramo positivo situa-se na faixa d < y < d + k e o ramo negativo situa-se na

faixad —k <y < d.

iii) As intersecgoes da conchdide da reta y = d com pélo na origem e constante k
com os eixos coordenados ocorrem em Q(0) = (0,d — k), para o ramo negativo e

em Q(0) = (0,d + k).
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CAPITULO 3

A Conchéide Geral

Neste capitulo estudaremos a conchédide geral, lugar geométrico obtido por meca-
nismo similar ao da conchéide de Nicomedes onde a reta como curva base é substituida
por uma curva qualquer. Casos de especial interesse sdo aqueles em que a curva base
também pode ser descrita mecanicamente, como por exemplo, o circulo, a elipse e a
parabola. Escolhemos para analisar com detalhes a conchéide da parabola. Discu-
tiremos especialmente a existéncia e natureza de singularidades e auto-interseccoes e
relacao destas com as curvas paralelas, a curvatura e a evoluta da parabola geratriz.

A andlise para diferentes possibilidades da natureza geométrica de uma conchdide
de parabola é sistematizada nas segoes 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 e 3.3. Discutimos o que pode
ocorrer com as familias de conchéides quando fixamos o pdlo e variamos o parametro
gerador e vice-versa. Em virtude de muitos sub-casos e visando a fluéncia de leitura
optamos por omitir certos calculos, deduzir os resultados num formato “discursivo” e

agrupé-los no final da subsecgao, nas proposicoes 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5.

3.1 Descricao do lugar geométrico

A conchéide geral caracteriza-se como uma extensao do principio utilizado por Ni-
comedes para obter a conchdide de uma reta que abordamos no capitulo 2. A conchéide

geral, aqui denominada simplesmente conchdide, é uma nova curva, derivada de uma

55
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curva dada, e estd diretamente vinculada a um ponto fixo P = (a,b), daqui para frente
também denominado pélo e uma constante positiva k.

Uma vez definida a posi¢ao do pdlo em relacao a curva original, e sendo d a distancia
do pédlo a curva, a constante determinard o comportamento especifico da conchéide,
com estreita relacao entre k£ e d conforme veremos. Podemos também considerar dois
ramos associados ao valor da constante k, mas aqui, diferentemente do que ocorre com
a conchéide da reta, os ramos podem circunstancialmente passar de um lado para o
outro da curva original.

Seja S uma curva plana qualquer e P = (a,b) um ponto fora dela. Sobre uma
reta ¢, passando por P e intersectando S no ponto M, tomemos ()1 e QQ2, de modo
que os segmentos, Q1M = QoM = k, com k uma constante positiva dada. O lugar
geométrico dos pontos @1 e @2 descreve a conchédide da curva S com relagao ao pdlo

P e a constante k (Fig. 3.1).

Q,

P=(a,b)

Figura 3.1: Lugar Geométrico de Q1 e Q3.

3.1.1 Expressao paramétrica da conchdide geral

Sejam S uma curva dada com representacdo paramétrica S(t) = (g1(t), g2(t)),
t1 <t < ta, o p6lo P com coordenadas (a,b) e ¢ uma reta que intersecta a curva

S em M = (g1(t), 92(t)). A equacao da reta ¢ é
g2(t) —b=m(g1(t) — a), (3.1)

ou equivalentemente
t)—b
m— 20 b (3.2)
gi(t) —a
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\
\
\
\

\

P=(a,b)

£

Figura 3.2: Conchdide Geral da Curva S ( (1 ramo negativo e Q2 ramo positivo).

A forma vetorial da conchéide é dada por

W:vikE
[val

onde, pela (Fig. 3.3),

a® — T

s(t)

o]

Figura 3.3: Representacao Vetorial.

w=0Q = Q(t) = (f1(t), f2(1)),
v=0M = S(t) = (g1(t), g2(t)),

vo = PM = (g1(t) — a,g2(t) — b)

k=|MQ|.

Assim temos a equacao paramétrica,

Q(t) = (91(t), g2(t)) £ k (91(t) — a,g2(t) — b)

V0gi(®) = a)? + (g2(t) = b)*
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Os ramos da conchdide obtidos quando consideramos —+k e —k correspondem
respectivamente aos lugares geométricos gerados por pontos a cada instante mais longe
ou mais proximos ao pélo em relagao a curva original.

A conchdéide pode ser expressa em coordenadas polares, considerando o pélo P na
origem, e a curva S representada pela equacdo polar r = p(6), 61 < 6 < 2. A partir
do mesmo pdlo como teremos que ter |PQ| = |p(f) £+ k| a equagdo polar da conchéide

é representada por

r = p(@) + k, com 01 <6 <6bs. (3'4)

O que nos da uma outra parametrizacdao da conchédide;

Q(0) = (p(0) + k)(cos (9), sen(H)), com 6 <6 <6, (3.5)

3.1.2 Conchéide de uma curva qualquer

Fixada uma curva base, é interessante observar familias a um parametro de conchoi-
des obtidas tanto fixando o pdlo e variando k como familias a dois parametros fixando
k e variando a posicao do pélo. Utilizamos o programa livre Geogebra para tracar estes

graficos e animacgoes a partir destas variacoes.

Exemplo 3.1: Conchédide de uma sendide.
Seja a curva S(t) = (t,cos (t)) e o pélo P(a,b), conhecida a distancia, d, do pélo a

curva e adotamos uma constante k tal que, neste exemplo,k < d.

Q)

ep

Figura 3.4: Conchéide da curva S(t) com pélo P = (a,b) e constante k < d.
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Exemplo 3.2: Conchdide de uma elipse.
Seja a elipse e(t) = (pcos(t),qsen(t)) e o pélo P = (a,b), conhecida a distancia, d,

do pdlo a curva adotamos uma constante, k, tal que, neste exemplo, k = d.

Figura 3.5: Conchdéide da elipse e(t) com pdlo P = (a,b) e constante k = d.

Exemplo 3.2: Conchédide de um circulo.
Seja a circulo C(t) = (rcos(t),r sen(t)) e o pdlo P = (a,b), conhecida a distancia,

d, do pdlo a curva adotamos uma constante, k, tal que, neste exemplo temos k = d.

Figura 3.6: Conchdide da circulo C(t) com constante k = d e pélo P = (a,b) fora do

circulo (a) e no interior do circulo (b).
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Ilustramos no exemplo 3.2 duas possibilidades para a configuracao destas conchdides.
Seja o circulo C(t), com centro na origem e raio r, dado por C(t) = (rcost,r sent). A
conchéide do circulo C(t) com pélo P = (a,b) e constante k é por definigao

[(rcos(t), r sin(

Q(t) = (rcos(t), rsin(t)) + k

) — (a,b)
D)~ (ab)] (3.6)

A forma da conchéide do circulo depende da medida relativa da constante k, do

|(r cos(t), r sin(

raio r do circulo e da distancia d entre o circulo e o pélo. Considerando 6(¢) a funcao

distancia ao quadrado do pdlo ao circulo C(t), temos;

5(t) = (rcos(t) — a)* 4 (rsen(t) — b)?, (3.7)

ou equivalentemente

5(t) =% + a® + b* — 2r (acos(t) + bsen(t)).

Fazendo a derivada de §(t) e determinando seus pontos criticos poderemos inferir
sobre seus maximos e minimos. Lembramos também que, sem perda de generalidade

estamos trabalhando com P(0,b), no eixo OY isto é a = 0 e b < 0, portanto, temos

5(t) =2 + b% + 2rbsen(t),

cuja derivada é

§'(t) = 2rbcos(t). (3.8)

- . . T 3T
Da equagao (3.8), tiramos que os pontos criticos ocorrem em ¢ = 5 et = 5 ou

seja a distancia do pédlo ao circulo é dada por |r — b, se b > 0 e |r + b| se b < 0.

E importante considerar que teremos também uma distancia critica dada

por d* =d + 2r.

Um exemplo clédssico de conchéide de circulo é o ltmacon de Pascal que é um caso

de conchédide “degenerada” onde o pélo é colocado sobre o circulo (Fig. 3.7).
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Ve \\\\\9+k(t)

C(t)

P /
N - Q,(t)

Figura 3.7: Limacon de pascal, construido como uma conchéide do circulo C(¢) com

pélo P = (a,b) sobre o circulo e constante k = r (cardidide).

Uma referéncia para o estudo das conchéides de um circulo é [14]. Existem também
interessantes e bem recentes aplicacdes da conchéide do circulo na construgao de
maquinas rotativas de compressao e expansao de fluidos, como por exemplo, na fa-
bricacao de compressores do tipo limagon-limacon onde o perfil do rotor e da carcaca
¢é usinado segundo curvas limacon. Entre as caracteristicas de desempenho dos com-
pressores o rendimento volumétrico ¢ um parametro chave na construcao das curvas
de eficiéncia dessas maquinas. O rendimento volumétrico é geralmente apresentado
como uma razao entre o volume na cavidade quando a vélvula de entrada se fecha e o
volume na cavidade quando a vélvula de descarga se abre. Sultan, em [21], apresenta
uma andlise matemaética, mostrando que neste tipo de maquina a relacao volumétrica
¢é sinusoidal e a pressdo e o torque podem ser obtidos em férmulas fechadas. Em
[20], o mesmo autor trata do problema da interferéncia e da eficiéncia volumétrica das
maquinas limacon estudando a inclinacao das retas tangentes as curvas limagon do rotor
e da carcaca como forma de garantir que nao ocorra interferéncia durante a operacao
normal da méaquina, e o valor da folga radial minima que separa as duas curvas limacon
através de um conjunto de equagoes nao lineares que permitem calcular o valor da folga

radial que é um parametro importante no projeto e na construgao destas maquinas.
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3.2 A conchéide da parabola

Nesta secao iniciamos o estudo e detalhamento da conchéide de uma parabola.

A definicao de pardbola como lugar geométrico d4 suporte aos mecanismos para
seu tracado: pardbola é o lugar geométrico dos pontos P de um plano de modo que a
distancia desse ponto a uma reta ¢ fixa no plano é sempre igual a distancia de P a um
ponto fixo F' do plano e que nao pertence a reta £. O ponto fixo P é denominado foco
e a reta ¢ é chamada diretriz da pardbola. A reta r que passa por F' e é perpendicular
a f é o eiro de simetria da pardbola. Sendo A a intersec¢ao do eixo com a diretriz,
entao o ponto médio do segmento AF', que se encontra sobre a parabola é designado
por V e denominado wvértice. Um segmento retilineo ligando quaisquer dois pontos
distintos da parabola é denominada corda; em particular uma corda que passa pelo
foco é denominada corda focal. A corda focal perpendicular ao eixo de simetria é
denominada latus rectum.

Trabalharemos por simplicidade e sem perda da generalidade a situagao em que a
equacao da pardbola assume sua forma mais simples, ou seja, seu vértice estd na origem
V = (0,0) e seu eixo de simetria coincide com um ou outro dos eixos coordenados.

Na figura (Fig. 3.8b) temos entao o vértice na origem, o eixo de simetria coincide
com o eixo das ordenadas. Assim, o foco F' estd sobre o eixo OY; sejam (0,b) as
coordenadas do foco, entao por definicao a diretriz ¢ é a reta de equacao y = —b. Seja
P = (z,y) um ponto qualquer da parabola, por defini¢cao o segmento PL perpendicular
a ¢ deve satisfazer

|PL| = |FP).

Temos ainda que

|FP| = \/(z = 0)?+ (y — b)?
1
=

Uma vez que a ordenada do foco é b, o comprimento do latus rectum é, em valor

e |PL| = |(y + b)|, donde a equacdo padrdo da parabola é y = pz?, sendo p =

absoluto, igual 4b.
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P )
F (0) il

(x,+b)

(a) (b)

Figura 3.8: Parabola y = pa?

3.2.1 Explorando a conchdide da parabola

Considerando uma pardbola expressa na forma paramétrica a(t) = (¢, pt?), esco-

lhido o pélo P = (a,b) e a constante k, temos da equacao (3.3), que

(t —a,pt? —b)
Vit —a)? + (p2 = 1)?)

Q) = (t.p?) £ k (3.9)

é a equacao geral da conchéide da parabola (¢, pt?) com pélo em (a,b) e constante k.
De uma andlise preliminar da equagao (3.9) subsidiada também pelas informagoes
do capitulo 2 e pela definicao de conchéide geral da secao 3.1 fica patente a relevancia
da relacao entre a constante k e a distancia do pdlo a curva original, d, na configuragao
e caracteristicas da conchéide da parabola. Apresentamos de imediato, como exem-
plos, diversos gréficos da conchéide da parabola (¢, pt?), com diferentes posicdes para o
pdlo e variando a constante k. A partir desses exemplos, podemos fazer conjecturas a
respeito das caracteristicas especiais do comportamento de cada nova curva com relacao
as constantes envolvidas, anotando as principais constatacoes, para posterior estudo,
o que demonstra a poderosa ferramenta diddtica e de pesquisa que é um laboratdrio
de informdtica constituido de programas para a producao de graficos e programas de

cdlculo simbdlico.
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Exemplo 3.3: Pardbola a(t) = (¢,t?) com pélo fora da concavidade da parabola, sobre

o eixo de simetria em P = (0, —1).

(c)
(a) (b)

Figura 3.9: k <d (a), k=d (b) e k > d (c).

Exemplo 3.4: Pardbola a(t) = (t,t?) com pélo fora da concavidade da pardbola, em

P=(2-1)

(a) - ¢ \k (c)

(b)

Figura 3.10: k< d (a), k=d (b) e k > d (c).
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Exemplo 3.5: Parabola a(t) = (¢,4t?) com pélo fora da concavidade, em P = (2,4).

AV

(a)
(b) (c)

NV IRV

(9

\ S -
(Detaihe (d))

(Detaine (e))”\’

Figura 3.11: k < d (a), k = d (b), d < k < d* (c), k = d* (d), d* < k < d** (e),

k=d™ (£), e k>d™* (g).
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Exemplo 3.6: Pardbola a(t) = (t,t?) com pdlo dentro da concavidade da parabola,

sobre o eixo de simetria em P = (0, 2).

NSNS ;

(d) (e)

>

(9)

/ (Detalhe (c))

(Detaihe (b)) (Detathe (d))

Figura 3.12: k <d (a), k=d (b), d< k <d* (c), k =d* (d), k > d* (e), k = corda
por P (f) e k > corda por P (g).
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Exemplo 3.7: Parabola a(t) = (t,t?) com pélo dentro da concavidade da pardbola

em P = (1,5).

_-
~ -

[
vy,
L

~ - 7 P
(Detalhe (d)) — (Detaihe (e)) (Detalhe (f))
Figura 3.13: k <d (a), k =d (b),d < k < d* (c), k =d* (d), d* < k < d** (e),
k = d** (f), k = corda por P (g) e k > corda por P (h).
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Observagoes e Questoes
Nos exemplos acima temos algumas situagoes caracteristicas importantes que me-

recem atencao especial e levantam questoes.

- Aqui, de maneira semelhante ao que ocorre na conchéide da reta, podemos verifi-
car o mesmo comportamento da conchéide no que diz respeito a auto-interseccao
(lago) e a ocorréncia de cispide ambos no ramo negativo (—k). Estes fenémenos

~ . . . d
estao sempre vinculados a relacao E?

- Diferentemente do que ocorre com a Conchdide de Nicomedes, aqui em algumas
situacoes, qualquer um dos ramos da conchéide pode intersectar a curva original.
Em quais situagoes isso ocorre? Qual o nimero de interseccoes de cada ramo da

conchéide com a parabola original?

- Ocorre também a intersecgao entre os ramos positivo e negativo da conchédide da

parabola. Quando isso ocorre?

- Outro aspecto interessante de se observar é o comportamento da conchéide da
parabola numa faixa préxima & normal a pardbola pelo pdlo. Neste trecho a
conchéide da pardbola se assemelha a conchdide da uma reta. O que justifica

esse comportamento?
- Ha relagao entre o foco da parabola e o pélo da conchdide?
- Ha& relacao entre a excentricidade da parabola e o comportamento da conchéide?
- Qual o comportamento da conchédide quando o pélo sai do eixo de simetria?

- Observa-se em alguns casos a ocorréncia de auto-interseccao do ramo negativo
da conchdide da pardabola em pontos diferentes do pdélo. Em que circunstancias

isso ocorre? Quantas interseccées podem ocorrer?

- E possivel prever a localizagao ideal para o pélo, e conseqiientemente uma distancia

d do pdlo a parabola, compativel para um comportamento esperado?

Partindo destas observagoes procuramos nas secoes seguintes sistematizar o estudo

para responder as questoes aqui levantadas.
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3.2.2 Pontos criticos da fungao distancia do pdélo P = (a, b)

a parabola a(t) = (¢, pt?)

Pelo que foi visto, uma caracteristica relevante é a distancia do pdlo a curva, assim
essa avaliacao pode ser feita considerando diferentes posicoes para o polo e observando
o comportamento da func¢ao distancia ao quadrado do pélo a curva, 6(t). Sejam o pdlo

P = (a,b) e a parabola a(t) = (¢,pt?), entdo §(t) é dada por

5(t) = d*(a(t), P) = (t — a)?® + (pt® — b)2. (3.10)

Sabemos também que esta fungao é estritamente positiva, pois, P ¢ «(t) e assim
d(t) tera seu valor minimo para algum ¢ = t,, e neste caso o segmento que une a(t) e
P = (a,b) é perpendicular a reta tangente a pardbola em a(t,). Procuremos entéo os

pontos criticos de §(t) fazendo & (t) = 0, isto é,

§'(t) = 4p*t> + (2 — 4pb)t — 2a. (3.11)

Temos obrigatoriamente uma raiz real, podendo haver até trés raizes reais, ou seja,
d(t) pode apresentar até trés pontos criticos. Designando as possiveis raizes distintas
t;, t: e t:/, podemos assumir que 0(¢) tem um minimo global em ¢ = t; , de modo que
5(t,) = d*(a(t,), P) e assim d = \/3(t,). Consideraremos, se existirem as outras duas

distancias d* e d** (Fig. 3.14).

d* P

d**

Figura 3.14: Distancia do Pélo P = (a,b) & parabola a(t) = (¢, pt?).
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Fixando o pdlo e variando o parametro k

Da expressao da conchéide geral e com uma prova andloga & que foi feita no capitulo
2 em 2.6.1 e 2.6.2 para a conchéide da reta, mostramos aqui que:- Se k for igual a d,
d* ou d**, teremos nos pontos correspondentes a t/, t: e t:; respectivamente cuspides
na conchéide do ramo negativo. O ramo positivo da conchdide serd sempre uma curva
suave. Também a ocorréncia de auto-enlacamento da conchéide pode ser descrita em
funcdo da posicao na reta do valor £ em funcao das distancias “criticas” d, d* e d**
(Fig. 3.14).

Notemos que as possibilidades de um, dois ou trés valores distintos para as raizes
reais d, d* e d** correspondem & existencia de um, dois ou trés circulos centrados em
P e tangentes & pardbola em a(t.), a(t,) e a(t. ).

Disto resulta que, dependendo da relagao % poderemos ter para uma mesma parabola
a(t) = (t, pt?) e para um mesmo pélo P = (a,b) conchéides Q(t) com comportamentos
diferentes, em funcao da constante k escolhida. Faremos a seguir uma analise ilustrando
com as figuras (Fig. 3.11) e (Fig. 3.13), descrevendo as ocorréncias em fun¢ao do valor

de k escolhido e de sua relacao com d, d* e d**.

i) Se k <d < d* < d* (Fig. 3.11(a)/Fig. 3.13(a)), temos que o ramo negativo da

conchdide é uma curva suave para todo t.

ii) Se k = d < d* < d** (Fig. 3.11(b)/Fig. 3.13(b)), temos que o ramo negativo

da conchéide é uma curva com singularidade tipo cispide em t = t; e tal que

!

Q(t*) = (av b)

iii) Se d < k < d* < d* (Fig. 3.11(c)/Fig. 3.13(c)), temos que o ramo negativo
da conchéide é uma curva com um laco, cujo né ocorre sobre o pélo. No ramo
negativo, sempre ocorrerd um laco quando d < k e o laco estard sobre o pdlo,
pois existem ¢, e t,, com t,, <t, <t,, tais que d(a(t,,), P) = d(a(t,),P) =k e

Q(t,) = Q(t,) = (a,b). Existe um circulo centrado em P e raio k que intersecta

a pardbola em t,, ¢t .

iv) Sed < k =d* <d* (Fig. 3.11(d)/Fig. 3.13(d)), temos que o ramo negativo da

conchéide é uma curva com um lago, cujo né ocorre sobre o pélo (no ramo nega-
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vi)

vii)

tivo, sempre ocorrerd um laco devido ao fato de que d < k) e uma singularidade
tipo ctspide em ¢ = . e tal que Q(t:) = (a,b), pois nesse ponto temos k = d*.
Existe um circulo centrado em P e raio k que intersecta a parabola em t;;] e t;;

e tangencia a pardbola em t., de modo que Q(t:,l) = Q(t,) = Q(t,) = (a,b),
(Detalhe (d)), nas figuras (Fig. 3.11) e (Fig. 3.13).

Se d < d* < k < d™ (Fig. 3.11(e)/Fig. 3.13(e)), temos que o ramo negativo
da conchdide é uma curva com um “laco duplo”, ambos com né sobre o pdlo, o
primeiro lago devido ao fato de que d < k e o segundo, que decorre de d* < k e por
existir agora,um circulo centrado em P e com raio k, que intersecta a parabola em
quatro pontos t;. Assim, temos entao quatro pontos t; tais que d(a(t;), P) = k,
o que implica Q(t;) = (a,b). Os pontos t;, podem ser determinados fazendo-se a
intersecgao de um circulo com centro no pélo (a, b) e raio k, dado em coordenadas
cartesianas por (z —xp)%+ (y—yp)? = k? com a pardbola y = pz? donde resulta,

(Detalhe (e)), (Fig. 3.11) e (Fig. 3.13).

(pt? —b)? + (t —a)? = k% (3.12)

Como estamos interessados nos pontos ¢;, da equacao (3.12), obtemos o polinémio

I(t,p,a,b,k) = p*t* + (1 — 2pb)t* + a® + b> — k* = 0, (3.13)

cujas raizes sao os pontos t;, para os quais teremos a distancia do pélo a curva

exatamente igual a k (Fig.3.15).

Sed < d* < k=d™ (Fig. 3.11(f)/Fig. 3.13(f)), temos que o ramo negativo da
conchoéide é uma curva com um lago decorrente de d < d* < k e uma singularidade

tipo ctispide em ¢ =t , tal que Q(t;") = (a,b), pois nesse ponto temos k = d**.

Se d < d* < d™ < k (Fig. 3.11(g)/Fig. 3.13(g)), temos que o ramo negativo da
conchdéide é uma curva com um laco decorrente de d < d* < d** < k, o que como

.’ . . N . . " " " " " .
j& dissemos resulta da existéncia de dois pontos t,, e t,, com ¢, <t, <t, tais

" 1" " "

que d(a(ty,), P) = d(a(t, ), P) =k e Q) = Q,) = (a,b).



3.2 A conchdide da parabola 72

Figura 3.15: Pontos t; tais que a distancia do Pélo P = (a,b) & parébola a(t) = (¢, pt?)

é exatamente igual k;.

Obs: Especialmente devido a simetria da parabola e pela localizagao do pdlo, na fi-
gura (Fig. 3.12) por exemplo, existe um mesmo circulo centrado em P que tangencia
a parabola em dois pontos distintos, t:k = —t; e isto resulta em d = d*. Na figura
(Fig. 3.12(b), Detalhe (b)), temos Q(t,) = Q(—t,) = (a,b) e portanto ocorre ai uma
cispide dupla. Na figura (Fig. 3.12(c), Detalhe (c)) temos outra ocorréncia particular e
interessante, pois temos ai um circulo centrado em P e que devido a simetria intersecta
a parabola em quatro pontos t;, simétricos dois a dois, produzindo assim um “laco

duplo”, cujas “lacadas” sao perfeitamente simétricas.

P . d e . .
A influéncia da relacao z sobre as caracteristicas da conchdide pode ser sistema-
tizada através da funcao distancia ao quadrado do pdlo a parabola base localizando k

nos intervalos em relagao a d, d* e d**.

Proposi¢do 3.1: Para conchéide da pardbola o(t) = (t,pt>) com pdlo
em P = (a,b) e fator k considerando as raizes da equacdo (3.10) e a
respectiva ocorréncia de um, dois ou trés circulos centrados em P com

raios d, d* e d** e tangentes & pardbola em a(t,), a(t,) ou a(t, ) temos:

1) O ramo positivo da conchdéide da pardbola é sempre uma curva C* regular sim-

ples;

2) Se 0 < k < d o ramo negativo da conchdéide da pardbola é sempre uma curva C*
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reqular simples;

3) Se k =d o ramo negativo da conchdide da pardbola apresenta uma cispide sobre

0 polo;

4) Sed < k < d* o ramo negativo da conchdéide da pardbola é uma curva C* regular

com uma unica auto-interseccdo sobre o polo;

5) Se k = d* o ramo negativo da conchdide da pardbola apresenta uma auto-

interseccdo simples e um laco cuspidal sobre o polo;

6) Se d* < k < d** o ramo negativo da conchdide da pardbola é uma curva C*>

reqular com dois enlagcamentos sobre o pélo;

7) Se k = d** o ramo negativo da conchdide da pardbola é uma curva com uma

auto-interseccao reqular e um laco cuspidal sobre o pdlo;

8) Se k > d** o ramo negativo da conchdide da pardbola é uma curva C*° regular

com uma unica auto-interseccdo sobre o polo;

3.2.3 Interseccao da conchéide com a curva original

Em alguns dos graficos anteriores, verifica-se a ocorréncia da interseccao da conchéide
com a curva que lhe deu origem, fato que nao tinhamos na conchéide da reta. Verifica-
se também que ambos os ramos da conchdide podem ter intersecgbes com a pardbola
original e, além disso, em alguns graficos temos a ocorréncia de multiplos pontos de
intersecc¢ao, todos no ramo negativo da conchdide.

Observa-se que a interseccao da conchéide Q(t) construida a partir da parabola
a(t) = (t, pt?) com pélo em P = (a,b) e constante k ocorre quando PQ tiver interseccio
dupla com a pardbola, formando uma corda de comprimento igual a k (Fig 3.16).

Determinar o ponto de intersecgao destas curvas é um problema que pode ser ata-
cado de diferentes maneiras, tomando-se, no entanto o cuidado de que aqui temos duas
curvas parametrizadas! e a interseccao dar-se-4 quando existirem valores t; e ty tais

que, Q(t1) = a(t2), isto é:

Ver secao 1.1 - Curva parametrizada.
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J

Figura 3.16: Interseccio da Conchéide Q(t), com a parabola a(t) = (t, pt?).

(t — a) > (ptf — b)
(tl - k\/(tl —wrr g o T k\/(tl —a)? + (ptf — b)?

Para simplificar notacdo, adotaremos A1 = \/(t — a)? + (pt2 — b)2, e da equagio

) = (tg,pt3). (3.14)

(3.14) temos que:

to —t) = k;(t\l/g), (3.15)
e
(pt? —b) (pt?)
pt2 —pt? = L - Dt —t1)(ta + 1) = k222, 3.16
2 1 Ny (ta —t1)(t2 +t1) A, (3.16)

substituindo a equagao (3.15) na equagao (3.16) e manipulando os termos obtemos

apty — b
p(t1 —a)
Substituindo a equagao (3.17) e o valor de v/A; na equagao (3.15), obtemos o po-

ty = (3.17)

linbmio abaixo, em t1, aqui descrito com os coeficientes que sao funcoes dos parametros
construtivos da conchdide, isto é, dependem das constantes p e k e das coordenadas

(a,b) do pdlo, ou seja.
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P(t1,p,a,b k) = p*t] —dap™t] + (4a®p" +p*)t] + a(dbp® — 6p?)13+
+  (a?(13p? — 8bp?) — k2p? — 26%p? + 2bp)ti+
+  (a(4k*p* + 4b* — 8bp) — 12a3p*)t3+
(3.18)
+  (a®(—6k2p? + 4b%p? 4 10bp) + 4a’p? + b)t3+
+  (a®(4k?p? — 4bp) + a(—4b3p — 2b%))t1+
+  (—a*k?p? + b* + a?b?).

Este é um polinémio de grau oito, portanto, podemos ter aqui, até oito raizes. O
calculo dessas raizes no caso geral vai ser numérico. Neste trabalho utilizamos o pro-
grama computacional livre Maxima tanto para as simplificagdo das expressdes como
para o calculo numérico explicito dos exemplos. Notamos ainda que como estamos
considerando os dois ramos da conchéide, se Q+(t1) = a(t2) = Q—(t2) = a(t1), ou
seja, se t1 € solucao da equagao acima to também o é. Isto significa que mesmo tendo
oito solucoes para t1 teremos no mdximo quatro interseccoes dos ramos da conchdide

com a pardabola.

Exemplo 3.8: Como exemplo, tomemos a conchéide da pardbola é a(t) = (t,t%), o

pélo P = (3,1) e k = 2, dada por

t—3 9 (t?2—1)
Vi@ i2¢<1t—3>2+<t2—1>2>'

Q(t) = (ti2

O polinémio (3.18) toma a forma
__ 48 7 6 5 4 3 2
P(t1,1,0,-2,1) = 5 — 12¢7 + 37¢5 — 6t + 41¢* — 288¢3 + 235¢2 + 306t — 314, (3.19)

donde destacamos as raizes reais t; = 1 e t; = —1, mostradas na figura (Fig. 3.17)
onde temos respectivamente, Q, (t) = a(ty) e Q_(t,) = «(t]) uma interseccio do

ramo positivo e do ramo negativo da conchéide, com a pardbola original.
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Q(t,)=a(t,)

Figura 3.17: Interseccao do ramo positivo (+k) da conchéide com a pardbola base.

Resumindo temos;

Sobre o ntmero de interseccoes dos ramos da conchdide com a pardbola
base, a(t) = (t,pt2), cujos t; para os quais elas ocorrem sao dados pelo polinémio

P(t1,p,a,b,k) =0, da equagao (3.18), podemos afirmar:

Proposicao 3.2: A conchdide da pardbola a(t) = (t,pt?) com pdlo em P = (a,b) e

fator k terd mo mdxrimo quatro pontos de interseccdo com com a pardbola geratriz.

3.2.4 Auto-interseccoes do ramo negativo da conchdide da

parabola

Consideraremos uma auto-intersecgdo do ramo negativo da conchéide da pardbola
um ponto tal que Q(¢1) = Q(t2). Com um desenvolvimento anédlogo ao feito no caso da
intersecgao da conchéide com a parabola base chegamos a uma equacao do oitavo grau,
que detectard os pontos duplos ou multiplos do ramo negativo da conchéide. Como ana-
lisaremos geometricamente na proxima secao, existirao casos onde este polinémio tera
efetivamente oito raizes e novamente teremos aqui no maximo quatro pontos de auto-
intersecgao no ramo negativo da conchéide (precisamos no minimo de duas solugdes em
t na equagao para formarmos uma auto-intersec¢do no ramo negativo da conchéide.

Ja& vimos que um né ocorre no pélo sempre que k > d, porém:

i) Se o pdlo estiver fora da concavidade da parabola todas as auto-intersecgoes
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ocorrerao sobre o pélo, sempre que k > d e obviamente a distancia do ponto
a(t;) até o pélo P = (a,b) é igual a k, isto é, d(a(t;),P) = k, e disso sai
novamente o polindémio (3.18). Veja as figuras: (Fig. 3.9(c)), (Fig. 3.10(c)),
(Fig. 3.11(c)/(d)/(e)/(£)/(g))-

ii) Se o pdlo estiver dentro da concavidade da pardbola, teremos uma auto-intersecgao
sobre o pélo, sempre que k > d e obviamente a distancia do ponto a(t;) até o pélo
P = (a,b) éigual a k no entanto, podemos ver nas figuras (Fig. 3.12(c)/(d)/(e)/(f)/(g))
e (Fig. 3.13(c)/(d)/(e)/(f)/(g)/(h)) que outra auto-interseccdo pode ocorrer

também em um ponto que nao é o pédlo.

Vamos avaliar a situagao em que os pontos de auto-interseccao estao sobre o pédlo,
neste caso, estamos interessados nos pontos ¢; tais que d(«(t;), P) = k, o que nos leva

ao polinomio (3.13).
Exemplo 3.9: Em particular, o caso da figura (3.10(c)) onde temos a pardbola
a(t) = (t,t%), pélo P = (2,—1), fora da concavidade da pardbola e k = 3 > d, e temos

portanto que a auto-interseccao do ramo negativo da conchéide ocorre sempre sobre o

pélo.
a(ty)

a(ty)

K
/ NQ_(t1)=Q_(t2)=(a,b)=P

Figura 3.18: Pontos da parabola tais que d(a(t}), P) = k e auto-interseccao do ramo

—k da conchéide sobre o pélo Q_x(t]) = Q_x(t]) = (2,—1).

Sendo o ramo negativo da conchéide dado por
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(t—2) 2 4 (P+1)

Q<t):(t_gx/(t—2)2+(t2+1)2’ \/(t—2)2+(t2+1)2>7

a auto-intersegao ocorre em Q_g(t1) = Q_i(t2) = (2, —1).

Podemos usar novamente o polinémio (3.13), que no nosso exemplo resulta em
P(t1,1,2,—1,3) = t] +t3 — 4t; — 4, (3.20)

donde destacamos as raizes t; = —0,65 e t; = 1, 39.
J& vimos que o polindomio (3.13) é um polinémio do quarto grau, obviamente, é
possivel entao explorar outras possibilidades para a escolha do pdlo e da constante, de

modo a se conseguir um laco duplo no ramo negativo da conchéide da parabola.

Exemplo 3.10: Seja a parabola a(t) = (t,8t?), com pélo P = (1,3), fora da concavi-
dade da pardbola e k =2 > d.

a(t,)

alt,) k

P=(a,b)

a(ty)

u(t3

Figura 3.19: Pontos da parédbola tais que d(«(t1), P) = k, e auto-intersecgao multipla
do ramo —k da conchdide sobre o pélo Q_x(t1) = (1,2).

Aqui, claramente se pode notar que existem quatro pontos de interseccao da parabola,
a(t) = (¢,8t?), com o circulo de centrado no pélo P = (1,3) e raio igual & constante

= 2 (Fig.3.19). Neste caso, para ilustrar, o ramo negativo da conchéide é dado por

(. (t—1) - (8t2 — 3)
Q-(t) = (t Yy e DY (e Ve e —3>2> |
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E assim, temos do polinémio (3.13)

P(t1,8,1,2,2) = 64t] — 47t3 — 2t; + 6 (3.21)

donde tiramos as raizes t1 = —0,71, to = —0,45, t3 = 0,37 e t4 = 0,79, tais que
Q-k(t1) = Q(t2) = Q_x(t3) = Q_r(ts) = (1,2).

3.3 Curvas Paralelas a parabola, evoluta e a na-

tureza da conchéide da parabola

Nesta secao vamos caracterizar a natureza geométrica da conchéide de uma pardbola
em funcado de curvas paralelas especiais e da evoluta da pardbola. Partindo de uma
pardbola a(t) = (t,pt?) e fixado k queremos descrever as possiveis conchéides
variando a posigao do pdlo. Considere o plano dividido em sub regides definidas a
partir das duas paralelas a uma distancia k da pardbola. Como ja vimos, em virtude
de k ser menor, igual ou maior que o raio de curvatura minimo da parabola, o plano
é dividido em 2 ou 3 regides (Fig. 3.20). A localizagao do pélo em uma destas regioes
ou na fronteira destas determinara a natureza da conchdide associada, possibilitando
também uma sistematizacao do desenvolvimento feito até aqui. No capitulo 1 definimos
a funcao curvatura (K (t)), a evoluta (E¢(t)), e a curva paralela (Pf(t))), iremos agora
avaliar a relagao destas com a conchéide cuja curva geratriz é uma parabola.

Sejam a parabola a(t) = (t,pt?), temos a curvatura, a evoluta e a paralela da-

2 4p? + 2p)t? — 1
das respectivamente por: K(t) = P 50 Ba(t) = <—4p2t3, S +2P) >
( 1t 4p2t2) P
(_2pta 1)

e Po(t)x = (t,pt?) £ X

V1+4p2t2

Fixada a pardbola a(t) = (t,pt?), sua curvatura maxima ocorre no vértice e o raio

de curvatura minimo é p(tg) = e sendo assim, o centro de curvatura neste ponto

1
K (to)
coincide com a singularidade da evoluta da parabola. Consideremos separadamente os

valores para a constante k, tais que:
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i) k= plto) = g7
1
iii) k> p(to) K (o)

Adotamos o mesmo valor para k e A e tragamos as paralelas a parabola, produzindo
a figura (Fig. 3.20) onde, em cada caso, destacamos os pontos A, B e C, os trechos

AB, BC e C'A, as fronteiras Fy, Frr e as regioces I, 11 e I11.

P=(a,b) P=(a,b)
o .

(c)

fa) | (b)

Figura 3.20: A pardbola a(t), e as paralelas P,(t)+) definindo os pontos, os trechos,

as fronteiras, e as regides .

Ja sabemos que ao se produzir uma conchéide a partir de uma parabola base, com

pélo em P = (a,b) e constante k, ela sempre estard localizada numa regido entre as

paralelas & parabola com A = +k. Desse modo temos:

1) Se construirmos a conchédide da parabola com k < p(tg) = Kiio) e localizarmos
0

o pélo em qualquer ponto da regiao I, os seus dois ramos serao curvas regulares.
Se o polo for localizado sobre qualquer uma das paralelas, isto é, em qualquer
ponto das fronteiras Fj ou Fj, ocorrerd uma cispide sobre o pdlo. Se o pédlo for

colocado em qualquer ponto da regiao I, teremos ambos os ramos como curvas

regulares, e o ramo negativo apresentard um lago.
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Figura 3.21: Conchéide da pardbola a(t), com k < % entre as paralelas P, (t)+y,

com A\ < k.

2) Se construirmos a conchéide da pardbola com k = p(ty) = K(lto) e localizarmos o
polo em qualquer ponto da regiao I os seus dois ramos serao curvas regulares. Se
o pélo estiver sobre qualquer ponto das fronteiras F; ou F; o ramo negativo da
conchoéide formara uma cuspide sobre o pdlo. Se o pdlo for colocado em qualquer

ponto da regiao II, teremos ambos os ramos como curvas regulares, e o ramo

negativo apresentard um laco.

- (b) J ©

Figura 3.22: Conchéide da pardbola «(t), com k = ﬁ entre as paralelas P, (t)iy,

— 1 _
com \ = Rio) = k.
. .. . 1 .
3) Se construirmos a conchédide da pardbola com k > p(t9) = —— e localizarmos o

K(to)
pdélo em qualquer ponto da regiao I os seus dois ramos serao curvas regulares. Se

o polo estiver sobre qualquer ponto das fronteiras F; ou Fr; o ramo negativo da
conchéide formard uma cispide sobre o pdlo. Se o pdlo for colocado em qualquer
ponto da regiao II, teremos ambos os ramos como curvas regulares, e o ramo

negativo apresentard um lago.
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Figura 3.23: Conchéide da pardbola a(t), com k > % entre as paralelas P, (t)yy,

com A = k.

OBS: Para k > p(ty) = surgem aqui os pontos A (auto-interseccao da

1
K(to)
paralela (+X)), B e C (singularidades da paralela (+2)), localizadas sobre a evoluta e
que correspondem a pontos onde o raio de curvatura da parabola é exatamente igual a

A) e os trechos AB, BC' e CB sobre a fronteira FJ.

3.1) Se o pdlo estiver sobre o ponto A que é um ponto que estd localizado a uma
distancia k de dois pontos da pardbola «(t), isto é, temos um circulo de raio
r = k centrado em A e que tangencia a parabola em dois pontos distintos, e
assim o ramo negativo da conchdide apresenta duas ctspides sobre o pélo que

coincide com o ponto A.

(a)
( detajhe (a))

1
Figura 3.24: Conchéide da pardbola «(t), com k > ﬁentre as paralelas P, (t)1»,

com X\ = k e polo sobre no ponto A.
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3.2) Se o pdlo for colocado sobre o ponto B ou C, teremos neste ponto uma cispide e

um lago no ramo negativo da conchdide. Isto decorre do fato de que um circulo

de raio r = k centrado num desses pontos é o circulo osculador, e portanto,um

circulo secante que intersecta transversalmente a parabola «(t) em um ponto e a

“oscula” (por “trés pontos consecutivos”) em outro.

\ o
5_//'/'

—_—

( detalhe|(b))

Figura 3.25: Conchéide da pardbola a(t), com k > ﬁentre as paralelas Py, (t)1),

com X\ = k e polo sobre no ponto B.

to

3.3) Se o pdlo for colocado sobre qualquer ponto dos trechos AB, BC ou C' A, teremos

neste ponto uma cuspide e um lago no ramo negativo da conchdide, e neste caso,

a “lacada” localiza-se integralmente no interior da regiao I11, tangenciando os

outros dois trechos. Aqui, temos também um circulo da raio r = k centrado no

poélo e que intersecta transversalmente a parabola em dois pontos, formando o

laco e a tangencia em um terceiro ponto formando a cuspide.

( detd

hlhe (c))

Figura 3.26: Conchéide da parabola «(t), com k > % entre as paralelas P, (t)iy,

com A = k e pélo sobre o trecho AB.



3.3 Curvas Paralelas a parabola, evoluta e a natureza da conchéide da
parabola 84

3.4) Se o pdlo for colocado em qualquer ponto da regiao 111, teremos no ramo negativo
da conchéide uma “auto-interseccao maltipla” sobre o pélo, isto é, qualquer ponto
nessa regiao possui um circulo de raio r = k que intersecta transversalmente
a pardbola «a(t) em quatro pontos distintos, e além disso, todos os pontos da
“lacada” localizam-se integralmente no interior da regiao, tangenciando cada um

dos trechos AB, BC' e CA.

\ [
\ /
\ A /
N
v o
\ B0
\§ o
\ NP2 /
(d)
( det3lhe (d))
Figura 3.27: Conchéide da parabola a(t),com k > % entre as paralelas P, (t)1y,

com A\ > K(lto) e pélo na regiao I11.

Resumindo o exposto até aqui sobre a natureza e localizacao da conchéide da
pardbola, a(t) = (t,pt2), de acordo com a localizagao do pdlo em relagdo as para-
lelas & pardbola com A em funcao do raio de curvatura minimo, %, de «(t) temos
que fixado o pélo P = (a,b) da conchéide da pardbola com k = A nos pontos A, B

e C, nos trechos AB, BC e CA, nas fronteiras F'I e F'II e nas regices I, Il e I1] temos:

Proposicao 3.3: Ambos os ramos da conchdide da pardbola, com k = X\ estardo

integralmente localizados na regiao entre as duas paralelas.

Proposicao 3.4: Para k(ty), curvatura da pardbola em seu vértice, o com-
portamento e a localiza¢cao dos ramos da conchdide da pardbola, com k =

A< %, em funcao da localizagao do pdélo sao descritos por:

1) O pdlo localizado em qualquer ponto das sub-regioes I produzird os dois ramos

da conchoide como curvas C*° regulares simples.
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2)

3)

O pdlo localizado em qualquer ponto das sub-regides I1 produzird os dois ramos
da conchoide como curvas C*™ requlares, ocorrendo uma unica auto-intersec¢do

no ramo neqativo.

O pdlo localizado em qualquer ponto das fronteiras F1 ou FII produzird, no ramo

negativo, uma singularidade do tipo cuspide sobre o pdlo.

Proposicao 3.5: O comportamento e a localizagcao dos ramos da conchdide

1

da pardbola, com k = )\ > K(ig)» €™M funcao da localizagao do pélo sao:

1)

2)

O pdlo localizado em qualquer ponto das sub-regides I produzird os dois ramos

da conchoide como curvas C'°° regulares simples.

O podlo localizado em qualquer ponto das sub-regioes I produzira os dois ramos
da conchoide como curvas C'™ regulares ocorrendo, no ramo negativo, uma tnica
auto-interseccao simples sobre o pélo e eventualmente outras auto-interseccoes

fora dele.

O pdlo localizado em qualquer ponto das fronteiras F'I ou FII produzird, no

ramo negativo, uma singularidade do tipo cispide sobre o pélo.

O pdlo localizado no ponto A produzird, no ramo negativo, duas cispides sobre

o polo.

O pdlo localizado nos pontos B ou C produzird, no ramo negativo, uma auto-

intersec¢ao com um ponto cuspidal sobre o pélo.

O pdlo localizado em qualquer ponto dos trechos AB, BC ou C' A produzira, no
ramo negativo, uma auto-interseccao simples e um lago cuspidal sobre o pdlo,

ambos integralmente restritos a regiao 11 e tangentes aos outros dois trechos.

O pdlo localizado em qualquer ponto da regiao Il produzird, no ramo nega-
tivo, uma auto-interseccao dupla sobre o pdlo formando trés lagos, integralmente

restritos a essa regiao e tangentes aos trechos AB, BC e C'A.



Conclusoes

Este é o resultado de uma investigacao onde utilizamos o computador como labo-
ratorio experimental para construir graficos, fazer animagoes e cdlculos com o objetivo
de visualisar os conceitos envolvidos, levantar questoes e estabelecer conjecturas a serem
posteriormente provadas. A conveniéncia de se trabalhar com a familia da conchdide,
que sao curvas geradas mecanicamente, possibilitou o estudo de aspectos histéricos, a
idealizacao de dispositivos (mecanismos / aparatos) mecanicos para o tragado das cur-
vas, a simulacdo computacional e a andlise das propriedades geométricas das mesmas.

Outro aspecto relevante deste trabalho, embora nao explicito, foi a proépria in-
corporacgao da metodologia de pesquisa usando programas computacionais livres para
graficos e célculos simbodlicos e numéricos (Winplot, GeoGebra e Maxima). Fica clara
a perspectiva de transferéncia destes procedimentos para a situacao em sala de aula na
universidade ao tratar de temas muito diversos.

Tendo em vista os recentes resultados da aplicagao da conchéide de base circular
(limagons) na construgdo de rotores e carcagas de compressores, ¢ interessante um
estudo similar a este sobre as conchdides de circulos e é possivel que pela facilidade cons-
trutiva das conchdides elas j4 venham sendo empregadas em outros tipos de maquinas

e equipamentos.
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