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Abstract

In this dissertation we present algebraic, analytic and combinatorial results that are
used to prove Polya’s Enumeration Theorem. Applications to counting patterns
(graphs, colourings, permutations, etc.) are given. This classical Theorem has its
foundations on the theory of groups and uses, mainly, the concept of generating
functions which allows great generality and computability of results. At the end some
generalizations of the main theorem are given including applications and, also, an
important probabilistic interpretation.

Resumo

Neste trabalho sao desenvolvidos conceitos algébricos, analiticos e combinatérios que
culminam no Teorema de Enumeracao de Polya: bem como sao fornecidas muitas de
suas aplicacdes em enumeracio de padrdes (grafos, coloracdes geométricas, tipos de
permutagdes, etc.). Tal teorema classico, que tem suas bases em Teoria dos Grupos,
utiliza fundamentalmente o conceito de fun¢des geradoras, o que permite grande
generalidade e computabilidade de resultados. Finalmente sao apresentadas algumas
generalizacdes do resultado principal, aplicacoes destas e também uma importante
interpretacéo probabilistica. '
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Capitulo 1

DEFINICOES E RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo definimos conceitos e desenvolvemos vérios resultados que permearao

todo o trabalho.

Defini¢ao 1. (i) Dadon € N={1,2,3,...}, definimos [n] = {1,2,3,...,n};

(ii) No={0} UN isto é, o conjunto dos inteiros nao-negativos;

(iii) Dados dois inteiros ki, ko, denotamos seu mdzimo divisor comum e minimo
mualtiplo comum, respectivamente, por (ki, ko) e [k1, kal;

(iv) A fung¢ao maior inteiro é a que associa a cada nimero real x o maior inteiro

menor do que ou igual a x. Denotamos este valor por |z].

Definicao 2. Dado x € C,n € Ny definimos as poténcias fatoriais crescentes e
decrescentes, respectivamente por

= J 1,sen=0
|l z(x+1)---(z+n—-1),seneN

o 1,sen=0
S laxz—=1)---(x—n+1),seneN

Observe que a segunda linha em cada definicao é um produto vazio para n = 0, o
que geralmente definimos como tendo valor igual a 1.
A titulo de curiosidade, pois neste trabalho nao utilizaremos esta propriedade,

estas expressoes sao chamadas de poténcias fatoriais, pois se A é o operador diferenca,

Af(x)=f(x+1)— f(z), entdo

Az® = na=L



1.1 Grupos de Simetria

Para a enumeragao de diversos objetos combinatorios e geométricos, o conceito de

grupo de simetrias ¢ muito ttil.

Definicao 3. Para as aplicacoes, entende-se por uma figura um conjunto F' de pontos

de R? ou R3.

Definicao 4. Dada uma figura F', uma simetria de F é uma aplicagio f : FF — F
com as sequintes propriedades
(i) f é uma isometria

(ii) f é sobrejetiva

Pela definicao dada, uma simetria é uma aplicacao que leva a figura nela mesma

e que preserva distancias.

Exemplo 5. Um tridngulo eqiiildtero possui 6 simetrias: 1 delas é a identidade, 2

sao rotagoes hordarias centradas em seu centro de gravidade de dngulos 2{ e 4% e

delas sao reflexoes através de suas medianas.

Exemplo 6. Um quadrado desenhado no plano possui 8 simetrias: 1 delas é a iden-
tidade, 3 sao rotagoes hordrias centradas em seu centro de gravidade de dngulos 7,
3

T e %, 2 sao reflevoes através de suas mediatrizes e 2 sao reflexdes através de suas

diagonais.

Podemos utilizar niimeros para marcar as figuras e assim relacionar os grupos de
simetrias a grupos de permutacoes. Fazemos isso comumente associando niimeros aos
vértices de figuras, mas de uma maneira geral podemos também associar nimeros a
lados, diagonais, faces, ou outros elementos das figuras.

Na Figura 1 abaixo, estao listadas as 6 simetrias do tridngulo e as 8 do quadrado,
bem como as permutacoes correspondentes de seus vértices numerados. Também

denominamos as simetrias do quadrado para referéncia futura.
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Figura 1: Simetrias do tridngulo e do quadrado
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Teorema 7. Seja F' uma figura. Entao o conjunto de todas as simetrias de F', com

a operacgao de composicdo de fungoes, forma um grupo.

Dem. Seja G o conjunto de todas as simetrias de F. Verificamos a seguir que G

munido da operacao de composicao de funcoes satisfaz os axiomas de grupo.

A identidade Ir : FF — F é obviamente uma simetria, e portanto G possui um

elemento identidade.



Denotando por d (z,y) a distancia entre os pontos x e y, suponha que f,g € G.

Inicialmente, temos que f o g é uma isometria, pois

d(f(g(z)),f(g(y) = d(g(x),g(y)), pois f é uma isometria

= d(z,y), pois g é uma isometria

Como (fog)(F)=f(g(F))=f(F)=F,e fogéuma isometria, segue entao
que f o g é uma simetria e portanto estd em G.
Toda simetria (isometria) f é injetora, e portanto possui uma inversa f~!. Dados

z,w € F, como f é sobrejetiva também,

Assim f~! ¢ uma simetria e portanto pertence a G.
A associatividade da composicao de simetrias segue diretamente da associatividade

de composicao de funcoes. m

Exemplo 8. Temos 3 diferentes tipos de eixos de rotacao para um cubo, indicados

na figura abaizro:

() (b) ()

Figura 2: Os 3 tipos de eixzos das simetrias rotacionais do cubo

(a) Rotagdo em torno de um eixo que passa pelos centros de faces opostas;
(b) Rotagao em torno de um eixo que passa pelos pontos médios de arestas opostas;

(¢) Rotagao em torno de um eizo que passa por vértices opostos.



Assim, as 24 simetrias rotacionais de um cubo sao divididas em:
1) A identidade e;

2) 3 rotacoes de um dngulo de

e

pelo tipo de eixo indicado em (a);

3) 3 rotagdes de um dngulo de w pelo tipo de eiro indicado em (a);

5) 6 rotagoes de um dngulo de ™ pelo tipo de eizo indicado em (b);

2r

6) 4 rotagoes de um dngulo de 3

)
)
)

4) 3 rotagoes de um dngulo de 37” pelo tipo de eixo indicado em (a);
)
) pelo tipo de eixo indicado em (c);
)

ar

7) 4 rotagoes de um dngulo de 3

pelo tipo de eixo indicado em (c).

1.2 Anel de séries de poténcias formais com coeficientes com-
plexos

Os conceitos a seguir servirao de base para a manipulagao de séries e produtos infinitos
de séries de poténcias formais.

Entendemos por C[[z]] = {ano a,z" : a, € C,¥n € Ng} como o anel de séries
de poténcias formais com respeito as operacoes usuais de adicao e multiplicacao.
Consultar [3] para as defini¢des bdsicas e demonstragoes dos resultados sobre este

anel.

Definigao 9. Definimos a funcio [z°]e : Ny x C[[z]] — C que extrai o n-ésimo

coeficiente de f (x) por:
Vn € No,Vf (x) = Z amx™ € Cllz]], colocamos [x"] f (z) = [x"] Z ™ = ay,
m=0 m=0

E costume denotar o coeficiente ag = [2°] f () simplesmente por f (0).
Abaixo estd a definicao do que entendemos por convergéncia de uma seqiiéncia de

séries de poténcias formais.

Defini¢ao 10. Se (f; (7))o € uma seqiiéncia em C[[z]] e f(x) € Cl[lx]], dizemos

que f; (x) converge para f (x) quando i — oo, denotando f; (x) — f (z), se para todo



n € Ny, ezistir um nimero § (n) suficientemente grande tal que

[2"] f (2) = [2"] fi (x) , Vi = 6 (n)

Em outras palavras; & medida que fazemos i cada vez maior, eventualmente

a seqiiéncia de coeficientes ([2"] f; ()),cy torna-se constante e igual ao coeficiente
"] f ().

Defini¢ao 11. Dada f (x) € Cl[z]], f (z) # 0, definimos o grau de f (x) como sendo

deg f () = min{n : a, # 0} = min {n : [s"] f (z) # 0}

Observamos que para quaisquer f,g € C [[z]] vale a seguinte identidade

deg (f () g (7)) = deg f (v) + deg g ()

De posse do conceito de grau de uma série de poténcias formais, podemos formular

o conceito de convergéncia de séries e produtos infinitos pela seguinte proposigao.

Proposicao 12. (i) Seja (fi);cn, wma seqiiéncia em C|[[z]]. Entdo a série infinita
> i0 fi (z) converge se, e somente se, lim; . deg f; () = occ.
(ii) Seja (fi);en wma seqiiéncia em C[[z]] com f; (0) = 1,Vi € N. Entdo o produto

infinito [ [, fi (v) converge se, e somente se, lim; o, deg (fi (¥) — 1) = o0.

Dem. A demonstragao é trivial. m

E essencial observar que ao avaliarmos uma série convergente » .. f; (z) (ou sim-
ilarmente um produto [ [, fi (x)), o coeficiente de 2" pode ser computado utilizando
apenas processos finitos. Com efeito, se i é suficientemente grande, digamos i > ¢ (n),

entdo deg f; () > n ¢é tal que

00 5(n)
Y5 ) = Y5 )

onde a iltima expressao claramente envolve uma soma finita apenas.
A aplicacao combinatdéria mais importante da nocao de convergéncia acima é para

a composicao de séries de poténcias formais, definida a seguir.
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Definicao 13 (Composigao de séries de poténcias). Sejam f (z), g (z) € Cl[z]], com

fx)=2"5 a;x? e g (0) = 0. Definimos a composicio f (g (x)) como sendo a série
flg (@)= ajg(xy (1.1)
=0

Proposicao 14. A composicao de séries em (1.1) é bem definida.

Dem. A série composta ¢ bem definida uma vez que deg (g (x)ﬂ> = jdegg(xz) > j
(pois ¢ (0) = 0), e podemos aplicar a Proposigao 12 (i). =

. ~ 1 JL
Assim podemos ver porque uma expressao como €'t = 3 >0 ( ’;,x) nao faz sen-
tido, pois nao converge pela definicao feita anteriormente. Por outro lado, uma ex-

pressdo como e ! faz sentido, pois possui a forma f (g (z)) com

Definigao 15. Se f (z) € C[[z]], definimos a derivada formal % (também denotada

por f'(x) ou Df (z)) como sendo a série de poténcias formais

r->
— = (n+1)ap2"
de

A proposicao a seguir é imediata, para mais detalhes e outros resultados consulte

13].

Proposigao 16. (i) (f+¢9) =f' +¢
(i) (f9)' = f'g+ fd
(i) f (g9 (2)) =g (z) f' (g (x))

Os conceitos de convergéncia para séries formais se estendem de maneira muito
direta para séries de poténcias em vdrias varidveis. Vdarias nocoes algébricas e topolég-
icas, assim como profundos resultados combinatérios sobre estes anéis podem ser

encontrados em [7] e [8].
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1.3 Particoes de Inteiros

Uma particao do inteiro positivo n ¢ uma soma

n = kllll + k’lzlz + -+ klsls

1.2
com lj, ki, € [n] Iy < -+ < (1.2)
onde temos k;; partes iguais a l; para j = 1,...,s, s € N. Nesta notagao estamos
pensando o niimero de partes como funcao de seus tamanhos, k;; = k (I;)
De maneira equivalente, uma particao do inteiro positivo n é uma soma
n=k +k-24+---+k,-n (1.3)

com k, € {0} U [n]
onde temos k; partes iguais a j para j =1,...,n, n € N.
E usual listar uma particdo com as partes aparecendo em ordem nao-crescente,
adotamos o contrario aqui devido a facilidade de relaciond-las a ciclos de permutacgoes.
O nimero de parti¢oes de um inteiro n é denotado por p (n).

Abaixo consta uma tabela, a titulo de curiosidade, de alguns valores de p (n).

p(n)|n | p(n)

1 10 | 42

2 |20 627

3 |30 5604

5 |40 | 37338
7|50 | 204226

11 60 | 966467
15 70 | 4087968
22 80 | 15796476
30 90 | 56634173

© 00~ U W S

Exemplo 17. De acordo com a defini¢io das condigées (1.2):
10 = 141424343, comli=1,ki=2,lo=2,ky=1,l3=3,k3 =2
12 = 3+4+5, comly =3,ly=4,l3=>5eki =ky=k3=1
De acordo com a defini¢do das condigoes (1.3):
10 = 2-141-242-3, comky =ks=2,ky=1, k; =0 sej ¢ [3]

12 = 1-341-4+41-5, comks=ky=ks=1,k; =0 sej¢{3,4,5}
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Teorema 18. O nimero de particoes de n em exatamente k partes é dado pelo coe-
ficiente de z*z™ na expansdo do produto infinito

= 1
1_[11—zxj

j=

Dem. Para uma demonstracao ver [6, Padg. 560]. Observe que este produto infinito

formal converge, pelas nossas definigoes. m
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Capitulo 2

GRUPOS DE PERMUTACOES

2.1 Representacao por ciclos disjuntos

Denotamos o conjunto S (X) como o conjunto de todas as permutagoes do conjunto
X. S(X) munido de composigdo de fungbes é um grupo e se #X = n, isto ¢é,
X ={x1,...,z,}, temos entdao que |S (X)| = n!. Denota-se S,, = S ([n]).

Um algoritmo simples ([2, Pdg. 30]) fornece para uma permutacdo o € S, a

seguinte representacao por t =t (o) ciclos disjuntos,
(1) .(1 (1 (2) .(2 (2 (t) -(t (T
0= (Jf )Jé)mjl(l)) (Jf )Jé)---91(2)> (ﬁ )Jé).--Jl(t)) (2.1)

comt € N, [n] ={1,2,...,n} particionado pela seguinte reuniao disjunta
t
nl = U{i% )
i=1

Esta representacao é tnica a menos de permutacoes dos ciclos e permutagoes
ciclicas dos elementos internos de cada ciclo. Portanto obtemos uma representacao
da permutacao o por meio de ciclos disjuntos. Denominamos um ciclo de comprimento
[ simplesmente de [-ciclo; se [ = 1 dizemos que o ciclo é um ponto fizo e se | = 2
dizemos que o ciclo é uma transposi¢cao. Uma involugcao é uma permutacao composta
apenas de pontos fixos e transposicoes.

Observe que na representagao (2.1) podemos ter ciclos disjuntos de mesmo com-
primento. Assim os nimeros [y, ...,[; podem nao ser todos distintos. Suponha, sem
perda de generalidade, que no conjunto {ly,...,[;} tenhamos apenas s < t nimeros
distintos, e os redenominamos na ordem crescente [y < [y < ... < l,. Conseqiien-
temente, podemos afirmar que existem k;, ciclos de comprimento [, k;, ciclos de

comprimento [y, ..., k;, ciclos de comprimento /,; onde k;;, l; € [n] para j =1,2,...,s.
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Desta forma, podemos concluir que para toda o € S, fixada, temos a unicidade dos
nimeros s = s(0),l; =1; (o) e k; (0), onde j =1,2,...,s.

De maneira semelhante, podemos tomar [; = 1,1, = 2,...,l, = n e fazer k; = 0,
caso nao tenhamos ciclos de comprimento j. Claramente os inteiros nao-negativos
k1, ko, ..., k, sao uUnicos por esta definicao.

Formalizamos também para permutacoes a notagao jé adotada anteriormente para

particoes.

Definicao 19. Dada o € S,,, definimos
(i) k; = k; (o) := o numero de ciclos de o com comprimento i,

(ii) k = k (o) := o numero total de ciclos de o.

Observe entao que, de acordo com a representagao (2.1), temos verificadas as

equagdes n = >, ik; (0) e k =k (o) = 32 i (0).
Proposicao 20. O sinal de uma permutacao o € S, é dado pela férmula
sgn (o) = (—=1)"

Dem. Em qualquer livro-texto bédsico de grupos podemos encontrar o fato de que um
(e apenas um, moédulo a identidade sgn (o 0 §) = sgn (o) - sgn (§)) sinal do conjunto
{+1, —1} estd bem definido para toda permutagdo o em S,,; mais ainda, o sinal é +1
sse ¢ for produto de um mimero par de transposigoes, e —1 sse o for um produto de

um numero fmpar de transposi¢oes. Como
(Jrz---Ji) = (Gugi) - -+ (Jugs) (Jijz)

entao um ciclo de comprimento [ possui sinal —1 sse seu comprimento é par, o que

mostra que
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Como n =), ik;(0) e k =Y. k; (0) podemos escrever

(_1)71*/?(0) (_1)21-(1'*1)1%(0)

— (_1)Z¢ par (i=Dki (o) (_1)& tmpar (i—1)ki(0)

(S (IR

i par ¢ impar

— H (_1)kz(0) . H 1k¢(0’)

i par ¢ impar

= sgn (o)

ki(o)

e assim demonstramos nossa proposicao. m

2.2 Ordens de Permutagoes

Seja G um grupo finito. A ordem de um elemento g é (bem) definida como o menor
inteiro positivo [ tal que ¢' = e. Isto implica que para qualquer multiplo m = rl de ,
também temos a equacao g" = e.

Portanto, uma permutacao que seja um [-ciclo possui ordem [ e este [-ciclo el-
evado a qualquer muiltiplo de [ também resulta na identidade. Como os ciclos da

representacao de o sao disjuntos, para todo [ € N
! l !
(1) .(1 (1 (2) .(2 (2 (t) -(t .(t
o = (]§ )Jé . ~Jl(1)> (J£ )Jé . ‘11(2)> (Jf )Jé ) -jl(t))

(Aqui entende-se o expoente | como sendo a iteracao [-ésima da permutacgao em S,,.)
Assim para encontrar a ordem de o, precisa-se que todos os ciclos de sua rep-
resentacao, quando elevados a [, resultem na identidade, o que ocorrerda quando [
for um muiltiplo comum de [y, ...,l;. Mas pela definicao de ordem de um elemento,
queremos o menor [ que seja um multiplo comum. Portanto a ordem de o ¢é igual a
mme|[ly, ..., 1.
E costume omitir da representacdo de o os ciclos unitarios, porém, sers funda-

mental mais adiante, para a determinacao do tipo ciclico de uma permutacgao, que
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os ciclos unitdrios nao sejam "esquecidos". Desta forma, ou devemos logo listar os
ciclos unitarios, ou ter em mente o grupo subjacente ao qual a permutacao analisada

pertence.

2.3 Ntumeros de Stirling

Temos 2 seqiiéncias muito importantes na andlise de permutacoes que definiremos
a seguir e demonstraremos algumas de suas propriedades. Existe uma mirfade de
resultados e identidades envolvendo estas seqiiéncias, e citamos o livro [9, Se¢ao 6.1]

como bom ponto de partida para um estudo deles.

Defini¢ao 21. (i) O nimero [Z] de permutagoes de S, com exatamente k ciclos

disjuntos é chamado de nimero de Stirling de primeiro tipo. Em simbolos,

{Z] —#{0eS, k(o) =k}

(ii) O nimero de Stirling do sequndo tipo {Z} ¢ definido como o nimero de par-

tigoes distintas do conjunto [n] em k subconjuntos nao-vazios.

A seguir estabelecemos as importantes relacoes de recorréncia que estas duas se-

qiiéncias satisfazem.
Lema 22. (i) Os niumeros m satisfazem a sequinte relagao de recorréncia

m —(n—1) [”;1]+{Z:ﬂ,n,kel\1

com [}] =0 sen <0 ouk <0 exceto ¢(0,0) = 1;

(ii) Os ndmeros {Z} satisfazem a sequinte relagao de recorréncia

R SR e

com{Z}:OsengOoukSOemceto{g}zl.
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Dem. (i) Aqui definimos [g] = 1, e observamos que uma permutacao em .5,, deve ter
pelo menos um ciclo, o que implica na igualdade [g] = 0,Yn € N. Se n = 1, entao
por estas observacoes temos trivialmente a recorréncia acima satisfeita. Também
definimos por conveniéncia m =0 quandon >0, k < 0.

Seja n > 1, e considere uma permutacao o € S,,_; com k ciclos. Podemos inserir
o simbolo n depois de qualquer um dos nimeros 1,...,n — 1 na decomposicao de o
por ciclos disjuntos de n — 1 maneiras. O resultado ¢ uma decomposicao em ciclos
disjuntos de uma permutacao o’ € S, com k ciclos, no qual n aparece num ciclo de
comprimento maior ou igual a 2. Portanto existem (n — 1) [";1} permutagoes o’ € S,
com k ciclos para as quais o’ (n) # n.

Por outro lado, se escolhermos uma permutacao ¢ € S, com k — 1 ciclos,

podemos estendé-la para uma permutagao o’ € S,, com k ciclos satisfazendo o (n) = n,

definindo

o (i) = { o (i), sei‘E n —1]
n,sei=n
Portanto existem [Z:ﬂ permutagoes o’ € S, com k ciclos para as quais o’ (n) = n,
concluindo a demonstracao.

(ii) Por uma argumentacao e definigdes semelhantes as feitas inicialmente em (i),
podemos concluir que {Z} =0sen <0ouk <0 exceto {8} =1.

Considere um conjunto com n > 1 objetos particionado em k subconjuntos (nao-
vazios). Podemos colocar o 1ltimo objeto tanto num subconjunto unitario de {Zj}
maneiras, ou podemos colocé-lo junto de outro subconjunto dos outros n — 1 objetos
anteriores. Existem k{";l} possibilidades para este tltimo caso. Com efeito, cada
uma das {”;1} maneiras de distribuirmos os primeiro n — 1 objetos em k subcon-

juntos, nos fornece k subconjuntos aos quais o n-ésimo objeto pode se unir. E assim

concluimos a demonstragao. m
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Teorema 23. Seja x uma varidvel e n > 0 fizo. Entao

Zn:{:}xk:x(ﬂc%-l)---(x%—n—l):x”

k=0

:0{Z}xk:i{Z}x(a:—U...(x_k_l):xn

k=0
Dem. Definimos F, (z) = 2™ = Y"1_, f (n, k) 2*. Claramente f (0,0) = 1 pois 2° =
1,e f(n,k) =0sen <0ouk <0. Mais ainda, como F, (z) = (z+n—1) F,_1 (x),

temos . -
Fo(@)=> fin=1k=1)a"+n-1)> f(n—1k)a"
k=1 k=0

e isto implica que
fnk)=n—=1)f(n—1,k)+f(n—1,k—1)

Assim f (n, k) satisfaz a mesma relacao de recorréncia e condigoes iniciais de [Z], e
portanto sao idénticas.
De maneira completamente andloga podemos derivar a segunda identidade. m
Estas analogias observadas entre os nimeros de Stirling de primeiro e segundo

tipo nao sao coincidéncias, e o teorema a seguir pode ser demonstrado facilmente.

Teorema 24. (i) 22 = (—1)" (—z)"
(ii) Os niimeros de Stirling de primeiro e sequndo tipo sdo de certa forma inversos
um do outro, satisfazendo a formula de inversao
- s ln| [k u _x [n) |k
-1 ek - -1 " - 5mn;
20 G =2 G
onde 0,,, € o simbolo 0 de Kronecker.

(iii) Sejam D = d%,@? = 2D operadores diferenciais. Entao temos as sequintes
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formulas operacionais que os relacionam
" (n
- k:Dk
>
n n—k qk
"D = -1 )
A

Dem. Ver [9, Secao 6.1] para (i) e (ii), e o exercicio 6.13 do mesmo livro para (iii).
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Capitulo 3

INDICE DE CICLOS

3.1 Tipo ciclico, Indice de ciclos e parti¢ées de Inteiros

A definicdo a seguir captura a estrutura ciclica de uma permutacao, e serd muito
importante nos desenvolvimentos posteriores.

De acordo com a representacao (2.1) por ciclos disjuntos, definimos

Definigao 25. O tipo ciclico de o € S,, é o monomio TC (o) determinado pelo

produto

7C (o) =[] =, (3.1)

Definicao 26. Se G é um grupo de permutacdes, o indice de ciclos de G, denotado

Z (G), é definido como sendo o polinémio

Z(G):éZTC(a)

ceG
A soma dos coeficientes do polindmio acima deve ser igual a 1, uma vez que temos
|G| termos monomiais com coeficientes unitérios na soma, divididos pelo fator |G|.
Pelas observacoes feitas na secao 2.1, temos que o tipo ciclico de o toma as

seguintes formas, mais intuitivas e explicitas,

_ ol R kig k1, ko kn
TC (o) =2, ), -2 = w(' 25" -+ T

onde cada natural k;; ¢ o nimero de ciclos de comprimento /; para j =1,...,s e
k(o)=>" ; ki, € o total de ciclos. Na segunda representagao do tipo ciclico, temos F;
como sendo o nimero de ciclos de comprimento j, podendo algum k; eventualmente

ser nulo. E também muito ttil representar o tipo ciclico como o vetor (k1 kay ooy k).
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Como o € S, é uma permutagao dos numeros de [n], devemos ter n simbolos
distribuidos entre todos os ciclos de sua representacao. Isto implica que k;, 11 + ki, 1o +
o+ ki, ly = n, e pela ordenagao 1 <1y <ly < -+ <[y <n, e definigoes de ki, temos
entao uma particao do inteiro n = kjly + -+ - + ki ls.

Reciprocamente, se temos uma particao do inteiro n dada por

n = /{lell —|—]€12l2 + - +klsls
com lj, ki, € [n] 1y < -+ <

onde temos k;; partes iguais a [; para j = 1,..,s, entao é possivel encontrar uma
permutagdo o € S, com tipo ciclico T'C (o) = xillefxf“ Na verdade podem
existir muitas permutacoes em S,, com este tipo ciclico dado, e o teorema a seguir
nos diz quantas sao. A demonstragao abaixo é devido a Cauchy e foi adaptada da

referéncia [14, Pégs. 71-72].
Teorema 27. Seja uma particao de n, dada por n = kyly + ki,lo + - -+ + ki ls, com
ljki; € [n] ely <la <..<l,. Entdo existem

n!

k k k
Bk M52 ke, 18 ey )

~ . 7. kll le kls . .
permutagoes o € S, com tipo ciclico TC (o) = x; 'z, ---x;,°. De forma mais sim-
plificada; dado um tipo ciclico xlfla:g” - afn temos

n!
h(ky,... k)

n k1!2k2k’2! s nknk’n'
permutagoes em S, com este tipo ciclico.

. , ~ . ki, k k
Dem. Seja h o nimero de permutagoes o € S,, satisfazendo TC' (o) = mllll :1712[2 e :EZS’S,

isto é, contendo k;; ciclos de comprimento [; para j =1,...,s.

J
Vamos considerar as permutacoes com o tipo ciclico desejado, decompostas em seus
ciclos componentes. Primeiro listamos os k;, ciclos de comprimento /; e represen-

tamos cada ciclo por [y quadrados, depois listamos os k;, ciclos de comprimento I,
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e representamos cada ciclo por [, quadrados e assim sucessivamente, até finalmente

listarmos os k;, ciclos de comprimento [, e seus quadrados.

T D1~ (T
| 0 00 -~ =0
T 10 - 10

Sabemos que o total de quadrados do diagrama acima é n, pois trata-se de uma
permutacao em S,. Entao procedemos preenchendo arbitrariamente os n simbolos
dentro dos n quadrados, isto &, vamos inserir as n! permutagoes dos mimeros [n] dentro
dos n quadrados. Assim obtemos uma aplicacao do conjunto das n! permutagoes no
conjunto das permutacoes com o tipo ciclico determinado acima.

Claramente, ao preencher os quadrados, podemos ter mais de uma permutacao
determinando o mesmo resultado. Por exemplo, se n = 8, TC (o) = x122x3, ambos

os preenchimentos abaixo resultam na mesma permutagao (4) (23) (15) (687):

(4][2[3][5]1][7]6]8]

(4][1]5][3]2][8]7]6]

Seja P uma das h permutacoes de S, com o tipo ciclico fixado anteriormente.
Como P possui k;, ciclos de comprimento [y, a fim de produzirmos P no preenchi-
mento, suas k;, [1-uplas de elementos devem ser colocados nos k;, blocos de /; quadra-
dos cada. Cada [;-upla pode ser colocada em qualquer ordem entre os k;, blocos, assim
temos k;,! maneiras de fazer isso. Cada um dos k;, blocos, pode ser rotacionado ci-

clicamente e isto pode ser feito de [; maneiras por bloco, pois seu comprimento é [;.
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Assim temos llf“ possibilidades para as rotagoes ciclicas dos elementos dos blocos e
portanto no total temos k:h!l]f“ maneiras de obtermos os k;, ciclos de comprimento
[y de P. O mesmo raciocinio pode ser aplicado aos demais ciclos de P, isto é, temos
klj!lflj maneiras de obter os k;; ciclos de comprimento I; para j = 1,...,s. Portanto,
temos um total de

ky ki k
kh!ll lklz!l2 ... klsllsls

permutacoes que quando colocadas nos quadrados geram os ciclos de P. Assim, se
preenchermos todas as n! permutacoes nos quadrados do diagrama, cada permutacao
com esse tipo ciclico é gerada exatamente o nimero de vezes indicado acima. Como
temos, por definicao, h permutacoes de S, com este tipo ciclico, podemos concluir
que

ki ki k
h- /{le!ll lk’lz!l2 Z... k’ls!lsls =nl
de onde segue o resultado. m
Corolario 28. Existe uma correspondéncia biunivoca entre os tipos ciclicos dos el-

ementos de S, e as partigoes do inteiro n. Portanto, existem p(n) diferentes tipos

ciclicos para as permutagoes de Sy, onde p(n) é o nmimero de parti¢oes do inteiro n.

Para encontrarmos a maior ordem que um elemento de S,, pode ter, por exemplo,
uma maneira é procurar nas particoes de n = xy + - - - + x5, aquela que tem o maior

valor para mmc [z1, ...,z

Os resultados a seguir relacionam o tipo ciclico a relacao de conjugacao em S,,.

Defini¢ao 29. Duas permutagoes 01, 02 € S,, sao conjugadas se existir h € S, tal

que 09 = horh™!

Teorema 30. Duas permutagoes possuem o mesmo tipo ciclico se, e somente se, elas

sao conjugadas.
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Dem. Suponha que para algum h € S,, 0o = hoih™!. Seja (x12z5...1;) um ciclo
de o1, tal que o1 (z;) = 2441 para i € [k — 1], e 01 () = x1. Seja y; = h(x;) para

i € [k]. Entdo para i € [k — 1], temos que

o2 (yi) = (hov) (R~ (yi)) = (ho) () = h (o1 (2:)) = h (2i1) = yir

e de maneira similar o5 (yx) = y;. Portanto (yiy2...yx) € um ciclo de o5. Assim
obtemos uma decomposicao em ciclos de o4 dos ciclos de o4, substituindo cada ponto
pela sua imagem por h. Desta forma o tipo ciclico é o mesmo para o, e 0.

Reciprocamente, suponha que o1 e o5 possuam o mesmo tipo ciclico. Calculamos
a decomposi¢ao por ciclos de cada uma, e escrevemos a de oy abaixo da de oy, de
tal forma que os ciclos de mesmo comprimento correspondam verticalmente. Agora
seja h a permutacao obtida pela aplicacao que associa cada ponto da decomposicao
de o1 ao ponto verticalmente abaixo dele. Entao oy = ho1h~! pelos mesmos célculos
acima. ®

O teorema abaixo fornece uma férmula fechada para os coeficientes do indice de

ciclos de S,;:

Teorema 31. Temos a seguinte expressao geral para o indice de ciclos do grupo

simétrico S,

Z(Sn) = E 1 2y ke
' Bk M ). Ao gg T
klll1+-~~+klsls=n 1 ll' 2 12 s ls'
Lj ki, €[n]
= i h(k‘ k) ki k2 kn
= oy 1y 8n) Ty [Ez Ty,
’ ki1+ko-2+...+kn-n=n
kje{0}u[n]

onde a soma é efetuada sobre todas as parti¢oes do inteiro n.

Dem. Este resultado sai diretamente do Teorema 27 e da Definigao 26, do indice

de ciclos. Basta somar nos p (n) diferentes tipos ciclicos possiveis para as permutagoes

de S,,. m
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Coroldrio 32 (Identidade de Cauchy).

1
2 TE e 25 o]
ki1+ko2+...+kn-n=n
kjE{O}U[TL]

Dem. Pela observagao feita na Definicao 26, a soma dos coeficientes no Teorema
31 deve ser 1. Isto conclui a demonstracao. m

Acima encontramos uma expressao para o indice de ciclos de S,, somando sobre as
partigoes do inteiro n. A seguir demonstramos uma férmula fechada para o indice de
ciclos do grupo ciclico C,,, desta vez somando sobre os divisores de n. De posse desta

iltima, também deduzimos uma expressao para o indice de ciclos do grupo diedral

Day,.

Lema 33. O grupo C,, (ciclico de ordem n) contém para cada divisor d de n, ¢ (d)
elementos de ordem d, onde ¢ é a funcgao totiente de Euler. Cada um desses elementos

possui n/d ciclos de comprimento d.

Dem. Podemos identificar C,, com o grupo (Z,,+,) = (6, 1,...,n— 1). A ordem de
uma classe m, de congruéncia médulo n, é o menor inteiro positivo x tal que

x somandos
7\

TM=T+,M+pn ... tnm=0

e esta igualdade ocorre se, e somente se, existir algum y € N tal que
rm =ny =yn (3.2)

Dividimos ambos os lados desta equagao por (m,n) para obter

o)

m,n)

Como dividimos m e n pelo méaximo de seus divisores comuns, temos

(G ) =
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e portanto
“lye ——
e x
(m,m) © (m.n)
o que significa que existem k,[ € N tais que
m n
k= | = 3.3
) Y ) 33

Assim, a menor solugdo positiva x de (3.2) é obtida colocando | = 1 em (3.3), a

saber,

n m

e portanto a ordem de m é n/ (m,n).

Além disso, dado um divisor d de n, desejamos saber quantas classes distintas
m possuem ordem n/(m,n) = d. Para um tal m temos m = (m,n)y onde y deve
satisfazer (y,d) = 1. Temos ¢ (d) escolhas para y nestas condi¢oes, cada uma delas

originando um dnico m = ny/d. Isso encerra a demonstragao.

Teorema 34. O indice de ciclos de C,, é dado por
1 n/d
Z(Co) == o)y
din
onde a soma é efetuada nos divisores d de n.
Dem. Imediata a partir do Lema 33 anterior e da definicao do indice de ciclos. m
Corolario 35. O indice de ciclos do grupo diedral Ds, é dado por

Z (Dan) = 5 (Z(Cr) + Ry)

N

onde

n—1

T1T92 sen = 1(mod?2)

Rn = n (n—2)
slxf+afz,® ), sen=0(mod2)
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Dem. O grupo diedral Dy, contém o subgrupo C,, mais n reflexdes. Se n = 1 (mod 2)

entao cada reflexao tem um ponto fixo e ("—;1) transposigoes (2-ciclos); enquanto que se

n = 0 (mod 2), temos § reflexdes formadas por § transposigoes e 4 reflexoes formadas

(n—2)
2

por 2 pontos fixos e transposicoes. Desta forma obtemos o resultado. m

O indice de ciclos, apesar de caracterizar virias propriedades combinatérias de
um grupo, nao o caracteriza completamente em sua tdbua de Cayley. Pélya forneceu
um exemplo de 2 grupos nao isomorfos com o mesmo indice de ciclos. Estes 2 grupos
possuem ordem p?, ambos com a propriedade de que todos os seus elementos, exceto
a identidade, possuem ordem p; entretanto um deles é abeliano enquanto o outro é
nao-abeliano.

Este exemplo foi dado em [10, Pdg. 176], mas podemos encontrar uma tradugao

da construgao em [5, Pdg. 37].

3.2 A fungao geradora para o indice de ciclos de S, e apli-
cagoes

No teorema fundamental abaixo estd a fungao geradora ordindria para o fndice de
ciclos de S,,, onde é conveniente definirmos Z (Sy) = 1. Esta fungao geradora, apesar
da grande quantidade de informagcao que carrega, possui uma férmula fechada muito

elegante.

Teorema 36. Seja x = (x1,Z2,...), entdo a funcio geradora ordindria para S,, em

série de poténcias formais é dada por

C(x,2) ::ZZ(Sn;xl,...,xn)z":exp (Z ZL‘]'Z )
n=0

=1 J

Dem. Para a convergéncia do membro direito, primeiro observamos que

exp (Z s j) — f (=),

=1/
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X X .
comf(z)—expz—Z% eg(z)—zxf , com ¢ (0) = 0.
j=0 7" j=1

Assim temos pela Proposicao 14 que a composta é bem definida. Portanto

o e.)
1
. noo__ k1, ko kn n
E Z(Sn;x1, .. xy) 2" = g E 1k1k1!2k2k2!...nknkn!$1 2T
n=0

n=0 ki1+ko-2+...+kn-n=n
k12>0,k2>0,...,kn>0

Z J}Ifl Zkl x]2f2 Z2k22 x§3 23]{:3
- Thf] 2k2fyl 3hsfs)
F1>0k220,.. © 2 3k
k k
Z (122" 1 2922\ 1 2323\ 1
= 1z — Z — Z _ ..
kq! 2 ko! 3 ks!
k120 k2>0 k3>0
22.’1)2 ZS(L'B
= e*FleT2 e 3 ..
N
= exp E :
=1
|
Apresentamos a seguir uma série de aplicacoes da funcao geradora obtida no Teo-
rema 36.

Vale observar que todas as substituicoes abaixo estao em conforme com a existén-

cia da composta demonstrada na dedugao da fungao geradora para C'(x, z).

Corolario 37. Podemos obter novamente a primeira parte do Teorema 23 pela

fungao geradora de C (x, z), isto é,

Dem. Se fizermos a substituicao
T1 =Ty =+""=T

no indice de ciclos de \5,,, estaremos interessados em permutacoes de .5, que possuem
k(o) = ki + -+ k, ciclos, independentemente de seus comprimentos. Em simbolos

esta afirmacao significa que

,_/na 1 " n &
Z(Sn,x,...,x>—52{k]x
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Portanto, pelo Teorema 36,

S (El) - =(25)
_ exp<x10g<liz)2
_ exp<1ogm<1fz))
- (ooliz)
_ ;%z

onde a udltima passagem segue por uma aplica¢ao do teorema binomial ver [11, Pags.

122-123] e Definig¢ao 2, da poténcia fatorial crescente. m

Coroldrio 38. O nudmero d (n, k) de permutagées de S, contendo exatamente k ciclos,
nenhum dos quais é um ponto fizo, é dado pela funcdo geradora
E_ k(TN k n—k
;d(n,k‘)x = kz;(—l) (k>x x
com a sequinte formula para d (n, k)
i s (n\|n—7J
tm k)= ;0 = <J) {k - j]

Dem. De acordo com a defini¢ao de d (n, k), vemos que este mimero é o coeficiente

de zF em

n—1
Z (Sn;O,:U,...,:c> :



Assim, pelo Teorema 36 e pela demonstracao do Coroldrio 37 temos

Z% (Zd(n, k) wk> 2" = exp (Z xTzJ>

n=0

=2
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onde na tltima manipulacao, multiplicamos duas funcoes geradoras exponenciais

em séries de poténcias.

Obtemos a férmula para d (n, k), substituindo a expressao para funcao geradora

2"% dos nimeros de Stirling de primeiro tipo

Z d(n,k)z"
k=0

> (S]]
>S5 ()['5]
3 E ] FE
sy ()

e Ok

k'=0 \j'=0

)

onde na pentltima passagem invertemos a ordem dos somatorios e na ultima

aplicamos as mudancas de varidveis mudas j — &’ e k — j'. Desta forma concluimos

a demonstracao. m
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Corolario 39. Seja m € N, fizado. O nimero de permutacoes de S, cuja m-ésima

poténcia é a identidade possui como funcao geradora exponencial

24
exp E —
d
dlm
Dem. Segundo as observacoes feitas anteriormente, se ¢ = e, entao todos os seus

comprimentos de ciclos devem ser divisores de m. Desta forma, no indice de ciclos de

S, fazemos esta triagem colocando

[ 1,se jlm
1= { 0, c.c.

e obtemos diretamente do Teorema 36 a funcao geradora requerida. m

Corolario 40. O niumero de involugoes t, em S, é dado pela funcdo geradora

n>0
Dem. Basta tomar m = 2 no Corolario 39 e observar que apenas a identidade ¢ e

transposicoes t satisfazem t> = e. m

3.3 Interpretacido probabilistica do Indice de Ciclos de S,

Como n! é o niimero total de permutagoes de S,, e h (k1, ..., k,) é o nimero delas que
possui tipo ciclico k = (ki, ..., k,), em vista do Teorema 31, podemos interpretar o
indice de ciclos

1
Z(Sn;xl7-.'7a7n) = Z (_h(k17,kn)) J}If1:1312€2...:132"

n!
k1+ko-24...+kn-n=n

kje{0}u[n]
de forma probabilistica, colocando x* = z}'ak2.. zkn,
Z(Sn;x1y.. ., 2p) = Z Prob (k,n)x*

ki+ko-2+...+kn-n=n
kje{0}U[n]
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onde Prob(k,n) é a probabilidade de que uma permutagao de n simbolos possui o
tipo ciclico k.
A seguir demonstramos um lema elementar, que nos permitird extrairmos infor-

magoes analiticas da fungao geradora formal para o indice de ciclos de S,,.

Lema 41. Seja ), b; uma série convergente no sentido usual. Entio na expansao

em série de poténcias da fun¢ao
1 i "
1 _Zijz = Zanz
J n

temos que lim,, v, existe e é igual a ), b;.

Dem. Por manipulacdo de séries de poténcias (ver [12, Pdg. 37]), temos que «, é a
soma dos b; para j < n. A tltima soma claramente aproxima o limite requerido. m
Sejam |z| < 1 e T um conjunto (finito ou infinito) de inteiros positivos, com a
propriedade que
1
>l
t
teT

Na funcao geradora C' (x, z) colocamos todos x; = 1 para todo ¢ ¢ T Isto significa
que nao estaremos interessados nos comprimentos de ciclos que nao estao no conjunto

T. Os demais sao arbitréarios, e portanto

C(x,2z) = ZZ Sni 1y ey Tpy) 2"
n=0

= exp (Zx Y )

1€T Z¢T

1
= exp z '+ log T
ZET o
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Pelo Lema 41, escolhendo os x; limitados para ¢ € T, temos que o coeficiente de
2" na iltima expressao acima se aproxima do limite
(; — 1)
ex —
(2
€T
quando n — co. Assim temos provado que lim,, ., Prob(k,n) existe, e concluimos o

seguinte resultado:

Teorema 42. Seja T um conjunto de inteiros positivos tais que ZteT% converge, e
seja k um wvetor de tipo ciclico fixado. Entao a probabilidade de que o tipo ciclico
de uma permutacao qualquer escolhida ao acaso, coincida com k em todos os seus
componentes cujos indices pertencam a T existe e € igual a

e_(ZtET%) [xk] exp <Z %) = . (1 (3.4)

1
teT ettht kt!>

Exemplo 43. Tome T = {1}, o que significa que estamos interessados apenas em
pontos fizos. Entdo por (3.4), a probabilidade de que uma permuta¢ao escolhida aleato-
riamente tenha exatamente k pontos firos é dada por ﬁ,Vk > 0. Obuviamente as

permutacoes de

Exemplo 44. Tome T = {r}, entao a probabilidade de que uma permutagao escolhida
aleatoriamente tenha exatamente k r-ciclos é dada por

1

1 bl
errkk!

Vk > 0.

Exemplo 45. Seja T = {r,s}. A probabilidade de que uma permuta¢do escolhida
aleatoriamente possua exatamente k, r-ciclos e exatamente ky s-ciclos é

1

1 1 *
ertsrkrghsk 1k,

Definigao 46. Se Re(s) > 1, definimos a fungdo zeta de Riemann por

)=

n=1
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Exemplo 47. Seja s € N, s > 2. Qual é a probabilidade de que uma permuta¢ao es-
colhida aleatoriamente nao possua ciclos de comprimentos que sejam s-ésimas potén-
cias naturais?

Tomamos Ts = {n®:n € N} e k com componentes quaisquer cujos indices nao
pertencam a Ty (isto é, que ndo sejam s-ésimas poténcias). Primeiramente observa-
mos que .

Sr=> o =c)
teTy n=1

converge para s > 2. Pelo Teorema 42, esta probabilidade é dada por

Para s = 2 é bem sabido que ((2) = %f. Desta forma, a probabilidade de que
uma permutacao escolhida ao acaso nao possua ciclos de comprimentos que sejam
quadrados é de

e~ ~ 0,193

aprozimadamente 20%.
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Capitulo 4

ACAO DE GRUPOS E COLORACOES

4.1 Introducao

Considere um tabuleiro de xadrez 2 x 2. Temos um total de 2* = 16 coloracoes

utilizando 2 cores (preta e branca):

n -

C5

C10 Cl11 Ci12

Cl4 C15 Cl6

Figura 3: 16 coloracoes de um tabuleiro de xadrez 2 x 2, nas cores preto e branco.
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Do total listado acima, podemos inferir os seguintes conjuntos de padroes equiv-

alentes:
{C1}
{C2,C3,C4,C5}
{C6,C7,C8,C9}
{C10,C11}
{C12,C13,C14,C15}
{C16}

Assim, por exemplo C'6 e C'8 estao no mesmo conjunto, pois um pode ser obtido
do outro através de uma rotagao de um angulo 7. Num tabuleiro 2 x 2 por ser
mais simples, nao faz diferenca se considerarmos ou nao as reflexoes; isto é, basta
considerarmos as rotagoes para diferenciar os padroes.

Se tivéssemos por exemplo, considerando tabuleiros 3 x 3, os diagramas abaixo
nao poderiam ser obtidos um do outro apenas por rotagoes; necessitarfamos também

das reflexoes.

Figura 4: Um padrao nao pode ser levado no outro por rotacoes

De qualquer forma, nas nossas observacoes sobre padroes de coloragao equivalentes
sao as simetrias do quadrado que estao sendo consideradas na diferenciacao. O que
estao implicitos em toda esta discussao sao conceitos sobre a interagao entre um grupo
(como o de simetrias de um quadrado, por exemplo) e os membros de algum outro
conjunto (como as 16 coloragoes do tabuleiro 2 x 2).

Queremos descrever a situagao geral onde temos uma interacao entre um grupo
G e um conjunto X nao vazio.

Por motivos didaticos, devemos manter este exemplo dos tabuleiros de xadrez

em mente nos desenvolvimentos a seguir. Utiliza-se largamente a referéncia [1] nas
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visualizacoes e construgoes dos conceitos que permeiam todo este trabalho.

4.2 Acao de grupos

Definicao 48. Seja G um grupo e X um conjunto nao-vazio. Dizemos que G age em
X se, para todo g € G e para todo x € X, existir um elemento g-x € X satisfazendo
as sequintes propriedades:

(A1) Para todo x € X, eq - x =z, onde ec € a identidade de G.

(A2) Para todo g,h € G, x € X, temos

g-(h-x)=(gh)-x

O axioma (A1) significa que a agdo do elemento identidade de G é sempre trivial,
isto é, fixa todo elemento de X.

O segundo relaciona a acao do grupo a sua operacao.

Sempre que um grupo age em um conjunto, dizemos que temos uma a¢ao de grupo,
e os axiomas (Al) e (A2) sdo chamados de aziomas de a¢do de grupos.

Ao contrario do que fazemos com as operacoes de grupos, jamais devemos omitir o
simbolo - que representa a acao de grupos. Isto porque estamos combinando elementos

de conjuntos que geralmente sao diferentes (G e X).

Exemplo 49. Tome G como o grupo das simetrias do quadrado, e seja X o conjunto

das coloragoes de um tabuleiro 2 X 2 nas cores preta e branca.

Exemplo 50. Tome G como o grupo das simetrias rotacionais de um cubo, ¢ X o

conjunto de coloragoes das faces do cubo usando as cores vermelho, preto e verde.

Exemplo 51. Seja G qualquer grupo e X o conjunto dos elementos de G. Definimos

uma agao de grupo por

Vg, x € G, temos g-x = grg "
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1

Esta acao é chamada de conjugacao e o elemento do grupo grg— é chamado de

conjugado de x, como visto anteriormente.
Abaixo encontra-se um lema fundamental para acoes de grupos.

Lema 52. Seja G um grupo que age no conjunto X . Entao para todo g € G, x,y € X,

temos

gm:y@gily:x
Dem. Sejam g € G, =,y € X e suponha que g -z = y. Entao

gty = g'-(9-m)

A reciproca é obtida aplicando o que acabamos de demonstrar, trocando x por y

egporgl. m

4.3 Coloracoes e acoes de grupos

Primeiro, como um exemplo mais concreto, consideramos novamente o tabuleiro de

xadrez 2 x 2.

(05] (05}

(0] Oy

Figura 5: Tabuleiro 2 x 2 genérico

Entao, se estamos colorindo de branco e preto, podemos considerar uma coloragao

f como uma aplicagdo do conjunto dos quadrados {a;, as, as, @y} no conjunto das
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cores {preto, branco}, isto é
fAar, az,a3,a4} — {preto, branco}

As 16 coloragoes diferentes correspondem entao as 16 aplicacoes diferentes com os
dominios e contradominios definidos acima.
A titulo de exemplo, a coloragao correspondente a C'10 denotada por fip é a

coloragao

Figura 6: Coloracao C'10

determinada por

fio (o) = fio (aq) = preto

fio(a2) = fio (a3) = branco

Como utilizaremos este exemplo do tabuleiro 2 x 2 de maneira recorrente, é con-
veniente denotar por f; a coloracao correspondente ao diagrama C'j da Figura 3.

Procedemos agora para a definicao geral do conceito.

Definig¢ao 53. Sejam C' e D dois conjuntos nao-vazios (em geral sao diferentes tam-
bém), e X = F(D,C) = CP, o conjunto de todas as fung¢oes com dominio D e
contradominio C'. Dizemos entao que qualquer funcdo f € X é uma coloragao de D

em C.

Estaremos mais interessados nos casos em que C' e D sao finitos, e se #D =
n,#C = m, temos pelo principio multiplicativo um total de m™ coloracoes de D

diferentes, isto ¢ #X = m"



40

Exemplo 54. Se D é um conjunto de contas ou pedrinhas, podemos ter C' como

conjunto das formas {quadrada,redonda,triangular}.

Exemplo 55. Se D é um conjunto de quadrados de um tabuleiro 2 x 2, podemos ter

C' como o conjunto das cores {preto,branco}

Agora relacionamos o conceito de acoes de grupos com coloragoes.
Tomamos G como algum grupo de permutagoes de simbolos de D. Isto é, G é
algum subgrupo de S (D), o grupo de todas as permutagoes do conjunto D.

Definimos uma acao de GG no conjunto das coloragoes X, por
VoeGVfeX=0-f=foo ! (4.1)
Teorema 56. A férmula (4.1) acima define uma a¢io de grupo.

Dem. Seja e a identidade de G. Entao e é a aplicacao identidade e : D — D e para

toda f € X,
e-f=foel=foe=]

e assim (A1) se verifica.

Sejam 01,09 € G e f € X. Entao, pela nossa definicao,

oy-(01-f) = o2-(foor?)
= (fooi')ooy!

= fo(oytooy?)
fo(oaoay) ™

= (0g007)-f

e portanto (A2) também é vélido concluindo a demonstragao. ®
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Capitulo 5

ORBITAS E ESTABILIZADORES

5.1 Orbitas e relacoes de equivaléncia

Definimos o conceito de agao de grupos, de forma a estabelecer o que entendemos
por diferentes padroes de coloracao. No caso do tabuleiro 2 x 2, o grupo relevante é
o grupo de simetrias do quadrado. Consideramos que duas coloracoes do tabuleiro
sao essencialmente as mesmas se a agao de uma das simetrias leva uma coloragao na
outra. Agora tornamos mais precisos estes conceitos de equivaléncia.

Lembramos que consideramos X como um conjunto finito.

Definicao 57. Seja G um grupo agindo em X. Definimos uma relagao ~g em X da

sequinte forma:

Para todo v,y € X,

r ~ gu<=dgeGtalqueg-r=y
Para simplificar a notagao, vamos denotar esta relacao simplesmente por ~.
Lema 58. A relagio ~ no conjunto X é uma relagdo de equivaléncia.

Dem. Mostramos que ~ é reflexiva, simétrica e transitiva.

Sejam z,y,z € X. Como e € G é sua identidade, por (Al) segue que e-x = x e
portanto temos que x ~ x, e ~ é reflexiva.

Se tivermos que x ~ vy, entao existe g € G com ¢g-x = y. Como G é grupo, existe

1

o inverso ¢g~! e pelo Lema 52 temos que ¢~! -y = x e portanto y ~ . Assim ~ é

simétrica.
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Suponhamos agora que x ~ y e y ~ z. Entao existem g,h € G tais que g-x =y

e h-y =z Como G é grupo, temos que hg € G e usando (A2) obtemos
(hg) - x=h-(g-2)=h-y==z

o que implica em x ~ z. Isto mostra que ~ é transitiva, e encerramos a demonstracao
do lema. m

No exemplo envolvendo as coloragoes do tabuleiro de xadrez, temos que as classes
de equivaléncia sao aqueles conjuntos que possuem coloracoes todas com o mesmo
padrao.

Em geral, as classes de equivaléncia da relacao ~ sao chamadas de drbitas da acao

do grupo. A érbita a qual o elemento x pertence é denotada por O,. Assim
O, =0y<=x~Yy

e como x ~ Yy <= y = ¢ - x para algum g € G, segue que
O,={g-v:9€G}

No Exemplo 51, as classes de equivaléncia sao chamadas de classes de conjugacao
do grupo em questao. Assim, se G = S,,, existe um total de p(n) classes de conjugacao
em vista dos resultados anteriores.

Como as 6rbitas sao classes de equivaléncia, elas particionam o conjunto X em
conjuntos disjuntos.

Assim nossa pergunta de quantos padroes diferentes temos ao colorir os tabuleiros

¢é na verdade a de quantas orbitas diferentes existem.

5.2 Estabilizadores

Na segao 4.2, através do axioma (A1), determinamos que a identidade e de um grupo
G agindo em X, fixasse todos os elementos de X. No entanto, podemos ter, além da

identidade, outros elementos de ¢ fixando elementos de X.
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Assim, dado z € X, chamamos de estabilizador de x, o conjunto dos elementos

de G que na agao de grupo fixam .

Definigcao 59. O estabilizador S, de x é definido por
S:={9g€G:g-z=u}

O lema a seguir mostra que para qualquer x € X, o estabilizador S, é um subgrupo

de G.

Lema 60. Seja G um grupo agindo em X. Entdo, para todo x € X, temos que S, é

subgrupo de G.

Dem. Verificamos as condigoes de subgrupo para S,. Primeiro suponha que g,h €

S;. Entdo g-x =x e h-x =z, e pelo axioma (A2) temos que

(gh) -z =g-(h-2)=g-z=2

e assim gh € S,, o que mostra que S, é fechado.

Por (Al), ez = x e assim S, contém a identidade de G.

Novamente, se g € S, temos que ¢g-x = z e pelo Lema 52 temos que ¢~ ' -2 = 2
o que mostra que ¢! também estd em S,. Assim S, ¢ um subgrupo de G. m

Abaixo consta um quadro com os estabilizadores e as ¢érbitas das coloragoes de

um tabuleiro de xadrez 2 x 2:
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Elemento de X Estabilizador Orbita
C1 {67a17a’27a37p17p27QI7q2} {Cl}
02 {67 ql}
C3 {e q2}
’ C2,C3,04,C5
_4 {67 Q1} { 5 ) s }
C'5 {67 92}
06 {€7p2}
c7 {e pl}
’ C6,C7,C8,09
8 {e,pz} { s ) ) }
09 {67}71}
C'10 {e7a27Qlaq2}
C10,C11
Cll {€7a27QI7QZ} { ’ }
012 {67 q2}
013 {67 C]1}
C'14 {67(]2} {012,013,014,015}
C15 {e,q1}
Cl6 {67a17a27a3;p1;p27Q1;Q2} {016}

Observe que em todas as linhas (elementos = de X)) temos a equagdo # (O,) X
# (S,) = 8. Isto ndo é uma coincidéncia e a seguir estd um teorema a respeito, muito

importante para nosso estudo.

Teorema 61 (O Teorema Orbita—Estabilizador). Seja G um grupo que age em X.

Entao para cada v € X,

# (Oa) x # (5:) = # (G)

Dem. Pelo Lema 60, temos que .S, é um subgrupo de GG, e pelo teorema de Lagrange
segue que

G+ S,| x #(S,) = # (G)

Assim precisamos mostrar que
#(0,) =G : S, (5.1)

Os elementos de O, possuem a forma ¢ - x, para g € G e as classes laterais de S,

possuem a forma ¢S, para g € G. Podemos provar a equagao (5.1) mostrando que a
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correspondéncia g - ¢ < ¢S, é uma correspondéncia um-a-um entre os elementos de
O, e as classes laterais de S, em (G. Em outras palavras, basta mostrar que, para
todo g,h € G,

9gS; =hS, <= g-x=h-x

Sejam g, h € G. Entao

gS, = hS, h=lg € S,, pelo Lema 60

(h~ g) x = x, pela definicao de S,
h=t-(g-z) =z, por (A2)

g =

x = h -z, pelo Lema 52

IIIIM

Corolédrio 62. Seja G um grupo finito que age no conjunto X. Entdo o nimero de

elementos de X em cada orbita é um divisor da ordem de G.

Dem. Imediata a partir da equacdo multiplicativa do teorema Orbita-Estabilizador.
]

O teorema Orbita-Estabilizador fornece uma relacéo entre o nimero de elementos
em cada ¢rbita e o nimero de elementos em cada estabilizador. Abaixo estd um
resultado, que serd modificado adiante para a obtencao do lema de Burnside, que

fornece uma férmula para o nimero de diferentes érbitas da acao.

Teorema 63. Seja G um grupo finito agindo em X. FEntdo o nimero de drbitas

distintas é dado por

Z#

:J:EX

Dem. Suponhamos que existam m 6rbitas distintas O,,,...,0,,. Se 1 < j < m,

m*
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temos para a j-ésima Orbita que

Z #(S;) = Z &, pelo Teorema Orbita-Estabilizador

€0 2€0:;

= #(G) Z m, pois O, = O, para todo = € O,

DA =D ) #(S) =) #(G) =m#(G)

zeX j=1 :cEOzj j=1

o que nos fornece o resultado desejado. m

Observe que esta féormula ainda nao é de muito uso, pois devemos listar todos os
elementos de X, o que nos possibilitaria, sem nenhuma teoria elaborada, diferenciar
os padroes desejados por inspegao. No caso do tabuleiro 2 X 2, temos que # (X) = 16,
mas no caso do tabuleiro de xadrez 8 x 8, por exemplo, temos que # (X) = 264 > 109,

0 que torna impraticdvel listar todos os elementos de X.

5.3 Objetos rotulados e nao-rotulados

Agoes de grupos e estabilizadores sao tteis no discernimento entre objetos rotulados
e nao-rotulados. Nesta secao, objetivamos um desenvolvimento nao tao formal destes
conceitos, a titulo de exposi¢ao. Para maiores detalhes, ver [2, Secoes 14.1-14.4].
Podemos considerar um objeto como um par (X,S) onde X é um conjunto e S
uma estrutura qualquer em X, que nao precisa ser especificada. S pode consistir
de pares ordenados ou nao-ordenados (isto é, grafos ou digrafos) de elementos de
X, um conjunto de subconjuntos ou particoes de X, etc. O importante é que, dado

uma permutacao g de X, deva existir uma maneira natural de aplicar ¢ em S. Por
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exemplo, se (X,S) é um grafo, entdo aplicamos g a cada aresta em S para obter o
conjunto de arestas ¢S.

Uma permutagdo g de X é um automorfismo de (X,S) se ¢S = S. O grupo
de automorfismos de (X,S) é o conjunto Aut (X,S) de todos os automorfismos de
(X,S).

Seja C uma classe de objetos com estruturas num conjunto [n]. Os elementos
de C podem consistir de grafos, familias de conjuntos, etc. Dizemos que dois objetos
rotulados C' e C” em C sao contados como o mesmo objeto nao-rotulado se, e somente
se, eles sao isomorfos, isto é, se existir uma permutacao de .S,, que mapeie a estrutura
de C na de C".

Consideramos entao a acao de S, na classe C de objetos rotulados (entendendo
que as permutagoes de S, agem nas respectivas estruturas dos pares). Nesta agao,
objetos nao rotulados correspondem as orbitas, e o estabilizador de um objeto C' é
na verdade seu grupo de automorfismos; isto é, o conjunto de todas as permutacoes

de S,, que o fixam.

Teorema 64. (i) O nimero de diferentes rotulagées de um objeto C' € C é igual a

n!

| Aut (C)]

(1) Suponha que existam M objetos rotulados e m objetos nao rotulados, Cy, ..., Cy,
em C. Entao .
1 M
; [Aut (C;)] — n!
Dem. (i) Pelo Teorema Orbita-Estabilizador temos que YC' € C, |O¢||Sc| = | S| =
n!. A cardinalidade da érbita representa o niimero de objetos rotulados de C que sao

isomorfos ao objeto C. Assim desejamos saber o valor de

n! n!

O p— p—
10l = 1561 = Taw (@)
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(ii) Temos

e 1
2 Ty~ 2= 1%
7=1

j=1
e como existem m objetos nao rotulados em C, temos m 6rbitas no total. Desta

forma, como temos M objetos rotulados no total, e as érbitas particionam C, segue

imediatamente que

> 10c,| =l =M
j=1

5.4 O Lema de Burnside

Apesar do lema a seguir ter se associado ao nome de William Burnside, ele foi
primeiramente provado por Georg Frobenius em 1887. Burnside publicou um livro
muito influente em teoria dos grupos e sua primeira edi¢ao foi o primeiro texto em
inglés deste assunto, por exemplo. Nesta primeira edicao, Burnside coloca o teorema
e o atribui a Frobenius, mas essa atribui¢ao nao passou para a segunda edigao, de
muito maior penetracio. E provdvel que isso tenha originado toda essa confusio
histérica.

A fim de se obter a versao desejada para o nimero de érbitas, considere a figura

abaixo,
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Elementos de X

Hx.

aQ

:ﬁ::::i\? -

Elementos de G

Figura 7: Elementos de G versus Elementos de X

onde as linhas correspondem a elementos de G e as colunas a elementos de X.

Marca-se uma entrada na tabela na intersecao de uma j-ésima coluna com uma
i-ésima linha, isto é, da coluna de um elemento de X, com a linha de um elemento
de G, se e somente se,

Gi"Tj =Ty

isto &, se e somente se, g; € .

Assim, o nimero de marcas em uma coluna j é # (ij) e portanto o nimero total
de marcas na tabela é ) # (5;).

Agora ao invés de adicionarmos as marcas por colunas, adicionaremos por linhas.

O nimero de marcas na i-ésima linha é dado pelo ntimero de elementos do conjunto
{reX g -x=ux}
isto é, o nimero de elementos de X que sao fixados pelo elemento g; de G.
Definigcao 65. Seja G um grupo agindo em X, definimos o Fix de g € G como
Fiz(g)={reX:g -z =1z}

Observe que Fix (g) é igual a ki (g), o nimero de pontos fizos da permuta¢io g.
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Se somarmos o total de marcas de cada linha, obtemos todas as marcas da tabela,
isto &,

D #(Fix(g) =D #(S.)

geG zeX

Demonstramos entao o lema, fundamental em todo este estudo:

Teorema 66 (Lema de Burnside). Se G é um grupo finito agindo em um conjunto

X, entao o numero de drbitas distintas é dado por

> #(Fiz(g))

geG

L
#(G)
5.5 Aplicagoes do Lema de Burnside

Problema 67. Obter o nimero de permutacgoes circulares de n elementos; isto €,
determinar o numero de maneiras de arranjarmos n objetos distintos em torno de

um circulo.

Solucao 68. Neste problema, o conjunto X de colora¢des é formado pelas n! per-
mutagoes (aqui C = D = [n]) dos n objetos distintos. Para definirmos o grupo G
de stmetrias, basta notar que uma disposicao em circulo é considerada a mesma que
outra, se uma puder ser obtida da outra por alguma rotagao de 27” Portanto o grupo
G € o composto pela identidade e por (n — 1) rotagoes. A identidade e fixa todos o0s
n! elementos de X, mas qualquer outro elemento g € G é tal que Fix (g) = 0. Isto
porque os n elementos sao todos distintos e qualquer rotacao nao-trivial leva uma
configuracao de X em alguma outra diferente. Pelo lema de Burnside temos entdo
que o numero de permutacoes circulares de n elementos é dado por

n—1 zeros

——
- n+0+...4+0| =(n—-1)!
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Problema 69. De quantas maneiras diferentes podemos pintar as faces de um cubo,
utilizando ¢ cores diferentes? Calcule o nimero de pinturas utilizando as cores ver-

melho, preto e verde.

6

W

Solucao 70. O nimero total de coloragoes presentes em X neste caso é dado por ¢
pois um cubo tem 6 faces. Entendemos por igualdade entre uma pintura e outra, se
uma puder ser obtida da outra por alguma simetria de rotacao do cubo. No Exemplo
8 listamos as 24 simetrias rotacionais do cubo descrevendo-as em T itens. Uma
coloracao de X é fizrada por g € G se, e somente se, todas as faces no mesmo ciclo
de g possuem a mesma cor. Vamos calcular aqui para cada simetria de cada item
quantos elementos de X ela fiza:

(1) A identidade e fiza todos os elementos de X = Fiz (e) = c°;

(2) Cada rotagio de 5 pelo eivo indicado em (a) possui 1 ciclo de comprimento 4 e
2 ciclos de comprimento 1 nas faces. Assim, se uma coloragdo destas faces permanece
inalterada apds a rotacao, teremos ¢ diferentes possibilidades de cores para as 4 faces
que compoem o ciclo de comprimento 4 e ¢ cores diferentes para as faces de cada ciclo
unitdrio. Portanto pelo principio multiplicativo, temos c-c-c diferentes coloracdes que
sao fizadas por cada rotagdo de G indicada em (a). A contribuicio destas 3 rotagdes
é de 3c3;

(3) Para a rotagao de w pelo eixo indicado em (a), temos 2 ciclos de comprimento
2 e 2 ciclos de comprimento 1. Pelas mesmas consideragées feitas no item (2) acima,
concluimos pelo principio multiplicativo que o Fix de cada uma das 3 rotagoes é dado
por c-c-c-c. Assim a contribuicio destas 3 rotacoes é de 3ct;

(4) Uma rotagao de % pelo eizo de (a) é equivalente a wma de —% pelo mesmo
eizo. Por simetria temos a mesma contribuicao do item (2), isto é, 3¢3;

(5) Cada rotagio de m pelo eizo indicado em (b) possui 3 ciclos de comprimento
2. Assim temos uma contribuicdo de 6¢3;

(6) Cada rotagdo de 3F pelo eizo indicado em (c) possui 2 ciclos de comprimento
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3. Portanto temos uma contribuicdao de 4c?;

47

~ p: . 27
(7) Uma rotagdo de =3 ¢é equivalente a uma de —

55 € por simetria temos a mesma
contribuicio do item (6), isto é, 4¢*.

Pelo lema de Burnside, temos entdo que o nimero de pinturas distintas das faces
do cubo utilizando c cores é

1 1
21 (06 +33 +3c* + 33 4+ 6¢% + 4% + 402) = 21 (06 +3ct+ 12683 + 802)

Para 3 cores, basta substituir ¢ = 3 no polinémio acima para obter 57 pinturas dis-

tintas.

Problema 71. Quantas moléculas organicas diferentes da forma

Figura 8: Molécula com C no centro e 4 ligacies

existem, onde C' é um dtomo de carbono e cada X denota qualquer um dos 4
componentes CHsz (metil), CoHy (etil), H (hidrogénio) ou Cl (cloro)? (Aqui da
quimica sabemos que cada molécula desse tipo pode ser modelada por um tetraedro

reqular com o carbono ocupando seu centro e os componentes X ocupando os vértices).

Solugao 72. Considere a figura abaixo exibindo os dois tipos de eixo de rotacdo que

o tetraedro reqular possui:
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(a) (b)

Figura 9: Os 2 tipos de eizos das simetrias rotacionais do tetraedro regqular

Temos um total de 4* = 256 coloracgoes diferentes no conjunto X, pois neste caso
estamos colorindo os vértices do tetraedro com 4 "cores” distintas. G é definido como
o grupo das 12 simetrias rotacionais do tetraedro regular e vamos calcular o Fix de
cada uma elas:

(1) A identidade fiza todas as 256 coloragdes de X .

(2) Temos 8 simetrias de rotagao pelo tipo de eixo indicado em (a), que passa por
um vértice e pelo centro da face oposta. Sao 4 simetrias de rotagdo de um dngulo
de 2?” e 4 simetrias de rotagcao de um dngulo de —%”. Cada rotagao é composta de 1
ciclo de comprimento 1 e 1 ciclo de comprimento 3. Assim temos uma contribuicdo
de 8 -4 -4 =128 coloragoes fixadas.

(3) Temos 3 simetrias de rotag¢io de um dangulo de w pelo tipo de eixo indicado em
(b), que passa pelos pontos médios de arestas opostas. Cada rotacao desta é composta
de 2 ciclos de comprimento 2. Portanto temos uma contribuicao de 3 -4 -4 = 48
coloragoes fixadas.

Aplicando o lema de Burnside obtemos que o nimero de moléculas distintas nas

condigoes do problema é igual a

1
o5 (256 + 128 + 48) = 36
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Capitulo 6

O TEOREMA DE ENUMERACAO DE POLYA

6.1 Introdugao

Vamos desenvolver um método algébrico para descrever coloragoes, utilizando fungoes
geradoras. Aqui a situacao ideal é obter uma fungao geradora que determine o niimero
de padroes de cada tipo para a situagao em questao.

Ja vimos que temos um total de 16 maneiras de colorir um tabuleiro de xadrez
2 x 2, sem considerarmos as relagoes de equivaléncia de padroes; isto é, nao estamos

contando as drbitas. Observe que na expansao
(p+b)*=@+b)(p+b)(p+0b)(p+b) =p*+4p°b + 6p** + 4pb® + b*

obtemos cada coeficiente escolhendo de cada parénteses o simbolo p ou b, e isso
corresponde as 16 coloragoes diferentes do tabuleiro 2 x 2 nas cores preta e branca.
Mais ainda, cada termo na expansao lista o nimero de coloragoes de acordo com
quantas cores brancas e pretas estao sendo utilizadas. Deste modo, o termo p?b tem
como coeficiente 4, que é o nimero de coloragoes (C'12, C'13, C'14 e C'15) contendo 3
cores pretas e 1 branca. O termo p* tem coeficiente 1, indicando que temos apenas 1
coloragao (C'16) contendo 4 cores pretas.

No entanto, esta expressao algébrica nao nos diz nada acerca de quantos padroes
diferentes existem por equivaléncia; isto é, nao nos exibe informagoes sobre as 6rbitas

das coloracoes.

6.2 Pesos de coloragoes, enumerador de estoque e inventarios

As definicoes a seguir serao necessdrias para a construgao do Teorema de Pdlya, que

fornece a funcao geradora contendo a informagao sobre as érbitas das coloragoes.
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Os simbolos algébricos p e b correspondem as cores preta e branca, respectiva-
mente, ambas elementos do conjunto C'. No caso geral, entendemos por uma fungao
peso no conjunto C'; uma funcao w que associa a cada ¢ € C', um simbolo algébrico

ou um nimero denotado por w (¢), denominado peso de c.

Definicao 73. Uma funcao peso w no conjunto C' é qualquer func¢io w : C — R,

onde R é um anel comutativo contendo 0s ractonais.

Entendendo o conjunto C' como um estoque de cores que podemos utilizar para

"pintar" os elementos de D, definimos abaixo uma funcao geradora especial.

Definicao 74. O enumerador de estoque de C' por peso w é definido como sendo a

soma ) . w(c).

Isto ¢, o enumerador de estoque representa de maneira algébrica todos os valores

que os elementos do conjunto D podem receber através das coloragoes de D em C.

Exemplo 75. Sejam C = {vermelho claro,vermelho escuro,azul}, w (vermelho claro) =
r, w (vermelho escuro) = R e w (azul) = a. Entdo o enumerador de estoque (de tin-
tas, ou cores, no caso) é r+ R+a; isto é, interpretando a soma como fung¢do geradora,
significa que temos exatamente 1 cor vermelho clara, 1 cor vermelho escura e 1 cor

azul.

Mais a frente consideraremos o enumerador de estoque como uma série de potén-
cias formais.
Para enumerarmos érbitas de coloragoes por peso, necessitamos também definir o

peso de uma coloragao.

Definigao 76. Para cada coloragio f € X, definimos seu peso W (f) pela equagdo

W (f)=[]w(f(@)

deD
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O lema a seguir serd utilizado na demonstragao do teorema de Pélya, ele nos diz

que coloracoes na mesma Orbita possuem o mesmo peso.
Lema 77. Sejam f1, fo € X. Se fi1 ~ fo entao W (f1) = W (f2)

Dem. Como f; ~ f5 entao existe g € G tal que fy = g - fi. Desta forma

Wi(f) = Wig-f)= HW((Q'fl)(d))

deD

— [Tt

deD

= H w(fi (97" (d)))

deD

= [Jwh@)=w(n)

d'eD

Agora definimos o conceito de inventario.

Definigao 78. O inventario de S C X ¢ definido por
> W)
fes
O problema de maior interesse para nosso estudo é o de determinar o inventdario
das coloragoes que contém exatamente 1 coloragdo de cada padrao (6rbita). Vamos

a definicao do inventdrio padrao, que sera fornecido pelo Teorema de Enumeracao de

Pélya.

Definicao 79. O inventério padrao Fg é definido como sendo a soma
Fo=Y W(f):=> W(/)
fER

onde a soma é estendida sobre um sistema de representantes R para as drbitas da

acdo de G em X = CP.
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Para termos os conceitos dados acima fixados, retornamos ao exemplo do tabuleiro
2 x 2.

Relembramos que D = {ay, asg, a3, o }, 0 conjunto dos 4 quadrados do tabuleiro,
C = {preto, branco}, o conjunto das cores e X = F ({1, az, a3, ay}, {preto, branco})
¢é o conjunto das coloracoes de D em C.

A fungao peso no nosso exemplo é dada por

w (preto) = p
b

A coloragao fig € tal que

= preto

= branco

()

fio(az) = branco
(a3)
()

= preto

e portanto

W (fio) = Hw(flo(d)):w(flo(al))w(flo(042))°~’(f10(a3))w(f10(a4))

deD
= w (preto)w (branco) w (branco) w (preto)

= pbbp
— p2b2
O inventdrio de todas as 16 coloragoes (isto ¢ S = X)), como visto anteriormente,

¢ dado por

S W(f) =p*+ 4%+ 6p°6 + 4pb® +b* = (p+ )",
fex
enquanto que o inventdrio padrao é

F(;:Z*W(f) = p* + pPb + 202 + pb® + b,

conforme pode ser visto na Figura 3.
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6.3 Demonstracao do Teorema de Pdélya e Coroléarios

Teorema 80 (Teorema de Enumeragao de Pélya - TEP). Seja X = F(D,C) o
conjunto de todas as coloragoes do conjunto D em C', e seja w uma fun¢do peso em
C. Seja G o grupo das permutacoes de D que age em X de maneira usual. Se o

indice de ciclos de G é

Z (G;.ﬁCl,!EQ,l’g, )

entao o tnventdrio padrao Fg é dado por
Fo=Y W(f)=2 (G;Zw(c),ZW(C)Q,ZW(C)?’,..)

ceC ceC ceC
Dem. Seja N = >, » W (f) com a soma estendida a todos os pares (o, f) com
c€G,feCPeo-f=f. Entdo temos

N=3 WIS

fecb
onde Sy é o estabilizador de f. Considere os termos W (f) |S¢| enquanto f percorre
uma 6rbita Oy, de G em CP: cada valor deste é igual a W (fp) % onde fy é um
representante da orbita Oy, coloragoes na mesma érbita possuem o mesmo peso e
utilizamos o teorema érbita-estabilizador.

A soma de tais termos ¢ igual a W (fy) |G|, e entao se torna claro que

N=1G1Y W)

Analisando a soma N por outro lado, temos que
N=> > W
oG o-f=f
Assim, relembrando a defini¢cao de Z (G), vemos que a prova estara completa se

mostrarmos que

S W)= (zw <c>)kl (zw <c>2)k2 . (zw <c>n) ’

o-f=f ceC ceC ceC
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onde o é uma permutagao de tipo T'C () = (k1, ka2, ..., kn).

Uma aplicacao f : D — (' é fixada por o se, e somente se, f é constante em cada
ciclo de o0 em D.

Sejam C4,Cs, ..., Ck, Cr41,...,Ck 0s ciclos de 0 em D, onde k = k; + -+ - + k.

As aplicacoes f € CP fixadas por o estdo em correspondéncia 1-a-1 com as k-uplas
(¢1,...,¢x) de elementos em C ( a aplicagao correspondente ¢ aquela associando ¢; a

todos os elementos de C;).
k

O peso da aplicagao f correspondente a (¢, ..., cx) € H w (ci)‘c"‘ e somando sobre
i=1
todas as k-uplas (¢q, ..., ) obtemos

ZW<f) = Z W<Cl)|01‘w(02)‘(}2|...w(ck)|c'k|

o-f=f C1,C250-45Ck

— Zw 01|1|Zw \2| Zw \k\
= ZW(Cl)lcl- S w(ay) kl'Zw Cel S 0 () 5 ()

Chky Cly
— ZW<C)1”'ZW (c) Z“(C) ...Zw(c)Q...Zw(c)"...zw(c)
EEC ceC ACEC ceC . SGC ceC ,

- (zw@l) (zw) ~~(zw<c>n)
ceC ceC ceC

e isto conclui a demonstracao. m

Corolario 81. Em particular, se todos os pesos sao escolhidos como unitdrios, obtém-

se o numero de padroes distintos, drbitas, pela formula
Z(G;c1,|cl, (] ..

Considerando agora o enumerador de estoque como uma funcao geradora or-

dindria, em série de poténcias formais, coloca-se o peso de cada cor como w (¢) = 27,



60

e impoe-se a restricao de que existe no méximo um ndmero finito ¢; de cores com

peso 7. Entdo temos como enumerador de estoque a funcio geradora

[e.e]
c(z) = Z c;x’
=0

Assim deduz-se mais um corolario

Corolario 82. Seja X = F (D, C) o conjunto de todas as coloragées do conjunto D
em C, e seja c(x) a fungdo geradora que enumera estoque por peso, como definido
acima. Seja G o grupo das permutagoes de D que age em X de maneira usual. Se o
indice de ciclos de G é

Z (G;l’l,ajg,l'g, )

entao o inventdrio padrao é dado por
Z (G; c(z),c (1’2) ,C (x?’) , )

Abaixo interpretamos os coeficientes do polinémio obtido, ao se substituir o enu-

merador de estoque 1+x no indice de ciclos de um grupo G de permutagoes arbitrério.

Definicao 83. Dois r-conjuntos S = {xy,...,x.} e S"={a],..., 2.} sdo chamados

de G-equivalentes, se para algum g € G, gS = S5'.

Coroldrio 84. O coeficiente de x" em Z (G;1+x, 1+ 2% 1+ 23,...) é o mimero de

classes de G-equivaléncia de r-subconjuntos de X.

Dem. No enumerador de estoque 1+ z o termo 1 = 2° pode indicar a auséncia de
um objeto em X enquanto que z = 2! indica sua presenca. Portanto x" significa que
r objetos distintos, formando um r-conjunto, estao presentes. E assim o coroldrio se

segue do TEP. m
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6.4 Aplicagoes

Problema 85. Obter a fun¢do geradora (inventdrio padrdo) para o nimero de col-

oracoes de um tabuleiro de xadrez 2 X 2 nas cores preto e branco.

Solugao 86. Nesta solu¢cao vamos utilizar o grupo diedral, mas sabemos que para
tabuleiros 2 X 2 nao faz diferenca se considerarmos apenas as rotagoes, ou as reflexoes

também.

o (05

O3 Oy

Figura 10: Tabuleiro 2 x 2 genérico

Aqui D = {ay, ag, az, ay }, C' = {preto, branco}, a fungao peso é dada por w (branco) =
b, w(preto) = p. O grupo de permutagoes de D corresponde as 8 simetrias do
quadrado, e portanto

| e (aragagas) , (qay) (aeas) , (aqagasas) , (cnas) (aea) , (0qas) (agag) ,
0= (a205) (a) () , (a1011) () () }

com indice de ciclos dado por

Z (G, x1, 29, 14) = = (7] + 2x72s + 323 + 214) .

1
8
Portanto pelo TEP, devemos substituir x1 por b+p, xo por b>+p? e x4 por b* +p*

em Z (G, x1, T2, x4), obtendo o inventdrio padrio

Fo = %((b+p)4+2(b+p)2 (0 +p%) +3(b2+p2)2+2(b4—|—p4)>

— p4 +p3b+2p2b2 +pb3+b4

como j4 esperdvamos.
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Problema 87. De quantas maneiras podemos colorir as faces de um cubo utilizando
as cores verde, amarelo e branco, de maneira que em cada pintura tenhamos exata-
mente 2 faces amarelas e 2 verdes? E a quantidade de pinturas contendo eratamente

1 face amarela?

Solugao 88. Baseado nas consideragoes da Solugcao 70, podemos obter facilmente

a sequinte expressao para o indice de ciclos das simetrias de rota¢ao de um cubo:

1
21 (x? + 32375 + 617wy + 625 + 8x§)

Colocamos como peso de cada cor

w (amarelo) = a
w(verde) = wv
w (branco) = b

e assim obtemos o enumerador de estoque
a+v+0b

Entao, pelo TEP, temos que o inventdrio padrdao é dado por

1
gplatv 0’ +3(+v+b)’ (> +0* +02)° +6(a+v+b)* (a* + vt +b*) +

+6 (a2 + 02+ 07)° + 8 (a® +0* + 7))

E conveniente usar algum software de dlgebra simbdlica para expandir esta soma

e obter

al + b + 0% + ab® + a®b + av® + v + b® + B +
+2abv* + 2ab*v + 2a*bv + 2a%b* + 2436 + 2a*V* +
+2a%0* + 2a303 + 2a*0? + 20%0* + 20302 + 20M0% +

+3ab?0® + 3ab®v? + 3a%bv® + 3a*b®v + 3a3bv® + 3a’b*v + 6a%b*v?
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Para responder a primeira parte do problema, buscamos o coeficiente do termo
a’v?b?, que é igual a 6.

Para a sequnda pergunta, devemos agrupar todos os termos que contém a':
a (b5 + 05 4 2b0* + 2b%0 + 3b%03 + 3b3v2)
totalizando entao 12 maneiras distintas.

Problema 89. No Problema 71, qual é o nimero de moléculas que contém um ou

mais dtomos de hidrogénio?

Solucgao 90. O indice de ciclos em questao é facilmente obtido de Solugao 72, sendo

dado por
% (:z:"l1 + 8x123 + 3:6%)
Designamos os pesos
w(CHs) = w
w(CeHs) = ws
w(Cl) = ws
w(H) =0

a cada um dos componentes do problema.

Assim nosso enumerador de estoque é
w1 + Wa + Ws

que, pelas nossas consideragoes na se¢ao 8.2, é a funcao geradora para 1 componente
CHs, 1 componente CoHs, 1 componente Cl e nenhum componente H. Desta forma
estaremos enumerando primeiro as moléculas que nao possuem dtomos de hidrogénio.

Pelo TEP, temos entao que o inventdrio padrao é dado por

1
D ((wl + wy + ws)* + 8 (wy + wy + ws) (w} + w3 + w}) +3(wf+w§+w§)2>
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que ao ser expandido resulta em:

4 4 4 3 3 3 3

Wy + Wy + wg + wiwy + wiws + wiwsy + wiws +
3 3 2 2 2

Fwowsz + Wyws + wiwaws + Wiwywsz + wiwaws +

2. 2 2 2 2 2
+wjw; + wiw; + wyws

Portanto temos um total de 15 moléculas nao contendo dtomos de hidrogénio. Re-
pare que a expressao acima diz muito mais que isso, pois nela estd determinada qual
a composi¢cao em componentes de cada uma das 15 moléculas. Também é interes-
sante observar que, na funcao geradora acima, temos apenas 1 molécula para cada
combinacao dos 3 componentes CHz, CoHs e C1.

Como nesta resolucao estamos interessados no nimero total de moléculas, poupariamos
trabalho se tivéssemos logo atribuido o peso 0 ao componente hidrogénio e peso 1 aos

3 componentes restantes. Do TEP obteriamos diretamente o nimero

%(34+8-3-3+3-32):15

Assim, como o nimero total de moléculas obtidas na Solugcao 72 é 36, temos
36 —15 =21
moléculas que contém pelo menos 1 dtomo de hidrogénio.

Problema 91. Qual o nimero de colares distintos, formados por n contas de m cores
diferentes? (Considere separadamente os casos onde apenas rotagdes sao permitidas,

e onde rotagdes e inversoes sao permitidas).

Solugao 92. Ao se considerar apenas as rotacgoes, pelo Coroldrio 81 do TEP, sai

que o nimero é dado por
1
- > o (d)ym (6.1)
din

onde foi utilizado o indice de ciclos de C,,.
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Por outro lado se inversées (reflexdes) também sao permitidas , aplica-se o mesmo

corolario mas utilizando o indice de ciclos de Ds,, e obtém-se

1 (1
5 | =D o (dym™ + Ry, (m) (6.2)
dn
onde
n+1
B mz, sen = 1(mod?2)
Rn(m)—{ %m% 1+m), sen=0(mod2)

Problema 93. Calcule:

(a) o numero de colares diferentes, por rotagées, com 6 contas coloridas em preto
e branco;

(b) o niimero de colares diferentes, por rotagoes e inversoes, com 5 contas coloridas
em preto, cinza e branco;

(c) as mesmas condigoes do item (b), exceto que cada colar deverd ter exatamente

1 conta na cor preta.

Solugao 94. (a) Na formula (6.1) da Solugao 92 colocamos n = 6,m = 2 para

obter

SO = (PP H0@)P 4 B2 +6(6)2)

d|6

|

1
= ;(64+8+8+4)

= 14

Portanto a resposta correta é 14 colares distintos.



(b) Substituimos na férmula (6.2) da Solugao 92 n =5,m = 3 e obtemos

D NICEEES A0
dl5

Sao 39 colares distintos como resposta para

(c¢) Desta vez atribui-se os pesos

w (preto)
w (cinza)

w (branco)

1/1

3 (5 (¢(1)3°+¢(5)3) +33)

(é (243 4+12) + 27)

255

== +o7
(5 +)
1

3 (78)

39

1
2
1
2

este item.
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e aplica-se o TEP, substituindo o enumerador de estoque no indice de ciclos de D1y,

obtendo

% %Z¢(d> (P! + 10+ 1) L1y (B 124 1)

d|5

(p+2) (p* +2)°

= 1—10((])-1—2)5+4(p5+2))+

2

= 10p + 12p* + 6p® +2p* + p° + 8

Nesta funcdo geradora busca-se o coeficiente de p* que é igual a 10.

Abaizo estao listados todos os colares correspondentes aos mimeros encontrados

nesta solugao:
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Colares diferentes por rotagio, Colares diferentes por rotacdo e inversao
contendo 6 contas nas cores contendo 5 contas nas cores preto, cinza e
preto e branco: branco:

OTHZOZH IR OLGLOLOLOLE;
{0 LRI IW
L0 VR LUW
18, OLOL8L0505E,
OL0L8L05040,
105030501058,
193840,

Figura 11: Listagem dos colares referentes ao Problema 93

Outra aplicacao é a obtencao da funcao geradora para o nimero de particoes do
inteiro n em no méximo k partes.

No Corolério 82 toma-se G = 5,,, enumerador de estoque igual a ﬁ e obtém-se,
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através da funcao geradora para o indice de ciclos de S,

> 1 1 1 1 . 1 2
nZ:OZ<Sn;1—x’1—x2’1—x3"”’1—x")2 - P le—mj7>
~ oxp Zzwi)
0o 0 J
= oxp Zz(xk'z)>

=0 j—1 7
- 1

= ew | Qs
k=0

que fornece o resultado desejado, em vista do Teorema 18.

Problema 95. Obtenha os indices de ciclos para os tabuleiros de xadrez n X n,
considerando 2 casos para as simetrias do tabuleiro: apenas rotacoes e considerando
rotagoes e reflexoes. Determine o niumero de coloragoes distintas do tabuleiro de

zadrez n X n utilizando ¢ cores diferentes, em ambos 0s casos.

Solucao 96. Obviamente, as simetrias do tabuleiro sao as mesmas simetrias do
quadrado. Assim devemos considerar a a¢ao do grupo de simetrias do quadrado (rota-
cionais e diedrais) no conjunto das n* células do tabuleiro.

Denotamos o grupo de simetrias rotacionais e diedrais do tabuleiro respectivamente
por Gen e Gpny.

Se uma simetria leva a regiao a numa regido b do tabuleiro, ambas denotadas por
numeros na figura, utilizamos a notag¢ao a — b.

Observe a figura abaizo:
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] 1 PH | k1
; I k
| | | 1L
n=2k " n=2k+l

(i)

10 | « P
L1
k
4 I
I I I I
n=2k+1 n

(iii) (iv)

Figura 12: Casos a serem considerados para as simetrias do quadrado aplicadas ao

tabuleiro de xadrez n X n

1) e:
A identidade e determina uma permutagao de n* simbolos (células) composta ape-

nas de pontos fixos. Portanto, sua contribuicdo para o indice de ciclos é
n2
e:x} ,VneN

2) a1, as’

™

Estas rotagoes correspondem aos dngulos 5 € —35, respectivamente.

Primeiro consideramos n par, n = 2k. Observando o item (i) da figura, vemos que

as simetrias a, e as induzem, cada uma, uma permutacdo de n® simbolos, composta
2 2 ,

de k? = (%) = " ciclos de comprimento 4. Isto porque ay leval — 2 —4 —3 — 1,

eas leval -3 —4—2—1.
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Sen = 2k+1, olhamos para a figura (ii) e vemos que a; e ag induzem, cada uma,

uma permutagio de n?® simbolos, composta de 1 ponto fizo e k(k+1) = "7_1"7“ =

n2-1
4

ciclos de comprimento 4. Portanto a contribuicao de a; e az juntas para o indice

de ciclos é dada por

n 2

0. as 2x472, se n =0 (mod 2)

n—1

2zix, * , sen =1 (mod?2)
3) ay:
Esta rotagao corresponde a um dngulo .
Se n ¢é par, observamos em (i) que 1 — 4 — 1 e2 — 3 — 2. Portanto ay induz
n2

) w2 o2 . 4
simbolos, composta por - + - = % ciclos de comprimento

uma permutacio de n*

2. Assim temos que a contribuicao de ao €

n2

1,2, sen = 0(mod?2)
a2 : n271

1 2 —
TiTy 2, sen =1 (mod?2)
De maneira andloga as andlises feitas anteriormente, calculamos as sequintes con-

tribuicoes das reflexoes:

4) P1, D2 )
21:;7, se n =0 (mod 2)
p17p2 : n(n—1)
22z, 2, sen =1(mod?2)
5) a1, 2

n(n—1)
2
41,42 : 2x1$2
Assim temos os sequintes indices de ciclos:

(

4<x1 +2£L‘4 +x2> se n =0 (mod 2)

Z(Geoy 1,2, T4) = S w2 2
3 (zl + 2z, b —|— T1Tq 2 ) , sen =1 (mod?2)
> n2 n2 n(n—1)
3 (ZL‘l + 2x4 + 31’2 + 22w, 2 ) , sen =0 (mod 2)
Z(Gpo; a1, %2,24) = 2 W2 1)
2 (xl + 21wy * A mxy 2+ dafa, 2 ) , sen =1 (mod?2)
\
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Observando que

n—-1] 2 sen = 0(mod2)
4 B ”24_1, sen =1 (mod?2)
n—1] ”72, se n =0 (mod 2)
2 B %, sen =1 (mod?2)

e definindo
b 1+ (=1)"" [0, sen=0(mod?2)
"o 2 1 1, sen=1(mod2)
B | 2, sen=0(mod?2)
Cn = 2bn-1= { 0, se n =1 (mod 2)
B [ 2, sen=0(mod2)
dn = 2b”+2_{4,senzl(mod2)
entao
1 n?-1 n?-1
Z(Geo; w1, w9, 14) = 1 (fo +2$bn$t ! J+xlf”$£ ’ J)
1 n?-1 n2-1 ﬁ n(n—1)
Z (Gpo; 1, xe,T4) = 3 (x’f + Qx?"A ! J +x?”x£ ’ J +enry® +dpaiay ? >

Pelo Corolario 81, obtemos o total de coloragoes do tabuleiro n x n em ¢ cores,
substituindo

T1 = Tg =Tyg =2¢C
nos indices de ciclos respectivos.:

712 712
y <c"2 +c2 + 2CT> , se n =0 (mod 2)

Z (Gen; ¢y e,0) = 2 2
3 <c"2 +e QCT+3> , sen =1 (mod2)
nin n2 n2
% <0"2 +2¢"5 4 3¢% + QCT> , sen = 0(mod2)
Z (GDD7 C? C’ C) = n(n+1)

%(0”24-40 2 ¢ T+ 2 ﬁ),senzl(mon)

6.5 Enumerando grafos

Como o TEP enumera érbitas de fungoes, procedemos com uma correspondéncia

natural entre grafos e fungoes. Seja D = [p] = {1,2,...,p}, enquanto que denotamos



72

D@ como o conjunto de todos os 2-subconjuntos de X. Entdo com C = {0,1},
as funcoes de D® em C representam grafos rotulados de ordem p. Cara funcio f
corresponde ao grafo G (f) com conjunto de vértices D, no qual i e j sdo adjacentes
se, e somente se, f ({i,7}) = 1. Portanto duas fungdes f e h representam o mesmo
grafo se existir uma permutagao o de D tal que, sempre que i e j forem adjacentes
em G (f), entdo a (i) e o (j) sao adjacentes em G (h). Portanto G (f) e G (h) séo

isomorfos se, e somente se, para alguma permutagao o do conjunto D, tivermos

fi, )y =h{a@),a()}),v{ij} e D?

Estas observacoes sugerem as seguintes defini¢oes gerais.
Dado uma permutagao o € S, corresponde uma permutacao o* de D® | definida
por
o' ({i,j}) = {o (i),0 ()}, ¥ {i,j} € DP
Desta forma o grupo que estaremos trabalhando é o grupo de todas as permutagoes

o* correspondentes as permutacoes o € S,. Seja 5;2) este grupo, entao
S](f) ={0c":0€S5,}
O grupo S5 age no conjunto X = CP = F ([p],{0,1}) da maneira usual, isto é

ot f=foo Vo e Sf),Vf eX

G2 G2 | G o 8
1 2 12 ) ( )
34 13 23

A

Figura 13: A permutacao (1) (2) (34) e sua permutagao induzida em S, f)
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Segue de um exercicio 11.6.6 de [An Introduction to Combinatorics - Alan Slom-
son|, que para todo p # 2, a aplicacdo ¢ — ¢* é um isomorfismo entre S, e SI(,Q)
Disto se segue que, para p # 2, S(Z) possui p! permutacoes. O conjunto D contém
(’2’) = (p L) possiveis arestas e portanto S( consiste, em geral, de uma pequena

proporcao de todas as permutacoes de D®.
A seguir sao enumerados os gréficos de ordem p pelo nimero de arestas.

Teorema 97. O polinomio g, (x) que enumera grafos de ordem p pelo nimero de

arestas é dado por
gp () :Z(S]()z);1+x,1+x2,...),
onde o indice de ciclos de SIS?) é dado por:

P s

1 d ko k ( ])
2 _ Vi 27 ] (T‘,t)krkt
Z (Sé )) Tl Z H 2ijl+1 H L 2J ’ Z; ’ HIW]
k1+k2-2...+kp-p=p H jk ]{; =1 j=1 r<t
7j=1

Dem. Definimos uma funcao peso w em C' = {0,1} por w(0) =1, w (1) = x. Como

ja observamos anteriormente que SZSQ) ¢ um grupo atuando em X, segue o resultado
pelo TEP.
Agora vamos calcular o indice de ciclos para SZ(,Q). Dada uma permutacao o € S,

de tipo ciclico 28 z5? - - - 2,7, denotamos o tipo ciclico de sua induzida o* pela flecha

ahighe .. -x’;” — TC (o%) (6.3)

Para cada o, existem 2 tipos de contribuicoes feitas por o* para o indice desejado;
a primei d D® i bos el a icl
primeira vem dos pares em , nos quais ambos elementos estao no mesmo ciclo
de o, e a segunda vem dos pares de D, com cada um dos 2 elementos em ciclos
distintos de o.
Determinamos a primeira de tais contribuigdes. Seja C; = (12...j) um ciclo de

comprimento j em o. A Figura 14 abaixo mostra a permutacao induzida por C;
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. ., ~ . i1 .
para j = 2,...,6. Observe que se j é fmpar, entao C; induz %5~ ciclos do mesmo

comprimento j, isto é,
j—1

. 2

Por outro lado, quando j é par, encontramos

m O
10 02 o
L 12
1
O 12 O—f 23
\O
3 2 31
13
1lo0—»02 120—»023 (o)
40 3 410 34 o
24
1 12 13
Q Q (@)
5/'\‘02 51/\023 52/ ‘(24
423‘—03 459003y 41>23‘—O 35
1 12 13
Q Q Q
60/ N2 610/ Ny 23 620/ N, 24 14
5Q é 3 56I é 34 51 I g 35
'\2/ \%/ \f:/ 3&L 25

Figura 14: Ciclos em S, e as permutacoes induzidas em S](;Q).
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Portanto como existem £; ciclos de comprimento j em o, os pares de elementos

contidos em ciclos comuns contribuem

=1
Ky xjj 2 . se j=1(mod?2)
xXr.w —— ( j—2

kj (6.4)
IR ) , s 7 =0 (mod?2)

J

Para calcular a segunda contribuicao, consideramos dois ciclos C,. e C; em o.
Entao os ciclos C, e C; induzem nos pares de elementos, um elemento de cada ciclo,
exatamente (r,t) ciclos de comprimento [r,t]. Em particular, quando r =t = j, eles

contribuem j ciclos de comprimento j. Portanto, quando r # t, temos

k ke (T,t)krkt (6.5)

,
el T g

equando r =t = 7,
28— xj-( 7) (6.6)
Agora multiplicando ambos os lados direitos de (6.4), (6.5) e (6.6) por todos os casos

aplicdveis, obtemos (6.3) e chegamos na expressao para o indice de ciclos de S,(f). [

Teorema 98. O niumero g, de grafos com n vértices, nao isomorfos 2 a 2, é dado

pela formula
20

In = Z N,

k1+2ka+-4nkp=n k

onde a soma é tomada sobre todas as solu¢oes nao-negativas da equacao

Gr = % (i Foky (r,t) = kj>

rit=1 J impar

onde (j,t) é o mdzximo divisor comum de j et, e

N, = 1%1112%291 .. . phnp)
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Dem. Basta substituir z = 1 na férmula do teorema anterior para obter g, como a

soma dos coeficientes do polinémio, assim

g = Z n;ﬁij2j+1ﬁ 2] kaj 2] k HQ(r,t)krkt

kitke 2. Aknn=n [] jkjkj! j=1 j=1 r<t
=1
1 "o . nop (K
— E T ¥ ik 9X iy ket () 93, i (rt ke
n
Fith 2. +knn=n [ jkik;!
Jj=1
1 iy
— 223 1Jk2j+1+zj 1Jk27+3( )+Zr<t(rt)krkt
n
k1+ko-2...4kn-n=n H jkﬂk']'
Jj=1

Observe agora que o expoente () da poténcia de 2 acima pode ser manipulado

da seguinte forma

G, = % Z2jkgj+1+2(2jk2j+2j( ))+22 gt kkt>
7=1 7=1 i<t
= % Z(QJ+1 kQﬁl—ZkzﬁﬁZ%kzﬁZ%( >+2Z jit kk)
J=1 j<t
= % > gk Zk+23k+22] +223, kkt)
J impar J impar Jj par g<t
= % ng— Zk+2” (K2 = ki) + > (Gt ke + Y (£,5) kiek )
J fmpar j<t j>t
= % - ) K +Z]j B A Gt kike+ Y (it kkt)
j fmpar j<t j>t
_ % ijkt(j,t)— > kj>
Jt=1 j fmpar

E assim a demonstracao do coroldrio é concluida. m
De maneira completamente andloga, mas definindo outros grupos induzidos pode

se mostrar o seguinte.

Teorema 99. (i) O nimero d,, de digrafos com n vértices, nio isomorfos 2 a 2, é
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dado pela formula
2Dk

DS

k1+2ko+--+nkn=n

D= kiki (G, t) = Y k;
j=1

Jit=1

Ny

onde

(i) O mimero t, de torneios (digrafos completos e anti-simétricos) com n vértices,
nao isomorfos 2 a 2, é dado pela férmula
27k
k1+3k3+5ks+-=n

onde

k:%(th gt —Zn:kj)

jt=1 j=1
Dem. [5, Pdgs. 119-127]. =
6.6 Generalizacoes e Aplicacoes

Sejam D e C' conjuntos finitos, |D| = n, e sejam G e H grupos finitos, G agindo em
D e H agindo em C'. Assumimos que C' e D sao disjuntos. O produto direto G x H
age em X = F (D, () da seguinte forma:

VfeX,V(0,8) €GxH temse (5,0)- f=0b0(foo™")
Para maiores detalhes ver [2, Pag. 229] ou [13, Se¢ao 5.7].

Proposicao 100. Se Z (G) e Z (H) sao os indices de ciclos dos grupos G e H,

respectivamente, entao o indice de ciclos do produto direto G x H é dado por
Z(GxH)=Z(G)-Z(H)

Dem. Ver [2, Pdg. 253]. =
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Teorema 101. (i) O nimero de drbitas de coloragées de D a C' definidas pela acao

acima € igual a

6eH

onde

m; (80) = _dcg(6), i € [n]
dli
(ii) Na forma diferencial, o nimero de drbitas é igual a

A (G73_:13170_:E2’0_x3"”) A (H,exp (;xk> , €XP (2;x2k) , €Xp (3;x3k> ,)

calculado em

Dem. (i) Ver [5, Pdgs. 135-137].
(ii) Ver [13, Pag. 157]. m
A seguir ilustramos algumas aplicagoes das generalizacoes enunciadas, comegando

pelo exemplo do tabuleiro de xadrez.

Problema 102. Encontrar o nimero n de padroes de coloragoes em preto e branco
de tabuleiros de xadrez 2 x 2, considerando apenas o contraste das cores (Aplicagdo

encontrada em [13, Pdg. 158]).

Solugao 103. No exemplo dos tabuleiros 2 x 2, seja D = {al,a2,a3,a4} o conjunto
dos quatro quadrados e C' = {preto,branco} o das cores preto e branco. Seja G o

grupo de rotagoes dos tabuleiros,
G = {e, (pavayas) , (1) (aas) , (raszagas)}
estamos interessados apenas no contraste das cores preto e branco, entao tomamos

H = {e, (preto branco)}
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Entao vem da forma diferencial do Teorema 101 (ii) que o nimero n de difer-

entes padroes de contraste é dado por

4 2
_— 1 0 I 0 49 0 (62(x1+x2+l“3+$4) + 62(x2+x4)) (:L’l =0,29=0,23 =0,24 = O)
8 \ 9zt 023 " Oxy
[€2$2+2x4 + 3eXp (21‘1 + 229 + 223 + 21’4)] (Ilfl = 0, Ty = 07 Tr3 = Oa Ty = O)

= 14+3=4

como pode ser observado na Figura 3.

Problema 104. De quantas maneiras podemos distribuir 2 bolas azuis, 2 vermelhas
em 2 caizas quadradas e 1 redonda? Nao importa a ordem entre as caizas nem a

ordem das bolas dentro das caizas, e cairas podem ficar vazias.

Solugao 105. Aqui temos D = {ay,a9,v1,v2},G = Sy x S5,C = {r,q1,q} ,H =
S1 X Sy
Z(G)=Z(Sy x Sy) = Z(S,)* = (=1 + 5)°, pela Proposi¢iao 100
Sed = ((1),(1)(2), m1 (0) = ma (0) =
Sed=1((1),(12")), my(0) =1,mz(9) =

E pelo Teorema 101 (i) seque que o nimero de maneiras distintas é dado por:

L [(32+3)2+(12+3)Q]:

0|
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