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Resumo

ASSIS, Luciana Mafalda Elias de. Aplicacdes do Principio da Inclusdo e Exclusdo. Campinas
- SP: Universidade Estadual de Campinas, 2008. Dissertacdo apresentada como requisito

parcial para obtencao do Titulo de Mestre em Matematica.

Neste trabalho sdo apresentados varios resultados importantes da Analise Combinatoéria com
destaque para o Principio da Inclusdo e Exclusdo. Relevantes aplicacdes deste principio sao

abordadas.

Palavras-Chave: Analise Combinatéria, Permutacdes, Combinacdes.
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Abstract

ASSIS, Luciana Mafalda Elias de. Aplicacdes do Principio da Inclusdo e Exclusdo. Campinas
- SP: Universidade Estadual de Campinas, 2008. Dissertacdo apresentada como requisito

parcial para obtencao do Titulo de Mestre em Matematica.

In this work we present important results from enumerative combinatorics, with an emphasis
on the Principle of Inclusion and Exclusion. Relevant applications of this principle are presen-

ted to illustrate its use.

Keywords: Combinatorics Analysis, Permutations, Combinations.
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Capitulo 1

Revisando Conceitos
N

1.1 Conjuntos

A Teoria dos Conjuntos foi criada por Georg Cantor (1845 — 1918), sendo o conceito de
conjunto um dos mais importantes da matematica contemporanea. Como dizia David Hilbert
(1862 — 1943): “Do paraiso criado por Cantor ninguém nos tirara”.

Um conjunto (ou colecdo) é formado por objetos, chamado de elementos. Em geral,
indicamos os conjuntos por letras mailsculas e seus elementos por letras minlsculas do
alfabeto e ainda a relacdo basica entre um elemento e um conjunto é a relacdo de pertinéncia.
Quando um objeto x € um dos elementos que compdem o conjunto U, diz-se que x € U (x
pertence a U). Caso contrario, diz-se que x ¢ U (x ndo pertence a U).

Um conjunto U fica definido quando se da uma regra que permita decidir se um objeto
arbitrario x pertence ou ndo a U. Comumente, pode-se definir um conjunto de trés maneiras,
ou seja, descrever seus elementos por uma sentenca, listar seus elementos entre chaves ou
dar uma “propriedade” que identifique seus elementos.

Observe que o conjunto U é o conjunto de todos os objetos em estudo o qual deno-
minaremos Conjunto Universo e o conjunto que ndo contém nenhum objeto € chamado de
Conjunto Vazio e representado pelo simbolo 0.

Os conjuntos podem ser “finitos” ou “Infinitos”. Intuitivamente, um conjunto é finito
se consiste de um ndmero especifico de elementos diferentes, isto &, se, ao contarmos 0s

diferentes membros de um conjunto, o processo de contagem chega a um final. De outro
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modo, o conjunto é infinito. Uma definicao formal sera dada em 1.4. . E ainda, dizemos que

dois conjuntos A e B sdo equivalentes se, e somente se, existe uma bijecao F : A — B.
Exemplo 1.1.1 Seja M o conjunto dos dias da semana. Vemos que M é finito. [ |
Exemplo 1.1.2 Seja N ={2,4,6,8,---}. Observamos que N é infinito. [ |

Exemplo 1.1.3 O conjunto P = {2,4,6,---} dos numeros pares, é equivalente ao conjunto
N dos nimeros naturais, pois estabelecemos uma bijecdo em F : A — B dada por F(n) =
n
—.né€eN. [ |
2

1.1.1 Subconjuntos

i) Se A e B sdo conjuntos e todo elemento de A também é elemento de B, dizemos que A
€ um subconjunto de B ou uma parte de B e denotamos essa relacao por A C B;

i) Quando A C B, diz-se também que A é parte de B, que A estd incluso em B ou
contido em B. A relacao A C B chama-se relacao de inclusao;

iii) Dois conjuntos A e B sdo iguais se A C B e B C A, neste caso escrevemos A = B;

iv) A relagdo de inclusdo A C B é:

“reflexiva” : A C A, seja qual for o conjunto A;

“Anti-simétrica” : Se AC Be B C A, entdo A= B;

“Transitiva”: Se AC Be BC C,entdao ACC.

Certos conjuntos, por sua importancia e pela frequéncia com que aparecem, sdo indicados
por notacdes especiais, sendo que se destacam os conjuntos nuMEéricos:

N={1,2,3,---} - Conjunto do nimeros naturais;

Z=A{---3,-2,-1,0,1,2,3,---} - Conjunto dos nimeros inteiros;

Q= {E, p.q € Z,q # 0} - Conjunto dos niimeros racionais;

R = Conjunto dos nameros reais;

C={a+ bi € C;a, b e R} - Conjunto dos nimeros complexos.

1.1.2 Conjunto Vazio e Conjunto das Partes

Como ja mencionamos, para lidar com a linguagem de conjuntos de uma maneira mais

uniforme, aceita-se como a existéncia de um “conjunto sem elementos” denotado por (.
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Exemplo 1.1.4 Seja B = {x | x> =4, x é impar}. Desse modo B é um conjunto vazio. R

Exemplo 1.1.5 Sejam X o conjunto dos quadrados e Y o conjunto dos retangulos. Todo

quadrado é um retangulo, logo X C Y. [

Quando se escreve X C Y ndo esta excluida a possibilidade de vir a ser X =Y. No caso
emque X CY e X #Y, diz-se que X é uma “parte propria” ou um subconjunto préprio de
Y. Dai, afirmar x € X equivale a afirmar {x} C X.

Agora, para mostrarmos que um conjunto X nao é subconjunto de um conjunto Y, deve-
se obter um elemento de X que nao pertenca a Y. Assim, por exemplo, ndo se tem Q C Z,
pois g eQe g ¢ 7. Logo, a partir dai, temos que o conjunto vazio () &€ subconjunto de
qualquer conjunto X, pois, caso contréario, existiria algum x € ) tal que x ¢ X. Como ndo
existe x € (), isto nos leva a concluir que () C X, seja qual for o conjunto X.

Agora, dado um conjunto X, indica-se por P(X) o conjunto cujos elementos sdo todas
as partes de X, ou seja, afirmar que A € P(X) € o mesmo que dizer A C X.

P(X) é denominado o Conjunto das partes de X, onde () € P(X) e X € P(X), ou seja,

P(X) nunca é vazio.

Exemplo 1.1.6 Seja X = {1,2,3}. Entdo,

P(X) =1{0.{1}. {2}, {3}.{1.2}.{1,3}.{2,3},{1,2.3}}

1.2 Operacoes com Conjuntos

1.2.1 Diagrama de Venn

Uma boa maneira de ilustrarmos operacdes entre conjuntos é através dos chamados Diagra-
mas de Venn, cuja construcdo é bastante simples. Veja como fica a representacdo de A C B

na figura 1.1.

Exemplo 1.2.1 Sejam U o conjunto universo ( U é definido por uma regido plana fechada
contendo seus elementos. Esses elementos de U sdo definidos por pontos geométricos no

plano). A e B sdo subconjuntos de U (A e B sdo definidos por subareas). [ |
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o)

Figura 1.1: Diagrama de Venn para A C B.

1.2.2 Uniao e Interseccao

A unido de dois conjuntos A e B é definida como sendo o conjunto que inclui os elementos

de U pertencentes a A ou B, e sua notacao é dada por:
AUuB={xeU| x€ Aoux € B}.
Esta definicdo pode ser estendida para n conjuntos A, Ay, - -+, Au:
AIUAU. . UA, ={xeU |3k €{1,2,---,n}, x € Ac}
e mais geralmente para uma familia de conjuntos {A;, i € I} definimos:

JA={xeU|3icl|xecA}

icl

A interseccao de dois conjuntos A e B é definida como sendo o conjunto que inclui os

elementos comuns dos dois conjuntos e é denotado por AN B e sua notacdo é dada por:
ANB={xelU|x € Aex e B}.
Estendendo esta definicdo para n conjuntos A, As, -+, Ax:

AiNAN. .. NA, ={xelU|xeA,Vk €{1,2,---,n}}
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e de um modo geral para uma familia de conjuntos {A;, i € 1}:

(A ={xeUlxeAViecll
icl
Exemplo 1.2.2 O conjunto B de todas as retas que passam pela origem pode ser escrito

como a unido de uma familia de conjuntos na forma: Ay = {(x,y) € R% y = Ax}, ou seja,
B = A. u

Exemplo 1.2.3 Seja V = {2,4,6,---}, isto é os miltiplos positivos de 2, e seja W =
{3,6,9,---}, isto é os muiiltiplos positivos de 3. Assim, V"W = {6,12,18,---}. [

1.2.3 Complemento e Diferenca

O complementar de um conjunto A, em relacdo ao conjunto universo U, é definido como
sendo o conjunto cujos elementos pertencem ao conjunto U, mas ndo pertencem ao conjunto
A, sendo denotado por A’ ou A°. Em outras palavras: A= {x e U | x ¢ A}.

Ja a diferenca entre os conjuntos A e B, é o conjunto representado por A — B formado
por elementos de A que ndo pertencem a B, ouseja, A—B={xeU|xe€ Aex ¢ B}.
Observe que A=U—-AeA-—B=AnNEAB.

Exemplo 1.2.4 Sejam R o conjunto dos niimeros reais, e Q o cojunto dos niimeros racionais.

Assim, R — Q, consiste nos niimeros irracionails. [ |

Teorema 1.2.1 Para quaisquer conjuntos A, B e C, as sequintes propriedades sdo verdadei-
ras:
a) Associatividade da unido e interseccdo:
N(AuB)UC=AU(BUCQ),
i) (AnB)NC=An(BNC).
b) Distributividade da interseccdo em relagdo a unido e a distributividade da unido em
relacdo a intersecco:
HNAN(BUC)=(ANnB)U(ANC);
i) AU(BNC)=(AuB)n(AuUC).
c) Comutatividade da unido e da intersec¢do:
i) AUB =BUA,;
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iy ANB=BNA.

d) O conjunto vazio () é o elemento neutro da unido:
NAUD=0UA=A.

e o conjunto universo U é o elemento neutro da interseccao:
iANU=UNA=A.

e) O complementar associa a cada conjunto A, o conjunto A’ tal que:

NANA =
i) AUA = U.
£) N U =0;
i ¢ =U,
i) (A = A.
g) i) AUA=A
iy AulU = U,
i) ANA=A;
iv) AnD=0.

Teorema 1.2.2 (Formulas de De Morgan) Sejam A e B subconjuntos do conjunto universo
U. Entao:
N (AuB)Y =ANEB,
i (AnB)Y =AUB.
As férmulas de De Morgan podem ser estendidas para n subconjuntos Aq, Ay, --- , A, do

conjunto universo U:
(AfUAU---UA) =AINAN---NA,

(AiNAN---NA) =AlUAU---UA,
e para a familia de subconjuntos {A;,/ € I} de U:
Ay =NAe (A =JA.
il il icl il

Agora que ja conhecemos os conceitos de unido e interseccdo entre conjuntos, podemos
definir conjuntos disjuntos. Dois conjuntos A e B sdo ditos disjuntos se eles ndo possuem

elementos comuns, ou seja, se AN B = (.
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De um modo geral, os conjuntos A;, Ay, --- , A, sao ditos disjuntos dois a dois ou mu-
tuamente disjuntos, se A; N A; = () para quaisquer pares de subindices {/,j} com i # j do
conjunto de indices {1,2,---,n}. Em tal caso, a operagdo de unido é designada por + ou ¥

ao invés de U.

Exemplo 1.2.5 Sejam N o conjunto dos nimeros naturais, P ={n € N | n=2k; k € N} o
conjunto dos ntimeros pares e | = N— P o conjunto dos niimeros impares. Entdo, N = P+ 1.
|

Exemplo 1.2.6 Seja N o conjunto dos nimeros naturais e, A; = {i},i € N. Entdo, N =

=1

1.3 Produto Cartesiano, Relacoes e Aplicacoes

1.3.1 Produto Cartesiano

O conceito de par ordenado e, de uma forma geral, o conceito de uma n-upla ordenada sado
necessarios para a definicdo de um produto cartesiano de dois conjuntos, ou de uma forma
geral, de n conjuntos.

De acordo com a definicdo de igualdade de conjuntos, o par (conjuntos com dois elemen-
tos) {a, b} é igual ao par {b, a}. Todavia, existem casos em que a ordem dos elementos é
importante. Por exemplo, em geometria analitica, o par de coordenadas (a, b) dos pontos de
um plano, designa a abscissa e a ordenada desse ponto no plano, respectivamente.

A necessidade da distincdo dos elementos do par, leva a introducdo do conceito de par
ordenado.

O par de elementos a e b (ndo necessariamente distintos) em que a é considerado o
primeiro e b o segundo elemento é chamado um par ordenado e denotado por (a, b).

De acordo com a definicdo, dois pares (a, b) e (c, d) sdo iguais se, e somente se, a = ¢
eb=d.

O conceito de uma n-upla ordenada (ay, a», - - - , a,) pode ser indutivamente definida a se-
guir. Para n = 3, uma tripla ordenada (a1, a», as) é definida como (a1, a,, a3) = ((a1, @), a3),

de forma que o primeiro elemento deste par ordenado é (a;, a;) e o segundo elemento é as.
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De uma maneira geral, uma n-upla ordenada (a;, as, - - - , a,) é definida como
(a1, a2, -+ ,an-1,a,) = ((a1, @, -+, ap-1), an)
onde o primeiro elemento deste par é (a;,a,---,a,_1) € 0 segundo elemento ¢ a,.

Em varios casos, & conveniente adotar a terminologia vetorial onde o primeiro elemento
a; € chamado 19 coordenada, o segundo elemento a, &€ chamado 29 coordenada, e assim
sucessivamente.

Apds a introducao do conceito de um par ordenado e de uma n-upla ordenada, o produto
cartesiano pode ser definido como a sequir.

O Produto Cartesiano dos conjuntos A e B, denotado por A x B, é definido como o
conjunto dos pares ordenados onde a primeira coordenada é um elemento do conjunto A e a

segunda coordenada é um elemento do conjunto B, isto é, AxB = {(a,b) | a € Ae b€ B}.

Essa definicao pode ser estendida para n conjuntos A;, Ay, --- , A, Isto €,
ArxAsx - xAy={(a1,a2, -+ ,ap) | a1t €A, € Ay, -+ ,a, € An}.
Em particular, se A, = A, = --- = A,, o produto cartesiano é denotado por A”. Se

A, B C R o produto cartesiano A x B é representado geométricamente pelos pontos (a, b)
do plano, com abscissa x = a tomando valores do conjunto A (eixo-x) e ordenada y = b
tomando valores do conjunto B (eixo-y).

Geralmente, o produto cartesiano A; x A, X+ - - X A, € representado pelos pontos (ay, as, - - -
an,) do espaco n-dimensional com a k-ésima coordenada tomando valores do conjunto A

(eixo-xx), k=1,2,---,n.

Exemplo 1.3.1 Considere os conjuntos A; = {1,2}, A> = {3,4} e A; = {7,9}. Todos os pa-
res ordenados com a 1° coordenada em A; e 22 coordenada em A sdo: (1,3),(1,4),(2,3),(2,4).
Logo, A; x A, ={(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)}.

Agora, determinaremos Ay X A X As. Ja calculamos A; x A, entdo, todos os pares
ordenados com 17 coordenada em A; x A, e 29 coordenada em Az sdo:
((1,3).7)=(1,3,7);
((1,3).9)=(1,3,9);
((1,4).7)=(1,4,7);
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((1,4).9)=(1,4,9);
((23).7)=(237);
((23).9)=(2.39);
((24).7)=(24.7);
((24).9)=(24,9);

Logo,
A1><A2><A3 = (A1XA2)><A3

= {(1,3,7),(1,3,9),(1,4,7),(1,4,9),(2,3,7),(2,3,9),(2,4,7),(2,4,9)}.
|

1.3.2 Relacoes

Uma relacdo binaria de um conjunto A em um conjunto B é um subconjunto R do produto
cartesiano A x B. O par ordenado (a, b) satisfaz a relacdo R se, e somente se, (a, b) € R.
Em geral, esta relacdo é denotada por aRb. Se A= B, entdo R é chamada de uma relacdo
em A. Podemos citar como exemplos de relacGes a relacdo de igualdade e a relacdo de
inclusao.

O conjunto formado por todas as relacdes de A em B é o conjunto das partes denotado
por P(A x B).

Um conjunto especial de relacdes é o que satisfaz certas propriedades, ou seja, uma
relacdo binaria R sobre um conjunto A é chamada:

a) ‘reflexiva” se, e somente se, para todo a € A, aRa;

b) “simétrica” se, e somente se, aRb entdo bRa;

c) “anti-simétrica” se, e somente se, aRb e bRa entdo a = b;

d) “transitiva” se, e somente se, aRb e bRc entdo aRc.

Uma relacdo de equivaléncia € uma relacdo binaria que satisfaz as propriedade reflexiva,
simétrica e transitiva. Um exemplo de relacdo de equivaléncia é a relacdo de igualdade. Uma
relacdo de ordem é uma relagcdo binaria que é reflexiva, anti-simétrica e transitiva. Como

exemplo, podemos citar a relacao de inclusao C.
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1.3.3 Aplicacoes

O subconjunto F de um produto cartesiano A x B é chamado uma aplicacao do conjunto A
no conjunto B se, e somente se, para todo a € A existe um (nico b tal que (a, b) pertence
a F. Assim, se (a, by) pertence a F e (a, by) pertence a F, entdo b; = b,.

Seja (a, b) € F um par ordenado. O elemento b € B & chamado imagem de a por F e,
em geral, & denotado por b = F(a). Consequentemente, uma aplicacdo F de um conjunto
A em um conjunto B, associa a cada elemento a € A um Unico elemento b € B.

Se, além disso, para todo elemento b € B existir ao menos um elemento a € A, tal que
(a, b) € F, entdo F é chamada de aplicagdo sobrejetora.

Uma aplicacao F de um conjunto A em um conjunto B é chamada de injetora se, e
somente se, existir no maximo um elemento a € A tal que (a,b) € F, para todo b € B.
Assim, se (a1, b) € F e (as, b) € F, entdo a; = ay.

Finalmente, uma aplicacdo F é chamada bijetora se F & injetora e sobrejetora. A diagonal
T do produto cartesiano A2 = Ax A, isto &, T4 = {(a, b) € A%|]a = b} é chamada aplicacdo
identidade no conjunto A. Assim, T4 associa a cada elemento a € A o mesmo elemento, isto
é, Ta(a) = a.

Se F C Ax B é& uma aplicacdo bijetora de um conjunto A em um conjunto B, entdo a
inversa desta aplicacdo é denotada por F~1 C B x A e definida como: (b,a) € F~! se, e
somente se, (a, b) € F, ou equivalentemente, a = F~1(b).

Considere agora o conjunto N = {1,2,3, ..., n, ...} dos niimeros naturais. Uma aplicacdo
do conjunto N em um conjunto A € um conjunto na forma F = {(n, a,)|n € N, a, € A},
que corresponde um elemento a, € A para cada nimero natural n € N. Esse tipo de
aplicacdo &, em particular, chamada de sequéncia de elementos de A. Essa sequéncia pode

ser representada por {a,}°,. O elemento a, € chamado n-ésimo termo da sequéncia.
n=1

1.4 Conjuntos Enumeraveis e nao Enumeraveis

Dois conjuntos A e B sao chamados equivalentes e denotados por A =~ B, se existir uma

aplicacao bijetora de A em B.

Exemplo 1.4.1 O conjunto A= {2,4,---,2n} é equivalente ao conjunto B ={1,2,---,n},
. . a ..
pois a aplicacdo f(a) = 5 V a € A é bijetora. [ |
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De um modo geral, o conjunto A = {a;,a,---,a,} é equivalente ao conjunto B =

{1,2,---,n} com f(ax) =k, k=1,2,---,n, pois f : A— B & uma aplicacdo bijetora.

[ON

Definicao 1.4.1 Um conjunto A é dito finito com n elementos se, e somente se, ele

[ON

equivalente ao subconjunto {1,2,---,n} dos nimeros naturais. Um conjunto que ndo

finito é dito infinito.

Exemplo 1.4.2 O conjunto () é considerado um conjunto finito com 0 (zero) elementos, por

definicdo. [ |

Definicao 1.4.2 Um conjunto A diz-se “enumeravel” quando é finito, ou quando existe uma

bijecdo f : N — A.

Definicao 1.4.3 Dado um conjunto A de modo que existe uma bijecGdo F : N — A diz-se
que A é “infinito enumeravel” e, pondo-se a; = f(1),a, = f(2),---,a, = f(n),---, tem-se
A:{alla2’--. ,an,...}'

Cada bijecdo f : N — A chama-se uma enumeragdo (dos elementos de A).
Teorema 1.4.1 Todo conjunto infinito A contém um subconjunto infinito enumeravel.

O Teorema (1.4.1) nos diz que, um conjunto infinito enumeravel pode ser considerado

como o “menor” conjunto infinito, contido em um dado conjunto infinito.
Teorema 1.4.2 Todo subconjunto A C N é enumeravel.

Demonstracao: Se A for finito € enumeravel, e se A for infinito, definiremos indutivamente
uma bijecao f : N — A.

Tomando f(1) como sendo o menor elemento de A, vamos supor que f(2),---,f(n) é
definido de modo que satisfaz:

(a) F(1) < f(2) < ---<f(n);

(b) colocando B, = A—{f(1),---f(n)}, temos f(n) < b, V b € B,,.

Observe que B, # 0 (pois A é infinito), dai definimos f(n + 1) como sendo o menor
elemento de B,,.

Isto completa a definicdo de f : N — A de modo a serem mantidas as condi¢les (a) e
(b) V neN.
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Segue-se de (a) que f é injetora e, por outro lado, (b) implica que f & sobrejetora, pois
se existisse algum b € A — f(N), teriamos b € B, V n e portanto, b > f(n), qualquer que
fosse n € N. Entdo, o conjunto infinito f(N) seria limitado, o que & absurdo. |

Um conjunto que ndo é enumeravel, é dito ndo-enumeravel. Como exemplo de conjunto
nao-enumeravel podemos citar o conjunto dos niimeros reais, ou seja, o conjunto dos niimeros
reais tem cardinalidade diferente da do conjunto N dos nlimeros naturais.

Trabalharemos com os nimeros do intervalo (0,1) que tem a mesma cardinalidade da
reta toda.

Vamos adotar, para cada niimero, sua representacao decimal infinita. entdo, suponha que
fosse possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca dos nimeros do intervalo (0, 1) com
os nimeros naturais. Isto equivale supor, que os nimeros desse intervalo sejam os elementos
de uma sequéncia xi, X», X3, ... todos escritos em suas representacdes decimais, ou seja,

x; = 0, a11812313...915. ..
Xo = 0, @y1820a3...40...

X3 = 0, a31332833...33p...

Xn =0, ap1@n2an3-..ann-..

onde os a;; sdo algarismos de zero a 9.

Finalmente, o que nos levard a uma contradicdo, consiste em produzir um ndmero do
intervalo (0, 1) que ndo esteja nessa lista.

Faremos isso, utilizando o processo diagonal de Cantor, que consiste na construcao de
um ndmero que seja diferente de x; na primeira casa decimal, diferente de x, na segunda
casa decimal, diferente de x3 na terceira casa decimal, e assim por diante, de maneira que
esse namero nao coincidira com nenhum dos nimeros da lista dada.

Para termos uma regra especifica (esta regra ndo pode produzir um néimero que sé con-
tenha zeros a partir de uma certa casa decimal, pois tal nimero seria convertido noutro com
algarismos 9 a partir dessa mesma casa, o qual poderia coincidir com algum namero da lista).
Seja x =0, a1aa3--- 0 nimero desejado, onde a, =6 se a; =5e a, =5 se a;;, #5. Como
esse nimero x nao esta na lista acima, chegamos a um absurdo, o que nos leva a concluir

que o conjunto dos nameros reais € ndo enumeravel.
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1.5 Divisoes e Particoes de um Conjunto

Uma n-divisdo de um conjunto W (ou a divisdo de um conjunto W em n subconjuntos) é
uma n-upla ordenada de conjuntos (A;, Ao, -+, A,) que sdo subconjuntos de W dois a dois

disjuntos e cuja uniao é W, isto &,
A CW paratodoi=1,2,---,nm

ANA =0, comi,j=1,2,---,ni#]
AAUAU---UA, =W

e neste caso utilizamos a notacdo: Ai+ A, +---+ A, =W.

Observe que em uma divisdo de um conjunto, a inclusdo de um ou mais conjuntos vazios
ndo é excluida. Por exemplo, uma sequéncia ordenada (A, A, A3, Ay) com A; = {w},
Ay = {ws, ws, ws}, Az = {ws} e Ay, = () é uma divisdo em quatro partes do conjunto
W = {le Wa, W3,

Wy, Ws }.

Uma n-particdo de um conjunto W (ou a partigdo de um conjunto W em n subconjuntos)

é uma colecao de n conjuntos {A;, Ao, - -+, Ay} que sdo conjuntos dois a dois disjuntos e ndo

vazios e cuja uniao é W, isto &,
A CWcomA #0,i=1,2,---.n

ANA =0comi,j=12-,ni#]

At Aot Ay =W

1.6 Principios Basicos de Contagem

1.6.1 Somatodrios e Produtoérios

Em matematica sdo comuns as definicdes por recorréncia ou recursao. Estas definicdes, nada

mais sao do que definicdes por inducdo.
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Vamos analisar para ambas operacdes as definicbes por recursdo. Como a soma e o
produto de dois niimeros naturais estdao bem definidas e, admitindo que também o estejam

para n — 1 > 2 nimeros naturais quaisquer definindo
ata+-+a,=(ar+a+ ---+a,1)+a,eaa -a,=(aa - a,1)an,

passa a ter sentido falar em soma ou produto de m > 2 nGmeros naturais quaisquer.

Assim, faremos uso das notacdes:

n
Za/:a1+a2+---+an

n

de forma que a notacdo E a; € o “somatorio dos a;, para i de 1l até n" e
i=1

n
[[a=aa-a.
=1

n
cuja notacao H a; € o “produtorio dos a;, para /i de 1 até n".
i=1

1.6.2 Propriedades envolvendo Somatérios e Produtérios

Apresentaremos a seguir, algumas propriedades que envolvem a soma e o produto de nimeros

naturais.

Za, (nia,)Jran;
s ;a,+b 23,4—213

s3 : Para todo k € N: Z(ka,-) = kZa,—;

i=1 i=1
ss:Sea=ai=12,---,n, entdo: E aj = n.a;

i=1
: Somatérios duplos: Sejam ay, as, -+ ,am, b1, b, -+, by, € N,(m > 1,n > 1).

Ento, ZZab - (Z a,> (Zb>

i=1 j=1
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Ss :Se aj,a,--,a, €N, (n>1)el < r < n, temos por definicdo Za,- =

i=r

n r n
ar+a1+---+a, Assim,paran>2el<r<n: Za/:Za,nL Z aj.

i=1 i=1 i=r+1
p1: Ha, (Ha,) an, V' n>2);
P> H(a,b) = (H a,) (H b,->;

ps . Para todo k € N: H(ka,—) = k”Ha,-;

i=1 i=1

ps:Sea =a,i=1,2,---,n, entdo : Ha,-:a”;
i=1

5 . Se aj,an,--,a, € N,(n>1el < r < n), temos por definicdo: Ha/ =
i=r
n
arary1---ap. Assim, paran>2e 1 <r <ntemos Ha, = (Ha,) ( H ,).
=1 i=r+1

Com relacdo a troca de ordem nos somatérios duplos, observamos que deve-se ter atencdo

especial quando o intervalo de soma de uma variavel depende da outra.

n J n n
Por exemplo, S = ZZ ajj, podemos alterar a ordem da soma fazendo S = ZZ ajj.

J=1 i=1 i=1 j=i

Exemplo 1.6.1 Soma dos termos de uma progressdo aritmética.

O termo geral de uma progressao aritmética € dada por a; = a+ jb; a,b € Rej =
n

1,2,---,n. Asoma S,(a,b) = Zaj com a; = a+ Jjb, pode ser calculada da seguinte
Jj=1
maneira:

Usando a transformagcdo i =n—j+1,comj=n—i+1, otermo geral a; =a+jb,j =

1,2+, ntomaaformab—a,, ir1=[a+(n+1)b] —ib,comi=1,2,---,n.

Dessa forma, S,(a, b) = Zb,,comb [a+(n+1)b—ib], i =1,2,--- ,ne2S,(a,b) =

Zaj+2b[22(aj+bj) desde que a; + bj =2a+ (n+1)b, comj =1,2,---,n. Logo,

n

2S,(a, b) = n[2a+ (n+1)b] e Sy(a,b) = > (a+jb) = n[2a + (2n+ 1)b].

Jj=1
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n
: ~ n(n+1
Em particular, para a=0e b =1, esta expressao reduz-se a S, = Z] = % [ |
j=1
Exemplo 1.6.2 Soma dos termos de uma progressdo geométrica finita.
O termo geral de uma progressao geométrica é dada por a; = a.b/™1,j=1,2,---,n. A

soma G,(a, b) = ZaJ = aZb’ ! pode ser calculada multiplicando ambos os lados da
Jj=1 Jj=1

igualdade por (1 — b), ou seja, (1 — b)G,(a, b) = a(1 — b) i pPt=a (i pt— i b’).

j=1 j=1 j=1
Fazendo / = j + 1 na Gltima equacao da segunda soma, onde j =/ — 1, obtemos:

(1-— m(am_a1—b(§:yl i}ﬁﬁzau—w)

=2

n

: a(l—b")

Logo, Ga(a,b) =Y ab/t="——2

No caso em que temos infinitos termos na progressao geométrica, observamos que a
[o¢]

soma G(a, b) = Zabf_1 de uma progressdo geométrica com |b| < 1, pode ser calculada
Jj=1

usando o Gltimo resultado.
(e.o]

: S 1—b"
Realmente, 3 a6~ = im 3 ab™ = lim # = 7 e desde que I 57 = 0 par
N1 @
|b| < 1, segue que g(a, b) = Zab’ =13

Jj=1



Capitulo 2

Principios da Analise Combinatoria

A Analise Combinatédria € usada para simplificar a solu¢do de muitos problemas. Abordaremos
aqui os principais conceitos da Analise Combinatéria, dentre eles, permutacdes, arranjos e
combinagdes de objetos diferentes. Para esses conceitos serdo dedudizadas férmulas medi-

ante o uso dos principios aditivo e multiplicativo.

2.1 Os Principios Aditivo e Multiplicativo

A maior parte do estudo de Analise Combinatoéria reduz-se a contar elementos de um conjunto
finito.

O namero de elementos de um conjunto finito A é denotado por N(A) ou |A| e é chamado
de cardinalidade.

Antes de definirmos formalmente os principios aditivo e multiplicativo, ilustraremos esses

principios com alguns exemplos possibilitando uma melhor compreensao desses conceitos.

Exemplo 2.1.1 Suponha que tenham entrado em cartaz 3 filmes e 2 pecas de teatro e que
Julia tenha dinheiro para assistir a apenas 1 evento. Quantos sdo os programas que Julia

pode fazer?

Se Jalia tem dinheiro para assistir apenas a 1 evento, entdo ou ela assiste ao Filme 1 ou
ao Filme 2 ou ao Filme 3 ou a Peca 1 ou a Peca 2. Portanto, ao todo sdo 5 os programas

diferentes que Jalia pode fazer. |

17
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Observe que no exemplo 2.1.1, podemos identificar os conjuntos:
A={x|xéumfilme } ={F, F, F:} e
B ={y | y € uma peca de teatro } = {Py, P>},

de onde, AU B = {x | x € um filme ou uma pe¢a de teatro }.

Exemplo 2.1.2 Num restaurante, ha 9 pratos de comida italiana e 4 tipos de vinhos. Suponha
que Natalia so possa comer um prato de comida italiana ou tomar um tipo de vinho. Quantos

sdo os possiveis pedidos que Natalia podera fazer?

Ou Natalia escolhe um prato de comida italiana dentre os 9 possiveis ou escolhe uma taca
de vinho dentre os 4 possivels.

Portanto, Natalia pode fazer 9 + 4 = 13 pedidos diferentes. [ |

No exemplo 2.1.2, podemos identificar os conjuntos:

A = {x | x € um prato de comida italiana } ={P, P, Ps,--- , P}, e

B ={y |y éum tipo de vinho } = {V,,\L, 4, V,},

de onde, AU B = {x | x € um prato de comida italiana ou um tipo de vinho}.

Os exemplos 2.1.1 e 2.1.2 obedecem a um mesmo principio basico que chamaremos de
principio aditivo. Se A e B sdo dois conjuntos disjuntos (AN B = ()) com, respectivamente,
p e q elementos, entdao AU B possui p + g elementos.

Extensdo do principio aditivo: Se Ay, A, -+, A, sdo conjuntos dois a dois disjuntos, e se
n

A; possui a; elementos, entdo a unido U,’-’Zl A, possui g a; elementos.
i=1

Proposicdo 2.1.1 Se A e B sdo conjuntos finitos e equivalentes, entdo N(A) = N(B).

Vejamos agora, algumas propriedades sobre Cardinalidade:
a) Se A e B sdo conjuntos finitos e disjuntos, entdo: N(A+ B) = N(A) + N(B);
b) Se A é um subconjunto do conjunto universo finito U e A’ é o conjunto complementar
de A, entdo: N(A) = N(U) — N(A);
c) Se A e B sdo conjuntos finitos, entdo N(A— B) = N(A) — N(AN B) e em particular
para B C A, temos que N(A— B) = N(A) — N(B).

Proposicdo 2.1.2 Se A;, Ay, -+, A, sdo conjuntos finitos e disjuntos, entdo N(A; + A, +
-+ A) =N(A) + N(A) + -+ N(A,)).
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Demonstracdo: Faremos esta demonstracao usando inducao sobre o nimero de conjuntos.
Usando a propriedade (a) acima temos que, a relacdo N(A; + Ay) = N(A;) + N(A,), ou seja,
o resultado vale para n = 2.

Suponha que o resultado vale para n — 1, ou seja, N(A; + Ao+ ---+ A1) = N(Ay) +
N(A) + -+ N(A,_1), e fazendo A = A1 +---A,_1 e B= A, temos AnNB = (A +
A+ -+ A 1)NA, = (AiNA)+(ANA)+ -+ (A_1NA,) =0. Logo, A+ B =
(At Ap+- -+ A1) + Ay = AL+ Ao+ -+ At + A,

Como os conjuntos A e B s3o finitos e disjuntos, e pela hipétese de indugdo, temos
N(AL +As+--+A,) = N(Ai+ Ao+ -+ A1) + N(A,) = N(A1) + N(Az) +-- -+ N(A,).

Portanto, pelo principio e inducdo finita, resulta que a sentenca acima vale para todo n > 2.
[ |

Exemplo 2.1.3 Se no exemplo 2.1.1 Jilia tiver dinheiro para assistir a um filme e uma peca

de teatro, quantos sdo os programas que ela podera fazer no sabado?

Vejamos quais sao 0S Casos possiveis:

Filme 1 e Peca 1;

Filme 1 e Peca 2;

Filme 2 e Peca 1;

Filme 2 e Peca 2;

Filme 3 e Peca 1;

Filme 3 e Peca 2.

Portanto, Julia podera escolher 1 dentre 6 programas diferentes, se optar por assistir a
um filme e a uma peca de teatro. [ |

O exemplo 2.1.3 obedece a um outro principio basico de contagem que chamamos de
principio multiplicativo.

Se um evento A pode ocorrer de m maneiras diferentes e, se, para cada uma dessas m
maneiras possiveis de A ocorrer, um outro evento B pode ocorrer de n maneiras diferentes,
entdo o nimero de maneiras de ocorrer o evento A seguido do evento B € mn.

Assim, como o principio aditivo, o principio multiplicativo pode ser estendido para um

nimero finito qualquer de conjuntos.
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Extensao do principio multiplicativo: Se um evento A; pode ocorrer de m; maneiras diferen-
tes, parai =1,2---,n, entdo esses n eventos podem ocorrer, em sucessao, de mym,---m,

maneiras diferentes.

Em linguagem de conjuntos, se o conjunto A; tem cardinalidade m;, para i =1,2,--- ,n,
entdo o produto cartesiano A; X Ay X -+ x A, = {(a1,a2,---,a,) | a € A, parai =
1,2,---,n} tem cardinalidade mymy---m,,.

Teorema 2.1.1 Se A e B sdo conjuntos finitos, entdo N(A x B) = N(A).N(B).

Demonstracao: Sejam A = {a;,a,--- ,ax} € B = {by,by,---, b,}. Entdo o conjunto A
pode ser escrito na forma A = Ay + Ay, -+ Ak, A, ={a;}, i =1,2,---,k e o produto
cartesiano A x B, pode ser da forma: Ax B = (A1 +Ax+ -+ Ax) x B= (A1 x B) + (As X
B)+---+ (Ax x B), onde os conjuntos (produtos cartesianos) A; x B,Ax x B, -+ ,Ax X B
sdo dois a dois disjuntos. Assim, N(A x B) = N(A; x B) + N(A; X B) + -+ + N(Ax x B).

Observe que, para todo i € {1,2,---,k} o produto cartesiano A; x B & o conjunto

dos pares ordenados (a;, b;j) com primeiro elemento somente o elemento a; do conjunto

Ai = {a;} e segundo elemento algum dos elementos b;, j =1,2,---,r do cojunto B, isto é&,
N(A; x B)=N(B), i=1,2,---, k. Dessa forma, N(A x B) = kN(B) = N(A).N(B) o que
completa a demonstracao. |

Exemplo 2.1.4 Sejam A= {1,2,3} e B ={a, b} conjuntos finitos.
Escrevendo o conjunto A na forma A= A; + Ay + As = {1} + {2} + {3}, obtemos:
Ax B = ({1} +{2} +{3}) x ({a. b})
Ax B = ({1} x{a, b}) + ({2} x {a, b}) + ({3} x {a, b})
AxB={(1a)(1.b)}+{(2a),(2b)}+{(3 a).(3b)}
Ax B=1{(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}
logo, N(A x B) = 6. E ainda, como A1, A> e As sdo conjuntos unitarios, segue que N(A; X
B)=N(B)=2,i=1,2,3. Dessa forma, N(Ax B) = k.N(B) =3.2= N(A).N(B) [

Proposicdo 2.1.3 Se A;, Ay, -+, A, sdo conjuntos finitos, entdo N(A; X Ay X -+ X A,) =
N(A1).N(Az)--- N(A,).

Demonstracao: Faremos a prova usando o primeiro principio de inducao finita.
SejaB={neN| NA xAyx---xA,) = N(A).N(A3)---N(A,); com A, A, -+ A,

conjuntos finitos }:
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Pelo Teorema (2.1.1) temos que vale:

i) n=2¢€ B, pois N(A; X Az) = N(A;).N(A>);

Temos que mostrar:

ii) n € B sempre que n—1 € B:

Tomando A=A x Ay x---xA,_1eC=A, entdio AXC = (A XAy X - XA, 1) XA, =
(AL X Ay X -+- X A1 X Ay). E como, N(Ax C) = N(A).N(C) e pela hipétese de indugdo
N(AL X Ay X -+ X Ap_1) = N(A1).N(A2) -+ N(An_1).

Segue que N(A; X Ay X -+ x Ap) = N(A1).N(Az) - - N(As—1).N(A,).

Portanto, de (i) e (ii), resulta que B contém os inteiros positivos n tal que n>2. 1B

Exemplo 2.1.5 Um amigo mostrou-me 5 livros diferentes de literatura, 7 livros diferentes de
gramatica e 10 livros diferentes de latim e pediu-me para escolher 2 livros com a condigdo

de que eles ndo fossem da mesma matéria. De quantas maneiras eu posso escolhé-los?

Para a resolucido deste problema, utilizaremos os principios multiplicativo e aditivo respecti-
vamente. Assim, posso fazer as seguintes escolhas:
a) literatura e gramatica: 5.7 = 35 maneiras;
b) literatura e latim: 5.10 = 50 maneiras;
c) gramatica e latim: 7.10 = 70 maneiras.
Como as minhas escolhas sé podem ocorrer dentre uma das possibilidades (a), (b) e (¢),

entdo 35+ 50 + 70 = 155 é o nimero de maneiras de se fazer estas escolhas. [ |

Exemplo 2.1.6 Quantos niimeros de 3 algarismos distintos podemos formar como os nime-

ros 3,4 eb?

Representaremos por P; a posicdo das unidades, por / a posicao das dezenas e por P a
posicdo das centenas.

Obteremos tantos nimeros de 3 algarismos quantas forem as maneiras de preenchermos
as 3 posicoes.

Dessa forma, poderemos fazer 3 escolhas diferentes para P; (com 3 ou com 4 ou com
0 5). Em seguida, para a posicdo P, teremos 2 escolhas diferentes que sdo com os dois
algarismos
que sobraram e, finalmente para P;, teremos apenas 1 escolha. Portanto, pelo principio
multiplicativo, teremos 3.2.1 = 6 nimeros de 3 algarismos formados com os digitos 3,4 e 5.
|
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Exemplo 2.1.7 De quantas maneiras podemos dar 3 prémios para um grupo formado por 20

pessoas, de modo que os trés prémios sejam dados a trés pessoas distintas?

O primeiro prémio podera ser dado a qualquer uma das 20 pessoas. Como 0s prémios ndo
podem ser dados a uma mesma pessoa, entao o segundo prémio podera ser dado a qualquer
uma das 19 pessoas restantes e, finalmente, pelo mesmo argumento, o terceiro prémio podera
ser dado a qualquer uma das 18 pessoas que restaram.

Portanto, ha 20.19.18 = 6840 maneiras de, num grupo de 20 pessoas, distribuir trés

prémios para trés pessoas distintas. |

2.2 Permutacoes

Para definirmos o conceito de permutacao, utilizaremos o conceito de produto cartesiano.

Definicdao 2.2.1 Seja W, = {wy, wo, -+, w,,} um conjunto finito com n elementos. Uma k-
upla ordenada (ay, az, -+ ,ax), coma, € Wy, i =1,2,--- , k é chamada uma k-permutacdo

do conjunto W, ou simplesmente, uma k-permutacdo de n.

Observamos que na k-permuta¢do, podemos ter a; = a; para i # j, i,j € {1,2,---,n}.
Intuitivamente, isso corresponde a permissao de repeticoes na n-upla.

Para diferenciar o caso em que ha repeticdes e o0 caso em que nao ha,escreve-se k-
permutacdo de n para casos sem repeticdo e k-permutacdo de n com repeticdo para 0s

outros casos.

Exemplo 2.2.1 Seja W, = {0,1}, entdo o conjunto de todas as 2-permutacdes de W>
é: {(0,1),(1,0)}, enquanto que o conjunto de todas as 2-permutacées com repeticdo é:
{(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)}. L]

Exemplo 2.2.2 Seja W, = {1,2,---,n}, entdo vamos calcular o nimero de elementos no

conjunto B das 2-permutacoes de W,, com repeticdo.

Para tanto, utilizaremos o principio multiplicativo. Um elemento de B8 é um par ordenado
na forma: (a, b);a, b € W,, ou seja, B = W, x W,. Pelo principio multiplicativo, N(B) =
N(W, x W,) = N(W,).N(W,) = n.

Analogamente, mostra-se que o nimero de k-permutacdes de W, com repeticio é n*. B
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Teorema 2.2.1 O ndmero de k-permutacdes de n, denotado por P(n, k) ou (nk) é dado por:

P(n,k) =(n)k=n(n—1)---(n—k+1)

Demonstracao: Seja P, (W,) o conjunto das k-permutagdes do conjunto W,, = {wy, ws, - - -,
w,}. Em qualquer k-permutacdo (ap, ao,- -, ax) do conjunto W,, o primeiro elemento a;
pode ser selecionado do conjunto A; = W, de n maneiras (ou seja, a escolha do primeiro
elemento corresponde a escolha de um nimero de 1 a n). O segundo elemento a, deve ser
diferente de a;, ou seja, a» € A, = A; — {a1}, onde A, possui (n — 1) elementos.

Assim, podemos pensar que a escolha de (a1, @, - -+ , ax) corresponde escolher elementos
em conjuntos que tem, respectivamente, n,n—1,n—2,---,n— k + 1 elementos. Pelo

principio multiplicativo, teremos:
P(n, k) = N(Pc(W,)) = N(A;).N(Az)---N(Ay) =n(n—1).(n—=2)---(n— k+1).

Exemplo 2.2.3 Uma familia se reune para o Natal e possui 7 carros. Sabendo que a garagem

tem vagas numeradas de 1 a 4, de quantas maneiras diferentes 4 carros podem ser guardados?

SejaW; ={1,2,3,4,5,6,7} o conjunto que representa os 7 carros distintos. Uma disposicdo
de carros nas vagas, pode ser representada por uma 4-upla (ag, az, as, a4), com a; € W5, i =
1,2,3,4 e a; # aj para | # j. Pelo Teorema (2.2.1)

P(n, k) = P(7,4) = 7.6.5.4 = 840.

Portanto, existem 840 possibilidades diferentes dos carros serem guardados. [ |

Exemplo 2.2.4 Uma prova possui 5 questées e um professor tem 10 monitores. Sabendo que
o professor alocara 1 monitor para a correcao de cada questao, de quantas formas diferentes

o professor pode selecionar os monitores para a correcdo de cada questido?

Seja Mg = {1,2,---,10} o conjunto que representa os 10 monitores distintos. Uma

escolha de monitores para a correcao de cada questdao pode ser representada por uma 5-upla



2.2 Permutacoes 24

(G1,G2,G3,Ga, G5), com q; € Myg, i =1,2,3,4,5 € g; # q; para i # j. Assim, pelo Teorema
(2.2.1) P(10,5) =10.9.8.7.6 = 30240. [ |

Teorema 2.2.2 O nimero P(n, k) das k-permutacdes de n, satisfaz as sequintes relacées de

recorréncia:

P(n,k)=P(n—1,k)+kP(n—1,k—-1),k=1,2,--- ,nen=1,2,---

P(n,k)=nP(n—1,k—1)=(n—k+1).P(n,k—1),k=1,2,--- ,nen=1,2,---
com condigées iniciais: P(n,0) =1,n=0,1,2,--- e P(n, k) =0,k > n.

Demonstracao: Seja Px(W,) o conjunto das k-permuta¢des do conjunto W, = {wy, wy, - - -,
w,}. Se Q é o conjunto das k-permutacdes de W, que ndo incluem o elemento w, e S é o
conjunto das k-permutacdes de W, que incluem w,, entdo QNS =0 e P (W,) = O+ S.
Logo, de acordo com o principio aditivo N(Px(W,)) = N(Q) + N(S). Mas, Q = Pr(W,_1)
e N(Q) = N(Px(W,_1)), onde W,,_1 = {wq, wr, - -+, w,_1}, logo, N(Q) = P(n—1, k).

Para calcular N(S), basta observar que w,, deve pertencer as k-permutacdes de S. Assim,
w,, tem que estar em uma das k posicoes de uma k-upla de S, restando entdo, (k—1) posicdes
em aberto, a serem preenchidas por elementos de W,,_;.

Portanto, N(S) = k.N(Px_1(W,—1)) = k.P(n— 1,k —1).

Finalmente, P(n, k) = N(Q) + N(S) =P(n—1,k)+ k.P(nh—1,k—1).

Para mostrar a segunda relacdo, note que os primeiros r elementos (ap, a, -, a,) de
uma k-permutacdo (ay, as, -+, ar, @41, -+, ax) de W, podem ser escolhidos do conjunto
A; =W, de P(n, r) maneiras.

Depois de cada selecdo, os Gltimos (k —r) elementos (a,41, -, ax) podem ser escolhidos
no conjunto A, =W, —{a;,---,a,} de P(n—r, k — r) maneiras.

Pelo principio multiplicativo, P(n, k) = P(n,r).P(n—r,k —r),r = 1,2,--- ke k =

1,2,---,n. Tomando r = 1, obtemos:

P(n,k)=P(n,1).P(n—1,k—1)=nP(n—-1k—-1)



2.2 Permutacoes 25

e tomando r = (k — 1), obtemos:
P(n k) =P(n,k—1).P(n—k+1,1)=P(n k—1).(n—k+1)

Portanto, P(n, k) =n.P(n—1,k—1)=P(n,k—1).(n—k+1). [

Exemplo 2.2.5 Um time de futebol de saldo possui 7 jogadores mais o Romario. De quantas
formas diferentes podemos montar o time com o Romario, levando-se em conta que a ordem

de escolha dos jogadores determina suas posicoes no campo?

Para montarmos um time de futebol de saldo sdo necessarios 5 jogadores. Assim, seja Ps(Ws)
o conjunto das 5-permutagdes do conjunto Wg = {wy, wo, W, wy, ws, We, Wy, Wa}.

Chamaremos de Q o conjunto das 5-permutacdes de Ws que ndo incluem o Romario
e S o conjunto das 5-permutacdes de Wg que incluem o Romario. Pelo Teorema (2.2.2),
N(Q) = Ps(Wg_1) = P(7,5) = 7.6.5.4.3 = 2520.

Agora, para calcularmos N(S) temos duas opgdes:

17) Calculando N(Ps(Wg)) = P(n, k) = P(8,5) = 8.7.6.5.4 = 6720 e subtraindo N(Q)

obtemos N(S):

N(Ps(Ws)) — N(Q) = N(S) = 6720 — 2520 = 4200 = N(S).

27) Pelo Teorema (2.2.2), N(S) = k.P(n— 1,k —1). Entdo, N(S) = 5.P(7,4) =
5.(7.6.5.4) = 4200. [ |
Antes de demonstrarmos o préximo teorema vamos descrever, através de um exemplo, a

idéia utilizada na demonstracao.

Exemplo 2.2.6 Seja W5 = {1,2,3}, queremos determinar quantos nimeros de 6 digitos
existem de tal maneira que o algarismo 1 apareca 3 vezes, o algarismo 2 apareca 2 vezes e

o algarismo 3 apareca 1 vez.

Tomando um namero de 6 digitos na forma (ai, a,, as, a4, as, 3s), temos que 3 desses algaris-
mos serao preenchidos com o nimero 1. Podemos entao, criar o seguinte conjunto auxiliar:
W ={11,15,15,2;, 25,31 }.

O numero de 6-permutacdes de W & obtido diretamente pela relacio: P(6,6) = 6!. Os

elementos 11, 1, e 13, representam as diferentes escolhas de posicdo para o algarismo 1 do
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conjunto original dado. Assim, uma permutacdo do tipo (11,21, 25, 15,31, 13) seria equiva-
lente a permutacdo (1s,21,25,13,31,11). Note que, existem 3! permutagdes equivalentes,
mantendo-se os elementos 21, 2, e 3; em suas posicoes ja estabelecidas.

Dessa forma, para obter o niimero de permutacdes de W que leva em conta essas equi-

. 6!
valéncias, fazemos: M = 30111 [ |
Teorema 2.2.3 Dado um conjunto W, = {wy, wo, - -+ , W, }, 0 nimero de permutacdes onde
o elemento w; aparece k; vezes, com ki + ko + - - -+ k, = k, denotado por M(ky, ka, -+, Kn),
|

é dado por: M(ky, kp, -+  ky) = ———.

por: Mk ko )= Tl K
Demonstracdo: Considere a permutagdo (ap, ao, - -+ , ax) dos n tipos de elementos de W, =
{wy, wp, -, w,}, onde k; elementos sdo do tipo w;, i =1,2,---,n. Se os k; elementos do

tipo w;y sdo transformados em elementos distintos, denotando a cada um deles um 2° indice
de 1 até ki, wip, wip, Was, - -+, Wi, € permutados de todas as formas possiveis, preservando as
posicdes que os elementos do tipo w;, para j # / ocupam nessa permutacao, k;! permutacdes
sao construidas. Se procedermos analogamente para os outros tipos de elementos, poderemos
construir k»!, k3!, -+ | k,! variacdes do mesmo tipo.

Aplicando o principio multiplicativo, temos que a permutacdo (ay, a, - -+ , ax) gera ki'ko!,

--- , k,! permutacdes do conjunto
W(n k) ={w;,i=1,2,--- ,nej=12---,k},

W(nr k) - {Wllr W121 e Wlklv W211 W221 Tty W2k21 T, Wnlv WFI21 T, Wnkn}-

Portanto, kilkp!---k,'\M(ky, ko, -+, k,) € igual ao nimero total de k-permutacdes do

conjunto W(n, k). Como o niimero de permutacdes de W (n, k) &€ P(k, k) = k!, temos

k!

Mk, k) = J T

Exemplo 2.2.7 Quantos sdo os anagramas que podemos construir com a palavra MATE-
MATICA?
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Neste caso, dado o conjunto Ws = {wy, wa, ws, wy, ws, W}, onde wy = M, wo = A, ws =T,
ws =E, ws=1,w=C, k=2, k=3, ks=2, ks =1, ks =1¢e kg =1, resulta em
10!

M(kl, k2, k3, k4, k5, k6) - /\/1(2, 3, 2, ]., ]., 1) - m - 151200 .

2.2.1 Arranjos e Permutacoes Simples

Na secdo anterior definimos o conceito de k-permutacdes de n. Esse conceito incorpora o
conceito de permutacdo simples e é também conhecido como arranjo de n a k. As chamadas

permutacodes simples, nada mais sdo que as n-permutacodes de n, ou seja,

P(n)=P(n,n)=n(n—1)---(n—n+1)=n!

A= P(n k)=n(n—1)---(n—k +1)

sabemos que uma igualdade nao se altera se a multiplicarmos e dividirmos por um mesmo

fator, entdo:

. I —1) (0 — (k= D)1 — K).(n— (K +1))---2.1]
An = Pn. k) = (=K (n—(kt1)---21

logo,
n!

(n— k)"

Exemplo 2.2.8 De quantos modos distintos 5 pessoas podem sentar-se em 1 banco de 5

Ak = P(n, k) =

lugares?

Seja W5 = {1, 2,3,4,5} uma representa¢do no conjunto das 5 pessoas. Neste caso, teremos
k =5, ou seja, todas as pessoas deverdo escolher 1 lugar, logo, P(5,5) = P(5) = 5! = 120.
[ |

Exemplo 2.2.9 Quantos numeros distintos menores do que 10000 podemos formar com

algarismos diferentes da colecdo {1,2,3,4,5,6,7,8,9}7

Neste caso, teremos nameros com 4 algarismos, 3 algarismos, 2 algarismos e 1 algarismo.
Entdo, para os nimeros com:
a) 4 algarismos: P(n, k) = Ak = A3 = 9.8.7.6 = 3024,
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b) 3 algarismos: P(n, k) = Ak = A3 = 9.8.7 = 504;
c) 2 algarismos: P(n, k) = Al = A2 =9.8 =72
d) 1 algarismo: P(n, k) = Ak = Al = 9.
Pelo principio aditivo, podemos formar A§ + A3 + A3 + Aj = 3024 + 504 + 72 + 9 = 3609

nimeros distintos. [ |

2.3 Combinacoes

O conceito de combinacdo esta relacionado com a escolha de k elementos entre n possiveis,

tal que k < n, conforme definicao a seguir.

Definicdao 2.3.1 Seja W, = {wy, wn, -+, w,} um conjunto finito. Uma colecdo (ndo or-
denada) de k elementos {a;, as, -+ ,ax}, coma, € W,, i = 1,2,---,k é chamada de k-

combinacdo do conjunto W, ou simplesmente k-combinacao de n.

Assim como no caso das permutacoes, escrevemos k-combinacdo de n para 0s casos em
que nao ha repeticdo de elementos e k-combinacdo de n com repeticdo no caso em que

existem elementos repetidos.

Exemplo 2.3.1 Os subconjuntos {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4} e {3,4} sdo todas as
2-combinagées do conjunto W, = {1, 2,3, 4}. [ |

Exemplo 2.3.2 Os subconjuntos {1,1}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,2}, {2,3}, {2,4}, {33},
{3,4} e {4,4} sdo todas as 2-combinagbes com repeticdo do conjunto W, = {1,2,3,4}. &

Antes do préoximo teorema, descreveremos através de um exemplo, a idéia utilizada em

sua demonstracdo para uma melhor compreensao.
Exemplo 2.3.3 Seja W5 = {1, 2,3}. Mostre que P(n, k) = k!C(n, k), com k=2 e n=23.

Sejam Co(W5) o conjunto de todas as 2-combinacdes de W3 e P> (Ws) o conjunto de todas as
2-permutacdes de Wj3. Observe que para cada 2-combina¢des {ay, a»} de W4, correspondem
2! 2-permutacdes (a;,, a;,) de W3 que sdo formadas permutando {ay, a,} de Ws.

Assim, temos que todas as 2-combina¢8es de 3 sdo dadas por {1, 2}, {1,3},{2, 3}.

Para cada um desses conjuntos fizemos corresponder 2-permutacdes dada por 2!, con-
forme a figura a seguir, de maneira que podemos observar que o niimero total de 2-permutacdes
de 3 é dado por: P(3,2) =6 =2!C(3,2). [



2.3 Combinacoes 29

(1,2) (1,3) (2,3)

{1|2}< {1.3}< {2‘3}<

(2,1) (3,1) (3,2)

Teorema 2.3.1 O nimero de k-combinagdes de n denotado por C(n, k) ou (n) é dada por:

k
n n(n—1)---(n—k+1) n!
k) = = = 2.1
Cln. k) (k) k! ki(n — k)! (2.1)
Demonstracdo: Sejam Cx(W,) o conjunto de todas k-combinacbes de W, = {wy, -+, w,}

e Px(W,) o conjunto de todas k-permutacdes de W,,. Observe que para cada k-combinacdo

{a1, a2, -+, ak} de W,, correspondem a k! k-permutagdes (aj,, a,,--- , a;) de W, que sdo
formadas permutando os elementos {a;, as, - -+ , ax} de W,.

Além disso, para cada k-permutacdo (ai, ao,---,ax) de W, corresponde somente uma
k-combinacdo {ay, a, - -+ , ax} de W,,.

Portanto, P(n, k) = N(Px(W,)) = kIN(Ck(W,)) = k!C(n, k). |

Observamos que fazer uma k-combinacao de n equivale a escolher k-objetos do conjunto
W, = {wy, wo, - -+, w,}, ndo importando a ordem de escolha.

Dessa forma, para cada k-combinacdo {a;, as, -+, ax} de W, existe um (nico conjunto
“complementar” B,_x = W,—{a1, a, -+, ax}, ou seja, escolher k-objetos equivale a escolher

os (n—k)-objetos deixados de fora. Esse raciocinio nos leva a igualdade C(n, k) = C(n, n—k).

Essa relacdo é facilmente obtida através da relagdo 2.1 para C(n, k). Assim, tomando

~(n _n(n—l)---(n—k+1)_ n!
C(n k) = (k) = K ~ kl(n—k)!
I
resulta que ) o " _n(n=1)---(n—(n—k)+1)
(n.n - )_(n—k)_ (n—k)! N

n! n!
(n—KIn—(—k) _ kKi(n—k)
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Exemplo 2.3.4 Para montar um time de basquete necessitamos de 5 pessoas, entdo de
quantas formas diferentes podemos montar um time de basquete (ndo importando a posicao

em que jogam) em um grupo de 10 pessoas?

Seja Wi =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, onde k = 5. Entdo, temos

10 10!
C(10,5) = =————— =252
( ) (5> 51(10 — 5)!
maneiras de se montar um time de basquete. |

Exemplo 2.3.5 Jodo vai participar de um curso de verdo em Algebra Linear e decidiu que
levara 3 livros para estudo consigo. Consultando seu acervo de livros, ele percebeu que podera
escolher os livros de 20 formas diferentes. Quantos livros de Algebra Linear Jodo tem em
seu acervo?

3|(nn—l3)| Assim, 20.3! = (nf—l3)| = 120 = n(n—1)(n—-2).

Daf, tomando n = 6, concluimos que Jo3do tem 6 livros de Algebra Linear. [ |

Sabemos que C(n,3) =20 =

Exemplo 2.3.6 Quantas retas podem ser tracadas num plano utilizando-se n pontos, onde

trés pontos quaisquer sdo ndo colineares?

Como todos os pontos tomados 3 a 3 sdo nao colineares, temos a garantia que cada par de

pontos {p, g} define uma Gnica reta no plano. Dessa forma, o nimero total de retas sera o

namero de pares distintos de pontos que pudermos criar, independentemente da ordem.
Logo, para determinar o nimero de retas possiveis, calculamos o nimero de 2-combinacdes

de n, ou seja:

C(n, k) = C(n,2) = 2!(,7”1 3 = ”(”2_ )

Exemplo 2.3.7 Em uma escola, deseja-se constituir comissbes de 6 pessoas tendo como
candidatos 5 pais de alunos e 7 professores. Quantas comissées diferentes pode-se constituir

contendo apenas 2 pais de alunos?

Escolher uma comissao formada por 2 pais de alunos e 4 professores equivale a escolher

um par A = {p1, p2} representando o conjunto de pais e um conjunto com 4 professores

B = {QL a4z, qs, Cl4}-
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Pelo Teorema (2.3.1), o conjunto A pode ser selecionado de C(5,2) maneiras distintas e
o conjunto B de C(7,4) maneiras distintas.
Pelo principio multiplicativo, temos que o nimero total de comissdes contendo somente
2 pais de alunos é dado por:
51 71
[ |
Uma forma simples de introduzirmos algumas relacdes de recorréncia relativas as combi-

nacoes é utilizando o Tridngulo de Pascal apresentado na figura 2.1.

:‘-u
=
bos
b
o
B,
th
=
1

3 9 Ip i1 12

1
3 1
6 4 ?

8| 1 5 z

520 | 15 | 6 | 1

2735 | 35 | 20| 7 i

28 56 | 7| 56| 28 8 i

36| 84 126 126 84 | 36 | 9 2

45| 120 210 | 252 210 | 128 45 | 1 1

35 165 338 | 462 462 | 330 | 165 55 (11| 1
66 220 | 495 | 792 924 | 792 495 | 228 | 66| 12| 1}

bomi | bt | B | b | By | ot | B | bt | g | B | B | g | B

iR YRR RPN RN N
bl e so| oy o b

Figura 2.1: Triangulo de Pascal.

Primeiramente, observamos que o elemento T,, (n representando o indice da linha e k o
indice da coluna, tal que k < n) é exatamente C(n, k). Através da inspecdo da figura 2.1

podemos extrair a sequinte relacdo de recorréncia:
Cnky=C(n—1,k—=1)+C(n—1,k);k=1,2,---,nen=1,2,3,---

Teorema 2.3.2 O numero C(n, k) de k-combinagdes de n satisfaz a seguinte relacdo de
recorréncia,

Cnky=C(nh—1,k)+C(n—1,k—=1);k=1,2,--- . nen=1,2,---
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com condicdes iniciais
C(n,0)=1 Vne (Z) =0,k>n.

Demonstracao: Seja Cy(W,) o conjunto detodas k-combinacdesde W, = {wy, wo, -+, w,}.
Se A é o conjunto das k-combinacdes de W, que ndo incluem o elemento w, e B o conjunto
das k-combinagdes que incluem o elemento w,, entdo ANB =0 e Ck(W,) = A+ B.
Portanto, de acordo com o principio aditivo, N(Cx(W,,)) = N(A) + N(B).
Mas, N(A) = C(n — 1, k), pois devemos escolher k-elementos dentre (n — 1) opg¢des
possiveis (w, ndo pode ser escolhido) e N(B) = C(n — 1,k — 1), pois devemos escolher

(k — 1)-elementos dentre (n — 1) op¢Ses possiveis (w, deve ser escolhido). Logo,

C(n k)= NC(W,)=C(n—1,k)+C(n—1,k—1).

|
Esse resultado também pode ser obtido como segue:
Ch—1,k)+C(n—1,k—1) (n=D! (n=1)!
e e Kn—1— k! (k—DI(n—1—k+1)!
n—1)! n—1)!

gl G oo
k(in—k)(k—1)l(n—k—1)!
(n—1)(n—k+k)

k(n—k)(k—1)!1(n—k—1)!
n!

kl(n— k)!
= C(n, k)
Também através de inspecao no Triangulo de Pascal, podemos observar que se somarmos

os elementos de uma coluna k até a linha n, obtemos o elemento da linha (n+ 1) na coluna

(k+1). Assim, valem os seguintes corolarios:

Corolario 2.3.1 O ndmero C(n, k) = (Z) das k-combinacbes de n, satisfaz a seguinte

relacdo de recorréncia:

NS (T o —1.2
k) & \k-1) T nen==4

r=
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Demonstracdo: Pelo Teorema (2.3.2),
ry (r— 1 n r—1
k) \k—-1 k
r—=1\ [r _ r—1
k—1) \k k

calculando o somatério parar =k, k+1,---, n, temos:

> (o) =20 ()
> (2D -0 -2(4)

r= r

de onde,

Como k —1 < k, (k

somatorio temos:

1
): 0, logo efetuando a mudancga de variavel s = r — 1 no segundo

2 ()20 -20)-0)

r= S

k

Corolario 2.3.2 O ndmero C(n, k) = (Z) das k-combinagbes de n, satisfaz a relacao de

recorréncia:

(:) :zk:(_l)k_r(njl):k=l,2,--- nen=172-

r=0

Demonstracao: Multiplicando a relacdo de recorréncia

() -(0=(")

por (—1)k~" e somando ambos os termos para r = 1,2, --- , k obtemos:

s ) e () e (7))

r=1
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(a')=(c)-

segue que, fazendo a mudanca de variavel s = r — 1, ficamos com,

Se(17) -5 () Een()- ()

€ Como

e (1) e ()2 () - ()

[ |

Uma outra forma de deduzirmos a relacdo de recorréncia vertical no corolario (2.3.1) é
através da seguinte argumentacao combinatoéria:

Sejam Cx(W,) o conjunto das k-combina¢des de W, = {w;, wo, -+, w,} e A, o sub-

conjunto de Cx(W,) que contém as combinagdes que incluem w, como elemento de maior

subindice, r = k,k + 1,---,n. Definindo A, dessa forma, temos que A, N A, = 0,
i,j=kk+1---,n com i # j, pois supondo que ¢ = {a;,a, - - ,ak} € A NA;, j > I,
como ¢ € Aj, w; = a; para algum t € {1,2,---, k}, mas ¢ € A; o que implicaria que ¢

contém um elemento w; com indice maior que w;, o que € uma contradicdo pela propria
definicdo de A,.

Temos também que Cx(W,,) = Ax+Ak1+- -+ A, e, pelo principio aditivo, N(Cx(W,)) =
N(Ak) + N(Axy) + -+ N(Ap).

Analisemos agora o numero de elementos de A, .

Cada k-combinagdo {ai, @, -+, ak_1, W, } corresponde a uma Gnica (k — 1)-combinagdo
{a1, a2, -+, ak_1} que pertence a Cx_1(W,_1) parar =k, k+1,---,n.

Assim, N(A,) = N(Cxk—1(W,_1)),r=k, k+1,---,n. Logo,

N(C(Wy)) = N(Crr(Wi—1)) + N(Crn(Wi)) + -+ + N(C—1(Wi-1))

entao,
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Teorema 2.3.3 (Teorema Binomial) Sejam a e b nimeros reais e n um inteiro positivo.
n

Entdo (a+ b)" = Z (Z) akp" k.

k=0

Demonstracdo: A demonstracdo serad feita pelo 1° principio de inducdo sobre n. Como

n—1

. . n—1 - .
hipétese de inducdo temos que: (a+ b)"* = Z ( L )akb”_l_k. E imediato que vale
k=0

n
para n =1, restando mostrar que (a+ b)"!.(a+ b) = (a+ b)" = Z (Z) akp" k.
k=0

Da hipotese de indugao temos que:

[y

n—

n—1
-1 -1
(a+b)"t(a+b)=a. g akp" ik 4 p. " akpritk
k k
k=0

0

}
Il

fy

n—

n—1
-1 —1
(a+b)"t(a+b)= (n p )akﬂb”lk - E (n I )a"b”k
k=0

0

i

separando o Gltimo termo do primeiro somatério e o primeiro termo do segundo somatorio,

ficamos com:

n—2 n—1
n_ (N=1\ 50 n—=1\ i1 n—(kt1) n—=1\ 4,0 n—=1\ 4 o«
(a+b) —(n_1>ab+kzzo( P >a b + 0 a'b +; P a“b

n—2 n—1

1 1
(a+b)"=a"+) (n B )ak“b”(k“) +) (n . )akb”k + b

k=0 k=1

fazendo a mudanca de variavel k — k + 1 no segundo somatério, temos

n—2 n—2

n__ .n ~ n—1 k+1 pn—(k+1) n—1 k+1 pn—(k+1) n
(a+b)"=a -l—kz%( P >a b +Z Kt+1)? b +b

k=0

N

n—

n__ .n n—1 n—1 k+1 pn—(k+1) n
(a+b)"=a"+ OK B )+(k+1)}a b +b".

x
Il
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Utilizando o Teorema (2.3.2), ficamos com:
n—2 0
n__ .n k41 p,n—(k+1) n
(a+b)"=a +Z(k+1)a b +b

k=0

finalmente, fazendo a mudanca de variavel kK +1 — k obtemos:

n—1
(a+b)"=a"+ ") kb g
k
1

(a+b)" = (Z) ak bk,
0

i

Agora, através de um exemplo, introduziremos as combinacdes com repeticao.

Exemplo 2.3.8 Joana deve escolher a cor de uma blusa, uma calca e um sapato que ira
comprar. Sabendo que as cores disponiveis sdo branco, preto e azul, de quantas maneiras
Joana podera escolher as cores das trés pecas de modo que pelo menos duas pegas sejam

brancas?

Seja W3 = {p, b, a}, onde p =preto, b =branco e a =azul. Uma escolha de cores para blusa,
calca e sapato corresponde a um terna ordenada (ay, a», as).

Dessa forma, as seguintes escolhas, possuem pelo menos duas pecas brancas: (b, b, p),
(b, b,a), (b, b,b), (b,p,b), (b,a,b),(p,b,b), (a b,b), ouseja, existem 7 maneiras para se
escolher uma calca, uma blusa e um sapato de modo que pelo menos duas dessas pecas sejam

brancas. [ |

Teorema 2.3.4 O niumero de k-combinagées de n com repeticdo, denotado por E(n, k) é

k—1
dado por: E(n, k) = <n—|— B )

Demonstracao: Sejam &, (W, ) o conjunto das k-combinacdes de n elementos com repeticdo
de W, = {wy,wo, -, w,} e Ck(W,1k_1) 0 conjunto das k-combinagdes de (n + k — n)

elementos sem repeticdo do conjunto

Wiik—1={wa, wa, -+, Wypyk—1}
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Considere uma k-combinagdo {w;,, wj,,---,w, } que pertenca a & (W,) e suponha que
os k-subindices, i, i», - -+ , Ix Sd0 numerados em ordem crescente.

Denotando j, =i, + (r—1), parar =1,2,--- ,k, temos que 1 < j; < o < -+ < Jjix <
n+ k — 1 e a correspondente k-combinagdo {w;,, wj,, -+, w,, } € Ck(Wyik-1).

Além disso, a relagdo j, =i, +(r—1), r=1,2,--- , k relaciona a cada k-combinacdo de
Ex(W,) uma, e somente uma, k-combinacdo de Cy (W, x_1) e vice-versa. Assim, N(E(W,)) =
N(Ck(Wii—1)), de onde E(n, k) = (” k- 1).

Para observar que a funcdo F : Sk(W,S — Cx(Wpik-1) dada por {w;,, wy,, -+, w, } —>
F({wi, wi,, -+ W, }) = {Wi, Wpq1, -+, Wi 4(k—1)} € uma bijecdo, basta observar que dado
{w,, wp, -+, w;, } € Ck(Wpik-1) , definimos i, = j,+(1—r), onde r =1,2,--- , k e teremos
{wip, Wy, - wi } € E(W,) e F({wi, Wiy, -+ Wi }) = {wg, Wy, oo W,

Analogamente, verifica-se que se {w;, Wy, -, W, } # {Wm,, Wm,, -+, Wi, }, ambos em
ExW,), entdo F({wy, wiy, -+, Wi }) # F{Wm,, Wiy, - -+, Win, }). [

Exemplo 2.3.9 Uma sorveteria oferece 7 sabores diferentes de sorvetes. Lucas deve pedir
um banana split que possui 5 sabores a sua escolha. Sabendo-se que Lucas pode repetir os
sabores nestas 5 escolhas, qual é o nimero de maneiras distintas que Lucas pode fazer seu
pedido?

Seja W, =1{1,2,3,4,5,6,7} o conjunto que representa as diferentes escolhas de sabores.

Pelo Teorema (2.3.4) uma escolha com repeticdo nesse conjunto equivale a uma escolha
sem repeticdo no cojunto Wy = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11} pela bijegdo estabelecida no
teorema.

A seguir apresentamos algumas associacdes relacionadas a essa bijecao.

{1,1,2,2,5} —> {1,2,4,5,9}
{1,2,2,3,7} —> {1,3,4,6,11}.

Dessa forma, o niumero total de combinacdes com repeticao é dado por:

E(n k) =C(n+k—1,k)

E(7,5) = C(7+5—1,5) = C(11,5) = 5'(+1l5)' — 160,
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Capitulo 3

O Principio da Inclusao e Exclusao

Os principios basicos de contagem dos elementos da unido de n conjuntos finitos e disjuntos
dois a dois (principio aditivo) e de um subconjunto do produto cartesiano de n conjuntos
finitos (principio multiplicativo) foram apresentados no capitulo 2.

O principio da Inclusdo e Exclusdo, é também uma poderosa ferramenta de contagem e
fornece uma formula exata para a obtencao do niimero de elementos da unido de n conjuntos

finitos.

3.1 Niamero de elementos na unido de conjuntos

O teorema a seguir fornece o nimero de elementos na unido de dois conjuntos.

Teorema 3.1.1 Sejam A e B conjuntos finitos, entdo N(AUB) = N(A)+ N(B)—N(ANB).

Demonstracdo: Para calcularmos o nimero de elementos do conjunto A U B, devemos
contar todos os elementos que pertencem a A ou que pertencem a B, porém, os elementos
que pertencem a AN B, devem ser contados apenas uma vez.

Assim, quando calculamos N(A) 4+ N(B), os elementos que estdo em A e em B sio
contados duas vezes. Dessa forma, para obter N(AU B) devemos subtrair N(AN B). [

Note que, no caso em que A e B sdo disjuntos temos:

N(AU B) = N(A) + N(B) — N(0) = N(A) + N(B)

39
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que é exatamente o principio aditivo.

Corolario 3.1.1 Dados A, B C U, com N(U) = n entdo, N(ANB')=n— N(A) — N(B) +
N(AN B).

Demonstracdo: Lembrando que, (AUB) = B'NA’, eque (AUB)+ (A NB’")=U, temos
que N(AANB")=n— N(AUB).

Pelo Teorema (3.1.1) N(ANB') = n—(N(A)+N(B)—N(ANB)) =n—N(A)—N(B) +
N(AN B). n

Exemplo 3.1.1 Sabe-se que dentre 50 alunos, 23 faziam Calculo | e 42 Fisica |. Sabendo
que cada aluno estava matriculado em pelo menos um curso, quantos alunos estavam matri-

culados nos dois cursos?

Sejam A o conjunto dos alunos matriculados em Caculo | e B o conjunto dos alunos
matriculados em Fisica |. Assim, N(A) = 23 e N(B) = 42. Sabemos também, que o total
de alunos é 50, ou seja, N(AU B) = 50.

Como queremos obter o niumero de alunos matriculados em Calculo | e Fisica | simulta-

neamente, faremos o uso do Teorema (3.1.1), ou seja,
N(AUB) = N(A)+ N(B) — N(AN B)

50=23+42 - N(ANB)
N(ANB) =15

que é o nimero procurado. |

Exemplo 3.1.2 £m um zooldégico moram 23 animais. Sabendo que 13 animais comem frutas

e 8 animais comem frutas e legumes, quantos animais comem somente legumes?

Neste caso, sejam
A = conjunto dos animais que comem somente frutas;
B = conjunto dos animais que comem somente legumes;
AN B = conjunto dos animais que comem frutas e legumes;

AU B = conjunto de todos os animais que moram no zoolégico.



3.1 Ndmero de elementos na unido de conjuntos 41

Assim, pelo Teorema (3.1.1) resulta
N(AU B) = N(A) + N(B) — N(AN B)

23 =13+ N(B) — 8
N(B)=23+8—13 =18,

Portanto, 18 animais comem somente legumes. [

Demonstraremos a seguir o caso geral do Principio da Inclusdo e Exclusao.

Teorema 3.1.2 (Principio da Inclusdo e Exlcusdo) Dados n conjuntos finitos Ay, A, -+

--+ A, C U, o nimero de elementos na unido deles, denotado por N(A; UA,U---UA,) é

dado por:

NALUA U UA) =Y NA) = Y NANA)+ Y NANANA)-
i=1 1<i<y 1<i<j<k (3_1)
> NANANANA) + -+ (“1)"N(A N AN - N A).

1<i<j<k<p

Demonstracdo: Seja S = AfUA,U---UA,. Devemos mostrar que um elemento x que

pertenca a S é contado apenas uma vez na equacgdo (3.1).

n
Se x pertence a p dos conjuntos A’s, x sera contado p vezes no termo Z N(A)).
i=1

No termo Z N(A; N A;) ele sera contado C(p, 2) vezes, pois existem (g) formas de

1<i<j
escolher dois conjuntos distintos entre A;, A,,---, A;,, tal que, x € (A, NA;).
Analogamente, no termo Z N(A; N A; N Ag), x sera contado C(p, 3) vezes.
1<i<j<k

Aplicamos o mesmo raciocinio até o termo N(A;NA;N---NA,), no qual teremos apenas
uma contribuicdo. Para interseccdoes com mais do que p conjuntos, ndo haverd nenhuma
contribuicdo, pois x pertence a exatamente p dos conjuntos Ay, As, -+, A,.

Somando todas essas contribuicdes, teremos:

(3)-)+ () - () e () -2 ()
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B)-6) () - () + -+ () = Semen()
()G () - () v ()= ()
()-()+ ()~ () + -+ () rxew(f) =0

p
Mas, 0 = ((1) + (—1))". Logo, pelo Teorema Binomial (2.3.3), Z(—l)’(?) =0, pois
i=0

0= ((1)+(~1))° = <g> 1P(—1)°+(’1’) 1P~ 1) ~+(pf 1)11(—1)P—1+<g) 10(—1)?

0= 2(-1)/(’/’_).

Entdo,

0)- 0+ ()~ rcor () o Een () -
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A demonstracdo do Teorema (3.1.2) também pode ser feita por inducdo sobre n. Pri-
meiramente, observamos que o teorema vale para n = 2 pois ja foi demonstrado que
N(AUB) = N(A)+ N(B) — N(An B).

Supondo que o teorema vale para (n — 1), devemos mostrar que ele permanece valido
para n.

Fazendo A=A UAU---UA,_1 e B=A,, temos que:

NALUAU---UA,) =NALUAU---UA, 1)+ N(A,)—

(3.2)
N((ALUAU---UA,_1)NA,).

I\/Ias, N((Al U A2 U---u An—l) N An) = N(Bl U 82 U---u Bn—l)v onde Bl = (Al N An),
B = (AANA), ..., B,-1 = (A,-1 N A,) (para deduzir esta relacdo, basta aplicar a

propriedade: (AUB)NC=(ANC)U(BNQ)).

Por hipdtese de inducdo, temos que:

n—1
N(ALUA U UA ) =) (-1)'S, 4,
r=1

onde S,_1,, = Z N(A, NA,N---NA,) de forma que o indice do somatdrio percorre todas
as r-combinagdes de (n —1).

Vale também

[y

n—

N(BlLJBQU"'UBn_l) = (—1)r_1Qn_1,r

1

r

onde Qp-1,, = Z N(B,NB,Nn---NB,;) = Z N(A, NA,N---NA, NA,) e osomatorio

ocorre sobre todas as r-combinagdes de (n — 1). Voltando a equagdo 3.2 temos:

n—1 n—1
N(ATUA U UA) = (1) Spr,r + N(A) = Y (1) Qnos,r. (3.3)
r=1 r=1

n—1

n
Observamos que, S,-11+ N(A,) = Z N(A) + N(A,) = Z N(A;) =S 1.
i=1 i=1
Além disso, parar =2,3,--- ,n—1,

Soc1r+Quo1, 1 = Z N(A, NA,N---NA;,)+ Z N(A, NA,N---NA,_ NA,)
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é simplesmente a soma dos termos N(A; NA,N---NA, ) com indices que contém r elementos

mas que ndo contém n, com os termos N(A, NA,N---NA;, _,NA,) que sdo as combina¢bes

071
de r elementos que contém n.

Dessa forma, S,_1,,+Qp-1,r-1 = Z N(A,NA,N---NA;,) =S, , onder=2,3,--- ,n—-1
e a soma é feita sobre todas as r-combinacdes de n elementos.

Finalmente,
Qn-1,-1=NBNBN---NBy_1) =NA NAN---NA,) = Shn

Voltando na equacgdo (3.3)

n—1

N(Al U A2 U---u An) == Snfl,l + N(An) + Z(_l)ril[snfl,r + Canl,rfl] + Canl,nfl

r=2
e utilizando os resultados estabelecidos anteriormente,

n

n—1
N(ALUA U UA) =Sp14+ > (1) 'Sy, +Spn=> (-1)'S,,

r=2 r=1

que é exatamente o principio da inclusao e exclus3o.

3.2 Aplicacoes

Nesta secao apresentaremos algumas aplicacdes do Principio da Inclusao e Exclusao em
problemas classicos.
Iniciaremos com a funcdo ¢ de Euler, que encontra diversas aplicacdes na area de cripto-

grafia e teoria dos nmeros.

3.2.1 A funcao ¢ de Euler

Definicao 3.2.1 Definimos como funcdo ¢ de Euler a funcdo ¢ : N — N que associa a cada

natural n o nimero de naturais relativamente primos com n e menores do que ou iguais a n.

Naturalmente, a funcdo ¢ esta bem definida e pode-se notar facilmente as seguintes

propriedades:



3.2 Aplicacoes 45

1. ¢(n) > 1, pois mdc(n,1) =1,V neN;

2. ¢(n) < n—1, pois mdc(n,n) =n,VneN;

3. ¢(p) =p—1se pé primo, pois mdc(p,n) =1,V n<p.

Utilizaremos o Principio da Inclusdo e Exclusao para obter uma férmula para o calculo de
o(n).

A idéia é obter o nimero de elementos no conjunto A = {1,2,---,n} que sdo relativa-
mente primos com n.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, temos que n pode ser decomposto de maneira
Gnica como produto de poténcias de primos: n = py*.p52.p5%---p, onde p;, i =1,2,---,r
sdo os fatores primos de n.

Para que um nimero k < n seja relativamente primo com n, k nao pode ser multiplo
de nenhum dos fatores primos de n, pois caso contrario, se p; é fator de k e n, entdo
mdc(k, n) > p;.

Dessa forma, definimos: A; = {x € A; x é miltiplode p;, i =1,2,--- ,r}.

Para obter o nimero de elementos de A que s3o relativamente primos com n, devemos
calcular N(A) — N(A; U A, U---UA,), pois devemos excluir todos os elementos que sdo
multiplos dos fatores primos de n.

Utilizaremos o Principio da Inclusdo e Exclusdo para calcular N(A; U A, U---UA,).

Para facilitar a notagdo, denotaremos por Zy ,, o conjunto de todas as k-combina¢des
dos indices {1,2, -, r}. Dessa forma, pelo Principio da Inclusdo e Exclus3o,

o(n) = N(A) — N(A1 UAU---UA))

d(n) = N(A) ZN(A)-l— > ONANA)+-+ (=D Y N(A NN

(I )EL2,r (2. i) €Tk, ¢

A+ -+ (1) N(AlﬂA2m “NA,).

Devemos portanto, determinar o niimero de elementos de conjuntos na forma A;, (AiNA;),
(AiNANA), -, (ANAN---NA,).

Temos que, N(A)) = ﬂ pois para contar o nimero de mltiplos de um primo no conjunto
{1,2,---,n} basta dividir o comprimento do intervalo [0, n], (que é maltiplo de p;) pelo
namero primo e teremos quantos nimeros miultiplos de p; cabem nesse intervalo.

Analogamente, para determinarmos N(A; N A;), temos que contar os multiplos de p;p;
contidos no intervalo [0, n], ou seja, N(A;NA)) = " Estendendo esse resultado para os

iPj
outros conjuntos temos:
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N(A) = n;

n .
N(A;) = Py
N(ANA) = —

i~

N(A, N AJ' N Ak) =

PiPjPk '

/\/(AmA2 NA)=—"

p1p
Voltando ao calculo de qb(n) flcamos com:

$(n) = n— Z ST Y gy

, (i))ET, Pipj (it.io o ik ) €Tk, ¢ Pi Piy * * * Pi P1P2 - Pr

d(n) = n( Z Z —+ AH(=1) Z ++...+(_1)r;)

pi (/J)GI (’lvi2v"',fk)€Ik,r pllplz e p,k pP1p2 - pr

e portanto, . . X
Bn) = n(1 = )1 =) (1= )

Esta Gltima igualdade pode ser compreendida melhor se analisando o produto
1 1 1
1——)(1——)--- (1L ——).
( pl)( p2) ( pr)

Cada termo gerado por esse produto, corresponde a uma sequéncia de escolhas entre as
1
parcelas 1 e — de cada fator.

pi o _
Por exemplo, o niimero 1 que é o primeiro termo do somatério é gerado quando escolhe-
r

. 1 _
mos dentro de cada fator a parcela 1. Os termos do somatoério — Z — sao obtidos quando

=1 Pi

1 1
efetuamos uma escolha de termos Py dentre os fatores (1 — —).
i i
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. 1 .
Os termos do somatoério E _p 5 sao obtidos quando fazemos duas escolhas de par-
iFj

(/vj)eI2,r
11 . . _
celas ;; e assim sucessivamente, obtendo todos os somatérios da equacao:
i P
K 1 .1
o) ==Y dt 3 (1) Y (1)
Pi (iJ)ED,, (v ig ) €Ty, Pi Pi; Pi P1P2 Pr

3.2.2 Contando o nimero de funcoes

Utilizaremos aqui o Principio da Inclusdo e Exclusdo para obter o numero de funcdes sobre-
jetoras entre dois conjuntos. Assim, consideremos os conjuntos A = {aj, a, as, - ,an} €
B = {bL b, b3, -+, bk}-

Inicialmente, vamos identificar alguns teoremas relativos ao nimero total de funcdes

injetoras e fungdes bijetoras.
Teorema 3.2.1 O namero total de funcées F : A — B é dado por k".

Demonstracdo: Esse fato decorre diretamente do principio multiplicativo, pois devemos

designar valores para F(a;), F(az), -, F(a,) todos contidos no conjunto B. Assim, temos
k-opgdes para cada imagem F(a;), i=1,2,---,n.
Aplicando o principio multiplicativo ficamos com k" diferentes funcdes. |

Teorema 3.2.2 Se n = k, entdo o niimero de funcées bijetoras F : A — B é nl.

Demonstracao: Naturalmente n = k € uma condicdo necessaria para a existéncia de funcoes
bijetoras entre A e B.

Novamente, aplicando o principio multiplicativo teremos n-opg¢des para F(a;). Entre-
tanto, como F deve ser injetora, ndo podemos escolher para F(a,) o mesmo valor de F(a;)
e assim, teremos (n — 1)-op¢des para o valor de F(a,).

Aplicando sucessivamente esse raciocinio e utilizando o principio multiplicativo, teremos
que o numero de funcdes diferentes que podemos criar é dado por:
n(n—1).(n—2)---2.1 =nl. [

O seguinte teorema ¢é relacionado ao caso das fungdes injetoras (n < k).
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Teorema 3.2.3 Se n < k, entdo o niimero de funcées injetoras F : A — B é
k(k—1)(k—2)---(k—n+1)=A; = P(k,n).

Demonstracao: Aplica-se a mesma idéia da demonstracdo anterior, observando-se que, desta
vez n < K.

Dessa forma, para F(a;) temos k-opcdes, para F(a,) temos (k — 1)-opgdes (a fungdo é
injetora) e assim sucessivamente , de maneira que teremos (k — n+ 1)-opc¢des para F(a,).

Aplicando o principio multiplicativo, temos que o niimero total de funcdes injetoras € dado
por: '

K(k—1).(k=2)---(k—n+1)= ﬁ — A" = P(k, n).
|
Finalmente, o teorema a seguir aborda o caso das funcdes sobrejetoras e utiliza o Principio

da Inclusdo e Exclusdo.

Teorema 3.2.4 Para n > k o nimero de funcées sobrejetoras F : A — B, T(n, k) é dado

por:

T(n k)= g(—l)’(/;) (k — )"

Demonstracdo: Para determinar o nimero total de fungdes sobrejetoras vamos subtrair do
total de fung¢des F : A — B aquelas que ndo sao sobrejetoras.

Uma funcdo F : A — B é nado-sobrejetora se existir b € B tal que para todo a € A,
F(a) # b ou, escrevendo de outra forma, a imagem inversa de b € F~1({b}) = 0.

Seja agora, o conjunto C; definido por:
Ci={FCAxB; Fé funcdo de Aem Be F'({b})=0}i=1,2,--- k
entdo, temos que o conjunto de todas as funcdes ndo-sobrejetoras é dado por:
C=CUGU---UC.

Para contar o nimero de elementos em C utilizamos o Principio da Inclusdo e Exclusao.
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Assim,

k

N(CUGU---UC) =Y NC)— Y NGCNC)+ Y. NCNGNCe)—-

i=1 1<i<j 1<i<j<k

Entretanto, N(C;) = (k — 1)", pois podemos escolher qualquer imagem para F(a;),
Jj=1,2,---,n, com excessdo de b;. Assim, o primeiro somatorio resulta em k.(k—1)", pois
temos k conjuntos C; e cada um possui (k — 1)"” funcdes.

Analogamente, temos que N(C,NC;) = (k—2)", pois podemos escolher qualquer imagem
para F(a;), j=1,2,---,n, com excessdo de b; e b;.

Portanto, o segundo somatério resulta em (g) (k—2)".

Aplicando o mesmo raciocinio para os outros somatoérios, ficamos com:

N(CLUGC,U---UCy) = (/1<>(k —1)"— <g)(k —2)" 4+ (—1)"‘1<Z)(k — k)"

k

MGUGU-UG) =) (- (//() (k— i)’

i=1

Subtraindo este nimero do total k", obtemos:

T(nk) = k" — é (—1)f1<’;)(k—/)n

Tk = k= 3 D () oy

T(n k) = k" + é (—1)'(/;)(k—/)”

k
Observe que k" pode ser escrito como k" = (—1)° <O) (k —0)". Portanto,

T(n k) = gm)" (§) o=y
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Exemplo 3.2.1 Em uma festa junina, existe um grupo de 20 pessoas que queremos distribuir
em 5 barracas de modo que cada barraca tenha pelo menos 1 pessoa. De quantas maneiras

diferentes podemos fazer essa distribuicdo?

Neste caso, temos que calcular o numero de funcdes sobrejetoras de um conjunto de 20

elementos num conjunto de 5 elementos. Pelo teorema 3.2.4 resulta:

5

r20.5) = (1 (3)5 -7 = (§) - 07— ()5 17+

+ (i) (5—-4)* - (2) (5—-5)%°

T(20,5) =) (-1’ <,> (5 )20 =520 54211030 102020 15

i=0

3.2.3 Contando o nimero de permutacoes caéticas

Como uma dltima aplicacdo do Principio da Inclusdo e Exclusdo apresentamos o conceito de

permutacdo cadtica.

Definicdo 3.2.2 Uma permutacdo de (a1, a», - - , a,) € chamada de cadtica quando nenhum

dos a’s, i =1,2,---,n se encontrar na posicdo original, isto é, na i-ésima posicao.

Por exemplo, (a., ay, a4, as, as) € (as, as, @, a3, a1) sdo permutacdes cadticas de

(a1, a2, a3, a4, as).
Para utilizar o Principio da Inclusao e Exclusao, introduziremos as seguintes notacoes:
A; =conjunto das permutacdes de (ag, az, - -+ , a,) onde a; esta na i-ésima posi¢do;
D,=conjunto das permutagdes cadticas de (a1, a, - , a,).
Dessa forma, fica claro que:

N(D,)=ntmero total de permutacdes de (a;, as, -+ ,a,) — N(AL,UAU---UA),).
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O numero total de permutagdes de (ay, as, -+ , a,) € simplesmente P(n, n) = n!. Apli-

cando o Principio da Inclusdo e Exclusdo, ficamos com:

)= nl — Z’V + ) NANA)— > NANANA)+-

1<i<y 1<i<y<k (34)

o (=1)" /\/(AmAmAaﬂ---ﬂAn)

Entretanto, podemos calcular o nimero de elementos dos conjuntos A;, (A;NA;), (AN
AN A, -

N(A;) & simplesmente (n — 1)!, pois um elemento esta fixo e os outros podem ser per-
mutados livremente.

Analogamente, N(A; N A;) = (n— 2)! pois a; e a; ja estdo fixos. Levando-se em conta

que o k-ésimo somatério da equacao 3.4 possul C,’j termos, obtemos:

N(D,) = n! — n(n — 1)1 + (g)(n—Q)! - (g)(n—3)! TR (—1)”(2)(,7— n)!

N(D"):nl_i+2_:_§+ +(—1)n:”'(1_1_:+;_:_:13_:+ ”+(_nl!)n)
/\/(Dn):n!(;—i—;—:+-~+—(_nl!)n)

Exemplo 3.2.2 Em uma escola de pintura existem 8 alunos. Cada aluno possui um armario
para guardar seu material de pintura. De quantas maneiras podemos permutar o material

desses alunos nos armarios de modo que os materiais ndo fiquem em seu armario original?

Pelo resultado anterior, basta calcularmos o namero de permutagdes cadticas N(Dg), ou seja,
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
N(Dg)ZS!(l—F + +————l— )-8'(———+———+———+ |):14833.

Exemplo 3.2.3 Em um time de volei (6 jogadores), de quantas formas podemos modificar a

formacao de maneira que exatamente 2 jogadores permanegcam em suas posicoes originais?

Neste caso, podemos escolher 2 jogadores de um total de 6 jogadores de Cg formas distintas.
Uma vez escolhidos esses 2 jogadores, devemos permutar cadticamente os outros 4.

Assim, utilizando o principio multiplicativo, temos que o total de formacao onde 2 Jogadores
1

— 41— 14+=—= =

IR T + )

135. [ |

permanecem fixos em suas posi¢des é dado por: C2.Dy =



Consideracoes Finais

Neste trabalho vimos como fundamentar de maneira rigorosa os principios basicos da Analise
Combinatoria, através de uma liguagem de teoria elementar dos conjuntos. Esse estudo nos
permitiu aprofundar nosso conhecimento de Analise Combinatéria, bem como aperfeicoar
nosso tratamento formal da Matematica.

O Principio da Inclusdo e Exclusdo foi estudado e trabalhado com aplicacdes podendo ser
encontrados em [6] e [2]. Uma possivel continuacdo desse estudo apontaria para as Fungdes
Geradoras.

Apesar de diversas correntes de Educagao Matematica se mostrarem contrarias ao rigor
e ao tratamento formal da matematica, acreditamos que o mesmo desempenha um papel
fundamental na formacao da estrutura légica de raciocinio.

O leitor interessado podera requisitar um arquivo em PDF da apresentacdo dessa disser-

tacdo de forma didatica, enviando um e-mail para: luciana.eliasdeassis@gmail.com



Apéndice A

Uma generalizacao do Principio da

Inclusao e Exclusao
1

O Principio da Inclusdo e Exclusdo pode ser visto como pertencendo a uma classe mais geral
de métodos que chamaremos de Métodos de Crivo.

Métodos de Crivo sdo métodos utilizados para determinar a cardinalidade de um conjunto
S que inicia com um conjunto maior e através de alguma técnica subtraem ou cancelam os
elementos nao desejados. Esses métodos possuem basicamente duas abordagens distintas:

(a) Inicialmente, aproximaremos nossa resposta por uma superestimativa. Entdo, subtrai-
MOS uma nova superestimativa de nosso erro original, continuando dessa forma, até que apds
um namero finito de passos cheguemos a resposta correta. Essa é a esséncia combinatéria
do Principio da Inclusdo e Exclusdo.

(b) Os elementos do conjunto maior podem ser ponderados de tal maneira, que os ele-

mentos ndo desejados se cancelem, deixando apenas o conjunto original S.

Teorema A.0.5 Seja S um conjunto com n elementos, P(S) o conjunto das partes de S eV
o espaco vetorial 2" dimensional (sobre um certo corpo K ) de todas as funcées f : P(S) — K.

Definindo uma transformacao linear ¢ : V. — V como:

OF(T)=>_F(Y), para todo T C S (A.1)

YT

53



54

Entdo ¢! existe e é dada por:

¢ H(T) = Z(—l)'y_T‘f(Y), para todo T C S (A.2)

Demonstracdo: Definimos 9 : V — V com 9f(T) = >, (=1)""TIf(Y). Entdo (

colocando as fungdes da esquerda para direita)

YF(T) =D (—1)TIpr(Y)

— ;(_1)Y—TI ZZD; f(2) (A3)
(X o)

Fazendo m = |Z — T|, teremos:

m
S ()T =Y (- <m> — Som
ZoYDT i=0 /
(z,T, fixos )

entdo ¢pyf(T) = f(T). Logo ¢pf =1f, so 9 = ¢ L. [

Apresentaremos a forma tipica de realizar uma aplicacdo em combinatéria utilizando esse
teorema. Pensamos em S como um conjunto de propriedades que os elementos de um outro
conjunto A podem ou ndo satisfazer. Para qualquer subconjunto T de S, seja —(T) o nimero
de elementos de A que possuem exatamente as propriedades em T (ou seja, eles falham em
ter as propriedades do conjunto T = S — T). Seja £~(T), o namero de objetos em A que

tem pelo menos as propriedades em T. Dessa forma:

£(T) =) £(Y) (A.4)
YDOT
Portanto, pelo Teorema A.0.5
(T) =Y (1) TIE(Y) (A5)

YT
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em particular, o nimero de objetos que ndo tem nenhuma das propriedades em S é dado por:

£(0) =) (—D)YE(Y) (A.6)

Y
onde Y € P(S). Em aplica¢bes do Principio da Inclusdo e Exclusdo é comum que seja facil
determinar f(Y) para Y C S, de tal forma que a equacdo A.5 fornece uma férmula para
f(T). Na equacdo A.5 podemos pensar em f(T) (o termo Y = T) como sendo a primeira

aproximacao para f(T). Entdo subtraimos

> A

YOT
lY—T|=1

para obter uma aproximacao melhor e adicionamos:

> A

YOT
Y —T|=2

e assim sucessivamente, até obtermos a férmula explicita A.5. Isso explica a terminologia
“Inclusao e Exclusao".

Talvez a formulacdo padrdo do Principio da Inclusdo e Exclusdo dispense a definicdo do
conjunto S e leve em conta apenas os subconjuntos de A. Dessa forma, sejam Ay, As, ..., A,

subconjuntos de um conjunto finito A. Para cada subconjunto T de {1, 2, ..., n} seja
A1 = NjeTA;
(com Ay = A) e para 0 < k < n definimos:

Sk= ) |A7l (A7)

[T1=k
que é a soma das cardinalidades de todas interseccdes de k-uplas de A;'s. Neste contexto,
pensamos nos subconjuntos A; com uma forma de definir uma propriedade P pela condi¢cdo

x € A;. Entdao Ar é o conjunto dos elementos de A que satisfazem pelo menos as propriedades
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de T, assim, por A.6 o nimero #([\1 N...NA,) de elementos de A que ndo pertencem a

nenhum dos A;'s é dado por:
#(AIN..NA)=S,—S1+S,— ...+ (-1)"S, (A.8)

onde Sp = |Ap| = |A|.
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