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A B 5 T R A C T

This work has the purpose to give a review of the technics of

prediction, from the insight of Linear Models.

The first part contains the. prediction of the random vector para-

meters in random and mixed models, and the prediction of the vector
of fixed model when only the values of the independent variables are

known.

It is aleo presented the recursive estimation of the dinamic ii-

near model, when the observation equation is a random or mixed model,.

The prediction of the dependent variable is obtained in a recursive

way from this estimation. This result concludegs the theorical part of

thie work.

For purposes of illustration some of the technics mentioned above
are applied in real data sets. Simulations are made in order to verify

their performances.



S U M A R 1 O

Este trabalho tem por objetivo fazer uma revis¥o sobre as técni-

cas de predi¢3o, sob o 3ngulo de vis¥o de modelos lineares.

_Em uma primeira etapa, é mostrada a predi¢Zo do vetor de par8me-
tros aleatdrios nos modelos aleatdério e misto, assim como, a prediglio
do wvetor das varidveis dependentes do modelo fixo, quando 86 830 co-

nhecidos os valores das varidveis independentes.

Aborda-se a estimagBo recursiva do modelo linear dinSmico, sendo
a8 equa¢do de observacdo um modelo aleatorio ou misto. A partir desta
estimag¥o, obtém-se a prediglo da varidvel dependente de um modo re-

curgivo, concluindo asgim a parte tedérica deste trabalho.

Para propésito de jlustragBo, algumas dag técnicae citadas acime
s3o aplicadas em dados reais. Também foram feitas simulacBes para ve-

rificar suas performaces.
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cC a rP 1 T U L O o

I N T R O D U ¢ XK O

Em muitos trabalhos, aplicados em diversas &reas, desejam-se fa-
zer predic¢Bes, sendo, As vezes, estas de vital importancia para o de-
senvolvimento de alguma técnica, equipamento, etc. Mas, como predig3o
é a2 estimacgZ%o de uma variavel aleatdria n%o observdvel, pode-se facil-

mente comenter grandes erros, devendo ent%o ser usada muito cautelosa-
nente.

A predi¢do linear n3o-tendenciosa dtima, é linear nas observa-
¢Bes, com esperanga matemdtica do preditor igual a esperan¢a matemadti-
ca da varidvel. E existe uma fung¥o quadrética da dist8ncia do parfme-
tro em relag¥oc ao estimador que tem um valor mfnimo.

Em alguns casos, pode acontecer que os dados sejam obtidos se-
quencialmente e que a predig¥o tenha que acompanhar as cbservagles, ou

seja, se d8 de modo sequencial. Dispondo apenas da predig¥o anterior e
do ponto presentemente obtido, tem-se a necessidade de fazer-se uma
predig¢do recursiva.

Reste trabalho foi feita uma coletl@nea de algumas técnicas usadas
no contexto acima citado, que pode vir a servir para estudoe posterio-
res de nfvel mais profundo.

Este estudo & dividido de acordo com a classificagdo dos modelos,

A classificag8c é baseada no vetor de parfmetros, ou seja, nos modelos
fiwoe, aleatdériose e mistos.

Inicialmente, tratou-se da predicg¥8o do vetor de par8metros dos
modelos aleatdrios e mistos.

No segundo capftulo, viu-se a predig3o do modelo fixo, que & re-
querida quando se tem novos valores para as varidveis independentes e
gse deseja obter o valor mais provivel da variavel dependente do mode-
lo. Foi vista a predig¥o classica, que parte da estimaclo Stima do ve-
tor de par@metros, a predigBo Stima e a comparagZo entre as duas téc-
nicag. Também foi verificado o comportamento da predig¥o 6tima no mo-
delo misto.E a técnica do Kriging é apresentada na dltima sec%o.

O terceiro capftulo estuda o Filtro de Kalman, uma técnica de ea-
timag¥%0 recursiva bapeada no modelo linear din8mico, que é um modelo
aleatdrio com a caracterfstica adicional de par8metros din8micos.(va-
riarem noc tempo).



Conjugaram-se as jdéias do Filtro de Kalman 3¢ do modele misto,
ne capftullo quatro, colocando os efeitos fixos como efeitos aleatd-
ricg de varidncia e covarifincia tendendo ao infinito.

0 quinto capftulo, mostra alguns modelos aleatdrios especfficos.
Simul ando dados com base nestes modelcs, observou-se o comportamento
da predigdo linear n%o tendencicsa Stima (Técnica n3Fo-recursgival com o
Filtro de Kalman{(Procedimento Recursivo). Esta observacio foi também
feita em dados reais, que foram modelados de acordo com as SBuas carac-
terfsticas.



CcC A PP I T U 1. O i

M O D E L. O S I. I N E A R E S

Este capftulo tem como objetivo expor o que vem a ser modelos,mo-
delos lineares,sua classificagdo de acordo com seus coeficientes, as-
sim como suas estimativas,

1.1.1ntrodugso.

Para desenvolver qualquer teoria em modelos linearea, & preciso
saber o que significa modelos, e maig ainda, modelos lineares.

1.1.1 ¥odelos.

Um modelo consiste numa representag¥o simplificada de um fenbmeno
ocorrido no mundoe real.

Considere uma situac¥o que tenha um conjunto de observagBes ou re-
pultados experimentais, o qual ¢ chamado de variidvel dependente y, e
que pode ser escrito em fungBo de outras variivels 14 X2y oo, Xp, @B
quais s¥o chamadas de varidveis explicativas ou preditoras.

Podemose, ent3o, escrever
y = f(xi,x?,..-,xpie) (1!1!1)
onde e representa uma possfvel multidfio de fatorees, incluindo os erros
de medig3o, e portanto é chamado de erro ou rufdo.
A fung¥o f{.) deve satisfazer aos seguintes requisitos:

a.deve ser matematjcamente tratdvel; isto &, deve ser tal que o pro
blema de aproximac¢¥o possa ser resclvido,

b.deve adequar-se bem aos dados disponiveis.

c.deve ser a mais simples posslivel dentre concorrentes de igual valor
quanto ao ajuste aos dados.



1.1.2.Modelos Lineares.

Para que o modelo (1.1.1) seja matematicamente trativel: ou seja,
cumpra © requisito (2,) comega-se por admitir que og modelos sejam li-
neareeg nos parfmetros, onde por parémetro entende-se uma quantidade
agsociada com a populag¢®o que caracteriza o modelo e que © comporta-
mento do erro seja aditivo; fsto & :

y = fixg,%2,...,Xp? *+ e (1.1.2)

Modeloe que té&m estes requisitos serZo chamados de modelos linea-
res.

Alguns exemplos de modelos lineares:

y = bg + bixg + boxo + ... + bpxp + @
y = bg + bjlogxy + boxpo + ... + e
y = bg + byxg + boxo + ... + bpxp + o

Exemplos de fung@es ndo-lineares nos parametros:

y = bpbixy + boxp + e
y = bg + (logbiIxy + e
y = bg + byxy + (b2)Zxg + ... + (bp)Pxp + @

De modelos a serem congideradog gser3o da forma:
y1 = bo + bixj1 + baxg2 + ... + bpxip + e ti=1,2,...,m
onde n & © numero de observacles real izadas.

Escrevendo em formaz matricial:

Y =XB + E (1.1.3)

cnde:

Y = (yy):vetor(nxl) de varidveis dependentes, aleatdrio e observiavel.
X = {{x;j)?:matrizinxp) de variédveis explicativas,fixa e observivel.
B = (b;):vetor(pxl) de parimetros, n3o-observiavel.

E = (ej):vetor{nxl) dos errog, aleatdrico e n3o-ocbservivel.



]

1.2.Clagsificacio dogs Modelos Lineares.

De acordo com o vetor de par@metros, os modelos podem ser classi-
ficados em:

I1.Modelos Fixos.
ii.Modelog Aleatdérios.

iil .Modelos MHistosn.

1.2.1.Modelos Fixos

Quando todas as varidveis explicativas s%o controladas pelo pes-
quisador; ou seja, o vetor de par8metros correspondente a essas varis-
veig, nZ¥o tem um comportamento estocistico, iste é, nZ%o segue uma dis
tribuic3oc de probabilidade, este & chamado de modelo de efeito fixo.

Pode-se, tLambém, ver esta classificacio através de uma conotagdo
amostral., Coletando or dados sobre alguns niveis dos efeitos e se &
desgejado inferir apenag asobre estes nfveier e nenhum outro, estes efei-
tos 8380 ditoas fixos e se todos o8 efeitos do modele g3%o fixos temos um
nodelo de efeito fixo.

1.2.2.Modelos Aleatdrios

Tendo todoe og par@metros do modelo um comportamento estocastico;
isto €&, sendo variaveis aleatérias, o modelo serid chamado modelo de
efelto aleatdrio.

Na vis%c amostral,temos efeltos aledtorios quando os dadoa ceoleta-
doz 8%o sobre algunsg nfveis amostrados dos efeitos e deseja-sme inferir
a2 populagio de nfvets. Quando todos os efeitos do modeio sXo aleatd~
rios, este modelo é chamado de modeloc de efeito aleatdrio, ou simplies-
mente, modelo aleatdério.

1.2.3.Modelos Mistos

Modelos onde alguns efeltos s¥8c fixos e outros aleatdrios s%o cha-
mados de modelos mistos.

Naturalmente, todos os modelos contém um efeito fixo by, que re-
presenta a média geral, e um termo aleatdrio, o erro. Mas, a descriglo
feita aqui & reservada para modelog cujos efeitos, a menos dos bp e
e’'s, 580 uma mistura de efeitos fixos e aleatdrios.



1.3.Estimativa dosg Efeitos.

De infcio, precisamos definir o critério de dist8ncia entre os
dois vetores em estudo, © cbservado e o definido pele modelo. A esco-
lha da dist3ncia varia de acordo com a conveniéncia e o objetivoa de
quem estuda o problema,.

A dist8ncia definida pela norma Euclidiana é a mais facil de tra-
bathar, do ponto de vista matemdtico, e serd a utilizada neste traba-
lho.

Define-se a aproximag3o de mfnimos quadrados da seguinte maneira:

Seja © modelo
Y = XB + E (1.1.3)

onde B & um vetor arbitrdrio sobre EP.

A aproximac3c de minimos gquadrados é dada por XB, onde B é um ve-
tor quaiquer, que satisfaz a seguinte condic¥o:

'V Y- XB Il = 4nf 11 Y - XC !
CE EP
onde i{i.}! representa a norma Euclidiana,

1.3.1.Estimativa do Modelo Fixo.

Tomemos o modelo
Y = XB + E (1.1.3

onde B & um vetor de paré&metros fixose, n¥3o-observdvel sobre EP.

Sendo Q{t) = !! Y-Xt !!12 a fung¥o que desejamos minimizar.
Temos,
QEt) = 1) Y-Xt 112 = < Y-Xt,Y-Xt>

=YY - 2Y'Xt + t XXt
Derivando em relag@o ao vetor t :

dg(t) = -2X°Y + 2X "Xt
dt

Igualando 2 =zero,



XXt = XY (1.3.1)

As equagBes (1.3.1) s¥o chamadas "equagBes normais”.

Como Q{(t) >= 0 , para qualquer t, por ser soma de quadrados, e ser
uma fungBo contfnua de t; se as equa¢Bes normais forem consistentes,

ou seja, admitirem golugl¥o, Q(t) admite m(nimo que =zeré dado por uma
solugio das equagBes normaisg.

Obg.:Unm sistema, AX = b, é consistente, se e somente sge, para todo ve-
tor a,

a’A =0 ==> a’b =20
Proposic¢®o 1.3.1:As equagBes normais s%o consistentes, qualquer que
sgeja Y.

Dem.:Seja ac EP, tal que a"XX

]
Q@ <

Ent%ico a’X'¥a = 0 ==> a’X" = ==> a’XY =0 2 2

Proposi¢¥o 1.3.2:5e t & solug¥io das equagles normale, ent¥o a aproxi-
mac3o de minimos guadrades, y = Xt, é dnica.
Dem.:Sejam ty e to duas solucles das equagles normais, logo
XXty = XY = XXty ==> XX(tg-te) =0 ==>
(bi-to) X X(Lyg~tn) = 0 ==> X(ty~-to) = 0 ==>
Xty = Xto.
ProposicBo 1.3.3:A aproximag3o de mfnimos quadrados obtida a partir da
solugdc das equacBes normais é um minimo global,

Dem,:Seja b uma solu¢g¥o das equagBes normais, e y = Xt outra aproxima-
¢3io.,

Escrevendo
t =b+c, onde ¢ é um vetor qualquer, ent¥o

Q) Q(b+c) = Y'Y = 2Y "X(b+c) + (b+c) X "X(b+c)

Y'Y - 2Y°'Xb - 2Y'Xc + b'XXb + 2b"X"¥c + ¢"XXc

Y'Y - 2YXb + b’XXb - 2Y'Xe + Z2b°'X"¥Xc + ¢c'XXc

Q{b) + ¢’X"Xc >= Q)



Logo, Xt €& um mfnimo se e =28 se X¢ = 0.
Obe.: Acima usamos o fato de que X'Xb = XY

Rota Importante:Usamos neste trabalho a matriz X de posto completo,

baseando-nos no fato de quando igto ndo ¢ verdadeiro,

podemos reparametrizar o modelo de tal forma que ve-
nha a ser.

Nota Ol:Devemos chamar a ateng%o para o fato de que n¥3o foi imposta
uma estrutura estocéstica para o vetor de erros E, visto que
este é apenas um vetor arbitrdrio sobre EP.

Definig¢¥3o:Variancia da estimativa de b,

Seja b uma solu¢3o das equagles normais:
b = (X X>"ix-y

Se E(E) = O e Var(E) = 82], onde | é a matriz identidade,

Var(b) E(bb") = E((X"XO-1X Yy x(x X0~ 1H

a2¢(x-xX)"1 (1.3.2)

1}

Def inic8o:Hfnimog Quadrados Generalizados ou Ponderados.

Este método envolve a suposic¥o que a var(E) = V (simétrica,poBi-
tiva definida), e com o objetivo de minimizar (Y-XB) ‘'V-1(Y-XB) conm

respeito a B.
Consequentemaente,
(Xxv'ix)e = x-v-ly _ (1.3.3)

que s%o chamadas "EquagBes de Aitken” as quais gozam das mesmas pro-
priedades que as equagBes normais, entlo

b = (X vixy~1lx-yv-iy |, o (1.3.4)

Var(b) = (X‘'v-1x»-1 (" .3.5)

1.3.2.Predicidc do Modelo Misto.

Seja Y = XB + ZU + E

onde;:



Y:vetor(nxl) de observagdes.
XB:contribuig¢do para Y dos efeitos fixos, rsendo X uma matriz (nxp).

ZU:contribuig¥o para Y dos efeitos aleatdrios, sendo Z uma ma-
triz{nxm}.

E:vetori{nxl) dos erros.

com E(E) = E(U)Y = O EUU") = D
E(EE") = R
FE(UE") = O

gendo D @ R conhecidas,simétricas e positivas definidas.

Logo a Var(Y) EL(Y-E(Y)I(Y-E(Y)>) "] =

EL (XB+ZU+E-XB) (XB+ZU+E-XB) "] =

E(ZUU"Z+EE"] =
= ZDZ° + R = V (1.3.6)

Uma reatizag®o n3Io—-observivel do vetor aleatdrio U estd associada
com & observag¥o. Temos interesse em estimar o valor ocorrido de U.

Por contraste, em modelos de componentes de variancia, estima-se,
ntio o valor de U, mas sua varifincia.

0 modelo de predi¢¥o tem um contexto estocdstico assumido, ao pas-
g0 que o de componentes de vari@ncia estd associado & amostragem.

Um processo para estimac¥o dos efeitos aleatdrios é totalmente Ba-
yesiano e assume que hd uma distribulg¢Zs congjunts a priori para todos
o elementos de B, de U, D e R. Depois calcula-se a distribuig¢3io a
posteriori de todos os parimetros B, U, D e R, & obtem-se a distribui-
¢%0 marginal de U, tomando a média desta dltima, como uma boa estima-
tiva para U.

Como D e R s¥o conhecidas, estes n¥o preciszam entrar na distribui-
¢%0 a priori, e como XB pode ser reparametizado, torna-ze dfficil ob-
ter uma distribui¢fo a priori para todos os par@metrog do modelo. Por-
tanteo, usaremos duase outras técnicas que veremos mais adiante.

Um fato interessante é que, © uso da palavra estimac¢¥o referente a
uma variidvel aleatdria, estd associada ao emprego de uma técnica Baye-
siana, por exemplo, a média da distribuig¥%o a posteriori. Ent3do a ex-
pressio “"predig¥o” refere-se b estimag¥o dos elementos de U, no uso
de uma outra técnica.
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1.3.2.1.Predic%c de MiAxima-Verossimilhanga.

Suposig¢do: E ~ N{O,R) U~ N(O,D

Com base nesta suposi¢i30, a densidade conjunta de Y e U & dada
por:

fCY,U) = g{Y/UYh(1)

Cexp( -1 (Y-XB-ZU) "R~ (Y-XB-ZU) }axp{-1(U D~ 1U)}
2 2

i

Cexpl~1(Y ‘R-1Y-2Y ‘R™1XB-2Y ‘R™1ZU+B "X ‘R~ 1XB+
2
+ 2B X "R™1zU+U-Z R-1zZU+u B~ 1))

onde C é6 uma constante.

Chamando
Q = -31(Y'R-1Y-2Y ‘R-1XB-2Y ‘R~ 12U+B "X 'R~ 1xB+
2

+2B X ‘R™1Zu+U - Z ‘R™1ZU+U "D~ 1)

Diferencia-se Q com respeito a B @ a U;

dg = X'RT1Yy-X‘R-1xB-X"R1ZU

dB

dQ = Z°'rR-1Y-Z°R-1xB-Z-R™1ZU-D~1U
du

Igualando a zero,obtem-se

xR~y = x-r-1xB+X-R™1ZU (a)
Z 'R-I(Yy-xB) = (Z°R™1z+D"hHy (b)
Diferaenciando-se pela sequnda vez,

a?g = -X‘rR71x <o
dB2

d? ~-z°R-1z - D1 <o
Soo

a?Q = -Z'R7IX < o0
dBdU
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Como [ & uma fungfo contfnua em B e U, concluf-se que seri obtido
um ponto de miaximo,na golugdo das equacBes (a) e (b).

De (b) vem: U = (Z°R-1z+D" 1)1z Rp~1(y-xB) (1.3.7)

Subgtituindo em (a1},

X 'R-Ixp+x'R-1Z0(Z'R-1Z+D"1)-1Z7 ‘R~ 1(Y-XR)?}

X‘R-1ly

X 'R-IxB+X 'R ¥7Z(z'r"1z+D " 1y-1z R 1Y-
-X‘R-iz(z'r-iz+Dp " 1y-1lz-'r-1xB

X [R-1-Rp~lz(z‘'r~1z+p~ 1)1z R-11y =
= X“IR"1-R~1z(z'R-1z+p"1)~1zR-131xB

Chamando—-ae
w =R - Rrlz(z'riz+Dp"1y~1z2°R71,
regue que
X°WY = X UXB
Mags,
wv = [R™1-R-1z(Zz'R-1Z+p~"13-1Z-R"11(Z DZ+R)
= p~izpZ +1-R-1Z(zZ'R-12+D"1)=1z2'R-12DZ -R™12(Z'R"1Z+D"1y~-1z"

R 1zpz-+1-R-1Z¢z'R1zZ+D" 1y~ (z'Riz+p " 1HyDnZ"

rR-1zpz-+1-r"12D2"

= 1
ou geja, W = v-i
Ent%0, a equag¥Bo acima pode ser escrita por
Xvly = XV IXB ==> b = XV ix)-ix-v-ly (1.3.4)

que s#Ho as equacBes de Aitken, que nos d¥o am estimativas de wminimos
quadrados geperal izados para oa efeitos fixos B.

Sendo =a prediclo dos efeitos aleatdrios obtida pela substituicio
deste resgultado na equag@c (1.3.7), ent3o

(Z°R™1z4Dp"1)~1z R-1(yY-Xb)

u

(Z R-1Z+D~1)-1z 'R~ lyv—i(y-xb)

1]

(2 'rR~1z+p-1y-1z'R-1(ZnZ “+RIV-1(Y-Xb)

tz°'R-Yz+p"Hr-Y(z-p~1lzpz+72 ) v l(Y-Xb)



(Z'R-1z+D-1y~1(z'R-12+D " LHDZ V-1 (Y-Xb)

DZ V- l¢y-Xp) (1.3.8)

Este preditor foi estabelecido por Henderson(1963,1973).

Do ponto de vista Bayeslano, este & o estimador de méxima-verossi-
milhanga da média de U, condicionado a um conjunto de observagBes Y,
como veremos agora.

H

Temog que a Cov(lU,Y ") E{U, (Y-XB) ")

E(U, (ZU+E) 7)

[}

E(UU "Z "+UE ")

DZ-

"

Sob a suposig¢¥o de normalidade,

E(U/Y) = E(U) + Cov(U,Y )(Var(Y)1~1{Y-E(Y)]

Ent¥o,

ECU/Y) = DZ V- 1(Y-xB)

Substituindo B por b, que & © ertimador de mixima-verossimilhan¢ga

de B, obtem-se u. Daf ser chamado de estimador da mddia condicional da
U dado Y.

Obg.:Z°R™1Z+D-1 & inversfvel.

Para qualquer vetor x # 0

w{Z R 124D 1) > O

1.3.2,.2.Pradiclo de Erro Médio Quadratico Minimo.

Deseja~-se um preditor dos elementos de U que seja linear nas ob-
servagBes o que seja independente de B, logo o problema & formulado da
seguinte maneira:

Escolher vetores a“j(nx1),i=1,2,...,m,tais que;

a. a’yX = 0 (iasto &, a’Y n¥%o contenha efeitos fixos; isto &, indepen-
dente de B).

b. Ea’{Y-d*{1>2 seja mfnima.

onde 4°;=(0,0,...,1,0,...0); isto &, 1 na i-é=sima pomigHo



al

E faz-se isto sucessivamente para i=1,2,..,m.

De infcio, a equag¥o &
a’;Y = a"XB+a";ZU+a"E
56 que 8 (X = 0, entZo

a’yY-d" U = (a“{Z~d {)U+a"F

13

Elevando ao quadrado e tomando a esperanga matemdlica com relag¥o

e a E, tem—se:

E(a’yY-d*;1)2 = El(a";Y-d ;W) (a";Y-d ;1) "]

H

(a’;Z~d {dDCa’;Z-d°{) “+a’,Ray

a'iZDZ‘ai—?d'iDZ'a‘+d'iDdt+a'iRai

a’{Va;-2d " yNZ%a;+d " {Nd;

D problema, ent3o &

Minimizar a“Va-2c a+D onde c ‘=DZ"
Sujeito a X'a = 0

Usando a técnica de Lagrange,

L = a’Va-2¢c a+D+2] “(X"a)

dL = 2Va-2c+2X) = O (a)
da

dl. = X"a = 0 (b)
dazl -

De (a): Va = ¢-X]
a = V-1l(c-X1) (V & inversfvel)
E de (b)Y, X'a = X'V-le-X"v-ix1 = 0

X°vix)y = x-v-ic

El{i(a"§jZ-d"j)U+a " jEX (a"jZ-d")U+a’(E)} ")

Como esta equag3o tem a mesma erbirutura que as squagfBes de Aitken
e, consequentemente dar equagBos normair, pode-se dizer que ela & con-
sistente e possgui uma vnica solugdo para Xl.
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Propoaig®o 1.3.4:A solug%o obtida fornece um mfnimo globhal.
Dem.:Seja b = V-1(c-X1) onde X-v-iXiI = X'v'lc
Tome a = b+%, mas X'¥ = 0, peies X’a = 0 ¢ X'b = 0.

Sendo, a‘Va-2c¢ a+D = (b+H) 'V(b+A)-2¢c " (b+3)+D

b‘'Vb-2c ‘b+2% "Vb-2¢ "A+4 "V&+D

b ‘Vb~2¢ "b+2%3 " (Vb-c)+3 "VA+D

c-Xi-c = -X1.

E como Vb-c
Ent%o 2%°(Vb-c) = -2%°Xl = 0 ,jd gqus X% = 0,

Logo, a’Va-2c’a+D = b’Vb-2¢c ‘b+D+& "VH

E a 86 serd minimo se e somente se 3°V3d = 0 ==> % = 0

Dirto, é poesfvel concluir que o melhor preditor linear de u;, é
dado por a“(Y, onde:

v-i(c =Xt

n

aj

v-1(zZDpd - (-%1 ) (1.3.9
e X°V-IXl; = x°v-lgy
= X°vV~17Dd "4 (1.3.10)

Loge, o melhor preditor linear de U, é&:

L] 1 1 1

Pug ta“y

' i i i

! ug | ! a’‘s |

! ! ' '

.o b= 0, 1 Y=AY
ek Voo

} i : i

Poug ! Ve,
ot i _t

onde A = (ay az ... apy)

= v-1{ZD-XL)
e X'v-1xL = x°v-izp
EntBo L = (X'v-ixh-ix-v-izp

e A= v 1l(zp-xx-v-ix)-ix-v-izm



= vig-xx-vix-tx-v-1Hzp

AY

Logo u

DZ (I-v-ix(x-v-ixy~1x-v-ly

pZ (v ly-v-ixx-v-ixn-ix-v-1iy)

DZ ‘v-1l¢y-x¢x v-ixo-1x v-1y)

i

DZ ‘v-1(Y-Xb) (1.3.8)

n

Que & o preditor obtido por Henderson(1963,13573). E pode ger dito
que este tem as seguintes propriedades:

a. ¥ linear na’s observacles.

b. ¥ n¥o-tendencioso com respeito a parte fixa do modelo, ou, alterna
tivamente, n%o depende da natureza de  XB. (E(U)=E(u)=0)

c. £ o melhor preditor do vetor U, na classe dog praditores que satis
fazem (a.) e (b.).

Devido a este preditor satiefazer a estas propriedades, este é co-
mumente conhecido como BLUP (Best Linear Unbiased Prediction) das va-
ridveieg aleatérias do modelo.

Nota 02:Gostarfamoeg de ressaltar que n¥co foi felta nenhuma suposig3o
gobre a distribuic%o normal nesgte desenvolvimento, e majg uma
vaez, apesar de estarmos estimando uma vartdvel aleatdéria; ou
seja, um argumento Bayesianco, n¥o foi usado qualquer forma das
distribui¢Bes a priori de XB ou U,

Teorema da inversa de natrizes: 0O seguinte teorema sera util.
(a+BCY>~! = a~l-a-ip(1+ca~im>~1ca-1
onde A:matriz(pxp) de posto igual a p
B:matriz(pxq) de posto igual a g
C:matriz{qxp) de posto igual a g

Usando este teorema, pode—-se escrever

v—1

(R+ZDZ >~ 1

R-1-r~izc1+DZ°R12)-iDZR-!

[}

R-Y1-R~1z(p-l4z°Rr-1z)-1p-ipz-R-1

R-1-r-iz(p-Y+z R 1z)-iz'R~t =y



16

0 valor de escrever esta inversa na forma de W, é que nesta & ne-
ceggirio inverter uma matriz (mxm) e a matriz R que normalmente & a

identidade, ou no méximo uma matriz diagonal, em vez de inverter uma
matriz de ordem igual ao nimero de observag¢Bes (n). Normalmente nas

aplica¢Bes,m é muito menor que n.

NHota 03:Henderson(1963) mostrou que o melhor preditor linear n3o-ten-
dencioso para K'B+M'U é K b+M‘DZ V-1(Y-Xb), onde b & qualquer
soiugBo de (1.3.3).

1.3.2.3.Erro Médio RQuadrético de predic®o do modele misto.

Defini¢¥%o0: EMQP

0
m

(b~-B)(b-B)°  (b-B) (u-U)"
{u-) {(b-B) {(u-1U) (u-U) "_

"
v

onde: EL(b-B){(b-B) "]

Var(b) = (X'v-ix)-1 (1.3.5)
EL{(b-B) (u-U) ") = E[b(u-U) “3}

EL(XV-1x)=1x-v-ly(DZz v-1y-DZ v-1x(X v-1H-1x-y-1y_p) -3

(x°v-ixy-ix-y-iyv-izp-
(X v i -1 ov-lyy-lxex v ix)-ix-v-lzp—(xv-ix)-ix-v-1zp

= XV ix)-ix-v-izp €1.3.11)

EL(u-U){b-B) "] {EL(b-B)(u-U) ")}~

H

EC(DZ Vv iy-DZz v ix(x-v-ixy-ix-v-ly-m>(pz-v-1y-
“DZ V- Ixx-v-ix-ix-v-ly-u) -3

Ef (u-U) (u-U) "]

= pZ’v-lyyv-1zp-2pz ‘v-lyy-ix(xv-1x)-1x-v-izp-20Z‘v-1zD+
+DZ V-IN(X v I I vl -lnex 'v-ixy —1x cv-iz2ps+
+2DZ V- iX(x v ix)~1x-v-izp+D

=D-DZ 'V~ 1zZD+DZ ‘v ix(Xx-v-1x)-ix-v-1zp (1.3.12)

1.3.3.Predicg%o do Modelo Aleatdrio.

Seja o modeio Y = ZU+E
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onde:
Y:vetori{nxl) de cbeervagles.

ZU:contribuig3c para Y dos ofeitos aleatdrios, sendo Z uma ma-
trizinxm).

E:vetor{(nxl) de erros.

com E(E) = E(UY = 0O E(UD‘) = D
E(EE") = R
E(UE") = 0O

sendo D e R conhecidas, simétricas e positivas definidas.
Podemos observar que este modelo é uma particularidade do modelo
misato, quando XB = 0; ou seja, n3o had contribuicgio de efeitos fixos.

Loge o preditor linear, n%o-tendencioso, &timo, o BLUP, & dado pela
gubstituicl3o de XB = ¢ no BLUP do modelo migto, fornecendo

u = Dz°v-1y (1.3.13)
V = ZDZ‘+R
com EMQP(u) = D-DZ°v—-1zD (1.3.14)
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Cc A P 1 T U 1. 0O -

P R E D I C X O

Este capftulo apregenta um ostudo de sstimag3o d6tima, prediglo
cléssica, predigZio 6tima, asgim como © ganho na eficiéncia desta diti-
ma sobre a predi¢3o cléasica, tomando o modelo fixo como objeto.Tambdm
serd mostrado o preditor do efeito aleatdério do modele misto, pela
técnica usada na predig3o dtima; além de uma pequena exposigfo sobre o
"Kriging”, que & uma técnica particular de predic?o.

2.1. Introducio

Seja Y = XB + E
onde:;
Y:vetori(nxl) de observacBes.

XB:contribuig¢¥o para Y dos efeitos fixos, sendo X uma matriz{nxp) de
postoc completo.

E:vetor{nxl) dos erros
com E(E) = 0 e E(EE") = 22U
sendo W conhecida, simétrica, positiva definida.

Inicialmente, considere oo estimadores de B lineares em Y; ou se-—

Ja,
b=CY+D (2.1.1)
Se D =0 ==> b é um "estimador linsar homogéneo”.
Se D # 0 ==> b & um "estimador Iinear heterogéneo”,

Como base de comparaglo, &6 usada a funglo de perda quadrdtica, de-
finida por:

R(b) = EU(b-B) "A(b~-B)) (2.1.2)

onde A & uma matriz pogitiva definida, selecionada de acordo com a im
portancia relativa dos elementos de b.
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Se A = I; R(b) é a esperan¢a matematica da dist8ncia Fuclidiana
entre o verdadeiro valor de B e a sua estimativa.

Defini¢%o:Um estimador b ¢ chamado R-4timo, se sua perda esperada for
menor que a de qualquer outro estimador; ou seja,

Se R(b) <= R(b")

onde b” & um outro estimador de B.

2.2.Egtimac¥o oStima

2.2.1,Estimagdo Heterogénea

0 erro de b &

b~-B = C°Y+D-B C"(XB+E)+D-B =

(C X-1)B+C“E+D (2.2.1)

Lego,
R(b> = E(L(C X~])B+C ‘E+D] "AL(C X-1)B+C E+DJ)}
= [(C"X-1)B+D] "AL(C X-13B+D} + E(E'CAC E)}
mag, _
E(E'CAC’E) = E(tr(E'CAC'E)) = tr(E(AC’EE‘C)) = s2tr(AC’UC)
Note que E°CAC’E & um escalar.
Ent %o,
R(b) = [(C°X-I1)B+D1"AL(CX-1)B+D} + s2tr(AC‘VC) (2.2.2)

Como o iltimo termo é livre de D, o valor 6timo de D é aquele que
minimiza (iguala a =ero) o primeiro termo, logo

(C’X~1)B+D = O ==>D ~{C'X-1)B (2.2.3)
onde C ainda deve ser estimado.
Voltando a (2.2.2), temor que

R(b) = s2ir(AC-WC)

Logo o ¢ deve ser o valor de C que minimiza esta express¥o, entdo



E de (2.2.3), d = B, e
b = C'Y+D (c=0 , d=B)
=> by = B (2.2.9)
0 que leva & conclusBo Sbvia de que n¥o foi obtido nenhum estima-
dor através desta técnica, j3 que por estimador entende-se qualqguer

fun¢Zo que depende 86 da amostra. Isto nd@o acontecendo aqui, pois B é
um vetor desconhecido, e como by = B, entdo by tem vficio e risco =zero.

2.2.2.Estimag%o Homogénea

Como o estimador homog@neo tem o valor de D igual a zero, o erro
de b & igual a

b-B = (C°X-1)B + C°E (2.2.5)
Substituindo D = 0 em (2.2.1).
E de (2.2.2), tem-se

R(b) [(C-X-1)B)}“AC(C X~-1)B] + gtr(AC UC)

B'(X'C-I)B(G'X-])B + BQtP(AC'UC) (2.2.6)
Diferenciando R(b) em relagSo a C,

dR(b) = ZA[C (XBB X +82W)-BB"X "1
dc

lgualando a zero, resulta

C(XBB ‘X “+a?W) = BB°X"
=> c’p = BB’X“(XBB X "+s82W)~1 = BB X P! (2.2.7)
onde P = XBB X “+32V

Que & o C &timo, Jjé& que

d2R(h) = 2A(XBB ‘X +s82W)
4ac-2

Que é um valor pogmitivo, loge foi encontrado o ponte mfinimo procu-
rado, j& que R(b) & uma fun¢¥o contfnua de b, consequentemente de C.

A expressdo (2.2.7) pode ser zimplificada, notando que
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Pl = (XBB"X +s2W)~1 = g 2p~1-g~4y-1xBR X -W-1
1+8~ 7B X ‘W 1XB

_ Que ¢é obtida do teorema da inversa de matrizes citado no Capftule
1.
Logo,

bp = c¢c’2Y = _2-2B°X°U-1y B (2.2.8)
1+8" 9B ‘X "W~ 1XB

sendo este o estimador R-6timo homogBneo.
Pondo 820 = S, (2.2.8) perd escrito como

bp = B'x°s"ly B (2.2.9
1+B°X°5-1xB

-1

i ] ; !
=B I B! 1 1+X81xi1B: B'Xsly
' ! B'B ! !
' ' 1 !
colocande V = _1_ 1 + X-°S—1x
B’B
bp = B(B°VB)~1B-VB* (2.2.10)
_ !
! '
onde BY = ! 1 I + x-s~ixi yx-s-1y
{ B'B :

Esta forma de escrever d&é uma interpretagZo intuitiva de by como
um estimador em dois estigios:

1s Estdagio:Calcula-se B*, o qual é um estimador de "ridge regression”
generali{zado dado por Kennard e Hoerl.

22 Eatsdgio:£ calculado bg, que pode ser interpretado como um estimador
de B*, onde B¥ est3 em funcBo de B com variancia V™1,
(S5e Y=XB+E, E~ N(O,V) => y=X(X-'Vv-ix)~-1x-v-iy)

Ent3o bz, © eatimador homogneo R-6timo, pode ser visto come uma

combina¢do entre os procedimentos de "ridge regression”™ e og minimosg
quadrados generalizados.

Partindo de (2.2.9),



[k
[k

E(bp) = B°X‘S”iXB B = K B=B! 1- 1t !
1+B-°X‘S™1xB 1+K } 14K ¢
1

1+B X5 IXB

1
re
[

|

—— mw im m=

Ent3%o, em média by subestima B,

Note tambdém que R{(by) <= R(bp), poigs R(by1) = O e R(bp) n¥do pode
ser negativa. Esta desigualdade também pode ser vista do fato que by &
obtido pela otimizag3o do conjunto de estimadores que & um subconjunto
do conjunto que leva a bjy.

(Est .Homogéneoa C Est .Heterogéneos)
Apesar de toda esta andlise, cobserva-se que by também n¥o é um es-

timador, pois depende do vetor desconhecido B.

NHota 0O1:Ridge Regression.
Hoerl e Kennard (1970) propuseram o estimador de "ridge”, definido
por:

b = (X X+k1>~1X°Y, onde k é um escalar.

Uma generalizag¥o deate estimador fol dada por Bibby (1872), que
é:

b(K) = (X°X +K)~1X°Y, sendo K uma matriz.
Usando esta técnica pode per melhorado a egstimativa do vetor de
parSmetros, no sentido de diminuir o erro médio quadritico de minimoa

quadrados simples para um k positivo, quando as varjaveis explicativas
do modelo estZo correlacionadas.

2.2.3.Estimagido Homog8nea NFo-tendenciosa.

Um estimador homogéneo & n3c-tendencioso Be e somente Be
E(b) = B

Como © estimador homog8neo & b = C°Y o E(b) = C XB.
Ent3%o, C'¥B = B ==> (C'X~I) =0

Substituindo em (2.2.58),



R(b) = g2Lr(AC UC) (2.2.11)

Adicionando a restri¢3o imposta C’X =1, o valor é6timo de C & a
solugBo do preoblema

min tr(AC WC)
c

sujeito a C'X = 1
Usando a técnica de Lagrange, obtem-se

L = tr(ACUCY - 21{(C"X-1)

dL =C’X-1 = 0 (a)
azl

dL = 2AC‘U-21X°’ = 0 (b}
dac”

De (b), AC°W = 1X~

C* = A~ 1lix-yt
ede (a), C'X = A~ lLixp-ix =1
1 = ACxy-ixy)-t

Voltando a (b},

¢’ = A”lax-u-ixy-ix-u-1
=> ¢’g = (X'W"ix)~1x-y-1

Sendo o eetimador de B,

by = ¢’3Y = (X0l -1x-y-ly (1.3.4)

Que é o estimador de minimos quadradoe generalizados de B.

Usando ¢ fato que b3y foi obtido pela adig¥o de restricBes sobre
aquelas as quais obteve-se by, conclui-se que

R(by) <= R(bp) <= R(bg)

(Est .Homogé&neo n#o-tendencioso C Est.Homogéneo C Est.Heterogéneo)

2.3.PredicBo Claszaica

Com o objetivo de frisar o que foi dito no Capftule 1 =obre a di-
ferenga entre predig¥o e estima¢¥o, podemos dizer que o aspecto impor-
tante de predic@oc e a raz¥o pela qual difere da estimag%o é que "pre-



di¢¥o refere—-se 2 inferéncia de um evento aleatério, enquanto a esti-
magdo & de um parfmetro fixo”.

Suponha, agora, que temos n observaglies geradas pelo modelo

Y=XB+E , E(E) =0
(2.3.1)
E(EE") = 82
sendo W conhecida, positiva definida, simétrica.

Suponha também que tomos a matriz ¥Xx, a gual consiste de observa-
¢8eg adicionale do mesmo conjunto de varidveis explicativas, e quere-
mog predizer o vetor de varisveis dependentes Yx, gerado por:

Yx = XxB + Ex , E(Ex) = 0
(2.3.2)
E(EXE ‘%) = 82Uy
onde:

B & o mesmo vetor do modele (2.3.1)
Wx conhecida, simétrica, positiva definida.

Uma outra suposig¢Bo é6: E(EE y) = 3900

onde Up & conhecida.

Obs.:A matriz Wo n%o é necessariamente da mesma ordem que a Wy, usual-~
meonte osta dltima é muito menor.

0 que desejamos é predizer Yx, e uma aproxima¢¥o que parece dbvia
é usarmos o estimador de minimes quadrados ponderados de B, e daf o
preditor cldgsico deve ger o estimador de minimog quadradogs da E(Yx);
teto e,

-~
EC(Ya) = Xpb = Xp(X W i)-ix-p-1y =

P

XyB + Xg (X W 1X)-1x-u-1x-u-1E
e E(p) = XyB = E(Yy)
Logo, E{(p)-E(Yx) = E(p-Yx) = O
Sendo assim, p ¢ um estimador n¥o-tendencioac para E(Yy).
Obs. :Devemor ressaltar que E{p) n%o pode ser igual a Yg, Jd que Yy &
uma varidvel aleatdria,

A matriz de varincia e covarifncia de p é definida por:

V(p) = E{ip-E(p)][p-E(p)]1 "}



na
wm

P-E(p) = XxB+Xx (XU 1h-1x-w-lp-x,B

Xa (X W 1X)~1x-u-iE

Logo,

n

Vip) = E(Xx (XU 1)~ 1x 0 igE g ixx- w1 -1x-4) =

= 82X (XU 1X)"1x -y (2.3.3)
Quando W = I, V(p) = 82Xp(X XD~ 1X 4,
Sendo a varia3ncia do i-ésimo elemento de p, igual a
Vipy? = 323'1*(X'X)'1x;*
onde Xjx € a i1-ésima linha de Xy.

Para gsaber~se o qudo ruim estd a predic%o é necessdrio saber o va-
lor méxime desta variancia; ou seja, resolver um problema de maximiza-
¢¥% de formas quadrétices, o qual & resolvido pelo quociente de Ra-
leigh, que nos diz:

sup xX'Ax = sup YAy , y = X e A é& positiva definida.
X#¥0 x’x Hiyii= /XX

é dado pelo autovetor de A associado ao major autovalor.

Utilizando este resultado ao probliema em estudo, chega-se & con-
clus®o que, dado o valor da xyjx , a vari@ncia do i-ésimo elemento
de p sers mixima quando eata for igual aoc autovetor de (X'X>~1 asso-
ciado ao mator autovalor, e este, por gsua vez, & igual ao autovetor de
(X X) associado ao menor autovalor.

Resumindo, pode ser dito que a predigdo feita é pior, no sentido
de ter uma grande varifincia, quando esta estd na mesma dire¢3o dos

elementoa de X que tem variag¢3o minima (autovalor pequenc).

Mag, a variancia de p é uma medida do erro médio quadratico de p
enm relac%o a sua média XyB, 86 que a medida maies utilizada para a ade-
quabilidade de p é dada pela matriz do erro médioc quadritico de predi-
c¥o (EMQP).

Defini¢¥o:Frro Nédio Quadritico de Predig¥o (EMQP).

EMQP

E{[p-Yx)Ip-Yx3 ) (2.3.4)

ECL(p-E(Yg) ) = (Yx-E(Yy) ) IL(p-E(Yy) ) ~(Yp-E(Yy)>1 "}

|}

ECTp-E(Yo) Ip-EC(Yx)T "} + E([Yx-XxB)[Yx~XxB1°) -
- E({(p-XxBI[Yx~XxB1l "} - E{[Yx-XxB] "[p-XxBl} =

Vip) + V(Yy) - C - C*
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onde C = E{lp-XxBl[Yx—XxB1 "}

Se Ex n#do estd correlacionado com E, ent3oc C é uma matriz nula, ja
que

P-XxB = XxB + Xx (X W 1X)~1x-wlg - X4B
= Xp (X W-1x)-1x-p-1ig
e YxXaB = XiB + Ex - XyB

Ent%o, C = E{Xgx(X W 1X)-1XW"1EE‘x} = 0

Logo, © EMQP = V{p} + V{(Yyx)

2.4.PredicBo &Stima

Pode-se dizer que a aproximacgdo cléssica ndo estd concernente com
a predicio de Yx, e 8im com a estimag¥o do seu valor esperado, XxB,
consequentemente a n¥3o-tendencicosidade definida anteriormente nZc tem
sent ido.

Ent%o, partindo deste principio, seréd examinada a predig¢¥o do proé-

prio Yx, olhando especialmente para a estrutura de correlagdo entre E
e E4, com o objetivo de melhorar o preditor cléegico.

2.4.1.Predig¢%c Heterogfnea

Congidere um preditor heterogéneo linear, que tem a seguinte ea-
trutura:

P=G’Y +F (2.4.1)
E a func3o de risco quadritica
R(P) = E(IP-Yx] "AIP-YxJ} (2.4.2)

onde A 4 uma matriz positiva definida e deve ser escclhida de tal for-
ma que reflita circunsténciae particulares de cada problema.

Deseja-se encontrar P que tenha R(P) mfnima.
Como,

P~ Yx = G°Y + F - Yy
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G’XB + G'E + F - X4B - Ex

(GX-Xg)B + F + (G"E-Ey)
Ent. %o,

R(P)

R(G,F) = E([P-Yyx) "AIP-Yx1)
= ECLCG "X~Xg)B+F+(G "E-Fy)) "BL(G “X~Xy ) B+F+ (G ‘E-Fy) 1)

= E{[(C " X-Xx)B+F] ‘AL (G "X-Xy)B+FJ1) +
+2E{ E{G "X-Xx)B+FJ] ‘AL (G 'E-Ex)] }+E([G "E-Ex]) "A[G "F-FxJ}

= LrAL(G X=X )B+FIL(G "X~ X*)B+FJ' +
+2LrAE( [G"E-Ex] [ (G "X~-Xy)B+F] “}+trAE{ {G "E-ExJ[G"'E-Ex) "}

R(P) = trAl{(G “X-Xy)B+FIL(G X-Xx)B+F] "~ + BQtPA(G’UG—2G'Uo+U*)
(2.4.3)

Como 86 o primeiro termo envolve F, o valor étimo de F é aquele
que iguala a zero este termo, ent¥o

F = (Xx=-G"X)B

Para achar o valor 6timo de G, deve sBer diferenciado o dltimo ter-
no em relac%o a G, o que resulta em

dR(P) = 2AG°W ~ 2AU"g
dG

Igualande a zero, G°U = W'

Ent%o,
f = (Xx~0 oW IX0B = f4

Sendo o preditor heterogéneo R-6timo de Yx iqual a

Py = U oW lYy + (Xx-U-o0 1B

XyB + W oW l¢y-xB) (2.4.4)

Pi
com E(py1) = XxB
e E(py-Yx) = E(XxB+W oW~ 1(Y-XB)-XxB-Ex) = O

E isto msignifica que p; € um estimador n%o-tendencicso no sentide
dado na se¢¥o anterior,

Tendo risco igual a

R(py) = s2trAlg’1Ugy-2g°4Wo+Wx)



g2LrA (U oW~ 1ou-1uy-20 - gu-1ug+uy)

s2Lra (Wg-W oW 1wy (2.4.5)

1}

R(py)

Pode-se observar que o preditor py, depende do vetor desconhecido B
o que o torna impraticdvel. Contudo vérias aproxima¢Bes 3o propostas,
como, por exemplo, estimar B pelo método de mfnimos quadrados pondera-
dos ou um outro procedimento de estimag¥o que d& um eatimador arbitra-
rie bg.

Sendo as=im,

pilbg) = Xyxbg + W oW 1(Y-Xbg)

E se bg = b (estimador de m{nimos quadrados ponderados), temos
p1(b) = Xxb + W oW i (Y-Xb) (2.4.6)

Esta equag®o pode ser interpretada como o preditor cléssico
{p=Xxb), ajustado por um termo dependente dos resfduos amostrais
(Y-Xb) e da covariincia entre os erros dessasz aproximacBes @ oa dlti-
mog errog (82Up), estimando assim os erros preditos (Ex).

Foi visto mna literatura que o preditor obtido aqui é uma generali-
zag¥o do melhor preditor linear n3¥o-tendencioso (BLUP) desenvolvido
por Goldberger(19862) quando este estava examinando um caso especial do
problema, onde um Unico valor da varidvel dependente deveria ser pre-
dita, tendo ele partido da minimizag¥o do erro médio quadrdtice de

predi¢lo sujeito 3 condig¥eo de n3o-tendencicsidade.

2.4.2.Predig%o Homog8nea

il
Lo

Este ¢ o caso quando congideramos F
A fung¥o de risco torna-se igual a
R(P) = R(G) = B (G X-Xy) "A(G "X-Xy)B + 82LrA(G ‘UG+Ux~2G Vo) (2.4.7)
Que foi obtida pela substituic3o de F = O na equag¥o (2.4.3).
Para a obtenc3o do valor 6timo de G, diferencia-se R(G) e iguala-
se a zero, dando
dR(G) = 2AG “XBB X -2AX«BB ‘X "+28?AG‘U-28AU-°g = O
dG -
G’ (XBB X +32W) = XyxBB X +22U ‘g
=> g’p = (XxBB’X "+820 o) (XBB "X "+a2u) 1

0 que conduz ao preditor homogéneo R-détimo, ps = g aY.



Mag este é um preditor impraticavel, pois depende do vetor desco-
nhecido B.

2.4.3.Predic%o HomogBnea NZo-tendenciosa.

Se =ao preditor homogé&neo P = G°Y adtctionar-se a condigdo de n¥o-
tendenciosidade

E[P-Y4) = O = (G'X-Xx)B , ¥ B
tém-se um preditor homogéneo n¥o-tendencioso.
Sendo a condig¥%o de nlo-tendencicsidade satisfeita ge e somente se
G'X = Xy
E a fun¢Z%o de rieco serd dada pela substituig®o desta condig¢¥o na

expressBo (2.4.7); ou seja, na fungBo de risco da predig3o homog8nea,
o que leva a

R(G) = 82trA(G WG+Uy-26 W) (2.4.8)
Eeta func¥o &€ minimizada sujetito a condigio G'X = Xi, quando é in-
gserido um conjunto de multiplicadores de Lagrange, 1, e considera-se o

seguinte problema

min (R(G)-21(G "X-Xx))
G

logo,

L = 22trA(G "WG+Wy~2G ‘Ug) -216 "X+21Xx

dL = 282A6 "W-282AW°p-21X’ = O
d6G

dL = -2G X+2Xx = O
dl

levando a

AG'W = AW g+8 21X° (&)

Xg = G°X (b)

De (a), obtem-se
G* = WoWw les~2a-11x-p-1

Subst.ituindo em (b)
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Xx = W oW 1X+s~2a-11x 0-1x

Xx-W oW 1Xx = s72a-11xU~1X

1 = 828(Xg-W oW X (x-w-1x>-1

Voltando ao resultado de (a),

G’ = WoW l+(Xx-u oW 1D (x-w - 1x-y-1

=> g'g = oW la-xxw1n-iIxu-hH+Xpx-y=1xr-ix-y-!

sendo,
pa = g'a¥ = XxX-u b 1x-u-tvsw-ou-lcr-xaxw-ixo-1xwbHy
p3 = Xyb + W oUW~ l(y-XbB) (2.4.6)

e b o estimador de mfnimos quadrados ponderados.
A funcBo de risco é:
R(p3) = R(py1) + s2trA(Xx-B oW 10 (XU 1)1 (Xp-UW o0~ 1X)° (2.4.9)
onde R(py) é a expressdo (2.4.5).
D erro médio quadritico de predigl3o &:
EMQP(p3) = E([p3-Yxlip3—Yx1 )
Pa~Yx = [Xp(X U 1X)"1X 0w 140 qu-1-0 ou IX X W Ix)-1x-u-11Y - vy

EMQP(p3) = Xg(X U 1)~ 1X y—2Xy (X W 10 -1x 0-1yg-U-gu-tug+
+U o IRX U1 TIX U lup+Uy
EMQP(p3) = [Xx-U oW 1X3 (X 01X~ X~ oW 1X) “+0s-0 o0 100 (2.4.10)

Hota 02:As fungller de risco seguem a peguinte relagdo
R(py? <= R(pop) <= R{(p3)
Pode-se explicar esta relac¥o pelo fato que o preditor pg foi ob-
tido adicionando-ge a condic¥io de n¥o-tendenciosidade na clagge dos

preditores homogéneos pp, e estes por fua vez ja sdo um caso particu-
lar dos preditores heterogéneos pji.

(Pred.Homogéneo n¥%o-tend. C Pred.Homog8nee ( Pred.Heterogéneo)

2.5.Ganho na Eficiencia
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preditores clédspicos Stimos s3c obtidos dos estimadores R-6ti-

logo

1

Xxby

n
il

Xxbo

Xxb3

ganho na
sentimos

toresg classicos

by = B (2.2.4)
Xxc ‘oY , ¢’2 = BB'X (XBB'X +s2W)~1 (2.2.7)
X¢b , b = (x-wixo-1x-w-ty (2.2.12)

efici8neia & avaliado através da fung3o de risco, por-
a necegaidade de calcular a funcfo de risco dos predi-
6timos,que & definida por:

R(p) = ECLp-Yy) "Alp~-Yx1)

sgendo,

EIFY* = XyB-XxB-Ex = Ey

=> R(py) = 82trAly (2.5.1)
EZ‘Y* = Xxc "oXB+Xxc "oE~X«B-Ey

=> R(pp) = trAlXx(c oX—1IBB’(c oX-1) "X x1+82trAlXxc oWceoX ‘x}+8ZtrAlx

~282trAlXgc “olo)d
R(p2} = R(p1l+trAlXxvicio(b)]1lXxviciol(bo)] "+trAlXxvar(bo)X xJ
-282trAlXxc “olp] (2.5.2)

pa-Yx = Xpe (X 01X -u-1y-v,

=> R(pg) = 82trAlXs (X W 071X 3 1+82trAUx-28ZLrA LXKy (X "W~ 1) " 1U- 143
R{p3) = R(p1)+trAlXxvar(b3)X x)1-282traAlXx (X 0-10"10~1lug) (2.5.
Com o objetivo de fazermos uma comparag¥o entre os preditores

clédssicos Stimoe e os R-étimo, montamos as seguintes tabelas,
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Tabela 01:Preditores R-6timo e Preditores ClAssicoz dtimos

Preditores : R-étimo i} Cléssicos dtimos
Hoterogsneom | XyB+U'QU-l(Y-XB) : 0B
Homogéneos E g oY E Xxc oY
Homo. N¥o-tend. ! Xxb+l oW1 (Y-Xb) : Xb

onde: b = (X W 1x)-1x-w-ty

¢’y = BB X‘(XBB X +s2i)~1

g’p = (XxBB X +a2U ) (XBB X +s2U)~1

Xxc ‘p+82W o (XBB ‘X ‘+s2U) ~1

Tabela 02:Func¥o de Risco dos Preditores R-6timo e dor Preditores
Clasgicos G6timos.

Preditores ' R-6timo : Claegicoa Stimost
Heterogéneos | s2trA(Ux-W oW 1Wg)=R(py)! e2trAWx=R{py)
: ! -~
HomogBneos : R{p2) ' R(p2?
Homo.N¥o-tend. | R{p3} ' Rip3)

onde:R(p2) = s2trA(g sWgy-Wx-2g oWl +trA(g oX-Xx)BB' (g aX-Xx)

R(pz) = R(py)+LtrAXyVar(ba)X y+trAlXx(viciolby))IT(viciolby) X k]
282t rAXxc “olg

Rip3) = R{ppI+82trA(Xx-W oW 1 (X W 1" 1 (Xx-0 oW~ 1> -

R(p3) = R(Bi)+trAX*Var(b3)x'*-Zsztrhx*(x‘U”1K>“1X'U‘1U0

Agora, com a ajuda destas tabelar, pode-se fazer a seguinte anali-
8O

i.Quando Wp = O, os preditores R-o6timo s¥ iguais acs preditores clés-
gicos Stimor, e consmoquenteméntoe suas fungles riscos.

if.Quando Wo # 0, foi investigada a eficibncia ao usar-sze as informa-
cles em Wo.
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a.Preditor Heterogéneo.

s2LrAl oW 1wg

R(py)-R(py)

il

E(E W lugau oW iE) >= 0

=> R(py) >= R(py)
b.Preditor Homogé&neo.

R(pp)-R(pg) = s24rAW g¢s 2XBB X +W)~1yy >= 0
=> R(p2) >= R(pp)

c.Preditor Homogéneo N¥o-tendencioso,

R(p3)>-R(p3) 82trAl QU lUG-e2brAW qu-1x(x-w-1x) ~1x 01y,

s82traAl ol 1-0-1x(x-w-1x)-1x-w-1lpo3

E{u“Au) >= 0

=> R(p3) >= Ripzxd

i
>
|
[

onde u” = v (N"-N"X(X U ix0-ix-w-iyy , NN- =

L4

e v & uma vartdvel alesatdria com E(vv’) = g2],

Com estes resultadoms, pode-se concluir que os preditores R-étimo,
tnclusive o BLUP que & o preditor R-6timo homog&neo n3o-tendencioso,
s%0 melhores que oe preditores cléssicor dtimoa, no sentido de terem

as fun¢Bes riscos menores; isto é, ganha-se efici8ncia quando é usado
ag informa¢Bes contidas em Wp, © que ja era esperado.

2.6.Praediciio dtima Homoginea NTFo—t.endenciosa
do Modelo Misto.

Aqui, foi procurada a predic¢8o dos efeitozs aleatdrior do modelo
misto, através da minimizag¥o da fung¥o rigcoe quadritica, dentro da
classe de preditores homogéneos n3o-tendenciosos.

Do modelo misto

Y=XB+ ZU + E , E(E) = E(U) =0
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E(Uu") =D
E(EE") = R
E(UE") = O
Var(Y) = V = ZDZ" + R

Pode—se escrever

U = -Z-1¥p + Zz-1y - 7-1g

U =-z71x8 + F

sendo F = 2"1(y-E) , E(F) = 72"1xB

i

E(FF ™) D

EXYF") = ZD
Considere o preditor homogéneo para U
u =C°Y

Para que este preditor satisfaga a condig¥o de n3o-tendenciomidade
¢ necesgirio que

E(u-U) = O
= E(C°Y-U) = C°XB
=>C°XB=0,%B =>CX=0

A fun¢¥o de risco quadritica é dada por:

E{L{u-U} "Alu-Ul}

R(u) =
= LrAE( Tu-UJ[u-Ul)
onde u-U = C Y+Z~1XB-F
Logo,
R(u) = trAE(({C Y+Z 1XB-FI1[C Y+Z~1XB-F1 ")

trACC "VC+2C“XBB ‘X °(Z~1) ~-2C -ZD-Z-1XBB "X " (Z~ 1) “+D]

I

Para minimizar a fung¥o risco sujeita 3 condi¢¥o C°X = 0, usa-ge a
técnica de Lagrange.

L = trA[C VC+2C XBB X (Z~1) *-2C ZD-2-1XBB’X (Z-1) "+D1-21C"X



dL = 2AC°V+2AZ~I1XBBR‘X’-2ADZ'-2I1X° = O (a)

EE.
dL_ = C°X =0 (b)
dz21
De (a),
AC°V = ADZ-+1X -aZ~1XBB"X"
C’ = DZ°V-1+p~11x-v-1-z2-1%¥BB X V™1

Substituindo em (b),

C’X = DZ°V-ix+a~l1x-v-1x-2-ixBB’'X°'Vv-ixXx = ©

1 = AZ-1XBB " -ADZ 'V 1X(X-v-ixy-1

Voltando ao resultado de (a),

c’ = DZ'V-i+z-1xBB X v i-Dz v -ix(x-v-1x)-1x-y-1i_z-1xpp-x-v-1
C’ = DZ°v-l-pz-v-ix(x-v-ix)-1x-v-1
Ent3o,

C’Y = DZ°V-iy - pzZ-v-ix(x- v 1) 1x-v-iy

u

fl

u = DZV-1(y-xp) (1.3.8)
onde b = (X°V-ix)~ix-y-1ly

Este mesmo resultado pode ser obtido guande se observa a relaglo
existente entre a predig¥o do modelo fixo e 0 modelo misto, que é o
que foi feito.

Por um lado tem-ge o modele (A):

Y=XB+E , ECE) = O

E(EE*) = g0 = E(YY")

Yx = X(B + Ex , E(Ex) = 0
E(E4E %) = 820y = EC(YxY ‘)

E(EE’y) = 82UWg = E(YY ‘y)

E o preditor de Yx 6 p = Xxb + WU~ 1(Y-Xb) (b=(Xx-U-ix>~-ix-u-1ly)

Por outro lado, tem—-ze o modelo (B):

Y=XB + 72U + E , EE) EU> = 0
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E{EE ") =
EUU ") =

R

D
E{(UE") = 0O

vV =

E{YY "> ZDZ "+R

Dese ja-se eatimar U.

Tendo oe dois modelos juntoe, observam—se facilmente as seguintes
relagSes.

Kodelo (A) Modelo (BR)
ECYY") = s2U <{==> ECYY'Y = V
E(YxY ‘%) = 82Uy <==> E(UU") = D
ECYY %) = 820 <==> E(YU*) = 7D

Xy = O

Logo, como o preditor do modelo (A) é
P = Xxb + W oW~ 1(Y-xb)
o preditor do modelo (B) ser$
u = DZV-i(y-xb)  (b=x'v-IXy-ix-v-iy) (1.3.8)

Asgim como,

ENQP(p) = [Xa=W- gl iX) (X 0 301Xy~ W oW 1X3 "+Wp-0 o YUy (2.4.10)
dando
EMNQP(u) = IDZ v ixi(x-v-ix)~-1rpz-v-1x)-+p-pzZ-v-17D (1.3.12)

2.7 .Kriging

"Kriging” trata-se de uma técnica de predic¢¥o, sendo esta técnica
voltada para a predig3o de uma varidvel que & observada em diferentes
pontos do plano, do espaco tridimengional, ou em geral, no RP para
qualquer n, conforme © espago em que estejamos trabalhando; ou meja, o
"Krtging"” €& um procedimento estatfstico de predig¢¥o usado em modelos
envolvendo varidveis indexadas espacialmente,
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Escrevendo o modelo,

Z2(x) = f{(xX)B + e(x) (2.7.1)

onde z(x) & a variavel observada no ponto x.
f{x) é o vetor das funcles de x.

B 6 o vetor dos par8metros, fixo.

e({x) é a pertuba¢3o estocastica, no ponto x, de média zero.

Quande se disple de observagles em N pontos, escreve-se o modelo
na forma matricial

Z =FB + E (2.7.2)

onde Z:vetor(Hxi) de obgervagBes cuja i-éaima linha é z(xy).
F:matriz(Nxp) cuja i{-ésima linha £ (x;).
E:vetor(Nx1) de pertubac%o estocsstica.

K{(x,y) é a funcio de covarifncia entre og valores de =z am dois
pontos x e y quajasquer, conhecida,

ki{x) & um vetor (Rx1) cuja i-ésima coordenada é a covari@ncia en
tre z(x) e z({xg) (K(x,%;))

n{x) = z{x)-e{x) é a média de z no ponto x.
Taoromn 2 7.1:0 preditor linear de varifncia mfinima entre oz n%o-ten
denciosog, de z(x), quando a média de 2 no ponto x é
desconhecida, ¢

Zzplx) = £ ()b + k" (x)K~1(Z-Fb) (2.7.3)

com Var(zg(x)) = Var(z{x))-k-~ GOK™ M GO+If” (x)-k GOK™IFI(F K~ 1F)~1x
XOF " (x)-k”OIK™IF) - (2.7.4

onde b = (F'K‘iF)"iF;K'iz (estimador de mfnimos quadrados ponders
com Var(b) = (F-K~iF>~1 aon
Dem. :Considere um preditor }linear qualquer na forma zg(x)+AZ
Substituindo Z por FB+E,
b= (FK I IFKIE + B

e Zg(xX) + AZ = £ OGOB+F () (F K IF) IF K 1E+k " ()K" 1E-
-k *(IK IF(F 'k~ iF)~1F 'k~ 1E+AE+AFB
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Como E(E) = 0, este preditor é n3o-tendencioso se a Ultima parcela
é zero; ou seja, se AF = O.

0 Erro Médio Quadritico de Predigio é&:

EMQP = E([zg(X)+AZ-2(x) ) [Z25{(x)+AZ-2(x)] "}

Como Zg(x)+AZ-z(x) = £ OO(F K IF-1F K- 1E+k " (OK-1E-
k" GORIF(F K 1F) " 1F ‘K 1E+AE-0 (30)
Entdo o,

EMQP = AKA “+Var(z(x))-k GOK 1kO+If (2 -k GOK-IFI(PK-IF) ~1x
*LE (x)-k (K- 1F1 "

com Var{z(x)) = E{la(x)12}

Como K & uma matriz positiva semi-definida, ent¥o AKA" >= 0, logo
o EMQP € mfnimo quando A = O, caso em que o preditor é zZa(x) e
EMQP = Var(zg(x)).

Observando a expressfio (2.7.3), pode-se dizer que o preditor obti-
do & a soma da estimativa da média de z{(x) com uma ponderag¢3o das es-
timativas doe erros, ponderag¥o esta dada pela covarif@ncia entre as
obgervagcBea nog pontos x e Xj.

Voltando a express¥o do BLUP do modelo fixo(2.4.6),p=Xxb+W gW~1x

%X(y-Xb), observa-se que aquil seria obtido o mesmo resultado,

ge Xgx = (%), Ug = kix) e W = K, 86 que este dltimo preditor partiu
de idéias e necessidades diferentes, poig onde tinha a covariancia en-
tre o8 erros das observaclies com o8 erros das cobservacglies adicionais,
agora té&m-se a covarifincia entre as observagBes com a cocbservag¥o no
pontoe em que deseja-ge predizer, e onde tfnha a covarifncia dos srros
das observacBes, agora temos a covariincia dag obgervagBes nos diver-
808 pontos Xj @ Xj.

2.8.Referéncias Bibliograficas
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Neuste capftulo serd visto o Filtro de Kalman como um problema de
infer8ncia Bayesiana, o modelo no qual esta técnica & aplicada e suas
implicag8es para predig3o.

3.1.1Introdugd@o

O Filtro de Kalman & uma técnica de estimagdo recurgiva para mode-
los aleatdrios.

Frequentemente, os dados n¥o s¥o obtidos ao mesmo tempo, logo a
estimativa dos parimetros do modelo através da estimag®o de minimos
guadrados torna-se ineficiente, pois ou acumula-se os dados até o fi-
nal do proceeso, ou faz-se a estimag3o a cada obleng¥io de novos dados,
o que fornece uma grande quantidade de cédlculos e necessidade de espa-
GO para armazenamento.

_ 0 objetivo da estimag¥o recursivae € evitar muitos cdlculos e 8 ne
cesasidade de estocagem dos dados, pois nesta estima¢¥o, 86 tem neces-
gidade de reter, dos célculos anteriores, alguns itensg essenciais para
og cilculoe futuros.

0 desenvolvimento original do Filtro de Kalman foi motivado pela
caracterfstica de atualizag%o, partindo da teoria de mfnimos quadra-
dos. Aqui serd mostrado um desenvolvimento Bayesiano que oferece o
mesmo resultado, com a vantagem de estarmos fazendo uma inferé@ncia do
parSmetro do modelo através de uma distribuigdo de probabilidade.

O grandes e primeiros usudrios desta técnica s¥%¥c os engenheiros,
principalmente nas dreas em que s30c processados sinais, tais como, a
rota de uma aeronave, sonar submarine, asgim come o controle estatfe-
tico de qualidade. Atualmente, é que estd comegando a ser usada por
outras 4&reas, como em monitorizag3o de pacientes na medicina, em anéd-
lises do tempo de vida do experimento dose-resposta, reatores nuclea-
res e previs@es a curto prazo.

3.2.Modelce Linear DinSmico.

0 modelo linear din3mico 6 um sistema de equacles especificando:
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a2, Como ag observagBes s3o estocasticamente dependentes dos parimetros

b. Como os par@metros evoluem no tempo, tanto como consequéncia do di-
namismo do préprio procesgsso como de chogques aleatdrios.

0 modelo é especificado em termos digcreto, em intervalos de tempo
igualmente esgpagados, embora pogssa ser estendido para observagdes eom
intervalos desiguais, ou para modelos que tenham valores perdidos.

0O modelo linear din@mico é definido por:

Equagfo de Observagdo : Yy = ZglUp + vp , v ~ N(O, V) (3.2.1)
Equag3o do Sistema : Up = GelUp-q + wy , wp ~ N(O,W) (3.2.2)
onde:

t:indice do tempo (t=1,2,...).
Yi :vetor(mxl) das observactes feitas no tempo t.

Z4 Uy :contribuig¢¥o para Y dos efeitos aleatdrios no tempo t, sendo Z
uma matriz{mxn) conhecida no tempo t e Uy vetor(nxl) dos parime-
tros no tempo t, chamado de Vetor de Estado ou Estado da Nature-
Za.

Gy :matriz{nxn) do sistema, conhecida no tempo t, dita Matriz de Tran-
gigdo.

Vi,Wi:varifncias conhecidas no tempo t.

v¢ @ wg independentes.

A equa¢Zo de observag¥o (3.2.1) especifica a dependlncia estocéds-
tica da varidvel de observac¢®o pelos para3metrogs desconhecidos.

A equag¥o do sistema (3.2.2) é um processo auto-regressivo de pri-
meira ordem multivariado, onde a matriz de transi¢¥o Gy mostra como o
estado da natureza Uy muda com o tempo, a qual 6 dada por profigsio-
naig da area em que estd gendo desenvolvido o trabalho, sendo esta uma
grande atratividade do Filtro de Kalman, j4 que este permite incluir o
conhecimento do comportamento do sistema no modelo estati{stico, sendo
também esta a diferenga para modelos lineares, J3 que os coeficientes
da regress¥%o que correspondem aoe estadoe da natureza n¥o mudam com o
tempo, © que seria equivalente ao sistema de equag¥o redundante

By = Up—qg = ... = Up.

Oba. :Note que as relacgBes (3.2.1) e (3.2.2) espaecificadas por Zy e Gg
podem ou ndo mudar com © tempo, também isto sendo verdade para as
varifincias V¢ e Wg.
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3.3.Procedimento da Estimacido Recursiva
— 0O Filtro de Kalman.

0 problema de estima¢3o de Uy pode ser visto como um problema de
aligsamento, filtrag%o ou predicg3o, de acordo com o que se deseje.

Querendo estimar o valor de U no tempo anterior ao tempo dos dadosn
em m%cs, tem-se um problema de alisamento; no mesme tempo aoc dos da-
dos, tem-se uma filtragdo; e quando se deseja estimar o valor de U pa-
ra um tempo futuro, tem-se o que & chamado de predicgdo,

Sendo o "Filtro de Kalmwan” um procedimento recursivo para inferir
sobre o estado da natureza Uy, quande se tem os dados até o tempo t.

Ent¥o, tendo os dados It = (Y¢,...,Yy) pode-ge fazer 2 inferéncis
sobre Ug, através do teorema de Bayes, j& que estd disponfvel uma in-

formagdo adicional dada pela equagdo do sistema, e ndoc me deve despre-
zé~]1a.

0 teorema de Bayes € dado por:

P(Ug /Y¢) s P(Ye/Uy, Yo % P(Up/Yg_q) (3.3. 1

onde:
P(Uy/Y¢) &6 a distribuig¥o a posteriori de U no tempo t,
P(Yt/Utozt—i) & a fungdo de verossinilhanga dag observaclies.
P(Ut/zt—l) é a distribuic3o a priori de U no tempo t.

Comecemos a pensar no procedimento recursivo como tendo os dados
até o tempo t-1; ou seja, It”i = {(Ye—-1,...,Y1).

Suposic¥o: (Up_q/Yi-¢) ~ Nlug_g,5-1) (3.3.2)

Obs, :Esta supoeig¥o sobre a distribui¢¥o a posteriori de U no tempo
t-1 serd provada no desenvolvimento a seguir.

Olhemos, agora, para o tempo t em dois estigios.

i2 Estdgio: Antes de observar Yi,

N
1]

Estdgio: Depois de observar Yi.

Estédgio 1:Antes de observar Y¢, a melhor estimativa para Uy & guia-
da pela equagdo do sistema

U = GeUp—-y + w (3.2.2»



Como (Up-1/Yy-1) ~ N(up-41,5¢-1), a distribuig¥%o a priori de U no
tempo t, & dada por:

(U /Ye-1) ~ H(Gtut_l;Rt=0t5t_10't+ut) (3.3.3)

Estégto 2:Para calcular a distribuig¥fo a posteriori de U no tempo
t,quando se observa Y é necessirio conhecermos a fung¥o de

verogegimilhanga; ou seja, P(YL/UL ,Yt-1), que & determinada
pelo seguinte argumento. ~

Se et ¢ o erro de predig3o de Yy partindo do tempo t-1, ent%o

ey = Ye-ve = Ye~Zpup = Ye—ZgOpup-y
= ZpUp+ve—Ze Gpug ~1 .
==> oy = Zp (Ug~Gpup-qd+vg (3.3.4)

Como Zy, Gy e ug-4 8%o conhecidos, observar Yy €& equivalente a ob-
servar e, logo pode-me re-escrever o teorema de Bayes (3.3.1) como

P(Ug/Y¢ ,Ye—q1) = P(Up/ey,Yi-1) Plet /U, Yy -1 )XP{Ug/Yi—q) (3.3.5)
sendo P(et/U¢,Y¢-1) a fun¢%o de verossimilhanga,

Como v¢ ~ N(O,Vy),
de (32.3.4), toem-ae

(e /Up, Yy 1) ~ N(Z¢ (Up -Gyup-13;Ve)d (3.3.6)

Sendo a distribuicio a posteriori dada por:

P(Up/et,Yy-1? Plet /Ut , Yo -§ YXP(Up /Yi ¢

[Pley /Uy, Yy o1 YXP (UL /Yy, g )dU,
¥, ~ ~

t

Pley /Ut , Yo XXP(Ug /Y~ ¢)

| Pley, B /Ye_1)dUy

4,

Mas, pode-se evitar o exaustivo desenvolvimento desta express@o,
ugando algung resultados da distribui¢¥oc normal multivariada, que s3%o0:

Se (3.3.72

3
=
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sendo m1+5125¥2'1(x2—m2) a fun¢¥o de regress¥o de X; dado Xg.
e 5925227 o coeficiente de minimos quadrados desta regress%o.

Proposi¢®o 3.3.1:Sempre que (3.3.8) acontece e X5 ~ Nimp,Ss0)
ent¥o (3.3.7) acontecerd.

Em nosso cago, suprimindo a condicionante Y¢_5 e pondo

Xq4 <==> ey
Xo <==> Uy
Como (Ut/zt“l)‘” N(Geug -1 iR (3.3.3)
e X2 ~ Nimp;:S9p0)
Tem—8e que mp <==> Gpug-—g
Spo <==> Ry
Comparando (3.3.8)
(Xg/X0=x2) ~ N(m1+S35529~ 1 (xp-mp);S11-51052071+S01)
com (3.3.8)
(04 /Ut, Ye-1) ~ N(Zg (Ug-GpUg_1):Ve)
vé-ge que
my <==> 0
SioRy"1<==> 7y
S11-S1oRt1Sp<==> Vg
==> Syp <==> ZtRy
Sgq <==> Ve+ZeReZ 7y

A partir destes resultados, pode-se construir a distribuic3o con-

Junta de Uy e e, condicionada a Y¢t.j,baseando na "Proposicdo 3.3.1.7,
que & dada por:

Grug -1 Rt R¢Z ¢

g wem mam
WY mw e m- W
s mm aw me ==

ZeRy Ve+ZiReZ g

~
]
T
-
I
2
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Com a distribui¢do conjunta em m3os, a distribuig¢¥o a posteriori
de Uy & dada por (3.3.8B); isto 6,

(Ut/et,Yt 1) ~ N(Geup-1+ReZ £ (Ve +Z¢ReZ "¢ ) " leys
Ry~ReZ ¢ (Ve +Z¢ReZ ") "1 Z¢ Ry (3.3.9

E isto comprova que a supogicdo inicial (3.3.2) & verdadeira com

n

ug, Gtut_1+RtZ't(Vt+ZthZ't)'1et

S¢ Rt—RtZ't(Vt+ZthZ't)“1Zth

Reunindo todos estes resulitados, obtem-se o algoritmo abaixo:

a. Parte-se do tempo =ero, escolhendo a melhor iddia sobre a média ug
e a varincia 5o de Up.

b. Depois do tempo t-1, tém-se a distribuic3io a posteriori para Ug_g,
que € dada por:

(Ug—q/Y¢—1) ~ Nlug—_y,Sp-1) (3.3.2)

c¢. Partindo desta, obtem-se a distribuic¢fo a priori para Uy, que é;

(Up /¥y—1) ~ N(Gpug_g:Ry=G1S¢-16 "¢ +0) (3.3.3)

d. Estimando a fun¢@o de verossimilhanga para
ey = Ye~ZiGrup-—g (3.3.4)
e. Chega—-se a distribui¢¥o a posteriori para Uy, dada por:;
(Ug/ey, Y40 ~ H(Guy g +RyZ ¢ (Ve +Ze Ry Z ") “loy s
Ry—ReZ ¢ (Vi +ZyReZ 40 "1Z¢Ry) (3.3.9

f. Volta—-ge para c¢. para executar o préximo ciclo do procedimento
recursivo,

Observando a express3o (3,23.9), vB-se que a média da distribuicio
a posterijori de U no tempo t, que é a fung3o de regress3o de Uy dado
ey, © dada pela soma da média da distribui¢¥o a priori de U no tempo
L, com um miltipleo do erro de previsdo a um passo a frente (eg), sendo
este miltiplo, tht(vt+ZthZ't)'1 o coeficiente de minimos quadradoes
da regreas%o, conhecido como a matriz de ganho de Kalman,

Ent8o, pode-se ver o filtro de Kalman como um procedimento de
atual izag¥Bo que consiste em formar uma estimativa preliminar do estado
da natureza Uy, e adicionar uma corre¢3o para esta estimativa, corre-
¢fdo esta dada por qu3o bem feita foi a predig¢%o para a préxima obser-

vacio.



Tambdém pode—-se ver o filtro de Kalman como a evolugido de uma série
de fun¢Bee de regressfo de Uy dado e, nos tempos 0,1,2,...,t. Cada
uma destasz regressBer tendo interceptos e coeficientes diferenter, jé
que foi usada a estimac¥o Bayesiana Sequencial, em que uma nova fung3o
de regress3o(distribuig¥o a postertori) é calculada & medida que & ob-
tida uma nova observag¢do, No tempo zero, a regress¥o de Uy dado @1 é
totalmente baseada nas guposi¢Bes a priori, quando se cbtem a primeira
observag8o, o valor de e1 & projetado em u; através da fung¥o de re-
gresgsdo bageada em uy, Zy, Gy, V4 e Wy. Esta é entBo usada para proje-
tar eo em up @ assim por diante, continuando o processo Bayesiano in-
terativo priori/posteriori.

Depoiz desta andélime, conclui-se que este é um processo de apren-—
dizado que envolve todos os dados, em que 86 & necessirio o armazena-
mento de ug-q4, St-1 e do préximo valor observado, poupando asgim mui-
toe cédlculos e a necessidade de armazenamento,

3.4 . Predicio

Do Filtro de Kalman cobtem-se a disgtribui¢¥o a posteriori do para-

metro U, para qualquer t=1,2,... . Desta informag3o pode-se inferir
gobre a distribuic¥o de observagBes futuras Ye,.x (k=1,2,...), mas lem-
brando que estar—-se—& trabalhando com os erros observacionaig (v¢) e
dos parametros (wy).

Dag equagBes do modelo linear din@mico (3.2.1)e (3.2.2) pode-se,
no tempo t, escrever o valor da observag¥o no tempo futuro como

Yi+k = Ze+kUe+k + Vi+k (2.4.1)
Upap = GpakUe+i-1 + Wik | (3.4.2)
onde v+ ~ N{O,Ves4i), Ve+k conhecida.
Wik ~ N0, W 4k?, Wpei conhecida,
Ge+k € a matriz do sistema no tempo t+k, conhecida.
- A predi¢¥o de valores futuros Yy4i requer a inferéncia sobre o

vetor par8metrog Ui4i @ o conhecimento da matriz das varidveis expli-
cativas Zi;k.

De (3.4.2)
Up s = GpakUtak-3 (3.4.3)
St+k = Gt+kSt+k-10 "t+k + Weik (3.4.43

Que g%o0 a2 média ¢ a matriz de varifincia e covarifncia do vetor de
par8metros futuros, que sZ3Fo calculados recurgivamente para k=1,2,...
usando o8 valores de partida, ut e S¢, que foram obtidos do filtro de
Kalman.
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Para o© <cédlculo da média e da vari@ncia do processo k passos a
frente é necessdrio distinguirmos dois casos, que dependem do conheci-
mento ou n¥o de Zi4k no instante t.

Se Zi4K € desconhecida, a equag3o (3.4.1) n3o & linear nas desco-
nhecidas matrizes Up4y e Zisk, enquanto que restringindo ac casc em

que Zi 4y 6 conhecida para k=1,2,... ,tem-se.

De (3.4.1)

Ye+k = Ze+kUt+k (3.4.5
e varl{yt+k) = Zp+kSt+kZ t+k * Visk (3.4.6)

onde ug4y e Sp+k 530 obtidos recursivamente de (3.4.3) e (3.4.4).
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Este capftule enfocard a técnica do Filtro de Kalman aplicado
modelo misto din8mico, usando para isto o limite dog estimadores
modelo aleatdrio.

4.1. Introdugs=oa.

As vezes, a equaglo de observaglio descrita no Capftulo 3, & um
delo misto em vez de um modelo 2leatdrio, e o Filtro de Kalman n¥%o

de ser usado diretamente, mas este problema, pode ser contornado
zendo-ge o0 seguinte.

Incluir os efeitos fixos junto aos efeitos aleatérios no vetor
tado da natureza, tratando-os como aleatdrios, tendo inicialmente
dia zero e matriz de varifincia e covériancia grande, indicando uma
quena confian¢a na estimativa inicial; e na equag¥o do sistema a
triz de traneicdo Gy serd identidade, para indicar que op efeijitos
%08 nd%o mudam com © tempo, e a2 matriz de varilncia e covariancia

igual a zero, finalmente tomar o limite destes estimadores obtidos
partir do modelo de efeito aleatdrio.

4.2 . I.imite dos Estimadores do Modelo Aleatdrio.

Seja o modelo migto
Y =XB + ZU + E
onde:
Y:vetor(nxl) das observacBes.
XB:contribuig¥o para Y dos efeitos fixos, sendo X uma matriz (nxp).

ZU:contribuicdc para Y dos efeitos aleatériog, sendo 2 uma ma-
trizinxm?.
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E:vetor(nxi) dos errocs,

com E(E) = E(U) = O E{UU") = D
E(EE’)Y = R
E(UE") = O

V=2D2" + R
O efeitos fixoes ser3o tratados como aleatdricog, dando asgsim, um

modelo aleatdrio. Para distinguir estes dois modelos, mudaremocs o ve-
tor B para um vetor A, resultando assim o seguinte modelo

Y = XA +ZU + E ' (4.2.1)

e~ 1] (e > Q)

com ECA) = O E(AA )

E(AU ") E(AE") = O
e Var(Y) = o~ 1xx-+v

A expressdo (1.3,13) (u = DZ°V-1Y) oferece o BLUP para o modelo
aleatdrio; usando-a obtem-se oz BLUP s para easte modelo, que s3I0

e~1x (e~ 1xx +v)-1y

=> ag = X (XX +eV)~1ly : (4.2.2)
e u, = DZ (e ixx-+v)~1ly (4.2.3)

E da express¥o (1.3.14) (EMQP(u) = D-DZ°V-1ZD) obtem-se a matriz
de erro médio quadritico de predi¢lo de agz e ug, que & dada por:

! '
i P1g Pgp !
EMQP = ! !
i Pog Pog i
onde: Pyq = o ll-e”1X (e 1XX"4+V)~"1Xe~1
=> Pyq = e li-e 1X - (Xx-+ev)1X (4.2, 0

Pyo = -e~3X (e~ 1Xx"+V)~12D

~X (XX “+eV)~ 17D (4.2.5)

=> Pio

P2y = p12’
Pos = D-DZ° (e~ iXX-+V)~1zD (4.2.6)
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Para obter o limite quando e -> 0% das express®es acima, usa-se o
seguinte teorema.

Teorema 4.2.1.:
Seja X:matriz(Nxp) de posto igual a p,
Vo:matriz(NxN) positiva definida,

Vo:matriz(NxN) positiva definida, sendo todos of seus elemen-
tos uma fungo contfnua de um escalar e (e >= 0},

Ent %o,
lim X (XX +eVg) ™1 = (X vy i) 1x-vy~t (4.2.7)
e->0%
lim (e"IXX“+Vga)~1 = y5=1 - v~ 1R(xX Vo~ ixy~1x-vo~1 (4.2.8)
e->0%
lim [e~lI-e~IX(XX +ev)"1X1 = (X vgo~1x>-1 (4.2.9)
e->0%
Dem.: Seja Ve~ ! = T'gTe , e >= 0
Ze = TeX ==> X = Ta 1Ze , @ >=0
e->0%
lim 2o = Zp
e—>0%
Para e > O,

X (XX +eVad ™t = Z°5(Te 1) “[Te 1ZaZ atTa 1) “+taTg (T, "1y 12—t

= 2 olTeg 12,27 (T o) 1T g+aTg 1T o) 1T 12

Z olZoZ otelil 1T,
= 29l 2N 127 g2oZ ote(Zg ) 12751 1T
= [(Zg )12, ZgZ o(Z ) 14a(Ze V)" 2 7 (Z )" 1071 T,

X (XX +eVg) !

1

[Z°eZatel )™ 12°,Tq (4.2.10)

ent¥o,

lim X (XX‘+eVg)~1 = lim ([Z°gZu+ell 177, T,
e->0+ e->0*

(Z°0ZoY Yz pTp

It

(X°T oToX)~1X T gTo



= (X Vo~ iy~ Ix- vyl (4.2.7)

Usando © teorema da inversa de matrizes citado no Capftulo 1, tem-
se

(Vo+te 1XX )71 = v ~lov ~Ix(I+e~1X V" 10" 1e-1x v 1

Vo 1-Vo~1X(el+X ‘Vo-1x)~1x v, "1

n

Vo 1-v,"1x(eVa(x ")~ 1+x)1

Ve -V 1xreV (X 2= Ix (X >~ 1l4xx-(x)~11-1

I

Vo 1-Ve 1XX - (eVg+xx -1

logo,
1im  (Vg+e 1XX)71 = 1im (Vo™ 1-Vo-1XX"(eVe+XX )~ 1)
e->0% e~>0*
= Vo 1-vo 1X(X v ix3~1X yy~! (4.2.8)

Agora, usando este mesmo teorema de inversa de matrizes, vé-se que

[e~1I-a"1X (XX +oVg)~1X) = (el+X- Vg 1x)1

sendo,
lim [e li-e 1X(XX +eVo) 1X3 = lim (el+X Vo101
e->0* e->0*
= (X Vo~1xy~1 (4.2.9)

Aplicando este teorema com Vg = V, tem—8Be que

litm ag = lim X (XX‘+eV)~ly

e->0* e->0+
= (X-vixy-ix-v-ly = p (1.3.4)
lim ug = lim DZ (e ixx-+v)~1ly

e->0*% e->0%
DZ -v-1y-pzZ v-ixcx 'v-ix>-ix-v-liy

= DZV-i(Y-Xp) (1.3.8)
lim Pyq = 1lim [e li-e ix (XX +ev)~1x3
e—>0t e->0%

(x-v-1x)-1 (1.3.5)



lim Pyo = 1im -X"(XX +ev)~1zZD
e->0* e—>0%
= —(x°'v-ixy-1x-y-1zp (1.3.11)
lim Poo = lim [D-DZ (e~ 1XX +V)~1zD3
e->0% e->0*%
= D-DZ V- 1-v-ix(x-v-ixy)-ix-v-132p
= p-DZ V- izp+DZ v ix(x v-1xo~ix-v-1zp (1.3.12)

Estes s%o oep preditores e 2 matriz de erro médio quadriatico do mo-
- delo misto; ent¥o, tratando os efeitos fixos do modelo misto come
aleatérios com varif@ncia infinita, obtem-se oz preditores do modelo
misto e seus erros médios quadriticos,

4.3.Modelo Misto DinAmico

Este modelo permite a inclus3o dos efeitos fixos a cada perfodo de
tempo. Tomando-og como aleatdrios de vari@ncia infinita, pode-se obter
as estimativas recureivas, correspondentes s do Filtro de Kalman,
atravde do limite.

Def ine~ge a equaglo de cbservaglo como

Yy = XeBy + ZyeUp + vi, vg ~ NCO,Vp) (4.3.1)
onde:
Y¢:vetor(nxl) de observaclies no tempo t.
By = (Bt1 ,By2°)°, Bsendo Bgy o8 efettos fixos incluidoe no tempo t;

isto é, que n¥o eato presentes neo tempo t-i, loge Byy s%o os
efeitos fixos iniciaisg.

Xe = (Xp1.Xp2?

ZiUg:contribui¢leo para Yy dos efeitos aleatdrios adicionados no tempo

vt :vetor(nxl) dos erros no tempo t, com matriz de vari@ncia e cova-
rif&ncia Vi cconhecida,

Se nenhum efeito fixe & adicionado no tempo t, veja Xtq1 e By, as-
sim como Xy e Byp, como degenerado; ou 8e,ja, sem elementos.

Partindo dessae defini¢8es, a equagdo de observagdo pode ser re-
egerita como: .

Ye = Xg1Brg + Xe2Beo + ZgUp + ve , vg KO, V) (4.3.2)
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E a equag¢3o do sistema por:

(4.3.3)
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4.4 . EatimacBo Recursiva para o Modelo

Migto Dinfmico.

3,

ageociagio com o8 resultados obtidos no Capftule

obten-se as fdrmulas da estimaC3o recursiva para Be® e Ui®.

Fazendo uma

Seja Dy = (Xgz,7¢)

De (3.3.9)

(4.4.1)

(JpH~1 g,®

L . L

+ |
o O o

(4.4.2)

onde &€ = Yt—thbtz_le—Zthut—je

(¢.4.3)

-

—

Jp® = (Vyg+e 1Xp1X "¢ 1+DR ®D ¢)

(4.4.4)
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Com matriz de erro médio quadritico associada a by® e u® dada
por:

P Ngg Npo !
58 =1 !
¢ N2y Nzz !
onde Hiq = e~ 11-e72X 44 (J® ~1xg 4 (4.4.5)
Nyip = -e 1X ¢ 4(J3 @)~ 1D R ® (4.4.6)
Npy = N2~
Noo = Ry®-Ry®D ‘g (Jp®) ~1DgRe® (4.4.7)

Expressdes que podem ser obtidas das equagBes (4.2.4), (4.2.5) e
(4.2.6).

Agora, tomando o limite obtem-se as fdrmulas para o célculo recur-
sivo dos estimadores do modelo misto, que correspondem ao Filtro de
Kalman usado no modelo aleatédrio.

Usando o teorema 4.2.1 com Vo = Vi +Di R4 ®D "y tem-se que

lirm e IX 4 (Ip®) 7Y = Jim e lX pge X X p1+Ved "t =
e->0% e->0% (De 4.2.7)

(X ¢ 1He " X 471X ¢ g He "

e Jp® = Him (e 1XpqX p1+Ve) ™1 =
e->0% e->0% (De 4.2.8)

He " 1-He = 1%y g (X pqHy " Y g0 "I g g B

h

lim Le~1l1-e72X ¢ 1(Jp®) 11X 4) = lim fo li-e™2X g%
e->0% e->0*
(e 1Xe X £ 14+Ve) "1
(De 4.2.9)
= (X pgHy iXp 7t

com Hy = V¢ + DeReD ¢

os quais permitem o célculo de by = lim b€
e->0%

]

lim u®

e Ui
e—->0*

gue gdo

bry = (X 1By " 1Xg ) 71X 1 He 7 (Y ~Xgobro-1-Z¢Crup-1) (4.4.8)



t byo 4 1 bp_qg !
e ! b= P+ ReDgHy 30T -Xp g (X g qHe " 1Xp gy 1X g g Hy "%
Pu ; I ¢ - i
. t . . tut-1 '
- - - - X (Yy-Xpobt2-1-7¢6rup-1)
- 1
i bgo-1 i
= Do+ ReDgHy 1 (Y ~Xy by ~Xeobro-1-Ze6tup-1)
! Ggug-q | (4.4.9)
i i
COm
l- —l
1 ]
o PPy Py
Sp = lim  §¢© = ! !
e->0 i Poy Pao H
Pyg = (X pqHe X1 (4.4.10)
Pgo = —(X 4 1He " Xeg) 731X g 4Hy TIDeRy (4.4.11)
P2y = P 12
Po2 = nt"ntn‘th-IDth+RtD'th-1xtl‘x‘tIHt_lxtl)_lx'tinthl?znﬁ 12
e - - - _ _ _
: : : b :
1 0! 11 0! 10 O
Ry = lim Ry® = ! % Sp_yq X ! b+ ) | (4.4.13)
e->0+ : ! 106G y! 1O W!
! ; ; :

Analisando oz estimadores obtidos, vemos que estes t8m a mosma es-
trutura dos estimadores do Filtro de Kalman aplicado ao modelo aleatd-
rio, Jjd que estes 5830 a soma da média da distribuicio a priori com um
miltiplo de previs¥o a um passo & frente, tendo este miltiplo, ou se-
Ja, a matriz do gasnho de Kalman, a mesma forma.

Devemos salijentar gue como o vetor de efeitos fixoa inclufdos no
tempo t, B4 n%o tem uma distribuig¢do a priori deste parametro condi-
cionado 2 Y¢_3, a média da distribuigdo a porteriori é composta apenas
do miltiplo do erro de previsSo a um passo & frente.
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Observamos também que a matriz de vari8incia e covarifncia tem a
mesma estrutura que a matriz do erro médio quadréatico de predic¢3lo dos
BLUP "8 do modelo misto, assim como a matriz de varifincia e covariincia
do Filtro de Kalman tem a mesma forma que o erro méddio quadritico de
predi¢do do BLUP do modelo aleatdrio.

Quando, no modelo misto din8mico, n¥o tivermos a contribuigdo dos
efeitog fixos recairemos no modelo linear din8mico. Este por sua vez,
tendo a matriz de transiglo igual a identidade o com o8 par@metros in-
dependentes do tempo, teremos © modelo aleatdério que é um caso parti-
cular do modelo misto, quando este dltimo tem a contribuicglo dos efei-
Ltos fixos nulos.

No Capftulo 2, foi mostrado qual a relag¥o entre a predi¢®o do
efeito aleatdrio do modelo misto com a predi¢3o do modelo fixo, e este
com o Kriging. Com isto conseguimos relacionar todos os modelos pro-
postos para a predig¢3o enfocados neste trabalho.

4.5, Refer8&nciag Bibliograficas

[11 Harville,D.A. Extengion of the Gauss-Markov Theorem to Include
the Estimation of Random Effects. Annals of Statisticse
4:384~395,1976.

{21 Sallag,W.M. and Harville,D.A. Best Linear Recursive Estimation
for Mixed Linear Models. Journal of the American Statisti
cal Association 76(376):860-869,1981.

(31 Zyskind,G. e Martin,F.B. On Best Linear Estimation and a General
Gaugs-Markov Thecrem imn Linear MHodele with Arbitrary Nonnega
tive Covariance Struture. SIAN J. Appl.Math 17(06):1190-
1202,1969.,

ggnr. 0
BIBLIOTE U SENTRAL



CcC A P 1 T U 1. O 5

O B I. 17 P E
o F I I. T R O D E K A I. M A N

E M P rR E D I © & FE S

Neste caprftulo serd visto representacBes de algune modelos, simu-

lagBes destes para vermos o comportamento do BLUP e do Filtro de Kal-
man, além de uma aplicag3o em dados reais.

5.1.Introducio

Até o momento, trabalhamos a teoria do BLUP & do Filtro de Kalman

de uma forma genérica, ou seja, para qualquer que fosse o modelo. Ago-
rsa, iremos explicitar alguna modeloe, o quatis fizemos simul agBes ba-
seadas nestes,

Simulamog os dados através de tré&s modelosz lineares din8micos es-
pecificoa, e utilizando estes dados estimamos og parlmetros destes
trés modelos através do BLUP e do Filtro de Kalman, para predizer a
préxima observacdo,assim como a variancia desta. Calculamog a soma de
quadrados dos resfduos destas predi¢Bes em relag¥%o ao valor simulado,
e ent¥o comparamos o comportamento destas duas técnicas.

Além disto, obtivemos o8 dados da incidéncia de sarampo, més a
més, a nivel hospitalar do munfcipio de Campinas, desde janeiro de
1978 23 marge de 1987, UBtilizamos um dos modelos estudadosg, devido a
sua adequabtlidade, e maig uma vez, egtimamos os pardmetros através do
BLUP e do Filtro de Kalman. Ent%o, fizemos predi¢fBes para o préximo
nés, como se o proxime dado ainda n3o tivesse sido obtido. Analisamos
ag técnicas utilizadas atravées da soma de quadrados dos resfduos da

predi¢%o em relac%o ao valor observado.

5.2 .RepresentacBesg de alguns modelos convencionaisg

em modelo linear dinfimico

Serd descrito, agora, alguns modelos clissicos de séries tempo-
rais na representacd do modelo linear dinfmico.



5.2.1 _Modelo Estivel

Este modelo €& apropriado para situa¢8es onde a caracterfstica
maig importante é o nfvel do procesgo, n3#o sendo importante o seu
crescimento ou o declfnio.

Tal processo pode ser descrito por:

il

vyt = My + ey

Ht,
onde:

Ht-l + dHt

My é o verdadeiro (desconhecido) nfvel do processo no tempo t.
dMy é o distdrbio alestdrio do processo no tempo t.

Este proceseoc & o modelo linear din8mico maie simples. Sua equi-
lavéncia & dada por:

m=n=1 , Ug =My , Zg =6 =1 , wvg = e , Vg = Var(eg)

wy = dMy , U = Var (dNg)

5.2.2.Modelo de Crescimento Linaar

Este modelo é altamente importante em aplicacBes. Ele estende o
modelo estdvel através da adig¥o de um termo de inclinagdo £¢. As
equacbes sdo:

v = Mg + ep
My = Mp-q + £ + dMg

Ly

£4-1 + dig

onde:

My € o nfvel do processo no lLempo t..

£y é o acréscimo do valor da série no tempo t.

A representag3io como um modelo linear din@mico é&:

a——n

yt = (1 O) o4,

s wm == s
W mm wm



! ; ' ' ! ' ' !
I My S T T S P ! dMg+dfe !
] I S ' + ! '
I T t 0 1 I 2 ' dfy i
_ -t ' 1 . _ i i
isto &,
o b i
YoMy V11
n =1 rn=21Ut== ; ,th(IO),Gt = ! !
P Ly P01
P i o -
'’ !
| dMy+dEy !
vg = ey ., Vg = Var(ey) , wg = | '
: dfy :
1 1
' |

Se dMg ~ R{(O,Vy) e d£y ~ N(O,Vg) , ent%o

VN+Ve Vg

Ve Vg

©
ﬂ
"

5.2.3.Modelo de Crescimento Linear Sazonal

¥ uma generalizag¢3o do modelo anterijor: onde & adicionado um ve-
tor desconhecido do efeito sazonal aditivo, um para cada perfodo do
ciclo "anual”, sB.

0 modelo &:

vyt = Bt ¥ rm(ey,t + ot
Mg

Mp_—q + £ + dMy

£¢ = L1 + dfg



rij,t = rj,t-1 +dry ¢

|
(]

T dryj g =0

onde:

My é o nfvel do processo no tempo t.

£y & a inclinagZo no tempo t.

Tm(t),t € o fator sazonal no tempo t, associado ac "més” m(t).

A sua associacglo com um modelo )inear din8mico é da forma

ve = (1,0,...,1,0,...,0) Ug + e
Up = GelUp-1 + we
onde:
m =1, Up = (Mg, Le,T1,t.72,80-0-4Tg, )7
Zy = (1,0,...,0,1,0,...) ; isto &, tem um na primeira posic¥%o e na

correspondente a m(t) e zero nas demais.

Lego, n%o ¢ constante como as outras anteriores, e sim varia com o
tempo.

! '
Y1 1 8 '

Gy = | H 0 H
P01 -~ ;
b _ o _ o _ - :
H H
: !'1T O ... 0 1}
N ¢ i1 0 1 M« B
1" . . . :
: 0 0 .. 1 H
1 13

Ve = @t ,

Vt = Var{ey) ,

wy = (dHt+d£t,d£t,dr1,t,...,drs’t)
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! : ’
Wy = H o) '
b de? d£y 2 ~ ,
e e & - - - b e e e e e e - '
: = ’
E E dri,tz vo. drg tdrg E
L 0 [ : : :
E ~ E drg,tdri ¢ ... drs'tQ '
i _1
Se dMy ~ NCO,Vy) e dfy~ N(O,Vg) , entZo
i Vy+Vp Vg ! ;
Ve = ' 0 ;
i Vg Ve ¢ ~ 1
; ' }
T T T T T o T T T T o :
! : dri,t? --. dryg gdrg ¢
] 0 ' . . }
! ~ H ; i :
: E drg ¢dry,¢ -.. drg ¢2 -
[] ) L

5.3.8Simul acep e Resultados

Foi feito simulag8es dos trés modelos estudados na secBo ante-
rior, na linguagem estatf{stica SAS/]ML, partindo do seguinte princi-
pio:

Simulamos o© vetor de par8metros, através da equagdo do sistems,
dando wum valor inicial para este vetor e usando a gerag3c de nimeros
aleatérios segundo uma distribuig¥o normal de média zero e matriz de
varifincia e covarilncia especificada para cada modelo. Usando este ve-
tor de par8metros e a gerag%o de numeros aleatdrios tendo distribuig3o
normal de média zero e varifncia também especificada, obtemos simula-
¢B3es das observagBes,

Esta operacdo foi repetida cem vezes, e para cada observacdo si-
mulada foi obtida a estimagdo dos par@metros dos modelos através do
Filtro de Kalman e da técnica do BLUP aplicada ao modelo aleatdrio,
Sendo og BLUP’® calculados partindo da equag¥o de observag3o, desde
que o desenvolvimento desta técnica admite que o vetor de estado n%o
muda com o tempo. Em base desta teoria assumimos que o vetor de estado
Uy tinha distribui¢¥o normal de média zero e matriz de vari@ncia e co-
vari3ncia Wg.
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Com =a estimativa dos par8metros, calculamos a predig¢l¥o para a
préxima observag¥o e sua vari8ncia., Quando simulamos esta "préxima”
observagdo, obtemos o erro da predigdo feita, Fazendo a soma de 'qua-
drados desses errog, tivemos um parfmetro de compara¢3o entre as duas
técnicas utilizadas, podendo assim compard-las.

Para o modelo estidvel, demos o valor inicial para o parfmetro gi-
mulado 1igual a dois e varincia igual a um, enquanto que o valor ini-
cial para a estimativa jgual a um com varfifincia de uma unidade. A va-
rifincia do erro obsgservacional é igual a dois, ou seja, constante para
todo o momento. Cem isto obtemos, os cem valores aimulados da variivel
observacional e as predi¢Bes através do Filtro de Kalman e do BLUP,
que est¥o apresentados graficamente na figura 5.3.1 e na tabela 5.3.1.

Através do Filtro de Kalman a vari8ncia da observacg3o predita
nanteve-se congtante desde o primeiro cdlculo igual a quatro, enquanto
na predig¢3oc do BLUP variou de 2.67 a 2.02.(Ver tabela 5.3.1).

No modelo de Crescimento Linear, inicializamogs o vetor de par8me-
troe simulado dando um vetor de dimens3oc dois, com estes doias valores
igual a 2, e matriz de vari@ncia e covaridncia dada por

1.0 0.5

0.5 0.25

- e

0 wvalor inicial dos parametros para a estimac3o recursiva foi um
vetor de uns com a matriz de vari@ncia e covarifincia igual a

1.0 0.5

¢.5 0.5

—— v Emm me W
- W omm e ==

Esta ¢ a mesma matriz de vari8ncia e covarifincia dos parametros
utilizada para 2 predi¢¥o através do BLUP. Também foi estipulado a va-
riSncia do erro observacional igual a dois.

Part indo destes valores foi obtido oo valores zimuladoe da obser-
vag80 e Beus valores preditos pelas duas técnicas utilizadas, os quais
est¥o na figura 5.3.2 e na tabela 5.3.2.

A wvariSncia da predig¢3o através do Filtro de Kalman atingiu uma
constante na décima quarta predic¢do igual a 6.17934, enquanto que
através do BLUP, esta variou de 2.67 a 2.02 do infcio ao fim da simu-
la¢B0, que pode ser vista na tabela 5.3.2.

A simulag3o do modelo de Crescimento Linear Sazonal, iniciou-se
com © vetor de par8metros de dimensSo 14, tendo os dois primeiros ele-
mentos iguais a zero, para que n3o houvesse influfncia nem da média,



nem da inclina¢Bo, havendo assim influ@ncia apenas da sazonalidade. (s
valores correepondentes as varidveie responsidveie pela gazonalidade
ogcilaram entre -1 e t. E 2 matriz de variancia e covarifincia sendo

obtida pela multiplicag®o de um vetor de valores iguais a 0.5 pelo seu
correspondente vetor transposto.

0 valor de partida para o vetor de parmetros fol um vetor de
uns, c¢om a matriz de varifncia e covariincia de dimens%o 14 x 14, es-
pecificada no programa (Ver Apé&ndice-Programa 4-Matriz ), também esta
sendo utilizada para a predi¢3o através do BLUP. A varifincia do erro
observacional foi fixada em 1.323.

Comn estes valores estabelecidos, obteve-se og valores da variisvel
observacional simulada e suas predi¢Bes através das duas técnicas es-—
tudadas, que podem ser vistas na figura 5.3.3 e na tabela 5.3.3.

Graficamente, a sazonalidade n3o sendo facllmente percebida, pois
os Udltimos valores foram muito grandes, fazendo com que os pontos que
estavam préximos, mas oscilantes n¥%o fogsem percebidos.

A wvariBncia da predig3o através do Filtro de Kalman atingiu wuma
constante na 33% predic¢3o igual a 8.99495, enquanto que através do
BLUP variou de 2.38 a 1.34.(Ver tabela 5.3.3).

Como foi dito, fizemos a soma de quadrados dos erros de predig3o
a um passo a frente, até a centésima observac¢3io simulada, sendo este
maig um p2ar3metro de comparacio entre ag duas técnicas. Construimos
uma tabela para sumarizar as somas de quadrados para os tré&s modelos.

Tabela 5.3.4:5oma de quadrados do erro de predig%o a um pagso 2 frente
pelo Filtro de Kalman(FK) e pelo BLUP para o modelc Esti-

vael, de Crescimento Linear e de Crescimento Linear Sazo-
nal para cem observacBes simuladas,

Sazonal

\ técnicai
modelo\ H FK H BLUP
N_ _ e Vo -

; '

Estiavel i 335.242 : 465,789
: :

Cresc.Linear | 6£07.980 i} 311713.000
t L]

Cresc.Linear | 324.566 i 577355.000
: H

Com esta tabela, podemos conetruir ums outra tabels que noe dé en
média, o erro de cada previsdo nos trés modelos.
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Tabela 5.3.5:Errc de previs3o em média, para cada observag¢3o, ugando o
Filtro de Kalman(FX) & o BLUP no modelo Estidvel, de Cres-
cimento Linear, e de Crescimento Linear Sazonal.

\ técnical '
modelo\ H FK : BLUP
_______ N H _
: H
Est dvel ! 1.84 H 2.17
[l ]
Cresc.Linear | 2.48 ; 56,11
Cresc.Linear | 1.81 H 76,37

Sazonal H

Com esta pequena andlise, podemos chegar a conclus3o que o Filtro
de Kalman acompanha a série simulada muito melhor do que o BLUP. Pri-
meiro, pelo erro de previs3o ser bem menor, depois pela variancia do
Filtro de Kalman tender a estabilizar-se sendo bem maior que o BLUP,
poig a predigdo através do BLUP tende 2 manter-se na média da sgédrie,
ou seja, suas predi¢les estdo sempre proximas, éenquanto que o Filtro
de Kalman acompanha a série de uma forma constante. Mais ainda esta &
uma técnica de previs3o a longo prazo, enquanto que © Filtro de Kalman
é para um prazo curto, como foi © nosso caso.

5.4 . Aplicacgcdo

0 Departamento Regional de Sadde Campinas forneceu para este es-
tudo dadog da Incidéncia de sarampo a nfvel hospitalar no municf{pio de
Campinas, que envolve os Ceniros de Saide de Bar%o Geraldo, Cambuf,
Sta. Odilia, Jd.Aurdlia e Campinas,

Estes dados foram coletados, més a még, partindo de Jjaneiro de
1979 e obtivemos estes até margo de 1987, os quais 830 mostrados na
tabela 5.4.1.

Com estes dedos fizemos um gréfico da incidéncia de saranpo con-
tra o tempo, que estd na figura 5.4.1.

Através deste obsgservamos que nog mesges frios hd um maior numero
de casos, enquanto nos meses quentes estes numeros diminuem, o que é
perfeitamente explicdvel, pois no frio had uma maior facilidade das
pessoas contrairem doengag transmiss{veis pelo ar, j4 que os ambientos
ficam wum maior tempo fechados. Dutro fato observadeo é que os casos de
sarampo vem diminuindo com o passar dog anog, poig tem aumentado asz
campanhas de vacinagOes contra o sarampo. Portanto, resolvemos ajustar
um modelo de Crescimento Linear de Sazonal com um ciclo de doze meses,
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Fizemos uma andlise para verificar se os dados cumpriam a condi-
¢¥%o exigida pelo modelo de terem uma distribui¢@o normal e foi verifi-
cado que esta condig¢g¥o n¥o era cumprida. Resolvemos fazer uma trans-
formagZio nestes dado=s. A tranaformagfio escolhida foi a raiz quadrada,
poig foi com esta que obtivemos uma distribuig¢Zo normal, e trabalhamos
com estes dados transformados.

Para darmos os parf8metros iniciaisz da técnica do Filtro de Kal-
man, ugamog o8 trés primeiros anos para obter a variSincia inicial da
equa¢3o de observagdo, e a matriz de variancia e covarifncia inicial
da equacdo do sistema, sendo parte desta matriz a covarilncia da inci-
déncia de sarampo relativo aocs respectivos meses.

Com isto obtemos os valores dos parlmetros do modelo através do
Filtro de Kaiman e do BLUP, e fizemos uma predi¢¥o a um passo a frente
como pode ser visto na figura 5.4.2. e na tabela 5.4.2.

A vari@ncia da observagdo predita atravéa do Filtro de Kalman os-
cilou bastante, enquanto que através do BLUP esta comegou uma estabi-
lizag%o em torno de sete unidades. Por outro lado, a soma de quadrados
do errog de predic3oc a uma passo a frente através do Filtro de Kalman
atingiu um total de 473,94, dando-nog um erro médic por predi¢do igual
a 4.8036, e através do BLUP atingtiu uma soma total de 6£62.563, ou se-
Ja, o erro médio por predig3io & igual a 6.7608.

Logo, podemos dizer que mesmo qQquando o BLUP tem uma boa performa-
ce o Filtro de Kalman o supera.

5.5.Tabelag e Grarficos




bela 5.3.1:Série simulada segundo um modelo Estdvel, sua predi¢3o através do
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Filtro de Kalman e do BLUP,suas respectivae vari@ncias ¢ s aoma de
quadrados dosg erros de predig¢do.

0.0000
2.1731
3.8083
1.8839
0.5578
4,2370
3.1637
4.3323
1.7107
3.2825
~0.2284
3.1064
5.7948
1.4745
3.0286
4.1304
1.024%6
0.0186
-0.16807
3.8979
3.4016
5.3720
4.4694
1.5547
3.7242
3.1965
2.2132
-1.4650
-3.2810
0.2677
0.5963
0.4702
2.1538
1.2932
-1.9261
0.1522
1.3204
0.9508
2.7138
4.6701
5.063%
7.3519
0.4837

Filtro de Kalman

0.5000
1.3365
2.5724
2.2282
1.3930
2.8150
2.9894
3.6608
2.6858
2.9841
1.3779
2.242%
4.,0185
2.7465
2.8875
3.5089
2.2668
1.1427
0.4910
2.1944
2.7980
4.0850
4.2772
2.9160
3.3201
3.2583
2.7357
0.6354
-1.3228
-0.5275
0.0344
0.2523
1.2031
1.2482
-0, 3390
~0.0934
0.6135
0.7822
1.7480
3.2030
4.1365
5.7442
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22.187
25.990
26. 346
36.666
39.654
52.275
58.747
58.826
60.371
66.543
71.597
73.2986
84.902
86.360
92.985
93.133
100.545
101.198
101.213
102.306
119.952
135.290
137 .820
139.083
139.273
142.889
142.897
152.973
153.214
155.213
185.327
158.058
167.597
171.037
181.377
209.049

0.00000
0.54327
1.19629
1.31088
1.20330
1.58252
1.75820
2.01562
1.88780
2.08578
1.81700
2.00135
2.25481
2.20604
2.25443
2.35865
2.28843
2.17494
2.06372
2.14709
2.20164
2.33374
2.41917
2.38592
2.43548
2.46266
2.45406
2.32343
2.14264
2.08405
2.0389%
1.99282
1,.99743
1.97786
1.8723%5
1.82708
1.8140%
1.79251
1.814388
1.88296
1.85694

2.07955

2.66667
2.50000
2.40000
2.33333
2.28571
2.25000
2.22222
2.20000
2.18182
2.16667
2.15385
2.1428%
2.13333
2.12500
2.11765
2.11111
2.10526
2.10000
2.09524
2.09091
2.08656
2.08333
2.08000
2.07692
2.07407
2.07143
2.,06897
2.06667
2.06452
2.06250
2.06061
2.05882
2.05714
2.05556
2.05405
2.05263
2.05128
2.05000
2.04878
2.04762
2.04651
2.04545

15.383
15.856
16.423
25.626
28.127
34.753
34,846
36.522
41.823
43.338
57.723
58,332
59.00%
62.528
64.308
69.460
74.915
78.279
79.853
89.904
94.465
95.212
97.003
97.582
97 .645
113.004
144.413
147 .928
150,142
152.603
152.629
153.125
168.366
171.325
171.582
172.327
173.176
181.327
191.446
220,552
223.0989
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nt i nuagZo
lba. ) |
: H
44 44
45 45
46 46
47 47
48 48
49 49
50 50
51 b1
52 52
53 53
54 54
55 55
56 56
57 57
58 58
59 59
60 60
61 61
62 62
63 63
64 b4
65 65
66 66
&7 67
68 68
69 69
70 70
71 71
72 72
73 73
74 74
75 75
76 76
77 77
78 8
79 78
80 80
81 81
82 82
83 83
B84 B4
85 85
86 86
87 87
a8 88

da tabela 5.3.1.

-0.7287
0.2524
1.6414
1.7522

~0.0053
0.2175
1.5952

-2.0672
3.1641
2.5979
1.35808

-0.7260
0.47%6
2.6101

-0.4280
0.4261

-2.0568
2.3B44
0.7334

-1,9394

-1.8187

~0.1075
1.4301
1.3697
5.0103
2.5455
2.4669
5.8171
4,9735
7 .889¢6
5.4430
5.6229
5.8965
6.8514
5.8237
2.6032
7.2050
8.1248
5.4920
6.6591
5.5596
2.69398
2.0965
6.2239
0.6883

Fiitro de Kalman

3.1140
1.1921
0.7222
1.1818
1.4670
0.7309
0.4742
1.0347
~0.5162
1.3239
1.9609
1.9709
0.6224
0.5510
1.5806
0.5763
0.5012
-0.7778
0.8033
0.7684
~0.5855
-1.2021
-0.6548
0.3877
0.8787
2.,9445
2.7450
2.6059
4.2115
4.5925
6.2411
5.8421
5.7325
6.3145
6.5829
6.2033
7.9032
7.5541
7.8395
6.6657
6.6624
6.1110
4.4054
3.2509
4.7374
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223.823
224,706
225,551
225.877
228.044
228.308
229,564
239.186
252,731
254 .354
254 .354
261.627
261.648
265. 887
269.922
2638.944
276.487
286,487
286.492
293.824
295.345
296.543
300.890
301.854
318.924
313.084
319.161
329.473
330.0353
340,924
341.561
341.609
342.964
343.252
343.829
355.388

355,875

356.201
361.711
361.712
362.928
374,564
37%.895
388.734
405.130

2.04409
1.983783
1,94695
1.84058
1.83674
1.89790
1.86495
1.85976
1.78567
1.81120
1.82550
1.82827
1.78346
1.760%88
1.77537
1.73865
1.71713
1.65626
1.66782
1.69322
1,59795
1.54618
1.52150
1.52016
1.51798
1.56787
1.58164
1.59393
1.65178
1.69667
1.77924
1.82745
1.87674
1.94110
2.00325
2.05104
2.14425
2.20596
2.27727
2.31554
2.36664
2.40377
2.40717
2.40364
2.44657

2.04444
2.04348
2.04255
2.04167
2.04082
2.04000
2.03922
2.03846
2.03774
2.037014
2.03636
2.03571
2.03509
2.03448
2.033%0
2.03333
2.03279
2.03226
2.03175
2.03125
2.03077
2.03030
2.02985
2.02941
2.02893
2.02857
2.02817
2.02778
2.02740
2.02703
2.02667
2.02632
2.02597
2.02564
2.02532
2.02500
2.02469
2.02439
2.02410
2.02381
2.02353
2.02326
2.02299
2.02273
2.02247

230.793
233.790
233.884
233.9183
237 .691
240,514
240,587
256.008
257.908
258.527
258.551
265.075
266.775
267 .496
272.351
274.074
288.31¢6
288.847
28%.720
302.627
314.300
317.035
317.043
317 .066
329.262
330.218
331.002
348.837
358.871
3388.223
411.647
426.052
451.249
475.350
483.956
546.531
572.602
607 .635
617.969
636.836
647 .03}
647.118
b47.215
661.810
664.801

b&é



ntinvag@do da tabela 5.3.1.

89
90
91
92
93
94
35
96
sS7
S8

5.7371
4.8358
6.0622
3.8107
5.9565
7.0998
2.8392
-0.6477
3.9236
5.7870

Filtro de Kalman

2.7129
4.2250
4.5304
5.2963
4.6035
5.2800
6.1900
4,5146
1.9334
2.9285

OGN R Y R

414 .276
414.649
416.3895
418.315
420.746
424.058
435.285
461,934
465.8935
474.066

2.42703
2.46341
2.48919
2.52761
2.54233
2.57827
2.62537
2.62757
2.59415
2.60758

2.02222
2.02198
2.02174
2.02151
2.02128
2.02105
2.02083
2.02062
2.02041
2.02020

675.858
681.486
694,252
696.165
707 .822
728.268
728,314
738.041
740.808
750.917

&7
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abela 5.3.2,:5érie simulada segundo o Modelo de Crescimento Linear,

¢3%o atravds do Filiro de Kailman & do BLUP,

ridncias e a soma de quadrados dos erros de predig¢do

Filtro de Kalman

e e e A e e e Ak e A e e e e e e TR PN M T e ek il e e e e W Py e e T e e e e ETE MR = R e e e ey ey e e W M TR e PEe TP e e e ———

&9

sua predi-
guas respectivas va-

A A Er T e i el A R R R Wi S el b el e M e e i Ak Ak b ke P e kB oy e ke ke e g oy e ke o e ek . ok b P = T — = — T, — = —— F— = ——

0.000
5.636
9.267
13.342
17.975
21.344
24.346
33.864
38.715
46.123
46 .669
54.945
59.376
67 .096
74.048
83.293
85.814
95.428
104.542
115.132
125.5%91
132.898
145.502
154.082
166.864
180.093
190. 386
200.847
214,058
224.473
235.494
254.967

- 260.397

2798.778
291.321
305.281
319.815
331.957
348.430
361.242
376.968
38%8.359
402.738

1.182
5.818
10.769
15.867
21.253
25.303
28.372
37.365
43.940
51.700
53.150
59.727
£4.753
72.268
79.908
89.602
97 .207
102,959
111.820
122.521
133.832
142.273
154.416
164.061
176.620
190.621
202.046
212.478
225.239
236.195
246.996
265.929
274.156
281.527
304.897
318.776
333.393
345.927
361 .838
375.483
390.957
403.892

5.95455
6.06870
6.12547
6.15799
6.17262
6.17765
£.17898
6.17925
6.17330
6.17932
6.17933
£.17933
6.17934
6.17934
6.17934
6.17934
6.17934
6.17934
6.17334
6.17934
6.17934
6.17934
6.17934
6.17934
6.17934
65.17934
6.17934
6.17934
6.17934
6.17934
6.17934
©£.17934
6.17934
6.17834
6.17934
6.17934
6.17934
6£.17934
6.17934
6.17934
6.17934
6£.17934

¢.000
12.638
31.728
38.348
42.791
42.799
43.716
73.873
75.696
B0Q.458
105.764
108.98%9
109.113
114.604
117.773
129,273
129.318
132.480
136.412
147 .380
156.802
157.871%
168.299
168.405
176.263
188.324
188.379
i89.818
192.313
182,800
193.392
256.328
287.531
319.135
319.178
318.325
320.406
322.469
328.730
329.085
331.290
333.846
335.177

C.000

1.409

2.980

4.707

6.603

B.445
10.212
12.577
14.354
17 .551
19,791
22.302
24.773
27 .419
30.162
33.114
36.098
39.064
42,201
45.516
48.998
52.494
S56.214
59.978
63.837
68.086
72.303
76.588
81.022
85.505
90.050
94.901
899.629
104.633
109.679
114.826
120.082
125.379
130.820
136.306
141,903
147 .527

2.66667
2.50000
2.40000
2.33333
2.28571
2.25000
2.22222
2.20000
2.18182
2.16667
2.15385
2.14286
2.13333
2.12500
2.11765
2.11111
2.10526
2.10000
2.09524
2.039091
2.086386
2.08333
2.,08000
2.07692
2.07407
2.07143
Z2.06837
2.06667
2.06452
2.06250
2.06061
2.05882
2.05714
2.05556
2.05405
2.05263
2.05128
2.05000
2.04878
2.04762
2.04651
2.04545

34

201
377
594
847
1406
2090
3061
3909
5145
6519
8311
10485
13308
16523
20043
24383
28702
36114
43153
51804
61383
72808
86300
101257
117781
136679
157257
179754
206951
234340
266794
301646
339307
381927
426618
476589
529664
587582
648816
713949
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snt fnuag¥o da tabela 5.3.2,

! Filtro de Xzlman ! BLUP

bs.! 1 L Y i y¢ ! Var p g2 dos ;4 1 var ! 52 dos

d : ! i ; erros | ] i erros
44 44 415,951 416.799 6£.17934 335,896 153.198  2.04444 782989
45 45 432.421 429.672 6.17934 343.450 158,910 2.04348 857797
46 46  445.490 445.759 6.17934  343.523 164,729  2,04255 936623
47 47 460.785 453.728 6.17934 344,638 170.579 2.04167 1020843
48 48 471.034 474.895 6,17934 359.549 176,501 2.04082 1107592
49 49 4BS.628 485.637 6.17934 375.472 182.392 2.04000 1201986
50 50 500.880 502.825 6.17934 379.254 188.416 2.03922 1299620
5@ 51 513.056 515.445 6.17934 384.964 194.425 2.038456 1401146
52 52 531.719 527.085 6.17934 406.440 200.437 2.03774 1510893
53 53 545.220 544.793 6£.17934 406.622 206.572 2.03704 1625576
54 54 559.747 558,778 6.17934 406.623 212.729 2.03636 1745998
55 55 572.998 574.444 6.17934 408.712 218.926 2.03571 1871365
56 56 589.47 587.74 6.17934 411.706 225.137 2.03509 2004105
57 57 601.67 603.68 6.17934  415.731 231.419 2.03448 2141194
58 58 617.23 616.52 6.17934 416,232 237.695 2,03390 2285239
59 59 634.73 631.40 6.17934 427,328 244.020 2.03333 2437892
60 60 647.21 649.00 6.17934 430.521 250.425 2.03279 2595330
61 61 661.34 662.63 6.17934 432.160 256.825 2.03226 2758966
62 62 680.15 £76.23 6.17934 447.474 263.246 2.03175 2932772
63 63 695.31 634.47 6£.17934 448.178 269.760 2.03125 3113860
64 64 709.69 710.86 6.17934 448.552 276.307 2.03077 3301679
65 65 727.23 725.56 6.17934 452.348 282.873 2.03030 3499132
66 66 740.80 742.66 6.17934 455,796 289.505 2.02985 3702799
67 &7 758.97 756 .84 6.17934  460.342 296.142 2,02941 3917010
68 68 773.26 774.33 6.17934 461.487 302.850 2.02899 41382%4
69 68 788.70 789.35 €.17934 d461.614  309.570 2.02857 4368822
70 70 801.29 805.43 6.17934 478.778 316.332 2.028i7 4604003
71 721 817.07 817.29 6.17934 47B.828 323.068 2.02778 4848040
72 72 833.26 831.74 6.17934  481.140 329.835 2.02740 5101480
73 73 846.85 847.80 6.17934 482,054 336.638 2.02703 5361794
74 74 856.94 B61.92 6.17934 506.837 343.441 2.02667 5625475
75 75 874.67 871.90 6.17934  514.525 350.197 2.02632 5900546
76 76 883.29 887 .91 6.17934 535.824 357.009 2.02597 6177519
77 77 897.28 897 .61 6.17934 535,932 363.756 2.02564 6462165
78 78 915.37 910.11 6.17934 563.548 370.509 2.02532 6759034
79 79  930.38 927.89 6.17934 569.801 377.320 2.02500 7064918
80 80 945.830 944.51 6.17934 570.414 384.148 2.02469 7379806
B1 81 952.56 960.20 6.17934 628.731 390.991 2,02439 7635168
82 82 $70.04 968.02 6.17934 632.814 397.757 2.02410 8022675
83 83 986.42 982.94 6.17934 644.872 404.570 2.02381 8361220
8¢ B84 996,13 999.84 6.17934 658.616 411.415 2.02353 8703114
85 85 1010.07 1010.82 6.17934 659.193 418.214 2.02326 9053401
86 86 1025.43 1023.59 6.17934 662.588  425.017 2.02299 9413896
87 87 1042.12 1038.63 6.17934 &74.734 431.840 2.02273 9786336
88 B8 1051.50 1055.78 6.17934 693.067 43B8.697 2.02247 10161865



74

ntinuag%o da tabela 5.3.2.

' Filtro de Kalman H BLUP

.17934 693.188 445.506
. 17934 695.534 452.326
.17934 717.139 459.129
.17934 735.630 465,981
. 17334 749,301 472.778
.17834 767.729 473.623
. 17934 768.150 486.417
.17934 768,159 493.213
.17834 770.738 500.003
.17834 772.115 506.801

89 89 1066.11 1066.46
S0 90 1078.17 1079.70
91 91 1096.35 1091.70
92 92 1104.91 1109.21
93 93 1123.14 1119.44
94 94 1131.84 1136.183
95 95 1145.50 1146.19
96 96 1158.63 1158, 54
97 97 1173.02 1171 .41
38 898 1186.94 1185.77

.02222 10547017
02198 10938696
.02174 11344750
.02151 11752979
.02128 12175945
.02105 12601327
.02083 13035777
.02062 13478562
.02041 13931515
.02020 14394107
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Figura 5.3.2.:Serie simulodo segundo o modelo de Crescimento Linear,
Predicoo do FK{(--=) e do BLUP(...}.
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xhela 5.3.3,:5érie gimlulada segundo © modelo de Crescimento Linear Sazonal,
sua predi¢do através do Filtro de Kalman e do BLUP, suas respecti-
vas vari@ncias e a soma de quadrados dog erros de predi¢3o.

Filtro de Kalman

A s
B W= OO ONT B W N

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43

0.000
1.746
0.740
4.011
1.953
2.363
-0.486
-0.600
-3.840
-6.613
-5.050
-6.903
-8.854
-8.065
-7.923
-7 .702
-8.%10
-8.392
-8.718
~10.897
-11.731
-11.847
~13.047
-12.417
~13.158
-14.607
-11.350
-14.300
-15.994
-13.021
-15.041
-13.527
-10.646
-13.110
-9.518
-7.182
-5.794
-3.611
-4.,768
-1.241%
~1.486
2.753
2.274

1.176
2.553
i.746
4.637
3.005
3.017
0.114
-0.519
-3.851
-7.110
=5.957
~7.312
-9.588
-9.005
-8.636
-8.254
-9.326
~9.805
-9.238
-11.245
-12.325
-12.511
~13.642
~13.088
-13.649
-15.110
~11.986
-14.388
~16.426
-13.682
-15.204
-13.887
-10.752
~12.744
-9.493
-6.677
-4,948
-2.632
-3.597
-0.380
-0.280
3.802

8.20862
8.36417
8.54289
8.67696
B.77438
8.84359
8.89189
B.92515
8.94786
8.96326
8.97366
8.98066
8.88537
8.98853
8.92065
8.99207
B.98302
8.99366
B8.399409
8.99437
B8.99456
8.99469
8.99478
68.95483
8.99487
8.99490
B.99482
8.99493
8.99494
B.99494
8.95494
8.99495
8.98495
8.99495
8.994985
8.99495
8.99485
8.99485
8.39495
8.99485
B8.99495
8.99495

47 .803
52.048
52.956
54.756
57.110
58.280
589.152
59.583
59.587
60.995
63.746
63.981
64.210
64.497
65.937
66.002
66.919
81.059
86.411
88.991
100, 583
102.428
105.238
115.741
121.298
131.706
137.047
137.827
138%.614
144.176
149.724
150.948
160.1446
162.481

0.0000
C.7748
0.7640
1.5272
1.6082
1.7288
1.4235
1.1783
0.6361
=-0.0709
-0.5133

-1.0353

-1.6252
-2.0770
=-2.4602
-2.7827
-3.1379
~3.4805
=3.7525
-4.1052
—4,4640
-4 .7858
-5.1506
-5.4502
-5.7554
-6.0925
-6.2854
~5.5691
~6.8913
-7 .0939
-7 .3481
-7 .5397
-7.6331
=7.7930
=7 .84189
-7.8237
-7.7692
-7 .6605
-7 .5869
-7.4292
-7.2852
~7.04756

2.37787
1.90991
1,72955
1.63399
1.57480
1.53454
1.50538
1.48328
1.465396
1.45202
1.44056
1.43096
1.42282
1.41581
1.40973
1.40439
1.39%68
1.39548
1.3917%
1.38832
1.38525
1.38245
1.37¢89
1.37755
1.37539
1.37339
1.37154
1.36982
1.36822
1.36673
1.36533
1.36402
1.36278
1.36162
1.36053
1.35%49
1.35851
1.35758
1.35670
1.35587
1.35507
1.35431

48.53
101.08
125.87
166.78
227 .92
269.39
303.57
331.04
368.53
407 .71
435.14
486.18
544 .33
©58.84
666,92
719.72
778.13
857 .47
885.11
949,34

1038.17
1075.75
1138.90
1177 .08
1186.73
1216.72
1219.70
1220.14
1224.26
1241.55
1249.91
1290.18
1325.50
1426.26
1513.15
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44
45
46
47
418
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
58

61
62
63
64
65
b6
&7
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
as
84
85
86
87
88

3.359

0.903

2.418

3.340
~-0.835

1,484

1.557
-0.585
-0.102
-1.533

0.195
~0.218
-5.365
-3.079
-3.621
-1.520
~-5.075
-2.129
~4.857
-1.547
-4.729
~5.837
-5.750
-9.097
~9.382

- =~11.495

-11.543
-13.156
-17.556
~12.218
-12.789
-14.675
-13.500
-16.934
-16.320
-21.579
-24.643
-29.471
-29.382
-31.868
-32.984
-38.873
~-40.060
-45.2%4
~-43,912

Filtro de Kalman

3.767
4.626
2.102
3.070
4.039
-0.106
1.500
1.807
-0.342

-0.201

-1.600
-0.064
-0.313
-5.40%8
-3.860
-4.060
-1.919
-5.106
-2.618
-4.912
~1.926
-4.618
-6.141
-6.232
-8.527
-10.234
-12.328
-12.559
-14.058
-18.554
~13.717
-13.354
-15.107
-14.123
-17.326
-17.123
-22.243
~-25.968
-31.156
-31.579
-33.804
~-34.961
~-40.737
—-42.438
~-47.638

B.994385
8.99495
B8.99493
8.99495
8.99495
8.99495
8.99495
B8.89495
B.99495
B8.39485
8.89495
8.99495
8.99495
8.93495
8.99495
8.99495
B.994595
8.99435
8.99495
8.89485
8.99495
8.99495
8.99495
B8.99485
8.99495
8.994535
B8.99495
8.99495
8.99493
8.99495
B.99495
8.99435
8.99495
8.99495
8.99485
8.99495
8.99495
B.99485
8.99435
B.9949%
8.99495
8.99495
8.99495
B.99485
8.99495

162 .647
176.507
176.607
176.678
200,439
202.967
202.97%
208.738
208.796
210.569
213.790
213.855
239.378
244.808
244,865
251.314
261.274
270.134
275.144
286.468
294 _325
295.811
295.964
304.169
304.190
305.780
306.396
306.752
318.988
359.123
359.986
361.732
364.313
372.220
373.233
393.087
398.845
411 .117
414.262
414,346
415.017
43230.318
430.777
438.594
452.479

-6.8321
~6,6018
-6.4360
~6.2446
-6.0417
-5.98338
-5.7832
-5.6372
-5.5388
-5.4347
~-5.3615
-5.25390
~5.170
~3.173
-5.137
~-5.110
-5.030
=5.050
-5.003
-5.000
-4 .946
-4.942
-4, 856
-4,368
-5.028
~5.093
~-5.186
-5.276
-5.387
-5.555
-5.646
=-5.742
~5.861
-5.961
-6.103
-6.234
-6.427
-6.654
~6.935
-7.208
—7 .504
-7.807
-8.171
-8.541
-8.962

1.35359
1,35230
1.35223
1.35160
1.35100
1.35042
1.34986
1,34833
1.34881
1.34832
1.34784
1.34739
1.34694
1.34652
1.34611
1,34571
1.34533
1.34486
1.34460

1.34425

1.34392
1.34358
1.34327
1,34297
1.34267
1.34238
1.34210
1.34183
1.34157
1.34131
1.34106
1.34082
1.34058
1.34035
1.34013
1.33391
1.33969
1.33949
1.33928
1.33808
1.33889
1,33870
1.33852
1.33834
1.33816

74

1617.01
1673.33
1751.72
1843.59
1870.70
1925.72
1975.60
2005, 03
2034 .59
2049.82
2080. 6%
2105.11
2105.1
2108.5
2111.8
2124 .7
2124.7
2133.3
2133.3
2145.2
2145.2
2146.0
2t46.7
2163.7
2182.7
2223.6
2264.1
2326.1
2474.,2
2518.6
2569.7
26498.5
2707 .8
828,22
2932.6
3168.1
3499.9
4020.5
4524.4
5132.5
5781.7
6746.8
7763.7
9114.5
10336.0
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tinuac%o
B.1 I
9 89
0 90
1 g1
2 92
3 893
4 94
5 95
5 36
7 97
8 88

da tabela 5.3.3.

-50.355
-55.736
~-57.435
-61.765
~-64.605
-67.137
-70.610
-73.316
-79.117
-78.508

Fititro de Kalman

~46.660
~-52., 562
-58.433
-60.657
-64.834
-67.837
-70.333
~73.704
-76.450
-82.200

B.939495
8.939495
8.,99495
8.994S5
B8.99495
8.994385
8.99495
B.99485
8.99495
8.99455

466.130
476.201
477 .320
478.547
478.599
479.089
479.165
479.315
486,432
493.672

-9.358

-3.817
~10.326
~10.842
-11.394
-11.865
~-12.550
—13.160
-13.785
-14.457

1.33799
1,.33782
1.33766
1.33750
1.33734
1.33718
1.33704
1.33688
1.33674
1.33660

12016 .8
14125.3
16344 .6
18937.7
21769.1
24813.1
28184.0
31802.8
36071.2
40303.0
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Tabela 5.4.1.:Incidéncia de sarampo a nfvel hospitalar do municipio de
Campinas de Jjaneire de 1979 a marg¢o de 1987, més a més,

Cbs.! I ! Ano i Més ! Sarampo
1 1 1979 1 49
2 2 1979 2 31
3 3 1979 3 23
4 9 1878 4 14
5 5 1978 5 30
6 & 1979 6 60
7 7 1979 7 73
8 8 . 1979 8 140
9 9 1979 9 115

10 10 1875 10 125

11 11 1879 11 61

12 12 1979 12 52

13 13 1980 1 57

14 14 1880 2 57

15 15 13880 3 38

16 16 1980 4 48

17 17 13880 5 45

18 18 1380 6 64

19 19 1980 7 167

20 20 13880 8 105

21 21 13980 9 71

22 22 1880 10 45

23 23 1980 11 22

24 24 1980 12 10

25 25 1981 1 b

26 26 1981 2 2

27 27 19814 3 7

28 28 1981 4 6

29 2% 1981 5 8

30 30 1981 6 24

31 31 1881 7 20

32 32 1981 8 26

33 33 1981 S 12

34 34 1981 10 25

35 35 1981 1t 15

36 36 1981 12 11

37 37 1982 1 2

38 38 1882 2 17

33 39 1982 3 41

40 40 1982 4 50

41 41 1982 5 25

42 42 1982 & a5

43 43 1382 7 25

44 44 1982 8 23

45 45 1982 9 36

46 46 1982 10 19

47 a7 1982 11 21



centinuag¥%o da tabela 5.4.1,

48
49
50
51
52
53
54
25
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
65
&7
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
a2
a3
84

86
87
a8
89
90
91
92
93
94
95

1982
1383
1983
1983
1983
1983
1983
1883
13e3
1883
1983
1883
1883
1984
1884
1984
1984
1984
1984
1984
1984
1984
1984
1984
1984
1885
1385
1985
1985
1985
1985
1885
1985
1985
1985
1985
1385
1986
1986
1886
1886
1986
1986
1886
1986
1986
1986
1986
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continuag¢®o da tabela 5.4.1.

Obs.! I I Ano i Més | Sarampo
36 %6 19886 12 10
97 97 1987 1 9

a8 a8 1987 2 12
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Figuro 3.4.1, :incidencio de Sorampo no Municipio de Caompincs.
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abela 5.4.2.:Incidéncia de Sarampo, sua predi¢¥o através do Filtro de Kalman e
do BLUP, suas respectivas vari8ncias e a soma de quadrados dos er-

rog de predi¢3o.

Filtro de Kalman

7 .0000
5.5677
4.7958
3.7417
5.4772
7.7480
8.5440
11.8322
10.7238
11.1803
7.8102
7.211%
7.5498
7 .5498
6.1644
£.9282
6.7082
8.0000
10,3441
10.2470
8.426%
6.7082
4.6904
3.1623
2.4485
1.4142
2.6458
2.4495
2.8284
4.8890
4.4721%
5.0930
3.4641
5.0000
3.8730
3.3166
1.4142
4.1231
6.4031
7.0711
5.0000
2.9161
5.0000

11.3377
12.6221
9.0794
&.5969
8.8871
5.3378
10.1258
13.2482
15.5767
12.8966
8.8232
5.98695
£.8050
6.5313
5.6388
6.2179
6.2143
7 .9010
10.7675
10.5401
7.3597
£.0431
4.0650C
6.4286
1.8446
-0.1825
1.5282
1.7170
2.2868
4.5322
5.6202
5.5200
4.0536
4.9884
4.2038
3.5205
0.9464
3.2528

6.4253

6.5293
5.5360
5.6594

26.9400
19.1869
24.582%
23,2238
22.6507
30.8679
46.1033
33.2577
48,8146
34.3338
24.6682
73.0752
31.9863
30.9362
27.0903
25.1282
23.623%8
34.08241
50.1985
34.2295
50.7870
35.2066
24.5600
74,1432
31.8919
30.9812
26.9078
25.3001
23.7275
34.9716
50.2913
34.9477
51,1350
35.2859
24,3976
74.5062
31.7837
30,9277
26.6605
25.2435
23.7406
34,9760

94,543
123.034
132.767
124,068
144,348
147 .260
153.632
172.961
198,831
201.430
203,927
204 .482
204 .617
206.279
206.520
20%8.708
215.677
215.948
220.417
220.841
222.671
223.486
239.320
239.601
247 .600
248.449
249.684
256.507
256.511
256 .782
261.009
261,905
263.149
263.936
268.372
278.464
288,388
288.805
282.528
292.672
293.107

4.1141
2.8418
3.4513
3.5110
3.3312
5.9101
7 .0594
9.0839
7.2077
5.7672
5.8971
7.5153
7.12%80
4.3632
3.5527
5.3883
5.4828
7.6724
10.7081
11.1755
B8.6474
5.7928&
5.2781
7.9675
7.7054
4,5407
3.8641
4.9689
4.8154
6.7306
9.2482
9.3813
7.2605
4.9814
4.6314
6.5210
6.2826
3.9890
3.6253
4.6707
4.60386
6.2790

12.5961
8.7212
9.8791
8.4566
8.3399
9.1403

11.5430

10.8948

11.1943
8.8315
9.2016
8.2197
8.5413
7 . 9002
8.4415
7.8219
7.7130
8.1495
8.4840
8.6069
8.8B446
8.1324
8.4167
7 .8407
8.0548
7.7325
8.0828
7.6842
7.6128
7.8918
8.0656
8.1754
8.2380
7.9063
8.1275
7.7045
7.8612
7.6357
7.8159
7.6190
7.5671
7.7683

29,372
36.308
59.088
61.778
77 .559
81.733
B83.460
83.461
83.638
86.883
98.277
100,015
106.305
113.443
113.656
121.215
124.975
126.190
130.667
161.116
200,694
204,285
206.287
210.868
210.86%
216.244
233,460
268.473
273.582
274.811
276.539
302.619
307 .282
313.110
324,983
325.092
326.814
328.450
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44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54

56
57
58
59
60
&1
62
63
64
65

67
68
63
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
a2
83
84
85
86

88

.3852
.000C0
.3389
.5826
.0000
.6458
.2361
.4142
0.0000
1.7321
2.4495
1.7321
1.73203
2.64575
3.31662
4 .78583
3.46410
2.64575
1.41421
0.00000
2.00000
1.00000
1.41421%
6.48074
8.12404
9.16515
9.38083
7.54883
6.48074
5.65685
2.82843
4.12311
4.00000
4.79583
3.87238
3.60555
3.16228
4.58258
4,12311
4.47214
3.00000
2.82843
2.00000
1.41421
1.00000

Ll LS VI e

tabela 5.4.2,

Filtro de Kalman

3.5280
5.1814
6.9416
5.5563
4.5779
5.0048
2.6068
2.2241
0.9185
-0.2635
0.8546
1.7008
2.66504
1.89818
2.72815
2.71877
5.08052
3.08311
2.55240
2.27239
-0.93865
1.53080
0.95878
1.17211
5.65597
8.35446
7 .00537
7.46483
8.5221%9
8.985538

S5.63625

2.16533
1.88152
5.34844
5.32785
4.75267
4.48526
3.48091
4.635135
3.66218
5.38856
2.74888

2.92728

1.92034
-0.35740

50.1416
35.3590
91.4290
35,3499
24,1644
74,8215
31.6659
30,8595
26,3302
25.1618
23.7447
34.942%
49.9213
36.0640
51.6758
35.3873
23.8181
75.0871
31.5342
30,7722
25.8642
25.0507
23.7354
34.8566
43,5892
36.4641
51.8756
35.4234
23.2799
75.3033
31.3824
30.6587
25.1555
24.9000
23.7007
34.6843
49,0549
36.7690
52.0304
35.4202
22.3704

5.4705
31.1980
30,5063
23.9352

296 .552
297 .206
303.876
304.824
307.314
312.879
313.016
313.672
314.516
318.498
321.042
321.043
321.913
322.472
322.818
327.133
329.745
329.937
331.232
336.396
345.388
345.670
345.877
374.059
380.150
380.807
386.450
386.457
390.625
401,505
409.38%
413.222
417.710
418.015
420.132
421.448
423.198
424.411
424 .674
425.330
431.035
431.041
431.8501
432.157
434.000

7.9610

8.1077

6.4224

44,5856

4.2975

6.1907

6.1481

4.0576

3.6435

4.2731

4.1879

5.5773
7.22710
7.27404
5.87320
4.25190
4.08522
5.36549
5.25990
3.58072
3.08682
3.80839
3.78829
4.84528
6£.48836
6.84994
S5.6855¢21
4.38629
4,42451
9.20351
4.99273
3.37307
2.78819
3.78689
3.90378
4.390504
6.73995
6.96061
6.06565
4.48596
4.44226
5.05158
4.82839
3.36569
2.77680

7.8928
7.9865
8.0542
7.7923
7.9739
7.6342
7.7568
7.6103
7.8181
7 .5802
7.5398
7 .6956
7.78669
7 .87844
7.91612
7.72266
7.87734
7.59118
7.69143
7.57992
7 .75320
7.55415
7.52127
7.64758
7.73477
7 .80757
7.82724
7.67534
7.8104%9
7.56215
7 .64656
7.55787
7.70672
7 .53536
7.50768
7.61351
7.69125
7.75710
7.76524
7 .64090
7.76117
7.54121
7.61384
7.54102
7.67165

335.085
339.527
343.785
343,785
345.469
358,036
373.338
380.327
393.602
400.058
403.115
417.901
448.097
469,518
476.054
476.350
476.748
484.145
438.935
511.756
512.937
520.830
526.466
529.141
531.816
537.177
549.607
559.615
563.843
564 .048
568.732
369,283
570.763
571.781
571.782
573,471
586.271
591.926
595.699
595.700
3937.780
602.722
610,722
514.530
617.687
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1t inuag3o da tabela 5.4.2,

H Filtro de Kalman : BLUP

.t 1 Y ' Yt ' Var i 52 dog | vt ! Var } §2 dos

H ' H H i  erros | H !  erros
39 89 1 .00000 1.24285 24.6926 434,059 3.62225 7.52107 624,563
10 90 0. 00000 0.41762 23,6083 434,233 3.70105 7.487220 638,261
31 91 1.73205 0.40736 34,3388 435.988 4,54938 7 .5B805 646.198
12 92 3.31662 0.15165 48.0681 446.005 £.31842 7 .65881 655,215
33 93 5.86776 3.09603 36.9898 452,115 €.57645 7.71913 656.233
34 Q4 &.70820 2.73470 52,1399 460.956 5,85861 7.713952 &56.954
15 95 4.47214 4.63925 35.3659 460,984 4,40133 7.61461% 656,959
36 96 3.16228 6.73938 20.5483 473.780 4.41701 7.72312 6£58.534
37 97 3.00000 3.17647 75.5790 473.811 4.74139 7.52539 661.566
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Programa !:Programa para simular uma série segundo um modelo Estivel,

fazer a predigdo através do Filtro de Kalman e do BLUP,
variancias e as somas de quadrados dos erros de predicdo

para cada técnica.

PROC IML;

START KALMAN;
R = GXSIGMAXG" + W;
E = Y - FAGKTETA;
VI = INV(V + FXRXF");
SIGHA = R - RXF“XVIXFXR;
DIAGONAL=VECDIAG(SIGMA);
TETA = GXTETA + RXF“XVIXE;
FINISH;

START QUADRADO;

ViQ = INV(FQXUXFQ™ + VXI(I));

SICMAQ = U - WXFQ" XVIQXFQXU;
DIAGQ = VECDIAG(SIGMAQ):
TETAQ = WAFQ" XVIQXYQ;

FINISH;

START 1RIC;
Y = 0;
YQ = 0;
TETASH =
TETA = 1;
SEED1 = Q.
SEED2 = O,
G = 1;

ERROQ = 0Q;
FINISH;

START SINMUL;

TETASM = GAXTETASM + NORMAL (SEED1)%S1;
YSM = F ¥ TETASM + NORMAL(SEED2)%S12;

FINISH;

START PREDKALMAN;
YP = FXGXTETA;

VAR = FXGXSIGMAXG*%F* + FXxR%F*

ag
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FINISH;

START PREDQUAD;
YPQ = FQXTETAQ:
VARQ = FQXSIGMAQXFQS + Vx1(J);
YPQ1 = YPQU:iJ, i)
DIVARQ = VECDIAG(VARQ);
DIVARQL = DIVARQC!J, !);
FINISH;

START EXEC;
RUN INIC;
DO I=1 TO NY-%;
RUN KALMAN;
RUN QUADRADO;
J=1+1;
RUN PREDKALMAN:
IF 1=1 THEN OUTI1=1:{iYPIIY: !VAR!ITETA| I TETASHN! iDIAGONAL! {ERRD} }52;
ELSE OUT1=0UT1//CI11i1YP!{Y! ) VARI!ITETA! I TETASM! | DIAGO-
NAL: {ERRD; 1S2);
FQ = FQ//F;
RUN PREDQUAD;
1IF I=1 THEN OUTZ2=1:!TETAQ! ! TETASM! !{DIAGQIIYPQ1!iY!IDIVARQL1! I ER-
ROQ! 1 S2Q;
. ELSE 0UT2=0U0T2//C1: i TETAQ! | TETASM) IDIAGQ! {YPQ1!!Y!iDIl~-
VARQ1 ! | ERROQ: 1 52Q):
RUN SINUL;
Y YSM;YQ = YQ//Y;
ERRD = Y-YP:
52 = SZ2+ERROXERRD;
ERROQ = Y-YPQ1;
S2Q = S2Q+ERROQXERROQ;
END;
FINISH;

RUN EXEC;

VARNAMES = (1 YP Y VAR TETA TETASM SIGMA ERRO 523;
CREATE GRAFICO! FRON OUTt (!COLNAME=VARNAMES!);
APPEND FROM OUT1;

CLOSE OUT::

VARNAMES = {1 TETAQ TETASM SIGMAQ YPQi Y DIVARQ1 ERROQ S2Q};
CREATE GRAFICO2 FROM OUTZ2 (!COLNAME=VARNAMES!);

APPEND FROM 0OUTZ:;

CLOSE 0OUTZ;

QUIT;

DATA RESUL1;
SET GRAFICO1;BY 1;
YPT = LAG{(YP);
VART = LAG(VAR);

PROC PRINT;



VAR 1 TETA TETASM SIGMA Y YPT VART ERROD 82;

DATA RESUL?;
SET GRAFICO2;BY I;
YPQT=LAG(YPQ1);
DIVARQT=LAG(DIVARQ1);

PROC PRINT;
VAR | TETAQ TETASM SIGMAQ Y YPQT DIVARQT FRROQ 52RQ;

LIBNAME IN °“[CLAUDIA)":
DATA IN.ESTAVEL:

SET RESUL1L;

SET RESUL2;

PROC PLOT;
PLOT YPTXkI="%~" YXI="+" YPQTXl="& /0OVERLAY;
TITLE °DADOS SIMULADOS-MODELO ESTAVEL

ge
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Programa 2:Programa para simular uma série segundo um modelo de Cres-

PROC IHL;

cimento Linear, fazer a predig¢@%o através do Filiro de Kal-
man e do BLUP, as vari8nciag e 2as somas de quadradog dos
erros de predi¢3o para cada técnjca.

START KALMAN;

R

= GXSIGMAXG~ + W;
E = Y - FXGATETA:;

VI = IRV(V + FXRXF~);
SIGMA = R - RXF XVIXFXR;
DIAGOGNAL=VECDIAG{(SIGHMA);
TETA = GXTETA + RXF™XAVIXE;

FINISH:

START QUADRADO;
VIQ = INV(FQXWXFQ® + VXI(I));
SIGMAQ = W - UXFQ XVIQXFQXW;
VECDIAG(SIGMAQ) ;
UAFQ~ XV 1QXYQ;

DIAGQ
TETAQ

FINISH;

START INIC
Y = 0;
YQ = O:
TETASHM =

TETA = {
SEED1

SEED2
G =(11

»
¥

1
1
0
0

(2,
2);
H]
};
1
4

0 1);
F = (1 0);

FINISH;



START SIMUL;
TETASM = GXTETASM + NORMAL{(SEED1)%51;

YSH = F % TETASM + NORMAL(SEED2)>%S12;
FINISH;

START PREDKALMAN;

YP = FXGXTETA;

VAR = FAGXSIGMAXG™XF™~ + FXWXF> + V;
FINISH;

START PRFDQUAD;
YPQ = FRXTETAR;
VARQ = FQXSIGMAQAFQ™ + VXI(J);
YPG! YPQ{!J, !);
DIVARQ = VECDIAG(VARQ};
DIVARR1 = DIVARQ(!J, ! 1);
FINISH:

P

START EXEC;
RUN INIC;
b I=1 TOD HY-i;
RUN KALMAN;
RUN QUADRADO;
J=l+1;Z=1%C;
RUN PREDKALMAN:
IF 1=1 THEN OUTi=1!:!YP!!Y!!VAR! ERROI! IS2;
ELSE OUTi=0UT1//C¢1:iYP!iY! VAR! |ERRO! !82):;
IF I=1 THEN DUTZ2=Z!!TETA! | TETASM! IDIAGORAL;
ELSE OUT2=0UT2//(Z) ITETA! !TETASH! iDIAGONAL);
FQ = FQ//F; '
RUN PREDQUAD;
IF 1=1 THEN OUT3=11iYPQ1:!
ELSE OUT3=0UT3//(1!
IF I=1 THEN 0OUT4=Z!!TETAQ! !TETASM! |DIAGQ;
ELSE QUT4=0UT4//(Z) \TETAQ: ! TETASK! {DIAGQ) ;
RUN S51MUL;
Y = YSNM:
YQ = YOQ//Y;
ERRD = Y-YP;
82 = S2+ERROXERRO;
ERROQ = Y-YPQ1;
820 = SZQ+ERROQXERROQ ;
END;
FINISH;

Y iDIVARQ1: !ERROQ! ! S2Q;
1

RUN EXEC;

VARNAMES = (I YP Y VAR ERRD S21};

CREATE GRAFICO1 FROM OUT1 (:COLNAME=VARNAMES!);
APPEND FROM OUT1;

CLOSE OUT1;

VARNAMES = {(Z TETA TETASHM DIAGONAL};
CREATE GRAFICO2 FROM 0OUT2 (iCOLNAME=VARNAMES!);

YPQ1i!!Y! /DIVARQL ! |ERROQ! i S2Q) ;

¢



APPEND FROM OUT2;
CLOSE 0OUT2;

VARNAMES = {1 YPQ1 Y DIVARQ]1 ERROQ 52Q};

CREATE GRAFICO3 FROM OUT3 (iCOLNAME=VARNAMES!);
APPEND FROM OUT3;

CLOSE 0UT3;

VARNANES = {(Z TETAQ TETASM DIAGQ};

CREATE GRAFICO4 FROM OUT4 (iCOLNAME=VARNAMES!):
APPEND FROM QUT4;

CLOSE O0OUT4;

QUIT:

DATA RESUL1;
SET GRAFICD1:BY 1;
YPT = LAG(YP);
VART= LAG(VAR):;

PROC PRINT;
VAR I Y YPT VART ERRO 52;

DATA RESULZ2;
SET GRAF1COD2;

PROC PRINT;
VAR Z TETA DIAGOHNAL;

DATA RESUL3;
SET GRAFICO3;BY 1;
YPQT=LAG(YPQ1):
DIVARQT=LAG{(DIVARQ1):;

PROC PRINT;
VAR 1 Y YPQT DIVARQT ERROQ S2Q;

DATA RESUL4;
SET GRAFICO4;

PROC PRINT;
VAR Z TETAQ TETASM DIAGQ;

LIBNAKME IN °“[CLAUDIA]";
DATA IN.LINEARSG;

SET RESUL1;

SET RESUL3;

PROC PLOT;
PLOT YPTXI= "%~ YXI="+" YPQTXI1="& " /0OVERLAY;

TITLE °DADOS SIMULADOS-MODELO CRESC. LINEAR °;

71
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Programa 3:Programa para simular uma sérle segundo um modelo de Cres-
cimento Linear Sazonal, fazer a predi¢¥o através do Filtro

de Kalman e do BLUP, as varisncias e as somas de quadrados
dos erros de predi¢Zo para cada técnica.

LIBNAME IN -L[CLAUDIA] ";
PROC 1IML;

START KALMAN;
R = GXSIGMAXG® + W,
E = Y — FXGATETA;
VI = INV(V + FARXF*);
SIGMA = R - RXF*XVIXF%XR;
DIAGONAL=VECDIAG(SIGMA);
TETA = GATETA + RXF~AVIXE;
FINISH;

START QUADRADO;
VIQ = INV(FQXUXFQ™ + VXI(I1));
SIGMAQ = U - WXFQ XVIQXFQXU;
DIAGQ = VECDIAG(SIGMAQ);
TETAQ = WXFQ*XVIQXYQ;

FINISH;

START INIC;
Y = 0;
YQ = O:
TETA = J(14,1,1);
TETASM = ¢0,0,0,0.5,0.9,1.0,0.9,0.5,0,-0.5,~-0.9,-~1,-0.%,-0.5);

SEED1 = O;

SEED2 = 0;

KK = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,
1,2,3,4,5,6,7,8,%,10,11,12,
1,2,3,4);

K = KK(31,1);

Pl o= J(12,1,1);

F2 = J(12,1,0);

F3 = F1!!F2;

Fa = [(12);

FF = F3!iF%;

F = FF(IK, !);

FQ = F;

GL = {1 1,

. 0O 1}

G2 = J(2,12,0);

G3 = 62°;

G4 = 1(12);



G5 = G111G2;

Gb = G31164;

G = 65//6G6;

Wi = (5.2 0.2,

0.2 0.2);

V2= W1iiG2;

W3 = J(12,12,0.005);

W4= G31i1U3;

W= W2//U4;

V = (1.323});

SIGHA = B;

NY = 100;

51 = J(14,1,0.5);

512 = 1;

§2 = 0;

52Q = 0;

ERRO = 0;

ERROQ = O;

C=J(14,1,1);
FIN1SH;

START SIMUL;
TETASK = GXTETASM + NORMAL(SEED1)%S1;
YSH = FXTETASM + NORMAL(SEED2)%S12;
FINISH;

START PREDKALMAN;

YP = FXGXTETA;

VAR = FXGXASIGMAXG XF* 4 FXWUxF~ + V;
FINISH:

START PREDQUAD;
YPQ = FQXTETAQ;
VARQ = FQXSIGMAQXFQ™+ VXxI(J);
YPQ1 = YPQ(!J, 1),
DIVARQ = VECDIAG(VARQ):
DIVARQ1 = DIVARQ(iJ, 1);
FIRISH;

START EXEC;

RUN INIC:

DO I=1 TO NY-i;
RUN KALMAN;
RUN QUADRADO;
J=1+1:K = KK(!J,!);F= FFUK,!);Z=1%C;
RUN PREDKALMAN;
IF 1=1 THEN OUT1=I!!YP!:Y!!VAR! !ERRC! S2;

ELSE OUT1=0UT1//(I{iYP!iY!IVAR! !ERRO! {52);

IF I=1 THEN OUT2=Z!{TETA'!!DIAGONAL;
ELSE 0OUT2=0U0T2//(Z) I TETA! iDIAGONAL) ;
FQ = FQ//F;
RUN PREDQUAD;
IF 1=1 THEN DUT3=Z!!TETAQ! !DIAGQ;
ELSE OUT3=0UT3//(Z! ! TETAQ! !DIAGR);

IF 1=1 THEN OUT4=1!i1YPQ1!!Y!IDIVARQ1l!{ERROQ! :S2Q;



ELSE OUT4=0UT4//¢I!{YPQ1!!Y:!DIVARQL! {ERRDR! !S2Q);
RUN SIMUL;
Y = YSM;
YQ = YR//Y;
ERRO = Y-YP;
S2 = S2?+ERROXERRO;
ERROQ = Y-YPQi;
S2Q = S2Q+ERROQXERROQ;
END;
FINISH;

RUN EXEC;

VARNAMES = {1 YP Y VAR ERROD S521};

CREATE GRAFICD FROM OUT! (!COLNAME=VARNANES!);
APPEND FROHM OUTI;

CLDOSE OUTY;

VARNAMES = (Z TETA DIAGONAL};

CREATE GRAFICO1 FROM OUT2 (:COLNAME=VARNAMES!):
APPEND FROM OUTZ2;:

CLQSE 0UT2;

VARNAMES = (Z TETAQ DIAGQ}?;

CREATE GRAFICO2 FROM OUT3 (!COLNAME=VARNAMES!);
APPEND FROM 0OUT3;

CLOSE 0UT3;

VARNAMES = {1 YPQ1 Y DIVARQ!1 ERROQ 52Q3;

CREATE GRAFICO3 FROM OUT4 (!COLNAME=VARNAMES!):
APPEND FROM DUT4;

CLOSE 0QUT4:

QUIT;

DATA RESUL);
SET GRAFICO1;

PROC PRINT;
VAR Z TETA DIAGONAL;

DATA RESUL;

SET GRAFICO:BY 1:
YPT = LAG(YP);
VARYPT=LAG(VAR);

PROC PRINT:
VAR I YPT Y VARYPT ERRG S52;

DATA RESULZ2;
SET GRAFICOZ;

PROC PRINT;
VAR Z TETAQ DIAGQ;

DATA RESUL3;

94



SET GRAFICO3;
YPQT = LAG(YPQ1);
VARQT = LAG(DIVARQ1);

PROC PRINT:
VAR I YPQT Y VARQT ERROQ S2Q:

LIBNAME IN °“ICLAUDIA);
DATA IN.SAZON;

SET GRAFICD;

SET GRAFICO3;

YPT =LAG(YP);

YPQT = LAG{YPQ1);

PROC PLOT:
PLOT YPTXI="%k" YxI="+" YPQTX!="&°/0OVERLAY;
TITLE °“DADOS SIMULADDS-MODELO SAZONAL “;

@5
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Program2 4:Programa para calcular a2 predigdo da incidéncia de sgarampo

através do Filtro de Kalman e do BLUP, suas vari8ncias e as
somag de quadrados dos erros de predic¥o,

LIBNAME IN ‘[CLAUDIAI";
PROC IML;

START KALMAN;
R GXSIGHAXG® + U;
E Y - FXGXTETA:
VI = INV(V + FXRXF*);
SIGHA = R - RAF“XVIXFXR;
DIAGONAL=VECDIAG(SIGMA);
TETA = GXTETA + RXF“%VIXE;
FINISH:

START QUADRADO;
VIQ = INV(FQXWXFQ® + VXI(I));
SIGMAQ = W - UXFQ™XVIQXFQXU;
DIAGQ = VECDIAG(SIGHMAQ):
TETAQ = WAFQ>AVIQXYQ;

FINISH;

START INIC;
USE IN.ANAL:
READ ALL VAR{RSARA) INTO YY;
READ ALL VAR(MES) INTO KK;
K = RKC!1,!);

Fl1 = J(12,1,1);

F2 = J(12,1,0);

F3 = F111F2;

F4a = J(12).;

FF = F3iiF4;

G1 = {11,

0 1);

G2 = J(2,12,0);

G3 = 62*;

G4 = 1(123;

GS = G1::G2;

Gb = G364,

G = G5//G6;

wi = {1 0.5,

0.5 0.35);

U2= W111G2;

W3=(7.84 8.55 4.75 5.08B 5.42 4.82 8.24 9.34 9.51 5.73 3.39 2.45,
8.55 9.80 5.54 6.53 6.21 5.23 9.42 9.40 9.34 4.55 2.53 1.20,
4.75 5.54 3.14 3.82 3.51 2.90 5.31 5.07 4.99 2.20 1.18 0.38,
5.08 6.53 3.82 5.31 4.12 3.06 £6.22 4.45 4.05 0.23 -.20 1.4,
5.42 6.21 3.51 4,12 3.83 3.31 5.96 5.98 5.94 2.92 1.63 0.79,
4.82 5.23 2.90 3.06 3.31 2,96 5.04 5,79 5.91 3.63 2.16 1.60,
8.24 9.42 5.31 6.22 5.96 5.04 5.05 9,13 9.09 4.52 2.54 1.28,
5.34 9.40 5.07 4.45 5.98 5.79 9.13 12.4 13.0 9.58 5.94 5.31,
9.51 8.34 4.99 4.05 5,94 5.91 9.09 13.0 13.8 10.6 6.63 6.13,



5.73 4.55 2.20 0.23 2.92 3.63 4.52 9.58 10.6 10.2 6.61 6.98,

3.39 2.53 1.18 ~.20 1.63 2.16 2.54 5.94 6.63 6.61 4.31 4_64,

2.45 1.20 0.38 -1.4 0.79 1.60 1.28 5.31 6.13 6.98 4.64 5.26);
Wi= G311W3;

W= w2//04;
V = (7.40893}%;
TETAZ = J(12,1,1);
TETAL = (4,
4} ;
TETA = TETAL//TETAZ:
SIGHA = W:
SIGHAQ = U;
Y = ¥Y¥Y(i1,1);
NY = 99;
82 = 0O;
820 = 0:
ERRO = 0O;
ERROQ = O;
YG = Y;
F = FF{IK,1);
FQ = F;
C=J(14,1,1);
FINISH;
START VDEP;
Y = YY(IJ,!);
YQ = YQ//Y;
FINISH;

START PREDKALMAN;

F = FF(iK, 1);

YP = FXGXTETA,

VAR = FXGXSIGMAXGXF“ + FXUXF* + V;
FIRISH;

START PREDQUAD;
YPQ = FQATETAQ;
VARQ = FQXSIGMAQXFQ + VXI(JD);
YPQ1 = YPQC!J,!);
DIVARQ = VECDIAG{(VARQ) ;
DIVARQL = DIVARQ(!J,!);
FINISH;

START EXEC:
RUN INIC:
DO I=% TO NY-1:;
RUN KALMAN;
RUN QUADRADO;
JEl+1:K = KKC(!J,1):Z=1%C;
RUN PREDKALMAN;
IF =1 THEN OUT1=l§iYPiiY! I VAR! |ERRO!52;
ELSE OUT:=0UTL//¢1i!YPIiY?{IVAR! IERRO! 52);
I1F 1=1 THEN OUT2=Z!!TETA! !DIAGONAL;
ELSE OUTZ=0U0T2//(Z} I TETA'! |DIAGONAL);
FQ = FQ//F;



RUN PREDQUAD;
IF I=1 THEN OUT3=Z):TETAQ: !DIAGQ;
ELSE OUT3=0UT3//(Z!:!TETAQ! |DIAGQ);
IF 1=1 THEN OQUT4=111YPQ1i1Y!!DIVARQL ! I ERROQ! !52Q;

ELSE 0OUT4=0UT4//(I1:iYPQ1} Y !DIVARQ1! |ERRQOQ! :52Q):;
RUN VDEP;
ERRO = Y-YP;

S2 = S2+ERROXERRO;
ERROQ = Y-YPQ1;
S2Q = SZQ+ERROQXERROQ;
END;

FINISH;

RUN EXEC;

VARNAMES = {1 YP Y VAR ERRQ 52};

CREATE GRAFICO FROM OUTi (!COLNAME=VARNAMES!);
APPEND FROM 0OUTI1;

CLOSE OUTL;

VARNAMES = {Z TETA DNI1AGONAL);

CREATE GRAFICO1 FROM 0OUT2 (:COLNAME=VARNAMES!);
APPERD FROM QUTZ;

CLOSE OUTZ;

VARNANES = (Z TETAQ DIAGQ);

CREATE GRAFICO2 FROM OUT3 (!COLNAME=VARNAMES!);
APPEND FROM OUT3;

CLOSE 0QUT3;

VARNAMES = {1 YPQ1 Y DIVARQ1 ERROQ S2Q1;

CREATE GRAFICO3 FROM 0OUT4 (iICOLNAME=VARNAMES!):
APPEND FROM OUT4;

CLOSE 0OUT4;

QUIT:

DATA RESUL1Y;
SET GRAFICO1;

PROC PRINT;
VAR Z TETA DIAGONAL;

DATA RESUL;
SET GRAFICO;BY 1;
YPT = LAG(YP);
VARYPT=LAG(VAR);

PROC PRINT;
VAR 1 YPT Y VARYPT ERRO 52;

DATA RESULZ;
SET GRAFI1COD2;

PROC PRINT;
VAR Z TETAQ DIAGQ;



DATA RESUL3;
SET GRAFICO3;
YPQT = LAG(YPQ1);
VARQT = LAG(DIVARQ1);

PROC PRINT;
VAR 1 YPQT Y VARQT ERROQ 520;

DATA IN.FKBLUPSG:
SET GRAFICO;
SET GRAFICQO3;
YPT =LAG(YP);
YPQT = LAG(YPQL);

PROC PLOT;
PLOT YPT#l="%’ YXI="+’ YPQTX1="&‘/OVERLAY;
TITLE °‘CASOS DE SARAHPO";
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