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Abstract

In this work, we give one generalization of the concept and the linear teoria of aplications
p — fatordvels for the multilinear case. We supply two definitions; based in definition 2.2
we arrive to get some results. Following the ideas of the Pletsch, and based in definition
3.2 it foresaw generalization of some definitions and theorems of the linear ideals for the
multilinear case we try to prove the equivalence of the two definitions.
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Resumo

Neste trabalho, damos uma generalizacdo do conceito e da teorfa das aplicacdes lineares
pfatordveis para ¢ caso multilinear.

Fornecemos duas definigdes; baseadas na definigho 2.2 chegamos a obter alguns resul-
tados. Seguindo a ideas do Fletsch, e baseads na definicio 3.9 previa generalizagdo de
algumas definigdes e tecremas dos ideais lineares para o caso multilinear tentamos provar
a equivaléncia das duas definicles.
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Introducao

{) principal objetivo deste trabatho € a generalizacio do conceito e da teoria das aplicactes
lineares continuas p—fatordveis para o caso das aplicagbes multilineares continuas entre es-
pagos de Banach.

Nesse sentido temos ume generalizagiio de tais aplicagles, o qual gera ¢ espago das
chamadas aplicagbes muliilineares continuas p—fatordvels, 1 < p < oo, cuja notagdo é

L:p_fa.t(le meey Xn; Y)'

No caso linear a definicdo de operador linear continuo p-fatordvel dada por [2] vide
definigho 1.3, trabalha a partir desta definicio e demonstra que esta classe de operadores
forma um ideal de operadores de Banach, e centraliza seu trabalho no caso que p = 2.
Logo usando o criterio do Biadjunto (vide 6.8 de [2]) junto com a teoria dos ultrafiltros
e dos ultraprodutos mostra que o ideal dos operadores lineares e continuos p-fatoriveis é
um ideal maximal.

A definicio dada en [3] (vide definicdo 1.15) é através dos ideais de operadores lineares
& continuos (r, p, g)-nucleares, nesta definicdo j& dita classe de operadores p-fatordveis é
um ideal maximal.

Através desta teoria dada em [3] se demonstra usando uma serie de resultados {(8.74),
(8.8.4), (19.2.4), (19.3.4), (19.2.5), (19.35), (19.3.6) vide [3]} que as duas definiches sio
equivalentes.

O presente trabalho foi fazer a mesma abordagem. No capitule 1 introduzimos alguns
resultados conbecidos gue sfo importantes para o desenvolvimento dos capitulos que segue.

No capitulo 2 da teoria dada em [2] sobre operadores lineares e continuos p—fatoraveis
chegamos a generalizar alguns conceitos e teoremas.

No capitulo 3 baseado no artigo de Mario C. Matos, vide [5], obtivemos alguns resulta-
dos que so mito importantes para nossos propositos. Além disso neste capitulo seguindo
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o esquema feito por Pletsch chegamos a generalizer alguns concelios e teoremas.

Infelizmente ndo chegamos a demonstrar que a Definicdo 2.2 e Definicio 3.9 sdo equi-
valentes, j& que (3.1}, (3.2} e {3.3) sBo conjecturas e que minhas pesquisas até o momento
néo conseguiran demonstracGes completas de tals conjecturas, pretendo insistir no assunto
¢ espero obter tais resultados no futuro.

Para finalizar, gostariamos de ressaliar que as referencias bésicas para este trabalbo
sdo Matos [5], Pietsch [3], Joe Diestel, Hans Jarchow, Andrew Tonge [2].
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Capitulo 1

Preliminares Gerais

1.1 Aplicacoes Lineares p — Fatoraveis

Teorema 1.1 (Desigualdade de Grothendieck:). Erisie uma constante universal Kg
tal que, dedo guaisquer espego de Hilbert H, quaisquer n € N, quaisquer mairiz escalar
{Gij Inxr € quoisquer velores T1, ..., %n, Y1, - Un €m Brn, temos

> aigizmly)| < Komax <[> agsits| sl 1,51 <1
i3 LI
Demonstragao. Vide 1.14 de [2]. i}

Definicio 1.1. Seja 1 < p < 2. Um espaco F tem tipo p se existe nma constante 8 > 0
tal que para quaisquer 21, ..., Tn de E, tivermos: :

(£

Definicdo 1.2. Seja 1 < p < 2. Um espaco F tem cotipo g, se existe ¢ > 0 tal que para
guaisquer gque sejan zi, ..., 2, de F tivermos:

n lfq 1
(Z Eizflﬁq) <ol [
=1 0

para o caso p = o<, 1o lado esquerdo colocar maxy<k<n [|lZxl-

1/2

2 n I/p
] <@ (Z H:ckfi’”)

k=1

> raltims
k=1

9 i/2
al

k)

Z ri(t)z;

g




Observagio 1.1. Nas definigdes (1.1) € {1.2) % s8o as fungdes de Rademacher o qual €
definido por
re{t) = sign{sen2¥nt),

onde ¢ € [0,1] e £ € um nimero natural.
Para maior conhecimento vide [2].

Recordemos o conceito de operador linear p-fatorvel. {Veja [2], pagina 154).

Definicio 1.3. Seja 1 < p < co. Um operador T € L{X;Y) é chamado p-fatordvel se
existe um espago de medida (£2, Z, ¢} e operadores:

a€ L{Ip(u};¥™), be L(X; Ly{u))

tal que KyT = ¢ o0b. Agul Ky indica o isomorfismo isométrico natural de ¥V em Y™,
O conjunte de todos os operadores p-fatordveis de X a ¥ serd denotado por £, (X Y),
que ¢ um espaco de Banach com a norma dada por:

(T} = inf [al ],

¢ infimo sendo tomado sobre todas as fatoracdes da forma acima indicada.

1.2 Ideais de Operadores Lineares sobre
Espacos de Banach

Recordemos que £ denota a classe de todos os operadores entre espacos de Banach.

Definigho 1.4. Um ideal A de operadores lineares é uma subclasse de £ tais que as
componentes
AlE, Fy = ANL(EF)

tem a seguintes propriedades:

{T1} A aplicacdo identidade Ix € A, donde K denota os espagos de Banach de dimensdo

1.
(Iy) Se Sy, 52 € A(E, F) entdo 5y + S € A(E, F)
(L) Se T € L{Ey, E), S € A(E,F) e R ¢ L(F, Fy), entio RST € £(Ey, Fy)

Definicde 1.5. Sejan A e B ideais de operadores lineares. Um operador S € L{E, F)
pertence ao quociente esquerdo A o B se Y'S ¢ B(E, Fy) para todo Y € A(F, Fy), donde
Fj é qualquer espaco de Banach. De manera analoga se define o quociente direito Ao,

QObservacao 1.2. Os simbolos A™! e B! ndo dan a entender nada.



Definiche 1.6. Seja A um ideal de operadores lineares. Um operador § ¢ L(E,F)
pertence ao envolucro maximal A™* se BSX € A(Ey, Fy) para todo X € Lgp(Ep, E) e
B € Lgp(F, Fy). Em outros termos

AT .z:;pl OAOE;;;"
Teorema 1.2, A" & um ideal de operadores linegres.

Demonstracdo. B trivial. O

1.3 Ideais de Operadores Lineares Quasi-Normados
Definicao 1.7. Seja A um ideal de operadores lineares. Uma aplicacio
A A-—— R
€ chamado uma guasi-normas se:
(1) A(JIg) = 1, donde K denota 0s espagos de Banach de dimensao um.
(11) Existe uma constante k > 1 tais que

A(S; + Sy) < K[A(S)) + A(S2)], ¥ 51,5: € A(E, F)

(II1) Se T '€ L{Ey, E), 5 € A(E,F} e R € L(F, Fy), entdo
A(RST) < | RIIA(SHITY.
Um ideal de operadores lineares quasi-normado [4, A} é um ideal de operadores lineares

com uina quasi-norma A tal que todos os espacos lineares A{E, F) topologicos de Hausdorff
sA0 compiletos.

Proposicae 1.1. Seje [ A4, A] um ideal de operadores lineraes quasi-nortrado. FEntdo
181 < A(S) para todo S € A.

Demonstragéo. Vide 6.1.4 de [3]. O

1.4 Ideais de Operadores Lineares p~Normados

Definigao 1.8. Uma quasi-norma A sobre um ideal de operadores lineares A € dita uma
pnorma (0 <p<1)se
A(S1+ 520 < A(S1)P + A(S)F

para 51,5, € A(E, F). S8e p=1, entdo A é chamado uma norma.



1
Observagdo 1.3. {) A constante k := 95t pode ser usado para satisfazer a condigio

(In.

{ii} qualquer p—norina A ¢ continua em sua propria topologia.

Teorema 1.3. Sejo [A, A] um ideal de operadores lineares quasi-normado. Entdo existe
uma p-norma equivalente denotada por A,.

Demonstracao. Vide 6.2.5 de [3]. 0

Definicao 1.9. Sejam [A, 4] e [B, B] ideais de operadores lineares quasi-normados. Para
qualquer operador S € £(E, F) com § ¢ A~ o B definimos

A7V o B(S) = sup{B(Y(S)) : ¥ € A(F, Fo), A(Y) < 1}

Aqui Fg é qualquer espaco de Banach. Analogamente sobre o quociente direito AoB ! se
define a expressdic 4 o B71(S).

Teorema 1.4. [A 0B, A" o B] ¢ [Ao B, Ao B™}] sdo ideais de operadores lineares
quasi-rnormados.

Demonstracdo. Vide 7.2.2 de [3L. O

Definicao 1.10. Seja [A, A] um ideal de operadores lineares quasi-normado. BEntdo
[A™, AT sz [Cop, [l 17 0 [A, Al © [Lags [ - ]

é chamado o envolucro maximal de [A, A}

Teorema 1.5. AT A™*] ¢ um ideal de operadores lineares quasi-normado.

Demonstracdo. E uma consequéncia do Teorema 1.4, O

1.5 Operadores Lineares (r, p, ¢)-Nucleares

Recordemos o conceito de operador linear (r,p.q}-muclear. (Veja [3], 18.1).

Definicac 1.11. Sejam 0 < p < o0 e F um espaco de Banach. Uma sequéncia {Z:)ien,
z; € E, serd dita absolutamente p somével se 3 2, ||z;]? < oo. Neste caso notaremos

(o)l = (2, 2:]iP)!/P e definiremos ainda

Ep(E) r= {(Zi}iew, s € E;Z |l |IP < o}
=1

E facil ver que £p, C £y, € {| - [|p, < |} - {lpy s 0 < p1 < p2 < o0.
Para p = oo faremos

Lol E) = {{zi)ien, 7; € E;supilz;j < oo}

e [|Zifioc = sup Jizsfi.



Definicho 1.12. Sejam 0 < p < oc e E um espaco de Banach. Uma sequéncia {z;)en,
z; € E, serd dita fracamente p-somavel se {{p, 2:)})ien € 4{E) para tode ¢ € E'. Neste
caso denotaremos

wplms) = [[{(Zi)llwp = sup [{{{w, ) )ip

WwEiipy
cuja existéncia pode ser verificada através do Teorema do Gréfico Fechado ou principio de
Lmitacio uniforme.
Definiremos ainda

E(E) = Wp(E) := {(z)iew, ©i € B e (J{o, z:)|)ien € L(E), Vo € E'}.

Tal como no caso anterior ¢ simples verificar que Wy, (E) CWp,(E) e || llup, = | llom
se Q< pp £ p2 £ 0.

Definicao 1.18. Sejal<r < oo, 1 <p,¢ < ooel+%: >

+é. Um operador § € L{E; F)
é chamado {r, p, ¢)-nuclear se:

i
P

[ee)
8= Z 50 ® ¥
Fa)
Com (03} € &, {a3) € Wy (E') e (y3) € Wy (F). No caso r = oo, {03) € ¢p.
Colocando
Nippp(S) = I (o) Wy (a) Wy (),
onde o infimo € tomado sobre todas representagdes descritas acima.

Observacio 1.4. O espago vetorial de todos os operadores (r,p,q)-nucleares de E em F'
é denotado por Ny o (E; F). Vide [3] para o ideal linear Ny, 0y de operadores (7, p,¢)-
nucleares. Pietsch demonstra o seguinte teorema.

Teorema 1.6. Seja % = ~11: + 53,1“ + % Entéo Nypgy Nirp,g)l € un idesl de operadores
s-normado.

1.6 Aplicacoes Lineares p - Compactas

Recordemos a nogio de operador linear p-compacto {Vide [3],18.3).

Definicao 1.14. Seja 1 < p < oco. Um operador § € L(E, F) é chamado p-compacto se
pertence ao ideal linear normado Wiz} Nioops)l-

Vale o seguinte teorema. Vide [3].

Teorema 1.7. Um operador § € L(E; F) € p-compacio se e s6 se exisle um diagrama

comutative:

E—2 s

-f
x ¥

€p



tol que A € L{E; L), Y € L{p F) sto compuctos. Neste caso Niy 50y (S} = inf [|[Y]|LA],
onde o infimeo ¢ lomado sobre todes as fatoragdes posstveis.

Definigao 1.15. Seja 1 € p < oo. Um operador § € L{F, F) é chamado p-fatordvel se
pertence ao ideal linear normado

[f'pa Lﬁ} = I—Nr(oo,p,p’)’ N(co,p,P’ )me'

E muito importante perceber que as normas L e 7, ainda ndo sdc iguais.

Teorema 1.8. Seje 1 < p < oo. Um operador § ¢ £L{E, F)} é p-fatordvel se € 36 se existe
um diagrama comutatvo

K5
E L F*$

LP{Qt fj‘)

tal que A € L{(E, Ly(S2,u)) e Y € L{L,(Q2, u), F*}. Aqui (Q, ) € um espago de medida
escolhido.
Neste caso

Lp(5) = inf Y[ Al

onde o mfimo € tomado sobre todas as fatoragdes descritas acima.
E claro agora que as normas vy, e Ly sdo iguais.

Demonstragdo. Vide 19.3.7 de [3]. |
1.7 Aplicagoes Multilineares de Tipo
Nuclear (s;71,...,75)

Lembremos alguns resultados de Matos [5].
Sejam s 10,00, r¢ € [1,+ox], k= 1,...,n tais que:

1 1 i
IS+ =+ + =
5T r,

Definicho 1.16. Uma aplicagdo T € L(FY, ..., E,; F') é dita de tipo nuclear (s;7¢,...,79)
s existem (A)32; € L(€ cg s s = +00), W)E1 € Ll F): @ (k)32 € £ (B,
k=1,...,n tals que:

o
T(1, %) = 3 X1 (®1) - 0n j(2a)ys0 (1.1)
=1



O espacgo vetorial de tals aplicacbes é denctado por Li(NS;?l""’?"}{El,...,En; FYy. Tal
espage € um espago vetorial topologico completo metrizdvel com a {y-norma.

)5l T o)l -
k=1

IETHN,(\’S;TL,...,:",,,) = inf “ (AJ)_(;?—-IHS

O infimo é tomado sobre todas as possivels representacdes de T descritas em {1.1) e
in €]0,1] é dado por:

1 1 1
= D e

s 1 T

H

In
Serp=...=ry=7r, (8;71,...,Ty) serd denctado por (s;7). Se t, = 1, 5 pode ser escrito
em termos dos ris e dizemos que T & de tipo nuclear {ry, ..., »). Neste caso (8,71, ...,Tn) s
esereve como {7y, ..., Tn} {OU T, € 71 = -+ = 1, = r) Das notaches ne caso r = 1, omitimos
a letra r.

Proposicao 1.2. [B] Se T ¢ £§§;ri""”r"‘)(33, cos En; F), Ay pertence o L{Dy; E), k =
1,...nese8c L{F;G) entio

SoTo(Ay,..., A,

é do lipe nuclear {s173,...,m) e

IES oTo (Alz .- 9A'n‘?.) HN,(g;rl,...,‘rn) g Ejsgg ilTHN,(-ﬂ”l,m:"ﬂ} H “Aké] .
el

Observagao 1.5. Seja (0;);2,; em £, para s € (0,00) e em ¢ para 5 = +00.
Counsideremos a aplicagdo “diagonal”

Doy, € LU ber i 60)

definida por
Dz, (1)1, - (En3)520) = (0581580 5) 701

Notemos que esta aplicacio pode ser representada por
0
Doy, = 2 oilms x - X my)e
j=1

onde 7;{(Ex,m)meey) = €k para k = 1,.,ne j € Nee; = (0,..,0,1,0,...) com 1 na
jé&sima componente. Esta aplicacio diagonal é muito 1til na prova do seguinte teorema.
Assim mesmo este operador diagonal serd usado no capitulo 3.

Teorema 1.9. [l Para T € L{Ey,...,En; F) as sequinies condigbes sdo equivalentes:



(1) T € de tipo nuclear {s;71,...,7n)-

(17) Exzistem Ay € L’.(Ek;fr;), E=1,...nY € LU F) e{0;)2; € £s(€ co se 5 = +00)
tass que T =Y o D(gj};il o(Ay,....Ax)

Neste caso:
k3

17w gosra, oy = 10 V0 T T 114D o,
k=1

onde o fnfimo € tomado sobre todos as fatoractes possiveis como as descritas en (1.1).

Teorema 1.10. [5] Sejam s,t € (0,00], re,pr € [1,+00] tats que s <&, 1 < pi, k=
i,...,n.

i 1 1 1
1€ -+ =+ 4=, e e i AR
& 7y n [ Py 'n
e
i i 1 i 1 i
o s ol ety SIS Sl ety
71 m 5 P Pn t

Entdo: LT (B, .., En; F) C LGP N By, Bn; F), com
“TEN,(t;pl,...,pn) = lgTi;N,(s;n,...,‘rn}

Para qualquer T de tipo nuclear (3;71,...,7T0)-

Corolério 1.1. [b]

1. Sery <pr. k= 1,...,n gualqguer T de tipe nuclear {(r1,...,7rn) € nuclear de tipo
(P1,-.-,pn) €&

1TH N py,..0) S IT

2. Se s < t, qgualguer T de tipo nuclear (s;71,...,7mn) € de tipo nuclear {;71,...,m0) &

T C S

HT;FN,{t;rl,._.,?ﬂ) = HT’EN,(sgrl,...,Tﬂ) .

3 Serrzpe. k=1,....,n. qualqguer T de lipo nuclear (5;ry,...,m) € de lipo nuclear
{(3:p1,---:Pn) € _
IETHs,(i;px,«--,pn} = !ETHN:{S;"IV"!TT&) )

Observagao 1.6. A} Se ¢ estd no dual topologico B de Eg, k= 1,..,neb & F, deno-
taremos por ¢ X - - X wnb o8 elementos de L{Ey, ..., En; F), definidos por ¢1{z1)...on{za b
no ponte (1, ..., Tn). Estas aplicagbes geram o subespaco vetorial das aplicactes n-lineares
de tipo finito L#(Es, ..., En; F).



B) Segue-se da definiciio que L¢{Fy, ..., Ey; F') € denso em E;S;m""‘r"}(ﬁh weny By F). Desde
que qualquer T € L#{Ey, ..., En; F') tem uma representacdo finita da forma

v
T=3 o1 % X pngb; (%)
—

como; €K, op; € ELk=1,..,n b6 € F, j=1,..,m, é natural perguntar quando ¢
possivel ter

HT”N,(S;TL.._,T“) = ”TIENJ:,(s;rl,..,,rﬂ}

onde

n
1T v sy = 0F o0 Fon | T T 1105 Pt it 11085t oo
k=1

com o infimo tomado para todas as representagdes de 7 como as descritas em (*).
E clarc gque sempre acontece

UL & gt rn) S TN (siry )
E natural perguntar em que casos temos a igualdade destas normas.
Teorema 1.11. [5] Se B4, ..., B, sdo de dimenséo finita e T € L{F;, ..., E,; F), entdo
W (sir1rn) = W TN g1 i)

Proposicio 1.3. [5] Se T € L™ "N Ey, ..., Eni F) € S € L(Dg:Eg), k = 1,...,n,
entao

HT e (Sh "'7SH)HN;,(S;?;,...,Tn) < HTHN,{s;rl,...,'rﬂ) H “Skig
k=1

Teorema 1.12. [5|Se Fj, ..., B, tem a propriedade de aprozimacdo limitada entio
IET“N,{S;T].,...,Tn} = HTHN‘;,(s;rl,___,frn)

para qualquer T € Lz(Ey, ..., E,; F).



Capitulo 2

Operadores Multilineares p — Fatoraveis

2.1 Ideais Multilineares

Definicde 2.1. Um ideal de operadores multilineares A é uma subclasse da classe £ de
todos os operadores multilineares continuos entre espacos de Banack tal gue para todos
os espagos de Banach X3, ..., X, e Y, suas componentes:

AlX XY ) = LXK, XY 0 A
Satisfazen:

1. A(Xy,...,XnY) é um subespago linear de £{X3,...,Xn; Y) que contem os opera-
dores multilineares de posto finito.

2. A propriedade de Ideal: Se By, ..., By, £ sBo espagos de Banache & € A( Xy, ..., X ¥,
v e LY, 2}, u€ L{E1x - xEp, Xix---xX,)comu = {(u3,...,un), u; € L{E;, Xj},
i=1,...,n Entdo v®u e A(E1,...,E,; Z}.

Se além disso, existe uma fungdc A4 : A — [0, cof tal que:
1. Al A(X1,...Xn;Y) € UIN2 quase norma para todos os espacos de Banach X;,... X5, Y.
2. Allgy..xx) = 1, sendo:
iz 1 Ex---xK-—XK
(A, An) — Mda. . A

3 Sede AXy,....XnY)ve LY. Z),ue L(E1x - - xEn, Xix---xXp)
com = (uy,...Un), u;s € L(E, X;),i =1, .., n tem-se

Alw®u) <l v || A@) [ lw il

(2231
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Entdo LA, 4] é um ideal de operadores multilineares quase normado. Se todas as com-
ponentes A(X1,...,X,; Y} 880 completos em relagho a A, entdo [A, A] é chamado ideal
de operadores multilineares quasi Banach.
Se A é uma norma (respectivamente p-norma , {p €0, 1]) sobre cada componente A{Xy,..., X Y),
entdo [A, Al é chamado ideal de operadores multilineares normados (respectivamente p-

normado ).
Mo caso que as componentes sao completas, falamos de ideal de operadores multilineares

de Banach e p-Banaeh.

Proposicao 2.1. As seguintes afirmacfes ocorrem pare cada ideal de operadores muliili-
neares quase normado [A, A]:

1.1 @ |I< A(®) para todo @ € A.
2. A{(z] % x 2p)®y) = llzil - llznl paratodo xl € X, i=1,..,ney€¥.
Demonstracao.
1. Fixados z; € X, i = 1,...,ney* € Y*, temos y* o @ o {Ig®x1, ..., [x®zr) € LK K)
e
Al 0 ® o (Ig@zs, . Jr®ZA) < |y IAD) 1] TGz
Ly 1A(@) |zl znll-

IA

Além disso
y* o @O(I@$1,-..,IK@3J“)()\I, revy ATL) h y*(@(A1I37"-7 )\nl'n))
= (Y, ®(z1, ., Tn)t AL An
== {y*:é{‘rl}"'7zn)>(IKX...XK}(A1:"'QA‘I’L)

Portanto
", (s, zad)] =AY S(21, - 20 ) TR ))
= Ay o ®o (xk®21,...., RRz.))
< lylA{@) sl [zl
Dal segue
@< A(®).
2.
lzill--llzn liwll = H{zix . xz3)8y |
< AT X% 23)8y)
= A((Idg®y) © Kx-xm o (27, .., 70))
< lidrey | Allgx.xg) || (=1, 23) |
< lwll=tl--- 2zl

i1



I

Lema 2.1. Seja A wma subclasse de £, a funcdo A : A+ [D,o0] e 0 < p < 1. Enido
(A, A) € um ideal de operadores multilineares p - Bonach se { e 56 se):

1L Igx.xg € .Ae Alfgye.xg) = 1.

2. Se v®u esid definido com ® € A, v lHnear continuo, v = {ui,..,u,), 14 Fnear
continuo, entdo vdu ¢ A e

Alo®u) < [[v]| A(®) Jlall -~ - lleal -

3 Se @, A(X1,..., X0 Y) tal que:

i A{®, )P < oo,

7=l
entao:

& = fj B,cA e ABF< iA(@n)P.

n=1 n=1

Demonstracio. E s6 perceber que {2} resumo a p - desigualdade triangular ¢ a compileti-
tude. O

2.2 Operadores Multilineares p-Fatoraveis

Definicao 2.2. Seja 1 <p £ 00,® € L(Xq,..., X5 Y) € dito p-fatordvel, se existem um
espaco de medida (§2, X, u) e operadores a € L(Ly(u),Y™) e ¥ € L(X1,..., Xn; Lp(p))
tais gue 0 seguinte diagrama comuta;

Xy % x X, 2 e BY sy

‘ Ly(u)

A colecio de todos os operadores multilineares p-fatordvels de Xix .- - xX, a Y serd
denotada por Lp_sat{X1,..., Xn; Y.

12



Observacao 2.1. Lo fa:( Xy, ..., Xn; V) € um espago vetorial:

Para mostrar esta afirmacio sé precisamos ¢ caso n = 2.

Dado ®; € Ly za{ X35, X0;Y), existem para k£ = 1,2 espagos de medida (§1, Tk, pz),

operadores §y € L{ X1, Xo; Lp(r)), ar € L{Dp{pe); ¥™) tais que Ky o & = a5 0 Tp.
Consideremos

Q = {{w,jwe Y} (Ul x{1,2}, j=12

Logo é claro que £ N, = 6.
Além disso a o-dlgebra sobre ), j= 1,2 &

T ={(A,): A€ i= 12,
e as medidas respectivas sdo:
;z;- : E} —s R,

definidas por ,u,;-(A,j) =p{A), AcL;, j=12
Sejam 1 = Q UL, T ={SCQ:5nQ; € X, j=1,2}. Temos que ¥ ¢ uma o-algebra
de conjuntos, e seja:

pi N — R
definida por
B(S) = WS N %) + HHS N D).
Definamos
¥ Xy x Xg — Ly{p)
por

U(z1,2) = O1(71,72) Iy + Pa(z1,22)

sendo \ifj{xl,xg)(tj,j} e Wilmy, oa}{ty), t5 € §3;, 7 = 1,2. Logo temos que T é bilinear e
bem definida pois

W)l = [ Moo + Baar, oy Pl

1
L 2

= [Q§‘i’1($1,22)(i1»l){pd#'z(h,1)+/ Wa(z1, z2)(te, 2) Pdub(te, 2)

= f§‘I'1($1,$2)(51)!pd#1(t1)+/ |@2(z1, z2)(t2)Pdualts)
91 92
= ¥1(zs, @)l () + [P2lon, 22)l] () < 0o

Como ¥y e ¥y s80 continuas, temos que ¥ € continua.
De maneira semelhante definamos a : Lp(u) — Y™ por a(f) = a1(flo;) + do{flay),

13



donde &;(f;) = a;(f;) e Filt5,5) = filE), t; € @, 7= 1,2, é claro que &; é Linear e além
disso é continua pois:

la(D v = las(filive < logl il ept
laalit | 1F5(es P, DY

i

IA

“a:i“][f:jﬁa,,(p;); =12
Portanto a verificagao do que o é linear é Imediata. Vejamos a continuidade de a:

la(F)lly= < faaltlh ey iz, + 18201 o U, c)-
Além disso tem-se: A )
ey 6y = 1ler Lot

f?fln;HL,,(;;} <l F=12
Destas duas relagtes temos:

el iy < 18l Flle,gm + 1820 2a0 < 1 lLaqw Ul + llazl)-

Logo tem-se ao ¥ =a1 0 ¥; + gg 0 ¥y = Ky (P + $q).

Assim temos que estd satisfeita a afirmacio feita em (2.1). Tudo isto foi feito para
1<p<oo Ocasop= oo sefaz de modo semelhante. B trivial a verificacdo do
que o produto de um escalar por wm elemento de L, £¢( X1, X2; Y) pertence a esse espago.

Observagao 2.2. (®) := inf [|¥l|laf

onde o infimo é tomado sobre todas as fatoragtes possiveis de &, € uma norma sobre
Lp_sat(X1, ..., Xn; Y). Vejamos que 4, assim definida ¢ uma norma.

1. 4(®) = 0, implica inf ||a||| ¥l = 0.
Dado € > 0, existe un espaco de medida (2,5, u) e operadores o € L{L,(y), Y™},
Ve L{Xa,..., Xn; Lp{u)) tais que |[al|¥] < e ouseja jao¥®| < (ol ¥] < . Assim
1@} < €, Ve > 0 o qual implica $ = 0.
E claro que 4,(0) = 0.

2. Para mostrar a desigualdade triangular sé precisamos o caso n= 2. Sejam $;, %, ¢
Lo gar(X1,X2;Y). Dado € > 0, existem espagos de medida (§2;, Z;, ;) e operadores
a; € L{Lp{ps}, Y™, ¥; € L{Xy, Xo; Lp(:)) satisfazendo Ky o ®; = a; 0 T; tais que:

€

[as i< (@) + 5

®idfl=1,i=1,2

i4



Da Observacao 2.1 temos: ao ¥ = Ky o (&1 + &) onde a0 ¥ = a; 0 ¥4 + ag o ¥5 com
Tal<)a |l + | a2 [|. Também escolhemos:
27 == | - }'—-"” T = Qijp
e+ i W f)>

Para obter | ¥ [|< 1. Logo segue que:

w(@1+®2) < fal
. € €

< Apl®1) + 5+ (@) +

< Fpl@1) + Hp(B2) +€, Ve 0.
Assim temos:

Fo(B1 + B2) < pl(B1) + Ap(P2)-

Portanto das Observagbes 2.1 e 2.2 temos que Ly 50 (X1, . .., Xn; ¥') € um espago normado.
Teorema 2.1. Para 1 < p < oo, [Lp—far{ X1, ..., Xn; Y), %) € um ideal de Banach.

Demonstragdo. Para verificar as propriedades fornecidas na Definigdo 2.1 é suficiente fazer
o caso n = 2. A demostragdo serd feita em tres partes.

{i) Vejamos que ®{zy,T2) =< yi, 21 >< 95,22 > ¥ € Ly_sar(X1, Xz;Y) para quaisquer
yreXfeyc?Y.
Demostracio:
Tome (Q,Z,p) = (BxyxBx;, L, 5(22@3}) onde X é a ¢ - algebra dos borelianos
contido en P(Bx; xBx;) com Bxy x Bxy w”— compacto e S(azaz) € C(Bx:xBxz)”
definido abaixo é um funcional linear continuo, com norma 1, e assim, define uma
medida regular de probabilidade sobre a o-algebra dos borelianos de Bxy x Bx;.

[ f#,23)

Para 1 < p < 0o, definamos o da seguinte maneira:

a:Llplp) — Y

bt B px .
! {'/1;’)5; xByx 18, 2}) !

E claro que o estd bem definida pois g = 1 € L, () para:

Lilon
r g

15



Da mesmea maneira definamos ¥ como segue:
T XyxXe — Lp{y)
{z1,72) = fizym0)
Sende:
Sy oyt BxyxBxy — K
(¥i,13) — <ylz1><y3,72>.
Entdo ¥ é claramente bilinear, além disso esta bem definida pois:

e 6508) P @y 07,5

xB
Xy RS

Wi

<

<zl 22 | (g 2py (B x Bxg))?
| 21 Il 22 lI< oo

IA

Assim:
(@o®){zi,22) = a(¥{z1,z2))
= a(frz; 22))

= { Ftar,22) W1 ¥2) 40z o) (01, 42))y

By xB
Xy rEXG

= <7 >< s 72 > sy 95))
3

x; % Bxg
(go¥)(zy,za) = ®(x1,72),Y(z1,22) € X1 X2
Logo ao W = @. Dal temos que ® € L, 70,( X1, X2, Y).

Além disso:

lall = sap Jefly
MAlle ey St

- %] EJR sup ;/ fd5(z; *)}
‘ifiELﬂ(p)Si BX; XBx; *2

A

iyl sup f | £ 10z 3
Fftr St Bxfxﬂxg

IA

i
yll sup {/ LFP dé(z;,z;)}” % ..
13 LS| ByyxByxy

e X 119 ddpr ny)
(-/Bx; xBx; l i)

ol

LTS

IA

16



Logo

Também temos

[Zi= sup [[%{xs,29) Iz ()
fesl<t,
: (2.1)
-, :EE; i fn2) Loy -
=12

Caleulo de:

k. kY |2 # _anE
| flerz) lipwy = | fearmy (1430 ¥ d0(ez 2 (91, 93))7

y/
.3'3;{; X.Bx;

s

i ; IS & i
L]f < yii’l =< y;::z? >E dé(z{,zz}(ylayg))p
BX;‘ XBXE

il

<oy, 21 >li< 43,22 >

fi

Logo em (2.1) temos

§oiI = sup |<yf,z1 >[< pz,22 >
el <1,
=12
= fyiilwl.

Portanto da relaggo @ = g o ¥ segne 4p(®) <l a ||| T || e
(@) <lw il o il 93] (2.2}
Além disso, para qualquer fatoracio de ® = no ¥, tem-se:
1@<l el T | oqualimplica [[®f < 5(®).
Temos

@] = sup [<y,z1><gp.z2>¥ly
[EN s
=1,
= [yl sup {<ui,z ><y3, 22 >
'z

= Gyllier vl

Portanto desta ultima relacio e de (2.2} temos:

(@) =1y ot Wl ez -

17



(1) A propriedade de Ideal: Se v € L{EgxFp, ExF) com v = (v3,v2), sendo v3 €
L{Eg, E),va € L{F, F), & € Ly 404 E, F; G), u € L{G,Gyj, entdo
udv € Lo pur( By, Fp; G). Além disso:

Yplu®v) i {l Ap(®) | v filf oz -
Demaestragéo: O diagrama seguinte € importante em nossa demonstragho.

w=(vy,u) %

Eox By g G = Go© L G

¥ K,
Ta & n

Lp(p) = o
Pelo fato de @ € L, 5ue(E, F; G), temos que existem um espago de medida (2, X, y)
¢ operadores ¥ € L(E, F; Lp(u)}, a € L{Ly{u), G**) tais que:
Kogo@=ao0¥. (2.3)

Seja ¥ = ¥ ov. Claramente ¥y € L{Ey, Fy; Lp{u)).
Como
u* o Kg=Kg,ou (2.4)

entdo u™ o Kg o ® = Kg, cuo $. Disto e de (2.3) temos
wrogo¥ =Kg,oucd.

Logo temos
uoao¥ov=Kg,ouo®ou. (2.5)

Para g = ™ o 0, entdo (2.5} fica da seguinte maneira:
&aO‘I‘Q = KG’G ouc®ou.

Portanto w o ®ov € Ly_far(Fy, Fp; Go).
Além disso

Ap(uoBov) < fag ] To i
= Ju™oaf|Touv]
< fullall @ iie e

Dal segue que
Tp(uo@ov) i u [ 4(@) [ w1 [l v2

18



{1i8)[ Ly—rpar(X1,X2:Y), 4] € um espago de Banach.
Demostracéo: Seja (@) uma seqiifencia em Lo 50:{ X1, X0 Y} tal que:

ee)

Z’?P(q}n} <o
n=1

Logo:
5T ®ali< o0,
n=1

pois || &, {|< '?p(q)n):vn € N.

Sendo £({X3, X2;Y) um espaco de Banach, temos que:

o0
D Bu=d, FeL(X,XnY)

FEy ]

Dado e > 0, para cada n € N achamos un espago de medida (O, T, tn) € operadores ap &
L{Lp{pn), Y™ ), Wr € L(X5, Xo; Lp(tn)) tals que Ky 0 @y, = an 0 Uy, || ap [|< 5p(8n) +
el ¥y =1

Notemos que podemos considerar, para cada j € N

= {(w,)iw e Y} C [G Qn} x N

=1
e a o-lgebra sobre (2 dada por
= {(4,is 4 €5y}
bem como a medida
'ué. — Bt

com p({A, 7)) = p;(A).

Assim, sem perda de generalidade podemos trabalhar com £, &; € p; em lugar de Q’ EZ’
e p;. Neste caso € claro que Q) Ny, + 0 se j # n.

Portanto, sem perda de generahdade podemos supor que $3, N3, = B8 se m # n.
Tomemos Q= )i ;§0, Z={SC0:5NQ, € Tp,¥n & N}, e

g8 — RY
definido por

| am ||
&y m{S My
#(S) = ﬂ;n 1 8m) g
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Se 5; € £; com § € N; entdio

sl
#{S ) _#J(S } En—} E an, ”
Definamaos
a: Lp{u) — Y™,
por -
a(f) = au(fla.),
=l
e
T Xy xXy — Lp([i.},
por '

o0
T(zy,z2) = 3 Unizy, z2) ],
n=1

Vejamos que ¢ e ¥ estdo bem definidos. Para 1 < p < oo tem-se:

IS Talen o, o = /. 30 Galen, 22) o, P i)

=l el

(2.6)
== Ty, T P %
(;L[‘I}n( 1, 2)*7:2”.! dy)
Como:
MS) = mSs o S5
(2.6) ficara:
> Cnlz,z2)lo, o, = SN { Unlzr, ze) F dun)?
2 oo i = o tzam;l)pg o, Batee
1 : 1
= 1{ 13 }H! ‘Ijn{m s } FP )p
(s 0 D7 ;;; " B e
oz Il 22| i
< - fan )7
(me} Ei)p Z
= ez iffze].
Assim

o0
i Z‘I’n("ﬂzjzz)[ﬂn M,z iz |

=1
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Logo ¥ estd bem definido e é clarc que || ¥ < 1
Similarmente para ¢ temos o seguinte:

oo o0
1> enlfla) Tr= <Dl an l flon Fr, g
na=i n"-i {27)

<3 e [ | Flon [P dun)?.

n=1

Da seguinte relagdo:

L I Gn, H% 1P L
(1 flen? =22 Lt fla, P dunt?
(Pt an > Jon (2.8)
|l N = == Fleo Hayun)
( =1 !i Gy, Eé)p
De (2.7), (2.8) % j—f-:iobtemos
IS enlfla) v < 3 lan bl an 171 flon lrogal(S 1l an D5
n=r} neel n==}
< O lan P Fan 171 Flon hoow)-
el n=1

Aplicando a desigualdade de Holder tem-se:

I an(fla,) v < er an )7 Znan L*(Zsfiszﬂ B n)?

Teeel
< Y llan {l S lzpge -
n=1

Loge a estd bem definida e || a [< 370 1 an |l
Para o caso p = 0o temos o seguinte:
Para z1]] = ||z2fl = 1, como || ¥, ||= 1, temos que || ¥u(z1,22) {1,(u,)< - Portanto
existe Ay, C O, tal que pa{ds) = 0e | Tp(zg, 22)(t) |< 1, para todo ¢ € £2, A Sega
= poy An, donde pn(A,) = 0,n e N. Logo eclaro que A= U,,_; n bmph A - in

Tome t €O~ A, entdo existe ng © M. talum o T I L T e
Lo v
S Uz o) (O, (0 | = | Tnglar,22)(E) €1,
n=1

para todo ¢ € £~ A. Portanto | W(xy,x2) 1 (< 1 para todo | x1 ||
¥ <1
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Tasbém temos que || a(f) [ly=< T2, | an || para todo 7 € Loo() com | £ 1= 1.
Em qualquer caso || & < S0 || @ < 1o, 30(®n) +é, Ve > 0.

Assim | & < T2, 7(@n)-

E facil ver que Ky 0 ® = 2 o ¥ o qual implica que & € Lo parlX1, X V)

Como (8 — S en B8) = 77(Tion ®8) < Dion 1(®h) € 100, 4p(®n) < 00, por tanto
limy oo 72 (8 — 2 k< Pk) = 0. Logo &, converge a ® na norma 4p.

Assim {ﬁpmfat(Xl,Xz; Y}, %p] é win espago de Banach. _ ]

Definicio 2.3. Sejamn € N, X;,...,X,,Y espacos de Banach. Para ¥ € £{X,..., X,; Y},
O ¢ L{Y™, L(X, ..., X K)) serd definido por:

T )z, 2a) = (U 0 U2y, .-, 20)
comz; € X3, .., sn € X, ey c Y™
Observacio 2.3.
1. 9" & um operador linear.

2. Para¥ € L(Xy,...,Xn; Y ) ea € LY, W) temos que {go¥)* € L(W*, L(X7,...,Xn; K))
e {a o ¥)* = ¥* oa*, pois:

(a0 T (w™)21,....22) = (w*cao¥}z1,...,Ta)

= (woa)(¥(z1,...,2a))
a* (w ) (¥ (zx1,...,7n))
(a*{w*)o ¥){z1,...,Zn)
= ¥a" (w"))(z1,. ., 2n),

i

Ji

V{zy, .., %n) € X1X... xX, e Yu* € W*.
Logo: (ao¥)* = (P* og™).

3. o =] ¥ .
Temos:

F8* = sup | ¥°(") oo, xuX) (2.9)
ffe* =1

F¥Y") e, xa = sap | & @)z, - 20) |
L e (2.10)
<ky i &y,

De (2.9) e (2.10) temos: || ¥* [<|| ¥ §.
E claro que || ¥* [[2]] ¥*(y*) [loixy,... X%y Y9° € Y* eom || ¢* ||= 1.
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Eantéo || ©* 2] ¥ (" Vzt,..,2x) LA € Y com [ o* |= 1 e ¥Vz;, € X; com

lm =1, i=1,...,n Assim:

T = [ o THe, ..o 2a) |
= le"{(®{zy. . mad) -

Para ¥(z),...,2,) # Dexiste y* € Y™ tal que || y* ||=1 e:

Y(¥(z1, -0, 2a)) =[ U1, ..., 20) | -

Portanto temos || ¥* > Tz, ..., 2n) [ VEi € Xjcom || 23 ||=1,i=1,...

Assim:
19 =2 sep [ T{zy,....%a) |
=1
Gzl 0,70
= f&f.
ie
e iz o

Proposichs 2.2. Sejal <p< e % + 1-;% = 1. Hmtdo para:
P Xix...xX, — Y,
as seguintes afirmagdes sio equivalentes:
(%) ® e Ly jat(Xy,..., Xn;Y);
() ¥ € Logarl¥*, LKL, Xn;K));
(ii) B € Lpmgat(L(Xn,. ., XnsK)*, ¥™);
(v) Ky® € Ly saeXn, ..., Xy ¥™).

Neste caso
T (@*) = :]"p(q)) = '}’p(@*t) = ")\’p(KYQ)'

Demonstracdo. (i) = (ii): Seja & € £, ppefX3,..., X; YY), entdo existem um espaco
de medida (§2,Z, u), operadores a € L{Ly(u);Y™) e ¥ € £(X;,...,Xp; Lp(p)) tais que

Ky o ® = a o ¥. Desta relagdo e usando a parte (ii) da Observacio 2.3 tem - se:

¥*oa* =& o Ky..

Temos ainda
K3 o Ky = idy-.
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Destas duas (ltimas relacdes temos:
" =T"oq" o Ky»
Assim
e, x5 28 = Kpx, . g 0 ¥ 0a” o Ky

Tomandob = a"oKy- € L(Y™ Loy} e ¢ = Krex,, . x,m)°¥" € L{Lp (), L( X3, ..., Xns K)™),
temos que % € Lo _ 0 (Y™, L(Xy, ..., Xn; K} E além disso:

Y (@) < la" oKy« | Kpix,,. xamy© ¥ |

< Hellf ¥
= falli®].
Assim tem-se:
Yo (@) < f?j,(@). (2.11)

{4) = (¢41): Seja &% € Lpe_fae( V™, L(Xy, . . ., Xn; K))entdo existem um espago de medida
(£2,Z, u), operadores @ € (Y™, Lp{u)) € b € L{Lp«(ua), L{X1,..., Xn; K)*) tais que:
Kexy,.. XK 0" =boa. (2.12)
Desta relago temos:
& o Kpix,,.. ;) = @ oF,

fazendo o mesmo que em (i)=>(ii), temos que: ™ € L, f(L(X7,..., Xn; K}, Y™), e
além disso:

1{®™) < % ($%) (2.13)
(#d) = (iv): Seja ™ € Ly far{L(X1,..., X0 K)*,Y™) entdo existem um espago de
medida (2, L, u) e operadores b € LIL(X1,..., Xn; K)*, Lp(p)), @ € L(Lp{u); Y**) tais
que

aob= Ky o @™, (2.19)
Seja

K:Xix...xX, — LX,... XuK),
(Zg,...,2n) +— K{xl,...,xﬂ)
com Kz, . .z, dado por: Kiozn) - £( X1, Xy K) — K
T — T(zp,...,Zq).

Claramente K estd bem definido pois é multilinear, e separadamente continuo, portanto

continuo. Além dissc veremos adiante que | K ||= 1.
Também temos

(By o ®)z1,..., 2 )(¥") = y"(8(21, .- ., 20))
= (y* o ®}xy,...,zn) {2.15)
=& (¥ Hzxy,...,Z0)
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Além disso,

(@™ o K)(z1, -, 2ad(¥") = (K(zy .. om) © BN
= Kz, .an){® (1)) (2.16
= ¢*(’y*>($1= " :zﬂ}

De (2.15) e {2.16) tem-se
Kyod=8"cK (2.17)

Assim, de (2.14) e (2.17), temos:
Kyaes OKyong}rauG@**OK= GOZ?OK

Desta tltima relacao € claro que Ky o ® € Ly _50(X5,...,, Xn; Y™). Para completar a
prova vejamos ainda que || & ||= 1.

IK| = sup | EK(z1,....2q)]

flzsfi=1;
i=1,..,7

= sup EJ K{zl’_“’xﬂ) i;
Jlzafi=1;
=1..n

= sup {sup | ®{zy,...,2n) |}
fzsi=1; ol=1
tml,....n

Potanto | K |I< 1.
Por outro lado

1K 2 || K(z,....2a) |

E% K(J:l,...,:cﬁ) IE
| @(I}_, .- -:xn) |=

v

paratodoz; € Xy com ||z =L i=1,...,ne |l ® =1
& e L(Xq,...,X; K}, como & & sobrejetora temos: || K 1> 1.
Logo:

W Ky®) <llalll o[l K.

Dai segne-se que:
Fp(Ky®) < %(9™) (2.18)

(iv) = (i): Seja Ky o ® € Ly_gar(X1,..., Xn; ¥™), entdo existem um espago de medida
(Q,%, 1) e operadores a € L{Ly(p), Y™*), ¥ € L{X1,..., X5 Lp()), tais que:

oWl =Ky o Ky o®. (2.19)
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Como:
Ky 0 Kys = idy== (2.20}

Das relagoes {2.19) e {2.20) temeos
tvoao¥=Kyod.
Assim temos o seguinte:
(@) || Kina 1 T (<] @ [l ¥ I},

e portanto:
p(®) € Yp(Ky © @). {2.21)
Logo, das relagdes {2.11), {2.13), (2.18) ¢ {2.21) temos:

To(®) S P&y 08) < 1(B7) < e (27) < (@),

se 1 < p< oo
Para p = 1, ou p = oo € usar o fato que L$*(u) é isometricamente isomorfo a Iy(v) para
alguma medida apropriada, para isto vide (10.6) de [7]. |

A proposicio 2.3 é relevante, pois assim como no caso linear, mostra que parap =20
bidual ndo é necessadrio na fatoracho.

Proposigio 2.3. Qualquer operador multilinear @ € £{X;,...,X,;Y) pertence a
Lo gasf X1, ..., Xn;Y) se € 50 se tem uma fatoracéo:

P:Xyx---x X, L H ’

Y,
onde H & um espago de Hilbert. Neste caso:

F2(®) = inf [ T [l b,
onde o fnfimo € tomado sobre todus as fatoragoes possivets.

Demonstracio. {=>) Seja ® € Lo_74:(X3,...,X;Y). Logo temos o seguinte diagrama:

X% x Xp 2 ye > e

~

Lo(p) ——5——> Ho

onde Hy = {kerae}!t N{h € La(p) : ak € Ky (Y)}.
Do diagrama da acima temos:
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(i} Hy é um subespago fechado de Lo{u).
(it} Existe uma projeclo ortogonal P : La{u) — Hyp continua com || P = 1.

{iv) Seja ap : Hg — Y tal que:
Ky oay=alg,
Le:
(Ky o ag}(ho) = alhe),
Vhe € Hy.

86 precisamos verificar que ¢g esta bem definida.

Para hg £ 0,hy € Hp temos (Ky cag){he) = e(hg), pela definicio de Hy e hg € Hy tem -
se que existe ¥ € ¥ tal que a{hg) = Ky (y) dal temos:

Kv{ag{ho)) = Kv{y), sendo Ky imjetor temos ag{hg) = y. Logo a imagem de gg estd
contidaen Y.

Tambem ag € linear pols para b3, hs € Hy temos:

Ky oag(hy + h2) = alhy + ha)

= af{hy)+ alhs)

= Ky{aolh1)) + Kv{so(hs)) ie
Ky(ag(h: + k2)) = Ky{ao(h1)+ ag(hs))

Novamente pela injetividade de Ky temos: agfh: + h2) = ag(hy) + ag(hg), também para
qualquer k € K ¢ hg € Hp, ag(kho) = kag(hq).

Vejamos & continuidade de ag.

De Ky cag = a|g, temos

| Eyoaol = {alm |
< faff  de
faol < lal-

Sabemos que
(Ky 0o ®){z1,...,zn) = (o ®)z1,...,2n) Wzy,...,25) € Xix - xX,.
Se ¥izy,...,xzn) € Hy temos
Ky (®(z1,...,2n)) = a(¥{z1,...,2,)) = Ky{y) para algum y €Y,

e dal temos
P(z1,...,T0) =1
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Também da relagdo Ky o ap = ajg, temos o seguinte, como ¥(z;,...,z,) € Hy tem-se:

(Ky 0 ag)(¥(z1,...,2a) = a(¥(z1,...,25))
= Ky{y)
Ev{®{z1,...,2Zn)}

Dai segue:

ap{¥lz1,...,2n)) = B{(z1,..., 20}, ¥V ¥{zy,...,2:) € Hy. {2.22)
Logo, em particular, para (P o ¥){xy,....,zn) € Hye V; € X, i = 1,...,n. Portanto em
(22 temse ago Po ¥ =P legyo Py = .
(<=) E s6 notar que H = £, donde I é um conjunto apropriade. Da (i) e (ii) implicacso
nfo e dificil mostrar que:

V(@) =it [ T o].

cnde o infime € tomado sobre todas as fatoragGes possiveis de ®. 4
Proposicioc 2.4. Sejom E;, X, V.Y, i = 1,...,n, espacos de Banach, sejag= {q1,....¢n) €
L{(Eyx ... xEp, X1 ... xX,) onde ¢;,7 = 1,...,n sdo aplicacoes guocientes com ¢ €

L{E;, X;) eseja j € L{Y,Yy) wm mergulho isometrico. Um operador ® € L(Xy,...,Xn; V)€
2 - fatoravel se e s6 se joDog: Fyx ... xE, ~ ¥y &, neste caso 52(P) = 4(fcPog).

Demonstragdo. (=>) Se ® € La_5u(X1,...,Xn;Y) entdo pela propriedade de ideal temos
jodeqge Lo sulEn,....En; 1p) &

A

131 %@ all..
= F2(®).

(¢=) Se j o ® o g é 2-fatordvel, entio

F2(jodog)

jodog:Eyx.. . B, ———s ¥

fatora-se através de um espago de Hilbert, i.e:

Elx..,xEn——u——immeEX“*XXn ki Y( 3 YE}

H

Com Hy, ag, ¥g, ¥, definidos adiante.

(i) Hy = {}g@ga}l N{he H:.ah € j(Y)} é um subespaco fechado de H.
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(1) jap = alg, implica que || a5 < a ||. J4 se mostrou na Proposicio 2.3 que ag estd
bem definido.

(3%} P é projecdo ortegonal com || P |< 1.

{(iv} ap € Injetor.
Sejam ki, ho € Ho tal que ao(hy) = aolhe). Dai j{aolhi)) = jlae(h2)) Le alhy) =
alhz) = a(hy— hg) = 0.

Portanto hy — hy € kera e hy — hy € {kera}’. Daf segue que Ay = hp pois: ker a N
{ker e}t = 0.
Seja ¥y == P o ¥. Daf:

[T = [[Pol
< 1P E
= [|¥].

Logo ® o g fatora-se através de um espago de Hilbert ie:

T3

Sog: Eyx...xEy Hy Y. (2:23)

Para justificar (2.23) usamos 0 mesmo argumento ja feito 1.é:
Se ¥{xi,...,Ts) € Hy temos:

(jobog)zr,...,zn) = a{¥(z1,...,Tn))

= jly), paraalgum yeY
Daf (®og)(z1,..-,Zn) = ¥-
Além disso:

a(¥{zi,....2n)} = (joag)(¥(zi,...,Ta))

= fao{¥(z1,...,%n}))

= jyh
Entdc tem-se:

ap{®(z1,...,2a)) = (P o q)(z1,....2n),

Y¥(zy1,...,2,) € Hg.
Em particular para (Po ¥)(xy,...,2n) € Hy, Vs € Es,i=1,...,n.
Portanto temos:

(a00 Po @)y, ..., zn) = (B0 g) (1, - -, Zn),

Vr; € By, i=1,...,n.
Assim temos:
aggoPo¥ =®og,
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i.e

agoly=®ogq
A injetividade de ap implica 5 existéncia de Uy € £(X,,..., X, Hy) tal que:
‘Ifgaq=‘:¥1 (2.24}
Hy —s Fmaglag) e Hy.

Definamos b{z) = A, 2 = golh), b € Hy é clare que b esté bem definido e é linear, além
disso:

boag=idg,. (2.25)
Também

I'mag(ag) Hy = Imag(ap)

da
Qg Q@ b == 3d}mag(a.g} (226)

{2.25) e {2.28) fol possivel pelo fato de ser a; injetor.

Sabemos que: gpo %) = Pog. Tome Tg=bod: X;x...xX,, — Hy.

Logo boago ¥y =bo @ oq Dal tem-se Ty = ¥ 0 g, por tanto (2.24) estd justificado. De
Ty = bo & temos:

oy =ayobod =&
Vejamos agora que &4 € continuo.

¥o ag

> Hyg Y.

Sendo € e ag continuas e pelo Teorema do Gréfico Fechado temeos que ¥y é separadamente
continuo. Portauto ¥y é continue. Dal ¥ € £{XYy,..., X, ; Ho)-

Assim @ € Lo pt( Xy, ..., X3 Y}

Se colocamos normas em Eyx ... xE, eem Xx... xX, tals que: || g [|[< 1 tem-se:

(i) [ ¥ j|=| Po¥ {|<|| @ | pais || P ||= L.

(i2) | Oy (l={ ¥pog [I<I[ ¥o |l

(i3} | T1 lI=ll ooq 2] (Toog)z,...,an) |, Vi gL L i=1...,n
Como || gi(zs} [ x, <l z: [,< L, YVi=1,...,n tem-se:

| Ty izl Tolq(z), - anlzn)) I

F:X1x... xX,

e sendo ¢;, i = 1,..., n sobrejetores, temos:
¥ = sup  [[To(qr(z1), .-, gnlza)}l
llgs{zs3lix, SL
i=l,...,7
= |f¥gl.
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{i4) Dal temos || & {|2]| g |I.

Portanto de (i) e {iz) temos || ¥1 [|=| o I|.
Assim 42(®) <If %o [|ll ao =il ¥1 [l a0 I<] ¥ ] 2 .
Come iniciamos com uma fatoragio arbitrdria de j o @ o ¢ temos o seguinte:

42(®) < Ap(jodog)

Teorema 2.2. Sejem € N. As gfirmagdes pera um operador
I € . el
sdo equivalentes:
() @€ Lo_ar(Xe,. ... X3 ¥).

{i2) Hriste umao constante ¢ > 0 ol que

T i
[ Z ai; < ¥, 35 © ® >[< csupi] Z aigsits |1 (81): () € Ben },
ig=1 ig=1

para quolquer escolha de n € N, qualquer matriz escalar (@i;)nxn € quoisquer vetores
T ¥ € Brxy . XnEK)» €45 € By« i=1,...,n. No caso de ter (i) e (ii) podemos

tomar ¢ = Kgie(P), onde K¢ € o eonstante de Grothendieck.

Demonstragdo. Usamos a Proposigdo 2.2 Le ® € Ly 5e{ Xy, ..., Xn;Y) se € s0 €

& ¢ »Czufa,t(Y*, £(X1, feey Xm;K)}‘

(i) = (it} como ® € Ly_g(X1,..., X Y} temos gue $* & 2-fatoravel.

Sendo ®* linear, pelo Teorema 7.5 de [2] , temos que: existe uma constante ¢ = Kgv2($*) 2

0 tai que:

n ()
| 3 ay < ¥7,8%(y}) >I< Koya(®*) sup{] 3 aysiti | (53),(¢5) € By ),
i.4=1 ig=1
para quaisquer y3,....¥; € Byv e U5, .., ¥}, € Brx, . x..K)-
Como ®*(y]) = y; © ® e 72(P) = 72(®*) temos
n n
| > a5 < },57 0 ® >|< Keha(®@)sup{] > aysit; |: (s3), (&) € Bn }
ige=1 5 gl

(#4) = (i) Usando a relagio ®*(yf) = »; o ® ¢ sendo ®* um operador linear, temos que $*
é 2-fatordvel. Pela Proposicdo 2.2 temos que ® € Lo_gou(X1,..., Xm: V).
[
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Portanto a extensdo do Teorema 7.8 de [2] & imediato i.e:

Teorema 2.3, Sgjam m € N e X1,...,Xn, Y espacos de Banach. O operador &
Xix oo x Xy — Y pertence a Lo_5q1( X1, ..., X3 Y} com 2(®) < ¢, s¢ ¢ 56 se, para
qualquer inteiro n, e qualquer matriz escalar @ = {Qi; }nxn € quaisquer vetores ¥3,..., 9% €
(X, . XY, 45, .-, 05 € Y7 temos

|2%<@“ygocz>> a3 19 1) (Zim 1%

i,4=1 F=1

sendo [llalll = sup|2_;;ai{zi | ¥;)] com o supremo tomado sobre todos os espagos de
Hilbert e |izillg = lpllg = 1, i=1,--- ,n

Demonstragéo. Segue do Teorema 2.2, do Teorema 7.8 de [2] e da relacdo:
@€ Lonfoi(Xp, o, Xn; V) se e sb se @ € Ly pai(Y*, £(Xy, ..., X3 K)), com &%(y]) =
¥ o ®, 4{®) = wi(®”). ]

Corolario 2.1. Sejal<p<ooencN. Se Xy,...,X,,Y sdo espagos de Banach entio
Lo_farlX1,..., Xpn;Y) estd contido em Ly_g,0( X3, ..., Xn; V).

BPemonstragdo. E s6 usar o fato que se 1 < p < oo, entdo Lo (X, Y) C Lp_pae(X.Y)
para todos os espagos de Banach{ver eapitule 9, Corolario 9.2 de {2]). O

Proposicio 2.5. Seje2<p<oxeneN. Se X1,...,X,,,Y sdo espagos de Banach com
Y tendo cotipo 2, entdo:

‘Cp—mfa.t(Xl, e X3 Y = £2mfct(X1; . 4 Y)

Demonstracdo. Como Y tem cotipo 2, entdo Y** tem cotipo 2(ver Coroldrio 11.9 de [2]).
Do Corolario 2.1 temos:

£2mfat(X1: - zXn; Y) C £p—,fa.t(Xl; [RRE Xn? Y) (2-2?)

Tome & € Ly _54{X1,...,Xy;Y). Logo existem um espago de medida {Q,Z, u} e ope-
radores ¥ € L(X1,...,Xp; Lpu), A € L{Lp{p), Y**) tais que Ky 0® = Ao ¥. Como
p €]2,00[ temos que Lyp(u) tem tipo 2. Assim pelo Teorema 12.19 de [2], temos que 4 é
2-fatordvel. Portanto ® € Lg_sei(X1, ..., Xn; V). Desta ultima relacdo e de (2.27) temos
o resultado, [

Coroldrio 2.2. Sejul < p<ooen & N. Se X;,...,X, sdo espagos de Banach e H €
um espaco de Hilbert entdo:

‘£p—fﬂt(X1: s an; H) = ﬁz—-fat(xh cen :Xn’J H)
Além disso:

Y2(®) < 4p(®)

32



Demonstragio. £ imediato. "
Exemplo 2.1, Sgjam Fi,..., E’n,F espagos de Benach, e seja
A By — F

wm operador linear continuo. Sejam @3 € L(E;, K} = EY operadores linegres continuos, i =
. Definamos ¥ : By x - X Ep — F como segue: ¥(zs,...,2n) = [ i, wslz:) A1

E ciwro gue & é multilinear e afem disso | ¥ [<|| Alle2] - { en |l

Para § € L{IF,G) com § =372, 010; @ y; tais que (03)2; €T, a1 elw <1,

entdo § € estritamente nuclear (ver 18.7.4 e 18.7.5 de [3]), o qual implica que existem

operadores lineares e continuos A€ L(P;8) e B € L{€2;C) tal que Bo A = 8, assim

Aol e L{Ey, ..., Epn; &), Portanto S o ¥ fatore-se através de um espaco de Hilbert, logo

pele Corolaric 2.1

So® €Ly soe{Er, ..., Bn; G, com 1 <p<on, i.é

(So¥)z1,.za) = S(8(z1,.,32)) = S]] eslzs)Az1)

4=1
= [tz > ojai(Az)y;.
=2 F=1

Exempio 2.2. {A) No caso linear néo é muito dificil mostrar que o sequinte diagrama
ndo ¢ comutative para 2 < p < 0o, com H sendo um espaco de Hilbert.

by — sty (2.28)
“t
x B
H

onde A € L{6y, H), B € L{H, £}, id € L(£y, £p).

Para demostrar e afirmacdo feita acima, vamos supor gue difo diagrama € comutative i.e:
id= Bo A.

Sex € ker A, entdo Ax = 0, o qual implica BAz = B(0). Assimid(z) = 0, portanto z = 0.
Logo A é injetor. De maneira semelhante temos que o sequinte diagrama é comutativo:

P S— (2.29)
-
A A
H
ondel<q<2e— %zl.
Dos gréficos temos
AT o Aty —2 ;e ——
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tome x € ker{A* o A}, entéc (A" c ANz} =0. Seje Az = € H* = H entdo A*{p)=00
gual implica {p o A}{(y) = 0 para todo y € &, em parficular pera y = z, 1.€:

< @, Ax >=< Az, Az >= ||Az||® = 0 = | Az}l

Como A ¢ injetor temos gue © = 0. Logo ker(A* o A) = {0}, o gual implice gue pare
2<p<o0, 1< q<2, £y esta mergulhade em £, isto é um absurde.

(B) Se em (A) tomamos I < p < 2, também para istos valores o diagrama (2.28) néo
é comutaetivo. Se ele fosse comutativo terfamos que o diagrama (2.28) € comutative com
2 < g < oo, o qual € falso por (A].

Isto quer dizer de (4) e (B} que Ly ar(€p;£p) :;?r; L2 gar{€p; £p) com p €]1,00[~{2}.
Sabemos do caso linear que Lo 5ou(X,Y) D Lo f.(X,Y), com p €]l,00[, aqui X, ¥
sfio espogos de Banach. No caso que Y = H sejo um espago de Hilbert femos:

Loyt X H)=Logae( X, H), pE<l,00>.
No caso multilinear tal igualdade ainda € verdadeiro i.e:
Ly sat{ X1,y Xns H) = Lo gar(Xn, .., Xns H), pe<loo>

e X3, ..., Xn 380 espacos de Banach.
{C) Fornecemos um exemplo ne qual

Lo 0t( X1y 0 X3 ¥) 2 Lo gat( Xy ooy X3 ¥)

Seja X1=...=Xny =K, X, =&, compe|l,oci—{2}.
Yome ¥ 1K x -« x K x €, — £y definido por U(A1, ..., Ap1,T) = A1...Aq_12 claramente
¥ € multidlinear e continuo e trivialmente é p-fatordvel.
Vamos supor que ¥ € 2-fatordvel, logo existern operadores 4 € £(H, £,), @ € £(K, ... K, {;; H}
tal que ¥ = Ao d.

Enido;
‘I‘(A;, vany /\n_;{,m) = {A ] ‘I’)(Ah avey a\nmh Z‘)
AleAn1z = AP{Ar, ey An-1,2))
x = A(®{1,..,1,z)).
logo:
id{z) = (A o B}{z), (2.30)

onde B(z) = ®(1,...,1,2), ou seja B € L(£,, H), id € L{{p,£,). Portanto (2.30) é um
absurdp, isto pela parte (A) e (B}. Logo (C) fica justificado.
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Capitulo 3

Aplicacoes Multilineares
(?‘7 D;qi, - QQ)“NUCleareS

A seguinte definicio e s resultados que obtivemos sao ligeiramente diferentes ao dado em
[5] e elas s@o inspirados ne artige de Matos.

Definigio 3.1. Para r €]0,+oc], p,g; € [1,+o0), & = 1,...,n tais que:

1.1 1 1 1.1 1 1
N+ =2 —F—F i de @ —t e 21
TP @ In r r 9y 9n

eT € L(E;y,....En; F) diz-se que T é {r,p; ¢1, - . ., G )-nuclear se:
T{.’Bl, - ,In) = Z O < 271,.7:;;’1 ooee $ﬂ,$’k’n > Y. (31)
k=}

Para quaisquer z; € Ej, com (03)52,; € &, ()il € E;i(F) e (:1:’k,j oy € f:l(E;),
5

j=1,...,n. No caso r = +00, a condigo para (o)., € estar em co.
A notagdo para T &

=]
T= ngz‘k’l Koo X -'L"k,n R Yg- (3.2)

Observacao 3.1. Para r < +0o, p,g; > 1, j = 1,...,n podemos escrever:

i 4
| @1, 12n) 1= sup izak<x1,m“>---<xmzkn >< yr,y >l
F
s 1
<(Z§Ukl) H(Z < &5 Th; lgi)"" sup (Z <y > )7
F=1 k=l yGB + k=1
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T

f . I : '
<hoa)Ea e TT 125 1 () g Il 00 g -
F=1

Portanto

k]

[ T 2a) 1S (o052 - TT 1 (10820 lag ! iy 3 Nzl L 2n 1),
=1
para quaisquer z; € By, j=1,...,n.
Tal desigualdade ainda vale no casoem quer = +oooup=loug;= lalgumi=1,...,n.

Teorema 3.1. O conjunio N g, o y{E1, ..., En; F) de todas as aplicagbes n-lineares
(r,p; 01, .-+ Q) - nucieares € um espaco vetorial. Considerando:

k]

N B3, g)(T) = 06 | 0021 e [T 1 @B g | 02t s
3=1

onde tol infimo € tomado pura fodas es representacoés possiveis de T na forma (3.1)
obtemos wma s — norma, com:

I S S 1
Piatbodie e J Sy e S ey 2
s r 4 n

Além disso tal espago s-normado é um ideal de operadores multilineares.

Demonstracio. Usamos o lema 2.1. Seja Sk € Nyrpgr,..0)(Ety. .., En;F), com k € N,
fais que:

[+ ]
Z Nirpar,..gn)(S6)° < 00.
k=]

Dado € > 0, escolhemos (r,p; g1, . - ., gn) - representactes nucleares:
o0
Skzzo'ﬁai@x o X Ay ® Ykis
i=1

onde (om)2; € & Vk, (d)2, € BN ke NeVi=1..,ne @R € 4H(F),
Yk € N, tais que para gualquer & fixor

telomseg (aky) -+~ wy (G () < (L + ©Nirpgy....4)(Se)-
Claramente podemos supor que:

£r{ow) S (1 4+ Np g, ..g0) (Sk))i
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. “
wQ; (a:;;) < {(1 + E)N{r,p;ql,...,qn) fSk» S :j =1...,n

Wt (Y1) < (L + N prgn ) (S 7 -

Considerando (o), (a‘zi) e {i1; ] como sequéneciss duplas temos:

o0
&{om) < (L4 Y Noggr,..an)(50)°)7
==

3

oo} F
. 3 q:
wﬂ'; (aiﬂ) S‘- {(1 + e}s Z N(TAP;QE:---:QT:){S&).S} ’ =j == 1: YL
o=l
1

o0 4
Wy (ykz) < {{I + e)s Z N(r,p;q;,...,qn}{sk)sJ -

E=1
Consequentemente:
o8 oo B e u]
S:= ZS;G :szﬁaki X X g © Y
k=1 BT i=1
E um {r,pi91,..-,40n) - operador puclear com:

Nirpias,..an)(S) < brlomshwg (k) -+ wy (ad oy (es)-
Assim temos:

oo ' T o0 “]i“
N(":??Ql;"‘p?ﬂ)(s) s ((1 + 6)3 Z N{rsp;qlr":qh) (Sk)s) T H((l + 6)8 Z N(r’p;qlv'"!qfl}(sk)s} qj x
k=1 =1 k=1

o 1
X ((1 -+ 6)8 Z N(r;ap;ql ,_..,q,.}(Sk}s);T
kel

N (TAPQQIn--wq'n)(S) <Hi+ef Z N, {r,p;ql,---,qn)(sk}s)' “
k=t

o0
Nirpsayengn)(S) < (1 +€)° Z Nerpigr,rgn) (SE)®
=1

1,1 1,1
P oy o et by 2 o
" ot

O caso r = co. De acordo com o lema (8.6.4) vide [3]. Escolhemos uma sequencia (px) € co,
comO<pp <1,

oo e o]
Z P;-,-SN(oo,p;q:.,...,Qn) (Sk)* < (1 +¢€)° Z N{w@;q;,--.,qﬂ}(sk)s
k=1 k=1
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Entéo existem (c0,2;91,...,9n) representacods nucleares de

o0
Sy xzmc.;a}m— X oo X 05 ® Yris

i=1

tals que para qualquer k fixo:
{oolom) < pr
; . -%- )
wq; {a"ij;z} < (p}zl(l + 6’)N{'oo,p;q1 ,‘..,qﬂ}(sk})q‘g v J=L....n
3
Wy (yfﬂ} < {P;l {1 ~+ e)N(oo,p;ql,...,qn) (Sk})p

Para as sequéncias duplas temos:

goo(dki) ﬁ 1
X o= L
wq;{a]kz}‘ < {(1 + E}SZ ﬂgsNho,p;ql,‘..,%}(Sk}s)qi » F=1l...n
kol
e¥= s nd
wy by} S €+ D Pr Noomar,.an) (58)7)7 -

k=1
Conseguentemente:

o0 oo o0
S::Z,S'k =ZZa&ia}ﬂ XX G ® Y
k=1 k==l f=1

Eum {co, 2,41, . .., Gn) - Operador nmuclear com:

n oo .ér
Neseganant(S) < TIA+0° X 05 Niso prgy.o) (55)°) 5 X
=1 k=1

o 1
x{(1+¢€)* Z P Nico pgsngn) (S8)°)7
k=1

[
Niopigi.an)(8)° < (1 +€)° ZPESN(m,p;gl,...lqn)(Sk)s-
k=1

Assim:
o
Nicepigrmngn) (8) < 1+ 5)23 Z N(00,2gsersm) (k).
k1
(2) Seja’m S & N'(T,P;@l,---ﬂn}(gla v :Eﬁ,; F) ee>0.
Considere uma (v, 2,41, . ., ¢n) - representacio nuclear de

o
SmZo‘iaﬁx---xag‘@%:
i=1
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tal que

beloywy (ah) -y (@l hwp (1) S (1 4+ ) Nppiar,.. a0 (S)-

Se Ay € L{(Dg, By), k= 1,...,neT € L(F,G). Entdo para B = (A;,..., A,) ¢ A} €
L{E,, D)) temos

oo
ToSoBmZ_Ui ey x - x A, (el ® Ty

=1
Nergigs,.a)(F 0 S © B) S br(e) T wgs €45 tal oy (T)
F=1
< bloiywg(ap) | Al - wg (@) | An 1 T [ wp (3).
Assim:

Nergurogn) (T80 BY < L+ T 1 Al Noggr,oadS) 1 T -

=1

LogoToSoB € Nyggr,. gty Enj F) &

) |
Norgarnan)(To S0 B) S T 1 A | Nirggy,oa)( S I T

Fe=]

(3) E claro que os operadores multilineares da forma:

S(xla s 53"?1.) = ‘101(3:1) o "Pn(a:n)z:

880 {r,p; 41, ..., gn )-nucleares pelo fato de:

o
S=Z°‘i<ﬁu Xoer X ong @ 2
il
comz=cparai=lez=0,%W>2, ondeo;=1parai=leq=0,Vi>2
pii=@rparai=lepy=0,Vi >2eVji=1,...,n
E claro que (03)32, € &, {gu)l; € %(E})‘v’j =1...,ne(z)Z, € L(F)
Portanto, temos

Nepg g Sl - Henlllz]. (3.3)
Também ¢ elaro que | S [[= @1 [i -+~ vn ||| 2 ||. Temes a relagdo:
Ni gy, an)(S) 21 S 1 (34)

isto segue da Observagéo 3.1 e da definigiio de Ny pg,  0.)(5).
E claro que de (3.3) e {8.4) obtemos:

Nerpa,an)(S) =l Il 2 ff - Hoon 2 1] -
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Teorema 3.2. Um operador § € L(Ey, .., Ey; F) € (v, 0101, ..., Gn)~nuclear se e 54 se
existe um diagrama comuialivo:

Eix---x E, g F

t”qix-'-xé’%wmmua»gﬂ gp

Com Ar € L(Ey;by), Y € £(6, F), S0 € £(4y, ..., 4q,:8), So definido da sequinte

ThANEeIra;

fq:lxeqax-nxé%m.———-as" &

So((ers)inar-- -2 (Englies) = (G815 - Enjlimrs

onde (0;)32; € & se 0 <7 <00 € (03)f2; € cp ser = cO.
Neste caso: Nyppg, ) (8) = inf | Y || &0} [T;ay | 4 |, com o infimo tomade pare
todas as pesstveis fatoracdes acima deseritas.

Demonstrag8o. Sp estd bem definido pois € multilinear e continuo i.é

| Sol(E1,1) 200+ » (En)n) 16,2 &) T 1 (er) B lﬁeqi .
k=1

! 111
Onde gr+- -+ or+z+ 521
Seja § un operador (r, 2,41, . .-, 9,) nuclear, entdo

[ o]

S = deam X X Gpk @ Y- (35}

k=1
Com (o332, € &, (a5%)5 € %(EE), Vi=1,...,ne (y)i; € H(F)
Definamos:

AjE; — qu
z; = (alr )i,

E claro que A; ¢ linear e continuo pois

I 4; i< wglae)  VYi=1....n
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Agora definamos ¥ € L£{{,; F'} da seguinte maneira:

Y{{enB) = 3 £5w

F=1

Para (g;)32; € {p, € para p € F” temos

o0
<@ Ye)a) >= Y & <905 >
j=1

Diai & claro que
o0
<o Y{(e)R) > fes ll< oy >
gl
Aplicando a desigualdade de Holder obtemos:

< @, ¥ile)2n) < (O b PP 1< wi gy >1P)7
i=1 Fel

e desta relacio ¢ claro gque

e 3
sup |< o, Y((e5)32y) 1<) (6502 e sup (O 1< wop >F)7
lell<1 ' lell€1 53

i Y ()70 <1 (65352 e, w0 (w3)-

Portanto Y esta bem definido e || ¥ || < wy (3;).
Além disso € clare que:

o .
YeSgoAmZUkalkX--'Xank@Jyfg:S
k=1

Em (3.5) podemos escother uma representacdo de S tal que para € > 0 acontega o seguinte:

tr(onyop () [ ] welam) < 0+ N gy, an)(S)
F=1

Portanto:

™

1Y f T 1 A 1 &(on) < &rlowdwy () [T we o) < 1+ NG pgr,an) ()
Frcl F=1
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Como isto € valido pars todo € > {1, temos que
k13
FY 1 TT 045 1 6(o0) € Nppgy, 0 (S)-
F=1
Desta relagio temos:

k2

inf [ Y JT U A5 1 6e(0%) € Nopgeg, oy (5)- (3.6)

gt

Para mostrar a reciproca, basta mostrar que Sp € um operador (7. p, ¢1, .. .. @n) DUciear.
Para isto basta notar que:

20
Sﬂngiﬂii X xIn; @e;
F=1

onde i {((Ekm)oeey) = €4y, VE=1,...,nejE Nee; = (0,...,0,1,0,...) com 1 na
j-ésima componente e mostrar que:

(i) (Uj);g_ul € £,
() () € 45 (6 Vh=1.2,...,m
(i) (€)%, € £5(6)-

{i} e (ii}) sBo-evidentes. Vejamos a parte (ii):

o0 H
we (i) = sup (3 |< ax, Ty >[%)%
llazfi<i, F=1
a'kefq;c
o . 3.7)
= sup (Y llogs [#)% =1, k=1,..,n
Hapl <1, =1
n‘.,rcefq;;

De (3.7) temos wy (g} =1, Ve =1,...,n.
Portanto:

N pigs .n)(50) Sbr(0) T] g (g (e5)
j=1 (3.8)

N{T,p;qu,---,qﬂ}(sﬂ) <& (o),
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pois wqi(nkj)fm Luple;) < LYE=1,...,n.

Logo Y 0 530 A4 é {r,p,q1,...,¢n) nuclear isto & pela propriedade de ideal. Além disso

ERITION n
Norpigran)Y 0500 A ST Y T Ai || Nrpig,ny (S0

=1

De {3.8) & (3.9) temos:

Neoggn S <N Y I TT ALl 20(05)

i=1
Assim: .
Ner gyt S inf [ Y H | A I} £rloy)

Fmm]
Portanto de (3.10) e (3.6) temos
3
N painnan) ) =inf | ¥ § TT 1 4 || &(oy).
=1

Proposicéo 3.1. Parar, 7 € (0,00, p, B, ¢, & € [1,00] tais quer <F, p< P e

Yi=1,...,n, com

111 1
T AR S
r p q’1 an
T 1t 1
T !
T 7 9"1 Tn
€ 11 It 1t ot 11
e G I
41 Gn T P a1 Gn T

Enigo temos

Nogun,oany(Bls oo Bni FY C Nz g5y ( Bty - <, Bt F),

N(Frﬁ;élv“ﬂéfx}(T} S N(T!p;qll“"q'n)(T)’
para qualguer T de tipo (r,p; 41, - - -, gn) nuclear.

Demonstracdo. Considere

LI
B Bn

& S

(3.9)

(3.10)

g

i

E



COm.

e ““‘_m"—_":“g kil.‘r in
p B B @ Gk
Loge
1 1_(1m1+1 11 _1)
: r p P @ ¢ @ dn’

Portanto ¢ < 7. Para T de tipo {7, p: 41, ..., ¢n) nuclear e ¢ > § escolhemos uma represen-
tacdo de T na forma:

T=3 gj01) X X Gn; ®Yj,
tailsqueo; 20, V7 €Ne

tr(oy) [] wo (ar)wp (5) < (L4 N pigy,...n)(T)-
=1

Também T pode ter representaciio na forma:

o0 - - R
T = Zgg";)(o_j&i al,j) Woeee X (G.fn a’n.,j) ® (0’{\3}@),
=1

temos ent&o:
i s 1
tlof) = (O |os|57)F
=1

> 1
< Qe
i=1
= £ (e;)¢
5 s ny o
wq“»j(ﬂfiﬁj aj:) Swglaga)Y  loe |77 517 %
=1

Como r < ﬁ'; j.(gﬁ_)’, temos para todo F = 1,...,n
J

- b ke
wy (07 3) < wylez)(Q oi )%

i=}

= uwg (aji)lr(03)®

~

% _
'wq'fj{ﬂ}: Tagi) < wq;(aj’i}f,.(o-i)g; ¥i=1,...,n.

44



Finalmente temos .

x oo B (B
wy (o) Cup @) o 5757
dwl

Como r ";T?;’ {%-j)', temos:

wy (07 yi) < wy(ga)e(o0) 5
Portanto temos
n ™
Nt i) (T) < &(00)3 [ ] w0 {050)80(00) % iy (i) (0) %
j=1
Asshor:

N D) S brlon) [ wg (as0)wy (50)
=1

1A

{1+ €)Nppa,..a)(T)

e como ¢ > () € arbitrario,

Nizp 1,30 T) € Nippgy o) (T)-
.

Observagao 3.2. Segue-se da defini¢io que L4(F;,...,Ey,; F) é denso en:
Nerpigsogn) (E1s - - s Eni F), uma vez que todo T' € L4(Ey, ..., En; F) tem uma represen-
tacdo da forma:

m
T:Zo*j@ux---an,jfgbj (3.11)

=i
como; €K o€ B k=1,... . n, b €F,j=1,...,m E natural perguntar quando é
possivel ter:

Norpgronan) (L) = Ny rpiar.90) (T)-
Onde -
N e = 55 | @7t e T] 1 (@)t Vg | 89 Fet T
k=1

com o infimo tomado para todas as representagdes possiveis de 7' como em (3.12).
B claro que:

Neparena) T S Nerpan,an) ()
pois LHE1, ..., En; F) € Mgy, o) (Blss -+, En; F).

,,,,,
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Proposicio 3.2, Se Fh, ..., E, tém dimensdo finita e T € L{E1, ..., Ey; F) entéo:

Nirpgrented (1) = Niripgr ) (L)
Lemonstragdo. Como dimF; < oo, parai=1,...,n, temos
ﬁ(E}_, .. -sEn;F} = ﬁf{Eh’ B -7En;F}7
e este espago € completo para as normas, Nyepg, gy € Ne(rpg,..q,) Além disso é um
F - espago.

Logo pelo teorema da aplicagio aberta, estas normas sio equivalentes vide [8]. Logo existe
¢ > 0 tal que

Nt e pigr i) (1) S N g (T

para qualquer 7" de tipe finito. Para e > ( escolhemos uma representagio T = E;’?;I T314%
s X @n g @ yy tal quer

2
& (oi)wy () [ [ we (050} < (1 4+ N gy, ga)(T)

=1
como existe m € N tal que:
CN{r,p;ql,...,qn}(Z Ti@P1i X X P & yj) < 5N{r,p;q;,...,qﬂ}(T)
Fomm

Portanto temos

m
N frpigan) (D 0591 X - X Prj @ Y)°

(Nitrpar,e)(T)° S
F=1
+ N fs{""spi'h,-o-y{i'n)(z OiP1G X X o Q)
i>m
< A+ Nopgya) (T + ENppigy00) (T
Fazendo € — 0 o teorema segue. 0

Qs proximos resultados s80 adaptagbes da proposicdo 2.9 e teorema 2.10 de Mario C.
Matos, vide {5], e suas demostragSes podem ser facilmente adaptadas desses resultados.

Proposicio 3.3. Se T € Nypg, . a)(B1y..., En;F) € Sp € F(Dg, Ex), k= 1,...,n,
entdo:

Nf,(?‘,p;ql,...,qn)(T o {51, ) N(r,p;ql,...,qn}(T) H I
Ez=]

Teorema 3.3. 5i E,..., E, ftem a propriedade de aprorimacdo Hmitada, entdo:

N rmarean) (L) = N gy - (@),
para qualquer T € Ly(En, ..., En; F).
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3.1 Ideais Multilineares Maximais

Definicdo 3.2, Sejam A e B ideals de operadores linear v multilinear respectivamente.
Um operador multilinear & € L(EA, ..., En; F) pertence a A 0B se T® € B(Ea, ..., En; F)
para todo T’ € A(F, Fy), onde Fy € um espago arbitrdrio de Banach.

Teorema 3.4. A ' o B € um ideal de operadores multilineares.
Demonstraco. E imediato. ]

Definicdo 3.3. Sejam A, Bj, ideais de operadores multilinear y linear respectivamente.
Um operador & € L(E,, ..., E,; F) pertence a Ao B~ se ®o T € A(Xy,..., Xn; F) para
todo T = (T1,...,Tn), onde T3 € Bi(X;, B}, i = 1,...,n, e B~ == (87}, ..., BZY).

Teorema 3.5. Ao B! = Ao (BT 1. BoY) é um ideal de operadores multilineares.
Demonstracio. E imediato. O

Definicdo 3.4. Sejam [A4, A] e [B, B] ideais de operadores linear e multilinear quasi-
normados respectivamente. Para qualquer ® € L£{E, ..., En; F) com @ € A~} o B defini-
mos:

Ao B(®) := sup{B(T®) : T ¢ A(F, Fp), A(T) < 1}.

Aqui Fy € qualquer espago de Banach.
Observagao 3.3. [A™} o B, A~} o B] ser4 escrito como [A4, A]™ o [B, B].
Teorema 3.6. [A" o B, A~ 0 B] é um ideal de operadores multilineares quasi-normado.

Demonstragio. E de modo semelhante a 7.2.2 do livro Operators Ideals de Albrecht Pi-
etsch. o

Definigao 3.5. Sejam [A4, A] e [B;, B;] ideais de operadores multilineares e linear quasj—
normados respectivamente. Para qualquer & € L{F,...,En; F) com & € Ao B~ onde
Bt = (B, ..., ByY), definimos:

Ao B H®):= sup {A(@oT)=A(®c(T,...,Tn)): T} € Bi( X, Es),
Bi(Ti} < L,i=1,..,n}

Aqui X; é qualquer espago de Banach, i = 1,...,n.
Observagio 3.4. [Ao B~!, Ao B7}] frequentemente sers escrito como:
[A, Al o ([B1, Bi]™, ..., [Bn, Ba] 1)

Teorema 3.7. [Ao B~1 Ao B~] é um ideal de operadores multilineares quasi-normado.
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Demonstragcdo. E uma adaptacgo de 7.2.2 do Ivro Operators Ideals de Albreteh Pietsch,
4 NOSSC CaS0. O

Definicio 3.6. Seja A wmn ideal de operadores multilineares. Um operador ® € L{Ey, ..., E,; F)
pertence a AT = /.I;Pl o do (ﬁc‘;;, ...,E;‘pl) se VOT ¢ A(Xy,..,Xn; Fo) para todo
T=(Ty,...Tn)donde T} € Lo(X;, B}, i=1,...,ne V € Lop(F, Fy).

Teorema 3.8. A™* ¢ um ideal de operadores multilineares.

Demonstracdo. E imediato. 0

Definicao 3.7. Um ideal de operadores multilineares .4 é maximal se 4 = AT,

Definicio 3.8. Seja [A, A] um ideal de operadores multilinear es quasi-normado. Entdo:
AP, 455 2= [Lop, | - 170 0 (A, Al o (Lap, | 117 s [ap 1 - 1179

¢ chamado o envolucro mazimal de [ A, A].

Teorema 3.9. [A"5, A™2X] ¢ um ideal de operadores multilineares gquasi-normado.

Demonstracdo. E consequéncia dos teoremas 3.6 e 3.7 ]

Definicac 3.9. Um ideal de operadores multilineares é chamado maximal se [4, 4] =
[A, A}m&}(

Teorema 3.10. Seja [A, Al um ideal 5 — normado. Entiéo ® € L(Ex, ..., En; F) pertence
a A ge e 50 se existe ume constante o > ( tal que:

ABer) <oB| [] 171,

]

pare todo T = (T4, ....T,) donde T; € F(X;, E;) e B e F(F, Fp). Aqui X;, Fy siGo espagos
arbitrarios de Banach.
Neste caso:

A7) = info.

Demonstragio. Se ® € A™=(E,...Ey; F), entio A™**(&) = sup A(B®T), onde o supre-
mo é tomado sobre todos o8 T = (17, ..Tn) com T; € Lop(Xi, Ei) e B € Lop{F, Fp) tal que
I <1,i=1,2..,ne|B] <1

A(B@T) < Aﬂm(é) H?:l “ﬂmiB“a bara todo :{; € .F(Xi,Ei), i = 1727-“:'”' e B ¢
F{F, Fy).

Reciprocamente, seja ® € L{E4,..., En; F) satisfazendo a condigdo de acima. Se T =
(T, ey Tn) com T; € Lop(Xi,Es) i = 1,..,n e B € Lyp{F, Fp), entdo existem TF¥ €
F{X;, E;) e By € F(F, Fp) tal que 7; = limy T,'ik, T = limk_,m(le, ...,T,If) = {11, ey T )
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e B = limy 00 B
Segue-se de:

ABe®(TF, ..., TF) — Bp®(IT, ..., T™)° = A((Bp— B)®(Tf,...TH +
+Bn®(TF — 17, o T = T))°
A({(By — Bp)®(TE, .., TEN +
+A(~Bm¢(T:{E - Tlma "':T:f - I;;n))s

FA

o*| By — Bl TT ITH) +
g=1

+0°l| B |* T 7 — 7|10

juml

A

que Bp®(TF, ..., TF) & uma A-sequencia de Cauchy.
Como B®T = Hm By®(T¥F,...,TF) é o unico possivel Limite, temos que
BT € A(Xq, ..., Xn; Fg). Além disso

A(BST) < o|BI [ [ ITl-

i=1

Portanto ® € A™(E,, ..., E,; F) e A (®) < 0. £

3.2 Aplicagoes Multilineares p-Compactas

Definicio 3.10. Seja 1 < p < oo. Um operador & ¢ L(E, ..., E,; F) é chamado p-
compacto relativo a (gy, ..., ¢n) se pertence ao ideal normado:

[N(co,nqz,u-,qn)(El ooy B3 F), N (co,p;m,---,qn)}f

onde:
1+1+ +1—1
Y 4 T a4

Conjetura 3.1. Um operador ® € L{En, ..., E,; F) € p-compacto relative ¢ {gy,....qr) €
e 56 se existe un diegrama comutativo:

Eyx...x B, 2 F
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tal que ¥ € L{EL, ..., En;{p) e A € L{£,; F) sé@o compactos.
Neste caso:
Nioopgs,....g=)(B) 1= Inf [ AT}

onde o infimo € totnado sobre todas as fatoracdes possiveis.

Definicho 3.11. Seja 1 < p € co. Um operador ® € L{Ey,..., By, F) é chamado p-
fatoravel relativo a (g1, ..., @, ) se pertenece ao ideal normado:

[Ep«—frzt) ;S’p} == [ﬁaps Ei'H]—lozj\[{ca,p;ql,...,qn)(EIr reey En; F}? N(co,p;qz ..... Gn )]0([1:&;0: ”‘ﬁ}ﬂln (23] {f'ap, E?!i]ml)

tal que:

L S
Y oaq T4

Conjetura 3.2. Sejel <p<oo. $ € L(X;,...,.Xn;Y) € p-fatordvel se e 56 se existe um
diagrama cormutativo ol que Ky o ® = A0 ¥, fe.

XXX Xn £ ¥ By b i

T A

‘ Lp(u)
Além disso 3,(®) = inf || A]|||¥]|, onde o infino € tomado sobre todas as fotoragbes possiveis.

No caso p = oo temos o seguinte

Conjetura 3.3. Um operador ® € L£{X1,...,Xn;Y) € co—fatordvel se ¢ 56 se umea das
seguintes afirmacdes é verdadeira.

(1) Eriste um espa¢o K de Hausdorff compacto e operadores ¥ € £(X1,..., X1 C(K))
A€ L(C(K),Y™) tal que

Xy X en % Xy — v< p

- C(K)

Nesto caso
Yoo {®) = inf [AJ[ T

onde o infimo € tomado sobre todas as fatoragdes possiveis.
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{2} Existe um espago de medide (2, ), operadores © € L{X;, ... X Lo(Q,u)) e A €
L{Loo {88, 1), Y™} tal que

X}X-“X.Xn 2 Y!' yEr

Lo, 1)

Neste caso
Yoo{®) = inf A} T

onde o infimo é tomado sobre todas as fatoracdes possiveis.

Se provamos as conjeturas (3.1), (3.2) e (3.3) terfamos que %, definido em (3.11) seria
ignal al 4, definido en (2.2).
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