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Abstract 

In this work, we give one generalization of the concept and the linear teoria of aplications 
p - fatoráveis for the multilinear case. We supply two defiuitions; based in definition 2.2 
we arrive to get some results. Following the ideas of the Pietsch, and based in definition 
3.9 it foresaw generalization of some definitions and theorems of the linear ideais for the 
multilinear case we try to prove the equivalence of the two definitions. 
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Resumo 

Neste trabalho, damos uma generalização do conceito e da teoría das aplicações lineares 
p-fatoráveis para o caso multilinear. 

Fornecemos duas definições; baseadas na definição 2.2 chegamos a obter alguns resul
tados. Seguindo a ideas do Pietsch, e baseada na definição 3. 9 previa generalização de 
algumas definições e teoremas dos ideais lineares para o caso multilinear tentamos provar 
a equivalência das duas definições. 
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Introdução 

O principal objetivo deste trabalho é a generalização do conceito e da teoria das aplicações 
lineares contínuas p-fatoráveis para o caso das aplicações multilineares contínuas entre es
paços de Banach. 

Nesse sentido temos uma generalização de tais aplicações, o qual gera o espaço das 
chamadas aplicações multilineares contínuas p-fatoráveís, 1 :o; p :o; co, cuja notação é 

No caso linear a definição de operador linear contínuo p-fatorável dada por [2] vide 
definição 1.3, trabalha a partir desta definição e demonstra que esta classe de operadores 
forma um ideal de operadores de Banach, e centraliza seu trabalho no caso que p = 2. 
Logo usando o criterio do Biadjunto (vide 6.8 de [2]) junto com a teoria dos ultrafiltros 
e dos ultraprodutos mostra que o ideal dos operadores lineares e contínuos p-fatoráveis é 
um ideal maximaL 

A definição dada en [3] (vide definição 1.15) é através dos ideais de operadores lineares 
e contínuos (r, p, q)-nucleares, nesta definição já dita classe de operadores p-fatoráveis é 
um ideal maximaL 

Através desta teoria dada em [3] se demonstra usando uma serie de resultados { (8.7.4), 
(8.8.4), (19.2.4), (19.3.4), (19.2.5), (19.3.5), (19.3.6) vide [3]} que as duas definições são 
equivalentes. 

O presente trabalho foi fazer a mesma abordagem. No capítulo 1 introduzimos alguns 
resultados conhecidos que são importantes para o desenvolvimento dos capítulos que segue. 

No capítulo 2 da teoria dada em [2] sobre operadores lineares e contínuos p-fatoráveis 
chegamos a generalizar alguns conceitos e teoremas. 

No capítulo 3 baseado no artigo de Mario C. Matos, vide [5], obtivemos alguns resulta
dos que são muito importantes para nossos propósitos. Além disso neste capítulo seguindo 
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o esquema feito por Pietsch chegamos a generalizar alguns conceitos e teoremas. 

Infelizmente não chegamos a demonstrar que a Definição 2.2 e Definição 3.9 são equi
valentes, já que (3.1), (3.2) e (3.3) são conjecturas e que minhas pesquisas até o momento 
não conseguiran demonstrações completas de tais conjecturas, pretendo insistir no assunto 
e espero obter tais resultados no futuro. 

Para finalizar, gostaríamos de ressaltar que as referencias básicas para este trabalho 
são Matos [5], Pietsch [3], Joe Diestel, Hans Jarchow, Andrew Tonge [2]. 
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Capítulo 1 

Preliminares Gerais 

1.1 Aplicações Lineares p- Fatoráveis 

Teorema 1.1 (Desigualdade de Grothendieck: ). Existe uma constante universal Ko 
tal que, dado quaisquer espaço de Hilbert H, quaisquer n E N, quaisquer matriz escalar 
(a-ij)nxn e quaisquer vetores x1, ... , Xn, Yl, ... , Yn em Bs, temos 

L: ai,j(x,jy,) :o; Ko ma:x { L flijSjti : js,l :o; l, I til :o; l} 
?.,) 'L,J 

Demonstração. Vide Ll4 de [2]. O 

Definição 1.1. Seja l :<:; p :<:; 2. Um espaço E tem tipo p se existe mna constante O 2: O 
tal que para quaisquer xr, ... , Xn de E, tivermos: 

Definição 1.2. Seja 1 :<:; p::; 2. Um espaço E tem cotipo q, se existe c 2: O tal que para 
quaisquer que sejan x1, ... ,xn de E tivermos: 

( 
n )1/q ( 'li n 112 )'/

2 

t; llxillª :S c la t; r,(t)xi dt , 

para o caso p = oo, no lado esquerdo colocar maxl<k<n llxkll· 
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Observação 1.1. Nas definições (1.1) e (1.2) rk são as f1mções de Rademacher o qual é 
definido por 

rk(t) = sign(sen2k11:t), 

onde t E [0, 1] e k é um número naturaL 
Para maior conhecimento vide [2]. 

Recordemos o conceito de operador linear p-fatorável. (Veja [2], página 154). 

Definição 1.3. Seja 1 :O: p :O: oo. Um operador T E C( X; Y) é chamado p-fatorável se 
existe um espaço de medida (Q, :E, u) e operadores: 

a E C.(Lp(u); Y**), b E C.( X; Lp(u)) 

tal que K yT = a o b. Aqui K y indica o isomorfismo isométrico natural de Y em Y**. 
O conjunto de todos os operadores p-fatoráveis de X a Y será denotado por C.p-fat(X; Y), 
que é um espaço de Banach com a norma dada por: 

{p(T) := inf llallllbll, 

o ínfimo sendo tomado sobre todas as fatorações da forma acima indicada. 

1.2 Ideais de Operadores Lineares sobre 
Espaços de Banach 

Recordemos que C denota a classe de todos os operadores entre espaços de Banach. 

Definição 1.4. Um ideal A de operadores lineares é uma subclasse de .C tais que as 
componentes 

A(E,F) :=An.C(E,F) 

tem a seguintes propriedades: 

(I1 ) A aplicação identidade Jx E A, donde iK denota os espaços de Banach de dimensão 
um. 

(lz) Se S,, Sz E A( E, F) então Sr + Sz E A( E, F) 

(h) SeTE C.(Eo, E), SE A( E, F) e R E C.( F, Fo), então RST E C.(E0 , Fo) 

Definição 1.5. Sejan A e E ideais de operadores lineares. Um operador S E C.(E, F) 
pertence ao quociente esquerdo A-1 o E se YS E B(E,Fo) para todo Y E A(F,Fo), donde 
Fo é qualquer espaço de Banach. De manera analoga se define o quociente direito AoB-1 . 

Observação 1.2. Os símbolos A -I e s-1 não dan a entender nada. 
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Definição 1.6. Seja A um ideal de operadores lineares. Um operador S E C( E, F) 
pertence ao envolucro maximal A= se BSX E A(Eo, Fo) para todo X E .C.ap(Eo, E) e 
B E Cap(F,Fo). Em outros termos 

Amax r-l A r-l := .t...-ap o o .t..-ap 

Teorema 1.2. Amax é um ideal de operadores lineares. 

Demonstração. E trivial. 

1.3 Ideais de Operadores Lineares Quasi-Normados 

Definição 1.7. Seja A um ideal de operadores lineares. Uma aplicação 

A: A->J<.+ 

é chamado uma quasi-norma se: 

(I) A(IK) = 1, donde lK denota os espaços de Banach de dimensão um. 

(II) Existe uma constante k 2:: 1 tais que 

A(S, +Sz) :0: k[A(SI) +A(Sz)], V S,Sz E A(E,F) 

(III) SeTE C(Eo, E), SE A( E, F) e R E .C.( F, Fo), então 

A(RST)::; IIRIIA(S)IITII· 

D 

Um ideal de operadores lineares quasi-normado [A, A] é um ideal de operadores lineares 
com uma quasi-norma A tal que todos os espaços lineares A( E, F) topologicos de Hausdorff 
são completos. 

Proposição 1.1. Seja [A, A] um ideal de operadores lineraes quasi-normado. Então 
li SII :S:: A(S) para todo S E A. 

Demonstração. Vide 6.1.4 de [3]. D 

1.4 Ideais de Operadores Lineares p-Normados 

Definição 1.8. Uma quasi-norma A sobre um ideal de operadores lineares A é dita uma 
p--norma (O :S:: p < 1) se 

A(S1 + S 2 )P :0: A(SI)P + A(S2 )P 

paraS, Sz E A( E, F). Se p = 1, então A é chamado uma norma. 
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Observação 1.3. (i) A constante k := 2~-l pode ser usado para satisfazer a condição 
(II). 
(i i) qualquer p-norma A é contínua em sua própria topologia. 

Teorema 1.3. Seja [A, A] um ideal de operadores lineares quasi-normado. Então existe 
uma p-norma equivalente denotada por Ap. 

Demonstração. Vide 6.2.5 de [3]. o 
Definição 1.9. Sejam [A, A] e [B, B] ideais de operadores lineares quasi-normados. Para 
qualquer operador SE .C( E, F) com SE A-1 o B definimos 

A-1 oB(S) := sup{B(Y(S)) :Y EA(F,Fo),A(Y):::; 1} 

Aqui Fo é qualquer espaço de Banach. Analogamente sobre o quociente direito A oB-1 se 
define a expressão A o B-1(8). 

Teorema 1.4. [A-1 o B, A-1 o B] e [A o s-1 , A o B-1] são ideais de operadores lineares 
quasi-normados. 

Demonstração. Vide 7.2.2 de [3]. 

Definição 1.10. Seja [A, A]um ideal de operadores lineares quasi-normado. Então 

[A=, Amax] := [.Cap• li · W1 O [A, A] O [.Cap, 11 ·IIJ-l 

é chamado o envolucro maximal de [A, A]. 

Teorema 1.5. [Amax, A=] é um ideal de operadores lineares quasi-normado. 

Demonstração. É uma consequência do Teorema 1.4. 

1.5 Operadores Lineares (r,p, q)-Nucleares 

Recordemos o conceito de operador linear (r,p,q)-nuclear. (Veja [3], 18.1). 

o 

o 

Definição 1.11. Sejam O < p < oo e E um espaço de Banaclr. Uma sequência (x;)iEN• 
Xi E E, será dita absolutamente p somável se z:::::;,, l!xiiiP < oo. Neste caso notaremos 
ll(xi)IIP = (2::::;,1 llxiiiP)11P e definiremos ainda 

00 

fp(E) := {(xi)iEN,Xi E E; L llx;!IP < oo}. 
í=l 

É facil ver que fp, C Pp, e 11 · llp2 :::; li · llp1 se O < Pr :::; P2 :::; oo. 
Para p = oo faremos 

e llxilioo = sup l[xili · 
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Definição 1.12. Sejam O < p::; oo e E um espaço de Banach. Uma sequência (xi);EN• 
x; E E, será dita fracamente p-somável se (l(<p,x;)I);EN E fp(E) para todo <p E E'. Neste 
caso denotaremos 

Wp(x;) = ll(x;)llw,p := sup ll(l(<p,x;)I)IIP 
r.pEBE' 

cuja existência pode ser verificada através do Teorema do Gráfico Fechado ou princípio da 
limitação uniforme. 
Definiremos ainda 

t;(E) = Wp(E) := {(x;);EN,Xi E E e (l(<p,x;)I);EN E fp(E), 'l<p E E'}. 

Tal como no caso anterior é simples verificar que Wp, (E) C W,(E) e 11 ·llw,p2 ::; li · llw,p, 
se O < Pl ::; P2 ::; oo. 

Definição 1.13. Seja O< r::; co, 1::; p, q::; co e 1+~ :2: ~+~. Um operador SE L( E; F) 
é chamado (r, p, q)-nuclear se: 

00 

s = L 0';12; 0 Yi· 
i=l 

Com (O';) E fr, (a;) E Wot(E') e (y;) E Wp'(F). No caso r= oo, (O';) E CQ. 

Colocando 
N(r,p,q)(S) = inf lr(u;)Wq•(a;)Wp'(y;), 

onde o ínfimo é tomado sobre todas representações descritas acima. 

Observação 1.4. O espaço vetorial de todos os operadores (r,p,q)-nucleares de E em F 
é denotado por N(r,p,q)(E;F). Vide [3] para o ideal linear N(r,p,q) de operadores (r,p,q)
nucleares. Pietsch demonstra o seguinte teorema. 

Teorema 1.6. Seja ~ := ~ + t + ;), . Então [.N(r,p,q)• N(r,p,q)] é un ideal de operadores 
s-normado. 

1.6 Aplicações Lineares p - Compactas 

Recordemos a noção de operador linear p-compacto (Vide [3],18.3). 

Definição 1.14. Seja l ::; p::; oo. Um operador SE L(E, F) é chamado p-compacto se 
pertence ao ideal linear normado f!V(oo,p,p')• N(oo,p,p')l· 

Vale o seguinte teorema. Vide [3]. 

Teorema 1.7. Um operador SE L(E;F) é p-compacto se e só se existe um diagrama 
comutativo: 
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tal que A E C(E;fp), Y E C(fp;F) são compactos. Neste caso N(oo,p,p')(S) = inf\IYIIIIA\1, 
onde o ínfimo é tomado sobre todas as fatorações possíveis. 

Definição 1.15. Seja 1 :S: p :S: co. Um operador SE C( E, F) é chamado p-fatorável se 
pertence ao ideal linear normado 

É muito importante perceber que as nonnas Lp e '/p ainda não são iguais. 

Teorema 1.8. Seja 1 :S: p :õ: ao. Um operador SE L:.( E, F) é p-fatorável se e só se existe 
um diagrama comutativo 

KpS 
E ---=""'---.-F** 

~/ 
Lp(fl,Jl.) 

tal que A E L:.(E,Lp(íl,J1.)) e Y E L:.(Lp(fl,Jl.),F**). Aqui (íl,J1.) é um espaço de medida 
escolhido. 
Neste caso 

Lp(S) = inf IIYIIIIAII 
onde o ínfimo é tomado sobre todas as fatorações descritas acima. 
É claro agora que as normas '/p e Lp são iguais. 

Demonstração. Vide 19.3.7 de [3]. 

1. 7 Aplicações Multilineares de Tipo 
Nuclear (s;r1, ... ,rn) 

Lembremos alguns resultados de Matos [5]. 
Sejam s E]O, oo], rk E [1, +oo], k = 1, ... , n tais que: 

1 1 1 
1 :'Õ- + '+ ... + -,. 

s r1 rn 

D 

Definição 1.16. Uma aplicação TE C(E1 , ... , En; F) é dita de tipo nuclear (s; r1, ... , rn) 
se existem (Àj)~. 1 E i's(E co se s = +oo), (Yi)';; 1 E foo(F), e ('Pkj)j;1 E fr' (e;_), 

k 
k = l, ... ,n tais que: 

00 

T(XJ, ... ,xn) = l:Àj'PI,j(XI)""·'Pn,j(Xn)Yj· 
j=l 

6 
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O espaço vetorial de tais aplicações é denotado por .C~;r,, ... ,r,)(E, ... ,En;F). Tal 
espaço é um espaço vetorial topologico completo metrizável com a tn-norma. 

n 

\\T\\N,(s;rt,. ,r,) =" inf li (Àj J~1lls 11 (Yj )~,11 00 II li ('Pk,j)~lllw,r~ · 
k=l 

O ínfimo é tomado sobre todas as possíveis representações de T descritas em (1.1) e 
tn E]O, 1] é dado por: 

l 1 1 1 
- = - + I + ... + --,. 
tn S T1 Tn 

Se TJ = · · · = Tn =r, (s;r~, ... , rn) será denotado por (s;r). Se tn = 1, s pode ser escrito 
em termos dos rks e dizemos que T é de tipo nuclear (r,, ... , rn)- Neste caso (s; r,, ... , Tn) se 
escreve como (r1, ... , rn) (ou r) se r1 = · · · = rn =r) nas notações no caso r= 1, omitimos 
a letra r. 

Proposição 1.2. [5] SeTE .C~;r, ... ,r,)(E,, ... ,En;F), Ak pertence a .C(Dk;Ek), k = 
1, ... , n e se S E C( F; G) então 

S o To (At, ... ,An), 

é do tipo nudear (s;r,, ... ,rn) e 

n 

\\S 0 To (A,,··· ,An)\\N,(s;n, ... ,r,) :<,; \\S\I\\T\\N,(s;r1 , ... ,r,) II \\Ak\\. 
k=l 

Observação 1.5. Seja (O'j)~ 1 em €8 paras E (O,oo) e em co paras= +oo. 
Consideremos a aplicação "diagonal" 

definida por 

D(u;)j;,, ((cJ,j)~l> .... , (En,j)~Jl = (O'jéJ,j---én,j)~l

Notemos que esta aplicação pode ser representada por 

co 

D(u;)j;,, =L O'j(1l'j X .. • X 1l'j)ej 

j=l 

onde 1l'j((ck,m)~=l) = ék,j, para k = 1, ... , n e j E N e ej = (0, ... , O, 1, O, ... ) com 1 na 
j-ésima componente. Esta aplicação diagonal é muito útil na prova do seguinte teorema. 
Assim mesmo este operador diagonal será usado no capítulo 3. 

Teorema 1.9. [5] Para T E C( E, ... , En; F) as seguintes condições são equivalentes: 
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(i) Tédetiponuclear(s;rJ,---,rn)-

Neste caso: 
n 

iiTIIN,(s;r,,r.) = inf IIYII II IIAkllll(oj)~,~~s • 
k=1 

onde o ínfimo é tomado sobre todos as fatorações possíveis como as descritas en (L1). 

Tearéma 1.10. [5] Sejam s, t E (0, oo], rk,Pk E [1, +oo] tais que s :::; t, rk :::; Pk, k = 
1, ... ,n. 

e 

1 1 1 1<-+-+- .. +-
-t p~ p~ 

1 1 1 l 1 1 
-+ .. ·+---<-+···+---
rl Tn S - Pl Pn t 

"' t- - ~(s;rl.--.,r.)(E E -F) c ~(t;p, ... ,J>n)(E E -F) nn ao . .LN b···, n: .LN 1, ... , n 1 , com 

Para qua1quer T de tipo nuclear (s; r, ___ , rn)-

Corolário 1.1. [5] 

1. Se rk :::; Pk, k = 1, ___ , n qualquer T de tipo nuclear (r,, ___ , rn) é nuclear de tipo 
(PJ, .. -,pn) e: 

2. Se s:::; t, qualquer T de tipo nuclear (s; r,._., rn) é de tipo nuclear (t; r,, ___ , rn) e: 

3. Se rk ;;>: Pk. k = 1,---, n. qualquer T de tipo nuclear (s; r1.---, rn) é de tipo nuclear 
(s;p,- .. ,pn) e: 

Observação 1.6. A) Se 'Pk está no dual topologico E~ de Ek, k = 1, ... , n e b E F, deno
taremos por 'Pl x ···X 'Pnb os elementos de .C(E,, ... , En; F), definidos por 'Pl (xl)---'Pn(Xn)b 
no ponto (x,, ... , xn)- Estas aplicações geram o subespaço vetorial das aplicações n-Jineares 
de tipo finito .Ct(El, ... , En; F). 
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B) Segue-se da definição que Ct(Eb ... , En; F) é denso em C~;r,, ... ,r")(E,, ... , En; F). Desde 
que qualquer TE Ct(E, ... , En; F) tem uma representação finita da forma 

m 

T =L rfj'Pl,j X··· X 'Pn,jbj (•) 
j=1 

com aj E JK, i.pk,j E EL k = 1, ... 1 n, bj E F, j = 1, ... , m, é natural perguntar quando é 
possível ter 

onde 
n 

IITjj = inf 'j(rJ'·)m 'I IJ 11( -)'!' 1' '!(b·)m 11 t Nj,(s;rl,---,rn) I J J=ll 'Pk,; ]=1 ilw,r"k h J J=l oo 
k=l 

com o ínfimo tomado para todas as representações de T como as descritas em (*). 
É claro que sempre acontece 

É natural perguntar em que casos temos a igualdade destas normas. 

Teorema 1.11. [5] Se E,, ... , En são de dimensão finita e TE C(E1, ... , En; F), então 

IITIIN,(s;r1, ... ,rn) = IITIIN,,(s;r,, ... ,rn) 

Proposição 1.3. [5] SeTE C~;r,, .. .,rn)(E, ... ,En;F) e Sk E CJ(Dk;Ek), k = l, ... ,n, 
então 

n 

jjT 0 (Sl. ... , Sn)ÍÍN,,(s;Tl, ... ,rn) :S IITIIN,(s;r,, ... ,rn) II jjSkll 
k=l 

Teorema 1.12. [5]Se E1, ... , En tem a propriedade de aproximação limitada então 

para qualquer TE Cj(E, ... , En; F). 
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Capítulo 2 

Operadores M ultilineares p - Fatoráveis 

2.1 Ideais Multilineares 

Definição 2.1. Um ideal de operadores multilineares A é uma subclasse da classe C de 
todos os operadores multilineares contínuos entre espaços de Banach tal que para todos 
os espaços de Banach X1, ... , Xn, e Y, suas componentes: 

A(Xr, ... , Xn; Y) := C(X1, ... , Xn; Y) nA. 

Satisfazen: 

l. A(X1, ... , Xn; Y) é um subespaço linear de C(X1, ... , Xn; Y) que contem os opera
dores multilineares de posto finito. 

2. A propriedade de Ideol: Se Er, ... , En, Z são espaços de Banach e <I> E A(X1, ... ,Xn; Y), 
v E C(Y,Z), u E C(E1x · · · xEn,Xlx · · · xXn) com u = (ur, ... ,un), Ui E C(Ei,Xi), 
i= 1, ... , n. Então v<I>u E A(E1, ... , En; Z). 

Se além disso, existe uma função A : A ~ [0, oo[ tal que: 

1. AIA(X, ... ,X.;Y) é uma quase norma para todos os espaços de Banach X r, ... Xn, Y. 

2. A(IKx-.. xK) = 1, sendo: 

OCx ··· xOC ~ OC 

(À r, ... , Àn) ,...__.., À1À2 · · · Àn 

3. Se <I> E A(X1, ... ,Xn;Y),v E C(Y,Z),u E C(E1x · .. xEn,Xlx ... xXn) 
com u = (ur, ... , Un), u; E C(E,,X,), i= 1, ... , n tem-se 

n 

A(v<I>u) :SII v 11 A( <I>) ITii Ui 11 · 
i= I 
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Então [A, Aj é um ideal de operadores multilineares quase normado. Se todas as com
ponentes A( X,, ... , Xn; Y) são completos em relação a A, então [A, A] é chamado ideal 
de operadores multílineares quasi Banach. 
Se A é uma norma (respectivamente p-norma, (p E]O, 1[) sobre cada componente A(Xr, ... , Xn; Y), 
então [A, A] é chamado ideal de operadores multilineares normados (respectivamente p

normado ). 
No caso que as componentes são completas, falamos de ideal de operadores multilineares 
de Banach e p-Banach. 

Proposição 2.1. As seguintes afirmações ocorrem para cada ideal de operadores multili
neares quase normado [A, A]: 

1. 11 <I> II:S A( <I>) para todo <I> E A 

2. A((xi X··· X x~)0y) = [jxj[[· · ·[jx~[j para todo xj E X{, i= 1, ... ,n e y E Y. 

Demonstração_ 

L Fixadosxi E X,, i= l, ... ,ney* E Y*, temosy*o<I>o(IKS2x, ... ,IKS2xn) E .C(JKn;iK) 
e 

2. 

A(y* o <I> o (IKS2xr, ... JKS2xn)) :S [jy*[[A(<I>JIIIKS2xrii···IIIKS2xn[l 
:S [[y*j[A(<I>)j[xii! ... [[xn[[. 

Além disso 

Portanto 

[(y*, <I>(XJ, ... , Xn))[ 

Dai segue 

y* ( <I>(.ÀJXJ, ... , ÀnXn)) 

= (y*, <I>(x1, ... , Xn))ÀJ ... Àn 

(y*, <I>(x1, ... , Xn) )(J;~x ... xJK)(.Àb ... , Àn) 

A( {y*, <I>(x1, ... , Xn)) (IJKx ... xJK)) 

A(y* o <I> o (IKS2x1, .... , Ir@xn)) 

:S j[y*j[A(<I>)[[x,j[ ... [[xn[[ 

!I <I> li:S A( <I>). 

11 xj li·· ·li x~ 1111 Y 11 I! (xi x ... x x~)0y 11 

< A((xi X ... X x~)0y) 

A((idJK0Y) o fJKx···XIK o (xj, ... ,x~)) 

:S 11 idllt.22y 11 A(IIKx···xJK) 11 (xi, ... ,x~) 11 

< !I Y !I!! xj 11 ···li x~ 11 
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o 

Lema 2.1. Seja A uma subclasse de C, a funcão A : A c-;. [0, oo[ e O < p :<:: l. Então 
(A, A) é um ideal de operadores multilineares p - Banach se ( e só se): 

1. lKx---xJK E A e A(IKx---xK) = L 

2. Se v!!>u está definido com <1\ E A, v linear contínuo, u = (u1, ... ,u,), u, linear 
contínuo, então v<T>u E A e: 

A(v<I>u) :<:: llviiA(\1>) llutll·--l[u,ll-

3. Se <I>n E A(Xt, ... , Xn; Y) tal que: 

então: 
00 00 

<I> := L <1\n E A e A(!f>)P :"= LA(<I>n)P. 
n=l n=l 

Demonstração. É só perceber que (2) resumo a p- desigualdade triangular e a completi
tude. O 

2.2 Operadores Multilineares p-Fatoráveis 

Definição 2.2. Seja 1 :<:: p :<:: oo, <1\ E C(Xt, ... , Xn; Y) é dito p-fatorável, se existem um 
espaço de medida (fl,:E,p) e operadores a E J:.(Lp(Jl),Y**) e l]i E J:.(Xt, ... ,Xn;Lp(Jl)) 
tais que o seguinte diagrama comuta: 

A coleção de todos os operadores multilineares p-fatoráveis de xl X ... xXn a y será 
denotada por Lp-fat(Xl, ... ,Xn; Y). 
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Observação 2.1. Lp-fat(X,, ... , Xn; Y) é um espaço vetorial: 

Para mostrar esta afirmação só precisamos o caso n = 2. 
Dado <I>k E Lp-fat(Xr,Xz;Y), existem para k = 1,2 espaços de medida (!lk>Ek,J.lk), 
operadores wk E L.( X,, Xz; Lp(J.lk)), ak E .C(Lp(/-lk); Y*') tais que Ky o <I>k = ak o w k· 

Consideremos 

nj = {(w,j);w E !lj} c (!11 Uflz) x {1,2}, j = 1,2. 

Logo é claro que íi1 n n; = !fJ. 
Além disso a o--álgebra sobre üj, j = 1, 2 é: 

EJ = {(A,j): A E Ej} j = 1,2, 

e as medidas respectivas são: 
I • <"<I ID>+ 

J.lj . L.Jj ----+ li\\. ) 

definidas por Jtj(A,j) = J.lj(A), A E Ej, j = 1, 2. 
Sejam !1 = ílí U üS, E= {S C !1 : S n ílj E Ej, j = 1, 2}. Temos que E é uma o--algebra 
de conjuntos, e seja: 

J.l: E........., JR+, 

definida por 

Definamos 

por 
\V(x,, xz) = >ÍJ, (x1, xz)In; + >Íiz(x,, xz)In; 

sendo 'Í~j(x,,xz)(tj,j) = Wj(x,,xz)(tj), ti E flj, j = 1,2. Logo temos que i[! é bilinear e 
bem definida pois 

= li>Í!r(x,,xz)In' +>Í!z(x,xz)In'IPdJ.l n 1 2 

= J!h (x,, xz)(ti, lJIPdJ.l~ (t,, 1) + J!>Íiz(xt, xz)(tz, 2JIPdJt;(tz, 2) 
lfl n; 

1 1\VI(x,,xz)(ti)!PdJ.ll(t,) + J1\Vz(x,,x2)(tzJIPd!'2(tz) 
fh flz 

lliV,(xbxz)llip(l'tl + lliV2(xbxz)llipvn) < oo. 

Corno W1 e W2 são contínuas, temos que W é contínua. 
De maneira semelhante definamos a : Lp(J.l) -> Y** por a(]) = ã,(Jirr.) + ãzcJin,), 

1 2 
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donde ãj(jj) = aj(Jj) e jj(tj,j) = /j(tj), tj E ílj, j = 1, 2, é claro que ãj é linear e além 
disso é contínua pois: 

ilãj(jj)IIP· = llaj(/j)IIP· ::; ilaillll/ii!L.(J<;l 

llajll{ fn, lfj(tj, j)IPdl'](tj,j) } 1
/P 

J 

::; llaillllfiiiL.(J<j)• j = 1,2. 

Portanto a verificação do que a é linear é imediata. Vejamos a continuidade de a: 

Além disso tem-se: 

e 

llfln;IIL.(I'l::; llfiiL.(I'l• 

Destas duas relações temos: 

j = 1,2. 

lla(])flv·•::; llãlllllfiiL.(I') + ilãzllllfiiL.(I')::; flfiiL.(I')(IIalll + llazli). 

Logo tem-se a o iJi =a, o iJi, +azo iJiz = K y(i.!h + <l>z). 
Assim temos que está satisfeita a afirmação feita em (2.1). Thdo isto foi feito para 
1 S p < oo. O caso p = oo se faz de modo semelhante. É trivial a verificação do 
que o produto de um escalar por um elemento de .Cp-fat(X,, Xz; Y) pertence a esse espaço. 

Observação 2.2. i'v(<l>) := inf lliJillllail 

onde o infimo é tomado sobre todas as fatorações possíveis de<!'>, é uma norma sobre 
Cv-Jat(Xt, ... , Xn; Y). Vejamos que i'v assim definida é uma norma. 

L i'v( <!'>) = O, implica inf llallll iJi li = O. 
Dado f> O, existe un espaço de medida (Q,:E,p.) e operadores a E .C(Lv(P.),Y**), 
iJi E .C( X,, ... ,Xn; Lp(P.)) tais que llalllliJill <f ou seja llaoiJill::; llalllliJill <f. Assim 
11<~'>11 <f, V• >O o qual implica <I?= O. 
É claro que i'v(O) = O. 

2. Para mostrar a desigualdade triangular só precisamos o caso n = 2. Sejam <l>t. <1'>2 E 
.Cp-fat(X,,Xz;Y). Dado f> O, existem espaços de medida (!t,,:E,,/Li) e operadores 
a, E .C(Lp(p.,), Y**), iJi, E .C(Xt, Xz; Lp(P,i)) satisfazendo Ky o<!'>, = a, o iJi, tais que: 

11 a, 11< 1v(<l'>,) + ;, 
e 

11 iJi, 11= 1,i = 1,2 
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Da Observação 2.1 temos: a o w = Ky o (•Ih + <liz) onde a o w = a1 o \li1 +azo \liz com 
11 a II:S::II a1 11 +!I azli- Também escolhemos: 

v= 
p p 

(11 \li1 li + ii w2 lil* = 211
p 

Para obter li \li 1l :S:: l. Logo segne que: 

')-p(<l?l + <l>z) :S:: 11 a li 

< ')-p(<l?l) + ~ + ip(<I>z) + ~ 
< ip(<I>l) + ip(<I>z) + •, 'f• >O. 

Assim temos: 
')-p(<I>l + <I>z) :S:: ip(<I>l) + ')-p(<I>z). 

Portanto das Observações 2.1 e 2.2 temos que Lp-fat(XI, ... , Xn; Y) é um espaçonormado. 

Teorema 2.1. Para 1 :S:: p S oo, [Lp-fat(XI, ... ,Xn;Y), ')-p] é um ideal de Banach. 

Demonstração. Para verificar as propriedades fornecidas na Definição 2.1 é suficiente fazer 
o caso n = 2. A demostração será feita em tres partes. 

(i) Vejamos que 1'(x1.x2) =< yi,xl >< y2,xz > y E Lp-fat(XJ,Xz;Y) para quaisquer 
yf E Xf e y E Y. 
Demostração: 
Tome (!1,2',p) = (Bx;xBx;,E,8(xi,x2)) onde E é a u- algebra dos borelianos 
contido en P(Bx· xBx·) com Bx· xBx· w*- compacto e 8(x•,x•) E C(Bx· xBx·)* 

1 2 1 2: 12 1 2 

definido abaixo é um funcional linear contínuo) com norma 11 e assim, define uma 
medida regnlar de probabilidade sobre a u-álgebra dos borelianos de Bx; xBx;-

8(xi,x2) : C(Bx; xBx;) ~ lK 

f >---+ f(xi, x2) 

Para 1 :S:: p < oo, definamos a da seguinte maneira: 

É claro que a está bem definida pois g = 1 E Lq(p) para: 

1 1 
-+-=L 
p q 
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Da mesma maneira definamos W como segue: 

Sendo: 

\li: X1xX2 ___, Lp(J.L) 

(xb xz) >---> f(x1 ;x2 ) 

f(x,,x,) : Bx~ xBx:; ---> iK 

(yi,y2) >---> < yl,xr >< y2,xz >. 
Então iJi é claramente bilinear, além disso esta bem definida pois: 

( 1 I f(x; ,x,) (yj' Yz) lp db(x; ,x;) (yi, y:i)) * :'Ô 
BxixBx2 

::; 11 xr 1111 xzll (<\x;;x;J(Bx;xBx;))~ 
:'Ô li Xl 1111 X2 Íl < 00. 

Assim: 

(a o iJi)(xr, xz) a(iJi(xt,xz)) 

= a(f(x,x2 )) 

(1 f(x,x2 J(YÍ. Yz)db(x;,x;l (yj, y2))y 
BxrxBx2 

= Y(l < yj,xr >< Y2,xz > db(x;,x;)(Yi.Yz)) 
BxixBx; 

(a o iJi)(xr,xz) = if>(xl,xz), \f(x1,x2) E XrxXz. 

Logo a o iJi = if>. Daí temos que if> E Cp-Jat(Xr,Xz; Y). 

Além disso: 

11 a 11 sup li af IIY 
[[f[[Lp("),;l 

11 Y 11 sup Ih fdb(x;.x;) I 
llf!ILp(~-<)_s;l Bxi xBx2 

::; li y i i . sup f I f I do<x· ,·J 
fif!ILp(P.)s;l} Bxi xBx2 

1 2 

::; 11 y \I sup ( r I f lp db(x;,x;)l~ X ... 
!!fiiLp(p.)$1 lnxixBx:;_ 

... X (i 11 lq dO(x;,x;))~ 
BxixBx:;_ 

::; liY !I . 
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Logo 
"a '1.---1' Y" 11 ! ..:::::I I!· 

Também temos 

Cálculo de: 

Logo em (2.1) temos 

il ilt 11 = sup I< yJ:,x, >li< Y2,xz >I 
flxill$1, 
i=1,2 

= li Y~ 1111 Y2 11 · 

Portanto da relação <I>= a o ilt segue ')'p(<l>) SI! a 1111 ilt li í.e: 

i'p(.P) SI! Y 1111 YÍ 1111 Yz !I 

Além disso, para qualquer fatoração de <I> = a o ilt, tem-se: 

Temos 

II.P 11:511 a 1111 ilt 11 o qual implica 11<~'>11 S ')'p(<I>). 

il <I> li = sup 11< yi,x, >< Yz,x2 > y i!Y 
llx,IISI 
i=1,2 

il Y 11 sup I< yJ:,x, >< Y2,x2 >I 
llx.II:SI 
i=1,2 

= li Y 1111 YÍ 1111 Yzll· 

Portanto desta última relação e de (2.2) temos: 

"lp(.P) =li Y 1111 YÍ 1111 Yz 11 · 
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(ii) A propriedade de Ideal: Se v E .C(EoxFo, Ex F) com v = (v1, 112), sendo v, E 
.C(Eo,E),v2 E C(Fo,F), 1> E Lp-fat(E,F;G), u E .C(G,Go), então 
u<Pv E Lp-fat(Eo,Fo;G). Além disso: 

'Yp(u<l>v) :$li u 11 'Yp(<P) 11 v, 1111 V2 11 · 

Demostração: O diagrama seguinte é importante em nossa demonstração. 

Pelo fato de iJ> E Lp-fat(E,F;G), temos que existem um espaço de medida (fl,~,J.t) 
e operadores W E .C( E, F; Lp(J.t)), a E .C(Lp(J.t), G**) tais que: 

Kao<P= ao >li. 

Seja w0 = w o v. Claramente >li o E .C(Eo, F0 ; Lp(J.t)). 
Como 

u** o Kc = Kc0 ou 

então u** o Ka o <P = Ka0 ou o <P. Disto e de (2.3) temos 

u**oaoW=Kc
0

ouoq,. 

Logo temos 
u** o ao W o v= Kc

0 
ou o ~o v. 

Para a0 = u** o a, então (2.5) fica da seguinte maneira: 

aooWo = Kc
0 

ouoq,ov. 

Portanto u o <P o v E .Cp-fat(Eo, Fo; Go). 
Além disso 

'Yp(uo<Pov) :$ li ao 11!1 Wo il 
\! u** o a ti 1\ W o v \\ 

:$ 11 u 1111 a 1111 W llil v, 1111 v2 11 · 

Daí segue que 
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(iii)[ Lp-fat(X~, X2; Y),~lp] é um espaço de Banach. 
Demos tração: Seja ( él>n) uma seqüêencia em Lp-· fat(X~, Xz; Y) tai que: 

Logo: 
00 

L 11 él>n 11< 00, 

n=l 

Sendo L( X r, X2; Y) um espaço de Banach, temos que: 

00 

L <l>n =é!>, i!> E L(X1,X2; Y). 
n=l 

Dado E > O, para cada n E !\!achamos un espaço de medida (íln, En,Jtn) e operadores G.n E 
L(Lp(J.Ln), Y**), ilin E L(XbXz;Lp(J.Ln)) tais que Kyo<!'>n = o.noilin, 11 G.n II:S ')-p(<Pn)+ 2';, 

e 11 ilin 11= L 

Notemos que podemos considerar, para cada j E !\! 

e a u-álgebra sobre ílj dada por 

bem como a medida 

com J.Lj((A,j)) = J.Li(A). 
Assim, sem perda de generalidade podemos trabalhar com ílj, Ej e J.lj em lugar de ílj, Ej 
e J.Lj. Neste caso é claro que ílj n íl~ # (11 se j # n. 
Portanto, sem perda de generalidade, podemos supor que íln n !lm = (li se m # n. 
Tomemos íl = U::"=l íln, E = { s c íl : s n íln E En, \In E !\!}, e 

definido por 
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Se Sj E :Ej com j E N; então 

Definamos 

por 
00 

a(f) =L a,(fln,..), 
n=l 

e 

por 
00 

ifr(xbxz) =L Wn(x,, xz)In". 
n=l 

Vejamos que a e ifT estão bem definidos. Para 1 :S p < oo tem-se: 

Como: 

(2.6) ficará: 

00 

00 

11 L ilin(x,,xz)In,.. li L,(;<)= 
n=l 

(kl ~ Wn(x,xz)In,.. IP dp.)~ 

<E r I Wn(Xl, xz)In. lp dp.)~. 
n=lJn 

11 aj 11 

li L Wn(x,, xz)In. li L,(;<) 
n=l 

Assim 
00 

11 Lilin(x,,xz)In. liL,(p):SII x, 1111 xzll · 
n=l 

20 

(2.6) 



Logo \[! está bem definido e é claro que i! \[! !I::S: L 
Similarmente para a temos o seguinte: 

00 00 

li I:>n(flnn) fly .. ::S: L 11 an 1111 flnn IILp(im) 
n=l n=l 

Da seguinte relação: 

De (2.7), (2.8) e ~ + ;. = 1 obtemos 

00 00 00 

!I L an(fln.l liY.. ::S: L li an 11 [11 an 11-;,'11 flnn IILp(/<)](L !I an I!)~ 
n=l n=l n=l 

00 00 

::S: (L 11 an lll~(I; 11 an 11fr11 flnn liLp(l')l· 
n=l n=l 

Aplicando a desigualdade de Hõlder tem-se: 

00 00 00 00 

li L anUinnl IIY .. ::S: (I; li an ll)i(I; llanli);. (I; li flnn lltp(/'n))~ 
n=l n=l n=l n=l 

00 

::S: I: il an li li f IILpCJ.'). 
n=l 

Logo a está bem definida e 11 a II::S: I::=l 11 an 11. 
Para o caso p = oo temos o seguinte: 

(2.7) 

(2.8) 

Para llxrll = llxzli = l, como 11 Wn 11= l, temos que 11 Wn(xr,xz) IIL=CJm)::S: L Portanto 
existe An C !ln tal que J.Ln(An) =O e I Wn(xr,xz)(t) IS 1, para todo tE !ln '- An. Seja 
A = U:=r An, donde J.Ln(An) = O, n E N. Logo é claro que A = LJ;:"_, An imph:, ... 
Tome tE ü ......_A, entãD e..'Xiste :::;J: (:: N_ _. ''õv- ,~, .. c.----,._'" __ ..,.. __ _ 

00 

I I; Wn(xr,xz)(t)Inn(t) I = I Wnn(xr,xz)(t) IS 1, 
n=l 

para todo t E n '-A. Portanto il w(xr,xz) IIL=(I')S 1 para todo li XI 

11 w IIS L 
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Também temos que 11 a(!) llv••$ L;:,1 11 an 11 para todo f E Loo(/1-) com \i f IILoo(l')= 1. 
Em qualquer caso 11 a IIS 2::;:"=1 li an IIS 2:::,1 iP(~n} +E, 'I E> O. 
Assim 11 a fi$ L::"=l i'P(~n). 
É facil ver que K y o~ = a o W o qual implica que ~ E .Cp-fat(X r, X2; Y). 
Como iP(<f>- Lk:Çn ~k) = iP{Lk>n •h) $ Lk>n iP(~k) e L:,l iP{<Pn) < oo, por tanto 
limn~oo ip(i!>- Lk<n <l>k) =O. Logo ~n converge a <P na norma iP· 
Assim [.C,-fat{Xr,X2;Y),iP] é um espaço de Banach. O 

Definição 2.3. Sejam n E N, X1o ... ,Xn, Y espaços de Banach. Para 'li E .C(Xb ... ,Xn;Y), 
lji* E .C(Y*, .C{Xr, ... , X,.; JK)) será definido por: 

\If*(y*)(xl, ... 'x,) = (y* o w)(xb ... , x,) 

com Xl E xl, ... , Xn E Xn e y* E Y*. 

Observação 2.3. 

L w• é um operador linear. 

2. Para w E .C{X1, ... , Xn; Y) e a E .C(Y, W) temos que (ao.Y)* E .C{W* ,.C{X1, ... ,X,.;!K)) 
e (a o w)* = q;• o a•, pois: 

(a o w)*(w*){xl, ... ,xn) = (w* o a o w)(xl, ... ,x,.) 

- (w*oa)(w(xl>···,xn)) 

= a*(w*){w(xl, ... ,xn)) 

= (a*(w*)ow)(xl,···,xn) 

lli*(a*(w*))(xl. ... , Xn), 

lf{x1, .. . ,xn) E X1x ... xXn e 'ifw* E W*. 
Logo: (ao 'li)*= (w*oa*). 

3. li w• 11=11 w il. 
Temos: 

11 w* 11- s 11 w*( *) ., - up Y IIL:(X, ... ,X.;K) 
IIY*II=l 

e 

(2.9) 

fi w*(y*) lft:(X1, ... ,X.;K) = sup 11 W'*(y*))(xl, · .. ,xn) 11 
~II=L ) 
i=l, ... ,n (2.10 

$fi y*llll w 11· 

De (2.9) e (2.10) temos: 11 w• IISI! w fi. 
É claro que 11 w• fio? li W*(y*) llc(x,, ... .X.;X)• 'ify* E Y* com 11 y* li= l. 
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Então li w* 112:11 W*(y*)(xh ... ,xn) 11, 'ify* E Y* com 11 y* \I= 1 e lfx; E X; com 
1\ x; li= 1, i= 1, ... , n. Assim: 

li w* li 2: 11 (y* O W)(X!, · · ·, Xn) li 
= IIY*(w(x~, ... ,xn)) 11-

Para w(x1, ... ,xn) f O existe y* E Y* tal que 11 y* 11= 1 e: 

Portanto temos 11 w* 112:11 w(xt, ... ,xn) 11, Vx; EX; com 11 x; 11= 1, i= l, ... ,n. 
Assim: 

11 •••• 1'1 2: s 11 ,y,( ) 11 "' up , "'x,, ... ,Xn , 
ijx;lt=l 
i=l, ... ,n 

11 1[1 11 . 

i. e: 

llw* II2:IIIJ! 11 . 

Proposição 2.2. Seja 1 :::; p :::; oo e ~ + i• = L b'ntão para: 

<I>: X,x ... xXn--+ Y, 

as seguintes afirmações são equivalentes: 

(í) <I> E Cp-Jat(XIo···•Xn;Y); 

(íí) <I>* E Cp"-fat(Y*,C(X,, ... ,Xn;JK)); 

(ííi) <I>** E Cp-fat(C(Xt. ... , Xn; JK)*, Y**); 

(iv) Ky'l> E 4-tat(X,, ... , Xn; Y**). 

Neste caso 

Demonstração. (i) =? (ii): Seja <I> E Cp-fat(Xr, ... ,Xn; Y), então existem 1illl espaço 
de medida (íl,E,JL), operadores a E C(Lp(JL);Y**) e W E C(X,, ... ,Xn;Lp(JL)} tais que 
K y o <.!> = a o lJi. Desta relação e usando a parte (ii) da Observação 2.3 tem - se: 

(f"' o a* = ~*o Kf-. 

Temos ainda 
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Destas duas últimas relações temos: 

4>"' = W* o a* o Ky-.. 

Assim 
K r(x X ·"" o q;• = K r(x X .,.-, o lji* o a* o Ky· ...... 1, ... , .... ,"""'"} '- 1, ... , .... , .... , 

Tomando b = a*oKy- E C(Y*;L,-(,)f e c= Kc(x, ... ,X.;llqow* E C(Lp· (p),L(Xh ... ,Xn;lK)**), 
temos que <I>* E 4•-fat(Y*,C(X>, ... ,Xn;lK)). E além disso: 

'l'p•(<l>*) :S: 11 a* oKy. illl Kc(x1 , ... ,.X.;iK.) o 1J!* 11 

:5 11 a 1111 w* 11 

= 11 a 1111 W 11-

Assim tem-se: 

(2.11) 

(ii) "* (iii): Seja~· E Cp•-fat(Y*, .C(X1, ... ,Xn; lK))então existem um espaço de medida 
(íl,E,p), operadores a E .C(Y*,LP"(Jl)) e b E.C(Lp•(p),.C(Xt, ... ,Xn;lK)**) tais que: 

Kt:.(X, ... ,X.;K) o <I>* = boa. (2.12) 

Desta relação temos: 
4?** oK* =a* ob* 

.C{Xl,···.Xn;K) ' 

fazendo o mesmo que em (i)"*(ii), temos que: <I>** E Cp-fat(.C(Xt, ... ,Xn;lK)*,Y**), e 
além disso: 

(2.13) 

(iii) '* (iv): Seja <I>** E 4-fat(C(Xt, ... ,Xn;lK)*,Y**) então existem um espaço de 
medida (!1, E,p) e operadores b E .C(.C(X1, ... ,Xn; JK)*, Lp(p)), a E .C(Lp(p); Y****) tais 
que 

aob= Ky .. o <I>**. (2.14) 

Seja 

K:X1x ... xXn --+ .C(XJ, ... ,Xn;lK)*, 

(XI.· .. , Xn) >---> K(x1, ... ,x.) 

com Kx1 , ... ;x.... dado por: K(x1 , ... ,xn) : .C(X1,. · ·, Xn; lK) --+ lK 

lji .......... w(xb ... ,xn). 

Claramente K está hem definido pois é multilinear, e separadamente contínuo, portanto 
contínuo. Além disso veremos adiante que 11 K 11= L 
Também temos 

(Ky o <P)(x1, ... , Xn)(y*) = y*(<I>(xl, ... , Xn)) 

= (y* o <P)(x1, ... , Xn) (2.15) 

= <J?*(y*)(XJ, ... ,Xn)· 
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Além disso, 

(<i?** o K)(x1, ... , x,.J(y*) = (K(x, ... ,x.) o <l'?*)(y*) 

= K(x, ... ,x.)('Í?*(y)) (2.16) 

= <f;*(y*)(xl, ... ,xn) 

De (2.15) e (2.16) tem-se 
Kyo<l'?=<í?**oK (2.17) 

Assim, de (2.14) e (2.17), temos: 

Ky .. oKy o<P = Ky .. o<P** oK= aobo K 

Desta última relação é claro que Ky o <P E .Cp-fat(X1, ... ,X,; Y**). Para completar a 
prova vejamos ainda que 11 K I!= l. 

Potanto li K li :S 1. 
Por outro lado 

11 K 11 = sup 11 K(x1, .. · ,xn) 11 
ffx;H=l; 
i=l, ... ,n 

= sup 11 K(x, ... ,x.) 11 
ffx;ff=l; 
i=l, ... ,n 

= sup { sup I <P(xb ... ,xn) !}. 
lfx;fl=l; 11~11=1 
i=l, ... ,n 

11 K 11 ~ 11 K(x1, ... ,xn) ll 

11 K(x1 , ... ,x.) 11 

~ I <P(xb ... ,xn) I, 

para todo x, E X, com 11 x, 11= 1, i= 1, ... , n e li <P 11= 1. 
<P E .C( X r, ... ,Xn;lK), como <Pé sobrejetora temos: 11 K il~ 1. 
Logo: 

i'p(Ky<P) :SII a 1111 b 1111 K 11. 

Dai segue-se que: 
(2.18) 

(iv) =>(i): Seja Ky o <P E 4-Jat(Xr, ... ,Xn; Y**), então existem um espaço de medida 
(fl,I:,Jt) e operadores a E .C(Lp(Jt),Y****),'Í' E .C(Xl, ... ,Xn;Lp(Jt)), tais que: 

ao 'Í' = Ky-• oKy o<P. (2.19) 
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Como: 
(2.20) 

Das relaçoes (2.19) e (2.20) temos 

Ky..oao1ll=Kyoii?. 

Assim temos o seguinte: 

i,(<P) :$11 Ky..a llilllfll:$11 a lillllfli, 
e portanto: 

ip(il?) :$ ip(Ky oi~>). (2.21) 

Logo, das relações (2.11), (2.13), (2.18) e (2.21) temos: 

i,(<P) S i,(Ky o ii?) :$ 'l'p('l>-) 5 'Yp• (i!?*) :$ i,(<~>), 

se 1 < p < oo. 
Para p = 1, ou p = oo é usar o fato que Li*(J.t) é isometricamente isomorfo a L1(v) para 
alguma medida apropriada, para isto vide (10.6) de [7]. O 

A proposição 2.3 é relevante, pois assim como no caso linear, mostra que para p = 2 o 
bidual não é necessaário na fatoração. 

Proposição 2.3. Qualquer operador multilínear <I> E C(X1o ... , Xn; Y) pertence a 
C2-fat(Xl, ... , Xn; Y) se e só se tem uma fatoração: 

i): xl X ... X Xn ---''"'----H ---'0'---Y, 

onde H é um espaço de Hilbert. Neste caso: 

iz('~>) = inf 11 w 1111 b 11, 

onde o ínfimo é tomado sobre todas as fatoraçoes poss{veís. 

Demonstração. (=?)Seja 'I> E C2-fat(Xb ... ,Xn; Y). Logo temos o seguinte diagrama: 

<I> Ky 

X« ~ '•/\:Y" 
L2(J.t) P . H o 

onde Ho = {kera}.L n {h E Lz(J.t): ah E Ky(Y)}. 
Do diagrama da acima temos: 
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(i) Ho é um subespaço fechado de L2 (J<). 

(ii) Existe uma projeção ortogonal P: L2(J1-) __, Ho continua com 11 P li= L 

(i v) Seja ao : H o --> Y tal que: 

i.e: 
(Kv o ao)(h0) = a(h0 ), 

'rlho E Ho. 

Só precisamos verificar que ao esta bem definida. 
Para ho # O,ho E Ho temos (Ky o ao)(ho) = a(ho), pela definição de Ha e ho E Ho tem
se que existe y E Y tal que a( ho) = K y (y) dal temos: 
Kv(ao(ho)) = Kv(y), sendo Ky injetor temos ao(ho) = y. Logo a imagem de ao está 
contida en Y. 
Tambem ao é linear pois para h 1, h2 E H o temos: 

Ky o ao(hl + h2) = a(h1 + h2) 

= a( h,)+ a(h2) 

= Kv(ao(hl}) + Kv(ao(h2)) i.e 

Kv(ao(hl + h2)) = Kv(ao(hl) + ao(h2)) 

Novamente pela injetividade de Ky temos: ao(hl +h2) = ao(hl) + ao(h2), também para 
qualquer k E lK e ho E Ho, ao(kho) = kao(ho). 
Vejamos a continuidade de ao. 
De K y o ao = alHo temos 

11 Kyoao 11 i\ alHo 11 

$ 11 a i! i.e 

11 ao 11 $ 11 a 11-

Sabemos que 

e daí temos 
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Também da relação Ky o ao= aiHu temos o seguinte, como IV(xb ... ,x,.) E Ho tem-se: 

Daí segue: 

(Kyoal})(w(xh ... ,x,.)) = a(>V(xt, ... ,xn)) 

= Ky(y) 

= Ky(<f?(x1, ... ,xn)) 

ao(ll<(x1, ... ,xn)) = <l?(xb ... ,xn), V i!i(xt, ... ,xn) E Ho. (2.22) 

Logo, em particular, para (P o 1V)(x1o ... , x,) E H o e Vx, E X,, i = 1, ... , n. Portauto em 
(2.22) tem-se a0 o P o i!i = <P Le ao o llr0 = <!?. 
(-<=) E só notar que H = f~, donde I é um conjunto apropriado. Da (i) e (ii) implicação 
não e dificil mostrar que: 

'Yz(<!?) = inf lllli 1111 b 11, 

onde o irillmo é tomado sobre todas as fatorações possíveis de <f?. o 

Proposição 2.4. Sejam E;, X;, Y, Yo, i = 1, ... , n, espaços de Banach, seja q = (q1, ... , qn) E 
C(Et X ... xEn, xl X .•. xXn) onde ª"i = 1, ... , n são aplicaçoes quocientes com q, E 

.c( E;, X;) e seja j E C(Y, Yo) um mergulho isometrico. Um operador <f? E C(X1, ... , Xn; Y)é 
2 - fatoravel se e só se j o <P o q: E1x ... xEn --+ Yo é, neste caso •'f2(<!?) = 'Yz(f o <f? o q). 

Demonstração.(;;.) Se <f? E Cz-tat(Xlo ... ,Xn;Y) então pela propriedade de ideal temos 
j o <f? o q E Cz-tat(Et, ... , En; Yo) e: 

'Yz(j o <f? o q) $ 11 f 11 'Yz(<f?) 11 q1 11 .. · 11 qn 11 

= 'Yz(<f?). 

(-<=) Se j o <f? o q é 2-fatorável, então 

jo<!?oq: Et X ... X En----Yo 

fatora-se através de um espaço de Hilbert, i. e: 

Et X .. • X En ---"•--

~ 
H ~R 

p o 

Com f:lo, ao, Wo, W1 definidos adiante. 

(i) H o = {J\r~ a l.L n {h E H : ah E j(Y)} é um subespaço fechado de H. 
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(ii) jao =alHo implica que 11 ao 11::::;11 a 11. Já se mostrou na Proposição 2.3 que ao está 
bem definido. 

(iii) Pé projeção ortogonal com 11 P 11::::; L 

(iv) ao é injetor. 
Sejam h1, h2 E Ho tal que ao(hl) = a0(hz). Daí j(ao(hJ)) = j(ao(hz)) Le a( h!) = 
a(hz) '* a(h1 hz) =O. 

Portanto h1 - hz E kera e h1 - h2 E {kera}_L. Daí segue que h1 = h2 pois: ker a n 
{ker a}_!_= O. 
Seja w1 = Pow. Daí: 

ll'li1ll = IIPollill 

::::; IIPIIII'lill 

= llllill. 

Logo ~ o q fatora-se através de um espaço de Hilbert i.e: 

Para justificar (2.23) usamos o mesmo argumento já feito i.é: 
Se 'li(xb ... , Xn) E Ho temos: 

(j o i!> o q)(x,, ... ,Xn) = a('li(x1, ... ,xn)) 

= j(y), para algum y E Y. 

Daí (~o q)(xt, ... , Xn) = y. 
Além disso: 

Então tem-se: 

\iw(x,, ... ,xn) E Ho. 

a('li(xt, ... ,xn)) = (j o ao)('li(xb ... ,xn)) 

= j(ao('li(xb ... ,xn))) 

= j(y). 

ao('li(xJ, ... ,xn)) = (i!>oq)(x,, ... ,xn), 

Em particular para (P o w)(xt, ... , Xn) E Ho, \ix, E E,, i= 1, ... 'n. 
Portanto temos: 

Vxi E Ei, i = 1, ... , n. 

Assim temos: 
ao o P o w = ~o q, 
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i. e: 
aooilit=<f>oq. 

A injetividade de ao implica a existência de ilio E C(X1o ... , Xn; Ho) tal que: 

Wooq=Wl (2.24) 

H o __ ao_;;_->- Imag(ao) ---'b=--.....,.Ho. 

Definamos b(x) = h, x = ao(h), h E Ho é claro que b está bem definido e é linear, além 
disso: 

(2.25) 

Também 
Imag(ao) ---...:."-+Ho --""-"--;..Jmag(ao) 

da 
a0 o b = idimag(a.o)· (2.26) 

(2.25) e (2.26) foi possível pelo fato de ser ao injetor. 
Sabemos que: aoowl = <l'>oq. Tome Wo=bo<l'> :XIX ... xX, ---+Ho. 
Logo b o ao o w 1 = b o <l'> o q. Daí tem-se ili 1 = ili 0 o q, por tanto (2.24) está justificado. De 
>V0 = b o <l'> temos: 

a0 o w0 =ao o b o <P = <P 

Vejamos agora que w0 é continuo. 

'l'o ao <l'> : X1 x ... xXn _......:.::.__,...H o_......:::.___,.. Y. 

Sendo <l'> e ao contínuas e pelo Teorema do Gráfico Fechado temos que Wo é separadamente 
contínuo. Portanto Wo é contínuo. Daí Wo E C(Xt, ... ,Xn;Ifo}. 
Assim <I> E L2-fat(Xr, ... , Xn; Y). 
Se colocamos normas em E1x ... xEn e em X1x ... xXn tais que: 11 q li:$ 1 tem-se: 

(hl 11 w1 11=11 P o w llsll w 11 pois 11 P 11= 1. 

(i2) li Wtll=ll Wooq ll:$11 Wo 11. 

(ia) IIIJ.i1 11=11 IJ.io o q 11::0:11 (Wo o q)(x1, ... ,xn) 11, 11 li x; li E,:$ 1, i= 1, ... , n. 

Como lliJi(x;) llx,:$11 x; IIE,S 1, lti = 1, ... ,n tem-se: 

11 Wtli::O:il Wo(qt(xt), ... ,qn(xn)) 11, 

e sendo qi, i = 1, ... , n sobrejetores, temos: 

IIWtll ::0: sup IIWo(qt(XI), ... ,qn(Xn))ll 
llq;(x;)llx, $1, 

i=l, ... ,n 

= IIWoll-
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(i4) Daí temos 11 lli1 112:11 llio 11· 

Portanto de (i4) e (iz) temos 11 W1 11=11 Wo 11· 
Assim ·h(<P) :<;!I llio 1111 ao 11=11 1V1 li li ao l!::<;li w li I! a li· 
Como iniciamos com uma fatoração arbitrária de j o <P o q temos o seguinte: 

D 

Teorema 2.2. Sejam E N. As afirmações paro um operador 

!f>:X1 X ···XXm----...Y, 

são equivalemes: 

( ii) Existe uma constante c 2: O tal que 

n n 

I L <L;j < llli, yj o <P >!::<; csup{l L a;js;tj 1: (si), (tj) E B~}, 
i,j=l i,j=l 

paro qualquer escolha de n E N, qualquer matriz escalar (a;j )nxn e quaisquer vetores 
llli, ... , i[t~ E B.c(X, ... Xm;JK.)• e Yi E By., i= 1, ... ,n. No caso de ter (i) e {ii) podemos 
tomar c = Kaiz( <P), onde Ka é a constante de Grothendíeck. 

Demonstração. Usamos a Proposição 2.2 i. e <P E C.z-ta.t(Xt, ... , Xn; Y) se e so se 
<P* E .Cz-Ja.t(Y*, C.(Xt, ... , Xm;K)). 
(i)=> (ii) como <P E C.z-tat(X>, ... ,Xm; Y) temos que <P* é 2-fatoravel. 
Sendo <I>* linear, pelo Teorema 7.5 de [2], temos que: existe uma constante c= Ka72(<P*) 2: 
O tal que: 

n n 

I L aij < w;, <P*(yj) >I:<; Kmz(<P*) sup{l L <L;jBitj 1: (s;), (tj) E B~}, 
i,j=l iJ=l 

para quaisquer YÍ, ... ,y~ E' By ... e (Tj~ ... , lJI~ E Bc(X1 , ..• ,Xm;K)"'· 

Como <P*(yi) = Yi o <P e i'2(<P) = 'l'z(<P*) temos 

n n 

I L <L;j < Wj,yjo<P >I:<; Kch(<P)sup{j L a;p>;tj J: {s;),(tJ) E B~} 
í,j=l i,j=-1 

(ii) =>(i) Usando a relação <P*(yi) = Yi o<P e sendo <P* um operador linear, temos que <P* 
é 2-fatorável. Pela Proposição 2.2 temos que <P E C.z-fat(Xt, ... ,Xm; Y). 

D 
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Portanto a extensão do Teorema 7.8 de [2) é imediato i. e: 

Teorema 2.3. Sejam mE N e X,, ... ,Xm, Y espaços de Banach. O operador <li : 
X 1 x ··· x Xm-> Y perlenoe a .C2.-fat(Xl>···•Xm;Y) com ·h(<li) ::::_c, se e s6 se, para 
qualquer inteiro n, e qualquer matriz escalar a = ( aij)nxn e quaisquer vet01'eS Wi, ... , w:; E 
C(Xlo····Xm;lK)*, Yi, ... ,y:; E Y* temos 

n n n 

I L G.;j < wf,yjo<li >1:5 cillaiii(L li i!Fj ll 2)t(L 11 Yi 11 2 )~ 
i,j=l i=l i=l 

sendo lilall! = supiL;,jaij(X; I Y;JI com o supremo tomado sobre todos os espaços de 
Hilbert e lix;IIH = IIYiiiH = 1, i= 1, · · · ,n 

Demonstração. Segue do Teorema 2.2, do Teorema 7.8 de [2) e da relação: 
<li E .C2-fat(Xb···•Xm;Y) se e só se<!.>* E .C2-fat(Y',.C(Xlo···•Xm;lK)), com <li*(yi) = 
yf o <li, ·h( <li)= 'Y2(<1.>*). O 

Corolário 2.1. Seja 1 < p < oo e n E N. Se Xt. ... , Xn, Y sãa espaços de Banach então 
.C2-fat(X,, ... ,Xn; Y) está contido em 4-fat(X,, ... ,Xn; Y). 

Demonstração. É só usar o fato que se 1 < p < ao, então .C2-fat(X, Y) C 4-tat(X, Y) 
para todos os espaços de Banach( ver capitulo 9, Corolário 9.2 de [2]). O 

Proposição 2.5. Seja 2 < p <ao e n E N. Se X,, ... ,Xn, Y são espaços de Banach com 
Y tendo cotipo 2, então: 

.Cp-fat(X, .•. ,Xn; Y) = .C2-fat(X,, .. "X,.; Y) 

Demonstração. Como Y tem cotipo 2, então Y** tem cotipo 2(ver Corolário 11.9 de [2]). 
Do Corolário 2.1 temos: 

(2.27) 

Tome <li E 4- /at(X,, ... , X,.; Y). Logo existem um espaço de medida (Q, E, JL) e ope
radores iV E .C( X,, ... ,Xn; Lpp), A E .C(Lp(JL), Y**) tais que Ky o <li= A o W. Como 
p E]2, oo[ temos que Lp(JL) tem tipo 2. Assim pelo Teorema 12.19 de [2], temos que A é 
2-fatoráveL Portanto <li E Cz-tat(X,,, .. , X,.; Y). Desta ultima relação e de (2.27) temos 
o resultado. O 

Corolário 2.2. Seja 1 < p < ao e n E N. Se X 1, ... , Xn são espaços de Banach e H é 
um espaço de Hüberl então: 

.Cp-fat(X, ... , X,.; H) = .Cz-tat(X, ... , Xn; H). 

Além disso: 
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Demonstração. É imediato. o 

Exemplo 2.1. Sejam Et, ... , En, F espaços de Banach, e seja 

um operador linear contínuo. Sejam cp; E .C(E;, JK) = Ei operadores lineares contínuos, i = 
2, ... ,n. Definamos w: El X ••• X En-+ F como segue: w(xb·--·Xn) =I1:=2'Pi(x;)Axl. 

É claro rrue W é multilinear e além disso li W II:S!I A 1111 'P2 11 • • · 11 'Pn I!. 
Paras E .C( F, G) com s = I:::l O";a; 0 Yi tais rrue (<T;);;,l E r o, li a; !I:S 1 e 11 Yi II:S 1, 
então S é estritamente nuclear (ver 18. 7.1, e 18. 7.5 de {3J}, o rrual implica rrue existem 
operadores lineares e contínuos Â E C( F; fz) e B E .C(fz; G) tal rrue B o Â = S, assim 
Â o W E .C(Eb ... , En; fz). Portanto S o W fatora-se. através de. um espaço do Hilbert, logo 
pelo Corolario 2.1 
8 o W E 4-fat(Eb ... , En; G}, com 1 < p <co, i. é: 

n 

(S o w)(xr, ... , xz) = S(w(xt, ... ,xz)) = S(II cp;(x;)Ax1) 
i=l 

n oo 

= IT cp;(x;) :~::>jaj(Axr)Yj· 
i=2 j=l 

Exemplo 2.2. (A) No caso linear não é muito dificil mostrar rrue o seguinte diagrama 
não é comutativo para 2 < p <co, com H sendo um espaço de Hilbert. 

H 

onde AE C(fp,H), B EC(H,fp), id:E C(fp,fp). 

(2.28) 

Para demostrar a afirmação feita acima, vamos supor rrue dito diagrama é comutativo i.e: 
id= BoA. 
Sex E kerA, entãoAx =O, o rrualímplícaBAx = B(O). Assimid(x) =O, portantox =O. 
Logo A é injetor. De maneira semelhante temos que o seguinte diagrama é comutativo: 

fq 
id 

fq (2.29) 

~ 
·I 

A' 

H 

onde 1 < q < 2 e ~ + ~ = 1. 
Dos gráficos temos: 

A* o A :fv A 
H 

A• 
fq, 
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tome x E ker(A* o A), então (A* oA)-(x} =O. Seja Ax = <p E H*= H então A*(<p) =O o 
qual implica (<p o A)(y) =O para todo y E ip, em particular para y = x, i. é: 

< <p,Ax >=< Ax,Ax >= 11Axll 2 =O= IIAxll. 

Como A é injetor temos que x = Q Logo ker(A* o A) = {0}, o qual implica que para 
2 < p < oo, 1 < q < 2, fp esta merquíhade em fq isto é um al>surde. 

(B) Se em (A) tomamos 1 < p < 2, também para istos valores o diagrama {2.28} não 
é comutativo. Se ele fosse comutativo teríamos que o diagrama (2.29} é comutativo com 
2 < q < oo, o qual é falso por {A). 

Isto quer dizer de (A) e (B) que l:.p-fat(fp;fp) ;;f .Cz-tat(fp;fp) com p E]l,oo[-{2}. 
Sal>emos do caso linear que .Cp-fat(X, Y) :::J .Cz-tat(X, Y), com p E]l,oo[, aqui X, Y 

são espaços de Banach. No caso que Y = H seja um espaço de Hilbert temos: 

pE< l,oo >. 

No caso multilinear tal igualdade ainda é verdadeira i.e: 

e Xt, ... , Xn são espaços de Banach. 
(C) Fornecemos um exemplo no qual 

PE<l,oo> 

.Cp-fat{Xt, ... , Xn; Y) ;;f .Cz-fat(Xb ... , Xn; Y) 

Seja X1 = ... = Xn-1 = JK, Xn =f,_, com p E)l,oo[-{2}. 
1'ome IJI : lK x · · · x lK x fp -->Rp definido par W(Àb ... , Àn-1,x) = Àl···Àn-lX claramente 
IJI é multilinear e contínuo e trivialmente é p-fatorável. 
Vamos supor que W é 2-fatorável, logo existem operadores A E .C(H,f.p), <!?E .C(JK, ... , JK, fp; H) 
tal que W =Ao<!?. 
Então: 

W(Àl,···,Àn-l,x) = (Aow)(ÀI, ... ,Àn-I.X) 

Àl···Àn-lX = A(IJ!(Àl, ... ,Àn-!,X)) 

x A(<I>(l, ... , 1, x)). 

logo: 
id(x) =(A o B}(x), (2.30) 

onde B(x) = <I>(l, ... ,l,x), ou seja B E .C(f.p,H), idE C(f.p,fp)· Portanto (2.30} é um 
absurdo, isto pela parte (A) e (B). Logo (C) fica justificado. 
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Capítulo 3 

Aplicações Multilineares 
(r,p; q1, ... , qn)-Nucleares 

A seguinte definição e os resultados que obtivemos são ligeiramente diferentes ~dado em 
[&] e elas são inspirados no artigo de Matos. 

Definição 3.1. Para r E]O, +co], p, qj E [1, +co], k = 1, ... , n tais que: 

111 1111 1 
n +- 2':- +- + · · · +- ç;.- +-, +-, + · · · +-,- 2': 1, 

rpql q,.. rp ql q,. 

e TE C(Et, ... ,E,.; F) diz-se que T é (r,p; qr, ... , q,.)-nuclear se: 

(3.1) 

Para quaisquer Xj E Ej, com (0]}~ 1 E fr, (1/k}~ 1 E t;{(F) e (x~,j}%"= 1 E ~(E~), 
' j = 1, ... ,n. No caso r= +co, a condição para (<Tk)~ 1 é estar em CO· 

A notação para T é: 
00 

T = L O'kX~,l X · • · X x~,n 0 Yk· 

k=l 

Observação 3.1. Para r < +co, p, qj > 1, j = 1, ... , n podemos escrever: 

00 

11 T(x1, ... ,x,.) il= sup I L"'k < x1ox~,l > ... < x,.,x~ >< Yk,Y
1 >I 

YEBpt k=l 

oo noo ,+ oo , 1 :::; (L I O'k n~ II(L f< Xj,X~J >l.3 )'i sup (L_ f< Yk.Y
1 

>lp );;'" 
k=l j=l k=l Y

1 

EBF1- k=l 
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n 

:::;1[ (<Tk)i;"=l llr II 11 Xj 1111 (x~,j));"=l flw,.,;ff (Yk)~l lfw,p' · 
j=l 

Portanto 

n 

li T(x, ... ,xn) u:::; (11 (<Tk)%"=1 llr II 11 (x~,j)~, llw,q' li (yk)~, llw,p') li x, 11 ... I! Xn 11. 
j=l J 

para quaisquer Xj E Ej, j = 1, ... , n. 
Tal desigualdade ainda vale no caso em que r= +oo ou p = 1 ou qj = 1 algum j = 1, ... , n. 

Teorema 3.1. O conjunto ~r,p;q,, ... ,q,J(Et, ... , En; F} de todas as aplicações n-lineares 
(r, p; q1, ... , qn) - nucleares é um espaço vetorial. Considerando: 

n 

N(r,p;qb ... ,qn)(T) "'inf 11 (ak)~,llr IT 11 (x~,j)~IIÍw,q'll (Yk)~l llw,p'• 
j=l J 

onde tal ínfimo é tomado para todas as representaçoês possíveis de T na forma (3.1} 
obtemos uma s - norma, com: 

1 1 1 1 1 
-=-+I+--;:+ ... + I· 
s r p q1 qn 

Além disso tal espaço s-normado é um ideal de operadores multilineares. 

Demonstração. Usamos o lema 2.1. Seja Sk E .N'(r,p,q,, ... ,<Jn)(E, ... , En; F), com k E N, 
tais que: 

00 

L N(r,p;q1 , ... ,q,)(SkjB < 00. 

k=1 

Dado e > O, escolhemos (r, p; q1, ... , qnJ - representações nucleares: 

00 

Sk = L <Tkia~ x · · · x aí:; 0 Yki, 
i=l 

onde (aki):,1 E lro '<lk, (a{;):,1 E i"',(~), '<lk E N e '<lj = 1, ... , n e (Yki):,1 E R;(F), 
qj 

'<lk E N, tais que para qualquer k fixo: 

Claramente podemos supor que: 

36 



' . ' 
w~ (ai,) ::; ((I + •)N(r,p;q,, ... ,q.)(Sk)) '; , j = 1, ... , n 

Wp' (yki) :5 ( (1 + <)N(r,p;q1 , ... ,q.) (Sk)) ;7 · 

Considerando (aki}, (a{;) e (Ykil como sequências duplas temos: 

00 

fr(D'ki) :::; ((1 +E)' L N(r,p;q, ... ,q.)(Sk) 8 )~ 
1=1 

l 

wq, (a.Íki) S [(1 + •l' f N(r,p;q, ... ,q.)(Sk)'};; ,j = 1, ... ,n 
1=1 

l 

wr~(Yki) S [(l+•)'tN(r,p;q., ... ,.,J(Sk)']pr 
k=l 

Consequentemente: 

00 00 00 

S := LSk = LL,.k,a~ x · ·· x a~, 0Yki· 
k=l k=l i=l 

É um V, p; qb ... , qn) - operador nuclear com: 

Assim temos: 
oo n oo 1 

N(r,p;q1 , ... ,q.)(S}:::; ((1 + €) 8 L N(r,p;q1 , ... ,q.)(Sk}')~ II ((1 + €}' L N(r,p;q1 , ... ,q.)(Sk)');; X 

k=l j=l 1=1 

00 l 

X ((1 + €}' L N(r,p;q1 , ... ,q,.}(Sk)') P' 
1=1 

00 

N (S" < (1 + •)' ~ N (S )' (r.p;'?l, ... ,q,.) J _ L- (r.p;q1 , ••• ,qn) k · 

k=l 

O caso r= oo. De acordo com o lema (8.6.4) vide [3]. Escolhemos uma sequencia (Pk) E co, 
com O < Pk ::; 1, e 
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Então existem (oo,p; q1, ... ,qn) representaçoes nucleares de 

00 

sk =L CTkia~ X • ". X a]ci ® Yki' 

i=l 

ta$ que para qualquer k fixo: 

• . ' w.;(atJ::; (pi;1(l+E)N(oo,p;q1 , ... ,<Jn)(Sk}}'i, j= l, ... ,n 
-1 1 

Wp'(!lkir::; (pk (1 + e)N(oo,p;q, ... ,q.)(Sk))PT. 

Para as sequências duplas temos: 

00 1 

w•' (a{il ::; {(1 +e)' L p;;• Ncoo,p;q, ... ,<Jn)(Sk}"J ;;-, j = 1, ... , n 
J k=l 

co 1 

Wrf(!lki) $ ((1 + •J' L P// N(oo,p;q1, ... ,q.)(Skrf7. 
k=l 

Consequentemente: 

00 00 co 

S := Lsk = LL<Tkia~ x · · · x aí:; 0Yki· 
k=l k=li=l 

É um (co, p; q1, ... , qn) - operador nuclear com: 

n oo + 
N (S) < TIC(l + <) 8

'"' -· N (S )') '; X (co,p;qt, ... ,q.) - ~Pk (co,p;<ll,··-,<Jn) k 
j=l k=l 

Assim: 
00 

N (S) 5 < (1 + <)2
' "Ç""' N (S )' (oo,p;qt, ... ,qn) - L.., (oo.p;qb···•qn) k · 

k=l 

(2) Sejam SE N(r,p;<ll, ... ,q.)(Et, ... , En; F) e E> O. 
Considere uma (r, p; qt, ... , q,.) - representação nuclear de 

co 

S =L O"iaf x · · · x af ® Yi, 

i=l 
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tal que 

f,(u;)wq;(a}}· · ·w.~ (a?}wp(Y;) :S (1 + •)N(r,p;q1 , ... ,q,)(S). 

Se Ak E C(Dk,Ek), k = 1, ... ,n e TE C(F,G). Então para B = (A1o ... ,A,) e Aí, E 
C( E~, DD temos 

e 

Assim: 

CC 

ToS o B = I:;u;A~(a}) x · .. x A~(af) 0 Ty; 
i=l 

n 

N(r,p;q,, ... ,q.)(To SoB) :S Er(u;) IJ wqj(Aj(af})wp(Ty;) 
j=l 

:S fr(a;)wq,(a}) ~ A1 li·· ·wq;,(ai) 11 An 1111 T 11 Wp'(y;). 

n 

N(r,p;q1 , ... ,q.)(T OS O B) :S (1 +f) IJ 11 A; 11 N(r,p;<IJ.., .. ,q.,)(S) li T li • 
i=l 

Logo. ToS o B E N(r,p,., ... ,q.)(Elo ... , En; F), e: 

n 

N(r,p;q, ... ,q.)(T OS O B) S IJ 11 A; 11 N(r,p;q,, ... ,q.)(S) 11 T 11 · 
i= I 

(3) É claro que os operadores multilineares da forma: 

S(xt. ... , Xn) = 'Pl (xl) · · ''t'n(Xn)Z, 

são (r,p; qlo ... , qn)-nucleares pelo fato de: 
00 

S = L D'i'Pli X • • • X 'Pni 0 Z;, 

i=l 

com Z; = z para i = 1 e Z; = O, V.i ~ 2, onde "' = 1 para i = 1 e <T; = O, Vi ~ 2. 
'Pii = 'Pi para i = 1 e 'Pii = O, Vi 2':· 2 e V j = 1, ... , n. 
É claro que (u;)~ 1 E fro ('PJ;)~ 1 E~ (Ej)Vj = l, ... , n e (Z;}~ 1 E t;;(F). 

' Portanto, temos 

N(r,p;<IJ., ... ,q,)(S) :S 11 'Pl li "· li 'Pn 1111 Z li · 
Também é elaJ'o que 11 S 11=11 'Pl 11 ... '1l 'Pn llil z 11. Temos a relação: 

N(r,p;q, ... ,q.)(S) 2':11 S li • 

isto segue da Observação 3.1 e da definição de N(r,p;q,, ... ,q.)(S). 
É claro que de (3.3) e (3.4) obtemos: 

N(r,p,'ll., ... ,q.)(S)=II 'Plllll 'P2[I .. ·Ii 'Pn 1111 Z 11· 
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Teorema 3.2. Um operador SE .C(E, ... ,En;F) é (r,p;ql.···,q,.)-nuclear s~ e só se 
existe um diagrama comutativo: 

A=(Ar, ... ,An} 

manetra: 

So((cl,j)~l• · · ·, (én,j)~l) = (ujél,j · · ·én,j)~lo 

onde (uj)~ 1 E ir se O< r< oo e (cr;)f,';,1 E C(} s~r = oo. 
Neide caso: N(r,p;q, ... ,<Jn)(S) = inf H y 11 Cr(u;} nf=l 11 Aj H, com o {nfimo tomado para 
todas as poss{veis fatorações acima deseritas. 

Demonstração. So está bem definido pois é multilinear e contínuo i.é: 

n 

11 So((ct,j )~lo .. ·, (en,j )~1) llt.::; ir(uj) IT I! (ék,j)~l l!t,, · 
k=l k 

Onde++···+ :lr+l+l > 1. 
':ln lf1 r TI -

SejaS un operador (r, p; qlo ... , qn) nuclear, então 

00 

S = L crkalk x · · · x ank 0 Yk· 
k=l 

Com (O'k}~ 1 E êro (ajk}~ 1 E ~(Ej}, '1j = 1, . .. ,n e (Yk}~ 1 E e;i(F). 
' Definamos: 

Aj : Ej ___, iq, 
Xj ......... {ajk(Xj))~l 

É claro que Aj é linear e contínuo pois 

Vj = 1, ... , n. 
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Agora definamos. Y E C( ip; F} da seguinte maneira: 

co 

Y((éJlJ;tl = 2>m· 
j=l 

00 

< <p,Y((éj)j;l) >= I>j < <p,yj >. 
j=l 

Daí é claro que 
00 

f< <p,Y((éj).j;ll >1:5 L I éj li< 'P·Yi >I 
j=l 

Aplicando a desigualdade de Hõlder obtemos: 

00 100 1 

I< <p, Y((sj}j;tl >I$ ÍL f "i JP) ;;(L I< '1';, YJ >I"' V 
i=l i=l 

e desta relação é claro que 

00 1 

sup I< <p, Y((EJ)j;1) >I :SI\ (Ej)j;1 lle, sup (L I< <p,yj >I"' V 
n,ng n,ng j=l 

e 
li Y((éj)j;l} 11:511 (Ej}j;l He, w,r(Yj). 

Portanto Y esta bem definido e 11 Y 11 :$ w,r (yj). 
Além disso é claro que: 

00 

YoSo o A= L<Tkalk X .. • X ank ®Yk = S 
k=l 

Em (3~5) podemos escolher uma representação de S tal que para € > O aconteça o seguinte: 

n 

ir( uk}w,r(yk} fi w.; (ajk) < (1 + •)N(r,p;q., ... ,q.)(S) 
j=l 

Portanto: 

n n 

11 Y 11 TI 11 Ak 11 fr(<rk) :$ fr(uk)wp(Yk) fl w.;(ajk) < (1 + E)N(r,p;q1 , ... ,q.)(S) 
k=l j=l 
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Como isto é valido para todo E > O, temos que 

n 

i! Y !I fi !! Ai 11 Cr(uk) ::; N(r,p;'<1 , ... ,q,_)(S). 
j=l 

Desta relação temos: 

n 

ínf li Y 11 fi !I Ai 11 lr(uk)::; N(r,p;q1 , ... ,q,_J(S}. (3.6) 
j=l 

Para mostrar a recíproca, basta mostrar que So é um operador (r, p, q1, ... ,qn) nuclear. 
Para isto. basta notar que: 

00 

So = L.ujiitj X··· x IInj 0 eJ 
j=l 

onde Tikj((ek,m)~ 1 ) = êk,j, 'ifk = 1, ... , n e j E N e ei = (0, ... , O, 1, O, ... ) com 1 na 
j-ésima componente e mostrar que: 

(i) (uj)~l E lr 

(íí) (IIkj)~ 1 E ~(eq.) 'fk = l,2, ... ,n 

(iíi) (ej)~ 1 E t;:;(fp). 

(i} e (iii) são-evidentes. Vejamos a parte (ii): 

De (3.7) temos wq.(Ihj}= 1, 'Vk= 1, ... ,n. 
Portanto: 

n 

N(r,p;q,, ... ,q,_)(So) ::;ir(<rj) TI w.;(IIkj)wy(ej) 
j=l 

N(r,p;q1 , ... ,q,_)(So) :$Rr(<rj), 
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pois Wqt (IIkj J = l, wP' ( ej} $ 1, \fk = 1, ... , n. 
Logo Y o 8Q o A é (r,p; q, ... , qn) nuclear isto é p€la propriedade de ideal. Além disso 
temos 

n 

N(r.p;q1 , ••• ,q.)(Y o So o A) Sll Y il n 11 A; [I N(r,p;q, ... ,q.)(So) (3.9) 
i=l 

De (3.8) e (3.9) temos: 

n 

Nr.p,q1 , ... ,..(S) :$11 Y 11 n 11 A;, li fr(aj) 
i=l 

Assim: 
n 

N(r,p;q1 , ... ,q.j(S) $ inf 11 Y 11 n 11 A; li ir("j) (3.10) 
i=l 

Portanto de (3.10) e (3.6) temos 

n 

N(r.p;q1 , ... ,q.)(S) = inf 11 Y 11 IJII A; 11 fr(a'j). 
i=l 

o 
Proposição 3.1. Para r, i' E (0, ool, p, ,p, q;, ij; E [1, oo! tais que r$ f, p $ ji e q; $ ij;, 
'Vi = 1, ... , n, com 

e 

.então temos 

com 

1 l 1 1 -+-+-+ .. ·+->1 
rp'qí qi,-' 

1 1 1 1 
f+ if+ ;jl + .. ·+ q'n ;::1 

11 1111 11 
-+ -+ .. ·+--- $ -::+-::-+ .. ·+ 7"--:: 
pq! qnrpq1 qnr 

N(- - - - j(T) < N( )(T) r,p;ql, ... ,qn - r,p;ql, ... ,qn ' 

para qualquer T de tipo (r,p; q!, ... , qn) nuclear. 

Demonstração. Considere 

1 1 1 1 1 1 
- =-- (-+- + -+ ... + -) 
sr >-.fhft2 /3n 
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com 
1 1 1 

fJk = qk- iik' 
k = l, ... ln. 

Logo 
11111 11 1 
- = -- (---:: +- + ... +-- -::-- ... --::-). 
srppql qnql qn 

Portanto s $r. Para T de tipo (r,p; q1, ... , qn) nuclear e<> O escolhemos uma represen
tação de T na forma: 

tais que ui ;:: O, Vj E N e 

n 

fr(uj) II wq.(ak,j)Wp(Yj) $ (1 + <)N(r,p;q1 , ••. ,q.)(T). 
k=l 

Trunbém T pode ter representação na forma: 

temos então: 

T= I>J';')(ufal,j) x ... x (u{"Un,j)®(u'jy,), 
j=l 

00 r L r- 1 lr(ulJ = ( Ju, J<·r);; 
i= I 
00 

$ L r 1 ( I u, J•·•J• 
i=l 

= Rr (O' i)';' 

1 

·~ 
T 00 r ~ c'')' f ~j I 

w- (uPJa .. )<w.,(a .. )["Ju·J 8'.""<;" j'r<;;;-J 
tjj t '),t - 'ij j,Z ~ t 

i=l 

Como r$ i;·ifj·(t )',temos para todo j = 1, ... , n 

00 1 

Wqj (aj,i)(L Ju, Jr)P; 
i=l 

r 

= Wqj (aj,;)lr(u,)PJ 

i. é: 
f; r 

w- (u-'a .. ) <w-'(a .. )l (u·)PJ q' i t J,t - 'l.j 3,1. r z 'tj=l, ... ,n. 
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Finalmente temos 

i=l 

r - lt.)' Como r::::; x·rl·(,r , temos: 

Portanto temos 

n 

N(r,P,q,, ... ,{jn) (T) :$ fr( O' i); TI w.; ( aj,í)Rr( <7;) i; .w,r (y,)fr( O' i) X 
J=l 

Assim: 

n 

N(f;jj,ij1 , ... ,q.)(T) :$ fr(<7;) TI Wq/aj,i)w,r(Yi) 
j=l 

:$ (1 + <)N(r;p,q, ... ,q.)(T) 

e como E > O é arbitraria, 

N(--- - )(T) < N( )(T) r;p,ql,···•IJn - r;p,qt, ... ,q,... · 

Observação 3.2. Segue-se da definição que Ct(Eb ... , En; F) é denso en: 

o 

N(r,p;q,, ... ,q.)(El, ... ,En; F), uma vez que todo TE Ct(Elt ... , En; F) tem uma represen
tação da forma: 

m 

T = L O'j'Pl,j X • · • X 'Pn,j 0 bj 
j=l 

(3.11) 

com "'J E JK, 'Pk,J E E~, k = 1, ... , n, b1 E F, j = 1, ... , m. É natural perguntar quando é 
possível ter: 

Onde 
n 

Nj,(r,p;q, ... ,q.) = inf 11 (<7j)'j.,l llr TI 11 ('Pk,j)'j.,l llw,qjll (bj)'j.,l llw,p'. 
k=l 

com o ínfimo tomado para todas as representações possíveis de T como em (3.12). 
É claro que: 

N(r;p,lJl, ... ,q.)(T) :$ Nf,(r;p,q,, ... ,q.)(T) 

pois CJ(E!o ... , En; F) c N(r;p,q,, ... ,q.)(EI>, ... , En; F). 
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Proposição 3.2. Se E1, ... , En têm dimensão finita e T E .C(E1, ... , En; F) então: 

N(r;p,q,, ... ,q,)(T) = Nf,(r;p,q,, ... ,<Jn)(T) 

Demonstração. Como dimE, < oo, para i = 1, ... , n, temos 

.C(E1. ... , En; F)= .Ct(EI, ... , En;F), 

e este espaço é completo para as normas, N(r,p;q, ... ,<Jn) e Nf,(r;p,q, ... ,q.)· Além disso é um 
F- espaço. 
Logo pelo teorema da aplicação aberta, estas normas são equivalentes vide [8]. Logo existe 
c? O tal que 

N f,(r,p;q, ... ,q.) (T) ::::; cN(r ,p;q,, ... ,q.) (T), 

para qualquer T de tipo finito. Para E > O escolhemos uma representação T = I;j:1 (J"j'Plj x 
• • • X 'Pnj 0 Yj tal que: 

n 

Rr((J";)wp'(Yi) rr Wqj ('Pj,i)::::; (1 + E)N(r,p;q,, ... ,q.)(T) 
j=l 

como existe m E N tal que: 

cN(r,p;q1, ... ,q./2::: Jj'f'lj X • • • X 'Pn,j 0 Yj) :::S eN(r,p;'lJ., ... ,q.)(T) 
j>m 

Portanto temos 
m 

(Nf,(r,p;q1, ... ,<Jn)(T))' :::S Nf,(r,p;q, ... ,q.)(2::; Jj'f'lj X • • • X 'Pn,j 0 Yj )' 
j=l 

+ Nf,(r,p;q1, ... ,q.)(2::; <Yj'f'l,j X"· X 'Pn,j 0yj)' 
j>m 

::::; (1 + <) 8 N(r,p;q,, ... ,q.)(T)' + <8 N(r,p;o,, ... ,<Jn)(T)8
• 

Fazendo E - O o teorema segue. o 
Os proximos resultados são adaptações da proposição 2.9 e teorema 2.10 de Mário C. 

Matos, vide [5], e suas demostrações podem ser facilmente adaptadas desses resultados. 

Proposição 3.3. SeTE N(r,p;q1 , ... ,ç.)(E1, ... ,En;F) e Sk E :F(Dk,Ek), k = l, ... ,n, 
então: 

n 

Nt,(r,p;q,, ... ,q.)(To (SI, ... ,Sn))::::; N(r,p;q,, ... ,<Jn)(T) II 11 sk 11 

k=l 

Teorema 3.3. Si E1, ... , En tem a propriedade de aproximação limitada, então: 

Nt,(r,p;q, ... ,q.)(T) = N(r;p,q, ... ,<Jn)(T), 

para qualquer TE C.t(EI, ... , En; F). 
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3.1 Ideais Multilineares Maximais 

Definição 3.2. Sejam A e 13 ideais de operadores linear y multilinear respectivamente. 
Um operador multilinear <I> E .C(E1, ... , En; F) pertence a A-1o/3 se T<J; E B(E1, ... , En; Fo) 
para todo TE A( F, Fo), onde F0 é um espaço arbitrário de Banach. 

Teorema 3.4. A-1 o 13 é um idrol. de operadores multilineares. 

Demonstração. É imediato. o 

Definição 3.3. Sejam A, 13;, ideais de operadores multilinear y linear respectivamente. 
Um operador iJ; E .C(E1, ... , En; F) pertence a A o .!>1 se iJ; o T E A(X1, ... , Xn; F) para 
todo T := (T1, ... ,T,), onde T; E B;(X,,E,), i= l, ... ,n, e 13-1 := (1311

, ... ,13;;;1 ). 

Teorema 3.5. A o /3- 1 =A o (131\ ... , 13;;1) é um ideal de operadores multilineares. 

Demonstração. É imediato. o 

Definição 3.4. Sejam [A, A] e [13, B] ideais de operadores linear e multilinear quasi
normados respectivamente. Para qualquer <I> E .C( Elo ... , En; F) com <I> E A-1 o 13 defini-
mos: 

A-1 oB(<J;) := sup{B(T<I>): TE A(F,F0 ),A(T)::; 1}. 

Aqui Fo é qualquer espaço de Banach. 

Observação 3.3. [A-1 o B,A-1 o B] será escrito como [A,A]-1 o [13, B]. 

Teorema 3.6. [A-1 oB,A-1 oB] é um ideal de operadores multilineares quasi-normado. 

Demonstração. É de modo semelhante a 7.2.2 do livro Operators Ideals de Albrecht Pi
etsch. O 

Definição 3.5. Sejam [A, A] e [13;, B;] ideais de operadores multilineares e linear quasi
normados respectivamente. Para qualquer <I> E .C( Elo ... , En; F) com <I; E A o s-1 onde 
13-1 := (1311, ... , 13;;-1 ), definimos: 

A o B-1 (<I>) := sup {A(<J; o T) =A( <I> o (T1, ... , Tn)) : 1i E l3;(X;, E;), 

B;(T;)::; l,i= l, ... ,n}. 

Aqui X; é qualquer espaço de Banach, i= 1, ... , n. 

Observação 3.4. [A o 13-1, A o B-1 J frequentemente será escrito como: 

Teorema 3.7. [Aol3-1,AoB-1] é um ideal de operadores multilineares quasi-normado. 
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Demonstração. É uma adaptação de 7.2.2 do livro Operators Ideals de Albretch Pietsch, 
a nosso caso. D 

Definição 3.6. Seja A um ideal de operadores multilineares. Um operador<!> E C.(EI. ... , En; F) 
pertence a Amax := C.;;J o Ao (C.;;J, ... ,C.;;j) se V<í>T E A(X1, ... ,Xn;Fo) para todo 
T = (T1, ... , Tn) donde T; E C.ap(X;, E;), i= 1, ... ,neVE Cap(F, Fo). 

Teorema 3.8. Amax é um ideal de operadores multilineares. 

Demonstração. É imediato. o 

Definição 3. 7. Um ideal de operadores multilineares A é maximal se A= A=. 

Definição 3.8. Seja [A, A] um ideal de operadores multiliuear es quasi-normado. Então: 

[A'""", Amax] := [C.ap, li · IIJ-1 0 [A, A] O ([C.ap, li · llr1
, ... , [C.ap, IJ ·JIJ-1

) 

é chamado o envolucro maximal de [A, A]. 

Teorema 3.9. [A=,A=J é um ideal de operadores multilineares quasi-normado. 

Demonstração. É consequência dos teoremas 3.6 e 3.7. o 

Definição 3.9. Um ideal de operadores multiliueares é chamado maximal se [A, A] = 
[A, A]"""' 

Teorema 3.10. Seja [A, A] um ideal s- normado. Então <í> E C(E1, ... , En; F) pertence 
a A= se e só se existe uma constante rr ::0: O tal que: 

n 

A(B<í>T) ::::; rrJJBIJ IT IJTiJI, 
i=l 

para todo T = (T1o ... , Tn) donde T; E :F( X;, E;) e B E :F( F, Fo). Aqui X;, Fo são espaços 
arbitrarias de Banach. 
Neste caso: 

Amax(<í>) := inf rY. 

Demonstração. Se <í> E A=(Elo ... En; F), então A"""'(<í>) = supA(B<í>T), onde o supre
mo é tomado sobre todos os T = (Tlo ... Tn) com T; E Cap(X;, E;) e B E Cap(F, Fo) tal que 
!17ill::::; 1, i= 1,2, ... ,n e IIBI!::::; 1. 
A(B<í>T)::::; A=(<í>)Il:=1 117iiiiiBIJ, para todo 7i E :F(X;,E;), i= 1,2, ... ,n e B E 
:F( F, Fo). 
Reciprocamente, seja <í> E C.( Elo ... , En; F) satisfazendo a condição de acima. Se T = 
(T1o ... , Tn) com 7i E Cap(X;, E;) i = 1, ... , n e B E C.ap(F, Fo), então existem T;k E 
:F( X;, E;) e Bk E :F( F, Fo) tal que T; = limk-oo T;k, T = limk-oo(Tf, ... , Tf;) = (T1, ... , Tn) 
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e B = limk~= Bk. 
Segue-se de: 

A(Bkif>(Tf, ... , T!)- Bm<P(If, ... , T:;'))' A((Bk- Bm)if>(Tf, ... ,T~) + 
+Bmif>(Tf- Tf, ... , T~- T:;'))' 

:::; A((Bk- Bm)<P(Tf, ... , T~))' + 
+A(Bmif>(Tf- Tf, ... ,T~- T:;'))' 

n 

::=:; ,.siiBk- Bmlls TI IITflls + 
i=l 

n 

+178 IIBmll 8 TI IIT,k -17"11 8 

i=l 

que Bkif>(Tf, ... , T~) é uma A-sequencia de Cauchy. 
Como Bif>T = lim BéP(Tf, ... , T~) é o unico possivellimite, temos que 
Bif>T E A(Xt, ... , Xn; Fo). Além disso 

n 

A(Bif>T):::; <riiBII TI 111111-
i=l 

Portanto if> E A=(Et, ... ,E,; F) e A=(if>):::; a. 

3.2 Aplicações Multilineares p-Compactas 

o 

Definição 3.10. Seja 1 :::; p :::; oo. Um operador if> E C(Et, ... ,E,.; F) é chamado p
compacto relativo a (ql, ... , qn) se pertence ao ideal normado: 

onde: 
1 1 1 
p;+ 'li+ ... + <In =1 

Conjetura 3.1. Um operador if> E C(Et, ... , En; F) é p-compacto relativo a (qb ... , q,.) se 
e s6 se exiBte un diagrama comutativo: 
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tal que i!' E .C(E1, ... , En;Cp) e A E .C(Cp; F) são compactos. 
Neste caso: 

N(oo,p;q1 , ... ,q,)(<P) := inf IIAiflfwfl. 
onde o ínfimo é tomado soiJre todas as fatorações possíveis. 

Definição 3.11. Seja 1 ::; p ::; oo. Um operador <I> E .C(E1, ... , En, F) é chamado p
fatorável relativo a (qlo ... , qn) se pertenece ao ideal normado: 

tal que: 
1 1 1 -+-,+ ... +,=1 
p' ql qn 

Conjetura 3.2. Seja 1::; p < oo. <I> E .C(X1, ... ,Xn; Y) é p-fatorável se e só se existe um 
diagrama cCYfllutativo tal que K y o <I> = A o IJf, i. e. 

<!> Ky 
xl X ... X Xn y< ' Y** 

~/ 
Lv(P.) 

Além disso "ip(<P) = inf lfAflffwff, onde o ínfino é t=ado soiJre todas as fatorações possíveis. 

No caso p = oo temos o seguinte 

Conjetura 3.3. Um operador <I> E .C(X1, ... , Xn; Y) é oo-fatorá:vel se e só se uma das 
seguintes afirmações é verdadeira. 

{1} Existe um espaço K de Hausdorff CIYfllpac:to e operadores W E .C(X1, ... ,Xn;C(K)) e 
A E .C( C(K), Y**) tal que 

<!> Ky 
xl X ... X Xn y< ' y•• 

~/ 
C(K) 

Nesto caso 
"ioo(<I>) = inf IIAfflfwff 

onde o ínfimo é tomado soiJre todas as fatorações possíveis. 
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(2} Existe um espaço de medida (íl,Ji), operadores ili E .C(X1, ... ,Xn;L00 (íl,J1)) e A E 
.C(Loo(íl,ji), Y**) tal que 

<P Ky 
X, X··· X Xn --=----y<------'--i>-> Y** 

~~ 

Neste caso 
'Yoo(4>) = infJIAIJIIi!ill 

onde o ínfimo é tomado sobre todas as fatorações possíveis. 

Se provamos as conjeturas (3.1), (3.2) e (3.3) teríamos que 'Yp definido em (3.11) seria 
igual al 'YP definido en (2.2). 
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