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Resumo

Estudamos a estrutura lagrangiana para solugoes fracas das equagoes de Navier-Stokes para
um fluido nao barotréopico em dimensao dois, i.e., demonstramos a unicidade de trajetérias de
particulas para fluidos compressiveis, incluindo a equacao da energia, ou seja, com variagoes de
temperatura. Isto estende os resultados de David Hoff e Marcelo Santos para o caso nao barotrépico
de dimensao dois.

Palavras-chave:
Estruturaa lagrangianas, Log-lipschitziano, Fluido nao barotrépico.
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Abstract

In this work we study the Lagrangian structure for weak solutions of Navier-Stokes equations
for a non-barotropic compressible fluid in two dimensions, i.e., we prove the uniqueness of particle
trajectories for two-dimensional compressible fluids, including the energy equation (tempera-ture
variations). It extends previous results in [19] for the barotropic two dimensional case.

Keywords:
Lagrangian structures, Log-Lipschitz, Non-barotropic fluid.
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Introducao

Uma forma (pouco precisa) de entender um fluido é pela sua incapacidade em resistir as forgas
de cisalhamento, o que tem como consequéncia que um fluido nao tenha uma forma bem definida,
sendo capaz de adotar a forma do seu entorno. Em particular, se o fluido esta no interior de um
recipiente ele tomard a forma do mesmo.

O presente texto esta focado no estudo dos fluidos compressiveis, em cuja categoria, os gases
sao o exemplo por exceléncia. Diversas aplicagdes da mecanica dos fluidos compressiveis podem ser
encontradas, especialmente na engenharia. Em particular, encontra-se aplicagdoes em meteorologia,
em aeronautica, no desenho de compressores de ar, como aqueles usados em aparelhos dentais, em
ferramentas de ofcina, em tubos de pressao alta para transportar gases, entre outros.

O modelo usado aqui é obtido supondo o principio do continuo no qual se considera que o
fluido ocupa em um tempo ¢, um dominio €2 do espaco euclidiano. Na mecéanica continua dos
fluidos compressiveis distinguem-se dois pontos de vista. Em um deles, é considerado o movi-
mento de cada particula, isto é, o observador esta seguindo a particula e pode tomar nota da
posicdo em um sistema de referéncia e da velocidade em cada instante de tempo. Esta forma
de ver o fluido é chamada lagrangiana. No outro ponto de vista, chamado de forma euleriana,
¢ considerado um ponto do espaco e sao observadas as particulas que passam através do mesmo.
Uma andlise detalhada dos dois pontos de vista e as relagoes entre eles, pode ser consultada em [26].

No caso particular de um fluido no qual a pressao depende somente da densidade, as trajeto-
rias de pressao constante e as trajetérias de densidade constante sao as mesmas. Neste caso, o
fluido é chamado barotrépico [9]. Alguns exemplos de fluidos barotrépicos sdo os isotérmicos ou
de temperatura constante, e os isentropicos ou de entropia constante. No presente texto a pressao
vai depender da temperatura, e assim, da energia interna especifica, de modo que os fluidos con-
siderados sao nao barotropicos.

Entendemos por estrutura lagrangiana justamente o "bom" comportamento matematico de certa
equacao diferencial ordinaria associada ao movimento das particulas do ponto de vista lagrangiano.
Nesta equacao é assumido que a velocidade das particulas é conhecida, e a partir dela procura-se
determinar a posi¢do em cada instante de tempo de uma particula especifica sabendo sua posicao
em um instante dado.
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Na descricao euleriana, é considerado um modelo dado por um sistema de equagoes diferenciais
parciais conhecidas como equacoes de Navier-Stokes e das quais se dara uma descri¢do detalhada
no Capitulo 1. Na literatura existem muitos livros considerando tais sistemas de equagoes. De
fato, pode-se consultar [2], [3], [9], [10], [13], [25], [26] e as referéncias contidas nos mesmos. O
modelo oferece, por exemplo, uma formulagdo matemaética das leis de conservagao da massa, do
momento e da energia, considerando a densidade p, a velocidade u e a energia total £/, como as
varidveis do sistema, e acompanhando estas com outras (ligadas as propriedades termodindmicas
do fluido), chamadas varidveis de estado como a pressao P e a temperatura ¢, entre outras.

O objetivo principal do presente trabalho é mostrar a existéncia e unicidade de trajetérias
(estrutura lagrangiana) para o campo de velocidade de uma certa solu¢ao do sistema de Navier-
Stokes. Para tal fim, utilizaremos que a solugao satisfaz algumas estimativas especificas, como as
que podem ser vistas em [19] para o caso barotrépico em duas e trés dimensoes. A ideia é decompor
o campo u em duas partes, uma, denotada por up, dependendo da pressao, e a outra, denotada
por ug,,, dependendo do chamado fluzo efetivo viscoso e da vorticidade, e usar as propriedades
de regularidade e algumas estimativas das solugoes fracas e de suas derivadas materiais. Muito
resumidamente, usando a limitacao da pressao, estimativas das derivadas materiais, estimativas
classicas de Sobolev e argumentos da teoria eliptica, garantimos que a parte associada a pressao,
up, ¢ um campo log-lipschitziano, em relagao a variavel espacial, e que a parte up,, ¢ um campo
lipschitziano, também em relagdo a variavel espacial. Dai, para obtermos a unicidade de trajeto-
rias do campo u, mostramos que a 'norma' log-lipschitziana de up e a "norma" lipschitz de ug,,,
em relagdo a varidvel espacial, sdo localmente integraveis no tempo. Neste ponto sdo essenciais
as estimativas das derivadas convectivas, com "taxas de regularizagdo" adequadas. Desenvolvemos
este ponto com detalhes e, certamente, esta é a nossa principal contribuicao neste trabalho.

No entanto, o nosso resultado principal, Teorema 3.2.1, restringe-se ao caso de dimensao (es-
pacial) dois, devido a seguinte dificuldade técnica que nao sabemos, até o momento, contornar
em dimensao trés: a obtengao das estimativas (2.2.38) (depois do Lema 2.2.16 desta Tese) para
os termos convectivos, as quais sao essenciais na demonstragdo do Teorema 3.2.1, depende de
estimativas convenientes em L? para a pressdo (e também para o gradiente da velocidade, mas
quanto a este, podemos proceder de forma similar ao caso barotrépico). Mais precisamente, che-
gamos que na prova do Lema 2.2.17 aparece a norma em L* de P — P (e de Vu). Dali, pela
desigualdade de interpolacao (1.3.3), com p = 4, em dimensao dois, conseguimos controlar este
termo, pois obtemos s6 norma em L2, no espaco e no tempo; v. (2.2.31). Observamos que o ponto
crucial aqui é a integrabilidade (local) no tempo. Em dimensao trés, seguindo o mesmo caminho,
encontramos a integral, no tempo, de ||Ve||%2(R3), e, esta integral nao conseguimos estimar (de
forma independente da solugdo suave/aproximada). Uma tentativa de tomar, na integral acima,
por exemplo, o supremo de ||Ve|| 22y, usando a estimativa (1.26) de [16] (qué ¢é o caso particular
da desigualdade de Gagliardo-Niremberg quando n = 3; v. Teorema 1.3.3 nesta Tese), nos leva a
pedir que o expoente 'r" em [16] seja menor do que 2/3. No entanto, pela condi¢ao (1.18) de [16],
temos que r > 3/2. No caso barotrépico, em dimensao dois ou trés, como a pressao depende s
da densidade (e nao também da energia) e esta é limitada, podemos controlar a norma em L* de
P — P, como pode ser visto na desigualdade (2.2.31) (desta Tese) supondo e = & = 0. Outro ponto
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a ser ressaltado é que ndo conseguimos (mesmo em dimensao espacial dois) estimar a quantidade
V/pe em L? e precisamos desta estimativa para demonstrar o Lema 2.2.16 no Capitulo 2. Assim,
assumimos esta estimativa por hipotese. Esta hipotese é desnecesséaria assumindo que o gradiente
da velocidade pertence ao L* ou que a energia é limitada (no espaco e no tempo), obtendo o Lema
2.2.16 com algumas modificagoes na demonstragao, que nao sao mostradas nesta Tese.

A principal novidade em relagao ao caso barotrépico [19] é que aqui a pressao depende também
da energia e este fato cria dificuldades nas estimativas. No caso nao barotropico, o fato da pressao
depender da energia faz com que P — P nao seja limitada no tempo, mas o Lema 4.4 de [16] que
mostra, em particular, que a norma em L* da energia especifica menos uma constante é localmente
integravel no tempo, implica que ||P — P|| Lo (r2) ¢ localmente integravel no tempo, o que permite,
como veremos, concluir que a norma log-lipschitziana da parte do campo associada a pressao é
integravel. Quanto a parte associada ao fluxo efetivo viscoso, ug,,, como dissemos acima, obtemos
estimativas para as derivadas materiais com taxas de regularizacao adequadas para mostrar que a
sua seminorma de Lipschitz é localmente integravel no tempo. Mais precisamente, v. estimativas
(2.1.8)-(2.1.9), no enunciado do Teorema 2.1.1 abaixo. Taxas de regularizacdo similares para o
caso barotrépico sio provadas em [18], para duas e trés dimensoes mas com a velocidade no H';
em [15] para um fluido no semiespago {3 > 0}; em [20], para o caso barotrépico em dimensao
trés, mas na presenca do vazio, isto é, a densidade inicial pode-se anular em um conjunto aberto
e em [32], para o caso em que a viscosidade pode depender da densidade. Em [32], é mostrada
também a estrutura lagrangiana.

A distribucao do texto é feita da seguinte forma: no Capitulo 1 s@o mostradas as ferramentas
bésicas necessarias para o restante do texto. Em primeiro lugar é feito um esboco da deducao das
equacoes gerais de Navier-Stokes descrevendo o movimento de um fluido compressivel nao barotro-
pico e nao isotérmico. Como a deducao nao depende da dimensao, nao é feita nenhuma restricao
nesta parte. Também é feita uma breve descri¢ao do problema, distinguindo entre a parte euleriana
e a parte lagrangiana. Assim, é feita uma descri¢do das equacoes de Navier-Stokes que sao usadas,
assim como dos parametros e equagoes de estado associadas a eles. Também é feito um resumo
das ferramentas béasicas necessarias, especialmente das desigualdades, que sdo amplamente difun-
didas na literatura. Complementamos o capitulo com uma exposicao da teoria de interpolacao,
s6 mencionando os tépicos requeridos mais na frente. O capitulo ¢ finalizado fazendo uma breve
descricao da teoria de equacoes diferenciais parciais, mostrando alguns resultados clasicos para as
equacoes elipticas, e um resultado de existéncia local para um sistema parabdlico-hiperbélico bem
geral (ver (1.3.9)).

O Capitulo 2 esta focado na existéncia de solugdbes para o sistema de Navier-Stokes (1.2.1)-
(1.2.3). Apresentamos o resultado de existéncia (Teorema de D. Hoff [16]) no Teorema 2.3.2 e,
quanto & sua demonstracdo completa, remetemos a [16]. No entanto, aqui, apresentamos a de-
monstragao de varias estimativas usadas na demonstracao do mesmo, com mais detalhes do que
em [16]. Na Segdo 2.2.3 sdo melhorados os resultados de [16], obtendo estimativas adequadas para
os termos convectivos com peso, para obtermos a unicidade das trajetérias, o que é feito no Capi-
tulo 3. A demonstracao é feita descompondo o campo de velocidade em duas partes, cada uma,
solugao de uma certa equacao "do momento linearizada", a primeira independendo da pressao e
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com dado inicial em um espago de Sobolev, e a segunda dependendo da pressao mas com dado
inicial zero. As estimativas sao obtidas usando uma versao de interpolacao conveniente para o caso
dependente da pressao.

No Capitulo 3 sao apresentados e demonstrados os resultados principais deste trabalho, a saber,
a existéncia e unicidade das trajetorias associadas ao campo de velocidade obtido no Teorema
2.3.2. Os resultados sao obtidos supondo que a densidade inicial py satisfaz essinf py > p no
espaco todo, onde p é uma constante estritamente positiva. No entanto, como feito em [19],
poderiamos supor que esta condicao é satisfeita em um certo conjunto limitado, concentrando o
estudo no transporte desse conjunto e a porcao de fluido contida nele. A questao da estrutura
lagrangiana para fluidos compressiveis tem sido estudada por Hoff e Santos [19] e Hoff [17] no
caso barotrépico. Eles provam que se um campo u é solucao das equagoes de Navier-Stokes
para um fluido barotrépico satisfazendo estimativas com taxas de regularizacao convenientes, em
dimensdes 2 e 3, existe um fluxo (tinico) associado ao campo de velocidaes, isto é, uma aplicagdo X
que descreve a posicao de cada particula do fluido viajando com velocidade u, em um instante de
tempo determinado. De fato eles provam que a aplicacao é Holder continua. A prova é baseada no
fato que as solugoes aproximadas satisfazem as estimativas do Teorema 2.1.1, independentemente
do parametro de aproximacao. A trajetoria é obtida como o limite das trajetérias associadas as
solucoes aproximadas. Para a unicidade, o campo é decomposto novamente como u = up + ug,,
onde (abusando um pouco da notagdo) up = VI' x P e up,, = VI'* (F + w) sendo I' a solugdo
fundamental da equagao de Laplace. Entao ¢ visto que up ¢ log-lipschitziano e up,, ¢ lipschitziano,
de modo que a desigualdade de Osgood pode ser aplicada. Adicionalmente sao descritas algumas
propriedades do fluxo.



Capitulo 1

Preliminares

Para apresentar um resumo das principais ferramentas matemaéticas que usaremos nesta Tese,
comecamos este capitulo esclarecendo a notacao que sera usada ao longo do texto. Embora a
mesma seja 0 mais proximo possivel da notagdo padrao, usada em muitos textos atuais, a defi-
nimos precisamente, em primeiro lugar para evitar ambiguidades, e em segundo, para deixar um
local na Tese onde o leitor ache os simbolos principais de forma rapida, sem precisar procurar a
definicao ao longo do texto. Neste Capitulo, os enunciados, defini¢oes, afirmagoes, etc, que sao
feitas sobre um espaco euclidiano R™ nao terao restri¢bes na dimensao n, embora para os capitulos
posteriores sejam necessarias somente as correspondentes a n = 2. Além disso, aquelas afirmagoes
que sejam validas em uma dimensao especifica serao devidamente esclarecidas.

Em geral, as letras romanas mintsculas sao usadas para variavéis, parametros e funcoes esca-
lares. As funcgoes vetoriais serao denotadas com negrito e os operadores entre espagos vetoriais
abstratos com letras maitsculas. Também denotaremos a variavel temporal por ¢ e as variaveis
espaciais por x, y, X;, etc. Os casos que nao estao em conformidade com estas notagoes serao
esclarecidos no momento.

Usaremos a letra C' para denotar quaisquer constantes, estritamente positivas, nas desigualda-
des ou estimativas desta Tese, independentes das quantidades ou variaveis envolvidas. Escrevere-
mos C(ay,...,a;) para indicar que C' depende de ay, ..., a;, mas independe das demais varidveis
presentes nas desigualdades. O simbolo de integral [ sozinho, i.e. sem especificar o dominio de
integracao, sera usado para denotar a integral sobre todo o espago euclideano R™.

Multi-indices e simbolos especiais
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a=(ag, ,ap), a; € N;  Multi-indice de comprimento n.

lal=> «; Ordem do multi-indice.

x* =zt xln

I Tensor ou matriz identidade

a®b Matriz de componentes (a't’), 4,5 = 1,2,...,n,
ondea = (a',---,a")eb = (b!,--- b") sdo vetores
no R”.

Funcoes, aplicacoes e operadores

frACR"—= R Fungao escalar com dominio A.

f:ACR* - R" Campo vetorial com dominio A, f = (f! -+, f™)
com f* sendo funcoes escalares.

fo, =0, f = aii f Derivada parcial de f na variavel x; ou na direccao
e;.

div f = 9,, f* Operador de divergéncia (os indices repetidos de-
notam somatorio).

Vf=(fe, -, [z,) Gradiente de uma fungao escalar.
Vi = ( f;;j) Gradiente (ou matriz jacobiana) de um campo ve-
torial.

Def = 88% Derivada parcial de f de ordem «

a1 a
T dzan

Espacos de funcgoes
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Ck(A) Espaco de fungoes k vezes continuamente diferen-
ciaveis, de A em R.

Cka(A) Fungdes de C*(A) com derivadas até ordem k Hél-
der continuas com exponente «. Neste caso, a é
um numero real entre 0 e 1.

LP(A) Espaco de fungoes mennsuraveis p-integraveis em
A.
WHhP(A) Espaco de fungoes com derivada fraca até ordem

k pertencendo ao LP(A).

D*P(A) Espaco de fung¢oes com derivada fraca de ordem k
pertencendo ao LP(A).

H*(A) = Wh2(A)

Quando aparecer a notacdo sem especificar o espaco, LP, W*P etc, serd entendido que o espaco é
A=R"

Normas e seminormas
l|'llz Norma no espago B.

()% Seminorma de Hélder com exponente o em A.

()Z’% Seminorma de Holder com exponente av em A e 3
em B.

() Seminorma de Lipschitz.

(-);;, Seminorma log-lipschitziana.

1.1 Interpretacao fisica

A seguir apresentamos uma breve deducao das equacoes que descrevem o movimento de um
fluido nao compressivel. Nao daremos detalhes muito técnicos ja que as consideragoes fisicas nao
sao o centro do trabalho, e também, porque existe uma vasta literatura que faz de forma rigorosa
tais dedugoes. Para ver algumas consideragdes mais cuidadosas, pode-se consultar [9] ou [10].
Consideragoes mais profundas podem ser vistas em [2] ou [3].
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O movimento de um corpo na mecanica do continuo é descrito por uma familia de difeomor-
fismos X (¢,-) : I — R™ onde I C R é um intervalo. Em um instante ¢ e para um ponto x € R",
se uma particula no instante ¢y = 0 se encontra no ponto x, X (t,x) representa a posi¢ao da par-
ticula apés um tempo t. Se u denota a velocidade com que as particulas do fluido estao sendo
transportadas, a posicao X fica completamente determinada pelas relagoes

0
9 X(t:%) = u(X(t,0).0

X(0,x) =x

Esta equagao é fundamental no estudo das equacoes de Navier-Stokes, em particular por que exibe
uma relacao direta entre a variavel lagrangiana X e a variavel euleriana u.

1.1.1 Conservacao da massa

A suposicao de que o fluido esta fluindo em um continuo permite assegurar a existéncia de uma
funcao que descreve a razao entre a massa e o volume que o fluido ocupa. Tal funcao é chamada
de densidade e denotada por p e depende da posicao das particulas x e do tempo ¢t. A massa da
porcao de fluido em uma certa regiao W C R™ é dada por

M(t) = / x,t)dx
0= [ oot
O principio de conservacao da massa pode ser enunciado como segue [6]:

A taza de crecimento da massa em uma regico W C R"
(chamada volume de controle )é igual a taza na qual a
massa cruza a fronteira OW do volume de controle, em
direcdo ao interior.

O nome volume é genérico e independe da dimensao, ainda que no caso que sera trabalhado nos
)
préximos capitulos o dominio é o plano R? e o volume de controle é na verdade uma area de controle.

Ou seja:

d
il d:—/ - ndS(x),
1 Jo P = = [ - S0

onde n é o vetor normal exterior a W. Usando o Teorema da Divergéncia e permutando os sinais
de integracao e derivacao, a ultima equacao pode ser escrita como

0 :
/W prik + div (pu)dx =0

e, dado que W é um dominio arbitrario, concluimos que

0
" + div (pu) =0 (1.1.1)
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parax € R" et > 0.

Intuitivamente, este principio postula a invariancia da massa ao longo do tempo, ou em uma
linguagem mais simples, que a massa é constante, no sentido de que a matéria "nao é criada nem
destruida, s6 transformada’.

1.1.2 Balanc¢o do momento

De forma rigorosa, o principio do balance do momento diz:

A tazxa de variacio do momento de um corpo em um
volume de controle W é igual a forca resultante exercida
sobre o fluido.

Matematicamente, o principio pode ser expressado usando a seguinte equagao vetorial:

u)dx = / £d TndS
dt/ tW x= X(t,W)p X+ X (¢, W) nds(x)

onde assumimos o principio de stress de Euler-Cauchy, isto é, que a forca resultante agindo sobre
o volume de controle é a soma de uma forca externa com densidade f e uma pequena tracao Tn
determinada pelo tensor de stress T. Como o interesse no pressente texto esta focado em um fluido
isotropico newtoniano, o tensor de stress tem a forma especifica:

T = p(Vu+ Vu’) + Adiv ul — PI (1.1.2)

onde p e A sdo chamados os coeficientes de viscosidade e assumidos constantes [9], e a parte do
stress denotada por P corresponde a pressao. Assumiremos que nao ha forcas externas atuando
no fluido, ou seja, f = 0. Esta lei de balango, quando a massa é constante, coincide com a mais
familiar sequnda lei de Newton [2], [6], [9], [26].

Antes de continuar enunciamos o seguinte teorema de conveccao, conhecido também como
Teorema do Transporte.

Teorema 1.1.1 ([26], pag. 10). Se W ¢ um dominio de um fluido com fluxo X(¢,x) e f(-,t) €
CY(X(t,W)), entao
d

0
< dx = / o idi d
dt X(t,W)f X X(t,W) 8tf+ v (fu)dx

Com as observagoes feitas, e usando o Teorema do Transporte é possivel concluir que para
j=1,...,n,
/ —(pu?)+div (pu’u)dx = TV - ndS(x)
oW
/ Vi +u,,) + Adiv ue; — Pej] - ndS(x)
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onde TV denota a linha j da matriz T. Dai, pelo Teorema da Divergéncia segue que

/ g(puj) + div (puu?)dx = / div [u(Ve! +u,,) + Adiv ue; — Pe;ldx.
w Ot W ’

~ . ~ . . . _a .
A notagao f,, representa a derivacdo parcial na componente j, ou seja, f, = By f. Finalmente,
como W é arbitrario, concluimos que

gt(puj) +div (pur’) = p(Aw + (div u),,) + A(div u),, — P,
= pA + (p+ A)(div u),, — Py,

para x € R" e t > 0, que na forma vetorial escreve-se

0

a(pu) +div (pu® u) = pAu+ (p+ A\)V(div u) — VP, (1.1.3)
onde a ® b ¢ o tensor de componentes a't/, para cada par de vetores a = (a',...,a") e b =
(b,...,b") em R™. Observamos que se tivéssemos assumido que a forga externa era uma forga

gradiente, em vez de nula, esta poderia ser incorporada ao gradiente da pressao em (1.1.3), ou seja,
assumimos que a forga externa era nula para simplificar a apresentagao, mas a equagao (1.1.3) inclui
forcas externas gradientes.

1.1.3 Conservacao da energia

As consideracoes feitas até agora s6 envolvem conceitos mecanicos, mas o movimento de um
fluido é também afetado pelas variagoes termodinamicas. De acordo com a Primera Lei da Ter-
modinamica,

A diferenca entre as variagées na energia total e o tra-
balho equivalem a transferéncia de calor (na forma de
energia) em um sistema fechado.

Assim, em outras palavras

dE —W = Q

Considerando um volume de controle W, o trabalho tem duas componentes, a primeira devida a
acao de forgas externas

pf - udx
Wi

e a segunda devida ao stress na fronteira
Tu) - ndS(x
|, (Tw) - ndS(x)

onde T é como em (1.1.2). Quanto a transferéncia de calor, segundo a Lei de Fourier

Fluxo de calor = xV4
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onde 1 denota a fungdo temperatura. Em geral, k pode depender da temperatura v e portanto
da energia interna especifica e. Assim, a energia devida a transferéncia de calor na fronteira do
volume de controle é dada por

/ KV - ndx.
oWy

Logo, na auséncia de forcas externas, a conservacao da energia é expressada como

d
L B = /6 . (T V) - ndS (x)

e, usando o Teorema do Transporte e o Teorema da Divergéncia como antes,

gtpE +div (pEu) + div (kVY) = div (Tu).

Agora, por (1.1.2) e a identidade A|u|*= 2div ((VuT)u) obtemos que
div (Tu) = pdiv ((V)u) + pdiv ((Va')u) + Adiv (udiv u) - div (Pu)
= pdiv ((Vu)u) + A(;u|u2]) + Adiv (udiv u) — div (Pu)
e dai vem que
gt(pE) +div (pEu + Pu) = div (xV9) + A (;y|u|2)
+ pdiv ((Vu)u) + (A — p)div ((div u)u)

e, de acordo com [16], redefinindo apropriadamente a temperatura, e dado que o fluido é
considerado politropico, isto é, ¥ = Ke, onde e é a energia interna especifica e K é uma constante;
o balanco da energia total ¢ descrito pela equagao

0 1
H(pE) + div (pFu+ Pu) = A (Ke 4 2u\u|2>
+ pdiv ((Vu)u) + (A — p)div ((div u)u) (1.1.4)
Levando em conta que a energia total ¢ decomposta na energia cinética e na energia interna es-
pecifica, i.e., E = £|ul*+e ([9], [16]), ¢ possivel descompor a equagdo do balango da energia em duas

partes, representando o balanco da energia cinética e da energia interna. De fato, multiplicando
(1.1.3) por u e usando (1.1.1) obtemos o balan¢o da energia cinética,

0 /1 1 1
5% (2p|u]2> + div <2p\u\2u> +VP-u=yp {A (2|u]2> - ]Vuﬂ
+ AV(div u) - u,
e substraindo a tltima equagao de (1.1.4), obtemos a equagao da energia interna especifica,

0 . . o 2,k 3 . 2
a(pe) +div (peu) + Pdiv u = KAe + p(|Vul[*+ug vz, ) + (A — p)(div u)*. (1.1.5)
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1.2 Descricao do problema

Com as ideias expostas anteriormente, é natural perguntar: como um fluido nestas condigoes
vai fluir? ou mais precisamente, existe um fluzo para o fluido? e caso ele exista, € unico? Este
problema é o que denominamos de "estrutura lagrangiana' e sera o problema estudado neste texto.
O problema é dividido em duas partes. A primeira, que corresponde a formulagao euleriana,
consiste em garantir a existéncia de solu¢oes para o modelo, suficientemente regulares. A segunda
corresponde a estrutura lagrangiana, e serd respondidas afirmativamente as perguntas sobre a
existéncia e a unicidade do fluxo para as solugoes obtidas na primera parte, sob certas hipdteses.

1.2.1 Equacoes de Navier Stokes

O interesse deste trabalho esta centrado no sistema de equacoes de Navier-Stokes para um
fluido compressivel ndo barotropico e politropico em duas dimensoes espaciais. As equacoes que
modelam o fluido sdo dadas por (1.1.1), (1.1.3) e (1.1.4), ou seja, o sistema:

ptr +div (pu) =0 (1.2.1)
(pu), +div (pu®@u) + VP = pAu+ AV (div u) (1.2.2)
(pe), +div (peu) + Pdivu= KAe+ (|Vu|2+u];ju§;k) + (A = p) (div u)?, (1.2.3)

onde p, u, e representam, respectivamente, a densidade, a velocidade e a energia interna especifica
do fluido, e P é a pressao. Assumimos que o fluido é ideal, ou seja, que P = P(p,e) = (v — 1)pe,
com v > 1 sendo a constante adiabatica. As constantes p e A, ambas estritamente positivas, sao
os coeficientes de viscosidade e K é uma constante, também estritamente positiva, associada a
temperatura. O simbolo w; serda usado para simplificar %w. As equagdes descrevem as leis de
conservacao da massa (1.2.1), do momento (1.2.2) e da energia (1.2.3), como mostrado na segao
1.1 (ver [2], [3] ou [9]).

A derivada material (ou ao longo das trajetérias) de uma fungdo escalar w é definida por
w = wy +u- Vw, e no caso de uma fungdo vetorial w, define-se analolgamente w := w; + (Vw)u.
Em termos da derivada material, as equagoes (1.2.1)-(1.2.3) podem ser reescritas como segue:

p = —pdiv u (1.2.4)
pia = —VP+ pAu+ A\V(div u) (1.2.5)
pe = KAe — Pdivu+ (\Vu|2+u§jufgk) + (A= p) (div u)?. (1.2.6)

As equacoes (1.2.1)-(1.2.3), sdo acrescentadas as condigoes iniciais
p(0,:) =po, u(0,")=uo e €(0,:) = ey, (1.2.7)

as quais podem ser descontinuas. Sendo 7ho e é certas constantes associadas a densidade e a
energia interna especifica, definimos a energia inicial como

Co = |lpo = Al Fee (mzy 100l Fro g2y

~ - 1.2.8
+ [ (0 = )2 + o 2+leo — &2+ Teol+luol*] (1 + [x[?)dx < oc 129
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onde s e [ sdo constantes estritamente positivas, sendo que o indice s do espago de Sobolev H*
sera especificado adiante e [ é arbitrario. Quanto as constantes de viscosidade, supomos que sao
também estritamente positivas e que

A< (1+V2)pu. (1.2.9)

Estas condigoes sobre [, A e p sdo as usadas em [16]. Observamos que usamos a condi¢ao (1.2.9)
na demonstra¢ao do Lema 2.2.8 (Capitulo 2).

Defini¢ao 1.2.1. Uma solucao fraca de (1.2.1)-(1.2.3) é uma tripla (p, u,e) de fungoes tais que,
para qualquer funcio teste ¢ € C%°(R? x (—o00,00)) e quaisquer to > t; > 0,

/ ppdx

/ ou? pdx

to t
. —/t /(psot+pu-w)dxdt:o

f2 t2 ) .
LT / /(puhpt + pu'u - Vi + P, )dxdt
1 t

t )
__ / i / UV - Vi + Adiv g, dxdt
11

para j =1,2e

to ¢
/penpdx o / ’ /(pegpt + peu - Vi — Pdiv up)dxdt
1 t

to
=— / [KVe+ p((Vu)u — udiv u)] - Vodxdt
t1

t
[ VP v w?)pdxat
t1

A seguinte versdao do Teorema do Transporte vai ser 1til no restante do texto, v. [18] pagina
229.

Lema 1.2.2. Suponhamos que (p, u) sejam fungoes suaves e satisfagam (1.2.1), g seja uma funcao
C' ((0,00)) com g(0) =0, e que f seja uma funciao suave. Entao

;/Ot/ (g'(T)P(X, ) f(x,7)? + g(1)p(x, 7) f(x,7) f(x, T)) dxdr = ;/9(7>p<X,T>f<X,T)2dX
(1.2.10)

Para finalizar esta Secdo, definimos duas quantidades importantes no estudo dos fluidos e
associadas a um campo de velocidades satisfazendo as equagoes de Navier-Stokes. Suponhamos que
(p,u, e) satisfacam (1.2.1)-(1.2.3). Como em alguns artigo de D. Hoff, chamaremos a quantidade

F =+ p)diva— (P - P) (1.2.11)

de fluro efetivo viscoso do campo u, e a matriz w = (w’*) definida por

k

Bk _ a3 _
W = Uy, — Uy,

de vorticidade, onde P = P(p,é). Nesta Tese, frequentemente identificaremos os termos w e wh?,

ja& que em dimensao dois, cada um fica completamente determinado a partir do outro.
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1.2.2 Estrutura lagrangiana

Dado um campo vetorial v em R"™, é natural perguntar-se quais condi¢oes garantem a exis-
téncia de um (tnico) fluxo associado, isto é, de uma tnica aplicacao ¢ : I x R — R" com [ C R
sendo um intervalo aberto e tal que du(t,x)/dt = v(¢(t,x),t) e ¥(0,x) = x para cada x € R" e
todo ¢ € I. E conhecido que no caso em que v é um campo lipschitziano, tal estrutura lagrangiana
é assegurada. A existéncia é uma consequéncia da continuidade do campo (Teorema de Peano),
e a unicidade do fluxo é obtida a partir da condicao de Lipschitz e da desigualdade de Gronwall.
Nesta Secao apresentamos uma versao mais geral deste resultado, assim como uma generalizagao
do Lema de Gronwall, conhecida como Lema de Osgood. Para as demostragoes detalhadas pode-se
consultar [5]. A versao contida no préximo lema é menos geral do que a que aparece em [5], mas
é 1til para facilitar a exposigao, e em [11] é possivel achar familias mais gerais de fun¢oes onde o
resultado ¢ valido.

Seja p : Rt — RT uma funcdo continua e crescente e satisfazendo u(r) — 0 quando r — 0. O
simbolo C,(R") denotara o conjunto das fungoes limitadas v de R™ em R™ tais que

|v(x) —v(y)|< Cullx —yl)

para alguma constante positiva C' e todo x,y € R". Intuitivamente, C,, contém as fungoes que sao
"lipschitzianas modulo p". Adicionalmente definimos a fun¢ao M como

Lo dr
M(s) = / T

s plr)
Proposicao 1.2.3 (Lema de Osgood). Sejam ¢, € R, y uma fungdo mesuravel e ndo negativa

e 7 uma fungdo nao negativa e localmente integravel definidas em [tg, 00). Suponhamos que, para
um numero real nao negativo a tenhamos a desigualdade

, s>0.

t

y(t) < a+ [ ()uly(s))ds (1.2.12)

to

d
para todo t > tg. Entéo, se a > 0 e M(s) = fsl (7‘)7 s > 0, temos que
wu(r
t
M(a) = M(y(0)) < [ A(s)ds
0

para todo t > tg. Se a =0 e M(s) — oo quando s — 0 (s > 0) entao y = 0.

Um primeiro lema descrevendo a estrutura lagrangiana de um campo vetorial nao lipschitziano
é o seguinte, o qual contém algumas das ideias principais da demonstragao do resultado principal
do Capitulo 3:

Lema 1.2.4. Sejam [ um intervalo e (fg,x) € I x R". Se v € LL (I;C,(R")) com M(r) — oo
quando r — 0 entdo existe um intervalo J C I com ty € J tal que a equacgao
t

x(t)=x+ [ v(s,x(s))ds (1.2.13)

to

tem uma unica solucao definida no intervalo J.
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Demonstragio. A existéncia de uma trajetéria x(t) resolvendo (1.2.13) é obtida usando o esquema
iterativo de Picard. Quanto a unicidade, supondo que x; e x5 sdo solugoes de (1.2.13) definidas
em J, temos que

xi(t) = xa(t) < [ Ivls.x1(5) ~ Vsixa(s)lds

) — st ) V)]
= Jy b =D o

e a funcao
_ (s, xu(s)) — v(s, x2(s))|
V(s) =
pl[x1(s) —x2(s)])
é localmente integrdvel, j& que v € Ll (I;C,(R™)), logo, pelo Lema de Osgood, concluimos que
X1 = Xg, como desejado.

O
Nesta Tese a nossa funcao u sera a fungao
1-1 0<r<i1
u(r) = {r( nr) se0<rs (1.2.14)
r ser > 1.

Notemos que g é uma funciao continua, crescente e nao negativa, e satisfaz os limites descritos
anteriormente, ou seja pu(r) = 0 e M(r) — oo quando r — 0. Definimos o espaco LL := C,(R")
como o espaco das fungoes log-lipschitzianas, isto é, o espaco constituido das fungoes cuja norma

Al ei= (o + 1]

é finita, onde a seminorma log-lipschitziana, { )11, estd definida por
[f(x) = f(y)l
<f>LL = Sup - N
0<|x—y|<1 p(lx —yl)
e p é definida em (1.2.14). Observemos que LL é um espago de Banach com esta norma. O

proximo teorema contém a estrutura lagrangiana para as fungoes log-lipschitzianas, e exibe um
resultado de regularidade.

Teorema 1.2.5. Seja I C R um intervalo. Se v € L{ (I; LL), entdo existe uma unica aplicacao
Y (RTU{0}) x R" — R" continua, tal que
¢
W(t,x) =x +/ v(Y(s,x),s)ds, (t,x) €I xR" (1.2.15)
0

Além disso, ¢ satisfaz a seguinte estimativa tipo Holder: para cadat > 0, se |x—y|< exp (1 — exp (fg’ (v(s, ),

entao

b (t,x) — U(t,y)|< Ct)|x — y|exp(— f§<v<s,-)>LLds)

onde C(t) = exp (1 — exp (— Jo(v(s, ) s ds)).

(1.2.16)
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Demonstracao. Demonstraremos somente a parte da regularidade, pois tanto a existéncia quanto
a unicidade das trajetérias ¢(t,x) = x(t) se derivam do Lema 1.2.5. Sejam x e y dois pontos do

R™ tais que |x —y|< exp (1 — exp (fg (v(s, Nrr ds)) e sejam X(t) e y(t) as respectivas trajetérias
comegando nesses pontos. Entao de (1.2.15) segue-se que

()~ ()] < be— I+ [ IvOx(s). ) = v((s), 5)ds
< x =y [ (v 8) g () = y(5) s,

Dai, aplicando o Lema de Osgood para |x(s) — y(s)|< 1 em [0,¢] e levando em conta que para
r >0, M(r) =In(l —Inr), temos que

— (1 = Infx(t) — () + In(1 = px = y]) < [ V(s 8)) ds.

Passando o segundo somando para o lado direito, aplicando a exponencial e organizando os termos

novamente obtemos t
Infx(t) — y(£)|< 1+ (In|x — y|—1) o VODrrds,

Entéo, tomando a exponencial novamente, obtemos o resultado. Quando [x(s) —y(s)|> 1, temos,
pelo lema de Osgood, que

(1) =y ()] < = yledo (0t
mas a hipdtese sobre |x — y| implica que exp(fj (v(-,s));, ds) < 1 e |x — y|< e, portanto
x(1) —y(®)] < [x -y
t
iy o) o

t
<|x - y|fexp(* IN <V(57')>LLdS) Rel0)

1.3 Ferramentas Matematicas

Os resultados mencionados aqui sao facilmente encontrados na literatura, de modo que os
apresentaremos sem demonstragao, exceto nos casos em que a demonstragao nao seja amplamemte
divulgada ou contenha ideias uteis para o melhor entendimento do texto.

1.3.1 Desigualdades basicas e imerssoes

Desigualdades aparecem constantemente no estudo de equagoes diferenciais. Por isto, a se¢ao
presente estd focada em fazer um breve resumo daquelas que vao contribuir no restante do texto.
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A primeira que mencionaremos é a bem conhecida desigualdade de Holder generalizada, valida
para quaisquer fungoes fi,..., fr, com f; € LPi, 1 =12, .k com 1 =) Z%:

[ fr- - fello < A fullzon - - ] frl [ o

Demostragoes detalhadas podem ser encontradas em diversos textos, por exemplo [12], [23].

Uma consequéncia importante da desigualdade de Holder é a seguinte versao de imersao em
espacos LP, a qual é uma desigualdade que é a primeira do tipo que chamaremos depois desigualdade
de interpolacao (ver [12])

Proposicao 1.3.1. Se0 <g<p<r < oo, entdao LPNL" — L7 com

1 o< A2 11

1A, 1-)
onde = = 2
q  p +=

O exponente conjugado de Sobolev, para p e k dados, é definido como
_
n—kp

q*

O seguinte Teorema apresenta as bem conhecidas imerssoes de Sobolev. No caso em que o dominio
é limitado, o mesmo pode ser encontrado em [1], [8], [9], [10], [21], [34] e nas citagoes contidas neles.
No caso nao limitado ou do espaco completo é preciso fazer algumas modificagoes no enunciado.
A segunte versao foi extraida de [33].

Teorema 1.3.2 (Imersdes de Sobolev). 1. Se kp < n, entdo WkP — [ ¢ WhP — [4
compactamente para todo 1 < g < gx

2. Se kp = n, entdo W*? — L] compactamente para todo 1 < ¢ < oo. A imersio continua é

valida ainda quando p =1 e ¢ = .

3.5e k-2 =m+aparam € Nea e (0,1), entao WkP — C*%(B) para cada conjunto
limitado B C R"™. Tem-se um caso adicional quando n = k —m — 1 (ou seja, p = a = 1):
neste caso, a imersao Wt — C*1(B) é vélida para cada limitado B C R, sendo a imersdo
compacta sobre C*¥(B) para cada 8 € [0, ) e cada B limitado.

Uma desigualdade também importante é a chamada desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, para
a qual citamos [21], [33], ou para uma demostracdo mais detalhada, [27]:

Teorema 1.3.3. Para inteiros j, k tais que 0 < j < k, sejam r,q € [1,00] e p € R tais que

1 1k 1
oL AE =D+ (1 =N)-
R G RU(E)

Entdo para qualquer w € W*" N L7 existe uma constante positiva C' = C(n, k, j, q,7, \) tal que

1D7wl|ze < ClID wl [z [[wllz:.

No caso em que m — j — % ¢ nao negativo para r € (0,00), a desigualdade ¢ valida sempre que

A€ [L,1).
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Ao longo do texto usaremos as seguintes estimativas para o caso n = 2, derivadas dos teoremas
acima:

A desigualdade de Morrey para uma funcao f € LP com p > 2 é

(H* < ClNV fllLe ) (1.3.1)

onde a =1— %. Como consequéncia, temos que

£l @ < C (IIV Fllo@) | 1]2z2) - (1.3.2)

A desigualdade de interpolacao para p > 2 é

1110y < CUFIZNIV AR (1.3.3)

Para o estudo das equagoes diferenciais, a transformada de Fourier é também uma ferramenta
importante, em particular, o seguinte resultado de continuidade:

Teorema 1.3.4 (Hérmander-Mikhlin). Seja m : R™ \ {0} — R" tal que

[Ogm(§)|< Calg]™, £#0

para cada multi-indice « tal que |a|< [n/2] 4+ 1 e seja o operador T definido por

Tu(€) = m(&)d(€).

Entao, o operador 7T é linear e limitado em L? para qualquer 1 < p < co. O simbolo |-] denota a
parte inteira.

1.3.2 Interpolacao

A teoria de interpolacao tem evoluido muito desde sua criacdo. O primeiro resultado impor-
tante foi obtido por M. Riesz em 1926 e foi melhorado por G. O. Thorin quem deu uma formulacao
de operadores. Este resultado hoje em dia é conhecido como o Teorema de interpolacio de Riesz-
Thorin. Algumas generalizagoes importantes foram feitas depois, por Marcinkiewics em 1939 e
posteriormente por E.M Stein e G Weiss, porém, sempre fazendo consideracoes sobre espacos L
ou espagos similares. O desemvolvimento da teoria geral sobre espagos de Hilbert ou Banach co-
megou de forma independente en varios paises a partir de 1958. Entre os principais contribuidores
encontram-se J.L. Lions, E. Gagliardo, A. Calderon e S.G. Krein. Mas foi o trabalho de J. Petre
que marcou o caminho a partir desse momento [22].

Apresentamos aqui um resumo simples da teoria basica de interpolagdo que usaremos na Sec¢ao
2.2.3. Para informacao mais detalhada pode-se consultar [4], [7], [22] ou [31], assim como [30] para
o caso especifico dos espacos de medida com peso.
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Para facilitar a leitura, primero enunciamos um teorema geral de interpolacao, e depois alguns
casos particulares, embora, historicamente tenham aparecido ao contrario. Primeiro introduzimos
alguma notagao. Se A e B sao dois espacos de Banach imersos em um mesmo espago de Banach
(para fazer sentido a soma e a intersegdo), o par (A, B) é chamado compativel, ou simplesmente é
dito que A e B sao compativeis. O simbolo T : A — B significa que o operador T' é continuo de A
em B, e o conjunto dos operadores lineares limitados de A em B ¢ denotado por B(A, B) o qual é
um espaco de Banach com a norma

| T[lap=sup [[Tz|[p
z€A,||z||a=1

Sejam 6 € (0,1) e 1 < p < oo. O espago de interpolacao real (A, B)g, é definido como o
subconjunto de A + B

(A, B)g, = {UBU R—ANB, u= /v(t)dt e v satisfaz a (G,p)—condigéo}
onde a integral é no sentido de Bochner e a (6, p)-condigao é definida por

JePo@)fadt < oo

0, p) — condicao = :
(6, p) — condicao {f||e(1‘9)tv(t)||%dt -

(v. [7]). O espaco (A, B)g, é munido da norma

[ul|ap= inf {|le="v ()] 1204 1€ 000 b

com o infimo tomado sobre todas as representacoes u = [wv(t)dt de u satisfazendo a (6, p)-condigao.
O resultado chave da teoria de interpolacao é o seguinte teorema:

Teorema 1.3.5 (Teorema de Interpolacao, [7], Teorema 1.1.5). Sejam (Ao, A1) e (Bo, B1)
dois pares compativeis de espacos de Banach e T um operador linear tal que 7" : Ay — By e
T:A; — By. Entdaoparaf € (0,1) e 1 <p< oo

T : (Aos A1)op — (Bos Bi)oyp
e denotando A = (Ao, A1)g,p € B = (By, B1)g,p, temos que
||T||AB§ ||TH114;%0||T||9A131

Um exemplo simples e amplamente conhecido é o Teorema de Riesz-Thorin. Para enuncia-
lo é necessario primeiramente lembrar que para um espago de medida (€2, i), onde a medida é
assumida sempre positiva, o espago das fungoes p-mensuraveis e p integraveis é denotado por
LP(Q,dp). Sejam (€, 1) e (Q, i) dois espacos de medida, sendo as medidas positivas, para 1 <
Pos P1s Gos 1 < 00, Ag = LP(Q, 1), Ay = LP*(Q, ), By = L©(Q, i) e By = L9(Q, i). O Teorema de
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interpolacao de Riesz-Thorin corresponde ao enunciado no Teorema de Interpolagao acima levando
em conta que ([4],[7])

(L7 (2, dp), L7 (2, dp))e,p = LP(Q, dp)
(L, dpn), L7 (2, dp))op = LU, dpr)

1_1-60 , 6 1 _1-6 , 6
m lle-==24+2¢e2=2"HA4 2,
co 96(0’)61) PO +pleq qo+q} o ]
Em [30], demonstra-se um teorema de interpola¢do similar, mas no caso em que as medidas

nao sao necessariamente iguais. A seguir enunciamos este teorema para um valor fixo de p.

Teorema 1.3.6 (Teorema de interpolacido de Stein-Weiss). Sejam (€, 1), (€, i), espacos
de medida (medidas positivas), wg, wq, Wy, e w; fungdes escalares ndo negativas e mensuraveis, e
1 < p < oo. Entdo (LP(Q,wodp), LP(, widp))e, = LP(, wdp) onde w = wi~?wf. Em particular,
se T 1 LP(Q, wodpg) — LP(Q,wodfi) e T = LP(Q,wydp) — LP(Q, wndfi), entdo T : LP(Q, wdp) —
LP(Q,wdfi), onde w = w00,

Existem versoes mais gerais de interpolacao nos espagos LP, mas o nivel de generalidade dado

até aqui, é mais que suficiente para o objetivo do texto. Além disso, um exemplo de espagos
intermediarios, também 1til para o nosso objetivo é dado a seguir.

Lema 1.3.7 ([31]).
(HS[)’ H51)9,2 — Hs

onde s = so(1 — 0) + s16.

Para terminar esta secdo demonstramos o seguinte resultado simples, mas que sera usado
posteriormente.

Proposicao 1.3.8. Suponhamos que

T:L*— L™®(0,1; L*) @ L*((0,1) x R?)
(§
T:H" — L™(0,1; L*(tdx)) ® L*((0,1) x R? tdxdt)

entdo para 3 € (0,1)
T:HP — L>(0,1; L*(t*"dx)) @ L*((0,1) x R?, t!Pdx)

Aqui, para o > 0, o espago L>(0,1; L*(t*du)) representa o espaco das fungdes f, mensuraveis
e tais que

sup ta/|f\2dx < 00.

0<t<1
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Demonstracao. Dividimos esta demonstragao em duas partes. Em primeiro lugar, observamos que
se T:L? — L*((0,1) x R? tdxdt) e T : H' — L*((0,1) x R?), entdo, pelo Teorema 1.3.5 e os lemas
acima, temos T : H? — L2((0,1) x R? ¢!~ Pdxdt).

Para caso restante, seja t € (0,1) fixo. Por hipdtese, para u € H!

1 Tu(t, )2 < ¢ Collul| 2

| Tu(t, )2 < Cullul [

ou seja, o operador Syu = Tu(t,-) é tal que S; : L? — L? com norma menor do que ¢~ *Cy. Assim,
novamente S; : H! — L? com norma menor do que C}, de novo pelo Teorema de Interpolacio, 1.3.5,
temos que S; : H® — L? com constante menor do que t*(lfﬁ)C’é_BClﬁ, ou seja, se C' = C’S_ﬂC’f
entao

P Tult, )2 < Cllul|an-

Com isto, cincluimos a demonstracao. ]

1.3.3 Equacoes basicas

No estudo das equagoes de Navier-Stokes, os resultados obtidos para as equacoes classicas
(onda, calor e Laplace) oferecem uma ferramenta valiosa, tanto para a obtengao de estimativas
quanto para as demonstracoes dos resultados de existéncia ou unicidade. Nesta Secao fazemos um
resumo de alguns resultados elementares, porém importantes, e que terao relevancia nos capitulos
seguintes do texto.

Equacgoes elipticas

A equacao de Laplace
—Aw=0 (1.3.4)

constitui o exemplo mais simples de equagdo de tipo eliptico. Nao é dificil ver que (1.3.4)
admite uma solugao radial, e que, no caso da dimensao n ser dois, a fungao

I'(x) =T(|x|) := 217Tln|x|7 x#0

é uma de tais solugdes [8], [14], que chamaremos solug¢do fundamental da equagio de Laplace
(em R?). Tal solugdo estd definida para x # 0 e admite as estimativas

IVI(x)|< C/[x|, e [DT(x)|< C/[x[* (1.3.5)

Como pode ser visto em [14], se f é uma funcao limitada e Hélder continua em um dominio limitado
Q, o potencial newtoniano de f, definido como a funcao

w(zx) =T % f,
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¢ de clase C? e satisfaz a equacao de Poisson —Aw = f em Q. Além disso, se f € LP, 1 < p < oo,
entao vale a estimativa

w||r@2) < CO)N £l o (e2)
para toda funcio f definida em R? com um decaimento conveniente no infinito. O desemvolvi-

mento da teoria de existéncia, unicidade e regularidade das solu¢oes da equacao de Poisson, quando
f é suficientemente regular, tem sido estudado amplamente; v., por exemplo [8], [14], [29], [13], [24].

Agora faremos uma observagao sobre equagoes do tipo
—Aw(x)=Df (1.3.6)

onde D é um operador diferencial de primeira ordem, principalmente sobre a obtencao de p-
estimativas que dependem da natureza da funcéo f, e ndo da natureza das suas derivadas. Es-
timativas desse tipo podem ser encontradas em [17]. Considerando por exemplo D = J,, para
k = 1,2 e aplicando a transformada de Fourier em (1.3.6), temos

% = —i&. f;
multiplicando por i&;, e levando a conta que (0,,w) = —i{;w, vem que
&k 7
(Do, w) = =323,
§
e, pelo Teorema 1.3.4,
HamijLP(RQ)S CHfHLP(]RQ), l<p<o (137)
para j = 1,2. Assim
||VU)HLP(R2)§ C||f||LP(R2), 1< p < 00. (138)

Adicionalmente enunciamos dois resultados importantes para o andlise da estrutura lagrangi-
ana. Para isto, seja [ a solugdo fundamental da equagao de Laplace.

Lema 1.3.9. 1. Sel1<p <2<py<ooefelPrNLP? entdo o campo VI'x f € L™ e
IV f]| oo g2)< Cpr, p2) (| Fll s 2y I f 1 o2 m2)).
2.8¢e1<p<2efel”?NL>® entdao ocampo VI'x f &€ LL e
(VI s fllo< CU[f | e @)+ fl e @e2))-
Demonstracao. 1.
Ly f(@) = | Ty (= 39y
< [ |0, (= y)£(5)] dy
= | |t x =) )| dy +

B1(0)
=1 + I,.

L., (x = y)f(y)| dy
B;(0)¢
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Pela estimativa (1.3.5) e a desigualdade de Holder,

I <C |f(y)l iy
Bi(0) [x — Y|

dy 1/ph < >1/p2
: / [x -yl / d )
S ( Bi(0) [x — y|p2> Bl(o)‘f(y)‘ y

onde pj, é o expoente conjugado de py. Assim, como p, > 2 a primeira integral na tltima
desigualdade ¢ finita e
L < C||f||r2-

Quanto a I,

L<C f(y)l iy
Bi(0)° |x — Y|

dy 1/p} 1/m
< (/ \p/> / |f(y)[”*dy
Bi(0) |[x — y|” B1(0)

como p; < 2 a primeira integral na tltima desigualdade ¢é finita e

I < C|[f]|e -

2. Parax e y com |[x — y|< 1 em R? definimos xo = }(x +y) e 7 = [x — y|. Entao:

(Tay + £)X) = (D, % £)3) = [ (Tayx =€) = Ty = ©)) F(€)de
=1 + 1, + I,

onde

D= (T = =Ty ©) Fle)e
b= (T =) =Ty = ) (e
= (T8 ~Tuly —0) Q)

Estimando cada integral usando (1.3.5), temos:

] 1
L1 < Ol fll dé + d
1L < Cllflle </BQT(X) X —¢| ¢ /Bzr()’) ly — ¢ 5)
27 p2r p
= 20|l [ [ e

= 20| f||zer
T SO f Oo/ J J 9 J d§
L] < Cllflle Balxo)\Be(xo) |[X — €2 [y — €]

1 1
< Clflr [ o~ gt
0 JB2(x0)\Br(x0) ‘XG - 5’
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onde 79 = x + 0(x —y) para 0 < # < 1. Levando em conta que By(zg) \ B.(X9) C
Bs(xg) \ By2(x¢) e pela desigualdade de Holder temos que

1 1
L] < Clifllr [ ] o e
0 JBy(x0)\B, a(x0) [Xg — €]
< C|fllger(In3 +1n2 —Inr)
< Cl[fllzeer(l = Inr).

Analogamente,

_ ! f(§)
fa = Cr/o /Bl(xey- Ty — e

< Ol

Juntando as desigualdades temos que

(T % [)(%) = (T F)¥)] < C[[fl|zoor (X = Tor) + || f]] or)
< Or(1 = Tnr)([[f]loe 1] 2e)

ou equivalentemente
[(Dyy * f)(x) — (T, % f)(y)]
x —y[(1 —Inx —y])

Obtemos o resultado calculando o supremo quando 0 < |x — y|< 1. [

< C([flzoe+Ifllze)-

Sistemas parabdlico-hiperbdlicos

Nesta Secao enunciaremos os resultados de existéncia local de solugdes cldssicas de sistemas
quasilineares simétricos parabdlico-hiperbdélicos estudados por Shuishi Kawashima [21]. Uma ver-
sao resumida do caso local pode ser vista no Apéndice C de [28]. Os enunciados sao apresentados
como em [21], embora a generalidade dos resultados seja maior do que a necessdria no restante
do texto. A principal razao de enunciar os resultados desta forma é a importancia dos resultados,
assim como a facilidade para o uso da notacao. O sistema considerado é dado pelas equagoes

A, wve + 3 Al (v, w)v,, = fi(v, w, Vw),

= N (1.3.9)
AY(v,w)wy — > B j(v, W)W, 4, = fo(v,w, Vv, Vw),
i=1

onde t > 0, x = (x,...,22) € R" e as incdgnitas sdo v = v(x,t) e w = w(x,t), as quais sao

vetores de m’ e m” componentes respectivamente e o par (v, w) toma valores em um aberto convexo

U C R™, sendo m = m' +m”. Para cada (v,w) € U, AY(v,w) e A};(v,w) j = 1,2,...,n sdo

matrizes quadradas de ordem m' e AY(v,w) e B?k(v, w) j,k =1,2,... n sdo matrizes quadradas
" ~ m’ m'’ :

de ordem m”, enquanto que as funcoes f; e f; tomam valores em R™ e R™ | respctivamente.

Adicionalmente, as fungoes devem satisfazer uma condigao inicial

(v,w)(x,0) = (vo, Wo)(X). (1.3.10)

O sistema (1.3.9) é, por hipétese, quasilinear simétrico, parabdlico-hiperbélico, no seguinte sentido:
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Condigao 1. As aplicagoes Al(v,w), AY(v,w), Al (v, w) (7 =1,...,n), e ng(v, w) (j,k =
1,...,n) sdo reais simétricas e suficientemente suaves em U e tais que

(i) AY(v,w) e AY(v,w) e positivas definidas.

(i) Para cada j,k=1,...,n, B} = By e;

(iii) f: ng(v, w)E;&, 6 real simétrica e positiva definida para cada § = (§1,...&,) com /&7 + -+ &2
jh=1

1.

As fungoes f; e fy no lado direito de (1.3.9) (que contém os termos de ordem inferior do sistema),

sao do seguinte tipo:
fi:UxR™ — R™
(Vv W, C) = fl(v7 W, g)

f,: U x R"™ x R"™ — R™
(V7W7777 C) = f1<V7W7777C)>

e satisfazem a condicao seguinte.

Condicao 2. f; e f, sdo suficientemente suaves em U x R™" e U x R x R"" respectivamente,
e satisfazem (v, w,0) = £5(¥v,w,0,0) = 0 para alguma constante (v,w) € U chamada constante
de estado.

Lembramos que dado d > 0 e um conjunto A C R", uma d-vivizinhangca de A é o conjunto
Uxea Ba(x), onde By(x) é a bola centrada em x e com raio d.

Teorema 1.3.10 (Teorema de existéncia local [21]). Suponhamos que as condigdes 1 e 2 acima
ocorram. Seja k > [ 2] +2 inteiro e suponhamos que o dado inicial satisfaca (vo —V, wo —w) € H”
e, para cada x € R", (vg,wy)(x) € Uy onde Uy é um conjunto aberto e convexo e Uy C U. Seja
d; > 0 uma constante tal que d; < dist(Uy, OU) e sejam

U, = d;-vizinhanca de Uy
M = 201”"0 — V,Wg —WHHk
My = 2C5M

onde C7 e Cy sao certas constantes dependendo de U; e M. Entao existe um tempo 77 > 0,
dependendo unicamente de Uy, d; e ||vo —V, Wy — W|| g+ tal que o sistema (1.3.9) com dado inicial
(1.3.10) tem uma tnica solucao (v, w) tal que (v, w)(x,t) € U; para todo x € R" e todo t € [0, T}],
e além disso, temos a seguinte regularidade:

v—veC0,Ty; H) nCH0,T; H* )
w—w e C(0,Ty; H)n C* (0, Ty; H*?) N L*(0, Ty; H*™)
w—we H'(0,Ty; H )



CAPITULO 1. PRELIMINARES 26

e também a estimativa

t
sup [|(v = Vow = )(0)| it [ V() = VIl + |[w(7) = W

< Cllvo =9, wo — Wl[ip,
onde C' > 1 é uma constante que depende de Uy, d; e ||vy — ¥, Wo — W|| .

O sistema de Navier-Stokes (1.2.1)-(1.2.3) pode ser escrito na forma do sistema (1.3.9) como
sera visto no Capitulo 2 a seguir.

Observacao 1.3.11. Nos capitulos seguintes faremos, com muitissima frequéncia, integragoes
por partes, no espago todo (no nosso caso, o R?) e nao aparecerdo 'termos de fronteira", pois
faremos isso com solugoes suaves, em que os dados iniciais sdo regularizados e pertencem a H>
(= NserH?). Pelo Teorema de Kawashima (teorema acima) isto é licito, j& que, pelo mesmo, essas
solugoes pertencerao a H>, para qualquer tempo ¢t > 0, logo com decaimento a zero, juntamente
com todas as suas derivadas.



Capitulo 2

Existéncia de solucoes fracas

O presente Capitulo esta focado na existéncia de solugoes fracas para o sistema de Navier-Stokes
(1.2.1)-(1.2.3). O resultado de existéncia é enunciado no Teorema 2.3.2 mas a demonstracao ¢ re-
mitida a [16]. Apresentamos os detalhes da obtencao das estimativas a priori complementando
os que aparecem em [16] e enunciamos algumas estimativas pontuais. A primeira novidade com
respeito ao artigo de Hoff [16] aparece na Sec¢ao 2.2.3 onde sdo melhorados os expoentes dos pesos
para os termos convectivos, a fim de poder garantir a unicidade das trajetérias no Capitulo 3.
Como ja dissemos anteriormente (v. Introdugao), a demonstracdo da unicidade de trajetérias é
feita decompondo o campo de velocidade em duas partes, cada uma, solugado de uma certa equacao
'"do momento linearizada'; a primeira independendo da pressao e com dado inicial num espaco
de Sobolev, e a segunda dependendo da pressdo mas com dado inicial nulo. As estimativas sao
obtidas usando uma versao de interpolacdo conveniente para o caso independente da pressao. Pelo
Teorema de Kawashima, podemos integrar por partes as nossas solugoes aproximadas (suaves)
a vontade, sem nos preocuparmos com 'termos de fronteira"; v. Observagao 1.3.11, no final do
Capitulo 1.

2.1 Solucoes fracas

A seguir enunciamos o Teorema de D. Hoff [16] sobre a existéncia de solugoes fracas do sis-
tema (1.2.1)-(1.2.3), o qual apresenta uma regularidade melhor do que as solugoes no sentido das
distribugoes, mas mais fraca do que as classicas. Para obtermos a unicidade das trajetorias do
campo de velocidade, seguindo a técnica desenvolvida em [19], para o caso barotrépico, precisa-
mos de uma regularidade ainda melhor do que a apresentada em [16]. Mais precisamente, para
obtermos a estrutura lagrangiana (unicidade de trajetérias), seguindo os passos de [19], precisa-
mos obter estimativas dos termos convectivos da velocidade com um fator de peso adequado da
variavel temporal e com expoente fraciondrio, mas tais estimativas sdo obtidas em [16] apenas
com expoentes inteiros para o caso em que a dimensao espacial é dois. Aqui obtemos estimativas
adequadas; especificamente, as estimativas (2.1.8) e (2.1.9), que s@o obtidas aproveitando uma
decomposi¢ao conveniente do campo u e estimativas sobre o gradiente e a derivada material da

27
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energia interna especifica. No teorema seguinte resumimos o principal resultado de [16] e acres-
centamos as estimativas adicionais que necessitamos nesta Tese, mencionadas acima, a saber, as
estimativas (2.1.8)-(2.1.9) abaixo.

Teorema 2.1.1. (Existéncia de solugdes fracas) Considerando as condigoes (1.2.8) com s =0
e (1.2.9), e, dado p; > 0 com p < p; < P, temos que existem nimeros positivos C, € e 6 tais que
se os dados iniciais (po, €9, ug) satisfazem

0 < essinf py < esssup py < p1
CO S €,

entdo o problema de valor inicial (1.2.1)-(1.2.3) tem uma solugdo fraca (p,u,e), no sentido da
Definigao 1.2.1 (v. Capitulo 1), definida até um tempo 7' com:

p—p, pu€ C([0,00); H(R?))
p(-t) = p € (L2N LX) (R?)), t >0
Vu € L(R? x (0,0)) (2.1.1)
e—¢ € C([0,00); L?(R?))
u(-,t), F(-,t),w(-t),e(-t)—ee€ H, t >0

e que satisfaz as seguintes estimativas:

p<p<p, qtp e(-,t)>e, qtp (2.1.2)
Sup Jl(p =)+ [ulP+(e = &) p(x)dx (213
+Ji IV alP+|Ve] p(x)dxdr < CC a
para t € [0, 7], onde o(x) = (1 + |x|*)};
(el a0 < Calt)CY (2.1.4)
para todo 0 < #' < T, o € (0,1) e certas constantes @, 3 € (0, 1);
IVE( )]z, [|[Vw (-, )| < CCf (2.1.5)
t
sup 0/|Vu|2dx+/ /0p|1'1|2dxdt < Ccy (2.1.6)
0<r<t 0
t
sup 02/p|1'1|2dx+/ /02|V1'1|2dxdt < CCy, (2.1.7)
0<r<t 0

onde 0 = o(t) = min{1, ¢},

As solugoes (p,u,e) sao obtidas como limite quando § — 0 de solugoes aproximadas suaves
(p?,u®, %) que satisfazem (2.1.2)-(2.1.7) com constantes que ndo dependem de 4.



CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCOES FRACAS 29

Teorema 2.1.2. Seja s € [0, 1]. As seguintes estimativas adicionais sobre as solugoes aproximadas
valem sob a hipétese de que a velocidade inicial uy pertenca ao espago de Sobolev H*(R?) e que
V/pé esteja em L*(R?).

1
sup t1_5/|Vu5|2dx+/ /tl_sp§|u5|2dxdt <Ccey (2.1.8)
0<t<1 0

1
sup tQ_S/p‘5|1'15|2dx+/ /t2_5|V1'15|2dxdt < CCY. (2.1.9)
0<t<1 0

Observagao 2.1.3. As taxas em (2.1.8) e (2.1.9) nos permitem demonstrar a integrabilidade em
relacao ao tempo da norma log-lipschiziana, em relagao a variavel espacial, do campo de velocidade,
em uma vizinhanca de ¢t = 0, o que implica na unicidade de trajetorias de particulas, como veremos.
No entanto, as taxas em (2.1.6) e (2.1.7) sao suficientes para demonstrar a unicidade das trajetérias
iniciando em qualquer t = ¢, > 0.

Como ja dissemos, o Teorema 2.1.1 é demonstrado em [16], e o teorema 2.1.2 ¢ demonstrado na
Secao 2.2.3 sendo o nosso primeiro resultado e a chave para a demonstragao do teorema principal no
Capitulo 3. Em [16] sdo demonstradas estimativas similares, porém, para nés nao foram suficientes
para obtermos a estrutura lagrangiana. Mais precisamente, em [16] sao estimadas as quantidades
sup [ o|Vul?, sup [ o?(|Ju]?+|Vel?), [ [olu]? e [ [o?(|Va]*+ |é¢[*), mas com as estimativas obtidas
no mesmo nao conseguimos estimar adequadamente o fluxo efetivo viscoso, i.e. a quantidade F
definida em (1.2.11) . Em [17] sdo demonstradas (2.1.8) e (2.1.9) no caso em que a pressdo é uma
funcdo da densidade da forma P(p) = Ap”, com A > 0 ey > 1, , mas, também como ja dissemos
(v. Introdugdo), no nosso caso, como a pressao depende também da enegia interna especifica,
precisamos trabalhar mais nessas estimativas.

2.2 Estimativas a priori

2.2.1 Estimativas de energia

Nesta Secao obteremos algumas estimativas a priori em L? para a densidade, a velocidade e
a energia do sistema (1.2.1)-(1.2.3). Os resultados mostrados aqui foram obtidos por Hoff em
[16], e daremos aqui mais detalhes das demonstragoes em algumas partes especificas. Supomos ao
longo da segao que (p, u, e) sdo solugoes suaves de (1.2.1)-(1.2.3) e satisfazendo todas as hipdteses
do Teorema 2.1.1. A fim de simplificar a exposicao, definimos algumas func¢oes de energia. Em
primeiro lugar, definimos a seguinte funcao relacionada a densidade: para constantes positivas
p<p<p,epararc [p7pl, seja

G(r) :rlni—r—l—ﬁ. (2.2.1)
p
Observamos que G(r) =7 |. g Ss;fds e que satisfaz as seguintes propriedades:

1. G'(r)=In Z, em particular Gp)=G'((p =0
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2. existe uma constante M > 0 tal que
M~ (r—p)? <G(r) < M(r - p)?

para todo r € [p, pl.

E, em segundo lugar, definimos as seguintes "fung¢oes de energia", com ¢(x) como em (2.1.3)

t
Bi(t) = swp [((p=p) + [uf)pdx+ [ [|Vufipdxdr

0<7<t

¢
Es(t) = sup [(e— é)%pdx%—/ /|Ve[2g0dxd7'
0

0<7<t

o(t)
Es(t) = sup /|u\4gpdx +/ /|u\2|Vu|2<,0dxdT.
(®) 0

0<7<o

Nosso primeiro passo, para obter o nosso resultado principal, o Teorema 3.2.1, ¢ mostrar a
seguinte estimativa apriori para a "energia cinética', i.e. para F; + Es + Fj:

Proposigao 2.2.1. Para todo ¢t > 0 suficientemente préximo de zero, vale a seguinte estimativa:
Ei(t) + Eq(t) + E5(t) < CCy.

A demonstragao da Proposicao 2.2.1 sera uma consequéncia direta de uma sequéncia de lemas.
Antes de enunciar e demonstrar esses lemas, lembramos, como visto no Capitulo 1, que podemos
derivar as equagoes da densidade da energia interna e da energia cinética multiplicando (1.2.1) por
u/ e somando em 7, obtendo

L2 (pluf?)+ Ldiv (pluffu) = VP -u

FLulA (lu?) = 2|Vuf?] + AVdiv u - u. (2.2.2)

Subtraindo esta tltima equacdo da equagdo do momento (1.2.2) obtemos a equagdo da energia
interna (1.1.5). Antes de comegarmos a sequéncia de lemas, enunciamos uma estimativa (pontual)
inferior para a energia interna especifica:

Teorema 2.2.2 ([16]). Existe um tempo ¢ tal que, para qualquer solucao suave (p, u, e) de (1.2.1)-
(1.2.2) em R? x [0,T], com p(x,t) € [p,p] e com dado inicial (py,u, ey) satisfazendo essinf ey >
e1 > e para constantes positivas p, p, €1 e ¢, temos

e(x,t) > e (2.2.3)
parax € R? e 0 <t <t AT :=min{t,T}.

No que se segue t denotard o tempo obtido no Teorema 2.2.2.
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Lema 2.2.3. Denotemos a funcio (1 + |x|?)!, presente em (1.2.8), por ¢(x) (como em (2.1.3)).
Entao

t
/ <G’(p) + ;p]uIQ) gpdx‘o + /Ot/ (u]Vu\z—l—)\(diV u)Q) pdxdr = 26: I,

k=1
onde

1 rt 9
L = 5/0 /,0|u| u - Vpdxdr
t
Iy =(y— 1)/ /p(e — e)div updxdr
0
t
I = (v — 1)@/ /G(p)u .V pdxdr
0
t ~
I = /0 /(P — P)u - Vipdxdr

_ Lt 2
Is = —5/0 //N(|uy ) - Vipdxdr

t
Is = —/ /)\div uu - Vdxdr.
0

Demonstrag¢io. Primeiro, multiplicando (2.2.2) por ¢(z) e integrando temos
t
o 115 Jdiv (plul*u) pdxdr = —[{[VP-u
+1 0o S [A (lul?) = 2|Vul?] + AVdiv u - u] pdxdr.

5/ plul?pdx

Mas pelo Teorema da Divergéncia, temos que
t t
/ /div (p|u|2u> wdxdr = —/ /p|u|2u -Vpdxdr = =21,
0 0
t t . .
/ /VP - wpdxdr = —/ /(P — P)div up + (P — P)u - Vpdxdr
0 0
t ~
= —/ /(P — P)div updxdr — 1,
0
t t
u/ /A (Juf?) pdxdr = —u/ /v (Juf?) - Vodxdr = 21,
0 0
t t
A / / Vdiv u - updxdr = —\ / / (div u)2p + div uu - Vodxdr
0 0
t
= —)\/ /(div u) pdxdr + I,
0
e assim,
1 Lo
2/p\u\290dx|0+/ /M\Vu|2+)\(div u)?pdxdr
0

= //(P — Z5)div wedxdr + 1) + Iy + I5 + I;.
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Por outro lado, observamos que pela equagao da massa (1.2.1),
G(p): + div (G(p)u) =1n Z(Pt +u-Vp) + (plng —p+p)divu
~In g(pt +div (pu) — (p — p)div u

= —(p—p)div u;

multiplicando por ¢(x) e integrando, obtemos entao que

t

J G(p)sodX| = — o J(p = p)div up + G(p)u - Vipdxdr (2.2.4)

= — 3 [(p— p)div updxdr + ﬁ[g.

0

Levando a conta que P(p,e) = (7 — 1)pe e usando (2.2.4), temos que

t _ ¢
/ (P — P)div updxdr = (v — 1)é/ /(p — p)div updx
0 0

¢
+ (v — 1)/ p(e — é)div updxdr
0

t

=~y = ¢ [ Glo)pix | + (= e [ GloyuVidxdr

0

t

+ (v — 1)/ p(e — é)div updxdr
0

t

AL+ D

=—(v— 1)5/G(p)<pdx

]

Pelo Lema 2.2.3 e pela definicio de E, temos que F;(t) < CCy+ S8_,|Ix|, logo, para estimar
E; basta estimar as integrais I,k = 1,...,6. Em primeiro lugar (seguindo [16]) obtemos uma
estimativa de F; em termos de Fy e E3. Depois, usando técnicas semelhantes, estimaremos as
fungoes Es e F3 em termos das mesmas, e também de E;. Entao usaremos a condi¢ao de energia
pequena para fechar o argumento e concluir o resultado da Proposicao 2.2.1. Para comecar,
observamos que a fun¢do ¢, definida no Lema 2.2.3, satisfaz as seguintes propriedades:

1. % < para § € [0,1];
2. |Vo|< Cop.

A primeira observagio segue-se de ¢ > 1, e quanto a segunda temos que, |Vp|= 21(1+|x|?)"Hz|<
2U(1 -+ [x[?) 1 (1 + [2) 2 < 20(1 + x]?)i = 21
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Lema 2.2.4. Para todo t > 0 suficientemente préximo de zero, temos que
Eyi(t) < C(Co + Es(t) + "7 Ex(t)).

Demonstragdo. Pelo Lema 2.2.3 é suficiente estimar as integrais I, k = 1,...,6. Usando a desi-
gualdade de Holder, a desigualdade de interpolagao (1.3.3) e as propriedades da ¢ e G, obtemos

t ) 1/2 A 1/2
nl<c [ ([oluPedx)  ([lufedx) " dr
0

< CtE, (t)?E5(t)/2,

|| < C/ (/ e—é gpdx) v (/\Vuﬁodx)l/2 dr

S Ct1/2E2( )1/2El( )1/27

t
1< C [ [(p—p)Plulpdxr

e[ (Jo-opoie)” (furon) "

< CHE(t) + Ex(t) 2By ()2
< CtE(t) + CtE, (t)/2 By() 2,

|I4|<C/ (/ e—e)+(p—p) )(pdx>12</|u| gpdx)l/QdT

< Ct(E\(t) + Ey)2Ey ()2
< CLE\(t) + CLE (1) /2 Ea ()2,

t 1/2 1/2
|I5|+| 1] < C/ (/|u|2dx> (/|Vu\2dx) dr
0

< Ct'2 B, (1).
Assim

Ei(t) < C(Cy+ +t2E (t) + tY2E (1) Y2 Ey ()2 + tEy ()2 E5(1)Y?)
< C(Cy + Es(t) + tY2E, (1) 4+ tY2Ey (1)),

e dai segue-se o resultado, passando o termo Ct'/2E,(t) para o lado esquerdo da primeira
desigualdade e tomando ¢ > 0 e.g. tal que Ct'/2 < 1/2. O

Lema 2.2.5.

¢
1 t 14
= /p(e —&)%p + plul(e — é)godx‘ + K/ /|Ve|290dxd7 => " Ji,
2 0 0 =
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onde
Jp = /Ot/p(e — &)%u - Vodxdr
Jo = /Ot /(P — P)u - Vegpdxdr
Jy = /Ot/(P — P)(e — &)u - Vipdxdr
Jy = —K/(;t /(e — é)Ve - Vodxdr
Js = —u /Ot/(e —&)((Vu)u — udiv u) - Vipdxdr
Jo = —H /Ot/Ve- ((Vu)u — udiv u)pdxdr
Jr = —; /Ot/p]u]Q(e —é)u - Vpdxdr
Js = —;u /Ot/(e — &)V(ju?) - Vipdxdr
Ty = —;(K ) /Ot/V(]uF)  Vepdxdr
Jio = — /Ot/div u(e — &)u - Vdxdr
Jii=— /Ot/div uVe - updxdr
Tis = —; /Ot/Pdiv ulu|?pdxdr
Jig = ; / [ (VP @iy w2+ (] — (v w)?)) uPpdxds
L
Ji = —§K/O /yu|2ve  Vipdxdr.

Demonstragio. Lembrando que (1.2.6) pode ser escrita como

(pe): + div (peu) + Pdiv u = KAe + p|Vu*+A(div u)? + pdiv (Vu)u — udiv u),

e, mutiplicando por (e — €)¢p, e usando a conservagao da massa, chegamos em

1

+ [,LL|Vu|2+)\(diV u)? + pdiv ((Vu)u — udiv u)} (e—é)p

de modo que apds integrar, temos

S(ole —2P9)+ 5 [div (ple —&w)] o+ Piv [(u(e — )] p = K el — &)y

34
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t
1 52 ’ ! 2 _ [ 2.
2/,0(6 €)“pdx 0—|—K/O /\Ve\ cpdxdT—/O /p(e é)‘u - Vdxdr
t -
+ /0 /(P — P)u - Vepdxdr
t -
+/0 /(P ~ P)(e - &)u - Vipdxdr
t
- K/ /(e —¢é)Ve - Vodxdr
0
t
- ,u/ /(e —&)((Vu)u — udiv u)Vedxdr
0
t
- ,u/ /Ve - ((Vu)u — udiv u)pdxdr
0
t
+/ / [VP a4 p|VuPHA(div u)Q} (e — é&)pdxdr
0
=L+ L+ I+ I+ 5+ Js
t
+ / / [VP u + p| Va4 (div u)ﬂ (e — é)pdxdr.
0
Agora, de (2.2.2) tem-se que
[ ]9 s uivu?] (¢~ epdxdr = [ [1at(p\uy2) + Ldiv (plultu)
0 0 2 2
—l,u(A|u|2) — AVdiv u- u} (e — é)pdxdr
= —f/p|u| e—¢é) gpdx‘ 2/ /pe|u| wdxdr
- /p\uﬁ(e — &)u- Vdxdr — fu/ /(e —OV(|u]?) - Vedxdr
2 Jo 2" Jo
1 , Lo e
— QIU/O /V(\u\ ) - Vepdxdr — )\/0 /(dlv u)”(e — é)pdxdr

t t
- )\/ /div u(u - Ve)pdxdr — )\/ /div u(e — &)u - Vidxdr,
0 0

e assim, pela equacao (1.2.6),
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t
/ / {VP cu+ p|VuP+A(div u)ﬂ (e — é)pdxdr
0
t

0+<]7+J8+<]10+J11

1 .
— 5 [ plul*(e = e)edx
1 st
+ 5/0 / (—Pdiv u+ KAe + p|Vul*+A(div u)?
1yt
—l—,u(u;kui (div u)2)> lu2pdxdr — 5”/ /V(|u|2) - Vepdxdr
0

t

1 .
= —5 | PP (e — 2o,

1t Lot
+ 5/ /KAe]ngodxdT — 5”/ /V(\u\z) - Vepdxdr
0 0
t
0+J7+J8+J10+J11+J12+J13

1
=~ [ pluf*te — e)pax
——K/ /Ve (Jul? gpdxdT——K/ /|u| Ve - Vpdxdr
— iu/ /V(|u|2)-Ve<pdxdT
0

t

0+J7+J8+J9+J10+J11+J12+J13+J14-

1
— 5 [ plul*(e — e)pdx

Lema 2.2.6. Para todo t como no Lema 2.2.4, temos que
Ey(t) < C(Cy + Bs(t) + t'2E (£) V2 Ey(t) 4t By (t) E5(t)'/?).

Demonstrag¢io. Como na demonstracao do Lema 2.2.4, tendo em vista aqui o Lema 2.2.5, para
demonstrarmos o Lema 2.2.6 em questao, basta estimarmos as quantidades J, definidas no Lema
2.2.5, pelo lado direito da desigualdade dada no Lema 2.2.6. Assim procedemos:

t
1] < c/ /p(e — &)?|u|pdxdr

< C’/ (/ e—¢ gpdxd7'> v (/p[u|2g0dx)l/2 dr
< CEl(t)l/Q/O K/(e— é)2¢dx) </\Ve\2g0

+ (e — é)290_3/2|V90|2dx)] 2 dr



CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCOES FRACAS 37

t 1/2
< CE(D)2Es(t)/? [tl/z ( / / |Ve|290dxd7'>
0

+t </(e — é)ggodx) 1/2]

< CE(1)2Ey(t)2 (12 Ba(t)'/? + tE(t)'/?)
< CtY2E (1) 2 Ey(t).

A estimativa em L* para a energia interna ¢ obtida usando (1.3.3) e as propriedades de ¢. Mais
precisamente,

(e = &) [Famey < ll(e = &)™ 321IV (e — &)/ )] 32
< Cll(e = &) 13211V (e — &) |32 +]l(e — )~V }2)
< Cll(e — &)@"2[[7: (1IV (e — )" |72+ (e — )~V [72)

Levando em conta que P — P = (y — 1)é(p — p) + (v — 1)p(e — &) e aplicando a desigualdade
de Young com 7 suficientemente pequeno, temos:

¢ ¢
|Jo| < C/ /|u||Ve|g0dXdT + C/ /|6 — é||u|Ve|pdxdr
0 0

t
< CHRE (1) 2Ey(8)2 + nEs(t) + C / / (e — &)2[ul2pdxdr,
0

t
|J3] < C’/ /]e — é||lu|pdxdr + O(J;)
0
< CtE ()2 Ey ()2 4+ CtY2E, (1) Y2 Fy(t),

t
BAR= c/ /|e — &||Ve|pdxdr
0

¢ 1/2 1/2
< 2 2 )
< C’/O (/\e él (de) </|Ve| edx | dr

S Ct1/2E1 (t)l/QEg(t)1/2,

t
J5] < c/ /|e— &||Vul|u|pdxdr
0

t 1/2 1/2
< C/ </|e — é|2g0dx> </|Vu|2|u|2g0dx) dr
0
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t
uagc//wwvmwwmm
0

<C (/Ot/\vempdxm) v </0t/]Vu|2|u‘2gpdxdT>

< CEy(t)Y?F5(t)Y2,

1/2

t
uﬂ<c//k—wm%ﬁm

< C’/ /]u|4g0dxd7'+/ / é)?lul*pdxdr

< CtEs(t —|—/ / é)?[ul*pdxdr,

t t
|Lﬂgq//wwm%wm+o//k—wvwm%wm
0 0

< O (/Ot/|vu|2¢dxd7)l/2 (/yu|4 gde)m
+C/ /|Vu| |u] godxd7’+C’/ / é)?|u)?pdxdr

< CHV2E (1) V2B (1)2 + CEs(t +c/"/ &) uf2pdxdr,

t
|Lﬂ§0//mﬂ%ﬁwkm
0
< CE?) (t)a

t
\Ldgc//ﬁmv&mmm
0
< Ctl/zEQ(t>1/2E3(t)1/2,

onde O(+) denota o simbolo de Landau, e entao
t
/((e —&)% + plul]?)pdxdr +/ /!Ve[wdxdT < C(Cy+ Es(t)
0
+ (E ( )1/2 + By ( )1/2)E3( )1/2 t1/2E1(t)1/2E2<t)1/2
+ V2B (1) Y2 Ey(t —|—/ / é)?|u|?pdxdr

38
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e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz (em L?(R?)), a definicio de Es, a desigualdade de
interpolacdo (1.3.3) com p = 4 e f = (e — é)p** e as propriedades da ¢ novamente, podemos

estimar a ultima integral por:
t 1/2 1/2
CE3(t)1/2/ (/(6 - é)2901/2dx> </|V6|2g01/2dx>
0
dr < CtY2Ey(t)Es(t)"/?.

1/2
+ ([ (e=ep 2 Vglax)

Absorvendo do lado esquerdo os termos com Fs(t) possiveis obtemos entdo que

Ey(t) < C(Co+ Ey(t) + Bs(t) + tE (1) By(t) + tY2 By (t) Es(t)"/?)

<
< C(Cy + Es(t) + tY2Ey(t) + tEy () Y2 Ey(t) + tY2Ey(t) Es(t)Y?)

logo, para todo t > 0 suficientemente proximo de zero, obtemos a estimativa desejada. O

Observamos que, ao substituir £y no Lema 2.2.4 pela estimativa dada pelo Lema 2.2.6 temos
que E; é limitado pelo mesmo termo que Fy. A funcao E3 pode ser estimada usando métodos
similares detalhados a seguir.

Lema 2.2.7.

t

3 plaltedx| g o [ IV ([uP)] edxdr + g ]| VuPedxdr (2.2.5)
+A Ji [(div u)?|u)?pdxdr = kéo Hy,

onde

H, = —)\/Ot/div uu - V(|ul?)gdxdr

iy =~ [ [ phulu Vpaxdr

Hj; = —)\/Ot/div ulu|’u - Vodxdr

iy = [ [1P(up) - Vpdxdr

Hy = /Ot/(P — P)div ululPpdxdr

Hy = /Ot/(p _ P)u- V(|u]?)pdxdr

t ~
H7:/ /(P—P)|u|2u-VgodXdT
0
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Demonstragio. Multiplicando a equagdo da energia cinética (2.2.2) por |u|? e integrando, obtemos

t
/p|u]4godx‘ 4/ /le plul? )gdedT = —/ /VP-u|u\290dXdT
0

+/ / { INGRE Z\Vuﬂ + AVdiv u - u} lu|?pdxdr
entao, pelo Teorema da Divergéncia, e organizando os termos de forma similar as demons-tragoes
dos lemas 2.2.3 e 2.2.5, chegamos ao resultado. O]

Lema 2.2.8. Novamente para todo t > 0 suficientemente pequeno, temos a seguinte estimativa:
Es(t) < C(Cy + E5(t)3? + Ey(t)Y2Ey(t) 4+ Ey(t) Es(t)Y/?).

Demonstragio. Aqui, notamos que E3 pode ser estimado pelo lado esquerdo da estimativa (2.2.5),
no Lema 2.2.7, sem o tltimo termo (na verdade sem o segundo também, mas nao precisaremos
levar isso em conta). Isto nos pemite, gragas a condicao (1.2.9), eliminar o termo H; do lado direito
dessa estimativa e ainda obter o resultado desejado nesta demonstracao. De fato, para n > 0,

1 t At
|H,|< —)\77/ /|u\2(div u)?pdxdr + —/ /‘V(|u[2)‘2cpdxd7.
2 0 2n Jo

Assim, para n > 2 arbitrariamente préximo de 2 temos um v > 0 arbitrariamente préoximo de zero

tal que % = A+ vu, de modo que % = 4(Aiw) e assim,

t 22 t 2

t t
< )\/ /|u|2(div u)’pdxdr + 21/,u/ /|u|2|Vu|2gpdxd7'
0 0

i mf — [ ][0 gaxar.

Além disso, como v < 1/2 e, por (1.2.9), temos que /2 — N\?/[4(A + vu)] > 0. De fato, levando
em conta que

(£(1+VI+20) = N(A = p(l — V1+2v))
4N +vp)

garantimos que v pode ser escolhido para que o fator p(1+ /1 + 2v) — A seja positivo. As outras
integrais podem ser estimadas como antes. Temos que:

/2 = NJAN+ vp)] =

t
|Hy| < CtEs(t +0/ /]u|6cpdxd7
0

)
)
)

(
(
|Hs|+|Hg| < CtE\(t) + noEs(t) + CtY2Ey(t) Es(t)Y/?

(

t
\Hy| < CtE(t +0/ /|u|6<,0dxd7',
0
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onde 7; e 19 sao nimeros positivos suficientemente pequenos, fixados abaixo. Assim s6 resta
estimar a norma L5 na tltima desigualdade. Lembrando as propriedades de ¢ e usando (1.3.3),

//]u[6¢dxd7—0/ / (Ju[20"/?)2dxdr
gc/o (/ (Jul"?) dx) (/|v (Julo"?)P? dx)lzdr
<o [ (fusonras)[(futeiompeg
(/|v ul?)| 902/3dx>1/ 1 dr
< c/ot (/|u|4gpdx>3/2 dr
+ /Ot </|u|4<,0dx> </|u|2|Vu|2<pdx>1/2 dr

< CtY2 By ()12

Entao, com todas as estimativas acima e escolhendo n; > 0 e 1o > 0 suficientemente pequenos,
obtemos que
Es(t) < C(Co+ "2 Bs(t)** + By (t) + tV2 By (t) Es(t)'/?).

Dai, pelos lemas 2.2.4 e 2.2.6, segue-se que
Es(t) < C(Co+ Bs(t)*? 4+ Ey(t) By (1)) + Ey(t) Es(t)'/?).
O

A demonstragao da Proposicao 2.2.1 segue-se dos lemas 2.2.4, 2.2.6 e 2.2.8 e da hipdtese de
energia pequena. A ideia do argumento é a seguinte: chamando A(t) = Ei(t) + Eo(t) + Es3(t), e
juntando os lemas mencionados, temos

Aty <C (Co +> A(t)p) , (2.2.6)

p>1

onde a soma ¢ finita. Dal, da continuidade de A(t) e de A(0) < Cy, e para Cj suficientemente
pequeno, segue-se que A(t) < CCy para todo t > 0 tal que vale (2.2.6) (em particular, para todo t
arbitrariamente pequeno), aumentando a constante C', se necessario. Por exemplo, tomando Cy tal
que Y-, 22CPCH < 1 temos que A(t) < 2CC, para todo t tal que vale (2.2.6). Com efeito, se isso
nao ocorresse, pela continuidade, existiria um ponto ¢ em que valeria a igualdade A(t) = 2CCy.
Neste ponto, de (2.2.6) terfamos 2CCy < CCy + C Y. Y, 2°CPCf, donde 1 < 32, rCrCh!

Para finalizar esta Se¢do enunciamos um resultado que contém estimativas dos termos convecti-
vos para solugoes suaves, embora, como foi mencionado antes, tais estimativas nao sejam suficientes
para nos garantir a estrutura lagrangiana. Omitimos a demonstra¢do do mesmo, pois obteremos
adiante estimativas melhores para tais termos, ou seja, estimativas com pesos convenientes para a
estrutura lagrangiana “nao barotrépica”e que implicam as estimativas enunciadas a seguir.
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Teorema 2.2.9 ([16]). Assumindo as hipéteses do Teorema 2.1.1, e sendo ¢ = o(7) = min{1, 7},
valem as seguintes estimativas:

t
sup J|Vu|2dx+/ /a|1’1|2dxd7 < CCy
0

0<7<t

t
sup 02|1'1]2dx+/ /02|V1'1|2dxd7 < CCy
0

0<r<t

t
sup 7'2|Ve\2dx+/ /U2é2dXdT < CCy
0

0<r<t

¢
sup 02|Vw|2dx+/ /andxdT < CCy
0

0<r<t

Observamos que as duas primeiras correspondem justamente a (2.1.6) e (2.1.7) no Teorema
2.1.1.

2.2.2 Estimativas pontuais

Nesta secao apresentamos, sem demonstragoes, estimativas pontuais, assim como estimativas
para a Holder continuidade para solugoes suaves de (1.2.1), (1.2.2) e (1.1.5).

Teorema 2.2.10 ([16]). Suponhamos que as hipdteses dos teoremas 2.2.2 e 2.2.1 sejam satisfeitas.
Entao existem constantes C', ¢ e 6 tais que

p(-,t) = pllL~@< CCF, >0 (2.2.7)
la(-, 8)l|pe@n< CCRa(t)™%, >0 (2.2.8)
lle(-,t) — &l| L)< CCHo ()™, t>0. (2.2.9)

Além disso, para «a € (0, 1), existe uma constante C, = C'(«) tal que
/2 o < CaClo(t)™%, >0 2.2.10
<u>R2x[t,T] + <6>R2x[t,T] < CoCho(t), > U. (2.2.10)

Os resultados enunciados no Teorema 2.2.10 permitem provar a unicidade das trajetérias co-
mecando em tempo positivo. Além disso, esta colocado em evidéncia que a velocidade e a energia
interna especifica sdo fungoes Holder continuas em tempo positivo. Adicionalmente enunciamos
o seguinte resultado em relacdo a integrabilidade da seminorma de Lipschitz da velocidade e da
norma L*° da energia.

Lema 2.2.11 ([16]).
/1 (u(-, 1)) dt < CC§ (2.2.11)

0
1
/ lle(-t) — &l e eydt < CCE. (2.2.12)
0
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2.2.3 Estimativas dos termos convectivos

Nesta se¢do demonstraremos as estimativas (2.1.8)-(2.1.9) do Teorema 2.1.1 (o teorema de
existéncia de solugoes fracas do sistema (1.2.1)-(1.2.3)). Fixamos uma solugao (p, u, e) do sistema
(1.2.1)-(1.2.3), satisfazendo (2.1.1)-(2.1.7), e a estimamos uniformemente, obtendo estimativas a
priori para os termos convectivos, e algumas estimativas pontuais para a densidade e a energia
interna especifica.

Antes de continuarmos, as seguintes observagoes sobre o fluxo efetivo viscoso sdo importantes.

Em primeiro lugar, se u = (u',...,u™) é um campo qualquer entdo vale a seguinte decomposicao
ANyl = (u’;k)% + (ugck — Ul;])xk
=div u,; + w%f (2.2.13)

= (u+ Ny + Wil + (0 + A (P = Py,

para j = 1,...,n. Substituindo (2.2.13) na equagdo do momento na forma convectiva (1.2.5),
podemos escrever a mesma na forma

W —
pu) = Fy, + ,uw
Derivando em relagao a x;, somando em j e usando a antisimetria da vorticidade obtemos a equacao

AF = div (pu), (2.2.14)

ou, usando notagao vetorial, temos a equacao pu = VF + udiv w, e dai, tomando o divergente,
obtemos (2.2.14), levando em conta que para uma funcio matricial z € R" — A(z), de classe C?,
em que A(x) é uma matriz quadrada e antisimétrica, vale a identidade vetorial div div A = 0.
Analogamente, tomando agora o rotacional, e levando em conta que o operador rot V é nulo e que
rot div w = Aw, i.e. wz k —wIk = Awhi paracadai,j = 1,...,n (um calculo direto mostra isto),

TpT;
obtemos rot (pu) = ,urot div w = pAw, ie. (pi')y; — (pU)s, = pAw™, para cada i,j = 1,...,n
Em dimensao dois, ficamos simplesmente com

pAwh? = rot (pu), (2.2.15)

onde rot (pu) = (pul),, — (pu?).,. Das equagdes anteriores, e usando a teoria eliptica cldssica (cf.
e.g. [18]-[15], e, em particular, [20, Lema 2.3]), derivamos o lema seguinte que serd usado no que
se segue.

Lema 2.2.12.
IVl o@2) < C (I1F] o) +HIwl o @y +HIP = Pllpse) , p> 1 (2.2.16)
IVE|| o2y +||Vwl[ o @2y < Cllpta[ e R2), p>1 (2.2.17)
IFI2 gy Il o @2y < C (IIVlF2+IP = Pli32) llotl[5°, p > 2. (2.2.18)
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Demonstragio. (2.2.16) é consequéncia direta de (2.2.13) e (1.3.8). Também por (1.3.8), de (2.2.14)
e (2.2.15) temos (2.2.17). Para obter (2.2.18), usamos a desigualdade de interpolagao (1.3.3), a
definicao de F e w, e (2.2.17):

NEIE eyl B ey < FIRNV FIB+wl 32 Ve [
< C(IIVulffo+|[P = PlI3:) llpal 2>

Estimativas com o dado em H*

Para comegar esta subsecao, como em [17] e artigos posteriores, definimos
Lw’ = pi? — pLw] — N(div W1z,

e consideramos os seguintes problemas lineares

j =
Lu? =0 j=1,2. (2.2.19)
w?(0) = wi g

Lw! = —P,.

v g j=1,2. (2.2.20)
w?(0) =0

Denotamos por wy e wy as solucoes de (2.2.19) e (2.2.20), respectivamente, de modo que se

Uy = Wy, entao u = w; + wy. Tais solu¢oes admitem as seguintes estimativas de energia:

Lema 2.2.13. ~
sup /p|w1\2dx +/ /|VW1|2dXdT < Cl|lwiol|2 (2.2.21)
0<7<00 0
T
sup [ p|wo|?dx +/ /]VWQ\de < CTCy, para todo T" > 0. (2.2.22)
0<r<T 0

Demonstrag¢io. Multiplicando (2.2.19) por w{, integrando e somando em j, temos que

1 t 1
§/p|wl|2dx+/ /,u|Vw1|2+)\(diV wi )?dxdr = §/p|wlyo|2dx
0

obtendo diretamente (2.2.21). A demonstracao de (2.2.22) é andloga, sendo que o termo

/OT /(—VP) Wodxdr — /OT/(P — P)div wodxdr = /OT/W —1)[ple = &) + (p— p)ddiv wadxdr

é estimado, em médulo, por C [[[[(e — &)2dx + (p — p)2dx|dr + 1/2 [ [|Vwo|?dxdr < CCyT +
1/2 [ [|Vws|?dxdr, onde usamos (2.1.3).
[
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Lema 2.2.14. Para k = 0,1 e 0 = 0(t) = min{¢, 1} temos a estimativa:

t

Iy [ o plvy |2dxdr+ (akf%u|VW1|2+%)\(div w1)2dx)
o) 1 1
k/ /a’H [2M\VW1]2+2)\(div w1)2] dxdr (2.2.23)
0

ok 2 )
+0 (/0 /a |Vw,|“|Vu|dxdr | .

Demonstragao. Multiplicando a equagao (2.2.19) por wy,
(pi)i] = (pAw] + Mdiv Wi, )Ouw] + (pAw] + Mdiv Wi, )(u- V)

de modo que somando em j e integrando chegamos em

/p|v'vl|2dx = _iﬁ/Mvwﬂ +A(div wy)%dx + Os, (2.2.24)

onde O3 é qualquer termo limitado por
C’/|Vw1|2|Vu|dx.

Multiplicando (2.2.24) por o*,

ak/p]vv1]2dx =—0 5%/MVW1| —|—/\(d1v w1)2dx + 0" O3

= —{ /2M|VW1\ += )\(dlv wi)%dx

+k0k_10'/§ﬂ|vwl| +§/\(diV w1)?dx + 0" O;.

Finalmente, integrando em ¢, concluimos que
t

t 1
/ /O’kp|W1|2dXdT = —iak/u|VW1|2+/\(diV w)dx 0
0
t
+];/ /O'k_IO',(,u|VW1|2+/\(diV w)?)dxdr
0

t
+ [ ot Ogdr,
0
e, como o' = (0 para t > 1, concluimos a demonstragao. O

Definindo Fy = (p + A)div w; e wi® = w{mk - w’ija de forma andloga a (2.2.13)-(2.2.15), as
seguintes equagoes sao validas (obteremos abaixo equagoes semelhantes em relagao a wy):

k

J— (a)d k
AU}l - (wlxkxk - wlxkaﬁj> tw

1kaEj

= w{ka:k (:u + A)ilplxj'
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Usando a convencgao da soma de indices repetidos, e, substituindo estas em (2.2.19), obtemos
pir = Fi,, +wndl,
chegando também as importantes relagoes:
AF, = div (pwy)
pwi? = rot (pw),

lembrando que rot w = w;& — wil para qualquer campo w definido em R?. Analogamente ao
Lema 2.2.12, a definigdo de F} e wq, junto com as estimativas elipticas (1.3.8), e a desigualdade de
Gagliardo-Niremberg (1.3.3) permitem concluir, para p > 2, que

IVWilloeey < C (|| Fillzoee)+HIwillo@2) ) (2.2.25)
|V ey +H [ Vwr|[e@ey < CllpWi || e @2 (2.2.26)
NE ooy Hlwn|fogzy < CUVWl[Z2llpwn |72 (2.2.27)
Lema 2.2.15.
Sup, JIVwPdx + [y [ plvn|Pdxdr < C||wyoll[3n g
Sup J Vw1 Pdx + [y [ tplw[Pdxdr < Cflwio|[7a-

Demonstracio. Queremos estimar a quantidade
t
Ai(t) = sup Tk|VW1|2dX—|—/ /Tkp|VV1|2dXdT
0<r<t 0

para k = 0,1 e t € [0,1]. Pelo Lema 2.2.14, basta estimar o termo ctbico em (2.2.24). Pela
desigualdade de Holder, temos
1/2

t t 2, ot
/ /Tk|VW1|2|vu|dXdT < </ /7‘2k|VW1|4dxdT) (/ /|Vu|2dxd7'> : (2.2.28)
0 0 0

e, de (2.1.3), o segundo fator no lado direito é estimado por ch/ ?. Quanto ao primeiro fator,
usando (2.2.25)-(2.2.27) e (1.3.3), temos

Jo [T VW |tdxdr < O [ [ (|Fy | e |*) dxdr
<ClJy (T’“ﬂVWl\de) (kap|v'vl|2dx) dr
<C < sup ka|Vw1|2dx> Iy [ 7% p|w|2dxdr
< CALIP.
Entao pelo Lema 2.2.13, e as desigualdades (2.2.28) e (2.2.29), chegamos a

Ak(t) ( )C||W1 0||H1 Rz)—f-k?CHWl 0||L2+001/2Ak(t).

(2.2.29)

Portanto
A(t) < C (1= k)Wl 371 2y +kl Wl [32)

SeCOS@
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Do Lema 2.2.15, concluimos que o operador
H*R?) — L% (0,1; LA(R?), *dxdr) @ L? ((0,1) x R?, r*dxdr)
wio = (Vwy, pwy),

onde w; € a solucao correspondente ao dado inicial wy, ¢ um operador linear continuo, para
k =0, 1. Entao, por interpolagao (Proposigao 1.3.8), temos que o operador é continuo nos espagos
intermediarios,

H*(R?*) — L*(0,1; L*(R?),t'"*dxdt) & L* ((0,1) x R? t'~*dxdt),
isto é,

1
sup [ 15| Vw [Pdx + / / 115 pl [2dxdt < C||wi o
0

0<t<1

para s € [0, 1].

Uma estimativa 1til nas estimativas posteriores é a seguinte estimativa da pressao, obtida a
partir da estimativa de energia (2.1.3):

JolIP = Pllfageydr < C follp = plltsgeydr + C folle — €|[1sgeydr
< C fllp - ﬁHLz dT+ C Jolle = ell7zme) | Vell72dr (2.2.31)
< CCyt + CC2,

Como feito para wy, se define Fy = (u + A\)div wy — (P — P) e wj® = w%xk - w’jx e a seguinte
identidade é valida,

Awy =’y + (4 A (Fog, + (P = P,
Substituindo esta relagdo em (2.2.20) obtemos a equagao
= Fy,, —|—w29k
e, apos derivar convenientemente chegamos em

AFQ = div (pWQ)
pAwy? = curl (pwy).

Também para ws temos estimativas semelhantes as obtidas em (2.2.25)-(2.2.27) para wy, que sao

1Vwa|ogez) < C (|| Fal o)+ |wallo @)+ P = Pllioes)) (2.2.32)
IV E|| Lo g2y +| | Vwa || o2y < Cllpwal| o r2) (2.2.33)
1Bl gy Hlwal o gy < © (IIVWall72+]1P = Pl[32) [lpwall]2? (2.2.34)

De forma andloga a Secao anterior definimos agora a seguinte funcao:

By(t) = sup [|Vw|?dx+ [ [ p|w.|?dxdr.

0<r<t



CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCOES FRACAS

Lema 2.2.16. Se 0 <t < 1 e /pé € L*(R?), entéao
By(t) < CCY.

Demonstragio. Multiplicando (2.2.20) por 13, temos

P(wg)Z = —ijw% + (,qu% + A(div W2)$j> wgt
+ (,qu% + A(div Wg)xj) Vuw) - u

e, integrando por partes e somando em j, obtemos

Jo [ plWal?dxdr 43 [ p|Vwo*+A(div wo)2dx = [§ [(P — P)div wadx
+ oS (,qu% + A(div Wg)x].) V) - udxdr.

O termo com a pressao pode ser escrito da seguinte maneira:

/ot /(P — P)div Wadx = /Ot /(P — P)0,(div wy)dxdr

+/0t/(P—15)div (Vwa)u) dxdr

= [(P — P)div wadx — [} [ Pdiv wy
—(P — P)div ((Vws)u) dxdr
= [(P — P)div wadx — [{ [ P,pdiv wy
—P.e,div wodxdr
+ S J(P — P)div ((Vwa)u) dxdr
= [(P — P)div wadx + [§ [ P,div (pu)div waodxdr
— [E [ P.(¢ — Ve -u)div wedxdr + [} [(P — P)div ((Vws)u) dxdr
= [(P — P)div wadx + [} [ P,(Vp - u)div wodxdr
+ o | Popdiv udiv wodxdr — [§ [ P.édiv wadxdr
+ ¥ [ P.(Ve -u)div wodxdr + [ [(P — P)div ((Vws)u) dxdr
= [(P — P)div wadx + [ [(VP - u)div wodxdr
+ fy | Popdiv udiv wedxdr — [; [ P.édiv waodxdr
— JE (P = P)div ((Vws)u) dxdr
= [(P — P)div wadx + [ [(P — P)div (udiv wy — (Vwy)u) dxdr
+ f(f [ P,pdiv udiv wy — P.édiv wodxdr
= [(P — P)div wadx + [ [(P — P)div ((Vwy)u — udiv w,) dxdr
+ fy | Popdiv udiv wy — P.édiv wodxdr

e, pela identidade ;
div ((Vwg)u — udiv wy) = div udiv wy — u];].wﬁgk,

48

(2.2.35)

(2.2.36)
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temos que o modulo do segundo termo na tltima expressao é limitado por
t ~
C/ /|P _ P||Vul[Vwdx.
0

Além disso, o terceiro termo em (2.2.36) é decomposto como

/0 t / P,pdiv udiv wadxdr = (y — 1) /0 t / pediv udiv wodxdr
= /0 t / Pdiv udiv waodxdr
= /Ot /(P — P)div udiv wydxdr
</ t [ Pdiv udiv wydxdr.

Isto, junto com o fato de que a segunda integral em (2.2.35) é estimada facilmente por
C [ [|[Vwy|*|Vu|dxdr, mostra que da igualdade (2.2.35) chegamos na desigualdade

Jo [ plwel?dxdr 43 [ | Vw2 (div we)?dx < [(P — P)div wadx
+C 3 [IVwWo||[Vuldxdr + [5 [|Vws|?|Vu|dxdr
+C fL [|P — P||Vws||Vu|dxdr
—(y = 1) [ [ pédiv wodxdr

(2.2.37)

A ideia é estimar cada integral no lado direito. As duas primeiras integrais em (2.2.37) sao
limitadas facilmente usando a desigualdade de Hoélder e as estimativas de energia (2.1.3) para u
e (2.2.22) para wa. A terceira integral é estimada, usando as desigualdade de Holder, da energia
para u, i.e. (2.1.3), e (2.2.32), (2.2.34) e (2.2.31), por

o ([ frowttaxar) " ([ f1vupaxir)

t 1/2
< C'C'é/2 </ /|VW2|4dxdT)
0

1/2 t 1/2

= CCO/ <A ||VW2||%4(R2)CZT)
t ~
< G ([ (IFwsllta 1P = PIft) llows 2
. 1/2
+ ||P = P||fsaz)dr)

1/2 t 1/2
< CCY2(By(t) + Cy)'? (/O Hpm\y;m) 1 CC
< CCY?By(t) + CCY2.
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Usando que u = wj + Wy, a estimativa (2.2.12) e o Lema 2.2.15, temos
t - t
/ /|P — P||Vu||[Vws|dxdr < 0/ /\Vu||VW2\dxd7-
0 0
t
+ 0/ /|e — 8| Vu||Vwaldxdr
0

t
< CCy+C [ lle = el o= eo) | V|2l | Vwa o

t

< CCy+C [ e = ellumdr swp (IIVwillEa+]Vws| )
0 0<7<t

< OCH(Co + By(t)).

Os termos nas duas primeiras integrais na ultima igualdade de (2.2.36) sao facilmente limitados
usando as estimativas de energia, ou sdo absorvidos do lado esquerdo de (2.2.35), e a tltima integral

é limitada por C’C’é/ 2simplesmente usando a desigualdade de Holder e pela hipétese de termos /pé
em L2. Portanto,

Bo(t) < CCy"* (1 + By(t))
entao, para Cj suficientemente pequeno obtemos o Lema. O

Agora, para todo t suficientemente pequeno e 8 € [s, 1], usando os lemas acima, podemos
estimar

sup [ 77| Vul?dx + [ [ 7P pla)?dxdr
0<r<t
< sup [0 \Vwy|2dx + [5 [ 7P plvey |2dxdT
0<r<t (2.2.38)
+ sup [|Vws|?dx + [i [ p|Wwo|?dxdr
0<r<t

< CCy,

desde que Cj seja suficientemente pequeno.

Lema 2.2.17. Para s € (0,1)
1
sup t275/p\u|2dx+/ /tQ’S|V1'1]2dxdT < CCy. (2.2.39)
0<it<1 0
Demonstragio. Aplicando o operador 727547 (9; + div (-u)) na equacao (1.2.5), vem que
1 d /5y . 2—8 . ] .
50 (7)) = =5 pr (W) = 77 (P, + div Pryu)
+ S (Aui + div Auju>
Lor2sgi ((div u),; + div (div u);,;ju)
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Integrando, segue que:
1 . 92— t .
f/p7'2_s|u3|2 = S/ /p71_3|u3|2dxd7'
2 2 Jo
t .
—/0 /72_511] (ij + div iju> dxdr

t . . .
+ M/o /72_811] (Aui + div Au]u) dxdr

3 )
4 / /7_2,3,&1 ((div u)y,, +div (div u),, u) dxdr.
0
Somando em j obtemos uma soma de quatro integrais que passamos a estimar. Por (2.1.8)

temos que a primeira integral é limitada por CC§. Quanto & segunda, integrando por partes e
usando (1.2.1), chegamos em

/Ot/TQ_sllj (pmj + div szu> dxdr = — /Ot/TZ_SdiV ubldxdr
_/Ot/TQSiju;kukdxdT
__ /0 t / 72 div (P + Paey)dxdr
+ /Ot/#—sp(ugkwju’“ + ugku];j)dXdT
= /Dt/7'2_SPdiv udiv udxdr
+ /Ot/Tz_SdiV u(u- VP)dxdr
—(y—1) /Ot/7'2spédiv udxdr
+ /Ot/#SP(ugkxju’“ + i, ul )dxdr
= /Ot/TQ_SPuikuf;jdxdT
—(y—1) /Ot / 7275 pdiv nédxdr.

Para os termos de viscosidade (duas tltimas integrais acima) temos

t . . . t
/ / 770 (Au + div (Awn)) dxdr = — / / 74|V dxdr
0 0

10 (//#—syvuuvuﬁdxm) .
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Analogamente,

t . ¢
/ / 7270 ((div )y, + div ((div u),u)) dxdr = — / / 747 (div ) dxdT
0 0

+0 (//72_5|V1'1||Vu|2dxd7> :

Com as estimativas acima, temos
1
7'2_5/,0|1'1|2dx—|—/ /7’2_S|V1'1|2dxd7' < Ccy
0

t - t
+c/ /72‘5|P— P||V1'1||Vu|dxdT+C’/ /72_S|V1'1||Vu|2dxd7.
0 0

Os termos com Vu podem ser absorvidos na esquerda, e os outros termos sao limitados como
segue: primeiro,

t _
/OHP—P\|L4(R2)§ CCq
usando (2.2.31), e segundo, temos que
¢ 2—s ! 2—s 4 4 D4
L IVallign < [ 7 F sy HIw s HIP = Pllbseydr
t
S/O 72| Fl| 2|V |72+ w221 Vwl][Z2dr + CC

t ~
<cc+ [ 7 (IVuliallpalfa+|P = PllEaljpall3-) dr
t
< CCH+ (Sup 72_S||p1'1||%2> / [Vul|?.dr
0<t<t 0

- t
(0 1P = Pl [l

0<t<r

t
<ccl + Oog/ 7275 | | 2 adr
0

usando (2.1.3), (2.2.31) e (2.1.8). O

2.3 O problema aproximado

Em primeiro lugar, serd regularizado o problema regularizando os dados iniciais. Para isto,
simplesmente serao "mollificados" os dados iniciais convenientemente. Escolhendo uma fungao
suave v, com suporte compacto em R? e tal que [tdx = 1, definimos ¢s(x) = 5%1# (%) e as
regularizagoes dos dados iniciais sao dadas por:

5
Po(X) = s * po(x)
5 . .
up (x) = vs xup(x),  j=1,2

en(x) = 15 * eg(x),
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onde * representa o operador de convolucao classico. A energia inicial (1.2.8) é entao modificada
também sendo agora

C = 119§ — PllF e qey + 10| 7rs 2y

- - 2.3.1
4 [ [tk — 57 + b leo — >+ eg?] (1 -+ ' < oc. (23.1)

Observamos que pela desigualdade de Holder, as parcelas em (2.3.1) sdo limitadas pelas normas
dos correspondentes dados iniciais, de modo que temos

Gl < Cp. (2.3.2)

2.3.1 Existéncia

Teorema 2.3.1 (Existéncia local). Assumindo as hip6teses do Teorema 2.1.1, existem constan-
tes positivas C' e € tais que se
Cy <e, essinf eg > ey,

onde e; é como no Teorema 2.2.2, entdo existe uma solucdo suave (p°,u’e’) de (1.2.1), (1.2.2),
(1.1.5) com dados iniciais (p§, u, €j) definida em R? x [0, T5] para certo tempo Tj (possivelmente
dependendo de §), que satisfaz (2.1.1) e as estimativas (2.1.2)-(2.1.4) e (2.1.8)-(2.1.9).

O teorema é uma consequéncia direta do Teorema de Kawashima, Teorema 1.3.10. De fato, o
sistema (1.2.1)-(1.2.3) pode ser escrito na forma (1.3.9), pondo-se v = p, w = (u, e) e coeficientes:

AY(p,u,e) = pl, Adp,u,e) =1, Al (p,u,e) = o

L+A 00 o0 0
By'(p,bu,e)=1| 0 u 0f, BX(p,u,e)= |0 pu+X 0
0 0 K 0 0 K

1 0 X 0

By*(p,u,e) = By (p,u,e) == |A 0 0

210 0 K

fi(p,u,e,Vvel, Ve) = —pdiv u
fr(p,u,e,Vp,Vu,Ve) = —pu- Vu! — P,
fi(p,u,e,Vp,Vu,Ve) = —pu - Vu? — P,,
f3(p,u,e,Vp,Vu,Ve) = —pu - Ve + Pdiv u + g(Vu)

9(Vu) = p|Va +A(div w)? + p(ul, uy — (div u)?).

As condigoes 1 e 2 do Teorema de Kawashima sao facilmente verificadas.

As estimativas (2.1.2)-(2.1.4) e (2.1.8)-(2.1.9) sdo justamente as estimativas apriori, ou seja, as
estimativas dadas nos lemas estabelecidos anteriormente.
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Teorema 2.3.2 (Existéncia global [16]). A solucao obtida no Teorema 2.3.1 pode ser estendida
no tempo, isto é, a solugao estd definida em R? x [0, 00).

Como consequéncia das estimativas a priori, e usando argumentos de compacidade é mostrada
em [16] a existencia de funcdes (p,u, e) e de uma sequéncia {4} tais que as solucdes (p%, u’, %)
convergem em um sentido apropriado as fungdes (p, u,e) (Teorema seguinte). Nesta se¢io serao
denotados com o indice § as funcdes auxiliares associadas as funcoes (p°, u’, €°), ou seja, escrevemos:
P’ = P(p°, e, FO = (A + p)divu® — (P° — P) e (wé)jk = (u), — (ué)f;j. Enunciamos, sem
demonstragao, o seguinte resultado:

Teorema 2.3.3 (Solugdes fracas). Consideramos a familia de solucdes (p°, u’, e®) obtida no Teo-
rema 2.3.2. Existem uma sequéncia d;, — 0 e uma fungoes (p, u, e) tais que:

P(t) = p(t) =0
w(-,t) —u(-,t) p fracamente em L*(R?), t >0 (2.3.3)
e(S('at) - 6(',t) —0
s
25 : 2 } uniformemente sobre compactos em R? x (0, o) (2.3.4)
ul(-,t) —u(-,t
i) 0 } em Lioo(R), 120 (2:3.5)
uw —u
65 _ 6(- t) —0 } em LIQOC(RQ X [0,00)) (236)
P—p =0
[N
Ve _véle N OVu fracamente em L7 (R? x [0, 00)) (2.3.7)
PP—P —0
2 1) — F(t
wég. t% Aw(( t)) } em L%OC(Rz)ut >0 (238)

Adicionalmente, as fungoes (p,u,e) satisfazem as conclusoes (2.1.1)-(2.1.4) e (2.1.6)-(2.1.7). Fi-
nalmente, (p,u,e) é a solugao fraca de (1.2.1)-(1.2.3) no sentido da defini¢ao 1.2.1.

Como observado em [16], a tripla (p,u,e) também satisfaz no sentido fraco as equagoes da
energia cinética (2.2.2) e do balango da energia total (1.1.4). A demonstragao é dada em [16],
e consiste em escrever as formulacdes fracas para as funcoes (p, u’, e?) e passar o limite quando
0 —0.



Capitulo 3

Resultados principais

Neste capitulo apresentamos e concluimos a demonstragao do resultado principal deste trabalho,
a saber, a existéncia e unicidade das trajetérias, e mais algumas propriedades, associadas a um
campo de velocidade u, como descrito no Teorema 2.3.2. Os resultados sao obtidos supondo
essinf pg(x) > p > 0 para todo x € R?, mas como feito em [19], pode-se supor que esta condicio
é satisfeita num conjunto aberto arbitrario, concentrando o estudo no transporte desse conjunto e
na porcao de fluido contida nele. A questao da estrutura lagrangiana para fluidos compressiveis
foi estudada por Hoff e Santos [19] e Hoff [17] no caso barotrdpico. Eles demostram que se
um campo u é solucdo das equagoes de Navier Stokes para um fluido barotropico satisfazendo
estimativas com taxas de regularizacao convenientes, em dimensoes 2 e 3, entao existe un fluxo
(inico) associado ao campo de velocidaes, isto é, uma aplicagdo X que descreve a posi¢ao de cada
particula do fluido viajando com velocidade u, em um instante de tempo determinado; além disso,
eles também demonstram que a aplicacao X é Holder continua. A demonstracao é baseada no fato
de que as solugoes aproximadas satisfazem as estimativas do Teorema 2.1.1, independientemente
do parametro de aproximacao. A trajetéria é obtida como o limite das trajetérias associadas
as solugoes aproximadas. Para a unicidade, o campo é decomposto, como ja mencionamos nos
capitulos anteriores, como u = up + up, onde (abusando um pouco da notagdo) up = VI'x P e
up, = VI (F +w) sendo I' a solucao fundamental da equagao de Laplace. Entao é visto que up
é log-lipschitziano e up,, € lipschitziano, de modo que a desigualdade de Osgood pode ser aplicada.
Adicionalmente descrevemos algumas propriedades do fluxo.

3.1 Estrutura lagrangiana ¢y > 0

Tentando introduzir a ideia central do resultado principal, apresentamos nesta se¢ao o resultado
da estrutura lagrangiana quando o tempo inicial é estritamente positivo.

Teorema 3.1.1. Admitamos as hipéteses do Teorema 2.1.1. Entdo, para cada xo € R? e ¢y, > 0,
existe uma unica curva X (-, x¢;t) € C([0,00); R*) N C*((0, 00); R?) tal que
¢
X (t,x0;t0) =x0+ [ u(X(7,x%0),7)dT. (3.1.1)

to

25
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Demonstragio. A Holder continuidade de u em R? x [, 00) garante a existéncia das trajetérias
X (t,%0; 1) satisfazendo (3.1.1). Quanto a unicidade, o argumento é semelhante ao que usaremos
na seguinte secao para o caso ty = 0, porém, daremos aqui uma ideia geral da demonstracao, e
os detalhes rigorosos podem ser vistos na seguinte se¢ao, na prova para o caso to = 0. A ideia
nesta parte é mostrar que a existéncia das trajetorias para t, > 0 é garantida sem supor que a
velocidade inicial estd em algum espaco de Sobolev. Suponhamos entao que X; e X, sdo duas
fungoes satisfazendo (3.1.1). Temos que

t
|X1(t,X0;t0> _XQ(t,XO;t0>| S /t ‘U(Xl(T,X()),T) — U(XQ(T,XO;t()),T)dT
0
t
< [ hallaen(|Xa(r,x0:to) = Xar o to) ),
0

assim, pelo Lema de Osgood, é suficiente demonstrar que ftto||u|| L, < 0o. Para isto, consideramos
a decomposi¢do u = up, + up onde up = VI * (P — f’) e up, ¢ uma combinacao linear de
VI« F e VI'xw. A notacdo Vw * f é um abuso de notagao, e é entendida como a convolucao das
componentes. A matriz w pode ser vista como uma funcgao escalar em dimensao dois. Da mesma
forma que foram obtidas as estimativas (2.2.32)-(2.2.34), obtemos estimativas relacionas com o
campo Ugp,,.

Como WP — L[> para p > 2, e usando (1.3.8) junto com o fato de que Augw (n+N) "N EFy,+
wl¥, j =1,2, concluimos que

Hqu,wHLOO(R?) < C|’VUF,wHLp(R?)H|D211F,w“LP(R2)
< C(|F || ze@2)y+H|w|| oo @2y + |V F || o @2y H VWl Lr (m2))

e assim, por (2.2.17) e (2.2.18) e usando (1.3.3), obtemos que

1V up || g2y < C(|[Vul[2e+]| P — P|[22)17] | pa) %277
+ [|pal| e g2
< C(||Vu|[F+||P — P|[2F)||pal) 5/
o+ a2 Vil 757

Agora, integrando e usando as estimativas (2.1.3), (2.1.6) e (2.1.7) em cada parcela do lado direito
na ultima desigualdade, temos que

. . 1/p
JilloaC OIG2IvalE 27 <o () Pl/ﬁdT) * (i rlloalBadr)
. (p—2)/2p
x (i, 7V [32d7)

<ccy” (fhr <p—1>/p)1/2
< 00,
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JEIP = P|[22|pa|| %2 Pdr - < O supHP—15\\%2)1”’J;Z\\pﬁl\(pf)/pdT
2)/2 _
—O<sup||P P|[2)7 [ (7| |pa| 22) P72 70220

0<r<
2)/2
<ccs T—(p—2>/<p+z>>(p+ /2
< 00,

SVl P2 pal| D ar < € (f IVl Zadr) " (S a8 2@ Dar) T
— ¢ (JLIVulzdr)”
x (Ui, (rllpa][2)22070 7= =220- D dr
< ocy (f 7 -2y

< OQ.

(p—1)/p

Isso mostra que a seminorma Lipstchitz (up,,) é localmente integravel em (tg, 00).

A componente associada a pressao up é mais simples e apresentamos os detalhes a seguir. Em
primeiro lugar, pela defini¢ao de P e por (2.2.7) e (2.2.9) temos que

1P = Pl| o) < C(llp = pllzo@2)+lle — &l @2)
<CC(1+a(t)™)

e assim para cada t > 0, P — P(-,t) € L. Por outro lado, escolhendo p € (1%[, 2), onde [ é como

na definicdo de o em (1.2.8), e usando (2.1.3) e o fato de ser P — P = (v —1)(p(e — &) + é(p — p)),
temos que

[1P = Prax = [(P - PPoypr/2dx

<ccp? ([ oren) o

o/2 1 (2-p)/2
_ P
=" | trepre)

< 00,

de modo que pelo Lema 1.3.9, up = VI'x P € LL, e pelas desigualdades acima, temos que
|lup||LL é localmente integravel no tempo.

Finalmente, com todas as estimativas acima, obtemos, ||u||L.< (up,) + ||up||LL é localmente
integravel no tempo, e, portanto, pela desigualdade de Osgood, X (t,xo;t0) = Xa(t,Xo;t0) para
todo t > ty como queriamos demonstrar.

]
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3.2 Estrutura lagrangiana

Comecamos esta secao enunciando o nosso principal resultado, i.e., a existéncia e unicidade
de trajetorias, e mais algumas propriedades, do campo de velocidade u dado no Teorema 2.1.1,
solucao do sistema (1.2.1)-(1.2.3) com dados iniciais (1.2.7). Este resultado, como j& mencionamos
antes, é o que justifica o termo "estrutura lagrangiana'. Precisamente, o resultado é o seguinte,
similar ao caso barotrépico:

Teorema 3.2.1. Admitamos as hipéteses do Teorema 2.1.1, com a velocidade inicial ug em H?,
para algum s > 0, e suponhamos que /pé seja uma fungao em L*(R?). Entao:

1. Para cada xo € R? existe uma tnica curva X (-, %) € C([0,00); R?) N C*((0, 00); R?) tal que

X(t,x9) = x0 + /Ot u(X(7,%x0),7)dT. (3.2.1)

2. Para cada t > 0, a aplicacdo x — X (¢,x) é um homeomorfismo de R? em R2.

3. Para cada 0 < #; < t3 < 00, a aplicagao ¥ : R? — R? dada por U(X (¢;,x)) — X (t2,x) é
Holder continua.

4. Se C é uma curva de classe C%, « € [0,1), entao para t > 0, C* = X (¢,C) é uma curva de
clase ¢ ™ onde L é uma constante que depende de p e s.

Como foi mencionado na Introducao, a demonstragao esta baseada no fato de que as solugoes
aproximadas satisfazem as estimativas do Teorema 2.1.1, independentemente do parametro de
aproximacao.

0

De forma semelhante ao feito com u, temos a decomposicao u’ = u% + u% , para as solucdes
6 o b

aproximadas, e adotaremos a notacao up = u‘SP(; para simplificar a redacao.

Demonstracio do Teorema 3.2.1. Consideremos as curvas integrais para os campos aproximados

u’ comecando em X,

t
X(,%o) :x0+/ W (X7, %), 7)dr, t>0. (3.2.2)
0

Fixemos T < 1, a aplicagio X°(+,x) é Hélder continua em [0, T’ uniformemente em §. Para ver
isto, observamos que pela desigualdade (1.3.2),

t1
[X7(t1,%0) = X% (t2,%0)] < [ [0 )] ey
2

t1
< [ |l H T )
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e podemos estimar as normas L% e L? aqui presentes. Quanto & primeira, usando as desigual-
dades de Hoélder e Cauchy, junto com (2.1.3) e (1.3.3), temos

il I3z = 5 [u’ P
= [Pliax + [ (5= o)l Pax

< |lp"0|F2+lp — pll 2|0’ ||74 ey
< CC + CCIP ||| 2| [V | 2

< OO+ CCP (14 (V'] 2) + Sl 2.

obtemos que
(- )llz2< CCGQA + [[Vul (- )] 12). (3.2.3)
Integrando (3.2.3) e usando (2.1.3)
to to
[ INadr < CCF [ (14 (|90 2)dr
t1 t1

< OCY[(ts = ta) + (ta — 11) 7).

Quanto & norma em LP, é importante lembrar que Au® = C(VF° 4+ Vw’ + VP?), onde F?, w°
e P% sdo definidas como F, w e P, respectivamente, com u’ no lugar de u, justamente como no
paragrafo antes do Teorema 2.3.3. De (1.3.8),

IV |ore) < [[F|| poeyH|w’ || o @ey+|| P° — Pl|1oe).-

As estimativas para F' e w sao similares, assim que mostramos somente as estimativas para F. Da
equacao do momento deduzimos que

AF =div (p’0’)
de modo que, para 1 < ¢ < oo,
IV F]] o)< [10°0° ]| are)
assim, por (1.3.3) e a definicio de F°
1EMznge) < 112" IV 12
< C(JIP" = Plla+IVul][12) " 0P 11
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de modo que

V0| ey < |1F°||pomey+|6 || 1o @ey+ [ P° — Pl o)

1-n)/2 n/2
<ot (1 +/|Vu5|2dx> (/p |u5|2dx>
+Cllp" = pllr@2)+Clle’ — &l Lo (e2)

(1-n)/2 n/2
< Cccy (1 - /|Vu5\2dx> (/ p5\u5\2dx)

+Cllp° = plla+Clle’ — 6HL277HV(36H

n/2
< Ccy ( /|Vu‘5|2dx> (/p |u5|2dx>

+ O+ ]IV,

onden =1-— %, como em (1.3.3). Integrando e usando a desigualdade de Hélder, (2.1.3) e (2.1.8)
obtemos entao que

(1-n)/2 n/2
/ [V (-, 7| oy dr < 009/ (1+/|vu5|2dx> (/p5|a5|2dx> dr

o [ 5
+OC8 [+ 19 [12)
< CCY[(ty —t1) + (t2 — t1)"]

onde v é uma constante positiva independente de . Em particular, temos a desigualdade
/ ||u HLoo R2) dT<CCQ(T+T7)

Isto mostra que X°(xg, ) é Holder continua em [0, T], uniformemente em & e equilimitada (com
respeito a d), o que garante a existéncia de uma seqiiéncia X" (xg,t) = X°(Xg, ) e uma aplicagio
Holder continua X (xg, ) tal que X"(xq,t) — X (xo,t) quando n — oo uniformemente em [0, 7).
A convergéncia uniforme da u™ sobre compactos dada no Teorema 2.3.3 e a desigualdade acima
garantem a convergéncia de u™(X"(-,x¢)) para u(X(+,x¢)) uniformemente em [0, 7]. Com isto e a
convergéncia uniforme de X", e calculando o limite quando n — oo em (3.2.2) obtemos (3.2.1). O

Para demonstrar a unicidade, sejam X;(y1,-) e Xa(y2, ) duas curvas integrais comegando em
y1 e yo respetivamente. Definimos a func¢ao

[u(Xa(t,y2), 1) —u(Xi(t, y1), 1)
(| Xa(t, y2) — Xa(t, y1)l)
onde p é a fungao definida em (1.2.14). Primeiro provaremos o seguinte lema:

g(t) ==

Lema 3.2.2. Existe uma constante C' tal que

¢
/ g(rydr <C, t<1.
0
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Demonstragio. Pelo Lema de Fatou basta provar o Teorema para ¢°, que é definida como g mas
com u’ no lugar de u e com as curvas integrais X9 e X3 associadas.

Comegamos lembrando a descomposigdo u = up, + up, onde up, = VI' % (F + w) e up =
VI * (P — P), e observando que ¢°(t) < <u6P>LL + (ul,).

Para t € (0,1] temos por (2.1.3) e (2.2.9) que P(-,t) — P € L> N L™ para 2/(1 +1) <p <2, e
assim up € LL. Além disso, por (2.2.12)

Jo {ug) dr < C [P = Pl +||P° — Pllpe2ydr
<C.

Quanto a parte correspondente ao fluxo efetivo viscoso, vamos mostrar que ¢é lipstchitziana.
Denotamos por (-) a seminorma de Lipstchiz. Pelo fato de ser (f) < [|f||r~@2) ([8], pag 279)
valida para funcoes suaves, pela imerssao WP — L vélida para p > 2, e as estimativas elipticas
aplicadas & equacio AF? = div (p°1®) e Aw’ = rot (p®), e por (1.3.3), temos que

(3.2.4)

(Ug,) < [V | o r2)
< C(I[0|rgez) HID* g || o (s2)
< C(IF||zoguzyH|w’ || o) HIVE? | o)+ V' o(e2))
< OVl +HIP* = Pl 2")lo [
+ o012V |17
onde n = p—;Q. Agora integramos, e é nesta parte que as estimativas (2.1.8) e (2.1.9) sao relevantes.

Demonstraremos a estimativa da tltima parcela. As outras sao similares, usando argumentos
analogos aos usados na demonstragao correspondente no Teorema 3.1.1.

t t 1/2 t
Latizwal, <o ([ = 0mar) ([ [ )
0 0 0
t n
X (/ /72_5|V1'15|2d7>
0
.

< C(t)

1-n

Resumindo

¢ ot
/0 g(T)dr < 111(%;151f/0 g°(T)dr
< ().
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Unicidade de trajetdrias: Voltando as curvas integrais X; e Xo, por (3.2.1) temos que

| Xo(t, y2) — Xa(t,y1)|< |y2 — y1|+/ (| Xa(t, yo) — Xa(t, y1)|)dr

assim pelo Lemma de Osgood 1.2.3 e pelo lema 3.2.2

[Xa(t,y2) = Xi(t, y1)|< exp(1 — e o 97y — [ Jo 07 (3.2.5)

em particular, se y; =y, entao X; = X5 obtendo a unicidade.

[]

Homeomorfismo. Para provar 2 no Teorema 3.2.1, consideraremos trés etapas. Primeiro provare-
mos que para ¢t > 0 fixo, a aplicagdo X (t,-) : x — X (t,x) é injetora, depois que é sobrejetora e
finalmente que é aberta.

i (Injetora): Para comegar, supomos que X (t,y1) = X (t,y2) para algum par de pontos y; e

i

il

y2 no plano. Para t’ € (0,t) temos que

Xt y1) = Xt y2) = X(t,y1) = X(t,y1) + X (£ y2) — X(t, y2)
[ ulX(7,y2),7) = u(X(r,y1),7)dr

t/

assim, como antes, temos

X(t,y) = X(v)I< [ gr)n(X(r31) = X(r,y2)dr

e por tanto, concluimos que X (', y1) = X (¥, y2) paratodo 0 < t' < ¢. Usando a continuidade
das aplicacgoes X (-, y1) e X(+,y2) em ¢t = 0 temos que y; = X(0,y1) = X(0,y2) = y2.

(Sobrejetora): E conseqiiéncia da unicidade das trajetorias. De fato, dado y € R2, existe
uma curva Y (s) = X(s;z,t) com Y (t) =y, s € [0,t]. Ascurvas Y (s) e X(s,Y(0)) satisfazem
o problema

=Z(s) =u(Z(s),s)

Z(0) =Y (0)

de modo que Y (s) = X(s,Y(0)), em particular, y = X(¢,Y(0)).

(Aberta): Seja A C R? aberto, o objetivo agora é ver que X (¢, A) é aberto. Fixemos
z; = X(t,y1) com y; € A. Para qualquer z € R?, existe uma curva Y (s) = X(s;x,t)
definida para s € [0,%] e tal que Y (t) = z. De fato, Y pode ser obtida como solugao da
equacao

=z+ / X(1;2z,t),7)dT =2 + / T),T)dT (3.2.6)
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Como feito antes, pode ser visto que
v 04171
0 ||U(',T)||Loo(R2)dT S C’C’Ot

e fixando r > 0 de modo que B,(y;) C A, podemos escolher #' < [(r — r1)/(2CCE)]*/" com
0 < r; < r para obter

/Ot [, 7)[| oo m2ydr < : _2T1. (3.2.7)
Por outro lado, como
d
%X(T,yd) =u(X(r,y1),7); X(t,y) =z
temos que
X(s,y1) =21 — /:U(X(T, y1),7)dT (3.2.8)

e assim subtraindo (3.2.6) de (3.2.8)

X(5.31) = V() < oy = 2+ [ (Y (7). 7) = w(X(r,y2),7)ldr
< i — gt [ gl (7) = X(ry0)ldr
e usando novamente o Lema de Osgood
[F atryar

X (5,y1) — Y(s)|< exp (1 ! W) P

t 1/
para todo s € [t/,t). Escolhemos a < <r1 exp (1 e o g(T)dT)) onde v; é uma constante

conveniente dependendo possivelmente de ¢, obtemos

|X(t/, Y1) — Y(t,)|< .

Com isto junto com (3.2.7) mostramos que
ly1 =Y (0)|<r

garantindo que Y (0) € B,(y1) quando z € B,(z;). Finalmente, a unicidade das trajeto-
rias garante que z = Y (t) = X (¢,Y(0)), de modo que B,(z;) C X (¢, A), como queriamos
demonstrar.

O
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Hélder continuidade. A prova de 3 é de novo uma aplicacao do Lema de Osgood. Sejam y;,y, € R?
e consideremos a funcao

g(T) _ |11(X(T, YQ>7T) - u(X(T7 Y1)7T)| )
M(|X<T7 y2) —X(T, yl)')

Como no Lema 3.2.2,
t
/ g(r)dr < Ct.
0
Para t € [t;, 1] temos que
t

X(t,y2) = X(t,y1) = X(t1,y2) = X(t1,y1) + [ w(X(7,y2),7) —u(X(7,y1), 7)dr,

t1

assim
X(t32) = X(ty1)] < 1X(0,32) = Xtiyo)l+ [ 30u(X(ry2) = X(ryo)l)dr
obtendo
—f g(r)dr 7-]:1 g(r)dr
|X(tay2> _X(tay1)| S eXp <1 —e n )|X<t1ay2) X(t17y1)|e (329)
< O)[X(t,y2) — X(t, M)’eim
Em particular para t = t5 obtemos o resultado desejado. O

Accao sobre curvas Hdélder continuas. Agora supomos que a curva C é parametrizada por uma
funcao Holder continua ¢ : R — R que satisfaz

|o(s2) — @(s1)|< Clsa — s1[*
Definindo ¥1(s) = X (¢, ¢(s)), e usando (3.2.9) concluimos que

—LtY —LtY

[¥u(s2) = Di(s1)|< CO)lp(s2) —p(s1)|” < C(t)]s2 — 51[*
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