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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia de multiplas solucoes para o sistema

nao-homogéneo

p
~AU=AU+ | 5 )+ F g
U=0 on 012,
onde Q C IRY é um dominio limitado suave, s, = maz{s,0} para s € IR,
b
A=|° J € Myyo(IR), F = (t¢1 + fi,7¢1 + g1) € (L°(Q))* com s > N tal que
c

folﬁbl :f991¢1 =0et,re R.

Interessando os expoentes p e ¢, nds consideramos trés casos distintos, a saber,

(E1)  1<p,q<2—1 (subcritico),

(Ey)  p,q=2"—1 (critico),

(E5) 1<p<q=2"—1 (misto).
Usando métodos variacionais, provamos a existéncia de pelo menos duas solugoes. A
primeira obtida explicitamente por um célculo direto e a segunda via Teorema do Passo
da Montanha se 0 < puy < g < A ou Teorema de Enlace se A\ < p1 < o < Agy1, onde
11, (o sao autovalores da matriz A. Nos casos critico e misto os teoremas sao usados sem
a condicao de Palais-Smale.

Finalmente, no Capitulo 5 nés provamos alguns resultados de nao-existéncia

para o sistema (1) no caso homogéneo, i.é., F' = 0.
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Abstract

In this work, we study the existence of multiple solutions for the nonhomoge-

neous system

p
~AU=AU+ | 5 )+ F g
vl (2)
U=0 on 012,
where Q € IRY is a bounded smooth domain, s = maxz{s,0} for s € IR,
b
A=["1 y € Myyo(R), F = (t¢1 + f1,7¢1 + g1) € (L¥(Q))? with s > N such that
c

Jo fior = [q9101 =0and t,r € R.

Concerning the exponents p and ¢, we consider three distinct cases, namely,

(E1)  1<p,q<2"—1 (subcritical),

(Ey)  p,q=2"—1 (critical),

(B5) 1<p<q=2"—1 (mixed).
Using variational methods, we prove the existence of at least two solutions. The first is
obtained explicitly by a direct calculation and the second via Mountain Pass Theorem
if 0 < py < po < Ay or Linking Theorem if A\ < p; < po < Agy1, where uq, uo are
eigenvalues of matrix A. In the cases critical and mixed the theorems are used without
the assumption of Palais-Smale.

Finally, in Chapter 5 we prove some non-existence results for the system (2)

in case homogeneous, i.e., F' = 0.
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Introducao

Métodos Variacionais é uma das principais ferramentas utilizadas para atacar
problemas na teoria das equacoes diferenciais ordindarias e parciais nao-lineares. A idéia
central ¢ a formulagao de um problema variacional equivalente, em certo sentido, ao
problema de uma equacao diferencial. O problema variacional consiste na obtencao de
pontos criticos para um funcional I associado, tal que a equacao diferencial de Euler-
Lagrange seja o problema inicial proposto.

E interessante observar que o problema de minimizac¢ao de funcionais é o obje-
tivo central do Calculo das Variagoes Classico, e que em seu estudo, equacoes diferenciais
aparecem de modo natural como condigoes suficientes para que a funcao que minimiza o
funcional deve satisfazer. Assim, no Calculo das Variagoes Cléssico, a questao de mini-
mizacao de um funcional é reduzida ao estudo de um problema na teoria das Equacoes
Diferenciais.

O Método Direto do Calculo das Variagoes surgiu em meados do século XIX, e
consiste em estudar diretamente o funcional e procurar seu minimo (ou um ponto critico)
sem fazer apelo a sua equacao diferencial. Dentre os varios problemas estudados em
equagoes diferenciais, em particular, existem os problemas do tipo Ambrosetti-Prodi que

informalmente considera a seguinte equacao:

{ —Au = g(z,u) + f(x) emQ 3)

u=">0 sobre 051,

onde Q € RY é um dominio limitado suave, e caracteriza-se por determinar funcées f, de
modo que a equagao (3) tenha ou nao solu¢ao. No caso de existir solu¢do, uma pergunta
natural é, qual o nimero minimo ou exato de solu¢oes?

O problema apareceu pela 1¢ vez em 1972 no trabalho ”On the inversion of
some differential mappings with singularities between Banach spaces” de A. Ambrosetti
e G. Prodi. Os autores consideraram g : IR — IR sendo uma funcao de classe C? tal que
§"(s) >0, VseR e 0<lims, ¢ (s) < <limg_ o g'(s) < A2, onde A\ e Ay sdo,
respectivamente o primeiro e o segundo autovalor de (—A, H}(Q)).

XVil



xviii Introducao

Utilizando a teoria de pontos criticos e um teorema de inversao global de
fungoes préprias, Ambrosetti e Prodi consideraram o operador T'(u) := Au + g(u) como
uma aplicacdo diferenciavel entre espacos de Holder C?%(Q) e C%*(Q) (0 < a < 1) e
mostraram que os valores singulares da aplicacao T ( isto é, a imagem por T dos pontos
u tais que a derivada de Frechet T'/(u) nao é invertivel ) formam uma variedade fechada
e conexa M em C%*(Q) que divide o espaco em dois conjuntos abertos Oy e Oy com as
seguintes propriedades:

(i) Se f € Oy, o problema (3) nao tem solugao.
(77) Se f € M, o problema (3) tem exatamente uma solugao.
(7i1) Se f € O, 0 problema (3) tem exatamente duas solugoes.

Posteriormente, M.S.Berger e E.Podolak [5] deram uma grande contribui¢ao no
estudo desses problemas, dando uma estrutura cartesiana para a variedade M em espagos
de Hilbert. Eles decompuseram as funcoes f € C%*(Q) na forma f = t¢; + f1, onde ¢ é
uma autofuncéo (normalizada na norma L?) associada ao autovalor A; e f1 € (span {¢1})"

(no sentido de L?) e reescreveram o problema (3) na seguinte forma:

(4)

—Au = g(u) + to1 + fi(x) em §)
u=20 sobre 0f2.

Entao, para cada f; com a propriedade acima, Berger e Podolak mostraram a
existéncia de um nimero real ¢ = ¢(f;) tal que:
(") Se t > t(f1), o problema (4) nao tem solugao (isto é, f € Oy).
(i1") Se t = t(f1), o problema (4) tem exatamente uma solugao (isto é, f € M).
(730 ") Se t < t(f1), o problema (4) tem exatamente duas solugoes (isto é, f € Os).

Em 1975, J.Kazdan e F.W.Warner desconsideraram a condigao de convexidade
sobre a funcao ¢ e trabalharam com a hipdtese:

—o0 < limsup M <M< liminfM < 400,

5——00 S §—+00 S

e, usando os Métodos de Sub e Super-solucao e Iteracao Monotonica, encontraram uma
fungao ¢ : (span {qﬁl})L — IR tal que:
(¢") Se t > t(f1), o problema (4) ndo tem solugao.
(170 ") Se t < t(f1), o problema (4) tem pelo menos uma solugao.

Aman, Hess e Dancer melhoraram o resultado de Kazdan e Warner encon-
trando pelo menos duas solugoes para t < t(f1) e pelo menos uma para t = t(f;). A
literatura sobre problemas do tipo Ambrosetti-Prodi é muito extensa, varios autores tive-

ram interesse em obter resultados em diferentes direcoes. Em 1986, B.Ruf e P.N.Srikanth
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[28] trabalharam com o problema superlinear:

—Au=X u+ul +f emQ
{ i (5)

u=20 sobre 0f),
onde Q € RY é um dominio limitado suave, 1 < p < % se N >3, el <p<oose

N =2, f € L*Q) e\ e IR um parametro. Usando a decomposi¢io f = t¢; + f; com
fQ fio1 = 0 e a hipétese de que A > A\, A # \; V j € IN, Ruf e Srikanth mostraram a
existéncia de uma constante T' = T'(f;) tal que para ¢ > T o problema (5) possui pelo
menos duas solucoes.
De Figueiredo em [13] obteve um resultado similar para uma classe maior de
nao-linearidades. Trabalhando com a equacao:
—Au = u+g(x,u) +tpy + fi(z) emQ (©)
u=20 sobre 0f),

De Figueiredo exigiu hipdteses necessarias para obter a condi¢ao de Palais-Smale e que:
ge ', gl(x,s) > —pu, onde < \— A

Assim, aplicando o Teorema do Passo da Montanha Generalizado, mostrou a
existéncia de um nimero 7' > 0 tal que, para t > T, o problema (6) tem pelo menos duas
solugoes.

Posteriormente, D.G. de Figueiredo e Y.Jianfu [17] trabalharam com a nao-
linearidade critica (p = 2* — 1) para o mesmo tipo de equagao (5) acima, obtendo o
seguinte resultado:

(i) Se 0 < A < \; e f; € L?, entao existe T'=T(f1) < 0 tal que se t < T, o problema (5)
possui uma solucao negativa ;.

(ii) Se A > A\ e fi € L? é tal que f; € ker(—A — ) no caso em que A é um autovalor,
entao existe T'= T'(f;) > 0 tal que se t > T', o problema (5) possui uma solugdo negativa
Uy.

Além disso, adicionando a qualquer uma das hipoteses acima as condigoes: a
dimensao N ¢é maior que 6 e A nao é autovalor de (—A, Hj(f2)), entao o problema (5)
possui uma segunda solucao.

Em 1996, de Morais Filho [19] trabalhou com o sistema:

—AU:F(.CC,U)+T¢1+F1 emQ
U=0 sobre 0f),
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exigindo uma das seguintes hipdteses de crescimento sobre F :
(A) |F(z,9)| < c<’51‘a+’52|5+1>; 1<apf<¥™seN>3el <af<oose
N =2 VS=(s1,8)€R*excQ,eexistem ntimeros § > 2 e 9 > 0 tais que:

0<0H(x,n,¢) < flz,n,)n+g(x,n,¢)¢, ¥V reQ, n{>0

tais que n* + ¢* > 2, onde H satisfaz VH = F(z,U) = (f(x,u,v), g(x, u,v)),
(A) 0 < F(z,S) <c(|s1] +[s2] + 1),V S = (s1,82) € R?, x €.
Adicionando a uma das hipdteses acima as seguintes condigoes:
(B) Existe uma matriz cooperativa A(x) tal que: F(x,S) — F(z,T) > A(z)(S —T) para
SSTeclR? S>T, €,
(C) F(z,5) > AS - C,
(D) F(x,S) > AS - C,

IS

[e)
I, 1o

c
onde C' = > 0, e as matrizes A = (

SN——
N
I
Y
Q- QI
Q) S

) € MQXQ(B)

satisfazem:

(E) b,c > 0 (A é cooperativa),

(F) (A4S,9) < HlS‘Z’ para algum g < Ay,

(G) b,e <0,

(H) (AS,S) > [|S|), para algum fi > \;, VS € IR?,

de Morais Filho, usando teoremas variacionais abstratos encontrados em [16] e [18], mos-
trou a existéncia de uma curva Lipschtziana I' C IR? dividindo o plano em dois dominios
ilimitados e disjuntos F e N tais que:

(i) O sistema (7) possui pelo menos duas solucoes se T € E,

(ii) O sistema (7) nao tem solucdo se T' € N.

Em nosso trabalho consideramos o sistema:

—Au=aut+bv+u +f emQ
—Av=cu+dv+vi+yg em ¢ (8)
u=v=>0 sobre 0f2,

onde Q € IRY ¢ um dominio limitado suave, F = (f,g) € (L*(Q))? é parametrizado da
forma f = t¢1 + f1 e g = r¢1 + g1, com fi, g1 € L*(Q) fungdes tais que: [, figr =
[o0101=0 e (t,r) € R

Nos inspiramos principalmente nos resultados de B. Ruf e P.N. Srikanth, e D.G.
de Figueiredo e Y. Jianfu, e aplicamos os Métodos Variacionais para encontrar multiplas

solugbes para o sistema (8).
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O capitulo 1 trata o sistema no caso subcritico, isto é, p,q < 2* — 1. Seguindo
uma linha de procedimentos andloga a que foi usada por Ruf-Srikanth [28] e de Figueiredo
[13], mostramos o seguinte resultado:

(I) Se (M1 —a)(M—d) —bc>0e (N —a)(\j—d)—bc#0V j=2,..,

b, ¢, \1 —a, Ay —d > 0, entao, para F' = (f,g) € (L*(Q))? com s > N, existe (ay,az) <0
tal que se (t,7) < (aq, ), o sistema (8) possui uma solu¢ao negativa (., Vy¢).

(I1) Se (M1 —a)(M —d) —bec<0e (N —a)(N\j—d)—bc#0V j=2,..,

b, c,\i—a, \y—d >0, para F = (f,g) € (L*(Q))? com s > N, a mesma conclusao acima
¢ valida.
a b

Suponha que A = J seja uma matriz simétrica, isto é, b = c.
c

(i) Se adicionarmos a hipétese (1) a seguinte condigao: po < A, onde g é 0
maior autovalor da matriz A, entao o sistema (8) possui uma segunda solugao.

(73) Além disso, o mesmo resultado é ainda vélido se adicionarmos a hipétese
(I1) a seguinte condigao: A\, < i1 < fig < Agi1.

Observamos que as condic¢oes (I) (ou (I1)) surgem naturalmente ao tentar
obter a primeira solu¢ao de forma direta e que as hipoteses: p,q < 2* —1 e uy < Ay (ou
Pqg <2°—1e X < py < pe < Apy1) garantem que o funcional [ satisfaz a condigdo
(PS) em todos os niveis e a geometria do Passo da Montanha na sua forma simples (ou
generalizada).

Considerando b = ¢ =0, u = v, a = d, f = g e p = ¢ no sistema (8) sob
as condigoes (ii) e (I1), nés obtemos o problema no caso escalar trabalhado por Ruf e
Srikanth, pois neste caso, \y < a = o < Agaq.

E importante notar que o sistema (8) com as hipéteses (I) e (i) satisfeitas,
pertence a classe dos problemas (7) trabalhado por de Morais Filho se e somente se

b= c=0. Assim, os dois resultados mencionados acima resolvem a equagcao escalar:

—Au=u+u +tpr+ fi  emQ
u=20 sobre 011,

ondel<p<%seN23,el<p<ooseN:2, fo1¢1:Oe)\<)\1,obtendopelo
menos duas solugoes para t < T' < 0. Por outro lado, o resultado de Morais Filho nao

contempla o caso A\ < A < Agy1.

Nos capitulos 2 e 3 trabalhamos com o sistema (8) no caso critico (p, ¢ = 2*—1),
onde a hipdtese (I) é também exigida no Capitulo 2 (respectivamente, (I1) é satisfeita

no Capitulo 3) e exigimos, devido as dificuldades da técnica usada, uma condigao mais
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forte do que aquela descrita em (i) (respectivamente em (ii)). No Capitulo 2, supomos
que 0 < pp < o < Ay, onde p1 , o sao, o menor e o maior autovalor da matriz simétrica
A e N > 6, assim, o Teorema 2.1 garante a existéncia de pelo menos duas solucoes
para o sistema (8). No Capitulo 3, o mesmo resultado é garantido pelo Teorema 3.1 se
e < p1 < o < Agpr1. Em ambos os casos, para mostrar a existéncia da segunda solugao,
recorremos a versoes do Teorema do Passo da Montanha sem a condicao de Palais-Smale
obtendo compacidade abaixo do nivel %S %, onde S é a melhor constante de Sobolev da
imersao H} — L* . Assim, usando esse fato e uma caracterizagao para S, mostramos que
a solugao obtida como limite fraco de uma seqiiéncia (PS) no nivel minimax é nao-trivial.
Observe que se b=c =0, u=v, a=d, f = g ep = ¢ no sistema (8), nds obtemos o
problema no caso escalar trabalhado por D.G. de Figueiredo e Y. Jianfu.

O capitulo 4 considera o sistema (8) com nao linearidade mista, isto é, quando
p<2"—1eq=2"—1. Neste caso obtemos resultados andlogos aos Teoremas 2.1 e 3.1
dos capitulos 2 e 3 respectivamente.

O capitulo 5 é destinado aos resultados de nao existéncia. O Teorema 5.2 é
uma consequiéncia da identidade de Pohozaev adaptada para sistemas, mostramos que se
(f,9) =(0,0), 2 <0, p,q>2*—1eQ éum dominio estrelado com respeito & 0 € IRV,
entdo o sistema (8) nao possui solu¢do nao-trivial. Também, neste capitulo mostramos o
Teorema 5.3, que garante a nao existéncia de solugoes positivas se (f,g) = (0,0), b>0e
p2 > A1 (ou b <0epy <)) Finalmente, nos Apéndices sdo encontrados os principais

resultados utilizados nos capitulos anteriores.



Capitulo 1

Sistema de Equacoes Elipticas com

nao Linearidade Subcritica

O proposito deste capitulo é investigar a existéncia de miltiplas solugoes para
o sistema —AU = AU + [u}. vi]T +Fem Q, onde Q C RN é um dominio limitado suave,
1<pqg< % e T é a transposta da matriz. Nosso trabalho foi motivado pelo resultado
de B. Ruf - P. N. Srikanth [28], que consideraram o problema —Au = Au + u’, + f, onde
M < A< Apaq, 1 < p <2 —1, e obtiveram pelo menos duas solucoes para ¢t > T' com
f = to1 + fi. Posteriormente, De Figueiredo [13] obteve um resultado similar para uma
classe maior de nao linearidades. Nosso objetivo é obter uma versao para sistemas do
resultado de Ruf-Srikanth. Assim, sob a hipdtese de simetria da matriz A, os Teoremas
1.1 e 1.2 a serem enunciados, garantem a existéncia de pelo menos duas solugoes para o
sistema. A primeira obtida diretamente e a segunda, dependendo da localizacao do maior
autovalor de A em relacao ao espectro do Laplaciano, ou seja, se ji2 é 0 maior autovalor de
A e e < A1, usamos o Teorema do Passo da Montanha. No caso que A\, < b < po < Agaq,
onde b sao os termos da diagonal secundaria da matriz A, o problema satisfaz a geometria
do Teorema do Passo da Montanha Generalizado de Rabinowitz.

Considere o sistema eliptico:

—Au=au+bv+uf +f emQ
—Av=cu+dv+vi+g emQ (1.1)
u=v=0 sobre 0f),

onde Q C RY é um dominio limitado suave, 1 < p,q < % se N>3, el <p,q<oose

2
N=2 F=(fg) € (L(Q))? para algum s > N.



2 Sistema de Equacoes Elipticas com nao Linearidade Subcritica

Denotamos por uy a parte positiva de u, isto é: uy = maz{u(z),0},
0 <A <X < ... <\ < ...aseqiiéncia de autovalores de (—A, HY () e ¢1 a autofuncao

( positiva e normalizada ) associada ao primeiro autovalor A;.

Usaremos a notagao V = (w, z) > 0 para dizer que cada coordenada do vetor
V' é positiva.

Considere a decomposi¢ao f = tp; + fi1 e g = r¢1 + g1, onde fi, g1 € L¥(Q)
com s > N sao fungdes fixas tais que [, fid1 = [, 9161 =0 e (t,r) € R

Matricialmente, o sistema (1.1) toma a seguinte forma:

up
—“AU=AU+| T |+T¢p +F 0
( vl ) fth em (1.2)

U=0 sobre 0f2,

a b

onde A = < q ) € Myys(R), T = (t,r), F1 = (f1,91) e U = (u,v).
c

Suporemos sempre que b, ¢ > 0, isto implicara que a matriz A tem dois autova-

lores reais p1 < po. Os principais resultados desse capitulo sao divididos em duas partes:

na primeira obtemos uma solucao negativa de forma direta e na segunda parte usamos o

Célculo Variacional para encontrarmos uma outra solucao nao-nula. Os principais resul-

tados deste capitulo serao enunciados a seguir:
Existéncia de solugao via Teorema do Passo da Montanha

Como mencionamos anteriormente, os Teoremas minimax utilizados dependem
da posicao do maior autovalor da matriz simétrica A em relacao ao espectro do Laplaciano.
Sob a hipdtese py < A; aplicamos o Teorema do Passo da Montanha para obter pelo menos

duas solugoes para o sistema (1.1), é o que diz o teorema abaixo:

TEOREMA 1.1. ( (A)Existéncia de uma solu¢ao negativa )

(I) Se(M—a) (M —d)—bc>0e (N —a)(A\j—d)—bc#0,Vj=2,..,
b, ¢, \y —a, \y —d > 0, entao, para F = (f,g) € (L*(Q))? para algum s > N, existe
(o, 0) < 0 tal que se (t,7) < (a1,2), o sistema (1.1) possui uma solu¢do negativa

(urtu U’rt) .



( (B)Existéncia de uma sequnda solugdo )
Suponhamos que A seja uma matriz simétrica ( b=c ).
(i) Se adicionarmos a hipétese (I) a sequinte condi¢do: pg < A1, onde jig € 0

maior autovalor da matriz A, entdo o sistema (1.1) possui uma sequnda solu¢ao.

Existéncia de solugao via Teorema do Passo da Montanha Generalizado

Observa-se que, com a hipdtese A\p < 1 < ps < Agy1 nosso problema possui
uma geometria distinta daquela descrita pelo Teorema 1.1, neste caso utilizamos o Teo-

rema do Passo da Montanha Generalizado de Rabinowitz para provar o seguinte resultado:

TEOREMA 1.2. ( (A)Ezisténcia de uma solug¢do negativa )
(I1) Se (M —a)(M —d)—bc<0e (N —a)(A\j—d)—bc#0,Vj=2, ..,
b, c,\1 —a, \y —d >0, entao, para F = (f,g) € (L*(2))? com s > N, existe (31, 32) > 0

tal que se (t,r) > ((1,B2), o sistema (1.1) possui uma solugcdo negativa (U, Vyy).

( (B)Ezxisténcia de uma sequnda solugdo )
Suponhamos que A seja uma matriz simétrica ( b=c ).
(ii) Se adicionarmos a hipotese (I1) a sequinte condi¢do:

A < 1 < g < Aga1, entdo o sistema (1.1) possui uma sequnda solugdo.

OBSERVACAO 1 : E importante observar que as hipéteses (I) e (i) (ou (II) e (i)) nao

podem ser assumidas simultaneamente, para ver isso faca a = d = 0.

OBSERVAGAO 2 : A hipdtese (I) (ou (II)) garante que os \jrs nao sao autovalores da

matriz A, ou seja,
det(A—XNI)= (N —a)\j—d)—bc#0 Vj=1,2... (%)

Observe que se byc > 0, a equagdo (u — a)(p —d) — bc = 0 terd duas raizes
reais py < pio (autovalores da matriz A), pois A = (a — d)* + 4bc > 0.

(a) Se (A —a)(Ay —d) —bc >0 entdo \y < py ou Ay > fig.

No caso que 0 < A\ < p1, a condi¢ao (%) na hipdtese (I) do Teorema 1.1 pode
ser substituida por \; & {p1, e} Vj=2,3....

Se Ay > pa, como A\j > A1, j=2,3... entdo (A\j—a)(\;—d)—bc>0. Assim,
a condi¢io (x) da hipdtese (I) torna-se desnecessdria, ou seja, € uma conseqiéncia da
desigualdade (A — a)(Ay — d) — be > 0.
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(b) Se (A —a)(A\ —d) —bc<0 entdo g < A\ < po. Assim, a condigdo (x)
na hipdtese (I1) do Teorema 1.2 pode ser reduzida a \; # ps ¥V j =2,3....

OBSERVAGAO 3 : O minimo e o mdximo da forma quadrdtica (AU,U)p~, U € RN

restrito a esfera unitdria sao 1y e po respectivamente, e temos que:
i U < (AU, UV < i |U2, U € IR2.
O Lema a seguir sera 1til na prova dos Teoremas 1.1 e 1.2.

LEMA 1.3. Sejam Q C IRY um dominio limitado suave, f,g € L*(Q) e suponha que:
by e, i—a, M —d>0 e (A\j—a)(\j—d)—bc#0,Vji=12 ..

Entao o sistema linear:

—Au=au+bv+f emQ
—Av=cu+dv+g em$ (1.3)
u=v=0 sobre 0f)

possui uma tnica solugdo (ug,vg) € E := (Hy(Q))>.
Demonstracgao. Considere o sistema modificado:
—Au—au—bv+ Nu+au=f em§

—Av—cu—dv+AMv+av=g em{) (1.4)
u=0v=>0 sobre 052

onde a > 0 é tal que 0 < a — max {b,c} .
Tome v > 0 tal que 0 < v < a—max {b,c} e seja E = (Hj())? com a norma

2 2 2 2
I, 0) 1 = ) gy e = Nl + ol @ denote fful] = ]y

Defina B : E x E — IR por:

B((u,v),(gp,d))):/QVUVQO—a/gzugo—b/ﬂvg0+/\1/gucp+a/gu<p+
+/wa—c/ﬂw—d/Qmle/me/Qw.

(1) B é coerciva, pois:

B((u,v), (u,v)

/|Vu\+/|VU|+/\1—a)/u+)\1 /v—i—a/u—l—v b+)/vu2
Q



b+
>l + ol + o [ @240 - C5 [ @240 -

(v —b) (v —¢)
=l ol + 5= o) o o) 2l ol = )

(2) B é continua, de fato:

|B((u, ), (¢, )] <

la|

b «Q
N Jull lell + " vl el + [l lell + N [[wll |l +

< lullllell +

d
el 191+ 2 ol 11+ L ol ol ol s+ < ol o <
< Kl (o) + 52 ol (el + flol}) <
< maz (K, Ko} (Il + o) el + 1) < 5 ll(w,0)l o, 0) -

Assim, pelo Teorema de Lax-Milgram, existe um tinico (u,v) € E := (H}(Q2))?

tal que:
B((u,v), (¢, ¥)) = ((f, 9), (&, 9)) 12 —/QfsoJr/Qg?/u V(p,9) € E.

Isto é, existe um unico (u,v) € E tal que:

/Vqu—a/wp—b/vgojL)\l/ugo—l—a/ugo—l—/Vvvw—c/uw—d/m/}%—
Q Q Q Q Q Q Q Q

+)\1/Qv¢+a/9mﬁ+)\1/9mﬂ+a/ng—/Qfgo—i—/ggw, V(p,9) € E. (1.5)

Ou seja, por defini¢ao, existe uma tnica solucdo fraca (solugao que satisfaz a
equacao (1.5)) para o sistema (1.4), logo, podemos definir o operador linear:
T, : (L*(Q))* — (H}(22))? dado por:

To(f,9) = (u,v), onde (u,v) é solugao de (1.4).

Observe que T, é continuo, pois:

(u,v) =U =T,(F) =T,(f,g) satisfaz a equagao (1.5), V (¢,v) € E.

Em particular para (¢, ) = (u,v), assim:

(w, 0) I = llul® + [Jo]|* =
:/qu+/ﬂgv+(a—)\l)/ﬂu2+(d—/\l)/£2v2—a/ﬂ(u2+v2)+(b+c)/ﬂuyg

S/qu—l-/ggv—oz/ﬂ(u2+vz)+max{b,c}/ﬂ(u2+v2)g
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< / fu+ / g0 < 1 Fll e lull gz + Nl 1ol 2 <

< Ol L, lull+Cllgli g2 vl < C\/Hfl!iz +llgllze - \/HUH2 +ol* = CNF | g2y Nl 0)l -
Assim, concluimos que: || To(F)||p = |[(w,v)|p < C[|F[|12)., e portanto a
continuidade de T,.
Agora, como Ty, : (L*(Q2))* — (H}(Q))? —— (L*(Q))?, temos que a aplica¢ao
T, : (L*(Q))* — (L*(Q))? ¢ linear e compacta.

Por outro lado, (u,v) é solugao fraca de (1.3) se somente se (u, v) é solucao de:

—Au—au—bv+ Mu+au=f+ \u+au em ()
—Av—cu—dv+ v+ av =g+ \v+av em ) (1.6)
u=v=20 sobre 0f).

Isto é, (u,v) =T, ((f,9) + Ai(u,v) + a(u,v)).

Defina (w, z) := (f, g) + M\ (u,v) + a(u,v), assim,

(w,2) = (a+ A1) (u,v) = (£, 9)-

Como (u,v) = T, (w, z) temos:

(I = (o + M)To)(w, 2) = (f,9)- (1.7)

Pela Teoria dos Operadores Compactos,

1
a+A1

Unica.

¢ o(T,) < aequacao (1.7) tem solugao tnica (w, z) < O sistema (1.3) tem solugao

Assim, basta observarmos que:

1 .
P ¢o(T,) e (N —a)\j—d)—bc#0,Vj=12...
De fato:
a+1>\1 ¢ o(T,) < To(u,v) = ﬁ/\l(u,v) entao (u,v) = (0,0).
< Se (u,v) satisfaz:
o (FAu—au—bv+Mutau) =u e - (—Au—cu—dv+Mv+av) = v,

entdo, (u,v) = (0,0).
< Se (u,v) satisfaz: —Au = aut+bv e —Au = cu+dv, entdo, (u,v) = (0,0).
& (Nj—a)A\j—d)—bc#0, Vj=1,2,.., (ié, A\; ndo é autovalor de A). Para
a ultima equivaléncia veja o Lema A.1 do Apéndice A.
]



Existéncia de uma solugao negativa

Demonstracao dos Teoremas 1.1 e 1.2 - Parte (A).

Observe que toda solu¢ao negativa de (1.1) satisfaz:

(1.8)

U=0 sobre 0f2.

Assim, basta acharmos uma solu¢ao negativa (u,, v4) de (1.8) que serd uma
solugdo negativa de (1.1).

Sabemos, pelo Lema 1.3, que a hipdtese (1) (ou (/7)) implica que o sistema

linear:
AU =A F Q
U U + I em (19>
U=0 sobre 0f2.
tem solugao tnica (ug,v) € (HJ(Q))? = Hi(Q) x Hi(Q).
Counsidere o sistema:
—AU =AU +T Q
TTor  em (1.10)
U=0 sobre 0f).

Uma solucao de (1.10) é do tipo (w, 2) = («, 5)¢1, onde:

b ct +r(\ —a) t
= + ,
)\1—CL (Al—(l>(/\1—d)—bc )\1—6L

«

ct+r(A —a)
()\1 — CL)()\l — d) —be ’

Observe que a solucao de (1.10) é unica. De fato:

0=

Suponha que (u,v) e (u,v) sejam solugoes de (1.10), seja W = (wq,ws) = (u — u,v — ),

assim, W satisfaz:

{ AW =AW  em Q 111)

W =0 sobre 0f2.
Portanto, como as hipdteses (1) ou (II) (veja Lema A.1 do Apéndice A) ga-

rantem que (0,0) é a dnica solucdo de (1.11), temos que u = 4, v = 0.
Por outro lado, se o sistema (1.8) possuir uma soluc¢ao (u,, v,¢) entao a fungao

(w, 2) = (Upt, V) — (g, Vo) serd uma solugao de (1.10), onde (ug, vg) é uma solugao de (1.9).



8 Sistema de Equacoes Elipticas com nao Linearidade Subcritica

Usando a unicidade da solugao de (1.10) obtemos:

b Ct+T()\1—a) t B B -
()‘1 ¢ <(>‘1 —a)(M —d) —bc) * m) $1 =W = Upe — Uo,

ct +r(\ —a)
(()\1 — a)()\l — d) — be

>¢1:Z:Urt_vo-

Assim,

" _< b ( ct+r(A\ —a) )+ t >¢+u
T\ M —a\—a) (M —d)—bc) A —a)Tt "

B ct+r(\ —a)
Ut = (()\1 —a) (M —d) —be

Logo, se (I) ocorre, existe (a1, as) < 0 tal que se (t,7) < (a1,asz) entao

) ¢1 + vo.

(tpg, vrg) < 0 e conseqlientemente (4, vyy) = (w, 2) + (ug,vy) é a solucao procurada de
(1.8).
Analogamente se (1) ocorre, para (t, r) suficientemente grande, existe (1, F3) >
0 tal que se (t,7) > (B1, f2) ent@o (u,, vr¢) < 0 é a solucdo para o sistema (1.8).
U

OBSERVAGAO 4 :
Se (I) ocorre, € facil ver que (up, vpy) < 0 para (t,1) < (a1, ) < 0.

Se (I1) ocorre, também obtemos que (up,vr) < 0 para (t,7) > 0 suficiente-
mente grande, de fato:

Como A\ —a >0 e —d >0 entdo —(A\; —a)(A\ —d) <0.

Assim, somando bc a ambos os lados da inequagdo e usando o fato que
(A1 —a)(A —d) — be < 0 obtemos :

be

1<0.
M- On—d) —be

Observando que:

b ct +1r(\ —a) N t
M—a\(A—a) M\ —d)—bc) I\ —a




B ((Al—a>(ff—d>—bc+1> N

temos o resultado desejado.

t n br
()\1 — CL)(/\l — d) —be ’

OBSERVAGAO 5 : Se exigimos que f,g € L*(Q2) com s > N no Lema 1.3 a solugdo

(1o, vo) estard em (CH2(Q))2.
Existéncia da segunda solugao

Na prova dos Teoremas 1.1 e 1.2 (parte(B)) empregaremos Métodos Variacio-
nais, dai a necessidade da hipdétese de simetria para a matriz A. As ferramentas variaci-
onais usadas nas provas sao: O Teorema do Passo da Montanha (forma simples)[24] e o
Teorema do Passo da Montanha Generalizado de P.H. Rabinowitz [27] (respectivamente).
Como obsevamos anteriormente, as hipoteses: o < Ay e A\ < 1 < o < Apyq garantirao
as respectivas geometrias.

Considere o seguinte problema:

p
~AU = AU + () em )
(1.12)

(v 4 vp)%
U=0 sobre 0f2.

Se (u,v) # (0,0) satisfaz (1.12), entdo uma segunda solugao de (1.1) é dada

por: (u,v) = (@,v) 4 (up, vy), assim, nosso objetivo agora serd obtermos uma solugao de

OBSERVAGAO 6 : Uma solucao fraca para (1.12) é um vetor U = (u,v) € (H(2))?

tal que:
/Vquodx+/VvV£dx—
Q Q

a/ugodas+b/vg0da:+b/u{dw%—d/vfdm#—/ (u+urt)ig0da:+/(v+vrt)i§dx,
Q 0 0 0 Q 0

¥ (¢, €) € (Hy ()"

: 2 2 2
Seja E = (Hy(€))* com a norma ||(u, v)ll5 = lullgo) + 10l @)
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onde
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Considere o sequinte funcional I : E — IR dado por:

I(U) = %/Q|VU|2d:I)—%/Q<AU, U)dx—/QH(U)dx,

1 1
H(U) = i) —— )
(U) p+1(u+ut)+ +q+1(v+vt)+

Note que os pontos criticos de I sdo solugoes fracas de (1.12), e que U =0 €

um ponto critico de I com I(0) = 0. Mostraremos agora que, em ambos os casos ((i) ou

(17) ), o funcional I possui outro ponto critico.

LEMA 1.4. O funcional I : E — IR definido acima satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale

(PS); ou seja, se (U,) C E é uma seqiéncia tal que I(U,) € limitada e I'(U,) — 0, entdo

(U,) possui uma subseqiiéncia convergente.

Demonstracao. Seja (U,) C E tal que |[[(U,)| < C e I'(U,) — 0 em

((Hp(0))?)"

Isto significa que:

< C. (1.13)

1wl = |y [ v - 5 [ oo - [ )

[I'(Un)¥| = /QVUnV\IJ—/Q(AUn,\I/)—/QVH(UH)\IJ‘ —

/Vuanp—i-/V'z)nV<p§—a/unw—b/vngo—b/unﬁ—d/vnf—
Q Q Q Q Q Q

- /Q (tn, + Upe)s p — / (vn 4 vre) 36

Q

<en Vg (1.14)

VU =(p& e€eFE, ¢ —0.

Observe que:

1 1
_5 /Q (un + uTt)iun - _5 /Q (un + urt)ﬁ. [(Un + urt) - urt] -



1
= _5 / (un + urt)i [(un + urt)-i— - (un + urt)— — Upt| =
Q

1 1
— _5/ (un + urt)iﬂ + 5/ (tn + Upe)" gy
Q Q
Analogamente,
1 1 1
—5/ (Un, + V) S0 = —5/ (vn + vrt)‘fl + 5/ (Un, + Urt) U
Q Q Q

Conseqiientemente,

1 1 1 a d

_I/Un == n2 _/ n2__/ 2__/ Q_b/ Uy —

5 (U.)U, 2/9\Vu| +3 Q]Vv| 5 Qun 5 Qvn qu
1

1
__/ (tn + Upe)’ Uy — —/ (Un + V)L 0, =
2 /g 2

0
1/ 2 1 2 a [ o, d [
=— [ |[Vu,| —|——/|an| ——/un—— v —b [ upv,—
2 Ja 2 Ja 2 Ja 2 Ja Q

1 1 1 1
_5 / (un ‘I— urt)i+1+§ / (un + urt)iurt—ﬁ / (’Un —I— Urt)3_+1—|—§ / (Un + Urt)j_vrt. (115)
Q Q Q Q

Portanto,

(U, - %I’(Un)Un _

. 1 1 p+1 1 1 / q+1
_<2 p+1)/n(u”+“”>+ +<2 q+1) o o F o)y

1

1
_5 /Q (U’n + u'rt)zj_u'rt - 5 /Q (Un + UTt)j_U’r’t'

Como |I(U,)| < C e I'(U,) — 0, obtemos:

‘I(Un) - %[’(Un)Un

1
<UD+ 5 IO Unllp <

<C+e€||U,]lz Vn>N(e).

Por outro lado, como p,q > 1,

11
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Somando as expressoes acima, concluimos que:

11 1
0<|{=—— n Tp-&-l _/ n rp_r
_(2 p+1>/g<u )iy L ()

1 1 1
+ <§ - m) /Q(Un + Urt)[fl + ) /Q (vn + Uﬁ)i(_vrt) <
<Ce|Ully. (1.16)

Portanto ||U, |, < K Vn.

Suponha o contrario, isto é: ||U,||z — oo , quando n — oo.
Pela desigualdade (1.16),

/ (un + urt)fjrl S klc + Ce ||Un||E7
Q

/Q@nﬂr,f)‘fl < IoC + C [Unl (1.17)
Assim, usando (1.13) e escrevendo V,, = HJ]TT\E obtemos:

p+1 g+1
I(Ung - _1/(Avn,Vn)— : 2 / it 2 / Wn ¥ o)t
WUl 2 2Ja Unl Jo P+1 1Unllp Jo at1

Usando os seguintes fatos: V,, = V em (H})? ( pois ||[V,]l, =1 ), a limitagao
de I(U,), e observando que as estimativas (1.17) implicam que as duas ultimas integrais

do lado direito da equagao acima tendem a zero quando n — 0o, obtemos:

1 1
0=- —<- | (AV,V
2 2 \/{;( Y )7
e conseqlientemente V' # 0.

Por outro lado, usando novamente as estimativas (1.17) temos que:

1 k C C.
1+1/(Un+urt)ﬁ_+1§ ! 1+l+ T — 0.
[Unll * 7€ [Unlle ™ UnllE
. . . 1 1+1
Isto implica que: m(un +up)t — 0 em L7v.
Portanto,
1

———(Up + up)h. — 0 em H ', pois, L' < H L.

1Unll "



13
Analogamente,

(Un +vp¢)5 — 0 em H™ L. (1.18)
1Unll &

Como
(FW@&%:/V&NW—/@M%W}i/VHWQWHO,V@EUﬁﬁ
Q Q Q
temos que,
~AU, — AU, —VH(U,) — 0 em (H )2
Dividindo a expressao acima por ||U,|| temos:

—Am—%%%ﬁ—Am—w)muH*ﬁ (1.19)
nilE

Como V,, =V em (H})? e

VHMJ_C%+MK (Un +vr)%
1Unll Unlle 7 IUnllg

por (1.19) temos que V satisfaz —AV = AV em Q e V = 0 sobre 052, assim V = 0 (ver
Lema A.1 do Apéndice A), que é uma contradi¢ao. Logo (U,,) é uma seqiiéncia limitada
em F = (H})%

) = 0.0) em (57,

OJ
Finalmente estamos em condigoes de finalizar as provas dos Teoremas 1.1 e 1.2.

Demonstracao do Teorema 1.1 - Parte (B).

Basta mostrarmos que o funcional [ satisfaz a geometria do Teorema do Passo
da Montanha, isto é:

(1) Existem p > 0 e 7 > 0 tais que se |U||; = r entao I(U) > p.

(2) Existe Uy = (ug,v) € E tal que |[Upl|lz >7r e I(Up) <O0.

De fato, usando as Desigualdades de Sobolev e o fato que A(U,U) < ps |U|2 ,

segue que:

1 9 Lo 9 1 1 1 / 41
) > - o — 12 dr — —— ) — —— ) >
(U)_2/9|VU| x 2/Q|U| x p+1/g(u—|—ut)+ x T Q(U—l—vt)Jr >

1 1 1
2—/WVUEMF-ﬂi/JVder————/}mmﬂmp-———/ﬁmﬁlz
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1 o 2 2 +1 +1
25 (1 - )\—1> (lullzs + lollgz) = Cllullz + llvllz:)-

Usando as hipéteses po < A1 e p,q > 1, segue que [(U) > 0, para (u,v) € E
tal que ||(u,v)|% = HUH% + HszOl = p? é suficientemente pequeno, e portanto (1) estd
provado.

Para a prova de (2), fixe U = (@, 0) € E tal que Jo(@— D72 > 0 e seja s > 0,

assim:

~ g2 ~ ~ ~ sPHL Upg \ PH 1
I =— 2de — [ (A — a4+t _ atl g
(s0) = 5 (/Q\VU| dz /Q( U,U)da:) p+1/9<u+ . )+ dz q+1/9(0+v7~t)+ dz

Urt ()

Escolha s; > 0 tal que > —1, isto pode ser feito pela continuidade

(conseqiientemente, pela limitagao inferior) da fungao w,;.

Logo, para s > sy,

+1
/<ﬂ+ %)p dmZ/(ﬂ—l)Tldx.
Q S/ + Q

Portanto, vemos que:
p+1
VU - /AUU > /~—1p+1 -
o ([ fun)- 25 [

Assim, I possui um valor critico ¢; > 0 e como I(0) = 0, a solugao obtida pelo

quando s — 0.

Passo da Montanha ¢é nao-nula.

Observe que a solugao nao pode ser negativa. Se U = (u,v) < (0,0) é uma
solucdo para o sistema (1.12), entdao (u + uy)+ = 0 = (v + v¢)4, assim U satisfaz o
problema: —AU = AU em e U = 0 sobre 02 que possui solucao tnica U = 0, o que é
impossivel.

O

Demonstracao do Teorema 1.2 - Parte (B).
Seja (Hy(Q))? = E =W @ X, com W := ((0,¢5), (¢:,0))1 ;< , € X := W™
Nosso objetivo ¢é verificar que o funcional I satisfaz a geometria do Teorema

do Passo da Montanha Generalizado (veja Apéndice A).

Verificagao de (a). Seja U = (u,v) € X, assim:

/|VU| dz “2/1U| dx ——/ U+ Uyy) p+1dx—

/ (v+ vrt)‘fldx >
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1 2 M2 / 2 1 / +1 1 / +1
> — VU|" dz — VUI"de — —— | |[u|"" de — —— | [v|*" dx >
_2/Q| | 2N e11 Q| | p+1 Q|| q+1 Q|| B

1 2 2 2 +1
25(1—M1)<||u||H5+||v||H5>— Ollullzt + lol5H):

Lembrando que pg < Agyq € p,g > 1, temos que I(u,v) > 0, para (u,v) € X
tal que ||(u,v)|% = ||u||§{3 + Hv||i101 = p? é suficientemente pequeno, e portanto (a) estd

provado.

Verificagio de (b). Mostraremos que existem R > 0 e € > 0 tais que:

I(z) <0 Vz€dQ,

onde
Q:=(BrnW)&{rv :0<r <R},
Bpr é a bola fechada em (H}(2))? centrada em (0,0) e v = (v1,0) € X é escolhido de

forma que v; é a fungao dada pelo Lema A.2 do Apéndice A com ||v||, = ”UIHHg =e.

Escreva 0Q =TI';y UT', U T'3, onde:

I''=BrNW,

Dy={2€ (Hy(Q)?*/z=w+sv, comweW, |w|,=R, 0<s<R},
I3 ={2€(Hy(N)?*/z=w+ Rv, comw e W, ||w|, <R}.

Assim, devemos mostrar que I < 0 em cada I';, 1 =1,2,3.
(1) Sobre I'; temos:

1 1 1
I(w) < —/ \Vwl|* dz — —/(Aw,w)d —(A\k — 1 / lw| dz < 0.
2 Jq 2 Jq 2
Observe que, na verdade mostramos mais, mostramos que [(w) < 0 em W.

(2) Sobre I's.

Nesta etapa faremos a escolha de € > 0.

I(w+ sv) < %/Q|V(w+sv)|2 dr — %/{)(A(w—i—sv),(w%—sv))dx <

Usando que v = (vy, v2) = (v, 0) temos:
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1 2
I(w+sv)§—/|Vw|2dx—&/\w|2dx+8—/|Vv|2dx§
2 Jq 2 2
<1/]Vw|2da:— /\Vw[ d:c—i——/\Vv\ dr <

1 R2 R2 1
<-(1- 2y = 1-=4é).
_2( )\k)R+2e 2( )\k+e>

Assim, escolhendo ¢ > 0 tal que 1 — ’;—; + €2 < 0, temos que I(w + sv) < 0
sobre I's.

Para finalizar, escolheremos R > 0 na préxima etapa.

(2) Sobre T's.

I(w+ Rv) = /yv w + Rv)|? dx—%/Q(A(w%—Rv),(w%—Rv))dx—

1
p+1 (w1+va+“rt)pde——/ (ws + Ruy + vyy) 1 dor <
p
/|Vw+Rv|d /| + Ro|* da—
1
- R . p+1d - R ) q+1d
p+1 (w1+ vt )y de q+1 (w2+ vy + vp) do

Usando novamente que v = (vy,v9) = (v1, 0) e o fato que A\, < pup, segue que:

Rv) Vwl|® dz de+— [ |Vo|*d e\
I(w+Rv) /| w|* dz— /|w\ r+ /| vl ;1:— /(R+ 1+R>+ x
1 RpF! 1 Uy \ P
— — V — <
S5 ‘“/'w| do /' ol de p+1/<R+1+R>+ o=

Rptl wy Uy \ PHL
< [P an - /( ) de.
<5 /Q| v|” dx el 8 R+01+R . T

Seja z1 = 9+ € A= span{¢y, ¢2, ..., ¢} , e observe que:

1 1
21l ey = & lwilly < 7 llwllp < 1.

Agora, seja R > R; > 0 tal que %Tf > —1, isto pode ser feito pela continuidade

de u,;, assim, com as mesmas notacoes acima:

Uy Uy
T T Y T
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Como vy é tal que [|vq]| ny = € jé escolhido, usando a desigualdade de Holder e

o Lema A.3 (Apéndice A), temos que existe n > 0 tal que:

/(Z1 o= D de > C (/(21 +or— 1)idx>
Q Q

Finalmente,

pt1
2

> CinH =mn > 0.

R2 2 R}H‘l Upt p+l1 R2 2 R‘D+1
I(w+ Rv) < -2 |lo|% - < —’”> dr < ||| — .
(e Ro) < 5ol =g [ (o 52) e < ol = 2o
Como p > 1, existe Ry > Ry tal que se R > Ry entao I(w + Rv) < 0.
Portanto, todas as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha Generalizado

estao satisfeitas, assim, obtemos um segundo valor critico para o funcional I.

0



Capitulo 2

Solucoes para um Sistema
envolvendo o expoente critico de

Sobolev via Passo da Montanha

Neste capitulo vamos investigar a existéncia de multiplas solucoes para o sis-
tema —AU = AU + [u”. o?]" + F em Q, onde Q ¢ RY é um dominio limitado suave,
1 < p=2*—1. Sob a hipdtese de simetria da matriz A, o Teorema 2.1 garante a existéncia
de pelo menos duas solugoes para o sistema. A primeira solugao é obtida diretamente tal
como no Capitulo 1, observando que a técnica usada nao depende da poténcia da nao-
linearidade. Sob a hipétese de localizagao dos autovalores y; da matriz A em relagao ao
espectro do Laplaciano dada por: 0 < pu; < ps < Aq, a existéncia da segunda solugao é

garantida pelo Teorema do Passo da Montanha sem a condicao de Palais-Smale.

Counsidere o sistema critico:

"
+ F em
4 (2.1

U=0 sobre 0f),

b
onde Q ¢ RY, N > 3 é um dominio limitado suave, p = 2* — 1, A = ( “ d> €
c

Myyo(R), U = (u,v) e F=(fg) € (L(Q))?* para algum s > N.

Uma segunda solugao do sistema (2.1) é da forma (u,v) = (@,0) + (Upt, Ure),

19
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onde (u,v) é uma solugao do sistema:

p
AU = Ay [ ey em Q
(v 4 vr)E

U=0 sobre 0f2.

(2.2)

Logo, uma segunda solucao de (2.1) é obtida achando uma solugao nao nula
(u,v) do sistema (2.2). Neste objetivo, recorremos ao Teorema do Passo da Montanha

sem a condigao (PS) para obter um ponto critico do funcional dado por:
IU)=5 [ VU de — 5 | (AU, U)dr — — [ (u+up) do— — [ (v+vy), dz,
2 Ja 2 Jo 2% Jo 2* Ja

. 2 2 2
definido em E':= (Hg(€2))? com a norma ||(u, v)|5; = |ullj o) + vl 0)-

Note que os pontos criticos de I s@ao solugoes fracas de (2.2) e que U = 0 é um
ponto critico de I com I(0) = 0. Apresentaremos o principal resultado deste capitulo na

seguinte forma:

TEOREMA 2.1. ( Ezisténcia de uma sequnda solu¢ao )

Suponhamos que A seja uma matriz simétrica ( b=c ).

Se adicionarmos a hipdtese (I) do Teorema 1.1 as sequintes condi¢des: A
dimensao N > 6 e 0 < pu1 < g < Ay, onde i1, g Sao respectivamente, o menor e o maior

autovalor da matriz A, entao o sistema (2.1) possui uma sequnda solugao.

Faremos a demonstragao do Teorema 2.1 obedecendo uma seqiiéncia de resul-
tados: o Lema 2.2 garante que o funcional I associado ao sistema (2.2) satisfaz a geometria
do Teorema do Passo da Montanha, isto é, existem p, a > 0 tais que:

(i) I(U)>a>0, VU e 0B,
(ii) Existe Uy € E tal que |Up||z > pe I(Up) < 0.
Seja (uy,v1) € E tal que I(uy,v1) < 0, defina:

['={y e (0,1, E) :7(0) =0, 7(1) = (ur,01)},

c = inf sup I(7(t)).
7€l ie(0,1] ()

De (i) vemos que ¢ > 0. Usando uma aplicacdo do Principio Variacional de Ekeland
(Teorema 4.3 [24]), existe uma seqiiéncia (U,) C E tal que: I(U,) — ce I'(U,) — 0 (*),
onde ¢ satisfaz (pelo Lema 2.3) ¢ < 1S 2 ¢ S é a melhor constante de Sobolev da imersio

H} — L[?". Usando (*), o lema 2.4 garante que (U,) é uma seqiiéncia limitada em E.
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Entao pelo Teorema de imersao de Sobolev, existe uma seqiiéncia também denotada por
(U,), tal que:

Uy, = (un,v,) = (u,0) =t zem E, e U, — z em (L(Q))? 2 < q < 2%
O Lema 2.5 mostra que o limite fraco z da seqiiéncia (U,) é uma solu¢ao do sistema.
Finalmente, usamos o fato que o nivel minimax ¢ é menor que %S 2 e uma caracterizagao

da melhor constante de Sobolev S (Lema 2.6) para mostrar que a solu¢do é nao-nula.

LEMA 2.2. Se us < A1, entao existe pg > 0 e uma fungao, o : [0, po] — IRT tal que:
(1) I(U) > a(p), VU € 0B,,.

vl

Ezplicitamente, temos que o valor mdzimo de o(p) é a = %S% (1 - ‘;—f) e
N—2
este € assumido em p = ST (1 — ‘;—j) ! , onde S € a melhor constante de Sobolev defi-

nida por: S = inf {|Vull3s / |ull7e- s u # 0,u € H'(IRV)}.

(it) Existe Uy € E tal que ||Up|lp > p e 1(Up) < 0.

Demonstracgao.
Verificagdo de (i)
Como A(U,U) < py |U|* e (urt,vrt (0,0) temos:

1 1 .
Q

1

]_ * ]. *
> 20 5w o) - —/wa)idx s Q<”+“”>2+d”

Usando que [, (u+urt)?:d:c < Jq 2 dr < S¥°2 (J, Vul|? dz)? = Sv=> HuHiIé

. . . . 2
e uma estimativa andloga para a integral de (v +wv,)7 , segue que:

—N

1 1 SN2 z T
1) = 50 2) )l - 75 ((nunzol) + (Iloll3y) )z

-N *
1 1y S~ts el
> 5 (1= ) w0} = T (g + lelly) =
1 Sk
M2 2
(1 - ==
= 51 = ) ) = Z5= )5

Assim, a(p) := §(1 = 82)p* = 557p% e p = [|(u, 0)| 5 -
N—2

Maximizando a fungao a(p) definida acima, temos que para pg = p = S T <1 — & ) o ,
a fungao « : [0, po] — IR* é tal que: I(U) > a(p) V U € 0B,, e seu valor maximo é:
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N
~ 1 o 2
oz:oz(po):NS2<1—’;—f> .

Verificagcio de (ii)
Fixe U = (@,0) # (0,0) € E tal que Jo(@—1)7 >0 eseja s > 0, assim:

~ g2 ~ 5 ~ 5% U\ 2 1 o
I(SU)_?(/Q‘VW d:z:—/Q(AU,U)d:v) —§/9<u+?>+dx—§/g(0+vrt)+dx.

Usando a continuidade (conseqlientemente, pela limitagao inferior) da fungao

Uy¢, escolha s > sq tal que “%i”") > —1, e observe também que a tltima integral é igual a

ZEro.

Logo, para s > sy,

2 .
/<~—|—%> datz/(ﬂ—l)idx>0.
Q S/ + Q
Portanto, vemos que:
o 52 -~ ~ -~ 32* —~ 2%
I(sU) < = (/ | VU|2d:E—/(AU,U)dx) - —*/ (w—1)] dor — —o0
2 \a Q 2* Jo

quando s — 0. O

Pelo Lema 2.2 acima, usando o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-
Rabinowitz sem a condicao (PS). (veja [24]), existe uma seqiiéncia (U,) satisfazendo a
condigao (PS)., isto é, (U,) C E tal que: I(U,) — ce I'(U,) — 0 quando n — oo, onde
¢ € caracterizado por:

c = inf sup I(y(t)),
7€l ¢e0,1]

onde
['={yeC([0,1,E) : I(v(0)) =0, I(7(1)) < 0}.

LEMA 2.3. Suponha que a dimensao N > 6 e 0 < p1 < po < A1.

Entao o nivel ¢ verifica a sequinte desiqualdade:
1 .~
0<e< =57,
‘SN

Para mostrar este resultado, é suficiente exibir (ug,vy) # (0,0) € E tal que:

[z

sup I (t(ug, vo)) < %S 2. (2.3)

>0
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De fato, suponha que (2.3) ocorra, assim, para (ug,vy) dado acima, existe
R > 0 tal que: ||R(ug,vo)|| > p e I(R(ug,vp)) < 0. Definindo (uy,v1) := R(ug,vp) temos:

1
sup I(t(ur, v1)) = sup I(tR(ug, vo)) < 5% .
t>0 t>0 N

Como

c=inf sup [ ,
inf sup (v(1))

para y(t) = t(uy,v1) com I(y(0)) =0 e I(y(1)) = I(R(ugp,vo)) < 0, temos que:

~ 1
0<a<e< sup I(t(u,n)) < — 87,
te€(0,1] N
Assim, nosso objetivo é mostrar que existe (ug,v9) # (0,0) € E satisfazendo
(2.3), com essa finalidade necessitamos lembrar de alguns resultados.
Sem perda de generalidade, suponha 0 € €2, considere a funcao cut-off ¥ &
C>(IRN) com suporte compacto em Byp C 2 tal que: ¥ = 1 sobre Bg e 0 < ¥ < 1 sobre
BQR.
Dado € > 0, defina:

onde
Ue(zx) := (N L ,x € RN
(e +|2*) ™
satisfaz: —AU, = U2 ' em RY ¢ ||U. ||H1 (]RN) = S%

Agora, defina a funcao vetorial dada por:

Ue(x) := W (x) (0,1) .

Demonstracao do Lema 2.3. Seja (ug,vy) = t. = (0,¥,.) € E (ver Lemas
(B.2), (B.3) do Apéndice B).

Assim,

2 ]- ]- * ]_ *
= S—/ |V{[€|2dx——/(A(sﬁe),(sﬁe))dx——/ (50+Urt)i dx——/ (S\Ile—i-vrt)i dr <
2 Jo 2 Jo 2" Jo 2" Jo

2 2
< S—/ |Vii|*dx — &/ |t [Pdr < 8—/ Vi |*dz,
2 Ja 2 Ja 2 Jo

onde, na ultima desigualdade foi usado a hipdtese que pq > 0.
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Defina
6% := sup /\Vﬁfda:.
Q

0<e<1

(12 caso) Se 0 < s < 59 := V2a/0.

82 2 1 ~ 125 1 ~
I(si) <= [ Vi@ |]?de < =6’ <a=—S2[1-2) < —=9~2.
(su)_2/£2| Ue|*dx < <a= < > I

(22 caso) Se s > so := V2a/d.

(u'rt 7U'rt)
S

Seja K := sup{ (L) D s> so} > 0 e defina o conjunto
LOO

Qe ={reQ : U (x) > K}.
N-2
Observe que ¥.(0) = ¥(0)U.(0) = (N(AGPQ)) " > K para e suficientemente
pequeno, assim, pela continuidade de U, existe R = R(e) > 0 tal que Br(0) C Q.

Portanto,

/|Vu€| da:——/( (sit.), (si ))dw—%/(s()—{—um) da— —/ (s, + v)? da <

<—/|Vu€| dr — 115 /|* Qd;z:——/ “” dx.

Usando os Lemas B.2 e B.3 temos:

I(st,) <
2 2 2*
5 [vap-ts [ -/
2 Q 2 (9] 2* Qe
52* 2% 9% N—-2
— /|\IJ€| +est ez =D s).
2% Ja.

<= (Ve|” — ||
2 Q Q

Aplicando o Lema B.4 a fun¢ao ¢, com

A=/|we|2—u1/w€|2,
Q Q

N —2
e a=—,

2

Urt 2

2*—1
(2 + 1l

obtemos,
N
Pl

B, (s) < B(s,) = % (W) +O(e”) = %(fn IVl —mJolil)* | 52y
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Usando os Lemas B.2 e B.3 segue que:

1 (8% +0(e¥2) = jude + 0 (¥72)) .

Oes) < o+ O 7)<

< S3 + O(eVN) + O(eN— 2)) ’

< 5%~ o (&) + 0T

SN 1
Assim,

]_ N N-2
I(st) < NST — O () +O(e = ).

Como N > 6, (ou Y52 > 2) temos que:

—u1 O (62) +0 (6¥> <0

para 0 < e < 1 suficientemente pequeno.

Logo, I(st,) < %S% Vs > 0, e conseqiientemente

1 ~
sup I(st,) < —Sz.
up (ste) <

0

LEMA 2.4. Suponhamos N > 6, pus < Ay e que (U,) seja uma seqiiéncia (PS)., entdo
(U,) € limitada em E = (H(2))%

Demonstragao. Sabemos que:

1 ]_ 1 * 1 *
:—/ ]VUnIZ——/A(Un,Un)——/(un—l—u,,t)i ——/(vn+vrt)i =c+o(1),
2 Ja 2 Ja 2* Jo 2" Jo

1)) = [ VU9 [ (40,9 [ 0t o= [ 0t e = o) ¥,

V U= (p,&) € E=(H})? e céonivel minimax.

Agora,

— G [t =G =) [ ot

]- *__ ]_ *__
+—/(un+urt)i 1un+—/(vn+vrt)i Lo
2 Jo 2 Jg
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Observando que:

1 * __ 1 * __
5/ (un + urt)i_ 1un = 5/ (un + urt)i_ ! [(un + urt) - urt] =
Q Q
1 2% _1
! / (0 + )%™ [t 4 tpe) s — (t+ tpe) - — tpe] =
Q

2
1 * ]_ *
= 5/;2(7/% +urt)2+ - §/Q(un +urt)i luTta

~ ’ 1 2% —
usando uma expressao andloga para 3 fQ (Un, + Upt)

1
1 Uy, segue que:

1(U,) — 5 (T(U,) =

1 C 1 Sl o -
:NL(un+urt)i+N[2(Un+Urt)i_E/Q(un—{—urt)i 1u7"t_§/Q(Un+U7nt)3_ 1,UrtS

<c+o(l) +e, ”Un”E

Assim,

/ (tn + ) / (v + 0)% < e+ 0(1) + €0 1Un ..
[9] Q

Isto implica que:

N+2 N+2

o\ N o\ N N2
(un + Urt)+ ) (v + vre) < K+ e ||Unllg" - (2.4)
Q Q

Como (I'(U,),¥) =€, |Vl V¥ = (¢,&) € E = (H))? tomando em particu-
lar ¥ = (uy,v,) = U, € E temos:

/Q VU, - / (AU, U,) = / (1 + 1170)2 a1 + / (0 + 000)2 " 00+ € Ul

Q

Por outro lado,

[vo - [z [0 - [ o8z (1-52) .
Q Q Q Q 1

Portanto,

(1 - %) Ul < /(un ) /(vn +ure) i on + e l|Unllp <
1 Q Q

< /(un + )2 My + € [t | 2 + /(vn +v.0)2 v, + € [[onll g - (2.5)
Q Q
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Usando as desigualdades de Hélder, Young, (2.4) e a imersao Hi — L?" em

cada integral do lado direito da desigualdade acima, obtemos:

/(un + U?"t)?:_lun +én HunHH& < |[(un + urt)-&-”i*?:l ||un||L2* +én ||Un||H§ <
Q

Q
2 N2
< celunlldy + Cet e (Ul + llunllg)- (2.6)

Analogamente,
. N2
[t oot alonllg < e elonlly + Cot en (Il + onlly) - (27)
Q

Usando as desigualdades (2.5), (2.6) e (2.7) temos:

N2
(1= 52) MO0 < el + 26+ e (2UGIF + g + enlg)
Tomando € = 2% (1 — ’;—f) > 0, segue que:

N+2
10l < €+ € (105" + IUalls) -

Como N > 6 = NT < 2, segue que a seqiiéncia (U,) é limitada em E =
(Hy ().
O

Portanto, podemos assumir que:
Up = (Up,vn) = (u,v) =: z em E,
U, — zem (L9(Q))?, 2<q<2%,

U, — z qtp em €2, quando n — oo.

LEMA 2.5. z=(u,v) € solugao fraca do sistema (2.2).

Demonstragao. Sabemos que:

*

T = () e < O+ )| < K

| (n + )"
L2 -1

(un + urt)i*_l — (U + Ur,«t)?:_l qtp em €.
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N PN . *_ *_
Passando a uma subseqiiéncia, segue-se que (u,, + urt)i b (w4 urt)i L em

L2*2—1, isto é,
/(un + urt)?:_lgo — /(u + u,,t)?:_lgo, Ve L7
Q Q

Analogamente vale o mesmo resultado para (v, + th)?:—l. Assim, observando
2*
que se ¢ € H} entao ¢ € LZ-1 passando ao limite em:

(I'(Un), (p,€)) =
= [ VuTet [ T [ (A (0= [t udt o= [t
obtemos:
/QVUWJF/QWW—/Q(A(u,v),(go,g)) —/Q(u+urt)?:—1¢—/Q(Hvrt)i*—lg =0

V (p,€) € E = (H})? ou seja, z = (u,v) é ponto critico de I. Logo, z = (u,v) é solugao
fraca do sistema (2.2).
O

Agora mostraremos um Lema de caracterizagao da melhor constante de Sobo-

lev S e este resultado sera bastante 1til neste e nos préximos capitulos.

LEMA 2.6.
(1) Existe C > 0 tal que:

([ (e +107))” et
(i1) Defina

2 2
Sim e JalVul oIVl
(0,0)#(u)EE (fQ (|u 2 v 2))7

Entio S = S, onde S € a melhor constante de Sobolev definida anteriormente.

Demonstracgao.
(2)
[ (1 +10f) =
Q

= 2z 2% ~ 2 2
=& (ullf + 113 ) < (Il + ol

2% 2%
o+ lol) =

For ol < C (Jlu

2*
2
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(i)  Seja

X =

Jo |Vul” + [, |vv|i
(Jo (ful + o))

Tomando (u,v) = (u,0) € E, temos que:

- : (u,v) € E, (u,v) # (0,0)
+ |v

~ [l
S:meS—O%, Vu € H,.

(fQ |u]2) ’

Assim, S é cota inferior para:

full%
N\ o
(fQ |U|2 )2

Como S =1infY, segue que S <8
Por outro lado, observe que: se a > 0, 0 < p < 1, para t > 0 temos que:
(a+t)P~t < P! Assim, integrando na varidvel ¢t de 0 & b > 0, segue que (a+b)? < aP +0P.
Usaremos este resultado para mostrar que: S < S , de fato:
2 2

(Lo )= o) (o) (o)’

Assim,

Y = : 0#u€cH,

[ IVul® + [, Vo)
(fo (™ + 1))

e conseqiientemente S < S.

S <

M

(u,v) #(0,0) o,

Demonstracao do Teorema 2.1

Seja € > 0 suficientemente pequeno de modo a valer o Lema 2.3. Pelo Lema
2.2 existe uma seqiiéncia (U,) C E tal que I(U,) — c e I'(U,) — 0. Portanto, o Lema
2.4 garante que (U,) é limitada em FE. Logo, como observamos anteriormente, podemos
assumir que:

Up = (tup,v,) = (u,v) =: z em E.
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Para finalizar a prova do Teorema 2.1 basta mostrarmos que a solugao z =
(u,v) obtida (veja Lema 2.5) como limite fraco de uma seqiiéncia (PS) é nao-nula. Este
resultado ¢ o que diz o seguinte Lema:

LEMA 2.7. A solug¢do z = (u,v) obtida como limite fraco de uma seqiiéncia (PS) no nivel

minimaz ¢ € nao-nula.

Demonstragao. De fato, pelo Lema de Brézis-Lieb [6], temos que:

e = 1w+ )4 3 +0(1),

v =l —u)s

H(Un + Upt) 4

12 = (0 4 o) |72+ + 0(1), (2.8)

| (v + Urt)+||i*2* — [[(vn — )4

onde o(1) — 0 quando n — oo.

Usando as expressoes (2.8), segue que:

1 1 1 - 1 .
I(Un) = §/Q|VUH|2 — §/QA(U7“UTZ) —§L(Un+urt)i - ;/Q(vn—i—vﬁ)i =

- = - la = ) - _
2/Q|VUn| 2/Q (Un,Uy) T /Q(un u); 2*/5;(U+u7«t>+
1 o 1 N
o [ (=)L — = [ (v+wve), +o(l).
2" Ja 2" Jo

2 2+ 2
Como I(z) = 3 [,|Vz]" — 3 [o(Az,2) — 3= [o (u+un)y — 5 [ (0+0v)L,
usando a equagao acima temos:

1 1 1 .

1 * 1 1
—— [ (v, —v)i +1(z) — —/ ]Vz]2+—/(Az,z)+0(1) =
2* Jo 2 Jq 2 Jq

=5 [0 =19+ 1) - § [ 2=ty =5 [ 02 -0

1 1

—b/Q(unvn —uv) — g/ﬂ(un —u)? — ;/ﬂ(vn — )% +o(1).

Usando os fatos: u, — u, v, — v em L?(£2) na ultima igualdade obtemos:

10) =5 [ (V0P =19:0) +16) = 57 [ (=) = 5 [ (oa= o) +o(). (29

Por outro lado:

/|V(un—u)|2—/ |Vun|2—2/VunVu+/ V.
Q Q Q Q
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Como u,, — u em H} () segue que:

[ 1ot = = [ 1Vuf == [ 9.
Q Q Q

/Q (IVunf? — [Vuf2) = / 1V (1 — )2+ o(1).

Assim,

Analogamente,

/Q(ywnﬁ V) = /Q V(0 — 0)® + o(1). (2.10)

Pelas equagoes (2.9) e (2.10) obtemos:

[, /|v )P4k /|v o] ——/(un—u)f—Q—l*/Q(vn—v)i*%—o(l).

Similarmente, temos que:

= [0t — P+ [ 190, =0 = [ -0 -

- /Q(vn — )% + /Q(un —u)? "y + /Q(Un — )% v+ o(1). (2.12)

-1

Afirmamos que: [, (u, — w) My Jo (v — v)% v,y — 0, quando n — co.

* * 2*_
De fato, | fo(un — ) ure| < [ (un = w)T 7 1y el o = I — @)z el -
Como u, —u € L™, V2 <r <2* escolhar=¢q(2*—1)talque 1/g+1/p=1

com p,q > 1, assim, como u, — u em L", temos que:

/(un —u)2 M, — 0.
Q
Analogamente,
/(vn — )2, — 0 (2.13)
Q

quando n — oo.

Usando (2.13) e o fato que I'(U,) — 0, pela equagao (2.12) obtemos:

/|v —u|+/\v ) —/Q(un—u)?:—l—/g(vn—v)%:—l—o(l). (2.14)
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Observe que [, (u, —u)% , [,(v, —v)% sdo limitadas, pois, Hy — L* e
Up = U, v, = vem H}.
Sejam, p, ‘= U, —u € w, := v, — V.

Passando o limite na equagao (2.14),
lim/ IV (uy, — w)| + lim/ IV (v, —0)|* = lim/ IVpn|? + lim/ IVuw,|* := K > 0.
Q Q 0 Q

(12 caso) Se K = 0, segue que ||u, — u||§{3 + ||lvn — v||§{3 — 0, assim, U, — z
forte em E = (H})?.
Logo, usando as equagoes (2.11), (2.14) e K = 0 temos que I(U,) — I(z). Por

outro lado, I(U,) — ¢, assim, I(z) = ¢ > @ > 0, e conseqiientemente, z # 0.

(22 caso) Se K > 0. Usando a notacao p,, ‘= u, —u € w, := v, — v Na equacao
(2.14), vemos que:

Lt [ 19wl = [ @+ [ @ +o)

Pelo Lema 2.6, obtemos:

Lvme e [ oz ([ (i + )"
Q Q Q

Assim, unindo as duas ultimas expressoes, temos que:

2%
/|Vpn|2+/|an|225(/|Vpn]2+/ |an|2—0(1)> .
Q Q Q Q

Portanto, passando o limite quando n — oo segue que K > SK ¥, ou seja:
K>S8%. (2.15)

Suponha por contradi¢ao que z = (u,v) = (0,0). Usando a notagao acima e as
equagoes (2.11) e (2.14), temos que:

o) = 10) =16+ [ (Fpal*+5 [ 1Vun =5 [ @F =5 [ @) +o(1) -

=1+ (5= ) [ [007 + [ o) =i ([ + [t ) o)

Passando o limite quando n — oo e observando que se z = (u,v) = (0, 0) entao
I(z) =0, vemos por (2.14) e (2.15) que:
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1 1 ~
— _K>_—_8%
c N _NS2,

/ c o~ . 1 o
o que ¢ uma contradigao, pois, o Lema 2.3 garante que ¢ < 52
Com esse argumento finalizamos a prova do lema e como conseqiiéncia a prova

do Teorema 2.1.
O

OBSERVACAO 7 : Na prova do Teorema 2.1 destacamos o Lema 2.7 que serd usado no

prozximo capitulo.

OBSERVACAO 8 : E importante lembrar que a solucdo z = (u,v) obtida via Teorema do

s

Passo da Montanha ndo pode ser negativa. De fato, sabemos que z = (u,v) # (0,0) é

solucao do sistema:

p
N T/ RO em Q
(v 4 vr)E

U=0 sobre 0f2.

Agora, se z = (u,v) < (0,0), entdo z satisfaz o sistema linear:

—AU =AU em¢)
U=0 sobre 0f),

o que € impossivel, pois (0,0) € a unica solug¢ao do sistema acima (veja Apéndice A).

OBSERVAGAO 9 : Observe que a condicio (PS). € satisfeita pelo funcional I para todo
c < %S%. De fato, pelas equagoes (2.11) e (2.14) temos que:

1
[(Un) = 1(2) + 5 |Un = 2|13+ o(1).
Assim,
% 10w = 2% = I(U,) = I(2) + o(1) < T(Un) + o(1) < ¢ < %55.

Portanto ||U, — 2|5 < Ne < S%, e isto implica que S¥-2 U, — 2|5 2 < 1.
Por outro lado, usando o Lema 2.6, a estimativa acima e a equagdo (2.14),

seque que:

10 = 2l3 (1= 5772 U — =

) <=l = [ (=l e = o) <
Q
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< [t =+ [ 190 =0 = [ =0 = [ @k = o),

logo U,, — z em E.



Capitulo 3

Solucoes para um Sistema
envolvendo o expoente critico de

Sobolev via Teorema de Enlace

Neste capitulo consideramos o sistema critico:

Up
“AU=AU+| T |+F 0
( o ) o (3.1)

U=0 sobre 0f),

b
onde Q ¢ RY, N > 3 ¢ um dominio limitado suave, p = 2* — 1, A = ( “ d) €
c

Myyo(R), U = (u,v) e F = (f,g) € (L*(N))? para algum s > N.

Nosso objetivo é investigar a existéncia de multiplas solucoes para o sistema
(3.1) no caso em que Ay < p1 < g < Apy1, onde pg, o sS40 respectivamente, o menor e o
maior autovalor da matriz A.

Novamente, a primeira solugdo (u,¢,v,) < (0,0) é obtida de forma direta
observando que uma solucao negativa satisfaz o sistema linear nao-homogeéneo
—AU = AU + F (veja Capitulo 1). Lembramos que se (u,v) # (0,0) é uma solugao de:

P
—AU = AU + (u ) em )
(v 4 vr)8

U=0 sobre OS2,

(3.2)

onde p = 2* — 1, entdo uma segunda solugao do sistema (3.1) é dada por:

(u,v) = (4, ) + (U, vre), assim, basta obtermos uma solucao de (3.2).

35
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Neste objetivo, usamos um Teorema de Enlace (”Linking”) sem a condigao
de Palais-Smale para obter um ponto critico do funcional transladado I centrado em
(tpg, Urg), associado ao sistema (3.2). Para isso, mostramos que o funcional I satisfaz a
geometria requerida pelo Teorema Linking de Rabinowitz [26].

O principal resultado do Capitulo 3 é o seguinte teorema:

TEOREMA 3.1.( Ezisténcia de uma sequnda solu¢do )

Suponhamos que A seja uma matriz simétrica (b=c ).

Se adicionarmos a hipdtese (I1) do Teorema 1.2 as seguintes condigoes: A
dimensao N > 6 e A < 1 < o < Apr1, onde iy, [l S0 respectivamente, o menor e

o maior autovalor da matriz A, entdo o sistema (3.1) possui uma sequnda solug¢do.

. 2 2 2
Seja B = (H}(©)” com a nomma |[(u, o) = [ullZ ) + Il

Considere o funcional I : E — IR dado por:

() = 1/ VUP dz 1/(AU, U)da — i/ (wtw)Zde — = [ (04 0) da.

2 Ja 2 Ja 2" Jo 2" Ja
Note que os pontos criticos de I sao solugoes fracas de (2.2), e que U = 0 é um ponto
critico de I com 1(0) = 0.

Faremos a demonstracao do Teorema 3.1 como fizemos no Capitulo 2, obe-
decendo uma seqiiéncia de resultados: os Lemas 3.2 e 3.3 garantem que o funcional [
associado ao sistema (3.2) satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Montanha Ge-
neralizado de Rabinowitz [26], assim, usando uma aplicacao do Principio Variacional de
Ekeland (Teorema 4.3 [24] ou Teorema 5.1 [15]), existe uma seqiiéncia (U,) C E tal que:
I(U,) — ce I'(U,) — 0 (*), onde ¢ satisfaz (pelo Lema 3.4)

1Y
O<e< =82
‘SN

e S é amelhor constante de Sobolev da imersao H¢ < L*". Usando (*), o Lema 3.5 garante
que (U,) é uma seqiiéncia limitada em E. Entao pelo Teorema de Imersao de Sobolev,
existe uma seqiiéncia também denotada por (U,), tal que: U, = (un,v,) = (u,v) =: 2
em E, e U, — zem (L1N)? 2 < g < 2*. O Lema 3.6 mostra que o limite fraco
z da seqiiéncia (U,,) é uma solucao do sistema. Finalmente, usamos o fato que o nivel
mini-max ¢ é menor que %S 2 ¢ uma caracterizacao da constante de Sobolev S' (Lema 2.6

do capitulo 2) para mostrar que a solugdo é nao-nula.

Assim, sejam B~ := ((0, ¢:), (i, 0)) < jc € BT 1= (E-)*.
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LEMA 3.2. Se ps < Agy1, entao existe pg > 0 e uma fungio a: [0, po] — IRT tal que:

I({U) > alp) YU €dB,NET.

vl z

. . / . /AN ﬂ 7/
Ezplicitamente, temos que o valor mdzimo de a(p) é a = %52 <1 — /\ﬁi) e este €
N-—2

assumido em p = ST (1 — ﬁ)T , onde S € a melhor constante de Sobolev definida

por: S =inf {|Vullzz/ lull7z 1 u#0,u € HY(RN)}.

Demonstracgio. Como A(U,U) < ps |U[* temos que:

1 1 . 1 .

1 2 H2 2 1 / 2* 1 2*
>— [ |VU|"de — — Ul"de — — i)y dr — — rt) o AT
Usando o fato que (u,+,v,+) < (0,0) obtemos:

*

* * — 7 = *
[ witar < [ e <57 ([ [ ar) =575 i

*

e uma estimativa andloga para a integral de (v + vrt)i .

Assim:
10) 2 11 2 o) - 2 (Hu\|21)2;+(HvH21)2; >
T2 Nt P2 Ho Ho -
- N —N
1 H2 p SN2 o1 P\ o SN2
> (11— — =-(1- - =
> (= 32 o)l = Z5 o)l = 50— 325 = == = alp),

onde p = (.) .

Maximizando a(p), temos que para py=p= St (1 - £> | a funcao

Akt1
a: [0,p)] — R* é tal que: I(U) > a(p) YV U € 0B, N ET e seu valor maximo é:
a:a(po):%S%( —ﬁ) 0
Sejam R, r > 0, nosso objetivo é escolher Q = [0, Re] ® (B, N E~) e p > 0 tais
que:

(A) [|agp2a>0, p<R,onde S,=0B,NET,
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(B) [|5Q < o,

Sk

(C) maxg [ < 59

=i

A condicao (C) é usada para provar que a solu¢ao obtida como limite fraco de
uma seqiiéncia (PS) no nivel minimax é nao trivial.

Sem perda de generalidade, suponha 0 € €2, considere a funcao cut-off ¥ €
C>(IRY) com suporte compacto em Bop C  tal que: ¥ = 1 sobre Bg e 0 < ¥ < 1 sobre
Bap.

Dado € > 0, defina:

onde Mo
N(N —2)) 7
UE(ZE) = (6 ( 2 )1\7)—24 , T € BN,
(e+|z") ="
satisfaz: —AU, = U.2 "' em RN e ||U6||§{3(JRN) = ||U€||i*2*(RN) =957,

Agora, defina a funcao vetorial dada por:
Ue(x) := W (x) (0,1) .

Denote por P_ a projecao ortogonal de Hi em B := span {¢1, ¢a, ..., o} €
P, a projecao ortogonal de H} em A := B*.

Assim, escolha e dependendo de € a funcao vetorial da forma:
e=e¢ = (0,P,¥,) € E".

Neste capitulo usaremos a notacao e, para denotar a segunda coordenada do

vetor e, ou seja, e, := P, V..

OBSERVACGAO 10 :
PyU € Ae((0,Po0), (0,05)) g2 = Jo Pr¥edjdu =0, j=1,.k, logo e€ E".

LEMA 3.3. Se M\ < p1 < g < Mgy, entao existem ro, Ry > 0 e g > 0 tais que para
r>rg, R> Ry el <e<ey nos temos:

[|3Q <,

onde o« > 0 € determinado no Lema 3.2.
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Demonstracgao. Seja 0Q =T'y UT'; U T3, onde:

I'n=BrNE-,

Ly={ve(Hj)?/v=w+se, conweE™, |w|y=r, 0<s<R},
I3={ve(H}N)*/v=w+ Re, conwe E~NB.0)}.

Mostraremos que sobre cada I';, temos: [ |r, < «a, i =1,2,3.

(i) Parav el (C E7).
1 1 .
I(v |Vv| dx — 5/(/11} v)de — — [ (v +urt) “dx — T / (Vg —I—vrt)Q dzx <
Q

/]Vv| d:v——/(Avvdx<—/\\da;—'ul/||dx— (Ap— ulf\v| dx <0.

(ii) Para v € I'y, nds distingiiimos dois casos:
Defina

2= sup /|V65| dx.

0<e<1

(12 caso) Se 0 < s < 59 := V2a/0, onde & é dado no Lema 3.2.

() < %/ V(w+ s¢t) | de — %/Q(A(w 4 561), (w + s2))dz <

/\Vw+se€|dx— /|w+se€] dx <

1 9 2 1 2
< — — -
< 2/Q|Vw| dx + 5 /Q|Ve€| dx 2)\k/Q|Vw\ dx

Conseqlientemente
< (1-4 2+82/IV*|2d <32/IV*|2d <Te<a
)< =|1——=)r"+— el der < — el dr < —6° < a.
=2 e 2 o 2 Jq 2
(22 caso) Se s > sy := V2a/J, denote:

—

S

50 <Ss<R, |w||lp=r, we E” ».
(Loe)?

K > 0 independe de R. Como P,V .(0) — oo, quando ¢ — 0, existe €, > 0 tal que
Ve 0<e<e es>sytemos:

Qe={z€Q/e(x):=P VY (x) > K} # ¢.
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Analogamente como fizemos no 12 caso temos:

1 1 1 .
I(v) < —/ |Vvl2dx——/(Av,U)da:——/ (UQ—I—UTt)j_ dz <
2 Ja 2 Ja 2" Ja
2*
< 1 (1——) —/|V65| dx——/( MQ—HJH) dx.
2 -

Assim, pelos Lemas C.4, C.2 e C.1 (veja Apéndice C) segue que:

2 Ak

s 2% 2% 1
5[ e — ¢ (ledE ) + ledla, ) )

Usando o Lema C.3 e novamente o Lema C.1 obtemos:

1 H1 5% =2 1 H1
_[ <— ]_ 2 —_ — 2 2 = — 1 @
(v)_2< )\k) +25 23 +ecste 2( o 2+ D(s).

1 2 2 2
I('U) <1 . Ml) 7,2 + %S% + %0(61\772) 4 SEC €N72—

2*
Wy + Vpt

Aplicando o Lema B.4 (do Apéndice B) a ®.(s) obtemos:

1 M1 o 1 <S]2V>N ’ N-2
[(U)§§<1—>\—k)7’ +§ W +0(e 2 ) =

1 1 -
=3 (“%) 14 58T +0(ET).
1
2
I(v) <0, isto determina r = (.

Como (1 — ’;—;) r? — —oo quando r — 0o, podemos escolher r > 0 tal que

(iii) Para v € I's, temos que v = w + Ré; com w € E~ N B,.(0) e

I(v /|Vw—|—Re |dx——/|w+Re€] daz——/ Vg + Upe) 2da =

| R? R *
:5/ |Vw|2dx+7/|Ve:|2dx—%/\w|2 - /r| dr—o [ (o2 + o)
Q Q Q

Como vy = wy + Re, e w € £~ temos que:
Wo + v 2*
Q R n

1 5 R? L2 1 2
<> [ \VwlPdet+— [ Ve Pde—L2 | |[Vw|*d
U>_2/Q| vl de 2/9' el d 2/\k/ﬂ| !
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1 R? R% wy + 0,0\
].—— - € € d
2( )u 12+ /|Ve - Q(e—i— . >+x

Pelas limitagdes de w € E~ N B,.(0) ( conseqiientemente de wy ) e vy, existe
k > 0 tal que ||ws + vp||;« < k. Novamente, como P,V (0) — oo quando € — 0, existe
€0 > 0 (tomando ¢y < €) tal que V 0 < € < ¢y temos que: e.(0) := P, ¥ (0) > 2k. Entao
para cada € € (0, &), usando a continuidade de P, ¥, nés podemos achar Ry = Ry(€),n =
n(e) tais que:

{er/ee+%>l}‘zn>0,VR>Rl.

Portanto, achamos ¢y, Ry > 0 tais que para 0 < € < ¢y acima e R > Ry temos:
I(v) <0 Vv eTs.

De fato, seja Ry = max {Ry, Ry}, onde Ry > 0 é tal que aR? — Ry* <0,

com a = 5 (n7! [, |Vé?).

Logo, para € > 0 acima e R > R, segue que:

10 <3 (12l + 2 [vapas- 2 [ (. “’*)d

onde C' = {z € Q [ e, + “2£ > 1} ¢ tal que |C] > n > 0.

Portanto,
(-2 fa+ % [ vep a2 [ o

1 R*
<5 (1= 2l + 5 [ 1varas- T <o

LEMA 3.4. Suponha que a dimensio N >6 e A < py < g < A\py1. Entao:

I(v) <

[\3|,_.

1
max [ < —S5 7
Q N

Demonstragao. Seja ¢ < ¢y de modo que a geometria do Teorema de Enlace

ocorra.

(12 caso) Se 0 < s < 5o := V2a/d.
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Para w + se; € @, fazendo os mesmos calculos da demonstracao do lema

anterior (12 caso), temos:

82 2 82 1 ~ M2 % 1 ~
Iw)< = [ Ve 'de < =8 <a=-—-S52(1- < =Sz,
<”)—2/Q| efdes 50 sa=5 ( A,m) N
(22 caso) Se s > so := V2a/J, segue que:
I(v /\V w—l—se€| doe — = /|w~|—se€| dm— (wg—l—see—i—vrt)f:d:v:

1 2 52 2 Nl/ 2 M182/ 2
= — V d - v€ d_ d_ €
2/Q| wl :c+2/ﬂl el el [ de=t [ e

2*
wWg + vV
(eE + u) dz.
Q s +
Agora, observe que:

Jo V| dz — i1y Jo lwi?dz <0 e Jo Ve dz — Jo le|” dz > 0.

De fato, Ay < 1 < pi2 < My1 e w € E7 = <(07¢i)a(¢i70)>1§i§k ; assim,
Jo IVwdz < A [, lwl* dz < [, |w]* dz.

Também,

e = PV, € span{dri1, Pri2,..-}, assim fQ\VeGIZ dr > Nt fQ]66]2 dr >
[, lec)? dz.

Usando os Lemas C.2 e C.4 do Apéndice C, a observacao acima e a ultima

estimativa para [(v), temos:

2
v) < % </ \Ve|” dz —,ul/ le|” dx) -
:1:——/ w2+vrt
2* Ja.
32 2 2 82* o* g% N-2
§—(/|Vee| dx—u1/|e€| dx) - */ le|” +es” ez i =ds).
2 Q Q 2 Qe

Aplicando o Lema B.4 (Apéndice B) & ®.(s) com

:/|V66|2dx—u1/|ee|2dm,
Q Q

* N -2
:/ le|* dz e o= —=,
Q. 2

2*—1
dax +c— (Heelle* oo T ”ef”D(ﬂe)) =
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obtemos:
N
1 AN 2 a 1 |V€e‘2 — M1 |€E‘2 2 N—2
(De(5> S (De(se) = N (W) + 0(6 ) — N (fQ . f(]\2]22 ) -+ O(E 2 )
(fo lec)
Usando as estimativas dos Lemas C.1 e C.2 sobre e, (veja Apéndice C) segue

que

Iw+sé) < P (s) <

vz

—N+2
2 —2

(5% +O(N) + O(GM)) + o) <

< LS% — 10 () +0(e7)
Assim,
1 N N-—2
I(w+ se;) < NSE — O (€) +0(e 7).
Como N > 6, (ou &2 > 2) temos que:

—u1 O (62) +0 <6¥> <0
para 0 < € < ¢ suficientemente pequeno.

Logo, I(w + se;) < %S% YV w + se; € Q, e conseqlientemente,

1 .~
I < —=5~.
mgx < N 2

O

LEMA 3.5. Suponhamos N > 6, us < \gy1 e que (Uy,) seja uma seqiiéncia (PS),., entdo
(U,) € limitada em E = (H}(2))%

Demonstracgao. Sabemos que:

1 1 1 « 1 ,
I(U,) :§/Q|VU”|2_§/QA(U"’U")_§/Q(U"+UN)1 —E/Q(vn%—vﬁ)i =c+o(1),
(3.3)

(I(U,), T) = /Q VU, V- /Q (AU, ¥)— /Q (tntrupe)? o /Q (on0n)2 1€ = o(1) 1],

V U= (p &) €E=(H})? ecéonivel minimax.

Agora,
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1(U,) ~ 5 (T (U,) =
— G- [t =G =) [ ot

1 . 1 .
+—/(un+um)i 1un+—/(vn+vﬁ)fr Y.
2 Ja 2 Ja

Observando que:

1 . 1 “
5/ (un + urt)i lun - 5 / (un + urt)i ! [(un + ur‘t) - urt] =
Q Q

1 .
= / (s + Upe)s " [(un + )4 — (U + Upe) = — U] =
Q

2
1 * ]. *
= §/§v2(un +urt)i - 5/9(“71 +urt)i luTta

2% —

1
4 Uy, Segue que:

~ ’ 1
usando uma expressao andloga para 3 fQ (Un, + Upt)

1(U,) — 5 (T(U,) =

1 « 1 . 1 . 1 a
- N/Q(un"i_uﬂ)i_'—ﬁ/g(vn‘i‘vrt)i _Q/Q(un+u”)i lurt—§/§2(vn+vrt)i Lo <

<c+o(l) + e, HUnHE

Assim,

/ (i + ur)? | / (0 + 00)% < ¢+ 0(1) + €0 1Un .-
0 Q

Isto implica que:

N+2 N+2

o\ N o\ NV iz
wru)?) ([ ru?) T ke 3
Q Q

Pela equagao (3.3), com (¢,&) = (u),v}) € ET temos:

ni’-n

€n H(uZ,UTT)HE + /Q(un + ) d )+ /Q(vn + )2 ot =

- / Vu, Vit + / Vo, Vo — / (A, v2), (it 0)).
Q Q Q
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Como (un,v,) = (uf +u,, v +v;) = (u,v)) + (u,,v,) € EY®E™ =FE,

n’»'n mn» - n n’»-n
observando que [, A((un,vn), (uf, v1)) = [ (aunul +buyvt +bvyut + dv,vt) temos que

a expressao anterior ¢ igual a:

1w [l = [ o). o).

Assim, usando que (AU, U) < s |UJ? € o fato:

szHiz S _+ HwZHZ(% Vw S m{¢k+la¢k+27 }7

obtemos:
(122 (el + 1) < [t~ [ Gt e ) <
k+1 0 0 Q Q

< [ (¥t ety + [ ot o et oy (39)
Q Q

Por outro lado, usando as desigualdades de Holder, Young, (3.4) e a imersao
H} — L%, temos:

/(un + urt)%—tl’um +é€n ||u:;||Hé < I(un + urt)+”i*2:1 Hurﬂ|L2* +€n HU:HH(% <
Q

N+42

<o [l >2+47(l¥m,+mgf)hf+f“mgm%s

N+2
< e C Jluf [y + Cet en (0N + [ ) - (3.6)

De forma andloga,
/(vn +v0) 2 ot | + €n HU+HH1 <eC Hv+||H1 +C.+ ¢, <||U ||NT + HUJFHH1> . (3.7)
Q

Logo, por (3.5), (3.6) e (3.7),

W
(1525 ) Qg + ) <
+ + e + +
< (g + 1) +20c+ o (UM + g+ )

Tomando € = % (1 — ﬁ) > () segue a seguinte desigualdade:

(et 1y + o) < €+ e N0l + ekl + 0t llg) - (38)
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Analogamente, usando o mesmo argumento para (u, , v, ) € E~ obtemos:

(Il + o) < 06 en (AU sl + o5 lh) - 9
Usando as desigualdades (3.8) e (3.9) temos:

N+2
(g W) <2 (i g + 1) < € (U + gy + 1l )

(\\u;\\H5+|\U,;HH1) <2 (Jlur I3 + e 1) < Ci+Ca (10 I+l [y + 1o i)

Somando as expressoes acnna, segue que:

(It g+ )+ (i g+ ) <

< Kyt Ko U1+ 5 (o g + N g+ 1y + 1l ) <
N+2

< 8t Ko (il gy + i g + g + o ) ™+

s ([l gy - Ny + el e L) -

Por outro lado,

2 2 2
(3 P P ([P [ Y S2[(HUZHH01+HUIIIH3) +(|IUEHH01+HUEIIH3)]-

Assim, pelas duas ultimas desigualdades temos:

2
(Il + g+ el N ) <

)
)

L

<O+ C (il gy + gy + okl + Nl ) ™
O (g + gy + 0l + Do

Como N > 6 = N+2 < 2, temos que a seqiiéncia

(a0 = (It + 1 g + 107 g + gy ) it

Logo, |Unllp < llunllgs + lvall gy < Il gy + [l g + llog g+ v [l €
limitada.
O

Portanto, podemos assumir que:
Up = (Up,v,) = (u,v) =: z em FE,
U, — zem (L1(Q))?, 2<q<2%,

U, — z qtp em (), quando n — oc.
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LEMA 3.6. z=(u,v) € solugdo fraca do sistema (3.2).

Demonstracao. Veja Lema 2.5 do Capitulo 2.

Demonstracao do Teorema 3.1

Usando o Teorema de Enlace (com e = ¢é; = (0, P,W,) € ET e € < ¢ suficien-
temente pequeno de modo a valer o Lema 3.4) e os Lemas 3.2 e 3.3, existe uma seqiiéncia
(U,) C Etal que I[(U,) — ce I'(U,) — 0. Assim, o Lema 3.5 garante que (U,) é limitada.
Para finalizar o Teorema, basta mostrarmos que a solu¢ao z = (u,v) (Lema 3.6) obtida
como limite fraco da seqiiéncia (PS) no nivel minimax ¢ é ndo nula. Este fato decorre do
Lema 2.7 do capitulo 2.

U

Observacgao: Lembre-se que a solu¢ao z = (u, v) nao pode ser negativa (veja

observacao do capitulo 2).



Capitulo 4

Sistema de Equacoes Elipticas com

nao-linearidade mista

Neste capitulo vamos investigar a existéncia de multiplas solugoes para o sis-
tema —AU = AU + [u?. v4]" + F em Q, onde Q ¢ IR™ é um dominio limitado suave,
1 <p<2*—1leq=2"—1. Sob a hipdtese de simetria da matriz A, mostramos a existéncia
de pelo menos duas solugoes para o sistema. A primeira solucao é obtida diretamente tal
como no capitulo 1. A segunda, dependendo da localizagao dos autovalores da matriz
A em relacao ao espectro do Laplaciano, ou seja, se u;, ¢ = 1,2 sao autovalores de A e
0 < pp < g < Aq, o teorema 4.1 utiliza o Teorema do Passo da Montanha sem a condigao
de Palais-Smale. No caso que A\ < 1 < pig < Agy1, 0 Teorema do Passo da Montanha Ge-

neralizado de Rabinowitz (sem PS) garante a existéncia da segunda solugao (teorema 4.2).
Considere o sistema:

p
4P emo
Jr

U=0 sobre 0f),

b
onde Q ¢ RY, N > 3 é um dominio limitado suave, p = 2* — 1, A = ( ¢ d) €
c

Moyo(R), U= (u,v) e F=(f,g)€ (L°(Q))* para algum s > N.

Os principais resultados deste capitulo sao os seguintes Teoremas:

49
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TEOREMA 4.1. ( Existéncia de uma sequnda solu¢ao )

Suponhamos que A seja uma matriz simétrica ( b=c ).

Se adicionarmos a hipdtese (I) do Teorema 1.1 as sequintes condig¢oes: A
dimensao N > 6 e 0 < puy < g < Ay, onde pi1, pia SGo respectivamente, o menor e o maior

autovalor da matriz A, entdo o sistema (4.1) possui uma sequnda solugdo.

TEOREMA 4.2. ( Ezisténcia de uma sequnda solucao )

Suponhamos que A seja uma matriz simétrica ( b=c ).

Se adicionarmos a hipdtese (I1) do Teorema 1.2 as sequintes condigoes: A
dimensao N >6 e A < p1 < pto < Apr1, onde piy, fio Sao respectivamente, o menor e

o maior autovalor da matriz A, entao o sistema (4.1) possui uma sequnda solugdo.

Observagao. A observacao 13 no fim deste capitulo, nos mostra algumas di-

ficuldades que contornamos em relacao aos problemas criticos dos capitulos 2 e 3.

Observe que se (u,v) # (0,0) é uma solugao de:

P
AU = AU + ( (“Jru”)+> em Q

(U + Urt)z_ (42)

U=0 sobre 0f),

onde p < 2* — 1,q = 2" — 1, entdo uma segunda solugdo do sistema (4.1) é dada por:
(u,v) = (@,0) + (U, vyt ), assim, basta obtermos uma solucao de (4.2). Novamente vamos
recorrer a versoes do Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢ao de Palais-Smale

para obter um ponto critico do funcional transladado centrado em (u,, v,4) dado por:
I(U) = 1/ VU dx — 1/(AU U)dz — L/ (u + )" da — i/ (04 vye) dx
2 Ja 2Jo p+1Jq o 2" Jo e

definido em E := (H}(Q))? com a norma ||(u, )|/} = ||u|]§{3m) + HUHiIé(Q)'
Para isso, mostramos que o funcional I satisfaz a geometria do Passo da Montanha no
caso do Teorema 4.1 e a geometria requerida pelo Teorema Enlace de Rabinowitz no caso
do Teorema 4.2.

Note que os pontos criticos de I sao solugoes fracas de (4.2), e que U = 0 é
um ponto critico de I com I(0) = 0.

Faremos as demonstracoes dos Teoremas 4.1 e 4.2 como fizemos nos capitulos
2 e 3, obedecendo uma seqiiéncia de resultados: No caso do Teorema 4.1, o Lema 4.3
garante que o funcional [ associado ao sistema (4.2) satisfaz a geometria do Teorema

do Passo da Montanha, enquanto que no Teorema 4.2 o funcional satisfaz a geometria
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do Teorema do Passo da Montanha Generalizado de Rabinowitz [26] (Lemas 4.8 e 4.9).
Assim, usando uma aplicagdo do Principio Variacional de Ekeland (Teorema 4.3 [24] ou
Teorema 5.1 [15]), existe uma seqiiéncia (U,,) C E tal que: I(U,) — ce I'(U,) — 0, onde
¢ caracterizado por:

c = inf sup I(y(t))
€T te(0,1]

satisfaz (veja Lemas 4.4 e 4.10)
1 v
0<c< =87
¢ N 2 ? (*)
onde S é a melhor constante de Sobolev definida por:
S =inf {||Vulls / ulfe :u#0,u € H(RY)}.

Os lemas 4.5 e 4.6 mostram que (U,) é uma seqiiéncia limitada em E e seu limite fraco é
uma solucao do sistema. Finalmente, usamos (%) e uma caracterizagdo da melhor cons-

tante de Sobolev S (Lema 2.6 do capitulo 2) para mostrar que a solu¢ao é nao-nula.

Prova do Teorema 4.1

LEMA 4.3. Se uy < A1, entao I satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Montanha,
i1sto é:
(i) Ezistem & , p > 0 tais que: [(U) > a , VU € 0B,.

(ii) Eziste Uy € E tal que ||Up|lz > p e 1(Up) < 0.

Demonstragao.
Verificagao de (i)

1 2 2 2 1 +1 1 2%
](U)ZE/Q|VU| dx—7/9|U| dw—m/ﬂ(u—kurt)ﬁ dx—§ Q(U+Urt)+d$2

1 2 H2 2 1 / p+1 1/ 2*
> - = - - — >
> 2/Q|VU| dx 2)\1/Q|VU| dx | Q|u| dx T Q|v| dx >

p+1

1 o g
> — (1 - &) |U|1% = Cy </ IVul? dx) — Oy (/ Vo dx) >

1 j *
> (1-2)Uls-Cclulst —couls -
2 A
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Sabendo que p+ 1, 2* > 2, para ||U||, = p suficientemente pequeno temos
que I(U) > a > 0.

Verificagao de (ii)
Fixe U = (@,0) # (0,0) € E tal que Jo (@ — 1P > 0 e seja s > 0, assim:

o~ 57 ) ~ o7 sPt ~ U \PH 1 2%
I(sU) = (/Q\VU| d:c—/Q(AU,U)d:v)—erl/Q(Wr;)+ dx—;/Q(OHrthdx-

Usando a continuidade (conseqlientemente, pela limitagao inferior) da fungao

Uy, escolha s; > 0 tal que “;—Em) > —1, e observe também que a tltima integral é igual a

ZEro.

Logo, para s > s,

p+1
/ (m E) dz > / (@— 1) dz > 0.
Q s/ 4+ Q
Portanto, vemos que:
~ 52 ~ ~ ~ sPtl _ 1
[(SU)g—(/]VU|2dx—/(AU,U)dx)— /(u—l){fr dr — —o0
2 \a Q p+1Jg

quando s — 0. O

Pelo Lema 4.3 acima, usando o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-
Rabinowitz sem a condigao (PS). (veja [24]), existe uma seqiiéncia (U,) satisfazendo a
condigao (PS)., isto é, (U,) C E tal que: I(U,) — ce I'(U,) — 0, quando n — oo, onde
¢ ¢é caracterizado por:

c=inf sup I(vy(t)),
nf sup (v(®))

onde
I'={yeC([0,1,E) : I(v(0)) =0, I(7(1)) < 0}.

LEMA 4.4. Suponha que a dimensao N > 6 e p; > 0.
Entao o nivel ¢ (dado pelo TPM) verifica a sequinte desigualdade:

1 ~
0<ec< —=85~2.
C N 2

Para mostrar este resultado é suficiente exibir (ug, vg) # (0,0) € E tal que:

[z

sup I (t(ug, vo)) < %S 2. (4.3)

>0
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Sem perda de generalidade, suponha 0 € €2, considere a funcao cut-off ¥ €
CEO(IRN) com suporte compacto em Byr C € tal que: W =1 sobre B e 0 < ¥ < 1 sobre
Bog.

Dado € > 0, defina:

onde Mo
N(N —2)) 1
Uczx) := (eIV( 5 )]\,)_24 ,x € RY
(e+Ja]") 2
satisfaz: —AU, = U2 ' em RY e ||U6||§{3(1RN) = ||U6||i*2*(RN) = 5%
Agora, defina a funcao vetorial dada por:
Ue(x) == V(x) (0,1) .
Seja K > 0 fixo, defina o conjunto:
Qg ={reQ/V(z) > K}.
N—2
Como WV (0) = (w) ' & oo quando € — 0, pela continuidade de V., existe

R = R(e) > 0 tal que Br(0) C € i para € > 0 suficientemente pequeno. Também
usaremos o Lema: (B.2)-(H.Brézis-L.Nirenberg [7]) e os Lemas (B.3), (B.4) e (B.5)-(D.G.
De Figueiredo-Y.Jianfu [17]) do Apéndice B.

Demonstracao do Lema 4.4. Seja (ug,v9) = . = (0,¥,) € E (ver Lemas
(B.2), (B.3) do Apéndice B).
Defina
6% := sup / |Vii|*dz.
0

0<e<1

(12 caso) Se 0 < s < 50 : = /203/9, onde 0 < 3 < %S%.

-2
(22 caso) Se s > s¢ := /203/9.

(urt 7'Urt)
S

2 2
1
I(sii,) < 5—/ Vi 2de < 252 < < —S%.
0 2 N

Seja K = sup

, 8 > so} > 0 e considere o conjunto 2
(L)

definido acima.

2
I51) =5 [ IViPde -5 [ (A, (s7)ds-
Q Q
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1 1
_? (s 0+Urt)p+1dl’ > /(S\If —i—UTt) dr <
p

<—/|Vu€|d “18/|*|d:c——/ “’“t dx.

Usando os Lemas B.2 e B.3 do Apéndice B, temos:

I(st,) <
Ll
2* Q. € 2* Q.

Urt 2

S

s? . [h152 R 21
5 [vap-ts= [ e (Il gy + Il

82 82* * * —
<G (fmaeom [lar) -5 [ et s s o
9) Q Qe

Aplicando o Lema B.4 a funcao &, com

/ Vi - m / a2,

B = e a= —,
Q. 2
obtemos
1 (A : L (Jo [Vl = o Jy ) ® ,
< — == AN Q € Q17e ).
D (s) < D(s.) N (BN_Q) + O(e%) N ( 2*>N2_2 +O0(e 7))
Usando os Lemas B.2 e B.3 segue que:
P(s) <
<1 (55 L O(N2) — pde® + O (eN_2)> (53 +O(eN) + O(EN—2>) o) <

Assim,

Como N > 6, (ou &2 > 2) temos que:
—p1 O (62) + 0 <6¥> <0

para 0 < e < 1 suficientemente pequeno.

Logo, I(st.) < %S%, Vs > 0, e conseqiientemente

sup I (ste) < Sz,

1
5>0 N
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LEMA 4.5. Suponhamos que N > 6, uy < A\ e que (Uy,) seja uma seqiiéncia (PS),., entdo
(U,) € limitada em E = (Hg(2))%

Demonstragao. Sabemos que:

1 1 1 1
I(Un) :5/5;|VUn|2_§/S]A(Un,Un)—m/S]<Un+urt)i+1_§/§2(vn+Urt)i :C+O(1),

(I(U,), T) = /Q VU, VU — /Q (AU, ) — /Q (1t + )29 — / (o0 +00)% "€ = o(1) | 9],

Q

V U= (p,&) € E=(H})? e céonivel minimax.

Agora,
1 !
1U,) = S W0, =
1 " 1/ ) 11 / ) 1/ -
o - B - <
P Q(un—f—um)Jr +3 Q(un+urt)+un 57N Q(vn+vrt)++2 Q(vn+vrt)+ vy <
<c+o(l) + e ||Un]lp- (4.4)

Observe que:

/ (tt + )"ty = / (wn + un) P — / (tn + Unt) e,
Q Q Q

/ (vn + vrt)i*_lvn = / (vn + th)T — / (v + vrt)?:_lvrt.
Q Q Q

Assim, usando as expressoes acima e a desigualdade (4.4) obtemos:

1 1 1 1 « 1 X
- - p+l__ p - 2 = 2*—1 <
(2 P+ 1) /Q (n Fur)y =3 /Q (tn -t ure g /g (0 vn)s =3 /Q (b + ve)y e <

<c+o(l)+ € |Unlls-

Como —3 [, (un + tup) un > 0 e —3 [, (v, + Urt)i_*flvrt > 0, segue que:

|t w [ ] < ek olt) e 10
Isto implica que:

2p
2p

p+1 Pt p+1
(un+urt)+ S K—i_enHUnHE )
Q
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N+42

(/Q (vn+vrt)?[> <K + ¢, ||Un HT. (4.5)

Como (I'(U,),¥) = €, ||V, V¥ = (¢,§) € E = (Hp)? tomando em
particular ¥ = (u,,v,) = U, € F temos:

/|VUn|2—/(AUn,Un):/(un+uTt)ﬁun+/(vn+vrt)flvn+en||Un||E.
Q Q Q Q

Por outro lado,

[von = [,z [oe - [ o8z (1-52) 1o
Q Q Q Q 1

Portanto,

(1= 500l = [ b w00 <
Q Q

< /(un + Unt)§ Un + €n [[tn | + /(vn +00)% Moy + 6 [0l 7z - (4.6)
Q 0

Usando as desigualdades de Holder, Young e (4.5) e aimersoes Hy < LP*t | Hj <

L? em cada integral do lado direito da desigualdade acima, obtemos:

/Q(un + Uyt ) U + € ||unHH5 < (/Q(un + Upt) p+1> (/ |Un|p+1) + €n ||Un|\H1 <
(p+1)
</ yun|p+1> +C, </(un+um)ﬁ“) +en [|unll g <
Q

< <Cllunlty + Co+ e (IGIET + lunlly ). (@)

Analogamente,
[t 0+ e ol < € el + Cort e (10 + ly) - (49
Usando as desigualdades (4.6), (4.7) e (4.8) temos: (1 — ‘/{—f) U5 <
< e OUJE+2C + e (HU 12+ 10l + Nuall g + anHHol) -
Tomando € = % (1 — ) > (), segue que:

9 Nt2
[Unllz < C+C <HU 15T + 105 + el g + anHHl) =



o7

2p N+2
N

<C+C (HUanrl + |Unll g% +2 HUnHE> .

N+2 2 n ,
Como N > 6 = == <2 e como #’1 < 2, temos que a seqiiéncia (U,,) é

limitada em E = (H}(Q))2.
O]

Portanto, podemos assumir que:
Up = (Up,v,) = (u,v) =: z em E,
U, — zem (L1(Q))?, 2<q< 2%,

U, — z qtp em €2, quando n — oo.

LEMA 4.6. z=(u,v) é solugao fraca do sistema (4.2).

Demonstragao. Sabemos que:

*

H(Un + U?"t)?f—*_l ﬁl = ||(vn + Uﬁ)—&-”i*?* < Cl[(vn + Urt)-i—”?{*& <K,
e

(v + vrt)i*_l — (v+ Urt)i_*_l qtp em Q.
Analogamente,

pt+1

[t ) s < Ol + ) 75 < K.
(Un + )t — (u+up)t qtp em Q.

-1 2*—1

. N e A . *
Assim, passando a uma subseqiiéncia, segue que: (v, + vr,f)Q+ — (v+vp);

2* P P ptl | ,
em L¥1, e (uy + up)f — (u+uy)t em L7, isto é,

/ (0 + 000)2 1€ — / (04 v)2 7%, V€€ L,
Q (9]

pt+1

[t unio = [@ruio, voers
Q Q

* +1
Observando que se p € Hj entao ¢ € L7 ¢ pE LPT, passando o limite em:

(I'(Un), (#,€)) =

= [ Vu,Vo+ | Vo, VE— [ (At va), (0,6) = | (tn +1e)h0 — [ (vn +v50)2 2,
Q Q Q Q Q
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obtemos:

[ vuvet [ vove— [ (a0, (0.) = [t uto= (@t e=0

V (p,€) € E = (H})? ou seja, z = (u,v) é ponto critico de I. Logo, z = (u,v) é solugao
fraca do sistema (4.2).
O

Demonstracao do Teorema 4.1

Seja € > 0 suficientemente pequeno de modo a valer o Lema 4.4. Pelo Lema
4.3 existe uma seqiiéncia (U,) C E tal que I(U,) — ce I'(U,) — 0. O Lema 4.5 garante
que (U,,) é limitada em E. Logo, podemos assumir que: U, = (up,v,) = (u,v) =: z em
E.

Para finalizar a prova do Teorema 4.1 basta mostrarmos que a solugao z =
(u,v) obtida (veja Lema 4.6) como limite fraco de uma seqiiéncia (PS) é nao-nula. Este

resultado é o que diz o seguinte Lema:

LEMA 4.7. A solucao z = (u,v) obtida como limite fraco de uma seqiéncia (PS) no nivel

minimaz ¢ € nao-nula.

Demonstracao. De fato, pelo Lema de Brézis-Lieb [6], temos que:

1 + ) 1750 = I = @)l = 1w+ w4 [0+ 0(1),
2* 2* 2*
1+ 0r) ¢ 2 = [ (on = 0) 1l 2e = 1V + 0ne) 42+ +0(1), (4.9)

onde o(1) — 0 quando n — oo.

Usando as expressoes (4.9), segue que:

1 1 1 1 .
[(U,) = 5 /Q VU, |> - 5/QA(UH, U, — —— ) (un +u )7 = = | (n+va)? =

p+1 2" Ja
— - U > == | AU U — —— [ (un — )i — —— W —
A e A e N e AR
1 .1 .
—§ (=07 = 5 [ @007 +ol0).
Como I(2) = L [, |Vz]* = L [, (Az,2) — o1 Jo (ut w7 = & [ (o)

usando a equagao acima temos:

S pFl_
/|VU| /AUn,U p—|—1 (u —u)t
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_2_1* (v, — )% +1(z ——/|V|+ /AZZ)+0(1)

— 5 [ vu =190y 1 - 5 [ -y - § [t -0

1 *
_b/Q(unvn —uv) — P Q(un — )it — — [ (v, —v)¥ +o(1).

Usando que u,, — u, v, — v em L?*(Q2) obtemos:

(U, =+ /Q (VU = [V2?) +1(2)——— Q(un—u)ffl—i /Q (on—0)2 +o(1). (4.10)

2 p+1

Por outro lado:

/|V(un—u)|2:/ |Vun|2—2/VunVu+/ V.
Q Q Q Q

Assim, como u,, — u em Hj () segue que:
/|V n — )| —/|Vun| — /|Vu|

Ll = 9u) = [ 190, = 0P +o(1),

Analogamente,

Logo,

/(|wn|2 — |Vo]?) :/ IV (v, — v)|> + o(1). (4.11)
Q Q

Pelas equagoes (4.10) e (4.11) obtemos:

10) = 1G5 [V =P+ [ 90 =0P— [ [ <vnzv>i*>+o<1>.
4.12

Similarmente, temos que:

U = [ 9=+ [ 19— o) = [ (=05

N /Q(”" 0 /Q(un — )y + /Q(vn — )2y + 0(1). (4.13)

Afirmamos que: fQ(un —u) fQ(vn — v)i*_lvrt — 0 quando n — oo.

De fato,

(tn — ) ture| < [ = )l o Nttrell e < e —
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Comou,—u € L", V2<r<2 escolhar=gp=p+1talquel/q+1/s=1

L, es=p+ 1. Assim, usando que u,, — u em LPT! segue que:

com ¢,s > 1, assim, q

/(un —u)fup — 0.
Q

Analogamente (veja capitulo 2),

/(vn — v)f:’lfurt — 0 (4.14)
Q

quando n — oo.

Usando (4.14) e o fato que I'(U,) — 0, pela equagao (4.13) obtemos:
/ IV (u, — )| +/ IV (v, —v)|* = /(un — )i+ /(vn —u)¥ +o(l).  (4.15)
Q ) Q Q

1 T . .
Observe que [, (u, — u)i Jo (v, — )3 sdo limitadas, pois, Hy < LF*!, L?
eu, ~u, v, —vem Hj.
Sejam, p, ‘= u, — U € w, := v, — V.

Passando o limite na equagao (4.15),
lz’m/ IV (u, — u)|” + lim/ IV (v, —0)|* = lim/ \Vpa|” + lim/ \Vw,|> = K > 0.
Q Q Q Q

(12 caso) Se K = 0, segue que ||u, — quQqé + ||lvn, — U||12qé — 0, assim, U,, — z
forte em E = (H})2.
Logo, usando as equagoes (4.12), (4.15) e K = 0 temos que I[(U,) — I(z). Por

outro lado I(U,) — ¢, assim, I(z) = ¢ > @ > 0, e conseqiientemente z # 0.

(22 caso) Se K > 0. Suponha que z = (u,v) = (0,0). Usando a notacao

Pn 1= Up — U € W, 1= v, — v na equagao (4.15), vemos que:

Lt [ 19wl = [t [ @)+ o (4.16)

Agora, como u,, — u em L(Q2), V2 < ¢ < 2%, temos que u,, — u em LPT1(Q).
Usando que u,, — u qtp em e u,, — u em H}, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue segue que [, uf™ — [ uPt! = 0.

L = [y —o.

Assim,
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e a equagao (4.16) se reescreve:

L1l [ 190l = [ )t + o), (4.17)

Pelo Lema 2.6 do Capitulo 2, obtemos:

Lvme e [wufzs ([ (mf o))"
Q Q Q

Assim, unindo as duas ultimas expressoes, temos:

2 2 2 2 =
/ V| +/ Vwal? > 5 (/ V| +/ Vel — 0(1)> .
Q Q Q Q
Portanto, passando o limite quando n — oo, segue que K > SK ¥, ou seja:
K>S7. (4.18)

Como z = (u,v) = (0,0), usando a notagao acima e as equagoes (4.12) e (4.17)
temos:

c+o(l) = ](U)

)+3 ) 9l + 3 / Vil = — [t = 5 [ @ o) =

1)~y <pn>ﬁ“+N / wn)? +o(1).

Passando o limite quando n — oo, lembrando que, se z = (u,v) = (0,0) entao I(z) =0e

Jo®a)2 — 0, vemos por (4.15) e (4.18) que:
1 1 ~
¢ N — NS *

/ ¢~ . 1 oY
o que ¢ uma contradigao, pois, o Lema 4.4 garante que ¢ < 152 . Com esse argumento
finalizamos a prova do lema e como conseqiiéncia a prova do Teorema 4.1.

0

Prova do Teorema 4.2
Assim, sejam E~ = ((0,;), (6:,0)),c ;o ¢ E* = (E7)".
LEMA 4.8. Se ps < Agy1, entao existe pg > 0 e uma fungio a: [0, po] — IR™ tal que:

IU) > alp), VU € 9B,NE™.
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Demonstracao. Como A(U,U) < s |U)? € (tps, vy¢) < (0,0) temos:

1<U)Zl/|w|2dx a2 /WU| da ——/| P gy — /|v| iz >
2 Ja 2611 2 Q
+1 _N 2*
1 Lo e ) 7
>-(1- >
=3 (1 Moo ) U1 - p+1( dm) > (/Q'W' dx) S

el B gns z
SN 2 (/ |Vu|? dx) (/ ]Vv\2dx) >
2% Q

H2 .
2 ) 101 - C I - C 0

VR
—_
|

>
TIE
N——
S
g\:
|
= |
+| 2
=

g
>-(1-
=2

19! =N pztl S%Ng
onde C' = max (SN—Q) , )

p+1 2

Tomando ||U||; = p, obtemos a seguinte estimativa:

I(U) > E (1 e ) p? — Cpr™ — Cp* = alp).
2 Ak

Para completar a prova, seja p = pg > 0 tal que:

~ 1 *
a:—(l— M2>p§—0p8+1—0p§>0.
2 Akl

O

Sem perda de generalidade, suponha 0 € €2, considere a funcao cut-off ¥ €
Cgo(ﬂi’N) com suporte compacto em Byr C € tal que: W =1 sobre B e 0 < ¥ < 1 sobre
Bsg.

Dado € > 0, defina:

onde ,
(N(V —2)*F
6( ) - N-2 ) GIRN
(e+[z]7)
satisfaz: —AU, = U2 ' em RN e HUEH?{&(RN) = HUEH?;*(IRN) =52

Agora, defina a funcao vetorial dada por:

Ue(x) := W (x) (0,1) .
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Sejam R, r > 0, nosso objetivo é escolher Q = [0, Re] ® (B, N E~) e p > 0 tais

que:
(A) Ilps, >a>0, p<R, ondeS,=0B,NE",
(B) I'oq <a,
(C) maxg [ < %S%.

A condicao (C) é usada para provar que a solu¢ao obtida como limite fraco de
uma seqiiéncia (PS) no nivel minimax é nao trivial.

Assim, escolha e dependendo de ¢ da forma:
e=¢ =(0,P.V,) € ET.

OBSERVAGAO 11

P,U,. € A:= (span{¢1, da, ..., x )" € ((0, PLT,), (0 ¢J) = [, Py, . ¢ dr =
j=1,...k, logo eec E*.

LEMA 4.9. Se Ay < p1 < o < Agy1, entao existem ro, Ry > 0 e ¢g > 0 tais que para
r>rog,R> Ry e0<e< e nis temos:

I | 2Q <,
onde o > 0 € determinado no Lema 4.8.

Demonstracgao. Seja 0Q =T'y UT', U T3, onde:

'y =BrNE",

Ly ={ve(HiN)?/v=w+se, conweE™, |w|y=r, 0<s<R},
I3={ve(H}N)*/v=w+ Re, conwe E-NB.0)}.

Mostraremos que sobre cada I';, temos: I |, <, i =1,2,3.

(i) Parav € I'y (C E7).

1 1 1 1 .
I(v) = 3 /Q |Vol? da — 5 /Q(Av,v)d:c ) /Q (v1 + urt)ﬁﬂdx . /Q (v + v”)i dx <

1 1 1
< —/ \Vo|* dz — = /(Av,v)dx < (A — ul)/ lv|? dz < 0.
2 Jo 2 Jo 2 Q
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(ii) Para v € I'y, nés distingiiimos dois casos:
Defina

= sup /]Vee\ dx.

0<e<1

(12 caso) Se 0 < s < sg := V2a/d, onde & é dado no Lema 4.8.

I(v) < %/ IV (w + se)|* do — %/(A(w + sé;), (w + seé;))dzx <
Q 0

(22 caso) Se s > sp := V2a/J, denote:

K = sup { H_w + (Urt, Urt)
S

50 <Ss<R,|w|lg=r, we E ;.
(L>)?

K > 0 independe de R. Como P,V 0) — oo, quando € — 0, existe ¢, > 0 tal que
Ve 0<e<ees> stemos:

Qe={re€Q/e(x): =PV (x) > K} # ¢.

Analogamente ao (12 caso) temos que,

1 1 1 .
I(v) < —/ |VU|2dx——/(Av,v)dx——/(U2+Urt)idx§
2 2/, 2 Jq

1 2 O\
< = l—ﬂ T2+8—/|V662 e€+w2+vt dx.
2 )\k 2 Q Q S +

Assim, pelos Lemas C.4, C.2 e C.1 (veja Apéndice C) segue que:
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2
Wy + Upt

*
82
2*

2% 2% —1
(/ |€E +/ —C (HeEHLQ*_l(QE) + HeGHLl(QE))> .
Qe Qe

Usando o Lema C.3 e novamente o Lema C.1 obtemos:

1 2 z . N 1
Hw§§<1—%)ﬁ+%ﬁg—%ﬁﬂ+m§eN2:§(L—%>ﬁ+®@)

Aplicando o Lema B.4 (do Apéndice B) a ®.(s) obtemos:

1 mY 5, 1 <Sg]>N 3 .
“”§§<“‘x)r+§ @Efﬁﬁ +0(e'7) =

Loy e Ley L o
—2(1 )\k)r +2S +O0(e ).

Como % 1-— ";—1) r?2 — —o0o quando r — oo, podemos escolher r > 0 tal que
k

I(v) <0, (isto determina r = ry).
(iii) Para v € I's, temos que v = w + Ré; com w € E~ N B,(0) e

1 1 1 .
m&gi/N@%R@FW——/QMMJELW+R@MWM—/@ﬁw@&mg
2 Jo 2 Ja 2" Ja
1 2 251 -2 1 2*
< - [ IVw+Re)|"de — — [ |[w+ Re|"dr — — | (va +vn)] d.
2 Jao 2 Jo 2" Ja

Como vy = wy + Re. e w € E~ segue que:

1 R? R? 1 *
I(v) < —/ |Vw|2dx+—/ |Ve:|2dx—ﬂ/ ]w|2dx—’u1 /‘6_;|2d.%‘——/ (vg—l—vrt)idxg
2 Ja 2 Jo 2 Ja 2 Ja 2" Jo
2*

]. ,LLl 2 RQ/ ) RQ*/ U)2+’U7«t
< (1™ - 1% da — . dz.
_2( )\k> |wl||% + 5 Q\Ve] T > . e + 7 . x

Pelas limitagdes de w € E~ N B,(0) ( conseqiientemente de wy ) e v,4, existe
k > 0 tal que ||ws + vp¢]| o < k. Novamente, como P, ¥ (0) — oo, quando € — 0, existe
€0 > 0 (tomando ¢ < €) tal que V 0 < € < ¢y temos que: e.(0) := P.¥.(0) > 2k. Entao
para cada 0 < € < ¢, usando a continuidade de PV, existem R; = Ry(¢€),n = n(e) tais

que:

Wy ~+ Vpt

R

>1H2n>QVR>RL

{xEQ/ee—i—
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Portanto, achamos ¢y, Ry > 0 tais que para 0 < € < ¢y e R > Ry temos que:
I(v) <0 Vv €T3 De fato, seja Ry = max {Ry, Ry}, onde R, é tal que aR3 — R <0,
— — 2
com o = = (7t [ [VE).

Logo, para 0 < € < ¢y e R > Ry temos:

1 i1 2 : / e R* wy + v\
I 1- & Ly - g L2 O
(v) < 5 ( )\k> lwll% 5 Q] é|” dx >/, € I +dx,

ondeCz{xGQ/ee+%>l}étalque|C|277>O.

Portanto,

1 R? z .
1) < < (1= 1) w2 + /|ve:\2da;—R—/12 dr <
2 )\k QO 2% C

*

1 R?
<3 (- i+ T [vara -y <o

LEMA 4.10. Suponha que a dimensao N > 6 e A\ < p1 < i < A\pr1, entao:

I<—S%.
mgx <N 2

Demonstragao. Seja € < ¢ fixo, de modo que a geometria do Teorema de
Enlace ocorra.

(12 caso) Se 0 < s < sg, com sg suficientemente pequeno (sy = /23/4, onde
0<f<L87).

Para v = w + se; € @), temos:

I(w) < %/Q V(w + )| da — %/(A(w 456, (w + 56))dar <

Q
1 N\ (12 — 12
S—/|V(w+se€)| de — — 5 /|w+se€| dx <

1
5/|vw|dgc+—/|V|d /|V|dx_

1 M1\ o s/ 92 3/ 2 s2 9 1 ~
— (12 . < der < —6° < —572.
2( )\k)r+2 Q|Vee| d:v_2 Q|Ve€| x_25 _6<NS

(22 caso) Se s > sy = /2(3/4, segue que:

1 1 x
I(v —5/ Vol dx—g/(Av v)dq;——/ (V1 4 ) Hdx — > (v2—|—vﬁ)id1’§
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1 o
_2 |V w + sé.)| dx— |w+seg| de — — (w2+se€+vrt)+da::

2*

1 2 2 ; 2"
:—/ ]Vw|2dx+8—/ ]Vee\zdx—&/ ]w]zdav—ms /’662 (e€~l—w> dz.
2 2/, 2 /g 2/, o s ).

[o V)P de — i [ lw?de <0 e [, |Vel*dr — 1 [, |e]* dz > 0.

Agora, observe que:

De fato, Ay < 11 < po < g1 e w € E7 = ((0,¢5),(¢i,0));< ;< 4, assim
[y IVwde < N [, lwl* dz < [, |w]* d. o

Também,

ec = Py, € Span {¢i1, Guso, -}, assim [, [Ve dz > Ny [, lec*dz >
1 g le.|” dx.

Usando os Lemas C.4 e C.2 do Apéndice C, a observacao acima e a ultima

2
v) < % </ Ve.|” dz —,ul/ le.|? d;z:) —
/ ‘w2+vrt

a:’_ —
=3 (/ Ve.|” dlE—m/ le|? dx) - —*/ le|” tes¥eT = P (s).

Aplicando o Lema B.4 (veja Apéndice B) a ®.(s) com

:/]Vee|2dx—u1/]ee\2dx,
Q Q

* N -2
:/ |€6|2 dm e = 5
Q. 2

desigualdade, temos:

2*—1
dx + C —_— (HeG”L?* () + ||66||L1(QE)> <

obtemos:

Dc(s) < De(se) = % (BAT:) o) - %(fg V(efez Zj)&:'fEZ) L O,
Q. |G

Usando as estimativas dos Lemas C.1 e C.2 sobre e, (veja Apéndice C), segue

que:
Iw+sé) < P(s) <
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N
2

(5% 4062 = ude + 0 ()7 (5% +0(N) + 0(H ) -

2

+0(e7) <

Assim,

Como N > 6, (ou ¥52 > 2) temos:

—pu O (62) + 0 <e%> <0
para 0 < e < 1 suficientemente pequeno.

Logo, I(w+sé;) < %S% V w+se; € @, e conseqiientemente maxg I <

v|2

z|-
N
O .

LEMA 4.11. Suponhamos N > 6, ps < Mgy1 e que (U,) seja uma seqiiéncia (PS)., entdo
(U,) € limitada em E = (H(2))%

Demonstracao. Sabemos que:

P (v o) = cto(l),
2* Jq

(4.19)
(I(U,),T) = / VU,V - / (AU, ¥) — / (tn + t0) 9 — / (0 +or0)2 1€ = o(1) W]

V U= (p,&) € E=(H})? ecé o nivel minimax.

1 1 1
I(Un) = 5/Q|VUn’2—§/QA(Un,Un>—m/Q(U/n+UTt)p+1

Agora,

1

1 1 -
p+1  — 2
p—|—1 Q(Un+urt)+ (2 N)/S;(Un"’th>+—|—

1 1 x_
+—/ (tn + Upe) Uy + —/ (Un +vp) 2
2 Ja 2 Ja

T Un.
Observando que:

/ (t + )ty = / (tn + ) — / (s + )"
Q Q Q

+Urt7
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1
4 Upn, Segue que:

~ ’ 1
usando uma expressao andloga para 3 fﬂ (U + Vpy)

1)~ 5 @) = (5 27 ) [ b wt

1 2% p 1 2*—1
— - — = <
+N (Un + Urt)+ p /(; (un + urt)+urt 2 /Q (Un + Urt)+ Urt >
<c+o(l)+ € ||Unllg-

Assim,

/ ( + / (o + 0)% < et o(1) + 0 [Unll .
Q Q

Isto implica que:

p+1 2p
( [t ) < K e lIET
Q
N+2

e Ni2
(/Q@nmﬁ) <K+ ealUl .

Pela equacao (4.19), com (¢,&) = (v, v7) € E* temos:

n»-'n

€n ||(u:{,v,f)HE + /(un + )t + /(vn + vﬁ)i*_lng —
0 Q

- / Vu, Vit + / Vo, Vo — / (A, v2), (1t 0)).
Q Q Q

Como (uy,v,) = (u} +u

expressao anterior é igual a:

/ ‘VUI}Q + / }VU;HQ - /(aunu;r + bupvt + buyut + dvul) =
Q Q Q

:/|Vu7ﬂ2+/’VUI’Q—a/W:{}Q—d/{U:{‘Z—%/u:{v:{:
Q Q Q Q Q
= [1vaiP+ [ 196l = [ (Ao o)
Q Q Q

Assim, usando que (AU, U) < py |U]? € o fato:

1
it < S

Hw;HiJé Vwe m{¢k+1> ¢k+27 } )
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(4.20)

ot +o)=(uh )+ (u,,v)) E ET®ET =FE, a
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obtemos:

(1 - )\IM_Z) <HUIHJ2L11 + ||U7TH21> < /(un+urt)+u++/<vn+vrt)2 ! ++€” H Up > Un ”E -
k+1 0 0 Q

< [t wlut v llutl g + [ ot ot b ellof e @20
Q Q

Por outro lado, pelas desigualdades de Holder, Young, (4.20) e as imersoes

.
H} — LPY1 H} — L*" temos:

A(un+urt>ﬁ\u:| +en [[un]] gy < N+ we) e [ Tper ]| o + €0 [Jun]] 0 <

s 2p
([rar)™ e ([ +u) ™ +alutl, <

<< Cluilly + 0ot (IET + il ). (122

De forma anéloga,
N+2
/Q(vnﬂrt)? Tl en [ ]y < € C ot Iy + Ce+ en (N0M1ET + o5 ]y ) - (4:23)

Logo, por (4.21), (4.22) e (4.23),

7
(1= 522 ) (el + ) <
< 0 (It Iy + ) + 200+ o (WOIE + WM + iy + Ny )

Tomando € = % (1 — /\k > > () segue a seguinte desigualdade:

N+42
(el + Nz 1) s0+en(uU 15 + 1005 +||u+}|H1+Hv+IIH1)- (4.24)

€ E~ obtemos:

Analogamente, usando o mesmo argumento para (u, v, )

N+2
(llwr g + 1o 15y ) < €+ e (IIU 15+ 10 + e 1y + Ilow ||H1) . (4.25)
Usando as desigualdades (4.24) e (4.25) temos:

2 Nt2
(Il + ol )™ < €1+ Co (HU I 4 10+ ]y + Hv*Hm) :
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N+2
N

2 2p_
(s gy + el gy) ™ < €+ Co (HUnH;“ Ol + [Jos [ + anllH01> ~

Somando as expressoes acima, segue que:

(HUIHH(% + HUIHH&Y + (H“EHHg + HU;HH&>2 <

N+2

2p
<Ko+ Ko Ul + K Uallg™ + 5 (i [y + N gy + e Ly + e[l y) <
_2p
< K1+ 5 (ot gy + o gy ot g+ Dol )™+

N+2
N

s ([l gy + [ g 1o gy N g ) ™+

1 (HU’TTHH& + HU;HHg + ”v:HHg + H,UT:HH&> :

Por outro lado,

2 2 2
(Mt g+ D g = el e ) S2{(HUIHH5+HUXIIH5) +(|IunHH5+an||Hol)]-

Assim, pelas duas ultimas desigualdades temos:

2
(it s+ s+ et + e ) <

2p
< O+ C (Nt gy + gy + 1 Ly + e llg) ™+

N+2
N

O (Nt gy + ez gy + D05 Ly + o) ™+

4O (g + D gy + ey + D)
Como N > 6 = % < 2 e como % < 2, temos que a seqiiéncia

() = (Il iy + Nz gy + 105 gy + oz 1y ) € Timitada

Logo, IUnllg < llunllgg + lonllgy < lugllgy + g g + g gz + g1l €
0 0 0 0 0 0

limitada.

O

Demonstracao do Teorema 4.2

= (0,P.¥,) € ET e e < € su-

Usando o Teorema de Enlace (com e = é;
ficientemente pequeno de modo a valer o Lema 4.10) e os Lemas 4.8 e 4.9, existe uma
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seqiiéncia (U,) C F tal que I(U,) — ce I'(U,) — 0. Assim, o Lema 4.11 garante que
(U,) é limitada. Portanto, podemos assumir que: U, = (up,v,) — (u,v) =: z em E.

Para finalizar o Teorema, basta mostrarmos que a solu¢ao z = (u,v) (veja
Lema 4.6) obtida como limite fraco da seqiiéncia (PS) no nivel minimax ¢ é nao nula.
Mas este fato é conseqiiéncia do Lema 4.7.

O

OBSERVACAO 12 : Embora os Lemas deste capitulo sao resultados andlogos aos Lemas
dos capitulos 2 e 3, o caso misto apresenta algumas dificuldades técnicas em relagao ao
caso critico. Primeiramente no Lema 4.8, nds ndao obtemos o valor maximo & para a
fungdo a(p) como obtemos no caso critico (Lema 3.2). Esse fato nao nos causou grandes
problemas para chegarmos ao nosso objetivo que é mostrar o Teorema 4.2, pois, nas pro-
vas dos Lemas 4.9 e 4.10 contornamos esse obstdaculo observando que a arbitrariedade do
valor so > 0 (Lema C.4 do Apéndice C) fez com que possamos escolhé-lo de duas formas
distintas e sem a necessidade da dependéncia do mdzimo a. Lembre-se que no caso critico
(Lemas 3.3 e 3.4) escolhemos so = V2a /5. Além disso, ¢é importante observar que na
demonstracao do Lema 4.7, necessitamos do uso do Teorema da Convergéncia Dominada
para mostrarmos que fQ uPt — 0. Este fato permitiu aplicarmos o Lema 2.6 do capitulo

2 para concluir que a solugao obtida como limite fraco de uma seqiiéncia (PS) é nao-nula.



Capitulo 5

Resultados de nao-existéncia

Uma importante ferramenta para mostrar a nao existéncia de solugoes para
equacoes elipticas é a identidade de Pohozaev. Iremos enunciar uma versao adaptada

para sistemas que pode ser encontrada em [30].

TEOREMA 5.1. Sejam Q € RY um dominio limitado e F € C*(IR?, IR) tal que F(s,z) =
0 ses=2z=0, e suponha que (u,v) € (C*(Q) N CQ(Q))2 seja solugao do sistema:

—Au = Fy(u,v)  em
—Av = F,(u,v) em{
u=v=0 sobre 0.

Entao a identidade ocorre:

1
/(|Vu|2+|VU|2) dx—2*/F(u,v)dx+—/ (
0 0 N =2 Jan

onde g—;‘(x) ¢ a derivada normal exterior a €2 no ponto x € OS).

Lo
ov

@
ov

) (x,v)pydo =0,
(5.1)

Dizemos que 2 é um dominio estrelado com respeito a um ponto xy € Q0 C IRY
se (r — xp) . v(z) > 0 para todo z € I, onde v = v(z) é a normal unitéria e exterior a
0f).

Usaremos o Teorema 5.1 para mostrar o seguinte resultado:

73
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TEOREMA 5.2. Suponha que Q é um dominio estrelado com respeito a 0 € RN com
N >3, puy<0ep,q>2*—1. Entao o sistema:

—Au=au+bv+u emQ
—Av=bu+dv+vl emQ (5.2)
u=v=0 sobre 0f2

nao tem solugcao nao-trivial.

Demonstragao. Multiplicando a primeira equacao por u, a segunda por v,

integrando por partes e somando as equacoes resultantes obtemos:

(u+)pudx+/(v+)qux. (5.3)

Q

/Q(\Vufﬂwﬁ) d:c—/Q(AU,U)da;Jr/

Q

Por outro lado, aplicando o Teorema 5.1 segue que:

/Q(AU7 U)daf—l—/g(qu)pudx%—/(v+)qux_

Q

a (w)P d o, () 1 /
_o* Zut+b S A W MV de——
/Q(Qu%—uv—k P+ 1 —|—2U+ I+ 1 +N—2

Reescrevendo a equagao acima temos:

/Q(AU, U)d$+/(2(U+)p+1dl’+/(U+)q+1dl’—

Q

2" x (up)P* (0) 1
2Q(AUU)d$2/(p+1+q+1 d+m/

Assim,

2" 2"
1-= A d 1- P 1— / ™+
( 2) U,U) x—l—( p+1) (uy) x+( q—i—l) Q(v+) x+

/( L |oef

81/

@2
ov

@2
ov

) (x,v)pndo = 0.

ov

@2
ov

> (x,v)grndo = 0.

E» ) (x,v)gndo = 0. (5.4)

(12 caso) p=q=2*—1.

Pela equacgao (5.4) temos:

MEC
ov

ou?

_(1_§>/Q<AU,U)dx:ﬁ/m<—

ov

) (x,v)gndo > 0.
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Assim, [,(AU,U)dx > 0.

<1> Se M2 < 07

0§/(AU,U)dx§u2/|U|dx§0,
Q Q

assim U = 0.

(H) Se H2 = 0,
(a+d)+ +/(a+d)? —4(ad — b?)
,LLQ = = O
2
implica que
a,d <0 e b =ad. (5.5)
O caso que requer mais cuidado é quando a,d < 0.
Sabemos que:
/(AU, U)dz = a||u|?s + 2b(u,v) 2 + d|Jv||[3> = 0. (5.6)
Q
Assim,
0= allullfz +2b(u, v) +d |[oll72 < allulzz + 200] [lul 2 [0l 2 + d o]l (5.7)

Se U = (u,v) = (0,0) a prova estd terminada. Entao, suponha sem perda de
generalidade que v # 0. Substituindo (5.5) em (5.7) temos:

2 2
0 <allulls +2vVad |lull 2 [[vll 2 + d[v] 72

com a,d < 0.

Isto implica que a desigualdade estrita em (5.7) nao pode ocorrer, pois se:
2 2 2 2
0 <allull. +2Vad|lull 2 |v]l 2 + d vl = allull, + 2V =allull . V=d|v]l > + d ][],

como 2v/—a|ul| 2 vV—=d|v]| > < —a|ull;> — d|v]]32, obtemos uma contradicio com a
desigualdade anterior.
Logo,
a llullz2 + 218l llull 2 [0l 2 + d [|o]|72 = 0 (5.8)

Usando as equagoes (5.6) e (5.8),

2 2 2 2
allullze +2b(u, v) 2 + d|[v][ L2 = 0 = allul[L2 + 2b] [[u]| 2 V]| 2 + d[[v] 2 -
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Portanto,

(u,v)r2 = E|full 2 o]l 2 -
Assim,

cost) = M ==+1

[ull g2 (vl - ’
onde # é o angulo entre u e v.
Conseqiientemente, existe o € IR tal que:
u = v. (5.9)

Agora, por (5.6) e (5.9) temos que:
2 2 211112 2 2
0= allullz2 4+ 20(u, v)2 +d|[vll72 = ad” |[v]|72 + 260 ||v][1> + d|[v]]7- -

Assim, como v # 0 e b? = ad, segue que: ad®* +200 +d =0 e

5— —2b+ \/(20)% — 4ad b
N 2a T

a .

Usando a relagdo u = dv na segunda equagao do sistema (5.2) e lembrando

que b = ad, obtemos:

—Av=b(D)v+dv+vi =0v] emQ
v=0>0 sobre 0f).

Usando a identidade de Pohozdaev no caso escalar, temos que v deve satisfazer:

1 1 2—N N 2—N
0< = vVi(z,v) =N v )M [ w(v q:( + )/v ot
<5 [ en =N [ gt [ = (S5 55 ) [0

Como g+1=2"= q% = %, segue que:

/ v2(z,v)do = 0.
o0

Usando o fato que 2 é um dominio estrelado (i.é: = . v > 0 sobre Jf2), temos

que v, = 0 em 0f).
Por outro lado, pelo Principio de Méximo, se v # 0 entao v > 0 em {2, mas
isto contradiz o seguinte Teorema:
Considere a equacao:
{ —Av=f(z) emQ

(5.10)
V= sobre 0f).
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(Gilbarg — Trudinger[23]) Se f € L%(Q), f >0 em Q limitado suave.
(a) Entao para toda solugao fraca v de (5.10) temos v > 0.
(b) Se f € LP(2), p > N e f > 0 sobre um conjunto de medida positiva em €, entdo
u € CH(Q), v, < 0 sobre 9Q e v > 0 em Q, onde v, = Vv.v é a derivada direcional de

u : €2 — IR no sentido do vetor unitario v apontando para fora da 0f).
(22 caso) p,q > 2* — 1.

Lembramos que a equagao (5.4) nos diz que:

(1 - %) /Q(AU, U)dz + (1 - pi* 1) /Q(qu)p“dx + (1 _ qi: 1) /Q(v+)q+1dx—|—
| ou

ov
Como (AU, U) < pz |U[” < 0 segue que:

2% 2%
1 — p+1 1— g+1 <
( p+1)/g2(u+) dx—l—( q—l—l)/g(%r) dr <0,

/Q(u+)p“d:c =0= /(v+)q+1d:c. (5.11)

Q

2+ @
ov

2
) (x,v)pndo = 0.

assim:

Usando as equagoes (5.3), (5.11) e a hipdtese po < 0 temos que:
[ (u,v)||%, = /(AU, U)dr <0= U =0.
0

O

O Teorema acima nos diz que no caso particular dos problemas dos capitulos
2e 3 em que f,g =0, se p,q sdo poténcias criticas (ou supercriticas) e a matriz simétrica
A é definida negativa, o sistema (5.2) nao possui solu¢do nao-nula.

E importante lembrar que o sistema (5.2) nao possui solugao negativa se
det(A — N\;I) # 0, Vj = 1,2,... (veja Apéndice A). O préximo resultado nos mostra
que, sob as condicoes: b > 0 e us > A1, 0 mesmo problema nao possui solucao positiva.
Observe que o Teorema do capitulo 3 satisfaz as duas condicoes descritas acima, logo
no caso particular em que f,g = 0, esse resultado além de garantir a nao-existéncia de
solugao negativa, também garantird a nao-existéncia de solucao positiva. Portanto, a

nao-homogeneidade desempenha um papel fundamental para a existéncia de solugoes.
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TEOREMA 5.3. Seja Q € RN um dominio limitado suave.
Suponha b >0 e ps >N (oub<0ep <\ ). Entao o sistema (5.2) ndo possui solugdo

positiva.

Demonstragao. Suponha U = (u,v) seja uma solugao positiva de (5.2). Seja
X = (z,y) autovetor associado ao maior autovalor ps da matriz A. Podemos sempre

assumir que o autovetor X é nao negativo com x > 0 ou y > 0.

_ atd n \/(a—c;)2+4b2 e X —

De fato, po = % = (x,y) devem satisfazer o seguinte

sistema:

(@ —p2)r+by =0
bx + (d — pz)y = 0.

Observe que py > . Sem perda de generalidade, suponha que d > a, assim, us > a.

atd
2

Logo,

(1) Se b =0 entdo (a — pg)xr = 0 e puy = d, logo, basta tomar X = (0,y) com y > 0.

(4i) Se b > 0 entdo =2 < 0. Como py ¢ autovalor de A, segue que p satisfaz a equacao

— b
(a—p2)(d—p2) —b* = 0, ou seja, o determinante da matriz: M = (a=pi2)
b (d = p2)

¢ igual a zero. Logo, uma solucao para o sistema acima é X = (:E, — (“_b“g) x) ,com x > 0.

Portanto, o autovetor X = (z,y) é nao negativo com z > 0 ou y > 0, como

afirmamos anteriormente.
Agora, multiplicando a primeira equacao do sistema (5.2) por x¢;, a segunda

por y¢, e somando as equagoes resultantes, obtemos:
(—&U, ¢1X) = (AU g + 8261 + vy, (5.12)

Assim, integrando por partes a equagao (5.12), usando a simetria da matriz A
e observando que se U = (u,v) > 0 entao [, (v} z¢y + viyp:) > 0.

Logo:

/Q (—&U, ¢1X>B2 - /Q (AU, $1X) o = (M1 — pi2) /(U(blx +vpry) > 0.

Q

Como fQ(w;Slx + vo1y) > 0 temos que \; > p2, 0 que é uma contradicao.
O caso b <0 e pu; < A é andlogo.



Observamos também que o caso escalar (u =v, b=0=c¢, a=d, f=ge
p = q) do sistema

p
—AUzAU+<”;>+F em O
Uy

U=0 sobre 0f),

onde p, ¢ > 1, trabalhado por De Figueiredo-Jianfu [17] no caso critico, e também no caso
subcritico trabalhado por B. Ruf - P. N. Srikanth [28], é possivel obter um resultado de

nao-existéncia. Neste caso, o sistema toma a forma

{ —Au=Mu+ul + f(z) emQ (5.13)

u=0 sobre 0f).

Considere a parametrizacao da equacgao dada por: f = t¢; + fi, onde t €
R, f; € L*(Q) é uma funcao fixa tal que [, fi¢y = 0.

Se 0 < A < \; temos que existe tq tal que o problema (5.13) nao tem solugao
para t > to. De fato, defina g(s) := As + s%.. Assim,

lim @:)\<)\1<+oo:lim@.

§——00 S 5§—00 S

Logo, existe uma constante C' > 0 tal que:
(i) g(s) > As—C, Vse R, ¥Vx e,
(ii) g(s) > As—C com A >\, Vse€ R, Ve

Suponha que u seja uma solugao fraca de (5.13). Multiplicando a equacao por
¢1, integrando por partes e usando a perpendicularidade entre fi; e ¢; em L*(Q)), segue

Al/u¢1 :/g(u)¢1+t.

Por (i) e (ii) obtemos:

/u¢1 /M_ ¢1+t_x/u¢1 /Qqslﬂ,
Al/ﬂuqbl2/Q(Au—C)gmet:A/ngbl—C/ngﬁlﬂ.

Assim, como A < A\; < A temos que:

tg()\l—)\)/gugbl—i—C/ﬂgzﬁgC'/ﬂqﬁl, se /ngblgo,
tg()\l—A)/Quqﬁl—i-C’/Q(mSC/ngﬁl, se /ngzslzo.

que:
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Entao, em qualquer caso ( fﬂ upr <0 ou fQ upy > 0), a existéncia da solucao
u implica necessariamente que t < t5 := C fQ ¢1 (to ndao depende de f;). Portanto, se

t >ty o problema (5.13) nao tem solugao.



Apeéendice A
Resultados utilizados no Capitulo 1

Definigao. Seja X um espaco de Banach, I € C'(X, R) e ¢ € IR. O funcional

I satisfaz a condigao (PS),. se toda seqiiéncia (u,) tal que:
I(u,) — ¢ e I'(u,) — 0

possui uma subseqiiéncia convergente.
E claro que a condicio (PS) definida no capitulo 1, implica na condicio (PS)..

TEOREMA DO PASSO DA MONTANHA ( Ambrosetti-Rabinowitz, 1973 )
Seja X um espago de Banach, I € C'(X,IR) um funcional satisfazendo a
condigao (PS). . Além disso, suponha que existe e € X com 0 < r < ||e|| tal que:

mazx {1(0),1(e)} < inf I(u).

|ull=r
Entao

c=1inf sup I(y(t
inf sup (v(£))

é um valor critico de I. Onde a familia I’
['={yeC([0,1],X) :7(0) =0, 7(1) = e}

¢ o conjunto de todos os caminhos que ligam os pontos 0 ¢ e em X.

TEOREMA DO PASSO DA MONTANHA GENERALIZADO ( Rabinowitz,
1982 )

Seja = W @ X, onde W é um subespaco de dimensao finita, e seja [ €
C'(E, R) satisfazendo a condigao (PS). Denote B, := {z € E : ||z|| < p}. Suponha que
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I satisfaz:
(a) Existem constantes p, 3 > 0 tais que [ | aB,nx = .
(b) Existem v € 9B; N X e R > p tais que se:

Q:=BrnNW)@®{sv :0<s<R}=1|yg <0.
Entao I possui um valor critico ¢ > (3 que pode ser caracterizado como:

= inf max |
¢ = inf max I(y(u)),

onde
F={ye€eC(Q,F) :v(u) =u se uedQ}.

LEMA A.1. Considere o sistema linear:

(A.1)

—AU = AU em §)
U=0 sobre 0f).

O problema (A.1) tem uma solugdo nao nula <= det(A — \;I) = 0 para algum \; €
o(—=A).

Demonstragao. Seja U = (u,v) € E := (Hj(Q))?, onde u = Y u;p; , v =
> v;¢;, assim, podemos escrever U = (> ujp; , > v;0;).

Denotando por z; := (u;,v;), assim, U = ) 2;¢;.

Mostraremos que U é uma solucao de (A.1) <= \;z; = Az; , para algum
Aj € o(—A).

De fato,

Yozidjp; = > zi(—A¢;) = =AU = AU = A zj¢; <= \;z; = Az; , para
algum \; € o(—A).

(<= ), é autovalor de A <= det(A — \;I) =0, para algum \; € o(—A).

Para maiores detalhes, veja [10] (ou [11]). O

LEMA A.2. Sejam A := span{¢1, ¢s, ..., o} € B := AL,
Dado € > 0, existe vy € B = At com Hful||H01 = € tal que:
O congunto {z € Q / vi(x) +w(x) > 1} tem medida positiva para cada w € A

com ||wHHS <1

Demonstragao. Suponha por contradi¢ao que para cada v € B com ||v|| =
€, existe um w, € A com va||H& <1 e tal que:
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v(z) +wy,(z) —1<0 gtp em €.

Assim,
v(x) <1 —w,(z) <k qtpem €, pois, a funcao w, é continua.
Analogamente —v(z) < const qtp em 2.
Logo, v € L*(Q)) Vv € B= At
Por outro lado, se v € A, temos também que v € L*>(12).
Portanto, como H}(2) = A & B temos que:
H(Q) — L*>(Q), que é falso para N > 2.
Para maiores detalhes, veja [13].
[

LEMA A.3. Seja vy obtido no Lema A.2, entdo existe uma constante n = n(vy) > 0 tal

que:

inf w—+v, —1 2}2 > 0.
M”w”%ﬂ{ JACE SR IR

Demonstragao. Suponha o contrério, isto é, o infimo seja igual a zero. Entao
existe uma seqiiéncia w, € A = (¢1, ..., o) com

||wn||H5 =1 tal que (w, + vy — 1)+ — 0 em L*(9).

De fato,

Dado €, > 0, pela defini¢ao de infimo, existe w,, € A com ||wn||H3 =1 tal que:

inf w+v — 1 2}5 inf {/ w4 vy — 1 Q}S
weA,||w||H61{/Q[( 1= 1)4] e Ty =1 Q[( 1—1)4]

< inf /w—l—v—l 2}+€n.
S SN

Assim,

0 S inf {/[(wn + v — 1)+]2} S €n,
wn€A, Ilw”l”Hé:l Q

e como €, — 0, temos o resultado.
Da mesma forma prova-se que (w, +v; —1)_ — 0 em L*(Q).
Como w, € A = (¢, ..., o) (espaco de dimensao finita ) e as normas de L?()

e H} () restrito ao subespaco A sao equivalentes, temos:
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0 < [[(wn +v1 = Dyllgy < Cll(wn +v1 = 1) 42 — 0.

Portanto, (w, +v; — 1)y — 0 em H}(Q), e também de forma andloga (w, +
v —1)_ — 0 em H}(Q).

Usando a desigualdade triangular, obtemos que w, + v; — 1 — 0 em Hj(Q),
assim, w, — 1 — vy := w; em H}(Q) ( conseqiientemente em L?(Q2)).

Lembrando que ||w,|| ny = 1 e observando que:

0 < Hllwnllgg = llwnll gy | < llwn —willgy — 0,

temos que ||w1||H3 =1
Mas, como (w; +v; — 1)y = (wy — (1 —v1))y = (wy — wy)y = 0 e analogamente o0 mesmo
vale para a parte negativa, obtemos uma contradicao com o Lema A.2. Para maiores
detalhes veja [13].

O



Apéendice B

Resultados utilizados no Capitulo 2

LEMA B.1. Sejam u,v € LP(2) com2 <p <2*. Se ¥ CQ eu+v >0 sobre ¥, entdo:

Jror= = [ 1op

onde C' depende somente de p.

< [ (ol +1ul ),

Demonstracao. Defina

h(T) Z:/E(|U—|—7'u|p— |Tul?) d.

Assim, pelo Teorema Fundamental do Célculo: |h(1) — h(0)| = ‘fol B (T)dr

como u + v > 0 em X, temos:

| (wray=tupyde - [ o as

, €

= ‘p /01 /2 (Jv+ TulP7 (v + Tu) — |ruff (Tw)) udzdr
(B.1)

Seja f(x) := |z[P~%x, assim, pelo Teorema do Valor Médio, existe 8 = 0(z) € (0,1) tal

que:
0
flru+v) — f(Tu) = a—i(Tu + 6v).
Assim,
ITu+ 0P (tu + ) — |rulP 2 (ru) = (p— 1) |[7u + Gv]P > . (B.2)

Usando as equagoes (B.1) e (B.2) obtemos que:
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=p(p—1)

/(v—l—u)p—/lu\pdx—/lmpd:c
> > >

Por outro lado,

|7u + 0v|P > wo dedr| . (B.3)
>

\7u + Ov]P " wo dx

< / (el + 0Jo])P2ulfo] do <
>

< / C (P2 ufP? + 072 o]P~?) |u||v| do <
>

< c/ (2P Jol + ulloP) de
>

Usando a expressao (B.3) temos:

/(v+u)p—/|u|pda:—/|v|pdx <
2 > >

1
< C/ /(Tp—2IU|p—1|v|+|u||v|p—1) dzdr < (j/ (P[] + Jul[oP~!) da
0 2 5

( Para maiores detalhes, veja D.G. De Figueiredo-Y.Jianfu [17].)

O

Sem perda de generalidade, suponha 0 € €2, considere a funcao cut-off ¥ €
CgO(RN) com suporte compacto em Byr C € tal que: W =1 sobre B e 0 < W < 1 sobre
Bsg.

Dado € > 0, defina:

onde
-2
U(a:)':( NN L . € RV,
(e+ |z[*) 2
satisfaz: —AU, = U ™" em RY e |Ucl3ps vy = Ul o vy = S

Agora, defina a funcao vetorial dada por:

Ue(x) := W (x) (0,1) .
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LEMA B.2.(H.Brézis-L.Nirenberg [7]) Como € — 0%, temos que:

/|Vﬁ€|2:/|V\IfE|2:/ VUL +0 (¥2) =57 +0 (N2, (B.4)
Q Q RN

[l = e = [ o) st o). (B.5)
Q Q RN

/yﬁﬁ:/wey?:/ U* + 0 (V72) =
Q Q B(0,R)

B de2 + O (EN—Q) seN > 5, (B.6)

| de|ine| + O () seN =4, '

S N-2
oy = [ [0 < 5 B.7)
e = [ 0 <o (B.9)
Seja K > 0 fixo, defina o conjunto:
Qg ={reQ/V(z) > K},
N2

assim, W (0) = NUZJ)) " — oo quando € — 0. Pela continuidade de ., existe R > 0

tal que BR(O) C Qe,K~

LEmA B.3.

[l = [ = [ so@ ) = [ o, ®o)
Qe K Qe k Q Q

/ [ 2*‘1=/ I\PGIQ*‘lz/ L A0, (eL*) :/ @)* ' +0 (eL*> (B.10)
QE,K Qe,K Q Q

/Q i :/Q ¥ :/Q\‘I’eHO(EN) =/Q\ﬁe\+0(eN). (B.11)

€, €
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LEMA B.4.(D.G. De Figueiredo-Y.Jianfu [17]) Sejam A, B,C e o nimeros positivos.
Considere a funcao:

Entao

¢ um ponto onde ®. atinge seu mdrimo.
1

Escrevendo s, = (1+t.)3, onde § = (4)¥ % € o ponto em que @y atinge seu

mdzximo, entdo: t. = O(e®) e

B.(s) < Dlse) = (BATZ) 0@,

(urt 7"-77"t)
S

LEMA B.5. Sejam K := sup{ D 8> 80 > 0}. Defina o conjunto

(Lo0)?
Qe ={xeQ : U (x) > K}.

Entao, para s > s,

Ure\ 2 .
9 s/ + Qe Qe

Demonstragao.

2% 2% 2%
/(\IJ+2) 2/ (we+™) 2/ (we+ =)
Q S + Q. S + Q. S

Assim, aplicando o Lema B.1 a ultima integral, segue que:

A A A

2% 2*—1
> / P e (I )+||\Ifeum))-

( Para maiores detalhes veja D.G. De Figueiredo-Y.Jianfu [17], pg.68.)

Urt

2*—1
— e (Il + 1%l -

Urt Urt Urt

+ |

251
>




Apéndice C
Resultados utilizados no Capitulo 3

Sem perda de generalidade, suponha 0 € €2, considere a funcao cut-off ¥ &€
C>(IRY) com suporte compacto em Byr C Q tal que: W = 1 sobre B e 0 < ¥ < 1 sobre
Bag.

Dado € > 0, defina:

onde o
N(N —2)) 7
UE(ZL’) = (E ( 2 )1\2—24 , T € BN,
(e+|z") ="
satisfaz: —AU, = U.2 "' em RN e ||U6||?{6(IRN) = ||U€||i*2*(RN) =957,

Agora, defina a funcao vetorial dada por:
Ue(z) == W(x) (0,1) .

LEMA C.1.(H.Brézis-L.Nirenberg [7]) Como € — 0T, temos que:

[war=[rvwp= [ [wuproE ) =stio@ ). (1
Q Q RN

/Wf =/\\Ile|2* =/ UL +0(N) =57 +0 (), (C.2)
Q Q RN

[har=[wr= [ ppeoE ) -
Q Q B(0,R)
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90 Resultados utilizados no Capitulo 3

_J de¢+0 (eN_g) seN > 5, (©3)
| de’|ine| + O () seN =4, '
. N2
e[ (1112 :/Q|‘1’e| <cer (C4)
et = [ < e ©5)
Q

Denote por P as projegoes ortogonais de Hy em A := span {dpi1, Prio, ...} €

B := At respectivamente. Usando argumentos como em [8], vale o seguinte Lema:

LEmaA C.2.
/ ((P0)” — U2 | <ceV 2, (C.6)
Q
[ (v = o) < e (1)
Q
1P 7t <ce's, (C.8)
Py @0 <ces, (C.9)
IP_U ||, <cez. (C.10)

Seja K > 0 fixo, defina o conjunto:

Qg ={xeQ/ PV (x) > K},

—2 N—-2

assim, pelo Lema C.2, P,V (0) = ¥ (0) — P_¥(0) > ¢ e (57 - [P-U|l e > c e_(T),
que implica que P, ¥ (0) — oo quando ¢ — 0. Pela continuidade de P, V., existe R > 0
tal que Br(0) C Q. k. Logo temos o seguinte Lema:

LEmA C.3.

/ P, > =/|\1/5|2*+0(6N—2), (C.11)
Qe K Q

|opew = [0 (41), (€12
e, K
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/ P | :/ W+ 0O (V). (C.13)
Qe i Q
LEMA C.4.(D.G. De Figueiredo-Y.Jianfu [17]) Sejam

E = <(07 gbz)v (¢17 0)>1§ i< k

e 2 )
S

50 <s< R, |w||lp=r, we E”
(L>0)?

e so > 0 e defina:

Qo={xeQ/el(r): =PV (xr) > K}.
Entao, para s > sq > 0:
wy + v\
/ <€€+ 2 Tt) Z/ |652 +/
Q S + Qe Q.
Demonstracgao.

2% 2* 2*
w Ur w Ur Wy + U,
/<65+L) 2/ (65+L) 2/ (eﬁ#)
Q S N . S N . s

Assim, aplicando o Lema B.1 (Apéndice B) a dltima integral, segue que:

2*
/(€6+w2+vrt) >
. S
2*
> [ e+ | —cf (\ee
Q. Qe Qe
2*

> [ e +/ = e (llecle s, + leclziay ) -
Qe Qe

( Para maiores detalhes veja D.G. De Figueiredo-Y.Jianfu [17], pg.68.)

2%

Wa + Upy 2% —
— | —¢ <||€e||L2*—11(Q€) + ||e€||L1(Q€)> :

Wy + Uyt
S

251 | W2 + Upy

S

Wy + Uyt
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