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RESUMO

Nesta dissertação apresentamos um estudo sobre as identidades polinomiais graduadas
sobre a álgebra matricial M2(K) com generalização para Mn(K) onde K denota um corpo
infinito de caracteŕıstica qualquer e as identidades polinomiais graduadas para as álgebras
T-primas M1,1(E) e E ⊗ E sobre corpos de caracteŕıstica positiva diferente de 2.

Estudaremos uma generalização feita por Koshlukov e Azevedo do resultado obtido por
Di Vincenzo que descreve as identidades graduadas da álgebra matricial M2(K). Koshlukov
e Azevedo observaram que as identidades graduadas y1y2 = y2y1 e z1z2z3 = z3z2z1 que Di
Vincenzo provou que é uma base para álgebra M2(K) para K um corpo de caracteŕıstica
zero também é uma base quando o corpo K é infinito de caracteŕıstica qualquer.

Estudaremos também as identidades polinomiais Z2-graduadas satisfeitas pelas álgebras
T-primas M1,1(E) e E ⊗E sobre corpos de caracteŕıstica positiva diferente de 2 que consti-
tuem uma outra generalização dada por Koshlukov e Azevedo dos resultados obtidos por Di
Vincenzo quando este descreveu bases para as identidades Z2-graduadas de várias álgebras
importantes para corpos de caracteŕıstica zero.
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ABSTRACT

In this works we present a study on the graded polynomial identities of the matrix algebra
M2(K) with generalization toMn(K) where K denotes an infinite fields of any characteristic
and polynomial identities graded algebras T-prime M1,1(E) and E⊗E over fields of positive
characteristic different from 2.

Study a generalization made by Koshlukov Azevedo and the result obtained by Di Vin-
cenzo describing the graded identities of the matrix algebraM2(K). Azevedo and Koshlukov
noted that the graded identities y1y2 = y2y1 and z1z2z3 = z3z2z1 Di Vincenzo proved that it
is a base for algebra M2(K) K to a fields characteristic is also a zero base when the fields
K is infinite for any characteristic.

We also study the polynomial identities Z2-graded algebras satisfied by T-prime M1,1(E)
and E ⊗ E over fields of positive characteristic different from 2 which constitute a further
generalization given by Koshlukov Azevedo and the results obtained by Di Vincenzo when
the identities described bases Z2-graded algebras important for various fields of characteristic
zero.
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2 Identidades Graduadas para Álgebras de Matrizes sobre Corpos Infinitos
32

2.1 Identidades Z2-graduadas de M2(K) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.2 Identidades Zn-graduadas de Mn(K) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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INTRODUÇÃO

A teoria de álgebras com identidades polinomiais, também conhecida como PI-álgebras é
uma sub-área importante da teoria de anéis. O interesse pela PI-álgebra como uma área de
pesquisa teve seu marco inicial com o artigo de Kaplansky [18] publicado em 1948, embora
polinômios não comutativos que se anulam quando avaliados por elementos de uma álgebra
possam ser encontrados nos trabalhos de Dehn [9], Wagner [33] e Hall [15], publicados em
1922, 1936 e 1943, respectivamente. Há de se citar ainda trabalhos de Sylvester, por volta
de 1852.

O trabalho de Kaplansky trata da estrutura das PI-álgebras (mais especificamente das
PI-álgebras primitivas), um dos principais eixos de estudo em PI-álgebras. Este eixo se
desenvolveu sobretudo nos anos 60 e 70 com resultados sobre a estrutura das PI-álgebras os
quais podem ser encontrados nos livros de Herstein [16], Jacobson [17], Procesi [24] e Rowen
[28]. Kaplansky perguntou qual seria o menor grau de identidade polinomial satisfeita pela
álgebra matricial de ordem n, sobre um corpo. A resposta a esta pergunta, veio de um novo
e interessante eixo de estudo de PI-álgebras, buscando agora, uma descrição das identidades
polinomiais satisfeitas por uma determinada álgebra. O célebre Teorema de Amitsur e
Levitzki [1] em 1950, mostrou, utilizando métodos combinatórios, que o polinômio standard
de grau 2n é a identidade de menor grau da álgebra das matrizes de ordem n com entradas
em um corpo.

O teorema de Amitsur e Levitzki foi exaustivamente estudado e outras demonstrações
foram dadas utilizando diversas técnicas. Em 1958, baseando-se em propriedades coho-
mológicas de álgebras de Lie e de resultados de Frobenius sobre representações do grupo
simétrico e do grupo alternado, B. Kostant [22] deu uma nova demonstração deste teorema.
Em 1963, utilizando agora teoria de grafos, foi a vez de R. Swan [30] propor outra demons-
tração. Com resultados da álgebra linear, Yu. Razmyslov [26] em 1974 também demonstrou
o teorema de Amitsur e Levitzki. E finalmente, em 1976, utilizando propriedades básicas da
álgebra de Grassmann e do traço matricial, S. Rosset [27] provou também este teorema em
uma página.
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Denotando por T (A) o conjunto de todas as identidades satisfeitas por uma dada álgebra
A, cabe notar que T (A) é um T -ideal e que, a fim de descrevermos todas as identidades
polinomiais satisfeitas por A, é suficiente encontrarmos os geradores de T (A) com um T -
ideal. Assim, uma pergunta natural, conhecida em geral como o Problema de Specht, diz
respeito à existência de um conjunto finito de geradores. Mais precisamente, em 1950,
Specht conjecturou que, sobre um corpo de caracteŕıstica zero, todo T -ideal próprio de
K〈X〉 é finitamente gerado como um T -ideal. Esta conjectura passou a ser uma das questões
centrais da PI-teoria. Ela foi provada para casos particulares, no entanto, sua demonstração
completa foi dada em 1987 por Kemer [19], cuja contribuição para a PI-teoria vai muito além
da resolução do problema de Specht.

Para a resolução do Problema de Specht, Kemer em [19], desenvolveu a teoria estrutu-
ral de T -ideais, utilizando como uma das principais ferramentas as identidades graduadas.
Este tipo de identidade é uma generalização das identidades ordinárias e tem uma estreita
relação com elas. Via de regra essas são relativamente mais fáceis de estudar. Por outro
lado, providenciam várias informações sobre as identidades ordinárias satisfeitas pela nossa
álgebra. Devido à sua importância e aplicações na PI-teoria, após os estudos de Kemer, por
volta de 1987, as identidades graduadas tornaram-se um objeto de estudo independente. A
seguir alguns dos principais resultados relacionados a identidades polinomiais graduadas.

As bases para as identidades Z2-graduadas de M2(K) e M1,1(E) foram descritas por Di
Vincenzo [10], em caracteŕıstica zero. Dentre seus resultados, obteve como corolário uma
prova bastante elementar do conhecido fato de que as àlgebrasM1,1(E) e E⊗E satisfazem as
mesmas identidades polinomiais para corpos de caracteŕıstica zero. Estes resultados foram
generalizados por Koshlukov e Azevedo [21] para corpos infinitos de caracteŕıstica diferente
de 2. (Aqui ressaltamos que o resultado sobre M2(K) em [21] é válido também sobre corpos
de caracteŕıstica 2, desde que sejam infinitos.) Além disso, como consequência, foi obtida
uma prova ainda mais elementar da PI-equivalência dos T -ideais de M1,1(E) e E ⊗ E.

As bases para as identidades Z-graduadas e Zn-graduadas das álgebras Mn foram des-
critas para n qualquer por Vasilovsky [31, 32], em caracteŕıstica zero, e generalizados para
corpos infinitos por Azevedo [3, 2].

Di Vincenzo e Nardozza [11] desenvolveram um método para encontrar uma base das
identidades G ⊕ Z2-graduadas da álgebra A ⊗ E a partir das identidades G-graduadas da
álgebra A. Por meio de identidades graduadas, eles provaram que as álgebras M1,1(E)⊗ E
e M2(E) satisfazem as mesmas identidades polinomiais.

Neste trabalho estudamos as identidades graduadas em álgebras matriciais sobre corpos
infinitos e as identidades(graduadas e ordinárias) satisfeitas pelas álgebras M1,1(E) e E⊗E.

A dissertação está estruturada em três caṕıtulos, como segue:

No primeiro caṕıtulo são apresentados os pré-requisitos para leitura dos caṕıtulos seguintes.
Definimos inicialmente álgebra, álgebra associativa livre, identidades polinomiais, T -ideais
e Variedades, polinômios multilineares e multi-homogêneos. São oferecidos vários exemplos
e todas as afirmações são demonstradas a fim de tornar o texto bastante claro. Ao final do
caṕıtulo são dadas as definições de álgebras graduadas e identidades graduadas, que são os
principais conceitos desta dissertação.
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No segundo caṕıtulo descrevemos uma base das identidades Z2-graduadas deM2(K). Na
seção seguinte descrevemos as identidades Zn-graduadas de Mn(K).

No último caṕıtulo, estudamos as identidades (graduadas e ordinárias) satisfeitas pelas
álgebras M1,1(E) e E⊗E. Através de um modelo genérico para essas álgebras, encontramos
uma base para as identidades polinomiais Z2-graduadas satisfeitas por elas quando o corpo
é infinito.



CAPÍTULO 1

CONCEITOS INTRODUTÓRIOS

Nesta seção enunciaremos as definições preliminares e alguns resultados básicos, muitos
dos quais consagrados pelo constante uso. O nosso foco principal será apresentar as definições
necessárias para o entendimento do conteúdo desta dissertação. Iniciaremos com uma dis-
cussão sobre álgebras, o nosso objeto de estudo. No decorrer da dissertação, K denotará um
corpo, cuja caracteŕıstica será especificada na ocasião. A menos de menção em contrário, os
espaços vetoriais, álgebras e produtos tensoriais serão definidos sobre o corpo K.

1.1 Álgebras

Definição 1.1.1. Um espaço vetorial A sobre um corpo K é chamado uma álgebra sobre
K(ou uma K-álgebra) se A é munido de uma operação binária, chamada multiplicação, que
a dois elementos a e b em A associa um elemento ab em A, tal que para todo a, b em A e
para todo α em K

1. (a+ b)c = ac+ bc,

2. a(b+ c) = ab+ ac,

3. α(ab) = (αa)b = a(αb).

Definição 1.1.2. Se A é uma álgebra e existe um elemento 1A ∈ A, tal que 1Aa = a1A = a
para todo a ∈ A, então A é chamada álgebra unitária, ou álgebra com unidade, e
1A (que vamos escrever 1 em vez de 1A) é chamado elemento neutro da multiplicação ou
simplesmente unidade de A.

Definição 1.1.3. Se A é uma álgebra tal que a(bc) = (ab)c para todo a,b e c em A, então
A é chamada álgebra associativa.

4
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Definição 1.1.4. Se A é uma álgebra tal que ab = ba para todo a,b em A, então A é chamada
álgebra comutativa.

Definição 1.1.5. Se A é uma álgebra unitária tal que para todo elemento a ∈ A, a 6= 0,
existe um elemento a−1 ∈ A tal que aa−1 = a−1a = 1 onde 1 é a unidade de A, então A é
chamada álgebra com divisão e a−1 é chamado inverso multiplicativo de a.

Definição 1.1.6. Diremos que A é uma álgebra de Lie se para todo a,b e c em A temos
aa = 0(anticomutatividade) e a(bc) + b(ca) + c(ab) = 0(identidade de Jacobi).

Definição 1.1.7. Diremos que A é uma álgebra de Jordan se para todo a,b em A temos
ab = ba, (a2b)a = a2(ba).

Definição 1.1.8. Um subespaço S de A é uma subálgebra se é fechado com respeito à
multiplicação, isto é,

s1s2 ∈ S ⇒ s1s2 ∈ S.

Definição 1.1.9. Seja A uma álgebra. O conjunto

Z = {z ∈ A | za = az para todo a ∈ A}

é chamado centro de A. Os elementos de Z são ditos centrais.

Definição 1.1.10. Uma álgebra associativa A é dita uma nil álgebra se para todo a ∈ A
existe um número n natural tal que an = 0. O menor natural com essa propriedade é
chamado ı́ndice de nilpotência de a. Se existir um número fixo n tal que an = 0 para
todo a ∈ A então A é chamada uma nil álgebra de ı́ndice limitado n.

Definição 1.1.11. Uma álgebra associativa A é dita uma álgebra nilpotente se existe um
número natural fixo n tal que o produto de quaisquer n elementos de A é zero. O menor
número natural com essa propriedade é chamado ı́ndice de nilpotência de A.

Definição 1.1.12. Sejam A uma álgebra e I um subespaço de A. Se ax ∈ I (respectiva-
mente xa ∈ I) para todo a ∈ A e para todo x ∈ I, dizemos que I é um ideal à esquerda
(respectivamente, à direita) de A. Se I for ideal à esquerda e à direita de A, diremos que I
é um ideal bilateral de A.

Observamos que nas duas definições acima, as álgebras não contêm unidade.

Definição 1.1.13. Sejam A uma álgebra e I 6= 0 um ideal à esquerda (à direita ou bilateral)
de A. Se não existe nenhum ideal à esquerda (à direita ou bilateral) de A contido em I e
que seja distinto de 0 e do próprio I então I é chamado um ideal simples (ou minimal)
à esquerda (à direita ou bilateral) de A.

De agora em diante, a menos menção em contrário, o termo álgebra deverá ser entendido
como álgebra associativa unitária. Apresentamos abaixo alguns exemplos importantes de
álgebras e subálgebras.
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Exemplo 1.1.14. O espaço vetorial Mn(K) das matrizes n × n com entradas em K, mu-
nido da multiplicação usual de matrizes, é uma álgebra associativa com unidade a qual é
exatamente a matriz identidade In. Nesta álgebra é importante destacar as matrizes e-
lementares Eij, para 1 ≤ i, j ≤ n, onde Eij é a matriz cuja única entrada não nula é 1

na i-ésima linha e j-ésima coluna. É fácil ver que elas formam uma base para Mn(K) e
portanto a dimensão desta álgebra é n2. Mais geralmente, se A é uma álgebra, consideremos
o espaço vetorial Mn(A) de todas as matrizes n × n com entradas em A. O produto em
Mn(A) é análogo ao produto em Mn(K). Temos que Mn(A), munido deste produto, é uma
álgebra.

Exemplo 1.1.15. O subespaço Un(K) de Mn(K) das matrizes triangulares superiores com
a multiplicação “herdada” de Mn(K), é uma álgebra associativa com unidade. Além disso o
subespaço I de Un(K) que consiste das matrizes em que todos os elementos da diagonal são
0 é um ideal bilateral de Un(K)(mas não de Mn(K)).

Exemplo 1.1.16. O subconjunto sln(K) de Mn(K), formado pelas matrizes com traço zero
com a multiplicação [r1, r2] = r1r2 − r2r1, r1, r2 ∈ sln(K), é uma álgebra de Lie, sobre K.

Exemplo 1.1.17. O anel K[x] dos polinômios com uma indeterminada e com coeficientes
em K, é uma álgebra sobre K, associativa, comutativa, com unidade 1 ∈ K[x].

Exemplo 1.1.18. O anel K[x1, . . . , xn] dos polinômios com n indeterminadas e com co-
eficientes em K, é também uma álgebra sobre K, associativa, comutativa, com unidade
1 ∈ K[x1, . . . , xn].

Exemplo 1.1.19. O conjunto EndK(V ) dos operadores lineares de um espaço vetorial V ,
com dimV > 1, é uma álgebra sobre K, associativa, não comutativa, cuja unidade é o
operador identidade de V .

Exemplo 1.1.20. A álgebra das matrizes simétricas n×n com o produto a · b := (ab+ ba)/2
é uma álgebra de Jordan. Aqui exigimos que a caracteŕıstica do corpo seja diferente de 2.

Exemplo 1.1.21. Seja KG = {
∑

g∈G

αgg | αg ∈ K} o espaço vetorial com base {g | g ∈ G}

onde G é um grupo (multiplicativo). A multiplicação em KG será dada por

(
∑

g∈G

αgg)(
∑

h∈G

βhh) =
∑

g,h∈G

αgβhgh;αg, βh ∈ K.

Aqui gh é o produto de g e h em G. KG é uma álgebra associativa com unidade sobre K
que é chamada, álgebra de grupo. A unidade da álgebra de grupo é o elemento 1e, onde
e denota a unidade do grupo G.

Exemplo 1.1.22. Seja V um espaço vetorial de dimensão infinita, com base {e1, e2, e3, . . .}.
Definimos a álgebra de Grassmann (ou exterior) de V , denotada por E(V )(ou sim-
plesmente E), como sendo a álgebra associativa com base, como espaço vetorial, consistindo



CAP. 1 • Conceitos Introdutórios 7

dos produtos {1, ei1ei2 . . . eik | i1 < i2 < . . . < ik, k ≥ 1} e satisfazendo as relações e2i = 0 e
eiej = −ejei para quaisquer i, j ∈ N. Sejam E0 e E1 os subespaços vetoriais de E gerados

pelos conjuntos {1, ei1ei2 . . . eim | m par} e {1, ei1ei2 . . . eik | k ı́mpar}, respectivamente. É fácil
ver que

(ei1 . . . eim)(ej1 . . . ejk) = (−1)mk(ej1 . . . ejk)(ei1 . . . eim),

para quaisquer m, k ∈ N, e assim podemos concluir que g0x = xg0 para quaisquer g0 ∈ E0 e
x ∈ E, e g1g2 = −g2g1 para quaisquer g1, g2 ∈ E1. Observamos que se a charK = 2, então
E é uma álgebra comutativa e, se charK 6= 2 então Z(E) = E0.

Considerando E
′

a álgebra com base {ei1ei2 . . . eik | i1 < i2 < . . . < ik, k ≥ 1}, temos que
E

′

não tem unidade e é chamada de álgebra exterior sem unidade.

Exemplo 1.1.23. Seja A uma álgebra e S um subconjunto não vazio de A. Considere BS o
subespaço de A gerado pelo conjunto {1, s1s2 . . . sk| k ∈ N, si ∈ S}. Temos que BS é fechado
por multiplicação e 1 ∈ BS. Assim, BS é uma subálgebra de A, chamada subálgebra
gerada por S. Além disso, BS é a menor subálgebra de A que contém S, ou seja, toda
subálgebra de A que contém S deve conter BS.

Definição 1.1.24 (Produto Tensorial de Espaços Vetoriais). Sejam V e W espaços vetoriais
com bases {vi | i ∈ I}e{wj | j ∈ J} respectivamente. O produto tensorial V ⊗W de V e W
é o espaço vetorial com base {vi ⊗ wj| i ∈ I, j ∈ J}, onde vale

(
∑

i∈I

αivi)⊗ (
∑

j∈J

βjwj) =
∑

i∈I

∑

j∈J

αiβj(vi ⊗ wj),

onde os αi, βj ∈ K são escalares e as somas
∑

i∈I

αivi e
∑

j∈J

βjwj são finitas.

Queremos definir uma multiplicação em um espaço vetorial A, de modo a torná-lo uma
álgebra. Para isto basta definir esta multiplicação entre os elementos de uma base de A e
faremos isto com o aux́ılio da proposição a seguir.

Proposição 1.1.25. Sejam A um espaço vetorial e β uma base de A. Então, dada uma
função f : β × β −→ A, existe uma única aplicação bilinear F : A×A −→ A estendendo f ,
ou seja, F |β = f .

Prova: Dado a ∈ A, a pode ser escrito na forma a =
∑

u∈β

αuu, com o conjunto {u ∈

β | αu 6= 0} finito. Sendo a =
∑

u∈β

αuu, e b =
∑

v∈β

λvv, com αu, λv ∈ K, considere a aplicação

F : A× A −→ A definida da seguinte forma:

F (a, b) =
∑

u,v∈β

αuλvf(u, v).
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Observe que F está bem definida, pois se
∑

v∈β

γvv =
∑

v∈β

γ
′

vv com γv, γ
′

v ∈ K, então γv = γ
′

v

para todo v ∈ β. Tomando agora µ ∈ K e a =
∑

u∈β

αuu, a1 =
∑

u∈β

α
′

uu, b =
∑

v∈β

λvv,

elementos de A, temos F (a+a1, b) = F (
∑

u∈β

(αu+α
′

u)u,
∑

v∈β

λvv) =
∑

u,v∈β

(αu+α
′

u)λvf(u, v) =

∑

u,v∈β

αuλvf(u, v) +
∑

u,v∈β

α
′

uλvf(u, v) = F (a, b) + F (a1, b) e µF (a, b) =
∑

u,v∈β

µαuλvf(u, v) =

F (
∑

v∈β

(µαu)u,
∑

v∈β

λvv) = F (µa, b). Analogamente se mostra que F (a, b1 + b2) = F (a, b1) +

F (a, b2) e µF (a, b) = F (a, µb) para quaisquer b1, b2 ∈ A. Logo F é bilinear. Dados u1, v1 ∈ β,

podemos escrever u1 =
∑

u∈β

λuu e v1 =
∑

v∈β

γvv com

λu =

{
1, se u = u1
0, se u 6= u1

e

γv =

{
1, se v = v1
0, se v 6= v1.

Logo F (u1, v1) =
∑

u,v∈β

λuγvf(u, v) = λu1
λv1f(u1, v1). Observe que F é única estendendo f .

De fato, suponha F
′

: A × A −→ A outra operação bilinear estendendo f , então F
′

(a, b) =∑

u,v∈β

αuλvF
′

(u, v) =
∑

u,v∈β

αuλvf(u, v) = F (a, b). Logo F é única, temos o resultado. �

Sendo assim, na definição acima se os espaços vetoriais são álgebras para definir uma
multiplicação que faz do produto tensorial uma álgebra basta definir uma multiplicação
entre os elementos da base {vi ⊗ wj | i ∈ I, j ∈ J}.

Definição 1.1.26 (Produto Tensorial de Álgebras). Sejam V e W álgebras com bases, como
espaços vetoriais, {vi | i ∈ I} e {wj | j ∈ J} respectivamente. Então V ⊗W é uma álgebra
com multiplicação dada por

(vi1 ⊗ wj1)(vi2 ⊗ wj2) = (vi1vi2)⊗ (wi1wi2),

i1, i2 ∈ I, j1, j2 ∈ J .

Exemplo 1.1.27. Um exemplo importante de produto tensorial de álgebras, que será estu-
dado no Caṕıtulo 3,é a álgebra E ⊗ E, onde E é a álgebra de Grassmann.

Exemplo 1.1.28 (Álgebras de matrizes com entradas na álgebra de Grassmann.). O espaço
vetorial das matrizes n× n com entradas na álgebra de Grassmann E, munido com a mul-
tiplicação usual das matrizes é uma álgebra, que será denotada por Mn(E). Para quaisquer
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a, b ∈ N com a+ b = n, verifica-se através das regras de multiplicação de matrizes em bloco,

que o conjunto Ma,b(E) das matrizes da forma




E0 . . . E0 E1 . . . E1
... a× a

...
... a× b

...
E0 . . . E0 E1 . . . E1

E1 . . . E1 E0 . . . E0
... b× a

...
... b× b

...
E1 . . . E1 E0 . . . E0




é uma

subálgebra de Mn(E).

Definição 1.1.29. Uma transformação linear ϕ : A1 −→ A2 entre as álgebras A1 e A2 é
um homomorfismo de álgebras se

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b)

para todo a, b ∈ A1 e, além disso, ϕ(1) = 1. De modo análogo às demais estruturas algébricas,
dizemos que ϕ é um monomorfismo (ou mergulho) se ϕ é um homomorfismo injetivo.
Dizemos que ϕ é um epimorfismo quando for um homomorfismo sobrejetivo. Dizemos
que ϕ é um endomorfismo quando for um homomorfismo de A1 para A1. Dizemos que
ϕ é um isomorfismo se ϕ for bijetivo e dizemos que ϕ é um automorfismo se ϕ é um
endomorfismo bijetor.

Denotamos por EndA e AutA os conjuntos dos endomorfismos e automorfismos, res-
pectivamente, da álgebra A. Quando existe um isomorfismo ψ : A −→ B, dizemos que as
álgebras A e B são isomorfas e denotamos por A ≃ B.

Seja ϕ : A −→ B um homomorfismo. Definimos o núcleo de ϕ como sendo o conjunto
Kerϕ = {a ∈ A| ϕ(a) = 0} e a imagem de ϕ como sendo o conjunto Imϕ = {ϕa| a ∈ A}.
Observe que Kerϕ é um ideal de A e que Imϕ é uma subálgebra de B.

Sendo A uma álgebra e I um ideal de A, considere o espaço vetorial quociente A/I. Para
cada a ∈ A, considere o elemento a+I = {a+x| x ∈ I} de A/I e defina em A/I as seguintes
operações de soma e produto por escalar

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I e λ(a+ I) = λa+ I

para a, b ∈ A e λ ∈ K. Defina também em A/I a multiplicação

(a+ I)(b+ I) = ab+ I.

Este produto é bem definido, pois não depende da escolha dos representantes das classes
laterais, e é bilinear. Assim, munido deste produto, A/I é uma álgebra, chamada de álgebra
quociente de A por I. Nesta álgebra vamos denotar a+ I por a.

Podemos agora enunciar um importante fato sobre estruturas algébricas, o Teorema do
Homomorfismo.
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Teorema 1.1.30 (Teorema do Homomorfismo). Seja ϕ : A −→ B um homomorfismo de
álgebras. Então, temos que a aplicação

ϕ :
A

Kerϕ
−→ Imϕ

a 7−→ ϕ(a) = ϕ(a)

é um isomorfismo entre as álgebras A
Kerϕ

e Imϕ, ou seja, A
Kerϕ

≃ Imϕ.

Prova: Primeiramente, note que ϕ é uma função bem definida. De fato, se a1 e a2 são
elementos quaisquer de A, tais que a1 = a2, então (a1 − a2) ∈ Kerϕ. Logo, isto implica que
ϕ(a1 − a2) = 0, mas como ϕ é um homomorfismo, então ϕ(a1) = ϕ(a2), ou seja, ϕ é uma
função bem definida. Note que Kerϕ = {a ∈ A

Kerϕ
| ϕ(a) = 0} = {a ∈ A

Kerϕ
| a ∈ Kerϕ} =

{0}, ou seja, a aplicação ϕ é injetora. Finalmente, observe que ϕ é sobrejetiva, pois se b é
um elemento de Imϕ, então existe um elemento ab ∈ A, tal que ϕ(ab) = ϕ(ab) = b. �

Segue abaixo importantes exemplos de homomorfismos.

Exemplo 1.1.31. Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. A aplicação π : A −→ A/I,
definida por π(a) = a, é um homomorfismo de álgebras chamado de projeção canônica.

Exemplo 1.1.32. Seja A
′

uma álgebra sem unidade. Podemos mergulhar A
′

numa álgebra
com unidade. De fato, considere A = A

′
⊕

K como soma direta de espaços vetoriais.
Definimos em A a seguinte multiplicação:

(a, α) · (b, β) = (αb+ βa+ ab, αβ)

para todo a, b ∈ A
′

;α, β ∈ K. Temos que (0, 1) é uma unidade de A e a inclusão A
′

→֒ A é
um mergulho. Dizemos que A é obtida de A

′

por adjunção da unidade.

Exemplo 1.1.33. Consideremos álgebra exterior E e a álgebra E
′
⊕

K, definida como no
exemplo 1.1.32. A aplicação ψ : E

′
⊕

K −→ E, dada por ψ(a, λ) = a+λ, é um isomorfismo
de álgebras e portanto E

′
⊕

K ≃ E.

Exemplo 1.1.34. Seja A é uma álgebra. Temos que Mn(A) ≃ Mn(K)
⊗

A. Com efeito,
considere a transformação liner T : Mn(K)

⊗
A −→ Mn(A) tal que T (Eij ⊗ a) = Eij(a),

onde Eij(a) é a matriz de Mn(A) que tem a ∈ A na entrada ij e 0 nas demais. Notemos,
inicialmente, que dado β uma base de A, o conjunto {Eij(a)| 1 ≤ i, j ≤ n, a ∈ β} é uma
base de Mn(A) como espaço vetorial. Tome a transformação linear

S :Mn(A) −→Mn(K)
⊗

A

Eij(a) 7−→ S(Eij(a)) = Eij ⊗ a.

Observe que S(T (Eij ⊗ a)) = S(Eij(a)) = Eija e T (S(Eij(a))) = T (Eij ⊗ a) = Eij. Sendo
assim, S = T−1 e portanto, T é bijetiva. Mostraremos que T é um homomorfismo de
álgebras. Observe que

Eij(a)Est(b) =

{
0, j 6= s;
Eit(ab), j = s.
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Se j 6= s, temos T ((Eij ⊗ a)(Est ⊗ b)) = T (EijEst ⊗ ab) = T (0 ⊗ ab) = 0 = Eij(a)Est(b) =
T (Eij(a))T (Est(b)). Se j = s tem-se T ((Eij ⊗a)(Est⊗ b)) = T (EijEst⊗ab) = T (Eit⊗ab) =
Eit(ab) = Eij(a)Est(b) = T (Eij(a))T (Est(b)), e portanto as álgebras Mn(A) e Mn(K)

⊗
A

são isomorfas. Em particular, Mn(E) ≃Mn(K)
⊗

E.

1.2 Álgebras livres e Identidades Polinomiais

Nesta seção introduzimos o conceitos de Álgebras Livres e Identidades Polinomiais e
exibimos alguns exemplos de PI-álgebras. As definições dadas podem ser encontradas nos
livros [13] e [4].

Definição 1.2.1. Seja Υ uma classe de álgebras e F ∈ Υ uma álgebra gerada por um
conjunto X. A álgebra F é uma álgebra livre na classe Υ, livremente gerada por
X, quando, para toda álgebra R ∈ Υ, temos que toda aplicação X −→ R pode ser estendida
para um homomorfismo F −→ R. A cardinalidade |X| do conjunto X é chamada de posto
de F .

Vamos construir uma álgebra livre na classe formada por todas as álgebras associativas
com unidade. Seja X = {xi| ∈ N} um conjunto de variáveis. Denote por K〈X〉 a álgebra
que é oK-espaço vetorial que tem como base o conjunto dos monômios X∗ = {xi1 . . . xin | n =
0, 1, 2, . . .} e multiplicação definida por (xi1 . . . xim)(xj1 . . . xjn) = xi1 . . . ximxjm . . . xjn . Ob-
serve que o monômio formado por nenhuma variável, denotado por 1, é a identidade da
álgebra K〈X〉. Os elementos da álgebra K〈X〉, chamados polinômios, desempenham nas
álgebras um papel semelhante ao das combinações lineares nos espaços vetoriais. Por exem-
plo, se queremos gerar um espaço vetorial a partir de um subconjunto tomamos todas as
combinações lineares de elementos desse subconjunto; de modo similar, se A é uma álgebra
gerada pelo conjunto X então

A = {f(g1, . . . , gn)| f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉; g1, . . . , gn ∈ X}.

O próximo teorema mostra que K〈X〉 é livre na classe formada por todas as álgebras
associativas com unidade, livremente gerada por X.

Teorema 1.2.2. Se A é uma álgebra e σ é uma aplicação de X em A, então σ estende-se
unicamente a um homomorfismo φ : K〈X〉 −→ A dado por

φ(f(x1, . . . , xn)) = f(σ(x1), . . . , σ(xn)).

Prova: Primeiramente, estendemos σ à aplicação τ : X∗ −→ A definindo τ(xi1 , . . . , xik) =
σ(xi1) . . . σ(xik). Agora estendemos τ ao homomorfismo de álgebras φ : K〈X〉 −→ A

definido por φ(
∑

w∈X∗

αww) = φ(
∑

w∈X∗

αwτ(w)). É fácil ver que o homomorfismo φ é dado
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por φ(f(x1, . . . , xn)) = f(σ(x1), . . . , σ(xn)). Se ϕ é um homomorfismo de K〈X〉 em A que
estende σ, então

ϕ(f(x1, . . . , xn)) = f(σ(x1), . . . , σ(xn)) = φ(f(x1, . . . , xn)).

Logo, σ estende-se unicamente a um homomorfismo de K〈X〉 em A. �

Segundo o próximo lema, podemos observar que o homomorfismo que estende a aplicação
de um conjunto de geradores livres de uma álgebra livre para uma álgebra qualquer é único.

Lema 1.2.3. Sejam Υ uma classe de álgebras, F uma álgebra livre de Υ com conjunto
gerador livre X e A uma álgebra de Υ. Toda aplicação de X em A estende-se unicamente a
um homomorfismo de F em A.

Prova: Seja σ uma aplicação de X em A. Se φ é um homomorfismo de F em A que estende
σ, então φ(f(g1, . . . , gn)) = f(σ(g1), . . . , σ(gn)). Por outro lado, como

F = {f(g1, . . . , gn)| f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉; g1, . . . , gn ∈ X},

existe um único homomorfismo de F em A que estende σ. �

Dizemos que dois conjuntos possuem a mesma cardinalidade se existe uma bijeção
entre eles.

Teorema 1.2.4. Duas álgebras livres de uma mesma classe com conjuntos de geradores
livres de mesma cardinalidade são isomorfas.

Prova: Sejam A1 e A2 duas álgebras livres de uma mesma classe com conjuntos geradores
livresX1 eX2 respectivamente. Suponhamos que σ seja uma aplicação bijetora deX1 em X2.
Logo, existe um homomorfismo φ1 de A1 em A2 que estende σ. Além disso, existe também
um homomorfismo φ2 de A2 em A1 que estende σ

−1. Por outro lado, o homomorfismo φ2 ◦φ1

estende a aplicação σ−1◦σ que é uma identidade. Assim, φ2◦φ1 é o homomorfismo identidade
de A1 em A1. Da mesma maneira, vemos que φ1 ◦ φ2 é o homomorfismo identidade de A2

em A2. Logo, φ1 e φ2 são isomorfismos. �

Na álgebra K〈X〉 temos as seguintes definições em relação a seus elementos:

Definição 1.2.5. Sejam m = αxi1 . . . xin um monômio e f um polinômio de K〈X〉.

1. Se xj ∈ X então o grau de xj em m, denotado por degxj
m, é o número de ocorrências

de xj em m;

2. O grau de m, denotado por degm, é o número total n de variáveis presentes no
monômio m(considerando inclusive as multiplicidades de cada variável);

3. O grau de f , denotado por deg f , é o maior grau obtido entre seus monômios;

4. Se todos os monômios de f têm o mesmo grau em uma variável xj ∈ X, dizemos que
f é um polinômio homogêneo em xj;
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5. Se f é homogêneo em todas as suas variáveis então f é dito um polinômio multi-
homogêneo. Neste caso, se ij = degxj

f, j = 1, . . . , n, então dizemos que f é um
polinômio multi-homogêneo com multigrau (i1, . . . , in);

6. Se f (i1,...,in) é a soma de todos os monômios em f com multigrau (i1, . . . , in) então é
claro que f pode ser escrito de maneira única como

f =
∑

i1,...,in≥0

f (i1,...,in) .

Ainda, se um polinômio f (i1,...,in) é não nulo então f (i1,...,in) é denominado uma com-
ponente multi-homogênea de f .

7. Se f é multi-homogêneo com multigrau (1, . . . , 1) então f é dito um polinômio mul-
tilinear.

Queremos agora definir nosso principal objeto de estudo que é PI-Álgebras. Antes disso,
definiremos alguns polinômios que serão frequentes no decorrer da dissertação.

Definição 1.2.6. O polinômio

sn(x1, . . . , xn) =
∑

σ∈Sn

sign(σ)xσ(1) . . . xσ(n)

é chamado polinômio standard de grau n. Aqui sign(σ) é o sinal da permutação σ do
grupo simétrico Sn.

Definição 1.2.7. O polinômio

s2(x1, x2) = [x1, x2] = x1x2 − x2x1

é o polinômio standard para n = 2 e é chamado polinômio comutador.

Definição 1.2.8. Dada uma matriz A ∈Mn(K), o polinômio p(x) = det(A−xI) é chamado
polinômio caracteŕıstico de A.

Observamos que se A ∈ M2(K) calcula-se facilmente que p(x) = x2 − tr(A)x + det(A),
onde tr(A) é o traço da matriz A.

De agora em diante, K〈X〉 denotará a álgebra associativa com unidade (não comutativa)
dos polinômios a várias variáveis em um conjunto enumerável X com coeficientes em um
corpo K.

Definição 1.2.9. Seja A uma álgebra associativa sobre um corpo K e f = f(x1, x2, . . . , xn) ∈
K〈X〉. Dizemos que f é uma identidade polinomial de A se

f(a1, a2, . . . , an) = 0,

para todo a1, a2, . . . an ∈ A.
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Neste caso, diremos que f é uma identidade de A ou que A satisfaz f . Uma vez que o
polinômio nulo é uma identidade para toda álgebra A, estabelecemos o seguinte:

Definição 1.2.10. Se A satisfaz uma identidade polinomial não trivial então A é uma PI-
álgebra.

A seguir apresentamos exemplos de PI-álgebras e de identidades polinomiais satisfeitas
por estas álgebras.

Exemplo 1.2.11. Se A é uma álgebra associativa e comutativa, então A é uma PI-álgebra,
uma vez que satisfaz a identidade s2 = [x1, x2] = 0.Observamos que toda álgebra comuta-
tiva(não necessariamente associativa) satisfaz s2.

Exemplo 1.2.12. Seja A uma álgebra nil de expoente limitado, ou seja, existe um inteiro
n ≥ 1, tal que an = 0 para todo a ∈ A. Então A é uma PI-álgebra, uma vez que satisfaz a
identidade f(x) = xn.

Exemplo 1.2.13. Toda álgebra associativa nilpotente de classe n−1 é uma PI-álgebra, uma
vez que satisfaz a identidade f(x1, . . . , xn) = x1 . . . xn.

Exemplo 1.2.14. Seja A uma álgebra nil, satisafzendo a identidade xn. Se a caracteŕıstica
do corpo-base é 0, ou ainda um número primo p > n, segue do conhecido teorema de Nagata,
Higman, Dubnov e Ivanov, que A é nilpotente de ı́ndice m. O número m não é conhecido
no caso geral, sabe-se que n(n+ 1)/2 ≤ m ≤ n2.

Exemplo 1.2.15. Seja Un(K) a álgebra das matrizes triangulares superiores n × n so-
bre K. Então Un é uma PI-álgebra, uma vez que satisfaz a identidade f(x1, . . . , x2n) =
[x1, x2][x3, x4] . . . [x2n−1, x2n]. Isto é facilmente visto, já que o comutador de duas matrizes
triangulares superiores é uma matriz triangular superior com diagonal principal nula. Além
disso o conjunto das matrizes triangulares superiores com diagonal principal nula formam
um ideal nilpotente I de Un(K) tal que In = 0.

Observamos que nos dois exemplos anteriores as álgebras em consideração não têm
unidade.

Exemplo 1.2.16. Se M2(K) denota a álgebra das matrizes 2 × 2 sobre o corpo K, então
M2(K) é uma PI-álgebra, uma vez que satisfaz a identidade f(x1, x2, x3) = [[x1, x2]

2, x3] =
(x1x2 − x2x1)

2x3 − x3(x1x2 − x2x1)
2, conhecida como identidade de Hall. De fato, se

A ∈ M2(K) então seu polinômio caracteŕıstico é x2 − tr(A)x+ det(A)E onde E é a matriz
identidade 2 × 2. Se A = [B,C], para B,C ∈ M2(K), então tr(A) = 0, e portanto A2 +
det(A)E = 0, dáı A2 = −det(A)E. Assim, o quadrado de um comutador é uma matriz
escalar, logo, comuta com todas matrizes e, portanto [A2,M ] = 0, para todo M ∈M2(K).

Exemplo 1.2.17. Seja E a álgebra de Grassmann. A fim de mostrar que E é uma PI-
álgebra, faremos uma construção de E diferente da dada no exemplo 1.1.22. Tomaremos um
corpo K tal que charK 6= 2. Dado K〈X〉 seja I um ideal de K〈X〉 gerado pelo conjunto
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de polinômios {xixj + xjxi| i, j ≥ 1} então E = K〈X〉
I

. Se escrevermos ei = xi + I para
i = 1, 2, . . . então E tem a seguinte apresentação:

E = 〈1, e1, e2, . . . | eiej = −ejei, para todo i, j ≥ 1〉

Seja Sn o grupo simétrico sobre {1, 2, . . . , n}. Para 1 ≤ k < l ≤ n,

ei1 . . . eik−1
eikeik+1

. . . eil−1
ellell+1

. . . ein = −ei1 . . . eik−1
eileik+1

. . . eil−1
elkell+1

. . . ein .

Portanto, se σ ∈ Sn, obtemos

eσ(i1) . . . eσ(in) = (signσ)ei1 . . . ein

onde signσ é o sinal da permutação σ, ou seja, signσ = +1 ou signσ = −1 se σ é
uma permutação par ou ı́mpar, respectivamente. É conveniente escrever E na forma E =
E(0)

⊕
E(1), onde

E(0) = spanK{ei1 . . . ei2k | 1 ≤ i1 < . . . < i2k, k ≥ 0};

E(1) = spanK{ei1 . . . ei2k+1
| 1 ≤ i1 < . . . < i2k+1, k ≥ 0}.

É fácil ver que E(0)E(0) +E(1)E(1) ⊆ E(0) e E(0)E(1) +E(1)E(0) ⊆ E(1). Além disso, E(0) é o
centro de E. Devido a observação acima notamos que E satisfaz a identidade f(x1, x2, x3) =
[x1, x2, x3] = [[x1, x2], x3], já que [x1, x2] ∈ E(0).

Exemplo 1.2.18. Toda álgebra associativa A sobre um corpo K, de dimensão finita n, é
uma PI-álgebra uma vez que satisfaz a identidade polinomial

sn+1(x1, . . . , xn+1) =
∑

σ∈Sn+1

sign(σ)xσ(1) . . . xσ(n+1).

É fácil ver, da definição do polinômio standard que, como ele é multilinear e antissimétrico,
ele se anula quando calculado sobre elementos linearmente dependentes. Particularmente,
isso ocorre quando dois de seus argumentos são iguais. Assim, seja {e1, . . . , en} uma base
de A e a1, . . . , an+1 elementos de A. Escrevendo cada ai como combinação linear dos ele-
mentos {e1, . . . , en} temos que sn+1(a1, . . . , an+1) é uma combinação linear com coeficientes
em K de elementos da forma sn+1(ei1 , . . . , ein+1

). Sendo assim, algum eik se repetirá, e
sn+1(ei1 , . . . , ein+1

) = 0 implicando que sn+1(a1, . . . , an+1) = 0.

1.3 T-ideais e Variedades de Álgebras

O conjunto de todas as identidades polinomiais de uma álgebra A tem uma estrutura
algébrica bem definida, pois é um ideal. Isto nos leva a noção de T-ideais. Agora, as
identidades polinomiais de uma álgebra A podem ser identidades polinomiais para outras
álgebras. Assim, ao estudar um determinado conjunto de identidades polinomiais é mais
apropriado considerarmos a classe de todas as álgebras satisfazendo todas estas identidades.
Isto nos leva à noção de variedades de álgebras que juntamente com T-ideais definiremos
nesta seção.



SEÇÃO 1.3 • T-ideais e Variedades de Álgebras 16

Definição 1.3.1. Dizemos que um ideal I de K〈X〉 é um T-ideal se ϕ(I) ⊆ I para todo
ϕ ∈ End K〈X〉, ou equivalentemente, se f(g1, . . . , gn) ∈ I para quaisquer f(x1, . . . , xn) ∈ I
e g1, . . . , gn ∈ K〈X〉.

O conjunto T (A) := {f ∈ K〈X〉| f é uma identidade de A} é um ideal deK〈X〉 chamado
ideal das identidades. Veremos pelo teorema abaixo que T (A) é um T-ideal.

Teorema 1.3.2. O ideal das identidades de uma álgebra é um T -ideal de K〈X〉.

Prova: Sejam A uma álgebra, f(x1, . . . , xn) ∈ T (A) e ϕ um endomorfismo de K〈X〉.
Como ϕ(f(x1, . . . , xn)) = f(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)) e f(a1, . . . , an) = 0 para quaisquer elemen-
tos a1, . . . , an de A, temos que ϕ(f(x1, . . . , xn)) ∈ T (A). Logo, ϕ(T (A)) ⊆ T (A), sendo
portanto, T (A) um T -ideal. �

Notamos que a rećıproca deste teorema é verdadeira. De modo que, se I é um T -ideal
de K〈X〉 então existe uma álgebra B tal que T (B) = I.

Definição 1.3.3. Seja {fi(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉| i ∈ I} um conjunto de polinômios na álgebra
associativa livre K〈X〉. A classe Υ das álgebras associativas satisfazendo as identidades
fi = 0 ∈ I é chamada de variedade de álgebras associativas determinada pelo
sistema de identidades polinomiais {fi ∈ K〈X〉| i ∈ I}. A variedade Λ é chamada
subvariedade de Υ se Λ ⊂ Υ. O conjunto T (Υ) de todas as identidades polinomiais
satisfeitas por todas as álgebras da variedade Υ é chamado T -ideal de Υ. Dizemos que o T -
ideal T (Υ) é gerado, como T -ideal, pelo conjunto {fi| i ∈ I} da variedade Υ se o menor
ideal gerado por {fi| i ∈ I} coincide com T (Υ). Usamos a notação T (Υ) = 〈fi| i ∈ I〉T e
dizemos que o conjunto {fi| i ∈ I} é uma base das identidades polinomiais para Υ se fi
não pertence ao ideal gerado por {fj| j ∈ I, j 6= i}. Os elementos de T (Υ) são chamados
consequências das identidades polinomiais da base.

Observação 1.3.4. Dois conjuntos de identidades {fi| i ∈ I} e {gj| J ∈ j} de K〈X〉 são
equivalentes quando eles definem a mesma variedade de álgebras associativas. Em outras
palavras, {fi| i ∈ I} e {gj| J ∈ j} de K〈X〉 são equivalentes quando eles geram o mesmo
T -ideal em K〈X〉. Ainda, duas PI-álgebras A e B são chamadas de PI-equivalentes se
T (A) = T (B) e denotamos por A ∼ B.

Na seção anterior, definimos álgebra livre. O teorema abaixo mostra que toda variedade
possui uma álgebra livre.

Teorema 1.3.5. Sejam Υ uma variedade não trivial (variedade que contém pelos menos
uma álgebra diferente da nula) de álgebras e π : K〈X〉 −→ K〈X〉/T (Υ) a projeção canônica.
Então,

(i) A restrição de π ao conjunto X é injetora;

(ii) A álgebra K〈X〉/T (Υ) é livre na variedade Υ com conjunto gerador livre π(X).
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Prova: Vejamos que a restrição de π em X é injetora. Sejam x1 e x2 dois elementos distintos
de X tais que π(x1) = π(x2). Consideremos uma álgebra não nula A de Υ e um elemento não
nulo a de A. Então existe um homomorfismo φ : K〈X〉 −→ A tal que φ(x1) = a e φ(x2) = 0.
Como T (Υ) está contido no núcleo de φ, existe um homomorfismo ψ : K〈X〉/T (Υ) −→ A
para o qual ψ ◦ π = φ. Mas,

a = φ(x1) = ψ ◦ π(x1) = ψ ◦ π(x2) = φ(x2) = 0,

o que é uma contradição.
A álgebra K〈X〉/T (Υ) é gerada pelo conjunto π(X) e pertence a Υ desde que satisfaz

todas as identidades de T (Υ). Mostraremos que esta álgebra é livre em Υ, com conjunto
de gerador livre π(X). Sejam A ∈ Υ e σ uma aplicação de π(X) em A. Como K〈X〉 é
uma álgebra livre com conjunto gerador X, a aplicação σ ◦ π : X −→ A estende-se a um
homomorfismo ψ : K〈X〉 −→ A. Existe um único homomorfismo φ : K〈X〉/T (Υ) −→ A tal
que φ ◦ π = ψ, pois T (Υ) está contido no núcleo de ψ. Se x ∈ X, então

φ(π(x)) = φ ◦ π(x) = ψ(x) = σ ◦ π(x) = σ(π(x));

ou seja, o homomorfismo φ estende a aplicação σ. Logo, φ é o homomorfismo procurado.
Assim, K〈X〉/T (Υ) é uma álgebra livre na variedade Υ e π(X) é o seu conjunto gerador
livre. �

No próximo lema, são listados algumas propriedades básicas das variedades. Pelo fato da
demonstração destas propriedades serem diretas, omitiremos. É importante frisar que estes
resultados são válidos para um conjunto X infinito.

Lema 1.3.6. Sejam Γ1 e Γ2 duas classes de álgebras e Υ uma variedade de álgebras. Então

(i) T (Γ1) =
⋂

A∈Γ1
T (A) = T (varΓ1);

(ii) se Γ1 ⊆ Γ2 então T (Γ2) ⊆ T (Γ1);

(iii) Γ1 ⊆ Υ se, e somente se, T (Υ) ⊆ T (Γ1);

(iv) Se F é uma álgebra livre em Υ então T (Υ) = T (F ).

Corolário 1.3.7. Se A é uma álgebra, então T (varA) = T (A).

A seguinte proposição caracteriza as álgebras relativamente livres em qualquer variedade.

Proposição 1.3.8. Sejam Υ uma variedade definida por {fi| i ∈ I}, Y um conjunto ar-
bitrário e J um ideal de K〈X〉 gerado por

{fi(g1, . . . , gni
)| gj ∈ K〈Y 〉, i ∈ I}.

Então:
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1. A álgebra F = K〈X〉/J é uma álgebra relativamente livre na variedade Υ com conjunto
de geradores livres Y = {y + J | y ∈ Y }.

2. Duas álgebras relativamente livres de mesmo posto são isomorfas.

Prova: 1. Inicialmente mostraremos que F ∈ Υ. Seja fi(x1, . . . , xn) uma das identidades
que determinam Υ e sejam g1, . . . , gn elementos arbitrários de F . Logo gj = gj + J com
gj ∈ K〈X〉. Então fi(g1, . . . , gn) = 0. Isto mostra que fi(x1, . . . , xn) = 0 é uma identidade
polinomial de F . Assim, F ∈ Υ.

Mostraremos agora que F é uma álgebra relativamente livre em Υ, livremente gerada
por Y . Seja A uma álgebra qualquer em Υ e seja φ : Y −→ A uma aplicação arbitrária.
Definimos uma função θ : Y −→ A por θ(y) = φ(y) e estendamos θ a um homomorfismo
θ : K〈X〉 −→ A. Isto é sempre posśıvel pois K〈X〉 é uma álgebra associativa livre. Para
provarmos que φ pode ser estendida a um homomorfismo de F em A, basta mostrar que
J ⊆ Ker(θ). Seja f ∈ J , isto é,

f =
∑

i∈I

uifi(gi1 , . . . , gij)vi onde, gij , ui, vi ∈ K〈X〉.

Para quaisquer a1, . . . , ani
∈ A o elemento fi(a1, . . . , ani

) é igual a zero em A e isto implica
que θ(f) = 0, ou seja, J ⊆ Ker(θ). Conclúımos que F é isomorfo a FY (Υ) que é a álgebra
relativamente livre em Υ, livremente gerada por Y .
2. Sejam Y = {yi| i ∈ I} e Z = {zi| i ∈ I} e sejam FY (Υ) e FZ(Υ) as álgebras rela-
tivamente livres correspondentes. Como ambas são relativamente livres, podemos definir
homomorfismos

φ : FY (Υ) −→ FZ(Υ)e ψ : FZ(Υ) −→ FY (Υ)

por φ(yi) = zi e ψ(zi) = yi. Visto que as composições ψ ◦ φ e φ ◦ ψ são as identidades em Y
e Z respectivamente, obtemos que φ e ψ são isomorfismos. �

Observação 1.3.9. Segue-se da demonstração da proposição acima que o T -ideal de K〈X〉
gerado por {fi| i ∈ I} consiste de todas as combinações lineares de

uifi(gi1 , . . . , gij)vi onde, gij , ui, vi ∈ K〈X〉.

O próximo resultado nos mostra como relacionar os T -ideais com suas respectivas varie-
dades.

Teorema 1.3.10. Existe uma correspondência biuńıvoca π entre os T -ideais de K〈X〉 e as
variedades de álgebras associativas. π é a correspondência de Galois, ou seja, para quaisquer
dois T -ideais, T1 e T2, a inclusão T1 ⊂ T2 é equivalente a inclusão π(T1) ⊃ π(T2).

Prova: Para todo T -ideal T definiremos Υ = π(T ) a variedade determinada pelas iden-
tidades polinomiais pertencentes a T . Esta correspondência é sobrejetiva pois para cada
variedade temos um T -ideal. Sejam T1 6= T2 para dois T -ideais e π(Ti) = Υi, para
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i = 1, 2. Então, existe um polinômio f(x1, . . . , xn) que está em T1\T2 (ou T2\T1 ). Note que,
f(x1, . . . , xn) = 0 é uma identidade polinomial para Υ1 e não é uma identidade polinomial
para a álgebra relativamente livre F (Υ2) = K〈X〉/T2 ∈ Υ2. Logo Υ1 6= Υ2 e π é injetiva.
Notemos agora que Υ1 ⊃ Υ2 se, e somente se, todas as identidades polinomiais de Υ1 são
satisfeitas também por Υ2, ou seja, T (Υ1) ⊂ T (Υ2) e portanto π é uma correspondência de
Galois. �

Observação 1.3.11. Se Υ1 ⊂ Υ2, então T (Υ1) ⊃ T (Υ2) e podemos considerar as identi-
dades polinomiais de Υ1 módulo T (Υ2). Então se conhecemos as identidades polinomiais de
Υ2 e queremos estudar as identidades polinomiais de Υ1, podemos restringir nosso estudo
na álgebra relativamente livre F (Υ2).

Corolário 1.3.12. Se Υ é uma variedade de álgebras e T (Υ) é o T -ideal associado a Υ,
então K〈X〉/T (Υ) é geradora em Υ, ou seja, K〈X〉/T (Υ) = Υ.

Prova: Naturalmente K〈X〉/T (Υ) = Υ ⊆ Υ. Por outro lado, estas duas variedades deter-
minam o mesmo T -ideal T (Υ) em Υ se K〈X〉/T (Υ) = Υ. �

Dada uma classe de álgebras seria interessante saber quais propriedades esta classe deve
satisfazer para ser uma variedade. E isto foi respondido pelo clássico teorema de Birkhoff.

Teorema 1.3.13. Uma classe não vazia de álgebras Υ é uma variedade se, e somente se, Υ é
fechada sob as operações de tomar subálgebras, imagens homomorfas e produtos cartesianos,
isto é, SΥ, QΥ,CΥ ⊆ Υ.

Prova: Seja Υ uma variedade e seja Rj ∈ Υ, j ∈ J . O produto cartesiano R =
∑

j∈J

Rj

consiste de todas as sequências (rj| j ∈ J), rj ∈ Rj. Seja f(x1, . . . , xn) uma identidade

polinomial para Υ. Se r(1), . . . , r(n) ∈ R, r(i) = (r
(i)
j | j ∈ J), então f(r(1), . . . , r(n)) =

(f(r
(1)
j , . . . , r

(n)
j )| j ∈ J). Claramente, todas as coordenadas de f(r(1), . . . , r(n)) são iguais

a zero e R ∈ Υ. Com isso, temos que Υ é fechada para tomada de produtos cartesianos.
Agora, Υ é naturalmente fechada para subálgebras e imagens homomorfas.

Seja SΥ, QΥ,CΥ ⊆ Υ e T (Υ) ⊂ K〈X〉 e seja T (Υ) um conjunto de identidades po-
linomiais satisfeitas pelas álgebras em Υ. Denotaremos por Υ1 a variedade definida pelas
identidades de T (Υ). A inclusão Υ ⊆ Υ1 é trivial. Mostremos que Υ = Υ1. Seja m um
natural qualquer e seja Y = {yi| i ∈ I} um conjunto com m elementos. Seja N o con-
junto de todos os elementos f(x1, . . . , xn) de K〈X〉 que não são identidades polinomiais
para Υ. Apresentamos K〈Y 〉 como uma união disjunta de dois subconjuntos Tm(Υ) e Nm

da seguinte maneira. Seja f(yi1 , . . . , yin) um elemento de K〈Y 〉, onde yi1 , . . . , yin são n ele-
mentos diferentes de Y , com n ≤ m. Se f(x1, . . . , xn) ∈ T (Υ), então assumiremos que
f(yi1 , . . . , yin) ∈ Tm(Υ) e se f(x1, . . . , xn) não é uma identidade polinomial para Υ então
yi1 , . . . , yin ∈ Nm. Para cada f(yi1 , . . . , yin) ∈ Nm existe uma álgebra Rf ∈ Υ e elementos
ri1f , . . . , rinf ∈ Rf , tal que f(ri1f , . . . , rinf ) 6= 0 em Rf . Para algum i ∈ I, i 6= i1, . . . , in,
escolhemos elementos arbitrários rif ∈ Rf e definimos elementos

zi := (rif | i ∈ I) ∈
∑

f∈Nm

Rf .
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Desde que CΥ,SΥ ⊆ Υ, obtemos que a álgebra F gerada por zi em
∑

f∈Nm

Rf pertencem a Υ.

Por outro lado, se g(yi1 , . . . , yin) ∈ Nm, então g(zi1 , . . . , zin) 6= 0, já que g(ri1g, . . . , ring) 6= 0
para qualquer g ∈ Nm. Por isso o núcleo do homomorfismo canônico K〈Y 〉 −→ F , levando
yi → zi, i ∈ I, coincide com Tm(Υ) e F é isomórfica a Fm(Υ1), a álgebra relativamente livre
de posto m em Υ1. Finalmente, desde que QΥ ⊆ Υ, e cada álgebra gerada por m elementos
de Υ1 é imagem homomorfa de Fm(Υ1) que está em Υ, temos que Υ1 ⊆ Υ, e portanto,
Υ = Υ1. �

Os resultados e definições apresentados até agora nesta seção são válidos para uma classe
qualquer de álgebras. No entanto, nosso interesse nesta dissertação é mais espećıfico. Esta-
mos interessados em lidar com a variedade das álgebras associativas satisfazendo identidades
polinomiais.

Um dos problemas centrais da teoria de identidades polinomiais é encontrar uma base
para as identidades polinomiais de uma álgebra. Nos exemplos abaixo são dadas algumas
bases para importantes PI-Álgebras.

Exemplo 1.3.14. Se A é uma álgebra comutativa com unidade e K é um corpo infinito,
então T (A) = 〈[x1, x2]〉

T . Em outras palavras, a classe das álgebras comutativas com unidade
sobre um corpo infinito K é a variedade definida pelo conjunto 〈[x1, x2]〉.

Exemplo 1.3.15. Se K é um corpo infinito de caracteŕıstica diferente de 2, então o T -ideal
das identidades da álgebra de Grassmann é gerado por [x1, x2, x3] o que pode ser visto em
[23]. No caso de K ser finito Stojanova-Venkova em [29] descreveu as identidades da álgebra
exterior não unitária e de dimensão finita. Siderov em [6] descreveu as identidades quando
a dimensão é infinita.

Exemplo 1.3.16. Em 1973, Razmyslov em [25] provou que T (M2(K)) é finitamente gerado
para charK = 0, encontrando uma base com 9 identidades. Em 1981, Drensky em [12]
provou que em chark = 0, T (M2(K)) = 〈St4(x1, x2, x3, x4), [[x1, x2]

2, x3]〉
T . O resultado de

Drensksy foi generalizado em 2001, por Koshlukov em [20], para K infinito e de caracteŕıstica
diferente de 2 e 3. Quando charK = 3, é necessária uma terceira identidade para gerar o
T -ideal o que pode ser visto em [7]. Para charK = 2, o problema da descrição de T (M2(K))
ainda está em aberto.

1.4 Identidades polinomiais homogêneas,

multilineares e próprias

Na primeira seção deste caṕıtulo introduzimos os conceitos de polinômios homogêneos e
multilineares. Veremos agora que a utilização destes polinômios é uma excelente ferramenta
de simplificação na busca de bases para as identidades polinomiais.
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Definição 1.4.1. Sejam f(x1, x2, . . . , xn) um polinômio em K〈X〉 e y1, . . . , yk em X −
{x1, . . . , xn}. Para cada i = 1, . . . , n definiremos fLk

i por

fLk
i (x1, . . . , xi−1, y1, . . . , yk, xi+1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xi−1, y1 + · · ·+ yk, xi+1, . . . , xn)

−
k∑

q=1

f(x1, . . . , xi−1, y1 + · · ·+ ŷq + · · ·+ yk, xi+1, . . . , xn)

+
∑

q1<q2

f(x1, . . . , xi−1, y1 + · · ·+ ŷq1 + · · ·+ ŷq2 + · · ·+ yk, xi+1, . . . , xn) + · · ·

+ (−1)k−1

k∑

q=1

f(x1, . . . , xi−1, yq, xi+1, . . . , xn)

onde ŷq indica que retiraremos essa parcela da soma e assim, no último somatório, um
yqj será a parcela que vai restar após cada escolha dos yq1 , . . . , yqk−1

. Chamaremos Lk
i de

operador de linearização.

Proposição 1.4.2. Seja P um semigrupo e Q um subgrupo do grupo aditivo da K-álgebra
A. Se para todo polinômio f = f(x1, . . . , xn) e quaisquer elementos a1, a2, . . . , an ∈ P
temos que f(a1, . . . , an) ∈ Q, então para quaisquer a1, . . . , ai−1, b1, . . . , bk, ai+1, . . . , an ∈ P
teremos fLk

i (a1, . . . , ai−1, b1, . . . , bk, ai+1, . . . , an) ∈ Q. Particularmente, se f ∈ T (A), então
fLk

i ∈ T (A).

Prova: Sejam a1, . . . , ai−1, b1, . . . , bk, ai+1, . . . , an ∈ P , então temos que
∑

bj ∈ P sem-

pre. Por hipótese, f(a1, . . . , ai−1,
∑

bj, ai+1, . . . , an) ∈ Q para qualquer
∑

bj. Como, pela

definição 1.4.1,

fLk
i (a1, . . . , ai−1,

∑
bj, ai+1, . . . , an)

é uma soma com parcelas da forma f(a1, . . . , ai−1,
∑

bj, ai+1, . . . , an) ∈ Q temos que

fLk
i (a1, . . . , ai−1,

∑
bj, ai+1, . . . , an) ∈ P.

Particularmente, se f é uma identidade polinomial de A, então

f(a1, . . . , ai−1,
∑

bj, ai+1, . . . , an) ∈ Q = {0}

para todo
∑
bj. Logo fLk

i (a1, . . . , ai−1,
∑
bj, ai+1, . . . , an) ∈ Q = {0} para todo

∑
bj, ou

seja, fLk
i é uma identidade polinomial. �

Lema 1.4.3. Seja g : An −→ A uma função em n variáveis que está definida para a K-
álgebra A e é linear em cada variável. Então para quaisquer a1, . . . , ak ∈ A onde k ≥ n,

g(a1+ a2+ · · ·+ ak, · · · , a1+ a2+ · · ·+ ak)−
k∑

q=1

g(a1+ a2+ · · ·+ âq + · · ·+ ak, . . . , a1+ a2+
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· · · + âq + · · · + ak) +
∑

1≤q1≤q2≤k

g(a1 + · · · + âq1 + · · · + âq2 + · · · + ak, a1 + · · · + âq1 + · · · +

âq2 + · · ·+ ak) + · · ·+ (−1)k−1

k∑

q=1

g(aq, . . . , qq) =





∑

(i1...in)∈Sn

g(ai1 , . . . , ain), se k = n

0, se k > n.

Prova: Seja k ≥ n. Pela linearidade da função g, podemos remover todas as somas das
variáveis desta função. Então o lado esquerdo da igualdade a ser demonstrada fica re-
presentado como uma combinação linear de elementos da forma g(aj1 , . . . , ajn) com coefi-
cientes inteiros. Agora, se existirem s diferentes ı́ndices entre os ji, com s < k então a
soma dos coeficientes para cada g(aj1 , . . . , ajn) onde isso ocorre é igual a soma alternada
1 −

(
k−s

1

)
+
(
k−s

2

)
− · · · + (−1)k−s

(
k−s

k−s

)
= (1 − 1)k−s = 0. Devemos notar que s não excede

n. Além disso k, por hipótese, não é menor do que n, ou seja, s ≤ n ≤ k. Assim, s ≥ k só
ocorrerá quando s = n = k. Neste caso, os coeficientes dos g(aj1 , . . . , ajn) são iguais a 1 e a

soma destes é
∑

σ∈Sn

g(aσ(1), . . . , aσ(n)). �

Proposição 1.4.4. Para quaisquer f, f
′

∈ K〈X〉 em que o operador Lk
i está definido,

(f + f
′

)Lk
i = fLk

i + f
′

Lk
i . Se f = f(x1, . . . , xn) é um monômio de grau n em xi e

g = g(x1, . . . , xi−1, y1, . . . , yn, xn+1, . . . , xm) é um monômio linear em y1, . . . , yn ∈ X \
{x1, . . . , xm} tal que f(x1, . . . , xm) = g(x1, . . . , xi−1, xi, . . . , xi, xi+1, . . . , xm), então a lin-
earização fLk

i (x1, . . . , xi−1, z1, . . . , zk, xi+1, . . . , xm) é igual a





∑

σ∈Sn

g(x1, . . . , xi−1, zσ(1), . . . , zσ(n), xi+1, . . . , xm), se k = n

0, se k > n.

Prova: A linearidade do operador Lk
i segue diretamente da definição 1.4.1 e isto demonstra o

primeiro resultado. Fixando então x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn podemos considerar o monômio
g como uma função das n variáveis y1, . . . , yn. Aplicando o lema 1.4.3 obtemos o resultado
desejado. �

Observação 1.4.5. Pela proposição 1.4.4 podemos mostrar que se o grau de xi em f for
ki, i = 1, 2, . . . , n então fLk1

1 L
k2
2 · · ·Lkn

n é multilinear.

Definição 1.4.6. Dado f = f(x1, . . . , xn) um polinômio multi-homogêneo de multigrau
(k1, . . . , kn), o polinômio multilinear fLk1

1 L
k2
2 · · ·Lkn

n é chamado linearização completa
de f .

Teorema 1.4.7. Seja f = f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 um polinômio não nulo que se anula
pela substituição de quaisquer elementos de um subgrupo P do grupo aditivo da álgebra A.
Então a linearização completa de qualquer uma das componentes homogêneas de f com grau
maximal também se anulam em P .
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Prova: Seja f = f1 + f2 + · · · + fs a decomposição de f em uma soma de componentes
homogêneas. Suponhamos que o grau de f1 seja maximal. Observe que as componentes
homogêneas são formadas por monômios que possuem as mesmas variáveis, logo, devem se
anular em P . Em particular, a componente maximal também se anula em P . Renumerando
as variáveis, se necessário, assumimos que a componente homogênea f1 do polinômio f tem
o tipo (k1, . . . , kn) onde ki 6= 0 para i = 1, 2, . . . , n. As demais componentes homogêneas
têm tipo (m1, . . . ,mn), onde a desigualdade estrita mj < kj vale para algum j. Desta
maneira, mj < kj, pelo proposição anterior(referência) temos que f2L

k1
2 L

k2
2 · · ·Lkn

n = 0.
Consequentemente,

f1L
k1
1 L

k2
2 · · ·Lkn

n = fLk1
1 L

k2
2 · · ·Lkn

n .

Pela proposição 1.4.2 conclúımos que a linearização completa f1L
k1
1 L

k2
2 · · ·Lkn

n da componente
f1 se anula em P . �

Como consequência direta deste teorema temos a seguinte proposição:

Proposição 1.4.8. Se uma álgebra associativa A satisfaz uma identidade polinomial de grau
n, então ela também satisfaz alguma identidade multilinear de grau n.

Denotaremos por P o conjunto de todos os polinômios multilineares de K〈X〉 e por Pn

o espaço vetorial dos polinômios multilineares de grau n. Claramente a dimensão de Pn é n!
e Pn tem por base o conjunto {xσ(1) . . . xσ(n)}.

Veremos agora, pela próxima proposição, a importância do estudo dos polinômios mul-
tilineares e multi-homogêneos na determinação de bases para as identidades polinomiais.

Proposição 1.4.9. Seja f(x1, . . . , xm) =
n∑

i=0

fi ∈ K〈X〉, onde fi são as componentes ho-

mogêneas de f com grau i em xi.

(i) Se o corpo K tem mais que n elementos, então as identidades polinomiais fi = 0, i =
0, 1, . . . , n, seguem de f = 0.

(ii) Se charK = 0 ou charK > deg f , então f = 0 é equivalente a um sistema de identidades
polinomiais multilineares.

Prova: (i) Seja I = 〈f〉T o T -ideal de K〈X〉 gerado por f . Escolhemos n + 1 elementos
distintos α0, . . . , αn de K. Como I é um T -ideal, temos:

f(αjx1, x2, . . . , xm) =
n∑

i=0

αi
jfi(x1, x2, . . . , xm) ∈ I; j = 0, 1, . . . , n.

Consideremos estas equações como um sistema linear com incógnita fi para i = 0, 1, . . . , n.
Sendo o determinante ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 α0 · · · αn
0

1 α1 · · · αn
1

...
...

. . .
...

1 αn · · · αn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∏

i<j

(αj − αi)
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o determinante de Vandermonde que é diferente de zero, resolvemos o sistema pela regra
de Crammer. A solução é obtida através de operações elementares. Assim como I é um
ideal temos que cada fi(x1, x2, . . . , xm) ∈ I, ou seja, as identidades polinomiais fi são con-
sequências de f = 0.

(ii) Usaremos o processo de linearização dado anteriormente. Pela parte (i), podemos
assumir que fi(x1, x2, . . . , xm) é homogêneo em cada uma de suas variáveis, isto é, f é multi-
homogêneo. Seja k = degx1

f . Escrevemos fi(y1 + y2, x2, . . . , xm) ∈ I sob a forma:

fi(y1 + y2, x2, . . . , xm) =
k∑

i=0

fi(y1, y2, x2, . . . , xm)

onde fi é a componente homogênea de grau i em y1. Consequentemente fi ∈ I, i = 0, 1, . . . , k.
Desde que degyj fi < k, i = 1, 2, . . . , k − 1; j = 1, 2, podemos aplicar indução para cada fi e
obtemos um conjunto de consequências multilineares de f = 0. Para ver que estas identidades
multilineares são equivalentes a f = 0, é suficiente observamos que:

fi(y1, y1, x2, . . . , xm) =

(
k

i

)
f(y1, x2, . . . , xm)

e o coeficiente binomial é diferente de zero, pois assumimos que charK = 0 ou charK >
deg f . �

Corolário 1.4.10. Seja A uma álgebra.
(i) Se o corpo K é infinito, então todas as identidades polinomiais de A seguem de suas

identidades multi-homogêneas, ou seja, T (A) é gerado por seus polinômios multi-homogêneos.
(ii) Se o corpo K tem caracteŕıstica zero, então todas as identidades polinomiais de

A seguem de suas identidades multilineares, ou seja, T (A) é gerado por seus polinômios
multilineares.

Tradicionalmente, muitos do resultados de PI-álgebras são também apresentados na lin-
guagem de identidades multilineares.

Observamos acima, que as identidades multilineares e homogêneas constituem uma ex-
celente ferramenta na busca de base para as identidades polinomiais. Veremos agora, que
dada uma álgebra unitária, a busca de identidades polinomiais para esta álgebra pode se
restringir ao estudo de polinômios próprios, que definimos a seguir.

Definição 1.4.11. O comutador de comprimento n é definido indutivamente a partir
de [x1, x2] = x1x2 − x2x1 tomando [x1, x2, . . . , xn] = [[x1, x2, . . . , xn−1], xn] para n ≥ 3.Um
polinômio f ∈ K〈X〉 é chamado polinômio próprio(ou comutador) se é combinação linear
de produtos de comutadores, isto é,

f(x1, . . . , xm) =
∑

α(i,...,j)[xi1 , . . . , xip ] · · · [xj1 , . . . , xjq ];α(i,...,j) ∈ K.

Assumiremos que 1 é um produto de um conjunto vazio de comutadores e denotaremos por
B(X) o conjunto de todos os polinômios próprios em K〈X〉.
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Antes de explicitar a importância dos polinômios próprios, ora definidos, necessitamos
de dois teoremas clássicos. O Teorema de Witt e o Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt.
Portanto, vamos a algumas definições.

Definição 1.4.12. Seja A uma álgebra associativa, então A é uma álgebra de Lie com
a multiplicação dada pelo comutador, isto é, [x1, x2] = x1x2 − x2x1. Esta álgebra, assim
definida, será denotada por A(−).

Definição 1.4.13. Se A é uma álgebra associativa e L uma álgebra de Lie que é isomorfa
a uma subálgebra de A(−), dizemos que A é uma álgebra envolvente de L. A álgebra
associativa U = U(L) é a álgebra envolvente universal da álgebra de Lie L, se
L é uma subálgebra de U (−) e U tem a seguinte propriedade universal: Para toda álgebra
associativa A e todo homomorfismo de álgebras de Lie φ : L −→ A(−) existe um único
homomorfismo de álgebras associativas ψ : U −→ A que estende φ, isto é, ψ|L = φ.

Teorema 1.4.14. (Poincaré-Birkhoff-Witt) Toda álgebra de Lie L possui uma única (a
menos de isomorfismo) envolvente universal U(L). Se L tem base {ei| i ∈ I}, onde o
conjunto de ı́ndices I é ordenado, então U(L) tem base

{ei1 · · · eiq | q = 0, 1, . . .}.

Para demonstração, veja, por exemplo, o livro [13] , teorema 1.3.2 página 11.

Teorema 1.4.15. (Witt) A subálgebra de Lie L(X) de K〈X〉(−) gerada por X é livre na
classe das álgebras de Lie, além disso U(L(X)) = K〈X〉.

Prova: Seja A uma álgebra associativa e seja φ : L(X) −→ A(−) um homomorfismo. A
aplicação φ0 : X −→ A definida por φ0(x) = φ(x), x ∈ X, induz um único homomorfismo
ψ : K〈X〉 −→ A. Desde que φ(x) = ψ(x), obtemos que a restrição de ψ em L(X) é igual a
φ. Então U(L(X)) = K〈X〉. Se G é uma álgebra de Lie e A é sua álgebra envolvente, então
para qualquer aplicação X −→ G ⊂ A induz um homomorfismo K〈X〉 −→ A. A restrição
deste homomorfismo em L(X) é um homomorfismo de L(X) em A(−) o qual envia geradores
de L(X) para G. Desta forma a imagem de L(X) está em G, o que implica que L(X) é a
álgebra de Lie livre com conjunto de geradores livres X, ou seja, U(L(X)) = K〈X〉. �

De posse destes resultados, apresentaremos agora uma base para álgebra livre K〈X〉.

Proposição 1.4.16. Suponhamos que os elementos

x1, x2, . . . , [xi1 , xi2 ], [xj1 , xj2 ], . . . , [xk1 , xk2 , xk3 ], . . . ,

formam uma base ordenada de L(X) onde os elementos x1, x2, . . . precedem os comutadores.
Então

(i) O espaço vetorial K〈X〉 tem base formada pelos elementos

xa11 · · · xamm [xi1 , xi2 ]
b · · · [xl1 , . . . , xlp ]

c,

onde a1, . . . , am, b, . . . , c ≥ 0 e [xi1 , xi2 ] < . . . < [xl1 , . . . , xlp ], na ordenação da base de L(X).
(ii) Os elementos desta base tais a1 = . . . = am = 0 formam uma base do espaço vetorial

B(X) de polinômios próprios.
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Prova: O item (i) segue do Teorema de Witt que garante que U(L(X)) = K〈X〉, e do
Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, que nos diz como encontrar uma base para U(L(X))
a partir de uma base ordenada de L(X). O item (ii) segue diretamente do item (i) e da
definição de B(X). �

Com tudo isso, provaremos que se A é uma PI-álgebra unitária sobre um corpo infinito,
então todas as identidades polinomiais ordinárias de A seguem das identidades próprias.

Lema 1.4.17. Se A é uma álgebra unitária sobre um corpo infinito então todas as identidades
polinomiais de A seguem das identidades próprias (isto é, daquelas em T (A) ∩ B(X)). Se
A é uma álgebra unitária sobre um corpo de caracteŕıstica 0 então todas as identidades
polinomiais de A seguem das suas identidades próprias multilineares.

Prova: Seja f(x1, . . . , xm) uma identidade polinomial de A. Como K é infinito, podemos
assumir que f é multi-homogêneo. Sendo assim, podemos escrever f como

f =
∑

αax
a1
1 · · · xamm ωa(x1, . . . , xm), αa ∈ K

onde ωa(x1, . . . , xm) ∈ B(X) e a soma é feita sobre todas as m-uplas a = (a1, . . . , am) tais
que ai ≤ degxi

f , 1 ≤ i ≤ m. Definamos então o conjunto

M(f) = {M1, . . . ,Ml} = {a1| a = (a1, . . . , am) eαa 6= 0}

ondeM1 > . . . > Ml > 0. A demonstração do lema segue da seguinte afirmação: Se f ∈ T (A)
e f é multi-homogêneo, então

gj =
∑

a1=Mj

xa22 · · · xamm ωa(x1, . . . , xm) ∈ T (A)

para j = 1, 2, . . . ,m.
Demonstraremos esta afirmação. É fácil ver que ωa(x1 + 1, . . . , xm) = ωa(x1, . . . , xm).

Como f(x1 + 1, . . . , xm) também é identidade polinomial de A, conclúımos que

f(x1 + 1, . . . , xm) =
∑

αa

a1∑

i=0

(
a1
i

)
xi1x

a2
2 · · · xamm ωa(x1, . . . , xm) ∈ T (A).

Como f é multi-homogêneo, a1 + degx1
ωa(x1, . . . , xm) = degx1

f e assim a componente
homogênea de f(x1 + 1, . . . , xm) com menor grau posśıvel em relação a x1 se obtém quando
a1 =M1 e é dada por ∑

a1=M1

xa22 · · · xamm ωa(x1, . . . , xm)

onde o sub́ındice do somatório indica que a soma é feita sobre todos os a = (a1, . . . , am)
onde a1 = M1. Como o corpo é infinito, do corolário 1.4.10, segue que o polinômio
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∑

a1=M1

xa22 · · · xamm ωa(x1, . . . , xm) pertence a T (A). Suponhamos que a afirmação seja ver-

dadeira para j = 1, 2, . . . , k, onde k é um número natural menor que n. Multiplicando
g1 + g2 + · · ·+ gk à esquerda por xa11 e subtraindo o produto de f(x1, . . . , xm) obtemos

h(x1, . . . , xm) =
∑

a1>Mk

αax
a1
1 · · · xamm ωa(x1, . . . , xm),∈ T (A).

É claro que M(h) = {Mk+1, . . . ,Ml} e aplicando os mesmos argumentos anteriores a este
polinômio conclúımos que

f =
∑

a1=Mk+1

xa22 · · · xamm ωa(x1, . . . , xm) ∈ T (A)

o que prova a afirmação. �

1.5 Graduações de Álgebras e Identidades Graduadas

Para o estudo de identidades polinomiais às vezes é interessante considerar outras versões
de identidades polinomiais, como por exemplo, as identidades polinomiais fracas, as identi-
dades com involução, identidades com traço, polinômios centrais, identidades com graduação
entre outros. Nesta seção dedicamos nosso estudo às identidades graduadas, identidades es-
tas que fornecem informações importantes sobre as identidades ordinárias.

Definição 1.5.1. Seja G um grupo. Uma álgebra A é dita ser G-graduada, se A =
⊕

g∈G

Ag

onde Ag é subespaço de A para todo g ∈ G e AgAh ⊆ Agh para todos g, h ∈ G. Um elemento

a ∈
⋃

g∈G

Ag é chamado homogêneo. Se a ∈ Ag dizemos que a é homogêneo de grau g

e denotamos por wG(a) = g. Se a ∈ A então a =
∑

g∈G

ag, onde ag ∈ Ag são determinados

unicamente por a. Chamamos ag de componente homogênea de grau g em a e dizemos

que
∑

g∈G

ag é a decomposição de a como soma de elemento homogêneos. Dizemos

que uma subálgebra B de A é homogênea na G-graduação de A, se

B =
∑

g∈G

Bg onde Bg = B ∩ Ag,

neste caso os subespaços B ∩ Ag serão denominados de subespaços homogêneos. Se um
ideal I de A é uma subálgebra G-graduada dizemos que I é um ideal homogêneo de A.

Exemplo 1.5.2. Sejam G um grupo abeliano e A uma álgebra qualquer. A álgebra A possui

uma G-graduação trivial dada por A =
⊕

g∈G

Ag, onde A0 = A e Ag = {0}, para todo g 6= 0.
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Exemplo 1.5.3. A álgebra de Grassmann E é Z2-graduada. De fato, seja E0 o subespaço
de E gerado por {1, ei1 . . . eik | 1 ≤ i1 < · · · < ik; k = 2, 4, . . .} e seja E1 o subespaço de E
gerado por {ei1 . . . eik | 1 ≤ i1 < · · · < ik; k = 1, 3, . . .}. Assim, E = E0 ⊕ E1 e claramente,
EiEj ⊆ Ei+j para todos i, j ∈ Z2.

Exemplo 1.5.4. Seja E⊗E o produto tensorial de E por E. Introduziremos uma estrutura
de álgebra em E⊗E, o quadrado tensorial da álgebra de Grassmann, tomando (a1⊗b1)(a2⊗
b2) = a1a2 ⊗ b1b2, onde a1 ⊗ b1, a2 ⊗ b2 ∈ E ⊗ E. Em E ⊗ E, definimos a Z2-graduação
E ⊗ E = (E ⊗ E)0 ⊕ (E ⊗ E)1, dada por

(E ⊗ E)0 = (E0 ⊗ E0 ⊕ E1 ⊗ E1)

e

(E ⊗ E)1 = (E0 ⊗ E1 ⊕ E1 ⊗ E0).

Exemplo 1.5.5. A álgebra M1,1(E) é a subálgebra de M2(E), vista no exemplo 1.1.28, que

consiste das matrizes

(
a b
c d

)
, onde a, d ∈ E0 e b, c ∈ E1. Definamos em M1,1(E) a

seguinte Z2-graduação: M1,1(E) = (M1,1(E))0 ⊕ (M1,1(E))1 onde

(M1,1(E))0 =

{(
a 0
0 d

)
| a, d ∈ E0

}
, (M1,1(E))1 =

{(
0 b
c 0

)
| b, c ∈ E1

}
.

Verificamos diretamente que (M1,1(E))i(M1,1(E))j ⊆ (M1,1(E))i+j para todos i, j ∈ Z2. Logo
a álgebra M1,1(E) é Z2-graduada.

Exemplo 1.5.6. Seja Mn(K) a álgebra das matrizes de ordem n sobre um corpo K. Para
cada γ ∈ Zn, tomemos o subespaço Mγ = 〈Eij|j − 1 = γ〉. Para cada k ∈ Z, consideremos

Mk =

{
{0}, se |k| ≥ n
〈Eij| j − i = k〉, se |k| < n.

É fácil ver que M0 = M0 é exatamente o conjunto das matrizes diagonais. Pelo fato do
conjunto {Eij| 1 ≤ i, j ≤ n} ser uma base de Mn(K) segue que

Mn(K) = ⊕γ∈Zn
MγeMn(K) = ⊕k∈Zn

Mk.

Para ver que estas decomposições definem uma Zn-graduação e uma Z-graduação, respecti-
vamente, em Mn(K), basta notar que

EijEkl =

{
0, se j 6= k
Eil, se j = k

donde segue que Mγ1Mγ2 ⊆Mγ1+γ2 para γ1, γ2 ∈ Zn e Mk1Mk2 ⊆Mk1+k2 para k1, k2 ∈ Z.
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Definição 1.5.7. A G-graduação R =Mn(K) = ⊕g∈GRg na álgebra das matrizes n×n sobre
um corpo K é dita elementar se existe uma n-upla (g1, . . . , gn) ∈ Gn tal que Eij ∈ Rg−1

i gj
.

Exemplo 1.5.8. A Zn-graduação e a Z-graduação definidas no exemplo 1.5.6 são ele-
mentares.

O próximo lema é uma caracterização das subálgebras G-graduadas de uma álgebra G-
graduada.

Lema 1.5.9. Sejam A uma álgebra G-graduada e B uma subálgebra de A. As afirmações a
seguir são equivalentes:

(1) B é subálgebra G-graduada de A;
(2)B é álgebra G-graduada tal que Bg ⊆ Ag para todo g ∈ G;
(3) As componentes homogêneas de cada elemento de B pertencem a B;
(4) B é gerada por elementos homogêneos.

Prova: Se (1) é verdadeira, então a decomposição B = ⊕g∈GBg, onde Bg = Ag ∩ B, é
uma G-graduação em B tal que Bg ⊆ Ag e assim segue (2). Suponhamos (2) verdadeira.

Seja b ∈ Bg e b =
∑

g∈G

bg, onde bg ∈ Bg, a decomposição de b como soma de elementos

homogêneos, em relação a G-graduação de B. Como Bg ⊂ Ag cada bg também é homogêneo
em relação à G-graduação de A e assim, segue (3). Da afirmação (3) temos que o conjunto

B ∩ (∪g∈GAg) gera B. Dáı segue (4). De fato, seja b ∈ B e b =
∑

g∈G

bg, onde bg ∈ Ag, a

decomposição de b como soma de elementos homogêneos, em relação a G-graduação de A.
De (3) temos que bg ∈ B, ou seja, bg ∈ B ∩ (∪g∈GAg). Por fim, supondo (4) verdadeira,
temos que dado C uma base de B, C ⊂ (∪g∈GAg) composta de elementos homogêneos. Seja

Bg = B ∩ Ag. O elemento b =
n∑

i=1

ci, onde ci ∈ C, é homogêneo de grau g se, e somente se,

wG(ci) = g, 1 ≤ i ≤ n. Assim Cg = C ∩ Ag é uma base para Bg e como C = ∪g∈GCg segue
que B = ⊕g∈GBg. �

Exemplo 1.5.10. Se considerarmos Mn(K) com qualquer uma das graduações definidas
no exemplo 1.5.6 é fácil ver que a álgebra Un(K) das matrizes triangulares superiores é
subálgebra homogênea deMn(K), uma vez que é gerada pelos elementos homogêneos {Eij| i ≤
j}.

Definição 1.5.11. Uma aplicação φ : A −→ B entre álgebras G-graduadas é um homo-
morfismo G-graduado se φ(Ag) ⊆ Bg para todo g ∈ G. Do mesmo modo, são definidos
isomorfismo, endomorfismo e automorfismo G-graduado.

Proposição 1.5.12. Se I é um ideal G-graduado de uma álgebra G-graduada A então A/I
é uma álgebra G-graduada considerando (A/I)g = {a+ I| a ∈ Ag}
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Prova: Uma vez que, naturalmente A/I =
∑

g∈G

(A/I)g e (A/I)g(A/I)h ⊆ (A/I)g+h devemos

mostrar que a soma dada é direta. Para isso, suponhamos que (
∑

g∈G

(ag + I)) = 0. Observe

que
∑

g∈G

(ag + I) ∈ I e pelo fato de I ser G-graduado segue do lema 1.5.9 que ag ∈ I, logo,

(ag + I) = 0, com isso A/I = ⊕g∈G(A/I)g. �

É fácil ver que se φ : A −→ B é um homomorfismo G-graduado então Kerφ é um ideal
G-graduado de A e φ(A) é uma subálgebra G-graduada de B tal que φ(A)g = φ(Ag) para
todo g ∈ G. Além disso, o Teorema do Isomorfismo é válido para álgebra graduadas, ou
seja, a álgebra quociente A/Kerφ é isomorfa à imagem φ(A).

Seguindo, como no caso das identidades ordinárias, definiremos agora, identidades G-
graduadas. Para isso, obteremos uma graduação para K〈X〉.

Seja {Xg| g ∈ G} uma famı́lia de subconjuntos disjuntos e enumeráveis de X tais que
X = ∪g∈GXg. O conjunto dos monômios

{xi1xi2 . . . xik | xi1 , xi2 , . . . , xik ∈ X, k ∈ N}

é uma base da álgebra livre K〈X〉 como espaço vetorial. Definimos

wG(1) = 0 e wG(x1x2 . . . xm) = w(x1) + w(x2) + · · ·+ w(xm)

onde w(xi) = g se xi ∈ Xg. Sendo entãom um monômio deK〈X〉, dizemos que wG(m) é o G-
grau de m. Tomando para cada g ∈ G, K〈X〉g = 〈m| m é monômio de K〈X〉 e wG(m) = g〉
temos

K〈X〉 = ⊕g∈GK〈X〉g e K〈X〉gK〈X〉h ⊆ K〈X〉g+h

para quaisquer g, h ∈ G, assim K〈X〉 é chamada álgebra associativa livre G-graduada.
Se f ∈ K〈X〉g, dizemos que f é homogêneo de G-grau g e usamos a notação wG(f) = g.

Definição 1.5.13. Seja A = ⊕g∈GAg uma álgebra G-graduada. Um polinômio f = f(x1, . . . , xn) ∈
K〈X〉 é uma identidade polinomial G-graduada da álgebra G-graduada A, se f(a1, . . . , an) =
0 para todo ai ∈ Agi, onde gi = wG(xi) com i = 1, 2, . . . , n.

Definição 1.5.14. Um ideal I numa álgebra G-graduada A é chamado de TG-ideal se I
é invariante sob todos os endomorfismos G-graduados de A, ou seja, ϕ(I) ⊆ I para todo
endomorfismo G-graduado ϕ de A.Dado um subconjunto S qualquer de K〈X〉, definimos o
TG-ideal gerado por S, que é denotado por 〈S〉TG, como sendo a intersecção de todos os
TG-ideais de K〈X〉 que contêm S.

O TG-ideal gerado por S, como definido anteriormente, coincide com o subespaço vetorial
de K〈X〉 gerado pelo conjunto

{h1f(g1, . . . , gn)h2| f(x1, . . . , xn) ∈ S, h1, h2, g1, . . . , gn ∈ K〈X〉},

onde wG(g1) = wG(x1), . . . , wG(gn) = wG(xn).
A maneira na qual relacionaremos as identidades polinomiais graduadas com as identi-

dades polinomiais ordinárias é segundo a proposição a seguir.
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Proposição 1.5.15. Se A e B são duas álgebras graduadas tais que TG(A) ⊆ TG(B), então
T (A) ⊆ T (B).

Prova: Sejam f(x1, . . . , xm) uma identidade qualquer de A e b1 =
∑

g∈G

b1g , . . . , bm =
∑

g∈G

bmg

elementos de B. Como f ∈ T (A), temos que f(
∑

g∈G

b1g , . . . ,
∑

g∈G

bmg
) ∈ TG(A) ⊆ TG(B). Logo

f(b1, . . . , bm) = f(
∑

g∈G

b1g , . . . ,
∑

g∈G

bmg
) = 0. Assim T (A) ⊆ T (B). �

Corolário 1.5.16. Se duas álgebras têm as mesmas identidades graduadas então elas têm
as mesmas identidades ordinárias.

Observação 1.5.17. A rećıproca deste corolário não é verdadeira. Considere na álgebra de
Grassmann E a Z2-graduação canônica E = E0⊕E1 e a Z2-graduação trivial E = E⊕{0}.
Temos que y1y2 = y2y1, com deg

Z2
(y1) = deg

Z2
(y2) = 0, é identidade para E com a graduação

canônica mas não é identidade graduada para E com a graduação trivial. Logo, uma mesma
álgebra pode ter identidades graduadas diferentes em relação a graduações diferentes.

Os demais conceitos, de base de identidades graduadas, propriedades da base finita,
identidades graduadas multilineares, homogêneas e próprias e outros, são definidos de forma
análoga ao caso das identidades polinomiais ordinárias. Tais definições podem ser encon-
tradas, por exemplo, em [14].

A seguir, daremos alguns exemplos de álgebras e suas identidades graduadas.

Exemplo 1.5.18. Seja M2(K) a álgebra das matrizes de ordem 2 sobre K, a álgebra M2(K)
satisfaz as identidades Z2-graduadas

y1y2 − y2y1

e
z1z2z3 − z3z2z1.

Exemplo 1.5.19. Seja E a álgebra de Grassmann de dimensão infinita sobre um corpo K.
Temos que E ⊗ E e M1,1(E) satisfazem as identidades polinomiais Z2-graduadas

y1y2 − y2y1

e
z1z2z3 + z3z2z1.



CAPÍTULO 2

IDENTIDADES GRADUADAS
PARA ÁLGEBRAS DE MATRIZES
SOBRE CORPOS INFINITOS

Neste caṕıtulo estudaremos uma generalização feita por Koshlukov e Azevedo em [21] do
resultado obtido por Di Vincenzo em [10] que descreve as identidades graduadas da álgebra
matricialM2(K) ondeK é um corpo de caracteŕıstica zero. Koshlukov e Azevedo observaram
que as identidades graduadas y1y2 = y2y1 e z1z2z3 = z3z2z1 que Di Vincenzo provou que é
uma base para álgebra M2(K) para K um corpo de caracteŕıstica zero também é uma base
quando o corpo K é infinito de qualquer caracteŕıstica.

Os estudos aqui feitos podem ser encontrados em [21].

2.1 Identidades Z2-graduadas de M2(K)

Iniciaremos com um resultado simples da álgebra linear que será necessário para demon-
stração do teorema principal desta seção.

Lema 2.1.1. Sejam U1 e U2 dois subespaços de um espaço vetorial V tais que U1 ⊆ U2.
Se v1, . . . , vn são elementos de V tais que o conjunto {v1 + U1, . . . , vn + U1} gera V/U1 e o
conjunto {v1 + U2, . . . , vn + U2} é linearmente independente em V/U2 então U1 = U2.

Prova: Seja u um elemento de U2. Por hipótese, existem escalares α1, . . . , αn tais que
u+ U1 = α1(v1 + U1) + · · ·+ αn(vn + U1); logo, u− (α1v1 + · · ·+ αnvn) ∈ U1 ⊆ U2. Assim,
0 + U2 = u + U2 = α1v1 + · · · + αnvn + U2 = α1(v1 + U2) + · · · + αn(vn + U2). Portanto,
α1 = · · · = αn = 0 e u ∈ U1. �

Em todo este caṕıtulo assumiremos K como um corpo infinito.

32
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A álgebra M2(K), como visto no exemplo 1.5.6, possui a seguinte Z2-graduação não

trivial M2(K)0 =

{(
a 0
0 d

)
| a, d ∈ K

}
e M2(K)1 =

{(
0 b
c 0

)
| b, c ∈ K

}
.

Nesta e nas próximas seções utilizaremos a seguinte estratégia. Um resultado clássico
da teoria de anéis diz que a álgebra das matrizes genéricas de ordem n é isomorfa à álgebra
relativamente livre K〈X〉/T (Mn(K)) da variedade das matrizes n × n. Este teorema que
pode ser visto em [13], na seção 7.2. Com isso, considerando uma álgebra G-graduada A, ini-
cialmente constrúımos uma álgebra graduada livre F que é isomorfa à álgebra K〈X〉/TG(A).
Assim, trabalhamos na álgebra graduada F ao invés da álgebra K〈X〉/TG(A).

Seja Ω = K[ti, ui, vi, wi| i ∈ N] a álgebra dos polinômios comutativos gerada pelas
variáveis ti, ui, vi e wi. A álgebra M2(Ω) possui uma graduação semelhante à de M2(K),

a saber, M2(Ω)0 =

{(
f1 0
0 f4

)
| f1, f4 ∈ Ω

}
e M2(Ω)1 =

{(
0 f2
f3 0

)
| f2, f3 ∈ Ω

}
.

Denote por F (M2(Ω)), ou simplesmente F , a subálgebra deM2(Ω) gerada pelas matrizes

Ai =

(
ti 0
0 wi

)
eBi =

(
0 ui
vi 0

)

para i ∈ N. A álgebra F (M2(Ω)) possui uma Z2-graduação natural herdada da anterior, onde

as matrizes do tipo

(
∗ 0
0 ∗

)
formam a parte par, enquanto as matrizes do tipo

(
0 ∗
∗ 0

)

formam a parte ı́mpar.
Denotaremos por T2(M2) = T2(M2(K)) o ideal das identidades graduadas de M2(K).

Lema 2.1.2. A álgebra Z2-graduada relativamente livre K〈X〉/T2(M2) é isomorfa à álgebra
F (M2(Ω)).

Prova: A aplicação ϕ : K〈X〉 −→ F dada por ϕ(f(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn)) = f(A1, . . . , Ak)
é um homomorfismo Z2-graduado sobrejetor, uma vez que F é gerada por A1, . . . , Ak. Vamos
mostrar que Kerϕ ⊃ T2(M2(K)) já que a inclusão contrária segue facilmente.

Suponha f ∈ T2(M2(K)). Temos que f(M1, . . . ,Mk) = 0 para quaisquer matrizes
M1, . . . ,Mk tais que wZ2

(M1) = wZ2
(A1), . . . , wZ2

(Mk) = wZ2
(Ak). Assim a entrada (i, j)

da matriz f(A1, . . . , Ak) é um polinômio nas variáveis ti, ui, vi, wi, 1 ≤ i ≤ k que se an-
ula para qualquer substituição das variáveis ti, ui, vi, wi por elementos do corpo K. Como
o corpo K é infinito esse polinômio deve ser necessariamente o polinômio nulo. Portanto,
f(A1, . . . , Ak) = 0, assim f ∈ Kerϕ. �

Agora, seja I o ideal das identidades Z2-graduadas de K〈X〉 gerado pelas identidades
graduadas y1y2 = y2y1 e z1z2z3 = z3z2z1. Observando que estas identidades pertencem ao
T2-ideal T2(M2(K)) temos o seguinte lema.

Lema 2.1.3. A álgebra Z2-graduada de M2(K) satisfaz todas as identidades graduadas do
T2-ideal I.

Definição 2.1.4. Uma sequência básica s = (a1, . . . , ap, b1, . . . , bq, c1, . . . , cr, d1, . . . , ds) é
uma sequência de números naturais tais que
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(i) p ≥ 0, q ≥ 0, r ≥ 0, s ≥ 0;

(ii) a1 ≤ · · · ≤ ap,b1 ≤ · · · ≤ bq, c1 ≤ · · · ≤ cr,d1 ≤ · · · ≤ ds;

(iii) s ≤ r ≤ s+ 1;

(iv) se r = 0 então q = 0.

A cada sequência básica s associamos o monômio

ms =

{
ya1 . . . yapzc1yb1 . . . ybqzd1zc2zd2 . . . zcszds se r = s
ya1 . . . yapzc1yb1 . . . ybqzd1zc2zd2 . . . zcszdszds+1

se r = s+ 1.

Tomando C o conjunto de todos os monômios associados a sequências básicas, temos que
o monômio 1 pertence a C já que está associado à sequência vazia.

Lema 2.1.5. O conjunto {m + T2(M2(K))|m ∈ C} é linearmente independente no espaço
vetorial K〈X〉/T2(M2(K)).

Prova: Sejam m1, . . . ,mn elementos de C e α1, . . . , αn elementos do corpo K tais que
α1m1+ · · ·+αnmn ∈ T2(M2(K)). Como o corpo K é infinito, podemos supor por 1.4.10 que
os monômios m1, . . . ,mn são multi-homogêneos. Denote por m o elemento de M2(Ω) obtido
pelas substituições yi → Ai e zi → Bi no monômio m ∈ C. Se

s = (a1, . . . , ap, b1, . . . , bq, c1, . . . , cr, d1, . . . , ds)

é uma sequência básica então

ms =

{
w1e11 + w2e22 se r = s
w1e12 + w2e21 se r = s+ 1,

onde
w1 = ta1 . . . tapub1 . . . ubqvc1 . . . vcswd1 . . . wds

w2 = tb1 . . . tbqua1 . . . uapvd1 . . . vdswc1 . . . wcs .

Sendo assim, é fácil ver que existe uma bijeção entre C e o subconjunto {m|m ∈ C} de F .
Assim, se α1m1+ · · ·+αnmn ∈ T2(F ) então α1 = · · · = αn = 0, pois as matrizes m1, . . . ,mn

são linearmente independentes em F . Pelo lema 2.1.2, sabemos que α1m1 + · · · + αnmn ∈
T2(F ) e portanto, segue o resultado. �

Teorema 2.1.6. Todas as identidades polinomiais graduadas da álgebra Z2-graduadaM2(K)
seguem das identidades y1y2 = y2y1 e z1z2z3 = z3z2z1.

Prova: Se f ∈ K〈X〉0 então yif − fyi pertence a I. Assim todo elemento de K〈X〉/I é
uma combinação linear de elementos da forma m1ze1m2ze2ze3 . . . zek + I onde m1 e m2 são
monômios que na sua constituição possuem apenas y′is. Pela identidade y1y2 = y2y1, podemos
supor que os ı́ndices das variáveis em m1 e m2 crescem. Pela identidade z1z2z3 = z3z2z1,
assumimos que e1 ≤ e3 ≤ e5 ≤ · · · e e2 ≤ e4 ≤ e6 ≤ · · · . Observe que se e1 > e3 num
monômio, então usamos o fato de que ze1(m2ze2)ze3−ze3(m2ze2)ze1 pertence a I. Conclúımos,
portanto, que o conjunto {m + I|m ∈ C} gera o espaço vetorial K〈X〉/I. Pelo lema 2.1.3
sabemos que I ⊆ T2(M2(K)). Agora, aplicando os lemas 2.1.5 e 2.1.1 conclúımos a prova.
�
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2.2 Identidades Zn-graduadas de Mn(K)

O resultado da seção anterior pode ser estendido para a álgebra Mn(K).

Em [31], Vasilovsky mostrou que quando caracteŕıstica do corpo K é igual a zero, todas
as identidades Zn-graduadas de Mn(K) seguem das identidades:

(i) x1x2 = x2x1, wG(x1) = wG(x2) = 0;

(ii) x1x2x3 = x3x2x1, wG(x1) = −wG(x2) = wG(x3).

Em [3] Azevedo, utilizando matrizes genéricas, mostrou que tais resultados são válidos
para corpos infinitos. E, baseados então em [3], faremos nesta seção, este estudo.

Com base na notação já estabelecida no caṕıtulo 1, podemos definir uma Zn-graduação
para Mn(K). Para cada α ∈ Zn, seja Mn(K)α o subespaço de Mn(K) gerado por todas as
matrizes unidade eij tais que j − i = α. Assim, Mn(K)0 consiste das matrizes da forma




a1,1 0 · · · 0
0 a2,2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · an.n


 , a1,1, a2,2, . . . , an,n ∈ K,

e para 0 < t ≤ n− 1,Mn(K)t consiste das matrizes da forma




0 · · · 0 a1,t+1 0 · · · 0
0 · · · 0 0 a2,t+2 · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · an−t,n

an−t+1,1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...
...

0 · · · an,t 0 0 · · · 0




,

onde a1,t+1, a2,t+2, . . . , an−t,n, an−t+1,1, . . . , an,t ∈ K. Como já visto em 1.5.6, a decomposição
acima define uma Z2-graduação para a álgebra Mn(K).

Sejam Y = {y
(k)
i | 1 ≤ k ≤ n, i ≥ 1} e Ω = K[Y ] = K〈Y 〉/J , onde J = 〈y1y2 − y2y1〉, a

álgebra dos polinômios em variáveis comutativas gerada pelas variáveis y
(k)
i . Decompomos

a álgebra Mn(Ω) das matrizes n × n com entradas em Ω como soma direta dos subespaços
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Mn(Ω)i formados por matrizes do tipo




0 · · · 0 f1 0 · · · 0
0 · · · 0 0 f2 · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · fn−i

fn−i+1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...
...

0 · · · fn 0 0 · · · 0




,

onde f1, . . . , fn ∈ Ω e i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Esta decomposição é uma Zn-graduação para
álgebra Mn(Ω), o que pode ser visto com o aux́ılio do próximo lema.

Lema 2.2.1. Sejam

A =




0 · · · 0 a1 0 · · · 0
0 · · · 0 0 a2 · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · an−i

an−i+1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...
...

0 · · · an 0 0 · · · 0




,

B =




0 · · · 0 b1 0 · · · 0
0 · · · 0 0 b2 · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · bn−j

bn−j+1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...
...

0 · · · bn 0 0 · · · 0




,

matrizes de Mn(Ω), onde 0 ≤ i, j ≤ n− 1. Então

AB =




0 · · · 0 a1bi1 0 · · · 0
0 · · · 0 0 a2bi2 · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · axbix
ax+1bix+1

· · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...
...

0 · · · anbin 0 0 · · · 0




,

onde ik = (i+ k − 1)(mod n+ 1) e x = n− (i+ j)(mod n).
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Prova: As matrizes A e B podem ser escritas na forma A =
n∑

k=1

akek,ik , B =
n∑

l=1

bkel,ml
.

Assim AB =
n∑

k=1

akbikek,mik
. A posição do elemento bk é (k, ik) com ik = i+ k se i+ k ≤ n e

ik = i+ k − n se i+ k > n. Ou seja, ik = (i+ k − 1)(mod n+ 1). O elemento axbix está na
última coluna da matriz AB. Assim, como bn−j está na última coluna da matriz B, temos
que n− j = ix. Logo, n− j = (i+x− 1)(modn+1) e portanto x ≡ −(i+ j)(modn). Como
n− (i+ j)(modn) é o único elemento de 1, . . . , n tal que n− (i+ j) ≡ −(i+ j)(modn) segue
que x = n− (i+ j)(modn). �

Denote por F a subálgebra Zn-graduada de Mn(Ω) gerada pelas matrizes

Ai =




0 · · · 0 y
(1)
i 0 · · · 0

0 · · · 0 0 y
(2)
i · · · 0

...
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · y
(n−a(xi))
i

y
(n−a(xi)+1)
i · · · 0 0 0 · · · 0

...
. . .

...
...

...
...

...

0 · · · y
(n)
i 0 0 · · · 0




para i ≥ 1. Este será um modelo genérico Zn-graduado da álgebra Mn(K).

Lema 2.2.2. A álgebra Zn-graduada relativamente livre K〈X〉/Tn(Mn(K)) é isomorfa à
álgebra F .

Prova: A aplicação ϕ : K〈X〉 −→ F dada por ϕ(f(x1, . . . , xk)) = f(A1, . . . , Ak) é um
homomorfismo Zn-graduado sobrejetor, uma vez que F é gerada por A1, . . . , Ak. Vamos
mostrar que Kerϕ ⊃ Tn(Mn(K)) já que a inclusão contrária segue facilmente.

Suponha f ∈ Tn(Mn(K)). Temos que f(M1, . . . ,Mk) = 0 para quaisquer matrizes
M1, . . . ,Mk tais que wZn

(M1) = wZn
(A1), . . . , wZn

(Mk) = wZn
(Ak). Assim a entrada (i, j)

da matriz f(A1, . . . , Ak) é um polinômio nas variáveis y
(1)
i , . . . , y

(n)
i , 1 ≤ i ≤ k que se anula

para qualquer substituição y
(l)
i → ri,l, onde ri,l ∈ K, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ l ≤ n. Já que o corpo

K é infinito, esse polinômio deve ser o polinômio nulo. Portanto, f(A1, . . . , Ak) = 0, assim
f ∈ Kerϕ e pelo Teorema do Isomorfismo, segue o resultado. �

Seja I o ideal das identidades Zn-graduadas de K〈X〉 gerado pelas identidades graduadas
x1x2 = x2x1, wG(x1) = wG(x2) = 0 e x1x2x3 = x3x2x1, wG(x1) = −wG(x2) = wG(x3).

O principal resultado desta seção é mostrar que todas as identidades polinomiais gradu-
adas da álgebra Zn-graduada Mn(K) seguem das identidades acima.

Para um corpo K de caracteŕıstica zero, Vasilovsky, em [31], utilizou fortemente esta
propriedade do corpo, trabalhando assim com a multilinearidade. Para corpos de carac-
teŕıstica positiva, que é nosso objeto de estudo, trabalharemos com os modelos genéricos de
graduação matricial já dados.
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Lema 2.2.3. A álgebra Zn-graduada deMn(K) satisfaz as identidades graduadas do Tn-ideal
I.

Prova: Dadas duas matrizes M,N ∈ Mn(K)(0), M e N são matrizes diagonais e logo
comutam, portanto a identidade graduada x1x2 = x2x1 com wG(x1) = wG(x2) = 0 é válida
em Mn(K). Sendo multilineares as identidades x1x2x3 = x3x2x1, wG(x1) = −wG(x2) =
wG(x3) basta mostrar que elas valem para x1 = ei1,j1 , x2 = er,s, x3 = ei2,j2 , onde x1 =
ei1,j1 , x3 = ei2,j2 ∈Mn(K)(t) e er,s ∈Mn(K)(n−t), onde 0 < t ≤ n− 1. Temos assim que

j1 =

{
i1 + t, se i1 + t ≤ n,
i1 + t− n, se i1 + t > n;

i2 =

{
j2 − t, se j2 − t ≥ 1,
j2 − t+ n, se j2 − t < 1;

r =

{
s+ t, se s+ t ≤ n,
s+ t− n, se s+ t > n.

Se ei1,j1er,sei2,j2 6= 0, então j1 = r e s = i2. Neste caso, i1 = s = i2 e j1 = r = j2. Observe
que se j1 = i1+ t e r = s+ t−n, então como j1 = r segue que n = s− i1, o que é imposśıvel.
Assim as igualdades j1 = i1 + t e r = s+ t−n não podem valer simultaneamente. O mesmo
acontece para as igualdades r = s+ t e i2 = j2− t+n. Portanto se j1 = i1+ t, então r = s+ t
e i2 = j2 − t, logo i2 = s = r − t = j1 − t = i1 e r = j1 = i1 + t = i2 + t = j2. De maneira
análoga, provamos que se j1 = i1 + t − n então r = s + t − n e i2 = j2 − t + n. Portanto
i2 = s = r − t + n = j1 − t + n = i1 e r = j1 = i1 + t − n = i2 + t − n = j2, e a afirmação
esta provada. Similarmente ei1,j1er,sei2,j2 6= 0 se, e somente se i1 = s = i2 e j1 = r = j2 e isto
ocorre se, e somente se, ei1,j1er,sei2,j2 6= 0. Logo ei1,j1er,sei2,j2 = ei2,j2 = ei2j1 = ei2,j2er,sei1,j1 .
�

Lema 2.2.4. Para todo monômio 0 6= m(x1, . . . , xk) ∈ K〈X〉 de comprimento q, existem
inteiros 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ iq ≤ k e {k1. . . . , kq, x} ⊆ {1, . . . , n} tais que

m(A1, . . . , Ak) =




0 · · · 0 y
(k1)
i1

· · · y
(kq)
iq

0 · · · 0

0 · · · 0 0 w2 · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · wx

wx+1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...
...

0 · · · wn 0 0 · · · 0




onde wi = y
((k1+i−2)mod n+1)
i1

· · · y
((kq+i−2)mod n+1)
iq

, i = 2, . . . , n.

Prova: Usaremos indução sobre q. Se q = 1, o resultado segue claramente. Suponha agora
que q > 1. Então existe um monômio 0 6= n(x1, . . . , xk) ∈ K〈X〉 tal que m(x1, . . . , xk) =
n(x1, . . . , xk)xi, onde 1 ≤ i ≤ k. Pela hipótese de indução e pelo Lema 2.2.1 conclúımos a
prova. �
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Lema 2.2.5. Sejam m(x1, . . . , xk) e n(x1, . . . , xk) dois monômios de K〈X〉. Se as ma-
trizes m(A1, . . . , Ak) e n(A1, . . . , Ak) têm a mesma entrada não nula na primeira linha então
m(x1, . . . , xm) ≡ n(x1, . . . , xm)(mod I).

Prova: Se m(A1, . . . , Ak) e n(A1, . . . , Ak) têm na primeira linha a mesma entrada não nula
segue diretamente do Lema 2.2.4 que m(A1, . . . , Ak) = n(A1, . . . , Ak). Seja q o comprimento
de m. Usaremos indução sobre q. Se q = 1, o resultado segue obviamente. Suponhamos
agora q > 1.

Suponhamos que xp é uma variável de m(x1, . . . , xk) e m1 e m2 são dois monômios de
K〈X〉 tais que m = m1xpm2. Pelo Lema 2.2.4, existem monômios w1, . . . , wn, η1, . . . , ηn de
Ω e inteiros 0 ≤ i, j ≤ n− 1 tais que

m1(A1, . . . , Ak) =




0 · · · 0 w1 0 · · · 0
0 · · · 0 0 w2 · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · wn−i

wn−i+1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...
...

0 · · · wn 0 0 · · · 0




e

m2(A1, . . . , Ak) =




0 · · · 0 η1 0 · · · 0
0 · · · 0 0 η2 · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · ηn−j

ηn−j+1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...
...

0 · · · ηn 0 0 · · · 0




Note que os graus homogêneos dem1(A1, . . . , Ak) em2(A1, . . . , Ak) em F são respectivamente
i e j. Pelo Lema 2.2.1, temos que m1(A1, . . . , Ak)Ap é igual a




0 · · · 0 w1y
(α1)
p 0 · · · 0

0 · · · 0 0 w2 · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · wxy
(αx)
p

wx+1y
(αx+1)
p · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...
...

0 · · · wny
(αn)
p 0 0 · · · 0




onde αr = (i+ r − 1) e x = n − (i + ap)(modn), sendo α(xp) = ap. Logo a matriz
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m(A1, . . . , Ak) = m1(A1, . . . , Ak)Apm2(A1, . . . , Ak) é igual a




0 · · · 0 w1y
(i1)
p ηj1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 w2 · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · wyy
(iy)
p ηjy

wy+1y
(iy+1)
p ηjy+1

· · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...
...

0 · · · wny
(in)
p ηjn 0 0 · · · 0




onde js = (n−x+s−1)(modn+1) e y = n−(n−x+j)(modn). Assim a variável y
(α1)
p deve

aparecer pelo menos uma vez na primeira linha de n(A1, . . . , Ak). Com racioćınio análogo
a n, existem dois monômios n1 e n2 em K〈X〉 tais que n = n1xpn2 e n1(A1, . . . , Ak) tem

grau i em F , senão a variável y
(α1)
p não apareceria na primeira linha de n(A1, . . . , Ak). Como

m1(A1, . . . , Ak) e n1(A1, . . . , Ak) têm o mesmo grau em F , wG(m1) = wG(n1). Portanto
podemos concluir que se xp é uma variável de m(A1, . . . , Ak) e m1, . . . ,ml são monômios
de K〈X〉 tais que m = m1xpm2xpm3xp . . .ml−1xpml, então existem monômios n1, . . . , nl em
K〈X〉 e uma bijeção ϕ : {1, . . . , l} → {1, . . . , l} tais que n = n1xpn2xpn3xp . . . nl−1xpnl e
wG(m1xpm2 . . .mt) = wG(n1xpn2 . . . nϕ(t)).

Seja xi a primeira variável de m. Logo existem dois monômios n1 e n2 de K〈X〉 tais que
n = n1xin2 e wG(n1) = 0. Para demonstrar esta afirmação consideremos três casos posśıveis:

Caso 1. Existem monômios m1 e m2 em K〈X〉 tais que m = xim1xim2 e wG(xim1) = 0.
Então existem três monômios n3, n4 e n5 em K〈X〉 tais que n = n3xin4xin5 e wG(n3) =
0 e wG(n3xin4) = 0.

Caso 2. Existem duas variáveis xa e xb e seis monômios m1,m2, n3, n4, n5 e n6 em K〈X〉
tais que m = m1xaxbm2, n = n3xan4xin5xbn6, n1 = n3xan4, wG(m1) = wG(n3) e
wG(m1xa) = wG(n3xan4xin5). Então wG(n4xinr) = 0 e como wG(n3xan4) = wG(n1) =
0 a afirmação está provada.

Caso 3. Não ocorre nenhum dos casos anteriores. Considere m = xi1 . . . xiq . Escolhe-
mos r ∈ {1, . . . , q} o menor inteiro tal que xir é uma variável de n1. Existem
monômios n3, n4, n5 e n6 de K〈X〉 tais que n1 = n3xirn4, wG(n3) = wG(xi1 . . . xir−1

),
n = n5xir+1

n6, wG(n5) = wG(xi1 . . . xir). Mostraremos que o comprimento de n5xir+1

não é maior que o comprimento de n1. De fato, se o comprimento de n5xir+1
é igual

ao comprimento de n1 então, como n5xir+1
n6 = n = n1xin2 segue que n1xi = n5xir+1

e dáı xi = xir+1
e wG(n5) = wG(n1) = 0. No entanto, wG(n5) = wG(xi1 . . . xir) e

portanto estamos no caso 1, o que é uma contradição. Se o comprimento de n5xir+1

é maior que o comprimento de n1 então estamos no caso 2 o que novamente nos
dá uma contradição. Assim, o comprimento de n5xir+1

não é maior que o compri-
mento de n1. Observemos que mesmo que ir = ir+1 podemos tomar n3 6= n5, de
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modo que xir e xir+1
também aparecem em posições distintas em n1. Aplicando

o mesmo racioćınio para r + 1, r + 2, . . . , q conclúımos que se x é uma variável de
xirxir+1

. . . xq então x é variável de n1 e a(x) ≤ b(x), onde a(x) denota a multiplici-
dade de x em xirxir+1

. . . xq e b(x) denota a multiplicidade de x em n1. Como r é o
menor inteiro pertencente a {1, . . . , q} tal que xr é variável de n1, vale a igualdade
a(x) = b(x). Portanto n1 e xirxir+1

. . . xq e b(x) possuem o mesmo multigrau, em
particular, wG(xirxir+1

. . . xq) = wG(n1) = 0. Logo existem monômios m3,m4,m5 de
K〈X〉 tais que m = m3m4xjmr, onde xj é a primeira variável de n, wG(m3m4) = 0
e m4xjm5 = xir0xir+1

. . . xiq , logo wG(m4xjm5) = wG(xir0xir+1
. . . xiq) = 0. Agora,

trocando as letras m e n a afirmação está provada.

Definimos

w(x1, . . . , xk) =

{
xin9n7n8n10, se wG(n8) = 0
xin9n7n8n10, se wG(n8) 6= 0

Se wG(n8) = 0 então wG(xin9) = 0 e pela identidade x1x2 = x2x1 com wG(x1) = wG(x2) = 0,
temos que w(x1, . . . , xk) ≡ n(x1, . . . , xk)(mod I). Se wG(n8) 6= 0 então wG(n7) = wG(xin9) =
−wG(n8) e, pela identidade x1x2x3 = x3x2x1 com wG(x1) = −wG(x2) = wG(x3), segue que
w(x1, . . . , xk) ≡ n(x1, . . . , xk)(mod I).

Como w(x1, . . . , xk)−n(x1, . . . , xk) ∈ I ⊆ Tn(Mn(K)) = Tn(R), temos que w(A1, . . . , Ak) =
n(A1, . . . , Ak) = m(A1, . . . , Ak). Se w0 e m0 são monômios de K〈X〉 tais que w = xiw0 e
m = xim0 então pelo Lema 2.2.1 notamos que w0(A1, . . . , Ak) = m0(A1, . . . , Ak). Segue da
hipótese de indução que w0(x1, . . . , xk) ≡ m0(x1, . . . , xk)(mod I) e assim, w(x1, . . . , xk) ≡
m(x1, . . . , xk)(mod I). �

Já temos condições de provar o principal resultado desta seção.

Teorema 2.2.6. Todas as identidades polinomiais graduadas da álgebra Zn-graduada de
Mn(K) seguem das identidades:

(i) x1x2 = x2x1, wG(x1) = wG(x2) = 0

(ii) x1x2x3 = x3x2x1, wG(x1) = −wG(x2) = wG(x3).

Prova: Já sabemos, pelo Lema 2.2.3 que I ⊆ Tn(Mn(K)). Mostraremos a inclusão oposta.
Pelo corpoK ser infinito o ideal Zn-graduado é gerado pelos seus elementos multi-homogêneos,
portanto, para mostrar que Tn(Mn) ⊂ I basta mostrar que qualquer identidade polinomial
graduada multi-homogênea f(x1, . . . , xm) de Mn(K) pertence a I.

Seja r o menor inteiro não-negativo tal que f pode ser escrito módulo I como combinação
linear de r monômios multi-homogêneos:

f ≡
r∑

q=1

aqmq(mod I)

onde 0 6= aq ∈ K, m1, . . . ,mr ∈ K〈X〉. Temos que mostrar que r = 0. Suponha-
mos que r > 0. Pelo Lema 2.2.2, sabemos que f ∈ Tn(F ). Como a1m1(A1, . . . , Am) =
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−
r∑

q=2

aqmq(A1, . . . , Am) temos que existe um p ∈ {2, 3, . . . , r} tal que m1(A1, . . . , Am) e

mp(A1, . . . , Am) têm a mesma entrada não nula na primeira linha. Logo, pelo Lema 2.2.5,

m1 ≡ mp(mod I) e f ≡ (a1 + ap)m1 +

p−1∑

q=2

aqmq +
r∑

q=p+1

aqmq(mod I). Assim sendo, f

pode ser escrito módulo I como uma combinação linear de no máximo r − 1 monômios
multi-homogêneos, o que contradiz a minimalidade de r. Portanto, f ≡ 0(mod I). �



CAPÍTULO 3

IDENTIDADES Z2-GRADUADAS
PARA ÁLGEBRAS T-PRIMAS
SOBRE CORPOS INFINITOS

Neste caṕıtulo estudaremos as identidades polinomiais Z2-graduadas satisfeitas pelas
álgebras T-primas M1,1(E) e E ⊗ E sobre corpos de caracteŕıstica positiva diferente de
2. Os resultados aqui expostos constituem uma generalização dos resultados obtidos por Di
Vincenzo em [10] quando na ocasião este descreveu bases para as identidades Z2-graduadas
de várias álgebras importantes para corpos de caracteŕıstica zero. Aqui, baseados nos re-
sultados de Koshlukov e Azevedo em [21], veremos tais resultados para corpos infinitos de
caracteŕıstica positiva.

3.1 Identidades graduadas de M1,1(E)

A menos de menção contrária, K denotará um corpo infinito de caracteŕıstica diferente
de 2.

Definição 3.1.1. Dada uma álgebra Z2-graduada A = A0 ⊕ A1, o subespaço A0 é chamado
subespaço par e seus elementos são os elementos pares, enquanto o subespaço A1 é
chamado subespaço ı́mpar e seus elementos são os elementos ı́mpares.

Sejam Y = {y1, y2, . . .} e Z = {z1, z2, . . .} dois subconjuntos disjuntos de variáveis tais
que X = Y ∪ Z. Assumindo que as variáveis do conjunto Y são pares e as variáveis do
conjunto Z são ı́mpares, estabelecemos uma Z2-graduação para K〈X〉 entre os monômios
pares e os monômios ı́mpares. De outro modo, definindo a função w = wZ2

: X −→ Z2 onde

wZ2
(x) =

{
0, se x ∈ Y
1, se x ∈ Z

43
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Estendendo esta função de modo que wZ2
(1) = 0 e wZ2

(x1x2 . . . xn) = wZ2
(x1) + wZ2

(x2) +
. . .+w(xn), dado um monômio f = x1x2 . . . xn ∈ K〈X〉, poderemos classificá-lo como par se
wZ2

(f) = 0 ou ı́mpar se wZ2
(f) = 1. Com isso a álgebra associativa livre Z2-graduada pode

ser apresentada como:
K〈X〉 = K〈X〉0 ⊕K〈X〉1

onde K〈X〉0 é o subespaço gerado pelos monômios pares e K〈X〉1 é o subespaço gerado
pelos monômios ı́mpares.

Definição 3.1.2. Seja A = A0 ⊕ A1 uma álgebra Z2-graduada. Os elementos de A0 ∪ A1

são denominados de homogêneos. Além disso, cada elemento homogêneo a possui um grau
wZ2

em Z2, isto é, wZ2
(a) = 0 ou wZ2

(a) = 1. A álgebra A é chamada supercomutativa
se ab = (−1)wZ2

(a)wZ2
(b) para quaisquer a, b ∈ A0 ∪ A1.

Exemplo 3.1.3. A álgebra de Grassmann, com sua Z2-graduação canônica é uma álgebra
supercomutativa. A álgebra exterior En de dimensão 2n, com Z2-graduação En = (En)0 ⊕
(En)1 é também um exemplo de álgebra supercomutativa.

Definição 3.1.4. Seja K〈X〉 a álgebra livre Z2-graduada. Para os monômios f, g ∈ K〈X〉,
considere as relações da forma fg = (−1)wZ2

(f)wZ2
(g)gf seja I o ideal gerado por estas

relações. A álgebra K〈Y ;Z〉 = K〈X〉/I é naturalmente Z2-graduada (pois herda a graduação
de K〈X〉) e é chamada de álgebra livre supercomutativa.

Segundo a definição 3.1.2 uma álgebra A é supercomutativa quando A0 ⊆ Z(A) e ainda
temos ab = −ba para quaisquer a, b ∈ A1.

Lema 3.1.5. Sejam K[Y ] a álgebra dos polinômios comutativos gerada por Y e E(Z) a
álgebra de Grassmann gerada pelo espaço vetorial com base Z. Então, as álgebras K〈Y ;Z〉
e K[Y ]⊗ E(Z) são isomorfas.

Prova: Seja ϕ : K[Y ] ⊗ E(Z) −→ K〈Y ;Z〉 = K〈X〉/I a aplicação dada por ϕ(a ⊗ b) =
ab + I. Naturalmente a aplicação ϕ é um homomorfismo de álgebras sobrejetor. Sejam
a = y1y2 . . . yn ∈ K[Y ] e b = z1z2 . . . zm ∈ E(Z), ambos não nulos. Fazendo as substituições
y1 = · · · = yn = 1 e z1 = e1, . . . , zm = em onde {e1, . . . , em} é subconjunto da base de E,
temos que ab 6∈ T2(E). Por outro lado, como K〈X〉/I é a álgebra livre supercomutativa,
temos que I = ∩{Q| Q é T2 ideal de alguma álgebra supercomutativa}. Em particular, I ⊆
T2(E) e assim segue a injetividade de ϕ. �

A álgebra M1,1(E) é a subálgebra de M2(E), vista no exemplo 1.1.28, que consiste das

matrizes

(
a b
c d

)
, onde a, d ∈ E0 e b, c ∈ E1. Definamos em M1,1(E) a seguinte Z2-

graduação: M1,1(E) = (M1,1(E))0⊕(M1,1(E))1 onde (M1,1(E))0 =

{(
a 0
0 d

)
| a, d ∈ E0

}
e

(M1,1(E))1 =

{(
0 b
c 0

)
| b, c ∈ E1

}
. Verificamos diretamente que (M1,1(E))i(M1,1(E))j ⊆

(M1,1(E))i+j para todos i, j ∈ Z2. Logo a álgebra M1,1(E) é Z2-graduada.
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Queremos nesta seção descrever o T2-ideal das identidades Z2-graduadas satisfeitas pela
álgebraM1,1(E). Já sabemos que para determinar as identidades Z-graduadas satisfeitas pela
álgebraM1,1(E) basta determinarmos as identidades satisfeitas pela álgebra livre F2(M1,1(E)),
já que T2(M1,1(E)) = T2(F2(M1,1(E))). Para esta finalidade buscaremos um novo modelo
para álgebra F2(M1,1(E)) de maneira que as identidades desta última se relacionem de forma
bastante clara com as identidades Z2-graduadas de M1,1(E). Segue um modelo genérico
da álgebra M1,1(E).

Dada a álgebra livre supercomutativa K〈Y ;Z〉 considere os conjuntos Y = {y
(j)
i | i ≥

1, j = 1, 2}, das variáveis de grau 0, e Z = {z
(j)
i | i ≥ 1, j = 1, 2}, das variáveis de grau

1, como os conjuntos geradores. Considere agora as matrizes Ai =

(
y
(1)
i 0

0 y
(2)
i

)
e Bi =

(
0 z

(1)
i

z
(2)
i 0

)
e a subálgebra Gen(M1,1(E)) de M2(K〈Y ;Z〉) gerada por estas matrizes.

Essa álgebra é Z2-graduada considerando

Gen(M1,1(E)) = Gen(M1,1(E))0 ⊕Gen(M1,1(E))1

onde

Gen(M1,1(E))0 =

{(
f11 0
0 f22

)
| f11, f22 ∈ (K〈Y ;Z〉)0

}

e

Gen(M1,1(E))1 =

{(
0 f12
f21 0

)
| f12, f21 ∈ (K〈Y ;Z〉)1

}
.

Veremos que a álgebra Z2-graduada Gen(M1,1(E)) é isomorfa à álgebra relativamente
livre de posto enumerável F2(M1,1(E)). Antes disso, necessitamos de uma lema.

Lema 3.1.6. Se K é um corpo infinito e f(y
(1)
1 , y

(2)
1 , . . . , y

(2)
n , z

(1)
1 , . . . , z

(2)
m ) ∈ K〈Y ;Z〉 é tal

que f(g1, . . . , gn, h1, . . . , hm) = 0 para quaisquer g1, . . . , gn ∈ E0 e h1, . . . , hm ∈ E1 então
f = 0.

Prova: Das relações gh = (−1)wZ2
(g)wZ2

(h), f pode ser expresso na forma

f(y
(1)
1 , y

(2)
1 , . . . , y(2)n , z

(1)
1 , . . . , z(2)m ) =

n∑

i=1

αimi(y
(1)
1 , y

(2)
1 , . . . , y(2)n , z

(1)
1 , . . . , z(2)m ),

onde mi ∈ K〈Y ;Z〉 são monômios de multigraus distintos. Como o corpo K é infinito segue
do Corolário 1.4.10 que αimi(g1, . . . , gn, h1, . . . , hm) = 0 para quaisquer g1, . . . , gn ∈ E0 e

h1, . . . , hm ∈ E1. Sendo assim, segue que αimi(y
(1)
1 , y

(2)
1 , . . . , y

(2)
n , z

(1)
1 , . . . , z

(2)
m ) = 0. �

Lema 3.1.7. A álgebra Z2-graduada Gen(M1,1(E)) é isomorfa à algebra relativamente livre
de posto enumerável F2(M1,1(E)) na variedade de álgebras Z2-graduadas determinadas por
M1,1(E).
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Prova: Considere a aplicação ϕ : K〈X〉 −→ Gen(M1,1(E)) dada por

ϕ(f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm)) = f(A1, . . . , An, B1, . . . , Bm).

Esta aplicação é claramente um homomorfismo Z2-graduado sobrejetor. Mostraremos que
T2(M1,1(E)) = Kerϕ. Com efeito, a inclusão Kerϕ ⊂ T2(M1,1(E)) é fácil de ser observada
já que cada matriz de M1,1(E) é uma especialização de uma matriz Gen(M1,1(E)). Seja
f(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) ∈ T2(M1,1(E)). Então existem

fij(y
(1)
1 , y

(2)
1 , . . . , y(2)n , z

(1)
1 , . . . , z(2)m ) ∈ K〈Y ;Z〉, 1 ≤ i, j ≤ 2

tais que a matriz M = f(A1, . . . , An, B1, . . . , Bm) é da forma

M = f11e11 + f12e12 + f21e21 + f22e22.

Como f ∈ T2(M1,1(E)) os polinômios fij são tais que fij(g
(1)
1 , g

(2)
1 , . . . , g

(2)
n , h

(1)
1 , . . . , h

(2)
m ) = 0

para quaisquer (g
(1)
1 , g

(2)
1 , . . . , g

(2)
n ) ∈ E0 e (h

(1)
1 , . . . , h

(2)
m ) ∈ E1. Pelo Lema 3.1.6 temos que

fij = 0, ou seja, f(A1, . . . , An, B1, . . . , Bm) = 0 e portanto f ∈ Kerϕ. O Teorema do
Isomorfismo nos garante que

F2(M1,1(E)) = K〈X〉/T2(M1,1(E)) ≃ Gen(M1,1(E)).

�

Observamos que este lema nos permite não fazer distinções entre a álgebra Gen(M1,1(E))
e a álgebra relativamente livre F2(M1,1(E)) e com o modelo genérico da álgebra M1,1(E).
Utilizaremos este modelo genérico para encontrarmos uma base para as identidades Z2-
graduada de M1,1(E).

Proposição 3.1.8. Seja I o T2-ideal das identidades Z2-graduadas de M1,1(E). Então os
polinômios y1y2 − y2y1, z1z2z3 + z3z2z1 ∈ K〈X〉 pertencem a I.

Prova: Pelo fato que Z(E) = E0 e que se g1, g2, g3 ∈ E1 então g1g2g3 + g3g2g1 = 0.

Deste modo, se y1 =

(
a1 0
0 b1

)
∈ (M1,1(E))0 e y2 =

(
a2 0
0 b2

)
∈ (M1,1(E))0 então

a1, a2, b1, b2 ∈ E0 e y1y2 =

(
a1a2 0
0 b1b2

)
=

(
a2a1 0
0 b2b1

)
= y2y1, logo y1y2 − y2y1 ∈ I.

Agora se zi =

(
0 ci
di 0

)
∈ (M1,1(E)), i = 1, 2, 3, então

z1z2z3 + z3z2z1 =

(
0 c1d2c3 + c3d2c1

d1c2d3 + d3c2d1 0

)
,

e temos a proposição. �
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Seja J o ideal das identidades Z2-graduadas gerado pelos polinômios y1y2−y2y1, z1z2z3+
z3z2z1 ∈ K〈X〉. Identificaremos as variáveis yi e zi com suas imagens pela projeção canônica
K〈X〉 −→ K〈X〉/J . Seja B ⊂ K〈X〉 o conjunto formado pelos monômios

ya1ya2 · · · yak ,

ya1ya2 · · · yakzc1yb1yb2 · · · ybl ,

ya1ya2 · · · yakzc1zd1zc2zd2 · · · zcm ẑdm ,

ya1ya2 · · · yakzc1yb1yb2 · · · yblzd1zc2zd2 · · · zcm ẑdm ,

onde a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ ak, b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bl, c1 < c2 < · · · < cm e d1 < d2 < · · · < dm, k ≥
0, l ≥ 0,m ≥ 0. Nos monômios do segundo tipo k + l ≥ 1, nos monômios do quarto tipo
se k = l = 0 seu grau é maior ou igual a 2. O śımbolo ̂ sobre a variável significa que ela
pode não aparecer. Denotaremos por B a imagem de B pela projeção canônica. A próxima
proposição nos mostra que o conjunto destes polinômios geram K〈X〉/J .

Proposição 3.1.9. O conjunto B gera K〈X〉/J .

Prova: Se f ∈ K〈X〉0 então yif − fyi ∈ J . Logo, todo polinômio em K〈X〉/J é uma
combinação linear de monômios da formam = h1(y)ẑe1h2(y)ze2ze3 . . . zek+J onde h1(y), h2(y)
são monômios nas variáveis y

′

is. Note que, como h(y) é um monômio nas variáveis yi então
h(y) = ye1ye2 . . . yek + J , de modo que, e1 ≤ e2 ≤ · · · ≤ ek. Se h(z) 6= 0 + J é um monômio
nas variáveis zi então segue da identidade z1z2z3 + z3z2z1 ∈ J que

ẑe2ze3ze4 . . . zes ≡ zc1zd1zc2zd2 . . . zcm ẑdm(mod J),

onde c1 < c2 < · · · < cm, d1 < d2 < · · · < dm, e os ı́ndices são tais que os monômios têm o
mesmo multigrau. De tudo isso temos que B gera K〈X〉/J . �

Proposição 3.1.10. O conjunto B ⊂ K〈X〉 é linearmente independente módulo T2(M1,1(E)).

Prova: Já que o corpo K é infinito, basta mostrar que cada subconjunto multi-homogêneo
de B é linearmente independente em K〈X〉/T2(M1,1(E)). Sejam M1,M2, . . . ,Mn monômios
distintos em B e λi ∈ K, 1 ≤ i ≤ n escalares tais que

M = λ1M1 + λ2M2 + · · ·+ λnMn ∈ T2(M1,1(E)).

Denotando por M a matriz obtida pela substituição de yi por Ai e zi por Bi em M ∈ B,
consideremos as afirmações:

a) Se Ai e Bi são as matrizes definidas na seção anterior então

Aa1Aa2 . . . AakBc1Ab1 . . . AblBd1Bc2Bd2 . . . BcmB̂dm

é igual a expressão

y(1)a1
y(1)a2

· · · y(1)ak
z(1)c1

y
(2)
b1
y
(2)
b2

· · · y
(2)
bl
z
(2)
d1
z(1)c2

z
(2)
d2

· · · ẑ
(2)
dm
Et1t2+
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y(2)a1
y(2)a2

· · · y(2)ak
z(2)c1

y
(1)
b1
y
(1)
b2

· · · y
(1)
bl
z
(1)
d1
z(2)c2

z
(1)
d2

· · · ẑ
(1)
dm
Et3t4 ,

onde as variáveis z
(1)
dm
, z

(2)
dm

aparecem se, e somente se, a matriz Bdm aparece. Além disso, se
a matriz for par temos que t1 = t2 = 1 e t3 = t4 = 2 e se for ı́mpar então t1 = t4 = 1 e
t2 = t3 = 2. A demonstração desta afirmação consiste em cálculos diretos.

b) Se M ∈ B então a matriz M é da forma P 1
MEij + P 2

MEkl, os ı́ndices i, j, k, l são
determinados pela paridade da matriz M e os multigraus dos monômios P 1

M , P
2
M ∈ K〈Y ;Z〉

dependem injetivamente de M , isto é, a aplicação que associa a cada matriz M ∈ B o
multigrau da matriz P 1

M ou P 2
M é injetiva. Além disso P 1

M 6= 0 e P 2
M 6= 0. A primeira parte

desta afirmação ocorre diretamente da afirmação 1. Já a segunda parte, segue observando
que se

P 1
M = y(1)a1

y(1)a2
· · · y(1)ak

z(1)c1
y
(2)
b1
y
(2)
b2

· · · y
(2)
bl
z
(2)
d1
z(1)c2

z
(2)
d2

· · · ẑ
(2)
dm
,

entãoM é monômio nas variáveis ya1 , ya2 , . . . , yak , yb1 , yb2 , · · · , yblzc1 , zc2 , zd1 , zd2 , . . . , zcm , ẑdm ,
onde a variável zdm aparece no monômio M se, e somente se, z2dm aparece em P 1

M . Assim,
podemos determinar a partir de P 1

M as variáveis que aparecem emM . Agora observamos que
como M ∈ B a ordem em que as variáveis aparecem em M fica determinada pelos ı́ndices
superiores nas variáveis y

(a)
n , z

(b)
m de P 1

M e o resultado segue. Se M ∈ B então a1 ≤ a2 ≤
· · · ≤ ak, b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bl, c1 < c2 < · · · < cm e d1 < d2 < · · · < dm, k ≥ 0, l ≥ 0, portanto
P 1
M 6= 0.

Continuando a demonstração da proposição, temos que T2(M1,1(E)) = T2(Gen(M1,1(E)))
e se substituirmos yi por Ai e zi por Bi obtemos

M = λ1M1 + λ2M2 + · · ·+ λnMn = 0.

Segue da afirmação 2 que as matrizes Ma são da forma P 1
MEij + P 2

MEkl, onde os ı́ndices
i, j, k, l são determinados pela paridade da matriz Ma. Observe que como os Ml são multi-
homogêneos as matrizes Ml têm a mesma paridade. Então a equação M = λ1M1 + λ2M2 +
· · ·+ λnMn = 0 fica

0 = (λ1P
1
M1

+ λ2P
1
M2

+ · · ·+ λnP
1
Mn

)eij + (λ1P
2
M1

+ λ2P
2
M2

+ · · ·+ λnP
2
Mn

)ekl.

Assim

0 = λ1P
1
M1

+ λ2P
1
M2

+ · · ·+ λnP
1
Mn

) = λ1P
2
M1

+ λ2P
2
M2

+ · · ·+ λnP
2
Mn

)ekl.

Pela afirmação 2, os multigraus dos monômios não nulos P 1
Ma

e P 2
Ma

dependem injetivamente
de Ma e portanto, conclúımos que λ1 = λ2 = . . . = λn = 0. �

Apresentamos agora o principal teorema desta seção.

Teorema 3.1.11. Seja K é um corpo infinito com charK 6= 2. Então as identidades Z2-
graduadas da álgebra M1,1(E) seguem das identidades y1y2 − y2y1, z1z2z3 + z3z2z1.
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Prova: Sabemos que J ⊂ T2(M1,1(E)) pela Proposição 3.1.8. Seja f ∈ T2(M1,1(E)).
Pela Proposição 3.1.9 existem escalares λi e monômios mi em B ⊂ K〈X〉 tais que f ≡∑
λimi(mod J). Já que J ⊂ T2(M1,1(E)) temos que 0 ≡T2(M1,1(E)) f ≡T2(M1,1(E))

∑
λimi, e

pela Proposição 3.1.10 λi = 0, assim, f ≡ 0(mod J), logo, f ∈ J e portanto, T2(M1,1(E)) ⊂ J
e temos o resultado. �

Observação 3.1.12. Se um polinômio multi-homogêneo f ∈ K〈X〉 não é uma identidade
de M1,1(E) e a variável zi ocorre nos monômios de f , então degzif ≤ 2. Isto ocorre devido,
caso existam três letras zi num monômio, ao menos duas delas estarão numa das sequências
ci ou di. Mas, devido à identidade z1z2z3 + z3z2z1 = 0 tais monômios desaparecem.

3.2 Um outro modelo genérico para M1,1(E)

Nesta seção, construiremos um novo modelo para Gen(M1,1(E)).

Sejam Y = {a
(0)
i , b

(0)
i | i = 1, 2, . . .} e Z = {a

(1)
i , b

(1)
i | i = 1, 2, . . .} conjuntos de variáveis

comutativas e anticomutativas, respectivamente. Consideremos a álgebra supercomutativa
K〈Y ;Z〉 livremente gerada pelos conjuntos Y e Z e L a álgebra gerada por 1 e pelas matrizes

Ci = a
(0)
i

(
1 0
0 1

)
+ b

(0)
i

(
1 0
0 −1

)
, Di = a

(1)
i

(
0 1
0 0

)
+ b

(1)
i

(
0 0
1 0

)
.

Tomando os Ci como elementos pares e Di como elementos ı́mpares, então L é uma
álgebra Z2-graduada.

Verificaremos agora que L é de fato um outro modelo genérico para M1,1(E).

Proposição 3.2.1. A álgebra L é isomorfa à Gen(M1,1(E)).

Prova: Seja ϕ : Gen(M1,1(E)) −→ L o homomorfismo dado por ϕ(Ai) = Ci e ϕ(Bi) = Di.
O Kerϕ = 0 uma vez que as matrizes Ai e Bi são especializações das matrizes Ci e Di.
Como charK 6= 0 podemos substituir a

(0)
i , b

(0)
i , a

(1)
i , b

(1)
i por (y

(1)
i + y

(2)
i )/2, (y

(1)
i − y

(2)
i )/2,

z
(1)
i , z2i , respectivamente. �

É imediato que as matrizes a
(0)
i (e11 + e22) comutam com as matrizes de L. Denote por

B2(L) a subálgebra de L que é gerada por 1 e por todos os elementos de L tais que toda

matriz C
′

is aparecem em comutadores, temos ainda que os elementos a
(0)
i (e11 + e22) não

aparecerão em nenhum polinômio não nulo de B2(L).

Proposição 3.2.2. As matrizes Ei = b
(0)
i

(
1 0
0 −1

)
, Di =

(
0 c

(1)
i

d
(1)
i −1

)
satisfazem as

seguintes relações:

EiEj são centrais, EiEj = EjEi,

EiDj = −DjEi, D2
iDj = −DjD

2
i .
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Prova: Imediata. �

Seja B2(M1,1(E)) a subálgebra deGen(M1,1(E)) gerada por 1 = e11+e22 e pelos elementos
de Gen(M1,1(E)) tais que as matrizes C

′

is aparecem apenas em comutadores. Em outras
palavras, B2(Gen(M1,1)(E)) = B2(F ) = B2(X)/(T2(M1,1(E))∩B2(X)). Então B2(M1,1(E))
é canonicamente isomorfa a B2(L), e identificaremos B2(F ) = B2(M1,1(E)) e B2(L).

Proposição 3.2.3. Se f ∈ B2(L) é um polinômio multi-homogêneo, então f é uma com-
binação linear de elementos da forma

Eα1

i1
Eα2

i2
· · ·Eαk

ik
D2

j1
D2

j2
· · ·D2

jl
g(Dn1

, Dn2
, · · · , Dnm

),

onde i1 < i2 < · · · < ik, j1 < j2 < · · · < jl, {j1, j2, · · · , jl} ∩ {n1, n2, · · · , nm} = ∅ e g é um
polinômio multilinear.

Prova: Seja f ∈ B2(L). Como 1 = e11 + e22 é central, não aparecem matrizes do tipo

a
(0)
i

(
1 0
0 1

)
na expansão de f . Pelo Lema Proposição 3.2.3 podemos escrever

f = Eα1

i1
Eα2

i2
· · ·Eαk

ik
h(Dn1

, Dn2
, · · · , Dt),

onde h é um polinômio multi-homogêneo. Se o grau de h para algum Di é maior que 2, então
pela Observação 3.1.12 h seria uma identidade Z2-graduada de M1,1(E). Logo, degDi

h ≤ 2

para todo i. Escrevamos h como uma soma de monômios não nulos h =
n∑

i=1

λiMi, onde

λi ∈ K e Mi é um monômio que só tem variáveis ı́mpares. Usando a identidade z1z2z3 +
z3z2z1 = 0, como na Proposição 3.1.9, podemos escrever Mi = Dc1Dd1Dc2Dd2 . . . DcmD̂dm

com c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ cm e d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dm. Agora observemos que se ci = ci+1,
1 ≤ i ≤ m − 1 e analogamente di 6= di+1, 1 ≤ i ≤ m − 1. Isto significa que cada i pode
aparecer no máximo duas vezes, em cada {c1, c2, . . . , cm} e outra em {d1, d2, . . . , dm}. Assim
a menos de sinal, temosMi = . . . D2

i . . . e usando D
2
iDj = −DjD

2
i temosMi = D2

i . . .. Como
D2

iD
2
j = D2

jD
2
i segue que Mi = D2

j1
D2

j2
. . . D2

jl
gi(Dn1

, Dn2
. . . , Dnm

) onde j1 < j2 < · · · < jl,

gi é um monômio multilinear e {j1, j2, . . . , jl} ∩ {n1, n2, . . . , nm} = ∅. Já que todos os M
′

is
têm o mesmo multigrau o resultado segue. �

3.3 Resultados auxiliares de Combinatória

Na próxima seção faremos usos de alguns resultados de combinatória que serão dados e
provados nesta seção.

Definição 3.3.1. Sejam (i1, i2, . . . , in) uma permutação dos śımbolos {1, 2, . . . , n} e A,B ⊂
{1, 2, . . . , n} tais que

A ∪B = {1, 2, . . . , n}, A ∩ B = ∅.
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Um par (iα, iβ), 1 ≤ α, β ≤ n, forma uma inversão colorida(em relação à partição
{A,B}) se 1 ≤ α < β ≤ n, {α, β} ⊂ A ou {α, β} ⊂ B, e iα > iβ. Se q é o número de
inversões coloridas então (−1)q é o sinal colorido desta permutação com relação à partição
{A,B}.

Exemplo 3.3.2. A tabela abaixo mostra os sinais coloridos de todas as permutações de
{1, 2, 3}.

123 132 231 213 312 321

123 + - + - + -
12;3 + + + - - -
13;2 + + - + - -
23;1 + - - + + -

Observação 3.3.3. Consideraremos as partições como pares não ordenados, deste modo o
conjunto {1, 2, . . . , n} tem exatamente 2n−1 partições, incluindo a partição trivial. No caso
da partição trivial A = {1, 2, . . . , n}, B = ∅, o sinal colorido é igual a 1 para todas as
partições pois a permutação principal não possui nenhuma inversão.

Lema 3.3.4. As transposições (t, t+2) mudam o sinal colorido de qualquer permutação em
relação a qualquer partição.

Prova: Consideremos as permutações i = (i1, i2, . . . , in) e j = (i1, . . . , it, it+1, it+2, . . . , in)
dos śımbolos {1, 2, . . . , n}. Seja {A,B} uma partição qualquer deste conjunto e a partir desta
partição defina qiA como sendo o número de inversões coloridas (iα, iβ) tais que {α, β} ⊂ A
na permutação i e, de modo análogo, defina qiB, qAj , qjB. Temos duas possibilidades para os
śımbolos it, it+1, it+2:

(1) Os três elementos pertencem ao mesmo conjunto na partição;
(2) Não acontece (1).
Para o caso (1), suponhamos sem perda de generalidade, que dois dos śımbolos it, it+1, it+2

pertencem a A. Neste caso qiB = qjB e os números qiA e qjA têm paridades diferentes e
portanto vale o resultado. No caso (2) podemos supor sem perda de generalidade que dois
dos śımbolos it, it+1, it+2 pertencem a A e o outro a B. Temos três possibilidades a considerar:
ou it, it+1 ∈ A ou it, it+2 ∈ A ou it+1, it+2 ∈ A. É fácil ver que para qualquer uma dessas
possibilidades qiB = qjB e os números qiA e qjA têm paridades diferentes. �

Proposição 3.3.5. Seja i = (i1, i2, . . . , in) uma permutação fixa de {1, 2, . . . , n}. Então o
sinal colorido de i é igual a 1 ou −1 com relação a todas as partições, ou então é igual a 1
para 2n−2 partições e −1 para as outras 2n−2 partições.

Prova: Pelo Lema 3.3.4 é suficiente provar a proposição apenas para permutações i tais que
i1 < i3 < . . . e i2 < i4 < . . .. Faremos indução sobre n. Para n = 1 e n = 2 o resultado é
imediato. Para n = 3 o resultado segue do Exemplo 3.3.2. Suponhamos agora que n > 3 e
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que o resultado é válido para 1, 2, . . . , n− 1. Seja i
′

= (i1, i2, . . . , in−2, in) a permutação dos
n − 1 śımbolos {1, 2, . . . , n}\{in} obtida da permutação i apagando-se o śımbolo in. Pela
hipótese de indução a proposição vale para i

′

. Como i1 < i3 < . . . e i2 < i4 < . . . segue que
in = n ou in−1 = n.

Se in−1 < in então in = n. Se {A,B} é uma partição de {1, 2, . . . , n}\{in} então {A ∪
{in}, B} e {A,B ∪ {in}} são partições de {1, 2, . . . , n} e os sinais coloridos destas partições
são os mesmos de i

′

com relação a partição {A,B}.
Se in−1 > in então in−1 = n e neste caso in−1 forma inversão colorida apenas com in.

Definimos i
′′

= (i1, i2, . . . , in−2, in) e a proposição vale para I
′′

. Seja (C,D) uma partição de
{1, 2, . . . , n − 1} e ε o sinal colorido de i

′′

com relação a (C,D). Formamos duas partições
{C ∪ {n}, D} e {C,D ∪ {n}} de {1, 2, . . . , n}. Em uma delas in e in−1 = n pertencem a
conjuntos diferentes da partição, logo o sinal colorido de i com relação a essa partição será ε.
Na outra partição in e in−1 = n pertencem ao mesmo conjunto da partição e o sinal colorido
de i em relação a esta partição será −ε e temos o resultado. �

Proposição 3.3.6. Seja i = (i1, i2, . . . , in) tal que i1 < i3 < . . . e i2 < i4 < . . .. Se
i 6= (1, 2, . . . , n) então o sinal colorido de i é igual a 1 para 2n−2 partições e é igual a −1
para outras 2n−2 partições de {1, 2, . . . , n}.

Prova: Segue da proposição 3.3.5. Faremos indução em n, e observamos que por hipótese
de indução tanto no caso in−1 < in quanto no caso in−1 > in obtemos 2n−2 vezes o sinal
colorido 1 e 2n−2 vezes o sinal colorido −1. �

3.4 As identidades Z2-graduadas de E ⊗ E

Nesta seção encontraremos uma base para as identidades Z2-graduadas do quadrado ten-
sorial da álgebra de Grassmann E.

No caṕıtulo 1 vimos que a álgebra E ⊗ E possui uma Z2-graduação canônica dada por

E ⊗ E = (E ⊗ E)0 ⊕ (E ⊗ E)1,

onde (E ⊗ E)0 = (E0 ⊗ E0)⊕ (E1 ⊗ E1) e (E ⊗ E)1 = (E0 ⊗ E1)⊕ (E1 ⊗ E0).
Assim como foi feito para a álgebra M1,1(E), usaremos um modelo genérico para álgebra

Z2-graduada relativamente livre na variedade das álgebras Z2-graduadas definidas por E⊗E
a fim de obtermos o T2-ideal de E ⊗ E.

Sejam a
(0)
i , b

(0)
i , c

(0)
i , d

(0)
i variáveis comutativas e a

(1)
i , b

(1)
i , c

(1)
i , d

(1)
i variáveis anticomuta-

tivas, i = 1, 2, . . .. Consideramos K〈Y ;Z〉 a álgebra livre supercomutativa livremente

gerada pelos conjuntos Y = {a
(0)
i , b

(0)
i , c

(0)
i , d

(0)
i } e Z = {a

(1)
i , b

(1)
i , c

(1)
i , d

(1)
i } de variáveis

pares e ı́mpares, respectivamente. Denotemos por F a subálgebra do produto tensorial
K〈Y ;Z〉 ⊗K〈Y ;Z〉 gerada pelos elementos da forma:

Yi = a
(0)
i ⊗ b

(0)
i + a

(1)
i ⊗ b

(1)
i , Zi = c

(0)
i ⊗ d

(0)
i + c

(1)
i ⊗ d

(1)
i .
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Então F = F0 ⊕ F1 é uma Z2-graduação natural, considerando Yi como variáveis pares e Zi

como variáveis ı́mpares.

Proposição 3.4.1. A álgebra Z2-graduada F é isomorfa à álgebra relativamente livre de
posto enumerável K〈X〉/T2(E ⊗ E) na variedade das álgebras Z2-graduadas definidas por
E ⊗ E.

Prova: O homomorfismo ϕ : K〈X〉 −→ F definido por ϕ(yi) = Yi e ϕ(zi) = Zi é claramente
um homomorfismo Z2-graduado sobrejetor. É necessário agora que mostremos que Kerϕ =
T2(E⊗E). De fato, Kerϕ ⊂ T2(E⊗E) já que cada elemento de E⊗E é uma especialização
de um elemento de F . Seja f ∈ T2(E⊗E), então ϕ(f) é um polinômio emK〈Y ;Z〉⊗K〈Y ;Z〉

que se anula para cada substituição dos a
(0)
i , b

(0)
i , c

(0)
i por elementos E0 e dos a

(1)
i , b

(1)
i , c

(1)
i , d

(1)
i

por elementos de E1. Dáı segue que ϕ(f) = 0 em K〈Y ;Z〉 ⊗K〈Y ;Z〉, ou seja, f ∈ Kerϕ e
pelo Teorema do Isomorfismo conclui-se a prova. �

Precisamos de algumas propriedades elementares da álgebra E ⊗ E. É fácil ver que seu
centro é igual a E0 ⊗ E0.

Lema 3.4.2. Os polinômios y1y2− y2y1 e z1z2z3+ z3z2z1 são identidades Z2-graduadas para
a álgebra E⊗E. Se charK = p > 2 então o polinômio yp1z1−z1y

p
1 também é uma identidade

graduada para E ⊗ E.

Prova: O primeiro polinômio é uma identidade Z2-graduada de E⊗E pois a componente par
E0⊗E0⊕E1⊗E1 é uma álgebra comutativa. Mostraremos agora que o segundo polinômio é
uma identidade graduada. Como é multilinear, basta mostrar que g1g2g3⊗h1h2h3+g3g2g1⊗
h3h2h1 = 0 sempre que gi, hi, i = 1, 2, 3 são homogêneos tais que que wG(hi) = wG(gi) + 1.
Neste caso temos

g1g2g3 = (−1)(wG(g1)wG(g2))g2g1g3 = (−1)(wG(g1)wG(g2)+wG(g1)wG(g3))g2g3g1

= (−1)(wG(g1)wG(g2)+wG(g1)wG(g3)+wG(g2)wG(g3))g3g2g1,

e
h1h2h3 = (−1)σ,

onde

σ = wG(h1)wG(h2) +wG(h1)wG(h3) +wG(h2)wG(h3) = wG(g1g2) +wG(g1g3) +wG(g2g3) + 1.

Ou seja, h1h2h3 = −(−1)wG(g1g2)+wG(g1g3)+wG(g2g3)h3h2h1, e segue que o segundo polinômio
z1z2z3 + z3z2z1 é uma identidade.

Agora, seja a ∈ E0 ⊗ E0 ⊕ E1 ⊗ E1, ou seja, a =
∑

(ei ⊗ fi + gi ⊗ hi) onde ei, fi ∈ E0 e
gi, hi ∈ E1. Como a é uma soma de elementos que comutam dois a dois e charK = p > 2
segue que

ap =
∑

(epi ⊗ f p
i + gpi ⊗ hpi ),

e como gi, hi ∈ E1 segue que g
p
i = hpi = 0, assim ap =

∑
(epi ⊗f

p
i ). Como os elementos epi ⊗f

p
i

são centrais em E ⊗ E, temos que [yp, z] é uma identidade Z2-graduada. �
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Lema 3.4.3. A álgebra B2(F ) = B2(X)/B2(X) ∩ T2(E ⊗ E) é imagem homomorfa de
B2(L) ≃ B2(M1,1(E)) = B2(X)/B2(X) ∩ T2(M1,1(E)).

Prova: Sabemos que T2(M1,1(E)) ⊂ T2(E ⊗ E) e portanto B2(X)/B2(X) ∩ T2(E ⊗ E)
é imagem homomorfa de B2(X)/B2(X) ∩ T2(M1,1(E)) pela aplicação induzida por π :
K〈X〉/T2(M1,1(E)) −→ K〈X〉/T2(E ⊗ E) onde π(f + T2(M1,1(E))) = f + T2(E ⊗ E) e
f ∈ K〈X〉. �

Usaremos agora o outro modelo genérico de M1,1(E) constrúıdo na seção anterior para
provar o seguinte resultado.

Lema 3.4.4. Sejam gi(z1, z2, . . . , zn) polinômios multilineares linearmente independentes
módulo o T2-ideal T2(M1,1(E)). Então os polinômios

yi11 y
i2
2 · · · yikk z

2
n+1 · · · z

2
n+rg(z1, z2, . . . , zn),

são linearmente independentes módulo o T2-ideal T2(M1,1(E)).

Prova: Basta mostrar que os polinômios acima de mesmo multigrau são linearmente inde-
pendentes, uma vez que o corpo K é infinito. Mas neste caso, qualquer combinação linear é
um polinômio da forma

yi11 y
i2
2 · · · yikk z

2
n+1 · · · z

2
n+rg(z1, z2, . . . , zn),

onde g(z1, z2, . . . , zn) é uma combinação linear dos gi(z1, z2, . . . , zn). Se mostrarmos que
yi11 y

i2
2 · · · yikk z

2
n+1 · · · z

2
n+rg(z1, z2, . . . , zn) pertence a T2(M1,1(E)) somente quando g(z1, z2, . . . , zn)

pertence a T2(M1,1(E)) o resultado está provado, já que os gi(z1, z2, . . . , zn) são linearmente
independentes módulo T2(M1,1(E)).

Observemos que

Eα
i = (b

(0)
i )α

(
1 0
0 −1

)α

e D2
i = (c

(0)
i d

(0)
i )

(
1 0
0 −1

)

Assim fazendo yi = Ei, 1 ≤ i ≤ k e zj = Dj, 1 ≤ j ≤ n+r, podemos concluir que o monômio
yi11 y

i2
2 · · · yikk z

2
n+1 · · · z

n+r
2 é igual a

(b
(0)
i )i1(b

(0)
i )i2 · · · (b

(0)
i )ik(c

(1)
n+1d

(1)
n+1) · · · (c

(1)
n+rd

(1)
n+r)

(
1 0
0 −1

)(i1+i2+···+ik+r)

.

Assim, se yi11 y
i2
2 · · · yikk z

2
n+1 · · · z

n+r
2 g(z1,z2,...,zn) = 0, então o polinômio g(z1, z2, . . . , zn) se anula

quando substitúımos z1 = D1, . . . , zn = Dn. Logo g(z1, z2, . . . , zn) ∈ T2(M1,1(E)). �

Lema 3.4.5. Os monômios multilineares mij = zi1zj1zi2zj2 . . . zim
︷︸︸︷
zjm , onde i1 < i2 < . . . <

im, j1 < j2 < . . . < jm−1 < jm e zjm é omitido quando o grau de mij é ı́mpar, são linearmente
independentes módulo as identidades Z2-graduadas de E ⊗ E.
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Prova: Suponhamos por absurdo que os monômios sejam linearmente dependentes, isto
é, suponha que existem escalares αij, não nulos, e monômios mij tais que

∑
αijmij em

K〈X〉/T2(E ⊗ E). Desde modo temos que
∑
αijmij ∈ T2(E ⊗ E). Como o corpo K é

infinito, podemos supor que estes monômios têm o mesmo multigrau e, renomeando suas
variáveis, podemos supor que todos os mij são monômios nas variáveis z1, z2, . . . , zk para
k ∈ N conveniente. Suponha que o monômio z1z2 . . . zk−1zk participa desta combinação
linear com coeficiente não nulo α.

Considere a identidade
∑
αij(mijzk+1) e uma partição {A,B} do conjunto {1, 2, . . . , k}

onde |A| = n e |B| = m. Fazendo as substituições zi 7→ e2i−1 ⊗ 1, se i ∈ A, zi 7→ 1 ⊗ e2i,
se i ∈ B e zk+1 7→ e2n+1e2n+3 . . . e2k−1 ⊗ e2m+2e2m+4 . . . e2k e denotando por mijzk+1

(A,B) o
resultado do monômio mijzk+1 após a substituição, temos que, como

∑
αij(mijzk+1) é uma

identidade para E ⊗ E, então
∑
αijmijzk+1

(A,B) = 0. Assim

0 =
∑

(A,B)

(∑
αijmijzk+1

(A,B)
)

onde o primeiro somatório é feito sobre todas as 2k−1 partições de {1, 2, . . . , k}. Reorgani-
zando a soma obtemos

0 =
∑

αij


∑

(A,B)

mijzk+1
(A,B)


 .

Afirmamos que
∑

(A,B)

mijzk+1
(A,B) = 0 sempre que mij 6= z1z2 . . . zk. De fato, suponha que

mij = zn1
. . . znk

6= z1 . . . zk, então

mijzk+1
(A,B) = (−1)σ(A,B)e1e3 . . . e2k−1 ⊗ e2e4 . . . e2k,

onde σ(A,B) é o sinal colorido da permutação (n1, . . . , nk) com relação à partição {A,B}.
Sabemos por hipótese que n1 < n3 < . . . , e n2 < n4 < . . . em mij. Como (n1, . . . , nk) 6=
(1, 2, . . . , k), segue da Proposição 3.3.6 que

∑

(A,B)

mijzk+1
(A,B) =


∑

(A,B)

(−1)σ(A,B)


 e1e3 . . . e2k−1 ⊗ e2e4 . . . e2k = 0.

A afirmação acima diz que para igualdade 0 =
∑

αij


∑

(A,B)

mijzk+1
(A,B)


 os monômios

mij 6= z1z2 . . . zk−1zk darão contribuição nula. Como para o monômio z1z2 . . . zk−1zk o sinal
colorido é 1 em relação à qualquer partição, obtemos que α2k−1(e1e3 . . . e2k−1⊗e2e4 . . . e2k) =
0, o que é um absurdo pois α 6= 0 e charK 6= 2. �
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Lema 3.4.6. Seja f(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn) ∈ B2(M1,1(E)) ≡ B2(L) um polinômio graduado
onde substitúımos Ei por yi e Di por zi nos geradores de L. Então, módulo T2(E ⊗E), f é
igual a uma combinação linear de polinômios da forma

yα1

1 yα2

2 · · · yαm

m z2i1z
2
i2
· · · z2ikgj(zj1 , zj2 , . . . , zjl),

onde {i1, i2, . . . , ik} ∩ {j1, j2, . . . , jl} = ∅, i1 < i2 < . . . < ik e gj é um polinômio multilinear.
Se charK = p > 0 impomos αi < p, i = 1, . . . ,m.

Além disso, se os polinômios multilineares g
′

js forem linearmente independentes módulo
T2(E ⊗ E), então os polinômios acima também o são.

Prova: Como o corpo K é infinito, podemos considerar f multi-homogêneo e a primeira
parte segue do Lema 3.4.2. Se charK = p > 0 e a ∈ E1 ⊗ E1 então ap = 0. Desta forma,
para charK > 0 impomos αi < p, i = 1, . . . ,m. Se os g

′

js são linearmente independentes
módulo T2(E ⊗ E) procedemos de modo análogo à demonstração da Proposição 3.4.4. �

Teorema 3.4.7. O ideal das identidades Z2-graduadas da álgebra E ⊗ E é gerado pelos
polinômios y1y2 − y2y1, z1z2z3 + z3z2z1, e se charK = p > 2, também por yp1z1 − z1y

p
1.

Prova: A idéia central desta demonstração é mostrar que se um polinômio não é con-
sequência das identidades Z2-graduadas y1y2 − y2y1, z1z2z3 + z3z2z1, e se charK = p > 2,
yp1z1 − z1y

p
1, então ele não é identidade Z2-graduada de E ⊗ E.

Como os dois primeiros formam uma base para as identidades graduadas de M1,1(E) e
T2(M1,1(E)) ⊆ T2(E ⊗ E), podemos trabalhar na álgebra relativamente livre determinada
por eles, ou seja, Gen(M1,1(E)). Podemos considerar apenas os polinômios onde as variáveis
pares aparecem apenas em comutadores.

Suponha, sem perda de generalidade, o polinômio próprio f 6= 0 em Gen(M1,1(E)). Pelo
Lema 3.4.3, 0 6= f ∈ B2(M1,1(E)) ≃ B2(L). Segundo a Proposição 3.2.3 teremos que f é
combinação linear de polinômios da forma

Eα1

i1
Eα2

i2
· · ·Eαk

ik
D2

j1
D2

j2
· · ·D2

jl
g(Dn1

, Dn2
, · · · , Dnm

),

onde i1 < i2 < · · · < ik, j1 < j2 < · · · < jl, {j1, j2, · · · , jl} ∩ {n1, n2, · · · , nm} = ∅ e g é um
polinômio multilinear. Se substituirmos Ei por yi e Di por zi em f temos pelo Lema 3.4.6
que, módulo T2(E ⊗ E), f é igual a uma combinação linear de polinômios da forma

yα1

1 yα2

2 · · · yαm

m z2i1z
2
i2
· · · z2ikgj(zj1 , zj2 , . . . , zjl),

onde {i1, i2, . . . , ik} ∩ {j1, j2, . . . , jl} = ∅, i1 < i2 < . . . < ik e gj é um polinômio multilinear
e, se charK = p > 0 devemos impor αi < p, i = 1, . . . ,m.

Observe que se αi < p, i = 1, . . . ,m então f não pode ser consequência de yp1z1 − z1y
p
1.

Ainda, fazendo as substituições, y1 = y2 = . . . = ym = 1⊗ 1 ∈ E ⊗ E e zir = (eir + eur
)⊗ 1

e zjs = ejs ⊗ 1 ∈ E1 ⊗ E0 para {u1, u2, . . . , uk} ∩ {i1, i2, . . . , ik} ∩ {j1, j2, . . . , jk} 6= ∅ vemos
que f não pertence a T2(E ⊗ E) e assim conclúımos a demonstração. �

Como corolário deste teorema obtemos uma nova prova da coincidência dos T -ideais das
álgebras M1,1(E) e E ⊗ E sobre um corpo de caracteŕıstica zero.
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Corolário 3.4.8. Se a caracteŕıstica do corpo K é zero as álgebras M1,1(E) e E⊗E são PI
equivalentes. Em outra palavras, T (M1,1(E)) = T (E ⊗ E).

Prova: Pela Proposição 1.5.15, sabemos que se duas álgebras graduadas satisfazem as mes-
mas identidades graduadas, então elas satisfazem as mesmas identidades ordinárias. As
identidades Z2-graduadas de M1,1(E) e de E ⊗ E seguem das identidades y1y2 − y2y1,
z1z2z3+ z3z2z1 para um corpo de caracteŕıstica zero. Portanto, as álgebras M1,1(E) e E⊗E
satisfazem as mesmas identidades polinomiais ordinárias quando a caracteŕıstica deK é zero.
�



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS
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