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RESUMO

Nesta dissertacao apresentamos um estudo sobre as identidades polinomiais graduadas
sobre a dlgebra matricial My(K') com generalizacao para M, (K) onde K denota um corpo
infinito de caracteristica qualquer e as identidades polinomiais graduadas para as algebras
T-primas M; ;(E) e E ® E sobre corpos de caracteristica positiva diferente de 2.

Estudaremos uma generalizacao feita por Koshlukov e Azevedo do resultado obtido por
Di Vincenzo que descreve as identidades graduadas da dlgebra matricial My(K'). Koshlukov
e Azevedo observaram que as identidades graduadas yi1ys = yoy1 € 212223 = 232227 que Di
Vincenzo provou que é uma base para algebra My(K) para K um corpo de caracteristica
zero também é uma base quando o corpo K ¢ infinito de caracteristica qualquer.

Estudaremos também as identidades polinomiais Zs-graduadas satisfeitas pelas algebras
T-primas M; ;(F) e E® E sobre corpos de caracteristica positiva diferente de 2 que consti-
tuem uma outra generalizacao dada por Koshlukov e Azevedo dos resultados obtidos por Di
Vincenzo quando este descreveu bases para as identidades Z,-graduadas de varias algebras
importantes para corpos de caracteristica zero.
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ABSTRACT

In this works we present a study on the graded polynomial identities of the matrix algebra
M, (K) with generalization to M, (K) where K denotes an infinite fields of any characteristic
and polynomial identities graded algebras T-prime M ;(E) and E ® E over fields of positive
characteristic different from 2.

Study a generalization made by Koshlukov Azevedo and the result obtained by Di Vin-
cenzo describing the graded identities of the matrix algebra My(K'). Azevedo and Koshlukov
noted that the graded identities y1y2 = y2y1 and 212023 = 232921 Di Vincenzo proved that it
is a base for algebra My(K) K to a fields characteristic is also a zero base when the fields
K is infinite for any characteristic.

We also study the polynomial identities Zj-graded algebras satisfied by T-prime M; ; (E)
and F ® F over fields of positive characteristic different from 2 which constitute a further
generalization given by Koshlukov Azevedo and the results obtained by Di Vincenzo when
the identities described bases Zo-graded algebras important for various fields of characteristic
zZero.

1X



SUMARIO

Introducao 1
1 Conceitos Introdutérios 4
1.1 Algebras . . . . . . . 4
1.2 Algebras livres e Identidades Polinomiais . . . .. ... ......... ... 11
1.3 T-ideais e Variedades de Algebras . . . . . . . . .. ... ... ... .. ... 15
1.4 Identidades polinomiais homogéneas, multilineares e préprias . . . . . . . . . 20
1.5  Graduagoes de Algebras e Identidades Graduadas . . . . . .. .. ... ... 27

2 Identidades Graduadas para Algebras de Matrizes sobre Corpos Infinitos
32
2.1 Identidades Zo-graduadas de Mo(K) . . . . . . . . ... 32
2.2 Identidades Z,-graduadas de M,,(K) . . . .. . ... ... ... ... .... 35

3 Identidades Z,-Graduadas para Algebras T-Primas sobre Corpos Infinitos
43
3.1 Identidades graduadas de My (E) . . . . . . . . ... 43
3.2 Um outro modelo genérico para My (E) . . . .. ... ... ... ... ... 49
3.3 Resultados auxiliares de Combinatéria . . . . . . . . .. .. ... L. 50
3.4 Asidentidades Zy-graduadas de FE Q@ E . . . . ... ..o 52
Bibliografia 58



INTRODUCAO

A teoria de algebras com identidades polinomiais, também conhecida como PI-dlgebras é
uma sub-area importante da teoria de anéis. O interesse pela PI-dlgebra como uma area de
pesquisa teve seu marco inicial com o artigo de Kaplansky [18] publicado em 1948, embora
polinomios nao comutativos que se anulam quando avaliados por elementos de uma algebra
possam ser encontrados nos trabalhos de Dehn [9], Wagner [33] e Hall [15], publicados em
1922, 1936 e 1943, respectivamente. Ha de se citar ainda trabalhos de Sylvester, por volta
de 1852.

O trabalho de Kaplansky trata da estrutura das Pl-dlgebras (mais especificamente das
PI-4lgebras primitivas), um dos principais eixos de estudo em Pl-dlgebras. Este eixo se
desenvolveu sobretudo nos anos 60 e 70 com resultados sobre a estrutura das PI-4lgebras os
quais podem ser encontrados nos livros de Herstein [16], Jacobson [17], Procesi [24] e Rowen
28]. Kaplansky perguntou qual seria o menor grau de identidade polinomial satisfeita pela
algebra matricial de ordem n, sobre um corpo. A resposta a esta pergunta, veio de um novo
e interessante eixo de estudo de PI-algebras, buscando agora, uma descricao das identidades
polinomiais satisfeitas por uma determinada algebra. O célebre Teorema de Amitsur e
Levitzki [1] em 1950, mostrou, utilizando métodos combinatérios, que o polindémio standard
de grau 2n ¢é a identidade de menor grau da algebra das matrizes de ordem n com entradas
em um corpo.

O teorema de Amitsur e Levitzki foi exaustivamente estudado e outras demonstragoes
foram dadas utilizando diversas técnicas. Em 1958, baseando-se em propriedades coho-
moldgicas de dlgebras de Lie e de resultados de Frobenius sobre representacoes do grupo
simétrico e do grupo alternado, B. Kostant [22] deu uma nova demonstracao deste teorema.
Em 1963, utilizando agora teoria de grafos, foi a vez de R. Swan [30] propor outra demons-
tragao. Com resultados da dlgebra linear, Yu. Razmyslov [26] em 1974 também demonstrou
o teorema de Amitsur e Levitzki. E finalmente, em 1976, utilizando propriedades bésicas da
algebra de Grassmann e do trago matricial, S. Rosset [27] provou também este teorema em
uma pagina.



Denotando por T'(A) o conjunto de todas as identidades satisfeitas por uma dada algebra
A, cabe notar que T(A) é um T-ideal e que, a fim de descrevermos todas as identidades
polinomiais satisfeitas por A, é suficiente encontrarmos os geradores de T'(A) com um 7-
ideal. Assim, uma pergunta natural, conhecida em geral como o Problema de Specht, diz
respeito a existéncia de um conjunto finito de geradores. Mais precisamente, em 1950,
Specht conjecturou que, sobre um corpo de caracteristica zero, todo T-ideal proprio de
K (X) é finitamente gerado como um 7T-ideal. Esta conjectura passou a ser uma das questoes
centrais da Pl-teoria. Ela foi provada para casos particulares, no entanto, sua demonstragao
completa foi dada em 1987 por Kemer [19], cuja contribui¢do para a Pl-teoria vai muito além
da resolucao do problema de Specht.

Para a resolugao do Problema de Specht, Kemer em [19], desenvolveu a teoria estrutu-
ral de T-ideais, utilizando como uma das principais ferramentas as identidades graduadas.
Este tipo de identidade é uma generalizacao das identidades ordinarias e tem uma estreita
relacao com elas. Via de regra essas sao relativamente mais faceis de estudar. Por outro
lado, providenciam vérias informacoes sobre as identidades ordindrias satisfeitas pela nossa
algebra. Devido a sua importancia e aplicacoes na Pl-teoria, apds os estudos de Kemer, por
volta de 1987, as identidades graduadas tornaram-se um objeto de estudo independente. A
seguir alguns dos principais resultados relacionados a identidades polinomiais graduadas.

As bases para as identidades Zy-graduadas de My(K) e M;(E) foram descritas por Di
Vincenzo [10], em caracteristica zero. Dentre seus resultados, obteve como corolario uma
prova bastante elementar do conhecido fato de que as algebras M; ;(F) e E® FE satisfazem as
mesmas identidades polinomiais para corpos de caracteristica zero. Estes resultados foram
generalizados por Koshlukov e Azevedo [21] para corpos infinitos de caracteristica diferente
de 2. (Aqui ressaltamos que o resultado sobre My(K') em [21] é vélido também sobre corpos
de caracteristica 2, desde que sejam infinitos.) Além disso, como consequéncia, foi obtida
uma prova ainda mais elementar da Pl-equivaléncia dos T-ideais de M;1(E) e E® E.

As bases para as identidades Z-graduadas e Z,-graduadas das algebras M,, foram des-
critas para n qualquer por Vasilovsky [31, 32], em caracteristica zero, e generalizados para
corpos infinitos por Azevedo |3, 2].

Di Vincenzo e Nardozza [11] desenvolveram um método para encontrar uma base das
identidades G @ Zy-graduadas da algebra A ® E a partir das identidades G-graduadas da
algebra A. Por meio de identidades graduadas, eles provaram que as algebras M ,(E) ® E
e My(F) satisfazem as mesmas identidades polinomiais.

Neste trabalho estudamos as identidades graduadas em algebras matriciais sobre corpos
infinitos e as identidades(graduadas e ordindrias) satisfeitas pelas dlgebras M; 1(F) e E® E.

A dissertacao estd estruturada em trés capitulos, como segue:

No primeiro capitulo sao apresentados os pré-requisitos para leitura dos capitulos seguintes.
Definimos inicialmente dlgebra, algebra associativa livre, identidades polinomiais, T-ideais
e Variedades, polinomios multilineares e multi-homogéneos. Sao oferecidos varios exemplos
e todas as afirmacoes sao demonstradas a fim de tornar o texto bastante claro. Ao final do
capitulo sao dadas as defini¢oes de algebras graduadas e identidades graduadas, que sao os
principais conceitos desta dissertacao.



Introdugao

No segundo capitulo descrevemos uma base das identidades Zy-graduadas de My(K). Na
secdo seguinte descrevemos as identidades Z,-graduadas de M, (K).

No tltimo capitulo, estudamos as identidades (graduadas e ordindrias) satisfeitas pelas
algebras M, 1(E) e E® E. Através de um modelo genérico para essas dlgebras, encontramos
uma base para as identidades polinomiais Zs-graduadas satisfeitas por elas quando o corpo
¢ infinito.



CAPITULO 1
CONCEITOS INTRODUTORIOS

Nesta secao enunciaremos as defini¢oes preliminares e alguns resultados basicos, muitos
dos quais consagrados pelo constante uso. O nosso foco principal sera apresentar as definicoes
necessarias para o entendimento do contetido desta dissertagao. Iniciaremos com uma dis-
cussao sobre algebras, o nosso objeto de estudo. No decorrer da dissertacao, K denotara um
corpo, cuja caracteristica sera especificada na ocasiao. A menos de meng¢ao em contrario, os
espagos vetoriais, algebras e produtos tensoriais serao definidos sobre o corpo K.

1.1 Algebras

Definigao 1.1.1. Um espago vetorial A sobre um corpo K € chamado uma dlgebra sobre
K (ou uma K-dlgebra) se A é munido de uma operacao bindria, chamada multiplica¢do, que
a dois elementos a e b em A associa um elemento ab em A, tal que para todo a, b em A e
para todo o em K

1. (a+b)c = ac+ be,
2. a(b+c) = ab+ ac,
3. a(ab) = (aa)b = a(ab).

Definicao 1.1.2. Se A é uma dlgebra e existe um elemento 14 € A, tal que 14a =aly =a
para todo a € A, entdo A é chamada dlgebra unitdria, ou dlgebra com unidade, e
1a (que vamos escrever 1 em vez de 14) é chamado elemento neutro da multiplicagdo ou
simplesmente unidade de A.

Defini¢ao 1.1.3. Se A ¢ uma dlgebra tal que a(bc) = (ab)c para todo a,b e ¢ em A, entdo
A € chamada dlgebra associativa.
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Definicao 1.1.4. Se A € uma dlgebra tal que ab = ba para todo a,b em A, entao A € chamada
dlgebra comutativa.

Definicao 1.1.5. Se A € uma dlgebra unitdria tal que para todo elemento a € A, a # 0,
existe um elemento a=' € A tal que aa™" la =1 onde 1 € a unidade de A, entdo A é
chamada dlgebra com divisdo e a=' é chamado inverso multiplicativo de a.

:ai

Definicao 1.1.6. Diremos que A € uma dlgebra de Lie se para todo a,b e c em A temos
aa = 0(anticomutatividade) e a(bc) + b(ca) + c¢(ab) = 0(identidade de Jacobi).

Definicao 1.1.7. Diremos que A € uma dlgebra de Jordan se para todo a,b em A temos
ab = ba, (a*b)a = a*(ba).

Definicao 1.1.8. Um subespagco S de A é uma subdlgebra se é fechado com respeito a
multiplicacao, isto €,
8189 € S = S189 € S.

Definigao 1.1.9. Seja A uma dlgebra. O conjunto
Z ={z€ A| za=az para todo a € A}

é chamado centro de A. Os elementos de Z sao ditos centrais.

Definicao 1.1.10. Uma dlgebra associativa A € dita uma nil dlgebra se para todo a € A
existe um numero n natural tal que a™ = 0. O menor natural com essa propriedade €
chamado indice de nilpoténcia de a. Se existir um niumero firo n tal que a™ = 0 para
todo a € A entao A € chamada uma nil dlgebra de indice limitado n.

Definicao 1.1.11. Uma dlgebra associativa A € dita uma dlgebra nilpotente se existe um
numero natural fito n tal que o produto de quaisquer n elementos de A € zero. O menor
numero natural com essa propriedade € chamado indice de nilpoténcia de A.

Defini¢ao 1.1.12. Sejam A uma dlgebra e I um subespago de A. Se ax € I (respectiva-
mente xa € I) para todo a € A e para todo x € I, dizemos que I é um ideal a esquerda
(respectivamente, a direita) de A. Se I for ideal a esquerda e a direita de A, diremos que [
¢ um tdeal bilateral de A.

Observamos que nas duas definigoes acima, as algebras nao contém unidade.

Definigao 1.1.13. Sejam A uma dlgebra e I # 0 um ideal a esquerda (a direita ou bilateral)
de A. Se nao existe nenhum ideal & esquerda (a direita ou bilateral) de A contido em I e
que seja distinto de 0 e do prdprio I entao I é chamado um ideal simples (ou minimal)
a esquerda (a direita ou bilateral) de A.

De agora em diante, a menos menc¢ao em contrério, o termo dlgebra devera ser entendido
como algebra associativa unitaria. Apresentamos abaixo alguns exemplos importantes de
algebras e subdlgebras.
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Exemplo 1.1.14. O espag¢o vetorial M, (K) das matrizes n x n com entradas em K, mu-
nido da multiplicagao usual de matrizes, é uma dlgebra associativa com unidade a qual é
exatamente a matriz identidade I,,. Nesta dlgebra é importante destacar as matrizes e-
lementares Lj;, para 1 < i,5 < n, onde E;; € a matriz cuja unica entrada nao nula € 1
na i-ésima linha e j-ésima coluna. E facil ver que elas formam uma base para M,(K) e
portanto a dimensdo desta dlgebra é n®. Mais geralmente, se A € uma dlgebra, consideremos
o espago vetorial M,(A) de todas as matrizes n X n com entradas em A. O produto em
M, (A) € andlogo ao produto em M,(K). Temos que M,(A), munido deste produto, é uma
algebra.

Exemplo 1.1.15. O subespago U, (K) de M,(K) das matrizes triangulares superiores com
a multiplicagao “herdada” de M, (K), é uma dlgebra associativa com unidade. Além disso o

subespago I de U, (K) que consiste das matrizes em que todos os elementos da diagonal sao
0 € um ideal bilateral de U, (K)(mas nao de M, (K)).

Exemplo 1.1.16. O subconjunto sl,(K) de M, (K), formado pelas matrizes com trago zero
com a multiplicacdo [ry,re] = 11719 — 1911, 71,79 € Sl (K), € uma dlgebra de Lie, sobre K.

Exemplo 1.1.17. O anel K|x] dos polinémios com uma indeterminada e com coeficientes
em K, € uma dlgebra sobre K, associativa, comutativa, com unidade 1 € K|x].

Exemplo 1.1.18. O anel K[zy,...,x,] dos polinémios com n indeterminadas e com co-

eficientes em K, é também uma dlgebra sobre K, associativa, comutativa, com unidade
1€ K[zy,...,x,).

Exemplo 1.1.19. O conjunto Endgk (V') dos operadores lineares de um espago vetorial V.,
com dimV > 1, € uma dlgebra sobre K, associativa, ndo comutativa, cuja unidade € o
operador identidade de V.

Exemplo 1.1.20. A dlgebra das matrizes simétricas n xn com o produto a-b := (ab+ba)/2
¢ uma dlgebra de Jordan. Aqui exigimos que a caracteristica do corpo seja diferente de 2.

Exemplo 1.1.21. Seja KG = {Z agg | ag € K} o espago vetorial com base {g | g € G}
geG
onde G € um grupo (multiplicativo). A multiplicagio em KG serd dada por

(Z %9)(2 Brh) = Z agBngh; oy, By € K.

geq heG g,h€G

Aqui gh € o produto de g e h em G. KG € uma dlgebra associativa com unidade sobre K
que € chamada, dlgebra de grupo. A unidade da dlgebra de grupo € o elemento le, onde
e denota a unidade do grupo G.

Exemplo 1.1.22. Seja V' um espago vetorial de dimensdo infinita, com base {ey, ey, €3, ...}.
Definimos a dlgebra de Grassmann (ou exterior) de V, denotada por E(V')(ou sim-
plesmente E ), como sendo a dlgebra associativa com base, como espago vetorial, consistindo
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dos produtos {1,e;,€;,...€; | i1 < iy < ... < iy k > 1} e satisfazendo as relagoes €2 = 0 e
eie; = —eje; para quaisquer i,7 € N. Sejam Ey e Ey 0s subespagos vetoriais de E gerados
pelos conjuntos {1, e, €, ... €, | m par} e {1, e, €, ...¢€;,| k impar}, respectivamente. E fdcil
ver que
k
(€iy - - - eim)(ejl S ejk) = (=" (ejl S ejk)<€i1 i)

para quaisquer m,k € N, e assim podemos concluir que gox = xgy para quaisquer go € Ey e
x € E, e g1go = —gog1 para quaisquer gi,gs € E1. Observamos que se a charK = 2, entdo
E € uma dlgebra comutativa e, se charK # 2 entao Z(E) = Ej.

Considerando E' a dlgebra com base {en€iy .. €| 11 <io <...<ip k> 1}, temos que
E' ndo tem unidade e é chamada de dlgebra exterior sem unidade.

Exemplo 1.1.23. Seja A uma dlgebra e S um subconjunto nao vazio de A. Considere Bg o
subespago de A gerado pelo conjunto {1,s18...s,| k € N,s; € S}. Temos que Bg € fechado
por multiplicacao e 1 € Bg. Assim, Bs ¢ uma subdlgebra de A, chamada subdlgebra
gerada por S. Além disso, Bs ¢ a menor subdlgebra de A que contém S, ou seja, toda
subdlgebra de A que contém S deve conter Bg.

Definigao 1.1.24 (Produto Tensorial de Espagos Vetoriais). Sejam V' e W' espacos vetoriais
com bases {v; | i € Ite{w; | j € J} respectivamente. O produto tensorial V@ W deV e W
¢ o espago vetorial com base {v; @ w;| i € I,j € J}, onde vale

O aw) @ (O Bws) =Y aifi(vi @ wy),

icl jeJ icl jeJg

onde 0s oy, B; € K sao escalares e as somas E Q;U; € g Bjw; sao finitas.
iel jeJ

Queremos definir uma multiplicagdo em um espaco vetorial A, de modo a torna-lo uma
algebra. Para isto basta definir esta multiplicacao entre os elementos de uma base de A e
faremos isto com o auxilio da proposi¢ao a seguir.

Proposigao 1.1.25. Sejam A um espago vetorial e [ uma base de A. Entdo, dada uma
funcao f: 5 x B — A, existe uma unica aplicacdo bilinear F : A x A — A estendendo f,
ou seja, Flg = f.

Prova: Dado a € A, a pode ser escrito na forma a = Zauu, com o conjunto {u €
uep
B | o, # 0} finito. Sendo a = Z auu, e b= Z AU, com o, Av € K, considere a aplicagao

uepf vep
F: Ax A— A definida da seguinte forma:

F(a,b) = Z Ay f(u,v).

u,vESB
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Observe que F' estda bem definida, pois se Z%v = Z”y;v com 7,7, € K, entdo v, = 7,

vES veER
para todo v € . Tomando agora u € K e a = Zauu, a; = Za;u, b = Z)\vv,
uef u€ep veP
elementos de A, temos F(a+ap,b) = F(Z a, +a,) Z Ap?) Z vy + )\ f (u,v) =
u€ep vER u,veP

Z ayp f(u,v) + Z a N f(u,v) = F(a,b) + F(ay,b) e puF(a,b) Z pag A f(u,v) =
u,vESB quB u,vESB

Z (o )u Z Av) = F(pa,b). Analogamente se mostra que F'(a,b; + by) = F(a,by) +

veEP veR
F(a,bsy) e uF(a,b) = F(a, ub) para quaisquer by, by € A. Logo F' é bilinear. Dados uy,v; € 3,

podemos escrever u; = E AU € vp = E Y,V com
uepf veES

\ = 1, seu=1u
Y10, seu £ u

)1, sev=u
= o, se v # vy.

Logo F(uy,v1) = Z AYof (U, ) = Ay A, f(ug,v1). Observe que F' é tinica estendendo f.

u,veP
De fato, suponha F': Ax A — A outra operacio bilinear estendendo f, entdo I (a,b) =
Z Uy Ny F (u,v) Z ayA f(u,v) = F(a,b). Logo F' é tnica, temos o resultado. [ |
u,VEB u,vERB

Sendo assim, na definicao acima se os espacos vetoriais sao algebras para definir uma
multiplicacao que faz do produto tensorial uma algebra basta definir uma multiplicacao
entre os elementos da base {v; @ w; | i€ I,j € J}.

Definicao 1.1.26 (Produto Tensorial de Algebras). Sejam V e W dlgebras com bases, como
espagos vetoriais, {v; | i € I}e{w; | j € J} respectivamente. Entao V@ W é uma dlgebra
com multiplicacao dada por

(Uil ® wjl)(UiQ ® wjz) - (Uhviz) ® (w’ilwiz))
Z‘177;2 € [7 j17j2 €J.

Exemplo 1.1.27. Um exemplo importante de produto tensorial de dlgebras, que serd estu-
dado no Capitulo 3,¢ a dlgebra F ® E, onde E ¢ a dlgebra de Grassmann.

Exemplo 1.1.28 (Algebras de matrizes com entradas na dlgebra de Grassmann.). O espago
vetorial das matrizes n X n com entradas na dlgebra de Grassmann E, munido com a mul-
tiplicag¢do usual das matrizes é uma dlgebra, que serd denotada por M,(FE). Para quaisquer
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a,b € N com a+ b= n, verifica-se através das regras de multiplicacao de matrizes em bloco,

Ey ... E| By ... E
oaxa oaxb
. : Ey Eo Ey Ey |
que o conjunto M,,(E) das matrizes da forma 7, B, E, 7, ¢ uma
bxa : bxb
El El EO EO

subdlgebra de M, (E).

Definicao 1.1.29. Uma transformacgao linear ¢ : Ay — Ay entre as dlgebras Ay e Ay é
um homomorfismo de dlgebras se

w(ab) = @(a)p(b)

para todo a,b € Ay e, além disso, p(1) = 1. De modo andlogo as demais estruturas algébricas,
dizemos que @ € um monomorfismo (ou mergulho) se ¢ é um homomorfismo injetivo.
Dizemos que ¢ é um epimorfismo quando for um homomorfismo sobrejetivo. Dizemos
que ¢ € um endomorfismo quando for um homomorfismo de Ay para A,. Dizemos que
© € um tsomorfismo se ¢ for bijetivo e dizemos que ¢ € um automorfismo se ¢ ¢ um
endomorfismo bijetor.

Denotamos por EndA e AutA os conjuntos dos endomorfismos e automorfismos, res-
pectivamente, da dlgebra A. Quando existe um isomorfismo ¢ : A — B, dizemos que as
algebras A e B sao isomorfas e denotamos por A ~ B.

Seja ¢ : A — B um homomorfismo. Definimos o nicleo de ¢ como sendo o conjunto
Kerp ={a € A| p(a) =0} e a imagem de ¢ como sendo o conjunto Imy = {pa| a € A}.
Observe que Kerep é um ideal de A e que Imy é uma subalgebra de B.

Sendo A uma &lgebra e I um ideal de A, considere o espago vetorial quociente A/I. Para
cada a € A, considere o elemento a+1 = {a+z| z € I} de A/I e defina em A/I as seguintes
operagoes de soma e produto por escalar

(a+D)+b+I)=(a+b)+IeXa+I)=Xa+1
para a,b € A e A\ € K. Defina também em A/I a multiplicagao
(a+1)(b+1)=uab+ 1.

Este produto é bem definido, pois nao depende da escolha dos representantes das classes
laterais, e é bilinear. Assim, munido deste produto, A/l é uma &lgebra, chamada de dlgebra
quociente de A por I. Nesta algebra vamos denotar a + I por a.

Podemos agora enunciar um importante fato sobre estruturas algébricas, o Teorema do
Homomorfismo.
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Teorema 1.1.30 (Teorema do Homomorfismo). Seja ¢ : A — B um homomorfismo de
algebras. FEntao, temos que a aplicagao

773 — I
7 Kerp e
ar— p(a) = ¢(a)

¢ um isomorfismo entre as dlgebras —2— e Imyp, ou seja
ery

Vo ~ Imp.

) K TP
Prova: Primeiramente, note que » é uma funcao bem definida. De fato, se a; e as sao
elementos quaisquer de A, tais que a7 = ag, entao (a; — ag) € Kerp. Logo, isto implica que
¢(a; — az) = 0, mas como ¢ é um homomorfismo, entao ¢(a;) = p(az), ou seja, P é uma
fungao bem definida. Note que Kerp = {a € wa| p(a) =0} ={a e Kmp| a € Kerp} =

{0}, ou seja, a aplicacio P é injetora. Finalmente, observe que ¢ é sobrejetiva, pois se b é
um elemento de Imep, entao existe um elemento a, € A, tal que p(ay) = p(a) = b. |
Segue abaixo importantes exemplos de homomorfismos.

Exemplo 1.1.31. Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. A aplicagio m : A — AJI,
definida por m(a) = @, € um homomorfismo de dlgebras chamado de proje¢cdo canénica.

Exemplo 1.1.32. Seja A" uma dlgebra sem unidade. Podemos mergulhar A" numa dlgebra
com unidade. De fato, considere A = A'EBK como soma direta de espacgos vetoriais.
Definimos em A a sequinte multiplicagao:

(a,a) - (b, B) = (ab+ Pa+ ab,af)

para todo a,b € Ao, f € K. Temos que (0, 1) é uma unidade de A e a inclusdo A Aé
um mergulho. Dizemos que A é obtida de A" por adjuncdo da unidade.

Exemplo 1.1.33. Consideremos dlgebra exterior E e a dlgebra E’ P K, definida como no
exemplo 1.1.82. A aplicacdoy : E' @ K — E, dada porp(a,\) = a+\, é um isomorfismo
de dlgebras e portanto E' @K ~ E.

Exemplo 1.1.34. Seja A € uma dlgebra. Temos que M, (A) ~ M,(K)Q A. Com efeito,
considere a transformagao liner T : M, (K)Q A — M, (A) tal que T(E;; ® a) = Ejj(a),
onde E;;(a) € a matriz de M,(A) que tem a € A na entrada ij e 0 nas demais. Notemos,
inicialmente, que dado 5 uma base de A, o conjunto {E;;(a)] 1 <i,j5 < n,a € B} € uma
base de M, (A) como espago vetorial. Tome a transformagdo linear

s My(A) — M,(K)(R) A

Eij(a) — S(Ei;j(a)) = B ® a.

S ( )) == Ezj(l € T(S(E”(a))) == T(El] & CL) == Ez] Sendo
b

yetiva.  Mostraremos que T € um homomorfismo de

ij
Observe que S(T(Ei; ® a)) = S(
assim, S = T~! e portanto, T
dalgebras. Observe que

(a
L
é

JFs;

Eij(a)Eq(b) = { %,-t(ab), j=s.
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Se j#s, temos T((Eij @ a)(Es ® b)) = T(E;jEq ® ab) = T(0® ab) = 0 = E;j(a)Eq(b) =
T(Eij(a))T(Ex(b)). Sej=stem-se T((E;j®a)(Eq®0b)) =T(E;jEy ®ab) = ( Zt®a):
Eii(ab) = El](a)Est(b) = T(E;j(a))T(Ex(b)), e portanto as dlgebras M,(A) e M,(K)Q A
sao isomorfas. Em particular, M, (E) ~ M,(K)Q E.

1.2 Algebras livres e Identidades Polinomiais

Nesta secao introduzimos o conceitos de Algebras Livres e Identidades Polinomiais e

exibimos alguns exemplos de PIl-dlgebras. As defini¢oes dadas podem ser encontradas nos
livros [13] e [4].

Definicao 1.2.1. Seja T wuma classe de dlgebras e F' € T uma dlgebra gerada por um
conjunto X. A dlgebra F' é uma dlgebra livre na classe T, livremente gerada por
X, quando, para toda dlgebra R € Y, temos que toda aplicacao X —> R pode ser estendida
para um homomorfismo F — R. A cardinalidade |X| do conjunto X € chamada de posto
de F.

Vamos construir uma algebra livre na classe formada por todas as algebras associativas
com unidade. Seja X = {x;| € N} um conjunto de varidveis. Denote por K(X) a dlgebra
que é o K-espago vetorial que tem como base o conjunto dos monémios X* = {z;, ... z; | n =
0,1,2,...} e multiplicac@o definida por (z;, ...z, ) (2, ... ;) = Tiy - .- T4 X, - - . Tj,. Ob-
serve que o monomio formado por nenhuma variavel, denotado por 1, é a identidade da
algebra K (X). Os elementos da algebra K (X), chamados polinémios, desempenham nas
algebras um papel semelhante ao das combinagoes lineares nos espacos vetoriais. Por exem-
plo, se queremos gerar um espago vetorial a partir de um subconjunto tomamos todas as
combinagoes lineares de elementos desse subconjunto; de modo similar, se A é uma algebra
gerada pelo conjunto X entao

A={f(g1,---,90)| flz1,...,2) € K(X);01,...,9n € X}.

O préximo teorema mostra que K(X) é livre na classe formada por todas as dlgebras
associativas com unidade, livremente gerada por X.

Teorema 1.2.2. Se A ¢ uma dlgebra e o é uma aplicagao de X em A, entdo o estende-se
unicamente a um homomorfismo ¢ : K(X) — A dado por

O(f (21, 2n)) = flo(z), .., 0(2n)).

Prova: Primeiramente, estendemos o a aplicacao 7 : X* — A definindo 7(z;,,...,2;,) =
o(zi,)...o(x;,). Agora estendemos 7 ao homomorfismo de algebras ¢ : K(X) — A
definido por ¢( Z auw) = ¢ Z a,7(w)). B fécil ver que o homomorfismo ¢ é dado

weX* weX*
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por ¢(f(z1,...,2,)) = flo(x1),...,0(z,)). Se ¢ é um homomorfismo de K(X) em A que
estende o, entao

p(f(r, o)) = flo(ar),. .. 0(zn) = @(f (21, 2n)).

Logo, o estende-se unicamente a um homomorfismo de K(X) em A. |
Segundo o préximo lema, podemos observar que o homomorfismo que estende a aplicagao
de um conjunto de geradores livres de uma algebra livre para uma algebra qualquer é tnico.

Lema 1.2.3. Sejam T wuma classe de dlgebras, F' uma dlgebra livre de Y com conjunto
gerador livre X e A uma dlgebra de Y. Toda aplicagao de X em A estende-se unicamente a
um homomorfismo de F em A.

Prova: Seja o uma aplicagao de X em A. Se ¢ é um homomorfismo de F' em A que estende
o, entao ¢(f(g1,...,9,)) = f(o(q1),...,0(gn)). Por outro lado, como

FZ{f(g1,...,gn)| f(l’1,...,$n) EK<X>;91>---7gn€X}7

existe um unico homomorfismo de F' em A que estende o. |
Dizemos que dois conjuntos possuem a mesma cardinalidade se existe uma bijegao
entre eles.

Teorema 1.2.4. Duas dlgebras livres de uma mesma classe com conjuntos de geradores
livres de mesma cardinalidade sao isomorfas.

Prova: Sejam A; e A, duas édlgebras livres de uma mesma classe com conjuntos geradores
livres X7 e X, respectivamente. Suponhamos que o seja uma aplicagao bijetora de X; em Xos.
Logo, existe um homomorfismo ¢; de A; em A que estende o. Além disso, existe também
um homomorfismo ¢, de Ay em A; que estende o—t. Por outro lado, o homomorfismo ¢, 0 ¢;
estende a aplicacao 0~ too que é uma identidade. Assim, ¢,0¢; é o homomorfismo identidade
de A; em A;. Da mesma maneira, vemos que ¢; o ¢ € o homomorfismo identidade de A,
em As. Logo, ¢1 e ¢ sao isomorfismos. [ |
Na algebra K (X) temos as seguintes defini¢oes em relacao a seus elementos:

Definicao 1.2.5. Sejam m = ax;, ... x;, um mondémio e f um polinomio de K(X).

1. Sex; € X entdo o grau de x; em m, denotado por degwj m, € o numero de ocorréncias
de x; em m;

2. O grau de m, denotado por degm, € o numero total n de varidveis presentes no
monomio m(considerando inclusive as multiplicidades de cada varidvel);

3. O grau de f, denotado por deg f, ¢ o maior grau obtido entre seus monomios;

4. Se todos os monomios de f tém o mesmo grau em uma varidvel x; € X, dizemos que
f € um polinémio homogéneo em x;;
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5. Se f € homogéneo em todas as suas varidveis entao [ é dito um polinémio multi-

homogéneo. Neste caso, se i; = deng f,7 =1,....,n, entao dizemos que f ¢ um
polinomio multi-homogéneo com multigrau (i, ..., i,);
6. Se flrin) ¢ q soma de todos os monémios em f com multigrau (iy,...,i,) entdo é

claro que f pode ser escrito de maneira unica como

f _ Z f(il,...,in) .

0150050 20

Ainda, se um polinomio f@--) ¢ nio nulo entdo fO1=i) ¢ denominado uma com-
ponente multi-homogénea de f.

7. Se f € multi-homogéneo com multigrau (1,...,1) entao f € dito um polinémio mul-
tilinear.

Queremos agora definir nosso principal objeto de estudo que é PI—Algebras. Antes disso,
definiremos alguns polindmios que serao frequentes no decorrer da dissertacao.

Definigao 1.2.6. O polinomio

Sp(T1,. oy Tp) = Z sign(o)Te(1) - - - To(n)
oESy

¢ chamado polinémio standard de grau n. Aqui sign(o) € o sinal da permutacio o do
grupo simétrico S,.

Definicao 1.2.7. O polinomio
52(21, T2) = [21, T2] = 2122 — 227y
€ 0 polinomio standard para n = 2 e é chamado polinémio comutador.

Definigao 1.2.8. Dada uma matriz A € M, (K), o polinémio p(x) = det(A—xI) € chamado
polinémio caracteristico de A.

Observamos que se A € My(K) calcula-se facilmente que p(z) = x? — tr(A)z + det(A),
onde tr(A) é o traco da matriz A.

De agora em diante, K (X) denotard a dlgebra associativa com unidade (ndo comutativa)
dos polindmios a varias variaveis em um conjunto enumeravel X com coeficientes em um
corpo K.

Definicao 1.2.9. Seja A uma dlgebra associativa sobre um corpo K e f = f(x1,22,...,2,) €
K(X). Dizemos que f € uma identidade polinomial de A se

f(a17a27"'aan):0a

para todo ay,as,...a, € A.
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Neste caso, diremos que f é uma identidade de A ou que A satisfaz f. Uma vez que o
polindmio nulo é uma identidade para toda algebra A, estabelecemos o seguinte:

Definicao 1.2.10. Se A satisfaz uma identidade polinomial nao trivial entao A é uma PI-
dlgebra.

A seguir apresentamos exemplos de Pl-algebras e de identidades polinomiais satisfeitas
por estas algebras.

Exemplo 1.2.11. Se A € uma dlgebra associativa e comutativa, entao A é uma Pl-dlgebra,
uma vez que satisfaz a identidade sy = [x1, 5] = 0.0bservamos que toda dlgebra comuta-
tiwa(nao necessariamente associativa) satisfaz ss.

Exemplo 1.2.12. Seja A uma dlgebra nil de expoente limitado, ou seja, existe um inteiro
n > 1, tal que a™ = 0 para todo a € A. Entao A € uma Pl-dlgebra, uma vez que satisfaz a

identidade f(x) = z".

Exemplo 1.2.13. Toda dlgebra associativa nilpotente de classe n—1 é uma Pl-dlgebra, uma
vez que satisfaz a identidade f(xq,...,2,) = T1... 2.

Exemplo 1.2.14. Seja A uma dlgebra nil, satisafzendo a identidade x™. Se a caracteristica
do corpo-base é 0, ou ainda um niumero primo p > n, seque do conhecido teorema de Nagata,
Higman, Dubnov e Ivanov, que A € nilpotente de indice m. O numero m nao é conhecido
no caso geral, sabe-se que n(n +1)/2 < m < n?.

Exemplo 1.2.15. Seja U,(K) a dlgebra das matrizes triangulares superiores n X n so-
bre K. Entio U, é uma Pl-dlgebra, uma vez que satisfaz a identidade f(x1,...,29,) =
(1, xo][x3, 4] . . . [Ton_1, Tan]. Isto € facilmente visto, jd que o comutador de duas matrizes
triangulares superiores € uma matriz triangular superior com diagonal principal nula. Além
disso o conjunto das matrizes triangulares superiores com diagonal principal nula formam
um ideal nilpotente I de U, (K) tal que I"™ = 0.

Observamos que nos dois exemplos anteriores as algebras em consideracao nao tém
unidade.

Exemplo 1.2.16. Se My(K) denota a dlgebra das matrizes 2 x 2 sobre o corpo K, entao
My(K) € uma Pl-dlgebra, uma vez que satisfaz a identidade f(x1,xo,13) = [[21,12]% 23] =
(1129 — wow1)2x3 — w3(2109 — T211)?, conhecida como identidade de Hall. De fato, se
A € My(K) entao seu polinémio caracteristico € x* — tr(A)x + det(A)E onde E é a matriz
identidade 2 X 2. Se A = [B,C|, para B,C € My(K), entao tr(A) = 0, e portanto A% +
det(A)E = 0, dai A?> = —det(A)E. Assim, o quadrado de um comutador é uma matriz
escalar, logo, comuta com todas matrizes e, portanto [A%, M] = 0, para todo M € My(K).

Exemplo 1.2.17. Seja E a dlgebra de Grassmann. A fim de mostrar que E é uma PI-
algebra, faremos uma construcao de E diferente da dada no exemplo 1.1.22. Tomaremos um
corpo K tal que charK # 2. Dado K(X) seja I um ideal de K(X) gerado pelo conjunto
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de polinomios {z;x; + xjx;| i,j > 1} entao E = @ Se escrevermos e; = x; + 1 para
1=1,2,... entao E tem a sequinte apresentacao:
E=(l,ey,es,...| e;e; = —eje;, para todo i,j > 1)

Seja Sy, o grupo simétrico sobre {1,2,...,n}. Paral <k <[ <n,

€y - eik_leikeikﬂ Ce eil_lellelHl o€y, = 6 eik_leileikﬂ Ce eil_lelkellﬂ R T

Portanto, se o € S, obtemos
Co(ir) - - - €olin) = (STGNO)E;, . .. €5,

onde signo € o sinal da permutacao o, ou seja, signoc = +1 ou signoc = —1 se o €
uma permutacao par ou impar, respectivamente. E conveniente escrever E na forma E =
EO@EWY, onde

EO© = spang{eq, .. ey, | 1 <iy <...<ig, k> 0};
"‘6i2k+1| 1 SZI < ... < i2k+1,kf 2 O}
E fécil ver que EOE©® + EOEW C O ¢ pOE® + pOEO C EO - Além disso, E© € o
centro de E. Devido a observagdo acima notamos que E satisfaz a identidade f(xy,x9,x3) =
(21, 9, 23] = [[21, ), 23], jd que [w1,25] € E©).

E® = spang{e;,

Exemplo 1.2.18. Toda dlgebra associativa A sobre um corpo K, de dimensao finita n, é
uma Pl-dlgebra uma vez que satisfaz a identidade polinomial

Spa1(T1y ey Tpgr) = Z Sign(o)Te(1) - - - To(ni1)-
oESh+1

E fdcil ver, da definicao do polinomio standard que, como ele é multilinear e antissimétrico,
ele se anula quando calculado sobre elementos linearmente dependentes. Particularmente,
isso ocorre quando dois de seus argumentos sao iguais. Assim, seja {e1,...,e,} uma base
de A e ay,...,a,41 elementos de A. Escrevendo cada a; como combinacgao linear dos ele-
mentos {ey, ... ey} temos que Spi1(aq, ..., ane1) € uma combinacao linear com coeficientes
em K de elementos da forma Sni1(€i,...,¢€;,,,). Sendo assim, algum e;, se repetird, e
Spt1(€irs .- €, ) = 0 implicando que Spi1(aq, ..., an41) =0.

1.3 T-ideais e Variedades de Algebras

O conjunto de todas as identidades polinomiais de uma &algebra A tem uma estrutura
algébrica bem definida, pois é um ideal. Isto nos leva a nogao de T-ideais. Agora, as
identidades polinomiais de uma &algebra A podem ser identidades polinomiais para outras
algebras. Assim, ao estudar um determinado conjunto de identidades polinomiais é mais
apropriado considerarmos a classe de todas as algebras satisfazendo todas estas identidades.
Isto nos leva a nocao de variedades de algebras que juntamente com T-ideais definiremos
nesta secao.
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Defini¢ao 1.3.1. Dizemos que um ideal I de K(X) é um T-ideal se o(I) C I para todo
¢ € End K(X), ou equivalentemente, se f(g1,...,g,) € I para quaisquer f(xy,...,z,) € I
egi,. -, 00 € K(X).

O conjunto T'(A) := {f € K(X)| f é uma identidade de A} é um ideal de K (X) chamado
ideal das identidades. Veremos pelo teorema abaixo que 7'(A) é um T-ideal.

Teorema 1.3.2. O ideal das identidades de uma dlgebra é um T-ideal de K(X).

Prova: Sejam A uma &algebra, f(zq,...,z,) € T(A) e ¢ um endomorfismo de K(X).
Como o(f(x1,...,2,)) = flo(z1),...,0(x,)) e f(ay,...,a,) = 0 para quaisquer elemen-
tos ai,...,a, de A, temos que ¢(f(z1,...,2,)) € T(A). Logo, ¢(T(A)) C T(A), sendo
portanto, T'(A) um T-ideal. |

Notamos que a reciproca deste teorema é verdadeira. De modo que, se I é um T-ideal
de K(X) entao existe uma algebra B tal que T(B) = I.

Definicao 1.3.3. Seja {fi(z1,...,2,) € K(X)|i € I} um conjunto de polinomios na dlgebra
associativa livre K(X). A classe Y das dlgebras associativas satisfazendo as identidades
fi = 0 € I € chamada de variedade de dlgebras associativas determinada pelo
sistema de identidades polinomiais {f; € K(X)| i € I}. A variedade A é chamada
subvariedade de T se A C Y. O conjunto T(Y) de todas as identidades polinomiais
satisfeitas por todas as dlgebras da variedade Y é chamado T-ideal de Y. Dizemos que o T'-
ideal T(Y) € gerado, como T-ideal, pelo conjunto {f;| i € I} da variedade Y se o menor
ideal gerado por {f;| i € I} coincide com T(Y). Usamos a notagio T(Y) = (fi| i € )T e
dizemos que o conjunto {f;| i € I} é uma base das identidades polinomiais para T se f;
nao pertence ao ideal gerado por {f;| j € I,j # i}. Os elementos de T'(Y) sao chamados
consequéncias das identidades polinomiais da base.

Observagao 1.3.4. Dois conjuntos de identidades {f;| i € I} e {g;| J € j} de K(X) sdo
equivalentes quando eles definem a mesma variedade de dlgebras associativas. Em outras
palavras, {fi| i € I} e {g;| J € j} de K(X) sdo equivalentes quando eles geram o mesmo
T-ideal em K(X). Ainda, duas Pl-dlgebras A e B sao chamadas de PI-equivalentes se
T(A) =T(B) e denotamos por A ~ B.

Na secao anterior, definimos dlgebra livre. O teorema abaixo mostra que toda variedade
possui uma algebra livre.

Teorema 1.3.5. Sejam T uma variedade nao trivial (variedade que contém pelos menos
uma dlgebra diferente da nula) de dlgebras e : K(X) — K(X)/T(Y) a projecao canonica.
Entao,

(1) A restricio de ™ ao conjunto X € injetora;

(i) A dlgebra K(X)/T(Y) € livre na variedade Y com conjunto gerador livre m(X).
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Prova: Vejamos que a restricao de m em X é injetora. Sejam x; e x5 dois elementos distintos
de X tais que 7(z1) = m(x2). Consideremos uma algebra ndo nula A de T e um elemento nao
nulo a de A. Entao existe um homomorfismo ¢ : K(X) — A tal que ¢(x1) = a e ¢p(x2) = 0.
Como T'(T) estd contido no niicleo de ¢, existe um homomorfismo ¢ : K(X)/T(T) — A
para o qual ¥ o = ¢. Mas,

a = ¢(x1) = Pom(zr) =1 om(rs) = P(2) =0,

o que é uma contradicao.

A dlgebra K(X)/T(T) é gerada pelo conjunto 7(X) e pertence a T desde que satisfaz
todas as identidades de T(Y). Mostraremos que esta dlgebra é livre em T, com conjunto
de gerador livre m(X). Sejam A € T e ¢ uma aplicagdo de 7(X) em A. Como K(X) é
uma algebra livre com conjunto gerador X, a aplicacao o0 o : X — A estende-se a um
homomorfismo ¢ : K(X) — A. Existe um tinico homomorfismo ¢ : K(X)/T(T) — A tal
que ¢ o =1, pois T(YT) esta contido no nicleo de ¥. Se x € X, entdo

¢(m(x)) = pom(x) =P(x) = 0 om(z) = o(n(z));

ou seja, o homomorfismo ¢ estende a aplicagao o. Logo, ¢ é o homomorfismo procurado.
Assim, K(X)/T(Y) é uma algebra livre na variedade T e m(X) é o seu conjunto gerador
livre. ]

No préximo lema, sao listados algumas propriedades basicas das variedades. Pelo fato da
demonstracao destas propriedades serem diretas, omitiremos. E importante frisar que estes
resultados sao validos para um conjunto X infinito.

Lema 1.3.6. Sejam I'y e I's duas classes de dlgebras e T uma variedade de dlgebras. Entdo
(1) T(T1) = Maer, T(A) = T(varly);
(i) se 'y C Ty entao T(I'y) C T(T);
(iii) 'y € T se, e somente se, T(Y) C T(I'y),
(iv) Se F' é uma dlgebra livre em Y entao T'(Y) = T(F).
Corolario 1.3.7. Se A é uma dlgebra, entio T(varA) = T(A).
A seguinte proposicao caracteriza as algebras relativamente livres em qualquer variedade.

Proposicao 1.3.8. Sejam T uma variedade definida por {f;| i € I}, Y um conjunto ar-
bitrdario e J um ideal de K(X) gerado por

{fi(gla . 79m>

g; € K(Y),i eI}

Entao:



SEQAO 1.3 ¢ T-ideais e Variedades de Algebras 18

1. A dlgebra F = K(X_}/J € uma dalgebra relativamente livre na variedade T com conjunto
de geradores livres Y = {y + J| y € Y}.

2. Duas dlgebras relativamente livres de mesmo posto sao isomorfas.

Prova: 1. Inicialmente mostraremos que F' € Y. Seja f;(x1,...,2,) uma das identidades
que determinam Y e sejam 7i, ..., g, elementos arbitrarios de F. Logo g; = g; + J com
g; € K(X). Entao fi(g1,...,09,) = 0. Isto mostra que f;(x1,...,x,) = 0 é uma identidade
polinomial de F. Assim, F € T.

Mostraremos agora que I’ é uma &algebra relativamente livre em Y, livremente gerada
por Y. Seja A uma algebra qualquer em T e seja ¢ : Y — A uma aplicacio arbitraria.
Definimos uma funcdo 6 : Y — A por 0(y) = ¢(7) e estendamos # a um homomorfismo
0 . K(X) — A. Isto é sempre possivel pois K(X) é uma algebra associativa livre. Para
provarmos que ¢ pode ser estendida a um homomorfismo de F' em A, basta mostrar que
J C Ker(0). Seja f € J, isto é,

f= Zuifi(gip -, 9i;)vi onde, g;, ug, v € K(X).

el

Para quaisquer ay,...,a,, € A o elemento f;(ay,...,an,) é igual a zero em A e isto implica
que 6(f) = 0, ou seja, J C Ker(f). Concluimos que F' ¢é isomorfo a Fy-(T) que ¢é a algebra
relativamente livre em Y, livremente gerada por Y.

2. Sejam Y = {y;| i € I} e Z = {z| i € I} e sejam Fy(Y) e Fz(T) as algebras rela-
tivamente livres correspondentes. Como ambas sao relativamente livres, podemos definir
homomorfismos

gb : Fy(T) — Fz(T)e 77/1 : Fz(T> — Fy(T)
por ¢(y;) = z; e ¥(z;) = y;. Visto que as composigoes 1) o ¢ e ¢ o sdo as identidades em Y

e Z respectivamente, obtemos que ¢ e 1 sao isomorfismos. [ |

Observacao 1.3.9. Segue-se da demonstra¢ao da proposi¢ao acima que o T-ideal de K({X)
gerado por {f;| i € I} consiste de todas as combinagoes lineares de

Wi fi(Girs - - - Gi;)vi onde, g, us,v; € K(X).

O préximo resultado nos mostra como relacionar os T-ideais com suas respectivas varie-

dades.

Teorema 1.3.10. Eziste uma correspondéncia biunivoca m entre os T-ideais de K(X) e as
variedades de dlgebras associativas. ™ € a correspondéncia de Galois, ou seja, para quaisquer
dois T-ideais, T e Ty, a inclusio Ty C Ty € equivalente a inclusao w(Ty) D w(T3).

Prova: Para todo T-ideal T definiremos T = 7(7T') a variedade determinada pelas iden-
tidades polinomiais pertencentes a 1. Esta correspondéncia é sobrejetiva pois para cada
variedade temos um T-ideal. Sejam T} # T para dois T-ideais e w(7;) = T,;, para
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i = 1,2. Entao, existe um polindémio f(x1,...,z,) que estd em T1\Ty (ou T3\T; ). Note que,
f(xy,...,x,) = 0 é uma identidade polinomial para T; e ndo é uma identidade polinomial
para a &lgebra relativamente livre F'(T9) = K(X)/T5 € T5. Logo T # Y5 e m é injetiva.

Notemos agora que Y7 O Y5 se, e somente se, todas as identidades polinomiais de T sao
satisfeitas também por T, ou seja, T'(T1) C T(T2) e portanto 7w é uma correspondéncia de
Galois. ]

Observagao 1.3.11. Se Yy C Yy, entao T(Y1) D T(Y2) e podemos considerar as identi-
dades polinomiais de Y1 mddulo T(Ys). Entdo se conhecemos as identidades polinomiais de
Ty e queremos estudar as identidades polinomiais de Y1, podemos restringir nosso estudo
na dlgebra relativamente livre F/(T3).

Corolario 1.3.12. Se T ¢ uma variedade de dlgebras e T(Y) é o T-ideal associado a T,
entio K(X)/T(Y) € geradora em Y, ou seja, K(X)/T(Y)="T.

Prova: Naturalmente K(X)/T(T) =T C Y. Por outro lado, estas duas variedades deter-

minam o mesmo T-ideal T'(T) em T se K(X)/T(T)="T7. [
Dada uma classe de algebras seria interessante saber quais propriedades esta classe deve

satisfazer para ser uma variedade. E isto foi respondido pelo classico teorema de Birkhoff.

Teorema 1.3.13. Uma classe nao vazia de dlgebras Y € uma variedade se, e somente se, T é

fechada sob as operacoes de tomar subdlgebras, imagens homomorfas e produtos cartesianos,
isto €, ST, QYT,CT C T.

Prova: Seja T uma variedade e seja R; € 1,5 € J. O produto cartesiano R = ZR]-

jed
consiste de todas as sequéncias (r;| 7 € J), r; € R;. Seja f(x1,...,x,) uma identidade
polinomial para Y. Se v, ... r™ ¢ R, v = (réi)| j € J), entdao f(rM ... rW) =
(f(r](l), . ,rj(.n))| j € J). Claramente, todas as coordenadas de f(r™M,... ™) sdo iguais
a zero e R € T. Com isso, temos que YT é fechada para tomada de produtos cartesianos.
Agora, T é naturalmente fechada para subalgebras e imagens homomorfas.

Seja ST, QY,CYT C T e T(T) C K(X) e seja T(T) um conjunto de identidades po-
linomiais satisfeitas pelas algebras em Y. Denotaremos por T a variedade definida pelas
identidades de T'(T). A inclusao T C Y ¢ trivial. Mostremos que T = T;. Seja m um
natural qualquer e seja Y = {y;| ¢ € I} um conjunto com m elementos. Seja N o con-
junto de todos os elementos f(xi,...,z,) de K(X) que nao sao identidades polinomiais
para Y. Apresentamos K(Y) como uma unido disjunta de dois subconjuntos 7,,(Y) e Ny,
da seguinte maneira. Seja f(vi,,...,¥;, ) um elemento de K(Y), onde y;,,...,y;, sdo n ele-
mentos diferentes de Y, com n < m. Se f(z1,...,z,) € T(Y), entdo assumiremos que
FWiyy - ui,) € Tn(Y) e se f(xy,...,x,) ndo é uma identidade polinomial para Y entdo
Yirs - Yin € Np. Para cada f(ys,,...,4:,) € N, existe uma algebra Ry € T e elementos
Tisfs--Ting € Ry, tal que f(rip,...,7,p) # 0 em Ry. Para algum ¢ € I, @ # dy,...,1,,
escolhemos elementos arbitrarios r;; € Ry e definimos elementos

si=(rylicl)e Y Ry

fENm
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Desde que CY,S8T C T, obtemos que a algebra F' gerada por z; em Z Ry pertencem a T.
fENm

Por outro lado, se ¢(yi,, ..., Yi,) € Np, entdo g(z;,,...,z,) # 0, ja que g(ri,g5 .-, 7i,g) 0
para qualquer g € N,,. Por isso o nicleo do homomorfismo canénico K(Y) — F, levando
Yi — 2,1 € I, coincide com T,,(T) e F' é isomoérfica a F, (Y1), a dlgebra relativamente livre
de posto m em Y;. Finalmente, desde que QT C T, e cada algebra gerada por m elementos
de Ty é imagem homomorfa de F,,(T;) que estd em Y, temos que T; C T, e portanto,
T="7,. |

Os resultados e definigoes apresentados até agora nesta se¢ao sao validos para uma classe
qualquer de dlgebras. No entanto, nosso interesse nesta dissertacao é mais especifico. Esta-
mos interessados em lidar com a variedade das algebras associativas satisfazendo identidades
polinomiais.

Um dos problemas centrais da teoria de identidades polinomiais é encontrar uma base
para as identidades polinomiais de uma algebra. Nos exemplos abaixo sao dadas algumas
bases para importantes PI—Algebras.

Exemplo 1.3.14. Se A é uma dlgebra comutativa com unidade e K € wm corpo infinito,
entao T(A) = ([z1, x2])T. Em outras palavras, a classe das dlgebras comutativas com unidade
sobre um corpo infinito K € a variedade definida pelo conjunto ([x1,x5]).

Exemplo 1.3.15. Se K é um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, entao o T'-ideal
das identidades da dlgebra de Grassmann é gerado por [x1,x9, 23] 0 que pode ser visto em
[23]. No caso de K ser finito Stojanova-Venkova em [29] descreveu as identidades da dlgebra
exterior nao unitdria e de dimensdo finita. Siderov em [6] descreveu as identidades quando
a dimensao € infinita.

Exemplo 1.3.16. Em 1973, Razmyslov em [25] provou que T'(My(K)) € finitamente gerado
para charK = 0, encontrando uma base com 9 identidades. Em 1981, Drensky em [12]
provou que em chark = 0, T(My(K)) = (Stq(x1, 22, x3, 24), [[21, 2], 23])T. O resultado de
Drensksy foi generalizado em 2001, por Koshlukov em [20], para K infinito e de caracteristica
diferente de 2 e 3. Quando charK = 3, € necessaria uma terceira identidade para gerar o
T-ideal o que pode ser visto em [7]. Para charK =2, o problema da descri¢ao de T'(My(K))
ainda estd em aberto.

1.4 Identidades polinomiais homogéneas,
multilineares e proprias

Na primeira se¢ao deste capitulo introduzimos os conceitos de polinomios homogéneos e
multilineares. Veremos agora que a utilizacao destes polinomios é uma excelente ferramenta
de simplificacao na busca de bases para as identidades polinomiais.
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Defini¢ao 1.4.1. Sejam f(x1,z9,...,2,) um polinomio em K(X) e y1,...,yp em X —
{z1,...,2,}. Para cada i =1,...,n definiremos fL¥ por

fo($1,...,$i,1,y1,...,yk,])zurl,...,l’n) = f(ﬂ?l,...,.%i,l,yl —+ .. —l—yk,xiﬂ,...,xn)

S f@n o min e Gt Uk T T)

+ Zf(xb---?ﬂﬂzehyl+"'+37q\1+"'+§q\2+"'+yk,$i+17---,$n)+"'
q1<q2
k

+ (_1)k_12f(xla"'7$i—layqaxi+l7"'axn)

q=1

onde y, indica que retiraremos essa parcela da soma e assim, no ultimo somatorio, um
Yq; Serd a parcela que vai restar apds cada escolha dos yYg,, ..., Yq,_,- Chamaremos LY de
operador de linearizacao.

Proposicao 1.4.2. Seja P um semigrupo e (Q um subgrupo do grupo aditivo da K-dlgebra

A. Se para todo polinomio f = f(x1,...,2,) € quaisquer elementos ai,as,...,a, € P
temos que f(ay,...,a,) € Q, entdo para quaisquer ay,...,a;—1,b1,...,bg,aiz1,...,a, € P
teremos fLF(ay,...,a;_1,b1,... by, Giz1,...,a,) € Q. Particularmente, se f € T(A), entdo
fLE e T(A).

Prova: Sejam aq,...,a;_1,b1,...,b,ai41,...,a, € P, entao temos que ij € P sem-

pre. Por hipétese, f(aq,...,a;_1, Zb], Qit1,---,0,) € Q para qualquer ij. Como, pela
definicao 1.4.1,

k §
fL Ary...,0;_1, bj,CLH_l,..., )

¢ uma soma com parcelas da forma f(as,...,a;_1, E bj, @it1,...,a,) € Q temos que

ka CL1,.. , Ay 1,ij,al+1,...,an)€P.

Particularmente, se f é uma identidade polinomial de A, entao
fla, ... a;- 1,ij,a2+1,...,an) €@ = {0}

para todo >.b;. Logo fLE(ay,...,ai_1,> b ais1,...,a,) € Q = {0} para todo Y b;, ou

seja, fLF é uma identidade polinomial. ]

Lema 1.4.3. Seja g : A" — A uma funcdo em n varidveis que estd definida para a K-
algebra A e € linear em cada varidvel. Entao para quaisquer ay,...,ar € A onde k > n,
k

glar+a+-+ap, - ar+az+-tag) = glartayt-+agtetap,. .. a1 t+a+
=1
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"'+@+""|‘ak)+ Z g(al_|_..._|_5q\1_|_..._|_@_|_...+ak’a1_|_..._|_5q\1_|_..._|_
1<q1<q2<k
k Z g(ai,,...,a;), se k=n
g+ Far) + o+ (D) glag. . q) =9 @limes.
q=1 0, se k> n.

Prova: Seja k& > n. Pela linearidade da funcao g, podemos remover todas as somas das
variaveis desta funcao. Entao o lado esquerdo da igualdade a ser demonstrada fica re-
presentado como uma combinacao linear de elementos da forma g(aj,,...,a;,) com coefi-
cientes inteiros. Agora, se existirem s diferentes indices entre os j;, com s < k entao a
soma dos coeficientes para cada g(a;,,...,a;,) onde isso ocorre é igual a soma alternada
1-— (kIS) + (kgs) — e (=1)kE (2:2) = (1 — 1)¥=* = 0. Devemos notar que s nao excede
n. Além disso k, por hipotese, ndo é menor do que n, ou seja, s < n < k. Assim, s > k 86
ocorrerd quando s = n = k. Neste caso, os coeficientes dos g(aj,, ..., a;,) sdo iguais a 1 e a
soma destes é Z 9(ao(1); - - Ao(n))- [ |
0ESH

Proposicao 1.4.4. Para quaisquer f,f € K(X) em que o operador L% estd definido,
(f + fOLF = fLE+ fLE. Se f = f(21,...,2,) € um monémio de grau n em x; e

g = g(x1, . T 1, Y1, Yny Tty - -, L) € um monomio linear em yi,...,y, € X \

{z1,...,xn} tal que f(x1,...,Tn) = g(T1,. ., Ti 1,y o, T4y Tig1, -+, L), €ntdo a lin-
. ~ k ..

eariza¢o fLE(T1, ... Ti1, 21,y Zky Tigls- - L) € Ggual a

E G(T1, . Tim1, Z0(1)s - - Zo(n)s Tigls - -1 ), S€ k=1
O'ESTL
0, se k > n.

Prova: A linearidade do operador L¥ segue diretamente da defini¢ao 1.4.1 e isto demonstra o

primeiro resultado. Fixando entao x1,...,2;_1,%;11,..., T, podemos considerar o monomio
g como uma funcao das n variaveis yi, ..., y,. Aplicando o lema 1.4.3 obtemos o resultado
desejado. [ |
Observagao 1.4.5. Pela proposicao 1.4.4 podemos mostrar que se o grau de x; em f for
ki,i=1,2,...,n entao lefng"’ <o LF ¢ multilinear.

Definicao 1.4.6. Dado f = f(x1,...,x,) um polinomio multi-homogéneo de multigrau
(k1y...,kn), o polinomio multilinear fL’flng2 .o+ Lk ¢ chamado linearizacao completa
de f.

Teorema 1.4.7. Seja [ = f(z1,...,z,) € K(X) um polinomio nio nulo que se anula

pela substituicao de quaisquer elementos de um subgrupo P do grupo aditivo da dlgebra A.
Entdo a linearizacao completa de qualquer uma das componentes homogéneas de f com grau
mazimal também se anulam em P.
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Prova: Seja f = f1 + fo + -+ + [s a decomposicao de f em uma soma de componentes
homogéneas. Suponhamos que o grau de f; seja maximal. Observe que as componentes
homogéneas sao formadas por monoémios que possuem as mesmas variaveis, logo, devem se
anular em P. Em particular, a componente maximal também se anula em P. Renumerando
as variaveis, se necessario, assumimos que a componente homogénea f; do polindomio f tem
o tipo (ki,...,k,) onde k; # 0 para i = 1,2,...,n. As demais componentes homogéneas
tém tipo (mg,...,m,), onde a desigualdade estrita m; < k; vale para algum j. Desta
maneira, m; < k;, pelo proposi¢do anterior(referéncia) temos que f2L§1L§2-~-Lf{L = 0.
Consequentemente,
ALY Ly - Ly = fLY' Ly - L.

Pela proposicao 1.4.2 concluimos que a linearizagao completa f; L/IflLIQ€2 -+« L* da componente
f1 se anula em P. ]
Como consequéncia direta deste teorema temos a seguinte proposicao:

Proposigao 1.4.8. Se uma dlgebra associativa A satisfaz uma identidade polinomial de grau
n, entao ela também satisfaz alguma identidade multilinear de grau n.

Denotaremos por P o conjunto de todos os polinomios multilineares de K(X) e por P,
o espaco vetorial dos polinomios multilineares de grau n. Claramente a dimensao de P, é n!
e P, tem por base o conjunto {Z,q) ... Tsm)}-

Veremos agora, pela préxima proposicao, a importancia do estudo dos polinomios mul-
tilineares e multi-homogéneos na determinacao de bases para as identidades polinomiais.

Proposicao 1.4.9. Seja f(xq,...,2,) = Zfl € K(X), onde f; sao as componentes ho-
i=0
mogéneas de f com grau i em x;.

(1) Se o corpo K tem mais que n elementos, entdo as identidades polinomiais f; = 0,1 =
0,1,...,n, seqguem de f = 0.
(ii) SecharK =0 oucharK > deg f, entao f = 0 é equivalente a um sistema de identidades

polinomiais multilineares.

Prova: (i) Seja I = (f)T o T-ideal de K(X) gerado por f. Escolhemos n + 1 elementos
distintos ag, ..., a, de K. Como I é um T-ideal, temos:

n
flajzy, za, ... 2p) :Zaﬁfi(:pl,xg,...,xm) €l;7=0,1,...,n.
=0

Consideremos estas equacoes como um sistema linear com incognita f; para i =0,1,...,n.
Sendo o determinante
1 ag --- o
1 aq -+ aof
: = H(%‘ a;)
: i<j
1 a, o)
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o determinante de Vandermonde que ¢ diferente de zero, resolvemos o sistema pela regra
de Crammer. A solugao é obtida através de operagoes elementares. Assim como [ é um
ideal temos que cada f;(z1,xs,...,2T,) € I, ou seja, as identidades polinomiais f; sdo con-
sequéncias de f = 0.

(ii) Usaremos o processo de linearizagdo dado anteriormente. Pela parte (i), podemos
assumir que f;(z1, xa, ..., T, ) ¢ homogéneo em cada uma de suas varidveis, isto é, f é multi-
homogéneo. Seja k = deg,, f. Escrevemos fi(y1 + y2, %2, ..., 2n) € I sob a forma:

k
Filyi + 2 w2, ) = > filyr, Yo, T2, Tn)
=0
onde f; é a componente homogénea de grau i em y;. Consequentemente f; € I,:=0,1,... k.
Desde que degyj fi<k,o=1,2,...k—1;5 =1,2, podemos aplicar inducao para cada f; e
obtemos um conjunto de consequéncias multilineares de f = 0. Para ver que estas identidades
multilineares sao equivalentes a f = 0, é suficiente observamos que:

k
fi(yl,yhx% cee ’xm> - (i)f(yhx?’ s ,l’m)

e o coeficiente binomial é diferente de zero, pois assumimos que charK = 0 ou charK >
deg f. [ |

Corolario 1.4.10. Seja A uma dlgebra.
(i) Se o corpo K € infinito, entao todas as identidades polinomiais de A sequem de suas
identidades multi-homogéneas, ou seja, T(A) € gerado por seus polinémios multi-homogéneos.
(ii) Se o corpo K tem caracteristica zero, entdo todas as identidades polinomiais de
A sequem de suas identidades multilineares, ou seja, T(A) € gerado por seus polinémios
multilineares.

Tradicionalmente, muitos do resultados de PI-algebras sao também apresentados na lin-
guagem de identidades multilineares.

Observamos acima, que as identidades multilineares e homogéneas constituem uma ex-
celente ferramenta na busca de base para as identidades polinomiais. Veremos agora, que
dada uma &algebra unitaria, a busca de identidades polinomiais para esta algebra pode se
restringir ao estudo de polinomios proéprios, que definimos a seguir.

Definicao 1.4.11. O comutador de comprimento n é definido indutivamente a partir
de [x1,x9] = x129 — o2y tomando [x1, o, ..., 2,] = [[x1, 22, ..., Tn 1], ,] para n > 3.Um
polinomio f € K(X) € chamado polinémio proprio(ou comutador) se é combinagdo linear
de produtos de comutadores, isto €,

f([El, Ce ,,Z'm) = Z a(i,...,j)['xil? e ,l’ip] e [.Ijl, e ,le’jq}; a(i,...,j) - K

Assumiremos que 1 € um produto de um conjunto vazio de comutadores e denotaremos por
B(X) o conjunto de todos os polinomios prdprios em K(X).
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Antes de explicitar a importancia dos polinomios préprios, ora definidos, necessitamos
de dois teoremas classicos. O Teorema de Witt e o Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt.
Portanto, vamos a algumas definicoes.

Definicao 1.4.12. Seja A uma dlgebra associativa, entao A é uma dlgebra de Lie com
a multiplicagdo dada pelo comutador, isto €, [x1,x3] = x129 — xowy. Esta dlgebra, assim
definida, serd denotada por A).

Definicao 1.4.13. Se A € uma dlgebra associativa e L uma dlgebra de Lie que € isomorfa
a uma subdlgebra de A7), dizemos que A é uma dlgebra envolvente de L. A dlgebra
associativa U = U(L) é a dlgebra envolvente universal da dlgebra de Lie L, se
L ¢ uma subdlgebra de U) e U tem a sequinte propriedade universal: Para toda dlgebra
associativa A e todo homomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : L — A7) existe um dnico
homomorfismo de dlgebras associativas v : U — A que estende ¢, isto é, |, = ¢.

Teorema 1.4.14. (Poincaré-Birkhoff-Witt) Toda dlgebra de Lie L possui uma unica (a
menos de isomorfismo) envolvente universal U(L). Se L tem base {e;| i € I}, onde o
conjunto de indices I é ordenado, entio U(L) tem base

{ei,---ei,l ¢=0,1,...}.
Para demonstracao, veja, por exemplo, o livro [13] , teorema 1.3.2 péagina 11.

Teorema 1.4.15. (Witt) A subdlgebra de Lie L(X) de K(X)7) gerada por X ¢ livre na
classe das dlgebras de Lie, além disso U(L(X)) = K(X).

Prova: Seja A uma algebra associativa e seja ¢ : L(X) — A um homomorfismo. A
aplicagao ¢ : X — A definida por ¢g(x) = ¢(z),z € X, induz um unico homomorfismo
¥ K(X) — A. Desde que ¢(x) = ¢(x), obtemos que a restri¢do de ¥ em L(X) é igual a
¢. Entao U(L(X)) = K(X). Se G é uma élgebra de Lie e A é sua algebra envolvente, entao
para qualquer aplicacdo X — G C A induz um homomorfismo K(X) — A. A restri¢do
deste homomorfismo em L(X) é um homomorfismo de L(X) em A™) o qual envia geradores
de L(X) para G. Desta forma a imagem de L(X) estd em G, o que implica que L(X) é a
algebra de Lie livre com conjunto de geradores livres X, ou seja, U(L(X)) = K(X). [
De posse destes resultados, apresentaremos agora uma base para algebra livre K (X).

Proposicao 1.4.16. Suponhamos que os elementos

T1,T2,. .., [minmiz]v [mjnwjz]? BRI [$kl7xk27 xk’s]? BRI
formam uma base ordenada de L(X) onde os elementos x1,xs, ... precedem os comutadores.
Entao
(i) O espago vetorial K(X) tem base formada pelos elementos
'217(111 e x?ﬁn [minmlé]b e [:Ell’ s 7$lp]c7
onde ay, ..., Gp,b, ..., c >0 ex;, x| <...<[xy,...,2,], na ordenacdo da base de L(X).
(ii) Os elementos desta base tais a; = ... = a,, = 0 formam uma base do espago vetorial

B(X) de polinomios préprios.
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Prova: O item (i) segue do Teorema de Witt que garante que U(L(X)) = K(X), e do
Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, que nos diz como encontrar uma base para U(L(X))
a partir de uma base ordenada de L(X). O item (ii) segue diretamente do item (z) e d
definigao de B(X). [
Com tudo isso, provaremos que se A é uma Pl-algebra unitdria sobre um corpo infinito,
entao todas as identidades polinomiais ordinarias de A seguem das identidades préprias.

&

Lema 1.4.17. Se A € uma dlgebra unitdria sobre um corpo infinito entao todas as identidades
polinomiais de A sequem das identidades proprias (isto €, daquelas em T(A) N B(X)). Se
A € uma dlgebra unitaria sobre um corpo de caracteristica 0 entdao todas as identidades
polinomiais de A sequem das suas identidades proprias multilineares.

Prova: Seja f(z1,...,x,) uma identidade polinomial de A. Como K é infinito, podemos
assumir que f é multi-homogeéneo. Sendo assim, podemos escrever f como

f= Zaax‘l“ ceex0mw (Ty e ), g € K

onde wy(xy,...,xm) € B(X) e a soma é feita sobre todas as m-uplas a = (ay,...,a,) tais
que a; < deg, f, 1 <i < m. Definamos entao o conjunto

M(f)=A{M,...,.M;} ={a1| a = (ay,...,am) e, # 0}

onde M; > ... > M; > 0. A demonstracao do lema segue da seguinte afirmacao: Se f € T'(A)
e f é multi-homogéneo, entao

= T il n) €T

(11:Mj
para j =1,2,...,m.
Demonstraremos esta afirmacdo. E facil ver que w,(z1 + 1,...,2m) = wal(Z1, ..., Tm).
Como f(z1+1,...,2,) também é identidade polinomial de A, concluimos que

ai
fler+1,.. . 2) = Zaaz <Czl>xﬁx32 ceextmw (z, . xy) € T(A).
i=0

Como f é multi-homogéneo, a; + deg, wq(1,...,2,) = deg, f e assim a componente
homogénea de f(zy+1,...,x,,) com menor grau possivel em relagdo a x; se obtém quando
a; = M e é dada por

onde o subindice do somatério indica que a soma é feita sobre todos os a = (ai,...,ay)
onde a; = M;. Como o corpo ¢ infinito, do corolario 1.4.10, segue que o polinomio
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Z x9? - xtmw, (2, ..., xy) pertence a T(A). Suponhamos que a afirmagao seja ver-
a1=M,
dadeira para 7 = 1,2,...,k, onde k£ é um numero natural menor que n. Multiplicando
g1+ g2+ -+ + gr a esquerda por x7' e subtraindo o produto de f(z1,...,x,,) obtemos
h(zy, ..., xp) = Z Qi i w, (T, o), € T(A).
a1>Mk
E claro que M (h) = {Mj41,..., M} e aplicando os mesmos argumentos anteriores a este

polinémio concluimos que

f= Z x5 xtmw, (T, .. X)) € T(A)

a1=Mp41

0 que prova a afirmacao. |

1.5 Graduacoes de Algebras e Identidades Graduadas

Para o estudo de identidades polinomiais as vezes é interessante considerar outras versoes
de identidades polinomiais, como por exemplo, as identidades polinomiais fracas, as identi-
dades com involucao, identidades com traco, polinomios centrais, identidades com graduacao
entre outros. Nesta secao dedicamos nosso estudo as identidades graduadas, identidades es-
tas que fornecem informacoes importantes sobre as identidades ordinarias.

Definicao 1.5.1. Seja G um grupo. Uma dlgebra A € dita ser G-graduada, se A = EB A,

geG
onde A, € subespago de A para todo g € G e AyA, C Ay, para todos g,h € G. Um elemento

a € U A, € chamado homogéneo. Se a € A, dizemos que a é homogéneo de grau g
geG

e denotamos por wg(a) = g. Se a € A entdo a = Zag, onde ag € Ay sao determinados

geG
unicamente por a. Chamamos a, de componente homogénea de grau g em a e dizemos

que E ay € a decomposicao de a como soma de elemento homogéneos. Dizemos
geG
que uma subdlgebra B de A é homogénea na G-graduacio de A, se

B =Y B, onde B, = BN A,,
geG

neste caso os subespagcos B N A, serao denominados de subespacos homogéneos. Se um
ideal I de A € uma subdlgebra G-graduada dizemos que I € um ideal homogéneo de A.

Exemplo 1.5.2. Sejam G um grupo abeliano e A uma dlgebra qualquer. A dlgebra A possui
uma G-graduacao trivial dada por A = @ Ay, onde Ay =A e Ay = {0}, para todo g # 0.
geG
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Exemplo 1.5.3. A dlgebra de Grassmann E ¢é Zy-graduada. De fato, seja Ey o subespago
de E gerado por {1,e;, ...e;| 1 < iy < -+ <k =2,4,...} e seja £y o subespago de E
gerado por {e;, ...e; | 1 <iy < --- <k =1,3,...}. Assim, E = Ey @& E; e claramente,
E,E; C Eiyj para todos 1,j € Zs.

Exemplo 1.5.4. Seja E® E o produto tensorial de E por E. Introduziremos uma estrutura
de dlgebra em EQ® E, o quadrado tensorial da dlgebra de Grassmann, tomando (a; @ by)(ay®
by) = ajas ® bibe, onde a3 R by,as @by € E® E. Em E® E, definimos a Zy-graduacao
FQFE=(E®FE),® (E®E), dada por

(E®E)y= (Ey® Ey® £y @ Ey)

(E® E); = (Ey® Ey ® E) ® Ep).

Exemplo 1.5.5. A dlgebra M, 1(E) é a subdlgebra de My(E), vista no exemplo 1.1.28, que
b

: . a
consiste das matrizes . , onde a,d € Ey e b,c € Ey. Definamos em M 1(F) a

d
sequinte Zo-graduacdo: My 1(E) = (M11(E))o @ (M11(E)); onde

(MM(E))O:{<8 2)\a,deEo}, (MLl(E))l:{(S 8>yb,ceE1}.

Verificamos diretamente que (M;1(E));(M11(E)); € (M11(E))i+; para todos i,j € Zs. Logo
a dlgebra My, (E) € Zy-graduada.

Exemplo 1.5.6. Seja M, (K) a dlgebra das matrizes de ordem n sobre um corpo K. Para
cada vy € Zy, tomemos o subespaco M, = (E;;|j —1 = ). Para cada k € Z, consideremos

[ se b| >
T (Byl i —i=k), selk| <n.

E fdcil ver que My = My € exatamente o conjunto das matrizes diagonais. Pelo fato do
congunto {Ey;| 1 <i,5 <n} ser uma base de M,(K) seque que

Mn(K) — @yeZnM’yeMn(K) = @keZan.

Para ver que estas decomposi¢oes definem uma Z,-graduacao e uma Z-graduagao, respecti-
vamente, em M, (K), basta notar que

|0, sej#k

donde seque que M, M., C M, , para vi,%2 € Zy, € My, My, C My, i, para ki, ks € Z.
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Definigao 1.5.7. A G-graduagio R = M, (K) = ®g4cq Ry na dlgebra das matrizes nxn sobre
um corpo K € dita elementar se existe uma n-upla (g1, ...,g,) € G™ tal que E;; € Rgﬂgj.

Exemplo 1.5.8. A Z,-graduacdo e a Z-graduacdo definidas no exemplo 1.5.6 sdio ele-
mentares.

O proximo lema é uma caracterizagao das subdlgebras G-graduadas de uma algebra G-
graduada.

Lema 1.5.9. Sejam A uma dlgebra G-graduada e B uma subdlgebra de A. As afirmacoes a
sequir sao equivalentes:

(1) B € subdlgebra G-graduada de A;

(2)B ¢€ dlgebra G-graduada tal que B, C A, para todo g € G

(3) As componentes homogéneas de cada elemento de B pertencem a B;

(4) B € gerada por elementos homogéneos.

Prova: Se (1) é verdadeira, entdo a decomposicao B = @,ecBy, onde By = A, N B, é
uma G-graduagdo em B tal que B, C A, e assim segue (2). Suponhamos (2) verdadeira.

Seja b € Byeb = Zbg, onde b, € B,, a decomposi¢ao de b como soma de elementos

geG
homogéneos, em relacao a G-graduagao de B. Como B, C A, cada b, também é homogéneo

em relagdo a G-graduacdo de A e assim, segue (3). Da afirmacao (3) temos que o conjunto
BN (UgegA,) gera B. Dai segue (4). De fato, seja b € Beb = Zbg, onde b, € A, a

geG
decomposi¢ao de b como soma de elementos homogéneos, em relacao a G-graduagao de A.

De (3) temos que b, € B, ou seja, b, € BN (UgegA,). Por fim, supondo (4) verdadeira,
temos que dado C' uma base de B, C' C (UyegA,) composta de elementos homogeéneos. Seja

By, =BnNA, O elemento b = Z ¢i, onde ¢; € C, é homogéneo de grau g se, e somente se,
i=1

we(e) = ¢,1 < i < n. Assim C; = C'N A, é uma base para B, e como C' = UyecCy segue

que B = ©yeqBy. |

Exemplo 1.5.10. Se considerarmos M, (K) com qualquer uma das graduacées definidas
no exemplo 1.5.6 € facil ver que a dlgebra U,(K) das matrizes triangulares superiores €
subdlgebra homogénea de M,,(K), uma vez que € gerada pelos elementos homogéneos { Eyj| i <

Jt
Definigao 1.5.11. Uma aplicacao ¢ : A — B entre dlgebras G-graduadas é um homo-

morfismo G-graduado se p(A;) C By para todo g € G. Do mesmo modo, sao definidos
tsomorfismo, endomorfismo e automorfismo G-graduado.

Proposicao 1.5.12. Se I € um ideal G-graduado de uma dlgebra G-graduada A entao A/l
€ uma dlgebra G-graduada considerando (A/I), = {a+ 1| a € Ay}
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Prova: Uma vez que, naturalmente A/] = Z(A/[)g e (A/1)g(A/I)y C (A/I)g4p devemos
geG
mostrar que a soma dada é direta. Para isso, suponhamos que (Z(ag + 1)) = 0. Observe

geG
que Z(ag + 1) € I e pelo fato de I ser G-graduado segue do lema 1.5.9 que a, € I, logo,
geG
(ag+ 1) =0, comisso A/I = @,ec(A/I),. |

E facil ver que se ¢ : A — B é um homomorfismo G-graduado entao Ker¢ é um ideal
G-graduado de A e ¢(A) é uma subélgebra G-graduada de B tal que ¢(A), = ¢(A,) para
todo g € G. Além disso, o Teorema do Isomorfismo é vélido para édlgebra graduadas, ou
seja, a algebra quociente A/Kerg é isomorfa a imagem ¢(A).

Seguindo, como no caso das identidades ordindrias, definiremos agora, identidades G-
graduadas. Para isso, obteremos uma graduagao para K (X).

Seja {X,| ¢ € G} uma familia de subconjuntos disjuntos e enumeraveis de X tais que
X = UgeaXy. O conjunto dos monomios

{xilxh - ZL’Zk| Ly Loy« ooy Ty, S X, ke N}
é uma base da dlgebra livre K(X) como espago vetorial. Definimos
we(1) =0 e wg(x12a ... Ty) = w(xy) + wW(T2) + -+ - + W(T4,)

onde w(x;) = gse xz; € X,;. Sendo entdo m um monoémio de K (X), dizemos que wg(m) é o G-
grau de m. Tomando para cada g € G, K(X), = (m| m é monémio de K(X) e wg(m) = g)
temos

K(X) = ®gecK(X), e K(X),K(X)n C K(X)gsn
para quaisquer g, h € G, assim K(X) é chamada dlgebra associativa livre G-graduada.
Se f € K(X),, dizemos que f é homogéneo de G-grau g e usamos a notagao we(f) = g.

Definicao 1.5.13. Seja A = @,ecq A, uma dlgebra G-graduada. Um polinomio f = f(x1, ..., 2z,
K(X) é uma identidade polinomial G-graduada da dlgebra G-graduada A, se f(ay, ..., a,)
0 para todo a; € Ay, onde g; = wg(z;) comi=1,2,...,n.

) €

Definicao 1.5.14. Um ideal I numa dlgebra G-graduada A é chamado de Tg-ideal se I
¢ invariante sob todos os endomorfismos G-graduados de A, ou seja, (1) C I para todo
endomorfismo G-graduado ¢ de A.Dado um subconjunto S qualquer de K{(X), definimos o
Te-tdeal gerado por S, que é denotado por (S)1¢, como sendo a intersec¢do de todos os
Te-ideais de K(X) que contém S.

O Tg-ideal gerado por S, como definido anteriormente, coincide com o subespagco vetorial
de K(X) gerado pelo conjunto

{hlf(gly . ,gn)h2| f(ZL‘l, e ,l’n) € S, hlth;gl, -y Qn € K<X>},

onde wg(g1) = wg(z1), ..., wa(gn) = wa(xy,).
A maneira na qual relacionaremos as identidades polinomiais graduadas com as identi-
dades polinomiais ordindarias ¢ segundo a proposicao a seguir.
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Proposicao 1.5.15. Se A e B sao duas dlgebras graduadas tais que T(A) C Tg(B), entao
T(A) C T(B).

Prova: Sejam f(z1,...,x,) uma identidade qualquer de A e b; = Z by ooy bm = Z b,

geG geG
elementos de B. Como f € T(A), temos que f(z bi,, ..., Z bm,) € Ta(A) C Tg(B). Logo
geG geG
Fbr, o) = fO biyy oY bm,) = 0. Assim T(A) € T(B). |

geG geqG

Corolario 1.5.16. Se duas dlgebras tém as mesmas identidades graduadas entdo elas tém
as mesmas identidades ordindrias.

Observagao 1.5.17. A reciproca deste coroldrio nao é verdadeira. Considere na dlgebra de
Grassmann E a Zo-graduagdo canonica E = Ey@ Ey e a Ze-graduagdo trivial E = E & {0}.
Temos que Y112 = Y241, com degy, (y1) = degy, (y2) = 0, € identidade para E com a graduagao
canonica mas nao € identidade graduada para E com a graduacao trivial. Logo, uma mesma
algebra pode ter identidades graduadas diferentes em relacao a graduacoes diferentes.

Os demais conceitos, de base de identidades graduadas, propriedades da base finita,
identidades graduadas multilineares, homogéneas e préprias e outros, sao definidos de forma
analoga ao caso das identidades polinomiais ordinarias. Tais definicoes podem ser encon-
tradas, por exemplo, em [14].

A seguir, daremos alguns exemplos de dlgebras e suas identidades graduadas.

Exemplo 1.5.18. Seja My(K) a dlgebra das matrizes de ordem 2 sobre K, a dlgebra My(K)
satisfaz as identidades Zo-graduadas

Y1Y2 — Y21

Z1R92%3 — Z3%92%1.

Exemplo 1.5.19. Seja E a dlgebra de Grassmann de dimensdao infinita sobre um corpo K.
Temos que E® E e My 1(E) satisfazem as identidades polinomiais Zs-graduadas

Y1Y2 — Y21

212223 + Z3%292%1.



CAPITULO 2

IDENTIDADES GRADUADAS
PARA ALGEBRAS DE MATRIZES
SOBRE CORPOS INFINITOS

Neste capitulo estudaremos uma generalizagao feita por Koshlukov e Azevedo em [21] do
resultado obtido por Di Vincenzo em [10] que descreve as identidades graduadas da algebra
matricial My(K') onde K é um corpo de caracteristica zero. Koshlukov e Azevedo observaram
que as identidades graduadas y1y2 = yo2y1 € 212023 = 232221 que Di Vincenzo provou que é
uma base para algebra Ms(K) para K um corpo de caracteristica zero também é uma base
quando o corpo K ¢ infinito de qualquer caracteristica.

Os estudos aqui feitos podem ser encontrados em [21].

2.1 Identidades Z,-graduadas de M5(K)

Iniciaremos com um resultado simples da dlgebra linear que sera necessario para demon-
stracao do teorema principal desta secao.

Lema 2.1.1. Sejam U; e U,y dois subespacos de um espaco vetorial V' tais que Uy C Us,.

Se vy, ...,v, sao elementos de V tais que o conjunto {vy + Uy, ..., v, + Uy} gera V/U; e o
conjunto {vy + Us, ..., v, + Uy} € linearmente independente em V /Uy entao Uy = Us.
Prova: Seja u um elemento de U,. Por hipdtese, existem escalares ag,...,q, tais que

u+ Uy =aq(vy +Up) 4+ -+ an(v, + Uy); logo, u — (aqvy + -+ 4+ av,) € Up C Us. Assim,

04Uy =u+Uy =aqvy + -+ apv, + Uy = aq(vg + Uz) + -+ + an(v, + Us). Portanto,

ap=--=a,=0cueclU. [ |
Em todo este capitulo assumiremos K como um corpo infinito.

32
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A élgebra My(K), como visto no exemplo 1.5.6, possui a seguinte Zs-graduagao nao

trivialMg(K)Oz{(g 2)|a,d€K}eMg(K)1:{(2 8)|b,c€K}.

Nesta e nas proximas secoes utilizaremos a seguinte estratégia. Um resultado classico
da teoria de anéis diz que a algebra das matrizes genéricas de ordem n é isomorfa a algebra
relativamente livre K(X)/T(M,(K)) da variedade das matrizes n x n. Este teorema que
pode ser visto em [13], na se¢@o 7.2. Com isso, considerando uma algebra G-graduada A, ini-
cialmente construimos uma algebra graduada livre F' que é isomorfa a dlgebra K (X)/T(A).
Assim, trabalhamos na algebra graduada F' ao invés da algebra K(X)/T¢(A).

Seja Q = Klt;,u;,v;,w;]i € N] a dlgebra dos polinémios comutativos gerada pelas
variaveis t;, u;, v; e w;. A dlgebra My(€)) possui uma graduacao semelhante a de My(K),

0 0
wsaber, 3@ = { (3 0 ) 1nseeafernmn={( ] ) inneal.
Denote por F(M(£2)), ou simplesmente F', a subalgebra de M, (2) gerada pelas matrizes

ti 0 . 0 U;
=)o (0

parai € N. A dlgebra F'(M,(£2)) possui uma Z,-graduagao natural herdada da anterior, onde

. . . . 0
as matrizes do tipo formam a parte par, enquanto as matrizes do tipo < N ; )

*

0

formam a parte impar.
Denotaremos por To(Ms) = To5(M2(K)) o ideal das identidades graduadas de My(K).

Lema 2.1.2. A dlgebra Zy-graduada relativamente livre K(X)/Ty(Ms) € isomorfa a dlgebra
F(M(92)).

Prova: A aplicacao ¢ : K(X) — F dada por o(f(y1, .-, Yms21,---,2n)) = f(A1,..., Ax)
é um homomorfismo Zy-graduado sobrejetor, uma vez que F' é gerada por Ay, ..., A;. Vamos
mostrar que Kerp D To(My(K)) ja que a inclusdo contraria segue facilmente.

Suponha f € Ty(Ms(K)). Temos que f(My,..., M) = 0 para quaisquer matrizes
My, ..., My tais que wg, (M) = wz,(A1), ..., wz,(My) = wz,(Ag). Assim a entrada (i, j)
da matriz f(Ay,..., Ax) é um polindmio nas variaveis t;, u;, v;, w;, 1 < i < k que se an-
ula para qualquer substituicao das variaveis t;, u;, v;, w; por elementos do corpo K. Como
o corpo K ¢ infinito esse polindmio deve ser necessariamente o polinomio nulo. Portanto,
f(Aq,...,Ar) =0, assim [ € Kery. |

Agora, seja I o ideal das identidades Zy-graduadas de K(X) gerado pelas identidades
graduadas y1ys = yoy1 € 212223 = 2329z1. Observando que estas identidades pertencem ao
Tr-ideal TH(M(K')) temos o seguinte lema.

Lema 2.1.3. A dlgebra Zs-graduada de My(K) satisfaz todas as identidades graduadas do
Ts-ideal I.

Definicao 2.1.4. Uma sequéncia bdsica s = (ai,...,ay,b1,...,b5,¢1,...,¢,dy,...,ds) €
uma sequéncia de numeros naturais tais que
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(i) p>0,¢>0,r>0,5>0;
(ii)) a1 < <ap,by <o <y, <o <gpydy <- <
(iii) s<r<s+1;
(iv) ser =0 entdo g = 0.
A cada sequéncia bésica s associamos 0 mondmio

ms = { Yai -+ - YapZer Yoy - - - YbgRdi Zea”dy - - - Res%ds s€r=Ss
Yay - - YapZer Uy -+ - Yoy Zdy ZeaZdy - - - ZesZdsZdeyy S€ T =S+ 1.
Tomando C' o conjunto de todos os monomios associados a sequéncias basicas, temos que
o monomio 1 pertence a C' ja que esta associado a sequéncia vazia.

Lema 2.1.5. O conjunto {m + T5(M2(K))|m € C} € linearmente independente no espago
vetorial K(X)/Ty(My(K)).

Prova: Sejam mgq,...,m, elementos de C' e aq,...,q, elementos do corpo K tais que
aymy+ -+ aymy, € To(My(K)). Como o corpo K é infinito, podemos supor por 1.4.10 que
0s monomios my, . .., m, sdo multi-homogéneos. Denote por m o elemento de M, (£2) obtido

pelas substituigoes y; — A; e z; = B; no monomio m € C. Se
s=(a1,...,ap,b1,....b5,01,...,¢,d1,...,dy)

é uma sequeéncia basica entao

__ W1€11 + Wokogser = 8
mg =
wie1g + Wwoeoy ST = S + ]_,

onde
Wy =ty -+ ta,Upy - Up Uy -+ - Ve, Wqy - - - Wy

s

Wy = tp, - . tp Uy - - Ugy Uy - Vg Wey -+ We

s

Sendo assim, ¢ facil ver que existe uma bijegao entre C' e o subconjunto {m|m € C} de F.

Assim, se aymy + -+ -+ apm,, € To(F') entdo oy = -+ - = o, = 0, pois as matrizes my, ..., m,
sao linearmente independentes em F'. Pelo lema 2.1.2, sabemos que aymq + - - - + a,,m,, €
T5(F) e portanto, segue o resultado. [

Teorema 2.1.6. Todas as identidades polinomiais graduadas da dlgebra Zs-graduada Ms(K)
sequem das identidades y1yo = Yoy € 212223 = 232921.

Prova: Se f € K(X)y entao y;f — fy; pertence a I. Assim todo elemento de K(X)/I é
uma combinacao linear de elementos da forma mze, moze, 2e, - - - 2¢, + 1 onde my e my sao
monomios que na sua constitui¢ao possuem apenas y;s. Pelaidentidade y;y2 = y2y1, podemos
supor que os indices das varidaveis em m; e my crescem. Pela identidade 212023 = 232021,
assumimos que e; < ez < e5 < - e ey < eg4 < eg < ---. Observe que se e; > e3 num
monomio, entao usamos o fato de que z., (Maze, ) Zes — Zes (Maze, ) ze, Pertence a I. Concluimos,
portanto, que o conjunto {m + I| m € C} gera o espago vetorial K(X)/I. Pelo lema 2.1.3
sabemos que I C Ty(M,(K)). Agora, aplicando os lemas 2.1.5 e 2.1.1 concluimos a prova.
[ |
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2.2 Identidades Z,-graduadas de M, (K)

O resultado da secao anterior pode ser estendido para a dlgebra M, (K).

Em [31], Vasilovsky mostrou que quando caracteristica do corpo K ¢ igual a zero, todas
as identidades Z,-graduadas de M, (K) seguem das identidades:

(i) 7172 = 2oz, wi(71) = wi(xs) = 0;
(i) 212073 = 232071, we(71) = —we(T2) = wa(x3).

Em [3] Azevedo, utilizando matrizes genéricas, mostrou que tais resultados sao vélidos
para corpos infinitos. E, baseados entao em [3], faremos nesta segao, este estudo.

Com base na notagao ja estabelecida no capitulo 1, podemos definir uma Z,-graduacao
para M, (K). Para cada a € Z,, seja M, (K), o subespago de M, (K) gerado por todas as
matrizes unidade e;; tais que j — ¢ = a. Assim, M,, (K)o consiste das matrizes da forma

a1 0 . 0
0 a2 9 0
. 7a1,17a2,27"'7an,nEK7
0 0 o Opn

e para 0 <t <mn—1, M,(K); consiste das matrizes da forma

0 o 0 G 0 ... 0
0 e 0 0 Appa - 0
O 0 0 0 an—t,n )
Qp—t41,1 0 0 0 0
0 ot 0 0 0
onde @y 4+1,2442, -+, An—tn, Gn—t411, - - -, A € K. Como ja visto em 1.5.6, a decomposicao

acima define uma Z,-graduagao para a dlgebra M, (K).

Sejam Y = {yl(k)| 1<k<ni>1}eQ=K[Y]=K()/J, onde J = (y1y2 — ya11), a
algebra dos polindomios em variaveis comutativas gerada pelas variaveis yik . Decompomos
a dlgebra M, () das matrizes n X n com entradas em {2 como soma direta dos subespagos
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M, (Q); formados por matrizes do tipo

onde f1,...,fn € Qei € {0,1,..

0
0

fnfi+1

0

0 fi 0
0 0 fo
0 0 0
0 0 0
fa 00

algebra M, (£2), o que pode ser visto com o auxilio do préximo lema.

Lema 2.2.1. Sejam

bnfjJrl

0

matrizes de M, (), onde 0 <i,j7 <n—1. Entao

AB =

onde iy = (i+k—1)(mod n+1) ex =n— (i+ j)(mod n).

0
0

0

aa:Jrlb

0

To+1

0 aq 0
0 0 a9
0 0 O
0 0 O
a, 0 O
0 b O
0 0 b
0 0 0
0 0 O
b, 0 0
0 ay bil
0 0
0 0
0 0
anbin 0

.,n — 1}. Esta decomposi¢ao é uma Z,-graduacao para



CAP. 2 ¢ Identidades Graduadas para Algebras de Matrizes sobre Corpos Infinitos

37

n n
Prova: As matrizes A e B podem ser escritas na forma A = E axeri,, B = E bieim,-

k=1 =1
n

Assim AB = Z arbiy €xm,, - A posicao do elemento by é (k,ix) com iy =i+ ksei+k<ne

k=1
ik=1+k—nsei+k>mn. Ouseja, iy = (i+k —1)(mod n+1). O elemento a,b;, estd na

ultima coluna da matriz AB. Assim, como b,_; estd na tultima coluna da matriz B, temos

que n—j =i,. Logo,n—j = (i+z —1)(modn+ 1) e portanto z = —(i+ j)(mod n). Como

n—(i+j)(modn) é o tinico elemento de 1,...,n tal que n— (i+j) = —(i+7)(mod n) segue

que x =n — (i + j)(modn). [
Denote por F' a subdalgebra Z,-graduada de M,,(Q2) gerada pelas matrizes

0 N 7 S | 0
0 0o 0 o? 0
A = 0 0 0 0 ylnme)
yr ey 0 0 0 0
0 T | R | R 0

para i > 1. Este serd um modelo genérico Z,-graduado da algebra M, (K).

Lema 2.2.2. A dlgebra Z,-graduada relativamente livre K(X)/T,,(M,(K)) € isomorfa a
algebra F'.

Prova: A aplicacio ¢ : K(X) — F dada por ¢(f(z1,...,2x)) = f(A1,...,Ax) é um
homomorfismo Z,-graduado sobrejetor, uma vez que F' é gerada por Ai,...,A,. Vamos
mostrar que Kery D T,(M,(K)) ja que a inclusdo contraria segue facilmente.

Suponha f € T,(M,(K)). Temos que f(Mi,...,My) = 0 para quaisquer matrizes
My, ..., My tais que wg, (M) = wz, (A1), ..., wz, (Mg) = wz, (Ag). Assim a entrada (1, j)

da matriz f(Ay,...,Ax) é um polindmio nas varidveis yi1 e ,yi(n), 1 <i <k que se anula
para qualquer substituicao yz@ — ri,onde r; € K1 <4<k 1<![<n. Jaqueo corpo
K é infinito, esse polinémio deve ser o polinémio nulo. Portanto, f(A;,..., Ax) = 0, assim
f € Keryp e pelo Teorema do Isomorfismo, segue o resultado. ]
Seja I o ideal das identidades Z,-graduadas de K(X) gerado pelas identidades graduadas
T1Ty = Lok, W (T1) = wa(x2) = 0 e 212273 = 32271, wa (7)) = —we(r2) = we(xs).

O principal resultado desta se¢ao é mostrar que todas as identidades polinomiais gradu-
adas da algebra Z,-graduada M, (K) seguem das identidades acima.

Para um corpo K de caracteristica zero, Vasilovsky, em [31], utilizou fortemente esta
propriedade do corpo, trabalhando assim com a multilinearidade. Para corpos de carac-
teristica positiva, que é nosso objeto de estudo, trabalharemos com os modelos genéricos de
graduacgao matricial ja dados.
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Lema 2.2.3. A dlgebra Z,-graduada de M, (K) satisfaz as identidades graduadas do T, -ideal
I.

Prova: Dadas duas matrizes M, N € M,(K)q), M e N sao matrizes diagonais e logo
comutam, portanto a identidade graduada zy29 = 2921 com wg(zr1) = we(zy) = 0 é vélida
em M,(K). Sendo multilineares as identidades z1z2x3 = x3xemy, we(r1) = —we(r2) =

we(z3) basta mostrar que elas valem para z1 = €;, ,,T2 = €55, T3 = €;,,,, onde x; =
Cirjrs T3 = €igjy € Mp(K) € s € My(K)m=), onde 0 <t <n — 1. Temos assim que

A ST o set; +1<n,
Ji= hW+t—mn, seip+t>n;
P ]2_t7 SejQ_tzla
2 Ja—t+mn, sejo—t<l1;
) s+, se s+t < n,
| s+t—mn, ses+t>n.

Se €, j,€rs€iy o 7 0, entao j; = r e s = iy. Neste caso, i1 = s =iz e j; = r = jo. Observe
que se j1 =i+t er =s+t—n, entao como j; = r segue que n = s — i1, 0 que é impossivel.
Assim as igualdades j; =11+t e r = s+1{ —n nao podem valer simultaneamente. O mesmo
acontece para as igualdades r = s+t e io = jo —t+mn. Portanto se j; =41 +t, entaor = s+t
eigzjg—t, IOgO’iQ:S:T—t:jl—t:il eT:j1:i1+t:iQ+t:j2. De maneira
analoga, provamos que se j; =1 +t—nentaor = s+t —n e iy = jo —t + n. Portanto
ls=s=r—t+n=j1—t+n=1t1er=j1=11+t—n=1iy+1t—n = jg, e aafirmacao
esta provada. Similarmente e;, ; € s€i, j, 7 0 se, e somente se i; = s =iy € j; =1 = jp ¢ isto
ocorre se, € somente 5€, €i1,j16r,s€is,jo 7é 0. LOgO €i1,j16r,5€is,jo = €is o = €isjy = €ig §2CrsC€iy g1+

Lema 2.2.4. Para todo mondomio 0 # m(xy,...,x) € K(X) de comprimento q, existem
inteiros 1 <y < ... <i, <k e{ki....,ky,x} C{Ll,...,n} tais que

0 - 0 Y.yl o9
0o --- 0 0 we -+ 0
Wey1 -+ O 0 0 --- 0
0 - w, 0 0 --- 0
onde w; = ygl(k1+i—2) mod n+1) _yi(‘gkq—i-i—Q) mod n+1)’l' —2....n

Prova: Usaremos indugao sobre ¢q. Se ¢ = 1, o resultado segue claramente. Suponha agora
que ¢ > 1. Entao existe um monomio 0 # n(zy,...,x;) € K(X) tal que m(xy,...,z5) =
n(xy,...,xg)x;, onde 1 < ¢ < k. Pela hipdtese de inducdo e pelo Lema 2.2.1 concluimos a
prova. [ |
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Lema 2.2.5. Sejam m(z1,...,x;) e n(xy,...,xx) dois monomios de K(X). Se as ma-
trizes m(Ay, ..., Ag) en(Ay, ..., Ag) tém a mesma entrada nao nula na primeira linha entdo
m(zy, ..., Tm) = n(T1, ..., 2y)(mod I).

Prova: Se m(A;,..., Ax) en(Aq, ..., Ay) tém na primeira linha a mesma entrada nao nula
segue diretamente do Lema 2.2.4 que m(Ay, ..., Ax) = n(Ay, ..., Ax). Seja ¢ o comprimento
de m. Usaremos indugao sobre ¢q. Se ¢ = 1, o resultado segue obviamente. Suponhamos
agora q > 1.

Suponhamos que z, é uma varidvel de m(zy,...,z;) € my e my sdo dois monémios de
K(X) tais que m = myz,ms. Pelo Lema 2.2.4, existem monomios wy, ..., W, N1, .., N, de
Q e inteiros 0 < 7,7 < n — 1 tais que

0 0O w O 0
0 0 0 w 0
ml(Al,...,Ak): 0 0 0 0 et Whp—g
Wn—i+1 0 0 0 cee 0
0 w, 0 0 0
e
0 0 m 0 0
0 0 0 0
m2(A1,...,Ak>: 0 0 0 o --- Thn—j
Mn—j+1 0o 0 0 - 0
0 n, 0 0 0
Note que os graus homogéneos de my(Ay, ..., Ax) e ma(Ay, ..., Ax) em F' sdo respectivamente

i e j. Pelo Lema 2.2.1, temos que my(Ay, ..., Ay)A, é igual a

0 . 0 wly]()al) o ... 0

0 . 0 0 wy - 0

0 0 0 0 Wyt
wxﬂyz(,a”“) . 0 0 0 ... 0

: . (an) ' . . :

0 WnYp 0 0 0

onde o, = (i+r—1) ez = n— (i + ap)(modn), sendo «a(zr,) = @,. Logo a matriz
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m(Al, e ,Ak) = ml<A1, R ,Ak)Apmg(Al, R 7Ak) é igual a

0 .. 0 wlyl(jl)njl 0 ... 0
0 e 0 0 wy - 0
e . (iy),
0 0 0 0 wyYp " Nj,
wy+1yz(aly+1)77jy+1 e 0 0 0o --- 0
0 e wySm, 0 0 ... 0
onde js = (n—x+s—1)(modn+1) ey =n—(n—x+j)(modn). Assim a varidvel y](f“) deve
aparecer pelo menos uma vez na primeira linha de n(A;,..., A;). Com raciocinio andlogo
a n, existem dois monomios ny e ny em K(X) tais que n = nyz,ng e ni(Ag, ..., Ax) tem
grau i em F, sendo a variavel yz(,al) nao apareceria na primeira linha de n(Ay, ..., Ax). Como
mi(Ay, ..., Ax) e ni(Aq, ..., Ax) tém o mesmo grau em F, wg(my) = wg(ny). Portanto
podemos concluir que se z, ¢ uma variavel de m(Ay,..., Ag) e my,...,m; sdo monomios
de K(X) tais que m = myx,mex,msx, . .. my_1T,my, entao existem monoémios ny, . ..,n; em
K(X) e uma bijecao ¢ : {1,...,l1} — {1,...,1} tais que n = nyz,noxyn3x, ... N_12,n0 €

we(mizpms ... my) = wa(MiTpng . .. N ).
Seja x; a primeira varidavel de m. Logo existem dois monémios n; e ny de K(X) tais que
n = nyzny e wg(ny) = 0. Para demonstrar esta afirmacao consideremos trés casos possiveis:

Caso 1. Existem monomios m; e mg em K(X) tais que m = x;mix;ms e wg(x;mq) = 0.
Entao existem trés mondmios ng, ny e ns em K(X) tais que n = ngz;nsx;ns e wg(ns) =
0 e wg(nszng) = 0.

Caso 2. Existem duas varidveis z, e x, e seis mondmios my, ma, ng, ng, ns € ng em K(X
tais que m = MmyTTpMa, N = N3TLNLTN5TYNG, N1 = N3TeNy, Wg(my) = wg(ns)
wa(mix,) = we(nsxanaxins). Entdo we(ngxin,) =0 e como wg(nsxang) = wg(ng) =
0 a afirmacao estd provada.

D ~

Caso 3. Nao ocorre nenhum dos casos anteriores. Considere m = x;, ...x;,. Escolhe-
mos r € {1,...,¢q} o menor inteiro tal que x; é uma varidvel de n;. Existem
monomios ng, ng, ns e ng de K(X) tais que ny = ngx; ng, wg(nz) = wg(xy ... x;_,),
n = N5, Ne, We(ns) = wa(x;, ..., ). Mostraremos que o comprimento de nsz;, .,
nao ¢ maior que o comprimento de n;. De fato, se o comprimento de nsx; ., ¢ igual
ao comprimento de n; entao, como nsx; ., ng = N = N1TNy segue que N1T; = N5T;, .,
edal z; = z;,,, e wg(ns) = wg(n1) = 0. No entanto, wg(ns) = wa(w;, ... x;,) e
portanto estamos no caso 1, o que é uma contradi¢ao. Se o comprimento de nsw; .,
¢ maior que o comprimento de m; entao estamos no caso 2 o que novamente nos
d4 uma contradi¢ao. Assim, o comprimento de nsx; ., nao ¢ maior que o compri-
mento de n;. Observemos que mesmo que i, = i,,1 podemos tomar n3 # ns, de
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modo que z; e x; ., também aparecem em posicoes distintas em n;. Aplicando
0 mesmo raciocinio para r + 1,7 + 2,...,q concluimos que se x é uma variavel de
T3 i, ... Tq entdo x é variavel de ny e a(x) < b(x), onde a(x) denota a multiplici-
dade de & em x; x; ., ... x4 € b(x) denota a multiplicidade de  em n,;. Como r é o
menor inteiro pertencente a {1,...,q} tal que x, é varidvel de n;, vale a igualdade
a(z) = b(z). Portanto ny e z; ;. ...24 € b(x) possuem o mesmo multigrau, em
particular, wg(@; z; ., ...24) = wg(ni) = 0. Logo existem monoémios mg, ma, ms de
K(X) tais que m = mgmyx;m,, onde z; é a primeira varidvel de n, wg(msmy) = 0
e MyTjMs = Ti, T, - - Tiy, 1080 we(maxjms) = wg(ygiroxir+1 ...x;,) = 0. Agora,
trocando as letras m e n a afirmacgao esta provada.

Definimos (ne) = 0
T;NgN7NgNig, se wgng) =
w(T1, - ) = { Tingn7ngNiy, se wg(ng) # 0
Se wg(ng) = 0 entao wg(x;ng) = 0 e pela identidade z122 = xoxy com we (1) = we(z2) = 0,
temos que w(xy, ..., xx) = n(xy,...,x;)(mod I). Se wg(ng) # 0 entdo wg(ny) = we(wng) =
—wg(ng) e, pela identidade z120x3 = T3222; com we(r1) = —wg(x2) = we(rs), segue que
w(xy,...,xx) = n(xy,...,x,)(mod I).

Como w(zxy,...,xx)—n(z1,...,2x) € I CT,(M,(K)) =T,(R), temos que w(Ay, ..., Ax) =
n(Ay, ..., Ax) = m(Ay, ..., Ag). Se wy e my sdo mondmios de K(X) tais que w = z;wy e
m = x;mp entdo pelo Lema 2.2.1 notamos que wy(A1, ..., Ax) = mo(A1, ..., Ax). Segue da
hipétese de indugao que wy(z1,...,Tx) = mo(zy,...,zx)(mod I) e assim, w(zy,...,T5) =
m(zy, ..., x,)(mod I). |

Ja temos condicoes de provar o principal resultado desta secao.

Teorema 2.2.6. Todas as identidades polinomiais graduadas da dlgebra Z,-graduada de
M, (K) sequem das identidades:

(1) 1wy = oz1, we(r1) = we(r2) =0
(i) 712273 = 32071, We(71) = —we(T2) = wa(x3).

Prova: Ja sabemos, pelo Lema 2.2.3 que I C T,,(M,(K)). Mostraremos a inclusdo oposta.
Pelo corpo K ser infinito o ideal Z,,-graduado é gerado pelos seus elementos multi-homogéneos,
portanto, para mostrar que T, (M,) C I basta mostrar que qualquer identidade polinomial
graduada multi-homogénea f(x1,...,z,,) de M,(K) pertence a I.

Seja r o menor inteiro nao-negativo tal que f pode ser escrito médulo I como combinagao
linear de r monomios multi-homogéneos:

f= iaqmq(mod I)
q=1

onde 0 # a;, € K, my,...,m, € K(X). Temos que mostrar que »r = 0. Suponha-
mos que r > 0. Pelo Lema 2.2.2, sabemos que f € T,(F). Como a;mi(Ay,...,An) =
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—Zaqmq(Al,...,Am) temos que existe um p € {2,3,...,r} tal que my(Ay,..., An) e
q=2

my(Ai, ..., Ap) tém a mesma entrada nao nula na primeira linha. Logo, pelo Lema 2.2.5,
p—1 r

my = my(mod I) e f = (a1 + ap)my + Zaqmq + Z agmg(mod I). Assim sendo, f
q=2 g=p+1

pode ser escrito médulo I como uma combinacao linear de no maximo r — 1 monoémios
multi-homogéneos, o que contradiz a minimalidade de r. Portanto, f = 0(mod 1). [ |



CAPITULO 3

IDENTIDADES Zo-GRADUADAS
PARA ALGEBRAS T-PRIMAS
SOBRE CORPOS INFINITOS

Neste capitulo estudaremos as identidades polinomiais Zs-graduadas satisfeitas pelas
algebras T-primas M, (EF) e £ ® E sobre corpos de caracteristica positiva diferente de
2. Os resultados aqui expostos constituem uma generalizagao dos resultados obtidos por Di
Vincenzo em [10] quando na ocasiao este descreveu bases para as identidades Zo-graduadas
de vérias algebras importantes para corpos de caracteristica zero. Aqui, baseados nos re-
sultados de Koshlukov e Azevedo em [21], veremos tais resultados para corpos infinitos de
caracteristica positiva.

3.1 Identidades graduadas de M, (F)

A menos de mencao contraria, K denotarda um corpo infinito de caracteristica diferente
de 2.

Definicao 3.1.1. Dada uma dlgebra Zo-graduada A = Ay ® Ay, o subespaco Ay € chamado
subespaco par e seus elementos sio os elementos pares, enquanto o subespaco Ay €
chamado subespaco impar e seus elementos sao os elementos impares.

Sejam Y = {y1,v2,...} € Z = {21, 29,...} dois subconjuntos disjuntos de varidveis tais
que X = Y U Z. Assumindo que as variaveis do conjunto Y sao pares e as variaveis do
conjunto Z sao impares, estabelecemos uma Zs-graduagao para K(X) entre os monémios
pares e os monomios impares. De outro modo, definindo a funcao w = wy, : X — Zs onde

0, sexeY
wz, () = 1, sex e/

43
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Estendendo esta fun¢do de modo que wgz,(1) = 0 e wz, (122 ... x,) = wz,(x1) + wz, (z2) +
...+ w(x,), dado um mondmio f = z125...2, € K(X), poderemos classificd-lo como par se
wz,(f) = 0 ou impar se wgz,(f) = 1. Com isso a élgebra associativa livre Zs-graduada pode
ser apresentada como:

K(X)=K(X)y® K(X)

onde K(X)q é o subespago gerado pelos monomios pares e K(X); é o subespago gerado
pelos monémios fmpares.

Definicao 3.1.2. Seja A = Ay & Ay uma dlgebra Zs-graduada. Os elementos de Ay U Ay
sao denominados de homogéneos. Além disso, cada elemento homogéneo a possui um grau
wz, em Ly, isto €, wy,(a) = 0 ou wz,(a) = 1. A dlgebra A é chamada supercomutativa
se ab = (—1)v2@v%0) parg quaisquer a,b € Ay U A;.

Exemplo 3.1.3. A dlgebra de Grassmann, com sua Zso-graduagao canonica € uma dlgebra
supercomutativa. A dlgebra exterior E, de dimensdo 2", com Za-graduacio E, = (Ey,)o @
(E,)1 € também um exemplo de dlgebra supercomutativa.

Definigao 3.1.4. Seja K(X) a dlgebra livre Zy-graduada. Para os monéomios f,g € K(X),
considere as relagoes da forma fg = (—1)"=v20gf seja I o ideal gerado por estas
relagoes. A algebra K(Y; Z) = K(X)/I € naturalmente Zy-graduada (pois herda a graduagdo
de K(X)) e é chamada de dlgebra livre supercomutativa.

Segundo a defini¢ao 3.1.2 uma édlgebra A é supercomutativa quando Ay C Z(A) e ainda
temos ab = —ba para quaisquer a,b € A;.

Lema 3.1.5. Sejam K[Y| a dlgebra dos polinomios comutativos gerada por Y e E(Z) a
dlgebra de Grassmann gerada pelo espago vetorial com base Z. Entdo, as dlgebras K{Y; Z)
e K[Y]® E(Z) sao isomorfas.

Prova: Seja ¢ : K[Y|® E(Z) — K(Y;Z) = K(X)/I a aplicagao dada por ¢(a ® b) =
ab + I. Naturalmente a aplicacao ¢ é um homomorfismo de algebras sobrejetor. Sejam
a=yyYs...Yp € K[Y] eb=z129...2, € E(Z), ambos nao nulos. Fazendo as substituigoes
y1=- =y, =1lez =ey,...,2, = e, onde {e,...,e,} é subconjunto da base de E,
temos que ab € Ty(E). Por outro lado, como K(X)/I é a &lgebra livre supercomutativa,
temos que I = N{Q)| Q é T, ideal de alguma algebra supercomutativa}. Em particular, I C
T5(E) e assim segue a injetividade de . [

A algebra M (E) é a subélgebra de Ms(E), vista no exemplo 1.1.28, que consiste das

matrizes CCL Z , onde a,d € Ey e b,c € E;. Definamos em M, (E) a seguinte Zo-
- 0
gradua(;ao: Ml,l(E) = (M1,1<E))0@(M1,1(E))1 onde (MI,I(E))O = {( 8 d > ’ CL,d € EO} €

(Mi1(E)) = {( 2 8 ) | b,ce El}. Verificamos diretamente que (M;1(E));(M11(E)); C

(Mq1(E))it; para todos i, j € Zsy. Logo a dlgebra M, 1(E) é Z,-graduada.
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Queremos nesta secao descrever o Th-ideal das identidades Zo-graduadas satisfeitas pela
algebra M, 1(E). Ja sabemos que para determinar as identidades Z-graduadas satisfeitas pela
algebra M ;1 (E) basta determinarmos as identidades satisfeitas pela dlgebra livre Fy(M; 1(E)),
ja que To(M;1(E)) = To(Fo(My1(E))). Para esta finalidade buscaremos um novo modelo
para algebra F5(M;1(E)) de maneira que as identidades desta tltima se relacionem de forma
bastante clara com as identidades Zj-graduadas de M;(F). Segue um modelo genérico
da algebra M, ;(E).

Dada a algebra livre supercomutativa K(Y'; Z) considere os conjuntos Y = {yfj)] i >
1,7 = 1,2}, das varidveis de grau 0, e Z = {zi(j)| i > 1,7 = 1,2}, das varidveis de grau

(1)
1, como os conjuntos geradores. Considere agora as matrizes A; = ( ylb ?2) ) e B, =
Yi
0 W
@ ’O e a subdlgebra Gen(M;1(E)) de My(K(Y;Z)) gerada por estas matrizes.

2

Essa algebra é Zs-graduada considerando
G@TL(MLl(E)) = GG?”L(MLl(E))O D Gen(]\/[M(E))l

onde Gen(M1(E))o = {( fél fi ) | fir, faz € (K(Y; Z>)0}

Gena(EDs={ (o 2 )| i o € (K0 2D

Veremos que a algebra Zo-graduada Gen(M; 1(F)) é isomorfa a édlgebra relativamente
livre de posto enumeravel F5(M;1(E)). Antes disso, necessitamos de uma lema.

Lema 3.1.6. Se K é um corpo infinito e f(yg),y?), T %1), . .,27(3)) € K(Y;Z) € tal
que f(g1,---Gn, h1,. .., hm) = 0 para quaisquer gy,...,9, € Eo e hy,..., hy, € Ey entao
f=0.

Prova: Das relacoes gh = (—1)*2@vz() - f pode ser expresso na forma
2 1
f(y§ )’ y% )7 R y7(12)7 Z§ VAR Z 2) Z almz yl ) yl AR y7(7,2)7 Z§ )7 MR ZT’%))7

onde m; € K(Y; Z) sdo monoémios de multigraus distintos. Como o corpo K é infinito segue
do Corolario 1.4.10 que a;m;(g1,- -+, gn, 1, ..., hym) = 0 para quaisquer gy,...,g, € Fy e
hi,..., h, € E1. Sendo assim, segue que aimi(ygl), yf), e ,y,(f), z%l), .. z,(g)) = 0. |
Lema 3.1.7. A dlgebra Zy-graduada Gen(M,1(E)) € isomorfa a algebra relativamente livre
de posto enumerdvel Fy(My1(E)) na variedade de dlgebras Zs-graduadas determinadas por
M, (E).
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Prova: Considere a aplicacao ¢ : K(X) — Gen(M;,(E)) dada por

@(f(ylw"aynuzla"'7Zm>>:f(Alv”'uAnaBla"'aBm)'

Esta aplicagao é claramente um homomorfismo Z,-graduado sobrejetor. Mostraremos que
Ty(M,1(FE)) = Kery. Com efeito, a inclusao Kerp C To(M; 1(F)) é facil de ser observada
j& que cada matriz de M;;(E) é uma especializacao de uma matriz Gen(M;1(E)). Seja
Fiy o s Uns 21, oo 2m) € To(M;1(E)). Entao existem

fl](y§1)’y§2)7' A 7y7(12)7z§1)7' * '72:7(7%)) E K<Y; Z>71 S Z7j S 2
tais que a matriz M = f(Ay,..., A, By,..., By) é da forma

M = fiie11 + fize12 + for€01 + fooean.

Como f € Ty(My1(E)) os polinémios f;; sio tais que fi;(g\", ¢, ... g2 n{V . B2y =0
para quaisquer (gg),gf), . ,gff)) € Eye (hgl), e h%)) € E;. Pelo Lema 3.1.6 temos que
fij = 0, ou seja, f(Ay,...,A,, By,...,B,) = 0 e portanto f € Kerg. O Teorema do

Isomorﬁsmo nos garante que
FQ(Mlyl(E)) = K<X>/T2(M171<E)) ~ Gen(MLl(E)).

|
Observamos que este lema nos permite nao fazer distingoes entre a dlgebra Gen(M; 1(E))
e a algebra relativamente livre Fy(M;1(E)) e com o modelo genérico da algebra M, 1(E).

Utilizaremos este modelo genérico para encontrarmos uma base para as identidades Zo-
graduada de M, 1(F).

Proposigao 3.1.8. Seja I o Ty-ideal das identidades Zs-graduadas de My (E). Entdo os
polindmios y1ys — Ya2y1, 212223 + 232221 € K(X) pertencem a I.

Prova: Pelo fato que Z(E) = Ey e que se g1,92,93 € E; entdao g19293 + 939291 = 0.

Deste modo, se y; = (%1 1?1 ) € (Mia(E))o e yo = (Cg 1?2 € (M;1(E))o entao
aia 0 Aaa 0
a1,as,b1,b € Ey € y1ys = ( 102 bybs ) = ( 201 boby ) = Yoy1, 10go y1y2 — youn € 1.
Agora se z; = < 3 %Z ) € (My1(E)),i=1,2,3, entao
B 0 c1dacs + c3dacy
17278 + 23202 = ( dycods + dscady 0 ’

e temos a proposicao. |
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Seja J o ideal das identidades Z,-graduadas gerado pelos polindmios y;ys — yoy1, 212223+
232921 € K(X). Identificaremos as varidveis y; e z; com suas imagens pela projecao canonica
K(X) — K(X)/J. Seja B C K(X) o conjunto formado pelos monémios

Yar1Yas * yaka

Yar1Yas " " Yar,Zer Yo Yvy = Yoy
ya1 yaz T ?/ak Zc1 Zdl ZCQ ng T Zcm de7
yalyaz e ?/akzcl?/blybz e ybl zdl ZCQZdQ Tt Zcmzdma

onde a1 < as < --- < ap, by <by < - <h,er << <cped <dg <---<dp, k>
0,0 > 0,m > 0. Nos monomios do segundo tipo k + [ > 1, nos monomios do quarto tipo
se k =1 = 0 seu grau é maior ou igual a 2. O simbolo ~ sobre a varidvel significa que ela
pode nao aparecer. Denotaremos por B a imagem de B pela projecao canonica. A proxima
proposi¢ao nos mostra que o conjunto destes polinomios geram K(X)/J.

Proposigao 3.1.9. O conjunto B gera K(X)/J.

Prova: Se f € K(X)q entao y;f — fy; € J. Logo, todo polinomio em K(X)/J é uma
combinagao linear de monomios da forma m = hy(y)Ze, ha(Y)2Zey Zes - - - Ze,, +J onde hy(y), ha(y)
sdo mondmios nas varidveis y;s. Note que, como h(y) é um monémio nas varidveis y; entio
h(Y) = Ye,Yey - - - Ye, + J, de modo que, e; < ey < --- <. Se h(z) # 0+ J é um mondmio
nas variaveis z; entao segue da identidade 212923 + 232021 € J que

ZenZes ey - - - Py = ZeyZdy Zey Ay - - - Zeyy 2, (moOd J),

onde ¢ < 3 < +++ < Cppydy < dy < --- < d,y,, e os indices sao tais que os monomios tém o
mesmo multigrau. De tudo isso temos que B gera K(X)/J. n

Proposigao 3.1.10. O conjunto B C K(X) é linearmente independente mddulo To(M;1(E)).

Prova: J4 que o corpo K ¢ infinito, basta mostrar que cada subconjunto multi-homogéneo
de B ¢ linearmente independente em K (X)/T5(M;,1(E)). Sejam My, Mo, ..., M, monoémios
distintos em B e \; € K, 1 < i < n escalares tais que

M == )\1M1 + )\QMQ + ct + )\nMn € TZ(MLl(E))-

Denotando por M a matriz obtida pela substituicao de y; por A; e z; por B; em M € B,
consideremos as afirmagoes:
a) Se A; e B; sao as matrizes definidas na se¢ao anterior entao

Ay Aoy A By Ap, ... Ay Ba, B, Ba, - . . Be,, Ba,,
¢é igual a expressao

v A ) e 28 2 Bt
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1 1 1 /1\
yc(u)yg,g) y((zi) g?)yél)yéz) ylgl )Zc(h)zgz) Zc(lg) Z((iyj Et3t4 ?

<z . 1 2 . , .
onde as variaveis Z((i ), z((i ) aparecem se, e somente se, a matriz By, aparece. Além disso, se
m m

a matriz for par temos que t; =ty = 1 e t3 = t, = 2 e se for impar entao t; =t, =1 e
to = t3 = 2. A demonstracao desta afirmacao consiste em céalculos diretos.

b) Se M € B entdo a matriz M é da forma Py, E;; + P} Ey, os indices i, j, k[ sao
determinados pela paridade da matriz M e os multigraus dos monémios Py, P2, € K(Y; Z)
dependem injetivamente de M, isto é, a aplicacao que associa a cada matriz M € B o
multigrau da matriz Pj; ou P}, é injetiva. Além disso Pj; # 0 e PZ # 0. A primeira parte
desta afirmagao ocorre diretamente da afirmagao 1. J& a segunda parte, segue observando

que se
1 2) (2) 2) 2 (1.2 (2
Pl =0 -y A vy vz 2 7w

entao M é monomio nas varidveis Yo, , Yags - - - » Yap> Yoy Ybss * * * s Yby Zers Zens Zdys Zdas -+« > Zems 2oy s

onde a variavel z4,, aparece no monomio M se, e somente se, zﬁm aparece em Pj,;. Assim,
podemos determinar a partir de P}, as varidveis que aparecem em M. Agora observamos que
como M € B a ordem em que as variaveis aparecem em M fica determinada pelos indices
superiores nas variaveis y,(L ),zm) de P}, e o resultado segue. Se M € B entdo a; < ay <

<Lag, b <by < - <b, << <cped <dy<---<dp, k>0,1>0, portanto
PL 20,

Continuando a demonstragao da proposicao, temos que T5(M; 1 (E)) = Tr(Gen(M; 1 (E)))
e se substituirmos y; por A; e z; por B; obtemos

M = MM, + M oMy + -+ \, M, =0.

Segue da afirmagao 2 que as matrizes M, sdo da forma Pi E;; + P Ey, onde os indices

i, 7, k,l sio determinados pela paridade da matriz M,. Observe que como os M; sdo multi-

homogéneos as matrizes M, tém a mesma paridade. Entao a equagao M = M\ My + Mo M, +
-+ A\ M,, = 0 fica

0= (M Py, + XaPas, + -+ MPag e + (M Pap, + Ao Pipy + -+ + X Py e
Assim
0=MPy, + Py + -+ MNPy ) = MPap + MNPy, 4+ APy en.
Pela afirmacio 2, os multigraus dos monomios nao nulos Py, e P}, dependem injetivamente
de M, e portanto, concluimos que A\ = Ay = ... =\, = 0. [ |

Apresentamos agora o principal teorema desta secao.

Teorema 3.1.11. Seja K é um corpo infinito com charK # 2. Entdo as identidades Zs-
graduadas da dlgebra M, (E) sequem das identidades y1ya — Yo, 212223 + 232221 .
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Prova: Sabemos que J C Ty(M;1(E)) pela Proposicao 3.1.8. Seja f € To(M;i(FE)).
Pela Proposicao 3.1.9 existem escalares \; e monomios m; em B C K(X) tais que f =
> Aimi(mod J). Ja que J C To(My1(E)) temos que 0 =p,ar, ,(8)) [ =i (E) D A, €

pela Proposigao 3.1.10 A\; = 0, assim, f = 0(mod J), logo, f € J e portanto, TQ(MM(E)) cJ
e temos o resultado. ]

Observagao 3.1.12. Se um polinémio multi-homogéneo f € K(X) nao é uma identidade
de M, 1(E) e a varidvel z; ocorre nos monémios de f, entao deg.,f < 2. Isto ocorre devido,
caso existam trés letras z; num monomio, ao menos duas delas estarao numa das sequéncias
c; ou d;. Mas, devido a identidade 2129235 + 232921 = 0 tats monomios desaparecem.

3.2 Um outro modelo genérico para M, ;(F)

Nesta se¢ao, construiremos um novo modelo para Gen(M1 1(E)).
Sejam Y = {az : Z(O)| i=1,2,...} e Z = {aZ ,b; \ i =1,2,...} conjuntos de varidveis
comutativas e anticomutativas, respectivamente. Con31deremos a algebra supercomutativa

K(Y; Z) livremente gerada pelos conjuntos Y e Z e L a édlgebra gerada por 1 e pelas matrizes

(0 1 0 o1 0 Y 0 1 m (0 0
Ci=a (0 1)+bi (0 ) PiEaT g0 )T 1 0 )

Tomando os C; como elementos pares e D; como elementos impares, entao L é uma
algebra Zs-graduada.
Verificaremos agora que L é de fato um outro modelo genérico para M (F).

Proposigao 3.2.1. A dlgebra L € isomorfa a Gen(M;(E)).

Prova: Seja ¢ : Gen(M;1(E)) — L o homomorfismo dado por ¢(4;) = C; e ¢(B;) = D;.

O Kerg = 0 uma vez que as matrizes A e B; sao es emahzacoes das matrizes C; e D;.

Como charK # 0 podemos substituir a bgo), M bg por ( ‘f'% )/2 (y; M _ 12))/27
(1)

z;’, 22, respectivamente. |

E imediato que as matrizes ago)(en + €92) comutam com as matrizes de L. Denote por
Bs(L) a subélgebra de L que é gerada por 1 e por todos os elementos de L tais que toda

. / . 0 ~
matriz C;s aparecem em comutadores, temos ainda que os elementos ag )(611 + e97) nao
aparecerao em nenhum polinémio néo nulo de By(L).

(1)
Proposicao 3.2.2. As matrizes F; = bEO) ( (1) _01 ), D; = ( d(()l) Cil ) satisfazem as

sequintes relacoes:

E,E; sio centrais, E,E; = E;E;,
E.D; = —D;E;, D;D; = —D;D?.
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Prova: Imediata. [ |
Seja By (M 1(FE)) asubélgebra de Gen(M; 1(E)) gerada por 1 = eq;+eg € pelos elementos

/

de Gen(M;,(E)) tais que as matrizes C;s aparecem apenas em comutadores. Em outras
palavras, BQ(G@”(MLl)(E)) = BQ(F) = BQ(X)/(TQ(Ml,l(E)) ﬂBQ(X)) Entao B2<M1,1<E))
¢ canonicamente isomorfa a By(L), e identificaremos By(F') = By(M;1(FE)) e Ba(L).

Proposicao 3.2.3. Se f € By(L) é um polinomio multi-homogéneo, entio f é uma com-
binacao linear de elementos da forma

[e% « e 2 2 2
EillEi; . EikijleQ . Djlg<Dn1a an e ’Dnm)’

onde iy <y < - <idp, j1 < Jo < - < g, {02, Gy N A, ng, - iy =0 eg éum
polinomio multilinear.

Prova: Seja f € By(L). Como 1 = €53 + ey é central, ndo aparecem matrizes do tipo

ago) ( é ? > na expansao de f. Pelo Lema Proposi¢ao 3.2.3 podemos escrever

f= EﬁlEgz"'Eikh(Dm,DnQ,“' . D,),

onde h é um polinomio multi-homogéneo. Se o grau de h para algum D; é maior que 2, entao
pela Observagao 3.1.12 h seria uma identidade Z,-graduada de M; ;(E). Logo, degp,h < 2

para todo i. Escrevamos h como uma soma de monomios nao nulos h = 5 A M;, onde
i=1

Ai € K e M; é um monomio que s6 tem variaveis impares. Usando a identidade z;2023 +

232221 = 0, como na Proposicao 3.1.9, podemos escrever M; = D, Dy D.,Dg,...D. Dy,

comc; < ¢ < ... <c¢ped <dy < ... <d, Agora observemos que se ¢; = i1,
1 <i < m—1 e analogamente d; # d;;1, 1 < i < m — 1. Isto significa que cada i pode
aparecer no maximo duas vezes, em cada {ci, ¢, ..., ¢, } e outra em {dy,ds, ..., d,}. Assim
a menos de sinal, temos M; = ... D? ... eusando D?D; = —D,;D? temos M; = D?.... Como
D?D]Z = D?Di2 segue que M; = D?lD]z2 . D]Zlgi(Dnl, Dy, ...,D,, )onde j; < jo < --- < jp,
g; ¢ um mondémio multilinear e {j, jo, ..., 51} N {n1,na, ..., N}t = 0. J& que todos os M, s
tém o mesmo multigrau o resultado segue. [ |

3.3 Resultados auxiliares de Combinatoria

Na préxima segao faremos usos de alguns resultados de combinatéria que serao dados e
provados nesta segao.

Definig¢ao 3.3.1. Sejam (iy, s, ... ,4,) uma permutacao dos simbolos {1,2,...,n} e A, B C
{1,2,...,n} tais que
AuB=1{1,2,...,n},ANB=.
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Um par (ia,i5), 1 < a,5 < n, forma uma itnversa@o colorida(em relagio a parti¢ao
{A,B}) sel <a<f<n,{ao,p} CAou{a,p} C B, ei, >is. Seq é o nimero de
inversdes coloridas entdo (—1)? é o sinal colorido desta permutacao com relagdo a partigao
{A, B}.

Exemplo 3.3.2. A tabela abaixo mostra os sinais coloridos de todas as permutacoes de

{1,2,3}.

| | 123 [ 132 ] 231 | 213 | 312 | 321 |

23+ -1+ -T+71-
23+ [+ [+ -1-1-
B2 + [+ -1T+1-1-
231 + | -1 -1+ +1 -

Observacao 3.3.3. Consideraremos as parti¢coes como pares nao ordenados, deste modo o
conjunto {1,2,...,n} tem exatamente 2"~ particoes, incluindo a particao trivial. No caso

da parti¢ao trivial A = {1,2,...,n}, B = 0, o sinal colorido € igual a 1 para todas as
particoes pois a permutacao principal nao possui nenhuma inversao.

Lema 3.3.4. As transposi¢oes (t,t+2) mudam o sinal colorido de qualquer permuta¢do em
relacao a qualquer particao.

Prova: Consideremos as permutagoes i = (41,92, ...,0,) € J = (11,04, g1, 5442, - - - 5 n)
dos simbolos {1,2,...,n}. Seja {A, B} uma parti¢do qualquer deste conjunto e a partir desta
particdo defina ¢% como sendo o ntimero de inversoes coloridas (i,,i5) tais que {«a, 8} C A
na permutacgao i e, de modo andlogo, defina ¢, qa;, q%. Temos duas possibilidades para os
simbolos 4, 7441, 1440

(1) Os trés elementos pertencem ao mesmo conjunto na particao;

(2) Nao acontece (1).

Para o caso (1), suponhamos sem perda de generalidade, que dois dos simbolos iy, 4441, 142
pertencem a A. Neste caso ¢ = qé e os numeros ¢y e qf;‘ tém paridades diferentes e
portanto vale o resultado. No caso (2) podemos supor sem perda de generalidade que dois
dos simbolos #;, 711, i;12 pertencem a A e o outro a B. Temos trés possibilidades a considerar:
OU %y, 0411 € A OU Gy, 0419 € A OU G4y, 040 € A. E facil ver que para qualquer uma dessas
possibilidades ¢ = qé e 0s nimeros ¢4 e qi‘ tém paridades diferentes. |

Proposicao 3.3.5. Seja i = (iy,19,...,1,) uma permutacdo fiza de {1,2,...,n}. Entdo o
sinal colorido de i € igual a 1 ou —1 com relacao a todas as particoes, ou entao é iqual a 1
para 272 particoes e —1 para as outras 2" 2 particoes.

Prova: Pelo Lema 3.3.4 ¢ suficiente provar a proposicao apenas para permutagoes ¢ tais que
11 < i3 < ...ely <1y < ... Faremos inducao sobre n. Paran =1 e n = 2 o resultado é
imediato. Para n = 3 o resultado segue do Exemplo 3.3.2. Suponhamos agora que n > 3 e
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que o resultado é vélido para 1,2,...,n — 1. Seja i = (11,99, -+, in_2,1,) & permutacao dos
n — 1 simbolos {1,2,...,n}\{i,} obtida da permutacdo i apagando-se o simbolo i,. Pela
hipétese de inducio a proposicao vale para i . Como i < i3 < ... € iy < ig < ... segue que
Ilp =N OU Ip_1 = N.

Se ip-1 < i, entdo i, = n. Se {A, B} é uma particao de {1,2,...,n}\{i,} entdo {AU
{in}, B} e {A, BU {i,}} sao parti¢oes de {1,2,...,n} e os sinais coloridos destas partigoes
sd0 os mesmos de i com relacio a particio {4, B}.

Se i,_1 > i, entao i,_1 = n e neste caso i,,_; forma inversao colorida apenas com i,,.
Definimos i" = (i1, 2, ..., %n_2,%,) € a proposicao vale para I . Seja (C, D) uma particio de
{1,2,...,n — 1} e € o sinal colorido de i com relacdo a (C, D). Formamos duas particoes
{CU{n},D} e {C,DU{n}} de {1,2,...,n}. Em uma delas i, e i,_; = n pertencem a
conjuntos diferentes da partigao, logo o sinal colorido de 7 com relacao a essa particao sera ¢.
Na outra particao i, e i,,_1 = n pertencem ao mesmo conjunto da particao e o sinal colorido

de 7 em relagao a esta particao serd —e e temos o resultado. |
Proposicao 3.3.6. Seja i = (iy,i9,...,0,) tal que i1 < i3 < ... eidy < ig < .... Se
i # (1,2,...,n) entdo o sinal colorido de i € igual a 1 para 2"2 partigoes e € igual a —1
para outras 2" particoes de {1,2,...,n}.

Prova: Segue da proposicao 3.3.5. Faremos indugao em n, e observamos que por hipdtese
de inducao tanto no caso i,_; < i, quanto no caso i,_; > %, obtemos 2" 2 vezes o sinal
colorido 1 e 2"~2 vezes o sinal colorido —1. [ |

3.4 As identidades Z,-graduadas de £ ® E

Nesta secao encontraremos uma base para as identidades Z,-graduadas do quadrado ten-
sorial da algebra de Grassmann F.

No capitulo 1 vimos que a algebra F ® E possui uma Zs-graduagao canonica dada por
EQE=(EQE)y®(E®E),

onde (E &® E)O = (EQ X Eo) D (El & E1> [§ (E (%9 E)l = (ED (%9 El) @ (El & Eo)

Assim como foi feito para a dlgebra M, ;(E), usaremos um modelo genérico para algebra

Zo-graduada relativamente livre na variedade das algebras Z,-graduadas definidas por F® F
a fim de obtermos o T5-ideal de £ ® FE.
Sejam a§0)7b§0),050),d§0) varidveis comutativas e agl),bgl),cgl),dgl) variaveis anticomuta-
tivas, i = 1,2,.... Consideramos K(Y;Z) a algebra livre supercomutativa livremente
gerada pelos conjuntos Y = {al(-o), b§°), c§°), dz(-o)} e Z = {al(»l), bgl), cgl), dl(-l)} de variaveis
pares e impares, respectivamente. Denotemos por F' a subdlgebra do produto tensorial
K(Y;Z)® K(Y; Z) gerada pelos elementos da forma:

Y= a® 980 10V 062, 2 = ¥ & d® + O @ d.
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Entao F' = Fy @ F) é uma Zs-graduagao natural, considerando Y; como variaveis pares e Z;
como variaveis impares.

Proposicao 3.4.1. A dlgebra Zs-graduada F € isomorfa a dlgebra relativamente livre de
posto enumerdvel K(X)/To(FE ® E) na variedade das dlgebras Zo-graduadas definidas por
E®FE.

Prova: O homomorfismo ¢ : K(X) — F definido por ¢(y;) = Y; e ¢(z;) = Z; é claramente
um homomorfismo Zs-graduado sobrejetor. E necessdrio agora que mostremos que Kery =
To(E®E). De fato, Kergp C To(E ® E) ja que cada elemento de F'® E é uma especializac¢ao
de um elemento de F. Seja f € TH(EQFE), entao ¢(f) ¢ um polinémio em K(Y; Z)QK(Y; Z)

© 0 L9 bor elementos E, e dos agl), bgl), cgl), dgl)

que se anula para cada substitui¢ao dos a; *, b, ", ¢;
por elementos de F;. Dai segue que ¢(f) =0 em K(Y;Z) ® K(Y;Z), ouseja, f € Kerp e
pelo Teorema do Isomorfismo conclui-se a prova. |

Precisamos de algumas propriedades elementares da algebra ' ® E. E f4cil ver que seu

centro ¢ igual a Fy ® Ej.

Lema 3.4.2. Os polinomios y1ys — yYoly1 € 212223 + 232221 sao identidades Zs-graduadas para
a dlgebra EQ E. Se charK = p > 2 entao o polinomio y}z — 214y também € uma identidade
graduada para E ® E.

Prova: O primeiro polinomio é uma identidade Zs-graduada de E® F pois a componente par
Ey® FEy® F1 ® E; é uma algebra comutativa. Mostraremos agora que o segundo polinomio é
uma identidade graduada. Como ¢é multilinear, basta mostrar que g;9293 ® hihohs + g3g291 ®
hshahy = 0 sempre que g;, h;, i = 1,2,3 sao homogéneos tais que que wg(h;) = wa(g;) + 1.
Neste caso temos

G1G2g3 = (_1)(wc(91)wc(g2))929193: (_1)(wG(Ql)wG(92)+wG(91)wG(93))9293gl

(—1)(walonuwale) +ualo)we (e tuae) va () g 00

hihshs = (—1)°,

onde

0 = wg(hi)wa(he) +we(hi)wa(hs) +we(he)wa(hs) = wa(9192) +wa(g19s) +wa(gags) + 1.

Ou seja, hihohs = —(—1)van92)tva(9198)+wa(9295) hahyhy, e segue que o segundo polindmio
212223 + 232221 € uma identidade.
Agora, seja a € Ey® Eg® Ey ® Ey, ou seja, a =Y (e; @ fi + ¢; @ h;) onde e;, f; € Ey e
gi, h; € Ey. Como a é uma soma de elementos que comutam dois a dois e charK =p > 2
segue que
@’ =Y ('@ fM g’ @),

e como g;, h; € Ey segue que ¢¥ = hY =0, assim a? = >_(e! ® fF). Como os elementos e’ ® f¥
sao centrais em E ® F, temos que [y, z] é uma identidade Zy-graduada. |
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Lema 3.4.3. A dlgebra By(F) = Bo(X)/B2(X) N To(E ® E) € imagem homomorfa de
By(L) ~ Ba(Mi11(E)) = Ba(X)/Bao(X) N To (M1 (E)).

Prova: Sabemos que T5(M;1(E)) C T2(F ® E) e portanto By(X)/B2(X) N Ty(E @ E)
¢ imagem homomorfa de By(X)/Bay(X) N To(My1(E)) pela aplicagdo induzida por w :
K(X)/Ty(My1(E)) — K(X)/To(E @ E) onde n(f + Ty(My1(E))) = f + To(E & E) o
feK(X). |

Usaremos agora o outro modelo genérico de M ;(E) construido na segdo anterior para
provar o seguinte resultado.

Lema 3.4.4. Sejam ¢;(z1, 22, ...,2,) polindmios multilineares linearmente independentes
modulo o Ty-ideal To(M;1(E)). Entdo os polindmios

i1, 12 Qg 2 2
yl y2 '..yk Zn+1."Zn—‘,-rg(zl’ZQ?“'?ZTL)v

s@o linearmente independentes mddulo o Ty-ideal To(M;1(E)).

Prova: Basta mostrar que os polinomios acima de mesmo multigrau sao linearmente inde-
pendentes, uma vez que o corpo K ¢ infinito. Mas neste caso, qualquer combinacao linear é
um polinémio da forma

ir, o ik 2 2
Y'Y Yk fpgr Zn+rg(zl7 22y 72”)7
onde ¢(z1,29,...,2,) é uma combinagao linear dos g¢;(z1,22,...,2,). Se mostrarmos que
i, i ik 2 2
YLy Y e 2 9(21, 22, -, 2n) Pertence a Th (M 1 (E)) somente quando g(21, 22, . . . , 2n)
pertence a T5(M; 1(E)) o resultado esta provado, ja que os g;(z1, 22, . . . , 2,) sa0 linearmente

independentes médulo 15 (M 1(E)).
Observemos que

o el 1 0N o 0o (1 0
Ez_(bz)(o_l) eDi_(Ci dz)(o_l

Assim fazendo y; = E;, 1 <i < kez; = D;, 1 <j <n+r, podemos concluir que o monémio

i1, 02 ik o2 n+r z -
Y'Ys Y 2 2y €igual a

(i1+iz+ - +ikir)
§ ., Z_ 1 0
() (O (5 k(szlJ)ddeq) (e dl) ( ) '

0 —1
Assim, se yi'ys? - Y22 g 2877 g(21 5,2, ) = 0, entdo o polinoémio g(z1, 2, . . . , z,) se anula
quando substituimos z; = Dy, ..., 2z, = D,. Logo g(z1, 22, ..., 2,) € To(My1(E)). [ |
L L . B =~ .
ema 3.4.5. Os monomios multilineares mi; = 2;, 2j, Ziy Zjy - - - Zipy Zjm » ONAdE 11 < g < ... <

iy J1 < J2 < .o < Jm—1 < Jm € %j,, € omitido quando o grau de m;; € impar, sao linearmente
independentes modulo as identidades Zso-graduadas de F ® E.
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Prova: Suponhamos por absurdo que os mondmios sejam linearmente dependentes, isto
é, suponha que existem escalares o;;, nao nulos, e monoémios m;; tais que ) «a;;m;; em
K(X)/T5(E ® E). Desde modo temos que Y a;;m;; € Th(E @ E). Como o corpo K é
infinito, podemos supor que estes monoémios tém o mesmo multigrau e, renomeando suas
variaveis, podemos supor que todos os m;; sao monomios nas variaveis zi, 2g, ..., 2, para
k € N conveniente. Suponha que o monémio z2s...z,_12; participa desta combinagao
linear com coeficiente nao nulo a.

Considere a identidade ) a;;(m;j2x41) € uma particio {A, B} do conjunto {1,2,...,k}
onde |A| = n e |B| = m. Fazendo as substitui¢oes z; — €91 ® 1,86 i € A, z; = 1 ® ey,
sei1 € Be Zk+1 F7 €2p41€2p43 - - - €2k X €om+2€o2m+4 - - - €k € denotando por m(A’B) (¢}
resultado do monémio m;;zx1 apés a substituigao, temos que, como Y aj(m;;2k11) € uma
identidade para E ® E, entdo Y oz 0P = 0. Assim

0= 3 (S i)
(

A,B)

onde o primeiro somatério é feito sobre todas as 2¥~! particoes de {1,2,...,k}. Reorgani-
zando a soma obtemos

0=2 ay| > Mz ™?

(A,B)

Afirmamos que E m@'jZkJrl(A,B) = 0 sempre que m;; # z122...2;. De fato, suponha que
(A,B)
Mij = Zpy - Zny 7 21 - - . 2, €0LA0

———(AB) _ A,B

mijzkﬂ( ) = (—1)0( )6163 .62k (24 €2€4 ... €9,

onde o(A, B) é o sinal colorido da permutagao (ng,...,n;) com relacdo a particao {A, B}.
Sabemos por hipdtese que ny < ng < ..., engy < ng < ... em my;. Como (nq,...,ng) #

(1,2,...,k), segue da Proposicao 3.3.6 que

Z mijzkH(A’B) - Z (_1)U(A’B) €1€3... 651 @ ee4... €9 = 0.
(A,B) (A,B)

A afirmacao acima diz que para igualdade 0 = E Qi E mijzkH(A’B) 0S Monomios
(A,B)
mi; # 2122 . .. Zk—12; darao contribuicao nula. Como para o monoémio z;2s ... zx_12; 0 sinal

colorido é 1 em relagao a qualquer particao, obtemos que a2k_1(6163 e Cop_1®€9ey . .. Cop) =
0, o que é um absurdo pois o # 0 e charK # 2. |
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Lema 3.4.6. Seja f(y1, ..., Ym, 21, - -+, 2n) € Bo(M11(E)) = Bo(L) um polinomio graduado

onde substituimos E; por y; e D; por z; nos geradores de L. Entdao, médulo To(E @ E), f €
1qual a uma combinacdo linear de polinomios da forma

a1, o m a2 L2 2
yllyQ2 o 'y% R Ris "t Zikgj(ZjN Bjpy - 7ij)7
onde {i1,la, ... g} N{j1.d2, -, it =0, i1 <io < ... <ig e g; € um polinémio multilinear.
Se charK =p > 0 impomos a; < p,1=1,...,m.

, . N . . ’ . . ,
Além disso, se os polinomios multilineares g;s forem linearmente independentes mddulo
To(E ® E), entao os polindmios acima também o sao.

Prova: Como o corpo K ¢ infinito, podemos considerar f multi-homogéneo e a primeira
parte segue do Lema 3.4.2. Se charK =p > 0e a € Fy ® F, entao a? = 0. Desta forma,
para charK > 0 impomos «; < p, ¢ = 1,...,m. Se os g;-s sao linearmente independentes
moédulo Tx(F ® E) procedemos de modo anédlogo a demonstragao da Proposi¢ao 3.4.4. W

Teorema 3.4.7. O ideal das identidades Zo-graduadas da dlgebra E ® E € gerado pelos
polindémios y1ya — Yay1, 212223 + 232221, € se charK = p > 2, também por y¥z, — z1yf.

Prova: A idéia central desta demonstracao é mostrar que se um polindomio nao é con-
sequéncia das identidades Zo-graduadas y1ys — youy1, 212223 + 232221, € se charK = p > 2,
ylz1 — 21y}, entdo ele nao é identidade Zy-graduada de E ® E.

Como os dois primeiros formam uma base para as identidades graduadas de M;;(E) e
Ty(M,1(F)) C Th(E ® E), podemos trabalhar na dlgebra relativamente livre determinada
por eles, ou seja, Gen(M; 1(E)). Podemos considerar apenas os polinomios onde as variaveis
pares aparecem apenas em comutadores.

Suponha, sem perda de generalidade, o polinémio préprio f # 0 em Gen(M; ;(E)). Pelo
Lema 3.4.3, 0 # f € By(M;1(E)) ~ By(L). Segundo a Proposi¢ao 3.2.3 teremos que f é
combinacao linear de polinomios da forma

ENEX - Ef*D2 D3 -+ D3 g(Dyy, Dyy, -+, D),

i1 9

onde il < 'é2 < - < ika jl <j2 < e <jl> {jl)j??"' 7jl}m{n1>n27"' 7nm} :® €g ¢ um
polinomio multilinear. Se substituirmos F; por y; e D; por z; em f temos pelo Lema 3.4.6
que, médulo To(E ® E), f é igual a uma combinacao linear de polinémios da forma

m 2 2 2
y?qygzz o 'y;ln Zi1Rig " Zikgj(zjlv Ry - - 7ij)7
onde {i1,72, ...,k N {j1, 72, .-, iy =0, iy <iy < ... <1 e g; ¢ um polinémio multilinear
e, se charK = p > 0 devemos impor ay; < p, 1 =1,...,m.

Observe que se «; < p, i = 1,...,m entdo f nao pode ser consequéncia de yyz; — z1y7.
Ainda, fazendo as substituigoes, y1 =yo = ... =y, =11 € EQRF ez, = (e, +e,)®1
ez, =¢€,® 1 e B4 ® Ey para {U17u2, . ,Uk} N {il,ig,. .. ,’Lk} N {jl,jg, R ,jk} 7é () vemos
que f nao pertence a To(E ® E) e assim concluimos a demonstragao. [ |

Como corolario deste teorema obtemos uma nova prova da coincidéncia dos T-ideais das
algebras M, 1(F) e E ® E sobre um corpo de caracteristica zero.
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Corolario 3.4.8. Se a caracteristica do corpo K € zero as dlgebras M, 1(E) e E®Q E sao PI
equivalentes. Em outra palavras, T(M,1(E)) =T(E ® E).

Prova: Pela Proposigao 1.5.15, sabemos que se duas algebras graduadas satisfazem as mes-
mas identidades graduadas, entao elas satisfazem as mesmas identidades ordindrias. As
identidades Zj-graduadas de M; (E) e de £ ® E seguem das identidades yi1y2 — Yoy,
212223 + 232221 para um corpo de caracteristica zero. Portanto, as dlgebras My (E) e EQ E
satisfazem as mesmas identidades polinomiais ordinarias quando a caracteristica de K é zero.
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