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RESUMO

O objetivo desta pesquisa é construir algoritmos sequenciais e paralelos, adequados
para a simulagdo numérica de problemas de fronteira livre que sdo modelados por ine-

quagoes variacionais, o que fazemos focalizando o problema da cavitagdo na lubrificagio
hidrodinamica de mancais.

Este problema é modelado para a pressio do fluido lubrificante pela equagio de
Reynolds sob hipéteses simplificadoras apropriadas, com condigdes de fronteira essenciais
nulas e em um dominio periédico. Faz parte do problema determinar onde esta equagéo é
satisfeita e, para tanto devem ser impostas condi¢des complementares na interface desta
regido. A formula¢do variacional do problema é atrativa porque além de transformar as
condiges complementares em naturais, garante resultados tedricos de existéncia e unici-
dade da solugéo, e fornece tal regifio automaticamente.

O trabalho descreve argumentos para a selegio de algoritmos, desde o ponto de vista
da descrigio fisica do problema, até o da sele¢io do computador usado.

O algoritmo construido é composto basicamente por dois processos iterativos: um
externo associado ao método da penalizacao, necessario para transformar a inequacio em
equacdo variacional, e um interno associado ao método dos gradientes conjugados com
precondicionador para resolver o sistema gerado pelo método dos elementos finitos. Este

iltimo é que foi implementado segundo a estratégia elemento por elemento que é facil-
mente paralelizada.

A vers3o sequencial do programa computacional deste algoritmo foi usada para ana-
lisar a influéncia dos parametros fisicos do problema, como a rotagio, a razao de ex-

centricidade e a razdo comprimento por didmetro. Os testes foram realizados em um
microcomputador.

A performance da versao paralela do mesmo programa foi testada através do seu uso
exclusivo em uma rede heterogénea de cinco processadores com o pacote P.V.M. instalado,

disponivel no CENAPAD/SP.



ABSTRACT

This research seeks to build sequential and parallel algerithms for the numerical si-
mulation of free boundary problems that are modelled by variational inequalities. That
was done with the focus on the cavitational problem for journal bearings.

This problems is modelled for the pression of the lubricating fluid under the Reynolds
equation with simplified hypothesis, with null essential boundary conditions and over a
periodic domain. It is part of the problem to find where this equation is satisfied and
in order to'do this, another condition should be imposed on the interface of this region.
The variational formulation of the problem is attractive because besides transforming this
essential condition on natural condition, it assures existency and unicity of the solution
and gives that region automatically.

The work describes arguments for the selection of the algorithm, beginning by the
physical descrition of the problem and goes as far as the selection of the computer used.

The chosen algorithm is basically composed by two iteratives parts: the first associ-
ated to penalty method, necessary to transform the inequality into equality variational,
and the second associated to the conjugated gradient method to solve the linear system
generated by the use of the finite element method. This second part was implemented by
element-by—element strategy which is easily parallelized.

The sequential version of the program was implemented for a microcomputer in order
to analyse the influence of the physical parameters like the rotation, the ratio of excen-
tricity and the ratio length by widht.

The parallel version performance was tested by exclusive use in heterogeneous net-

~ work of five processors with the P.V.M. at CENAPAD/SP.
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1. INTRODUCAO

1.1 - CARACTERIZACAO DE PROBLEMAS DE FRONTEIRA LIVRE

A modelagem matematica de processos de Engenharia resulta em distintos tipos
de problemas matemdticos, como por exemplo o tipo com o qual estamos familiariza-
dos, de equages diferenciais com condi¢des na fronteira. Qutro tipo, nao tao familiar,
€ 0 que aparece como, ou pode ser transformado em, inequagdes variacionais. Para a
simulagdo numérica da maioria destes processos, temos que usar alguma técenica de re-
solugao numeérica, pois, de um modo geral, nio se tem como obter suas solugdes analiticas.

Uma classe de problemas caracterizados por este segundo tipo, de inequagdes variaci-
onais, 530 0s denominados problemas de fronteira livre, que sao os formulados para proces-
sos cija simulagdo numérica requer a solugio de uma equagdo diferencial com condigoes

na fronteira e a localizacio da fronteira — que pode ocorrer tanto no interior como no
contorno do dominio espacial em estudo.

Exemplos tipicos de problemas de fronteira livre sdo o da cavitagéo na lubrificacao
hidrodindmica de mancais — problema modelo para a teoria de inequacdes variacionais,
os de {ransporte de calor e massa — comuns em distintos processos de Engenharia, o de

contato entre outros. A elaboragao de algoritmos para a resolugdo numérica desta classe
de problemas é o objeto de nosso estudo.

1.2 - O PROBLEMA MODELO DE CAVITACAO NA LUBRIFICACAO
HIDRODINAMICA DE MANCAIS

Desde a pré-histéria o homerm esteve interessado em processos que envolvem o atrito.
A primeira aplicac¢io pratica deste tipo de processo foi aproveitar o atrito entre superficies
para gerar calor e produzir faisca, enquanto que a segunda foi superar o atrito no trans-
porte de materiais. O estudo cientifico da dinimica dos movimentos e do fendmceno da
fricgao é, entretanto, muito mais recente do que estas aplicagdes sugerem: comegou com o
trabalho de Galileu (1564-1642), quando estabeleceu o “principio da inércia”. O proximo
passo no desenvolvimento cientifico da dindmica dos movimentos foi devido a Newton



{1642-1727) que formulou as leis basicas da mecanica cléssica.

Embora um dos primeiros estudos sistematicos de lubrificagdo tenha sido realizado
por Leonardo da Vinci (1452-1519), somente com o advento das construgdes de maquinas
metdlicas durante a Revolugio Industrial (séc. XIX), é que aspectos cientificos de lu-

brificagao foram estudados (veja Czichos, (1978) para complementagio de informagdes
histdricas).

A maior parte dos estudos recentes sobre o movimento de maquinas lubrificadas é
dedicada aos mancais hidrodinamicos, que sdo elementos de miquinas usados entre duas
pecas rigidas e em movimento relativo. A finalidade do mancal hidrodinadmico em subs-
tituir o atrito de contato entre as duas pegas em movimento, pelo atrito viscoso de um
fluido que lhe serve de lubrificante, é fazé-lo de forma a evitar o desgaste das pegas. Ob-
servagoes visuais, entretanto, mostram que nem sempre o fluido lubrificante ocupa toda
a Tegido que separa as duas pecas; em alguma parte ocorre a cavitagdo, que é quando ha
ruptura da fase do fluido, que deveria ser continuamente liquida, pela presenca de gas ou
vapor e o que caracteriza um problema de fronteira livre (onde ocorre cavitagio?). Dai o
interesse em simular numericamente o seu comportamento.

Para projetar mancais hidrodindmicos adequados é necessario o conhecirnento deta-
lhado das leis da mecdnica dos fluidos que descrevem o seu funcionamento, para entao
buscar as teorias da fisica e da matemética que permitam a explicacdo dos fendmenos
envolvidos e a elaboracdo de um modelo matematico compativel respectivamente.

A teoria hidrodindmica originou-se nos primérdios de 1880 e os fundamentos ma-
tematicos de toda teoria da lubrificagio hidrodindmica sdo devido a Reynolds que em
1886 deduziu as equacdes que descrevem o movimento do fluido lubrificante para mancais
radiais (a partir dos resultados experimentais obtidos por B. Tower em 1883), e discutiu
a importancia das condicbes na fronteira. As equagdes de Reynolds também podem ser
geradas a partir de simplificacées das equacdes de Navier-Stokes (veja Reynolds, (1886)).

O modelo matemaético cléssico para mancais hidrodinamicos pode ser formulado para
a pressio do fluido como uma equacéo elitica de derivadas parciais de segunda ordem. O
maior problema envolvido no modelo é a caracterizacio das condigbes na fronteira, em
. especial aquela na interface da regido de cavitacio, que deve ser imposta. A simulagio
numérica de um mancal sob condi¢des de funcionamento a partir deste modelo deve ser

‘obtida através da solucio da equagio diferencial para a pressao do fluido, e da localizacao
da regido de cavitagao.

Este tipo de formulacio se enquadra naquela classe de problemas denominada como



Problemas de Fronteira Livre, que permite também um modelo equivalente, em termos
-de uma Inequagio Variacional (veja Moura & Amendola, (1993)). Um dos atrativos desta

formulagéo é que, uma vez obtida a solugio da inequagao variacional, a regido de cavitagio
aparece naturalmente.

No que segue, relacionamos alguns exemplos desta classe de problemas de fronteira li-
vre, que tém em comum a estrutura matemdtica especial (veja Amendola & Zago, (1994)),
para que os pesquisadores , ao confrontarem com os mesmos, nio se desencoragem pela
sua natureza abstrata. Cumpre lembrar que naturalmente, em qualquer caso, cada um

dos problemas requer consideragdes especiais relacionadas as suas peculiaridades fisicas e
as inequagdes que os modelam.

1.3 - PROBLEMAS DE FRONTEIRA LIVRE DA ENGENHARIA
AGRICOLA

1.3.1 - INFILTRACAO DE AGUA NO SOLO

O conhecimento das caracteristicas que permitem o movimento de dgua no solo é de
~ grande importancia quando se quer garantir a sua presenga em condi¢bes de ser aprovei-
- tada pelas plantas, principalmente através das técnicas de irrigagdo e drenagem.

Matematicamente este movimento pode ser descrito segundo a Lei de Darcy, (1856):

a velocidade de descarga de dgua em um meio poroso ¢ diretamente proporcional ao gra-
diente hidraulico.

A partir desta descrigdo, com algumas consideracdes fisicas e manipulagdes ma-
tematicas, chega-se a uma equagao diferencial parcial nao linear, conhecida como Equacao
~de Richards (veja Carritho & Amendola, (1992)).

Para simular numericamente o movimento de dgua no solo, pode-se usar de técnicas
numéricas e obter solugdes aproximadas, se estabelecidas as condi¢des iniciais e na fron-
teira; onde parte da fronteira é definida como a superficie do solo que mostra até onde
ocorre o movimento de 4gua. Mas, justamente esta parte da fronteira ndo é totalmente
. conhecida (faz parte do entendimento do problema determind-la: até onde ocorre infil-

tragio?). Isto, adicionado & condigao de o contetdo de dgua do solo ser uma quantidade
“positiva (restri¢io de desigualdade), claramente define um problema de fronteira livre.




1.3.2 - SECAGEM DE BANANAS

A secagem de bananas para obtencdo de bananas-passa € uma atividade j& implan-
tada e desenvolvida em algumas regides do Brasil, sendo, contudo, realizada de forma
preciria e rudimentar do ponto de vista técnico, principalmente pela falta de controle dos
parametros de secagem: tempo e temperatura do ar.

Matematicamente a variacio de temperatura pode ser descrita segundo a Lei de

Fourier, {1822): o fluxo de calor em um meio condutor é diretamente proporcional ao
gradiente de temperatura.

A partir da descrigdo fisica do processo de secagem de produtos com alto teor de
umidade, como usualmente entendido, pode-se argumentar com simplificagdes que per-
mitem uma modelagem matematica do processo, que leva a uma forma da equacio de
difusdo, e de condigbes iniciais e de fronteira (veja referéncias em Queiroz & Amendola,

(1992)).

Para simular numericamente o processo de secagem de bananas, pode-se usar de
técnicas numéricas e obter solugdes aproximadas, se estabelecidas as condigdes Inicials e
na fronteira. Ocorre que parte da fronteira é especificada como a superficie da banana que
mostra até onde ocorre o processo de difusio de umidade, sendo esta mével com o tempo.

Isto, adicionado a condicao de a umidade ser uma quantidade positiva, claramente define
um problema de fronteira livre.

- 1.4 - OUTROS PROBLEMAS

1.4.1 — O PROBLEMA DE CONTATO

O problema de contato, como por exemplo entre um sdlido elastico deformavel e
uma superficie rigida, é um problema de fronteira livre que pode ser escrito em termos de
inequagdo variacional e foi formulado por Signorini em (1933) {Kikuchi & Oden (1988)).

1.4.2 — USINAGEM ELETROQUIMICA

No processo de usinagem eletroquimica, a pega de metal a ser usinada é usada como
o anodo numa célula eletrolitica. A passagem de corrente elétrica causa a dissolugao do
‘metal na superficie de anodo, que é portanto a fronteira mével. Este é um problema de
uma fase ji que a equagio diferencial é trivialmente satisfeita na ouira fase (Crowley,

(1979)).



2. OBJETIVOS

O objetivo especifico desta pesquisa é construir algoritmos sequenciais e paralelos,
compostos por métodos numéricos difundidos na literatura e adequados para a simulacio

numerica daqueles problemas de fronteira livre que também sio modelados por inequacdes
variacionalis.

Para tanto é necessério cumprir os objetivos gerais de:

i) colecionar elementos das teorias de Equactes Diferenciais Parciais, de Analise Fun-
cional, de Programagéo Linear ou Nio-linear e de Inequagbes Variacionais que per-

mitam identificar os problemas praticos das Engenharias, denominados Problemas
de Fronteira Livre;

i) selecionar as ferramentas da Anélise Numérica adequadas e capazes de fornecer

as solugdes aproximadas desses problemas segundo a construgdo de um algoritmo
numérico; e

i) elaborar os programas computacionais sequenciais e paralelos associados ao algo-

ritmo construido, para simular numericamente o problema, ¢ entio analisar as
solugOes aproximadas obtidas,

o que fazemos focalizando o problema modelo de cavitagio na lubrificacéo hidrodindmica
de mancais.

A originalidade do trabalho se mosira na proposta de argumentos para superar difi-
culdades multidisciplinares com os quais se depara, desde a descrigio fisica do problema

- : s
até a selegdo do computador usado, o que conduz ao avango de conhecimentos cientificos
relacionados.



3. METODOLOGIA

Assim como na maioria dos exercicios préaticos completos de simulacio numérica de
processos da Engenharia, algumas simplificagtes sdo aceitas e reconhecidas nas distintas
fases do processo da simulagao, como por exemplo nas fases: i) da descricio fisica; ii)
da formulacio matematica; iii) da proposi¢io de algoritmos; iv) da selecio de métodos
numéricos basicos para compor o algorttmo; v) de anélise do potencial das arquiteturas
de computador disponiveis, etc.

No caso do problema em estudo, da cavitacio na lubrificagdo hidrodinimica de
mancais , a partir das leis cldssicas da mecéanica dos fluidos, da teoria da lubrificagdo
hidrodinidmica de Reynolds e da observacdo pratica do fenémeno da cavitagio em man-
cais radiais, uma formulagio matemdtica é estabelecida em termos de equacio diferencial
parcial com condicBes na fronteira. Apesar de algumas consideragdes serem muito restri-

tivas e simplificadoras e, a inclusdo de caracteristicas menos restritivas, e portanto mais
" reals, ndo implicarem sempre em dificuldades significativas para o tratamento teérico
ou numeérico, adotamos a formulagio do problema de fronteira livre equivalente 4 for-
mula¢io de Inequacio Variacional como apresentado em Cimatti, (1977), em Kinderlehrer
& Stampachia, (1980) e em Rodrigues, (1987), enquanto reconhecemos e confirmamos os
argumentos simplificadores apresentados em Duarte, (1989) e em Cameron, (1983). Isto

porque, para esta formulagao, hd teoria suficiente para garantir a existéncia e a unicidade
da solucdo analitica do problema.

O trabalho que apresentamos estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 4
apresentamos a descrigio fisica do problema; no Capitulo 5 tomamos as leis classicas da
mecanica dos fluidos e juntamos argumentos para a formulagdo matematica simplificada
em termos de problema de fronteira livre e sua equivalente formulagdo variacional; no
Capitulo 6 apresentamos as idéias gerais de métodos numéricos selecionados, que constam
na literatura e se apresentam como promissoras até a ocasido do estabelecimento do que
propomos no Capitulo 7, quando discutimos as estratégias possiveis para a implementacao
do programa computacional, e apresentamos argumentos para as versdes sequencial e
‘paralela do mesmo. No Capitulo 8 definimos os parametros do problema, analisamos
08 efeitos dos métodos usados; mostramos os resultados numéricos obtidos e analisamos
os efeitos geométricos do problema e, por fim, discutimos a performance do programa
paralelo. No Capitulo 9 apresentamos as conclusdes.



4. DESCRICAO DO PROBLEMA

A incégnita do problema aqui tratado, de cavitagdo na lubrificagio hidrodinémica,
¢ a distribuigio da pressiio “p” do fluido lubrificante de viscosidade “g” contido entre
dois cilindros “5,” e “S;” de comprimento “L”, e a pressio atmosférica nas extremidades.
Os eixos de 5) ¢ S, sdo paralelos mas niio coincidentes e consideramos que o movimento
relativo dos cilindros é o da rotagio de cilindro S;, com velocidade angular constante
“w”, em torno de seu eixo e no sentido anti-horario. A figura 4.1 abaixo esquematiza esta
descrigdo antes de se iniciar o referido movimento.

FIGURA 1.1

Esquema do corte em uma das extremidades do mancal em repouso.

Note na figura 1.1 que nesta situacio de repouso. devido a gravidade, ha contato
entre as superficies dos cilindros.



A regido “Q” que denota a folga entre os dois cilindros e se mostra em forma de
cunha, é relativamente estreita comparada com os diametros dos mesmos, e representa a
tolerdncia prevista para a dilatagdo dos cilindros (cerca de imm). Esta é a relagdo que
permite considerar o processo como bidimensional, o qual, portanto, permitird simular
somente as caracteristicas “médias” do processo (Ba,ya,da, & Chambat, (1985))

A atuagdo do fluido lubrificante é descrita a partir dos esquemas como os mostrados
na figura 4.2 (veja Davies & Baker, (1972)).

H M
hmax
S1 1
' A e

4.23 4.28B

FIGURA 4.2
Esquema da atuagio do fluido no corte em uma das extremidades do mancal
hidredindmico em movimento.

No inicio do movimento, devido a propriedades adesivas do lubrificante, inicia-se o
arrastamento do fluido, enquanto “S,” tende a deslocar-se sobre “S,” no sentido contrario
ao do movimento, como mostra figura 4.2A, o que ocorre até que “S,” comece a escorregar
por encontrar superficies cada vez mais lubrificadas. Até entdo houve atrito consideravel
e se o lubrificante ndo cobrir rapidamente as superficies o atrito serd grande. Logo apos
o inicio da rotagao de “S,”, devido ao bombeamento de maior quantidade de fluido para
a regido onde a folga é mais estreita, cria-se gradualmente uma pressao hidraulica que
levanta “S;”, eliminando assim o contato, e a partir disto “Sy” necessita de menor esforgo
para manter-se em movimento. Esta pressao hidraulica aumenta de tal forma que empurra
“S2” no sentido do movimento. Este deslocamento continua até que se estabelega o
equilibrio e é formada uma espessura minima “fmm” como mostra a figura 4.28.



A distribuigio da pressdo do fluido ao longo da atual regiso “Q” entre os cilindros,
€ esquematizada e mostrada na figura 4.3,

" Pracsis

FIGURA 4.3
Esquema da distribuigio da pressio do fluido no corte em uma das extremidades
do mancal hidrodinamico.

Sob condi¢des normais de operacio a pressio do fluido atinge um valor minimo “pc”,
assoclado a pressao de vapor do fluido e abaixo da qual ocorre cavitagio que é uma das
causas do desgaste do mancal (Wilcock & Booser, (1957)).

A determinacio do modelo matemdtico adequado para o estudo e a simulagio
numérica de um mancal hidrodindmico est4 fortemente ligada a identificagdo e compre-
enséo de alguns fendmenos fisicos caracteristicos, que podem ou nao ser considerados,
dependendo do nivel de precissio e tipo de aplicagio desejados.

No que segue juntamos de maneira organizada as leis classicas da mecanica dos flwi-
dos, pesquisadas em Schilichting, (1979) e mostramos com detalhes os argumentos propos-
tos por Duarte, (1989), que buscamos em Cameron, (1983) e permitem o estabelecimento
de uma formulagdo matemdtica simplificada para a equacao diferencial que modela o
problema em questdo como a que aparece em Cimatti, {(1977). Em seguida apontamos

a necessidade de condigdes de fronteira e apresentamos formulagoes alternativas para a
proposigéo do problema como um todo.



5. FORMULACAO MATEMATICA DO
OBLEMA

5.1 A TEORIA HIDRODINAMICA : Equacgées fundamentais para o escoa-
mento de fluidos viscosos e newtonianos.

No caso geral de movimento tridimensional, o campo de escoamento é especificado
pelo vetor velocidade:

U= (u,v,w),
pela pressao
b,
e pela densidade
7

todas estas varidveis sdo funcoes das coordenadas z,y, z € T €, para a determinacdo des-
~ sas cinco grandezas existem cinco equacdes : a equacdo da continuidade {conservacio da
massa), as $rés equacdes do movimento {conservagdo da quantidade de movimento) e a
equagao de estado termodindmica {veja Schilichting, (1979)).

A equacdo da continuidade estabelece que ha um equilibrio entre a taxa de variagao
da massa de um fluido em uma unidade de volume e tempo e a diferenca da massa de

fluido que entra e a massa de fluido que sai em uma unidade de volume. Matematicamente
este equilibrio se expressa como:

Dp _ dp .
- = N=0 .
Di + pdiv (1) Y + div{pl) , (5.1)

onde: o simbolo “Dp/Dt” denota a derivada substantiva ou derivada total de p, que
‘consiste da contribuigio local “Gp/3t” e a da contribui¢do convectiva {devido a translacio
U) “Ugradp”; “gradp” denota o gradiente de p e “div{U)” denota o divergente de U. Para
um fluido incompressivel isto é, com “p” constante, a equagao da continuidade assume a
forma simplificada:
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div(U) =0

A equacio do movimento é obtida da segunda lei de Newton, que estabelece que o
produto da massa pela aceleragio de um corpo é igual & soma das forcas agindo sobre o
mesmo. Nos movimentos de fluidos é necessério considerar duas classes de forcas : forcas
atuando sobre a massa do fluido, isto é devidas a campos externos (gravitacionais em geral)
e forcas atuando na sua superficie ou campos internos (pressio e friccio). Se F = p ¢
denota a for¢a gravitacional por unidade de volume {g é a aceleragéo da gravidade) e P

denota a forca na superficie por unidade de volume, entdo a equacio do movimento de
fluidos pode ser expressa como

DU
v 2
5 = F+P (5.2)

onde

F={(f:f,,f.) forcas exiernas

P = (P, P,P,) forcas de superficie ou internas

As forgas internas dependem da taxa segundo a qual o fluido € deformado pela pre-
senca do campo de velocidade. Esta relagio de dependéncia é obtida empiricamente e

depende das caracteristicas do fluido. Para fluidos newtonianos a dependéncia € linear e
o coeficiente chama-se viscosidade.

Para escrever as expressdes para as forgas internas atuande no contorno, imagine um
paralelepipedo de volume dV = dxdydz isolado instantaneamente do corpo do fluido.

Nas duas faces de area dydz que sdo formados pelas perpendiculares ao eixo z atuam
duas forgas:

0P
P, e P+ ——dz
Oz
Termos semelhantes sdo obtidos para as faces dzdz e dzdy que sdo formadas pelas
perpendiculares aos eixos y e z respectivamente. Entao os saldos das trés componentes
8a0:

¢ 0F;

no plano perpendicular a dire¢do =z : " drdydz
. . dP,

¢+ no plano perpendicular a diregdo ¥ : Td.rdydz
¥
. — 0P,

| no plano perpendicular a direcao z: 52 drdydz
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e a forga resultante por unidade de volume é portanto a soma P:

P =

Estas grandezas P, P, P, sao vetores que podem ser decompostos em componentes
perpendiculares a cada face, isto é, nas componentes normal, denotada por I' com um
subscrito indicando a direcdo, e paralela, denotada por T e com dois subscritos: o primeiro

indicando o eixo ao qual a face é perpendicular e o segundo indicando a direcio. Com
esta notacao temos:

P, = (Pz,7rzy,722)

(ryz, Ty, 7yz)
P, = (rzz,72y,l'2)

I
;

Este sistema de forgas requer somente 6 quantidades escalares para a sua descricao
posto que

TTY = TYT
TEZ = T2
TYz = TZY

e compoem 0 que chamamos tensor tensao:

Iz rry 72z
Tay Ty r1yz
Tz TYyz L'z

Sendo assim P = (P, Py, P,), é especificado por:

Tz n drzy N 8T:c:z)
Oz Jy Oz

Pp={

Orzy OTy Oryz
Oz + dy * 3z )

(37‘:1:7: 4 dryz + 3Fz)
Oz dy 0z

A descrigio detalhada de P pode ser vista em Schlichting, (1979}, onde, para fluidos
incompressiveis, isotropicos e newtonianos encontra-se:
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Tz =2u——=
x 2“6:{7 3;udw(U)
dv 2
Py =2u— — —pdiv(U
y =25, " 3# w(U)
ow 2
Iz =2p— — —pdiv(U
2= 2 — udin(U)
g (3v . au)
=12y = pi{ = + —
Y y=4 9z | Oy
TZY = (Bw 3_v)
Yy=7yz=p 32
(3u N aw)
TEZ = = py({— 4 —
TEEE RS T o
isto é, as componentes do tensor tensio sio proporcionais aos gradientes de velocidade,
sendo a constante de proporcionalidade a viscosidade “u” do fluido.

A equagdo de estado seria necessiria para tornar o sistema de equagbes completo,
devido ao fato que variagdes na temperatura induzem variagbes na presséo, na viscosi-
dade e na densidade do fluido e os principios da termodinamica devem ser considerados.
Entretanto, o sistema de equagdes (5.1) e (5.2) acima é considerado completo pois para
o caso de fluidos incompressiveis (p = cte), mesmo que a temperatura nao permanegca
constante as variagbes sdo, de modo geral, pequenas ¢, também a viscosidade pode ser

considerada constante. Assim, o campo de escoamento pode ser considerado independente

das equagdes termodinamicas (sendo, segundo Cameron, (1983) resultaria em um sistema
de equagdes muito complexo).

As equacgbes para “u”, “v”, “w” e “p” que formam o sistema completo no caso dos

fluidos viscosos, incompressweis, isotrépicos € newtonianos sao reescritas, agora em forma
escalar, como:

(3u . du du Jp (8%: du 821:.)

at+ua+va—y+w5) fz— aw‘i',u a$2+6y2+322
2y QW 0%
p(??: T ug T Ug; + w—gz—) = h- gg + #(gxz + dy? + 822) (5.3)
ow ow Ow dw dp Pw  Pw  FPw
(g +ig gy tog) = FomrelGa o 72)
e 0
dr | By @ 0z
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Como todas as relagdes matemdticas, as equagdes em (5.3) modelam somente si-
‘tuagdes em que as hipéteses consideradas sido validas. Algumas hipéteses foram conside-
radas, ou porque especificam o problema da lubrificacio ou porque tornam o tratamento
matematico mais simples, sempre fundamentadas em termos de resultados experimentais.

5.2 A EQUACAO DE REYNOLDS PARA MANCAIS HIDRODINAMICOS

A equagdo de Reynolds é obtida das equacdes (5.3) anteriormente consideradas mas
com algumas simplificagdes para o problema de mancais hidrodindmicos. Neste caso,
forcas externas ndo sio consideradas e as forgas inerciais sdo despreziveis quando com-
paradas com as forcas viscosas, isto é niimero de Reynolds igual a zero (veja Cameron,
{1983)). Desta forma tem-se, a partir de (5.3), as equagdes simplificadas:

@_ (8211, *u a%)

oz '\ oz * Oy? T z2
2 2 2
g_z s (g.ﬂ; * gyz Tt g;) (5.4)
dp Fw  Pv  Pw
9z ¥ (33:2 + Oy? + 822)
v Ov  Ow
9z + 3_1) + . =9

Qutras simplificagbes sdo possiveis devido & geometria dos mancais (veja Szeri,
(1980)). Com referéncia aos pontos de “5,”, podemos considerar que o comprimento
caracteristico “h” da espessura da regido “Q)” é muito pequeno comparado com os outros
comprimentos caracteristicos do problema: ry, 72 e L(h ~ (1/100)L). Como con-
sequéncia, podemos:

1} desprezar os efeitos de curvatura, e usar coordenadas cartesianas no plano da pelicula
lubrificante.

~ 2) considerar que a variagido de pressdo através da pelicula de lubrificante é pequena e
pode ser desprezada, isto é:

dp

3 ="
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3) entender que a taxa de variagdo de qualquer componente de velocidade ao longo da

pelicula é pequena quando comparada com a taxa de variagio da mesma componente
da velocidade através da pelicula, isto é:

o ou on
oy Jz’ Jz

ow__ ow ow
Oy oz’ Oz

4) reconhecer que o escoamento do lubrificante na pelicula é predominantemente bi-
dimensional. Como consequéncia a componente v da velocidade (através da pelicula)
pode ser desprezada em comparagdo com as componentes u e w; hipotese que, junto
com a simplificagdo 2) acima permite eliminar a segunda equagao em (5.4).

Com estas simplificacdes e seguindo os argumentos propostos em Duarte, (1989),
temos a partir de (5.4) as equacdes:

dp 0%y
"o " oy 7O
Op Pw .
o T 'uay"" =0 (5:5)
o,
Oz oy 0z

Para este sistema de equagdes impomos as condigoes de fronteira na direcio y para
as velocidades u e w:

u(y=0) = U
wly=h) = U
wly = 0) w;
wiy=h) = w,

onde h = h{z,z) é uma fungao que descreve a forma da regido Q; h > 0.

Agora, como p = p(z,z), definindo as quantidades
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M, =
p O
1dp
Mz = ;‘a—z-

temos a partir de (5.5a) e (5.5b), as equagdes de movimento:

d*u
o = M,
dy?
u(U) = U1
u(h) = Uz
d2w
I - M,
dy?
w(O) = tn
w(h) = ws
que podem ser integradas formalmente.
Assim, resolvendo a equagio para a velocidade “«”, na diregdo integrando a equagao

(5.5) uma vez, como

/;—y(g;)dy—/Mdu

temos que

e integrando novamente, como

17}
—-Ed"{ = /Mxydy+jcldy
temos
MI 2
U = Ty + oy + e
e como
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'U.(O) = U1

temos
Ul = £y
e, Como
u(h) = U
temos
M_h?
U, = 5t cih +c2
ou
o = Uy ~-U4 _ M.k
T 2
e portanto
My (U -Up M:h
u=——+ ( Ty )Y + Uy
Finalmente
1 dp h—y Y
= — (i — _ z 5.6
u 55 D (y h)+( 3 )U1+hU2 (5.6)

Analogamente, temos para a velocidade “w” na direcio z:
_ 1 ap h -y Y

Agora, substituindo as equagbes (5.6) e (5.7) na equagio da continuidade (5.5.3)
temos:
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S (s () ) o

d/1 dp kh—y Yy o
33(2;&6 (y—h)+ ( h )w;+hw2)— dy

A equagdo (5.8) também pode ser integrada formalmente na diregio ¥

h(m,z)av
L gy =)~ v(0)

Como as superficiesem y =0 e y=~h sio impermedveis, (v(h)-v(0)) éa

taxa de variagdo da altura da coluna de volume unitario e pode ser expressa como

Dt’
que estd sendo considerada uma quantidade nula. Sendo assim, temos de
Dh 0k ok Gh
Dt o T Vg T, =0
que:
oh oh oh
= | -, = — 5.9
ot ( Vige =12 3z) (5:9)

Para integrar os termos do primeiro membro de (5.8), temos que usar o “Teorema
de Leibnitz"

hizz) G
-/ho(:rz} ax (.f(y:! )) -

£,z oh
s )f(y,m)dy ~ f(h(z,2),2) 5 (2,2)

ko(x,2)
oh
+ f(ho(a:,z),m)ﬁa—f(w,z)

o que, para o primeiro termo, da:
~{==Z YU, dy =
./r; dz (Zpaxy(y h)+ ( h )Ul % hot)Y T

- % [ ]ﬁ(:rZ) (1ap(y(y k) + (il;—y)m-i-%(fg)dy]

1 Op h— h) k__10h

-[—i;a—h(h B + ( VU + 0| 52+ 0
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9 h* 8p h h ok

= %[*Egb— + _Ul + Uz] U28

a h® Op 0 (h dh
= e\ i3] * 5 (3 U) ~ Ui

Analogamente para o segundo termo do primeiro membro da equagao (5.8) temos:

ez) § 1 Op —y B
/o Oz (2,& 3z(y(y h)+ ( h )w1 * sz)dy

_i[_ﬁia_p]+ L ) L
T 0zL 12u8z] ' Bz T *0z
De forma que a equagio (5.8) fica:

DI 0py D (IR r)
Oz \12u 0z 82z \12p 0=
a (h d(h ok Ok
= 520+ ) + g (gl + w0) + (Ui + 23
ou, com a equagao (5.9):

505 3 (03] -

U=U1+U,=0;

R RAAL Jedid

dz 0z ot

{ Oh h Bh} (5.10)

- onde

Ww=1w +ws =10

Para evitar trabalhar com todos os termos do segunde membro da equagao (5.10),
algumas simplificacoes ainda sio necessarias. As usuais sdo: primeiro considerar que

) , oh dh ) X
sempre ¢ possivel rearranjar os eixos de modo que . ou - seja nulo; aqui
z z
~ consideramos:
ok
— =0
0z
e a segunda simplificagao é devido a estarmos interessados na distribuigao de pressao para
um dado instante, isto é, consideramos o problema para o caso em que B =0.
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Sendo assim, reescrevemos (5.10) como:
d (,30p 0 (,30p\| _ oh
[am (#52) + 5 (¥ 5)| =o', (5.41)

que ¢ equagio de Reynolds usualmente tomada (argumentos para as consideragdes po-

dem ser vistas em Cameron, (1983); Capriz & Cimatti, (1983); Dowson & Taylor, (1975);
Wilcock & Booser, (1957)).

Para o problema aqui descrito, € conveniente tomar como referéncia um sistema de

coordenadas cilindricas ( 8,z), com origem no centro de “S,”, a dire¢io “z” a0

longo do seu eixo € 0 angulo  “§” medido a partir da linha de centros onde a espessura

“h” do fluido € maxima, como mostra a figura 5.1.

min

FIGURA 5.1

Representagio referenciada do mancal hidrodinamico.

Na figura 5.1 o centro do cilindro  “S5,” é “C” eode “5" é “0",ea
distincia “e” é OC é a excentricidade. O ponto “E” € o que define a espessura
maxima (¢ a partir dele que a coordenada & é medida) e o ponto “F” é o de espessura

minima. Consideramos “r” = OA o raio de “§,” e “r,” = CB o raio de “S3". Desta
forma r =r(#) é

r=CA=ra+h =18
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onde “h” € a espessura da regido “Q”,

Seja “c” a diferenca entre os raios: “¢” = r; — ry, entéo

hminimo =c&—¢€

h

méximo = ¢t €

Seja “6” o angulo ECA e “a” o OAC. Tracando a perpendicular a CA a partir de
“0”, tem-se o ponto “D”.

Focalizando o tridngulo OAC da figura 5.1, como mostra a figura 5.2:

FIGURA 5.2

Focalizacao de parte da figura 5.1.

temos:

CA = T2+h
= CD+ DA

= e cosf + ricosnx

Dai, do triangulo OCA temos

ou



senb
sena = ¢

ou

sen?f
cosa = (f1 — &2

z

, . ) e _
ou, usando série de Taylor e considerando — << 1

011

L
e2gen’d
€080 ™ | — ———p
2r]
com isto
,s5en’l
ro+h=ecosf+r{1—¢e 5
2r]
otl .
2+ h =~ ecosh +r; para — << 1
1
on
h=(ry —rqa) + ecost
ou
h = ¢4 ecost
e
h=c¢(l+¢ccosb) para e=-
c
onde “c” é

€ o adimensional que representa a razao de excentricidade { ¢ = 0 para os cilin-
dros concéntricos e ¢ = 1 quando hé contato).

A expressdo de “h” acima definida fornece a Varia(;é.o da espessura da folga entre os
cilindros em func¢do de “8” e para os parametros “ri", “ry” e “e” ja estabelecidos.

Sendo assim, com a quantidade adimensional #=z/r;, a equagdo (5.11) pode ser
escrita como

- c_%dg((] + ecosb)? 29) +c 3 ((1 + ecost)’ %)]

di
=6pU —> —¢ p U —(cssenﬂ)
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ou

{(%((14—8 cos 8)° gg)+ ;((l-l-e cos 8)° g~)l

_ T3 1
—CaﬁpUr(cssenﬁ)
T'a
=6y§U(ssenG)
2
=kesenbik= 6uw—§ (5.12)
c

ja que U = wr, para w a velocidade angular de rotagio de S;.

Finalmente, introduzindo outras quantidades adimensionais:

p i L1
Do
z
z = —
T2
d = £=1+ECOSG
e

b = k 1 6 D?
= — = — w
p p\ ' FD?
onde py € a pressio atmosférica, D = 2r; e FD = 2¢ é a {olga diametral, tem-se a
equagio de Reynolds especifica para a pressio hidrodinidmica do fluido

[fe (dggg) (d‘*gf)] = k¢ senf=f (5.13)

Esta é a equagdo adimensional proposta por Cimatti, (1977), e que nos servira de
referéncia. Condicdes na fronteira devem ser adicionadas & equagao (5.13).

Notamos que, apesar de ser um fenomeno tridimensional, a maioria dos modelos ma-
tematicos tomados para o estudo de lubrificagio hidrodinidmica e disponiveis até meados
de 1990 sdo restritos a duas dimensdes, (Bayada, Chambat & Alaoui, (1990)).
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5.3 CONDICOES NA FRONTEIRA

De acordo com o que assumimos, sobre os cilindros “S,” e “S,” estarem a pressdo
atmosférica nas extremidades, temos as condigdes na fronteira especificadas como:

- pl0,6)=p(6,-b) =0 ; 0<0<2r; (5.14)
onde b= L/2r;.

Outra condigéo na fronteira, ébvia, é a de periodicidade, isto é:

p(8,2) =p(8 +2r,2z); 0<0<2r e |z|<b {5.15)

Essas condi¢des na fronteira nao sio suficientes para garantir a existéncia e unici-
dade de solugio da equagio (5.13); pois segundo Capriz, (1977), sabe-se que sob condigdes
normais de operacao o fluido ndo suporta presséao subatmosférica. Entédo a equagédo (5.13)
86 faz sentido onde: p > 0.

O fenémeno que ocorre na regido onde p = 0 (regiao de cavitacio) nio pode ser
descrito pela equagao {5.13); entao, por questio de continuidade, deve-se estabelecer a
condigdo de transigdo de estado na interface da regido de cavitagio. O maior problema

envolvido na busca da solu¢io da pressio do fluido em mancais hidrodindmicos estd as-
sociado a este tipo de condicio.

Uma discussao detalhada sobre os aspectos fundamentais da cavita¢do pode ser vista,
por exemplo, em Dowson & Taylor, (1975), onde conclui-se que as condigdes adequadas,
denominadas “condicbes de R(gfnolds”, sdo impostas e estabelecem que na interface da

-regido de cavitagdo: p=0, e d—P = (}; onde “8/8,” denota a derivada na direcao normal;
n

isto é, na interface da regido de cavitaciao nfio ocorre transferéncia de massa.

Com as consideragdes anteriores, conclui-se como em Cimatti, (1977), que uma
abordagem realista do problema da lubrificacdo hidrodinamica de mancais, que inclua
o fenémeno da cavitacio, deve ser em termos do que caracteriza um problema de {ron-
~ teira livre, que admite também uma formulagdo variacional; porque dai estas condigoes
ndo precisam ser impostas nas funcoes admissiveis; aparecem como condigbes naturais.
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5.4 O PROBLEMA DE FRONTEIRA LIVRE
5.4.1 A FORMULACAO PONTUAL
Sejam:

Q={0z);—0<b<oolz|<blCcRY: Q=QUIQ e
R={{0,z0<0<2r|2z|<blCQ
Consideramos a formualgio matematica do problema descrito, daqui para frente

referido como problema 1:

PROBLEMA 1: Determinar a fungao p = p(4, z) em C{Q)) e uma regido
Q (um conjunto aberto) contida em ¢} tal que:

. [ (.0 .
[ (e s o

p>0 em Q-0

.

p(8,b) = p(d,-b) =0, —oc0<h <o
p(0,5) = p(0 + 21,7), —b<z<b

Note que a condigao (5.16.3) s6 faz sentido onde 802 N () é uma curva regular; e enlao
5.16.1, 5.16.2 € 5.16.3 podem ser resumidas como

p>0e (Ap—~flp=0 em @

O que motiva a formulacdo variacional do problema 1 € que a condicdo de Reynolds
aparece como condicdo natural, e portanto ndo precisa ser imposta como em (5.16.3)

(Rhode & McAllister, (1975)).
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5.4.2 A FORMULAGAO VARIACIONAL

O que torna possivel a transformagdo do problema de fronteira livre em inequagio
variacional sdo as ferramentas da andlise funcional (entre outras referéncias da literatura
consultamos Moura, (1978); Kolmogorov & Fomin, (1982); Luenberger, (1986), Kinder-
lehrer & Stampachia, (1980); Glowinski et al, (1981) e Ruas, (1979)). Veja em Cimatti,
(1977}, as referéncias que situam o avanco de idéias para estudar o problema de fronteira

livre com as técnicas de inequagao variacional, € em Rodrigues, (1987), outros exemplos
de problemas formulados como inequagéo variacional.

Sejam:

CY(Q) o conjunto das fungdes periédicas em #, reais, com perfodo 27, que sdo
continuas e tem derivadas continuas em ),

CL(Q) o conjunto das fungdes de C1{Q) que se anulam em 8Q,

H!(Q) o completamento de C1(Q) com relagdo & norma:

— 2 ] % .
o= (//Rm dedz+ij| grad v | df?dz) -
K={ve HL(Q);v>0 gipem Q}, convexo e fechado.

A solugéio do problema 1 pode ser encontrada pela resolugdo da inequagao variaci-
onal;

" PROBLEMA 2: Determinar p € K, tal que:

ffR d® grad p. grad (v — p)dfdz >

[ [ 7o - podz, voex (5.17)
ou
alp,v—p) > < f,v—p>, YWEK (5.18)
onde
Ou av Ou v
3 it
a(u, v) / / o538 T 25,0

< fou>= f fR Fudbds.
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A forma bilinear @, continua e coerciva definida em HL,(Q) x H(@Q), associada
a0 mapa (operador diferencial) linear e continuo “A™  HL(Q) — HL(Q); é tal que:
a(u,v) = < Au,v >; e f éaforma linear e continua definida em HZ,(Q).

Agora, e esta é uma vantangem da formulagio variacional equivalente & pontual: ha

garantia de existéncia e unicidade de solucio p em CH(Q)N H1(Q) do problema 2 (o que
pode ser visto com detaihes em Kinderleher & Stampacchia, (1980)).

Outra formulagéo associada & formulagio variacional é a equivalente ao problema de
otimizagido em subconjuntos convexos com restri¢ao:

PROBLEMA 3: Determinar p € K, tal que:

J(p) = minyex J(u),
)= [ [ Egrad widsdz =2 [ fu da

Como J define o funcional sobre K associado & energia total do mancal, Rodrigues,
(1987) caracteriza o modelo de Reynolds como o que mostra uma consequéncia natural de
condicéo de equilibrio fisico, isto €, a solu¢do do problema apresenta energia total minima.

(5.19)

Como apresentamos neste capitulo, o processo bidimensional da cavitagdo na lu-
brificacao hidrodinamica de mancais pode ser estudado através de pelo menos trés for-
- mula¢des matematicas diferentes, porém equivalentes. Aqui, enfatizamos que a palavra

equivaléncia se restringe ao ponto de vista tedrico somente, posto que na pratica deve-se
buscar métodos de resolucio de caracteristicas distintas.

Como citado em Duarte, {1989), somente para os casos em que b= L/D sio muito
pequenos (menores que 0,2) ou muito grandes (maiores que 1) é que as aproximagoes de
Ockvirc para mancails infinitamente curtos, € de Sommerield para mancais infinitamente
longos, sédo validas. Estes sdo os Unicos casos que se tem a solucdo analitica. Nos demais
casos de mancais finitos, nao se tem como obter a solugéo analitica. Sendo assim, torna-

se necessario construir um método numérico para buscar a solu¢do aproximada, o que
- discutimos no capitulo que segue.
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6. RESOLUCAO NUMERICA DO PROBLEMA

6.1 CONSIDERACOES GERAIS PARA A ESCOLHA DOS METODOS
NUMERICOS

Métodos numéricos para problemas diferenciais sao métodos que geram problemas
discretos associados, e garantem solugdes destes préximas das solugbes daqueles. Isto
pode ser feito pela aproximagao dos operadores diferenciais por diferencas finitas, ca-
racterizando o método de diferencas finitas, ou pela aproximagio do espago das funcgGes

admissivels de dimens3o infinita por espagos de dimensio finita, caracterizando o método
dos elementos finitos.

Em qualquer caso, o algoritmo para a resolugdo numérica do problema envolvera,

também, o uso de técnicas numéricas elementares para sua composi¢do, que devem ser
selecionadas.

No processo de sele¢ao dessas técnicas, um dos fatores que deve ser atualmente ava-
liado é o potencial para uso em computadores estruturados com as varias arquiteturas
paralelas disponiveis — principal recurso da informatica desta década.

Algoritmos paralelos sao adequados a computadores paralelos, isto €, a computadores
que tém varios processadores, e sio elaborados com o objetivo de efetuarem os diversos
calculos independentes, de uma mesma tarefa computacional, usando simultaneamente os
varios processadores. O niimero de processadores e a maneira como eles estdo interligados
para comunicagdo caracterizam o potencial do computador paralelo, ¢ a maneira como
os calculos sdo divididos entre os processadores — que deve objetivar minimizar o tempo
de comunicacdo entre os processadores e evitar a ociosidade dos mesmos, caracteriza a
eficiéncia do algoritmo. Esta eficiéncia é a medida da vantagem em tempo e custo opera-
cional relativos, por exemplo, ao methor algoritmo sequencial disponivel.

No que segue, enquanto buscamos argumentos para construir e implementar algo-
ritinos sequenciais e paralelos, o fazemos essencialmente no que se refere a organizagao

global dos calculos independentes envolvidos na resolu¢ido do nosso problema. Em ne-
nhum momento avaliamos as arquiteturas dos diferentes computadores paralelos exis-
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tentes ~ objeto investigado anteriormente (veja referéncias no relatério de pesquisa em
Amendola, (1993)), e sim somente focalizando as facilidades do ambiente paralelo seleci-
onado, porque disponivel: o P.V.M. 3.0 (Parallel Virtual Machine, versdo 3.0), instalado
temporariamente na rede de estacdes de trabalho SUN do IMECC em 1992, como expli-
camos no relatério acima referido, (veja também Amendola & Kusel, (1994}), e colocados
a disposicio no CENAPAD/CCUEC da Unicamp, a partir de abril de 1994; além disto
s6 estaremos experimentando a linguagem de programagao cientifica FORTRAN.

Para a formulagdo do problema 1, problema de fronteira livre, pode-se, por exemplo,
tentar uma técnica iterativa, quando, a partir de um chute inicial para a superficie que
define a fronteira livre, resolve-se a equacio diferencial com as condigdes nesta superficie
(por algum método numérico eficiente disponivel), e em seguida, para decidir a continui-
dade do processo, fazer o teste sobre a validade da condigio complementar, de Reynolds,
na mesma; enquanto esta condi¢do nio for satisfeita, deve-se usar uma outra superficie,
funcdo da anterior, para resolver a equacio com condigdes nesta. O problema pralico
encerrado neste tipo de técnica é que torna-se necessario demonstrar a convergéncia do

processo bem como estabelecer a regra de geracio da sequéncia de superficies a serem
usadas.

Usando este raciocinio de técnica iterativa, Meyer, (1981), usa o método das linhas
para uma formulacdo semelhante & que aparece no problema 1, exceto que parte da fron-
teira no retangulo [—b,8] x [0, 27] € suposta conhecida. Este método das linhas consiste
da substitui¢do da equacio diferencial parcial por um sistema de equactes diferenciais or-
dindrias acopladas, obtido quando se discretiza somente uma das variaveis independentes
e, neste caso, para resolver este sistema de problemas de fronteiras livres usa o método
“invarignt imbedding”, (veja Meyer, (1978) e Allen & Wing, {1974)), o qual, por sua vez,
permite a busca da solucéo dos problemas de fronteira livres unidimensionais, pela busca
da solugdo de problemas de valor inicial. Womble & Allen, (1989), mostram resultados
favoraveis a implementacéo de um algoritmo paralelo para o uso do método das linhas
combinado com a técnica “nvariant imbedding”, o que sugere que o mesmo pode ser [eito
para o problema referido acima e estudado por Meyer, (1981). No nosso caso, entretanto,
isto é, no caso do problema 1, esbarramos nas dificuldades praticas citadas, posto que a
hipotese do problema estudado por Meyer, (1981) - de que parte da frontetra no retangulo
é conhecida, € bastante restritiva; isto ¢, uma nova teoria teria que ser elaborada {Amen-

dola, 1992)).

A busca da solu¢do do problema formutado como inequagado variacional evita a ne-
cessidade de técnicas de ajuste da fronteira livre.

Cormno citado em Rodrigues, (1987), o problema de [ronteira livre, problema 1, foi um
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dos primeiros para os quais as técnicas para inequacdes variacionais — descritas por Lewy
& Stampacchia, (1969), foram usadas. Isto, segundo o que consta em Cimatti & Menchi,

(1978), foi apontado primeiramente por Marzuli, (1968) e subsequentemente investigado
por Bayada, (1972), Rohde & Mc Allister, (1975) e Cimatti, (1977).

Baseados nos resultados tedricos de Laratta & Menchi, (1974) é que Cimatti & Men-
chi {1978) propdem um método, também de diferencas finitas, para a obtencido da solugio
da inequagao variacional que aparece na formulagido do problema 2, cujo algoritmo so-
mente apresentamos no Capitulo 6.

A inequagio variacional como aparece no problema 2, pode ser resolvida por outros
métodos, como os cléssicos citados em Glowinski, Lions & Tremolieres, {1980). Entre
estes pode-se citar o Método do Ponto Fixo, o0 Método da Penalizacdo e o Metodo de La-
grange como os mais populares por serem, também, os métodos classicos para problemas
de otimizagdo com restrigbes — aos quais estdo intimamente relacionados, e que foram os

analisados em Oden & Kikuchi (1980) para um problema semelhante ao problema 2, so
que em uma dimensao.

Para este tipo de formulagio, optamos pelo estudo do método da penalizacdo como
proposto em Moura & Amendola, (1993}, por apresentar bons resultados no caso estudado
em Oden & Kikuchi, {1980), e ser citado como promissor, e sugerido como passivel de
investigacao e andlise para o caso hidimensional, por Wu, (1986). No caso unidimensional
estudado pelo mesmo autor, primeiramente é introduzida nma formulag¢éo aproximada da

formulagio do problema 2, pelo método de penalizacio, para entdo usar o método dos
elementos finitos.

O método da penalizacio envolve a construgao de um funcional auxiliar que depende
de um parametro que, introduzido na inequagao variacional, transforma-a em uma familia
de equagdes variacionais neste parametro. Isto deve ser feito de modo que no processo de
busca da solugao desta familia, tal solucdo seja forcada a convergir para a solucio daquela
inequagdo original e & medida que o parametro sofra alguma acdo para, justamente, pena-
lizar a solugdo que nao a da inequagdo variacional (veja Luenberger, (1986); Wu, (1936)

e Oden & Kikuchi, (1984)).

A caracterizagio do método dos elementos finitos e as etapas que marcaram seu uso
e desenvolvimento podem ser vistas por exemplo em Ciarlet & Lions, (1991), que: i)
apresentam o método como sendo o método de aproximagdo que causou maior impacto
na teoria e pratica de métodos numéricos do século; 11) fornecem a referéncia do uso do
método especifico para inequagdes variacionais, em meados da década de 70; e iii) indi-
cam como sendo o meétodo que gera condigdes ideais para o uso inovador das arquiteturas

30



dos supercomputadores modernos, particularmente os de processamento paralelo. Essen-
- cialmente, o método se mostra atraente porque permite solugdes que devem satisfazer
condigdes de regularidade mais fracas que as solugdes geradas pelo método de diferengas

finitas.

O problema pratico encerrado neste tipo de algoritmo composto pelos métodos da
penalizagio e dos elementos finitos é a necessidade de certos cuidados na escolha de um
método eficiente para resolu¢do dos sistemas lineares gerados pelo método dos elementos
finitos, entre os disponiveis na literatura. Esta escolha pode ser feita também sob o prisma
do potencial dos computadores paralelos, o que gera um impasse pois o sistema gerado

pelo método da penalizacio pode ser mal condicionado (Glowinski et al, (1980) e Borges
& Barbosa, (1993)).

A figura 6.1 que segue mostra as linhas gerais do algoritmo que deve ser criado.

INICIO

|ENTRADA DE DADOS |

FORMACAOQ DO SISTEMA LINEAR
(PELO USO DO METODO DE
ELEMENTOS FINITOS)

APROXIMAGAO INICIAL

PROCESS0 ITERATIVO EXTERNO:_
USO DO METODO DA PENALIZACAQ

|

PROCESSO INTERNO PARA A RESOLUCAOQ
DO SISTEMA E CALCULO DA NOVA
APROXIMACAQ PENALIZADA

FIM

FIGURA 6.1

Linhas gerais do algoritmo que deve ser criado.
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Outra abordagem para a mesma formulagio, sugerida pelo Dr. Carlos A. de Moura,

-¢€ usar penalizacio da inequagdo variacional , tratando as equagdes eliticas resultantes com

o método das linhas. Isto permite o uso do algoritmo paralelo de inicializacdo miiltipla

para problemas de contorno associados a sistemas de equacdes diferenciais ordinarias,

como o que é proposto em Lentine, Moura & Pareja, (1988), baseado na versio sequencial
de Mattheij & Staarink, (1984), que ndo implementamos (veja Amendola, (1993)).

Para a formulaciio do problema 3, problema de otimizagéo, deve-se buscar ferramen-
tas de programacio néao linear adequadas, tarefa que também ndo perseguimos atual-
mente, mas que constam, por exemplo, em Fiacco & Mc Cormick, (1990).

Cada formulagio tem suas caracteristicas e atrativos préprios, e aqui nio nos propo-
mos a aponta-las e nem a discutir todas as dificuldades associadas as suas implementacoes.

No que segue mostramos em (6.2) “um método de diferencas finitas” porque através
do seu estudo, principalmente pelas consideracoes tedricas e limitacdes praticas envolvidas,
é que nos familiarizamos com as dificuldades citadas acima; isto é, entendemos que para
buscar convergéncia e precisio nos resultados devemos considerar uma discretizacdo muito
fina, o que gera um sistema de equagbes muito grande e portanto exige muita memdria e
tempo do computador. Como uma alternativa para contornar esta dificuldade é explorar
uma das vantagens do método dos elementos finitos, que é permitir uma discretizagio
com distintas resolugdes, sendo tio mais fina quanto maior o interesse naquela regiao do
dominio em estudo, priorizamos o estudo do método dos elementos finitos. Conforme
fomos pesquisando, deparamos com métodos que exploram de tal forma o método dos
- elementos finitos que permitem uma discretizagao fina em todo o dominio e ndo requerem
tanta memoéria do computador e, justamente porque adequados a computadores paralelos,

podem ter seu tempo computacional reduzido; o que mostramos enquanto avan¢amos em
(6.3) “métodos de elementos finitos”.

6.2 UM METODO DE DIFERENCAS FINITAS

6.2.1 CONSIDERACOES TEORICAS

A demonstracdo do Teorema de existéncia e unicidade da solugao da inequagao va-
riacional (5.17), formulagdo do problema 2, do tipo construtiva, indica um método para
o célculo desta solucdo. De fato, os resultados tedricos obtidos e apresentados por Lewy

& Stampacchia, (1969}, Laratta & Menchi, (1974), reafirmam que esta solugido pode ser
obtida como o limite de duas sucessdes monotonas:

{pm—u } e {pm —u}
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a primeira nao decrescente € a segunda néio crescente, onde u, pm e piw sido solugdes dos
- problemas:

fu=f em§
{ u=—f em 0@ (6.1)
Lpm = ¢ Sm(pm — u)
{ o= 0 (6.2)
Lpm = ¢ ém(pm — u)
pm =0
onde

¢ = méx. (0, —f)

(6.4)
e dm e 877 sio sucessdes de fungbes Lipschitzianas, definidas em (- 0o, 00), ndo crescentes
e limitadas entre [0,1] para cada m, e convergindo para a fungdo
1 ,t<0
s()=< [6,1] ,t=0 (6.5)
0 ,t>0
Além disso, reafirmam que devido a
0 < pm — <L (6.6)
S pm—pm > m .
os problemas {6.2) e (6.3) podem ser escritos como
LP = ¢6(P —u) err&@
P=9 em J¢
onde

{6.7)
{ & é 6m(t) ou $m(t)

P = pm ou pm

e que, segundo Stampacchia, (1972), o processo iterativo definido por:

{ iz{o) =0 ,Q
A% =0

. 6.8
90 (6.8)
{Ezé"’:qs, Q

zé") =0, 6@
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{ L) 4 km ¢ 20 = 4 6 —w) + bm 6 20, @

" 6.10
A =0, 80 (6.10)
LA™ ko ¢ 0 < 6 8(47 — w) + km ¢ 27, @ (6.11)
zi.(’s-ﬂ}.:: 0, 3@

para km > m gera as sequéncias {z§°’} e {zéo}} que convergem para a solugao tnica p de

(6.7).
6.2.2 O ALGORITMO

No que segue comentamos o tratamento numérico, para obtengio da solugio da ine-
quagao variacional (5.17) referido em Cimatti, (1977), apresentado em Cimatti & Menchi,
(1978) e baseado no método descrito em Laratta & Menchi, (1974), citado anteriormente.

Notando que se p é solucdo da inequagao variacional (5.17), entdo p € C*(Q)) e

p=gem 0Q )
Ip=femQ={zeq,p>0) (6.12)
—f>OemI:{er,p=0};

e que se u € a solugdo do problema de Dirichlet:

Lu=-f ,Q
T 6.13
{ U= —g ,BQ ( )
entao
p=p+tu (6.14)
é solucdo do problema:
p=0, 8Q )
Lp=Lp+Lu=f~f=0em (p>u) (6.15)
Lp=Lu=~f>0em I{p =u)

{ p=000 (6.16)
Lp

onde
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0,1], p=0(p = u) | (6.17)

ou, ja que p=p+u

ou, de acordo com a equagio (6.13):

{zg=g,3@ . i
L{p—v) =mdx(0,—f) 6 p—u)+ [, @

ou
p=g, 6Q
2 ; N v 6.18
{Lp:mﬁx(ﬂa—f)fs(P)Jrf,Q (6-18)
isto ¢, Cimatti & Menchi, (1978) propdem o problema nao linear:
p € Hy(Q), Lp=max(0,~f) é(p)+ 7, Q (6.29)

e, baseados no método descrito anteriormente por Laratta & Menchi, (1974), (expressoes
(6.7)—(6.11)); considerando o fato expresso em (6.6), ¢ a sequéncia de fungGes

1
dm(ty=< —mt ,—
0 y1

I—I/\

1
<1< (6.20)
0

V3

para a qual, segundo Lewy & Stampacchia, (1969), ha a garantia de que a sequéncia {pn }
do problema nao linear:

pm € HY(Q), Lpm =maz(0,—f) § m(pm)+f em @ (6.21)

¢é nao decrescente e converge para a solugdo p da inequagio (5.17) (ou (6.19)), Cimatti &

Menchi, (1978), propdem um método de resolugio para o problema reformulado para o
retangulo B como segue:
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Pm=pm+uc HYy, LPm = Fm(, Pm) em R (6.22)

onde

Fm(8, Pm) = §(8) dm(Pm — u)
#(8) = max(0, —senb)

e u ¢ asolugido do problema

RS Hfo,]fngrad u grad v dfdz =

6// senfvdddz Yo € HL,.
R

Para resolver o problema (6.22), os mesmos pesquisadores consideram, para todo inteiro
“m”, o processo iterativo anilogo ao citado anteriormente {expressdes 6.8 a 6.11):

0 € HY 5 L2 o km 6(8) 20V = Fm(0, 2 + km $(6) 2 (6.23)

onde km € uma constante positiva tal que km > m, e {z*} a sequéncia obtida comegando
com z{® = 0, segundo Stampacchia ( 1972), € n&o decrescente e converge uniformemente

com sua primeira derivada para a solugdo do problema (6.22) para todo m. Observam
ainda que 2% sio de classe C2,

Para obter uma aproximacao por diferencas finitas para (6.22) e (6.23) pelo método
de integracdo descrito em Varga, (1962), escolhe-se uma malha retangular, com lados

paralelos aos eixos ¢ e 2 e espagamentos entre os pontos da malha determinados
COINO.

A = %’T
A % (6.24)
Z =
(M +1)

com N e M inteiros, e, devido as condigdes de periodicidade, tomam-se os lados #=0 e
# = 27 do reténgulo como coincidentes. Sendo assim, a grade tem N.M pontos interiores:
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Pi, e para esses pontos, F; i = 1,2,... M.N, tomados da esquerda para a direita e de

baixo para cima, pode-se escrever o sistema de equagdes lineares obtido do esquema de
diferencas como:

AW = F(W) (6.25)

(A+ knp)VED = P(VOY 4 K,V (6.26)

onde

V? é o vetor cujas componenetes sio Vs-(s) = VE(R)
F(V®) & o vetor coluna com componentes F(Pi, V) (Pi))
¥ ¢ a matriz diagonal cujos elementos sao @(Pi)

A matriz A é tridiagonal por blocos da forma

(C D \
DCD
D CD
A=
D C D
\ D C )

onde D é uma matriz diagonal de ordem N, e C é uma matriz de ordem N.

- Mais precisamente, considerando
i=(~-1A0;i=1,..N

zi=—b+jAz; y=1,M
Af

entio os elementos das matrizes C e D acima sdo descritos como:

R(Oipg) +h(0iy) R(6))
[— LA - 1
Cis AD? Fiap =l
h’(gﬂ-%) . .
C'i,i+1 = Ci+1,£ = _W ,i=1, W =1 (627)
h(‘gN-l)
C]_‘N == N,l = — A822
h(8;) .
Dy A re=1,...N
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Como pode ser notado, a matriz A tem elementos positivos na diagonal e negativos fora

-da diagonal. Além disso, A é diagonalmente dominante irredutivel, entdo (veja Varga,
(1962)), A é uma M-matriz. Segue que:

lim V) =W

F=r 00

(veja Laratta & Menchi, (1974)), ¢ as solugdes dos problemas (6.25) e (6.26) convergem

para as solugdes dos problemas (6.22) e (6.23) e todas as consideragoes relativas a esti-
mativas de erros permanecem validas.

Para obter a solugéo da inequacao variacional com um erro, por exemplo, da ordem
de 107" (r inteiro), toma-se a constante km da férmula (6.23) assumindo os valores km; =
10,5 =1,...r. Para todo km; aplica-se o processo iterativo (6.26) até que se obtenha:

| VD) — ) | 1077,

assumindo como V() o vetor solugio de km;—1).

Em cada passo do procedimento, o sistema linear pode ser resolvido pelo método de
superrelaxacdo, descrito, por exemplo, em Varga, (1962).

De forma semelhante ao que fizemos para o método de diferencas finitas, no que
~ segue tecemos consideracbes tedricas e praticas para o método dos elementos finitos.

6.3 METODOS DE ELEMENTOS FINITOS

6.3.1 —- CONSIDERACOES TEORICAS

Os principais ingredientes do método de elementos finitos, daqui en diante denotado
por M.E.F., para construir a solugio aproximada do problema variacional sao:

1. a formulagio do problema do tipo variacional (neste caso inequagdo), na qual o
espaco ¥V de fungdes admissiveis é identificado;

2. a construgao da malha de elementos finitos e das fungdes bases polinomiais por
partes definidas na malha, o que gera um subespago ¥, de ¥ de dimensao finita;

3. a construcdo de uma aproximacic da formulagdo variacional no subespaco de ele-
mentos finitos ¥}, de ¥. Isto inclui o cdlculo das submatrizes dos elementos finitos

e a geragao de um sistema esparso de equag0es algébricas para os valores da solugao
aproximada nos pountos da malha;
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4. a resolucio do sistema algébrico; e
5. o exame das caracteristicas da solucio aproximada obtida.

O tipo de inequacgGes variacionais comumente encontrado na literatura é o que estd
definido em espagos de funcdes nio periédicas (como por exemplo ¥ = Hj(Q)): é para
este tipo que estdo disponiveis os resultados tedricos cldssicos e alguns resultados relativos

ao uso de algumas técnicas numeéricas como por exemplo o Método dos Elementos Finitos
e 0 Método da Penalizacao.

No nosso caso, entretanto, ¥ = HJ,(@), e, se para conseguir resultados tedricos rela-
tivos a existéncia e unicidade da solugdo do problema 2, certo artificio teve que ser usado
(essencialmente a definicdio de um mapa continno de H}, em Hj, como faz Kinderleher

& Stampacchia, (1980)), o mesmo artificio garante os resultados tedricos relativos ao uso
das técnicas numéricas acima referidas.

Para a composicdo de um algoritmo que combine as técnicas do Método dos Ele-
mentos Finitos e da Penalizagio, duas alternativas se apresentam, teoricamente distintas
no que se refere & ordem com que os dois métodos sdo utilizados.

_ Por um lado, no caso em que ¥ = H}{Q), o “semelhante” (porque ¥V # HL(Q)) ao
problema 2, pode ser escrito como:

PROBLEMA 4: Determinar p € K tal que:

a(p,g—p) =2 <f,q—p>, Yqe K. (6.28)
e, para esta formulacdo, pode-se usar 0 Método dos Elementos Finitos de Galerkin, mais
geral que o usual, estabelecido justamente para o uso de formulagdes mais gerais, como
~as de Inequagbes Variacionais. Os principios bésicos do meétodo, numa forma mais ela-
borada, continuam validos, e desta forma, pode-se reescrever o problema em uma forma
discreta, valida em espagos de dimensdo finita, W3, — um subespaco de ¥, sendo K} um
subconjunto convexo e fechado de W, (em geral K ¢ K).

Assim, para o problema discreto associado ao problema 4:

- PROBLEMA 4’: Determinar p; € K}, tal que:
a(pr,qn —Pr) = <[frgn—Pn>, Yau € Ki. (6.29)

hé garantia de existéncia e unicidade de solugio, como mostrado em Ciarlet & Lions,
(1991), que também apresentam uma estimativa para o erro da aproximagdo.
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No nosso caso, apesar de ¥ = H,(Q), entendemos que o mesmo resultado continua
- valendo (Lopes, (1995)), ¢ portanto, resta buscar meios de resolver o problema discreto;
usando, por exemplo, o método da penalizagio.

Por outro lado, para o mesmo caso em que W = H}(Q), pode-se seguir o caminho
proposto por Wu, {1986), que apresenta o problema como:

PROBLEMA 5: Determinar p € K tal que:

<Ap—f,q—p> > 0, Vge K. (6.30)

e mostra a existéncia e unicidade de solu¢éo do problema reformulado, agora em termeos de
equagao variacional e ao preco da introdugdo de um termo nao linear, pelo uso do método
da penalizagio (veja também Oden & Kikuchi, (1984), para a construgdo do operador de
penalizagdo; 0 ¢ que aparece no que segue é o parametro de penalizacio):

PROBLEMA 3’: Determinar p. € ¥ tal que:

1
<Ape,q> + - <F.0> = < f,q>, VgeVW (6.31)

¢ € um numero arbitrario positivo e

onde““ 0 se p >0
P = pe se p.<0

Além disso, Wu, (1980), mostra que para ¢ — 0, existe uma subsegiiéncia {p.} que con-
verge fracamente para p € K, onde p é solucio do problema 5. Estes resultados confirmam

que o método da penalizagdo produz uma aproximagio legitima do problema de mequagao
variacional.

No nosso caso, apesar de ¥ = H,(Q), entendemos que o mesmo resultado continua
valendo (Lopes, (1995)), e portanto, resta buscar meios de obter a solugao do problema
penalizado; usando, por exemplo, o método dos elementos finitos.

No que segue, de forma analoga ao que fez Wi, (1986}, estaremos procurando criar
um algoritmo que gere uma solugao do nosso problema variacional de Galerkin penalizado,
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proposto como:

PROBLEMA 8: Determinar p;, € ¥, C H,(Q) tal que:

’ 1
/ d® grad pp. grad ¢,  + —f D, Gh
Qn £JQp

= / fan, Y €W (6.32)
Qr

onde

_ {0 se ppe =~ 0

_ 6.33
Phe Phe S€ Dpe < 0, em Qh ( )

pelo uso do método dos elementos finitos, sob a garantia de que para ¢ — 0, a solugio
do problema 6 é a solugdo procurada.

6.3.2 CONSIDERACOES PRATICAS PARA A CRIACAO DE
UM ALGORITMO

6.3.2.1 INTRODUCAO

Os célculos locais das submatrizes e dos correspondentes vetores do lado direito
dos elementos finitos (as integrais duplas em @), a organizacio desses resultados como
contribuigdes do sistema algébrico global e a resolugio desse sistema constituem os com-
ponentes computacionalmente intensivos do método dos elementos finitos; é com estes
componentes, portanto, que devemos estar atentos no processo de construcdo de um algo-
ritmo eficiente, que néo gaste muita memoéria de computador e também nio gaste muito
tempo computacional. Sendo agsim, o sucesso de métodos de elementos finitos em ge-
ral, esta diretamente relacionado ao sucesso do método usado para montar e resolver o

sistema. Em particular, para problemas “grandes”, a chave deste sucesso parece ser a
paralelizagéo.

Diferente dos métodos tipicos de elementos finitos, que calculam as contribui¢des dos
elementos finitos sequencialmente, usaremos o fato apontado em Barragy & Carey, (1988),
¢ em Carey et al, (1988), por exemplo, de que estas contribuigdes podem ser calculadas
estrategicamente elemento — por — elemento E.B.E, simultinea e independentemente.
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Além disso, usaremos as idéias dos mesmos autores que, seguindo o interesse entio
-ressurgido por técnicas iterativas, escolhem usar 0 método dos gradientes conjugados com
precondicionadores, daqui para frente denotado por M.G.C.P., explorando a estratégia de
elemento — por — elemento também em cada iteragio do M.G.C.P., aproveitando o alto
nivel de paralelismo nos célculos de produtos de matrizes por vetores.

Como apontado em Li & Reed, (1995), podemos encontrar algoritmos que, tidos
como lentos para computadores sequenciais, sio adequados para a paralelizagio.

6.3.2.2 ESTRATEGIA TIPICA PARA A FORMACAO E ORGANIZAGAO
DO SISTEMA ALGEBRICO

O primeiro passo a ser dado para usar o M.E.F para o problema de Galerkin é
especificar o espago de dimensdo finita N, W, C ¥ = HL(Q). Sendo assim, se
¢t =1,2,---, N formam uma base de funcdes linearmente independentes que geram ¥,
a solucdo do problema 6,pn, ou pp, serd da forma:

N

pu(8,2) = ij¢j(9:z)v (0,z) e Q (6.34)
=1

~onde os p; sdo os valores de interesse e que serao obtidos da resolugdo do sistema de

equagdes algébricas obtido quando (6.34) é substituida em (6.32), e para ¢, especificada.

O método de elementos finitos é o que fornece uma manetra sistemaética de construir
- as fungdes ¢;, i=1,---,N, que aparecem em (6.34) apropriadas: primeiro o dominio
@ é particionado em subelementos, os elementos finitos ,, ¢ depois, sobre cada ele-
mento ()}, a solugdo é aproximada como uma combinagéo linear de funcdes bésicas
locais (“shape functions”) vf, polinomiais para i =1,2,---n., onde n. é o nimero
de incognitas nodais locais. As fungdes bésicas globais ¢; sio entio formadas como uma
soma das contribuicbes das fung¢Ges locais nos nés, de modo que sdo néo nulas somente
nos elementos que contém os nos (isto é, as fungdes bdsicas tém suporte local).

Sendo assim, o segundo passo a ser dado no nosso problema, ¢ discretizar o dominio
@ em @}, determinando um ndmero NTEL de elementos finitos Qf ,e=1,--- NTEL
e NTNOS pontos nodais globais. Como estes elementos devem ser suficiente-
mente complexos para modelar dominios irregulares, aproveitando uma das vantagens
‘do método de elementos finitos sobre o método de diferencas finitas, € simultanea-
mente simples para minimizar o esforgo computacional, aqui tomamos NXEL e NYEL
elementos triangulares (ou retangulares), nas direcdes z e y.
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O proximo passo é escolher as fungdes bdsicas #f . Se nos pontos nodais de
-coordenadas (8;,2;), 7 = 1,2 e 3 estas funcdes satisfazem

e 1 sei=j; j=1,2e3
¢h: 2.) = §.. = » J s
¥i05,2j) = & {0 se1#£7; j=12e3

isto €, no caso de elementos triangulares {n. = 3) e fungdes bdsicas lineares, temos que
h4 uma correspondéncia entre o niimero e a localizagdo dos pontos em um elemento e o
niimero de termos usados na aproximacio polinomial local.

Assim, para os elementos triangulares, as fungbes basicas lineares sdo tais que:

( 1 1
¥i(05,2;) = § 0 paraj=

2
0 3
0 1
y #5(05,25) = {1 paraj= 2 (6.35)
0 3
0 1
W5(0;,2;) = 0 paraj= 2
1 3
e
( 1
¢f(9= z) = ‘2"/_1_[(0223 - 9322) + (22 - 23)9 + (03 - 92)2]
1
{ ¥58,2) = oA [(f321 — Or23) + (25 — 21)8 + (6L — 0)%| (6.36)
1
1!"5(87 Z) = ﬂ[(olzz - 9221) + (21 — 22)6 + (92 - 91)2]
onde
i 1 61 21
Ag = 5 i 92 Z2
1 93 Z3
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é a 4rea do elemento triangular quando na convencio mostrada na figura — b) (detalhes

-podem ser vistos em Becker, Carey & Oden, (1981), veja em especial a figura 4.9 desta
referéncia). '

A especificacio destas fungdes basicas locais induz a construcéo das funcdes basicas
globais  ¢;(#, z) de forma que as fungdes locais ¥§ correspondendo aos elementos ad-
jacentes na malha, no né 7, séo simplesmente colocadas juntas, produzindo uma pirdmide
#; naquele né (veja figura 4.10 de Becker, Carey & Oden, (1981)), de modo que

N
q;,,(g, z) = Zqusj(gaz)a Vg, €W (637)
=1

fica completamente determinada, e onde

4G = qn (85, 2;)-

Com isto podemos finalmente verificar que o uso de (6.37) no problema 6, de Galer-
kin, transforma-o no sistema finito de equacdes algébricas para p nosndés i =1,---Ne
onde a matriz oriunda da parcela introduzida é substituida pela matriz idenlidade, como:

PROBLEMA 7: Determinar {p;} € RN tal que:

N 1 .
> Kipi + Pi=Fh, i1=1--N
=1

onde
e>0
- 0 se p; >0
pi= pi se p;<0;:=1,---N

8. . .8 g, .8 (6:38)
K;; = fqhds [%(éz’)é—ﬂ(cﬁj) + B—z(ﬁﬁf)a(éj) dfdz

F; =‘/';?hf¢'e dfdz

d=14+¢ccos ¥

f=kesent
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e sujeito as condigoes de fronteira, agora também nas suas formas discretizadas.

Como j4 citamos no capitulo anterior, além das condi¢des de fronteira de Dirichlet
nos extremos do cilindro, a condigdo de fronteira periddica nao € suficiente para garantir
a solugdo tnica do problema pontual. Teoricamente este problema é contornado quando
se toma a formulagdo variacional mas, na pratica, apesar de se ter imposta a condigio
de periodicidade, de que p(x,y) = p(z + 27,y),Vy; ndo se tem como obter o valor de
p em z=0 eem & = 2r. Sendo assim, fica evidente a necessidade de equagdes
complementares, que claramente consiste em identificar que os nés,em z =0 e z =27

sdo internos, e, como tais neles o valor de p também devem satisfazer a equacio de
Reynolds.

Usando notacao matricial o sisterna (6.38) fica como:

PROBLEMA T7’: Determinar p € R" tal que:

1
Ap+=p=b (6.39)

onde A é uma matriz simétrica e positiva definida de dimensdo N com elementos
K, 6,5 =1,---N; § éum vetor com N componentes ndo negativas, e b ¢éum
vetor de dimensdo N com elementos Fj,i=1,--+N.

Este modelo global (6.39) € obtido de (6.38) quando se usa a matriz de conectividade,
e pode ser entendido na forma Ap =5, onde A tem o nimero l/e somado a

alguns elementos da diagonal de A, segundo a definicao de p. O préximo passo é
resolver o sistema (6.39).

Na pratica o sistema (6.39) néao é formado diretamente de acordo com as fungoes
béasicas globais como aparece em (6.38) e sim pelas contribuigoes dos elementos aquelas
integrais, que sao calculadas usando quadratura numérica. Além disso, estas integrais,
que sao as contribuigdes dos elementos, sdo transformadas a integrais sobre um elemento
mestre (ou elemento de referéncia) ¢, no qual a quadratura é realizada:

L (v Bv o 0w
K=, (5 e+ 22 98 ioten 1 de

onde: (£,7) sdo as coordenadas do elemento mestre, e
| J| & o determinante do Jacobiano que define a transformagao de coordenadas:

(&m) — (0,2) € Qu.
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_ Esta tranformacdo permite que os célculos a serem feitos em ()} sejam feitos em
» ja que a discretizagio de ) em NTEL elementos pode ser “vista” como uma

sequéncia de transformagées {7T},7%--- Tnrrr} para as quais cada elemento Qf éa
imagem de um elemento mestre () sob T..

Avaliando as integrais pela quadratura tem-se:

Ng 6 8 e
KE:‘ = ZWQ %b (ng- q) (;g (&n q)
g=1
a‘l,be o

(gqanq) (gq:??q) | J(ﬁq: Tfff) |

onde: N, ¢é o nimero de pontos da quadratura;
W, séo os pesos;
¥§ e i sdo as funcdes basicas locais referidas nas coordenadas (&,7) do
elemento mestre;

(é,,m,) 580 as coordenadas dos pontos da quadratura em Qn;

hpe e
O €urme) = (€, me), (s, )
,tpe

g Car1a) =| I (Ees4) I~
81!), 'I,Z’k di,z &J)k
{ Z * A I = * 73 }
a 2
1!) (69"‘?‘?) |J(£q:"?q) |—1 X
{ op; & Z ka?,b;. Z ()’l/),g}‘ o

(&.m)=(Eqnq)

1

(€,m)=(Eqviq)

N. € o ndmero de pontos nodais no elemento Q5.

Note que as derivadas parciais de ¥f comrespeitoa § e 2z sao completamente
determinadas por calculos definidos somente no elemento mestre 5.

Usando regras semelhantes calcula-se &¢.
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6.3.2.3 - ESTRATEGIA ELEMENTO - POR — ELEMENTO PARA A
ORGANIZACAO DO SISTEMA ALGEBRICO

No caso geral, em vez do sistema (6.39) deve-se resolver um sistema linear como:

Au=5 (6.40)

e enido, se Ee e b, que sdo as contribuicbes do elemento “e” para A e
b respectivamente, sio fomadas estendidas a dimensao do sistema, como em Barragy &
Carey, (1988), o sistema (6.40) pode ser escrito como:

NTEL _ NTEL

( > Ec)u= > b (6.41)
e=1 e=1

e, sendo 1:76 extremamente esparsas, devido a natureza das fungoes basicas, torna-se

necessario armazenar somente as contribuicoes dos elementos densos £, e b, e,

por conveniéncia armazenar o lado direitoc b5 na sua representagéo global. Contudo,

deve-se aplicar as condicoes de fronteira antes de efetivar a contribuicdo dos vetores dos
elementos b, para formar o vetor global b.

As condigdes de fronteira sdo usualmente impostas meodificando o sistema global,
mas podem ser aplicadas facilmente elemento — por - elemenfo. Para as condigdes de
fronteira naturals, as contribuigbes dos elementos podem ser representadas como matri-
zes reduzidas E,. e vetores b&,. para todo elemento com condigdo de fronteira
natural especificadas em um ou mais lados. Certamente, estas matrizes reduzidas podem
ser adicionadas diretamente ds suas matrizes associadas FE. e b.. Seguindo a in-
clusdo das condigbes de fronteira naturais para um dado elemento  “e”, as condigdes
de fronteira essenciais devem ser impostas. Para cada né para o qual uma condigéo de
fronteira essencial é especificada, primeiro deve-se localizar todos os elementos finitos aos
quais aquele né pertence; em seguida devem ser realizadas modificagdes na linha e na
coluna de cada matriz do elemento e vetor correspondente, exatamente como se aplicadas
no sislema global. Esta técnica gera elementos na diagonal de A que sdo miltiplos de
1 e da mesma forma no vetor correspondente, onde o miltiplo corresponde ao nimero de
elementos finitos que compartilham este nd, veja detalhes no exemplo 3 do anexo 1.

Resumindo, as contribuigces dos elementos F,. e b, podem ser calculadas clemento
— por - elemento independente ¢ simultaneamente, e portanto, quando necessario, parale-
lamente, para ¢ =1,2,--- , NTEL; ¢ as condigbes de fronteira também sdo aplicadas ele-
mento — por — elemento independente e simultaneamente, e portanto, quando necessario,
paralelamente, para, finalmente, formar o vetor do lado direito global.
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6.3.2.4 — RESOLUCAO DO SISTEMA ALGEBRICO:

6.3.2.4.1 - INTRODUCAO

Em geral, o sistema de equagbes pode ser resolvido por dois tipos de métodos:
métodos diretos e métodos iterativos, e alguns fatores como o condicionamento da matriz
e 0s requerimentos da memdria do computador e do tempo computacional sfo decisivos.

Os métodos diretos, como o método de eliminagio de Gauss, fornecem a solugao do
sistema apés um nimero fixo de passos (o nimero é a dimensao do sistema) e sdo menos
sensiveis ao condicionamento da matriz associada. Entretanto, as principais deficiéncias
se mostram quando usados para sistemas grandes, porque estes métodos requerem que a
matriz global seja armazenada em uma certa ordem. As limitagdes do tempo computa-
cional € 0s requerimentos desta armazenagem caracterizam os métodos diretos, quando
usados para sistemas grandes, como ndo econdmicos, mesmo diante dos atuais computa-
dores de meméria grande e velocidade alta (Reddy, Reddy & Akay, (1992)).

Os métodos iterativos sdo mais sensiveis que os métodos diretos ao condicionamento
da matriz — a precisao depende de parametros de convergéncia usados e a taxa de con-
- vergéncia depende do nimero de condicio da matriz, mas como evitam a formagio da
matriz global tornam-se atraentes do ponto de vista de requerimentos da meméria do com-
putador; além disso, como sdo mais facilmente paralelizados, contornam a consequente
desvantagem de requerimentos de tempo computacional (veja Reddy et al (1993) ou Dutto

et al (1994)).

Entre os vérios métodos iterativos, os mais populares sdo o método “multigrid” (veja
referéncias em Amendola & Satyarnurty, (1988), por exemplo), e o “método dos gradien-
tes conjugados” M.G.C., (veja Hageman & Young, (1981), e referéncias em Fernandes,
(1993), por exempio), sendo este 1iltimo o método o mais usado porque, exceto por erros
de arredondamento, a solucio é alcangada apés um niimero fixo de iteracdes {o mimero
maximo € a dimensdo do sistema); além disso a taxa de convergéncia do método M.G.C,
como dos outros meétodos iterativos, pode ser melhorada pelo uso de algum precondici-

onador, € os requerimentos de armazenagem sdo reduzidos ja que optamos pelo uso da
estratégia elemento — por — elemento.
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6.3.2.4.2 — ESTRATEGIA TIPICA DO METODO DOS GRADIENTES
CONJUGADOS COM PRECONDICIONADOR

O método dos gradientes conjugados com precondicionador M.G.C.P, pode ser visto
com detalhes em Carey & Oden, (1984), ou Winget & Hughes, (1985), por exemplo. No
que segue reescrevemos somente og conceitos basicos dos métodos dos gradientes e dos
gradientes conjugados, aqui necessérios para o uso e enfendimento do uso de M.G.C.P..

O uso de métodos dos gradientes M.G. para resolver o sistema linear:

Au =15

com A de dimensio N, simétrica (A = AT) e positiva definida (uTAu > 0), é
motivado pelo fato de que resolvé-lo é equivalente a resolver o problema de minimizar a
forma quadratica £ : RY — R:

11
Flu) = §uTAu—uTb
1
= 5lu, Au) = (b v)

pois, se o minimo de F ocorre em u*, entao:
—grad F(u") =6~ Au" =0

Existem varias maneiras de construir algoritmos para definir processos iterativos
deste método que tem a forma geral como mostra o algoritmo:

Algoritmo M.G: Dados A,b

u®  aproximagdo inicial

Para n=0,1.--- fazer
™l =yt + o™ atéque F(utt')~0
A escolha dos pardmetros: passo “a” (real), e alguma dire¢do relacionada ao grad F

(vetor) € que vao definir os diferentes métodos. Assim, o método do gradiente con-

jugado M.G.C. € estabelecido por uma escolha otimizada como mostra o algoritmo que
segue:

@, n”
v
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Algoritmo M.G.C: Dados A,b

u® aproximacio inicial;

Calcular: o residuo inicial % = b — Au®
a direcdo inicial: v® = r? = —grad(F(u®))

Para n=0,1--- eenquanto r* #0 fazer as iteragdes

a* = rnTrn /Uﬂ.T Av®

phtl — U + ao”

Atualizar o residuo: ¥ =" — " A"

calcular: g7 = pnH1Tpndl fpnTpn

atualizar a direcao: o™t = rtl 4 Gy

. Os vetores de direcdo v%,v!,--- sdo mutuamente A-conjugados (isto é: (Av™, v"*+1) =

(v, Av™) =0;n=0,1,--+), dai o nome do método que deve convergir em no maximo
N iteragdes (Axelsson & Baker, (1984)).

Como pode ser verificado, o algoritmo do M.G.C. requer, por iteragiao, somente um
produto de matriz por vetor, e trés produtos de vetores.

Os residuos " sdo mutuamente ortogonais (isto é r7r™ =0;m#£n e r¥ =0),
mas na pratica, o método dos gradientes conjugados é melhor, isto é, requer um nimero
~menor de iteragdes, quando aplicado ao sistema linear precondicionado

(R A(RT)TI(R ) = (R7'D)

para alguma matriz ndo singular R simétrica e positiva definida, o que é justificado
somente se R ¢ escolhida de forma que (R™'A(R™)T), que é simétrica e positiva
. definida, exiba condigio menor que a condicio de A e assim o método convirja mais
rapidamente. Como R é nfo singular M = RRT = R? também é uma matriz simétrica
-positiva definida; a condigio de (R~'A(R™'}?) éigual a condigio de M'A e, Au=5b
é equivalente a M~1Au = M1},
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Algoritme M.G.C.P.: Dados A, M,b
u® aproximacdo inicial
Calcular: r = b — Au®
Ms® =79

,UCI:SO

Para n =0,1--- eenquanto r® # 0 fazer as iteragées

am = T“TSn/iJnTA‘Un
un-}-l = P + oyt
7 = o Ap®
Msn—l-l — ,rn+1

Bn — ,r,n+1T3n+1/?,.nTSn

.Un+1 — 5n+1 + ﬁn ,vn

- Notemos que a intengao ndo é calcular M~'; esim calcular s® e s**!, resolvendo

o sistema linear com M ; e, por esta razdo é essencial que M seja escolhida de forma
que sistemas como Mu = b sejam resolvidos economicamente.

A taxa de convergéncia do algoritmo M.G.C.P. depende fortemente das carac-
teristicas da matriz M. Se M = A o algoritmo converge para a solugdo exata em
uma iteragao. Uma variedade de escolhas de M sao apresentadas na literatura, {veja
referéncias em Carey & Oden, (1984), Axelsson & Barker, {1984), ou Winget & Hughes,
(1985)), e a mais simples é a escolha M =W (a diagonal de A). Neste caso o método re-
sultante é denominado método do gradiente conjugado com precondicionador de Jacobi.
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6.3.2.4.3 - ESTRATEGIA ELEMENTO — POR — ELEMENTO PARA O

METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS COM PRE-
CONDICIONADOR. '

A parte computacional intensiva do algoritmo do M.G.C.P. consiste dos produtos de
matriz por vetor da forma

Av=w

e, lembrando (6.41), estes produtos podem ser realizados por elementos como:
NTEL NTEL NTEL
Av = ( > Ee) v = ( > Eef)e) = We = w (6.43)

onde o vetor §. ¢é o vetor v. espandido, com valores nio nulos somente naquelas
componentes correspondendo aos nds do elemento  “e”. Como somente os valores néo
nulos de cada matriz do elemento entram termo por termo na soma (6.42), os valores .
podem ser calculados como produtos de matriz por vetor densos E,v, em vez de como
na forma espandida; isto é, pode-se calcular

w, = Eove, e=1,---NTEL ._ (6.44)

independente e simultaneamente, e depois somar os vetores w, nas suas posi¢des ade-
- quadas no vetor espandido {0 programa computacional para este calculo, em FORTRAN

é dado em Carey & Jiang, (1986)).

Notamos que no caso de usar o M.G.C.P. adaptado, isto é, proprio para aproveitar
a estratégia EBE (que nio requer a formacio e armazenamento da matriz global A),
as contribuicdes dos elementos podem ser formadas sempre que necessarias no estagio da
solugao, o que, num processo iterativo, pode ser uma opcao “cara” pelo aumento de tempo
computacional de execugao; mas por outro lado, como apontado em Binley & Murphy,

(1993), esta é uma estratégia que possibilita a resolucio de sistemas grandes, 3D, em
microcomputadores.
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6.3.2.5 - ESTRATEGIA ELEMENTO — POR — ELEMENTO PARA O
PRECONDICIONADOR

6.3.2.5.1 — O METODO DE JACOBI

A caracteristica importante do precondicionador de Jacobi € ser diagonal, e portanto

a sua inversa é diagonal e pode ser facilmente particionada na forma de calculos elemento
por elemento.

De forma semelhante a que calculamos 38, E:'e, !38 e depois Ee, elemento por

elemento, simultanea e independentemente, e em seguida armazenamos o vetor global b,
podemos calcular simultanea e independentemente

W, = diag(E.)
para em seguida armazenar o vetor global
W = diag(A)
que podera ser a usada como o precondicionador M,
M=W

no algeritmo do M.G.C.P.

E claro que na pratica, no caso do sistema (6.39}, que usa penalizagao, deve-se tomar
a diagonal do sistema ja penalizado.



7 - 0 ALGORITMO PROPOSTO

De acordo com o que argumentamos até entio, agora construimos o algoritmo para
a busca da solugdo do problema 6. O algoritmo consiste basicamente de dois processos
iterativos: um externo relativo ao uso do M.P. necessario para transformar a inequagio
em equagio variacional e um interno relativo ao uso do M.G.C.P., para a resolucao do

sistema gerado pelo uso do M.E.F.. O processo interno é que explora a estratégia elemento
- por — elemento EBE.

As principais rotinas que exploram a estrutura elemento por elemento, sdo portanto
relativas:

1) a organizagio da matriz global A e A formacdo do vetor global &;
2) a introdugio das condigdes de fronteira essenciais;

3) aos cilculos do precondicionador;

4) ao produto de matriz por vetor;

5) ao produto de vetor por vetor; e

6) ao método de resolugio de sistemas lineares.

7.1 — O ALGORITMO EBE PARA A RESOLUCAO DO SISTEMA:

(1) Montagem do Sistema

Para e=1,.--NTEL fazer:

(1.1) calcular e armazenar a submatriz {A4). do elemento finite  “e”;

54



(1.2) calcular o vetor do lado direito (b). do elemento finito; e armazenar o vetor

global b;
(1.3) aplicar as condigdes de fronteira essenciais no vetor b (global);

(1.4) aplicar as condigdes de fronteira essenciais na submatriz (A). do elemento
finito  “e”;

(1.5} calcular a diagonal da submatriz do elemento finito, e armazenar a diagonal

global.

(2) Resolugdo do Sistema

. {2.1) definir a aproximagdo inicial: «® (tomamos u®=1b); PENA >0

. (2.2) Processo iterativo externo: Método da Penaliza¢io. Para as iteragbes
n=12---NPENA, (fazer:

.. (2.2.1) Verificar quais elementos da aproximagio atual precisam ser penali-
zados e penalizar

1
0 _ 0 0
Au —Au +(‘EN )U

<. {2.3) Processo iterativo interno: Método dos Gradientes Conjugados
com Precondicionador. Para as iteragbes n =1,2,--- LIMAX,
fazer:

... {2.3.1) calcular residuo inicial
= b — A

... {2.3.2) decidir quais elementos da diagonal M devem ser
penalizados; penalizar e resolver o sistema
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My = r°

para definir a dire¢io inicial

oo (2.3.3) calcular

elfa = (r° z)
.. (2.3.4) caleular Ap° elemento por elemento
(SUBROTINA PRODAX - SUBSTIFF)

.. (2.3.5) decidir quais elementos de Ap® devem ser penalizados,
penalizar e calcular

gama = (Ap°,p°)

.. (2.3.6) calcular o passo inicial

alfa
gama

STEP =

.. (2.3.7} calcular a nova aproximacio
ul = «* + STEP « p°
.. {2.3.8) calcular o novo residuo
' = ' — STEP » Ap°

e (2.3.9) decidir quais elementos da diagonal M que devem ser
penalizados, penalizar para resolver o novo sistema




e {2.3.10) fazer

beta = alfa
cglcula;r
alfa = {r',2)
fazer
beta = 20
beta

w-er {2.3.11) calcular a nova direcio A conjugada

p' = z + betap®

e (2.3.12) calcular o erro relativo (erro) das duas aproximagdes e
o residuo relativo {error)

{r°, %)
{ul,u')

erro = |STEP|

E

error =

{b,%)

fazer teste de convergéncia (ERRO, ERROR < EPS) e finalizar

este processo interno, ou voltar para o passo (2.3.4) com

ud =ul e 0 =pt.

.. (2.2.2) Calcular o erro relativo {(ERRQ) para decisao de término do processo
externo (caso de convergéncia (ERRO < EPSILON)) ou continuagao do

processo: fazendo u’® =w', PENA = (PENA / 10) ¢ voltando ao
passo de (2.2.1).

A figura 7.1 mostra as linhas gerais do algoritmo proposto.
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INICIO

|[ENTRADA DE DADOS]|
\
FORMAGAO DO SISTEMA LINEAR
PELO METODO DOS ELEMENTOS
FINITOS
|'

PARAMETROS PENA (NPENA)
EPS (LIMAX)
EPSILON

l

|APROXIMACAO INICIAL PO(T) = &(I) |

P

[ ]

APO(I*) = APO(I*) + (1/PEN A) PO(I")

ENALIZACAO PARA I*|PO(I") < © ﬂ

CALCULO DA NOVA APROXIMACAO:
P1(I) = MGC P(PO(I))

| PO(T) =

P1(1) |

CRITERIO MGCP SATISFEITO? (EPS) |——— NAO—

l
SIM

[PENA = PENA / 10

PO([) = P1(I)

NAO

| CRITERIO MP SATIFEITO? (EPSILON)

l

FIM
FIGURA 7.1

Linhas gerais do algoritmo proposto.
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7.2 — AS ESTRATEGIAS POSSIiVEIS PARA A IMPLEMENTACAQ DO
'ALGORITMO

Como afirmamos no Capitulo 6, no processo de elaboragao de algoritmos para uso do
Método dos Gradientes Conjugados — M.G.C., para a resolucdo de sistemas gerados pelo
uso do Méiodo dos Elementos Finitos - M.E.F., dois sdo os fatores que norteiam a busca
da eficiéncia: os requerimentos de MEMORIA e os de TEMPO COMPUTACIONAL,
¢ em qualquer direcdo a dimensdo do problema é decisiva. Sendo assim, no que segue
analisamos estes fatores para o problema da cavitagdo na lubrificagio hidrodinamica de

marncais como proposto, sob o ponto de vista de duas estratégias possiveis, aqui denotadas
por EBE-1 e EBE-2.

No caso de problemas “pequencs”, estabelecidos aqui como aqueles com até cerca de
8000 elementos finitos, podemos optar pela estratégia EBE-1, que é a estratégia que re-
quer “muita” memdria, porque armazena todas as submatrizes dos elementos finitos (sem
no entretanto formar a matriz global), que é viavel de ser implementada para executar
nos processadores disponiveis (micro 486 de 16 MB), e consomem tempo computacional
proximo ao gasto pelas estratégias tipicas que exigem a formac3o e armazenamento das
matrizes globais - pelo menos nas suas versdes sequenciais.

Entretanto, no caso de problemas “grandes”, néo se tem como resolvé-los nos mesmos
processadores citados acima, e assim podemos, por exemplo, optar pela estratégia EBE-2,
que é a que ndo requer “muite” memodria (na verdade quase nenhuma}, porque calcula
as submatrizes dos elementos finitos sempre que necessario em cada iteragdo do M.G.C.,
mas que por isto torna-se “muito caro” em termos de consumo de tempo computacional, o
que pode ser melhorado pela exploracio de sua natureza paralela, isto €, se implementada
num ambiente paralelo, tipo uma rede local do mesmo tipo de microcomputadores, agora
como PV.M (Parallel Virtual Machine) instalado.

Além do caso de problemas grandes, nos casos de problemas mais complexos, como
por exemplo os problemas néo lineares, hd de fato a necessidade dos calculos das subma-
trizes do jacobiano, senio a cada iteragio do M.G.C., pelo menos a cada conjunto de um
mimero de iteragoes do método de Newton, o que torna desnecessario o armazenamento
de todas as submatrizes, favorecendo a estratégia EBE-2, principalmente se paralelizada.

Para se ter uma idéia das limitacdes impostas pelos requerimentos de memdria,
“associadas as estratégias tipica, EBE-1 e EBE-2, tomamos como exemplo, uma malha
como NXEL e NYEL elementos finitos nas direces 6 e 2z daqui em diante
denotadas por © ey respectivamente, como:
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NXEL =256; NYEL =32,

daqui em diante denominado tamanho padrio, por ser este o maior tamanho de problema
cujo programa executével pode ser carregado num microcomputador tipo 486 DX 33 de
16 MB de meméria {ram) usual, isto é o disponivel para nosso uso.

Neste caso tem-se um total de

NXEL « NYEL = 8192

elementos finitos; ou no melhor caso (quadrado com 9 nds)

(2 * NXEL+1)(2 + NYEL +1) = 33345

variaveis do problema, o que gera um total de

33345 = 33345 = 1111889025

. posicOes na matriz global.

E claro que para comparar com nossas estratégias EBE-1 ¢ EBE-2 ndo optamos por
formar e armazenar a matriz global cheia, o que corresponderia a necessidade de

(1111889025 * 8)/(1024 * 1024) = 8 483,04M B (1.1)

de memédria 86 para o calculo das submatrizes, e sim, optamos por formar e s6 guardar
os componentes ndo nulos da matriz global, o que significa

33345 *» 25 = 833625

posigdes, correspondendo & necessidade de

(833625 x 8)/(1024 * 1024)=6MB. (7.2)

Como cada elemento finito tem no maximo 9 ndés ou pontos de interpolacdo, corres-
- pondendo a

9%9 =81

posicdes de memdria na sua submatriz, no caso de usar a estratégia EBE-1, isto €, no caso
em que se armazena todas as submatrizes, tem-se um total de
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8102 * 81 = 663552 - E

posicées de memoria, o que corresponde & necessidade de

(663552 * 8)/(1024 % 1024)=5M B (7.3)

de meméria, enquanto no caso de usar a estratégia EBE-2, hd necessidade de
949 =281

posicdes de memoria somente, o que corresponde & necessidade de

(81 * 8)/(1024 * 1024)=0.0006M B!!! (7.4)

de memoria — independentemente da dimensao do problema.

Em compensagio, o requerimento de tempo computacional neste segundo caso, au-
menta de tal forma que torna a estratégia EBE-2 1itil somente no caso de problemas para |
03 quals nao se tem como usar a estratégia EBE-1; e certamente indica que para o caso
de usar a estratégia EBE-2, deve-se optar por sua versio PARALELA.

Na Tabela 7.1 abaixo mostramos o tipo, a capacidade de meméria e a frequéncia de
processamento de alguns processadores “disponiveis” para nosso uso.

magquina rede | meméria (ram) | frequéncia MI'LOPS
SUN SPARC 1 + (IMECC) 8 MB ou 16MB | 50,00 MHz | 2
micro-486 DX 33 1 de 16MB 33,00 MIlz | 0,5
RISC/6000 (cluster; CENAPAD) | 25t | 3 de 32MB 66,70 MHz | 12,7
RISC/6000 (cluster; CENAPAD) [ 36 t | 2 de 64MB 50,00 MHz | 20,72
5P1 (LNCC) 16 62,50 MHz | 125
SP2 (LNCC) 8 67,00 MHz | 266
TABELA 7.1

Especificagdo de alguns processadores disponiveis
(mais informacgdes no http://tassos.cna.unicamp.br
CENAPAD/Informagées/Hardware/bench.html).
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7.3 — A ESTRATEGIA SELECIONADA PARA A VERSAO SEQUENCIAL

Na versdo sequencial, usamos o programa que denominamos EBEMEM, que engloba
a estratégia EBE-1 que, como afirmamos, gasta “muite” MEMORIA porque armazena
as submatrizes dos elementos finitos, mas requer “pouco” TEMPO COMPUTACIONAL,
o qual, por razdes praticas portanto, foi o selecionado para a execucio e obtencio de
resultados para a andlise de influéncia da variagao dos parametros do problema: razao
L/D | rotagao e excentricidade.

Como o algoritmo do Método dos Gradientes Conjugados com precondionador
M.G.C.P. faz parte de um processo interno do método da penalizacdo, pode-se optar,
em cada iteragao do método de penalizacio, e sobretudo nas primeiras, por relaxar na
exigéncia da convergéncia do M.G.C.P. (para que esperar convergir se o resultado do
M.G.C.P. ndo ¢ ainda a solugio final do problema?), o que poderia implicar em gastar
menos tempo computacional mas por outro lado poderia ser anulado pela exigéncia de
um niimero maior de iteragées do método de penalizagiao {0 processo iterativo externo).

Por isso optamos por esperar o M.G.C.P. convergir em todas as iteragoes do Método da
Penalizacao.

No que segue mostramos a estrutura do programa computacional EBEMEN, ela-
borado na linguagem FORTRAN, evidenciamos entre chaves somente as variaveis que

requerem muita memoria, e descrevemos brevemente as suas subrotinas (os detalhes po-
dem ser vistos no relatério Amendola et al {1995)).

O programa computacional do algoritmo criado para o processe iterativo interno
foi validado para um problema simples de equagdo variacional definida em um dominio
periédico e sujeito a condigoes de Dirichlet nulas (ver Amendola et al {1996)).

O programa computacional criado para o processo iterativo externo foi validado para
o problema, de inequagio variacional definido em @ = [—1,1] x [—b,8}:

u e K = {ue Hy(Q); u(z,y) > 0}
(Au—fo—u)y>0,Ywe K

onde

. Pu  u
A = —(@w—yz)

f=a
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cuja a solugdo (conhecida) satifaz a condicio complementar u=u' =0 em NQ ,
onde 2 CQ éaregidode Q onde u=0:

u(z,z) =

1, 1 1 1
—_—— — _ _ —_ —]1 < —_—
67 -|-8x+24 , @0 ={{z,2)/-1<z< 2}

0 L Q={a) -~z Sz}

7.4 - A ESTRUTURA DO PROGRAMA COMPUTACIONAL - VERSAO

SEQUENCIAL

Programa Principal: EBE do EBEMEM

Objetivo: resolugdo do problema de fronteira livre de cavitagao na lubrificagdo hi-
drodinamica de mancais.

Variaveis:

NXMAX = 257; Ndmero maximo de nds na direcio =z
NYMAX = 33: Nimero méaximo de nés na direcio y

NTIM = (2 + NXMAX + 1) # (2 * NYMAX + 1): Numero méximo

de variaveis

NEMAX = (4 x NXMAX « NYMAX)

CX (9, NEMAX): Matriz de coordenadas

CY (9, NEMAX): Matriz de ordenadas

C (2, NTIM): Vetor das coordenadas dos pontos na malha
F (NTIM): Vetor do lado direito

U (NTIM): Varidvel incégnita (pressio do fluido)

DIAG (NTIM): Diagonal da matriz global do sistema
SUB (NTIM)

X INICIAL

X FINAL

Y INICIAL

Y FINAL

EPS: Precisio do método M.G.C.P.

A (3): Pesos na férmula de quadratura de Gauss

T (3): Zeros de polinomio de Legendre

PIG {2,9): Pontos de integragio

JAC (2,3): Jacobiano das transformagoes das mudangas de varidveis
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da integracio Gaussiana

SUBMAT (9,9, NEMAX): Submatriz do elemento

M (9, NEMAX): Matriz de conectividade

INB (NTIM): Vetor que identifica pontos na fronteira
NPI: Nimero de pontos de integracao de Gauss

IEL: Identificacio do tipo de elemento finito

NXNOS: Ndimero de nés na diregio X

NYNOS: Nimero de nés na direcio Y

ITE: Identificagdo do tipo de elemento finito

NXEL: Ndimero de elementos finitos na diregio X
NYEL: Nimero de elementos finitos na direcao Y
[ESI: Identificagio do tipo de transformagio afim
NFT: Nimero de vértices do elemento finito

NTNOS: Nimero total de nés

NTEL: Niimero total de elementos finitos

NVER: Nimero de vértices nos elementos finitos
NXINOS: Nimero de nds internos na direcao X
NYINOS: Nimero de nés internos na diregio ¥
NTINOS: Niimero total de nds internos

NDIM: Numero total de incgnitas

TIPO (4): Identificagio do lado do retangulo que sofre qual tipo de
condi¢ao de fronteira

LIMAX: Numero méximo de iteragoes do M.G.C.P.
IPENA (NTIM): Identificagdo da incégnita quanto a
necessidade ou nao de penalizagio

IPCD: Identificacdo se o processo vai usar ou ndo precondicionador

Subrotinas: (em ordem de chamada no programa principal) do EBEMEM

. LEITURA (IPCD)

. INFOREDE (M, C, CX, CY, NDIM, INB)
M(9, %)
CX(9,#)

CY(9,%)
C(9,%)

.. GAUSSQ (A, T, NPT
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.. QUADRADO (M, IEL, NXEL, NYEL, NTEL, NVER)
M(9, %)

. TRIANGULO (M, IEL, NXEL, NYEL, NTEL, NVER)
M(9,*)

.. GRID (CX, CY, C, INB, ITE, IEL, NXEL, NDIM)

CX(9,%)
{ CY(9,*)

.. REDE (M, NXEL, NYEL, NTNOS, NDIM, NTEL, NVER, IEL, TEF)

M(9,%)

. FORMACAO (M, CX, CY, NTEL, SUBMAT)
CX(9,*)
CY(9,%)

SUBMAT(9,9, )
M(9, #)

.. SUBSTIFF (M, CX, CY, SUBMAT, NEL)

M(9,%)
CX(9,%)
CY(9,%)
... SHAPE (PHI, ITE, IEL, XI, ETA)

.. GRADIENTE (GRAD, ITE, IEL, X1, ETA)

.. TRANSF (GAMA, M, CX, CY, NEL, NFT, X, Y)
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M9, *)
CX(9,*)
CY(9,%)
GAM A(x)

.. JACOB (DGAMA, M, CX, CY, NEL, NFT, JACB, JACBI, DJACB)

M(9, %)
{ CX(9,%)
CY(9,%)

.. ESCALAR (GRAD, JACBI, GRADJI, SCALAR, NVER)

.. ALFA (X,Y)

. SUBLOAD (M, CX, CY, F, NDIM)

M(9, %)
CX(9,+)
cY(9,)
.. SHAPE (GAMA, ITE, 1ESI, XI, ETA)

.. GRADIENTE (DGAMA, ITE, IESI, X1, ETA)
.. TRANSF (GAMA, M, CX, CY, NEL, NFT, X, Y)
.. JACOB (DGAMA, M, CX, LY, NEL, NFT, JACB, JACBI, DJACB)

.. FONTE (X, Y)

. BOUNDLOAD (M, CX, CY, SUBMAT, INB, F, NTEL, NVER, NDIM)

M(9,*)

CX(9,%)
CY(9,*)

M(9,%)
SUBMAT(9,9, %)

66



.. CONTORNO (X, Y, INB)

. BOUNDMAT (M, INB, SUBMAT, NVER, NTEL)

M(9,%)
SUBMAT(9,9, %)

. DIAGONAL (M, SUBMAT, DIAG, NDIM, NVER, NTEL)

SUBMAT(9,9, +)
M(9, *)

. PENALIZA (M, X, B, SUBMAT, DIAG, SUP, SUB, IPENA, NDIM, IPCD)

SUBMAT(9,9, %)
M(9, %)

.. RESIDUO (M, SUBMAT, IPENA, NDIM, X, B, R)

SUBMAT(9,9, %)
M(9, %)

... PRODAX (M, SUBMAT, X, Y, NDIM)

SUBMAT(9,9,+)
M(9,%)

.. SCG (M, X, SUBMAT, PENA, IPENA, NDIM, R, P, AP)
ou

. SCGPCD (M, X, SUBMAT, DIAG, PENA, IPENA, NDIM, R, P, AP)

SUBMAT(9,9, *)
M(9,%)

.. PRODAX (M, SUBMAT, P, AP, NDIM)
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SUBMAT(9,9,)
M(9, )

... PINNER (R, Z, NDIM, ALFA

Agora descrevemos brevemente as subrotinas.

Subrotina: LEITURA (IPCD)

Objetivo: identificar os pardmetros ou dados de entrada:

X INICIAL = 0.0; X FINAL = 2* pi {Dominio na diregio X)

Y INICIAL =b; Y FINAL =-Y INICIAL (Dominio na diregio Y)

TIPO () = { 1%¢% = Z4: CONDIGAO DE DIRICHLET
“1(©sei = 1,3: CONDICAO PERIODICA)

ITE = 1 (ELEMENTO FINITO QUADRADO, SE = 2 O ELEMENTO
FINITO E TRIANGULO)

IEL = 1 (ELEMENTO FINITO COM NUMERO DE NOS IGUAL AO
NUMERO DE VERTICES)

IESI = 2 (TRANSFORMACAO AFIM ISOPARAMETRICA)

NXEL = 256 (NI:TMEROS DE ELEMENTOS FINITOS NA DIRECAO
X)

NYEL = 32 (NUMERO DE ELEMENTOS FINITOS NA DIRECAO Y)
EPS = 1.E-5 (PRECISAQ PARA O M.G.C.P.)

LIMAX = 1000 (NUMERO MAXIMO DE ITERACOES DO M.G.C.P.)
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IPCD = | (PRECONDIONADOR DIAGONAL: SE = 0 SEM
PRECONDICIONADOR)

IPROB = 1 (INEQUAGAO VARIACIONAL)
IAPROX = 0 (A SOLUGAQ INICIAL E O VETOR B)
NPENA = 20 (NUMERO MAXIMO DE PENALIZACOES)

PENA = L.E - 3 (PARAMETRO INICIAL DO PROCESSO DE
PENALIZACAOQ)

EPSILON = 1L.E-4 (PRECISAO PARA O METODO DA
PENALIZACAOQ)

EXC =0.1; 0.5; 0.8; 0,97; 0,98 OU 0,99

. Subrotina INFOREDE (M, C, CX, CY, NDIM, INB)

Objetivo: Gerenciar os calculos necessarios para a formagao da rede de elementos

fnitos.

.. Subrotina GAUSSQ (A, T, NPI)

Objetivo: Especificar os parimetros para a quadratura Gaussiana; NP’I = 3 .

. Subretina QUADRADO OU TRIANGULO (M, IEL, NXEL, NYEL, NTEL,
NVER)

Objetivo: Especificar o tipo de rede (nimero de vertices em cada elemento =
NVER), construir a matriz [M] de conectividade pela enumeracao dos nds da rede;
construir a matriz {PIG] que define os pontos de integragio no elemento padrio e

construir a matriz [JAC] que contem os jacobianos das transformacdes das mudancas
de variaveis da integracio Gaussiana.

.. Subrotina GRID (CX, CY, C, INB, ITE, IEL, NXEL, NDIM)
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Objetivo: Calcular as coordenadas dos nds da rede: construir a matriz {C}; calcular
as matrizes de coordenadas [CX] e [CY] (para o caso periddico); identificar os 1nds
que estdo na fronteira: construcdo do vetor INB(I) (para o caso periddico INB (I)

= () para os pontos interiores).
. Subrotina FORMAGAO (M, CX, CY, NTEL, SUBMAT)

Objetivo: Gerenciar o cdlculo das submatrizes [SUBMAT] pela subrotina SUBS-
TIFF elemento por elemento.

. Subrotina SUBSTIFF (M, CX, CY, SUBMAT, NEL)

Objetivo: Calcular a transformacio afim; construir as submatrizes [SUBMAT].

.. Subrotina SHAPE (PHI, ITE, IEL, XI, ETA)

drado) padrio: [PHKD)].

Objetivo: Estabelecer as fun¢des de base no elemento padrae (tridngulo ou qua-

... Subrotina GRADIENTE (GRAD, ITE, IEL, XI, ETA)
Objetivo: Calcular o gradientes das fungoes de base no elemento padréo (tridngulo
ou quadrado): [GRAD (1,J)].

... Subrotina TRANSF (GAMA, M, CX, CY, NEL, NFT X, Y)

Objetivo: Calcular a transformacio afim que relaciona o elemento real com o cle-
mento padrao; (GAMA ¢ a fungio de base PHI).

... Subrotina JACOB (DGAMA, M, CX, CY, NEL, NFT, JACB, JACBI,
DJACB)

Objetivo: Calcular o jacobilano da transformagao [JACB]; calcular o determinante

do jacobiano [DJACOB] e calcular o inverso do jacobiano [JACBI];, (DGAMA éo
gradiente).

.. Subrotina ESCALAR {(GRAD, JACBI, GRADJI, SCALAR, NVER)
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Objetivo: Calcular o produto escalar dos gradientes [SCALAR (I)].

... Funcdo ALFA (X,Y)
Objetivo: Definir ALFA = (1+ exccos z)>.
. Subrotina SUBLOAD (M, CX, CY, F, NDIM)

Objetivo: Construir o vetor do lado direito [F|; elemento por elemento.

.. Fungdo FONTE (X, Y)

Objetivo: Definir o vetor F(X, Y) = 0,1175 * exc * sen (X).
. Subrotina BOUNDLOAD (M, CX, CY, SUBMAT, INB, F, NTEL, NVER, NDIM)
Objetivo: Colocar, elemento por elemento, a condigao de fronteira essencial no vetor

do Tado direito.

.. Funcao CONTORNO (X, Y, INB)

Objetivo: Definir a condicao de Dirichlet.

. Subrotina BOUNDMAT (M, INB, SUBMAT, NVER, NTEL)

Objetivo: Colocar, elemento por elemento, a condicdo de fronteira essencial nas
submatrizes dos elementos.

. Subrotina DIAGONAL (M, SUBMAT, DIAG, NDIM, NVER, NTEL)

Objetivo: Calcular e armazenar a diagonal da matriz global.

. Subrotina PENALIZA (M, X, B, SUBMAT, DIAG, SUP, SUB, IPENA, NDIM,
IPCD)

Objetivo: Proceder o processo de penaliza¢io como um processo iterativo externo

do método pela subrotina SCG ou SCPCD: determina aproximagado inicial penali-
zada X.
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. Subrotina RESIDUO (M, SUBMAT, IPENA, NDIM, X, B, R)

Objetivo: Calcular o residuo.

.. Subrotina PRODAX (M, SUBMAT, X, R, NDIM)
Objetivo: Calcular o produto R = AX.

. Subrotina SCG (M, X, SUBMAT, PENA, IPENA, NDIM, R, P, AP)

ou

SCGPCD (M, X, SUBMAT, DIAG, PENA, IPENA, NDIM, R, P, AP)

Objetivo: Resolver o sistema pelo método dos gradientes conjugados com ou sem
precona cionador respectivamente, para o que precisa do produto de matrizes por
vetores, o que e realizado na subrotina PRODAX.

.. Subrotina PINNER (R, Z, NDIM, ALFA)
Objetivo: Calcular o produto interno (ALFA = LR,Z)

.. Subrotina PRODAX (M, SUBMAT, P, AP, NDIM)

Objetivo: Calcular o produto de matriz por vetor (pela estratégia EBE).

7.5 — A ESTRATEGIA SELECIONADA PARA A VERSAO PARALELA

Para elaborar a versdo paralela, partimos de uma outra versiao do programa se-
quencial que denominamos EBEPAR, que ji engloba a estratégia EBE-2, para nos
familiarizarmos com a esiratégia e melhor identificar as tarefas concorrentes, para poste-
rior uso da mesma no P.V.M., cuja versio denominaremos EBEPVM.

Lembramos que o ambiente paralelo P.V.M., disponivel no CENAPAD/SP - UNI-
CAMP, permite atualmente o uso de até 16 processadores, cada um com sua propria
memoria, € que o programa computacional que explora este ambiente deve de fato cons-
tar de 2 programas computacionais: um programa elaborado para um dos processadores
que, além de poder realizar as tarefas sequenciais, deve gerenciar a distribuigao das ta-
refas computacionais independentes, denominado programa “mestre”; e outro programa
elaborado para os demais processadores, que realizarao, de fato, as tarefas computacio-
nais independentes, denominado programa “escrave”. Ambos os programas devem conter
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mnstrugbes especificas para o uso do ambiente P.V.M., em particular as instructes de de-
claracio do uso do ambiente e as instrugdes de comunicagio (envio e recebimento de dados
e de resultados de célculos). Além disto, um arquivo executavel especifico, que permite a
compilacio destes dois programas, deve ser elaborado para gerar o programa executavel
e, naturalmente antes de executar o programa deve-se configurar as maquinas / proces-

sadores que pretende-se usar (informagdes mais especificas podem ser vistas na apostila
do curso P.V.M.: Kusel et all (1995)).

As linhas gerais do algoritmo de cada um dos programas “mestre” e “escravo” pode
ser observado nas figuras 7.2-a e 7.2-b na pégina seguinte.

Neste caso, tem-se ainda que estabelecer uma metodologia para a divisdo das tarefas
concorrentes que serao realizadas em paralelo nos processadores “escravos”; isto é, definir

o tamanho do lote, que é uma parcela de mimero total de tarefas concorrentes, que deve
ser enviada para cada um dos processadores escravos.

Uma idéia é definir o lote, como o nimero total das tarefas concorrentes dividido
pelo numero de processadores que vao ser usados; e enviar tais lotes aos processadores
escravos simultaneamente. Outra idéia ¢ analisar o efeito do tamanho do lote, pois o
tamanho do lote é fator determinante para o desempenho do algoritmo quando usado em
uma rede heterogenea de processadores: a definicao de um lote muito pequeno terd como
consequéncia um tempo de comunicagdo muito grande, enquanto que a definigao de um
lote muito grandc terd como consequéncia o insucesso em reduzir o tempo de espera por
mais lotes dos processadores mais rdpidos. A determina¢do do tamanho do lote 6timo é
complexa, visto que esse tamanho é fungio das caracteristicas dos processadores em uso.
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INICIO
|

DECLARA USO DO P.V.M.

(INCLUI BIBLIOTECA DO P.V.M.)

r
LE OS DADOS DE ENTRADA

I
[INICIALIZA O P.V.M. |

!
DISTRIBUI OS DADOS PARA 0S ESCRAVOS |

l
CHAMA AS SUBROTINAS SEQUENCIAIS

|
[CHAMA A SUBROTINA PARALELIZADA |

|
FAZ CALCULOS SEQUENCIAIS

|[ENVIA LOTES* PﬁIRA 0S ESCRAVOS |

[RECEBE 0S RESULTADOS DOS ESCRAVOS |
|
FAZ CALCULOS SEQUENCIAIS

I

1—NAO——{VERIFICA SE E O FIM DO PROCESSO

[IMPRIME RESULTADOS |

[FINALIZA O P.V.M. |

FIM

FIGURA 7.2-a

Linhas gerais do algoritmo do programa mestre.
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INICIO
|DECLARA USé) DO PV.M. |
lINICIAle:o PVM. |
IRECEBE 08 DA]:)OS DO MESTRE |

FAZ 0S CALCULOS SEQUENCIAIS

|RECEBE O LOTE* ESTABELECIDO DO MESTRE |
]
[EXECUTA A TAREFA PARA O LOTE |
i
[ENVIA OS RESULTADOS PARA O MESTRE |

NAO™]VERIFICA SE E O FIM DO PROCESSO

FIM

FIGURA 7.2-b

Linhas gerais do algoritmo do programa escravo.
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7.6 — A ESTRUTURA DO PROGRAMA COMPUTACIONAL - VERSAO
PARALELA

7.6.1 ~ VERSAO (SEQUENCIAL) PARALELIZAVEL

A versaio EBEPAR se mostra diferente da original EBEMEM essencialmente na
forma de armazenar as variaveis. Isto pode ser visto na estrutura do programa computaci-
onal que segue, onde evidenciamos entre chaves somente a diferenca deste armazenamento
nas variaveis das subrotinas do mesmo nome ja usadas na versao sequencial original EBE-

MEM. Este sera o programa sequencial usado para andlise da performance do programa
paralelo.

Em seguida a estrutura, descrevemos os objetivos das subrotinas incluidas nesta
Versao.

Subrotinas (em ordem de chamada no programa principal) do EBEPAR:
. LEITURA (IPCD)

. INFOREDE (NDIM)

. SUBLOAD (F)

{ C(2,9) # CX(9,+),CY(9,%)
M(9) # M(9, )

DO NEL = 2, NTEL
.. COLUMAM (NEL, NFT, M)

.. COORDC (NEL, M, C, NFT)

Lo

... COORD (IND, X, Y)
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.. SHAPE (PHI, ITE, IEL, XI, ETA)
.. GRADIENTE (GRAD, ITE, IEL, XI, ETA)
.. TRANSF (GAMA, C, NEL, NFT, X, Y)

0 # M(9,%)
{ C(2,%) # CX(9,%),CY(9,%)

.. JACOB (DGAMA, M, CX, CY, NEL, NFT, JACB, JACBI, DJACB)

0 # M(9,*)
{ C(2,%) # CX(9,%),CY(9,*)

.. FONTE (X, Y)

END DO

. BOUNDLOAD (F, DIAG, NDIM)
SUBMAT(9,9) # SUBMAT(9,9,+)
C(2,9) # CX(9,+),CY(9,%)

M(9) #£ M(9,%)
INB(9) # INB(»)

DO I =1, NTEL

.. COLUMAM (I, NVER, M)
{M(9)

.. COORDC (I, M, C, NVER)

(ot

... COORD (IND, X, Y)
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.. INBC (M, INB, NVER)
M(x)
INB(*)

... INBE (IND)

.. SUBSTIFF (C, SUBMAT, I)

C(2,%)
0 £ M(9,%)

.. SHAPE (PHI, ITE, IEL, XI, ETA)
.. GRADIENTE (GRAD, ITE, IEL, XI, ETA)
.. TRANSF (GAMA, C, NEL, NFT, X, Y)
.. JACOB (DGAMA, C, NEL, NFT, JACB, JACBI, DJACB)
... ALFA (X, Y)
.. CONTORNO (X, Y, ILD)
DIAG(*)

END DO

. PENALIZA (X, B, DIAG, IPENA, NDIM, IPCD)

0 # SUBMAT (9,9, )
0 # M(9,%)

. SCGPCD (X, B, DIAG, PENA, IPENA, NDIM, R, P, AP)

{0 # SUBMAT(9,9,+)
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.. PRODAX (P, AP)

0 # M(9,x)

{ SUBMAT(9,9) # SUBMAT(9,9,+)
C(2,9)

DO =1, NTEL

... COLUMAM (I, NVER, M)

.. COORDC (I, M, C, NVER)

... INBC (M, INB, NVER)

.... SUBSTIFF (C, SUBMAT, I)

... BOUNDMAT (INB, SUBMAT, I, NVER)

END DO
Descrigao dos objetivos das subrotinas incluidas na verséo EBEPAR:

Subrgtina COLUMAM (I, NVER, M)

Objetivo: Esta subrotina enumera os vértices de cada elemento 1, para a matriz de
conectividade M; NVER é o nimero de vértices do elemento finito.

Subrotina COORDC (I, M, C, NFT)

Objetivo: Esta subrotina calcula as coordenadas z e y dos vértices do ele-
mento a partir das coordenadas de um dos vértices de cada elemento pela subrotina
COORD para M(I); NFT é o niimero de vértices do elemento finito.

Subrotina COORD (IND, X, Y)
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Objetivo: Esta subrotina calcula as coordenadas dos vértices dos elementos; IND
€ a numeracao global do elemento.

Subrotina INBC (M, INB, NFT)

Objetivo: Esta subrotina procura em cada elemento de vértices M(7),e =1, NFT
os vertices que estdo na fronteira ou no interior com a chamada da funcdo INBE.

Funcédo: INBE (IND)

Objetivo: Esta funcdo separa os nds que estdo nos extremos do cilindro (faces 2 e
4}, e 0s que estdo no interior.

7.6.2 - VERSAO PARALELIZADA

A partir da versio paralelizivel EBEPAR, temos a estrutura da versio paralelizada
EBEPVM que, como pode ser apreciado, é essencialmente a mesma, mas é bastante com-
plexa no que é paralelizado. Esclarecemos que somente a subrotina PRODAX é que foi
paralelizada por ser a que consome mais tempo computacional. O objetivo das subro-
tinas do P.V.M. introduzidas (todas que comecam com P.V.M.F.) segue a definigio das

mesmas, € a descrigdo detalhada de suas fungdes podem ser vistas no manual do P.V.M.
(Geist et al (1994)).

PROGRAMA PRINCIPAL DO PROCESSADOR MESTRE

. DECLARACAO DE QUE O PROGRAMA USA O PVM

. VARIAVEIS ADICIONAIS ESPECIFICAS PARA O USO DO PVM

HTID: identificacdo do processador mestre

NTID: identificacdo do processador escravo

LOTE: parcela de elementos finitos destinada aos processa-
dores escravos

ELREC: niimero de elementos finitos recebidos pelo processa-
dor escravo
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. LEITURA (IPCD, LOTE)

. CHAMAPVMM (HTID, NTID, LOTE)

.. PVMFMYTID (HTID}): registra o processo no PVM com a identificagdo
HTID.

.. PVMFSPAWN (‘CHICO’, PVMDEFAULT, INPROC, INTID, INFO): faz
funcionar os programas nos processadores INTID escravos; ‘Chico’ sera
o executavel de cada INTID escravo.

.. PVMFINITSEND ( ): prepara para enviar os dados de entrada para o
processador escravo.

.. PVMFPACK ( ): empacota os dados de entrada.

.. PVMFMCAST (NPROC, INTID, INFO): distribui os dados de entrada
para 08 NPROC = INTID processadores escravos.

. INFOREDE (NDIM)

. SUBLOAD (F)
. BOUNDLOAD (F, DIAG, NDIM)

. PENALIZA (U, F, DIAG, IPENA, NDIM, IPCD)
.. RESIDUO (IPENA, NDIM, X, B, R)

... PRODAXM (X, R)

-M(9)
X(*)
R(*)
£(9)
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.. SCGPCD (X, B, DIAG, PENA, IPENA, NDIM, R, P, AP)

.. PRODAXM (P, AP)

M(9)
P(x)
AP(x)
£(9)

DO k = 1, NPROC

.... ENVIAM (NTID (k), PRIMEL, LOTE, X): gerencia o envio

para os processadores escravos o primeiro elemento PRIMEL
de um lote.

..... PVMINITSEND ( ): prepara para enviar dados de M e

X do elemento para os processadores escravos.
..... TAM = MIN (LOTE, NTEL - PRIMEL)
..... DO i=1, TAM
...... PRIMEL = PRIMEL + 1
...... PVMFPACK (INTEGER 4, PRIMEL, i, 1, INFO)
...... COLUNAM (PRIMEL, NVER, M}
...... PVMFPACK (INTEGER 4, M, NVER, 1, INFO)
DO j=1,NVER
...... PVMFPACK (REAL 8, X {M({J), 1, 1, INFO)

END DO
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..... PVMFSEND (ESCRAVO, 14, INFO): envia dados

de M e X do lote para os processadores escravos.

END DO
END DO

.... DO ELREC < NTEL

... PVMFRECYV (-1, 13, INFO): recebe os resultados dos calculos

realizados pelos escravos.
.... PVMFUNPACK ( ): desempacota dados.
. DO i=2TAM

..... PVMFUNPACK ( ); desempacota resultado parcial
para fazer o cdlculo global do produto.

.. END DO

.. ELREC = ELREL + TAM

.. ENVIAM (PROC, PRIMEL, LOTE, X)
.. END DO

.. PINNER (P, P, NDIM, ERRO)

. TERMINA PYMM (NTID)

DO I=1, NPROC
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.. PVMFKILL (NTID (i}, INFO): finaliza os processos nos processadores

escravos.

END DO

.. PYMF (XIT(): finaliza o PVYM

FIM DO PROGRAMA PRINCIPAL DO MESTRE.

PROGRAMA PRINCIPAL DOS PROCESADORES ESCRAVOS

DECLARAGAO DE QUE O PROGRAMA USA O PVM
X(9),Y(9), M(9)

. CHAMAPVMS (MYTID, HTID, NTID, LOTE)

.. PVMFMYTID (MYTID): reconhece a identificagio MYTID deste
processador escravo.

.. PVMFPARENT (HTID): reconhece a identificagdo do processador
mestre.

.. PVMFRECV (HTID, 1, INFO): recebe os dados de entrada do processador

mestre.
.. PVMFUNPACK ( }: desempacota os dados de entrada recebidos.

. INFOREDE (NDIM)

. PYMRECYV (HTID, 14, INFO): recebe os dados para os calculos dos produtos do
processador HTID mestre.
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. PVMFUNPACK ( }: desempacota estes dados recebidos.

. PYMFINITSEND ( ): prepara para empacotar e enviar os dados
dos cdlculos do produto para o processador mestre.

. DO 1=1,TAM

.. PVMFUNPACK ( ): desempacota dados para os cdlculos do produto.

- PRODAX 5 (KONT, X, Y, M): realiza o produto para o elemento KONT

X(),Y (%)
SUBMAT(9,9)
C(2,9), M(9), IN B(9)

.. COORDC (KONT, M, C, NVER)

.. INBC (M, INB, NVER)

... SUBSTIFF (C, SUBMAT, KONT)

.. BOUNDMAT (INB, SUBMAT, KONT, NVER)

.« PVMFPACK ( ): empacota os resultados.

. END DO

.. PVMFPARENT (HTID): reconhece HTID para enviar os resultados do
lote para o processador mestre.

.. PVMFSEND (HTID, 13, INFO 2): envia o que empacotou para o proces-
sador mestre.

. FIM DO PROGRAMA PRINCIPAL DO PROCESSADOR ESCRAVO.
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7.7 - METODOLOGIA PARA ANALISE DA PERFORMANCE ( “Speedup”)

Segundo o que ja citamos no Capitulo 6, a medida original da performance de algorit-

mos paralelos, denominada “speedup”, aqui denotada por S(np), pode ser estabelecida
como:

(1)
T{np)
onde np éondmero de processadores usados, T(np) é o tempo gasto na realizacdo da

tarefa computacional usando np processadores e T(1) é o tempo gasto na realizagao

da mesma tarefa usando um udnico processador mas segundo a “melhor” implementagio
sequencial possivel.

S{np) =

Agora, observando que o tempo requerido para realizar uma tarefa depende do
numero de operagdes envolvidas o qual, por sua vez, depende da dimensio do problema,
conclui-se que uma formulagfio mais completa de “speedup”, deve levar em conta a di-
mensdo do problema; para tanto pode-se estabelecer:

o 73

onde n ¢é a dimensdo do problema. No caso ideal, é claro que o “speedup” ¢ igual ao
numero de processadores, isto é

S(n,np) = np

mas, na pratica, justamente devido a paralelizagao S(n,np), é menor que np pois neste
caso hd a inclusdo do tempo gasto com outras tarefas como por exemplo o tempo gasto

no preparo e na troca de informagdes entre os processadores. A medida da otimalidade
do “speedup” é a eficiéncia E:

medidas que foram citadas em Amendola & Kusel, {1993).
Plotando o “speedup” em fungdo do nimero de processadores, usualmente se observa
que o mesmo se afasta cada vez mais do ideal mas sempre crescendo até que estabiliza ou

comeca a diminuir em funcio do tempo gasto com comunicacéo.

Uma medida mais precisa deve ser como a definida em Carmona & Rice, (1991) que,
por ser tedrica nao usamos.
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8. RESULTADOS NUMERICOS

8.1 ESTABELECIMENTO DOS PARAMETROS DO PROBLEMA

No processo de decisio dos parametros de convergéncia dos métodos iterativos: in-
terno M.G.C., e externo M.P., deve-se observar, em primeiro lugar a dimenséo do pro-
blema, isto é o mimero de varidveis, o que se tem em fungio do nitmero de elementos

finitos que se quer usar no dominio espacial. Este mimero depende da capacidade do
processador disponivel.

No caso geral, como mostramos na tabela 7.1, temos disponiveis processadores de
16M B, para o problema em estudo, de mancal finito, como por exemplo, e para o caso
b=10,56<1 (b= L/D), onde os comprimentos LX e LY , nasdirecdes z e y
do dominio obtido do corte do cilindro sio:

LX = 6,2832

LY =1,0 (LY =2,0 ou LY =3,0),

temos um dominio retangular de comprimento cerca de seis (trés ou duas respectivamente)
vezes a largura. Em primeiro lugar, podemos combinar os espagamentos hz e Ay
dos pontos da malha nas diregdes z ey respectivamente como

hz = hy

para obter um elemento finito regular, e entdo estabelecer a precisdo do M.E.F.

Sendo assim, considerando, por exemplo, a combinagéo de

he = LX/256

=245 x le—?2
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hy = LY/32

= 3,1xl.e—2 (6,2%l.e—2 ou 9,3x1.e—-2)

isto €, tomando a discretizacio do dominio com

NXEL =256

NYEL =32
elementos finitos nas diregbes = ey respectivamente, geramos um problema com

257 * 33 = 8481

varidveis. Assim a precisio do M.E.F. associada é h#**2 , onde h = hz = hy = l.e—2,
e

hxs2 =1.e—4

De acordo com o algoritmo 7.1, agora faz sentido tomar EPS, a precisio do M.G.C.,
~ isto é permitir como critério de parada do M.G.C. o erro relativo de duas aproximacoes
sucessivas ou o residuo da aproximagao atual do M.G.C. da ordem de:

EPS=1e—-5

valor que, por ndo ser muito alto, sugere que o M.G.C. aplicado em cada iteragio do M.P.
talvez nao seja tao caro, como observado anteriormente.

Isto posto, pode-se tomar PENA, o primeiro pardmetro de penalizagao por exemplo
da ordem de

PENA=1e-3

e em fungao da ordem dos parametros até entao exigidos, tomar EPSILON, a precisao do

M.P., da ordem de
EPSILON =1le—4
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ou permitir, como critério de parada do M.P., no maximo
NPENA=20

iteragdes; sendo em qualquer caso PENA dividido por 10 a cada iteragio.

Na tabela 8.1 que segue, mostramos o conjunto de pardmetros usados nos critérios
de parada dos processos iterativos, obtidos em fungde da dimenséo do mesmo.

NXEL X NYEL || EPS PENA || EPSILON
256 x 32 le—5(le—3i1le—4

TABELA 8.1

Conjunto de parametros do problema em fungéo da dimensdo do mesmo.

8.2 — ANALISE DO EFEITO DO USO DE METODOS

8.2.1 - O EFEITO DO M.G.C. COM OU SEM PRECONDICIONADOR

A partir da observagio do grande ndmero de iteracdes do M.G.C. e de seu aumento,
- em fungido de maiores valores de razio de excentricidade, como pode ser observado na
segunda coluna da tabela 8.2, na pigina que segue, para o caso investigado de

257 33 = 8481

variaveis, notamos que no caso de maior razio de excentricidade, em que exe= 0,97 |
n&o ocorre convergéncia em até 8000 iteragoes, enquanto no caso de ezc = 0, 8, somente

na primeira iteracio do M.P. sdo necessarias 2777 iteragtes do M.G.C., que represenia a
performance P < 100%

P = Numero de iteragbes/Nimero de varidveis

_ de
P=27177 ] 8481 = 32%

implementamos o M.G.C.P..
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Foi escolhido o precondicionador diagonal porque este precondicionador também
explora a estratégia clemento por elemento. Neste caso o valor médio do mimero de
iteragoes do M.G.C.P. em cada iteracio do M.P., quase que independentemente do valor

da razdo de excentricidade é de 130, sendo o valor miximo de 140, o que representa no
pior caso a performance

P = 140/8481%1,6%

e o que, portanto, mostra boa performance do precondicionador.

O precondicionador de Hughes, descrito no anexe 1 deste trabalho, foi estudado para
posterior implementacio ja que explora a estratégia elemento por elemento mas nao foi
implementado pois, como acabamos de verificar, para o problema focado o precondicio-
nador usual-diagonal mostra resultados suficientemente bons.

Notamos ainda que nos casos do uso do precondicionador, o numero de iteragoes do
M.P. diminui com o aumento da excentricidade como mostra os nimeros entre parenteses
na segunda coluna da Tabela 8.2

Numero de 1teragoes

EXC M.G.C. M.G.C.P. (M.P.)
0.1 350 (16) 130(16)
0.3 450 (15) 140(15)
0.5 700 (15) 120(15)
08 2777 (1) 130(12)

0.97 néo converge 130(7)

TABELA 8.2
Ntmero de iteragoes dos métodos M.G.C. (M.P.) e M.G.C.P.(M.P.} em fungdes de
alguns valores de razao de excentricidade: andlise do efeito do precondicionador
diagonal; caso b= 0, 5.
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8.2.2 - EFEITO DO METODO DE PENALIZAGAO COMO PROCESSO
. ITERATIVO OU COMO PROCESSO DE PROJECAQ

Uma vez estabelecidos os parametros do problema, como mostramos na tabela 8.1,
pode-se observar criteriosamente a diferenga do uso do M.P. como um processo iterativo,
comecando com PENA = l.e —3 e exigindo a convergéncia do M.P. com preciséo
EPSILON = l.e—4 , ou como um processo de projegio, exigindo somente uma iteracio

tomando PENA = l.e —11 , que é o valor observado no processo anterior para o
experimento selecionado com ezec=0,97.

As figuras 8.1 e 8.2 nas préximas paginas mostram os erros relativos pontuais Ey
e Ez

Ey, Ez = (Pmi — Pmp)/Pmi

para Pmi sendo a solugdo no caso iterative e Pmp no caso de projegdo, em cortes
em z=pi eem y=0 respectivamente. Notamos que o maximo, maz(Ey)

maz(Ey) = (Pmi — Pmp)/Pm: = 0,015 = l.e—2

ocorre em y =0 e é simeiricamente distribuido, enquanto Ez estd concentrado na
interface da regido de cavitacio; e o méximo, maz(Fz)

maz(Ez) = (Pmi— Pmp)/Pmi = 0,03 = l.c—2

ocoITe em & = .

Estas observacdes mostram que ambos 0s erros sdo grandes se comparados com a
precisao do método iterativo (seria pequeno se pelo menos da mesma ordem da precisao
do método: EPSILON = l.e —4), e a consequente necessidade do processo iterativo
para “ ajustar” a solugio na interface da regido de cavitacio, pois o processo de projegao
gera uma resposta que nao satisfaz a condigio de derivada nula na interface (isto é nido
satifaz a condigao de Reynolds), pelo menos para altos valores da razao de excentricidade
pois, no caso de valores médios, como por exemplo ezxec=10,5 , observa-se na figura 8.3
mais adiante, que

maz(Ez) = le—4

que pode ser considerado aceitavel.
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FIGURA 8.1 (corteem z =7}
Erro relativo pontual: analise do efeito do método da penalizacdo como processo
iterativo ou como processo de projegao; caso exc = 0,97 e b=0,5.
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0.005

FIGURA 8.2 (corte em y =0) o
Erro relativo pontual: andlise do efeito do método da penalizagao como grgcesso
iterativo ou como processo de projecao; caso €IC= 0,97 e b=10,5.
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x 10

FIGURA 8.3 (corte em y = 0)
Erro relativo pontual: analise do efeito do método da penalizagao como processo
iterativo ou como processo de projegao; caso eI = 0,5 e b=10,5.
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8.3 - ANALISE DE RESULTADOS EM FUNGAO DOS PARAMETROS DO
PROBLEMA

8.3.1 - INTRODUCAO

Trés parametros foram investigados:

rotacao =w
razio comprimento/diametro =b= L/D,
razao de excentricidade = exc.

8.3.2 — ANALISE DO EFEITO ROTACAOQO

Para o modelo considerado, o fato de a rotagio ser maior ou menor altera, somente
e exatamente na mesma proporgao, a magnitude da solugio, isto é a solugio é linear em

w. Isto porque w ¢é um pardmetro que atua somente no termo FONTE (X, Y), do lado
direito da equagao; onde

Fator Fonte = (6.* mi x (D * D)}/(FD % FD))/po =0,1175

FONTE (X, Y) = Fator Fonte * w % ezxc * sen(z); z em (0,2pi)

e onde Fator Fonte foi calculado para a seguinte escolha de parametros (extraidos de

Duarte Jr. (1989)):
w = 40 * 2pifs — 1]
exc varia de 0 (cilindros concéntricos), a 1 (cilindro em contato)
mi: = viscosidade de fluido = 0.001[Pa * s]
D = didmetro do mancal = 0.01[m]
FD = folga diametral = 0.000112[m]

po = pressio atmosférica = 102300[Paq]
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8.3.3 — ANALISE DO EFEITO RAZAO DE EXCENTRICIDADE

Por outro lade, a variagao da razio de excentricidade exc , no intervalo (0.0;0,97)

altera a solugdo pois atua no lado esquerdo da equagio, como fator multiplicativo nas
integrais duplas, como

ALFA(X,Y) = (1. + exc * cos(z))#** 3; x em (0,2pi).

Q valor 0,97 na prética representa o contato dos dois cilindros do mancal devido a
rugosidade dos mesmos; por isto foi o major valor tomado nos experimentos.

Esta alteracdo da solugdo pode ser observada quando fazemos “ezc” variar como
exc=10,1; 0,3; 0,5, 0,8 e 0,97;

obtemos, além de valores da pressao hidrodindmica do fluido cada vez maiores (mostrando
fisicamente o esforco maior do fluido para atravessar uma regido mais estreita entre os
dois cilindros), a mudanca na sua forma geométrica que é cada vez mais comprimida e
arrastada para a interface da fronteira livre, confirmando o efeito cunha como pode ser
~ visto nas figuras 8.4 e 8.5 nas préximas piginas.

A partir desta observagdo da forma geométrica da solugdo, que mostra cada vez mais
alta a variagdo dos valores de pressio do fluido com relagio a z, {(dp/dz; =z entreQe
2pt), para valores cada vez maiores da razio de excentricidade, constata-se a origem do
_ problema numérico gerado e discutido anteriormente: o mau-condicionamento.

O mau-condicionamento € do sistema linear cujos elementos sdo obtidos a partir
desta valores, e numericamente se mostra pelo grande nimero de iteracdes necessario
para a convergéncia do M.G.C., como mostramos na segunda coluna da tabela 8.2.

A forma geométrica da solugdo da pressao hidrodinamica do fluido também mostra
seus efeitos numéricos na maneira como ocorre a convergéncia do M.G.C. : pelo residuo

(l.e — 5) , s6 com erro relativo bem menor (l.e — 10} ; isto é, convergéncia pelo erro
relativo.
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1.036
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1.028
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1.024}

1.022 ' ' : I ! J .
0

FIGURA 8.4 (corteem y = U_) . ]
Distribuicio da pressao do fluido em fungao das excentricidades 0,1,0,3 e 0,5 e
para b=20,35.
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ﬂ0,97

Distribuicio da pressio do fluido em funcdo das excentricidades 0,8 e 0,97 e para

FIGURA 8.5 (corte em y = 0)

b=0,5.
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8.3.4 - ANALISE DO EFEITO RAZAO b=L/D

Finalmente, analisando o fator L/D , que determina se o mancal é mais ou me-
nos longo para um D estabelecido, nota-se uma variacio da extensido da regido de
cavitagdo, como pode ser visto na figura 8.6 na préxima pagina. Assim, da variacdo de
menor para maior razao LD , para o experimento com exc=10,5 , nota-se uma

diminuigdo da extensdo da regido de cavitacio, como consequéncia do aumento da pressio
hidrodinamica do fluido.

O nidmero de iteracdes dos métodos e M.G.C.P. (M.P.) em funcio da alguns valores

da razdo de excentricidade e para a razao L/D variando podem ser vistos na tabela
8.3 que segue:

EXC b=

0,2 0.5 1.0 1.5
0.1 130(16)  147(15)  123(19)
0.3 140(15)  143(15)  123(20)

0.5  120(8) 120(15) 150(15) 120(21)

0.8 140(12)  140(16)  115(21)
0.97 130(7)  140(4)  140(15)
TABELA 8.3

Ntumero de iteragoes do M.G.C.P.{M.P.) em fung¢do de alguns valores de razio de
-excentricidade: andlise do fator b= L/D.

Foram tomados estes valores para a variacdo de & porque sdo estes que caracteri-
. zam os mancais finitos, isto é, os valores de & bem menores que 0,2 e bern mailores que
1,0 representam os mancais infinitamente curtos e infinitamente longos respectivamente.

De fato, somente para a combinacao de valores de b menores que 0,2 com pequenos

valores de razao de excentricidade (até cerca de 0,6) € que a teoria de Ockvirc poderia ser
aplicada com precisdo (D. Duarte, (1996) comunicagio pessoal).
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FICURA 8.6 (corte em y = 0) *
Variagio da extensio da regido de cavitagio em fungio de valores diferentes da razio
b=L/D eparaocaso exc=0,9
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8.3.5 — OBSERVACAO:

Lembramos que devido a restricdes ifsicas, a pressio p do fiuido nio deve ser
inferior & pressdo atmosférica, isto é

p > po
onde
po = 1032 mb = 102300 Pa

(dado fornecido como a pressao atmosférica média padrio), e entao

p=p/po > 1

p=r—-1 >0
é a variavel para a qual resolvemos numericamente o problema.

Sendo assim, apds obter a solu¢io numérica adimensional do problema devemos fazer
o retorno para a solugdo real incluindo no programa a transformacao:

p:(ﬁ-}- 1) * po.

A figura 8.7 que segue mostra a solugao real, no dominio de defini¢do do problema,
parao caso exc=0,1 e b=0,5.
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FIGURA 8.7

Solugdo real para o caso exc= 0,1

>

h=0,

€
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8.4 - ANALISE DA PERFORMANCE DO PROGRAMA PARALELO
8.4.1 - INTRODUCAO

A instrugio TIMEX inclusano arquivo executavel do programa. fornece as seguintes
medidas de tempo em segundos gasto pelo programa como mostra a tabela 8.4 que segue:

REAL

USER

SYS

TABELA 8.4
Medidas de tempo gasto pelo programa via o comando TIMEX.

onde: REAL € o tempo total gasto pelo programa para carregar, executar e terminar,
incluindo o tempo de CPU do processador mestre mais o tempo de CPU do

processador escravo mais demorado, mais os tempos de comunicacio “eoverhead” e
de espera;

USER é o tempo de CPU que o processador mestre gasta para executar o pro-
grama;

[ p]

YS é o tempo de CPU do sistema {quando grande, por exemplo, indica que
as maquinas estdo sobrecarregadas);

e a instrugdo MCLOCK no programa mestre ou sequencial, fornece o tempo total gasto
pelo processador mestre em cada subrotina.

Estas sdo as tnicas medidas que temos para avaliar o “Speedup” ou a performance
do algoritmo paralelo em funcao dos pardmetros lote, NPROC QTY e KK, onde
NPROC é o miimero de processos e QTY o niimero de processadores, lote € a parcela do
nimero total de tarefas que deve ser enviada para cada um dos processadores escravos e
KK quando maior que um é o niimero de lotes extras enviados.
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O tempo “real” fornecido pela instrugio TIMEX é que serd usado para o cdlculo
do “Speedup”.

Para familiarizar com o ambiente P.V.M. como um todo, tomamos um problema
exemplo, de dimensio pequena, com 32 x & elementos finitos nas direcbes = e y
respectivamente, e executamos repetidas vezes o programa sequencial em um dos proces-
sadores, e o programa paralelo em 4 processadores disponiveis para trabalhos iterativos.

Para a versio EBEPAR sequencial obtivernos o que mostra a tabela 8.5 e, para a

versao paralela EBEPVM o que mostram as tabelas 8.6, 8.7, 8.8 ¢ 8.9, nas préximas
paginas.

Os nimeros que aparecem nestas tabelas, devem ser cuidadosamente interpretados
pois, além de serem diferentes a cada execugio, representam uma dinamica também dife-
rente da execugio do programa. Isto pode ser visto nas figuras 8.8 € 8.9, apds as tabelas
citadas, que sdo duas saidas graficas obtidas em momentos diferentes para o mesmo con-
junto de parametros e para o problema de 32 x 4 elementos finitos porque por ser
de dimensado um pouco menor que a do exemplo anterior, consome bem menos tempo
computacional que o mesmo (cerca de 10 vezes) e portanto ndo é abortado pelo sistema.

Comparando a tabela 8.5 que mostra os resultados para a execugdo do programa
sequencial, com as tabelas 8.6 e 8.7 do programa paralelo, verificamos que de modo geral,
o tempo “real” gasto pelo programa sequencial é menor que o gasto pelo programa para-
lelo, certamente devido ao fato de o problema ser muito pequeno para ser paralelizado,
do que implica em muito mais tempo gasto com preparo e comunicagido, do que ganho
com a execugao simultinea de tarefas concorrentes.

Mesmo assim, continuamos observando os resultados que aparecem nas tabelas 8.6
e 8.7 e verificamos que quanto maior o lote enviado, menor o tempo “real”, confirmando
a observagio acima; e também é menor o tempo de CPU do processador mestre, pois é
menor o tempo gasto pelo mesmo no preparo de dados. Além disso conforme kk=1 ou 2,
que significa um envio extra de lote no segundo caso, hé pouca diferenca entre os tempos,

como pode ser visto na tabela 8.7, nio sendo possivel concluir nada, pelo menos para esta
dimensdo do problema.

O objetivo de executar repetidas vezes o mesmo programa, possivel somente para
‘0 caso desses problemas de dimensdo pequena, que gastam pouco tempo computacional
foi o de apreciar com cuidado os resultados obtidos do comando TIMEX, que, como
mostramos nas tabelas citadas acima, sao diferentes a cada execucdo, embora nao de
maneira significativa. Sendo assim, para os problemas de dimensdo maiores, como o
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de 256 x 32 elementos finitos, que gastam cerca de 3 horas quando executados em um sé
‘processador, tomaremos com tranquilidade somente uma medida de tempo via o comando
TIMEX para anélise da performance, e nio como sugere, por exemplo Sunmonu (1995):
o pior caso de uma série de cinco medidas, ou a média de uma série de algum nimero

de medidas, o que fazemos principalmente devido a dificuldade de se ter disponivel o
ambiente paralelo dedicado.

REAL | 59.32
USER | 58.76
SYS 0.07
REAL | 59.29
USER | 58.77
SYS 0.06
REAL | 59.36
USER | 58.77
SYS 0.04
REAL | 59.31
USER | 58.75
SYS 0.08
REAL | 59.31
USER | 58.82
SYS 0.05
REAL 1 59.22
USER | 58.75
SYS 0.04

TABELA 8.5
Resultados obtidos da execucio repetida do programa sequencial no dia 2/4/96, para o
problema de 32 x 8 elementos finitos nas direcoes = e y.
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kk
Lote

REAL

124.26

USER

10.06

SYS

REAL

.27

117.57

USER

10.14

SYS

REAL

6.90

117.94

USER

9.83

SYS

REAL

7.13

121.33

USER

9.91

SYS

REAL |

7.24

116.94

USER

9.84

SYS

REAL

7.21

118.13

USER

9.75

SYS

7.48

kk
Lote

REAL

[l

95.66

USER

5.86

kk
Lote

REAL

l
ot

82.03

SYS

REAL

3.72

85.18

USER

4.66

USER

7.95

SYS

REAL

2.03

81.73

SYS

REAL

2.30

95.27

USER

4.49

USER

7.83

SYS

REAL

2.04

81.81

SYS

REAL

5.00

94.76

USER

4.54

USER

7.44

SYS

REAL

5.23

94.80

SYS

REAL

1.93

82.15

USER

4.73

USER

6.98

SYS

REAL

1.93

81.57

SYS

REAL

5.05

94.53

USER

4.51

SYS

REAL

2.00

81.76

USER

8.61

SYS

5.63

TABELA 8.6
Resultados obtidos da execugdo repetida do programa paraielo no dia 3/4/96, para
o problema de 32 x 8 elementos finitos nas diregdes = e y, kk =1, NPROC = 1e

lote variando em 4,8 e 16.
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kk = 1 kk = 2
Tote = 32 Lote = 32
REAL | 74.08 REAL | 74.07
USER | 4.88 USER | 4.40
SYS 1.75 SYS 1.45
REAL | 76.71 REAL | 73.98
USER | 4.85 USER | 4.51
SYS 1.72 SYS 1.00
REAL | 73.63 REAL | 74.21
USER | 5.12 USER | 4.60
SYS 1.77 SYS 1.36
REAL | 73.76 REAL | 73.62
USER | 5.61 USER | 4.56
SYS 1.93 SYS 1.09
REAL | 73.87 REAL | 73.73
USER | 4.83 USER | 4.59
SYS 2.03 SYS 1.12
REAL | 73.77 REAL | 73.89
USER | 5.15 USER | 4.67
SYS 1.97 SYS 1.07

TABELA 8.7
Resultados obtidos da execugdo do programa paralelo no dia 3/4/96, para o

problema de 32 X § elementos finitos ¢ para NPROC =4, lote =32 ckk =1e 2.
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XPYM 103 (PYM33.1) [TID 0x40001]
Status: 1 Task of ricl Spawned: 0x40003
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FIGURA 8.8
Resultados obtidos da execucido do programa paralelo exemplo, de 32 x 1 elementos

finitos nas diregdes = e y respectivamente, NPROC = 4 e lote = 4, via a interface
grafica X.P.V.M. do P.V.M.
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XPVM 1.03 (PYM 3.3.1) [TID 0x40001)
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FIGURA 8.9

Resultados obtidos da execucio do programa paralelo exemplo, de 32 X 1 eflementos
finitos nas direcoes = e y respectivamente, NPROC =1 ¢ lote = 4, via a interface

grafica X.P.V.M. do P.V.M.
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A partir destas tltimas observagdes conseguimos do CENAPAD/SP, a permissao de
uso exclusivo de uma rede heterogenea de 5 processadores, sendo 2 de um tipo e 3 de
outro como meostra a tabela 7.1, o que ainda néo é ideal como mostramos na tabela 8.8
abaixo.

Sequencial | Sequencial
25 ¢ 36 t

Real 9273,53 | 11856,02
User 9219,37 | 11819,05
Sys 0,26 0,10

TABELA 8.8
Resultados obtidos da execucdo do programa sequencial nas redes 25 t e 36 t, para o
problema de 256 x 32 elementos finitos nas diregdes z e y respectivamente.

A tabela 8.8 mostra o quanto os processadores na rede 36t sdo piores que os da de
25t em termos de velocidade: o programa gasta cerca de 43 minutos a mais no processador
da rede 36 t que na rede de 25 t.

Daqui em diante tomamos, para analise da performance do programa paralelo, o
problema padrio, de 256 x 32 elementos finitos nas direcdes z e y respectivamente.

Para um exemplo executado, na rede dedicada com 3 processadores aqui tipificada
" como rede 25t, e lote = 128, obtivemos o que mostra a tabela 8.9 que segue. Os niimeros
entre parénteses sao os resultados obtidos da execugio dos programas sem precondiciona-

dor.

Sequencial M.G.C.P. | Paralelo M.G.C.P.
25 % 25 t

Real | 9273,53 (40280,13) | 4448 44 (23472,74)
User | 9219,37 (49091,37) 718,57 (3733,84)
Sys 0,26 (0,18) 169,99 (900,79)

TABELA 8.9
Resultados obtidos da execugio do programa sequencial, e paralelo na rede 25 t, para o
problema padrdo e para QTY = NPROC =3 e lote = 128.
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A tabela 8.9 mostra que neste exemplo, e para o caso do uso da rede 25t, o tempo
“real” gasto pelo programa paralelo executado em 3 processadores (4448,44) ¢ satisfatori-
amente menor do que o mesmo tempo “real” gasto pelo programa sequencial em um dos
processadores da mesma rede (9273,53), enquanto que o tempo de CPU do processador
mestre {718,57) é consideravelmente menor que o tempo “real” {4448,44), indicando que a
paralelizagdo ou distribuicio das tarefas pelos processadores escravos esta eficiente (agora
os processadores escravos estio fazendo a maior parte dos cdlculos); além disso confirma-
mos, pelos numeros entre parénteses a necessidade do uso do precondicionador.

Notamos que o tempo “real” ideal, caso todo o programa tivesse sido paralelizado,
seria neste exemplo padréo:

9273,53 +~ 3 = 3091,17

1357,27

do demos atribuir part de30% = T e
que podemos atribuir parte dos cerca de 30% 4148, 44

4448,44 — 3091,17 = 1357,27

restantes ao tempo gasto com comunicacio, “everhead” ou espera.

A tabela 8.10 que segue mostra o tempo gasto pelo processador na execucdo de suas
principais subrotinas, na rede 25t.

| MCLOCK |
. Subload 2,91
. Boundload 6,62

. Penaliza 10018,90
.. PRODAX 9836,38

TABELA 8.10

Resultados obtidos para a execugio das principais subrotinas do programa na rede 25t.

Como pode ser notado nesta tabela, o tempo de CPU gasto na subrotina PRODAX
da subrotina PENALIZA ¢ cerca de 98% do tempo total de CPU gasto pelo processador

na execugio do programa, o que indica a falta de necessidade de paralelizar as outras
subrotinas.
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A tabela 8.11 que segue mostra a diferenga dos resultados obtidos quando se usa os
‘programas sequencial e o paralelo mas com sé um processador, na rede 25t.

Sequencial l Paralelo

Real 9273,53 | 10985,18

User 9219,37 662,45

Sys 0,26 | 128,04
TABELA 8.11

Resultados obtidos das execugbes dos programas sequencial e paralelo na rede 25t e para

o problema padrao para QTY = NPROC =1 e lote = 8192 (tipo sequencial).

Como pode ser notado nesta tabela, o tempo “real” é maior no segundo caso, essen-

cialmente devido a inclusio de procedimentos préprio para a paralelizacio, o denominado
“overhead”

A partir deste primeiro exemplo, iniciamos uma bateria de testes, usando o sistema
dedicado, com 2, 3, 4 e 5 processadores, sendo 3 da rede 25t e 2 da rede 36t, para analise
dos efeitos dos parametros lote, NPROC e dimenséo do problema.

8.4.2 — ANALISE DO EFEITO TAMANHO DO LOTE

A tabela 8.12 que segue mostra os efeitos da variagio do tamanho do lote para um
nimero fixo de processadores, daqui em diante também denctado por NPROC, obtidos
na execucao do programa paralelo para o problema padrio.

Lote

16 32 | 64| 128 256 | 512 1024 | 273

Real | 7085,93 | 5283,95 | 4572,32 [ 4448,44 | 4516,38 | 4534,73 | 4630,72 | 4708,74

User | 1099,90 | 894,55 | 761,33 | 718,57 | 705,34 | 687,36 | 696,28 | 694,97

Sys | 601,17 | 327,45 197,86 | 169,99 | 166,55 | 150,35 | 153,14 | 132,20
TABELA 8.12

Resultados obtidos da execugédo do programa paralelo para o problema padrao e
NPROC =3 na rede 25t, variando o tamanho do lote.
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Como podemos notar na tabela 8.12, conforme aumentamos o tamanho do lote ob-
‘temos uma diminuicdo do tempo “real” até que o lote alcance o valor 128 e, a partir dai
obtemos um pequeno mas sucessivo aumento do mesmo tempo, o que indica como 128 o

tamanho do lote em torno do qual a performance, deste problema ¢ com estes pardmetros,
é otimizada.

De maneijra geral podemos sugerir que quanto maior for o lote, e portanto menor o
nimero de lotes, menor serd a parcela do tempo “real” gasta pelo mestre com o preparo
(pack e unpack) e envio (send e receive) das mensagens, o que ocorre até que, por ser
muito grande o lote, a parcela do tempo “real” gasta com comunicagio aumente posto
que ¢ proporcional ao tamanho da mensagem.

Os resultados obtidos nos experimentos com o problema padrdo e para anilise do
efeito da variagido do tamanho do lote para NPROC = 3, 4 e b, mostra que este tamanho
6timo é independente da variagio de NPROC, isto é, em todos os casos o lote = 128 é o
que mostra menor tempo “real”.Sendo assim, para anélise do efeito nimero de processa-
dores que fazemos em seguida para o problema padrio, tomamos sempre lote = 128.

8.4.3 — ANALISE DO EFEITO NUMERO DE PROCESSADORES

A tabela 8.13 que segue mostra os resultados obtidos nos experimentos realizados
para o problema padrio, para um tamanho de lote fixo e igual a 128 e para NPROC
variando de 2 a 5 conforme atual disponibilidade de processadores para testes exclusivos

- no CENAPAD/SP.

NPROC| 2 | 3 | 4 | 5

Real 6377,04 | 4448,44 | 3681,48 [ 3014,09

User 702,40 | 718,57 | 726,62 | 843,59

Sys 159,37 | 169,99 | 163,50 | 125,52
TABELA 8.13

Resultados obtidos da execugdo do programa paralelo para o problema padrao, lote =
128 e variando NPROC, nas redes 25t e 36t.

Como pode ser notado, a medida que aumentamos o nimero de processadores ob-
temos; 1) menores valores de tempo “real”, o que indica o efeito positivo esperado e ii)
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maiores valores de tempo “user”, o que indica o acréscimo de trabalho do processador
mestre para administrar as tarefas dos processadores escravos.

E importante esclarecer que os processadores sio de dois tipos diferentes pois de
duas redes (25t e 36t) diferentes, e portanto, s6 faz sentido uma andlise qualitativa.
Sendo assim, para o calculo do “Speedup”, o tempo “real” do programa sequencial na

rede especificada (25 ou 36t) serda denotado por TSNPROC e serd tomado, no caso de
NPROC = 4, como:

TSNPROC = L

1(3 X TS - rede 25t + TS - rede 36t)

e no caso de NPROC =5
TSNPROC = %(3 x TS - rede 25t +2 x TS - rede 36t)

onde TS-rede X indica o tempo “real” na rede X. Nos demais casos, de NPROC=2e
3, serd tomado como

TSPROC = TS - rede 25t.

O “Speedup” obtido na execugio do programa paralelo para NPROC processadores,
denotado por SNPROC é calculado como

SNPROC = TSNPROC / TPNPROC (< NPROC)

~ onde TPNPROC denota o tempo “real” gasto na execucao do programa paralelo com
NPROC processadores; com o que obtemos os valores:

52 = 9273,53/6377,94 = 1,454(1,722)

53

I

9273,53/4448,44 = 2,085(2,469)

S4 = 9919,1475/3681,48 = 2,694(2,983)

55 = 10306,53/3014,09 = 3,42(3,645)

A [
que mostramos na figura 8.10 que segue. Os mimeros entre parénteses mostram o “Spe-
edup” quando usamos o tempo “real” do programa paralelo executado em s6 um proces-
sador em vez do programa sequencial.
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NUMERO DE PROCESSADORES

FIGURA &.10
Resultados obtidos para o fator “Speedup” na execugio do programa paralelo para o
problema. padrao, lote = 128 e variando NPROC nas redes 25t e 36t.
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Para mostrar a eficiéncia alcancada com o uso de NPROC processadores, ENPROC,
-calculamos

ENPROC = SNPROC / NPROC (£1)

obtendo

E2 = 0,727(0,861)
E3 = 0,695(0,823)
E4 = 0,673(0,746)

E5 = 0,684(0,729)

Como pode ser notado na figura 8.10 com o aumento do nimero de processadores,
que implica em uma diminuigdo do tempo “real”, obtemos valores para o “Speedup” cada
vez malores € se aproximando do ideal (NPROC), mas se distanciando do mesmo de forma
aparentemente linear; e valores cada vez menores e se distanciando do ideal (1) para a
eficiéncia, entendida como muito boa (cerca de 70% (80%)!).

8.4.4 - ANALISE DO EFEITO DA DIMENSAO DO PROBLEMA

A tabela 8.14 mostra uma sintese dos resultados obtidos para os problemas padrao,
2 e 3 denotados por P, P, e P; os dois iltimos de dimensio 4 ¢ 8 vezes a dimensao do
problema padrao respectivamente.

Melhor Lote Eficiéncia | M.G.C.P. (M.P.} | Tempo “real”
P - 128 ~ 0% (80%) 130 (15) % 1 horas
P,=4*P 512 * 260 (22) R 12 horas
P,—16*P F F *
TABELA 8.14

Sintese dos resultados obtidos da execugdo do programa paralelo para o problema
padrdo e NPROC =5 para cada tamanho de problema.
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A indicagdo “ * ” nesta tabela indica a impossibilidade de obter a medida pois para

-executar o programa sequencial o tempo gasto € maior que o tempo que temos disponivel
para uso exclusivo dos 5 processadores no CENAPAD/SP.

Notamos ainda que para a dimensio do problema 4 vezes maior que a do problema

padrio, o programa requer cerca de 3 vezes mais iteragdes e assim o tempo “real” gasto
€ cerca de 12 vezes maior.

8.4.5 - OUTRAS INVESTIGACOES

A implementa¢io do programa paralelo deveu-se, essencialmente, 3 necessidade de
evitar o armazenamento das submatrizes dos elementos (SUBMAT) e da matriz de
conectividade (M). A maneira que denominamos como original, que encontramos para
trabalhar com a matriz M foi a de envid-la aos processadores escravos sempre que
necessario; mas posteriormente decidimos investigar o efeito de outra maneira que deno-
minamos como proposta, que € a de calcular a matriz M nos processadores escravos. Os
resultados que mostramos na tabela 8.15 que segue mostram pouca mas alguma redugio
tanto no tempo “rea!” quanto no tempo “user”, este iltimo indicando que, de fato, ha
economia de tempo do mestre no processo de preparo e envio de mensagens.

Maneira
Origmal | Proposta
Real | 4448,44 | 4248,00
User | 718,57 567,93
Sys | 169,99 157,05

TABELA 8.15
Resultados obtidos da execugao do programa paralelo para o problema padrio e
NPROC = 3, lote = 128 na rede 25t e para as maneiras de trabalhar com a matriz M
original e proposta.

Isto posto, para os proximos experimentos, gnando possiveis de serem realizados no
LNCC, que dispde de até 16 processadores para uso exclusivo, optamos por usar esta
segunda manetra.
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Além disso, optamos também, no momento de enviar os lotes para os processadores
‘escravos, por enviar sempre um lote extra (caso kk = 2}, pois para o problema padrao,
diferente do que observamos na tabela 8.7 para um problema pequeno, podemos observar
uma reducdo significativa do tempo, o que foi observado somente posteriormente aos
outros resultados. Isto pode ser visto na tabela 8.16.

| kk=1| kk =2
Real | 3025,04 | 2803,73
User | 851,46 | 863,89
Sys | 121,75 | 133,15

TABELA 8.16
Resultados obtidos da execucao do programa paralelo para o problema padrio e

NPROC = 5, lote = 128 e para kk = 1 ou 2.
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9. CONCLUSOQES

» Por possibilitar a simula¢do numérica do processo de cavitagdo na lubrificagao
hidrodinamica de mancais, € a consequente andlise tanto da fisica envolvida quanto das
ferramentas numéricas e computacionais usadas, este trabalho evidencia a importincia
da pesquisa em algoritmos para problemas das diversas areas da Engenharia.

e Por ser um problema elitico modelo, definido em um dominio periédico € com
condigbes de fronteira essenciais de Dirichlet, que mostra a necessidade de condigdes de
fronteira complementares (caracterizando um problema de fronteira livre), ao longo do
estudo do mesmo podemos apreciar diversos procedimentos que norteiam a abordagem
para superar dificuldades que diferenciam estes dos demais problemas tipicos de equagdes
diferenciais. Por exemplo, o que é “contornado” teoricamente pela formulagao variacio-
nal, relativo a auséncia de condigbes para garantir a existéncia e unicidade da solugdo do
problema pontual, e é “ adeptado” de resultados classicos no processo de decisdo para a.
metodologia numérica, na pratica s6 é “superado” quando entendemos que nos pontos ao

longo do corte de cilindro # =0 e z = 2pi, a pressio do fluido deve também satisfazer
a equacio de Reynolds.

e No processo de selecio de técnicas para o estabelecimento do algoritmo, é pro-
missor explorar a estratégia elemento — por — elemento E.B.E., principalmente porque a
mesma é facilmente paralelizada: principal atrativo computacional da década. Segundo
a estratégia E.B.E., tanto a formagio das submatrizes dos elementos finitos e correspon-
dentes contribuicdes do vetor do lado direito, quanto a inclusdo das condigdes de fronteira
essenclais sao realizadas independentemente em cada elemento finito. Sendo assim, o
algoritmo proposto (que é composto essencialmente por dois processos iterativos: um
externo, associado ao método da penalizagio M.P., que é necessario para transformar
a inequacdo em equacdo variacional; ¢ um interno associado ao método dos gradientes
conjugados M.G.C., opgdo para resolver o sistema penalizado gerado pelo uso do método
dos elementos finitos, M.E.F.), explora esta estratégia.

¢ Devido a0 mau-condicionamento exibido para o caso de valores altos de razao de

excentricidade, concluimos ser necessaria a implementacio do M.G.C. com precondici-
onador, M.G.C.P., que escolhemos inicialmente como o diagonal, por também explorar
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a estratégia E.B.E.. Por gerar excelentes resultados, o uso deste precondicionador nio
sugere a busca de outros, mais sofisticados, que também exploram a estratégia E.B.L.,

como o de Hughes, que nio implementamos, mas que apresentamos no anexo 1 para uso
em trabalhos futuros.

e Explorar a estratégia E.B.E. pode ser feito de duas maneiras distintas dependendo,
no caso de problema linear, da capacidade de meméria do microcomputador (referente
ao microcomputador usual disponivel no IMECC-486DX33). No caso de possivel arma-
zenamento das submatrizes, sem formar a matriz global, denominamos a estratégia de
E.B.E.-1, e no caso de necessidade de construcio das submatrizes a cada iteragio do
M.G.C. (que é o caso de problemas nio lineares também), denominamos a estratégia de

E.B.E.-2. Este segundo caso consome muito tempo computacional e portanto é o que
indica a necessidade de uma versao paralela.

» O algoritmo criado foi validado para problemas com solugbes conhecidas.

o Toi investigada a necessidade do processo iterativo externo de penalizagio em
confronto com um processo direto de projegio, e concluimos que neste caso, somente o

processo iterativo de penalizagio é uma ferramenta numérica adequada para o tratamento
dessa inequacio.

e Por consumir pouco tempo computacional concluimos ser 1itil implementar a es-
tratégia E.B.E. - 1 em uma versdo sequencial para investigacio e andlise dos efeitos dos
paradmetros fisicos do problema focado. Nesta anélise podemos identificar tanto o signifi-
cado fisico quanto alguns problemas numeéricos envolvidos:

¢ o O fator rotagdo, de acordo com o modelo fisico tomado, altera somente de forma
linear a solugdo numérica do problema.

o o A medida que usamos valores cada vez maiores para a razéo de excentricidade obte-
mos: i) valores cada vez maiores para a pressao do fluido, significando o esforgo fisico
do fluido para atravessar regides cada vez mais estreitas, e ii) que a forma geométrica
da solucdo torna-se cada vez mais arrastada e comprimida para a interface da regido
de cavita¢do, o que confirma o efeito cunha, mostra a causa do mau-condicionamento
e confirma o critério preferencial para convergéncia do M.G.C.P. (pelo residuo).

® o A razdo comprimento por didmetro, que determina se o mancal € mais ou menos
longo mduz a uma diminni¢ie ou aumento da extensdo da regido de cavitagdo, como
consequéncia do aumento ou diminuigao da pressao hidrodinimica respectivamente.
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Isto significa fisicamente que quanto maior a pressio do fluido, maior é a sua difi-
culdade em sair da regido convergente e portanto em atingir a pressio de cavitagio,
e numericamente confirma a menor influéncia da condicio de fronteira.

¢ Para analisar a performance da versio paralela do algoritmo, que usa a estratégia

E.B.E.-2, ndo pudemos contar com uma rede de microcomputadores do mesmo tipo até
entdo usados e com o P.V.M. instalado, no IMECC. Entdo buscamos usar os recursos
do CENAPAD/SP, da UNICAMP, que somente a partir de maio de 1996 permitiu o uso
exclusivo de no méximo cinco processadores. Sendo os processadores de tipos diferentes,
como mostra a tabela 7.1, nossas medidas de tempo “real” sio imprecisas, mas permitem

umna

avaliacdo qualitativa, como mostramos nas tabelas 8.9 a 8.16 e na figura 8.10 que

permitem concluir:

As medidas de tempo geradas pelo TIMEX dependem de caracteristicas dos pro-
cessadores.

Somente aquela parte do algoritmo referente 3 subrotina PRODAX do M.G.C.P.,
que consome a maior parte do tempo computacional é que foi paralelizada: a

formacao das submatrizes pelo M.E.F. elemento por elemento para o posterior pro-
duto dessas por vetores.

Estas medidas de tempo relativas ao programa sequencial e ao programa paralelo
que usa somente um processador sdo diferentes, sendo maior no segundo caso pela
necessaria inclusao de procedimentos especificos para o preparo e distribuicio das
tarefas concorrentes pelos processadores escravos.

Para cada dimenséo do problema h4 um tamanho de lote de elementos finitos desti-
nado a cada processador escravo que otimiza o tempo “real” consumido. De maneira
geral podemos sugerir que quanto maior o lote, e portanto menor o niimero de lotes,
menor sera a parcela de tempo “real” gasta pelos processadores com preparo e envio
de mensagens. Isto ocorre até que, por ser muito grande o lote, a parcela do tempo
“real” gasta comeca a aumentar, porém nao muito, talvez devido ao tempo gasto
com comunicagdo, ja que este é proporcional ao tamanho da mensagem.

Quanto maior o mimero de processadores usados (de um a cinco), melhor o “Spee-
dup” que, para o problema padrio gera a eficiéncia de cerca de 70%. Esta medida

permite concluir que nosso algoritmo, apesar de nio totalmente paralelizado, esta
bem estruturado.

o As idéias propostas e aqui organizadas mostram potencial para a construcao de

algoritmos para a simulacio numeérica de outros processos, como os que vém sendo estu-
dados na tese de doutorado de M.R. Fernandes, que usa a estratégia E.B.E. - 2 em seu
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algoritmo para simular o processo de movimento de manchas de petréleo no mar, cujo
‘modelo é n3o linear (¢ portanto exige a construcio das submatrizes em cada iteragao
do M.G.C.P.); e na tese de C.M.A. Pissara que usa o M.P. enquanto trabatha com um
problema de complementaridade linear, ambos orientados por P. Pulino.

¢ InvestigacGes posteriores aos testes realizados para esta andlise da performance,
permitem concluir a melhoria do algoritmo paralelo em funcio de duas outras formas de
implementé-lo: 1) pelo envio extra de lotes aos processadores escravos numa tentativa de
diminuir a ociosidade dos mesmos, e 2) pela construgio da matriz de conectividade nos
processadores escravos, em vez de manda-las como fizemos até entio.

e A realizagao dos objetivos deste trabalho sé foi possivel devido a interagéo e iteragio

profissional com outros pesquisadores e técnicos que, em distintas etapas, contribuiram
com seus conhecimentos especificos.
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ANEXO 1

O METODO DE HUGHES ET AL.

Como em Wathen, (1989), passamos & representacio algébrica do processo de orga-
nizacio das contribui¢bes das matrizes e dos vetores do lado direito dos elementos; das
componentes dos vetores do lado direito para aplicacio das condigdes de fronteira, e dos

cdlculos para o uso do precondicionador de Hughes et al (1987), segundo a estratégia de
elemento por elemento.

Seja e=1,---,nel anumeracio dos elementos ¢ FE, a matriz de cada elemento
e. FE, serd dedimensio n,x n,, onde n. ¢éo mimero de incognitas nodais locais
no elemento e. Se N ¢ o nlimero de incégnitas globais (graus de liberdade), seja L.
a n.X N matriz booleana (matriz de conectividade), que mapeia o vetor das variaveis
nodais globais no vetor de varidveis nodais locais associadas ao elemento e. Entdo a

matriz, global A é

A= nﬁ LTE.L. = i“i E.. (1)
nel = =
Seja N, = Zne o numero total de incognitas locais, seja
e=1 L
P 2)
L

Nex1
a matriz booleana com N, linhase N colunas, e seja [F.] a matriz N. X N,
diagonal por blocos, tendo os elementos FE., e =1,---nel como seus blocos diagonais:

Bt

Nex Ne
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Com esta notagio, a organizacio de A é

A= LY[E]L.

Além disso, se b, é um vetor n, x 1 de dados locals, para cada e =1, --nel,
escrevernos

by

b= (@)

bnef Ne)(l
para o vetor N X 1 contendo todos os dados locais.

Entao
b= LT[b.)
¢ um vetor N x 1 global, formado dos dados dos elementos &, e=1,---,nel.
Assim
Au=1>
e

(LT(E.)L)u = LT[b.)

s30 expressdes equivalentes para o vetor u  solucdo.

A descrigao acima assume condigoes de contorno naturais. A descricdo mais simples
dos efeitos das condi¢des de contorno essenciais no contexto corrente € baseada na particio
de matrizes. Assumimos que

u
Uye

-~ onde wup. 830 os valores prescritos pelas condigoes de contorno e uy as demails variaveis
livres. Podemos fazer também

L =(L; | L)

de forma que (LT[E.)L)u = L7[b,] fica
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(L}:[Ee]Lf)uf = L?{[bg] - [Ee]Lbcubc}a

que é a mesma que a anterior se substituimos L; por L e {[b]— [Fo]Lscttse} por
[6]; e portanto, por simplicidade, a expressio que tomamos no que segue,

As propriedades de L podem ser vistas em Wathen, (1989), que apresenta a estratégia
de elemento — por — elemento de Hughes et al, como mostramos no que segue.

Seja

W = diag A = LT |diag [E,)|L

se
"0 _
0
A= LT E, L=rLTAL
0
G -
onde Ae &
"o _
0
Ae = E,
0
L. 0 -
entao
0 -
0
Wt = diag A* = LT [diag (E.)] L
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Para garantir a qualidade de ser positiva definida, devese usar a matriz regularizada,

de Hughes, (1987), anéloga & matriz regularizada de Winget (ver Hughes, Ferencz &
Hallguist, (1987)), correspondente a.  A®:.

Ae = [+ WA —WweyW Y2 (5)

de forma que

nel
A= WY |SA° — (nel — )I| W2,

e=1
O método de Hughes et al. é baseado no fato de que é “barato” usar a fatoracio
dnica de Crout de cada A¢ de dimensio N, simétrica e positiva definida
'E — £BDB£BT : (6)

(onde £° ¢ uma matriz triangular inferior com elementos na diagonal iguaisa 1 e D°
¢ uma matriz diagonal), se através da fatoracio da correspondente matriz dos elementos
£, dedimensdo n. e usando as propriedades de L: LTAL = [TE.L..

O precondicionador E.B.E ¢ entio

P=w (ﬁ ff) (i;[i De) ( f[ fﬁ’*") Wi/ (M

e=1 e=nel

e os detalhes do seu uso, como orientado por Wathen, (1989), podem ser vistos em Hughes,
Ferencs & Halquist, (1987), o que fazemos mais adiante {(Exemplo 2). O quc torna atra-
tivo em (7) é que, exceto pelo uso de W (a diagonal global do sistema), todos os
calculos podem ser realizados elemento por elemento.

Usar este precondicionador é como precondicionar as submatrizes dos elementos com
o precondicionador diagonal da matriz global, € como afirmado em Hughes, (1987) ¢ em
Wathen, (1989) os custos das fatoracdes ndo sdo significativos porque sdo amortizados so-

bre o nimero de iteracdes requeridos para a convergéncia, principalmente para problemas
3D.

Este precondicionador, assim como o de Jacobi, explora estrutura EBE e mostrou
maior eficiéncia paralela para os resultados de Binley & Murphy, (1993), os quais alertam
que a escolha de precondicionadores adequados a problemas em geral ndo é, entretanto,
um processo claro. De qualquer forma, por ser essencial no uso pratico do M.G.C.D, esta
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escolha deve ser feita de modo a aproximar P de A de tal forma que o nimero de
-condigio Neng de (P71A) se aproxime de 1, isto é

Ncana'. (P_IA) ~ ]

onde
Neona = max A; / min X
i 2

e {N}L, sfo os autovalores de (P~'A). Isto porque a taxa de convergéncia do

M.G.C.P, na norma

et || = (e Ave )7,

é limitada como

”um+1 — U”A < ( Neond ~ 1)
”um - u“A - vV Ncond + 1

e entao, quanto mais proximo de 1 estiver N4, menor sera o numero de iteracies
necessario.

Para ilustrar o que consideramos tedrica e anteriormente, sobre a estratégia elemento
— por — elemento, no que segue mostramos os exemplos: Exemplo 1: da organizacao das
submatrizes e dos correspondentes vetores do lado direito para o uso do precondicionador
de Hughes; Exemplo 2: da organizacao dos cdlculos em AMS =r no processo iterativo
do M.G.C.P. segundo: a} um algoritmo sequencial, € b) um algoritmo paralelo otimizado;
Exemplo 3: de como aplicar as condi¢des de fronteira essenciais elemento por elementos;
e Exemplo 4: de como, apés aplicar as condigtes de fronteira essenciais elemento por
elemento, como no exemplo 3, determinar as submatrizes regularizadas de Winget e suas
consequentes fatoragoes de Crout para o uso do precondicionador de Hughes.
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EXEMPLO 1: da organizagio das submatrizes e vetores dos elementos para uso do
precondicionador de Hughes et al. Considere as figuras 1 e figura 2:

Figura 1

Figura 2

que representam o dominio ¢ de interesse com a parte do contorno 8 °  que sofre
condicio de fronteira essencial, e uma sua particio s respectivamente. Neste caso
temos:

nel = 4
N
N, = 14
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e, se convencionamos que o sentido é anti-hordrio, podemos formar a tabela —, que mostra,

para cada elemento, a numeracdo dos nés globais correspondente & numeracio dos nés
locais:

numeragcio local
elemento |1 2 3 4
1 3 4 7 6
2 1 2 4 3
3 2 5 4 0
4 4 5 7 0

Tabela — Matriz de Conectividade

A partir desta tabela podemos formar FE. e b, para e=1,---4, como:

1 1 1 1 1
G11 Q13 @y3 Gy by
1 1 1 1 1
B — Qg1 Ggy g3 4oy . by = b3
LR R S S =1
a1 O3y 433 Uay 3
1 1 1 1 1
Qg Qay Cg3 Qg [ 404 by axi
2 2 2 2 2
a11 Gy Qyz Uy, b
2 2 2 2 2
B, = Q31 Qg gy Goy C b = b,
2= az. at. o o y Y27 B2
31 @32 G333 Oy 3
2 2 2 2 2
gy Gy Qg3 Qg [ 44 by axl
3 3 3 3
ayy Gy 933 b;
0 3 3 3 } _ :
Ey=| a3, a3 Gz ; b= b
3 3 3 3
G31 Q3 G33 /5.4 by 3x1
4 4 4 4
@y Gy Qg3 5
— 4 4 1 ) _ 4
Eq=1| a3, a3, ay s b= b
4 4 4 4
@31 Q33 933 / qya b3 axl

ou formar F, e b, para e=1,---,4, estendidos ao tamanho do sistema N x N
que tém elementos ndo nulos somente nas posi¢des marcadas , e que portanto sdo esparsas
COMo mostramos no que segue:
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/00 0 0 0 0 O \ /0 \
000 0 06 0 0 0
. 0 0 ay af, 0 af, al . b
Ex=100 ay a3 0 af af ;o b= b
0’0 0 0 0 0 O 0
0 0 aiﬂ a%z 0 el ol bt
\ 0 0 ay g 0 ay ai ) X7 \ b5 / 7x1 !
[a &%, a2, a2, 0 O 0O \ [ B\
a3 al, di, a3 0 0 0 b
) a3 a3, ai, a2, 0 0 O ) b2
Ey=| af o} o} aly 0 0 0 ;o =18
0 0 0 0 000 0
0 0 0 0 000 0
\0 0 0 0 000/ . \ 0 /..,
[0 0 0 0 0 0 0) U
0 a3, 0 &% a}, 0 © 6
A 0 0 0 0 0 00 0
Ey=10 a3 0 a3 a3, 0 0 coby=| 8
0 «} 0 a3 o, 0 0 b3
0 6 0 0 0 00 0
\0 0 0 0 0 00/ . \ 0 /..,
/000 0 0 0 0\ / 0
000 0 0 0 O 0
A 000 6 o0 0 0 ) 0
E4 = 0 00 G;ll a‘f.z 0 0‘113 : b4 = bzlt
0 00 a3, af, 0 al, b
000 0 0 0 O 0
\0 00 af af 0 aly/, 8

e onde somente os valores na diagonal principal precisam ser guardados globalmente
nel

Wi = thf,-, enquanto os outros, como usados em (6.43), sao guardados localmente.
e=1
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As condicdes de contorno naturais ji estio embutidos em by, by, b3 e by e as

condigdes de contorno essenciais alteram somente & . (0Q* foi tomado na elemento 1
entre os nds 6 e 7).

Neste caso, como em (1), temos

ex=1 e=1
onde dimensdo (L.} =n, X N e:
001000 0)
L _[0001000
'“"1ooo0o0001
0000010/,,.
1 0000 GO0 0)
0100000
E"looo10600
0010000)/,,
010000 0)
L3=| 0000100
6001000/,
000100 0)
Li=| 0000610
600000C1/,,

Assim, E, = LT E. L., onde dimensdo (E,) = n. < N = dimensdo (E?e) (no caso
geral bem menor).

Seguindo, como em (2) podemos considerar o vetor:

(u1
Ug
U3

L fu
SIEARE)
Us €

[

6
\ ur /
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e a matriz

000000

\

e como em {3) tomar a matriz:
de forma que

LTE]L

A=

b= LT[b.].

e como em (4) tomar o vetor:
Assim, finalmente, temos que

de forma que
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Au=1b
é equivalente a;
(LT [E] L)u = LT[be]

onde

L = L;
(be] = {[be] — [Ee]Lo.us. }

Il

Além disso podemos formar as matrizes regularizadas de Winget A¢® mostradas
em (6), como, por exemplo, a do elemento 3.

Isto é, a partir de

(0000 \
0000
0000
0000
¢ 000
0000
0D 00O
3 __ 77 L
A=1 0000
@) Gy Gy
a3 a3 dy
a3, af a3
000
0 GO0
\ 000/,
- oou
0
0 T
A=1LT L=L"AL
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onde o bloco é dado por K,

calculamos
0
pBowd=gr| O I
&
0
onde o bloco ® ¢ dado por
0 aigz “133
®@=1 a3 0 o
agl ag2 0 Ix3
e dat
A =T+ W—l,'z(As _ W:")W_lfz
ou
0
B=17| Y _ L=LTAL
E,
0

onde o bloco F3; ¢é dado por
_ 1 aj, ay
S =3
Es=1ay 1 a3
23 =3
a3 Gy 1 3x3
e onde
=3 __ 3 YT
aij- = as‘ijfwgwj
sendo w; os k-ésimos elementos da diagonal principal da matriz global, isto é:

nel

=1

Agora A% = LTAL, = LlEsL;, assimcomo A° = LTAL = LI'E,L,,
e = 1,---4; s3o todas simétricas positivas definidas e portanto, podemos calcular a
fatoragdo de Crout de cada A de dimensio N.x N,
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Ae = LD LT e=1,---4
a partir da correspondente fatoragio de E., de dimensio n, X n,:
E. = DL e=1,.--4

Para o exemplo do elemento 3, temos que calcular D* e £* de forma que:

B 1@, @
By = dn 1 a3
agl (1%2 1 3%3
= )CS DS LST
que, de fato, € um processo “barato” (principalmente considerando que em geral N, = 14
é “musto mator” que n, = 3).
Entio, neste exemplo para FE3, temos
1 0 0
by Oy 1
e
dé 0 0
D=0 d& 0
0 0 &
onde
(& = 1
@1 = agl
g%l = &gl
3
dy = 1-0, %6,
6, = (&g,l - agﬂ * agJ)/‘ﬁ
| & = L[+ 8 + Gy (5, + d]]
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EXEMPLO 2: da organizagio dos calculosem MS™ =r" no processo iterativo do

. M-G.C.P, quando M= P, ue = ﬁeT,

e no caso de uma malha de elementos finitos

consistindo de 8 elementos, nel =8, como mostra a figura 3 que segue.

Neste caso temos que:

3 G 12 Iy
2 4 Q
i S g ’ ] ] Yy
1 3 F
i . 3 ) 13
Figura 3
P = WYL [3(D'D? - DU - LU W

e portanto pode-se resolver MS™ = r™:

a) pela sequéncia de calculos:

Yo = W—lerrn

po= (LY

= (L'n

(L% yr
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—

W = D'p*...Df

(s = (UP) '8
gr o= U)gs

4

L1 = UY)
S“’=W‘1"2§1

onde os fatores
Le, e=1,2,---,8

D, e=12--,8
Ue, e=1,2,---,8

sao calculados independentes e portanto podem ser calculados simultaneamente isto é,
paralelamente, ou

b) pelos calculos paralelos, como no exemplo mostrado em Binley & Murphy (1993),
que reproduzimos com detalhes no que segue.

Consideramos a malha de oito elementos finitos da Figura 3 acima contendo dois sub-
dominios denotados por SUB1 e SUB2, cujos elementos numerados da forma especifica,
serdo trabalhados simultaneamente em dois processadores distintos, denotados por
PROC1 e PROC2.

Notemos os nos comuns aos dois subdominios: 7, 8 e 9.

Neste caso ¢ estdgio temos disponiveis simultaneamente nos dois processadores o
vetor r¥ e a matriz diagonal global W:
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{T1\

2

T3

T4

s

Ts

L

8

Tg

™o

™1

12
L &
14

s ) 15x1

\
(

0
0

0 0
U'IUQO

U

0

0 wo

0

0 wy

wis 15%15

0

g

\ 0
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e)

=

gdéag(
f

onde W

8
Gy3
8
Q43
8
o3

0
8 8
O3 Ga3 )

8
a9
8
4z
8
DD

0
0
0
0

8
a4
8
gy
8
gy
8
3y

8
41
&
Q41
8
aqy
8
A
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0
0
0
0
0

1
Q43
0

1
Qya
1
a3
1
Q3s

1
LD
0

1
Qg
1
@59
1
U39

0
0
0
0
0

1
Qg4
0

ayy

%04
1

Q34

1
a4
0

1
214
1
g
1
G,

\ 0




aj; afy
B, = @3; G5
ag af
a3 @5

sao tals que

(LZ)15X4 (Ee)4x4 (Le)4x15 - (Ee)lsvxlsa

onde

10000
00010
L = 00001
01000
000600
0000 O
Ly = 0000 O
009000

e
a13

&
oz
E
Q33

c
43

oo o o
= o o O

oo o o
o oo o

[+
a4

-]
Gny
e
gy

[

G4q

o oo e

o oo o

oo o O

o o o O

s&o formados a partir da tabela de conectividade:

4x4

oo o O

oo o o

oo oo

e e I e R ]

=0 o o e

— o SO

numeracao local
elemento |1 2 3 4
1 1 4 5 2
2 2 5 6 3
3 7 10 11 8§
4 8 11 12 ¢
5 4 7 8 5
6 5 8 9 6
7 10 13 14 11
8 11 14 15 12
numeracao local
Tabela
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e de forma que

Agora, tomamos

k Ls ] s915

( (£1)axa
{(E3)ax4
(E3)4x4

—_— (E4)4><4
= (Es)axa

\

e, de forma andloga:

[6] =

k b ) 32x1

Como ja mosirado anteriormente, com a matriz
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(E7)4X4
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0
£ = T L
A._ L E,
\ 0 )32x32
= T AL
em
A = T+w (A -we) w7
= ITAL
onde
/0 \
0
A = Eﬁ
\ 0/
onde
1 aj, af; ajs
= ‘?31 ,_1 33 ‘3*34
az, a3, 1 oag,
agy a3 a3 1
onde

= ——— € . .
ai:’,‘ = aij' £ Wy Wy
onde w; sdo os k-ésimos elementos da diagonal principal da matriz global, isto é
8
B — £
we = ) _w
e:l

calculamos os elementos das matrizes fatores de Crout de A°
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.8

re e ECT, 6:1’_

AT =

E.:

a partir dos fatores de Crout de

-8

LEDPLT e=1,--

E =

mas, para a representagao algébrica destes fatores, voltamos as matrizes estendidas, como

por exemplo para o elemento 1,

onde:

0 ) 15%15

\ 0

\|
oo oo o fan B e
oo oS o [ I ] <
oD e oS O oo L=
oo o o O = o=
e e B e S~ S oo
o N e B e B R = o R e
e B e S e R - T - = o
oo oo o o o
oo oo O - o
o0 oo O oo
oo oo — o R
-
o B e B e B R oo
oo O @2 O o O
-
- I == R N ] = o
- - o ®
— R o W oo
S
I
-
(]
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0
0
0
0
0
0
0
0

1
Wy, 0

(“’%1 0

0
0
0
0
0
0
0

0 } 15x%15

0

0

\ 0
(1

Wl

0
0

€ fy 0
By £, 0

iy 0

0

0O 0 0 0 6 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00000000000000}15“5

\ 0

ede (£°)7! éamesmade (L)

Ee

& a mesma, de

e, as estruturas de (L£¢)™!

vejamos

- i,"'8,

e

para

LD e L7
como proceder os cilculos nos dois processadores PROC 1 e PROC?2 paralelamente em

Agora, uma vez definidos os fatores
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vez da sequéncia apresentada anteriormente.

No estigio 1, E', desolucio de MS" =", fazem-se as operacdes nos proces-

sadores PROC1 e PROC2 simultaneamente:

E]

PROC 1 PROC 2

YE) — W—l[2,r0 YE) — W—lﬂrﬂ
="' | = (L5

Y, = (L) | Ya = (L)Y,

Tabela — Estagio 1

onde, como pode ser notado, sendo W ¢ r° disponiveis nos dois processadores, o
resultante Y; ¢é o mesmo nos mesmos.

A partir dai, pela independéncia dos dados nos subdominios, tornam-se possivel os
- calculos que seguem simultaneamente. De fato, em PROC 1 (£})7! sé modifica ¥p na
parte relacionada aos nés do elemento 1 {nés 1, 4, 5 e 2); no caso: Y, Y2, ¥ e Y2,
enquanto, simultancamente em PROC 2 (£3)7! s6 modifica Yo na parte relacionada
a0s n6s do elemento 3 (nés 7, 10, 11 e 8); no caso: Yy, Y2, Y% e Y{]. Prosseguindo
em PROC 1, (£?)7! sémodifica a parte do Y;, obtido no passo anterior, relacionada
aos u6s do elemento 2 (nés 2, 5, 6 e 3); no caso: V2, VY9, V0 e Y?, enquanto,
simultaneamente em PROC 2 (£*)~! s6 modifica a parte do Y3, obtido no passo
anterjor, relacionada aos nés do elemento 4 (nds 8, 11, 12 ¢ 9); no caso: Yy, Y3, Y2
e }7102 Assim, no final deste estigio, em PROC 1 houve alteracdo acumulada em
Y2, Y2, Y2, Y272 e YP, enquantoem PROC 2 em YP, Y, Y9, Y, Y e
- Y], de forma que basta fazer a troca de informacdes das posices 1, 2, 3, 4, 5 e 6 de
PROC 1 para PROC 2 ¢7,8,9,10, 11 e 12 de PROC 2 para PROC 1 para que os
“dois processadores tenham os resultados de Y, atualizados; processo que mostramos
no esquema abaixo e onde as seias indicam o fluxo de informacses.
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PROC 1 PROC 2

—
T,

[

!
-

L
| |

|
!
TTTTTT

lliNNN‘k‘.NNlllil

.

/__
J

—

Esquema de Fluxo
de Informagdo no Fim do Estigio 1

Prosseguindo num segundo estigio E?, fazem-se as operacdes paralelamente em
PROC 1 e PROC 2

E2

PROC 1 PROC 2

Y; = (L5, | v = (£0)Y,

Yo = (L1 | Y = (L9 Ys

Tabela ~ Estéagio 2

e assim, no final deste estigio, basta a troca de informacdes das posicdes 4,5, 6,7,8 ¢ 9

de PROC 1 para PROC2 e10, 11,12, 13, 14 € 15 de PROC 2 para PROC 1 para
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que, os dois processadores tenham Y3 atualizado, como mostra o esquema que segue

PROC 1 PROC 2

-\ ()

Ys

i

PRCEVECECECN
=}
=
Il
|

il
Lo

HNNNNXIlI*II||I

TT 1117

Esquema de Fluxo
de Informac3o no Fim do Estdgio 2

Prosseguindo, temos no estagio FE°:

E3

PROC 1 PROC 2

Yo = (D7'D;' D' D" )Ys | Ya = (D5' D1 ' D7 D5 ) Ys

?6 — (£6)~T{}6 ?s — (L:S)—Ti}s
V5 —_ (ES)_‘T}% ?7 = (,CT)_T?S

Tabela ~ Estagio 3
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€ a troca de informacGes relevantes associadas entre PROC 1 e PROC 2 para continuar
com o estigio E*:

E4

PROC 1 PROC 2

?2 = (52)_T?5 ?4 - (£4)_T?7

?1 = (El)_T-Y-‘g ?3 = (£3)_T?4

Tabela — Estagio 4

e a troca de informagdes relevantes associadas entre PROC I e PROC 2 de forma
que agora os dois processadores tém simultaneamente Y; atualizados para calcular
simultaneamente o resultado necessirio para S%:

Eﬁ

PROC1 | PROC?2

S = WY, | SO =W Ty

Tabela - Estdglo 5

EXEMPLO 3: de como incluir as condigdes de fronteira essenciais elemento por ele-
mento para a mesma malha do exemplo 2.

Focalizamos 0 né 4 que pertence aos elementos 1 e 5 e esta sujeito a condigao de fron-
teira essencial. Entdo, primeiro formamos as matrizes Ey | b, E5 | bs e Ey | b+ Es | bs
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E’11

U

0
0
0

1
813

1
1g

0
0
0

1
24

1
ay4

641

g

1
Qg3
0

1
L¥D)
0

1
Qg4
0

1
Gyt
0

g

b?l

g4

0
0

1
Gga

1
Tyq

0
0

1
U5

1
5%

b31

Us

1
Q33

1
a32

1
Q34

1
3

Ug

L

g

Ug

U1o 0

0
0
0

Y11 0

U192 0

U113 0

0
0

tUia 0

U1s 0

0

156



Uy

Uz

Uz

615

Uy

0

5 5
413 Gy3

0

5
g

5
ay, 0

5
@iy

b45

Us

5
Gy3

5
Qg

5
84

Ug

b25
b3s

Uy

0

5 5
Ggg oy

0
0

5
A3y

5
a9y

Ug

5
Q33

$
Qga

5
sy

5
3

Uy

U10 0

U1t 0

19 0

13 0

0

14 U

15 0

0
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=

=4
o
on -

=

]

=1
L Ll 1
e =

[ R e Y s T [ . B e B e S vt B o N o

el
farpe
(s

L
e
'Y

=}

c,dnp—lu
—
A

o o O o o o o o o o

o oo o o o0 OO0 o o o O

oo O O oo O

o B o T e e Qs B cove R )

by + bis
by + bas
0

bas

bas
0

oo o o o o

by + by

oo O o o o 2

oo o D O o o

£
Lol
L
oo O O 90 0 0 o o0 o O o O o

OO
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(El + Ea)

fon T e T v I e Qe Y e I e B i B e B v Y e B e e T o B e

Uy9
Gog
Qyy
Q33

oo TR v B wauw R e R o S o S e S e B e S e B e N e R e S e B e |

+ 4+ + +

oo 0 o0 0 o0 o 0 Do Do o0 o O

G1s
Gy
dyy
Ty

fomie T oo B e S e I e Y e R e S e S N e B i B v R e Y e B ]

o o O o o O 0o o o o o oo o o

e T e B o B e I e Y o T . Y rcc I oo [ e B e B o Y e Y v B o

U1
tg
Uz
U4
Us
Ug
U
Usg
g
U10
t11
12
U3
U14

Uy



bs). De fato:

-

(Ey | by) + (Es

~

-

~

"

A

(Ey | b+ Es | bs)

do que mostramos que:

Uy

0
0

1
Q13

0
0

0
0

1
a4

1
ayy

g

0

1
Q43

1
Ty

1
Q4

Uz

4

(]

1
Qyn

0

0

1
U3,

1
G

Ug

ur

Ug

Ug

LT

11

12

U13

U4

Uis

1
b]l - U4 612

1
by — ug yy

Uy

1
bs1 — 14 ag,

cCooo0o o o000

W2
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Uy

Uz

U3

ty

Us

0

5 .5
Qqq C43

0

5
Qg4

Ug

Uz

0

5 5
Q35 Gz

0

5
7

Ug

0

5 5
3y Gg3

0

5
Q34

g

U10

U1

12

Uya

3t}

U1s
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Uy
Uz

0
0

0
0

1
3
1
Q43

1

gy, 0
1

ag 0

1
a1,

1
an

Us

Uy

Us

0

5 5
Qyg Gy

0

D

0
0

1
Oy
0

1
a3,
0

Ug

Uy

0

5 5
gy o3

0
0

5
8oy

0
0

5
Qaa

5

Gay

5
Gay

Uz

0

Ug

tio

U11

U2

U13

%14

Ui

1
bn = Ugq Qg
1
b41 — Uy Gyq
5
bss — uy 3y

531 - b45 — ugC
(61 + 55)

5
bzs == Uq Qg

thy + Uy

coococo o
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1

0
0

1
g

0
0

1
iy

1
TP

Uz

0

1
Ay

1
Ay

1
7]

U3

Uq

Ug

5 5
0 ey ajs

D

0

1
Q34

1
a3

Ug

Uy

0

5 5
Ggg dg3

0
0

5
Aoy

usg

5
Gg3

5
GO39

5
Gy

Ug

U0

U1

%12

13

Ur4

U5

bat + bas — usC

0

by — uq al,
- by —ug al,

0

Uq

bzs — U4 a%l
5
b35 — U4 Ay

oo O oo oo

(b1 + b5)
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EXEMPLO 4: de como, apés aplicar as condicoes de fronteira elemento por elemento,
‘como no exemplo 3, determinar as submatrizes regularizadas reg(E.) e suas consequen-
tes fatoracbes de Crout, para o uso do precondicionador de Hughes.

Para o problema diferencial:

-u’ = f; (0,1)
u(0) = u(l)=10

tem-se o problema variacional

fwv = [1o, % e Hio,1)
[t} D

O método dos elementos finitos, com

ho= 1/4

e as funcdes basicas

fo = {U 0<z

0T l1-4z O0<z<h
Fi = {4;1: O<z<h
T 22—z h<z <2

fo = {4:1:—1 lh <z < 2h
7T 13-4z 2h<z<3h

fis = {4:1:—2 2h < x < 3h
B 7 \d—4e 3h<z<4h

fu = {43:—3 3h <z < 4h
“ 0 4h <
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gera a matriz global:

¥y o« 0 0 0
a B a 0 O o = —4
A=10 o f o 0 i B = 8
0 0 a B 0 N o= 4
0 0 0 a -~
a qual, apds a aplicagio das condigdes de contorno, fica como
5 0 0 0 0
0 /g a« 0 0 o = —4
Ae=10 a f o 0| ; B = 8
0 0 a B 0 6§ = 1
0 0 0 0 ¢

e assim enquanto {ém-se as submatrizes estendidas dos elementos:

(v @ 0 0 0)

e v 0 0 O 4
Bo=|o 0o 0 0 of; 277

0O 0 0 0 0 T =

\0 0 0 0 0}

/[0 0 0 0 0)

O 7 a 0 0

= 4

E2= 0 a3 ¥ 0 0 1 a_ 4

0 0 0 0 O T =

\0 0 0 0 0/

/0 0 0 0 0)

0 0 0 0 0 . = 4
E3= 0 0 i 84 0 ) _ 4

0 0 a 4 O i

\0 0 0 0 0/

/[0 0 0 0 0)

0 0 0 0 O Y= 4
E, =]06 0o 0 o 0] _ o,

0 0 0 ~ «a 7

\0 0 0 a 7/

apos a aplicacao das condicdes de contorno, quando somente FE; e E4 mudam, tem-se
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1 0 0 0 o 1 0 0 0 O
0 zz 0 0 ¢ 0 y 0 0 0
w=10 0 =z 0 09 wHiz_|lo o y 0 0
0 0 0 =z 0 0o 0 0 y 0O
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
onde
z=1/{/(8); y=1/z
Daqui para frente denotamos F; em vezde Ei.; entio
W, = diagonal (E;),
e
reg(E) = I + WV (B, —w;) W™/?
onde
reg(E)) = reg(Fa) = I
e
i 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 z 0 0 0 1 0 0 0
reg(Er)={0 =z 1 0 0 reg(E;) =0 0 1 =2 0
] 0 0 1 0 0 0 z 1 0
] 0 0 0 1 0 0 0 0 i
z=-1/2

onde as reg(E;) sao simétricas positivas definidas e portanto tém fatoragdo Unica

- LDU; U= tranpostade L e reg(E\)=1"I*I=reg(Es) e

166



~1/2: t=3/4

3/4

z=-1/2;t=

W—l,."2 A W—-l,’? — (

: oz=—1/2

rac B e o e R

oo W e D

== A e B =]

o — oo

fag I i e Rl e i e

cond(W™1% A W-1/%) = 5,8284

Wl,fz[Ll LQ L3 L4 (Dl Dz Da D4) U4 Ua Uz Ul] Wl;’z _

P =
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z=-1/2; ¢g=-3/4 e p=15/16

isto é
WP PW=Q=xLlx rD'x xU
ou
1 0 0 0 0
0 8 o 0 O a = -4
P=|0 o 8 ¢ 0] ; &= -3
0 0 & p 0O p o= 15/2
0 0 0 o 1
€

cond(P™' * A) = 1,4541 <<< cond(W~* A W~Y/2) = 5,8284

Exceto pelo nimero de condigio, porque no caso tomamos matrizes pequenas, temos
exatamente o que aparece em: Wathen, (1989). Tal precondicionador P & facilmente
inversivel (isto é, é “fdcil” resolver um sistema de equagdes com P como matriz de coe-
ficientes e (P~! A) tem autovalores “concentrados”; além disto, explora com eficiéncia

a estrutura do MEF,

No que segue apresentamos o algoritmo EBE para este precondicionador de Hughes.

ALGORITMO

1) Montagem do sistema

Para e=1,.--NTEL elementos fazer:

o calcular a matriz F. do elemento e o vetor b,
do lado direito do elemento, aplicando as condicoes de
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fronteira essenciais, (como em (6.40)), paralelamente

e armazenar £, e acumular & e M global-
menge

.® calcular os fatores £, e D, do precondiciona-

dor M,

relativos a matriz regularizada de Winget E, de £E,,
por '

elemento, paralelamente
e armazenar L., D,

e acumular D

e escolher u° por elemento: !

e calcular as parcelas de (Au®). por elemento para-

lelamente, e acumnlar o resultado globalmente
nel

M=b— Al =b- (Z E, ug) (como em (6.43));

e=1

e resolver: S° = M~1r (como no exemplo 2); e

o fazer: %= S°

2) Resolucio do sistema

Para as iteragoes

n=0,1,2,--- do processo iterativo interno M.G.C.P, fazer:

e calcular Av® por elemento, (como em (6.43)),
paralelamente, e acumular os resultados globalmente

¢ calcular o passo «

¢ atualizar u” até a convergéncia

e atualizar o residuo 7°
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o rcsolver MS5% = r® para atualizar S (como no
exemplo 2),

e calcular 3

e atualizar a direcio o°

2.

para voitar ao inicio do estigio
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