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Resumo

Abordamos varios problemas relativos a existéncia, unicidade, regularidade e estabilidade
de alguns sistemas de equacoes do tipo Navier-Stokes; Estudamos a existéncia de solugoes
ultra fracas para as equagoes de Boussinesq estacionérias, com condigoes de fronteira pouco
regulares, do tipo Dirichlet para a velocidade e condi¢oes mistas do tipo Dirichlet e Neu-
mann para a temperatura. Seguidamente provamos a existéncia de solugoes tempo-periddicas
brandas e fortes em dominios nao limitados para as equacoes de Boussinesq de evolugao em
espacos de Lorentz. Via a teoria de semigrupos provamos resultados de existéncia global,
comportamento assintotico e estabilidade das solugoes para as equacgoes de fluidos microp-
olares. Posteriormente consideramos uma classe de equacoes nao lineares estacionarias ab-
stratas em um espago de Hilbert separavel e mostramos algumas propriedades qualitativas
relativas a esse modelo, entre elas, uma propriedade sobre a cardinalidade do conjunto das
solucoes do modelo abstrato em questao e uma propriedade de dependéncia continua das
solugoes com respeito aos dados do problema. Finalmente provamos a existéncia de solugoes
fortes para as equacoes de Navier-Stokes com densidade variavel em dominios espaciais nao

limitados.
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Abstract

We study several problems related to existence, uniqueness, regularity and stability of
some systems of equations of Navier-Stokes type; we study the existence of very weak so-
lutions for the stationary Boussinesq system, with non smooth mixed boundary data. We
also prove the existence of mild and strong time-periodic solutions in unbounded domains
for the evolutive Boussinesq system in the context of Lorentz’s spaces.

Using the semigroup theory, we prove some results of global existence and exponential
stability of solutions for the model of micropolar fluids. Later on, we consider a class of
nonlinear stationary equations in a separable Hilbert space and show some qualitative prop-
erties relatives to the set of solutions of this model, that is, properties on the cardinality of
the set of solutions as well continuous dependence properties of the solutions with respect
to the data of the model.

Finally, we prove the existence of strong solutions for the Navier-Stokes equations with

variable density in unbounded spatial domains.
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CAPITULO 1

Introducao

Pure mathematics is the magician’s real wand.

Novalis

Grandes avancos tém sido dados na analise matematica da teoria das equacoes de Navier-
Stokes e de modo mais geral em modelos que sao variantes destas equagoes, tais como
as equagoes de Boussinesq para convecgao, equacoes de fluidos micropolares, equagoes da
magneto-hidrodinamica, entre outras; avangos relativos a existéncia, unicidade, regularidade,
estabilidade das solucoes para estes modelos. Varias técnicas da analise tém sido utilizadas
para responder a estas problematicas, como por exemplo, métodos de energia, métodos de
compacidade, teoria de Semigrupos, teoria dos potenciais hidrodinamicos, técnicas de ponto
fixo, etc. Entretanto, muitas questoes ainda continuam sem serem respondidas.

Nesta tese abordamos varios problemas relativos a existéncia, unicidade, regularidade e
estabilidade de alguns sistemas de equagoes do tipo Navier-Stokes; explicitamente, dividi-
mos este trabalho em sete capitulos dos quais os cinco seguintes correspondem, cada um,
a um sistema e problema diferente, porém intimamentes relacionados, e no capitulo sete
apresentamos as conclusoes do trabalho, como também algumas idéias para futura pesquisa.

No Capitulo 2, estudamos as equagoes de Boussinesq estaciondrias (2.1), com condigoes de
fronteira do tipo Dirichlet para a velocidade e condi¢oes mistas do tipo Dirichlet e Neumann

para a temperatura, abordando aspectos relativos a existéncia, unicidade e dependéncia



continua de um tipo de solugoes as quais chamaremos de solucoes ultra fracas, cuja definicao

serd dada posteriormente.

O ponto principal do problema radica em que as condicoes de fronteira consideradas, sao
condigoes nao-regulares. De fato, alguns dos autores como Rabinowitz [106]; Zarubin [133];
Morimoto [92]; Gil [50]; Oeda [96], etc, tém estudado o problema (2.1) com condicdes de
fronteira mistas para a temperatura 6 e Dirichlet para a velocidade u, mas seus trabalhos
sao feitos considerando condigoes de fronteira regulares o qual permite estender tais dados
sobre o interior do dominio e conseqiientemente, isto leva a obtencao de um sistema com
condicoes de fronteira homogéneas e faz possivel o uso de argumentos padroes para a obtencao
de existéncia de solugoes, chamadas comumente de solugoes fracas. Entretanto, quando os
dados de fronteira sao funcoes nao regulares, isto é, quando os teoremas do Traco usuais nao

podem ser usados, a resolucao do sistema (2.1)-(2.2) nao tem sido pesquisada.

O conceito de solucao ultra fraca é uma extensao natural do conceito de solucao fraca
e tem sido estudado inicialmente por Conca [21],[22] em problemas de homogenizagao para
as equacoes de Stokes. A idéia principal de Conca [21] foi 0 uso do método da transposi¢ao
introduzido anteriormente por Lions e Magenes [76]. Outro trabalho nesta linha para o
problema de Stokes foi dado posteriormente por Amrouche e Girault em [4]. Posteriormente,
Marusic-Paloka [87] estendeu os resultados de Conca para as equagoes de Navier-Stokes. A
estratégia usada por Marusi¢-Paloka [87] se baseia no estudo da linearizagao das equagoes
de Navier-Stokes combinada adequadamente com argumentos de ponto fixo. No sistema
linearizado, ele aplicou os resultados obtidos por Conca [21],[22] e definiu uma contracao
que permite aplicar o Teorema do ponto fixo de Banach. A extensao para as equacoes de
Boussinesq foram dadas por Santos et al. [114] os quais analisaram o sistema (2.1), mas com
condicoes de fronteira do tipo Dirichlet nao somente para a velocidade u mas também para
a temperatura 6. Em outros modelos da Hydrodinamica, Guillén-Gonzalez et al. [51] estu-
daram o conceito de solucao ultra fraca para o sistema de Stokes hidrostatico com condicoes
de Neumann nao suaves sobre a superficie rigida e condigoes do tipo Dirichlet sobre o resto
da fronteira. Em [115], sdo consideradas as equagdes estaciondrias de Navier-Stokes com
dados de fronteira em algum espaco Wlﬁ’q(l“). Isto corresponde a um problema de um
fluido estacionario em um dominio com uma cavidade, isto é, a uniao de um semi-espaco

com um dominio limitado (a cavidade) e o Problema de Taylor, ou problema do equilibrio



de um fluido entre dois cilindros co-centricos com o cilindro externo fixado e o interno em

movimento rotacional sobre seu eixo.

Para nosso estudo das equagoes de Boussinesq estaciondrias (2.1), com condigoes de fron-
teira do tipo Dirichlet para a velocidade e condigoes mistas do tipo Dirichlet e Neumann
para a temperatura sao de vital importancia os trabalhos de Dauge [25], [27]. Nés abor-
damos dois aspectos diferentes: Por um lado, as condicoes de fronteira pertencem a alguns
espagos 0s quais nao sao espacos traco no sentido padrao. Por outro lado, o fato de con-
siderar condicoes de fronteira mistas para a temperatura, leva ao estudo de propriedades de
existéncia, unicidade e regularidade de solugoes de um problema dual do tipo eliptico com
condicoes de bordo mistas o que complexifica o problema fazendo com que sua resolugao
carregue algumas condicoes sobre o dominio. De fato, para que este problema eliptico seja
bem posto, precisamos impor algumas hipoteses sobre a geometria do dominio. Este é um in-
teressante problema que foi estudado por Dauge em [25], [27]. E surpreendente observar que
se desejamos obter resultados de regularidade para a solugao de dito problema, um dominio
suficientemente regular nao pode ser considerado. De fato, o pedago de contorno com dado
Dirichlet e o pedago de contorno com dado Neumann, se eles estao em contato, deve formar
um angulo o, a < w. Além disso, dois tipos de condi¢oes de contorno nao podem viver sobre
um dominio suave. Por outra parte, o problema eliptico para a temperatura é acoplado com
um sistema de Navier-Stokes para a velocidade, que deve ser resolvido num dominio nao

suave.

No Capitulo 3, estudamos o sistema de Boussinesq no caso evolutivo (3.1)-(3.5) e abor-
damos um problema relativo a existéncia de solucoes tempo-peridédicas brandas e fortes em
dominios nao limitados. Varios estudos tém sido feitos na andlise matematica do sistema
(3.1)-(3.5). Por exemplo, no trabalho [23] se estuda o problema de Boussinesq de evolugao
em um dominio que depende do tempo. Se prova a existéncia de solucoes fracas e a uni-
cidade num dominio bidimensional. Em [89] se estuda a existéncia e unicidade de solugdes
locais e globais fortes em dominios nao limitados de classe C?. No trabalho [53] se estuda
a possivel unicidade da solucao fraca colocando hipdtesis extras na pressao para o problema
de Cauchy. Em [52] se demonstra a existéncia e unicidade de solugoes fortes do problema
de Cauchy, isto é, do problema evolutivo em R3. Também se mostram taxas de decaimento

para a solucao desde que as forcas tenham respectivos decaimentos. As ferramentas uti-



lizadas foram linearizacao, teoria do potencial e equacgoes integrais. Citamos também os
trabalhos de Morimoto [90], [91]. Em [90] se estuda a existéncia de solugoes fracas para o
modelo de Boussinesq através do método de Galerkin e em [91] se analisa a existéncia de
solugoes reprodutivas para este modelo. Dentro da teoria L?, no artigo [35] se investigou
a existéncia de solugoes com dado inicial em L? (resp. W'?) para o caso n = 2 (resp.
n = 3) e se discutiu a existéncia global de atratores. No que respeita a teoria LP, no artigo
[17] se construiram solugoes de classe LP(0,7; LY(R™)) com expoentes convenientes p e g
usando teoria de operadores Integrais. Hishida [58] usando teoria de semigrupos, estudou a
existéncia e unicidade de solugdes fortes com valores em LP(£2) x L(Q2) (€ dominio limitado
do R™, n > 2) quando o dado inicial ndo é necessariamente suave. Na teoria dos espagos
L? fracos, Hishida [59] estudou o problema de convecgao em um dominio exterior do R?;
no mesmo artigo, uma classe de solugoes estaciondrias é dada. No trabalho [97], é apresen-
tado um estudo sobre a existéncia de solugoes reprodutivas para o modelo em questao, em
dominios exteriores usando o Método de Imersao de dominios em conjunto com o método

de Galerkin, argumentos de compacidade e de energia.

Entretanto, ainda nao tem sido investigado o estudo de solugoes periédicas no tempo
do sistema (3.1)-(3.5) em dominios nao limitados; além disso, convém notar que mesmo
em dominios limitados, a unica técnica usada até agora para o estudo da existéncia de
solugoes periddicas é basicamente o método de Galerkin. A proposta do Capitulo 3 é provar
a existéncia, unicidade e estabilidade de solugoes periédicas brandas e fortes para o problema

(3.1)-(3.5) usando como base a teoria de semigrupos em espagos de Lorentz.

A existéncia de solugoes periddicas no tempo fortes para as equacoes de Navier-Stokes em
dominios nao limitados tém sido investigado por Kozono e Nakao [69], Maremonti [85],[86] e
Taniuchi [125]. Em particular, Moremonti [85] provou a existéncia de uma solucao periddica
no tempo sobre o espaco todo R? para uma forca externa suficientemente pequena. O
mesmo problema, no semi-espago R? foi considerado por Moremonti em [86]. Kozono and
Nakao [69], fazendo uso das estimativas L? — L" para o semigrupo gerado pelo operador
de Stokes, construiram solucoes periddicas no tempo para forcas peridédicas no tempo sendo
suficientemente pequenas e a estabilidade deste tipo de solugoes foi analisada posteriormente
por Taniuchi em [125]. Convém notar que nestes trabalhos, a andlise ¢ feita unicamente

na teoria dos espagos LP fortes. Yamasaki [131] analisou o mesmo problema estudado em



[69] dentro da teoria de espagos de Morrey. Lembramos aqui, que a existéncia de solugdes
periédicas fortes para o caso Navier-Stokes em dominios arbitrarios do R3, nao limitados, é
ainda uma questao em aberto.

Uma outra problematica que difere das duas ultimas serd abordada no Capitulo 4. Estu-
daremos aspectos relativos a existéncia global, comportamento assintético y estabilidade das
solugbes para as equagoes de fluidos micropolares (4.1). Estas equagoes sao generalizagoes
das equacoes de Navier-Stokes no sentido que descrevem a dinamica de fluidos com micro
estrutura, isto é, as particulas imersas estao sujeitas tanto a translacoes como a rotacoes o
que leva ao conhecimento de uma nova grandeza que é a velocidade angular para obter uma
completa descricao do escoamento.

Este caso foi estudado por Lukaszewicz em uma série de artigos [83], [82], [81]. Veja
também [80]. No artigo [83] se estuda o problema estaciondrio associado, em [82] a existéncia
de solugoes fracas para o modelo de evolucao e em [81] a existéncia e unicidade de solugdes
fortes. Estes trabalhos foram feitos em dominios limitados e a técnica utilizada pelo autor
foi linearizacao em conjunto com um Teorema de quase-ponto-fixo. Os resultados obtidos
sao analogos aos conhecidos para equacoes de Navier-Stokes classicas.

Em [110] se estuda o modelo acoplado com uma equagao para o campo magnético em
dominios limitados, provando-se a existéncia e unicidade de solugoes locais fortes. Estes
resultados foram obtidos fazendo uso do método de Galerkin espectral em conjunto com o
método de energia e argumentos de compacidade. Em [100] se demonstra a existéncia e
unicidade de solugoes globais fortes ao mesmo nivel das equagoes classicas de Navier-Stokes.

Analogamente, como no caso das equagoes de Navier-Stokes classicas as solugoes fracas
no problema tridimensional nao sao necessariamente unicas (de fato, é um dos problemas em
aberto classicos da teoria das equagoes de Navier-Stokes). Na teoria das equagoes de Navier-
Stokes, Serrin [117] mostra condigoes suficientes para a unicidade. Resultados andlogos no
caso das equagoes dos fluidos micropolares foram estudados no trabalho [101], onde também
se estabelece a existéncia das derivadas fracionarias temporais.

Em [84] é estudada a existéncia e unicidade de solugdes periddicas fortes para uma classe
abstrata de equagoes diferenciais parciais (incluindo as equagoes micropolares em dominios
limitados), utilizando novamente a técnica de Galerkin.

No caso de dominios nao-cilindricos, isto é, dominios que mudam com o tempo, em [111],



[102] foi estudada a existéncia de solugoes fortes para uma classe especial de dominios e em
[108] foi analisada a existéncia de solugoes fracas para dominios mais gerais. A idéia dos trés
trabalhos mencionados acima é o uso duma transformacao para levar o problema inicial a
um problema de dominio fixo, resolver o problema neste novo dominio e depois retornar ao
dominio inicial através de uma aplicacao adequada.

Para dominios exteriores, em [29] estuda-se o problema estacionério e em [30] o problema
de evolugao. Neste tltimo caso, na sua abordagem foi utilizada a técnica de imersao de
dominios introduzida por Ladyzhenskaya no estudo das equagoes de Navier-Stokes (veja
também Heywood [57]).

Entretanto, todos esses resultados sao essencialmente baseados na teoria dos espacos L2.

Recentemente, Yamaguchi [130] abordou o estudo do sistema (4.1)-(4.2) do ponto de
vista da teoria de semigrupos e provou a existéncia de solucoes globais fortes para dados
pequenos. Convém notar que [130] é o unico trabalho baseado nesta teoria do qual o autor
tem conhecimento.

Ao longo deste capitulo nés provamos a existéncia global de solucoes fortes para o sistema
(4.1)-(4.2) com condigbes de pequenez sobre os parametros as quais convergem uniforme-
mente para solugoes estacionarias quando ¢t — oo com uma taxa de decaimento exponencial.
Esta problemética nao tinha resposta até o momento o que motivou a realizacao deste es-
tudo. Para mostrar a existéncia de solugoes estaciondrias para o sistema (4.1) em espagos da
forma L3(Q2) x L™(Q), fazemos uso de técnicas do ponto fixo; por outra parte, para provar
a existéncia global e o comportamento assintético das solugoes do sistema (4.1)-(4.2), esta-
belecemos estimativas do tipo (L? x L?) — (L" x L*) para o semigrupo analitico gerado pelo
operador linearizado correspondente ao sistema ao redor da solucao estacionaria. Convém
notar que estas estimativas incluem os casos p # ¢ e r # s, as quais sao necessarias para
resolver (4.1)-(4.2) com velocidade inicial de microrotagao wy € L™(2) para m < 3. Neste
sentido, nossos resultados sobre existéncia global de solucoes fortes, generalizam os resulta-
dos de Yamaguchi [130] quem analisou somente o caso p = ¢ e r = s. Além disso, o semigrupo
é obtido através das estimativas (LP x L?) — (L" x L*) para o conjunto resolvente do oper-
ador linearizado, as quais clarificam como o comportamento do resolvente com respeito ao

parametro espectral, depende dos expoentes p,q,r e s.

No Capitulo 5, abordamos um problema distinto aos tratados nos trés capitulos ante-



riores. Consideramos uma classe de equagoes nao lineares estacionarias abstratas em um
espago de Hilbert separavel (veja (5.1)) e estudamos algumas propriedades qualitativas rel-
ativas a esse modelo, entre elas, uma propriedade sobre a cardinalidade do conjunto das
solugoes do modelo abstrato em questao e uma propriedade de dependéncia continua das
solugoes com respeito aos dados do problema. O modelo abstrato considerado é de rele-
vante importancia pois envolve varios sistemas de equacoes da hydrodinamica, tais como as
equacoes dos fluidos micropolares, magneto-micropolares, equacoes de Boussinesq, equagoes
de Navier-Stokes, entre outras. Varios autores tém estudado estes modelos separadamente
e varios resultados relativos a existéncia, unicidade, regularidade, etc, tém sido encontra-
dos. Em particular, a estrutura do conjunto de solucoes das equacoes de Navier-Stokes foi
estudada em [36], [35], [60], [127], [38] e as referéncias ali citadas.

O objetivo principal deste capitulo é provar dos teoremas relativos ao estudo de algumas
propriedades genéricas para o conjunto de solugoes de (5.1) motivados pelos resultados de
[36],[35], [37], [38], [60], [127] para o problema de Navier-Stokes. Caracterizamos a existéncia
e unicidade de solucoes para o problema abstrato em estudo, o qual é fortemente usado,
entre outras coisas, para aplicar o Teorema da fungao implicita, o Teorema de Smale e poder
definir o grau topoldgico de uma certa aplicacdao determinada pelo inverso do operador de
Stokes. Analisamos também o problema de dependéncia continua do conjunto de solugoes
para o problema abstrato com respeito aos dados do problema usando uma analise funcional

abstrata incluindo operadores de Fredholm.

No Capitulo 6 nos transladamos as equagoes de Navier-Stokes com densidade variavel
(veja (6.1)) e abordamos o estudo de existéncia de solugoes fortes no caso de um dominio
espacial nao limitado do R?. Este modelo generaliza as equacoes cldssicas de Navier-Stokes
no sentido que a densidade é agora assumida como sendo varidvel.

O primeiro a considerar matematicamente o modelo estudado neste capitulo foi o russo
A.K. Kazhikov em 1974 sob a condi¢ao 0 < a < pg(x) < [ sobre a densidade inicial [66].
Ele mostrou essencialmente a existéncia de solucoes fracas em dominios limitados de R”,
n = 2 ou 3. As provas detalhadas aparecem na monografia [6] onde se levanta a questao
para o caso no qual a = 0. (veja também os trabalhos de J.L. Lions [77], [78]). Também sao

apresentados alguns resultados de regularidade das solugoes fracas.

Os que resolvem a questao da unicidade das solugoes fortes foram O. Ladyzhenkaya e V.



Solonnikov [75] em 1975, utilizando basicamente teoria do potencial, linearizacdo e ponto
fixo; eles exigem p > n, n = 2 ou 3; também foram dados resultados de existéncia global,
para o caso tridimensional exigem decaimento exponencial no tempo para a forca externa.
Este trabalho foi feito em dominios limitados.

O primeiro a resolver a questao levantada por Kazhikov, isto é, o caso a = 0, foi o
francés J. Simon [119] no ano 1978; também sao interessantes seus artigos posteriores [120],
[118]. Nestes trabalhos foi aplicado um novo teorema de compacidade nos chamados espagos
de Nikolskii obtido por J. Simon em conjunto com o método de Galerkin e energia. Os
resultados foram dados em dominios limitados.

O problema em dominios exteriores foi abordado pela matematica italiana Padula [103]
no ano 1982; convém também ver o trabalho [104]. Nestes trabalhos é utilizado o método de
imersao de dominios.

No artigo [67], Kim no ano 1987 aborda novamente o caso a = 0 estabelecendo uma
desigualdade diferencial importante (argumento que tinha ja sido usado por Beirao da Veiga
[9]), a qual foi fundamental para os trabalhos de existéncia de solugoes fortes realizados
em [112]. Kim mostra a existéncia de uma solugao fraca mais regular que as obtidas por
Kazhikov e Simon, mas é bom ressaltar que a densidade inicial é mais regular.

O japonés Okamoto via operadores de evolugao estabelece resultados num contexto
Hilbertiano, andlogos aos de Fujita e T. Kato [40] no caso das equagoes de Navier-Stokes
classicas, no artigo [98], do ano 1982. O tipo de dominio considerado neste trabalho também
sao os dominios limitados.

O italiano R. Salvi [112] mostra a existéncia e unicidade de solugoes fortes em dominios
limitados, via o método de semi-Galerkin espectral e o Teorema de Aubin-Lions, obtendo
assim os andlogos aos resultados de J.G. Heywood [54] para o caso das equagoes de Navier-
Stokes cléssicas.

Um resultado de existéncia e unicidade de solugao global forte sem decaimento exponen-
cial na forga externa foram dados em [11]. Resultados andlogos das equagoes de Navier-Stokes
classicas de existéncia global, isto é, sem decaimento nenhum na forca externa, para o sistema
deste capitulo, foram obtidos em [12].

O problema em dominios nao cilindricos foi abordado em primeiro lugar por R. Salvi

[113] com condigoes mistas na fronteira no ano 1984; (observe que o problema com condigoes



mistas nao é abordado por nenhum dos autores anteriores) sob a condigao 0 < o < po(z) < .
Em dominios nao limitados, Fernandez-Cara e Guillén [33] provaram a existéncia de
solucoes fracas usando o método de imersao de dominios e argumentos analogos aos de Simon
[118]. Utilizando o método do regularizador e a teoria L” para as equagdes parabdlicas Itoh
e Tani [63] mostram a existéncia e unicidade de solucao forte em dominios nao limitados
com fronteira de classe C?, resultados analogos aos obtidos por [75], caso p > n, n = 2 ou 3.
O livro de P. L. Lions [79] apresenta os resultados para este modelo nas pdginas 19
até 78. Sao estudadas a existéncia de solugoes fracas para o modelo em trés situacoes: o
problema de Dirichlet, o problema periédico no espaco e o caso de todo o espaco R", para
dimensao arbitrdaria n > 2. Neste livro a viscosidade é assumida a ser varidvel (dependente
da densidade), e a densidade inicial é nao negativa. O Autor também discute brevemente as
solucoes fortes nas paginas 32 e 33, para o caso bidimensional com densidade constante.

Entretanto, o estudo da existéncia e unicidade de solugoes fortes do sistema (6.1)-(6.5)
para o caso p = 2 no caso de dominios nao limitados arbitrarios, nao tem sido discutido.
Neste trabalho, seguimos as idéias de Heywood junto com argumentos usados por [33], [112] e
[12] para mostrar a existéncia e unicidade de solugoes fortes locais e globais no tempo para o
sistema (6.1)-(6.5) em dominios nao limitados. Desta maneira, a anélise feita neste capitulo
complementaria o ciclo de respostas sobre a existéncia de solucoes fracas e fortes, locais
e globais para o sistema de Navier-Stokes nao homogéneo; além disso, uma das motivagoes
adicionais deste capitulo, é o futuro estudo do comportamento assintotico das solucoes tendo
como base os resultados aqui obtidos.

No Capitulo 7 apresentamos algumas conclusoes gerais deste trabalho e daremos algumas
idéias de pesquisa futura. Por ltimo as referéncias bibliograficas. Este trabalho contou com
a supervisao da Professora Dra. Maria Angeles Rodriguez Bellido, da Universidad De Sevilla,
Espanha, e do Professor Dr. Marko Antonio Rojas Medar, da Universidade Estadual de
Campinas, Brasil aos quais agradeco pelas orientagoes dadas. Agradego também ao Professor
Dr. F. Guillén da Universidad de Sevilla, Espanha, pelo interesse mostrado no trabalho e
aos Professores V. Girault, C. Amrouche e M. Dauge, Franca, pelo fornecimento de material
bibliogréfico.

Elder Jests Villamizar Roa
Campinas, 25 de maio de 2005.



CAPITULO 2

Solucoes ultra fracas para as equacoes

de Boussinesq estacionarias

Fantasy, energy, self-confidence and self-
criticism are the characteristic endowments of
the mathematician.

Sophus Lie

Neste capitulo faremos um estudo das equagoes de Boussinesq em estado estacionario
com condicoes de fronteira do tipo Dirichlet para a velocidade e condigoes mistas do tipo
Dirichlet e Neumann para a temperatura, abordando aspectos relativos a existéncia, unici-
dade e dependéncia continua de um tipo de solugoes as quais serao chamadas de Solugoes

ultra fracas.

2.1 Preliminares

As equagoes de Boussinesq da hidrodinamica ( Joseph [64]; Chandrassekhar [18]) apare-
cem de uma aproximacao de ordem zero no acoplamento entre as equagoes de Navier-Stokes

e as equagoes da termodinamica. Em estado estacionario, este modelo é dado pelo seguinte

11
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sistema de equagoes:

—uAu+(u-V)u+%Vp = [f0em Q,
diva = 0em ¢, (2.1)
—xA0+ (u-V)0 = hem (,

onde © é um dominio do R3.

Lembremos que neste sistema, u(x) € R? representa a velocidade do fluido, p(x) € R
representa a pressao, 0(x) € R representa a temperatura, g(x) € R3 é o vetor gravitacional
em x e h(x) é uma forga externa; p,v, 3 e x sdo constantes fisicas, representando, respec-
tivamente, a densidade, a viscosidade cinematica, o coeficiente de expansao de volume e a
conductancia térmica do fluido. Sem perda de generalidade iremos tomar a densidade do
fluido como sendo igual a um.

Neste capitulo, consideramos o sistema (2.1) com condigoes de fronteira nao homogéneas
para a velocidade u e condigoes mistas (Dirichlet e Neumann) nao homogéneas para a tem-
peratura 6. Denotamos por {2 = I' = 'y UI'; a fronteira do dominio €2, o qual ao longo deste

capitulo, serd um aberto limitado do R3. Entao, as condicoes de fronteira sao as seguintes:
u=g sobre I', 0 =¢ sobre I'1 e 0,0 =( sobre I'y, (2.2)

onde g é uma fungao dada sobre I'; e &, ( sao funcoes dadas sobre I'y e I'y, respectivamente.

Consideraveis avangos tém sido feitos na andlise matemadtica do sistema (2.1), veja por
exemplo, Rabinowitz [106]; Zarubin [133]; Morimoto [92]; Gil [50]; Oeda. [96] e referencias ali
citadas. Alguns dos autores acima tém estudado o problema (2.1) com condigoes de fronteira
mistas para a temperatura 6 e Dirichlet para a velocidade u, mas seus trabalhos sao feitos
considerando condicoes de fronteira regulares g, € e ( , o qual permite estender as funcgoes g,
& e ( sobre o interior do dominio §2 e conseqiientemente, isto leva a obtengao de um sistema
com condicoes de fronteira homogéneas e faz possivel o uso de argumentos padroes para a
obtencao de existéncia de solucgoes, chamadas comumente de solucoes fracas. Entretanto,
quando g, £ e ( sao funcgoes nao regulares, isto é, quando os teoremas do traco usuais
nao podem ser usados, a resolu¢ao do sistema (2.1)-(2.2) nao tem sido pesquisada. Neste
trabalho estudaremos este tipo de problemdtica, assumindo somente g € L(T"), £ € L*(T';)
e e HVY 2(T;), sendo nosso principal objetivo provar a existéncia de uma Solugdo Ultra

Fraca cuja definicao sera dada posteriormente.
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O conceito de solucao ultra fraca é uma extensao natural do conceito de solucao fraca
e tem sido estudado inicialmente por Conca [21],[22] em problemas de homogenizagao para
as equacoes de Stokes. A idéia principal de Conca [21] foi 0 uso do método da transposi¢ao
introduzido anteriormente por Lions e Magenes [76]. Outro trabalho nesta linha para o
problema de Stokes foi dado posteriormente por Amrouche e Girault em [4]. Posteriormente,
Marusic-Paloka [87] estendeu os resultados de Conca para as equagoes de Navier-Stokes. A
estratégia usada por Marusi¢-Paloka [87] se baseia no estudo da linearizagao das equagdes
de Navier-Stokes combinada adequadamente com argumentos de ponto fixo. No sistema
linearizado, ele aplicou os resultados obtidos por Conca [21],[22] e definiu uma aplicacao
contracao que permite aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach. A extensao para as
equacgoes de Boussinesq foram dadas por Santos et al. [114] os quais analisaram o sistema
(2.1), mas com condigbes de fronteira do tipo Dirichlet ndo somente para a velocidade u mas
também para a temperatura . Em outros modelos da Hydrodinamica, Guillén-Gonzélez et
al. [51] estudaram o conceito de solugao ultra fraca para o sistema de Stokes hidrostético com
condicoes de Neumann nao suaves sobre a superficie rigida e condig¢oes do tipo Dirichlet sobre
o resto da fronteira. Em [115], sdo consideradas as equagoes estaciondrias de Navier-Stokes
com dados de fronteira em algum espaco Wl_%’q(l“). Isto corresponde a um problema de um
fluido estacionario em um dominio com uma cavidade, isto é, a uniao de um semi-espago
com um dominio limitado (a cavidade) e o Problema de Taylor, ou problema do equilibrio
de um fluido entre dois cilindros co-centricos com o cilindro externo fixado e o interno em

movimento rotacional sobre seu eixo.

Neste capitulo, para nosso estudo das equagoes de Boussinesq estaciondrias (2.1), com
condicoes de fronteira do tipo Dirichlet para a velocidade e condigoes mistas do tipo Dirich-
let e Neumann para a temperatura sao de vital importancia os trabalhos de Dauge [25],
[27]. Neste capitulo, nés abordamos dois aspectos diferentes: Por um lado, as condigoes de
fronteira pertencem a alguns espacos os quais nao sao espacos traco no sentido padrao. Por
outro lado, o fato de considerar condicoes de fronteira mistas para a temperatura, leva ao
estudo de propriedades de existéncia, unicidade e regularidade de solugoes de um problema
dual do tipo eliptico com condicoes de bordo mistas o que complexifica o problema fazendo
com que sua resolucao carregue algumas condigoes sobre o dominio. De fato, para que este

problema eliptico seja bem posto, precisamos impor algumas hipoteses sobre a geometria
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do dominio. Este é um interessante problema que foi estudado por Dauge em [25], [27]. E
surpreendente observar que se desejamos obter resultados de regularidade para a solugao de
dito problema, um dominio suficientemente regular nao pode ser considerado. De fato, o
pedaco de contorno com dado Dirichlet e o pedaco de contorno com dado Neumann, se eles
estao em contato, deve formar um angulo o, o < 7. Além disso, dois tipos de condigoes de
contorno nao podem viver sobre um dominio suave. Por outra parte, o problema eliptico
para a temperatura é acoplado com um sistema de Navier-Stokes para a velocidade, que
deve ser resolvido num dominio nao suave. Observamos que muitos dos resultados existentes
na literatura sobre as equacoes de Navier-Stokes é feito para dominios suaves. Assim, noés
tivemos que usar os resultados relativos ao lema de Leray-Hopf que aparecem no livro de
Galdi [42], que exige menos hipé6teses de regularidade sobre o dominio.

Antes de apresentar os resultados deste capitulo, faremos algumas consideragoes iniciais
sobre o tipo de dominios a serem estudados. Iniciamos considerando os seguintes tipos de

dominios limitados ) do R3.

CASO 1. ©Q é um subconjunto limitado do R? do tipo D?, isto é:
Q={(y,z) ERxR*:z€ P, ®(z) <y < ®(z)}, (2.3)

onde P ¢ um poligono plano curvo com lados de classe C? , sem pontos de ctispide e ®y(z) ,
®,(z) sdo fungodes de classe C2(P), tais que para todo z € P, ®y(z) < ®,(z). Consideramos

a seguinte particao da fronteira I' do dominio €2 :

Iy = {(y,2) ERxR?*:2€ 9P, Oy(z) <y < ®1(2)}, (2.4)
I = (J{2) eRxR*:z€P, y=(z)}. (2.5)
i=0,1
Denotamos por w a maior abertura de P e ¢ o supremo dos angulos diedrais entre I'y (lado

do cilindro) e I'y ou I'y (bases do cilindro). Iremos considerar 0 < ¢ < 7/2. Veja as figuras
2.1e2.2.



15

\> (D() (Z)

Figura 2.1: ponto de cuspide Figura 2.2: Corte de um dominio CASO 1.

CASO 2. Q é um dominio de classe C? com fronteira I', dividida em duas partes
I' = T, UT, tal que a medida de Iy # 0 e Iy N Ty é vazio. Um exemplo tipico deste
tipo de dominios é Q = Q; \ Q2, @2 C @1, com Q1, Q, sendo bolas de raios 71, 1y, respecti-

vamente, 7y > 7o.

A continuacao estabeleceremos algumas notagoes sobre os espacos funcionais que serao
usados neste capitulo. Consideramos os espagos LP(2) usuais, com 1 < p < +o0, com
norma denotada por | - |,. O sfmbolo (-,-) denotard o produto interno em L*(Q2). Deno-
tamos por W*P os espacos de Sobolev usuais, e suas respectivas normas serdo indicadas
por || - ||rp; em particular, H*(Q2) = W*2(Q) com a norma || - || = || - |2 O fecho de
() (fungdes de classe C*° com suporte compacto) em WP é denotado por Wi (Q) e
HY = Wy, Também denotamos por H} (Q) ={v € H(Q):v =0 em I''} e V o fecho de
of V={ueC: V-u=0em N} nanormade H'(), sendo ((+,-)) e ||-|| o produto interno
e a norma, respectivamente. Com respeito as condigoes de fronteira para u e 6, assumimos
somente ( € HV/2(['), (£ € L*(I'1) eg e L’T) comg-n=0em Iy e [,g-n=0, onde n
denota a normal exterior de I'. Quando €2 é do tipo considerado no CASO 2, assumimos que
os fluxos ¢ = fFl g-nep;=—p = fm g - n sao suficientemente pequenos. Esta condigao

aparece explicitamente na aplicagao do Lema 2.11 abaixo, como veremos posteriormente.

Para finalizar esta segao, apresentamos um par de resultados preliminares os quais serao
fundamentais no desenvolvimento deste capitulo, relativos a aspectos de regularidade de

solugoes para a equagao de Laplace nos dominios que estao sendo considerados.

Lema 2.1. Seja Q € D? como no CASO 1, tal que ¢ < 7/2 ew < 7, (ou §) convezo) e seja
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Y € HY () a solugao fraca do problema

Ay = fem ),
Y = 0 sobrel’, (2.6)
Ony = 0 sobre 'y,

para algum dado f € L*(Q). Entao, ¥ € H*(Q).
Demonstracao:. A prova é um caso particular do Teorema 1 of [25]. Veja também [27]. B

Lema 2.2. Seja Q um dominio limitado do R® como no CASO 2, e com fronteira de classe

C?. Seja vy € HY| a solugao fraca do problema

—AY = femQQ,
Y = 0 sobre Ty, (2.7)
OnY = 0 sobre 'y,

para algum dado f € L*(Q). Entao, ¥ € H?(Q).

Demonstracao:. A condicio I'; N Ty sendo vazio, permite adaptar a prova do Teorema 4,
Cap. IV. Sec. II, do Mikailov [88] e o resultado segue. Ver também Necas [94]. [ |

Observacgao 2.3. Os lemas anteriores continuam vdlidos se consideramos condi¢coes do tipo

Dirichlet sobre I'y e condicoes do tipo Neumann sobre I'y.

O conteudo seguinte deste capitulo esta organizado da seguinte maneira: Na Secao 2,
damos a definicao de solucao ultra fraca e estabelecemos nossos principais resultados. Na
Segao 3, provamos que dada uma velocidade u € L3(2) com divergéncia nula, existe uma
unica solucao ultra fraca para o respectivo problema em #. O estudo da solucao para o
problema em u é dado na Secao 4, o que permitird provar a existéncia da solucao ultra
fraca, analisada em detalhe na Secao 5. Na Secao 6, analisamos a dependéncia continua
das solugoes obtidas com respeito aos dados do problema e finalmente, na Secao 7, faremos
algumas observagoes sobre a interpretacao da solucao obtida, do ponto de vista do problema

diferencial.
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2.2 Solucao ultra fraca

Nesta se¢ao damos a defini¢ao de solugao ultra fraca para o Problema (2.1)-(2.2) e esta-

belecemos nossos principais teoremas deste capitulo.

Definigao 2.4. Uma tripla (u,0,p) em L3(Q) x L*(Q) x W—13(Q) € dita uma solugao ultra
fraca do Problema (2.1)-(2.2) se

—v(u,A®) — B(u,®,u)— < p,div® >y 15 s = PO, @) - 1// g - On®ds, (2.8)
r
(u, V1) = / (g-n)7rds, (2.9)
Iy

—X(H, Aw) — b(u,w, 9) — (h,w) + X . f&ﬂﬁ dS = X < C,w >H_1/2(F2),H1/2(F2)’ (210)

para todo ® € W23/2(Q) N Wé’g/Q(Q), para todo T € W1’3/2(Q),f97 = 0 e para todo ¢ €
H?(Q) N HE () com Ontp |r,= 0. Recordamos que B e b sio as formas trilineares definidas

respectivamente por:

3
B(U,V,W) = Z /QU]%’LUZCZQ, b(ua¢>9) =
J

t,j=1
Nossos principais resultados sao os seguintes:

Teorema 2.5 (Existéncia). Existe uma constante positiva “a” tal que se a viscosidade v €

“w.

suficientemente grande em relacdo a “a”, entdo existe uma solu¢ao ultra fraca do Problema
(2.1)-(2.2) no sentido da defini¢io acima.

Teorema 2.6 (Dependéncia continua). Seja (u;,0;),i = 1,2 duas solugoes ultra fra-
cas do Problema (2.1)-(2.2) correspondendo a forcas externas f = fi(€ L3(Q)),h = hi(€
L*(Q)), i = 1,2 e dados de fronteira g = g;,{ = (;, & = &,1 = 1,2, respectivamente. Entao,

existe uma constante v* > 0 tal que para todo v > v*,

lug —ugfs + |6h — b2 < {|& — §2|L2(r1) + |G — C2|H—1/2(r2) + | — ol + |h1 — hal2 +
+ g1 — g2l2m) + €},

onde a constante ¢ depende somente dos dados do problema € e € satisfaz:
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e Selgi —glr2r) =0, entdo e = 0.

o Selgi—gl2m) # 0, entdo € = |(g1—87) —(82—85)|r2(r), onde g e g5, sio aproximagoes

arbitrariamente proximas de g, e g, respectivamente.
Em particular, para v > v*, o Problema (2.1)-(2.2) tem solu¢ao inica.

Observacgao 2.7. Os teoremas acima continuam validos se consideramos que os dados de

fronteira sobre 0 satisfazem somente ¢ € H=3/2(T'y) e € € H-Y2(T'y).

2.3 Problema em ¢

Nesta secao introduzimos o seguinte problema na variavel temperatura 6, para uma ve-
locidade u dada.
Problema em 0: Dado h € L*(Q), £ € L*(T), ¢ € H'(T'y) e u € L3(Q) com divu = 0,
u-n=0sobreleu=u+v,,ondeu =gé+v,veV, g eH comduvg =0e
ve € L3(Q) com |v¢|3 sendo suficientemente pequeno em relagao a x, encontrar § em L?(£2)

tal que (2.10) é satisfeita.

Observagao 2.8. Acima, a condi¢do divu = 0 € entendida no sentido fraco, isto €, (u, Vw) =
0, para todo w € Wol’g/Q(Q). Como uma, conseqiiéncia, temos que a forma bilinear B(¥, ®) =
X(VU,V®) — B(u,®, W) € fortemente eliptica. Na verdade, para todo ® € HL(Q) C
Wa*2(Q), o termo B(u, ®,®) = —(1/2)(u, V|®|?) = 0.

Lema 2.9. Sobre as hipdteses do Problema em 0, existe uma tnica solugio 6 in L*(Q)

satisfazendo a equagdo (2.10).
Demonstragao:. Dada uma funcao b € L?(2), consideremos o seguinte problema dual

—xAY — (u-V)yp = bem Q,
On» = 0 sobre I'y, (2.11)
¥ = 0 sobre I'y.

A obtencao da solugao fraca v € Hlll ¢ dada de maneira padrao, usando por exemplo,

teoremas do ponto fixo. Observamos que entendemos que 1) € H{\, ¢ solugao fraca de (2.11)
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se 1 satisfaz o seguinte problema variacional
X(V, Vw) — (u- Vi, w) = (b,w), Vw € Hf. .
Com respeito a unicidade, notemos que se 1,19 sao duas solugoes fracas de (2.11), entao a
diferenca ¢ = 1)1 — ¥y € H} satisfaz
X(V, Vw) — (u- Vip,w) =0, Yw € H}..
Assim, tomando em particular w = ¢, obtemos que

1 1
W0l =5 [ div(oPw =5 [ ol o (212)

e portanto, 1, = 1.
Regularidade da .

Sabemos que existe uma constante positiva c tal que
X | Vbla < cfb], (2.13)

onde ¢ depende somente de Q. Além disso, afirmamos que ¢ € H}. ()N H?*(Q2). Para provar
isto, consideremos uma familia de molificadores {p,},n > 0 e definimos u,, := u; +v,, onde
u;, = uS* p,, vy = vk p,. Seja 1, a solugdo em Hlll (Q) do seguinte sistema regularizado
—XAY, = b+ (u, V), =b+ (uy - V)b, + (v - V), = F,
Unlp, =0, (2.14)
Oylp, = 0.
Como uf, v§ € C(Q) e Vi, € L*(Q), temos que F,, € L*(2). Por outro lado, usando o
Lema 2.1 e o Lema 2.2 (dependendo de se © é do tipo CASO 1 ou CASO 2) obtemos que
¥, € H*(Q), e satisfaz

X [[¥nlla < clFyl2, (2.15)

com ¢ dependendo somente de 2. Usando as desigualdades de Holder, Gagliardo-Nirenberg

(veja, por exemplo, [39]), Young e desigualdades de interpolacao, encontramos que

€ € € 1/2 1/2 & €
(U V)ipyls < ﬂ%mwuﬁsdmmmwmﬂwmxfgwmmmwm+

X
b 2 el (216)

(V5 Digls < elvelsTonls < v sl Vigls < colltnlls < Xl (2.17)
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desde que |v|s < 0 e co < % Usando as desigualdades (2.16)-(2.17) em (2.15), obtemos

que
X [[nll2 < C(|b|2+ [l 151 10).

para algum ¢ dependendo somente de 2. Como |Vl < — ]b\g, (com 1, em lugar de )

aplicando a desigualdade de Poincaré para 1), obtemos

1 €
X lltbllz < e(1 + 2 [ 1) 1012

Conseqiientemente, usando o Teorema de Banach-Alauglu em H? e a unicidade da solucao de
(2.11) em H{ (€2), podemos passar o limite a uma subseqiiéncia de {n}, e assim encontramos

que
[¥]2 < (1 3z Hu 15)18]2- (2.18)

Finalmente consideramos a aphcac;ao que toma b € L?(Q) e o leva na tnica solugao 1 de
(2.11) a qual esta em H?*(Q2). Esta aplicagao ¢ linear e continua de L?(2) em H?((2). Assim,
a expressao L : L*(Q) — R, tal que para b € L*(),

L(b) = (h, ) +x < (9 >p- 1/2(Ty), HY/2(T'5) / § Ont ds,

com 1 sendo a unica solugao de (2.11), com dado b € L?*(Q2), define uma aplicagao linear
continua em b atuando em L?(Q). O Teorema de representagao de Riesz implica que existe
uma tnica 6 € L*(Q) tal que L£(b) = (6,b) para todo b € L*(Q2). Isto prova o Lema 2.9 que

nos da a existéncia e unicidade da solucao para o Problema em 6. [

Uma estimativa para 6.

Fazendo b = 6 na equagao (6,b) = L(b), obtemos
1015 = (A, ) + X < €% >py-1i2(0y),11/2(ry) / £ Dnth ds (2.19)

onde 1) € H?> N H} tal que 9yt [r,= 0 é a tinica solucdo de (2.11) com b = 6. A continuacao
mostraremos algumas estimativas para o lado direito de (2.19). Como |V)|s < §\9|2, (por
(2.13)) entao

(h,6) < B2 < bVl < IR0
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1/2
2

Além disso, usando o fato de |z| 2y < ¢(|V2| 12377 + |2|2) para qualquer z € H(Q), com

z = V1), obtemos

X | €ontbds < X|€|L2wy | VY 2y

I
1/2 1/2
< XLz e[l 2Vl + [Vl
C 1 € 1/21411/2
< el {<1 + 7l )12 1615%160]5" + |e|2>}

1 €
< o (1 Il lely Ok
X
A estimava |z|r2qy < c(|Vz3 22|52 + |2]2), valida para qualquer z € H'(Q), é obtida da

seguinte desigualdade:
2|2y < c]Vz|§/2]z|§/2, Vz € H'(Q) com media nula em €,

aplicada em z menos sua media em . (Veja por exemplo, [74], p. 50).
Analogamente, como H'() é imerso continuamente em H'/?(T), devido & caracterizacao do

operador trago (veja por exemplo, Galdi [42], Vol. I, pag. 48) obtemos

1/2 1/2 & 1 €
lnay < elbllnr < ol ol < < (1 2 ||1) 0.

e assim,
1 €
XACs V) =121, m1/2(ry) < X120 [ 12y < e[ 1+ ; afls ) 1€1a-1r2(r,) 10]2-
Conseqiientemente,
1 1.
02 < c ;Ihb + |1+ X laclle ) (1€lzaey) + ICla-1r2ry)) ¢ - (2.20)

Observagao 2.10. Se consideramos os termos de fronteira sobre a temperatura como foi

indicado na observacao 2.7, obtemos as sequintes estimativas:

x (€, an¢>H—1/2(1“1),111/2(1“1) < X ||§||H—1/2(1“1)||3n1/’”H1/2(1“1) <cx Hf”H—l/?(Fl)Hd}H?

1 €
< o (1 + = H%) TIN
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X <<7¢>H*3/2(F2),H3/2(F2) < cx HCHH*3/2(F2)HwHH3/2(F2) <cx ”CHH*3/2(F2)HQ/}H2

1 €
< o (1 + ||%) 1Cll-sray [0l

2.4 Problema em u e um problema relacionado

Assumamos que § € L?(Q2) é dado e consideremos o problema de resolver as equacoes
(2.8),(2.9) em u. Como ¢ usual, eliminamos a pressao tomando fungoes teste com divergéncia
nula (ela pode ser recuperada a posteriori via Lema de De Rham, veja [127]). Assim, o
problema (2.8),(2.9) se reduz ao seguinte:

Problema em u. Suponhamos que 6 € L*(Q), g € L*(T') com [.g-n=0ef e L*Q).
Encontrar u € L*(2) tal que

—v(u,A®) — B(u,®,u) = [Of,P)— V/g - On®P, (2.21)
(u, V1) = /F(g -n)7ds, (2.22)

para todo ® € W23/2(Q) N W,*?(Q), com div ® = 0 e para todo 7 € W13/2(), JoT=0.
Antes de desenvolver o estudo sobre o Problema em u, enunciamos os seguintes resultados

os quais serao usados ao longo desta secao

Lema 2.11. Seja Q um dominio limitado, localmente lipschitziano do R como nos CASOS
1, 2 ezo € HY*(T') com [;.zg'nds = 0. Entio para todo o > 0 existe uma fungio zo € H*(Q),

com divzy = 0 in Q, zg = zg sobre I verificando:

2
| B(u,Zp, u)| < <U+ZM]-\¢J-\> a3,

J=1

para todo u € V, onde M;, j = 1,2 sao algumas constantes positivas. Além disso, se {1 €
do tipo CASO 1, temos que

|B(u, %0, u)| < ofulff.
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Demonstragao:. A prova pode ser deduzida do Lema 4.2 do Galdi [42], Cap. VIII, Sc. 4.
Veja também Galdi [43]. |

Lema 2.12. Seja Q C R?® um dominio limitado, lipschitz do tipo CASO 1 ou um dominio
limitado, do tipo CASO 2. Consideremos o sequinte problema de valor de fronteira para as

equagoes de Navier-Stokes com dados g € L2(T") satisfazendo /g ‘nds =0:
r

—vAz+(z-V)z+Vp = 0em(,
divz = 0emQ, (2.23)
z = g sobrel.

Se |g|r2r) € suficientemente pequeno, entdo existe uma inica solug¢do ultra fraca z em L*(Q)
do problema (2.23), isto é, z € L*(Q) satisfaz

—v(z, A®) — B(z,®,z) = /g - On®,
r

(u, V1) = /F(g-n)rds,

para todo ® € W23/2(Q) N W*%(Q), com div® = 0 e para todo T € WH3/2(Q), Jom=0.
Além disso, existe uma constante ¢; dependendo somente de v tal que
01V|g|L2 T
als < ——— = (2.24)

V= Cl\g|L2(r)'
Demonstragao:. Se (2 é um dominio limitado do tipo CASO 2, a prova é dada pelo Teorema
4 de [87].

Se Q C R3 ¢ um dominio limitado Lipschitz do tipo CASO 1, necessitamos fazer algumas
modificagoes na prova do Teorema 4 dada por Marusi¢-Paloka em [87]. Na verdade, pre-
cisamos modificar unicamente o Lema 2 em [87], atendendo o Remark 6 desse mesmo trabalho
[87], isto é, supomos que §2 é um dominio limitado Lipschitz mas nao necessariamente de

classe C™'. O Lema 2 de [87] em mengao é o seguinte:
Lema 2.13. Seja Q um dominio limitado de classe C*'. Seja F € L*?(Q) eu € L3(Q) com
divu = 0. Entao o Problema de Oseen
—Aw—(u-V)w+Vr = 0emQ,
diow = 0 em (),

w = 0 sobrel.
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tem uma nica solugdo (w,m) € W23/2(Q) x W3/2(Q)/R.

Assim, quando 2 é do tipo CASO 1 obtemos um resultado analogo ao lema acima apli-
cando os resultados de Dauge para o problema de Stokes em dominios irregulares (Teorema
9.20 devido a M. Dauge [26]). O resultado de Dauge [26] ao qual estamos fazendo referéncia

pode ser reescrito como segue:

Teorema 2.14. Seja Q um dominio limitado Lipschitz e (u,p) € H}(Q) x L*(Q) a solugdo
do problema de Stokes:
—Au+Vp = f emQ,
divu = g emQ, (2.25)
u = 0 sobrel,
onde (f,g) € L%(Q) x HY(Q). Entdo, se Q é um dominio convexo ou um cilindro com bases

poligonais convexas e angulos ¢ < 2m/3, ou um cilindro com base reqular, entao (u,p) €

[H2(Q) N HL(Q)] x H'(Q). n

Observacao 2.15. Na verdade, a classe de dominios €1 verificando o resultado prévio é

maior (veja rigorosamente [26]).

Agora, introduzimos um problema relacionado com o Problema em u. Suponha que u é
uma solugao do Problema em u tal que u possa ser escrita como a soma de uma “parte

regular grande” u¢, e uma “parte irregular pequena” v¢, isto é,
u=u‘+v° (226)

onde u¢ € HY(Q), divu® = 0 e u® |r= g (g° é uma aproximagao suave de g em L?(T") tal

que |g — g2 < 1) e v¢ € L3(Q) é a solugao ultra fraca do problema

—VAV + (v©-V)ve +Vp* = 0em
divve = 0em (, (2.27)

€

v = g—g°sobrel.

dado pelo Lema 2.12 acima. Usando a definicao de solugao ultra fraca para o problema

(2.23), temos em particular que,

_u(v, AB) — B(v©,®,v°) — —V/<g ) 0 ds,
I
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para todo ® € W23/2(Q) N W(l)’?’/Q(Q) com div® = 0. Observemos que 9, ®|r € L*(T).
Usando (2.21) e (2.26) na iltima igualdade, obtemos

—v(u, A®) = B(u, ®,u) + B(v, P, u’) + 5(0f, D) — y/gE - On® ds. (2.28)
r

Observemos que g€ é suave e que u® pertence a H'(2). Podemos integrar por partes sobre

o lado direito destas equacoes e encontrar
v((u, ®)) = B(u,®,u) + B(v,,®,u) + 5(0f, ®). (2.29)
Seguidamente, introduzimos
u' =g +v, (2.30)

onde g¢ é uma extensao conveniente de g to 2 (veja o Lema 2.11 acima), e v € V. Das

equagoes (2.29) e (2.30) podemos derivar uma equagao para u. Também escrevemos
u=u+vi=g+v+v-=v+Ve (2.31)

onde V¢ := g+ v°. Observemos que V¢ pertence ao espago L3(2) e V¢ |p= g. Aplicando
(2.30) e (2.31) em (2.29) obtemos

v((v,®)) = B(v,®,v) + B(VS,®,v) + B(v,®, V) + 3(6f, &) —

—v((g°, ®)) + B(g*, ®, V) + B(v, ®,g°). (2.32)
Agora introduzimos a forma bilinear L(-,-), definida como sendo
L(v,®)=B(V,®,v)+ B(v,®, V), (2.33)
e a forma linear F definida por
<F, ®>=—-v((g,®))+B(E,®,V)+ BV, P,g). (2.34)
Entao

v((v,®)) = B(v,®,v) + B0F,®) + L(v,®)+ < F, & >, (2.35)
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para todo ® € W23/2(Q) N W(l)’3/2(§2), div® = 0. Se v é uma solu¢do do problema (2.35),

entao ela também é solucao do problema variacional, isto é,
v((v,®)) = B(v,®,v)+[0f, )+ L(v,®)+ <F, &> VPecV. (2.36)

Podemos ver que L(v,®), < F,® > ¢ B(v,®,v) sao aplicagoes lineares continuas em ®
com respeito & topologia de H'(2).
Assumamos agora que v € V é uma solucao de (2.36). Das consideragoes feitas anterior-
mente, segue-se que u = v + V¢ é uma solucao do Problema em u.

Na seguinte se¢@o provaremos a existéncia de uma solugao ultra fraca do Problema (2.1)-
(2.2), onde o campo velocidade é da forma u = v+ V¢ = v+ g+ v, comv € V, e

Ve =g+ v e v, ge sao construidos como foi indicado anteriormente.

2.5 Teorema de existéncia

Iniciamos esta secao indicando a construcao de uma aplicagao A : V — V cujos pontos
fixos dao solugoes ultra fracas do sistema (2.1) no sentido da Definigdo 2.4. Nesta ordem,
verificamos as hipdteses do Teorema do ponto fixo de Schauder o qual darda a prova do

Teorema 2.5.

Para a velocidade na fronteira assumimos g € L*(T'). Primeiro introduzimos uma aprox-
imagao suave g¢ de g em L*(I') tal que |g — g°|r2r) ¢ suficientemente pequeno e tal que
Jrg -nds = 0. Seja v¢ a solucao ultra fraca de (2.27) fornecida pelo Lema 2.12, com veloci-
dade na fronteira sendo g — g°. Mais explicitamente, tomamos |g — g°|.2(r) suficientemente
pequeno com respeito a v de forma que o Problema em 6 tenha uma (tinica) solugao para
cada u® € H(Q) e tal que a desigualdade (2.39) abaixo, seja verdadeira.

Consideremos também a extensao g¢ de g¢ satisfazendo
Iy 1
‘B(va 7V)| < ZVHVH27 (237)

para todo v € V dada pelo Lema 2.11. Notemos que se €2 é do tipo CASO 2, para obter a
estimativa (2.37), usando o Lema 2.11 é necessario que o modulo do fluxo |¢1]| seja suficien-

temente pequeno, como foi indicado na Segao 2.1. Agora, para v € V| definimos:

u=v+g +v-=u + v,



27

onde u® = v + g, e para este u resolvemos o Problema em . Tendo 6 (a tunica solugao

do Problema em 6), podemos definir A(v) € V como sendo a solugao fraca do problema
E(A(v),®)=B(v,®,Av)+50f, @)+ <F,® >, VP eV, (2.38)

onde E(v,®) := v((v,®)) — L(v,®). A forma bilinear E(-,) é continua e coerciva sob as
condigoes que foram colocadas. Observemos que 6 = 6(u) = 0(v +g° + v°) e, em particular,
verifica a estimativa (2.20) onde u® = v + g*.

Para cada v € V (e sua correspondente § € L?(Q2)), o lado direito de (2.38) define um
funcional continuo e limitado em @ sobre V. Assim, usando o Lema de Lax-Milgram, a
aplicacao A estd bem definida. Observamos que cada ponto fixo v € V da aplicacao A de-
fine um par (u,0) = (v+ V€, 0), Ve =g+ v, o qual é uma solugao ultra fraca do Problema
(2.1)-(2.2). Usando o Lema de De Rham podemos mostrar que existe um p € W~13(Q) tal

que a tripla (u, 8, p) satisfaz todas as condi¢oes dadas na Definigao 2.4.

Seguidamente iremos demonstrar a existéncia de pontos fixos do operador A. Para tais
fins aplicamos o Teorema do ponto fixo de Schauder ao operador A definido por (2.38). Nesta

ordem, devemos construir uma bola Br(V) C V tal que

A : Bp(V)CV —  L¥Q)

v — A(v) =w,
satisfaz as seguintes propriedades:
1. Existe um nimero real R > 0 tal que A(Bg(V)) C Bg(V).
2. Br(V) é um conjunto relativamente compacto em L?((2).
3. Br(V) é fechado em L?(Q).
4. A : Br(V) — Bgr(V) é uma fungao continua com respeito & topologia do L.
passo 1: Definamos a bola:

Br(V)={veV:|v| <R}
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Tomando A(v) como fungao teste e levando em consideragao a defini¢ado da forma bilinear

E, obtemos:
V[AW)|IP = B(A(v),A(v),v) = —B(A(v),g,A(v)) +B(0f A(v)) + (F, A(v)).
Observemos que usando a pequenez da parte irregular v¢ de V¢, da expressao (2.24)
temos que:

civlg — g2 <

v (2.39)
V_Cl|g_g€|L2(F) 4

vels <
e assim,
v
B(A(v),A(v),v) < APV < 7 AV

Pelo Lema 2.11, temos que:

BAW).E,AW) < IAMIP,
e portanto segue-se que:
sIAMI? = BOf,A(v)) + (F, A(v)).

Notemos que:

BOE,AW) < cBlO):/E AW,
e que
(F,A(v)) = —IJ/QVg6 -VA(v)dQ + /(g6 -V)A(v) - g“d

+ /(@f -V)A(v) - v dQ+ /ﬂ(vE V)A(vV) - g°dQ
g 0

i=1

Limitaremos os termos I; da seguinte maneira:

L < [lgfh A,
L < dgs gl lAM)I,
L+ 1 < cpvisllgl IAMI < fliglh AW



Conseqiientemente encontramos:
IS 2|13 g1 g1} -
A < e {1012 £]s + 8% + (1817}
Como j& foi mostrado, temos que

1 1
ol < c{;\h\ﬁ(u;nuﬁul) (|5|L2<pl>+|cwH1/z(r2>)}

IN

1 1 N
¢ {;wm ; (1 2 (vl + g ||1>) (el ey + |g|H-m(F2>>} ,
e isto implica que:

1 1 N
AW < c{{;\h\ﬁ(w;<||v||+||g6||1>) <|5|L2<m+|<|H-m(p2>)} £y

+ gl + el

IN

c 1
{;Wz e <1 Ll ||1) (Ieluen + |<|Hm(m>} £l

+ = (Ileawy + Il a-10a) [Elslvl +c (1871 + 1817) -

c
X
Assim, como v pertence a bola Bg(V), precisamos impor a condigao

c 1
{;\hwz o (1 g m) (Iel oo, + |<\Hm<r2))} ot

+— (I€l 2y + €l a-12yy) [ElsR+c (8 + 1g°15) < v R.

= |o

Para verificar esta tdltima desigualdade, reescrevemos a expressao previa como sendo

aR—vR+d<0,

onde
(1€ 2wy + [Cla-12(ry)) |Elss

C
X 1 1
c {;wz ; (1 n ;H@EH%) (Il sz, + [Claravoqey) 181+ (1T + u'gﬂm}
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a qual tem uma raiz positiva se
a<v. (2.40)

Se (2.40) é verificada, escolhemos R tal que:
d

v—a

R<

(2.41)

Observagao 2.16. Observemos que a hipdtese de v ser suficientemente grande (como aparece
no enunciado do Teorema 2.5) pode substituida de maneira unica por uwma das sequintes

condigoes:
e |f|3 suficientemente pequena em relagdo a X, |2y, [Clg-1/2(ry)-
e x suficientemente grande em relagdo a |£]3, [€]r2(ry), [Clg-1/2(ry)-
* <’£|L2(F1) + \C|H—1(p2)) suficientemente pequeno em relagao a |f|3 e x.

Observacao 2.17. Se consideramos os dados de fronteira para a temperatura conforme a

observacao 2.7, podemos ver que R deve satisfazer
aR® —VvR+d <0,
onde
a = — <|£|L2(F1) + ‘<|H—1/2(I‘2)) I3,
¢ = L (1 ) (el + lumne) 161+ (B0 + 18T

o qual tem uma raiz positiva se v* > 4ad e assim R deve satisfazer

v —\v? —4dad v+ V1?2 —4ad

< R< .
2a - = 2a

Passo 2: Br(V) é um conjunto relativamente compacto em L2(€2). De fato, observemos
que Br(V) é uma bola fechada em V e, portanto, limitada em V. Como o conjunto V <<
L?(2), compactamente, Br(V) é relativamente compacta em L?(Q).

Passo 3: A bola Bg(V) é fechada em L2(Q2). Isto decorre do fato de Br(V) ser fechada
em V C L2
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Passo 4: A : Bp(V) — Bg(V) é uma aplicagao continua com respeito & topologia de L2

De fato, se (v,,) é uma seqiiéncia tal que v,, — v fortemente em L?, temos que mostrar que:
A(v,) — A(v) =w fortemente em LZ.

Observemos que a imersao compacta de V em L2, implica a existéncia de uma subseqiiéncia
(A(vy,)) limitada em Bg(V) C L? e portanto

A(v,, ) —w fracamente em V,
A(v,,) — w fortemente em L.

Agora, para cada v,, resolvemos o Problema em 6 dado pelo Lema 2.9, obtendo uma
seqiiéncia {6,} a qual é limitada na norma L?. Portanto, existe uma subseqiiéncia {6,} a

qual converge fracamente em L? para alguma 6. Na verdade, temos que
—X(0, 8¢) = b(w,0,0) = (h,¥)) = X <GV >gormaymor, —X | EOntds, (2.42)
I

para toda ¢ € H*(Q) N H}. (), onde u = v + V*. Por outro lado, a funcao v tem associada

uma temperatura 6 a qual é solucao da equacao
—X(e, Aw) — b(u,w, 9) - (h, w) = x< C,w >H—1/2(F2)’H1/2(F2) —X/ fanw dS, (243)
I

para toda v € H*(Q) N H%l (€2). A unicidade da solugao do Problema em 6, implica 6 = 0.
Se tomamos o limite quando ny — 400, obtemos que w é solu¢ao do problema (2.36) com
temperatura associada 6. Por unicidade, temos que w = A(v) = w. Assim, A(v,, ) — A(v)
fracamente em V, e portanto A(v,,) — A(v) fortemente em L?. Finalmente, toda a

seqiiéncia (A(v,)) converge para A(v).

2.6 Dependéncia continua: Caso Navier-Stokes

Como foi comentado anteriormente, Marusi¢-Paloka em [87] provou a existéncia de solugao
ultra fraca z € L3(Q2) do problema de Dirichlet para o sistema de Navier-Stokes com dados

de fronteira no espago L?(T"), e forga externa f em H™1(Q), isto &,

—vAz+ (z-V)z+Vp = fem,
divz = 0Oem Q, (2.44)
z = gsobrel.
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Além disso, sob condigoes de pequenez sobre os dados, um resultado de unicidade é obtido.
Para nosso estudo de dependéncia continua das solugoes ultra fracas para o problema de
Boussinesq (2.1)-(2.2), precisaremos saber da dependéncia continua das solugbes ultra fracas
para o sistema de Navier-Stokes (2.44). Observamos aqui que no paper [87] nada é comen-

tado ao respeito.

Para este fim, consideremos v¢,v§ duas solugoes ultra fracas de (2.44) com dados fi, g,

e fy, g9, respectivamente. Estudaremos o problema verificado por w = v{ — v§, isto é:
—VAW+ (V- V)W + (w-V)V§ +V(p; —p5) = fi — £, em Q,
(P) divw = 0, em Q,
W = g — g9, sobrel.

Consideremos inicialmente o problema (P) com f; — f; = 0 e para este caso consideremos o
seu respectivo problema penalizado:

—VAW™T + (v - V)W + (W™ V)vE + V(i —py) = 0, em Q,
(P,) divw™ = 0, em (),

1 m,€e TME 1 € m m €
Wm|r+a {V@nwm—(pl’ — ph )n—g(vl-n)w — (w 'D)VQ}‘F = g — g
O Problema (P,) o chamamos de problema penalizado, ja que, formalmente falando, quando

m — 0o, encontramos o Problema (P). O Problema (P,) pode ser escrito em sua forma

variacional como:

V/vwmIV\II—/(Vi-V)‘I’-Wm—/(wm-V)‘I"V§+m/Wm-\I’:
Q Q Q . r (2.45)
:m/(gl—gg)-‘ll——/(Vi~n)wm~\1',
r 2 Jr

para toda ¥ € H!

Paloka em [87], podemos deduzir a existéncia de uma tnica solugao w™ em HJ, (Q) da

= {¥ € H(Q) : div® = 0}. Usando os argumentos feitos por Marusic¢-

div

equacgao (2.45) tal que:
(W™ L2y < C(vi, vi)l(g1 — 82)l2(m)- (2.46)

De fato, consideramos a seguinte forma bilinear a : H},, x HY — R definida por

(I)\II—V/V‘I) Vo — / \If<I>+m/q> ql+2/(v;~n)¢>.\p,
r
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a qual verifica:
a(®, P) :y/ |V<I>|2—|—m/|<I>|2.
Q r

Devido ao Lema de Lax-Milgram obtemos a existéncia de uma tnica solugao w™ € HY.  de
(2.45). Para a elipticidade da forma bilinear a, temos usado a seguinte desigualdade do tipo

Poincaré:
912 < C(IVOlr2@) + |9lr2r)), Vo € HY(Q). (2.47)
Notemos que w™ verifica

a(w™ W) = m / (&1 —g) - W™ + / (W™ - D)™ - S
T Q

< m|g1 — gl W™ L2r) + w13 [vsls

(2.48)

v
Observemos que usando a desigualdade (2.47) e notando que |v§|s < 5 8 expressao previa

nos leva a:

5w e [ < s = gl
e assim,

W™ |2y < |81 — 82|r2(r)-

Para obter a solucao ultra fraca w = v{ — v§, estudamos seu problema dual, isto é,

—VA® — (v§-V)® — (v§- V)@ +Vr = F, em Q,

div® = 0, em (,
®| = 0, sobrel,

onde F € L¥2(). Se © é do tipo CASO 2, podemos trabalhar como em [87] e obter
1@ lw2s2() + [ITllwrarz) < ¢[Flaz (1+ |Vils + [vals) -

A idéia desta prova é uma adaptacao da prova do Lema VIIL.5.1 de [42] a qual é baseada em
estimativas andlogas para o sistema de Stokes. Se €2 é do tipo CASO 1, para obter o mesmo
grau de regularidade da ®, usamos o Teorema 2.14 devido a Dauge [26]. Agora usamos ¥

como funcgao teste em (2.45), com F = |[w™|w™, e assim encontramos que

]Wm|§+/(y(9n\1' —7n)-w"do = 0.
r
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Portanto, usando (2.46) temos que:

/ (I/ 8n<I> — 7rn) -w"™do S (1/ |3n<I>)|L2(p) + |7T|L2(p)) |Wm‘L2(F)
r
< C (I®llwesr@) + ITllwisso) g1 — goliar)
< ClwmE (L4 [vils + [vsls) |81 — g2lizm)
Conseqlientemente, deduzimos
[wls < C (14 vils + vl ) ler — galeaqm) (2.49)

As anteriores observagoes nos permitem mostrar o seguinte teorema:

Teorema 2.18. Seam v{,v§ duas solugoes ultra fracas do sistema de Navier-Stokes com
forcas externas fy,f, € H™1(Q) e dados de fronteira sendo gy, g, € L*(T'), respectivamente.

Entao o existe uma unica solug¢ao ultra fraca w do problema (P) satisfazendo
wls < € (14 [vils + [vils ) ler — galuem + Clfy — ol (2.50)

Demonstracao:. Primeiramente consideremos o caso onde f; — f; = 0. Pelo feito ao inicio
da segao, temos que existe algum w? € L3(Q) e £ € L?(T) tal que, passando eventualmente

para uma subseqiiéncia,

w™ — wY fracamente em L*(Q2),

w|

r — &, fracamente em L2(F).

Primeiro provaremos que ¢ = g; — g5. Notemos que tomando ¥ € C?(Q) como funcio teste

(2.45), encontramos

m/ —2)¥ = /wmA\I'—/wman\IlJr/(v;-V)\IJ.WM
Q T [¢)

1
+ /(Wm-V)‘I’-V§+—/(V§-n)Wm-lII§
Q 2 Jr
< WAz + (W L2y [On W L2(r) + [V ]3| W ]3] VP[5 +
+ |V§|3’Wm|3|vql|3+ |Vi '1’1|L2(F)|Wm‘L4 |\II|L4 C

Portanto, passando o limite quando m — oo, obtemos que

/F (€ — (g1 — 82))% — 0. (2.51)
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Assim, (2.51) tem-se para ¥ € L%, em particular para ¥ = £ — (g; — g»). Isto implica que
¢ = (g1 — g2). Por outro lado, para ¥ € V, temos

/wmA\Il—i—/(Vi-V)\Il-wm+/(wm-V)\Il-V§:0.
Q Q Q

Portanto, passando o limite quando m — oo, encontramos

/WOA\II+/(Vi-V)\Il-wo—l—/(wo-V)\Il-V;:O.
0 0

Q

De maneira andloga, para 7 € W%2(Q), [, 7 = 0, encontramos:

[wmar= [rwmon) — [ war— [ (e -g)w).

0 ¢ uma solugao ultra fraca para (P) com f; — f, = 0. A unicidade ¢ devida &

Assim w
linearidade e ela implica que a seqiiéncia toda {w™} converge a w’. A estimativa (2.50) para
este primeiro caso segue de (2.49) e da semi continuidade da norma | - |s.
Finalmente, para o caso f; — f, sendo nao nula, consideramos a solugao w € H'(Q) do
problema
—Aw+ Vg = £ —f5, em Q)
divw = 0, em (2,

w = 0, sobrel.

Assim, a solucao ultra fraca requerida serd dada por w = w’+w. Como temos a desigualdade
|Wly < C|f) — fo|g-1, a estimativa (2.50) é valida. [

2.7 Dependéncia continua: Caso Boussinesq

Nesta secao provaremos o Teorema 2.6. Separamos a prova em duas partes, a saber:

e Primeiramente, consideramos duas solugoes v;, i = 1,2, para o sistema (2.36) com
segundos membros sendo, respectivamente, f;, ¢ = 1,2, mas com a mesma velocidade

g na fronteira.

e Em segundo lugar, consideramos duas solugoes v;, i = 1,2, para o sistema (2.36) com

segundos membros f, e condigoes de fronteira, sendo respectivamente, g, go.



36
A estimativa requerida sera uma implicacao das duas estimativas previas.

Passo 1: Consideremos duas solugdes v;, i = 1,2, para o sistema (2.36) com segundos
membros f;, © = 1,2, respectivamente, mas com a mesma velocidade na fronteira; assim

temos que:
v((vi, ®)) = B(v;,®,v;) + 5(0;f;, @) + L(v;, )+ <F,® > i=12 V& eV, (252
onde

L(v;,®) = B(V", ®,v;) + B(v;,®, V), (2.53)

<F,® >= —v((g, ®)) + BE", ®, V) + B(v-, ®,8), V' =g+ v". (2.54)

Da defini¢ao da aplicagao L e o Lema de extensao 2.11 temos
vt = va,vi = va)| < i = vl
Tomando a diferenca em (2.52) para i = 1,2, levando em consideracao que
(01 £, P) — (0215, ®) = (02 (f; — £), ®) + ((61 — 02) 1, P),
e fazendo ® = v; — vy, encontramos

v((vi— v, vi —Va)) = B(vi—vVa,vi—Va,vi)+ F(02(f —02), vi — Vo) +
+ B((61 — 02)f, vy — vo) + L(vy — vo, vy — Vo).

Conseqiientemente,

1
ZVHVl — v < e|vill [vi — val| + clala [f1 — f2f3 + |0 — Oal2 [fi]3. (2.55)

Observemos que cada solucao v;, i = 1,2, de (2.52) satisfaz:
VHVz'HQ = B(0:f;,vi) + B(vi,vi, V) + (F,vy),

com
(F,v;) = —v((g°,vy)) + B(g°, vy, V) + B(v, v;, g°).
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Usando estimativas anédlogas as que foram feitas anteriormente para A(v), podemos obter:

vivill < e {162 [fils + 1181 + [v¥Is I8l + 1“7} (2.56)
c 1, .
< {;|hz‘|2 +c (1 + ;Hg Hl) (1€l + |(z‘|H—1/2(r2))} Ifils
1 “SE “S€E
+ X (1€l 2y + Gl a-12qeyy) 1Elslvill + ¢ (I18°Nh + l1g°113.) (2.57)

Isto pode ser escrito como:

1 € <€
(V X (1€l 2y + Gl a-12(ry)) |fz'|3> [villh < c(llgell + 1&g lI7) +
c 1 ~€|12 _
+ ;|hz‘|2 +e 1+ ?Hg 1T) (&l2wny + [Gla-12gmy)) ¢ 1fils = M.

Supondo uma das trés opgoes indicadas na Observagao 2.16, podemos concluir que ||vy||; <
—. Assim, para v suficientemente grande em relagao a M ou M suficientemente pequeno
v

em relagao a v, obtemos

1 M
(ZV — 7) lvi — val| < c(|6y — b2z |f1]|3 + |O2]2 |[f1 — f2]3)

1 1
<c (rel Ol Iy + {;w? ; (1 = Huélh) (IEalioeny + |<21H1/2<F2>>} £ - ers) .

Acima temos usado a estimativa (2.20) para 6,. Portanto,

[vi = vof <

c 1 1
< > (|91 — 022 |f1]3 + {;|h2|2 + (1 + ; Hu;”l) (‘€2|L2(F1) + |C2|H1/2(F2))} £ — f2|3)
c
< - <|91 —bals |fh]s + Co | — f2|3>7
(2.58)
onde

Cy = Cllhala, X Is]lF, €2l 2y, 1ol m-1/2(ry))

1 1, .
— Sihal+ (1 = Huzul) (Iealzen, + 1Calararoqes) -
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Agora voltemos ao Problema em 6. Assumamos inicialmente que & = & e (; = (. Entao,

Cco1mo

((91, b; ) (h1, wz) + X < (1,0 >y (D), H/2(T'2) / &1 On; ds, (2,59)

onde b; = Ly,(¢;) com Ly := —xAy — (u- V)1, tomando a diferenga para i = 1,2, (com
b; = 01 — 05) obtemos

160 — 0215 = (ha, 1) — (ha, o) + X < Co, (Y1 — 1) > H-1/2(y), H/2(I'y)
- X g 10011 — ). (2.60)

Notemos que
XAV — (0 - V)hy = 01 — by,
—XAYs — (ug - V)thy = 61 —0s.
Entao, —xA(¢1 — ¥2) + (ur - V) (¢1 — ¢2) + ((ug — uz) - V)12 = 0. Portanto, multiplicando

esta equacao por ¥, — 1, e integrando em (2 obtemos

X[ —ellf = ‘— /Q(((u1 W) V) - (¢ — wz)dﬂ‘
- ‘—/Q(((Vl — Vo) V) - (¢ —wmm‘

< vy = a3 [ Vol |11 — a5

Usando que V|3 = i (07 — 02,15) ( = |Viy|s < % |61 — 92|2> encontramos

c
|1 — |1 < ? Vi — Va3 |01 — 622 (2.61)
A regularidade da 1, 15, permite-nos deduzir que:

X M1 = ol < C([(ur - V) (1 = dha)]2 + (01 — uz) - V)abos) .
Como u; = uf + v{, encontramos :

|(wy - V) (91 — 1b2)|2 cllaf|1| V(1 — a)ls
¢ llug] flen — %n“?nwl ol

C €
X Jug |l |1 — el + 1 ||¢1 — 1a]|2-

INIA TN
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Além disso,

(w —ug) - V)holos < vy — vals||¥a|2.

1
Portanto, usando que ||¢s]|2 < € (1 + = ||u§||%) |01 — 022 e (2.61), encontramos:
X X

c (1, .
I —talls < & (— 2161 — s + 1 — vagnwua)

X \X
c 1 1 1

S — —LIEQV —V 0—9 —|——V1—V23(1—|—— 1,16 2) 01—022)
- (XS Pt = vallts = ok + & s = vals (1 25 i) 60—
c 1 1

< £ <1+?HuiH%+?Hu§H%) Vi = Valalfs — Bl

X2
(2.62)

Notemos que (hq, 1) — (ha,%2) = (h1 — ha, 1) + (h1, 11 — 19); entdo, usando a estimativa

(2.61) concluimos

c
(h1 = ho,1P2) < |hy — hala [1ha]2 < X |h1 — hal2 |01 — 02a.

c
(hi,n — o) < [hala [ — 4hala < 2 |hl2 [v1 — val3 |01 — Bs]o.

As integrais de fronteira de (2.60) podem ser estimadas usando (2.61) — (2.62) da seguinte

maneira;:

X §100(P1 —2)ds < X|&L2ry) [0a(¥1 — ¥2)|L2(r))

IA

extéiliaay (I = valls oy = bl + oy = ol ) (2.63)

IN

C 1 . .
izl (1 + 2 (Jul + Huﬂh)) V1 = Valol6s — Bl

Por outro lado

X W1 = 2)) ey mizeyy < XG -2y 100 = Y2l

c 1 . .
el (1 + 2 (s + Huzno) 9

X |V1—V2‘3|(91—92’2.

IN
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Logo, coletando as estimativas anteriores, por (2.60), obtemos

c
6 — b2]a < —|hy — hala
X

c c 1. . .
; {X— o+ < (1 + i+ Huzun) (6o + \<1|H1/2(m)} Vi = vals

c 1
< ; |h1 — hala + ; Cha |vi — vals,
(2.64)

onde

Cia = C(lhala, x; a1, sl [& 22y, (Sl 2 ry))

c 1 . .
_ {; hals + (1 (gl + ||u2||1>) (lel ey + |<1|H1/2<F2>>} |

Observagao 2.19. Se consideramos os dados de fronteira para a temperatura &,(; em

H=Y2(T)), H3/2(Ty), respectivamente, de acordo com a Observacio 2.7, temos que:

X (€1, On(V1 — V) y—12opy ey < X1l =120 10a (1 — V2) [ g2y

< exl&llg-rzap It — ol
c 1 . .

< lelnaey (14 5 (il + i) ) =
X X

X |V1—V2‘3|61—92’2.

X (C1, 91 — 1/12>H—3/2(F2),H3/2(F2) < cx ||C1HH—3/2(F2)||¢1 - 1/12||H3/2(r2)
< exCllg-srzmyllvn — ¥all2

IN

C 1 . .
sl (1 + L (i + HuQH%)) x
X ’Vl —V2|3|91 —92‘2.

Assim, substituindo estas estimativas em (2.60) obtemos

¢
|60 — ba2]a < —|h1 — hala
X

c c 1 . .
; {X— il + < (1 L + Huzwm) (AP |<1|H3/2<F2>)} I

X Vi — Vg‘g

c 1
< —|h1—h2|2+_012 |V1_V2 3
X X
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onde

Ciza = C(|halo, X, sy, a6l g-1r20yys [Cila-23r200y))

c 1 . .
_ {; s+ (1 =L + ||u2u%>) (A |<1|H-3/2(r2)>} |

Usando (2.60) e notando que |vi — va|3 < ¢||vy — V2|1, podemos concluir que

c 1
|00 — Oa]a < —|hy — hala + — Cra||vi — V2]
X X

c 1C
< —|hy — hala+ — -2 (161 — a2 |f1]3 + Ca|f1 — f2]3) .
X X VvV

Por isso, tomando [f;|3 ou {(|&|r2r,) + [Gla-1(rs)), |ha]2} suficientemente pequeno, ou v ou

x suficientemente grande, segue-se que:

c
|81 — 02|2 < ; |h1 — h2|2 + |f1 — f2|3. (265)
Substituindo (2.65) em (2.58), obtemos que:

|[vi —vaf < (1601 — a2 |f1]3 + Co |[f; — f5]3)

RO

c 1
< ({— |h1 — hala + — CoCho |f; — f2|3} Ifi]s + Cs |f; — f2|3> .
X vx

RO

Tomando {(|&|z2rry) + [Cila-1rs)), [Ral2} ou [fi]; suficientemente pequeno, ou x ou v sufi-

cientemente grande, temos:
c
[vi— v < x ([h1 = hal2 [fi]3 +x O [fi — f23) .

Como |u; — uyl3 = |vy — va|s < ¢f|vi — va||, encontramos

C2Che

vX

C
1% |u1 — UQ|3 + |61 — 92|2 S ; |h1 — h2|2 + C(]. + |f1’3) |: + CQ:| |f1 — f2|3.

Observemos que, se & # & e (1 # (s, entdo em (2.60) aparecem os seguintes termos adi-
clonais:

X/Fl(&_&)aands eX/FZ(Cl—CQ)%UzdS-
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Estes termos podem ser estimados respectivamente por

1
c (1 + ;||11§||1) 161 — &alp2ry) |01 — B2,

1 €
e (14 T3l ) 16~ el I — O

Portanto, (2.64) é substituido por:

c 1 1
01 — 022 < —|hi—hola+ —Cra[vi —vafs +c (1 + —||u§|]1) X
X X X
x (& = Glxry + 16— Gla-v2ry)
e (2.65) por:

Cy Oz
VX

c
|01 — a2 < X |1 — halz + If; — fols + Co (161 — Ealr2ry) + 16— Gla-1ery)) -
Conseqlientemente,

V|u1_u2|3+|01_02|2 S C*(|h1_h2|2+|f1—f2’3+|£1—£2|L2(F1)—|—
+ |G = Clg-12(ry), (2.66)

onde C* é uma constante positiva que depende dos dados do problema.

Passo 2: Considerando duas solugbes v;, i = 1,2, para o sistema (2.36) com segundos
membros f, e condigoes de fronteira g; e gs, respectivamente. A expressao (2.52) é agora

dada por:
v((vi,®)) = B(vi, ®,v;) + 80, f,®) + L(v;, @)+ < F;,® >, i=12 VP eV, (2.67)
onde (2.53) ¢é agora substituida por:
L(v;,®) = B(VS, ®,v,) + B(vi, ®, V), (2.68)
e (2.54) por:

<F;,® >=—v((g, ®)) + B(g, ®, Vi) + B(v, ®,g]), Vi =8 +Vi. (2.69)

79
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Centraremos-nos naqueles termos que nao apareceram no Passo 1. Tomando ® = v; — vs,

podemos ver que

V((Vl — V2,Vy — V2)) = B(V1 — V2,V) — V27V1) +5((91 - 92) f,vi — V2)
+ L(Vl — Vao,V] — V2) + <F1 — FQ,Vl — V2>. (270)
Observemos também que:

L(vi — vy, vi —vy) = B(V{—=V§ vy —vy,vy)+ B(vy — vy, v — vy, V§)

+ B(Vl, Vi — VQ,Vi — V%),
e portanto,

|IB(V{ = V5, vi—vy,vi)| < C|V]—=Vilz|[vi — va|[[vi]].

|B(vi — va,vi —vo, V§)| = |B(vi — Vs, vy — Vo, v5) — B(v] — Vo, 85, V] — Vo)
Cllvi — va|?|v]s + [B(vi — V2,85, vi — V)|

<
< Cllvy — va|[vE]s + 4C vy — va .

|B(vi,vi — v, Vi = V5)| < C|V] = Vi3 [|vi — va| [|vi]].
Por outro lado,

(F1 —Fy,vi—vy) = —v((g8] —85Vv1— V) + B(g] — g5 vi— V2, V§)+
+ B(gj,vi— vy, V{ = V) + B(v]{ — v§,vi — va,8)+
+ B(ngvl _V27/g\i)7

e assim,

(81 — 85, vi —Vv2))| < cvllvi—vol |8 — &5l
|B(g] — 85 vi — V2, V§)| < cllgi — &1 [vi — val [V,
|B(gf,vi —va, Vi = V5)| < cllgili[[vi — vl [V — V55,

|B(vi — v, vi —va,8])| < clgill [lvi — val [v] — V5[5,

|B(vG, vi —va,81)| < cfvils]lvi — vall |81
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Juntando todas as estimativas anteriormente encontradas, de (2.70), obtemos:

vlvi = vol| < cllvi|l|vi = Vol + ¢l — Oa]2 [f]3
+ (vl +11gfll) Vi = Vils + c|vi|sl|vi — v+

+ v+ c|Vils) llgr — gsll + clvi — vilsllgill + ¢l valsllgslh

VAN

cl[vill[[vi — val| + |0y — 022 [f[3+
+ ¢ ([[vill + 1I8Lll1) [vi — vils+

+ (c|Vils+ [Ivill + lIgill) 8T — &3l + clvalsllgslly + clvilsllvy — val.

Observemos que se tomamos i = 1 e ® = v; em (2.67), encontramos
I/HV1”2 = B(Vl, Vi, Vi) + /6(91 f, V1)+ < Fl, v >, (271)

onde

< Fi,vi >=—v((g],v1)) + B(gl, v1, Vi) + B(vi, V1, 87).

Assim, estimando o lado direito de (2.71) de maneira andloga & estimativa (2.56) temos que

vivil| < M = M(|£]s, [Pl 18711 €| 22y 1< -1/2(0s))-
Sendo v suficientemente grande, e pela pequenez de |v§|; temos que:

v[vi = va| < ¢l — a2 [f[3 +c ([[vi]| + |8 11) [v] — V53

Lo s (2.72)
+ WA c|Vis 4 [[vill + [lg5ll) llgt — g2l

Agora queremos verificar uma estimativa para a norma |v{ — v§|s em func¢do da norma
(g1 —g7) — (82— &5)|r2(r). Para este fim, estudamos o problema verificado por w = v{ —v§,

isto é,

—VAW 4+ (v - V)W + (W V)vi+ V(pi —p3) = 0, em Q,
(PN) divw = 0, em Q,
w = @G, sobrel,



onde G = (g1 — gf) — (g2 — g95)-
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Aplicando o Teorema 2.18, temos que existe uma unica solugao w € L3(Q2) do Problema

(PN), que satisfaz
[wly < € (1 ¥5]s + [¥5ls) I(g1 — &) — (g2 — &)1

Voltando & expressao (2.72), coletando as estimativas (2.66) encontramos que

IA

VHVl — VQH 6’91 — 02‘2“"3—'—

+ ¢ ([[vill + Igill1) (1 +[vils + |V§\3) (g1 — g1) — (82 — 85)|2(n)

T e+l Vsl + Vil + 185 1) les — bl e,

como queriamos provar.

(2.73)

(2.74)

2.8 Interpretacao do problema diferencial

Nesta segao faremos uma anédlise orientada a estabelecer em que sentido as solugoes (u, )

de (2.8)-(2.10) sao também solugdes de (2.1)- (2.2).

2.8.1 Equacoes diferenciais

Proposigao 2.20. Seja (u,0,p) em L3(Q) x L*(2) x W13(Q) a dnica solugao de (2.8)-

(2.10). Entdo (u,0,p) verificam (2.1) no sentido das distribuicoes.

Demonstragao:. Tomemos fungoes test ® € C5°(Q)3, 7,9 € C5°(Q2) em (2.8)-(2.10). Entao

temos que

—v(u, A®) — B(u,®,u)— < p,divd > = [(6f, ®),
(11, VT> = 07

Isto implica que as equagoes (2.1) sao satisfeitas no sentido distribucional.
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2.8.2 Condicoes de fronteira

Dado que a velocidade u € L*(Q) e div u = 0, temos que div u € L*(Q); assim, u admite

o traco normal u - n sobre I' o qual pertence a W~1/33(T"). Além disso,
<u-n,rT7 >W—1/3,3(F)’W1/3,3/2(F): /Tg : IldS7 VT € W1’3/2(Q).
r

Assim, u-n = g - n sobre I' como elementos de W~1/33(T).
Por outro lado, se 2 ¢ um dominio do tipo CASO 2, (onde a fronteira ¢ de classe C?)

definimos o espaco
Z={pcH"*T): ¢ -n=0}

Seja Ty, : Z — R o seguinte operador
Tu(¢) =v(u, A®)+ < p,div® > + < —vAu+ Vp, ® >, (2.75)
onde ® = ®(¢) € H*(Q) NH{(Q) ¢ a tinica solugao fraca do problema

AP = 0, em (,
® = 0, sobrel, (2.76)
On® = o, sobre .

Notemos que a forma bilinear a(u, v) := (Au, Av) ¢é eliptica sobre H2(Q). Além disso, sendo

I de classe C?, existe uma funciao uy € H?(2) tal que
up = 0 sobre I',  d,ug = ¢ sobre I'. (2.77)
Assim, consideramos o problema de encontrar ® € H?(2) tal que

® —uy € H*(Q), (2.78)
a(® — ugy,v) = —a(ug,v), Vv € Hj(Q).

Pelo Lema de Lax-Milgram, (2.78) tem uma tnica solugao ® € H?*(Q).
Das propriedades de u,p e ®(¢), podemos ver que Ty, é um funcional linear continuo de
Z em R. Conseqiientemente, o identificamos com um elemento de Z' (espaco dual topolégico

de Z). Definimos este elemento por Ty, e o chamaremos de trago tangencial generalizado de
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u sobre I'.
Provaremos que o traco tangencial generalizado d u assim definido, é igual a g — (g - n)n,
sobre I'. De fato, tomando ® = ®(¢) em (2.8), de (2.75), (2.76) deduzimos que

Tu(<b):/rg~8n<1>:/rg~¢ds.

Como os elementos de Z verificam que ¢ - n = 0, temos que

Tu(9) = / (& — (g m)m) - éds.

Como esta igualdade é valida para todo ¢ € Z, segue-se que
Tu(¢) =g —(g-m)n, em Z'.

Observacao 2.21. Notemos que para demonstrar a existéncia de uma solugao fraca do
Problema 2.76, foi necessdria a hipdtese da regularidade do dominio, isto €, ' € C1:,

No caso de um dominio 2 do tipo CASO 1, a perqunta que surge € se existe uma fun¢ao
¢ € H*Q) tal que ¢ = 0 sobre T, Onp = ¢ sobre T, con ¢ € HY2(T). Esta condicio
a principio nao € verificada globalmente. Neste caso, somente podemos dar significado as
condi¢oes de contorno nas partes requlares da fronteira I'. Isto € possivel gracas aos resul-
tados de Agmon-Douglis-Nirenberg, [2, 3]. Nesses trabalhos se demonstra a reqularidade de
uma solugcao num dominio através da eleicio dum sistema de cartas locales, que vao local-
1zando vizinhangas do interior do dominio ou da sua fronteira. Portanto, escolhemos somente
aquelas vizinhangas que correspondam as regioes interiores e aquelas partes da fronteira nas

quais ha reqularidade do tipo C11.

Para dar sentido as condigoes de fronteira do tipo Dirichlet em I'y para a temperatura,
quando € é do tipo CASO 2, definimos o operador Dy : HY/2(I';) — R tal que

onde 1 = 9(¢) € H*() N HY(Q) é a tinica solugao fraca do problema
A%) = 0, em Q,
v = 0, sobre I

XOn = —¢, sobre I'y
Onp = 0, sobre I's.

(2.80)
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Pode ser verificado que Dy é um operador linear continuo. Notemos que se (u, ) é solucao

fraca de (2.1) temos
Du(o) = [ 0-6ds, o,
'

por isso, denotamos este operador como o operador traco generalizado sobre I';. Tomando
¥ = 1(¢) como funcao teste em (2.10) obtemos

D9<¢> = . £'¢d57 V(ba

assim, Dy = £ como elementos de (HY?(I'y))’.

Observagao 2.22. Andlogo ao problema (2.76), para provar a existéncia de uma solu¢do
fraca para o problema (2.80), foi necessdria reqularidade de classe CY' na fronteira do
dominio. Portanto, em dominios do tipo CASO 1, somente podemos dar significado as
condi¢oes de fronteira do tipo Dirichlet em I'y para a temperatura, nas partes requlares da

fronteira.

Para Q do tipo CASO 2, podemos dar um significado a condigao de fronteira do tipo

Neumann para a temperatura, definindo o operador Ny : H%/ 2(T'y) — R tal que

onde ¢ = (¢) € H*(Q) ¢ a tinica solugao fraca do problema

A% = 0, em €,
XY = ¢, sobre I'y,
v = 0, sobre I'y,
Ony = 0, sobre I'.

(2.82)

Pode ser verificado que Ny é um operador linear continuo. Notemos que se (u, ) é solucao

fraca de (2.1) temos

No(¢) = | Oubl - ¢ds, Vo,

1)
por isso, denotamos este operador como o operador trago normal generalizado sobre I'y.

Tomando ¥ = ¥ (¢) como fungao teste em (2.10) obtemos

No(¢) =< (, ¢ > H-3/2(D), H3/2(Ty)s VP € Hg/Q(F2)a
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portanto, Ny = ¢ como elementos de (H>/?(T'y))".

Observagao 2.23. Andlogo ao Problema (2.76), Problema (2.80), para provar a existéncia
de uma solugdo fraca para o problema (2.82), foi necessdria reqularidade de classe Cb?
na fronteira do dominio. Portanto, em dominios do tipo CASO 1, somente podemos dar
significado as condicoes de fronteira do tipo Neumann para a temperatura sobre I's, nas

partes requlares da fronteira.



CAPITULO 3

Solucoes periddicas brandas e fortes para

as equacoes de Boussinesq

... We refiect that the magjorities of the ideas we
deal with were conceived by others, often cen-
turies ago. In a great measure it is really the
intelligence of other people that confronts us in

science.

Ernst Mach

3.1 Introducao

Consideremos un fluido viscoso dentro de um dominio €2 do R, n > 2. As equagoes de
Boussinesq no caso evolutivo, descrevem a evolucao da temperatura e o campo de veloci-
dade de um fluido newtoniano viscoso incompressivel. Devido a aproximagao de Boussinesq
(Chandrasekhar [18], Joseph [64]), variagoes da densidade podem ser ignoradas exceto no
termo gravitacional, no qual podem ser assumidas sendo proporcionais as variacoes de tem-

peratura. Entao, em forma adimensional, a relacao entre o campo de velocidade u(z,t) € R™,

o1
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a pressao p(z,t) € R e a temperatura 0(x,t) € R pode ser descrita pelo seguinte sistema de

u = 0 sobre 02
6 = 0 sobre 012,

equacoes
ou 1
E—VAu—i—(u-V)u—l—;Vp = fBOg+fi, v€Q, teR (3.1)
divu = 0, z€Q, teR (3.2)
%—XAOnL(u-V)Q = f, v€Q,teR (3.3)
(3-4)
(3:5)

onde g representa o campo gravitacional em x, f a referéncia de temperatura e f; uma outra
forga externa que atua no sistema. p,v, 3, x sao constantes fisicas positivas as quais repre-
sentam, respectivamente, a densidade, a viscosidade cinematica, o coeficiente de expansao
de volume e a conductancia térmica. A equagao (3.1) representa a lei de conservacao do
momentum, a equacao (3.2) indica a incompresibilidade do fluido e a equagao (5.1) repre-
senta a equagao de evolucao para a temperatura. Sem perda de generalidade, ao longo deste
capitulo assumiremos que as constantes sao iguais a um. Para evitar complexidade técnica
no estudo do sistema (3.1)-(3.5) assumiremos que f; = 0. Para forcas f1, que nao sejam

nulas, nossos argumentos continuam validos fazendo as respectivas modificagoes.

Consideraveis avangos tém sido feitos na anélise matemética do sistema (3.1)-(3.5); por
exemplo, no trabalho [23] se estuda o problema de Boussinesq de evolugao em um dominio
que depende do tempo. Se prova a existéncia de solucoes fracas e a unicidade num dominio
bidimensional. Em [89] se estuda a existéncia e unicidade de solugdes locais e globais fortes
em dominios ndo limitados de classe C?. No trabalho [53] se estuda a possivel unicidade
da solucao fraca colocando hipdteses extras na pressao para o problema de Cauchy. Em
[52] se demonstra a existéncia e unicidade de solugbes fortes do problema de Cauchy, isto
é, do problema evolutivo em R3. Também se mostram taxas de decaimento para a solucao
desde que as forgas externas possuam os respectivos decaimentos. As ferramentas utilizadas
foram linearizagao, teoria do potencial e equagoes integrais. Citamos também os trabalhos
de Morimoto [90], [91]. Em [90] se estuda a existéncia de solugoes fracas para o modelo
de Boussinesq através do método de Galerkin e em [91] se analisa a existéncia de solugdes

reprodutivas para este modelo. Dentro da teoria L2, no artigo [35] se investigou a existéncia
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de solugoes com dado inicial em L? (resp. W1?) para o caso n = 2 (resp. n = 3) e discutiu
a existéncia global de atratores. No que respeita & teoria LP, no artigo [17] se construem
solucoes de classe LP(0,T; L7(R™)) com expoentes convenientes p e ¢ usando teoria de oper-
adores integrais. Hishida [58] usando teoria de semigrupos, estudou a existéncia e unicidade
de solugoes fortes com valores em LP(Q2) x L(2) (© dominio limitado do R™, n > 2) quando
o dado inicial ndo ¢é necessariamente suave. Na teoria de espacgos LP fracos, Hishida [59]
estudou o problema de conveccdo em um dominio exterior do R?; no mesmo artigo, uma
classe de solugbes estaciondrias é dada. No trabalho [97], é apresentado um estudo sobre a
existéncia de solucoes reprodutivas para o modelo em questao, em dominios exteriores us-
ando o Método de Imersao de dominios em conjunto com o método de Galerkin, argumentos

de compacidade e de energia.

Entretanto, o estudo de solugoes periddicas no tempo do sistema (3.1)-(3.5) nao tem sido
investigado em dominios nao limitados; além disso, convém notar que mesmo em dominios
limitados, a inica técnica usada até agora para o estudo da existéncia de solugoes peridédicas
é basicamente o método de Galerkin. A proposta do presente capitulo é provar a existéncia,
unicidade e estabilidade de solugdes periédicas brandas e fortes para o problema (3.1)-(3.5)

usando como base a Teoria de semigrupos em espagos de Lorentz.

A existéncia de solugoes tempo-periddicas fortes para as equagoes de Navier-Stokes em
dominios nao limitados tém sido investigado por Kozono and Nakao [69], Maremonti [85],[86]
e Taniuchi [125]. Em particular, Moremonti [85] provou a existéncia de uma solu¢do tempo-
periédica sobre o espaco todo R? para uma forca externa suficientemente pequena. O mesmo
problema, no semi-espaco Ri foi considerado por Moremonti em [86]. Kozono and Nakao
[69], fazendo uso das estimativas LP — L" para o semigrupo gerado pelo operador de Stokes,
construiram solugoes periddicas no tempo para forcas tempo-periddicas sendo suficientemente
pequenas e a estabilidade deste tipo de solugoes foi analisada posteriormente por Taniuchi em
[125]. Convém notar que nestes trabalhos, a anélise é feita unicamente na teoria dos espagos
LP fortes. Yamasaki [131] analisou o mesmo problema estudado em [69] dentro da teoria de
espacos de Morrey. Outras referencias, incluindo resultados para dominios limitados podem
ser encontradas em [85], [86], [69]. Lembramos aqui, que a existéncia de solugoes periddicas

fortes para o caso Navier- Stokes em dominios arbitrarios do R?, nao limitados, é ainda uma
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questao em aberto.

O restante deste capitulo esta organizado da seguinte maneira. Na Secao 2, depois de
alguns preliminares, estabelecemos nossos principais resultados. Na Secao 3 provamos os
resultados de existéncia e unicidade de solugoes periddicas brandas e fortes e finalmente,
na Secao 4, faremos um estudo sobre a estabilidade das solugoes periddicas anteriormente
obtidas.

3.2 Preliminares e resultados

Iniciamos apresentando alguns preliminares sobre os espacos de Lorentz os quais serao a
base de nossa analise ao longo deste capitulo. O leitor interessado numa analise detalhada e
profunda sobre os espacos de Lorentz L% (Q) é referido a ver, por exemplo, [13], [61], [123].
Para cada funcao Lebesgue mensuravel f definida sobre um dominio €2 do R", definimos a

funcao distribuicao de f por
Ap(s) =m({z € Q- |f(2)] > s}), 5 >0,
onde m é a medida de Lebesgue em R". A cada funcéo A;(s) associamos a fungéo
f(t) =1inf{s > 0: A\s(s) <t} ,t>0.

As fungoes Ay e f* sao nao-negativas e nao-crescentes. Se Ay for continua e estritamente
decrescente, entdo f* é a funcio inversa de A\;. O espaco de Lorentz L9 = LP9(Q) é a

colegio de todas as f tais que || f|5, < oo, onde

1
i = R opa) 0 <p <0< g <o,
pq
SUP;>0 t%f*(t), 0<p<oo,q=oc0.

Observemos que LP(Q) = LPP)(Q). No caso ¢ = oo, LP>)(Q) sdo chamados os espacos
de Marcinkiewicz ou espagos LP fracos. Lembremos também que sao validas as relagoes,
LPa)(Q) C LP(Q) € LPe2)(Q) ¢ LP>®)(Q) para 0 < ¢; < p < go < 0.

A expressao HfHZ‘p’q) d4 uma topologia natural para L% (Q) tal que L®9 () é um espaco

vetorial topoldgico. Por outro lado, a desigualdade triangular nao é verdadeira para || f|f, -
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Um caminho natural de metrizar o espaco L9 () é definindo

(@) = %/ﬂt f*(s) ds, fort >0,

a qual pode ser computado como [61]

Fr0 = s {5 [l e,

Assim, definimos a norma || f||(p,q) como

1
oo, L iy q
§f0 [tr f (t)]th/t)q ,se l<p<oo, 1<q< oo,
HfH(p,q):

supt>0tz%f**(t) ,se 1 <p<oo,q=oc.

Os espacos L9 dotados com esta norma || f | (p.g) 580 espacos de Banach e vale a seguinte

relacao

paral < p < o0oel < g < oo. Observemos que na definigao de || f]

p %
(p,q) < ]TleH(p,qﬁ

(pq) O caso p =1
tem sido excluido; embora as expressoes facam sentido, elas nao definem uma norma. Uma
definicao alternativa da norma || f||(y.c) ¢ (veja [8]):

po= s {m(B) [ |10 do},

m(E)<oco

/]

onde % + 1% = 1.

Duais de espagos de Lorentz [61] sdo extensoes naturais da propriedade de dualidade dos
espacos LP. O espaco conjugado do L®D(Q) é L¥>)(Q) e o espaco conjugado do LP9(Q)
6 LP9)(Q), 1 <p<oo,1<q< oo, e assim, estes espacos sao reflexivos.

Pelas mesmas razoes que o espaco L'(2) ndo é o espaco conjugado do L>(Q), L®Y(Q)
nao é o espaco conjugado do L) (Q) ([61], p.261). Notemos que C$°(€2), o qual consiste

de todas as funcdes C*>° com suporte compacto, ndao é denso em L) (Q).

Proposicao 3.1. (Desigualdade de Hélder generalizada )[99]. Seja 1 < py, pe, r < co. Seja
f e L (Q) ege LP29)(Q) onde p%—i—p% < 1, entdo o produto h = fg pertence a L) (Q)

ondeizi—i—i

e8> 1 € qualquer numero tal que ~ + X > L. Além disso,

@ g T s

1Allrsy < C Sl ran 19l aao) - (3.6)
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Os espacos de Lorentz tem a mesma relacao de escala que os espacos L?, isto é, para todo

k > 0 tem-se que
||f(k:x)||>(kp,q) - k%HfH)(kp,q)

Os espacos L) tém a vantagem de serem uma das extensdes mais naturais dos espacos
L? que contem, fungoes homogéneas de grau ’Tf; por exemplo, sobre o espaco R3, um tipico
exemplo de tais funcoes é dado por qualquer combinacao linear dos campos vetoriais as quais
sao fungoes homogéneas de grau —1 e verificam div v = 0, (veja [49]).

Estas fungoes estdo no espaco L(3°)(R3) mas elas ndo pertencem ao espaco L*(R?). Este
fato é chave na hora de resolver o problema de encontrar solugdes auto-semelhantes (veja
[7]) de sistemas de equagdes como por exemplo o caso das equagoes de Navier-Stokes, o que
constitui uma das motivagoes do estudo de solugoes de equagoes do tipo Navier-Stokes no
contexto dos espacgos de Lorentz.

Seguidamente introduziremos a notacao usada ao longo do capitulo, sobre os espacos de
divergéncia nula. Denotamos por Cg5,(€2) o conjunto de todos os campos com divergente
nulo, cujas componentes sao elementos de C§°(2). Por L7 (2),1 < r < oo, denotamos o
fecho de Cg%, na norma L". Se X é um espago de Banach, denotamos por BC™([ty,t); X)
o conjunto de todas as fungoes u € C™([t1,12); X) tais que sup;, oy, |[|[d™u(t)/dt™||x < oo.

Lembremos a decomposicao de Helmholtz:

L' =L (QeG(Q), 1 <r<oo,

onde G"(Q) = {Vp € L"(Q) : p € L] (2)} (veja [41]). Denotamos por P,., ou simples-

loc

mente por P, o operador projecao de L" sobre L] e por A, = —Pr/A, ou simplesmente por
A = —PA o operador de Stokes com dominio D(A,) = {u € H*"(Q) : u|sgo =0} N L". Os
adjuntos de L? e A, sdo L" e A, respectivamente, onde 1/r + 1/r' = 1.

Denotamos por B,, ou simplesmente por B o operador de Laplace em L?(2),1 < ¢ < oo,
com condicao de fronteira do tipo Dirichlet sendo nula: B, = —A com dominio D(B,) =
W24(Q)NW,y (). Sabemos que — A,., — B, sdo geradores infinitesimais de semigrupos analiticos
{e7tr Y50, {e7Ba} 50, de classe Cy em L% (Q), L(SQ), respectivamente (veja por exemplo,
[46],[124]). Borchers and Miyakawa [16] estableceram a seguinte decomposigao de Helmholtz

dos espacos de Lorentz spaces. Estendemos P, para um operador limitado sobre L™ (Q), o
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qual denotamos por P, 4. Seja Lgr’d)(Q) = Imagen(P, ) e G"Y(Q) = Nucleo( P, 4). Entdo,

LrD(Q) = LI (Q) & GrD(Q), (3.7)
(S
LEVQ) = {ue L9 V-u=0,u-nloao}, (3.8)
GrI(Q) = {VoeLr9(Q):ve L (@)} (3.9)

Em vista de [16], os operadores A e B definem, respectivamente, operadores fechados em
Lgr’d)(Q) e L9 (Q) com dominios

(
D,a(A) = {uec LUYQ): Vu, D*u € L")(Q),u |so= 0},
Dya(B) = {we LU(Q): Vu, D*w € LW (Q), w |po= 0},

e —A, —B geram semigrupos uniformemente limitados sobre LY ’d)(Q) e LD (Q), respecti-
vamente. Nao obstante, contrario ao que acontece com os espagos L2(Q), LP(Q), estes semi-
grupos nao sao fortemente continuos em t = 0 se d = 0o o que creia dificuldades adicionais
na analise de nosso problema.

Ao longo deste capitulo, vamos fazer as seguintes suposi¢oes sobre o dominio ).
Condigao 1.
(CASO 1). Q é o dominio todo R" ou o semi-espaco R’}, onde n > 3.

(CASO 2). © ¢ um dominio exterior em R" com fronteira de classe C***(y > 0), onde n > 4.

Aplicando o operador projecao nas equagoes (3.1)-(3.2), podemos tratar o problema (3.1)-
(3.5) em espagos de Lorentz convenientes como sendo o seguinte sistema de evolugao semi-

linear do tipo parabdlico:
ur + Au+ P(u-Vu) = P(bg), teR, (3.10)
0, +BO+ (u-VO) = f, teR. (3.11)

O sistema (3.10)-(3.11) tem associado o seguinte sistema de equagbes integrais no espago

LE(Q) x LE)(Q)

u = — t e~ APy - V) (s)ds t e~ (t=s)4 s)ds .
0 = = [ cCIP Vst [ PO, (312)
o(t) = —/_ e_(t_s)B(u-VH)(s)ds+/_ e =B f(s)ds. (3.13)
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Neste caso, diremos que (u, ) é uma solucao periédica branda para (3.10)-(3.11).
Através deste capitulo vamos impor as seguintes hipdteses sobre a forca externa f e sobre
0 campo g:
Condicgao 2.
Os expoentes r, 7 e ¢, ¢ em concordancia com a condicao 1, satisfazem:
(CASO1). 2<ri<n, 2<qG<n, +—+<min{Z -2 21}

or T

(CASOQ.)(T?%I)ST,77<71, 2<qg<n, +—21<min{-1 3—%},

Para cada r,7 e ¢, ¢ assumimos que f é um elemento de
BC(R, L) (Q) n LE=)(Q)), (3.14)

para 1 < p,1 < co com 1/ +2/n < 1/p, 1/G < 1/ < 1/G+ 1/n desde que n > 4 nos dois
CASOS (1,2). (Notemos que sendo n < 2¢,7 < n, a desigualdade 1/§ < 1/l~ <1/Gg+1/n
implica que 1/1 < 2/n + 1/7).

Se n = 3, no CASO 1, assumimos que f satisfaz
f € BOR, LE®(Q)) tal que f(s) = B3 h(s) para algum h € BC(R,D(B5..)) (3.15)

para 1 < p < min{r,q} e 0 > 0 satisfazendo 3/2p + 6 > 1 + maz{l + 3/27,1/2 4+ 3/2¢} e
1/G<1/l<1/G+1/3.
Com respeito ao campo g fazemos as seguintes suposicoes: g € L(®>)(Q)" N L&) (Q)" onde

a e bsao tais que 1/a>2/n+1/r—1/F, 1/b<1/n+1/q—1/7, (b>1).

Observagao 3.2. A condi¢io (3.15) pode ser substituida por f(s) = V - G(s), G(s) =
(G, ...,Gy) € BO(R; LP=)(Q))" com VG(t) € BC(R; LP*)(Q))™" para 1 < p < oo com
1/7+1/3 < 1/p. Isto implica que f(s) = Ah(s) para algum h € BC(R; D(Bj))-

Observacgao 3.3. No CASO 2, assumimos que n > 4 quando €2 € um dominio exterior. Isto

se deve a restricao sobre as estimativas do gradiente para o semigrupo gerado pelo operador
de Stokes em LP>). (Veja Lema 3.15).

Os principais resultados deste capitulo sao os seguintes:

Teorema 3.4. Sejam () satisfazendo a Condicdo 1 e f,qg satisfazendo a Condi¢do 2 acima,
com f sendo uma fungao periédica com periodo T > 0, isto €, para todot € R, f(t) = f(t+7).

Entao existem constantes positivas (1, (3o, tais que se
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suﬂlg I1F(s)|l5,00) + suﬂ[g 1f () (Goe) < B1s m >4, nos CASOS 1 e 2,
se s€

sup [|A(s)]] 5,00) + su]g [f () G0y < B1s m =3, no CASO 1,
se

seR

9]l (5,00) + |9l (a,00) < B2, nos CASOS 1 e 2,

entdo existe uma solugdo periddica branda (u,0) de (3.12),(3.13) tal que u € BC(R; LE,’”"X’))”, S
BC(R; L)), com Vu € BC(R; L4 9 € BCO(R; L))", Esta solucdo € periddica

com o mesmo periodo T da forca externa. Além disso, se as grandezas
sup [|u(s)[[(r.00) + sup [[Vu(8)|(g,00), 5up [|0(5) | 7.00) + 5up [[VO(s) [ (g,00);
seR seR seR seR

sao suficientemente pequenas, a solu¢ao € unica nesta classe de espacos funcionais.

Teorema 3.5. Sob as hipdteses do Teorema 3.4, se f é Holder continua em R com valores
em L) (Q) e g € L) (Q)", entio a solu¢do periddica dada pelo Teorema 3.4 satisfaz

para cadan <1r* < q¢* =ng/(n—q):
1. w e BOR; LY N CYR; LT )", § € BC(R; L™=)) N CH(R; L™).
2. Au e C(R; L))", B,0 € C(R;L™).

3. As equagoes (3.10)-(3.11) sao satisfeitas em (L' )", L"", respectivamente, para todo
teR.

Observacgao 3.6. Nossos resultados sao vdlidos para dominios €1 limitados. Além disso,
a versao dos Teoremas acima € particularmente vdlida nos espagos LP (fortes). Isto leva a
obtencao de solucoes periodicas para o sistema de Boussinesq ao mesmo nivel de reqularidade
das solugdes periddicas obtidas por Kozono e Nakao [70] para o caso das equagdes de Navier-
Stokes. Notamos também que neste caso, se Q0 € um dominio limitado do R", (n > 2), os
nossos resultados continuam validos e as condi¢oes de reqularidade sobre as for¢as podem
ser enfraquecidas; na verdade, neste caso basta tomar f € L",r > n/2,g € LP,p > n

onde a dimensao n pode ser n > 2 e podemos obter solugdes (u,0) de (3.1)-(3.5) na classe
u € BC(R: D(AY*))", 6 € BC(R; D(B'?)).
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Observacao 3.7. Notemos que a condicao 2 nao impede que r = 1 e q = q. Isto permi-
tird, em particular, obter solucoes com o mesmo grau de reqularidade tanto para o campo

velocidade como para a func¢ao temperatura.

Com respeito a estabilidade das solugdes periddicas do sistema de Boussinesq (3.1)-(3.5),
assumimos que (u(x,0),6(z,0)) é inicialmente perturbado por (u., ). Assim, o sistema
perturbado é governado pelo seguinte sistema de equagoes:

(

v—Av+(v-Vo+Vqg = wg, €Q, t>0,
divv = 0, z€Q,t>0,
w—Aw+(v-Viw = f, €0, t>0,
v = 0, xe€ 009, t>0, (3.16)
w = 0, ze 00, t>0,
v(z,0) = u(x,0)+uc(x), €,
w(z,0) = w(z,0)+0(z), z €

Mostraremos que se a solugao periddica (u, ) e a perturbacao inicial (u.,6.) sdo ambos
suficientemente pequenos nas normas dos espacos BC(0, 00; L) N L)) e L[Mm20)(()),
respectivamente, entdo existe uma tnica solugao forte global (v, w) de (3.16) tal que as
normas ||v(t) —u(t)||,, ||w(t) —0(t)||, com n < p < oo, convergem para zero com certas taxas
de decaimento quanto ¢ tende ao oo.

Se (u,d,p) e (v,w,q) sdo solugoes de (3.1)-(3.5) e (3.16), respectivamente, entao a tripla
(1,0,p) = (v —u,w — 0, p — q) satisfaz o sistema

(

iy — A4 (u-V)a+ (@-Vu+ (- V)i+Vp = bg, 2€Q, t>0,
divi = 0, z€Q, t>0,
0, — A0+ (u-V)+ (0-V)0+(a-V)) = 0, 2€Q, t >0,
= 0, z€ 00, t>0, (3.17)
f = 0, z€ 9Q, t>0,
w(x,0) = wu(z), r e,
0(z,0) = 6.(x), €.

=g

\

Assim nosso problema de estabilidade pode ser analisado estudando a existéncia de solugoes

globais fortes do sistema (3.17) e seu comportamento assintético. Notemos que se (u, ) =
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(0,0), o problema (3.17) coincide com o problema de valor inicial para o sistema de Boussi-
nesq. Inicialmente, provaremos a existéncia global de uma solucao branda com uma certa
propriedade de decaimento. Posteriormente mostraremos que essa solucao branda pode ser
identificada localmente no tempo com a solucao forte do problema. Nossa definicao de

solucao forte e solucao branda para o problema de valor inicial sao dadas a seguir:

Definicao 3.8. Seja u. € LY ,0, € L") Um par (i1,0) definido sobre (0,T) x Q, com
0 < T < o0 € dito uma solugao forte do sistema (3.17), de classe Sy«(0,T),n < r* < 0o com

condi¢ao inicial sendo (u.,0.) se
1. @€ BCu([0,T): LY 0 CH((0,T); L2 )", 6 € BC,([0,T): L)) C((0,T); L"),
2. Au € C((0,T); LY ), Bw € C((0,T); L"),

8. Gy + Au+ P((@--V)i+ (@ Vu+ (u.V)a) = Plwg), em L

o)

re, 0<t<T,
4.6, +BO+(0-V+u-V)+(a-V)0=fem L, zeQ, 0<t<T,
onde BC,, denota a classe de funcoes fracamente-x continuas com

lim (a(t), ¢) = (uc, @), lLim (0(t), ) = (0, p),

t—0t t—0t
for all p € LYY (Q)", 0 € LOD(Q), 0/ =n/(n —1).

A seguir damos a defini¢ao de solug¢ao branda de (3.17). Nossa definigao é essencialmente
devida a [71].

Definigao 3.9. Seja (u.,0.) € LY x L™ ¢ n < § < co. Um par (@,0) de funcdes
mensuraveis sobre Q x (0,7),0 < T < oo, € dito uma solu¢ao branda de (3.17) na classe

S5(0,T) se ela satisfaz

(i) (@,6) € BC,([0,T); LF*>))" x BC,([0,T); L"),
(i) 3G9 (a,0) € BC([0,T): L2)" x BC([0,T); LP),
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para n < p < 4. Além disso, para todo ¢ € Cg,,p € Cg° e todo 0 <t < T, as fungoes @0

satisfazem
(a(t),¢) = (e u., o)+ /t(ﬁ @ a(s), Ve =94¢)ds + /t(ﬂ @ u(s), Ve  =94¢)ds +
0 0

+ /Ot(u ® u(s), Ve_(t_s)Aqb)ds + /Ot(e_(t_s)Aég(s), o)ds,

t
0

0(t),) = (750, ) +/ (u(s), Ve =B ) ds —i—/o (u(s), Ve =918 p)ds +
+ /t(éu(s), Ve =918 p)ds.

Observagao 3.10. Podemos mostrar que se (u, 9~) ¢ uma solugao branda de (3.17) na classe
Ss(0,T), entdo as integrais do lado direito da defini¢ao 3.9 estdo bem definidas e satisfazem

a equagao para toda ¢ € Lt(,n/’l), @ e LMD,
Provaremos os seguintes teoremas:

Teorema 3.11. (Ezisténcia) Seja (ue,6.) € L& (Q)"x LT™)(Q) ¢ (u, ) a solugio periddica

dada pelo Teorema 3.4. Entao existem constantes positivas 1y, n1, M2 tais que, se
HgH(n,oo) < To,

||Ue||(n7oo) + ||U||BC((o,oo);L<mo>) + “u”BC((O,oo);L(q*voo)) <m, ¢ =ng/n—q,
HeeH(n,oo) + HQHBC((O,OO);LW@) + HeHBC((o,oo);L(q*»ow) <9, ¢" =ng/n—q,

entdo existe uma solution branda (ii,0) de (3.17) na classe Sy, (0,00) satisfazendo para cada

n<r<oo,
()], < ct =G, 10@)]], < et =GP (3.18)
paran <p <.

Teorema 3.12. Eziste uma constante k = k(n) tal que qualquer solucio branda (i, 0) de

(3.17) na classe Sa,(0,00) dada pelo Teorema 3.11 com

lim sup 3 maz (||l|an, |0]|2n) < &, (3.19)

t—0t
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Teorema 3.13. Sob as hipdteses do Teorema 3.11, assuma que (u,0) é a solugao forte de
(8.1)-(3.5) em (0,00) para g e f como no Teorema 3.5. Entdo a solugdo branda dada pelo

Teorema 3.11 € uma solugdo forte do sistema (3.17) sobre (0, 00).

Finalizamos esta secao relembrando a definicao da funcao Beta, a qual serd usada com

freqiiéncia ao longo deste capitulo em calculos de estimativas.

Definig¢ao 3.14. Para todo x,y > 0, a Fung¢ao Beta B(x,y) € definida por

1
B(x,y):/ (1 — ).
0

Notemos que para todo x,y > 0,

3 1
B(z,y) = / (1 — )y ldt + / (1 —t)vtdt
0 3

1 1
2
< max(1, 21_y)/ " tdt + max(1, 21_x)/ (1—t)vtdt
1

0 2

1 1
<2-27T 4+ 227V < 0.
x Yy

3.3 Existéncia, unicidade e regularidade de solucoes

periodicas

Nesta secao provaremos o Teorema 3.4 e o Teorema 3.5. Ao longo deste capitulo, as letras
¢, C' denotarao varias constantes. Em particular, C' = C(x, ...x) denotard constantes as quais
dependem somente das quantidades que aparecem em parénteses. Iniciamos recordando o

seguinte resultado que d4 estimativas L") — L) dos semigrupos {e~*};50, {e 7 }i50.

Lema 3.15. [15], [16],[59] (1). Seja Q como no CASO 1 da Condicio 1 e A" o respectivo
dual de A. Entao

[ Bllgy < ™Y gy, 1 <p <7 < oo,
IVe™ gl < a2V g, 1< p <7 < oo,

leallpoy < ™2 a gy, 1< p <7 <o, (3.20)
IVe ™ allpoy < et PRI g ) 1< p <1 < 00,
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para todo a € Lf,p’“), XS LoV e

todo t > 0, onde ¢ = c¢(n,p,r).

(2). Seja Q como no CASO 2 da Condigao 1. Entdo

e @l <
Ve ™ ¢y <
le™all o0y <

Ve al| (.00

IN

para todo a € LY, ¢ € LPY ¢
Com respeito a r = oo, temos

Lema 3.16. [15], [19]
le™alloc

para toda a € LP. and todo t > 0.

= PO g] gy, 1< p <7< o0,
e 112

(p,1)» 1 <p§T§na
ct APl g| oy, 1< p <7 < 00, (3.21)

todo t > 0, onde ¢ = ¢(n,p,r).

< c(p)t_”/%”||a||p7 1<p<2n,

Observagao 3.17. Estimativas similares sao vdlidas para o semigrupo {e ' };.

Observacao 3.18. As estimativas anteriores sao vdlidas en particular, para o caso dos
espagos LP (fortes). Veja, por exemplo, [65], [62], [44],[15], [14]. Estas estimativas sao as

sequintes:

e Seja € como no CASO 1 da Condigcao 1. Entao

le™all

IVe™4all,

T

< ct_”/2(1/p_1/r)||a||p, l<p<r<oo,

< et U o), 1< p << o,

para todo a € LE e todo t > 0, onde ¢ = ¢(n,p,r).

e Seja 2 como no CASO 2 da Condigcao 1. Entao

le™all,

IVe™4all,

< ct_”/Q(l/p_l/’")||a||p, l<p<r<oo,

< Ct—n/?(l/p—l/?")—l/?||a||p7 l<p<r<n,

para todo a € LE e todo t > 0, onde ¢ = ¢(n,p,r).
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Lema 3.19. [16/,/59] Seja Q@ um dominio satisfazendo a Condi¢do 1 e suponha que 1 < q <
n,1 <d<ooeq =nqg/(n—q). Se¢ e LP¥(Q) para algum p < oo e Vo € L@ (Q)",

entdo ¢ € LUD(Q) e vale a estimativa

1]

(q*,d) = C”V¢||(q,d)a
com C' > 0 independente de ¢.

Denotamos por X o espaco das funcdes escalares {u € BC(R; L)) : Vu € BC(R; L))"}

com a norma em || - ||x definida como

[[ullx = sup [lu(s)]|(7,00) + sup [Vuls)l|(g,00)-
seR seR

Também definimos o conjunto Y como sendo o espago de fungoes vetoriais ¥ = {u €
BC(R: LYY : Vu € BO(R; L@°)))™"} com a norma || - ||y definida por

[ully = sup [[u(s)l|(r.00) + sup [[Vuu(s) | (g.00)-
seR seR

Estes espagos sao espacos de Banach. Definimos os seguintes operadores Fy e Gem Y x Y

e Y x X, respectivamente, por

Fi(u,v)(t) = —/ e~ DAP(y . Vo) (s)ds, (3.22)
G(u,0)(t) = —/t e 9By . V) (s)ds. (3.23)

3.3.1 Solucoes periddicas brandas. Prova do Teorema 3.4

Para provar a existéncia de solugoes periédicas para o sistema integral (3.12),(3.13) us-

amos o seguinte esquema de aproximagoes:

Oo(t) = /t e =9IB f(s5)ds, (3.24)
up(t) = /t e~ DAP(0hg)(s)ds, (3.25)
Umt1(t) = F(tm, Om)(1), (3.26)

Omir(t) = 00(t) + Glupm, 0,) (1), (3.27)
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onde,
t t
F(tup, 0,)(t) = —/ e(tS)AP(um-Vum)(s)ds+/ e~ =9AP(0,.9)(s)ds,
t
Glum, 60)() = — / =98 (76, (s)ds.

Observagao 3.20. Quando f; € nao nulo, na sequéncia acima definimos Uy € Uy COMO
sendo ug(t) = fjoo e~ =DAP(f1)ds € Ui (t) = ug(t) + F(tUm, O (2).

Primeiramente encontramos algumas estimativas para as aproximagoes acima para o qual

¢ necessario o uso dos seguintes lemas.

Lema 3.21. Seja r,7,q e ¢ como no Teorema 3.4. Entdo temos que

U [ 11, 0) [y < e (5D [1(3)] ) 5D [03) ) + 5D 1t(3) |y 5100 [ 0(5) )
seR seR seR seR seR

sup [|[VFL(u,0)[|(ge0) < €1 (Sup [[1($)[[ (r,00) SUP [V (8) | (g,00) + 5UP [[Vu(8) | (g,00) SUP HW(S)H@,OO)),
seR seR seR seR seR

sup [G(u,0) [ (7.00) < 2 ( sup [|u(8)]|(r,00) SUP [10(8) | (7,00) + sUP [[u(3) | (r,00) SUP [ VO(5) H(q,oo)),
seR seR seR seR seR

sup [VG(u, 0)[|(go0) < €2 ( sup [[u(s)]|(r,00) SUP [VO(5)||(3,00) + sup [[Vu(s)ll(g,00) sUP Hve(s)n(d,oo))a
seR seR seR seR seR

para todo u,v €Y, 6 € X onde ¢1 = ci1(n,r,q),ca = ca(n, T, q).

Demonstracao:. A prova é uma aplicagdo do Lema 3.15 e da desigualdade de Holder

generalizada. De fato,

G(u,0)(t) = — / ) e~ 9B (y . Vh)(s)ds — /tl e 9By . V0)(s)ds

—00

= Gi(t) + Gy(t).

Entao para todo ¢ € C§°(£2) e para todo t € R, temos

t—1
(Gi(t),¥)| < / Ve8|l oy oy 0 10Ul 17 47 00) 5

—0o0

t—1
< C/ (8= )72l 1y 18(5) 7,000 [0(8) | o0

—00
t—1

< csupI\Q(S)H(f,oowupIIU(S)Ho«,oo)/ (t — )220 0.
sER seR

—0o0



67

Como n > r, a integral acima converge. Por dualidade, temos que para todo t € R,

1G4 (t)H(f,OO) < CSUDgeR H@(S)”(F,OO) SUPser ||u<5)||(r,00)'
Por outro lado,

t
1Go(O)ll.00) < / (t = 5)7 2OV () | .00 [V 0(5) [ .0 s
t

1
< cesup ||u(s) | roo) SUp [ VO(S) || (g,00)-
seER seR

Notemos que a ultima integral é finita devido a hipétese de 1/r — 1/7 < 2/n — 1/q. Agora,
usando o Lema 3.15, Hélder e o Lema 3.19 (com d = c0), obtemos

t—1
IVG(u,0)[l(goe) < / IIVe_(t_S)B(u-V9)(S)|I(q,oo>ds+/ Ve 8 (w - V) (5) | 00y I

t
—00 t—1

t—1
< e / (= )72 () oo V005 iy +

—00

t
roe / (=9 )l [79(3) 0

t—1

csup [|[u(s)]l(r,00) sgﬂ}gHV@(s)H@m)/ (t— s)/2 1245 4
S

seR —c0

IN

t
& sup u(s) gy 509 VO ey [ (8 )72
seR seR t—1
< c(sup [[u(s)l[ro0) P [[VO()ll(7,00) + 5P [[Vte(5)ll(g,00) Sup [|VO(5) | 3,00));
seR seR seR seR
para todo t € R e ¢ = ¢(n,7,q,r,q). Note que como n/2 < ¢ a tltima integral converge.
Isto completa as estimativas do operador G(u, ) e VG(u,0) do Lema. As estimativas para

o operador Fj sao encontradas de forma analoga lembrando que agora a dualidade é dada
tomando ¢ € Cg%, (). |

Lema 3.22. Seja 0y definida como em (3.24). Entdo temos que 6y € X.

Demonstragao:. Se f satisfaz (3.14), entao usando o Lema 3.15 obtemos

t—1 t
100700 < / ||€_(t_5)Bf(S)||<f,oo>d3+/ le™ 2 £(5) | 7,00

—00 t—1

t—1
< csup ||f(3)||(ﬁ,oo)/ (t _ S)—n/Q(l/ﬁ—l/F)dS

seR —c0

t 7 ~
T+ esup )i / (1 — )20/ g,
sER t—1
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Isto é vélido para todo t € R. A constante ¢ = ¢(n,7,q,p,l). Das hip6teses (3.14), isto
6 1/F +2/n < 1/p e 1/I < 2/n + 1/F, concluimos que cada integral acima é finita e
conseqiientemente, [|6(t)(|(7,00) < cSuPser 11 (5)ll(5,00) + cSUPser |1 (8)l 7.00)-

Uma andlise similar prova que

t—1
VO ()l (g0e) < csupllf(S)ll(ﬁ,oo)/ (t — )22

seR oo
t 7 ~
+ CSUpr(S)H(Z,OO)/ (t_S)—n/Q(l/l—l/q)—l/ZdS'
seR -1

para todot € Re c=c(n,q,r,p,1). Como 1/p>1/F+2/n>1/n+1/Ge 1/l~< 1/q+1/n,
as duas integrais acima convergem.

Por outro lado, se n = 3 a andlise anterior nao continua valendo pois seria necessario que
3/2(1/p—1/7) > 1, com p > 1 e isto nao acontece. Conseqiientemente precisamos assumir
uma nova condigao; de fato, se f satisfaz (3.15), usando a seguinte estimativa, (a qual é

conseqiiéncia da analiticidade do semigrupo)
||B5€_tBa||(ﬁ,OO) < Ct_§||a||(ﬁ,w)7 Va € L(@OO)a t>0, c= C(ﬁa 5)7 0>0

e o Lema 3.15, obtemos

t—1 t
100()l.00) < / ||€_(t_5)336h(8)||(f,oo)d5+/ le™ =5 £(5) ] .00 ds
t—1

—00

t—1
S C/ (t . S)_3/2(1/ﬁ_1ﬁ)||B(;6_(t_s)B/2h(S)||(157oo)d3

—0o0

t T ~
T g/ (t — 53200 f(5)]) o ds
t

-1

t—1
< c/’ (1 — ) 321D (5) | ooy s

—00
t

+ esup |6y [ (=) RO

t—1

< c(sup 1) ooy + 59 7)) )
seER seR

para todo t € R com ¢ = ¢(n, 7, p, q, L, ). Uma estimativa semelhante pode ser obtida para
V8|l (g.00), (1 =3). Isto prova o lema. |
Seguidamente estimaremos os termos F'(u,,0y,) € G(ty,, 0,,). Iniciamos com o seguinte

lema.
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Lema 3.23. Os termos ||F(tum, On)|ly, [|G(tm,0m)||x satisfazem as sequintes estimativas

1F (s O)ly - < 2en [y + esll00mllx, (3.28)
Gty Ol x < 22|t |y [[6m]|x, (3.29)

onde ¢y, co sao como no Lema 3.21 e c3 depende de g mas € independente de m.

Demonstragao:. Notemos que

t
H / e CIAP(gh,)ds]| < sl (3.30)

De fato,

H/ tsAPge)(

A primeira integral acima, pode ser estimada da seguinte maneira

t—1 t
) < / ||€_(t_S)AP(g9m)||(r,oo) + / 1 ‘|e—(t—s)AP(gem>||(T’W).
7,00 —

—00

t—1 t—1
/ le 1P ey < © / (= 519l 1 (5)l] o

t—1
< ooy 500 [0 (s) i) [ (¢ 5.

—00

onde v = —n/2(1/a+1/F —1/r). Como 1/a > 2/n —1/7 + 1/r, a dltima integral converge.
Agora,

t t
/ le 4P ey < © / (t = 5191600 10 ()| )
t—1 t—1
t
< cllglloo0 5P 188 0 / (t — s)fds,
seER t—1

onde & = —n/2(1/b+ 1/F — 1/r). Pela Condicdo 2, g € L®>®)(Q)" com b > 1 e 1/b <
1/n+1/q—1/7. Usando que r < n,n/2 < ¢, temos que 1/r + 1/n > 2/n > 1/¢; portanto,
1/b<1/n+1/¢q—1/F <1/n+1/n+1/r —1/7, implicando que 1/b < 2/n+ 1/r — 1/F e

conseqiientemente as integrais acima convergem.

Hv/ 4P gf),,)

t—1 t
= IV P i [ TP g8 g
OO t—1

—00
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t—1 t—1
/ Hve—(t—s)AP<gem)“(q700) < C/ (t_S)—n/2(1/a+1/T—1/q)—1/2”g”(a,m)||9m(8)||(7:700)

—00 o9
t—1

< C||g||(a,oo) Sup ||0m(3)||(f7oo) / (t . S)—n/2(1/a+1/7’—1/q)—1/2.
seR

o0

Como n/2 < ¢,r <nel/f—1/r > 2/n—1/a, concluimos que 1/a+ 1/F —1/q > 2/n +
1/r—1/q > 1/r > 1/n e assim a dltima integral converge. Analogamente podemos mostrar

que

t
/ Ve 4P (90,0) [ (go0) < €llgllt,00) SUP 161 (5) ] 7,00)-
t—1 seR
Assim provamos a desigualdade (3.30) com

s = c(llgl0) + 9lla) ) (3:31)

e ¢ independente de m. Portanto, do Lema 3.21 e (3.30) obtemos (3.28). A desigualdade
(3.29) é obtida aplicando diretamente as duas tltimas desigualdades do Lema 3.21. |

Agora notemos que, usando Lema 3.22 e o Lema 3.23, obtemos

[tmally < 2¢1[umll5 + c3ll0mllx, (3.32)
[16m+1llx < {160l + 2c2([wmlly |0 x - (3.33)
Seja
= Max{[[tmllys [l x b, m = 1,2, .. a0 = |6o]|x.

Entao, segue-se de (3.32) e (3.33) que

Umy1 < ag + Ca2, + czap, ¢ = max(2cy,2c,).
Assim, se
cs < 1, 4dage < (1 — c3)?, (3.34)
entao a seqilencia {a,,}5°_, é limitada, com

S (]_ — 03) - \/(21/\/— Cg)2 — 45&0

. =k Vm=0,1,2,... = a, <k <1/2c (3.35)
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Assumamos (3.34) ( Notemos que esta condi¢ao implica uma condigdo de pequenez de f

e g). Fazendo w,, = uy, — Upm—1 (u_1 =0), O, = 0y — 011, (0_1 =0), temos

t

t
Wi (t) = —/ e_(t_s)AP(wm-Vum)(s)ds—/ e_(t_s)AP(um,l-Vwm)(s)ds

—00 —0o0

t
-%‘/ e~t=94P (g0, (s)ds,

—0o0
t

t
Omir(t) = — / e~ =98 Py, V6, (s)ds — / e -IB (YO, (s)ds.

—00 —00

Estas igualdades implicam que

lmally < 2er(wmllyllmlly + ol i) + cs©nmlx
< Aerkl|wnm|ly + c3l|O©mllx
< 2ek([lwmlly + [|Omllx), (3:36)

desde que c3 < 2¢ck, ( Esta condigao e (3.34) implica uma condi¢ao de pequenez do campo g

nas normas L(®*) e L(»>))  De outro lado,

1Omillx < 2eallwmlly [10m]x + 2¢2llum—1[ly[|Omllx

< 2ck(lwn|ly + [|Omlx)- (3.37)

De (3.36), (3.37), obtemos

Max{|[wms1lly, [Oms1llx} < 2ckMax{|lwn|y. |Ofx} < ... (3.38)
< (2¢k)™ag, Ym =0,1,...

Notemos que u,,(t) = > g w;(t), On(t) = 37", O;(t). Como ¢k < 1 (devido a (3.35)), a
desigualdade (3.38) permite concluir que existem fungoes u € Y, 6 € X tais que quando m

tende ao oo,

Uy —uemY, 60, — 60em X.
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Notemos que

H_/ ~=AP(u,, - Vuy)(s)ds + /t TP (u - Vu)( dSH
| [ P =) T
. H/ AP Vg, — ) ()i

IA

< 2e1[um — ully lum|ly + 2e1[[ully [Jum — ully
< Nlum —ully, Vm.
Entao, em Y
t
- / ~E=9AP(y,, - Vuy,)(s)ds — / ~E=9APp (. Vu)(s)ds. (3.39)

Analogamente,
H—/ ~t=9B(y, . V0,)(s)ds + /t (=98 (4, . v4)( dsH

| [ 2 -0 98,
+ H/_Ooe_(t_s)B(u-V(Qm—Q))HX

IN

< 20||um — ully[|0mlx + 2¢2]|ully [[0m — 0]l x
< Num — ully + 116 = Ollx, Vm.
Assim, em X
t t
—/ e~ 9By, - Vu,,)(s)ds — / e~ 9B (y . V) (s)ds. (3.40)
Finalmente, quando m — oo,
t
|- / AP0 — )| < call — Bl — 0. (3.41)

De (3.39), (3.40) e (3.41) concluimos que (u,f) é uma solugdo do sistema de equagoes
integrais (3.12), (3.13).
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Periodicidade.

Sendo f uma fungao periddica, com periodo 7 > 0, as fungoes u,, e 6,, sao também peridédicas
com o mesmo periodo 7 para todom = 0, 1, 2, ... Conseqilientemente, o limite (u, #) é periédico
com periodo 7.

Unicidade.

Suponhamos que existe (uy,6;) sendo uma outra solugao de (3.12)-(3.13), tal que [Juy]|y <
k, |01llx < k, onde k é a constante de (3.35). Trabalhando como antes, podemos encontrar

que
10 — 61]|x < 2cok||u — uql|ly + 2¢2kl||0 — 01| x,
lu—uilly <ecs)|0—61]lx + 2c1k||u — uqply.
Assim, se M = Max{||u — u1]y, |0 — 01|/ x} temos
M < kM,

pois c3 < ¢k, implicando que 0 = 61, u = u;. [ |

3.3.2 Solucoes periddicas fortes. Prova do Teorema 3.5.

Nesta subse¢ao mostraremos que a solucao periddica (u, ) dada pelo Teorema 3.4, é na
verdade uma solugao forte do sistema diferencial (3.1)-(3.5), desde que assumamos certas
condigoes adicionais de regularidade sobre as forcas externas f e g. Para demonstrar o
Teorema 3.5, precisamos o seguinte resultado de existéncia local de solugoes fortes para o
problema de valor inicial (3.1)-(3.5). Este resultado segue os argumentos de Kato [65] e Giga
[45] feitos no contexto dos espagos L fortes. Para tais fins, primeiramente damos a defini¢ao

de solugao forte do problema de valor inicial (3.1)-(3.5).

Definicao 3.24. Seja a € Lgn’oo),b € L>®) en < r* < co. Um par (v,w) definido sobre
(to,t1) x Q € dito uma solugao forte de (3.1)-(3.5) de classe Sy (to,t1), com valor inicial
(a,b) se

1. v € BCy([to, t1); LY"*N"NCY ((to, t1); LT )", w € BCy([to, t1); LM)NC (o, t1); L),

2. Av € C((to, t1); LE )", Bw € C((to, t1); L™), to <t < t,
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3. v+ Av+ P(v- Vo) = P(wg), em L7

o)

x €, ty<t<ty,
4o wi+Bw+ (v-Vw)=fem L, 1 €Q, tg<t<ty,

onde BCy, denota a classe de fungoes limitadas e fracamente-x continuas, junto com

lim (v(t), ¢) = (a,¢), lim (v(t), ) = (b, ¢),

t—td t—td
para toda ¢ € Lf,”"”(Q)“, o € LN(Q), onden’ =n/(n—1).

A continuagao apresentamos um resultado de existéncia local e unicidade de solugoes

fortes para o problema de valor inicial

Teorema 3.25. (i).(Existéncia). Seja n/2 < g <mn el <[ < oo tal que 1/q < 1/ <
1/q+1/n. Suponhamos que a € (L&”’”))"Q(qu*"’o))", be LN LE®) onde ¢* = ng/(n—
q), [ € BC(R; L") sendo Hélder continua com valores em LU g € Lt 0 [(r0)
comb>n/2 en <r* < q". Entao existe T € (0,1] tal que para todo ty € R existe uma
solugdo forte de classe Sy«(tg,to +T'), para o problema (3.1)-(3.5) em (to,to+T') com valor
inicial v(tg) = a,w(ty) = b. Além disso, a solugdo satisfazv € BC((to, to+T); L((,q*’oo))”, w e
BC((to, to +T); L), com

sup  fu(®)llgr00) < C1, sup JJw(t)]
to<t<to+T to<t<to+T

(q*,00) < Cho, (3.42)

onde C1,Cy sdao independentes de ty e o tempo T' € estimado como sendo

c1 Maz{||all(n/a.00)s 10l (njeo0) + 1 F | Bo@saoon }

T= , (3.43)

com kjcy =k/ey(n,q,1).
(7). (Unicidade). Existe uma constante vy = y(n,r*) tal que qualquer solugdo (v, w) na classe

acima, satisfazendo

lim sup "2/~ )y (4)],. < 7,
t—td
lim sup ¢/20/n=1/7") wt)|| < 7,

t—td
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Proposicao 3.26. Seja n/2 < g < nel <1 < oo tal que 1/qg < 1/l < 1/q+ 1/n.
Suponhamos que a € (L,(,n’oo))" N (L[(,q*’oo))", be L) N L2 onde ¢ =ng/(n—q), f €
BC(R; L)) com valores em L) g € LEINLM®) com b > n/2. Entdo existe T € (0, 1]
e fungoes v,w na classe v € BCy([to, to + T);LE,”’“’))", w € BCy([to, to + T); L™>)) com
v € BC((to,to + T); L))" w € BC((tg,to + T); L' e (t — to)/?*Vv € BC((to, to +
T); Lolynxn (¢ — )12V w € BO((to, to + T); L™\, tal que para todo t, € R,

t t
v(t) = e~ (tt)4y +/ ef(t’s)AP(wg)ds —/ e’(t’s)AP('U - Vv)ds, (3.44)
to to
t t
U}(t) — e—(t—to)Bb + / e—(t—s)deS . / 6_(t_S)B<U . vw)d& (345)
to to

em L((,n’oo)(Q)" ALY (Q)" e L) (Q)" N L™ (), respectivamente, onde n < r* < q* . Além
disso, as fungdes v, w satisfazem t'/*v € BC((to, to+T); LZ)", t/*w € BC((to, to+T); L*").
Aqui T € estimado como

B k ot
~ LeMaa{llallw/ace); [0l n/ace) + 1flpemzas
ek/ci =k/cei(n,q,l).

Demonstracao:. (Proposicao 3.26).

T

, (3.46)

Construiremos a solugao das equagoes integrais (3.44)-(6.23) de acordo com a seguinte

seqiiéncia:
t t
Ui (t) = vo(t)—l—/ e(ts)AP(wmg)ds—/ e AP (v, - Vo )ds,  (3.47)
to to
t t
Wi () = wolt) + / e~ -9B fg / 9B (T, Vds, (3.48)
to to

onde vy(t) = et Ag, wy(t) = e~ (1) Bp,
Como este Lema lida somente com existéncia de solugoes locais, assumiremos por um mo-
mento que 0 < T < 1. Seja o« = n/q¢*, ¢* =ng/(n — q). Entdo 0 < a < 1. Na demonstracao

da Proposicao 3.26, iremos precisar dos seguintes lemas:

Lema 3.27. A seqiiéncia (3.47), (3.48) satisfaz a sequinte estimativa

sup (t — t[))(l_a)/QHU,n(t)||(n/a7oo) < Kpi, (3.49)
to<t<to+T
sup (¢t — t0) " 2w ()| (njaoe)y < Koz, m=0,1,... (3.50)

to<t<to+T
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para algumas constantes K, 1, Ky, 2 as quais sao independentes de to. Além disso, existe

(v,w) com

(t — t0>(1_a)/21)(.) S BC((zﬁO7 to + T); L(n/a,oo))n,

o2

(t — to)(lfa)/Qw(_) c BC((t07 to + T); L(n/a,oo)>’
tal que

lim  sup (t— to)(lfa)/zHUm(t) = v()[ln/ae) = 0,

M—=00 tn<t<to+T
lim  sup  (t —to) "2 lwn(t) — w(t)|(n/aee) = 0.

M—00 to<t<to+T

Demonstracao:. A prova é dada por inducao. De fato,

||UO||(n/a,oo) S CHaH(n/a,oo)a

HwOH(n/oc,oo) < CHbH(n/a,oo)v

para ty <t < tg+ T, onde ¢ independe de ;. Conseqlientemente,

sup (¢ =) "2 [[0o(8) [ n /ooy < T2 all(nfa00) = Koy (3.51)
to<t<to+T

sup — (t — )2 [lwo (1)l njaoe) < T 2Bl j000) = Ko (3.52)
to<t<to+T

Suponhamos verdadeiro (3.49),(3.50). Provaremos (3.49),(3.50) para o caso m + 1. Notemos
que para todo ¢ € g, e todo tg <t <ty + T, o Lema 3.15 implica

) ( _ /t e*(tfs)Ap(vm - V) (s)ds, ¢) ‘ = ‘ /t:(vm ® v (s), Ve*(tfs)A(ﬁ)dS

to

t
< / 10m() 2 ey [V 120917
to

t
< c/ (t = 8) 7272 [vmn(3) [ j,00) @5 - 1Ml 00— 1)

to

< eB((1 - a)/2,a) K1 (t = t0) "2 ]16]| (),
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onde B(.,.) denota a fungao Betta e ¢ = ¢(n, q) é independente de ty. Por dualidade temos

que

¢
H/ e DAP (v, - Vu,,)(s)ds
to

com Cp; = Cy1(n,q). Agora,

H /t e~ AP (gw,,)(s)ds

< CiaKp (t—t) 72 g <t <ty +T.

(n/a,0)

t
< ¢ / (= )™ gl ey 100 () | /ey s

to (n/a,00) o
< || gll by (t — to) TR (t — 1)~/
X / Wi ()|l /00) (E = 8)~ n/2b
< elt = t) ™ Knallgll oo
< (t — to)i 170[)/202,1[(711,2-

Assim,
sup  (t —to) " 2||uy, +1||(n/aoo)<K01+(]11K Lt Cor Ko, (3.53)
to<t<to+T

Agora, para todo ¢ € C§° e todo tg <t < ty+ T,

‘ ( - /t e*(tfs)B(vm - Vwp,)(s)ds, ¢> ‘ _ ‘ /t(vm ©0m(s). Vef(tfs)B(mds

to to

t
< / [vm ()| (n/a,o0) | wim ()| (n/a,00) Hve_(t_s)BCbH (n/(n72a),1)d3
to

IN

t
c/ (t = 8) 720 (8) | nfsoo) 1w ()| (o0) * DNl /a1y ds
to

< CB<<1 - Oz)/z a) m, 1 Q(t -1 ) (1_a)/2||¢||(n/("*a)»1)'
Por dualidade,

t e 9B (- Vwy,)(s)ds
I,

Agora, usando o Lema 3.19 (com d = c0) temos que

/ne 9B F (o) < /uw 98 £ () o)

¢ / (t — 5) 2D £ (5)]| oy ds

to

< dlfllpo@.pasy(t — 1)~ (=e)/2+3/2-n/21.

< C1oKmaKma(t —to) 2ty <t <ty +T.

(n/a,00)

VAN
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para todo ty <t < to+ T com ¢ = ¢(n,q,l). Como 1/l < 1/q+ 1/n, temos que
(1—-w)/2<3/2—n/2,

e assim a estimativa anterior nos leva a

/ ()

(n/e00) < C||fHBC(R,L@M)TOWW- (3.54)

Conseqiientemente,

sup (¢ —t0)" " 2 |wpni1 (D)l njaoe) < Koz + cllfll pogpwmn T
to<t<to+T

+ CioKp1K. (3.55)
Entao, podemos tomar K,,41 1, K412 como sendo

Kpiin = Ko+ 01,1K,{i,1 + Co1 K 2,
Km+1,2 = K0,2 + C”f“BC(R;LUm))T(l_a)/z + 01,2Km,1Km,2-

Tomando K, = Max(K,, 1, K;n2), m=1,2,..., de (3.55) e (3.53) temos
Kpmir < Ko+ CK2 4+ Cy 1 K, (3.56)

donde Ko = e T1=/2Max{]|all(n/a00); [Blln/aoe) + | pe@izesn} e C = Max{Cyy, Cis}.

Se consideramos

(1—Cyq)?
Cpy <1, Ko< 220 3.57
et K< 10 (3.57)
temos que
1= Co1) — /(1 —C)? —4CK 1
K. < ( 51) \/( - 51) O < . Ym=0,1,2, ... (3.58)
20 2C

Assumindo (3.57) e trabalhando de forma andloga & Subsegao 2.3.1, podemos concluir, devido

a estimativa uniforme com respeito a m (3.58), que existe uma dupla (v, w) tal que

(t —to)1=2y() € BC((to, to + T); L))", (3.59)

[

(t — o) =92w(.) € BC((to, to + T); L™/, (3.60)
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satisfazendo
lim  sup (¢t —t0) "2 |lun(t) — ()]l (n/as00) = O, (3.61)
M—=00 to<t<to+T
lim  sup  (t—t0)" 2w (t) — w(t)||(n/aoe) = O (3.62)
M= to<t<to+T
Assim concluimos a prova do lema. [ |

Lema 3.28. Se Ky definido por (3.56) é suficientemente pequeno, entao o limite (v, w) dado

pelo Lema 3.27 satisfaz a sequinte estimativa

(t —to)/2Vu(.) € BC((to, to + T); Lo))mxm, (3.63)
(t — to)/*Vw(.) € BC((to, to + T); L))", (3.64)
com
lim  sup  (t — to)"?||Von(t) = Vo(t)||no) = 0, (3.65)
M—=00 th<t<to+T
lim  sup  (t —t0)"?|Vwn(t) — Vw(t)|| o) = 0 (3.66)

M= th<t<to+T

Demonstracgao:. A prova é dada por inducao. De fato, provaremos que

sup (¢ = 10)" [ Vom ()l noe) < Tt (3.67)
to<t<to+T
sup (¢ — t0)"?[[ Vo ()l (n.00) < Jins2, (3.68)
to<t<to+T

para algumas constantes Jy, 1, Jm 2 as quais sao independentes de ¢y, m = 0,1, ...

Notemos que pelo lema 3.15

”VUOH(n,OO) < C(t - tO)_I/QHGH(n,m%
vaﬁn(n,OO) < C(t - tO)_1/2||b||(n700)=

onde C' = C(n) independe de t,. Portanto podemos tomar Jy; e Jy 2 sendo respectivamente,
Cllall(n,c0), ClIblln,00)-
Suponhamos verdadeiras as desigualdades (3.67),(3.68). Entao

t
< / (= 8) 2 () s [ F0m () | o)

(n,00) to

¢
K1 dma / (t— s)_a/2_1/2(s — tg)o‘/2_1ds

to

< Cyikdma(t —to) Y2,

v / e IAP vy, - Vo) (s)

IA
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para todo ty < t <ty + T, onde C5; = C51(n,q) independe de .
Agora

t
< / (= 5) @2 gl ()| ey

(n,00) to
t
< cHgH(n,oo)KmQ/ (t — 5)~ (D25 _ t)=(1=0)/2gg
to
< eB((1=a)/2,(1+ a)/2)k||gll(n.0)
= Cuikllglln.00)-

HV / e AP (gw,,)(s)ds

t
to

Portanto,

sup (t — t0)1/2||va+1||(n7oo) S JO,l -+ 03,11{3(]771’1 + 04,1k:\|g||(n,oo). (369)

to<t<to+T
Agora, para todo tg <t < tg+ T,

t
I /(t—S)”/Q(a/n)1/2va(8)H(n/aoo)l!Vwm(S)H(n,oo)

to

Hv /t: e~ =IB (T, )(s)

t
< cKoadme / (t — 5)72 72 (s — t)*/* Ads

to

< Cyokdpmalt — t0)71/2,

onde Uy 5 ¢ independente de ¢;. Como

H \Y /t: e’(t’s)Bf(s)ds

< et — t0)71/2”fHBC(R;L("v°°))7

(n,00)

concluimos que

sup (t — t0)1/2||wm+1(t)||(n,oo) < Jog + Cookdma + ¢l fll penomeo)- (3.70)
to<t<to+T

Assim, podemos tomar Im+1,1 € Imgi12 sendo respectivamente,
Jog + Csikdma + Cuikl||gl nooys Jo2 + Cookma + CHfHBC’(R;L(n,oo))'
Seja

Jm = Max{Jm1, Jmo}, m=1,2, ..
Jo = Max{Jo1 + Cu1kl|g|l(noc), Jo2+ cllfllBomen}-
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Entao
Jps1 < Jo + kC i, (3.71)
onde C' = Max{C51,Cs2}.
Conseqiientemente, se
k<1/C, (3.72)

temos uma estimativa uniforme para a sequéncia {J,,} dada por
Ji
< ——
1-Ck

Supondo (3.72), podemos ver que os limites v, w satisfazem (3.63)-(3.64) e assim a prova do

J, m=01,..

lema é finalizada. [ |

Lema 3.29. O limite (v, w) dado pelo Lema 3.27 e Lema 3.28, satisfaz a sequinte estimativa

(t —to)Y*0(.) € BO((to, to + T); L), (3.73)
(t —to)Y*w(.) € BC((ty, to + T); L*), (3.74)
com
lim  sup  (t —to)Y*|lum(t) — v(t)|l2n = 0, (3.75)
m—00 tn<t<to+T
lim  sup (¢t —to)Y4|wm(t) — w(t)]|2n = 0. (3.76)

M—=00 ph<t<to+T

Demonstracao:. Como nos dois ultimos lemas, a prova é dada por indugao. De fato,

provaremos que existem constantes N, 1, Ny, 2, as quais independem de %, tais que

[om()ll2n < Nopa (= t0) = (3.77)
lwm(t)llan < Nonalt —to) =% (3.78)

Como L) (1 L) € 17 ¢ |fll, < Cloorpr, VI 7,y desde que tomemos
po#p,0<A<lel/p=(1—X\)/po+ A/p1, temos

loo(®)llze < Ct—to) ™ lall(n,00),

lwo(®lzn < Ot = to) ™ [1Blln.00),
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onde C' = C(n) é independente de t;. Assim, definimos Ny; e Noo como sendo C|lal|(n,c) €
C||b]| (n,00)» Tespectivamente.
Suponhamos verdadeiro (3.77)-(3.78); provaremos (3.77)-(3.78) no caso m + 1. De fato,

notemos que para todo ¢ € g, ¢ € Cg°, vale

t t
(= [ e Tams o)| < [ o vl Vol
to

to
t
< C [ onlBult = ) ollany
t
t t °
(= [ 0 Fun)6lds o) < [ T vnlll T el
to to

t
= C/ [ | 2nllwmll2n (E = )7 (0]l 2my-
to

Logo, por dualidade,

t
H/ e AP (v, - Vo) (s)ds < C11NZ |,
tO 27’l ’
t
H/ e_(t_s)B(vm-Vwm)(s)ds < C12Nm1Npo.
to 2n

Notemos também que

t
[
to

t t
le= 4P (g lan < / (t = )29l el 2

2n tO tO

< llgllen,00) Nom,2-

IA

t

IN

H/t e I f(s)ds le™ 7 ()2 < / (t = )" £(5)lnocrds

to to

< C||f||BC(R;L(moo>)-

2n

As desigualdades acima implicam que

sup  (t —to)" lvmstllon < Noa+ CiaNg 1 + Co1 Ny o,
to<t<to+T

sup (¢t —to)*lwmsrllzn < Noa + Cr2aNm1 Noma + cll fll pomnimeoys
to<t<to+T
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com Cy1 = c||g||(n,0)- Como antes, fazendo N,, = max{N,, 1, Npn2},m = 1,2,... e Ny
max{Noz + ¢l fll s 1), No,1 }, obtemos

Nm—l—l S NO + C'an + C(2,1]\'7771”

onde C' = max{C} 1,C}2}. Se consideramos

1—Cqy)?
02,1 <1, Ny< ﬂ,

(3.79)

temos que a seqiiencia { N, }m=3° é limitada por

N, < LT \/<210_ Car)f ~ 4N°é, m=0,1,..

supondo (3.79) e trabalhando como no Lema 3.27 e no Lema 3.28, concluimos a prova do
lema.

|
Agora vamos continuar com a prova da Proposigao 3.26. Usando o Lema 3.27 e o Lema
3.28, provaremos que

v € BC((to, to +T); LI N LW e

w € BC((to, to + T); L™ 0 L)),
Para isto, precisamos provar que

sup ||vm<t>H(n/s,oo) < Ml,s,m7 Ss=aa, §S= 17 (380)
to<t<to+T

sup ||wm(t)||(n/s,oo) S MQ,s,ma s=a, S ]-7
to<t<to+T

(3.81)

com M s, My s independentes de ¢y. Calculos andlogos aos feitos na prova do Lema 3.27
e do Lema 3.28, nos levam a

Ml,a,O - C||al|(n/a,oo)7 Ml,l,() - C’“aH(n,oo)a
MQ,a,O = C”bH(n/a,oo)a M2,1,0 = OHbH(n,oo)7

onde C' = C(n,s) é independente de t5. Suponhamos por indugao que (3.80), (3.81) sdo
validas. Notemos que
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)( - /t e AP (v, - V) (s)ds, ¢)‘ <

to

= ) /t:@m ® U (s), Ve U794 ¢)ds

t
< /HUmH(n/a,oo)HUmH(n/s,oo)Hve_(t_S)A¢”(n/(nas),l)ds
t
’ t
< CKm,lMl,s,m/ (t - S)ia/271/2(5 - t())i(lioé)/2 : H‘b”(n/(n—s),l)ds
to

< CkMymB((1—a)/2, (1 + a)/2)|[9l(n)(n—s).1)»

para todo ¢ € Cg;, e todo tg <t < tg+T,C = C(n,q,s) independente de t,. Por dualidade

temos que,

t
sup H/ e AP (v, - Vo) (s)ds
to

to<t<to+T

(n/5.00) < CB,lle,s,ma s = 1aaa (382)

onde Cs; independe de ;.

Notemos que

t t
| [ e topgun) < llom [ ¢ =5 (S osods
to (n/57oo) to
S C(6,1]\42,3,7717 (383)
com Cg1 = ¢|gl|nc) €
totef(tfs)Bf s)ds < tot t— s —n/2(1/l—a/n) f )10 ds
(n/a,00) (o)
< Hf”BC(IR;L(lvOO))'
t t
| [evampeas] = [t ) gmds
0 7,00 0
< CT”fHBC(R;Lwoo))-
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Agora, para todo ¢ € Cg° e todo ty <t <ty + T,

‘<_ /t e~ DB (- V) (s)ds, ¢>‘ <

to

< )/t:(wm U (5), Ve B ) ds

IN

t
\/t ||Um || (n/a,00) ||wm || (n/s,00) ”Ve_(t_s)quH (n/(nfafs),l)ds
0

IN

t
CKmJMg,s,m/ (t — )72 125 — ) "U7)/2(s . 6] (n/(n—s),1)

to

< CkMasmB((1—a)/2, (1 + a)/2)||¢](n/(n-s).1)-

Conseqiientemente,
t
sup H / e B (- Vwy,)(s)ds < CuokMssm, s=1,a, (3.84)
to<t<to+T ! Jto (n/s,00)

onde (4o ¢ independente de %.
Assim, de (3.82)-(3.84) podemos tomar

Mismi1 = Migo+ Cs1kMygm + Co 1Mo m, (3.85)

M2787m+1 == M27S70 + C||f||BC(R;L(l’°°>) + 04’2kM2757m. (386)

Fazendo

Ms,m - MaX{Ml,s,ma MQ,s,m}a
MS,O = MaX{Ml,s,Oa MQ,S,O + CHf”BC’(]R;L(LOO))})
C = MaX{C&l, 0472},

de (3.85),(3.86) obtemos
Ms,m+1 S MS,O + k?éMS’m + CG,lMs,ma m = O, ]_, e S = ]_, .
Entao, se

Coq <1, kC <1, (3.87)
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obtemos que
MS,O

1—kC —Cgy

0 que em conseqiiéncia nos leva a

Ms,m <

m=20,1,....s =1, a,

v € BC((to, to + T); L) n L"),
w € BC((ty,to + T); L) n L@70)),

com
lim  sup |jom(t) = v()||n/se) = 0, s=10,
M—=00 o <t<to+T
lim  sup |Jwn(t) —w®)||m/se) = 0, s=1a.

M—=00 ¢y <t<tog+T
Agora veremos que sob as condigoes (3.57),(3.72), (3.87), o limite (v,w) pertence a classe

requerida na Proposicao. Além disso, tem-se que

¢ t
/ e AP (v, - Vu,,) (s)ds _>/ e IAP(v - V) (s)ds, em L"), (3.88)
¢ 0
0 . t
/ e IAP(wng)(s)ds — / e "I4P(wg)(s)ds, em LY, (3.89)
to to

' t
/ 6—(t—s)BP(Um VW) (s)ds — / e_(t_S)AP(v -Vw)(s)ds, em L(”voo)’ (3.90)
0 0

uniformemente em ¢ € (ty,to + t) quando m — oo. De fato, notemos que pelo Lema 3.15,
Lema 3.27 e Lema 3.28, temos

H /t e =94AP(y, - Vo, )(s)ds — /t e~ =94 P(y . V) (s)ds

to

7,00

t
/ le= 4P (v, = 0) - Vi) (5) noerds -+
to

IN

t
/ ||6—(t—S)AP(U . V<Um — U))(S)“(moo)ds
to

t
/ (t— 5)_a/2||vm(3) - U('S)H(n/a,w)nvvm(s)H(n,OO)dS +

to

/t (t = )" 210(8) | njo) |V (Vi (8) = 0() | noyds <
eB(1—a/2,1/2)]  sup (s —to) " 2[v,u(s) = v(5)||n/moe) +

to<s<to+T

cB(1—a/2,(1+a)/2)k  sup (5~ 1t0)""[|Vum(s) = Vo(5)|[n0) — 0.

to<s<to+T
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Por outro lado,

<

(n,00)

I P () (5)ds / =94 p(ug)(s)ds

to

to
t
/ ||6—(t—S)AP((wm _ UJ)g)(S)H(n,oo)dS <
to

t
< c/ (t — s)7/2HA=2Y g1l 1w (8) — () | (/o)
to

< T (s = 10) 1T win(5) — w(s)lln/a00) — 0-

Analogamente, obtemos (3.90).
Seguidamente provaremos a continuidade fraca-* da solucao para o dado inicial. Primeira-

mente notemos que para qualquer ¢ € L&Y e ¢ € L temos

(e —a,0)| = [(a,e” M — o)
< lallmooyle™ % — @l 1y — 0, t — £
(e )Pb—b,¢)| = |(b,e "9 — o)
< bllmooylle™ 0BG = @l gy — 0, t — 15
Como
0] (g 00)s 10l (g%,00) < €

e t1/4HUH2n,t1/4HwH2n < ¢, podemos obter

t t
lim (/ e~ DAP(wg) —/ e~ =94p(y. VU),(p) =0,

t_’t:)r to to

¢ ¢
lim (/ e_(t_s)Bf - / e_(t_S)B(v -Vw), qb) =0.
t—td N Ji t

0 0

De fato, notemos que

/tt (e—(t—S)B(v -Vw), gb)ds < /tt ||v]

t
< ¢ / sTVA(E — s)~n/a1R gl

to

(@00 [[0]]20] [ VeI B D (121 g5 1 j2m)-1.1)

— 0, quando t — t7.
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ll2n || Ve U0l (121 /g1 /2m)-1.1)

/t (e_(t_S)A(v - V), gp) ds <
t

0
t
< o = P

to
— 0, quando ¢ — t.

t t
[ (P e)ds < [ e 1Pl el
to

| < /t:of—s)—

— 0, quando t — t§.

[ (2 rone)as < [ 12 6l lolw

0
/ (= 5) 0D | o

to

(n,00) ol (n',1)

IN

— 0, quando t — J.

Fazendo m — oo em (3.47)-(3.48), pelas estimativas anteriores vemos que (v,w) é uma
solucao de (3.44)-(3.45).

Agora estimamos o intervalo de tempo da existéncia da solugao em termos dos dados do
problema. Como k ¢é determinado por (3.58), temos que existe uma constante k independente
de ty tal que se Ky < k, entdo as condicoes (3.57),(3.72), (3.87) sio satisfeitas. Agora, de

(3.56) vemos que T" pode ser escolhido como

-1
k 5=

1= Lo tacallooo Wlloa + [ Tncmim) 320
Observacao 3.30. A solucdo (v,w) das equagoes integrais (3.44)-(3.45) satisfaz que
v € BC((ty,to + T); L7)", w € BC((to,to +T), L"),
para todo r* € (n,q*), com
ol < Cllolli, | | e ooy (3.92)

onde X € tal que 1/r* = (1 — X)/n+ \/¢*.
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Notemos que sendo a e b elementos de L§" C>O)(Q)” N L(q*’oo)(Q)” e Lm)(Q) N L@=)(Q),
respectivamente, temos que a e b pertencem a L” (Q)" e L™ (Q), respectivamente. Con-

seqiientemente, as normas |e=*")4q|,.. < Clla|,- e ||e*)Bp||,. < C||b

~ sao finitas.

Além disso, nao é dificil ver que

‘(/t e =94p(y . Vv)ds,qb)‘ < / |v]|2

0
1
2 / (t — 5) 3 Fds]| ¢y

to

_ﬂ
2

1 _y_1
t _ S (7"*)/ (T‘*/Q)/)

IN

CHv

para toda ¢ € Cg5,.

Por dualidade, temos que
t *
/ e~ =9AP(y . Vu)ds € LT (Q).
to

Analogamente, podemos ver que

t
/ e 9B (y. Vw)ds € L' (Q).

to

Além disso, como

t
| [ e otptugis| . < Clulle oo,

to

| [t sas].. < Cllloo,

conclufmos que as igualdades (3.44)-(3.45) sao satisfeitas em L7 (Q)" e L™ (Q), respectiva-
mente.

Finalmente estudaremos a unicidade da solu¢do. Seja (vq,w;) uma outra solu¢do de
(3.44)-(3.45), na classe dada pela Proposi¢ao 3.26, com a mesma condi¢ao inicial. seja
(V,W) = (v —wvy,w —wy). Notemos que (V(t), W(t)) € L? x L™ para todo 0 < t < T, com

sup [|[V(#)|ln < o0, sup [[W(t)], < oo. (3.93)

to<t<T to<t<T
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De fato, tomando n < ¢ < min{2n,r*} temos para toda ¢ € C§%, e todo tg <t < T,

001 < | [0 —nou e

v | [ npamae.o

< Ol (sup_ s D (s)]|,)2 4 ( sup_ s Do (5)]],)2 ]

to<s<T to<s<T

+ Ol {( sup XD s+ sup 520Dy (s)]],)
to<s<T to<s<T

X (sup_sY2lgllin) Pl

to<s<T
Analogamente, para toda ¢ € C3° e todo tg <t < T
(WH.@)| < Clng)] sup 0/ u(s)], sup_ s/ u(s)],

to<s<T to<s<T

£ sup SR oy (s)], sup s (s, ol

to<s<T to<s<T
Por dualidade podemos concluir (3.93).
Definamos Ky (t) = supy, cior [|V () ||noo) € Kw(t) = supy,cier [[W ()|l (n,0c)- Seja p tal
que 1/p=1—1/n—1/r*. Entao,

Vol < | [ Ve -unev).ve o

o] [ nrarse. ey

< /(IIU(S)H?’HL lor () IV ()1l Ve ds

to

t
+ / (t = )" 2 W () lnllgll ooy 6]

to

< Oy sup SO 4 sup s oy (5)],)
to<s<t to<s<t
t /
% / (t . S)—n/Q(l/n —1/p)—1/2S—n/2(1/n—1/r*)d8||¢||nl
to

t
+ Kws gl / (t— 5)" 257 2ds | ]

to

< CKv()B(1/2 =n/2r",1/2 +n/2r") 6|,
% (sup Sn/2(1/n—1/r*) U(S) + sup Sn/?(l/n—l/r*)

to<s<t to<s<t

+ CEw(t)B(1/2,1/2) sup s'?|lgllec)l @l

to<s<t

vi(s)]l7)



para toda ¢ € (g, e todo ty <t < T. Por dualidade,

VOl < Ko@) sup s720m Y o(s)],e + sup s/20/n-1r)

to<s<t to<s<t

+ OQKW(t)Sl/QHQH(n,OO)-

Analogamente,

r*

(W(t).g) < / (llun(s)

< COKy(t) sup ™28 w(s)|- el +
to<s<t
+ CKw(t) sup s u(s)|- el
to<s<t
para toda ¢ € C§° e todo ¢y < ¢t < T. Por dualidade,
W), < C3Ky(t) sup s2 )y (s)||,-
to<s<t
+ CyKw(t) sup s"23/mH ()|,
to<s<t
Seja K (t) = max{Ky(t), Kw(t)}. Entao temos que
max{||[U(&)]a, [W(H)].} < CE@#( sup s2 D u(s)]],-
to<s<t
+  sup sV 1w (s)) e
to<s<t
+  sup Sn/?(l/n—l/r*)Hw(S) ~+ sup Sn/2(1/n—1/r*)
to<s<t to<s<t
+ CLK(8)s'2]|gll (n,00)-

Definamos a constante v como sendo
1 -
k=—, C=C,+C,..
4C

Pelas hipoteses do teorema, existe tg < t; < T, tal que

re ||U1(3> re) +

e+ [lv(s)

sup "2 ([lw(s) |- + [lwa(s)

to<s<t

1
+ sup sY? < —.
t0<slit 2C
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vi(s)ll7)

(3.94)

V($)lla + o(s) |- W ()| Ve E gl ds

(3.95)

r*)

wy (s)

(3.96)
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Portanto temos que
max{[V(0) e [W (1)) < 5K (), parato <t <t
Como K (t) é nao-decrescente, concluimos que
V@&l =0, W@l =0,

para typ < t < t; e assim v(t) = vi(t),w(t) = wi(t), sobre o intervalo [to,t;]. Resta mostrar

que
v(t) = vi(t),w(t) = wi(t), sobre [ty,T). (3.97)

Por definicao, temos que

sup |lv(s)||-«+ sup |lvi(s)||= = M; < o0 (3.98)
t1<s<T t1<s<T

sup |lw(s)||~+ sup |lwi(s)|| = My < oo. (3.99)
t1<s<T t1<s<T

Podemos concluir (3.97) a partir da seguinte proposicao.

Proposicao 3.31. Existe uma constante & = &(n,r, My, My) tal que, se v = v; e w = wy

em [to, 7| para algum T € [t;,T), entdo v =v; e w = wy em [ty, T + &].

Demonstracao:.(Proposicao 3.31). Definamos Dy (t) = sup, .. [|V(9)|ln € Dw(t) =

SUD; <5t |W(8)|ln. Similarmente aos calculos feitos para mostrar (3.94)-(3.95), temos
t
[(V(£),9)] < / ([ () =+ oIV ()1l Vel ds

t
o [ =9 I Ellal oo 1l

t
< CMle(t)/(t—S)_”/QT*_l/QdSWHn’

t
© Dwl) / (t = )l gllinoe)

< CMDy(t — 1) ||¢|l,y + CDw(t)]|gll .00

para toda ¢ € (g, e todo 7 <t <T.



Analogamente,

T—n

W (@)l < C(MyDy () + My Dy (1)) (¢ = 7) =,
Seja D(t) = max{Dy(t), Dw(t)} e M = max{M;, Ms}. Entao temos que
max([[V(t) [, [W(t)]la) < CMD(t)(t — 7).

Definamos £ como sendo
1

2r °

: (4C M) 75

Entao temos que

Dr+6) < 5D(r +8)

T<t<T.
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(3.100)

Conseqientemente, D(7+¢£) = 0. Isto implica que v = v e w = w; sobre [ty, 7+ &], e assim

a prova da unicidade é completada.

O seguinte lema da Teoria de semigrupos analiticos sera usado na demonstracao do

Teorema 3.25. Para ver a prova deste lema, referimos o leitor a Tanabe [124], Cap. 3. Ver

também Pazy [105], Cap. 2.

Lema 3.32. Seja X um espago de Banach, uy um elemento de X e T(t) um semigrupo de

classe Cy gerado por um operador A. Suponha ainda que f é uma fung¢io Hélder continua no

tempo com valores em X, isto €, existem constantes K, v, com~y < 1 tais que || f(t)—f(s)||x <

K|t —s|" para 0 <t <T* e0<s<T* Entao a fungio

u(t) = T(t)ug + /0 T(t—s)f(s)ds

¢ uma solucgao forte do problema

%u@ — Au(t)+ f(t), 0<t < T

u(0) = wup.

tal que u € C([0,T*]; X) N C((0,T*]; X) e u(t) € D(A) para cada t € (0,T%] e Au €

C((0,77]; X).



94

Prova of Teorema 3.25. Pela Proposicao 3.26 temos que existe existe T € (0,1] e
funcdes v, w na classe v € BCy([to,to + T): LY, w € BCy([to, to + T); L)) com
v € BO((tg,to + T); Ll °N" w € BC((to, to + T); L)) e (t — t5)/2Vv € BC((to,to +
T); Lol ynxn (¢ —t0)V2Vw € BO((tg, to +T); L))", tal que para todo ¢y € R, o sistema
integral (3.44)-(6.23) ¢ satisfeito na norma do espaco L" . Sendo (v,w) solugao do sistema

(
integral (3.44)-(6.23), podemos provar a Hélder continuidade no tempo dos termos
F(v,w) = —P(v-Vv)+ P(wg), G(v,w) =—(v-Vw) + f,

no espaco L" . Para isto, seguimos as idéias de Kozono e Ogawa [70] (Lema A.4), e usamos
a hipéteses de Holder continuidade da fungao f. Estes argumentos sao padroes por tanto
omitiremos os detalhes. Finalmente usando o Lema 4.25, concluimos que a solugao integral
(v, w) satisfaz os items da Defini¢ao 3.24. Isto conclui a prova do Teorema. |
Prova do Teorema 3.5. Seja (u, 0) a solucao periédica das equagdes integrais (3.12),(3.13)
dada pelo Teorema 3.4. Como u € Y, 0 € X, pelo Lema 3.19 temos que u € BC(R; L)
(LW 9 € BC(R; L) N L), Seja T definido por (3.43). Pelo Teorema 3.25, para
todo ty € R, existe uma solucao forte (v, w) de (3.1)-(3.5) sobre o intervalo (to,to + 1") com
condigao inicial (u(ty),8(to)). De (3.35), (3.42) temos que

sup lu(®)llgr00) +  sup [[Vu(t)l(ge0) < Cra, (3.101)
to<t<to+T to<t<to+T
sup [ty + 50 [Vl ) < Cra (3102
to<t<to+T to<t<to+T

onde C7 1, C7 2 sdo independentes de ty. Substituindo (a, b) por (u(ty),0(tp)) em (3.44),(6.23),
por (3.12), (3.13), podemos ver que

u(t) —ov(t) = —/ e~ APy - V) (s) +/ e~ APy . Vo)

to to

+ / t e =IAP(gf) — / t e "I4P(wg)

to to

= - / t e IP((u—v) - Vu) — / t e "IAP(v- V(u - v))

to to

+ /t e_(t_s)AP((é’ —w)g)

to
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0(t) — wit) — / (u- VO)(s) + / e~=98 (1) . o) (s)

to

_ / ~(t=9)B u—v)-V@)—/te_(t_s)B(U'V(e—w))(S)

to

I4(t + 15( ) to<t<to+T. (3104)

Notemos que

t
1Ol < € [ (=572 1= 0)(6) IV (5) g
to
< Csupl|Vaul)lligoo  sup (1 = 0)(s)l|inoo) (£ = ta) 7, (3.105)

seR to<s<to+t

para todo ty <t < to+ T, onde C' = C(n, q) independe de t.

|(£2(2), 0)] )(5)Ve =1)ds

I
g\ﬁ
=
&
=
|
(4

"] g luls) = v(s) oo

< C sup Jo(s)lgroe) supluls) = v(8)ll oo (t = o) 2l ),

to<s<to+t to<s<to+t

INA
Q
5\;
=
D

para todo ¢ € C%, e para todo ty <t < ty+ T, onde C ¢ independente de ty. Por dualidade,

concluimos que

1@l SC sup [0() o) 51D [uls) = 0($)llgnoe) (£ = £0) /27, (3.106)

to<s<to+t to<s<to-+t

para todo tg <t <tyg+T.

14Ol < € [ (6= 57 21006) = w(s) ool

< O sup [16(s) — w(s)| ooy (t — 1), (3.107)

to<s<to+t

para todo ty <t < tg+ T, com C independente de tg.
Uma analise similar pode ser feita para estimar os termos Iy, I5 e assim podemos concluimos

que
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IOl € C sup [V6(s)lgoy Sup (1= 0)(5)l| oy (¢ = t0) /2P (3.108)

to<s<to+t to<s<to+t

Is)llpoey < C sup Jo(s)llgroo)  suP [10(5) = w(5)(n,00) (£ = t0) /2, (3.109)

to<s<to+t to<s<to+t

para todo ty <t < tg+ T, com C independente de tg.
De (3.101)-(3.109) segue-se que para todo tg <t < to+ T,

[u®) = v(O)ll o) < 01< sup Ju(s) = v(s) | no0) (= o) +

to<s<to+t
+ osup [[0(s) — w(s) | o)) (£ — to)l—"/%), (3.110)
to<s<to+t
||8(t) - w(t)H(n,oo) < CQ( sSup HH(S) - w(S)H(n’oo)(t — to)l_n/Qq +
to<s<to+t
s [luls) = v(8)ll et — o) ), (3.111)
to<s<to+t

onde (1, Cy sao constantes independentes de tg.

Para todo ty <t <ty + T seja

E(t) = max{[[u(t) — v(t)[[(n.c0), 10(t) = w(t)]|(n,00)}-
Assim, segue-se de(3.110)-(3.111) que para qualquer tg <t < to+ T

E(t)<Cs3 sup E(s)(t— to)l_"/2p,

to<s<to+t

onde p = max{b, ¢}. Tomando ¢ = min{(1/2C5)%/r=") T} concluimos que

E(t) < Csc!™% sup  E(s)
to<s<to+t
< 12 s E(s),
to<t<to+t

para todo ty < t <ty + ¢, e assim encontramos que
E(t) =0 on [ty to+].

Como ¢ pode ser tomado independentemente de ¢y, temos que E(t) = 0 sobre [tg,tg + T).
Isto implica u = v em [tg,tg + T'),0 = w em [tg,to + T'). Finalmente, como ¢, é arbitréario

pelo Teorema 3.25, concluimos que (u, 6) é a solucao requerida no Teorema 3.5. [ |
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3.4 Estabilidade das solucoes periédicas

Nesta secao provaremos o Teorema 3.11, o Teorema 3.12 e o Teorema 3.13 relativos a

estabilidade das solucoes peridédicas do sistema de Boussinesq.

3.4.1 Prova do Teorema 3.11.

Construiremos a solu¢ao branda de acordo com a seguinte seqiiéncia:

o(t) = e “u,

Oo(t) = e 'P4,,

(i1 (1), 0) = (To(t), d) + /0 (T, @ T (5), Ve~ 940)ds + /0 (U @ U (5), Ve~ =94¢)ds +

S~

+(Aa%®u@»@@+» (44,9, 6)(s)ds,
= (ZNLO(t)7 ¢> + (]1(t)7 ¢) + (IQ(t)7 ¢) + (]3(t)a ¢) + (]4(t)7 ¢>7
%m@w)z(WW@+A@MM$V5WM@@+A@%®NW“%@%+

= (Oo(t), ) + ((t), ) + (o), ) + (Ja(t), ),
para m = 0,1,..., para todo ¢ € Cg,,p € Cg° e para todo 0 < ¢ < co. Primeiramente

mostraremos que existem constantes positivas K, 3, K, 4, tais que para algum v € (0, 1),

1— _ 1—y  ~
sup 17 i (), < Koo 9D #5180y < Ko (3.112)

0<t<oo

A prova é dada por inducao. De fato, notemos que

|(ﬂ0,¢)’ < Ha(J(t)Hn/vH(b||n/(n—7) SCti(liﬁ/)ﬂ”ue“(mm)H§b||n/(n—7)>
G0, )1 < MOl llellnsin— < ™20 o0y |10

Assim,
17 ~ ~
sup ¢ 2 [|io(t) sy < ellfiolln0) = Ko,
0<t<oo

1y ~ -
sup t 2 [|00(t)[|n/y < cllfoll(no0) = Ko

0<t<oo
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Trabalhando como no Lema 3.27 obtemos que para todo ¢ € (g, e ¢ € Cg° as seguintes

estimativas sao satisfeitas

t
(1(2), 9)| < /0||ﬂm®ﬁm(S)||n/27||V6_(t_S)A¢|In/(n—2wd8

1—7 -1
cB(T,’Y)KgL,gt 2| llnyn—):

t
[(J1(t), )] < /Hgmam(s)||n/2'y||V€_(t_S)A90||n/(n—2'y)d3
0

1=y 2=t
QB(__é__av)PCnBZQﬂAtVQ H@”nﬂn—w%

t
/0 194 g () s 1Dl 0y
< ¢B(1/2,(v+1)/2) K all 9]l (n,00) |1 () -

IN

—
=
—~

~
:_/
S
—

AN

Agora estimamos as integrais I5(t), I3(t), Jo(t) e J5(t) com a ajuda do Lema 3.15. De fato,

t—1 t
(0.0 < [l (). Ve Mo+ [ |0 (s, Ve )

0<s<t

t—1
< C’{( sup 3(1—7)/2||12m(3)||n/7> ||u||BC(O7OO;L(T,oo))/ (t — 5)—n/2r—1/28(7—1)/2d8
0

(s s () g )l e seizion o) X
0<s<t

t
N A i Tt
t_

Entao considerando primeiro o caso t > 2 e seguidamente o caso t < 2, depois de varios

calculos podemos concluir que

((L2(8), )] < c(v,m, " n)([[ull oo,ocsnireony + 1l oo oo y) X

% ( sup 3<17v>/2||am(3)”m)t<7*1>/2”¢”n/(n_7)_
0<s<t

Os outros termos podem ser estimados de forma andloga. Na verdade, podemos obter que

t
(0.0 = | [ (in®u(s), Te10)as] <
0
< el ¢ n)([[ull peeczee) + Ul eoosnar ) X

( sup SO_VVQHQM(S”LUV>th_lV2”¢Hnﬂn—7%

0<s<t

X
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a0 = | [ 2(s), Te 0 Mp)as| <

< C(%faq*a”)(||9||BC(0,oo;L<ﬂ°o>) + ||9||BC(O,oo;L(‘1*v°°))) X

< (s SV (9 )2l
0<s<t

t
|(J5(t), )| = ‘/(Qm-u(s),Ve_(t_s)Ago)ds’ <
0
< 0(777"7 q*an)(“uHBC(O,oo;L(TvOO)) + ||u||BC(07w;L(q*,w))) X

 ((sup SO ) ) O
0<s<t

As desigualdades acima e a dualidade implicam (3.112) para o caso m + 1, com

Kmi1s = Kog+Cs1K2 5+ Co1 Kz + Cio1Kma (3.113)
Kpiia = Koa+ CsoKp3Ka 4+ CooKpy 3+ CrooKim 4, (3.114)

onde Cy; e Cio2 depende de ||ul| po(o,00;7) + ||U||BC(0,oo;Lq*) e Cio,1, Cy 2 depende de ||g]|(n,00)
e HQHBC(OM;LWO@) + |\9|\BC(O7OO;L(E,*,M>), respectivamente.
Fazendo K., = max{K,, 3, Kma},m=0,1,...., de (3.113),(3.114) obtemos que

K1 < Ko+ C1 K2, + Cy Koy,

para algumas constantes C1, C, onde Cy depende de ||| pc(o,00;2m) + ||UHBC(0,00;L<I*)7 191l (n,00)

e 101l Bo(o,00sz7) + 101l Bo0,00,00%)- Conseqiientemente, se assumimos que

Cy < 1, (3115)
4KoC, < (1= Cy)? (3.116)

entao a seqiiéncia { K, }>°_, é limitada com

- 1—Cy— /(1 —Cy)% —4K,C,

K
- 2C,

=k m=0,1,.. (3.117)

Notemos que as condigoes (3.115)-(3.116) implicam uma condigdo de pequenez de g, u, 0 e
do dado inicial u., ., nas respectivas normas. Isto permite ver que existe um par (4, 9~) tal

que

tI=972(3,0) € BC(0, 00; L) x BC(0, 00; L),
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com

S ([ () = G s 16 (E) = () lnj) — (0,0), (3.118)
quando m — oo. Em particular, tomando v = 1/2, obtemos a condigao (ii) da Defini¢ao
3.9. Para provar que (@, 0) € BCy([0,00); L") x BC,(]0, 00); L)), prosseguimos de
maneira similar a prova das desigualdades (3.80),(3.81) (s = 1) usando argumentos de dual-
idade. Nao é dificil ver que o limite (@, 0~) satisfaz a equacao da Defini¢ao 3.9. Seguidamente

provaremos (3.18). Como (i, ) é de classe Ss,(0,00), obtemos

li@)ll, < Cla) [ lEOILT, < Cla) 3 la)15m, < Cr--rmr2,

(2n,00 (n,00)
la®lly < CIOO w10 iy < CIOBIZNO@ ] 00y < CEETPP2,

(3.119)
paran < p < 2n, onde 1/p = (1 —n)/n+ n/2n. Além disso, como
@)ooy < Ky A0 o < &,
concluimos a prova de (3.18) para n < p < 2n. Quando p > 2n temos que

0Py e L2((0,00); L))",
td=n/r)/2¢ L*((0,00); L),

desde que (3.115)-(3.116) sejam verificadas para v = n/r. Usando a desigualdade de Holder,

podemos concluir (3.18) para p > 2n e assim a prova do Teorema 3.11 esta concluida. W

Observagao 3.33. Em concordancia com Teorema 3.11, sequindo as idéias de [16], podemos

mostrar que

tim ([[(6)]| ) 16| ) = (0.0, (3.120)

t—o00

desde que u. e 0, sejam elementos do fecho, na norma L™, dos espacos Coe s CF°, Tespec-

tivamente.



101

3.4.2 Prova do Teorema 3.12

Seja (@',0") uma outra solucdo branda de (3.17), com a mesma condicdo inicial, na
classe Sy, (0, 00) satisfazendo a condicio (3.19). Seja (U,0) = (@ — @', — 0') e definamos
Ky (t) = supiso |U ()| (n,00), € Ko(t) = supisg [|O(F) || (n,00)- Notemos que para cada ¢ € Cg,

e <t < oo, temos

(U(t), )]

IN

t
/ Ueia(s)+a' U, ve*@*S)Ad))ds’
0

t
+ / (U®u(s)+u®U, Ve_(t_s)Agb)ds‘
0

; /Ot<e<“>AP<@g><s>,¢>ds
= (8, 6) + (1a(8), 6) + (Io(8), ).

Estimando os termos I, I, I3, temos que

t
(0. 0) < CRp(t)sups -+ sups“fa[on) [ (¢ = 5)¥/45 a6l
s> s> 0
< 03(1/4,3/4)(Su10)81/4||ﬂ||zn+sug81/4||ﬁ1||zn)Ku(t)||¢||(n',1>-
s> s>
t
(0.0 < CHulsups' ™ ) [ (6= )/ 5 sl
s> 0
<

< CB(n/2q+1/2, n/QQ)Ku(t)(SuIO) s 2wl (g o)) |0l 1)
s$>

[(I3(1),9)] < CB(1/2, 1/2)K@(t)(§1>1§ Y2119l o)) 10l 1y

Portanto, por dualidade,

U)oy < {Cl(sglg s/ || 20 + sup s @ 2n) + Cz(sgg 72 ull g+ 00 YR (1) +
+ Cs(sup 52| gll n.00)) Ko (t).
s>0

Analogamente, para toda ¢ € C§° e 0 < ¢ < 00, temos
t
0. < | [@-U@)+6-a), Ve Iy
0

+ ’ /t(@ cu(s) +6-U(s), Ve =9Bp)ds
(J1<t)7()0) + (J2<t)7()0)
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Estimando os termos .Ji, Jo como nas tltimas desigualdades, obtemos

IN

|(1(2), ©)] C(Ky(t)sup s 4|02 + Ko(t) sup s 1@ |20) 1ol o 1)
s> s>

(1), )] < C(Ke(t)sglgsl’"/QqHUI<q*,oo>+Ku(t)sggsl’”/2q\|9\

(a0 12l 1)

Portanto, por dualidade,

(4" 00)) } (Ko (1) + Ku (1)) +

+ Cs(sup 51/4||9~||2n + sup 51/4Hﬂl||2n)(K@(t) + Ky (t)).
s>0 s>0

10 llnoe) < {Calsup s'""ull(ge o0 + sup s'~/*7]|6)]
s>0 >0
Seja K (t) = max{Ky(t), Ko(t)}. Entao temos que
max{ ||U(t)||(n,00): |©)||(n,o0)} < C*{ sup s1/410]]2n + sup S| | am +

- sup sl K (1) +
>0

b Ced sup ST g+ 5p 81 gy +
s>0 s>0
+ sups gl K (8)
s>0
Definamos a constante & como sendo
1 -
k=—, C=0C,+ (..
4C
Pelas hipoteses do teorema, existe 0 <ty < 0o, tal que
(sup s'/*(|0]|2s, + sup s'/*||@* |20 + sup s74|| 1] 2n + sup V40" ||20)  +
s>0 s>0 s>0 s>0
—-n —n 1
(sup s |ul (g+,00) + sUP 8" U0l g+ 00) + SUP 82 (|gllnoe) S ==,
50 $>0 5>0 20

e assim,
1
max{ [|U (t) || (n,00): [|©(t)] (n,00) } < §K(t), para 0 < t < t.
Como K (t) é ndo-decrescente, temos que

1T [n.00) = 0, 1Ol (n.0c) = 0,
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para 0 < t < to e assim @(t) = @' (t),0(t) = 6'(t), sobre o intervalo [0,]. Usando calculos
analogos aos feitos na prova da unicidade no Teorema 3.25, nao é dificil mostrar que existe

uma constante ¢ > 0 tal que se @(t) = @'(t),0(t) = 6(t) em [0, 7] parta algum 7 € [to, 00),

entdo temos que @(t) = @' (t),0(t) = 0'(t) em [0, 7 +]. Isto permite concluir a demonstracao

do teorema. [

3.4.3 Prova do Teorema 3.13

Para provar o Teorema 3.13 faremos uso do seguinte lema de existéncia local de solugoes

po problema de valor inicial.

Lema 3.34. Seja (u,0.) € (LS N L2") x (L™ A L2 ¢ (u,6) definida sobre (0,00)
a solugao periddica forte de (3.1)-(3.5). Entdo existe T* > 0 e uma dnica solu¢ao branda
(i1,0) de (3.17) na classe Sy, (0, T*) satisfazendo

t
a(t) = e_tAuE—/ e VAP(G - Va4 u- Vi + - Vu+ 0g)(s)ds, em LI (3.121)
0
t
o(t) = 6_“306—/ ~E=9B(4. V0 +u- VO + - VO)(s)ds, em L™ (3.122)
0

Além, disso (@i,0) ¢ também uma solucio forte de (3.17) em (0,T*).

Demonstracao:. Construiremos a solugao forte de acordo com o seguinte esquema seqiien-

cial:
io(t) = e ",
éo(t) = €7t39€,
¢ t
Um1(t) = etAuE—/ e(ts)AP(fLm~Vﬂm)(s)ds—/ e~ CDAP(y - Vi) (s)ds —
0 0

¢ ¢
- / e~ DAP (@, - Vi) (s)ds —/ e AP (6,,9)(s)ds
0 0
¢ t
Opir(t) = e PO, — / e 9By . V0,,)(s)ds — / e~ AP (@, - VO)(s)ds —
0 0

t
- / -9 P V6, (s)ds.
0
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Assim, usando que (u,#) é uma solucao forte de (3.1)-(3.5) podemos ver que para todo

0<T < o0,

sup /4| (1) |20 < K1,

0<t<T
sup t1/4”0m<t)‘|2n < Kr:Zr;,Q’
0<t<T
sSup t1/2||vam(t)||(n,00) < L%,la
0<t<T
sup t1/2Hv‘9m||(n700) < L?n,27
0<t<T
para algumas constantes ng,h ng,za L%l, KZ;Q em = 0,1,... Omitiremos esta prova pois os

calculos sao essencialmente andlogos aos feitos na demonstracao do Lema 3.27 e do Lema
3.28. Portanto, de forma andloga ao Teorema 3.25, podemos ver que existe 7" > 0 o qual

(g%,00)5 || Uell2n, [|0c]|2n € um limite (i, 9~) tal que

depende de |[u]|(g+ 00 ||€]

t4a e BC([0, T L3")",
Y49 € BC([0, T*]; L*),

satisfazendo,
sup ||y, — |2, — 0, quando m — oo, (3.123)
0<t<T*
sup |0 — @il|2n — 0, quando m — oo. (3.124)
o<t<T™*

Além disso,

tY2(Vi, VO) € BC,([0,T*); LI 5 BC,, ([0, T*); L&),

(INL, é) - BCw([()?T*);L((Tn,oo))nxn % Bcw([O,T*);L(n’OO))n.

Assim, de forma andloga ao feito na prova do Teorema 3.12, podemos ver que (a, 9~) ¢ a Unica
solugdo de (3.17) na classe Sy, (0, 7*) satisfazendo (3.19). Segue-se da Definigao 3.9 que

(@(0.0) = (o) = [ (P V) (s).0)ds -
— /0(e_(t_S)AP(u-Vﬂ)(s),gb)ds—/0(e_(t_S)AP(ﬂ-Vu)(s),gb)ds—
- [ (DA P(dg)(s), 0)ds



0(t),0) = (e®0.9) / (7B (- h)(s), 0)ds

_ /0 (AP VO)(s). 0)ds — /0 (91 p(g.

para todo ¢ € Cg7, ¢ € Cg° e todo 0 <t < T™.

Podemos mostrar que os termos

t
/ e VAP Vi) (s)ds,
0

t
/ e VAP (y . Vi) (s)ds,
0
t ~
/ e =4P(0g)(s)ds,
0
t
/ e AP - Vu)(s)ds,
0

)

pertencem ao espaco L™ para 0 < t < T*.

Da mesma maneira os termos

t
/ e 9B (4. Vh)(s)ds,
0

pertencem ao espaco L") para 0 < t < T*.

Assim, obtemos que (3.121)-(3.122) sdo satisfeitas nos espagos Ly

mente.
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), L") respectiva-

A continuagdo mostraremos que esta solugao branda (, 67) é na verdade uma solucao forte.

Seja p € (n,2n). Pelas hipdteses do lema, os dados iniciais satisfazem

ue € LP(Q)", 0. € LP(Q),
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com
luelly < Cluclly o llellZas 16ello < CHEG )16l
onde 1/p = (1 —n)/n + n/2n. Portanto, as normas

le™ucll, < Clluelly, lle™P0cll, < Cll6c]l,,

sao finitas. Também podemos mostrar que os termos

¢
/ e AP - Vi) (s)ds,
0
t
/ e VAP (y . Vi) (s)ds,
0

t
| e Plag) s,
0

t
/ e DAP(4 - Vu)(s)ds,
0

pertencem ao espaco LP para 0 <t < T™. Da mesma maneira os termos

t t
[ et Vs, [ et @ vosas
0 0

t
/ e~ 9B (4. V) (s)ds,
0

pertencem ao espaco L para 0 <t < T*.
Finalmente, trabalhando de forma andloga ao feito na demonstracao do Teorema 3.25, pode-

mos provar a Holder continuidade no tempo dos termos

69,0 - Vi,u- Vi, a- Vu,
@-Vl,u-Vl,u- Vo,

no espaco LP. Por ultimo usamos novamente o Lema 4.25, o qual nos permite concluir que

a solucao integral (u, 9~) satisfaz os items da Defini¢ao 3.24. Isto conclui a prova do lema. B
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Como na Secao 3, com a ajuda do Lema 3.34 e a unicidade da solugao branda, podemos
ver que (4, 9) ¢ uma solucao forte. Omitiremos aqui mais detalhes da prova pois ela é

semelhante a demonstragao do Teorema 3.5. [



CAPITULO 4

Existéncia global e estabilidade
exponencial para as equacoes dos fluidos

micropolares

The essence of mathematics lies in its freedom.

Georg Cantor

4.1 Introducao

Neste capitulo estamos interessados no estudo da existéncia global, comportamento assintotico
e estabilidade das solucoes para as equacoes de fluidos micropolares. Fluidos micropolares
sao fluidos nao Newtonianos, com tensor stress assimétrico, cujo modelo foi introduzido por
Eringer [31]. Este modelo é uma essencial generalizagao do modelo das equagdes de Navier-
Stokes no sentido que descreve a dinamica de fluidos com micro estrutura, isto é, as particulas
imersas estao sujeitas tanto a translacoes como a rotagoes o que leva ao conhecimento duma

nova grandeza que ¢ a velocidade angular para obter uma completa descrigao do escoamento.

109
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O modelo ¢é dado pelo seguinte sistema de equagoes:

u+u-Vu—(u+ p)Au+Vp = 2u,rotw + f, em Q x (0, 00),
divu = 0, em Q X (0, 00), (4.1)
w +u - Vw — xAw — yVdivw + 4dp,w = 2p,.rotu + g em € x (0, 00),

Ao longo deste capitulo, estas equagoes serao consideradas em um conjunto da forma €2 x
(0,00), onde © C R? é um dominio limitado, representando o dominio do fluido, com fronteira
0 sendo suave e (0,00) sendo o intervalo de tempo. Completamos o sistema adicionando

as seguintes condicoes iniciais e de fronteira:

u(z,t) =0, w(x,t) =0, sobre 00 x (0, 00), (4.2)
u(z,0) = up(x), w(z,0) =w(x), em €. .
Em (4.1) as incognitas sdo u(x,t) = (uq,us,us)(x,t),w(x,t) = (wy,wq, w3)(x,t) and

p(z,t) denotando o campo de velocidade, a velocidade angular de rotagdo das particulas e
a pressao hidrostatica do fluido no ponto z € Q e no tempo ¢ € (0, 00), respectivamente. A
densidade do fluido esta sendo considerada, sem perda de generalidade, sendo constante igual
a um. As equagoes (4.1);, (4.1)3 representam as leis de conserva¢ao do momento linear e do
momento angular, respectivamente. A equagao (4.1), corresponde & incompressibilidade do
fluido. Os campos f = (f1, fa2, f3) € g = (91, g2, g3) sdo densidades de forgas externas para o
momentum linear e angular das particulas, respectivamente, as quais iremos considerar, por
simplicidade nos céalculos, sendo identicamente nulas. Quando f,g sao diferentes de zero,
obtemos resultados similares aos que iremos apresentar neste capitulo, desde que estas forcas
estejam em espacos de fungoes convenientes. As constantes positivas u, p,,y = co + cq —
Ca, X = Cq + 4, caracterizam as propriedades fisicas do fluido; p é a viscosidade cinematica
usual, p,, o, cq, Cq S0 novas viscosidades relacionadas com a assimetria e, em consequencia,
com o campo de rotagao interna w. Assumimos que ¢y + ¢4 > ¢,. Denotamos por ug e wy
os dados do problema representando respectivamente as velocidades iniciais. Na formulacao
(4.1) as componentes i—ésimas de (u - Vu) e (u - Vw) sdo dadas, respectivamente, por

3 3

(u-Vu); Z uj au, . (u- Vw); Z uj (;;UZ
J

Convém notar que se o parémetro L € zero, o sistema (4.1)1—(4.1)2 se reduz ao conhecido

sistema de Navier-Stokes e o campo de velocidade angular u se torna independente do campo
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de velocidade de microrotacao w. Para a derivacao das equagoes (4.1) e uma discussao ampla
do seu significado fisico, referimos o leitor ver [31].

Consideraveis avancos tém sido dados do ponto de vista da analise matematica do sistema
(4.1)-(4.2); em particular, no que respeita a existéncia de solugoes fracas e fortes. Veja por
exemplo, [80], [81], [82], [83] e as referéncias ali citadas. No artigo [83] se estuda o problema
estaciondrio associado, em [82] a existéncia de solugdes fracas para o modelo de evolugao e
em [81] a existéncia e unicidade de solugoes fortes. Estes trabalhos foram feitos em dominios
limitados e a técnica utilizada pelo autor foi linearizagdo em conjunto com um teorema
de quase-ponto-fixo. Os resultados obtidos sao analogos aos conhecidos para equacoes de
Navier-Stokes classicas.

Em [110] se estuda o modelo acoplado com uma equagao para o campo magnético em
dominios limitados, provando-se a existéncia e unicidade de solugoes locais fortes. Estes
resultados foram obtidos fazendo uso do Método de Galerkin espectral em conjunto com o
Método de energia e argumentos de compacidade. Em [100] se demonstra a existéncia e
unicidade de solugoes globais fortes ao mesmo nivel das equagoes classicas de Navier-Stokes.

Analogamente, como no caso das equagoes de Navier-Stokes cléssicas, as solugoes fracas
no problema tridimensional nao sao necessariamente unicas (de fato, é um dos problemas em
aberto classicos da teoria das equagoes de Navier-Stokes). Na teoria das equagoes de Navier-
Stokes, Serrin [117] mostra condigoes suficientes para a unicidade. Resultados andlogos no
caso das equagdes de fluidos micropolares foram estudados no trabalho [101], onde também
se estabelece a existéncia das derivadas fracionarias temporais.

Em [84] é estudada a existéncia e unicidade de solugdes periddicas fortes para uma classe
abstrata de equagoes diferenciais parciais (incluindo as equagoes micropolares em dominios
limitados), utilizando novamente a técnica de Galerkin.

No caso de dominios nao-cilindricos, isto é, dominios que mudam com o tempo, em [111],
[102] foi estudada a existéncia de solugoes fortes para uma classe especial de dominios e em
[108] foi analisada a existéncia de solugoes fracas para dominios mais gerais. A idéia dos trés
trabalhos mencionados acima é o uso duma transformagao para levar o problema inicial a
um problema de dominio fixo, resolver o problema neste novo dominio e depois retornar ao
dominio inicial através de uma aplicacao adequada.

Para dominios exteriores, em [29] estuda-se o problema estacionério e em [30] o problema
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de evolugao. Neste tltimo caso, na sua abordagem foi utilizada a técnica de imersao de
dominios introduzida por Ladyzhenskaya no estudo das equagoes de Navier-Stokes (veja
também Heywood [57]).

Entretanto, todos esses resultados sao essencialmente baseados na teoria dos espacos L2.
Recentemente, Yamaguchi [130] abordou o estudo do sistema (4.1)-(4.2) do ponto de vista
da Teoria de semigrupos e provou a existéncia de solugoes globais fortes do problema de valor
inicial, com dados pequenos com a mesma regularidade tanto para a velocidade angular como
para a velocidade de microrotagao. Convém notar que [130] é o tnico trabalho baseado nesta

teoria do qual o autor tem conhecimento.

Neste capitulo trabalhamos dois aspectos principalmente. Em primeiro lugar provamos
a existéncia global de solugoes fortes para o sistema (4.1)-(4.2) com condi¢oes de pequenez
sobre os parametros em espagcos onde a regularidade para a velocidade angular e a velocidade
de microrotagdo nao sao necessariamente iguais, contrario ao feito por Yamaguchi [130]
e em segundo lugar provamos que tais solugdes convergem uniformemente para solugoes
estacionarias quando t — oo com uma taxa de decaimento exponencial, aspecto que nao
foi abordado até o momento na literatura. Neste contexto, as solugoes estacionarias serao
ditas solucoes assintoticamente estaveis. Consideramos os dados iniciais ug, wg satisfazendo
(ug, wg) € L3(Q) x L™(§Y), para m > 3/2. Em particular mostramos a existéncia de solugoes
fortes no espaco L3(2) x L3(£2), espaco que é importante dentro da teoria das equagoes de

Navier-Stokes. Veja Giga e Miyakawa [48], Kozono e Ozawa [72].

Para mostrar a existéncia de solugoes estaciondrias para o sistema (4.1) no espago L3(£2) x
L™(Q), faremos uso de técnicas do ponto fixo. Por outra parte, para provar a existéncia global
e 0 comportamento assintético das solugdes do sistema (4.1)-(4.2), estabelecemos estimativas
do tipo (LP x L9) — (L™ x L*) para o semigrupo analitico gerado pelo operador linearizado ao
redor da solugao estaciondria. Convém notar que estas estimativas incluem os casos p # ¢ e
r # S, as quais sdo necessérias para resolver (4.1)-(4.2) com wy € L™ (2) para m < 3. Neste
sentido, nossos resultados sobre existéncia global de solucoes fortes, generalizam os resultados
de Yamaguchi [130] quem analisou somente o caso p = g e r = s para o problema de valor
inicial. Além disso, o semigrupo é obtido através das estimativas (LP x L9) — (L" x L®) para o
resolvente do operador linearizado, as quais clarificam como o comportamento do resolvente

com respeito ao parametro espectral, depende dos expoentes p,q,r e s.
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Do ponto de vista da estabilidade, Kozono e Ogawa [72], estudaram a estabilidade para
as equacoes de Navier-Stokes via caracterizacao das poténcias fracionarias do respectivo
operador linearizado em lugar das estimativas LP — L" para o semigrupo. A estabilidade
via estimativas do tipo LP — L" do semigrupo gerado pelo operador linearizado, tem sido
estudado por Borchers e Miyakawa [16], Chen [20], Kozono e Ogawa [71].

O restante deste capitulo esta organizado da seguinte maneira. Na segunda secao apre-
sentamos alguns resultados preliminares, damos algumas definicoes e estabelecemos nossos
principais resultados. Na Secao 3, estudamos o caso estacionario mostrando um resultado de
existéncia e unicidade de solucao forte. Na quarta secao analisamos o operador linearizado

e na ultima secao provaremos a existéncia e estabilidade das solugoes globais.

4.2 Preliminares e resultados principais

Antes de estabelecer nossos resultados, introduziremos a notacao que sera usada ao longo
deste capitulo e algumas definicoes. Seja ©Q um dominio limitado do R? com fronteira suave

0f). Consideramos os espacos de Sobolev usuais
Wma(Q) = {f € LYQ) : 0" f|lpae) < 00, para |k] < m},

param > 1e 1 < g < oo com a norma denotada por || - ||, Como é usual, denotamos por
WyP(R) o fecho de C5°(Q) (fungdes de classe C°(Q) com suporte compacto) em WP(Q).
Denotamos por || - ||;p4 & norma no espago LP(2) x L(Q) e por | - ||{p.q1—{rs} (respecti-
vamente, || - ||,—r) & norma de um operador limitado de LP(€2) x L(2) — L"(Q) x L*(Q)
(respectivamente, de LP(€2) — L"(€2)). Denotamos o espaco (g, como sendo o conjunto das
fungdes C§° com divergéncia nula y conseqiientemente, denotamos por L2(£2),1 < p < o0 o
fecho do espago Cg, na norma LP(2).

Sabemos por Fujiwara e Morimoto [41], que vale a decomposigao de Helmholtz do espago

de campos vetoriais L” como sendo
LP(Q) = Ly(Q) @ {Vg: g € WP (Q)}.
Lembramos que o espago LE(£2) pode ser caracterizado por ([42])

L2(Q) = {¢ € L*(Q)* : divg = 0 em Q, ¢ - n = 0 sobre IN}.
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Seja P = P, o operador projegao de LP(2) em LP(€2). Entao o operador de Stokes em
LP(9),1 < p < oo é definido por

D(A,) = L2(Q) N WP (Q) N WP(Q), Ayu= —P,Au.
Definimos também o operador de Laplace em L(Q),1 < ¢ < oo, por
D(B,) = Wy Y(Q) nW21(Q2), By = —Aw.

E conhecido que o operador de Stokes gera um semigrupo analitico limitado {e~*47};5¢, de
classe Cy em L2(€2),1 < p < oo (veja por exemplo, Giga [46]). Também, é um resultado
cldssico que o operador de Laplace gera um semigrupo analitico limitado {e~*P1},, de classe
Co em L1(2),1 < g < oo. A partir de agora, omitiremos por comodidade, os subindices p, q
dos operadores A, B,.

Uma vez estabelecida a nossa notagao para este capitulo prosseguimos com a apresentagao
de algumas defini¢oes e o enunciado de nossos principais resultados.

Definimos a seguinte classe de solugdes estaciondrias para o problema (4.1)-(4.2).

Definicao 4.1. Seja 3/2 <m < oo ¢ K > 0. Dizemos que um par de fungoes (u,w) € uma
solugdo estaciondria de classe (m, K) para (4.1)-(4.2), se:
(@,w) € D(A3) x D(Bn),
[Aalls + | Bwllm < K,
e satisfaz
(u+ pr) At — 2u,rotw + P{u - Vu} =0, em L3(),
(4.3)

xXBw + - Vw — vV divw + 4p,w — 2p,.rotu = 0, em L™(S2).

Aqui temos usado que W™(Q) C L3(Q) junto com o fato de Protw = rotw. Notemos
que que div rotw = 0 em 2; além disso, como w = 0 sobre 02, vemos que rotw -n = 0 sobre
0Q. Portanto, rotw € L3(Q). Notemos também que W3(Q) c L™(Q).

A existéncia de solugoes estacionérias de classe (m, K') é dada pelo seguinte teorema

Teorema 4.2. Para cada m € [3/2,00) existe § = §(m) e Ko > 0 tal que se i, x > 9, entdo

o problema (4.1)-(4.2) tem uma unica solugdo estaciondria (u,w) de classe (m, Ky).
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Observacao 4.3. A existéncia de solugoes estaciondrias para o modelo em questao € estu-
dada em Lukaszewicz[80]. Usando uma versao do Teorema do ponto fizo de Leray-Schauder
¢ mostrada a existéncia de solugcoes estaciondrias fracas considerando dois problemas; um
problema para u, fivada w e sequidamente, um problema para w com wu conhecida. Sobre
certas condicoes de pequenez da viscosidade, a solugcao é unica. Resultados de regularidade
também podem ser encontrados nesta referéncia. Convém notar também, que as solugoes
obtidas por Lukaszewicz[80], pertencem aos espagos V x H}(Q) (no caso das solugées fracas)
e ao espaco V. x HY(Q) N H*(Q) x H*(Q) (no caso das solugdes fortes). Em nosso caso, a

classe de espacos solucao, € maior.

Seguidamente, como estamos interessados ao respeito da estabilidade das solugoes esta-
ciondrias (u,w) dadas pelo Teorema 4.5, e a0 mesmo tempo, com e existéncia global de uma
solugao forte de (4.1)-(4.2), fazemos

U=u+u, w=w+w, p=p+p,

em (4.1)-(4.2), onde p é a pressao associada a (u,w) e (4, w, p) estabelece a perturbagao ao

);
redor de (@, w,p). A seguir, a defini¢ao de solucao forte de (4.1)-(4.2).

Definigao 4.4. Dizemos que um par de fungoes (u,w) € solugdao forte de (4.1)-(4.2) sobre
[0,00) se a perturbagao (4, W) esta na classe

=u—1 € C([0,00); L5 (92)) N C((0,00); D(A3)) N C*((0, 00); L5 (%)),

g

W =w—w € C([0,00); L™(2)) N C((0,00); D(By)) N C*((0,00); L™ (92)),

=g

e satisfaz

W+ (u+ pr)Au+ P{a-Va+a-Va+a-Va} —2u.rotw = 0, t >0,

w+xBw+u-Vo+u-Vo+u- Vo —yVdivw + 4p,w — 2protu = 0, © >0,
w(0) = wup— 1,

w(0) = wy— w.

(4.4)

Nosso teorema sobre estabilidade de solugoes estacionarias é o seguinte
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Teorema 4.5. Seja 3/2 < m < oo e consideremos (ug, wy) € L2() x L™(Q). Entdo existe
§ € (0,6] (6 dada pelo Teorema ) tal que se

1 1
v+ < 0, max{ ,—}<(5,
[+ e X

entao a solugcdo estaciondria (u,w) dada pelo Teorema 4.5 € estdvel no sequinte sentido:

existe uma constante positiva € = €(, jir, X, 7y, m) tal que se
[uo — @lls + [Jwo — W[[m <,

entdo o sistema (4.1)-(4.2) tem uma unica solugao forte (u,w) sobre [0,00), a qual decai

exponencialmente, isto €,
[u(t) = allos + [[w(t) — @] = o(e™),

quando t — oo, sendo ¢ = ((u, pr, X, 77, M) alguma constante positiva.

4.3 Solucoes estacionarias

Nesta se¢ao construiremos uma solugao estaciondria (u,w) de classe (m, K) para provar
o Teorema 4.5. Para tais fins, iniciamos definindo a aplicagdo F' : D(A3) x D(B,,) —

D(A;3) x D(B,,) dada por:
L A-1{pfs. Tq =
— s ATHP{u - Va} — 2p,rotw}
= : (4.5)
— B Ha - Vo + 4w — yVdivio — 2y, ot}

U

F

w
Notemos que os sistema (4.3) é equivalente a

w W

[ ! ] _F [ ! ] " em D(A3) x D(B,). (4.6)

O Teorema 4.5 é uma conseqiiéncia da seguinte proposicao.

Proposicao 4.6. Seja m € [3/2,00). Existem constantes positivas & = 6(m) e Ky =
Ko(p, ptr, 7y, X, m) > 0 tal que se ju,x > 6, entdo a aplicagio F é uma contragcdo sobre o

espaco métrico completo

Ex, = {(u,w) € D(A3) x D(Bn) : ||Atl[s + || Bw|lm < Ko}.
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Para provar a Proposicao 4.6 usaremos o seguinte lema o qual é verificado a partir da

desigualdade de Hélder e imersoes de Sobolev devidas a Giga [47].

Lema 4.7. Seja 1 < p,q,r < 0o satisfazendo as relagoes

1 1

r

2

2 — 1.
3

- > =+

p

1
- >
r

S|

SR
=

11
qg 3

Entao valem as sequintes estimativas

1P (u- Vo)l < C(p, q,r) | Aull[| Avlg,
[(w - Vw)llr < C(p, g, )| Aullp ]| Bwllg,

para toda uw € D(A,),v € D(A,),w € D(By).

Demonstragao:. (Proposicao 4.6.)

Whm(Q) C L3()) temos que

1 C1

204y

|P{a - Va} — 2u,rotwl]3s < | Adil|3 + |rotd|s
[+ [y pet ,
C1 _ 262,“7“ _
< | Aal5 + | BW@||m-
ey .
Por ouro lado, da desigualdade (4.9) e da inclusao W13(Q2) C L™(£2) temos
1 — — — - — C3 _ _ 4,“7’ _
;Hu -V + 4p,w — yVdivwo — 2p,rotal|, < ;HAquHBme + —||©||m
24y
+ %HVdinHm + 2 votal,
C3 _ _ 404,“7" _
s 7 lAulsl Belln + | BW[rm
C5Y 1y 2c6pr
+ —|Bwllm + [Au]s.
X X
Portanto,
u A _ ~ _ _
. ] | < C(|Aaly + | Baln) + Cr(|Aals + || B )
w D(A3)xD(Bm)
< CK,+C\K2,

(4.7)

Notemos que pela estimativa (4.8) e pela inclusdo

(4.10)

(4.11)
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desde que || A3 + || B@||,m < Ko, onde C, C; sdo dados por

~ 2¢o [y deghy 2cq14, ~
C = maX(ﬂ L 5T ﬂ’ﬂ» Cy = maX( ‘1 ,§>'
Mo+ X X X Mo e X
Seja Ko = (1 — é)/él Entdo, se 1 e y sao suficientemente grandes tais que C' < 1, temos
que F(Eg,) C Ek,.

Observagao 4.8. Notemos que podemos substituir a condi¢ao de p e x ser suficientemente

grandes, no Teorema 4.5, pela condicao de u, e v serem suficientemente pequenos.

Usando os mesmos argumentos para encontrar (4.10)-(4.11) podemos concluir que

Pl 2| -F < Cof|A(y — @) + | B(ir — )]} },(4.12)

U Uy H
Wy Wo D(A3)xD(Bm)

para (uy, wy), (ug, wy) € Fy, e alguma constante Co = Cy(jt, fir, X, 7, m, Kp). De fato,

1 c
rE— | P(t0y - Vity) — P(tis - Viig) — 2p,r0t(w0y — )3 < u ;MT |A(t, — )5 X

X (| Atq||s + [|Augls) +
202,”7‘ _ _

+ | B(w1 — W) ||m
p+ iy
201K0 _ _

< Aluy — u +

< M+W|| (1 — )|
262,“7‘ _ _

+ B(w; — ws)||m;
B - )|

e também,
1

;Hal -Vwy — 1y - Vg + 4, (01 — wy) — yVdiv(wy — W) — 2u,10t(ty — Us2)||m

< (14t = wa) s Bouln ) + 2 (4wl B - )l

+ 46;% |B(w) — @2)|m + %\!B(wl @)l + 2 A — )
< 0350 (1A = a2)lls + 1By — 2) )

b2 B, — @)l LB~ @)l + 2 A~ )l
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Desta forma encontramos (4.12) com Cy dada por

~ 201 K 3K 2celty 3K 2¢a Ly deqph,  C
O2zmax( 1ho | @Bo 61 380 2M+ 4,u+5_7>‘

ptpe X X X ptue X X
Escolhamos 6(m) tal que para y, ¥ > d(m), tenhamos que Cy < 1 (e por tanto C < 1). Com

esta escolha, temos que F' é uma contracao. [

4.4 Operador linearizado

Seja (@, w) sendo a solugao estaciondria dada pelo Teorema 4.5. Nesta segao faremos

uma andlise do operador Linearizado L = L, , com respeito a (@, w) o qual é dado por

D<Lp,q) = D(Ap) X D(Bq>7

L = Lo+ Ly,
U (1 + ) Au
LO = )
| w | i xBw
I BN B [ P{u-Vu+u-Vu} —2p,rotw
l_w_ | u-Vw+u- Vo +4p,w — yVdivw — 2p,rotu ’

onde p, q € (1,00) s@o escolhidos adequadamente como veremos abaixo.

O seguinte lema é relativo a uma estimativa do operador L.

Lema 4.9. Suponhamos que p,q € (1,00) satisfazem
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
= D [ (4.13)
37 p q 3 p q m qg m 3
Entao existe uma constante C,, ,(m) > 0 tal que
u _ _ _
|2 < Cpatm){ (1 4alls + 1| Ball) | Aul, + | Aa]sl| Bull,
w {p.a}
+ pellAully + o+ )| Bully (4.14)

para toda (u,w) € D(A,) x D(B,).

Demonstracao:. A demonstracao segue do Lema 4.7 junto com as inclusoes

W LP(Q), W ¢ LI(Q), D(A,) C LI(Q).
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Para 0 < w < /2, seja
Yo ={NeC:|arg\ <m—w}U{0}.
Entao temos o seguinte lema

Lema 4.10. Sejam p,q como no Lema 4.9. Entdo para cada w € (0,7/2), existe uma

constante M, ,(m,w) tal que

1 Uu u
’ Li(A + Lo) <K,, , (4.15)
w {p.a} w {p.q}
para todo \ € ¥, e (u,w) € LE(Q2) x LI(2), onde
Ky = My 49 + (macf o 1o}
= . maz ,— ,
P, pyg | \Hr T it X 0
sendo Ky a constante do Teorema 4.5.
Demonstragdo:. E conhecido (Giga [46]) que para cada w € (0,7/2),
Y C p(=Ap) N p(=By),
com
Kplw) = sup (L+ADJI(A+ A)Hlpp < 00, (4.16)
Ky(w) = sup (14 [AN[I(A+ B) " lgq < 0. (4.17)
Lembremos p(.) é a notacao padrao do conjunto resolvente e que || - ||,—, denota a norma

de um operador limitado definido de LP(€2) para L(2). Pelo Lema 4.9 e as estimativas
(4.16)-(4.17) obtemos

< Cpo{ (Al + 1Bl + 1) (1 + ()

lell

(r.a} (e + )

Li(A+ L)t [ ¢ ]

+ (il + e 7)1+ K)ol )
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Como (u,w) pertence a classe (m, Ky), temos que ||Aulls + ||Bw||,, < Ko e assim

u 1
Li(A+ Lo)™* < C r+ Ko)(1+ K, —
| o)lw]{m}_ v (e ) (L4 K)ol
~ 1
ey 4 o) (U By(w) ol (4.18)
Portanto, tomando M, ,(m,w) = C,4(1 + K,(w) + K,(w)) obtemos (4.15). |

A continuagao apresentamos um lema que serd fundamental no célculo das estimativas (LP X
L9) — (L™ x L®) do resolvente do operador —L.

Lema 4.11. Sejam p,q como no Lema 4.9. Para cada w € (0,7/2) seja

: 1 1
Opg = Opq(m,w) = mzn{ (5 Ko) M, (m o)’ g}, (4.19)

onde 6, Ky e M, ,(m,w) sdo as constantes do Teorema 4.5 e do Lema 4.10. Se

1 1
YA+ by < Opg, max{ﬂ T ,;} < 0pq, (4.20)

entdo, ¥, C p(—L,,). Além disso, para cada j = 0,1, ser,s satisfazem
J 3,1 1 j
0< E—(———><1——, 0< E—(———><1——, 4.21
<o=5(c-7)=1-4. o=¢ <1-7 (4.21)

r 2\q s
’u
w

entao, existe uma constante C' = C(p,q,r, s, m,w, i, t., X,7) tal que

g

para todo \ € ¥, e (u,w) € LE(Q2) x LI(Q).

< C{L+ )P0+ (L4 )

. (4.22
) (4.22)

ij<)\ + L)_l {p.a}

Demonstragao:. Da condigao (4.19) segue-se que

1 1
K,,=M { -+ —l—(ma{ ,—})K}<1;
P,q P,q (U 'Y) X it x 0

portanto, do Lema 4.10 temos que para todo A € X, existe o operador inverso

I+ Li(A+ L) 't = i{—Ll(A + L)1},
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sobre o espaco LP(Q) x L%(£2), satisfazendo

11— 1
I+ Lih+ Lo) ' M —tpay < 75— (4.23)
1-K,,
Portanto,
A+L) =N+ Lo) M T+Li(AN+Lo) 7, Ae X, (4.24)

existe como operador limitado sobre LP(§2) x L?(£2). Assim obtemos que ¥, C p(—L,,).
A continuacao, mostraremos as estimativas (4.22) para j = 0, 1. Notemos primeiramente que

pelas condigoes (4.21), valem as imersoes
D(AZTI2y c WiT(Q), D(BSH/?) c W*(Q).

Estas relagoes nos permitem obter a seguinte estimativa

[0+ 1) [ w] = IV O+ () A) Ml + [V xB)

{r.s}

< CAPTIPN+ (4 pe)A) M), + C|| B2 (N + xB) w||,
< NAQH (ot ) ATl (4 ) A) 72
+ [BO A+ XB) " w||SH2 | (A + xB) T hw|| 16/
¢ 1 |

< 14+ K, (w)(1+ ANBH/2-11,

e (U B @) AN

c : 1 |
* §(1+Kq(W))(1+;|>\|)E+]/2_1||WI|W (4.25)

para todo A € ¥, e (u,w) € LP(Q) x L(f2). Conseqiientemente, devido a (4.23)-(4.24) e
(4.25) obtemos (4.22). [

A continuagao fixaremos w € (0,7/2) mas arbitrario; portanto, a constante d,, do Lema
4.11 depende somente de p,q,m. O Lema 4.11 permite mostrar nao somente a geracao de

um semigrupo mas também as estimativas (LP x L?) — (L" x L*) do mesmo.

Proposicao 4.12. Sejam p,q como no Lema 4.9 e assumamos que [, i, X, Satisfazem
(4.20). Entao o operador —L gera um semigrupo analitico limitado {e™"'}o de classe Cy

sobre o espago LP x L1(Q). Além disso, para j = 0,1 e r, s satisfazendo (4.21), existe uma
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constante C = C(p,q,r, s, m, @, fir, X,7) tal que

ije—tL u
w

para toda t >0 e (u,w) € LE(2) x LI(£2).

< O{t—(3/2)(1/P—1/T)—j/2 + t—(3/2)(1/q—1/8)—j/2}
{rs}

. (4.26
{p.q} ( )

’ u
w
Demonstracao:. Usando a estimativa (4.22) (j=0) para {r,s} = {p,q} da teoria classica

de semigrupos analiticos segue-se a primeira parte da demonstragao (veja por exemplo [124],

[105]). Para obter a desigualdade (4.26)j, avaliamos a integral de Dunford

Vie t = i / VI + L) ted\, t >0,
2mi Jr
usando a desigualdade (4.22). Aqui, quando 3+ j/2 e £ + j/2 sdo positivos, o resolvente é
integrado de coe™ até ocoe ao longo do caminho I' : A = |\[e** para um ¢ € (7/2, 7 —w)
fixo mas arbitrario. Quando § + j/2 = 0, isto é, r = p e j = 0, dividimos a integral de
Dunford em duas partes e substituimos I' por I' = T'; UT; onde Ty : X = |A|eX, (|]A] > 1/t)
ey (1/t)ed8r —p <argh < ¢. Assim,
el par—tne) < 5- / AR N + / AN ax.

O caso £ 4+ j/2 = 0 é tratado analogamente. Um calculo elementar implica as estimativas
desejadas (4.26)]. [

Observacao 4.13. Notemos que existe um numero positivo ¢ satisfazendo
Re o(Ly,4) > ¢, (4.27)

onde o (-) representa o espectro do operador Ly, ,. Isto significa que o(L,,) C {\ € C: Re\ >

t

C}. Esta propriedade é itil para derivar o decaimento exponencial de et quando t — oo.

Proposicao 4.14. Sejam p,q como no Lema 4.9 e assumamos a condi¢io (4.19). Se ¢ >0
satisfaz (4.27), entdo existe uma constante C¢ = C¢(p, q, i, ftr, X, 7Y) tal que

g =l

para todo t > 0 e (u,w) € LP(Q) x L1(Q).

S Cgeigt
{p.q}

, 4.28
{p,q} ( )
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Proposicao 4.15. Sejam p,q como no Lema 4.9 e assumamos a condi¢do (4.19). Se ¢ >0
satisfaz (4.27) entdo para j = 0,1 e {r, s} satisfazendo (4.21), existe uma constante C; =

CC(Tv Sy 5 Dy G, 1y [y Ly Xy 7) tal que
u
w

e
w
para todo t >0 e (u,v) € LE(Q) x LI().

Lema 4.16. Para qualquer ¢ > 0 satisfazendo (4.27) existe (* > ( tal que (* também satisfaz
(4.27), isto €, Re o(Ly,,) > C*.

< Ot~ B/ 1N=3/2 | = (/20 /a-1/9)=5/2) o~

(4.29
ey = (4.29)

{p.,a}

Demonstracao:.(Lema 4.16). A demonstragao deste lema segue-se devido ao fato de o(L,, )
ser um conjunto fechado. [
Demonstragao:. (Proposi¢cio 4.14). Usando o Lema 4.16 e levando em consideragao que

Y, C p(—=L,,) temos que existe um ndmero ¢* > ¢ tal que
0 =X, U{NeC:ReA> ("} Cp(—Lyy,).
Podemos tomar ¢ = ¢(¢*) € (7/2,7) tal que
Fr={AeC:A=—(+|\+ (¥} C Oy .
Por causa de (4.22) com j = 0 encontramos que
(A + L)ilH{p,q}H{p,q} <Gy A€ @Sy

onde C¢ = Ce«(p, q, 4, i, M, X,7Y). Portanto,
¢ ¢

1
= —| [ (A+L)Tedr
{p,q} 27TH /F( + ) ¢ [

u

w

CC*€ / etncosapdn . H [
0

oS

{p.q}

|

IN

l

{p,q}

_CC* efct
Tt CoS @

{p.a}’



125

para t > 0. Esta estimativa, junto com as estimativas do semigrupo dadas pela Proposicao
4.12 implicam (4.28). |
Demonstragao:. (Proposi¢do 4.15). Dado ¢ > 0, pelo Lema 4.16 escolhemos 7 = 7({) > 0

suficientemente pequeno tal que (/(1—7) também satisfaz (4.27). Da Proposigao 4.14 temos

] o

A 1ltima desigualdade junto com a Proposicao 4.12 nos permite concluir que

ije—tL [ u ] _ ije—TtLe—(l—T)tL [ u ]
w

que

< Copne©/a-t

t>0.

{p,q} pa}

{rs} w {r,s}
< C{(rt)"CAWPTYNZIR g (7)= G/ a=1/9=3/2Y o
wx ||e=(=)tL U
w {p.a}
< Cg{t—(3/2)(1/p—1/r)—j/2 + t—(3/2)(1/q—1/s)—j/2}6_ct U .
) w {p.q}
Esta desigualdade prova (4.29). .

4.5 Existéncia global e decaimento exponencial

Na presente segao provaremos o Teorema 4.5. Seja (u,w) a solugao estaciondria de classe
(m, Ky) dada pelo Teorema 4.5. Portanto, se escrevemos (@, w) = (u — 4, w — @), temos que

(u,w) deve satisfazer o sistema (4.4), o qual pode ser reescrito na seguinte forma

- - Pli - Vi
d | Lol (@-Va) _ 10 s,
dt | W -V 0
(4.30)
’11(0) = Uy — U,
12)(0) = wO—U_),

em espagos LE(§2) x L4(Q2) adequados, onde L é o operador linearizado estudado na segao

anterior. Como —L gera um semigrupo analitico limitado, a formulacao integral associada
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a (4.30), que também chamaremos de formulac¢ao branda, é dada por

E R b

Para deduzir as estimativas de decaimento, primeiro provamos um resultado de existéncia

Plii - Vi)

- Vw

~g1

(s)ds. (4.31)

global o qual é dado pela seguinte proposicao.

Proposicao 4.17. Seja m e ry satisfazendo
3/2<m <3, 3<ry<oo. (4.32)

Suponhamos que o dado inicial (ug—u, wo—w) € L3(2) x L™(Q) e consideremos a constante

dpq(m) dada por (4.19) e seja

! /

b =9 (m7 TO) = min{é&m’ 63r0/(3+7’0),m7"0/(m+r0)}‘

Se

/ 1 1 /
YAy <6, max{ ,—}<(5,
Ht e X

entdo existe uma constante positiva € = €(m, o, [, fir, X,7y) tal que se
[uo — 3 + [|wo — @||m <, (4.33)

o sistema (4.30) tem wma tnica solug¢io forte (a,w) € L3(Q) x L™(QY) definida sobre o
intervalo [0, 00). Além disso, se ¢ > 0 satisfaz 4.27 para {p, q} = {3r0/(3+7ro), mro/(m+7o)}

e {3, m}, entdo valem as sequintes estimativas

la@ll, < Cetm@PUEM e (|lug — alls + [|lwo — @]lm), (4.34)
lo()lls < Cet= UM (lug — alls + [lwo — @), (4.35)
IVa@l,, < Com @D (lug — alls + [lwo — @), (4.36)
IV, < Cotm@RUmEA2ZemC (lug —alls + |wo — @|n), (4.37)

para 3 <1 <oco,m < s<3m/(3—m),3<r <rg, em<s < (1/m+1/ryg—1/3)7"
e para todo t > 0, onde C¢ = C¢(r, i, ftr, 7y, X, M, 7o), C’C = ég(S,M,/Lr,%X,m,To), C’é =
CC(TIJI“’LJII"LT'777X7m7TO) € CC = 02(817M7MT777X7m7 TO)‘
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Observacao 4.18. A constante 0 na Proposicio 4.17 estd bem definida pois {3,m} e
{3r0/(3+19), mro/(m +1ro)} satisfazem 4.13.

Observagao 4.19. Notemos que na Proposi¢ao 4.17, m € [3/2,3). Para m € [3,00), consid-
eramos 3/2 < ro < oo na Proposi¢ao 4.17 e o resultado continua vdlido. Nés faremos com
detalhe somente o caso m € [3/2,3) pois como veremos posteriormente, neste caso existe

maior dificuldade para estimar o decaimento de ||W||oo-

Observacao 4.20. Notemos que se em particular, tomamos u = w = 0 e m = 3, o re-
sultado desta Proposicao implica o resultado Principal de existéncia de solucao dado por

Yamaguchif130].
Para provar a Proposicao 4.17, precisaremos dos seguintes dois lemas.

Lema 4.21. Seja m como na Proposi¢ao 4.17 € ¢ > 0 satisfazendo (4.27) para {p,q} =

{3, m}. Suponhamos também que

1 1
Yt e < 53,m7 max{ ) _} < (53,m7 (438)
Mt e X
Se {r,s} satisfazem
3<r < oo, (4.39)
1 1 1 1

entao

< Ot BDO/3-1/m =32
{rst ~

HV%tL[Z] [Z]Hum’ (4.41)

para todo t > 0,5 = 0,1, e (u,w) € L3(Q) x L™(Y), onde C¢ = Ce(r,m, iy fir, X, Y)-
Observagao 4.22. Notemos que de (4.39)-(4.40) temos que m < s < 3m/(3 —m).

Demonstracao:. Pela condi¢ao (4.32) podemos ver que {3, m} satisfaz (4.13). Além disso,

a condicao (4.40) junto com

implicam que {r,s} satisfaz (4.21). Conseqiientemente, a desigualdade (4.41) segue da

Proposicao 4.15. |



128

Lema 4.23. Sejam m,rq como na Proposicao 4.17 e ¢ > 0 satisfazendo (4.27) para {p,q} =
{3r0/(3 +1o), mro/(m +10)}. Suponhamos também que

1
o+ ,ur’ ;} < 53ro/(3+r0)7mr0/(m+r0)- (442)

Se {r,s} satisfazem (4.39)-(4.40) junto com a condigao

YA e < 53r0/(3+r0),mm/(m+m)a max{

11
0§1+3<———>§2—j, =01, (4.43)
To r
entao
. P(u- Vv 4
[ve v < Gt @AW= R |, (V0|3 + | Vewl| ) (4.44)
u - Vw {r,s}

para todo t > 0,5 = 0,1, u € L(Q),Vv € L3(Q) e Vw € L™(R), onde a constante
CC = CC<Ta m,,u,uhx,y).

Demonstracao:. Por hipdteses {p,q} sdo tais que 1/p = 1/rg + 1/3,1/q = 1/ro + 1/c.
Entao, devido a (4.32) que p,q € (1,00). Além disso, {p,q} satisfazem (4.13) (Note que o
par {3,m} satisfaz (4.13)). Notemos também que a condi¢ao (4.21) é satisfeita pelo par

{p, q}; na verdade, pelas hip6teses do lemma temos que
3,1 1 3,1 1 1 1 1 ]
G- -30-D-tread-Hewr-2
2\p r 2\q s 2 ro T 2
Portanto, da Proposigao 4.15 junto com a desigualdade de Holder, implicam (4.44). [ |

Observacao 4.24. Para a integrabilidade de 4.44; em t = 0, o numero r deve satisfazer
3(1/ro —1/r) < 1—17.

Demonstracgao:. (Proposi¢ao 4.17). Iniciamos definindo o espago de Banach

tPett(u,w) € BC([0,00); L (Q) x L*0(£)
B=q (u,w):tY2e(Vu, Vw) € BC([0,00); L3(Q) x L™(R)
v(0) = up — w,w(0) = w

~— —

g

0 —

com a norma dada por

u
H [ ] H = sup £ ([|u(t)[|r, + [[w(t)]s,) + sup /2 (| Vu(t) s + | Vw(t)]la),
w B >0 +>0
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onde
1 1 1\ -1 371 1 371 1
=(—+——= =—|l-——)==——-—) >0.
50 <m+r0 3> P 2(3 7"0> 2<m so)
Consideremos a aplicacao YT : B — B dada por

Wy — W 0

Para J > 0, definamos o conjunto

w

By = {(u,w) eB: H

Como

/ 1 1 /
YA <6, max{ ,—}<<5,
Ht e X

podemos aplicar o Lema 4.21 e o Lema 4.23 para j = 0,{r,s} = {ro,s0} e j = 1,{r,s} =
{3,m}. Podemos tomar uma constante positiva ¢ = €(rg, m, , 1,7y, x) tal que se a per-
turbagcao inicial ||ug—al|3+ ||wo— ||, < €, existe uma constante J = J(||ug—1l|3, ||[wo— || )

tal que

T(BJ) CBJ, c

T é uma contragao sobre Bj.

De fato, diretamente do Lema 4.21 obtemos que
Uy — U
HeftL 0
woy — w
o que ¢ equivalente a
oth up — U
Wy — W

Da mesma forma, temos que

{ro,s0}

< Cct*(?’/?)(l/?’*l/?"o)e*ﬁ

Uy — U H
wo —w | 13my’

tBect

Uy — U
< | o |l
{T‘Q,So} woy — W {3’m}

Wy — W

Hve—u: Up — U H < Oct—1/2€—gt
8m}

Ug — U H
we —w | 13my
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Por outro lado, segue-se diretamente do Lema 4.23 que

¢ ¢
H / o= (t=s)L s < /
0 {ro,so0} 0

P(u-Vu)

u - Vw

—(t—s)L ds

{T0750}

e

P(u-Vu) ] p

u - Vw

t
< CQA(t—S)I”GC“SWUWAHVUWV+HVwWH
2
S Oct_’ge_ct [u] .
w B
Da mesma maneira,
t t
HV/ e (t=s)L Plu-Vu) ds < / Ve (=o)L Plu-Vu) ds ds
0 u - Vw {3,;m} 0 u- Vw {3,m}

t
< Cc/ (t — 5)(T3/DW/ro=1/3)=1p=Clt=s) |11
0

x (IVulls + [[Vwllm)ds

U 2
w HB'
Portanto, destas duas tultimas desigualdades temos que

Uy — U
lo=ol| o o |l =l
B _wo—u_} {37m}

< Cgt_1/2€_ct

.
w

Assim, tomando

< —
40,

u—a_ 1
0=l | 220 ],

obtemos que de fato

1—+1 —401J0

T(By) C (By), com J = 20,

Trabalhando de maneira similar aos cdlculos acima, nao é dificil mostrar que T é contracao.
Conseqiientemente, o sistema (4.31) tem uma solugdo em By, a qual satisfaz as estimativas
(4.34)-(4.35) para {r,s} = {ro,so} e as estimativas (4.36)-(4.37) para {r,s1} = {3,m}. A
prova da unicidade é padrao e portanto serd omitida. Para ver que a solugao (@, w) de (4.31)

satisfaz as estimativas (4.34)-(4.35) para os outros valores de r, s,r’, s', reaplicamos o Lema
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4.21 e o Lema 4.23. Usando os argumentos de Fujita e Kato [40], Giga e Miyakawa [48],
Kozono e Ogawa [70], podemos ver a Holder continuidade com respeito ao tempo do termo
nao linear em L3 () x L%(Q) e isto nos permite mostrar que (@, w) é na verdade, uma solugao
forte para o sistema (4.30). Para isto podemos usar o seguinte teorema (veja Tanabe [124],
Cap. 3. Ver também Pazy [105], Cap. 2.).

Lema 4.25. Seja X um espago de Banach, uy um elemento de X e T(t) um semigrupo de
classe Cy gerado por um operador A. Suponha ainda que f é uma funcio Hélder continua no
tempo com valores em X, isto €, existem constantes K, v, com~y < 1 tais que || f(t)—f(s)]|x <
K|t —s|" para 0 <t <T* e0<s<T* Entao a fungio

u(t) = T(t)ug + /0 T(t—s)f(s)ds

¢ uma solucao forte do problema

d

Eu@) = Au(t)+ f(t), 0 <t <T*,

tal que u € C([0,T*]; X) N C((0,T*]; X) e u(t) € D(A) para cada t € (0,T%] e Au €
C((0, T7; X).

Assim, a demonstracao da Proposicao 4.17 é concluida. [ |

Demonstracao:.(Teorema 4.5.) Tomemos m = 3/2 e escolhamos ro(m) satisfazendo (4.32).
Se

/ 1 1 /
X+ pr <6, max{ ,—} 0,
Mt e X

entao pela Proposicao 4.17, existe uma constante positiva € = €(u, -, 7y, X, M, 7o) tal que se

|uo — |3 + [[wo — @[ <€,

existe uma tnica solugao forte (u, w) do sistema (4.30) no intervalo [0, c0). Além disso, (@, W)
satisfaz as estimativas de decaimento (4.34)-(4.37) para m, onde ¢ > 0 é um numero positivo

fixo o qual satisfaz (4.27) para {p, ¢} = {3r¢/(3 + ro), mro/(m +r¢)} ¢ {3, m}.
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Notemos que pela desigualdade de Gagliardo-Niremberg*, usando a estimativa para ||V a(t)|| -

para algum r’ > 3, obtemos

la®) < ClVamelai™

< C«(Cftfa(?)/ﬂ(1/?)71/1”)7(1/267@7

IN

onde a satisfaz
1 m 1
0:a<—,——>—|— 1 —a)=.
r 3 ( )3
Portanto temos que, ||@(t)]|oo = o(e™*!), quando ¢ — oo.
Notemos que nao podemos aplicar o mesmo argumento diretamente, para encontrar o decai-
mento no caso da velocidade de microrrotacao w; de fato, neste caso
1 1 1\
para m = 3/2, sp= (——i————) < 3.
m 19 3
Para superar esta dificuldade, aplicaremos a Proposigao 4.17 com um outro valor para «. De

fato, escolhamos «g e rq tais que

< o < 3.

Esta ultima desigualdade implica que 1/ag + 1/r9 < 2/3, ou seja

1 1 1\-1
—+— — = > 3. 4.45
(O{O + To 3) ( )

Das estimativas (4.34)-(4.37) com {r,s} = {3, ap}, podemos encontrar um 7" > 0, suficien-

temente grande, tal que

[a(T)ls + (1) lla < €(pr, g X7, 0, 70), (4.46)
*A desigualdade de Gagliardo-Niremberg estabelece: Se v € LI(2) com D*u € L"(Q), |a| =m > 0 e se

1 <s,r < oo, entdao D% € L*(Q), |a| = s, e vale a seguinte estimativa

luljs < clulfy, llully™ ¢ = e(n,m, j.q,r,a),

onde

[ulk,p = ( Z /Q|Dlu|p>1/zo7

|l|=k

1 ] 1 1
_:%J'_a(__ﬂ)_i'_(l_a)_’

s roon q

para todo a no intervalo j/m < a < 1. Se j = 0,s = oo, entdo rm > n. Veja [42].
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desde que

1 1 /
—} (5 (Oé(],?”o),

f e X

b < S, |

com
5l (QOa TO) = min{63ro/(3+r0),aoro/(a0+ro)7 53,040}-

Seja & = min{d’ (g, ), 8" (m, 7). Suponhamos que

1 1
v+ < 0, max{ ,—}<(5.
TR

Como (u(T),w(T)) € L3(Q) x L* (), aplicamos a Proposi¢ao 4.17 com condigao inicial
sendo (u(T),w(T)) e m = «p. Conseqiientemente, podemos deduzir (4.34)-(4.37) para o =

ap, sendo ¢ > 0 um ndmero positivo fixo, satisfazendo (4.27) para

{p,q} = {3r0/(3 +1m0), wro/ (o +10) } € {3, 0 }-

Agora podemos ter as estimativas de decaimento de ||Vw(t)||s para algum s > 3 pois ja
temos que vale (4.45). Notemos que aqui temos usado também o fato da solugao ser unica.

Conseqiientemente temos que

|@]lse = 0(e™"), quando t — oo.



CAPITULO 5

Algumas propriedades genéricas de uma
classe de equacoes estacionarias

abstratas

Obuviousness is always the enemy of correct-
ness. Hence we must invent a new and diffi-
cult symbolism in which nothing is obvious.

Bertrand Russell.

O objetivo deste capitulo é estudar algumas propriedades qualitativas de uma classe
de equacoes nao lineares estaciondrias abstratas, em um espago de Hilbert separavel X,
que envolvem varios modelos da dinamica dos fluidos [32]. O contetido deste capitulo esta
organizado da seguinte maneira: Na Se¢ao 1 apresentamos o problema abstrato propriamente
dito e enunciamos os nossos principais resultados. Na segunda secao faremos um resumo de
alguns preliminares sobre a teoria de operadores de Fredholm e lembraremos o Teorema
de Smale sobre a versao infinito-dimensional do Teorema de Sard. Na Secao 3 provamos
os Teoremas anunciados e na ultima se¢ao apresentamos algumas aplicagoes dos resultados

obtidos no caso de modelos particulares da hidrodinamica como equagoes de Navier-Stokes,

135
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equacoes de fluidos micropolares, equacoes de Boussinesq, entre outras.

5.1 Introducao ao problema abstrato

O objetivo deste capitulo é estudar algumas propriedades genéricas qualitativas da
seguinte classe de equagoes nao lineares estaciondrias abstratas, em um espaco de Hilbert

separavel X:
Au+ B(u,u) + Bju+ Bou =f, (5.1)

onde A, B;, i = 1,2, sao operadores lineares em X satisfazendo as seguintes propriedades:
A é um operador auto-adjunto, estritamente positivo em X com dominio D(A) e inversa

compacta. Assim, existe uma base ortonormal de X, denotada por {w;};en, tal que
AW]':AJ'W]', j:1,2, O< A< <., — .

O produto escalar e a norma em X serao denotados por (-,-) e | - |, respectivamente. Como
{w,};en é uma base ortonormal em X, para todo u € X temos:

o0

u= chwj, onde ¢; = (u, w;).

J=1

O dominio do operador A é caracterizado por

A)={u= chwj : Z)\?c? < 00}.
j=1 j=1

e para u € D(A) temos que Au = Ej‘;l Ajc;w;. Devido a esta caracterizagao do operador

A, definimos as poténcias do operador A como A®: D(A%) — X, § € R, 0 < 6 <1 com

D(A%) = {u i i ecjz<oo}
j=1 =1

com A%u = P Me;w; e ¢; = (u,w;). Denotaremos por X® = D(A%/?). Para cada a, o

dominio

espago X* é um espacgo de Hilbert com o respectivo produto interno dado por

(0, V) = (A%%u, A%%v).
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A norma associada serd denotada por | - |,. Denotamos também por ((u,v)) = (u,v); e
|-li =1 "] O espaco dual de X* serd denotado por X . Assim, identificando X com seu
espacgo dual, temos X — X «— X~ onde as imersoes sao continuas e com imagem densa.

Em (5.1) B é um operador bilinear e By e By sdo operadores lineares em X satisfazendo

as seguintes hipdteses:

B: D(AY?) x D(A?) — X, (5.2)
B;: D(A?) — X, (5.3)

com 3 € [3/4,1), sao aplicagoes continuas, isto é,

(B(u,v),w) < Clufi|vlss|w|, u e D(A'?),v € D(A%),w € X,
(B, v) < Cluly|v], ue D(4A%),v e X.

Além disso, supomos que:

(B(u,v),v) =0, Yu,ve DAY, (5.4)
(Bju,u) =0, Yue D(AY?). (5.5)

Admitiremos que B, B; tém extensoes continuas B : X x X! — X2/, B: X! x X! —
X2 B X'xX - X% eB : X - X2 B : X! - X" parai = 1,2
respectivamente. Notemos que por desigualdades de interpolagao (veja por exemplo, [76]),

(5.2) e (5.3) implicam que:

(B(u,v), w)| < | AY2u||AY?v]?~28| Av|*P L |w| para v € D(A),

[(Biu, v)| < cg5) AY?u> 22| Au|?P L |v| para u € D(A).

As normas de B e B; com valores em X~ sao denotadas por || B||, € || B;||o respectivamente.
Assumiremos que a funcao dada f é um elemento dado que pertence ao espago X, entanto
que u representa a incognita do problema.

A equagao (5.1) é de relevante importancia pois cobre vérios modelos das equagoes

da hydrodinamica, tais como as equacoes dos fluidos micropolares, magneto-micropolares,
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equacoes de Boussinesq, equacoes de Navier-Stokes, entre outras. Varios autores tém es-
tudado estes modelos separadamente e uma grande variedade de resultados relativos a ex-
isténcia, unicidade, regularidade, etc, tém sido encontrados. Em particular, a estrutura do
conjunto de solugoes das equagoes de Navier-Stokes foi estudada em [36], [37], [60], [127],

[38] e as referéncias ali citadas.

Neste capitulo, estudaremos algumas propriedades genéricas para o conjunto de solugoes
de (5.1) motivados pelos resultados de [36],[37], [38], [60], [127] para o problema de Navier-
Stokes. Nossas técnicas de andalise sao na maioria, generalizacoes das técnicas apresentadas
nos trabalhos citados acima. Nao entanto, a existéncia de operadores B; e By sendo nao
nulos, implicam a realizagao duma anélise abstrata adequada de forma que possamos car-
acterizar a existéncia e unicidade de solugoes para o problema, o qual é fortemente usado,
entre outras coisas, para aplicar o Teorema da Funcao Implicita, o Teorema de Smale e
poder definir o grau topolégico de uma certa aplicacao determinada pelo operador A=, O
problema de dependéncia continua do conjunto de solugoes com respeito aos dados do prob-
lema, para o caso Navier-Stokes, foi analisado em [60] usando uma representacao analitica,
finito-dimensional. Nés, estudamos este problema usando uma andlise funcional abstrata
incluindo operadores de Fredholm. Explicitamente, nosso objetivo serd provar os seguintes

resultados:

Teorema 5.1. Consideremos a equagao (5.1), suponhamos que ||Bsl|1 < 1 e suponhamos
vdlidas as condigoes (5.4)-(5.5). Entao existe um conjunto aberto e denso O C X tal que
para todo £ € O, o conjunto de solugoes de (5.1) é finito e de cardinalidade impar. Além
disso, o niumero de solugoes R(f) de (5.1), com dado £, sobre cada componente conexa de O

€ constante.

Teorema 5.2 (Dependéncia Continua). Seja fy € O, sendo O dado no Teorema 5.1.
Entao existe uma vizinhanga de £y tal que para todo £ dentro desta vizinhanga, Card R(f) =
Card R(fy) < co. Além disso, se £ converge para £y em X, R(f) converge para R(fy) no

sentido da métrica de Hausdorff sobre X.
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5.2 Preliminares técnicos

Recordemos primeiro algumas defini¢oes e fatos da Teoria linear de Operadores de Fred-
holm (veja [122], e as referéncias citadas ali). Se E) e Fy sao dois espagos de Banach, um

operador linear continuo L : £y — F5 é chamado um operador de Fredholm se:
1. Nicleo de L = Nu(L), tem dimensao finita.
2. Imagem de L = Im(L), é fechado.
3. Contcleo de L = E5\ Im (L), tem dimensao finita.

Se L é um operador de Fredholm, entao seu indice ind ¢ definido como sendo o niimero inteiro
ind L = dim Nu(L)-dim Contcleo de L. Se L = L+ Ly onde L; é um operador compacto de
Ey, em E5 e Ly é um isomorfismo (respectivamente é sobrejetivo e dim Nu(Ls) = ¢ ), entao
L é um Operador de Fredholm de indice 0 (respectivamente de indice q).

Seja M C FE; uma variedade diferenciavel. Um mapa Fredholm é uma aplicacao F de
classe C', F : M — F, tal que para cada u € M, a diferencial DF(u) é um operador de
Fredholm. Neste caso, segue-se das propriedades dos operadores de Fredholm que o indice ¢é
independente de u [122]; neste caso o indice de F é definido como o indice de DF(u).

Seja F uma aplicacao de classe C' de uma variedade diferencidvel M de E; sobre Ej.
Recordemos que u € M é chamado de ponto reqular de F se DF(u) é sobrejetivo e é dito
ponto singular se ele nao é ponto regular. As imagens dos pontos singulares dadas por F
sao chamadas de valores singulares ou valores criticos. Seu complemento em FE, constitui
o conjunto de valores regulares de F. Assim, um valor regular de F é um ponto f € F5 o
qual nao pertence a imagem F (M), ou tal que DF(u) é sobrejetiva em todo ponto u na
pre imagem F1(f). Para provar o Teorema 5.1, faremos uso da seguinte versio infinito-

dimensional do Teorema de Sard [122].

Teorema 5.3 (Smale). Sejam E; e Ey dois espag¢os de Banach, M C E; aberto e conezo
e F: M — Ey uma aplicagdo de Fredholm de classe C* com k > maz(ind F,0). Entdo o
conjunto de valores requlares de F formam um subconjunto aberto e denso do espagco Fy. Se

ind F =0 ef éum valor reqular de F, entao F~(f) é um conjunto discreto. Se ind F > 0,
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k> indF e f é um valor reqular de F, entao F~1(f) € vazio ou uma variedade em M de

classe C* e dimensdo ind F.

5.3 Prova dos teoremas

5.3.1 Prova do Teorema 5.1.

Antes de apresentar a prova do Teorema 5.1 propriamente dita, daremos alguns resultados

com respeito a resolu¢ao da equagao (5.1).

Teorema 5.4. Se ||By||; < 1, entdo para todo £ € X~ a equagao (5.1) tem pelo menos uma

solucdo fraca u € X' no sequinte sentido: para todo v € X', u verifica
((u,v)) + (B(u,u),v) + (Biu,v) + (Bou,v) = (f, v) x-1 x, (5.6)

onde {-,-)x.x denota a dualidade entre X' e X. O conjunto de solugdes u de (5.1) per-

£l

tencem a bola {u € X' : ||ul| <r}, onder = - Bl

e além disso, se By satisfaz
— || B2]l1 t]=1)™"7, .
1—||Balls > (I BIl]If]|-1)""* (5.7)
entdo a equagdo (5.1) tem uma unica solugao.

Demonstragao:. Para demonstrar o Teorema 5.4 (existéncia) consideramos a aproximagao
de Galerkin e usamos o seguinte resultado o qual é uma conseqiiéncia do Teorema de Brouwer.

(Veja [32]).

Lema 5.5. Seja H um espago de Hilbert de dimensao finita, com produto interno [-,-] e
norma [-]. Se o operador Q : H — H € conlinuo e se
da > 0 with [y] = a: [Q(y),y] > 0, (5.8)

entao existe y € H com [y] < a tal que Q(y) = 0.

As aproximagoes de Galerkin acima referidas sao dadas pela seguinte expressao:

k
u* = chkwj, keN,

j=1
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k

onde os coeficientes cj; sao nimeros reais determinados de tal forma que u” ¢ solugao do

seguinte problema:
AuF + Py(B(u*,u") + Biu* + Byu) = B f. (5.9)

Aqui Py representa a projecao ortogonal associada ao espago vetorial fechado Xy, gerado por
{w1, ..., Wi} ou equivalentemente para j =1, ..., k,

(", w;)) + (B(u",u*), w;) + (Biu®, w;) + (Bu®, w;) = (f, w;). (5.10)
Para cada u € X}, consideramos a aplicacao ® : X — R dada por

®(v) = ((u,v)) + (B(u,u),v) + (Biu,v) + (Bou,v) — (f,v).

Como @ ¢ linear e continua, pelo Teorema de Riesz-Fréchet, existe Qu € X, satisfazendo:

((u,v)) + (B(u,u),v)+ (Biu,v) + (Bou,v) — (f,v) = ((Qu, v)),

para todo v € Xj.

O operador @) : X, — X, satisfaz as condi¢oes do Lema 5.5. De fato, a continuidade
é uma conseqiiéncia da continuidade de B, B;, By em X!. Além disso, a condigdao (5.8) é
obtida de

(Quu)) > [[ull* = [ Ballu[[ul* — [[ul[[|f]]-
= |[ull(ffall = [[Belli[lull — [£]-1)
> 0,
desde que |lu|| > ||f]|_1/(1 — || Bz||1). Conseqiientemente, obtemos a existéncia de uma u* €
X}, tal que Qu¥ = 0 e assim a equagao (5.10) é satisfeita.
Notemos que u® é limitada em X!; de fato, multiplicando (5.10) por c;r € somando com

respeito a k = 1, ..., n, obtemos para cada o > 0 :

”ukHQ = _(BQUkauk)+(fauk)
< Il + [ Ba o[l

Como || Bs||1 < 1, encontramos

f_
1 —[[Baflx
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kn

Portanto, existe uma subseqiiéncia {u*"} de {u*} tal que u*" converge fracamente em X!

para alguma u. Como X! << X compactamente, obtemos a existéncia de uma sub-

seqiiéncia a qual é denotada novamente por {u*}, tal que u*”

converge fortemente em X
para u. Isto é suficiente para passar ao limite quando k — oo. Assim concluimos que o
limite u satisfaz (5.6). Observamos aqui que para realizar o respectivo processo de passo
ao limite, é preciso usar de novo, as hipdteses sobre as extensoes continuas dos operadores
B,B;,i=1,2.

Tomando v = u (u na igualdade (5.6) e usando (5.4), (5.5) obtemos que cada solu¢ao u

de (5.1) pertence a bola {u €': ||ul| < r}, onde r = 1%'}3—21”1. Finalmente, se uy, uy sdo duas

solugoes de (5.1) com o mesmo dado f, entdao a diferenga u = u; — uy, satisfaz para todo
w e X!

((u,w)) + (B(uy,uy) — B(ug,ug),w) + (Byu, w) + (Bou,w) = 0. (5.11)
Tomando w = u em (5.11), obtemos que
[ull* + (B(u,w), w) + (Bzu,u) = 0,
e conseqiientemente,

(1= 1|Ba[l1)* = I B [I£]|-1][lu* < 0, (5.12)

£]l—1
1=[|Bz2[l1

Agora, se tomamos f € X podemos mostrar a seguinte estimativa de u na norma de X?2.
De fato, da igualdade (5.10), para todo ¢ € Xy, k =1,2,--- .k, temos

devido a que ||uy|| <r =

. Assim, u; = uy e isto finaliza a prova do Teorema. [ |

(A1/2ukv A1/2¢) + (B<uk’ uk)> ¢) + (Bluky gb) + (32uk7 qb) = (fv ¢)

Considerando em particular ¢ = Au® € X, usando (5.4) e (5.5), as desigualdades de Young

e interpolacao, obtemos:
[Au]? < [f[]Auf] + |(B(u*, u*), Au®)| + |(Biu", Au®)| + [ (Bou®, Au))

< |f||Auk| + CI|A1/2uk|3—2ﬁ|Auk|2ﬂ + 02|A1/2uk|2—26|Auk|26

< )P 4 e AuF P e |[AYRRE|Y 4 | AuF P 4 e AV e AuF)?
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com o = (3 —20)/(1 — ). Aqui, ¢, indica uma constante positiva dependendo de .
Tomando € suficientemente pequeno e usando que |A/?u*| < r, obtemos |Au*|> < C, onde
C' depende de |f| e da pequenez de || Byl|1, mas independente de k. Esta estimativa implica

que as solugoes u em X! de (5.1) pertencem ao espago D(A). De (5.1) obtemos que

|[Au| < |f| + [B(u,u)| + [Biu| + [Bau|
< ||+ |AY2uP28] Au )PPt | AY2u > 28| Aul?8 !
<

1] + 1| A1/2a|G-28/0-0) | ¢y AL/ 2 2.
Portanto, usando que |AY?u| < r (o qual depende de |f|) temos:
|Au| < ¢, ¢=c¢(|f]) (5.13)

para alguma constante ¢ > 0 independente de u.
Agora vamos aplicar o Teorema 5.3 para mostrar o Teorema 5.1. Para isto, faremos a
seguinte identificacao:
M=FE =D(A), E,=X
F(u) = Au+ B(u,u) + Byju + Bsu.
Das hipéteses sobre B, B;,i = 1,2 temos que F faz sentido como aplicagao de D(A) em X.
Observamos que para qualquer f € X : R(f) := F ().

Lema 5.6. A aplicagao F : D(A) — X € prdpria.

Demonstragao:. Seja K um conjunto compacto de X. Segue-se de (5.13) que F1(K) ¢é
limitado em D(A) devido ao fato de K ser limitado em X. Assim F'(K) é compacto em
D(AP) pois D(A) = X? — X% = D(AP) compactamente. Como B(u,u), B;,i = 1,2 sdo
aplicagoes continuas de D(A”) — X, temos que B’(]—"_1 (K)), B;(F}(K)) sdo compactas em

X. Como o conjunto A~ {f— B(F Z B;(F );f € K} é relativamente compacto

em D(A) e contém F!(K), concluimos que .7-" 1(K) é compacto em D(A). |

Observagao 5.7. O Lema 5.6 implica que o conjunto R(f) = F~1(f) é um subconjunto
compacto de D(A) para todo f € X.
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Notemos que F é uma aplicagdo C*° de D(A) em X e que para todo u,v € D(A):
DF(u).v=Av + B(u,v) + B(v,u) + B;v + Byv.
Temos também que para cada u € D(A) as aplicagoes lineares:
v— B(u,v), v~ B(v,u), v Byv, i=12

sao continuas de X?% em X. Portanto, se (v,) é uma seqiiencia limitada em D(A), entao
como D(A) — X?2% compactamente, existe uma subseqiiéncia (v,x) que converge fortemente

em X?2° para algum v € X?°. Conseqiientemente,

B(u,v,;) — B(u,v),
B(Vak,u) — B(v,u), em X

Bivay — Biv,

isto é, v— B(u,v), v— B(v,u), v B;v, i = 1,2 sao compactas de D(A) em X.

Como A é um isomorfismo de D(A) em X, entdao usando as propriedades dos operadores
de Fredholm comentadas no inicio da Segao 5.2, concluimos que DF(u) é um operador de
Fredholm de indice 0 e uy é um ponto regular de F. Aplicando o Teorema 5.3, temos que
F~Yf) é um conjunto discreto para cada valor regular f de F. Como F ¢ prépria, entao
FYf) é¢ um conjunto finito. Conseqiientemente fazendo O o conjunto de valores regulares
de F, o qual é aberto e denso devido ao Teorema de Smale (Teorema 5.3), concluimos uma
parte da demonstragao do Teorema 5.1. Notemos que a hipétese de ||Bs||; < 1 foi usada
para garantir a existéncia de pelo menos uma solucao de (5.1).

Agora iremos mostrar que o nimero de solugoes de (5.1) em cada componente conexa de
O ¢ constante. Seja O;, j € A as componentes conexas de O e sejam fy, f; dois pontos de

O;, para algum j. Tomemos uy € F*(fy). Entéo, existe uma curva continua:
Definamos a aplicagao

T . [0,1]xD(A) — X
(s,u) —— T(s,u) =F(u)—1f(s).
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Diretamente das hipdteses, segue-se que T'(0,uy) = 0, a aplicacao T'(s,-) é de classe C™ e

além disso para (s,u) € R x D(A) temos que:
DuT(s,") = DF(u).

Dy, T(0,-) é um isomorfismo de D(A) em X pois DF(u) é um operador de Fredholm de
indice 0. Assim, pelo Teorema da Fungao Implicita, existem vizinhangas Uy, Uy, de 0 e uy,

respectivamente, e uma unica fungao continua s — u(s), s € Uy, tal que

Como f(s) é um valor regular de F, para todo s € [0,1], entdo u(s) é definida para
todo s, 0 < s <1, e porisso u(l) € F71(f;). Agora, Card F~(fy) < Card F'(f;) como
conseqiiéncia da unicidade de u(s). Por simetria, o niimero de pontos é o mesmo.

Falta mostrar que o nimero de solugoes de (5.1) é de cardinalidade {mpar. Iniciamos
lembrando que se F' = [ — Fy é um operador definido num espaco normado Y, com Fjy
sendo um operador compacto e I representando o operador identidade em Y, e se W é um
dominio limitado de Y, g € Y, g ndo pertencendo ao espago F'(O0W), podemos definir o inteiro
D(F,W,g) o qual é chamado de grau topoldgico de F, em W, no ponto g, satisfazendo as
seguintes propriedades [107], [28]:

o Se W =W, UW,, WiNW5={ e gnao pertence ao espaco F(OW;) N F (W), entao
g nao pertence ao espago F(0W) e

D(F,W,g) = D(F,W1,g) + D(F,Ws,g).

e Se D(F,W,g) # 0, e elemento g € F(W), a equacao F'(u) = g tem pelo menos uma

solucao em IV.

e D(F,W,g) permanece constante se F, W, g, mudam continuamente, de forma que g
nunca pertenca ao conjunto F'(OW). Entende-se que F' varia continuamente se F =
F0)=1-Fy0),0 €R, el Fy(0)¢ é uma aplicacao uniformemente continua com
respeito a ¢ (¢ € Y).
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Por outro lado, se uw € Y é a tnica solugao de F(u) = g, em alguma vizinhanga de u,
podemos definir, para e suficientemente pequeno, o grau D(F, W,(u), g), onde W, é a bola
de raio €, centrada em u. Este nimero é independente de € como conseqiiéncia da terceira

propriedade anteriormente citada. Assim, podemos definir o Indice de F em u como sendo
Ind(u) = D(F,W,,g), €< €.

Sabemos que (ver [107]) o indice do operador identidade em qualquer ponto u é um, e se
Fy é um operador linear compacto em Y e [ — Fy é um a um, o indice de I — Fj é £1; além
disso, se a equacao F'(u) = g possui um numero finito de solugoes u; num dominio limitado

W, e nao possui solucées em OW, entao
k
D(F,W,g) = ind(uy).
j=1

Lembramos também que se Fj é Fréchet diferenciavel num ponto uy com derivada G, e se
I — G é um a um, entdo uy é uma solugdo isolada da equagao F'(u) = F(ugp) e podemos
definir o indice

ind(ug) = ind(F,ug) = ind(I — G,0) = ind(I — G).

Voltando & equagao (5.1), fixado f € O, reescrevemos (5.1) como

Fu)=u+A™! <B(u, u) + Z Bju> =AYf) =g,
u,g < D(A).

2
Notemos que F = (I — Fy), com —Fy := A~ (B + Z B;) o qual é compacto. Se uy, ¢ solugao

j=1
de F(uy) = Ag, 0 < X <1, entao por (5.13) temos:

|Auy| < ¢(|f]) < R =1+ ¢(|f]).

Portanto, o grau de Leray-Schauder D(F, Bg, Ag) (veja por exemplo, [28]), onde B é a bola
aberta de D(A) de radio R, estd bem definido. Se Mf é um valor regular de F, entdo \g é

um valor regular de F'. Assim, novamente pelo Teorema de Smale, se F'~1(Ag) = {uy, ..., uz}
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(conjunto finito), temos que
k
D(F, B, \g) = > _ind(u;).
i=1

Notemos que existe Ay € [0,1], tal que By satisfaz 1 — || Bslly > (/[ BIL[[M]]-1)"/? para
todo 0 < A < \g. Assim, devido ao Teorema 5.4 temos que F*(Af) contém um tnico
ponto uy. Para estes valores de A, usando argumentos similares aos feitos anteriormente,
podemos mostrar que DF(uy) é um isomorfismo e conseqiientemente D(F, Bg, A\g) = *+1.
Como D(F, Bg, Ag) é invariante por homotopia, temos que D(F, Bg,g) = +1. Isto implica

que k é um ndmero impar. |

5.3.2 Prova do Teorema 5.2.

Antes de apresentar a prova do Teorema 5.2 propriamente dita, mostraremos o seguinte

lema auxiliar:

Lema 5.8. Seja fy € O, uy € R(fy). Ezistem vizinhancas Us,,Uy, of Ty e ug, respec-
tivamente, tais que Card (Uy, N R(f)) = 1 para todo £ € Us,. Além disso a aplicagdo
Ug, > f — up € Uy, € de classe C, onde {ug} := Uy, N R(E).

Demonstragao:. Consideremos a aplica¢do T : X x D(A) — X tal que T'(f,u) = F(u)—f.
Notemos que T'(fy,uy) = 0 e T é de classe C*°. Como DF(u) é um operador de Fredholm
de indice 0, temos que Dy, T'(fy, ) é um isomorfismo de D(A) para X. Assim, do Teorema
da fun¢ao implicita, segue-se que existem vizinhancas Ug,, Uy, de fy e ug, respectivamente,
e uma fungao ¢, de classe C* definida como & : Ug, — U, tal que T(f,{(f)) = 0, para
todo f € Ug,. Em particular, para qualquer f € Ug, existe uma unica us € U,, com
E(f) = ug, isto é, T'(f, ug) = 0, ou equivalentemente ug € Uy,, NR(f). Além disso a aplicagao

Us, > f — ur € Uy, ¢ de classe C. |
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Prova of Teorema 5.2.

O Teorema 5.1 implica que o conjunto R(fy) é finito . Seja u € R(fy), pelo Lema 5.8
existem vizinhancas Ug,, U, de f; e u, respectivamente, tais que Card (U, NR(fy)) = 1 para

todo f € Ug,. Além disso, a aplicacao
Z/{fo Sf—uf e U, (514)

é de classe C*°; onde {us} = U, NR(f). Como R(fy) é finito, existe 6 > 0 suficientemente
pequeno tal que as bolas {B(u,d) : u € R(fy)} sdo disjuntas dois a dois e para todo
u € R(fy) : B(u,0) C Uy. Pela continuidade da fungao (5.14), existe uma vizinhanga
U C Us, de 1y tal que ug € B(u,d), para f € U. Fazendo U = N{U : u € R(fy)}, temos que

se f € U, entao a funcao

R(fo) Sur—ur €Uy N R(f)

é injetiva e como conseqiiéncia, Card R(fy) < Card R(f). Para ver a igualdade, usamos
um argumento de contradi¢ao; assuma que o conjunto {f € U : Card R(fy) < Card R(f)}
é infinito. Entao, existe uma seqiiéncia (fy),f, € U convergindo para f; em X tal que
Card R(fy) < Card R(fy), £ € N. O subconjunto {ug, : u € R(fy)} tem exatamente
Card R(fy) elementos por causa de ug, ser o unico elemento de R(fy) o qual estd numa certa

vizinhanca da solugao u € R(fy). Por tanto, ele nao é todo o R(fy).

Tomemos uma seqiiéncia (ay) € R(fy) \ {ug, : u € R(fy)}. Notemos que a; nao pertence
ao conjunto U{U, : u € R(fy)}. Por (5.13), a seqiiéncia (ag)ren ¢ limitada em D(A). Assim,
devido ao Teorema de Banach-Alauglu, existe a € D(A), e um subconjunto infinito A’ C N
tal que a;, converge fracamente para a em D(A) quando N 3 k — oo. Como D(A) —— X
(onde << denota a imersdo compacta), entdo a; — a converge fortemente em X para
alguma subseqiiéncia (ay), e isto é suficiente para passar o limite. Conseqiientemente, o

limite a € R(fy). Isto leva a uma contradi¢ao pois
U{Uy - u € R(£)} 2 a € R(fy) C U{Uy - u € R(fy)}.

Portanto, o conjunto {f € U : Card R(f;) < Card R(f)} ¢é finito e conseqiientemente, existe
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U, uma vizinhanca suficientemente pequena em U, tal que:
Vf € U, Card R(f) = Card R(fy).

Agora, mostraremos que se f tende para fy em X, entao R(f) converge para R(fy) na métrica
de Hausdorff sobre X. Seja € > 0, entao existe Uy, tal que us € B(u, €) para qualquer f € Uy,
e assim ug € {u} + B(0,¢) C R(fy) + B(0,¢). Isto implica que

R(f) C{us:ueR(fH)} C R(fy) + B(0,¢).
Como us € B(u,e€), entdo u € B(ug,€) = {ug} + B(0,¢) C R(f) + B(0,¢€). Assim,
R(fo) € R(f) + B(0,¢),
e a demonstracao é concluida. [ |
Corolario 5.9. Sob as condicoes do Teorema 5.2, a aplicacdo
O>f— R(f) € D(A)
¢ continua se consideramos a métrica de Hausdorff sobre X. Além disso, a funcdo
O>f— Card R(f) € Z

é constante sobre toda componente conexa do conjunto O.

5.4 Aplicacoes

Nesta secao faremos alguns breves comentarios sobre algumas aplicagoes de nossos resul-

tados em certos modelos particulares de equacoes estacionarias.

5.4.1 Modelo de fluidos micropolares

Como uma aplicacao dos teoremas provados anteriormente, consideramos primeiramente

o modelo de fluidos micropolares. A dinamica dum fluido micropolar, em estado estacionario,
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dentro de um dominio 2 é descrita pelo seguinte sistema de equagoes em €2 [80].

—(v+v.)Au+ (u-V)u+Vp = 2yr0t w+fi,
—0Aw + (u-V)w — gVdiv w + 4dv,w = 2,10t u+ fy, (5.15)
divua = 0.

As equagoes (5.15) descrevem as leis do momentum, momentum angular e conservacao da
massa, respectivamente; Nesta equacoes, u representa a velocidade do fluido, p a respectiva
pressao hidrostatica e w a velocidade angular de rotacao das particulas. Além disso, f; e f3
representam campos de forgas externas; v, v,., o, 3 sdo constantes fisicas positivas (v é a usual
viscosidade Newtoniana do fluido , v, é a viscosidade de microrotacao, o e (3 sdo constantes
que dependem de novas viscosidades relativas a assimetria do tensor stress). A densidade do
fluido é considerada, sem perda de generalidade, como sendo igual a um. Assumimos que §2
é um conjunto limitado do R?® com fronteira suave 9€). Consideramos as condicoes do bordo
como sendo u = 0, w = 0 sobre 0{2. Observamos aqui que no caso de condicoes de fronteira
sendo nao nulas, mas suficientemente regulares.

Por X denotamos o espaco de Hilbert H x L*(2)3 onde H ¢ o fecho do conjunto
V={ue Q) :divu=0}

na norma do L*(Q)3. A norma em X é denotada por | - |.

Agora introduzimos os seguintes operadores:

A(U) = (=(v+v.)PAuy,—cAw; — fVdiv wy)
= (Ajuy, Aywy),
B(U,V) = (P((u1-V)uy), (u; - V)ws),
Bi(U) = (0,0),
By(U) = (—2vy,rot wyi, —2v,r0t Wy + 4, W),

para U = (u;,w;) € D(A), V = (uy,wy) € D(A). O operador P acima ¢é a projecao
ortogonal de L?(Q2)? sobre o subespago H. Com estas notagoes, o sistema (5.15) toma a
forma (5.1) com f = (f}, £).

Observaremos que as hipoteses do Teorema 5.1 sao satisfeitas. O operador A é auto-adjunto,
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positivo, com dominio
D(A) = (W*2(Q)* N V) x (W22(Q)* n W5 (Q)°)

onde W?2(Q) e Wy*(Q) sdo os espacos de Sobolev usuais, e V é o fecho de V na norma
de W,*(€); na verdade, V pode ser caracterizado por V = {u € W,?(Q)? : div u = 0}.
Denotamos por X® = D(A%2) e X® = D(A%'?), i = 1,2. Observemos que X$ = D(A%/2),

(3

Das propriedades do operador de Stokes e de Laplace [128], concluimos que parau € X},v €
X2

1/2

1/2”"||W2,2

(u- V)v]

IN

cllul[gs[Vvl|zs < clful[gs[Vv]

C|AY || AV v |2 Apv| V2.

A\

Na verdade as normas |AU| and || U||y22 sdo equivalentes em D(A) e as normas |AY?U| e
|U||yp1.2 sdo equivalentes em D(A'Y/?).

Podemos mostrar que
IB(U, V)| < c|AV2U||AV2V|V2| AV |12,

paraU € X!,V € X2 A condicao (5.4) é verificada gracas as propriedades da forma trilinear

b(u,v,w) = Z ui%wj,
]

%

para u em D(A}/Q), v,w em W,?(Q). (Veja [127]).

Também podemos verificar que |(By(U), V)| < ¢|AY?U||V], U € D(AY?),V € X. Do
Teorema 5.1, segue-se que para todo f € O, o conjunto de solugoes de (5.15) é finito e de
cardinalidade fmpar. Além disso, o nimero de solucoes sobre cada componente conexa de

O é constante. As conseqiiéncias do Teorema 5.2 sao também obtidas.
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5.4.2 Equacoes estaciondrias de Navier-Stokes

Como uma outra aplicacao do Teorema 5.1 e Teorema 5.2 consideramos as equagoes

estaciondrias de Navier-Stokes:
—vAu+ (u-V)u+Vp = f em

diva = 0, em Q2 (5.16)
u = ¢ sobre 0f),

onde f € H,¢ € W'/2(9Q) (o espago das fungdes trago em W'2(2))? com [,, ¢-nds =0, n
sendo a normal exterior sobre 02). Um estudo das propriedades dadas pelo Teorema 5.1
para este sistema pode ser encontrado, por exemplo, em [35], [36], [38]. Notemos que sendo
¢ € WH3/2(9€)), para todo § > 0 existe uma extensdo G de ¢, com G € W*2(Q), divg = 0,
G = ¢ sobre 01 tal que para todo u € V,

(- VG u)| < 8]dlwrann |Vl
1Gllwez@) < CO)|[0llwra2g00)-

Seja U = u — G e definamos

AU = —uvPAU,
BU,U) = P((U-V)U),
F = f+vAG - (G-V)G,
BU = P((U-V)G)+ P((G-V)U),
BU = 0.

Acima temos usado a notacao padrao P para indicar o operador projegao P : L?(Q) — H,
sendo H o fecho do conjunto V = {u € C°(2) : div u = 0}, na norma do L*(2) e V o
fecho de V = {u € C§°(Q) : div u = 0}, na norma do H'(2). Com estas notagoes, levamos

o problema 5.16 a seguinte equacao abstrata
AU + B(U,U) + BiU + BU = F,

e sobre esta equacao aplicamos os resultados estudados neste capitulo.
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5.4.3 Outros modelos

Os Teoremas 5.1 e 5.2 podem ser aplicados no modelo de fluidos magnetomicropolares.
Neste modelo, além das incégnitas u, w que representam as respectivas velocidades transla-
cional e de microrotacao, existe uma nova incognita denotada por h correspondente ao campo
magnético. Uma descri¢ao mais detalhada deste modelo pode ser encontrada em [109] e nas
referencias citadas ali.

Outros problems podem ser estudados no mesmo caminho, por exemplo, a equagao do

calor, as equacoes de Boussinesq entre outros.



CAPITULO 6

Solucoes fortes para as equacoes de
Navier-Stokes nao homogéneas em

dominios nao limitados

I would quarrel with mathematics, and say that
the sum of zeros is a dangerous number.

Stanislaw Jerzy Lec

Neste capitulo estudamos alguns aspectos relativos a existéncia de solugoes fortes para
as equagoes de Navier-Stokes nao homogeéneas no caso de um dominio espacial nao limitado

do R3. Na sua forma nao conservativa, estas equacoes sao dadas pelo seguinte sistema

0
pa—?+p(u-V)u—uAu+Vp — f
%—iru-Vp = 0, (6.1)
divu =

Assumimos que as equagoes (6.1) sao satisfeitas no conjunto aberto @@ = €2 x (0,7") onde € é
um subconjunto aberto do R? representando o dominio do fluido e (0, 7)) é um intervalo de

tempo. Complementamos este sistema adicionando a (6.1) as seguintes condigoes de fronteira

155
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e condicoes iniciais

u = 0, sobredQ2 x (0,7, (6.2)
u(0) = ug, em (6.3)
u(x) — 0, quando |x| — oo, (6.4)
p(0) = po, em Q. (6.5)

Aqui, as incognitas sao p, u = (uq, uz, u3) e p denotando a densidade de massa, a velocidade
e a pressao do fluido, respectivamente. A constante p > 0 representa a viscosidade dinamica
do fluido e f é uma forga externa dada atuando sobre o sistema. py e uy correspondem

aos dados iniciais do problema. A i-ésima componente de (u-V)u é dada por (u-Vu); =

23:1 u; gz] Além disso, u-Vp = Z?Zl uj%pj. A primeira equagao em (6.1) corresponde a lei
de conservagao do momento linear, a segunda equagdo em (6.1) corresponde a conservagao
da massa e a terceira equagao em (6.1) representa a incompressibilidade do fluido.

O modelo classico das equagoes de Navier-Stokes, corresponde ao caso especial quando
p(x,t) = po é uma constante positiva; neste caso, a segunda equagao em (6.1) é automatica-
mente satisfeita. Este caso tem sido bastante estudado. (Veja por exemplo, Ladyshenskaya
(73], Temam [126] e as referéncias encontradas ali). O primeiro a considerar matemati-
camente o modelo estudado neste capitulo foi o russo A.K. Kazhikov no ano 1974 sob a
condi¢ao 0 < a < po(x) < [ sobre a densidade inicial [66]. Ele mostrou essencialmente a
existéncia de solugoes fracas em dominios limitados de R™, n = 2 ou 3. As provas detalhadas
aparecem na monografia [6] onde se levanta a questdo para o caso no qual a = 0. (veja
também os trabalhos de J.L. Lions [77], [78]). Também sao apresentados alguns resultados
de regularidade das solugoes fracas.

Os que resolvem a questao da unicidade das solugoes fortes foram O. Ladyzhenkaya e
V. Solonnikov [75] no ano 1975, utilizando basicamente Teoria do Potencial, linearizagao e
ponto fixo; eles exigem p > n, n = 2 ou 3; também foram dados resultados de existéncia
global, para o caso tridimensional exigem decaimento exponencial no tempo para a forca
externa. Este trabalho foi feito em dominios limitados.

O primeiro a resolver a questao levantada por Kazhikov, isto é, o caso a = 0, foi o
francés J. Simon [119] no ano 1978; também sao interessantes seus artigos posteriores [120],

[118]. Nestes trabalhos foi aplicado um novo Teorema de compacidade nos chamados espagos
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de Nikolskii obtido por J. Simon em conjunto com o Método de Galerkin e Energia. Os
resultados foram dados em dominios limitados.

O problema em dominios exteriores foi abordado pela matematica italiana Padula [103]
no ano 1982; convém também ver o trabalho [104]. Nestes trabalhos é utilizado o Método
de Imersao de dominios.

No artigo [67], Kim no ano 1987 aborda novamente o caso a = 0 estabelecendo uma
desigualdade diferencial importante (argumento que tinha ja sido usado por Beirao da Veiga
[9]), a qual foi fundamental para os trabalhos de existéncia de solugbes fortes realizados
em [112]. Kim mostra a existéncia de uma solugao fraca mais regular que as obtidas por
Kazhikov e Simon, mas é bom ressaltar que a densidade inicial é mais regular.

O japonés Okamoto via operadores de evolucao estabelece resultados num contexto
Hilbertiano, andlogos aos de Fujita e T. Kato [40] no caso das equagoes de Navier-Stokes
classicas, no artigo [98], do ano 1982. O tipo de dominio considerado neste trabalho também
sao os dominios limitados.

O italiano R. Salvi [112] mostra a existéncia e unicidade de solugoes fortes em dominios
limitados, via o método de Semi-Galerkin espectral e o Teorema de Aubin-Lions, obtendo
assim os andlogos aos resultados de J.G. Heywood [54] para o caso das equagoes de Navier-
Stokes classicas.

Um resultado de existéncia e unicidade de solugao global forte em dominios limitados
sem decaimento exponencial na forga externa, foram dados em [11]. Resultados andlogos aos
das equacoes de Navier-Stokes classicas de existéncia global, isto é, sem decaimento nenhum
na forga externa, para o sistema deste capitulo, foram obtidos em [12].

O problema em dominios nao cilindricos foi abordado em primeiro lugar por R. Salvi
[113] com condigoes mistas na fronteira no ano 1984; (observe que o problema com condigoes
mistas nao é abordado por nenhum dos autores anteriores) sob a condigao 0 < a < po(z) < .

Em dominios nao limitados, Fernandez-Cara e Guillén [33] provaram a existéncia de
solugoes fracas usando o Método de Imersao de dominios e argumentos analogos aos de Simon
[118]. Utilizando o Método do regularizador e a teoria LP para as equagdes parabdlicas Itoh
e Tani [63] mostram a existéncia e unicidade de soluc@o forte em dominios nao limitados
com fronteira de classe C?, resultados analogos aos obtidos por [75], caso p > n, n = 2 ou 3.

O livro de P. L. Lions [79] também apresenta resultados para este modelo nas péginas



158

19 até 78. Sao estudadas a existéncia de solugoes fracas para o modelo em trés situacoes: o
problema de Dirichlet, o problema periddico no espago e o caso de todo o espago R", para
dimensao arbitréria n > 2. Neste livro a viscosidade é assumida ser variavel (dependente da
densidade), e a densidade inicial é ndo negativa. O Autor também discute brevemente as
solucoes fortes nas paginas 32 e 33, para o caso bidimensional com densidade constante.

Entretanto, o estudo da existéncia e unicidade de solugoes fortes do sistema (6.1)-(6.5)
para o caso p = 2 no caso de dominios nao limitados arbitrarios, nao tem sido discutido.
Neste trabalho, seguimos as idéias de Heywood junto com argumentos usados por [33], [112] e
[12] para mostrar a existéncia e unicidade de solugoes fortes locais e globais no tempo para o
sistema (6.1)-(6.5) em dominios nao limitados. Desta maneira, a anélise feita neste capitulo
complementaria o ciclo de respostas sobre a existéncia de solucoes fracas e fortes, locais
e globais para o sistema de Navier-Stokes nao homogéneo; além disso, uma das motivagoes
adicionais deste capitulo, é o futuro estudo do comportamento assintotico das solucoes tendo
como base os resultados aqui obtidos.

Dentro das equagoes classicas de Navier-Stokes, o problema de existéncia de solucoes
fortes foi estudado por Heywood [54], onde é usado o método espectral de Galerkin, argu-
mentos de compacidade e métodos de energia para o caso p = 2. Observamos que Heywood
considerou dominios com fronteira sendo uniformemente de classe C3. Esta hipétese foi
necessaria unicamente para obter a regularidade do problema de Stokes sem o uso da Teoria

do Potencial.

6.1 Preliminares e resultados principais

Iniciamos esta secao recordando algumas definicoes e fatos que serao usados ao longo

deste capitulo. Consideramos os espacos de Sobolev usuais
W™9(Q) = {¢ € LY(Q) : [|0"¢||1ai) < oo, for |k| < m}

param > 1e 1l < ¢ < oo com as normas || - |4 Quando ¢ = 2 denotamos por H™(Q2) =
W™2(Q). A norma no espago L? serd denotada por || - ||, e quando ¢ = 2, denotamos por

(-,-) o produto escalar em L? e a norma associada a denotaremos simplesmente por || - ||.
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Indicamos aqui que para G C R3,

0%u;
10?6 = ( Z / g )

1,5,k
Os espagos C(9),C*(Q2),CE(2), Cs°(2) sdo definidos de maneira usual, com o superindice

indicando derivadas continuas até uma certa ordem.

q 1/q

Ao longo deste capitulo, assumimos 2 como sendo qualquer subconjunto aberto do R3,
que pode ser limitado ou nao limitado, com fronteira 9 sendo uniformemente de classe C3.
Lembramos que a fronteira de € é dita uniformemente de classe C*¥, k = 1,2, ... se é possivel
escolher coordenadas cartesianas locais (21, 9, x3) numa vizinhanga U, para cada x € 0,
tal que 92 N U, é representado por uma funcao x3 = 1 (x1, z2;x) de classe C*; além disso,
as vizinhancas U, podem ser escolhidas como sendo bolas, todas do mesmo tamanho, com
respectivos centros x, e com suas derivadas até ordem k de cada fungao v (-,-, x) limitadas
por uma constante independente de x.

Como em Heywood [54], definimos os seguintes espagos funcionais de divergéncia nula.

DO) = {6:6€CRO), dive=0),
Dy*(Q) = fecho de C°(Q) na norma ||V,
W,?(Q) = fecho de C°(Q) na norma [|@|1.2,

J(2) = fecho de D(f2) na norma ||¢||,

Jo(2) = fecho de D(2) na norma ||V,

J3(Q) = {¢ € Dy*(Q)*, div¢ =0},

Ji1(©2) = fecho de D(Q2) na norma ||¢|; 2,

Q) = {o:¢e Wy ()P, dive=0}.

E conhecido que o complemento ortogonal de J(€) em L2(2) é dado por
G(Q) ={¢:¢=Vp, peW,2(Q), VpeLQ)}.

Alguns dos espacos acima podem parecer similares, mas de fato, a priori eles nao o sao. Na
verdade, olhando para os espagos J1(€2) e J(£2), a condi¢do de divergéncia nula é imposta
sobre seus membros, antes e depois de ter tomado o fecho de D(2) na norma H'. Analoga-

mente acontece com os espagos Jo(£2) e Ji(£2). As relagdes entre estes espagos funcionais é
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uma questao fundamental no estudo da unicidade da solucao para sistemas do tipo Navier-
Stokes, como foi assinalado pela primeira vez por Heywood [56]. Para qualquer dominio 2,
temos que J1(2) C JF(2), Jo(Q) C J;(€2); se Q é um dominio limitado ou um dominio exte-
rior, por exemplo, temos que J1(Q) = J{(Q2), Jo(Q) = J5(Q2); entretanto, existem dominios
com fronteira nao compacta para os quais os espagos J1(£2), J5(Q2), Jo(2), J5(2) sao dis-
tintos. Referimos ao leitor ver Galdi [42], Cap. III, e as referéncias ali citadas, a fim de
obter uma maior informacao acerca destes aspectos, incluindo defini¢oes mais gerais e suas
correspondentes propriedades.

Voltando ao problema (6.1)-(6.5), estabelecemos aqui as condigdes que serao impostas

sobre os dados do problema:

Ug € J()(Q), D2110 c L2(Q), (66)
po €CHQ),0<a<p< B qtpem (6.7)
f e L?(0,T; H'(Q)),f, € L*(0, T; L*(Q)). (6.8)

O principal objetivo deste capitulo é provar os seguintes teoremas:

Teorema 6.1. Seja Q qualquer dominio do R3, com fronteira uniformemente de classe C3.
Suponhamos que as condigoes (6.6)-(6.8) sobre os dados py, g, € f sejam satisfeitas. Entao,
existe um intervalo de tempo (0,T%) e fungoes u, p, p definidas e satisfazendo o sistema (6.1)

em 2 x (0,T%), tais que

u € L>(0,T%; Jo()),

D?*u,uy, € L*(0,T*; L*(Q2)),

Vp € L*(0,T%12(Q)),

p € L0, WhH=(Q)),

pr € L>(0,T*; L™ (Q)),

|[Vu— Vug|| — 0, quandot — 0.

Com respeito a existéncia de solugoes globais fortes temos o seguinte teoremas:

Teorema 6.2. Assumamos que as condigoes (6.6)-(6.8) sao satisfeitas pelos dados py,ug e
suponhamos que £ € L>(0,00; HY(Q)"), £, € L>(0, 00; L%(Q)"). Entao, se as normas ||Vug||
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e ||f]l Lo o,00L2(02)) SGO suficientemente pequenas, a solugdo de (6.1) existe globalmente no

tempo e satisfaz

sup [[Vu(t)[| < C, (6.9)
>0
sup [[w, ()| < C, (6.10)
>0
t
sup " / [ Vuy(s)|Pds < C, (6.11)
t>0 0
sup [ Au(t)| < C, (6.12)
>0
¢
supe_o‘t/ e”||Vu(s)|2ds < C, (6.13)
t>0 0
¢
supe"‘t/ e*||D?u(s)||ads < C, (6.14)
t>0 0

onde C' denota alguma constante positiva.

As solugoes fortes de (6.1)-(6.5) serdo construidas primeiramente em dominios limitados
usando o método de semi-Galerkin com auto-fungoes do operador de Stokes como base de
funcgoes e posteriormente serd analisado o caso de dominios nao limitados através da técnica
de expansao de dominios, para o qual sera fundamental a obtencao de estimativas a priori,
independentes do tamanho de €2 ou de 0f).

Seja Q um dominio limitado com fronteira de classe C3. Seja P a projecao ortogonal
de L?(Q) sobre o subespago J(f2). Por definigao, o operador de Stokes é a aplicagao linear
A:D(A) C J(Q) — J(Q), com dominio D(A) = Jo(Q) N H?(Q) definido por Av = —PAv,
para todo v € D(A). E conhecido que A é um operador positivo, auto-adjunto o qual é

caracterizado pela relagao
(Aw,v) = (Vw,Vv), Yw € D(A),Vv € Jo(Q).

A aplicagdo A : D(A) — J(2) é um a um e sobre. A inversa A~! é completamente continua
como uma aplicagao A~! : J(Q) — J(€). A é um operador simétrico e conseqiientemente seu
inverso também o é. Sendo completamente continuo e simétrico, o operador A~! possui uma
seqiiéncia ortogonal de auto-fungoes {w?} completas em Jo(2) N H?(Q2). Como a imagem

contém D(K2), as autofungodes sao completas em J(§2). Elas também sdo completas em Jy(£2).



162

Resultados mais gerais podem ser encontrados em [5].

Sob as condigoes (6.6)-(6.8), usando o projetor ortogonal P e o operador de Stokes A,
podemos dar a defini¢ao de solucdo forte do sistema (6.1)-(6.5) com 2 sendo um dominio
limitado. De fato, dizemos que um par (u, p) é uma solugao forte de (6.1)-(6.5) se existe um
tempo 7T%(0 < T* < T) tal que

u e C([0,T%); JynHA(Q)) N CY([0,T*); J(Q)),
peClQx[0,T),

satisfazendo
P(pu; + p(u-V)u—pf) + pAu = 0, (z,t) € Qx (0,7%),
pr+u-Vu = 0, (z,t) € Qx[0,T%), (6.15)
u(z,0) = uy(z), z €,
p(z,0) = polz), z €
Observagao 6.3. Note que da defini¢ao anterior para todo v € J(€).
(o, v) + (p(u- V), v) + (A, v) = (of,v), t€ (0,77) (6.16)

O foco para a obter a existéncia de soluc¢ao para o sistema (6.15) é o estudo do seguinte
sistema de problemas aproximados: Definimos .J,,, como sendo o subespago de Jy(2) gerado
por {w! .., w™} ortonormal em J(f2). Para cada m consideramos o seguinte problema
finito-dimensional: Encontrar 7™ € (0,7] e u™ € C*([0,T™]; J,n), p™ € C*HQ x [0,T™)) tal

que para todo w € J,, :

(P"(u}" + (u™ - V)u™),w) + p(Au™,w) = (p"f,w), em Q x (0,7™),  (6.17)
pit +u™-Vp" = 0, em Qx (0,77), (6.18)

u”(0) = wug', em Q, (6.19)

pm(0> = po, em Qa ( )

mo_ NYEM L
onde ug' = 3 174" CjmW.

Para provar o Teorema 6.1 e o Teorema 6.2 precisamos alguns resultados preliminares.
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Lema 6.4. [54] Seja Q um conjunto aberto do R® com fronteira uniformemente de classe

C3. Seja w € J3(Q) uma solugdo fraca do problema de Stokes

Aw +Vp = f, felL?Q),
divw = 0, em €,
w = 0, sobre 011,
1sto €, a igualdade fQ VwVaodr = fQ fodx é satisfeita para toda ¢ € D(RY). Entdo w possui

sequndas derivadas no espago L*(Q) e além disso, as sequintes desigualdades sio satisfeitas

ID*wl < Co(|| PE|| + IV wl]), (6.21)
IVwlls < Co(I| PRI Vw2 + [[Vwl]), (6.22)

com constantes dependendo somente da reqularidade de OS2 mais independentes do tamanho
de 092 ou Q).

Observagao 6.5. A hipdtese que estamos considerando, de ) ser um dominio uniforme-
mente de classe C3, é necessdria unicamente para provar o Lema 6.4 independentemente da

Teoria Potencial. Para detalhes, veja [54], Lema 1 e Lema 2.

Lema 6.6. [116] Seja Q C R? qualquer dominio do R3. Entdo

LLLN%x§3:“ﬂMWV¢W,V¢eJMQ) (6.23)

Nos seguintes lemas, assumiremos que ¢(t), ¥ (t), f(t), h(t) sdo fungdes suaves, ndo-negativas
e definidas para todo t > 0.

Lema 6.7. [54] Seja ¢(0) = ¢o e ¢u(t) + ¥(t) < g(o(t)) + f(t) para t > 0, com g uma
fungdo Lipschitz continua ndo-negativa definida para ¢ > 0. Entao ¢(t) < F(t;¢o) para
t € [0,T(¢o)) onde F(.;¢0) € a solugio do problema de valor inicial Fy(t) = g(F(t)) +
f(); F(0) = ¢g e [0,T(¢g)) € o intervalo mazimal. Além disso, se g é ndo-decrescente,

entao
/ (T SF (t, ¢0),

com

F@@d—¢w+£[((ﬂ%ﬁ+fﬁﬁh
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Lema 6.8. [54] Seja ¢(0) = ¢g e ¢u(t) + ¢ (t) < h(t)p(t) + f(t) para t > 0. Entao

o(t) < F(t: do): /0 B(r)dr < Eu(t, o)

para todo t > 0 onde

F(t: 60) = do + /O ") eap /O " _h(s)ds)dr)exp /0 h(r)dr

Fult, do) = do + / () F(r, o)) + f(r)dr.

Assim, as estimativas para ¢(t), e fgw(T)dT sdao obtidas das estimativas para ¢, f(f f(r)dr

e f(f f(r)dr.

Lema 6.9. [54] Seja Q qualquer dominio do R3, com fronteira uniformemente de classe
C3. Seja 0 C Qo C ... uma seqiiéncia de subdominios tais que Q@ = UL Qy, e tais que
a reqularidade C3 das fronteiras 0, é uniforme com respeito a k. Seja a € Jo(2) com
|D?a)| finita. Entdao existe uma seqiiéncia de funcgoes ap € Jo(Q) com ||D?*ax|| < M com
M independente de k e |Vai|lq, < [|Val, tal que |[Var, — Val| — 0 quando k — oco. Aqui é

entendido que a, = 0 fora de €.

6.2 Estimativas a priori

Nesta secdo mostramos algumas estimativas a priori para as aproximagoes (u™, p™) de
(6.17)-(6.20) (€2 limitado ). Estas estimativas sdo obtidas de maneira usual; entretanto, em
nosso caso elas sdo obtidas combinando variantes de argumentos usados por [54], [67], de
maneira que as constantes que ali aparecam sejam independentes do tamanho do dominio
Q.

Sabemos que se u™ é dado, podemos obter a solugao de (6.18) usando o método das carac-

teristicas (veja [75]) satisfazendo

0<a<p™(zt) <p. (6.24)
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Por técnicas padrdes mostra-se que existe uma solugao de (6.17), veja por exemplo [121].

Tomando w = u™ em (6.17) obtemos

1d
5 g 1™ PP 4 |V ? = (o7, u).
Portanto, usando (6.24) e integrando com respeito ao tempo em |0, t], encontramos

1 K 1 1 [t
SN PO + [ IVl < Sl Pl 5 [ 1Gm ) R

2
1 ! m m
g [y s) s
0
Assim, aplicando a desigualdade de Gronwall obtemos
t
) + [ 19un(s) s < ¢
0

onde C' denota uma constante positiva genérica dependendo dos dados do problema e do
tempo final T. Aqui usamos que |[ug|] < Cql|Vuyl| < oc.
Agora tomemos w = u}*(t) € J,,, e depois w = —eAu™ € J,,,e > 0, em (6.17). Entao,
somando as equagoes resultantes e trabalhando como em [67], obtemos
m d m m m m
™ |1* + p V™ P + fAu™ < ep(([£]1° + (1™ - V)u™%). (6.25)
Usando o Lema 6.4, a conhecida desigualdade de Sobolev ||¢]ls < C||V¢|| a qual vale para ¢

em D{?(R3), com constante absoluta C' < 48'/%, ¢ a desigualdade de Young, obtemos

1™ V)u™|?

IN

™ [V a5 < colla™ [§(| Au™ 2] Va™ |V + [[Vu™|)?
col| Vu ([ Au™ [[[|[Vu™ | + [[Vu™[[*)
< el Au™* + co (|| V™ + [V, (6.26)

IN

Lembremos que cy,cyp. sao constantes genéricas as quais nao dependem do tamanho do
dominio 2. Usando (6.26) em (6.25) obtemos

[ |I* + p [IVa [P + Sl A < eo([Va™[® + V™ [F+ [£]7). (627

Como [|[Vu™(0)||? < ||[Vugl|?, usando o Lema 6.7 concluimos que existe algum intervalo

[0,7), e fungdes continuas Fy(t) e Fy(t) tais que

IVum@)I* < Fi(1); /0 [Au™(7)[[*dr < F(t). (6.28)
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Além disso, T pode ser assumido como T' > T(||[Vug||, iz, 09) e
Fl(t) < F1<t; HvuOH7“7 aQ)v F2<t) < FQ(t; HvuOH7/'I/7 89), (629)

para t € [0,7(||Vuoll, i, 0). Em particular, Fi(.;||Vuol|, i, 0Q) é a solucdo da equagao
diferencial F' = ¢y, F? + ¢y, F? com a condigao inicial F(0;||Vug|l,u,9Q) = |[|[Vuo||, e
T(|[Vuo|, 1, 092) é o correspondente intervalo maximal. De fato, T'(||Vuyl|, i, 092) é deter-
minado somente por ||[Vug||, 1 e a regularidade C* da fronteira 0.

De acordo com o Lema 6.4, as desigualdades (6.28) implicam

/0 |D2u ()2 < Fy(e),

para alguma fungao continua F3(t). Da desigualdade (6.27) obtemos

/O g (r)|dr < Fi(t).

sendo Fy(t) alguma fungao continua.

Reunimos as estimativas encontradas anteriormente no seguinte Lema:

Lema 6.10. Seja (u™, p™) a solugio de (6.17)-(6.20). Existe T > 0, independente de m,

tal que as sequintes estimavas valem para t € [O,T) :

a < p"(z,t) < B,
[Vu™(t)||* < Fi(t);

t
[ 1w opar < F),
0
t
| Ip2ar ) < F),
0
t
| Iz @lpar < £,
0
onde Fj sio fungdes continuas definidas em [0,T),j = 1,...,4.

Agora vamos obter estimativas a priori de regularidade superior para u™. Derivando a

equagao (6.17) com respeito a t, tomando v = u}"(t) € J,,,(2) e usando o fato que p}" =
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—div(p™u™), e integrando por partes obtemos

() 2+ [V = () + (o ) — (T w)
(T )+ S u)

[ (Comta v+ o7 v+

ol Pl DR 4 V[ +

P PV u + o fu [u [ V] +

+ + IA

+

8
o V| g e ) de = L (6.30)

j=1

Agora estimamos cada termo I;. Iremos usar basicamente o Lema 6.4 e o Lema 6.6, junto

com a desigualdade de Young e desigualdades bésicas de interpolagao, o que nos permitira

obter estimativas independentes do tamanho do dominio €2.

ININ IN IA TN

IA

Lo < 2™ 132 ™ ol (™) a5 Vg |
< eollp™ 2™ ol (™) Pu M2 (o) 2 V|
< callp™ I Va1 (™) a2 Vg P2
< ol V(") Pu P + e Vg
< col Vum [ flu | + €l V.

L™ 1322 1™ (ol (™) 2™ 5[ Va™ |
coll ™ 1522 a™ [l 1 (o™ ) /2™ 5| V™ |72 V2™ |22

collp™ 1217 [11(o™) > [ 2 () a6 a2 Aw™ |+ [ Va2
col Va2 [y 2| a2 ([ Va™ || + [ Au™ )2

co([|Vu™ | + [[Au™[[)* + el Vu || [[uy || [ Vu™ ||

co([[Vu™|* + [[Aa™|[* + [|Vu™ [°fluy[[) + €] Vup||*.
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I5

Is

IN AN IA TN

IN

VAN VAN VAN

IN

INIA A

IN

< o™ ool ™ P 1] sl D*a™ |
< ™ oo ™ G Vag | D*a™|
< collp™ ool VO 7|V [ (LA™ || + ([ V™))
< cof V([ Au™] + [ Vu™)? + €] V| ®
< co([[Vu™ [ A" + [[Va™[|) + el V.

o™ oo ™ [V u™ 6] V|

o™ lloo I V™ [P D*0™ [ || V"

collp™ ool Vu™ ([ Au™]| + (| V™ )|V

collp™ oo V0™ P LA™ [[| V™ || + [[Vu™ 1P Vay|))
co([[Vum [ Au™ |2 + [[Vu™|[*) + el Vuy|®

o™ 12215 [ o (™) 2" |3

m m m m 1/2 m m
[ RS (g v [ el [ (RO R
col |V ||| V™| ug” |2

col Vu [[*uf[|* + €] Vg

o™ 22 1™ (6]l (™) 2y |5 | V£
m m m 1/2 m m
o™ A2 ™ [l (™) 2y 162 [ (o™ 2|2 V£

o™ 122 ™l | o™ ) 2™ [ 2] g |2 V£
L™ 12 a™ [ o) 2y |2y |2 VA
co([[Vu™ | *[luy[* + [ VE*) + €] V']

iepl
IN

™ lfoo [[0™ [[6 |l Vi

collp™ oo I u 1€ 18116 | 7 ug |
col Vu™ |[[[£*/%]| VH[ 2 [ g
collVu™ | [£llZ + el V||,

IN A

IN
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Is < colllfe]l* + [lu"]).

Substituindo as estimativas anteriores em (6.30), obtemos

d m m m m m m
o™ a2 4 (Va2 < e (a1 + A [P+ |70 [° + (1] + [E1]7). - (6.31)

Lembremos que a constante cy acima obtida, é independente do tamanho do dominio.

Notemos que tomando v = u}* em (6.17) encontramos
1™ 2|2 = (p™ € ) — (™ - V)u™, uy") — p(Au™, uy?).

Assim, aplicando a desigualdade de Young e usando que u' € Jo(Q), || D*ull'|| < cc e a > 0,

a ultima igualdade implica que

olu () < ca(l£0)]* + | Au™ (0)[|* + || (w™(0)-) V™ (0)]*)
< cofO)]* + [[Aa™ (0)[* + [[u™ (0) |5 V™ (0)]]3)
< co([fO)]” + [[Aa™ () [* + [|[Vu™ (0)*(| Au™ (0) [ V™ (0)]| + [[Vu™ (0)]%)
< co([fO)[* + [|[Au™ (0)[I* + [ Vu™ (0)[|° + [ Vu™ (0)]]*)
< co(|[fO)[* + | Auo|* + | Vo] + [[Vuo|*). (6.32)

Portanto ||uf"(0)||* ¢ uniformemente limitado e conseqiientemente, com a ajuda do Lema

6.8, a desigualdade (6.31) implica que

¢
" ()11 < F5(t); / IVuy (7)*dr < Fe(t),
0
para algumas fungoes continuas Fx(t), Fs(t).

Observacgao 6.11. Notemos que para obter a estimativa (6.32) ndo foi necessdrio usar que
ug € L?(Q).

Agora iremos obter algumas estimativas uniformes para o termo ||Au™||. Tomando v =
Au™ em (6.17) obtemos

pllAu™|* = (p™f, Au™) + (o™, Au™) — (p"(u™ - V)u™, Au™). (6.33)
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Usando o Lema 6.4 temos

(" (0™ - V)u"™, Au™)| < {[p"™[|oo[[u™ [|6][ V™ [|s]| Au™|
< ool V| ([ Au™ V[V 2 4 [V am )] Au™|
< (IVu™[I* + [Va™[°) + e] Au™ % (6.34)

Usando (6.34) em (6.33), encontramos que
[Au™ [ < co([I£]* + [[u"[|* + [|Va™ || + [ Va™|[), (6.35)

sendo ¢y independente do tamanho de 2. Notemos que pelo Lema 6.4, as estimativas ante-

riores implicam
|D*u™ || < eo(||Au™|| + [[Vu™]]). (6.36)
Notemos também que
[u™[l6 < cal| Vu™|]. (6.37)

Assim, coletando as tltimas estimativas, obtemos o seguinte lema:

Lema 6.12. Seja (u™, p™) solug¢ao de (6.17)-(6.20). FEntio para t € [0,T), as sequintes

estimativas sao satisfeitas
t l" ()" < F5(2),
| 1w @ik < R,
[ Aw™[* < F2(2),
|D*w™|] < Fy(t),
[w™lle < Fo(2),
para algumas fungoes continuas Fs(t), Fg(t), F7(t), Fs(t) e Fy(t).

Para derivar estimativas de maior regularidade, usamos a regularidade do operador de

Stokes [5]. De fato, notemos que

p(Vu™, Vw) = —(p"(u" + (u™ - V)u™ —f),w) (6.38)

I
=
2
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para qualquer w € D(f2). As estimativas previas implicam que ¥ é uniformemente limitada
em L*(0,T;L5()) para todo T" < T. Assim, segue-se dos resultados de Amrouche e Girault
[5], que

u™ e L30,T; W5(Q)). (6.39)
Pelas imersoes de Sobolev temos que

vu™ e L0, T ; L>(Q)%).

Como py € C'(Q), aplicando os resultados de Ladyzhenskaya (veja Lema 1.3 em [75]), para

p™, podemos obter diretamente que

V™ e L0, T L¥(Q)), (6.40)
P e L0, T'; (). (6.41)

Observacao 6.13. Notemos aqui que nas estimativas obtidas até o momento para (u™, p™)
o dominio em consideracao, € um dominio limitado. Notemos também que as estimativas
dadas pelo Lema 6.10 e o Lema 6.12 téem a propriedade de nao depender do tamanho do

dominio; o mesmo acontece com as estimativas (6.39), (6.40) e (6.41).

6.3 Prova do Teorema 6.1.

Iniciamos mostrando a seguinte proposicao relativa a existéncia de solucoes fortes do

sistema (6.1)-(6.5) para o caso €2 dominio limitado

Proposicao 6.14. Suponhamos que as condigcoes (0.6)-(6.8) sao satisfeitas pelos dados
po, g, e f. Entao o problema (6.1)-(6.5) possui uma solugao forte (u,p) definida em al-
gum intervalo de tempo [0, T*), onde T* € (0,T]. Esta solu¢ao satisfaz

P(pu; + p(u - Vu) — pf) + pAu = 0, (6.42)

pr+u-Vp=20 (6.43)
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q.t.p, em Q x (0,T*). Além disso, se (uy,p1) € uma outra solu¢iao com

d
u;, € L*0,T%; Jo()), prlis L*(0, T L*(Q)),

pr € L0, T L=(R)), Vpr € L*(0,T*L>(2)),
entao u =uy e p = p1.

Demonstracao:. As estimativas encontradas na secao previa, implicam a existéncia de
uma subseqiiéncia (u™, p™), a qual também denotamos pelo mesmo superindice m, e um par
(u, p) tal que (u™, p™) converge para (u, p) em algum sentido fraco, o qual é suficiente para
passar ao limite em (6.17)-(6.20) e obter (6.15). Na verdade, para qualquer ¢ € C§°(0,T) e
qualquer v € U;>1J;

T*
| s ot Vum) < s+ w0 =0 (6.44)
0
Fazendo m — oo, obtemos
< puy + p(u-Vu) — pf — pAu,v >=0, ¢.t.p,em (0,77), (6.45)

para todo v € Uj>1J;.

Isto implica P(pu; + p(u- Vu) — pf — pAu) =0, g.t.p em Q x (0,77).

Com respeito a equacao da densidade, observemos por exemplo que, u™ — u fortemente
em L*(0,7";L*(Q)), e pi* — p; fracamente em L?*(0,7"; L*(Q)) e Vp™ — Vp fracamente em
L*(0,7"; L(2)) para todo T" < T*. Isto leva a

pr+u- VP = 07
no sentido distribucional. Também podemos provar que
lim ||Vu(t) -V =0, lim [[Au(t) — Auy|| = 0.
Jim [[Vu(t) = Vo[ =0, lim [[Au(t) — Augll
Finalmente, como
lp(u - V)|l < col|Aul| +[[Vul* + [[Vul*),

(cp independente do tamanho de Q) e f € L?(0,T;L?*()), temos

pu; + p(u - Vu) — pf — pAu € L*(0, T, L*()), T < T*.
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Como as fungdes ¢™ (¢, x) = 37", ¢;(t)w? (x), com coeficientes continuos em [0, 7] sio densas

em L%(0,T;J(2)), entdao temos que existe uma funcao p(t,z) com Vp € L2(0,T'; L*(2)) tal
que

pu; + p(u - Vu) — pf — pAu = —Vp.

Com respeito a unicidade, denotemos por v =u — uy, 0 = p — p;. Assim, v, p satisfazem o

seguinte sistema

P(pvi+ pi(ur - V)v) + pAv = P(of — ouy, — o(u- V)u — pi(v- V)u),
(6.46)
oo +u-Vo = —v-Vpy.

Multiplicando a primeira equagao em (6.46) por v, obtemos

ld

S VI 4 ul[ OV = (of = ow, — o(u - V)u = pr(v- V)u, v)

+ 50y = (- V), v).

Estimando de maneira usual, a partir da tltima equacao encontramos

t t
vl + / IVv]Pds < Co / (12 + el + [Vl Au]?)llo]%ds
0 0
t
TyeE / (I + (7 + o) v ds.
0

Multiplicando a segunda equagdo em (6.46) por o, integrando com respeito a = e t em
2 x (0,7, obtemos

t
lel* < Ca/ [V [I1IVorlloollellds
0

t t
< o [ IVPdsco [ 190 ol
0 0
A partir das duas ultimas desigualdades podemos encontrar que
t
V]I +[loll® < Ca/ HE)([VIP + llell*)ds,
0

onde H(t) é uma funcao integravel. Portanto, pelo Lema de Gronwall temos que

IVI* +1lell* =0, isto é, u =y, p=pi. (6.47)
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Isto completa a prova no caso de dominios limitados. [ |

Agora, no caso de 2 ser um dominio nao limitado com fronteira 02 uniformemente de
classe C3, escolhemos uma seqiiéncia crescente de subdominios limitados {2}, € C Qy C ...
tais que Q = U2, e 9 sendo uniformemente de classe C?, para todo k € N.

Seja {ugr} em Jo(Q) com Vug, em L2(Q), tal que o suporte {ug,} C Q, com ||[Vug| <
|Vug|| e [[V(ugr — ug)|| — 0, quando k — oo. A existéncia de esta seqiiéncia é dada pelo
Lema 6.9.

Em cada subdominio €, definimos por u*, p* sendo a solucio forte dada pela Proposicao
6.14 construida em Q x (0,7) com condigdo inicial sendo u*(0) = ug, p*(0) = p§, onde pk
¢ a restricao de py a Q. A existéncia de um intervalo comum de existéncia [0, 7*) para todo
k, é de fato satisfeita. Os dados f em (6.8) sdo agora assumidos sendo a restrigao de f a
Q.. Todas as solugdes {(u®, p*)} satisfazem as estimativas da Secdo 3. Além disso, estas

estimativas sao uniformes com respeito a k. Assim, para qualquer [ fixo, e para [ < k, temos

u® € L0, T Jo(Y),

D*u* € L*(0, 7% L5()

uf € L2(0, T Jo()) N L0, T*; LA(y
Vpk e L0, T L)),

pi € L0, 7% L()).

Y

J

)
)
)
)

Queremos aplicar o processo diagonal de Cantor tomando como seqiiéncia inicial {(u*, p*)}r>1.
Para isto prosseguimos como em Heywood [54]. Em primeira instancia, como cada solucao
(u*, p*) esta definida somente em €, estendemos dita solugao para o dominio todo 2. Acon-
tece que devido & regularidade que deve preservar cada solucao (u*, p¥), esta extensao nio
deve ser arbitraria; por exemplo, a extensao por zero funciona somente no caso de solugoes
fracas. Neste caso, como estamos trabalhando com solugoes fortes, usamos os Teoremas de
extensao de espacos de Sobolev (veja por exemplo, Adams [1], Cap.IV). Assim, cada par

(u*, p*) é estendido a Q por um novo par (", 5*) de maneira que dita extensio preserva a



regularidade nos espacos nos quais esta definida (u*, p*), isto ¢,
" € L0, T%; Jo(9),

D*a* € L*(0, 7% L5(Q)),

€ L2(0,T; Jo(Q)) N L>2(0, T L2(),

Vit e L0, 7% L>(Q)),

pr e L0, T L™(Q)).

175

Além disso as normas de (ﬁk ,¥) nos espacos acima podem ser melhoradas, devido & con-

tinuidade do operador extensao, por constantes que dependem somente da regularidade do

dominio e dos expoentes dos espacos de Sobolev envolvidos, vezes as normas respectivas de

(u”, p*). Denotemos ditas extensdes novamente por (u®, p¥). Seja k = 1. Notemos que das

tiltimas estimativas podemos extrair uma subseqiiéncia {(ub* pl*)} de {(u*, p*)}, a qual

converge no respectivo sentido fraco para algum limite (uy, p1) tal que

Y

w € L0, T%; Jo(2

D*u; € L*(0, 7% L5(O,

w;, € L*(0,T%; Jo(21)) N L>(0, T*; L*(Q
Vpr € L0, T L°()),

p1, € L0, 7% L®()).

)

Y

)
),
)
)

Novamente, extraimos uma subseqiiéncia {(u®*, p**)} de {(ub*, p*)}, a qual converge no

respectivo sentido fraco para algum limite (ug, p2) tal que

uy € L=(0,T%; Jo(Q),

D*uy € L*(0, 7%, L5(9y)),

uy, € L2(0,T%; Jo(Q)) N L>®(0, T*; L*(s
Vpa € L=(0, T L®(Qy)

pa, € L®(0,T*; L®(y)).

),
)

Y

Assim, continuando com este processo encontramos uma seqiéncia de subseqiiéncias de

{(u*, p*)}x>1 a qual pode ser escrita como linhas duma matriz. Tomemos a seqiiéncia di-

agonal, a qual é uma subseqiiéncia de {(u*, p¥)} e satisfaz as estimativas acima para todo
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k € N. Denotando o seu respectivo limite por (u, p), temos que este limite satisfaz

u e L0, T%; Jo(Q),
Vu € L*(0, T L5(Q)),
D*u € L*(0,T%; L°(2)),
w, € L0, T%; Jo(Q)) N L>=(0, T* L*(Q),
Vp e L>(0,T*L>(Q)),

pr € L>(0,T7; L=(Q2)).

Observacgao 6.15. Notemos que a velocidade w satisfaz w € L>(0,T*; L}

loc

(Q)). Notemos
também que a regularidade espacial da u € L(Q), implica um decaimento da u para zero,

quando |x| tende ao infinito.

6.4 Unicidade

Seja (u, p,p) e (uy, p1,p1) sendo duas solugoes fortes de (6.1) em [0,7*), correspondentes
ao mesmo dado ug, pg, f. Definamos v = u—uy,0 = p— p1, e 7 = p — p;. Notemos que
v satisfaz v; € L*(0,7*;L%*(Q)). Como v(.,0) = 0, concluimos que v € L?(0,T*; L*(Q)).

Também temos que v € L*(0,T*; J5(2)). Como resultado obtemos o seguinte teorema

Teorema 6.16. Seja Q um dominio do R® com fronteira uniformemente de classe C* tal
que Jo(Q) NL2(Q) = J1(Q). Se o € L=(0,T*; L*?(Q)), entdo p = p1,u= w; ep = p;.

Demonstragao:.Para provar este teorema, tomamos a diferenca entre as respectivas equagoes

de conservacao do momentum, isto é,
pvi+p(u-Vv) — pAv +Vr = o(f —uy; —uy - Vuy) — pv - Vuy. (6.48)
Entao, multiplicando esta identidade por v, integrando em €2 e usando que Jy(2) N L*(Q) =

J1(22) obtemos a seguinte desigualdade

1d
g1V V17 < (ol = s = i Vv + piv Vs
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Trabalhando como na Secao 3, obtemos a seguinte estimativa

1d
5 1)V VI < ellsgallf = wie = (an - V)wllslvile + () v Ve [l

IN

1
collel32lIf = e — (wr - V) [+ SIVVI* + [[(0) 29[Vt o

Conseqlientemente encontramos que

Ld

2dt|

i
52+ 21V < Flelys + G P (6.49)
para algumas fungoes nao-negativas F'(t), G(t) € L*(0,7*). Notemos que
ot + div(up) = —v - Vp. (6.50)
assim podemos deduzir que
3/2 : 3/2y ~ 9 1/2
(Io]*%)e + div(ule[™®) < S[vI[V oo 7.

Integrando em €2 obtemos que

d 3
G [1erae < 5 [ MI9nilel s

IN

3 1/2
< §’V‘6’VP1HQ’3/2
< V|| Vpulloly

3/2°
Conseqiientemente,

4 1/2 d 1/2
§||Q||3/2£”QH3/2
col VY[V pillllells/2

0
TIVVIE + H@llells)2, (6.51)

d 2
%”QH3/2

IN

IN

para alguma fungao nao-negativa H(t) € L'(0,T*). As desigualdades acima implicam que
1 d
TIVVIE + VP +llellse) < (F@) + Go) + HO)IVIP + llells ).

Finalmente, pelo Lema de Gronwall, a desigualdade acima implica o teorema. [ |
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6.4.1 Prova do Teorema 6.2.

A prova deste teorema segue combinando as técnicas apresentadas nas segoes previas e
argumentos devidos a Heywood e Rennacher [55], Boldrini e Medar [12]. Podemos repetir

os argumentos usados na prova do Teorema 6.1 e obter
d m m m m m
Va2 el A + el () PP < [ Va4 e sup ||, (6.52)

onde ¢, ¢q, ¢ sao constantes as quais sao independentes do tamanho do dominio 2. Assim,
resultados sobre desigualdades diferenciais podem ser aplicados para concluir que para ||Vuy||

e sup,s, |||, sendo suficientemente pequenos,

sup [|[Vu"™|| < C,.
>0

Multiplicando (6.52) por e**, com a > 0, integrando no tempo de 0 até ¢, e multiplicando a

desigualdade resultante por e~®* e usando as limitagoes uniformes de (6.9), obtemos que
t t
e_o‘t/ e ||ul||?ds < Oy, e_at/ e[| Au™(s)||2ds < C,.
0 0

Agora, lembremos que derivando a equagdo (6.17) com respeito a t, tomando v = uj*(t) €

I (£2), usando que p* = —div(p™u™), encontramos

d m m m m m m
™) a4 (Va2 < (a1 + LA™ 2+ |70 [* 4 (115 + [E11%). - (6.53)

com as constantes sendo independentes do tamanho do dominio (veja (6.31)). Assim, mul-

tiplicando (6.53) por e*, integrando com respeito a ¢t de 0 até ¢ obtemos
t t
| (p™) a1 +/0 e[ Vuy(s)|*ds < collu(0)]” +/0 e (|| fll71 + [I£:]1*)ds +
t
+ Ca(&)/0 e (a1 + |Aw™[[* + | Vu™||*)ds.

Usando a ultima desigualdade podemos encontrar (6.10)-(6.11). Analogamente a (6.33),

tomando v = Au™ em (6.17) obtemos

pllAa™|* = (p™f, Au™) + (p"ug", Agg") = (p™ (0™ )u™, Au™). (6.54)
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Assim, estimando o lado direito de (6.54), obtemos a desigualdade (6.12).

As estimativas previas implicam que
t
oot / O3 MW 4 0™ - V™ — ) |ods < C (6.55)
0

Como na Secao 3, a partir da desigualdade acima segue-se (6.13)-(6.14). Isto finaliza a prova
do Teorema. [ |

Como em [12], se consideramos forcas externas com decaimento exponencial no tempo,
podemos também obter solugoes mais regulares que as dadas pelo Teorema 6.2. Na verdade,

podemos mostrar o seguinte resultado

Teorema 6.17. Suponhamos que as condigoes (6.6)-(6.8) sao satisfeitas pelos dados pg,ug e
suponhamos que para algum & > 0,e5f € L>=(0,00; HY(Q)), e¥'f; € L>=(0, 00; L3()). Entdo,
se [[Vugl| e ||f]| oo (0,0012()) SG0 suficientemente pequenas em norma, a solugao de (6.1)-(6.5)
existe globalmente em tempo e além disso existe uma constante positiva £ < & tal que para

qualquer 0 < 0 < £, valem as sequintes estimativas

supe® || Vu(t)|| < oo, (6.56)
>0
sup e’ ||lu,(t)|| < oo, (6.57)
>0
¢
sup/ ||V (s)||’ds < oo, (6.58)
t>0 Jo
sup e’ || Au(t)|| < oo, (6.59)
>0
¢
sup/ e ||Vu(s)|2ds < oo (6.60)
t>0 Jo
¢
sup/ || D*u(s)||2ds < oo. (6.61)
t>0 Jo



CAPITULO 7

Conclusoes e trabalhos futuros

The real mathematician is an enthusiast per se.
Without enthusiasm no mathematics.

Novalis

7.1 Conclusoes gerais

Neste trabalho de tese apresentamos resultados de existéncia, unicidade, regularidade e
estabilidade de alguns sistemas de equacoes do tipo Navier-Stokes.

Provamos resultados de existéncia, unicidade e dependéncia continua de solugoes ultra
fracas para as equacoes de Boussinesq estacionarias, com condicoes de fronteira pouco reg-
ulares, do tipo Dirichlet para a velocidade e condigoes mistas do tipo Dirichlet e Neumann
para a temperatura.

Provamos resultados existéncia, unicidade e estabilidade de solugoes periédicas no tempo
brandas e fortes em dominios nao limitados, para o sistema de Boussinesq no caso evolutivo
em espagos LP fracos.

Provamos a existéncia global de solucoes fortes para o sistema de equacoes dos fluidos

micropolares com condigoes de pequenez sobre os parametros e mostramos que tais solugoes
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convergem uniformemente para solugoes estacionarias quando ¢ — oo, com uma taxa de
decaimento exponencial.

Consideramos uma classe de equacoes nao lineares estacionarias abstratas em um espaco
de Hilbert separavel e demonstramos propriedades qualitativas relativas a esse modelo, entre
elas, uma propriedade sobre a cardinalidade do conjunto das solucoes do modelo abstrato
em questao e uma propriedade de dependéncia continua das solucoes com respeito aos dados
do problema.

Demonstramos a existéncia de solugoes fortes para as equagoes de Navier-Stokes nao

homogéneas para o caso p = 2 no caso de dominios nao limitados uniformemente de classe

3.

7.2 Trabalhos futuros

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho, ficaram questoes a serem analisadas no
futuro, a saber:

Como foi comprovado, é de relevante importancia estudar propriedades de problemas de
valor de fronteira do tipo eliptico e problemas de Navier-Stokes em estado estacionario, sobre
dominios n-dimensionais pouco regulares. Se pretende realizar um estudo mais amplo desta
problematica. Isto possivelmente permitirda melhorar as dificuldades técnicas apresentadas
no estudo de existéncia de solugoes ultra fracas com condigoes mistas sobre os dados de
fronteira, consideradas no Capitulo 2, assim como também aplicar tais teorias na resolucao
de outros problemas relacionados.

Sabemos que a existéncia de solugoes peridédicas para as equacgoes de Navier-Stokes e
variantes destas, como as equacoes de Boussinesq, em dominios tri-dimensionais arbitrarios
¢é ainda uma questao em aberto. Pretendemos tentar resolver parcialmente este problema
aumentando a classe de dominios para os quais este problema ja tem resposta.

Utilizando técnicas de semigrupos, pretendemos explorar um pouco mas questoes matematicas
relativas a existéncia de solucao para o modelo de fluidos micropolares.

Se pretende realizar um estudo sobre a existéncia de atratores globais para o modelo evo-
lutivo, correspondente modelo abstrato estacionario considerado no Capitulo 5. Lembremos

que dito sistema cobre véarios modelos das equagoes da mecanica dos fluidos em dominios tri-
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dimensionais e neste tipo de dominios o nao conhecimento da unicidade das solucoes fracas,
impede o uso de técnicas usuais para a obtencao de atratores.

Sera possivel fazer um estudo via operadores de evolucao para o modelo apresentado no
Capitulo 6 deste trabalho? Esta é uma pergunta que continua em aberto. Observamos que
no caso nao-homogéneo tal estudo foi feito por Okamoto [98] no contexto L?, porém um
estudo no contexto LP ainda nao existe uma resposta para esta questao.

O comportamento assintético das solucoes do modelo de Navier-Stokes nao homogéneo,
quando t vai para o infinito, nao tem sido estudado. Isto constitui uma nova pergunta que
merece ser analisada. Outras questoes sobre dito modelo sao as seguintes:

Um estudo do modelo em dominios estreitos (Thin domains) também é um aspecto que
mereceria ser desenvolvido.

Questoes numéricas associadas ao modelo proposto seriam interessantes de desenvolver.
Este é um campo que nao tem sido pesquisado.

Estudar o modelo associado em dominios que variam com o tempo constitui questoes
interessantes a serem analisadas.

Estudar problemas de controle onde as restricoes dinamicas vem dadas pelo sistema
estudado neste trabalho.

Qual sera o comportamento da solucao do sistema se a viscosidad convergem para zero?
Sera que a solugao converge a solugdo de um fluido ndo homogéneo ideal (ou de Euler)?

Como sao as explosoes da solugao forte?

As mesmas perguntas feitas para as equacoes de Navier-Stokes classicas poderiam ser

feitas para este modelo?
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