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Abstract

in this thesis we establish the existence of multiple solutions for the
semilinear elliptic problem

—Au = glz,
u={ on %L,

where 2 C R" is a bounded domain with smooth boundary 852
g: xR — Ris a function of class C* such that g(x,0} = 0 and
which is asymptotically linear at infinitv. We use critical groups to
distinguish the critical points.

il



Resumo

Nesta tese estabelecemos multiplicidade de solugbes para o proble-
ma eliptico semilinear

Ay =gz, u) in £
u=0 on &,

em que @ C RY é um dominio limitado com bordo suave 92,
g: QxR — R éuma funcio de classe C* tal que ¢(z,0) =0ea
qual é assintoticamente linear ou seccionalmente linear no infinito.
Usamos grupos criticos para distinguir pontos criticos.



Introducao

O objetivo deste trabalhe € o de estudar problemas de multiplicidade de
solucdes para equacbes do tipo —Awy = g{z,u) em um espago de Sobolev
adequado, com condicdes de fronteira de Dirichlet. Tais equacgbes podem
modelar varios problemas em fisica e biologia.

Estudaremos equacgdes elipticas com ndo-linearidades, tendo comporta-
mento linear no infinito, de dois tipos: assintoticamente lineares € seccional-
mente lineares {assimétricas). Discutiremos alguns resultados de multiplici-
dade via métodos variacionais e teoria de Morse.

Mais precisamente, consideraremos o problema do tipo eliptico

~Au=g(z,u) em QCRY

P
P u=1{ em 38,

em que g: @ x R — R é uma funcio de classe C! e g{z.0) = 0 para todo
z ¢ §). Esta dltima condicdo nos diz que a funclo identicarnente nula é
solucdo de (P), que doravante serd chamada de solugho trivial. Estamos
interessados em multiplicidade de solugdes néo triviais.

Solugdes do problema {P) sdo precisamente os pontos criticos do funcional

1
Flu)= 5}/{)%?721;25&— J/{:G(x,u)d:r; u € Hy(),

em que G{z,u) = J"Ou gz, t)dt. O espago de Sobolev no qual o funcional estéd
definido € escolhido de acordo com as condicdes de fronteira, no presente caso
a condicho de fronteira de Dirichlet sugere o espago H}{Q2). Usualmente, para
encontrar ponios criticos para ¢ funcional £, mostra-se que o funcional tem



Introducgio i

certa estrutura geométrica e que o conjunto de seus pontos criticos tem um
tipo de compacidade, condicio de Palais-Smale (FPS).

Em nosso caso, mostraremos que o funcional F., tem a0 mesmo tempo
pontos criticos do tipo ponto de sela e passagem da montanha (generaliza-
do). Estudamos também o caso em que a solugdo trivial é minimo local
Neste caso, para estudar solugdes de (P) que mudam de sinal, lidamos com
geometrias mais particulares.

Uma das principais dificuldades no estudo de tais problemas é que a
nio-linearidade ndo satisfaz a celebrada condicgo de Ambrosetti-Rabinowitz.
Condicao esta usada tradicionalmente para mostrar que as sequéncias de
Palais-Smale sdo limitadas. Na literatura o problema aparece dividido em
dois casos: ressonante e nfo ressonante. Chamamos o problema de resso-
nante quando o limite assintético da ndc-linearidade pertence ao espectro do
Laplaciano. Caso contrario o problema € dito ndo ressonante. O funcional
F. no caso nfo ressonante, satisfaz a condiglio (PS). Nossos principals re-
sultados dizem respeito ao problema ressonante. Trabalharemos com uma
condigho de compacidade mais fraca que (PS5 chamada condigao de Cerami
(<.

Como coroldrio dos nossos resultades para o problema (P), obtemos mul-
tiplicidade para um problema autdnomo. Consideremos o problema

—Au=g{u) em £

(Pa)
@w =70 em 08,

em que ¢ : R — R é uma funcdo de classe C? e satisfaz g{0) = 0. Além do
comportamento linear no infinito a principal hipdtese sobre g é wma condigéo
de convexidade. a saber

g{t) é convexa set > 0. e

i
/

Git) é concavase t < 0.

LS

Este problema foi estudado por Ambrosetti & Mancini em [1}, Castro & Lazer

emn [10] e Mizoguchi [31] no caso assintoticamente linear. E por Céc em [8]

1O casoc assintoticamente seccionalmente linear.
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Nosso trabalho fol motivade pela téenica utilizada por Mizoguchi. Em
sen trabalho Mizoguchi mostra que o funcional, associado a {Pa). tem duas
geometrias distintas. Cada uma destas geometrias gera um ponto critico nao
irivial. Devido ao tipo da ndo-linearidade, é possivel calcular os indices de
homotopia {{ndice de Conley) de cada ponto critico. E assim se obtém a
multiplicidade desejada.

A hipdtese de convexidade sobre ¢ implica que {ver Proposicao 2.1,
p. 18]

lim [tg(t) — 26(1)] = oc,

ftj— o0
em que G(1) = fggia)ds Esta condicdo fol introduzida por Costa & Mag-
alhdes em [16], que mostraram ser suficiente para obter compacidade via a
condicao de Cerami. Este fato nos permite tratar o caso ressonante.

O primeiro capitulo expbe uma ieoria abstrata de pontos criticos em
espacos de Hilbert, De fato, apresentamos alguns resultados sobre teoria de
Morse que podem ser encontrados essencialmente nos livros de Chang [13]
e de Mawhin & Willem [30]. A diferenca principal estd no fato que nosso
funcional satisfaz a condicdo de Cerami, enguanto que nos livros citados
acima usa-se Palais-Smale.

No segundo capitulo estudamos o caso assintoticamente linear, ou seja, a
nao linearidade satisfaz

gz, t) = af + olt),

gquando {t| — oc, e @ é uma constante positiva. Para sermos precisos, neste
caso. o problema ¢ dito ressonante se o € um autovalor do problema linear

—Au = Au em 2
u=0 em I

Nossas hipdteses sobre g sio motivadas pela nic linearidade do problema
(Pa). |
No terceiro capitulo estudaremos o problema assintoticamente seccional-
mente linear,
g(z.t) = at® — At + o(t)
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guando {tj = =, e o e J sdo constantes positivas. Neste caso o problema é
dito ressonante quando o par (e, J) esta no chamado espectro de Fuéik. Isto

&, (e, 8} é um “autovalor” do problema seccionalmente linear

—&u = ut —npuT em D

o

u={ e

Ainda neste capitulo estudamos o caso NV = 1, digamos £ =)0, x|, Tratamos
de problemas com condigdes de {ronteira de Dirichlet e periddicas. Obtemos
resultados melhores (retiramos algumas hipdteses da ndo linearidade) devi-
do a particularidade da dimensio. O quarto capitulo é um apéndice, onde

demonstramos um lema de deformacéo.



Capitulo 1

Teoria dos Pontos Criticos

Neste capitulo, algumas definigBes e resultados da Teoria de Pontos Criticos e
da Teoria de Morge sio recordados. Iistes resultados serfio usados nas provas

dos teoremas principais dos capitulos seguintes. Em [13! a condigdo (F5) é
usada. enquanto que agui usamos uma condi¢io de compacidade mais fraca
no funcional.

Seija H um espaco de Hilbert e f : H -» R um funcional de classe O
Denote o conjunto dos pontos criticos de f por K. Dado ¢ € R seja

fo={ze H: flr)<cleK, = N K.

Definicdo 1.1 Dados f € CH{H. R) e c € R, dizemos que [ satisfaz a con-
dicdo de Cerami ne nivel ¢ € R, denotemos por (C}., se toda sequéncia
{xn} C H sotisfazendo

Flzn) = ¢ e I+ {2zl (za)l] = 6. n —oc,

possui wma subsequéncia convergente. Se [ satisfaz a condigde (C), para
todo ¢ € R. dizemos que [ satisfaz ¢ condigdo (C).

E conhecido que a condigio (PS) implica a condicio (C).

Definicdo 1.2 Dizemos que f € CHH. R) possut a propriedade de deforma-
cio se para todo a < b tais que K 7 f~Ya, by = G, temos que fo € um retrato
de deformagdo de fi \ K.

[
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O proxime resultado € uma versdo de um lema de deformacéo, em que (PS) é
substituido por () {para referéncias veja [13]) provado em [33] (veja também
[34]).

Lema 1.1 {Segundo Lema de Deformacio) Suponhae que [ € CH{H,R)
satisfaz a condicéo (C e a € o dnico possivel valor critico de | no interve-
lo la.b). Suponhe gque as componentes conezas de K, sdo pontos isolados.
Entdc, f. € um retrato de deformacdo de fi \ K.

Este lema € uma ferramenta fundamental na teoria dos pontos criticos. Agora
apresentaremos algumas versdes de teoremas conhecidos, cijas provas podem
ser encontradas em [13], com a hipdtese {PS). Entretanto, essencialmente
as mesmas provas valem com a condicio () substituindo a condigdo (PS).

Denote H,(X. Y} como o grupo de homologia singular relativo com coe-
ficientes em Z. em que ¥ C X sdo espacos topoldgicos.

Definicdo 1.3 Sejo zp wm ponie critico isolado de f, e zejo ¢ = flzg).
Chemamos

Cp{f, $g) = Hp(fc M Um“f J e \{‘EQ}

o p-ésimo grupo critico de [ em zp. p =€ N, em que Uy, é uma vizinhange
de 3.

Teorema 1.1 Sejo f € C*{H.R). Suponha que o € Hy( [y, fu) € ndo trivial,
e seja

¢ = inf sup flz). (1.1)
e

Suponha que [ possut a propriedade de deformagdo. Entdo eziste zy € K,
tal que C?(f xo) # g

Demonstracaoc: A exisiéncia de xg se segue de
Afirmagas 1: Hf(fc; fe \ Kc} # 0

Demonstragdo: Para todo ¢ > 0, 3 ( € o com suporte || C fer.. Seja
y = 8¢ Wy < fo © fo. Afirmamos que [y € H;oi{f.\ K.) é ndo trivial. De
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fato, se [y é trivial, ento existe uma j-cadeia singular 7 tal que 7] C .\ K,
e [67] = [y]. Devido ao Segundo Lema de Deformacéo, 3 1 € C{H, H),

Y

satisfazendo 57 ~ id e p{f. \ K.) C f._. para algum ¢ > 0. Sela n = ni7).

i\

7l e |nl C foee. que contradiz a definigho de ¢

4

temos |4 |
Considere a sequéncia exata do par { foro. fo \ K,)

é!]w? fyt

Sy H:{ﬁwe fe \\ K,:} Ty ﬁ?_j—-l"{fc\}{c — Hjml

l

fc%wej e

R—

em que i1 fo\ K. — fere € a inclusdo.  Desde que 1,1{{y]) = 0. ie,
ly] € keri,_y = Imd,.q, concluimos que

Hi( feve; fo\Ee) #0.

Novamente pelo Segundo Lema de Deformacio f, ~ f.... Usando a in-
varidncia por homotopia dos grupos de homologia, temos

gﬁ{ﬁff fc \\ }-{C} = H7<f6+é: fc \\ }:{C)'

E assim a Afirmacdo 1 estd provada.
A préxima afirmacio conclul a demonstracdo do teorema.

Afirmagdo 2: Suponha que K, = {z;}J". entdo temos
Ho(fer fo\ Ko) = EDCLUF 22).
i=0

Demonstracgo: Pelo Lema de Deformacio. existe € > 0 tal que

Hx{fc+£$ fc—e} b H*(fc fc \\ R,c)

Ho(fe\ Ko food) Hx(fv——eefc—e) =~ 0.

Considerando a sequéncia exata da tripla (f,, fo \ K., fee )t

B Hq{fc \\ Ke. fc"‘f) — Hq(fc; fc—e)
- HQ(fC’ Je \ ‘Kc) —> Hq—l(fc \ K., fc—e) — -
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concluimos que

8 - Hq{f: fcwe> e H‘g(fct J'rc \\ [{c) — {}:

bt
av)
I

Hylfer fome) o2 Holfo, fo\ KoL),

Usando a propriedade da excisio, podemos decompor 0s grupos de homologia
como soma direta dos grupos criticos, como se segue,

Hsk{jsc:fc \\ }(c} = Hx« <fc m U B(xz';’f}: fc . U(Bfmz ‘5) \ {QS&))
FE fu(
= @Cx!f xi):
=

para ¢ > 0 suficientemente pequenc. L

Definicao 1.4 Seja L wma bole de dimensdo topoldgica 7 em H e 5 um
subcongunte de . Dizemos que 3D e § estdo enlagados homologicamente,
5e 0D NS =@ e ir 08 £ 0, para cada 7 cadeia singular v com Ot = 90,
ern que |T| € 0 suporte de T.

A proposicao seguinte fornece exemplos de conjuntos enlacados homologi-
camente. As provas de que, de fato, elas se entrelacio sdo consequéncias dos
Exemplos 2 e 3, e do Teorema 1.2 do Capitulo IT de [13].

Proposigao 1.1 Seja Hy e Hy dois subespagos fechados de um espago de
Hilbert H. Suponha que

H=H & M. dimH <o
Entéo, se Dy = BrOH, e 51 = Hy, 004 e 8, sdo enlacados homologicamenie.

Proposicdo 1.2 Seja Hy e H, dois subespacos fechados de um espago de
Hilbert H. Suponha gue

H:flr}@ffg, dim H, < o¢.
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Considerc e € Hy, llell =1, e R, r, p> 0 com p < R. Sejam
Dy={r+se:ze HNB, s€{0R} e Sy=H, 0B,
Entao 9D3 e 55 zdo enlacades homologicamente.

O préximo tecrema relaciona conjuntos homologicamente enlacados com
a existéncia de ponios criticos com grupos criticos ndo triviais,

Teorema 1.2 {Teorema 1.1°, Capitulo II, [13]) Suponha que 9D ¢ S

sdo enlagados homologicamente, em que D € uma bola de dimensdo j. Se
e C(H R") satisfaz

flay>a Vo€l e flz)<a YredD,
entdo H(fo. fo) # 0 pora b > Max{f(2) | z € D}

Pretendemos dar uma estimativa dos grupos criticos de um ponto critico
isolade e degenerado. Para esta finalidade apresentamos o " Shifiing Theo-
rem’ . Primeiramente, considere o 7 Splitting Theorem” {ou Lema de Morse
Generalizado).

Tecorema 1.3 (Splitting Theorem) Suponha que U € uma vizinhanga de
zo em um espaco de Hilbert H e que f € CHU.R). Suponha que 2y € o ¥nico
ponto critico de f e que A = d*f{zg) com nicleo N. Se 0 é um ponto isolado
do spectro oA} ou ndo estd em o A), entdo existe ume bola Bs, § > 0, com
centro em 0, um homeomorfisme local que preserva ordem & definido em Bs,
e wma aplicagdo Ct h 2 B; M N — N tal gue

feolz+y)=s{Az.2)+ flhly) = y). VzebBs

.2 \
em que y = Py, 2= Py.x, ¢ Py € a projecdo ortogonal sobre o subespaco
N.

Chamamos A = o(U m N). O seguinte teorema relaciona os grupos
criticos dos pontos criticos de f e os de [ := f . Este teorema foi provade
pela primeira vez por Gromoll e Meyer [26 (veja [13]).
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Teorema 1.4 {Shifting Theorem) Sob as hipdteses do “Splitting Theo-
rem”, suponha gue o indice de Morse de [ em 2g € u. Entao temos

|
;

= Cpm;i(f:’x@}* p=UL

Se d” fl{ag) tem ntcleo de dimensio finita, entdo temos

%2}

p
In &

Coroldric 1.1 Suponha que N € de dimensdo finita v

(1} wm minimo local de f, entdo

(i1} wm mdzime local de f, entdo
Colf: 2o) = Oppin &,
(iit) nem um mdrimo local nem wm minimo local de f, entdo

Colfoza) =0 para p<p e p>pu-+w

A demonstragio do coroldrio acima pode ser encontrada em [13], e.



Capitulo 2

Nao-linearidades
A ssintoticamente Lineares

2.1 Introducao e principais resultados

Neste capitulo consideraremos o problema

—Au = g{z.u} em £ JN
(2.1)
uw=70 em O€Q.

em que © C RY € um dominio limitado com fronteira suave 99 e
g: xR — R é uma funcio de classe C! tal que g{z,0) = 0, 0 que
implica que (2.1} admite a solucio trivial w = 0. Estamos interessados em
solucdes nao triviais. Suponha que

g(z.1)

limsup
Bt i

<4 {LeR

As solugdes cldssicas do problema (2.1) correspondem aos pontos criticos do
funcional F definido em H}{2), por

1 , 5
Flu) = §]f IVul*de — J[ Glr,uddr, ue Hy(Q), (2.2}
) 0
em que G{z,t) = fé’ glz, s)ds. Sob as hipdteses acima, F € C%

v



[
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Denote por 0 < Ay < Ay < ... < A, < ... 0s autovalores do Laplaciano
—A com a condicao de fronteira de Dirichlet em €1, em que cada A; ocorre
na sequéncia tao freqilentemente quanto sua multiplicidade, e denote Ay = 0.
Escrevemos a{z) £ b{x) para indicar que al{z) < bz com a designaldade
egtrita em um conjunto de medida ndo nula.

Considere as seguinies hipdteses sobre g

1) g e CHOX R eg(z.0) =0

e
ga

Cglzt) rglz-t)y X
(g2} g tl ) (g 't ~1 é crescente com relagido a t > 0, q.t.p. em O, e de
- 7
forma estrita em uma vizinhanca da origem;

i b { : 3 gs'x' i‘} 1:
(g3) A; £ L{z) = liminf =t < limsup

s
[T L =0

g9{z.t)

.
= K{z) £ A,
uniformemente em {1

(g4) Ay € L{zy e lm{tglz, i) — 2G{z.t)] = oc, qt.p. em L

o0
Teorema 2.1 Seja g - 2 x R — R umae funcdo que satisfaca (gl) e (g2).
Suponha que existam k > 2 e m > k -+ 2 tais que

G(E,t) <Ay Y2€Q e teR e

X

i T OG0

S Ammiwl:

em que 03 limites sdo uniformes em $1. Suponha gue (g3) ou {g4) sdo satis-
feitas com j = m, entdo ¢ problemna (2.1) tem pelo menos duas solugdes ndo
triviais.

Teorema 2.2 Seja ¢: Q@ x R — R uma fungdo que satisfaca (gl). Suponha
que exista m > 2 tal que

F(80) < Ay < A < Eminf S8 < pnep 880 o

oo t jt—e0

em que 0s limites sGo uniformes em §2. Suponha que {g3) ou (gd) sdo sat-
isfeitas com j = m. Além disso se (gd) ocorre, suponha que existe Clz) €



2 Nio-lnearidades Assinioticamente Lineares

o

LYY tal que tg(a,t) — Gla,t) > Clzy Vi e R e gip em Q. Entdo o prob-
lema (2.1) tem pelo menos trés solugdes ndac irwiais, uma dos quais muda
de sinal. wma € positive £ outra € negative.

Teorema 2.3 Sene

O xR — R wmna funcdo gue satisfazco (gl) e {g2).

g
Suponha que erisia m > 3 tal gue

9{z.t

—

d{e.0) < Ay < Ap € lim

T i—=des

S }‘m‘%l:

em que og limites sdo uniformes em §1. Suponho que (g3) ou {g4) sdo satis-
feitas com j = m. Entdo o problema {2.1) tem pelo menos gquatro solucées
ndo triviais, uma das guais soluces muda de sinal, wma € positiva e outra €
negativa.

Teorema 2.4 Sejo g - 0 x R — R uma fungdo que satisfoca (gl) e (g2}

VD

Suponha que existe k > 1 tal que

g{z. 1)

Ao £ ¢7(2.0) < A < lim < Aps1s
ey 00

em gue 0§ limites s@o uniformes em 1, e 0 € wma solucdo isolada entao o
problema (2.1) tem exatamente duas sclugdes ndo triviais.

Observacao 2.1 Dizemos que o problema (2.1) tem ressonancia ou dupla
ressonancia quando ocorre, respectivamente,

&N
Hm ;g..(.f__.)_ — )\j?
Hl—oo I
T, 2’:\} fff.. I
A; £ lim infg(——'—-’-’- < 1imsupgl"'l < At
: [l o0 s | —roc ¢ '

para algum j > 1. uniformemente em Q {veja [2. 31). Multiplicidade para
problemas com dupla ressondncia fol tratado nos trabalhos recentes [37, 38,
39]. Em [37], o autor considera somente 0 caso autdnomo e supde hipdteses
fortes de nao-ressondncia. O Teorema 2.5, abaixo, ilustra o caso de uma
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funcio que satisfaz as hipdteses do Teorema 2.1 e nho satisfaz as hipdteses
em [38, 39]. Sob as condigbes do Teorema 2.2, e com a hipdtese mais restritiva
de ressondncia em apenas um autovalor, Dancer & Zhang (18] provaram que
o problema {2.1) tem pelo menos trés solugbes: uma solucdo que muda de
ginal, uma positiva e uma negativa.

Agora considere o problema auténomo

A
u

N

glu) em £

0 em O 23]

f

em que ¢ : R — R é uma funcio de classe C* tal que g(0) = 0. Castro &
Lazer [10], ¢ Ambrosetti & Mancini [1] provaram que se g € %, tg"(t) > 0
gtp.emRR e
M < g{0) < Ap < Tim g'(1) < A
para algum k > 1. entho o problema (2.3) tem exatamente duas solugdes nio
triviais. Em Mizoguchi [31], estd provado que se g € 7, 1¢"(#) > 0 q.t.p.
em R e
o1 290 < A < Mr < lim ¢'(E) < Ao,
gt

entdo existe pelo menos duas solugdes nao triviais para o problema (2.3).
Nosso préximo resultado estende os resultados anteriores.

Teorema 2.3 Seja g - R — R wma funcdo de classe C*, g{0) = 0, que
satisfaca

g(t) € convera set >0, ¢
g{t) € concava set < 0.

Suponha que existam k> 1 em = k-+1 tais que
A1 S0 <A LA € < A < t}‘im Q’(ﬂ < At
DO

entdo o problema (2.3) tem pelo menos duas solucles ndo triviais.
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De fato, a hipétese de convexidade acima implica que (veja a Proposicéo 2.1)

lim
=00

Him [tg(2) — 2G(1)] = =.

Assimm o teorerna anterior é um corclario do Tecrema 2.1.

Observagdo 2.2 Em [4], Bartsch, Chang & Wang mostraram que se
gty > gltl/t.vi=£0e

G0 < A < Ao < A, < Hm '8} < A, (B> 20

AR .

entdo o problema (2.3} tem pelo menos quatro solucdes ndo triviais, duas
destas solucdes mudam de sinal, uma é positiva outra é negativa. Eles obser-
vam que as condicdes acima de ndo ressonéncia podem ser removidas usando
argumentos como em (31 e {131 Em [13], o autor supde que |g{f) — Apsa?]
é limitado, bem como uma condicio do tipo Landesman-Lazer. Em (3] os
autores supbem que lg{t) — Mg 18] < e(i#7 + 1), r € (0,1). para calcular os
grupos criticos no infinito. O préximo resultade é um coroldrio do Teorema
2.3.

Teorema 2.6 Seja ¢ - R — R uma funcdo de classe C*, g(0) = 0, que
satisfaca

gi{t) € convezaset >0, e
gt} € concava set < 0.

Suponha que existe m > 2 tal que

i
g <M< r <, < flim E_%l = Ao

—F T OC

Entdo o problema (2.3) tem pelo menos guatro solucbes ndo triviais, wma das
quais mudo de sinal, uma € positiva e outra € negativa.

Observacao 2.3 O funcional no caso ndo ressonante satisfaz a condicio de
Palais-Smale, (PS5}, e a dificuldade no caso ressonante € a perda da condigho
(PS5). Mas se a funcao g satisfaz a condicao

Hm (tg(x, 1) — 2G(x. ¢} = oo, uniformemente em €2,
fti—en )
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entio, em [16] Costa & Magalhfies, mostraram que tal condicio é suficiente
para se obter uma versdo mals fraca da condigdo (PS), chamada condicdo
de Cerami. (), a qual foi introduzida por Cerami em [11. A condigio (C)
foi usacda por Bartolo, Bendl & Fortunato em (2] para provar um resultado
de minimax geral.

2.2 A geometria do funcional

Seja g : 2 x R — R uma funcio de classe C' tal que g{x,0) = 0. Suponha
gue existam £ > 2 e m > k+ 2 tals que

Y 3 : gi‘*:'r’ N
A & L{z) = liminf =

[¢-3 o0 i -

em que os limites so uniformes em {1

Seija H = Hj{§1) e denote as normas em Hy(£2) e L*(Q) por | -] e |- 12,
respectivamente. Sejam Hi, Hy e Hj subespacos de H gerados pelas aut-
ofungbes correspondentes aos autovetores {Ai. ..., Az}, { ..., A} and
{MAmi1, .. b Tespectivamente.

O préximo resultado € semelhante ao Lema 1 em [31]. A demonstracio

apresentada aqui € uma variacdo da prova encontrada em [31]. Seja F o
funcional definido em (2.2).

Lema 2.1 5Sob as hipdteses acima e (g2), temos

(i) Ezister > 0 ¢ a > 0 tal gue Flu) > a para todo v € H, & Hy com
lult =,

(1) Flu) — —oc, quando |jull -~ oc, pare u € Hy & Ha;
(111) F'{u) <0 para todo u € Hy: e

(iv) F{u) > 0 para todo u € Hj.
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Demonstracao: Por {g2) e (2.4), podemos tomar niimeros positivos «, §

satisfazendo
gl t)

}\:’imlé <&<}\A

[N

para todo t € R com 1#] < 6. Além disso, 9‘{?{5 < Ame: Patatodo t € R de
(g2) e (2.4). Seja H ™ = ker(~A — Apyi{). Entiio b & Hy = V@ W, em
que V = H, @ H' . Parau € Hy @ Hy, ponhau=1v -+, comv €V e
w e W. Como V é gerado por um niimero finito de autofuncdes que estio

em L™, entdo existe r > 0 tal que

7= dmi1

reQ oY@

il < 7, em que v > Apay ¢ [Vl > ~w)? para todo w € W, Suponha
i

-w

. Se lv{z) + wiz) <4, entdo

T i‘ugzw Glz, v+ w)
> %Akm? + =y wl® - % (v + w)?
= %)\Astr|2»%i—ﬁ§u‘2~ é—a%ﬂz—— :—cz§w|2—atu
= —éa«wﬁ%%{a—a)iuiz%-é—()\k-a}%’ — QUw
> —éau:?‘%—é-()\k — &) v ~ avw
> ——i-)\mm;u,

Se |v{z) + w(z)| > &, temos

p , 1 . 1 .
|Glz,v+w) < §Am+1(v +w) - 5(}”’”*’"1 — a)é?

£ assim

1., T
—5}\3‘\1@ - zgu§2—G<ItmlL)

1 - i . 1 , 1 .
)\klvéz -+ 3”3%!2 - 5/\7}}.@.1&@ -+ "LU)E -+ g{)‘\m_H - (}’){)2

> =
2
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5 vl — ——)\mg wl]? — A VW
1 3
T :’{)\le — a)”
£
1 5 1 ,
J— M 12 ' g"|2
e A W ""”'_EA}L"“"&\}%L- — UL
4 2 .
1 1
) + [ s ’ 2
Sl B i }xm+: ;--wgz < — )\mq_é\'g;% ooy e R Vi
4 ) ’ 2 '

1 1 .
y 12 L2
> —E)\m+1§w§2—r§(_}\k —Cf}gﬁ — U
(para ver a dltima desigualdade. o leitor é convidado a considerar

1 N o1 IR L
Ei““ Ampr Wl + (o — Ay Jow + §(C<‘"}%m+1}355 + :ﬁk\)‘m%} — )0

como uma Torma quadratica em w e provar que ela € positiva definida).
Portanto, obtemos

Flu)y = -ﬁ-jgt wl|* — J[Gfiu

"

1.
> il = Proalu+ 50 - o)l
. 1 )\773_5.1 Ak LY . 9
2 -i1- — 1, Hul|.
> m1n{4(1 - > s }m‘l

Isto implica (i). Pela hipétese A,, € L{z)}, a Proposicdo 2 em [17] diz que
existe &; > 0 tal que

Haull? — f Lizytdz < =8 |lu|f Yue Hia H,.
)

Para mostrar (i), seja §; dado acima e ¢ > 0 tal que ¢ < A14;. Pela definicho
de L{z), existe M = M(¢) tal que
2F(x,t) > (L{z) - e)t* ~ M YteR qtpem 0.

Portanto. para u € Hy & H,. temos

2F{u) < Eugégmfl,{r}uzdrm;—:s%ulg - M|Q|
o

< (—a+5) Il

1
i

quando |iu|; — oc.
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pois €/ Ay — &y < 0. Prova-se diretamente que (iii) e {iv} se verificam. [

2.3 Estimativa para a nulidade

A

Seja ug um ponto critico de F, definido por (2.2}. O indice de Morse u(uy) de
ug & definido como a maxima dimensio dos subespagos de HZ{{1) nos quais
F¥{ug) € negativa definida. Denotamos a dimensio do nicleo de F{ug) por
viug). O proximo lema estima v{ug) para um ponto critico nfo trivial de F.

A demonstracéo € semelhante a do Lema 6 em [31.
Lema 2.2 Consideremos as hipdteses do Lema 2.1. Além disso suponha gue
G2 t) < dAppye Y250 e tER (2.5)

entdo temos viug) < m+1—k, desde que ug sejo wm ponte critico ndo trivial
de F.

Demonstraggo: Seja ug um ponto critico ndo trivial de F, isto é, uma
solugdo nao nula do problema (2.3). Denotemos g(z, ug) = gl{ug) e ¢'(z. ug) =
g'{ug). Note que F"(ug)u = 0 se, e somente se,

—Au = ¢'(ug)u em £
=10 em OfL.
De g{z,0) = 0. o problema ({2.3) pode ser reescrito na forma

—Su=glzjy em Q
u = ) em G,

em que gz} = glug)/ug se uglz) £ 0 e glz) = ¢(0) se up{z) = 0. Sabe-
mos que ug € uma solugdo cldssica de {2.3). Entfo ug ndo pode ser identi-
camente nula em algum subconjunto de 2 com medida positiva, pela pro-
priedade da continuacio dnica (veja 22}, Seja o <o << ap < --- e
By < By <o <3, £+ 08 autovalores dos problemas

—Au=ag(z)u em £

u=0 em 09, (2:6)
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~Au= 3¢ (ug)u em

W= em O

respectivamente. Sejam {¢,} e {&,} as correspondentes autofungdes dos
problemas (2.6) e (2.7) satisfazendo

(2.7)

f QUn¥mdZ = Opm
o

/ gi{us;\’@n@mdf = énm
Q
para todo n,m € N

Afirmacdo; O, < o, para todo n € N,

; 5 | alunic )y .
£y o ot e Y Flupirll o ; . o
De fato, por (g2) temos g'(uglz)) > S~ € novamente pela propriedade da
continuacao Unica

!{x €0 g {ulz)) > >0

i

gluo(z)) }
ugl )

Entéo aplicamos a Proposicio 1.12 A de [21], e assim a Afirmagdo acima estd

provada.

Agora. suponha que {v,} e {4, } denotem os autovalores dos problemas

—AU = VAU em 9 (2.8)
u=20 em Of2.
—Au=46xxu em §
=290 em g%,
respectivamente. Isto implica que v, = A/ A2 € &, = A/ A_:. Por (g2 e
(2.5}, temos

(2.9)

{up{z
o Slun(@)

up{T)
para todo z € O tal que ug{z) # 0. Pelo mesmo método da prova da
desigualdade 3, < o, obtemos

< gi(uO(ZED < A2

Grpe1 < g1 =1 1= Upgo < e € 1= Upio < Singe.
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De ug % 0, segue-se entdo que 1 & um autovalor de (2.6}, Portanto, segue-se
gue g = 1, OU qgy1 = 1, ..., 0U Qimay = 1.
Se gme1 = 1, o fato

f«’qul < Gyt = 1= Vs < _37?1—?—2

implica que 1 ndo é autovalor de (2.7}, le., v{uy) =0

Se = 1, 0 fato

O < Gy, = 1= Vs < Synis

implica que v{up) < 1. Analogamente, se a1 = 1 entdo vug) <2, ..., e se
ap=1entdoviug < m+1—%k (k=m+1—-{(m-+1-Fk)}
Isto completa a prova do lema. 1

2.4 Uma condicao de compacidade

Agora provaremos uma condiglo de compacidade para o funcional F definido
por {2.2), no casc ressonante.

Considere g: O x R — R uma C'-funcio e G{z,1) = f; g(z, s)ds tal que

) gl{z. 1)

A; < limin < limsup == < Aj;1, uniformemente em 2; {2.10)
[thsox Hfrn t |
existe C(z) € LY tal que
tg{z.t) — 2G(z,t) > Clx), Yte R, paraqtp z €8}, (2.11)
e
lim ftg{z.t) — 2G{z. 1)) = o¢, paraqt.q. z € (2.12)

if]—roc
Em [16] estd provado que as hipdteses (2.10), (2.11) e (2.12) sdo suficientes
para provar que o funcional F', definido por (2.2}, satisfaz a condicdo de
Cerami.

Lema 2.3 Se g e G satisfazern (2,10}, {2.11) e (2,12} entdo F satisfez a
condigdo {(C).
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Demonstracio: A prova apresentada aqui € semelhante a prova do Lema
2 em [16]. Provaremos por contradicio.

Sejam ¢ € R e uma sequéncia {u,} € HI{) tal que Flu,) — ce
() gl — 0 quando n — oc. Segue-se que

P

limm ]{ung{:f, Un) = 2G{2, un) b = lim [2F{uy,) — Fllugu, = 2¢. (2.

To—r OO

3)

Como §2 € limitado e g(x, ) é suberftico, entdo se {u,} é limitada em
H}, pela compacidade das imersdes de Soboley e por argumentos padrdes
sabemnos que existe uma subsequéncia de {u,} em H;{{1) que converge forte-
mente para um ponto critice nao trivial de F, e assim o lema estd provado.

Suponha que F nio satisfaa a condigho (), entdc a sequéneia acima
satisfaz |lu,]] — oc e obteremos uma contradicdo mostrando gue o lado
esquerdo de {2.13) deve divergir.

Afirmacdo: Existe Qg C Q com (25 > 0 tal que |u,(z)] = oc q.t.p. 2 € Q.
Segue-se da Afirmacdo e {2.11) que

T}g&{un(z)g(x, up(z)) — 2G(z (2} = ¢ qt.p. 2 € .
Além disso, segue-se de {2.11) que

/

(2 gz unlz

N\

|
[y
@
&3
@
=
fis/
N
2
B

para q.t.p. z € Q, com C{x) € L1{Q).
O Lema de Fatou com ¢, = u,(2)g{z. uy(2)) — 2G{2, un(z)) nos dd

iiminfjf tndz > }iminff gpdx + Clz)dz = =,
Q 0 2\

que contradiz {2.13).
Agora provemos a Afirmagdo. Para este propdsito, note que, novamente
pelo Lema de Fatou e (2.10}, temos

jd$ > 0. (2.14)

1 TA
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Fazendo v = U, /|luall, podemos supor que v, ~+ v fracamente em Hg (1),
fortemente em L*()) e q.t.p. em §2. Portanto, passando ao limite na de-
sigualdade

1 } 1 1 -
. SR L PR 2 : N
‘iEF{@:n }\?;1% 5+ j{ e u, — Gz, ur)  dz,
e L L

HlUn, a 2 ualf?
e usando (2.14), obtemos
1
0> (11— 2wl
2"
mostrando que v # 0. Seja (p = {x € O | v(z) # 0}. E assim a Afirmagdo
estd provada. Portanto estd terminada a demonsﬁragao do Lema. U

Em virtude do lema acima, para provar que os Teoremas 2.5 e 2.6 se
seguem dos leoremas 2.1 € 2.3, respectivamente. devemaos provar gue a funcio
g, do problema (2.3}, satisfaz (2.11).

Proposicdo 2.1 Sejo g : R — R uma fungdo ndo linear de classe C*. com
g(0) = 0, gque satisfaz

g(t) € convexa set >0, e
g{t) é concava se t < 0.

Além disso, suponha gque g(t)/t seja limitado. Entdo

élm ltg(t) — 2G(#)] = . (2.15)
Hi—oc

Demonstracao: Fixe £ > 0, e note que

Srotn) ~ 2600} = [ (Le— gge))as

t

A convexidade de g implica que {g{f)/t)s > g{s) para s € (0.¢). Denote por
Ay a regifo do plano entre as curvas s — (g(f)/t)s e s — g{s) in (0,¢). Para
cada t > 0. seja s{t) € (0,7) definido por
£) ¢
19 410) — g(s(t)) = max (L2 - g15));

i s€(0,8)
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e o triangulo A, com vértices (0,0}, {s(2). g(s(2))) e (¢, g(#)). Temos O, C A4,
pela convexidade de g, assim

Portanto a Proposicdo se segue de
Afirmacdo: | — o¢, quando t — oc.
De fato, a altura by de £y, com relacio a base b, = [(0,0), (¢, g{t)}], é

Mﬂ:gm

s{t) — g(S(i)): cos (a.z‘ctan (gf)n

Assim Liminf, . A(t) > 0, pois g(f)/f é limitado; e b, — oc as £ —» oc.
Portanto a Afirmacdo fica provada. O argumento para t < € intelramente

p—

andlogo. £ assim, a demonstracio da Proposicio estd completa. O

Lema 2.4 Seja g : 0 x R — R wma funcdo continua satisfazendo as con-
digdes seguintes: glx. )/t limitado, g(z.t) =0 Yi<0 e

glz.t)

Aj < L{z) = lim

{0

< J22 (2.16)

Entdo, o funcional F. : H} — R definido por

1 t
Filu) = ":"“f |Vuifdr — / Gz, u)dz,
2Jaq 3
satisfaz o condigdo (PS).

Demonstragio: Seja {u,} € H; uma sequéncia tal que {F,(u,)} é limi-
tado, e {[FL{u,)|l = 0 quando n — oc. Segue-se que para todo ¢ € Hy,
temos

<H@J&>:/

VuV;mfg(x: Upjdr — 0, quando n — oc. (2.17)
o) o
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unl? < [ 02, un)undz + Olunll) < Clun2 + O lunlD.

Portanto. precisamos mostrar que {lualo; é limitado, o que implica que
{Hux[1} € limitado. Como £ é limitado e g tem crescimento suberitico, entao
se {llunl|} ¢ limitado, pela compacidade das imersdes de Sobolev e por ar-
gumentos padrdes, existe uma subsequéncia de {u,} em H] que converge
fortemente, assim o Lema estard provado.

Suponha, por contradiclo. que ju,l; — o quando n — oc.  Seja
Up = Up/|Unle. Entdo lv,la = 1 e {ilv,[l} é limitada. Podemos supor que
v, — v fracamente em H;, fortemente em Ly e g.t.p. em {1 Portanto,
uptlz) = oc q.t.p. em £ De (2.17) se segue que

R
P
G0
S

ffvt"‘?ss -~ Liz)otplde =0, ¥¢é€ Hy, (2.
9

em que v {x) = max{0, v(z}}. Por regularidade, temos

—Av = L{z)v" in L

Pelo principio do maximo e pela propriedade da continuagao tnica,
v=0ovT >20el =) 00l = Ajj1. Desdeque, j 2 2, v =0, ¢ que
contradiz [vly = 1. E assim a demonstracio estd completa. £

2.5 Demonstracao dos principais resultados

Pelo Lema 2.3 o funcional F, definido por (2.2), satisfaz a condi¢go (€} (ou a
condicao (PS) no caso ndo ressonante). Entdo podemos usar os Teoremas do
Capitulo 1. Sem perda de generalidade, podemos supor que F' tem somente
um nimero finito de pontos criticos.

Demonstragao do Teorema 2.1

Os casos em que (g3) ou (gd) sdo admitidas serdo considerados simultanea-
mente.
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Seiam M, i = 1,2.3, definidos como no Lema 2.1. Considere
S1 =8B N{Ho®& Hy) e Dy={v+te:ve Hy, 0<t< R |jv+tel| <R}

em que B, denota a bola fechada de raio r < H centrada em 0, e e € H; €
escolhide tal que

Fluy»0 Yuées e Fluy <0 Vue gD,

(2.

[

9)

Isso ¢ possivel por (1) e {iii} no Lema 2.1. Desde que 80, ¢ 5; estdo homologi-
camente enlagados e £ ¢ uma bola de dimensdo topoldgica &, segue-se por
(2.19) que Hy(F,, Fy) # 0, em que b > max{F{u) | u € D} {veja Teorema
1.2 no Capitulo 1). Assim podemos concluir, pelo Teorema 1.1, gue existe
um ponto critice uy de F, tal que

CL(F,uy) # 0. (2.20)

Agora, seja So = Hy e Dy = B 0 {Hy & Hy). Por (ii) e (iv) no Lema 2.1,
temos
Flu)>20 Vue Sy e Fluy<0 YuedD,. (2.21)

Novamente, desde que dD; e Sy estdo homologicamente enlagados e Iy é
uma bola de dimensdo topoldgica m, temos que existe up, ponto critico de
F tal que

Conl{FLus) # 0. (2.22)

Agora temos que provar que uy # ug, € s80 nho triviais. Note que 0 é
um ponto critico isolado de F e p(0) +1(0) <k —1 (A1 < ¢(2.0) < Ap).
Pelo Shifting Theorem, Cp(F,0) = 0 para todo p > k. Assim uy e us sdo néo
triviais, por (2.20) e (2.22). Novamente pelo Shifting Theorem (Corolério
1.1) temos

(a) Cp{F. ﬁl) puray épﬂ(ua}z; Ou
(b) Cp(F: ul) — 5p(#(ui}+V(%1}}Z: ou

(¢) ColFiw) =0sepdlp(u). (ulw) + viw]l
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ou {b) ocorrer, entdc Cp(F,u1) = 0 por (2.20). Se (¢} ocorrer entdo

ui) por ('2 20) eassim m = &+ m—k > plu;) + v{u} pelo Lema 2.2

) g m-+ 1 — ki, novamente €, (F.u;) = 0 por {¢}. Portanto uy # us
22

. E assim a demonstracio do Teorema 2.7 estd terminada. i

Demonstracac do Teorema 2.2

Seia

o gla.t) 20,
J‘{I‘Z — S : 7 i
g2, ) {0? f<o,

e considere o problema

@)

—Au =g, (x,u) em
u=240 em J62

.:Q

Defina ]
Foluy= ‘_f |Vuldz — / G (z,u)dz, ue HHQ).

Entio F. € C* % ¢, pelo Lema 2.4, satisfaz a condicio (PS).

Desde que g'(2.0) < Ay, v = 0 € um minimo local estrito de F,. Seja
w1 > 0 a primeira autofuncdo de (A, Hy), e considere v > Ay tal que
G.{z.t) > (v/2)#* — C parat > 0. Entao

F.(sgy) = -—-/ Vi 2d$M/[G+($ 501 )d

A1S‘
< T A
< 5 . d '?.J/; dr C

- [
= —ijf?a,:zdme ~ =0, quando s — o

Pelo Teorema da Passagem da Montanha, F, tem um ponto critico nio
trivial u.. Pelo principio do méximo e teoria de regularidade para problemas
elipticos podemos concluir que wuy € cldssica e uy > O para r € Q e a
derivada normal du(z)/dn < 0 para z € 9. Portanto u, é um ponto critico
do funcional F definido em (2.2). Similarmente, temos um ponto critico
negativo u_ de F.
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Portanto podemos nos restringirmos ao espago C2. Como Fw;y\cg} é de
classe C? em uma Ci-vizinhanca de uy, o Splitting Theorem e o Shifting
Theorem sao validos para F,lcr, veja [13]. E de acordo com [18] vale o lema
de deformacio em C} (vela Apéndice). Além disso os grupos criticos de uy
sdo determinados, veja [13],

Portanto,
Cp(F:Q} U+) = CP(FI'CS U_L) o= Cgp}Z; ¥Yp= 8: 1, 2
Analogamente,

Cp{jficﬁ.* Q,iw} - Cp{F—Cé uw} = 5;912: vp=0 1, 2 ..

A firmacdo: O problema (2.1) tem uma solugio w gue muda de sinal, tal que
Co( FLw) # 0.

O teorema segue, claramente, desta Afirmagdo. (As informacdes que dizem
respeito aos grupos criticos serdo usadas na préxima secio).

Demonstragio da Afirmacéo: Seja P = {u € X = CH) : u > 0},
D = PU{(=P), e ¢ a autofuncio normalizada associada a A;, i = 1,2,
temos 91 Ef’.

A principal ferramenta na demonstracio da Afirmacdo € o fluxo gradiente
o' de —F em H}{Q), ie.,

%gﬁt =-VFoyg, ¢¥=id

Temos que ¢*{u} € X para u € X e ¢* induz um fluxo continuo (local) sobre
X que continuaremos denotando por *. A principal propriedade de ordem
de ' é que P e — P sfo positivamente invariantes (isto segue de g(z, )t > 0).

Aqui denotamos por F* ={u € X ; Flu) <a}.
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Como m > 2 por (ii) no Lema 2.1 existe R > 0 tal que F(u) < 0 para

gualquer u € span{¢r. ¢} com {|u] > R. Agora, seja

B={s¢1+1ds: s <R, 0<t< R}

IB = {50, +1gs: sl = Route {0,R}}.
Temos 88 C FUL D. Seja 5 = max{F(B)} assim
(B,8B) «— (FFPUD,F'C D).

Seja & € Hy(FP U D, F° U D) aimagem de 1 € Z = Hy{(B,8B) pelo homo-
morfismo
Z = H,{B,8B) — §2{F5 v D, FO D)

induzido pela inclusdo. Para v < 5 seja
G Ho{F"U D, FP U D)y — Hy(FPUD,F°UD)
também induzida pela inclusdo. Agora definimos
T={y<j3: & € image (j,)}

e ¢ =infI. Segue do préximo lema e de argumentos padries de deformacio,
que ¢ € um valor critico de F'.

Lema 2.5 €5 # 0.

De fato, seja e 6}5 o primeiro autovalor de

—Au— gz, 0)lu=Au em £
u=0 em %2,

e seja X7 = span{e;}. Xo = X{- N X, Temos que inf F{X, NdB,) > a >0
para algum p > 0 pequeno. Isto implica que

(B.dB) C (FFUD,F'UD)C (X, X\ X2ndB,).
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Portanto o lema segue do fato que o homeomorfismo
Hy(B,8B) — H{(X. X\ X:n08,)

induzido pela inclusio € nfo trivial {veja 4]}

Come uma consequéncia do lema anterior femos 0 & [, porque
do = 0. Como FYU D é um retrato por deformacio de F¥ U D para v > 0
suficientemente pequenc {veja Observagio 4.1 no Apéndice}, temos que ¢ > 0.
Claramente 8 € T, assim ¢ € (0, 3.

Escolhemos ¢ > 0 suficientemente pequeno. Considere o diagrama comu-
tativo

Hy(F* ¢ D, F°u D)

é? Jowmd
v o ,
Hy(Fe+5 U D, FOU D) 5 Hy(FA U D, FC U D)

Hy(Fet U D, P8 L D)

Desde que ¢+ € T existe .5 € Ho(FHPUD. FOUD) com Fers(Eens) = Es.
Agora .. ¢ Imagem (j;s) porque ¢ — 6 & T'. Portanto, como a coluna
esquerda é uma sequéncia exata, temos Hy{Fe™° U D, F*° U D) # 0. Como
na prova do Teorema 3.4 em [4] isto implica que existe um ponto critico w
tal que w & D e Co(F, w) s 0 (veja Apéndice). =

Demonstracao do Teorema 2.3

Pela demonstracdo do Teorema 2.2, o problema {2.1) tem trés solucgdes nao
triviais, uma ¢ positiva u,, outra ¢ negativa w., e uma terceira solucdo w
que muda de sinal. Aém disso, temos

ColFleg.us) = 612 e Co{F,w) # 0.

Afirmagdo: Co(Fw) = dpnZ.
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De fato, seja wy = max{w,0} e w. = wy — w. Por (g2) temos

Frlowe ) = [ (8uf - f@wnd)
£

2

Il
;;"““*:
S V]
—
g
= &y
e
b
i3
o
e
T
A
s}

De modo similar temos (F{w)w_.w.) < 0. Como w. e w_ sic ortogonais,
4 : i =3

2N

temos {(F7{w)u,u) < 0 para todo u € span{w,, w_}, Le, o (ndice de Morse

de w € maior ou igual a 2. Pelo Shifting Theorem temos Cp(F, w) = §,Z.

E a Afirmacdo estd provada,

Agora pela demonstragao do Teorema 2.1, existe um ponto critico nio

trivial u tal que
ColFou)y # 0, com m> 2,

e assim u # w. Pelo Teorema 1 em [12], temos
C}?<FECS~U) = cp(F u):

e assim u # u.. Portanto u é uma quarta solucdo nao trivial.

Demonstracao do Teorema 2.4

Seja a < b tal que F(K) € {a,b) (veja [1]), entdo pela hipStese
. . oglzt
/\kwl < gl{\r{)) < )‘k < lim = )

t—kog

< Akt
em que os limites sao uniformes em 2. Estd provado em [28], que

Col F,0) = bpin T

Hy(Fy, F) = 6.
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Além disso, note que se u é um ponto critico nio trivial de F por {2.23), o

Lema 2.2 diz que u € ndo degenerado e que seu indice de Morse é k. Portanto
ij}f\F, %ﬂ} = {imgz.

Seia m o ntmero de pontos criticos nédo triviais de F, pela identidade de
Morse {veja Teorema 4.3, capftulo I, [13]), temos

(=1 = (=1 + (=1

Disto segue que m = 2. LntAo o problema (2.1) tem exatamente duas
solugbes ndo triviais. =



Capitulo 3

Nao-linearidades Assimétricas

3.1 Introducao e principais resultados
Considere o problema

-Au=glz,u) em {I

{(3.1)
v=_ em 051 R

em que 2 C RY é um dominio limitado com fronteira suave 9§ e
g:§1x R — R uma funcdo de classe C7 tal que g{z.0) = 0, o que implica
que o problema (3.1) admite a solucdo trivial u = 0. Novamente estamos
interessados em solugbes nao triviais. Suponha que

. .1t
0y = lim 9(’. )5

t ar € R uniformemente em {1 (3.2)
~h oo

Semn perda de generalidade, podemos supor que a- < a@u. As solucdes
cléssicas do problema (2.1} correspondem a pontos criticos do funcional F
definido em H3(Q), por

17 .
Flu) = Ej/ |Vul|?de — f Gz, uidz, uwe Hy(Q), (3.3)
: 0

Q

em que Giz,t) = fg g(z, s)ds. Sob as hipéteses acima, F € C7,

29
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Denote por 0 < Ay < Ax < ... < A, < ... os autovalores de (—A, HI{§1)),
em que cada A; ocorre na sequéncia tao fregiientemente quanto sua multipli-
cidade. Note que A,y < A; < Ay implica que A; € simples.

E fato que a existéncia de solugdes para o problema (2.1} estd ligada
fortemente a posicdo do par (a_, @) € B em relagio ao chamado espectro
de Fugik de (=2, HHQY) (veja [23], onde esta nocio de espectro foi intro-
duzida). Liste espectro ¢ definido como

Tio={{pv)eR; Juc FHON {0}, —Au=pu’ —vu"}, (3.4)

g

em que ut = max{y,0}, u” = u —u". E claro que T contém as linhas
R x {A1} e {2} x Reos pontos (A, A;), 7 = 1. No caso unidimensional
N =1, ¢ conjunto T foi totalmente descrito por Fuéik em (23

Consideremos NV 2> Z e que Ao < q. < A5 = Ay < oy < Ajypg para
algum g 2> 2e kb 2 0 £ conhecido que £ contém pelo menos duas curvas
ey(2), ¢ = 1.2, com imagem em ¢ = [A;, Aopq1[x]Am1. 4] passando por
(X As). De fato, se A; € simples entfo £ M Q) = imagem(c,;;) U imagem({cy,).
Também ¢ possivel que ¢; = cj. Caso contrdrio, diremos que o traco de
¢;1 fica abaixo do traco de ¢jp. Para estas e outras propriedades de ¢j; e ¢jo
recomendamos [7], [25], [27] e [33].

Com as notacdes acima, suponhamos que

(ar,a_) estd na imagem de (¢;1) (ou abaixo). (3.5)
Além disso. suporemos que ¢ satisfaz as seguintes hipéteses.

9(331 t) (Q(I—f)
i —~t
e de forma estrita em uma vizinhanca da origem;

) ¢ crescente com relacdo a t > (0, q.t.p. em {2,

im [tg(z, f) — 2G(2.t) = oc, para qt.p. z € { (3.7)

it —oe
Teorema 3.1 Seju g : @ x R = R wma funcdo de classe C1, g{z,0) = 0,
que satisfoca (3.2) e (3.6). Suponha que existamk > 2, m>k+2er, a >0
tais que ¢'{z,t) < dpoy Yzl eteR;

glz, 1)
¢

Ap-1 <

<a<h, Vit <r e
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-

/\m—l < . < }‘m < Gy < )\m+1.

Suponha que (3.5) ocorre com j = m. Além disso, se (o, ) € ¢y suponha
(3.7, Entdo o problema (2.1) tem pelo menog duas solugdes ndo triviais.

Teorema 3.2 Seja g : {1 x R — R wma funcao de classe C°, g(z,0) = 0,
gue satisfaca (3.2) e (3.6). Suponha que existam m >3, k> 0er. o> 0
tais gue o
glz.t)

A

Sa<i, Y <

Amet < 0o S Ay = Apar S 0p < Apspt

Suponka que (3.3) ocorre com j = m. Além disso, se (., a_) € cpy Suponha
(3.7). FEntdo o problema (2.1) tem pelo menos quatro soluces néo triviais,
uma das quois muda de sinal, uma € positiva e uma outre € negativa.

Observacao 3.1 Com as hipdteses acima o funcional F| definido por (2.2).
tem um ponto critico do tipo Ponto de Sela, isto foi provado em [19], por
Domingos & Ramos. Dancer & Zhang, em [18], provaram que o problema
(3.1) tem pelo menos trés solugdes: uma solugho que muda de sinal, wma
positiva ¢ outra negativa; nas condicdes do Teorema 2.3.

Agora considere o problema autdnomo

—Au=gu) em §

v=_0 em O, (38)

em que ¢: R — R é uma funcao de classe £ tal que g(0) = 0. Suponha que

(3.9)

g{t) é convexaset >0, e
g(t} é concava se t < 0.

A iltima hipdtese foi considerada por varios autores, e.g. veja [1], [10]
e [31] para o caso em que [o.. ] {A} = 0. Em [8] e [9], os autores
consideraram este problema quando Ja.,a, [N{);} # 0.
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Teorema 3.3 Sejag: R — R wma funcio de classe C7, g(0) = 0, que satis-
faca (3.9). Suponha que existam k > 2 e m > k + 2 tais que
Ak——l S Q‘l{‘S} < }‘,;; [
Aot < e = Hm g8 < A <oy = lm ¢'f) < dper
e 095 oo T
Suponha que ou (. o) estd em ¢y ou abaizo. Entdo o problema (3.8) tem
pelo menos ducs solugdes ndo triviais.

De fato, a hipétese de convexidade de ¢ implica que {veja Proposition 2.1}

lim [tg(t} — 2G ()] = <.

{tl-r00”
Agsim o teorema anterior é um coroldrio do Teorema 2.1. O préximo resul-
tado € um coroldric do Teorema 2.3.

Teorema 3.4 Seja ¢ : R — R wma fungdo de classe CF, g(0) = 0, que
satisfaca (3.9). Suponha que ¢'(0) < Ay e que existam m > 3 e k > O tais
que

g(t) g(t)

Apm] < O = t-z—;i{noc e SAm=App SoaL = t};j’;gc e < Akl

Suponha que ou (oo, ) estd em ¢,y ou abaizo. Entdc o problema (3.8) tem

pelo menos quatro solugdes ndo triviars, uma das guais mudo de sinal, uma
£ positiva e outra € negativa.

Observacgdo 3.2 O funcional no caso nao ressonante satisfaz a condicao de
Palais-Smale, (PS), e a dificuldade no caso ressonante é a perda da condicio
(PS). Mas se a funcéo g satisfaz a condigdo

l{im tglz,t) — 2G{z,t)] = oc, uniformemente em £,

itf-roc
entdo, em [15], Costa & Cuesta mostraram que tal condigio é suficiente para
obter a condicdo de Cerami. Como no capftulo anterior podemos substituir
a convergéncia uniforme pela convergéncia ¢.t.p. no limite acima.
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3.2 Alguns lemas

;

Seja g : 2 x R — R uma fun¢do de classe C' tal que g(z,0) = 0. Suponha
que existam £ > Zem > &k + 2 tais cue

Aper L 9{2.0) < A

j—

| 3.10)
glz, 1)

Ame1 < Hm < A, < lim
t—r—0o i t—stoo  F

em que os limites sdc uniformes para z em {1
Seja H = H{(f)) e denote as normas em Hi(Q) e L2 Q) por [1-i] e |- s,
respectivamente. Sejam [T, Hy e H, subespagos de H}((}) gerados pelas

autofuncdes correspondentes aos autovalores {A,. ... A1t { g s Aot b

and { A, ...}, respectivamente.
Seja F definido como em (3.3). A demonstracio dos dois lemas abaixo é
ansloga a dos correspondentes no capitulo anterior.

Lema 3.1 Sob as hipdteses acima e (3.8), temos

(i) Eristem v > 0 ea > 0 tal que F{u) > a para todo uw € Hy @ Hy com
fuf] = 7;

(ii) Flu} — —oc, quando lJul, = oc, para v € Hi & Hy: e
(i) Flu) £ 0 pare todo v € Hy.
Lema 3.2 Considere as hipdteses do Lema 3.1. Além disso, suponha que
Gty < Amu V2 e 1R

entdo temos vi{ug) < m— k, desde que ug seja um ponto critico ndoc trivial
de F.
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3.3 Demonstracao dos principais resultados

Segue de [13] que o funcional F, definido por (3.3). satisfaz a condicio de
Cerami (C'} (ou {PS) no caso nAo ressonante, veja Lema 6.3 em [20]). Sem
perda de generalidade. podemos supor que F tem somente um ntimero finito
de pontos criticos.
Primeiro observamos um resultado de existéncia, provado em [19], para o

problema {2.1}. Consideraremos uma hipétese andloga a {3.7).

dim {tglz, t) — 2G (2. 1) = —¢ (3.11)

By e
Teorema 3.5 (Tecremas 2.2 e 3.5, [18]) Sejog: xR — R wma funcdo
de Carathéodory. que satisfoz (3.2). Suponha gue existem 7 > 2 e k > 0, tal
quée

Mgt < 0w LA = Ay L0 < Aggan

Além disso, se

(1) {cp,0n) € ¢, ou estd abaizo, suponha (3.7) ¢
tg(z. t) — 2G(x,t) > Clz), com Clz) € LYQ); ou

(1) (s, 0_) € ¢jo, ou estd acima, suponha (3.11) e
tg(z.t) — 2G(z,t) < C(x), com Clz) € L),

FEntdo o problema (3.1) tem uma solugdo.

No caso que {op. ) ¢ T as hipdteses (3.7) and (3.11) ndo sBo necessarias.
Para a demonstracic dos resultados enunciados na introducdo usaremos ape-
nas o item (i) do teorema acima. O item (ii) serd usado na Gltima secio deste
capitulo.

Considere a decomposicio

Hy () = Vi & V2,

em que V1 é 0 subespago de H (£2) gerado pelas autofungdes correspondentes
aos autovalores { A, ..., A}, em quel = j— 1 nocaso (i) el=j+k no caso
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(i1). Para todo € > 0, suficientemente pequeno, existe um homeomorfismo
em Hi(Q) tal que, se

S= (1), A= Rw(B,) e 84 =Ry(3B,),

em que 1 denota a bola unitaria fechada de Vi centrada na origem, ¢ H
suficientemente grande (dependendo de ¢); entho existem constantes o e b
tals que

supF, <a <inf <supF, < b, (3.12)

1
54 < A
em que F, denota F7 = Flu) + 2eilul|? no caso (i) ou Fm = Flu) — 2e||u}/?
no caso (ii). Estd provado em [19] que F, satisfaz a condicio de Cerami,
para 0 < ¢ < 1/4. Isto. juntamente com (3.12) implica que F, tem um ponto
eritico u., que satisfaz

a< Fluy<b e Flilug=0.

Como em [19] temos que u,, — u em H;{{}) para alguma sequéncia e, — 0.
Claramente u € um ponto critico de F.

Observacio 3.3 Se g, no teorema acima, ¢ C', entfo os funcionais F, sdo de
classe C?. Além disso. os conjuntos 84 e S estiio homologicamente enlacados
e A é uma bola de dimensdo topoldgica I. Entao por {3.12), o Teorema 1.1
implica que

Ci{F., u) # 0.
Desde que u,, — ue F, — F em C*(B,(u),R) para algum p > 0, pela
continuidade dos grupos criticos (veja Teorema I 5.6 em [13]), temos

C(F.u) 0.

Demonstracaoc do Teorema 3.1

Como na demonstracdo do Teorema 2.1, usando o Lema 3.1, temos que existe
um ponto critico nao trivial u de F. definido por {3.3). tal que

Co(F,u) # 0.

Pelo Shifting Theorem temos:
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(a} CulF.u) = dip. ol
(b) Cp(Fou) =07 p &lufuw), u(ur) + v{u)

Além disso pelo Lema 3.2 temos que v{u) < m — &.
Pelo Teorema 3.5, parte {1}, e a Observacdo 3.3 temos que existe w, ponto
critico nao trivial de F, tal que

me?t(F: E{;} 7& C.

Se (a) é satisfeita entdo u # w desde que m — 1 > k. Se ndo, temos (b}, ou
seiak—12> u Dalm—-1=m—k+k—1> u+v {neste ponto & importante
que A, seja simples}, novamente por {b)

Cm...j {j: u} = {.

]

E assim u # w, como querlamos demonstrar. O

Demonstracao do Teorema 3.2

Pela Demonstragio do Teorema 2.2, temos que o problema (3.8) tem trés
solucdes nao triviais, uma é positiva w,, outra € negativa u., e uma terceira
solucdo w muda de sinal. Além disso temos

ColFlog.us) = 8ul e CplF,w) = 6.

Pelo Teorema 3.5 e a Observacio 3.3 temos que existe u. ponto critico ndo
trivial de F, tal que
Con—i(Fou) # 0.

Desde que m — 1 > 2 e pelo Teorema 1 em [12] temos
ColFlgs.u) = Gyl Fyu),

conclufmos que u é uma quarta solucio néo trivial do problema ({3.8). U
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3.4 Uma equacao ordinaria

Nesta seclo estudaremos o caso unidimensional, NV = 1. com, digamos { =
10, 7[. Neste caso T é totalmente conhecido (veia [23]). e é precisamente a
unido das curvas ¢, ¢ (7 2 2), mencionadas na introducio, que agora séo
globalmente definidas. juntamente com as linhas R x {A} e {0} xR

Teorema 3.6 Seja g - O x R — R uma funcdo de classe C, g(2,0) = 0,
gue satisfaz (3.2). Suponha que existem k > 2 e o > 0 tal que

(w,1) _ glz.1)

Aoy < inf 7 < — <o <A <7, e arZzao > N (3.13)
70 1 i ‘

Suponha que {a_. . ) estd entre s curvas Cim—r1)z € Cmy cOm m > k+ 2.
Além disso, se

(1) (@_.oy) € ¢y, suponha (3.7) e tg(z, ) — 2G(x,t) > Cla),
Clzye L' ou

(i1) (a,o4) € ¢me12, suponha (3.11) e tglz,t) — 2G(z.1) < Cfz),
Clz)ye L*; ou

(1) (-, oyp) € T, suponha tg{z.t) ~ 2G(x.t) > Clz) ou
tglx,t) — 2G{z,t) < Clz), Clz) e L .
Entdo o problema
~it = g{z,u) em 10,7
u(0) = u({7} =0,

tem pelo menos duas solucdes nao triviais.

(3.14)

Demonstracao: A idéia da demonstracio é a mesma do Teoremsa 2.1,

A hipétese {3.13) implica (i), (iii) do Lema 3.1 e {ii), no mesmo lema,
com Hy @ ¢y (¢ a autofunco associada a Ay). Assim o problema {3.14) tem
uma solugdo nao trivial u tal que

Cr(F,u) + 0.
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Pelo Tecorema 3.5 e a Observagio 3.3, temos uma solucdo nado trivial w tal

que
CopetiFow) # 0.
Diesde que
Ker(F"(uo)) = {u € H}(0,9]) : i = ¢(z,u)ul,
temos

vivg) = dimKer{F{ug)) < 1.
Portanto, pelo Shifting Theorem, temos
C;;(F u} = 5pkz‘ and CP(F w) = ép(m_,lj,z.
Portanto w # u desde que & < m ~ 1. como guerfamos demonstrar. 7
Consideraremos agora 0 problema periddico
—i = g{z,u) em 0,27 .
gt ’JL\} ok i i (3.15)
w(0) — u(27) =0 = 4 (0) — (27 ).
Neste caso A; = (j — 1) para j > 1. O espectro de Fuéik ¥ é definido como
em {3.4) exceto que agora trabalharemos no espaco, H;eT(EG, 27), das fungdes
periédicas de perfodo 27 no espaco HE(]0,2x[). E bem conhecido (veja [15])
e facil provar que T é composto das duas retas Rx {0}, {0} x R e das curvas
Cpiz2
. 1 1 2
C;m{(#,y)eﬁ% ; —-—+———:,————}. > 2
VIO S
Temos um teorema analogo para este caso. Novamente usaremos resulta-
dos de existéncia provados em {19] (see also [15]). Também podemos provar
um lema analogo ac Lema 2.1. Desde que

Ker(F'(uo)) = {u € HL (0,25 : i = ¢'(z. wo)u},

Lemos
v{ug) = dimKer{ F"{ug)) < 2.

Portanto podemos aplicar o Shifting Theorem e obter as mesmas conclusdes
como na demonstracao do Teorema 3.6 sobre os grupos criticos.
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Teorema 3.7 Seja g0, 27[xR —+ R uma funcdo de classe C*, ¢{z.0) = 0,
que satisfuz (3.2). Suponha que ezistem k > 2, e r. o > 0 que sotisfazem
(3.13). Suponha que (o, oy estd entre as curvas Cpy e Cp comm 2 k+2.

Além disso, se

(1Y (oo, as) € O, suponha (3.7) etg(z.t) — 2G{z.t) > Cla),
Clzye LY, ou

(i) (o, au) € Cyuony, supenha (3.11) etgla.t) — 262, 1) < Clz),
Clz)e L ou

(1) (a-,ax) & X, suponha tg(x, ) — 2G(x,t) > Clz) ou
tg(z.t) = 2G{(z,t) < C(a), com C(z) € L.

Entao o problema (3.13) tem pelo menos duss solugdes ndo triviais,



Capitulo 4
Apéndice

Neste capitulo provaremos que se ;. ..., 4, 880 todos os pontos criticos de F
que mudam de sinal, entdo podemos escolher € > 0 tal que

H{ Cf:vD Feey ‘Jg@c,f’f*ﬁ;:‘

Sejam N C N duas vizinhangas fechadas de {uy, ..., u,} satisfazendo

=t

dist(N', @N) > =6, 6> 0.

oo

Pela condicao {C) existem constantes & e € positivas, tais que

Pl 2 b ¥ e FOE (Feiy V),

.
0 <"€<Min{1652 —é— b}

Defina uma funcéo suave, como segue,

0 parasdic—% c+¢
pls) = p gle—Fc+d
1 parascic—cc+e,

com 0 < p{s) € 1ed < ¢ < £ Sejam A = H\ (N,
(N ={ue& H; distlu, N') < 6}, e B= N Seja

dist(u, B)
dist{u, 4) + dist(u, B)

em que

o

fd

diu) =

44
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Temos 0 < d{u) <1, d=0em N ed =1 fora de (’\’)g Defina

s<1

0y
.
£
i
/""""""A"""""\
[
[ -
OIA
d Ly

r;/ 3

Denote A{u) = d{u)p(F{ujja(||F'(u}]]). Considere a EDO
\T> = Iy
/ Ug

/
\
b= Ug }&

M

A existéncia global e unicidade do fluxo o(t) em R, para a EDO acima, séo
conhecidos. Seja
nlu,t} = o{t), como(0) = w

Entdo n € C(0,1] x X, X)) satisfaz
?z{lffjc—i—e \.\ ;‘:} o Fc—ﬁ,
Esse resultado pode ser encontrado em [13] (Teorema I 3.3).

Lema 4.1 Suponha que ezistam somente um nidmers finito de pontos criticos
Ul ... Uy, de F no nivel c. Entdo podemos escolher ¢ > (0 e vizinhangas
N, € X\ D de u; com as seguintes propriedades:

() Ny N, =0 para i # j;
(iii) U N, € positivamente invariante sob
(iv) eziste T > 0 com ¢  (F¢) C FC U Ny U+ U N,

Demonstragio: Seja ug € F~l e —¢,¢+¢] N X. Pela condigao (C), temos
que existe ¢ > ¢ tal que 0 < h{u) é limitado quando u € F™lc—4§,¢c+4d]m H.
Seia

wlr,w) = [ hin(cwde, 7€ 0.7 (42)
40
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p

Sejam * = w{r,up) : [0,1] = [0.0¢). e w(t,ug) = n{7. up). Entdo

df:f: d?«d»‘
b JLd y - g N
= = = E 0 w) = —Flelt w)).
[ G7T 4

Agora escolhemos as vizinhancas (V) s satisfazendo (1), {ii) e (iii}, e ¢ como

VS

no resultado acima e definimos 77 = max{w{l,ug) ; upy € F¢} Assim,

4

temos
TR\ Ny C P, N=NjU- LN,
e usando (iii} temos (iv). ]
Fazendo N = N, U---U N, as propriedades (iil) e (iv), no lema acima,

implicam que F* U N U D é um retrato por deformacio de Fo7¢ U D, assim
HAF T UNUDF“ U D)= H(F™ U D, F L D).
A propriedade de excisio, dos grupos de homologia, implica que

H.(N, N Fee)

B

Il

H.F&=CU N, F)
~ IL(F~“UNLD)FcLD)

Agora pelas propriedades (1) e (i1}, temos

HAN.NOF™) = D HN, N, F) = @ C.(F, z).
i=0 =0

Como gueriamos demonstrar.

QObservacao 4.1 A mesma idéla, do Lema 4.1, pode ser usada para mostrar
que FOU D é um retrato de deformacio de F7 . D para ~ > 0 suficientemente
pequeno. De fato, pode-se provar que o fluxo usado em [35] tem as mesmas
érbitas que o fluxo ¢l
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