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Abstract 

In this thesis \Ve establish the existence of multiple solutions for the 

se1ni1inear elliptic problen1 

=o('x.u) m \1 
o ' ' 

u=O on 8\1. 

where \1 C R'' is a bounded domain with smooth boundar~· 8\1. 

g : \1 x lR ---+ lR is a function of class C1 such that g(x, O) = O and 

which is asymptotically linear at infinity, v\'e use critica] groups to 

distinguish the critica] points. 

lll 



Resumo 

?\esta tese estabelecemos multiplicidade de soluções para o proble­

ma elíptico semilinear 

-:C.u = g(x, u) in fl 

u = O on é!fl, 

em que fl c JR~' é um domínio limitado com bordo suave é!fl, 

g : Q X IR ---+ IR é uma função de classe C 1 tal que g(x, O) = o e a 

qual é assintoticamente linear ou seccionalmente linear no infinito. 

usamos grupos críticos para distinguir pontos críticos. 

1\" 



ntrodução 

O objetiYo deste trabalho é o de estudar problemas de multiplicidade de 

soluções para equações do tipo - = g(x, u) em um espaço de Sobolev 

adequado, com condições de fronteira de Dirichlet. Tais equações podem 

modelar vários problemas em física e biologia. 

Estudaremos equações elípticas com não-linearidades, tendo 

mento linear no infinito, de dois tipos: assintoticamente lineares e seccional­

mente lineares (assimétricas). Discutiremos alguns resultados de multiplici­

dade Yia métodos Yariacionais e teoria de Illorse. 

Ilhis precisamente, consideraremos o problema do tipo elíptico 

(P) 
{ 

-::.u=g(x,u) em flcJR'~ 

u =O em é!Si, 

em que g : Si x R -+ R é uma função de classe C 1 e g(x, O) = O para todo 

x E Si. Esta última condição nos diz que a função identicamente nula é 
solução de (P), que doravante será chamada de solução trivial. Estamos 

interessados em multiplicidade de soluções não triviais. 

Soluções do problema (P) são precisamente os pontos críticos do funcional 

F(u) = ~ r !V'u! 2dx- r G(x. u)d.r, Jfl Jfl u E HJ(Si), 

em que G(x, u) = J; g(x, t)dt. O espaço de Sobolev no qual o funcional está 

definido é escolhido de acordo com as condições de fronteira, no presente caso 

a condição de fronteira de Dirichlet sugere o espaço HJ(Si). t::sualmente, para 

encontrar pontos críticos para o funcional F, mostra-se que o funcional tem 

v 



Intmdução Yl 

certa estrutura geométrica e que o conjunto de seus pontos críticos tem um 

tipo de compacidade, condição de Palais-Smale (PS). 
Em nosso caso, mostraremos que o funcional F, tem ao mesmo tempo 

pontos críticos do tipo ponto de sela e passagem da montanha (generaliza­

do). Estudamos também o caso em que a solução trivial é mini mo local. 

:\este caso, para estudar soluções de (P) que mudam de sinaL lidamos com 

geometrias mais particulares. 

l' ma das principais dificuldades no estudo de tais problemas é que a 

não-linearidade não satisfaz a celebrada condição de Ambrosetti-Rabinowitz. 

Condição esta usada tradicionalmente para mostrar que as sequências de 

Palais-Smale são limitadas. :\a literatura o problema aparece dividido em 

dois casos: ressonante e não ressonante. Chamamos o problema de resso­

nante quando o limite assintótico da não-linearidade pertence ao espectro do 

Laplaciano. Caso contrário o problema é dito não ressonante. O funcional 

F, no caso não ressonante, satisfaz a condição (PS). Nossos principais re­

sultados dizem respeito ao problema ressonante. Trabalharemos com uma 

condição de compacidade mais fraca que (PS) chamada condição de Cerami 

(C). 
Como corolário dos nossos resultados para o problema (P). obtemos mul­

tiplicidade para um problema autônomo. Consideremos o problema 

(Pa) 
{ 

-:::O.u=g(u) 

U=Ü 

em 

em 

fi 
éifi. 

em que g : R --+ lR é uma função de classe C 1 e satisfaz g(O) = O. Além do 

comportamento linear no infinito a principal hipótese sobre g é uma condição 

de convexidade, a saber 

{ 
g(t) é convexa se t 2': O, e 

g(t) é concaYa se t ::; O. 

Este problema foi estudado por Ambrosetti & :\lancini em [1], Castro & Lazer 

em [10] e \lizoguchi [31] no caso assintoticamente linear. E por Các em [8] 

no caso assintoticamente seccionalmente linear. 



Introdução 

J'\osso trabalho foi motiYado pela técnica utilizada por :V!izoguchi. Em 

seu trabalho :Vlizoguchi mostra que o funcionaL associado a (Pa), tem duas 

geometrias distintas. Cada uma destas geometrias gera um ponto crítico não 

trh-ial. DeYido ao tipo da não-linearidade, é possíYel calcular os índices de 

homotopia (índice de Conley) de cada ponto crítico. E assim se obtém a 

multiplicidade desejada. 

A hipótese de convexidade sobre g implica que (Yer Proposição 2.L 

p. 18) 

Iim [tg(t)- 2G(t)] = x, 
jtj--000 

em que G(t) = J; g(s)ds. Esta condição foi introduzida por Costa & ]Vlag­

alhães em [16], que mostraram ser suficiente para obter compacidade Yia a 

o primeiro capitulo expõe uma teoria abstrata de nnntr'c criticos e1n 

espaços de Hilbert. De fato, apresentamos alguns resultados sobre teoria de 

Morse que podem ser encontrados essencialmente nos linos de Chang [1.3] 
e de :v!awhin &: \Yillem [30]. A diferença principal está no fato que nosso 

funcional satisfaz a condição de CeramL enquanto que nos linos citados 

acima usa-se Palais-Smale. 

J'\o segundo capítulo estudamos o caso assintoticamente linear, ou seja, a 

não linearidade satisfaz 

g(x, t) = o:t + o(t), 

quando !ti -t (X:, e o é uma constante positiva. Para sermos precisos, neste 

caso, o problema é dito ressonante se o é um autovalor do problema linear 

{ 
- :iu = .Àu em 

u =O em 

n 
élfl. 

J'\ossas hipóteses sobre g são motivadas pela não linearidade do problema 

(Pa). 

]\;o terceiro capítulo estudaremos o problema assintoticamente seccional­

mente linear, 

g(x, t) = ot+- .BC+ o(t) 
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quando -+ x, e a e 3 são constantes positiYas. '\este caso o problema é 

dito ressonante quando o par (a. 3) está no chamado espectro de Fucik. Isto 

é: é Ull1 c;aUtOYalor:: do problema secciona]mente linear 

= Àu+ - r;u- em 

u =O em 

Ainda neste capítulo estudamos o caso ,y = L digamos f! Tratamos 

de problemas com condições de fronteira de Dirichlet e periódicas. Obtemos 

resultados melhores (retiramos algumas hipóteses da não linearidade) de;-i­

do a particularidade da dimensão. O quarto capítulo é um apêndice. onde 

demonstramos um lema de deformação. 



Capítulo 1 

Teoria dos Pontos Críticos 

"\este capítulo, algumas definições e resultados da Teoria de Pontos Críticos e 

da Teoria de Morse são recordados, resultados serão usados nas pwms 

dos teoremas principais dos capítulos seguintes, Em i131 a condição (PS) é 

usada, enquanto que aqui usamos uma condição de compacidade mais fraca 

no funcionaL 
Seja H um espaço de Hilbert e f : H --+ R um funcional de classe C1

, 

Denote o conjunto dos pontos críticos de f por K. Dado c E R seja 

fc = {x E H: f(x):::; c} e Kc = f- 1 (c) r I<. 

Definição 1.1 Dados f E C1 (H R) e c E R, dizemos que f satisfaz a con­

dição de C eram i no ní:vel c E R, denotemos por (C )c, se toda sequêncw 

{ xn} C H satisfazendo 

f(xn)--+ C e (1 + lxnli)llf'(xn)ll--+ O. n--+ X, 

possui uma subsequência convergente. Se f satisfaz a condição ( C)c para 

todo c E R dizemos que f satisfaz a condição (C). 

É conhecido que a condição (PS) implica a condição (C). 

Definição 1.2 Dizemos que f E C 1 (H R) possui a propriedade de deforma­

ção se para todo a< b tais que K r f- 1(a, b) = 0, temos que !a é um retrato 

de deformação de !b \ Kb. 

l 



1 Teoria Pontos Críticos 2 

O próximo resultado é uma versão de um lema de deformação, em que (PS) é 

substituído por (C) (para referências veja [13]) provado em [35] (veja também 

[34]) 

Lema 1.1 (Segundo Lema de Deformação) Suponha que f E C 1 (H,R) 
satisfaz a condição e a é o único possível valor crítico de f no interva­

lo [a, b) o Suponha que as componentes conexas de Ka sao isolados" 

Então, é um retrato de deformação de / 6 \ Kó" 

Este lema é uma ferramenta fundamental na teoria dos pontos críticos" Agora 

apresentaremos algumas versões de teoremas conhecidos, cujas provas podem 

ser encontradas em [13], com a hipótese (PS)" Entretanto, essencialmente 

as mesmas provas valem com a condição (C) substituindo a condição (PS)o 
Denote 

ficientes em 

(X, Y) como o grupo de homologia singular relativo com coe-

ern que C X são espaços topológicos" 

Definição 1.3 Seja :r0 um ponto crítico isolado de f, e seJa c 

Chamamos 

f(xo). 

o p-ésimo grupo crítico de f em x 0 , p =E l'i, em que Ux 0 é uma vizinhança 

de Xo" 

Teorema 1.1 Seja f E C1(H R)" Suponha que n E Hj(/6, !a) é não trivial, 

e seJa 

c= inf sup f(x)" (U) 
TEQ c 

Suponha que f possui a propriedade de deformação" Então existe x 0 E K, 
tal que C; (f, xo) =J O. 

Demonstração: A existência de x 0 se segue de 

Afirmação 1: Hj(f,, f,\ K,) =J 00 

Demonstração: Para todo e > O, 3 ( E n com suporte I( I C f c+ e Seja 

y =o(, IYI c la c f,o Afirmamos que [y] E Hj-lUc \ K,) é não triYiaL De 
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fato, se [y] é triviaL então existe uma j-cadeia singular T tal que Ti C !c\ Kc 
e [oT] = [y]. De,ido ao Segundo Lema de Deformação, 3 1) E C(H H), 
satisfazendo 1f ~ id e \ c) C fc-<: para algum E > O. Seja 7 1 = 

temos . que contradiz a definição de c. 

Considere a sequência exata do par (fc+t~ fc \ Kc) 

em que I;- r !c \ --? fc+< é a inclusão. Desde que Íj-1 

[y] E ker i 7_ 1 = Im8;_ 1, concluímos que 

'\"ovamente pelo Segundo Lema de Deformação 

H (f f• I 
]\JC~ C\ 

E assim a Afirmação 1 está pro,·ada. 

A próxima afirmação conclui a demonstração do teorema. 

Afirmação 2: Suponha que Kc = {x;}0, então temos 

m 

H(fc, f c\ K,) :::= EB C (f, Xi)-
i=O 

= O. i.e .. 

L:sando a in-

Demonstração: Pelo Lema de Deformação. existe e > O tal que 

e 

Considerando a sequência exata da tripla Uc. fc \ Kc, !c-e): 

·- - --? Hq(fc \ Kc. fc-e) --? Hq(fc, fc-e) 

--? Hq(fc, fc \ Kc)--? Hq-l(Jc \ Kc: fc-e)--? · · · 
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concluímos que 

1.€. ~ 

H tf " , H' , , f ' 
q\ c~ Jc-t) ~ q\Jc: c\ 

Csando a propriedade da excisão. podemos decompor os grupos de homologia 

como soma direta dos grupos críticos, como se segue, 

m m 

H ('' f I F' 
*\]C;.JC \ Hc) :::::::: H. (!crU B(xi, e), f, r U(B(xi, <') \ {xi})) 

i=O i=O 
m 

EfjC(f,xi), 
i=O 

para t > O suficientemente pequeno. 

Definição 1.4 Seja D uma bola de dimensão topológica j em H e S um 

subconjunto de H. Dizemos que éJD e S estão enlaçados homologicamente. 

se éJD r S = 0 e !T, ~ S f= O. para cada J cadeia singular T com éiT = oD, 

em que TI é o suporte de T . 

. -\ proposição seguinte fornece exemplos de conjuntos enlaçados homologi­

camente. As provas de que, de fato, elas se entrelação são consequências dos 

Exemplos 2 e .3, e do Teorema 1.2 do Capítulo II de [13]. 

Proposição 1.1 Seja H1 e H2 dois subespaços fechados de um espaço de 
Hilbert H. Suponha que 

Então, se Dr = BR! Hr e S 1 = H 2 . oD1 e S1 são enlaçados homologicamente. 

Proposição 1.2 Seja H1 e H2 dois subespaços fechados de um espaço de 
Hilbert H. Suponha que 

H= Hr 6 H2, dimH1 < oc. 



1 Pontos 

Considere e E H2, i = 1, e K r, p >O com p < R. Sejam 

Então 8 D 2 e 52 são enlaçados homologicamente. 

O próximo teorema relaciona conjuntos homologicamente enlaçados com 

a existência de pontos críticos com grupos criticas não tri-viais, 

Teorema 1.2 (Teorema 1 , Capítulo [13]) Suponha que 3D e 5 
são enlaçados homologicamenk em que D é uma bola de dimensão J. Se 

f E C (H fit1 ) satisfaz 

f(x) >a V x E 5 e :S a V X E 3D, 

H;(k f a) #O para b > :vlax{ , D' i X E J-

Pretendemos dar uma estimativa dos grupos críticos de um ponto critico 

isolado e degenerado. Para esta finalidade apresentamos o "Shifting Theo­

rem". Primeiramente, considere o "Splitting Theorem" (ou Lema de 'vlorse 

Generalizado). 

Teorema 1.3 (Splitting Theorem) Suponha que C é uma vizinhança de 

x0 em um espaço de Hilbert H e que f E C2 (L-. R). Suponha que x 0 é o único 

ponto crítico de f e que A= d2 f(x 0 ) com núcleo N. Se O é um ponto isolado 

do spectro cr(A.) ou não está em cr(A.), então existe uma bola B 5, 6 >O, com 

centro em O, um homeomorfismo local que preserva ordem 9 definido em Bs, 
e uma aplicação C1 h: B5 r N---+ JV- tal que 

f c o(z + y) = ~( z) + f(h(y) + y). Vx E Bs, 

em que y = P,vx, ::: = P,~x, e Pv é a projeção ortogonal sobre o subespaço 

N. 

Chamamos = o(C r .'V). O seguinte teorema relaciona os grupos 

críticos dos pontos críticos de f e os de j := fL\·· Este teorema foi provado 

pela primeira vez por Gromoli e :\!eyer [26' (veja [13]). 
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Teorema 1.4 (Shifting Theorem) Sob as hipóteses do "Splitting Theo­

rem", suponha que o índice de Morse de f em x0 é /1· Então temos 

p = 0.1. .. 

tem núcleo de dimensão finita. então temos 

Corolário 1.1 Suponha que é de dím,ensiio finita v e xo é 

(i) um mínimo local de f, então 

(ii) um máximo local de f, então 

nem um máximo local nem um mínimo local de r então 

Cp(f, x0 ) = O para p :S J1 e p;::: 11 +v. 

A demonstração do corolário acima pode ser encontrada em [13], e. 



Capítulo 2 

Não-linearidades 

Assintoticamente Lineares 

2.1 Introdução e principais resultados 

'\este capítulo consideraremos o problema 

-.::,u = g(x, u) em \l 

u =O em 8\l. 
(2.1) 

em que \l C R" é um domínio limitado com fronteira suave 8\l e 

g : \l x R -? R é uma função de classe C1 tal que g(x, O) = O, o que 

implica que (2.1) admite a solução trivial u = O. Estamos interessados em 

soluções não triviais. Suponha que 

. g(x,t) f 
hmsup · ::; L :E R 
!ti-tx t 
'' 

As soluções clássicas do problema (2.1) correspondem aos pontos críticos do 

funcional F definido em HJ ( \l), por 

F( u) = ~ 1 )vu[ 2dx -1 G(x, u)dx, u E HJ(Il), (2.2) 
n n 

em que G(x, t) =f~ g(x, s)d.s. Sob as hipóteses acima, F E C 2 
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Denote por O < À 1 < À 2 ::; ... ::; Àn ::; ... os autovalores do Laplaciano 

-.:l com a condição de fronteira de Dirichlet em fl, em que cada À.1 ocorre 

na sequêncía tão freqüentemente quanto sua multiplicidade, e denote Ào = O. 

Escrev-emos :zS b(x) para indicar que < com a desigualdade 

estrita em um conjunto de medida não nula. 

Considere as seguintes hipóteses sobre g: 

(gl) gEC1(ílxlli'.) eg(x,O)=O: 

g(x,t) (g(x,-t)•). _ 
t -t · 

1 
e crescente com relaçao a t ?: O, q.t. p. em fl, e de 

forma estrita em uma yizinhança da origem; 

(g3) Àj i L ]. . f g(x, t) = lilllD 
it!-hx t 

uniformemente em 

(g4) Àj i L(x) e = oc: q.t.p. em íl. 

Teorema 2.1 Seja g: D x R-+ R uma junção que satisfaça (gl) e (g2). 
Suponha que existam k ?: 2 e m ?: k + 2 tais que 

g'(x, t) S: Àm+2 'i X E fl e t E R; e 

\ '( ) \ . g( x. t) 
"k-1 S: g x, O < Ak S: Àm S: hm · S: Àm+l: 

t-1-±X f 

em que os limites são uniformes em fl. Suponha que (g3) ou (g4) são satis· 

feitas com j = m, então o problema (2.1) tem pelo menos duas soluções não 

triviais. 

Teorema 2.2 Seja g: fl x 1ft-+ 1ft uma função que satisfaça (gl). Suponha 

que exista m ?: 2 tal que 

'! 0, , , 1 .. fg(x.t) 
g ,x, J < AJ < "m ::.; rm rn · · 

lt!-+x i 
!
. g(x. t) 

S: 1m SU p ' · S: Âm+J: 
]tj-o>cc i 

em que os limites são uniformes em. D. Suponha que (g3) ou (g4) são sat­

isfeitas com. j = m. Além disso se (g4) ocorre, suponha que existe C(x) E 
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L'(fl) tal que tg(x, t)- G(x, t) 2: C(x) 'c! tE R e q.tp em fl. Então o prob­

lema (2.1) tem pelo menos três soluções não triviais, uma das quais muda 

de sinaZ. 'U'?na é posi.ti·va e outra é negatit'a. 

Teorerna Seja g: n X -+ IR uma função que satisfazça (gl) e (g2). 

Suponha que ezista m 2: :3 tal que 

g' < lim 

em que os limites são uniformes em Si. Suponha que (g.3) ou (g4) são satis­

feitas com j = m. Então o problema (2.1) tem pelo menos quatro soluções 

não triviais, uma das quais soluções muda de sinal. uma é positiva e outra é 

negativa. 

Tf>m:etna 2.4 Seja g r1 x JR:. -+ JR:. uma função que satisfaça (g1) e 

Suponha que existe k 2: 1 tal que 

g'(z,t) :S: Àk+l \f z E \2 e tE JR:.: e 

'( . . g(x. t) 
Àk-l < g z. O) < Àk < hm · < .\k+l· 

- · t--+:3::cc t · · 

em que os limites são uniformes em \2, e O é uma solução isolada então o 

problema (2.1) tem ezatamente duas soluções não triviais. 

Observação 2.1 Dizemos que o problema (2.1) tem ressonância ou dupla 

ressonância quando ocorre, respectivamente, 

I
. g(x, t) , 
]fi = Aj 1 

ltl-+oo t · 

( t i '~ . ) , 1. . f g z, 1 1. 9\~·. r 
A f :S: nn m ::; 1m sup · 

. iti-+oo t iti-+oo t 
:S; .\i+ I' 

para algum j 2: L uniformemente em \2 (,·eja [2, 5]). 'vluitiplicidade para 

problemas com dupla ressonância foi tratado nos trabalhos recentes [37, 38, 

39]. Em [37], o autor considera somente o caso autônomo e supõe hipóteses 

fortes de não-ressonância. O Teorema 2.5. abaixo, ilustra o caso de uma 
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função que satisfaz as hipóteses do Teorema 2.1 e não satisfaz as hipóteses 

em [38 .. 39]. Sob as condições do Teorema 2.2, e com a hipótese mais restritiYa 

de ressonância em apenas um autoYalor, Dancer & Zhang [18] prov-aram que 

o problema ) tem pelo 1nenos três soluções: uma solução que muda de 

sinaL uma posíth·a e uma negativa. 

Agora considere o problema autônomo 

-f1u=g(u) em f2 

u =O em 3\1. 
(2.3) 

em qne g : R -+ R é uma função de classe C 1 tal que g(O) ~ O. Castro & 
Lazer '10], e Ambrosettí & Manciní [1] provaram que se g E C2 tg 11 (t) >O 

em iR. e 

< < .\k < lím < 
t0:i:::X 

para algum k 2 L então o problema (2.3) tem exatamente duas soluções não 

triyiais. Em :\1izoguchi [31], está provado que se g E C2 , tg"(t) > O q.t.p. 

em lR, e 

"'k-l :S g'(ü) < "'k < "'k+l < t~Toc g'(t) < Âk.;-2, 

então existe pelo menos duas soluções não triYiais para o problema (2.3). 

'\"osso próximo resultado estende os resultados anteriores. 

Teorema 2.5 Seja g : R -+ JR uma função de classe C 1
, g(O) 

satisfaça 

{ 
g(t) 
g(t) 

é convexa se t 2 O, 
é concava se t :S: O. 

Suponha que existam k 2 1 e m > k + l tais que 

e 

então o problema (2.3) tem pelo menos duas soluções não triviais. 

O, que 
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De fato, a hipótese de convexidade acima implica que (,-eja a Proposição 2.1) 

Assim o teorema anterior é um corolário do Teorema 2.1. 

Observação 2.2 Em . Bartsch, Chang & \\'ang mostraram que se 
• + \ /+ .. t . o > 9\·J . • , \1 'f e 

< À2 ::; À~c < lim 
!tl~roc 

então o problema (2 . .3) tem pelo menos quatro soluções não triviais, duas 

destas soluções mudam de sinaL uma é positiva outra é negativa. Eles obser­

vam que as condições acima de não ressonância podem ser removidas usando 

13 - \ ': argumentos como em e l . . , o autor supoe que - /\k+li! 

é limitado, bem como uma condição tipo Landesman-Lazer. , os 

autores supõem que !g(t)- Àk+ 1tl ::; c(!W + 1). r E (0, 1), para calcular os 

grupos críticos no infinito. O próximo resultado é um corolário do Teorema 

2.3. 

Teorema 2.6 Seja g R --7 lR uma função de classe C 1
, g(O) = O, que 

satisfaça 

{ 
g(t) é convexa se t ;::: O, e 

g(t) é concava se t::; O. 

Suponha que existe m > 2 tal que 

Então o problema (2.3) tem pelo menos quatro soluções não triviais, uma das 

quais muda de sinal, uma é positiva e outra é negativa. 

Observação 2.3 O funcional no caso não ressonante satisfaz a condição de 

Palais-Smale, (PS). e a dificuldade no caso ressonante é a perda da condição 

( P S). T\Ias se a função g satisfaz a condição 

uniformemente em \1, 
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então, em [16] Costa & \Iagalhães, mostraram que tal condição é suficiente 

para se obter uma versão mais fraca da condição (PS), chamada condição 

de Cerami, (C), a qual foi introduzida por Cerami em [11]. A condição 

foi usada por Bartolo, Benci & Fortunato em 

de minimax geral. 

para provar um resultado 

2.2 A geometria do funcional 

Seja 9 : í1 X IR--+ IR uma função de cíasse C 1 tal que g(x, O)= o. Suponha 

que existam k ;::: 2 e m ;::: k -c- 2 tais que 

=lim 
lt!-0oo 

g(x, t) "-"--'---'- < 
t 

em que os limites são uniformes em n. 

a( x, t) 
sup ~' t · < 

it!____,.x 

Seja H= HJ(í1) e denote as normas em HJ(fl) e L2 (ll) por/,· il e i·/z, 
respectivamente. Sejam H1, H2 e H3 subespaços de H gerados pelas aut­

ofunções correspondentes aos autovetores p,,, ... , Àk-r}, {..\k, ... , Àm} and 

{..\m+lo ... }, respectivamente. 

O próximo resultado é semelhante ao Lema 1 em [31 ]. A demonstração 

apresentada aqui é uma variação da prova encontrada em [31 j. Seja F o 

funcional definido em (2.2). 

Lema 2.1 Sob as hipóteses acima e (g2). temos 

(i) Existe r > O e a > O tal que F( u) ;::: a para todo u E H2 e H3 com 

lluil =r· 
,I li ; 

(ii) F(u)--+ -x, quando i1uli --7 X, para u E Hr e H2; 

(iii) F(u)::: O para todo u E Ilr; e 

(íY) F(u) 2: O para todo u E H 3 . 
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Demonstração: Por (g2) e (2.4 J, podemos tomar números positivos CL 6 
satisfazendo 

, g(x, t) 
Ak-1 ::; , ::; Q < _\k 

t 

para todo t E IR com ::; 6. Além disso, < para todo t E R de 

(g2) e (2.4). Seja HÀm~' = ker(- - Âm+J Então H2 = EB . em 
que = H2 6 HÀm_,. Para u E H3 , ponha u = v+ w, com v E 1/ e 

w E . Como é gerado por um número finito de autofunções que estão 

em L 00
• então existe r > O tal que 

(- Àm+l -
sup z;(x)l::; ·à 
xErl "'/- Cl 

Se !!1di <r em a·ue' > ! ! v i I - ~ " l ,- e !Ywl~ ? ~,!wl§ para 
! < então que llv ::; r. Se [t 

4 
-G(x,r+w) 

12.1,21 2 > -Àk!vl -t- -oy:wl - -a(v + u•) 2 . \ 4 ' \ 2 . 

1 \ ' 12 1 ! 12 1 \ 12 l ' 12 
-AkiV + -'Y<W' - -Q!1: - -O!W - GVW 
2 ' 4 ' I 2 ' 2 

Suponha 

1 I 12 1 r ' 2 1 --ow +-~oy-o)twl +-(Àk-ol 
4 4 ' 2 • 

-ovw 

1 I 2 l ( I ·2 > --ow[ +- Âk-oiv' -avw 4 ' · 2 r ! 

l ! •2 11 •2 
>--À -"l'u·j +-Àk-o)v• -ovw. 4 m' · 2 1 

' 

Se jv(x) + w(x) I > 6, temos 

e assim 

1 ' j2 -Àk[V, 2 . ' 

jG(x, v+ w)l :S ~Àm+r(v + w) 2
- ~(Àm+l- o)J2 
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1 . •2 . 1 I ,:2 1 I ,:2 1 ,12 ' ' 
-ÀkiVI --t--'"'_.!11/l --À1n+1l:i --Àm...~-l'U:! -Àm+lt/U 2 . 4 ' . 2 ,, ' 2 ' ' ' 

1 
~ -

2 

1 2 

4 
1 
-
2 

1 , I ·2 . 1 I ', 12 >--A .,.u;,_+-J\,_-o, 1·v -ovu 
4 m--, ~ 1 ! ' 2 \ "' ; . ~ 

(para wr a última desigualdade, o leitor é conYidado a considerar 

1 

4 

como uma forma quadrática em u; e proYar que ela é posith·a definida). 

Portanto. obtemos 

F(u) - ~ilv+w:l 2 -l G(x,u)dx 

1,1 '12 1, , •2 1(' ·)I •2 > 41,11:! - 4Am+liWI2 + 2 Ak- O Vj2 

> min{~(l- Àm_+l). Àk- o}l!uil2 
4 'f ' 2Àm+l ' ' 

14 

Isto implica (i). Pela hipótese Àm t_ L(x), a Proposição 2 em [17] diz que 

existe 61 > O tal que 

l!ul' 2 -1 Ux)u2dx < -6 lu 1
1

2 
.; ,, , , - li, I 

[l 

Para mostrar (ii), seja 61 dado acima e E> O tal que E< J\ 151 . Pela definição 

de L(x), existe AI= Jf(e) tal que 

2F(x, t) 2: (I(x)- e)t2
- 1\i[ '1 tE llt q.t.p em 0.. 

Portanto, para u E H 1 C H 2 , temos 

2F(u) < luii 2
- { L(x)u 2dx -i- eiul~ -i- :Vflf!! }, 

< (- 61 + ;JIIuil 2 + M]f!l-+ -x, quando liuii -7 x, 
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pois e/ )q -51 < O. ProYa-se diretamente que (iii) e (iY) se Yerificam. 

2.3 Estimativa para a nulidade 

Seja n0 um ponto crítico de F definido por (2.2). O índice de :Ylorse fl( n0) de 

no é definido como a máxima dimensão dos subespaços de HJ nos qua1s 

P 1(n 0 ) é negatiYa definida. Denotamos a dimensão do núcleo de P 1(n0 ) por 

v(n0 ). O próximo lema estima v(n0 ) para um ponto crítico não trivial de 

A demonstração é semelhante a do Lema 6 em [31]. 

Lema 2.2 Consideremos as hipóteses do Lema 2.1. Além disso suponha que 

'( +' < g ,X. c.)- '2 -· \ .. 0.1 

então temos 

de F. 
:; m+ 1- k. desde que no seJa um ponto critico não rrH!wJ 

Demonstração: Seja n0 um ponto crítico não trivial de F, isto é, uma 

solução não nula do problema (2.3). Denotemos g(x, n0 ) = g(u0 ) e l(x, n0 ) = 
g'(n0). :\"o te que F"( n0 )n =O se, e somente se, 

-6n = l( n0 )u em \l 

n =O em à\2. 

De g(x, O) =O, o problema (2.3) pode ser reescrito na forma 

-6n = q(x)n em n 
u =O em 8\l, 

em que q(x) = g(no)/uo se u0 (x) i= O e q(x) = g'(O) se n0 (x) =O. Sabe­

mos que n0 é uma solução clássica de (2.3). Então n0 não pode ser identi­

camente nula em algum subconjunto de \l com medida positiva, pela pro­

priedade da continuação única (veja [22]). Seja a 1 < a 2 :; • • • :; C<n :; · · · e 

.81 < .ô2 :; · · · :; Ôn :; · · · os autovalores dos problemas 

-6u = aq(x)n em \l 

u =O em àD, 
(2.6) 
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e 
-:O.u = (3g'(uo)u em n 

u =O em 80., 
(2 7) 

respectí vamente. Sejam { Vn} e } as correspondentes autofunções dos 

problemas (2.6) e (2. satisfazendo 

r qUnVmdX = Ónm }[) 
e r ,, , d -Jn g \ Uo)9n9m X= Õnm 

para todo n, m E 1\i. 

Afirmação: < On, para todo n E 1\i. 

De por ten1os 

continuação única 

i{ ,.., ,. ( )I g(uo(x)) }I 
1 x E " : g \ uo x ; > ( ) 

1 
> O. 

. uhx . 

Então aplicamos a Proposição 1.12 A de [21]. e assim a Afirmação acima está 

provada. 

Agora, suponha que { vn} e { ón} denotem os autovalores dos problemas 

-j,u = VÀm+2u em n 
u=O em 80., 

(2.8) 

e 
-:O.u = ÓÀk-rU em n 

u=O em 80., 
(2.9) 

respectivamente. Isto implica que Vn = Àn/ Àm+2 e Ón = Àn/ Àk-1- Por (g2) e 

(2.5), temos 
g(uo(x)) , 

Àk-l < . . ~ g (uo(x)) ~ Àm+2 
Uo\X) 

para todo x E 0. tal que n0 (x) f= O. Pelo mesmo método da prova da 

desigualdade Pn < On, obtemos 
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De u 0 of O, segue-se então que 1 é um auto\·alor de (2.6). Portanto, segue-se 

que Cik = L ou ak+l = L ... , ou Cim+l = 1. 

Se Ctm+l = 1: o fato 

implica que 1 não é autoYalor de (2. 

Se Cim = L o fato 

v(uo)=O. 

< Ctm = 1 = Vm+2 < 

implica que v( u0) :::; L Analogamente, se Cim-l = 1 então v( u0 ) :::; 2, ... , e se 

ak=1 entãov(uo):S m+1-k (k=m+l-(m+1-k)J. 
Isto completa a proYa do lema. 

2.4 Uma condição de compacidade 

Agora provaremos uma condição de compacidade para o funcional F definido 

por (2.2), no caso ressonante. 

Considere g: fi x JR -7 R uma C 1-função e G(x, t) = J; g(x, s)ds tal que 

g(x, t) g(x. i) ( 
Àj :::; lün in f :::; lim sup · · :::; Àj+ 1 , uniformemente em fi; 2.10) 

]t,i--4CC t it)----+cc i 

existe C(x) E V(fi) tal que 

e 

tg(x. t)- 2G(x. t) 2: C(x), V tE 'll para q.t.p. x E fi; 

lim [tg(x, t)- 2G(x, t)] =ex::, para q.t.q. x E fi. 
!ti----+co-

(2.11) 

(2.12) 

Em [16] está provado que as hipóteses (2.10), (2.11) e (2.12) são suficientes 

para provar que o funcional F, definido por (2.2), satisfaz a condição de 

Cerami. 

Lema 2.3 Se g e G satisfazem (2.10). (2.11) e (2.12) então F satisfaz a 

condição (C). 
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Demonstração: A prova apresentada aqui é semelhante a prova do Lema 

2 em [16]. Provaremos por contradição. 

Sejam c E R e uma sequencia { un} C HJ (\I) 

i1F'(un)l li uni i--+ O quando n--+ x. Segue-se que 

tal que F( u,., i ---+ c e 
' '"" 

(2.13) 

Como \1 é limitado e g(x, t) é subcrítico, então se { un} é limitada em 

HJ(íl), pela compacidade das imersões de Sobolev e por argumentos padrões 

sabemos que existe uma subsequência de { un} em HJ (\1) que converge forte­

mente para um ponto crítico não trivial de F, e assim o lema está provado. 

Suponha que F não satisfag. a condição ( C)c, então a sequência acima 

satisfaz I 

esquerdo 

I -7 x e obteremos uma contradição mostrando que o lado 

de-..:e diYergir. 

Afirmação: Existe \10 C 0. com l\10 ' >O tai que !un 1-+ x q.t.p. x E \10 . 

Segue-se da Afirmação e ( 2.11) que 

lim {un(x)g(x, Un(x))- 2G(x, Un(x))} =X q.t.p. X E \lo. 
n->oo 

Além disso, segue-se de ( 2.11) que 

un(x)g(x. Un(x))- 2G(x, Un(x)) ?: C(x) 

para q.t.p. x E \1, com C(x) E L 1 (0.). 

O Lema de Fatou com qn = un(x)g(x, un(x))- 2G(x. Un(x)) nos dá 

lirninf r qndx?: liminf r qndx + r C(x)dx =X, 
h 1~ }~~ 

que contradiz (2.13). 

Agora provemos a Afirmação. Para este propósito. note que, novamente 

pelo Lema de Fatou e (2.10), temos 

r . f 1 1. r À; 2 G( ) 1m m -
11
-

1
-12 1 

-
2 

un - x, Un, dx 2: O. 
Un:l [l • 

(2.14) 
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Fazendo tn = Un/liunfi, podemos supor que Vn-+ t' fracamente em HJ(0.), 
fortemente em L2 (S1) e q.t.p. em S1. Portanto. passando ao limite na de­

sigualdade 

1 

2 

e usando 14)~ obtemos 

1 o> -!1-- 2\ 

mostrando que v# O. Seja 0.0 = {x E n v(x) # 0}. E assim a Afirmação 

está provada. Portanto está terminada a demonstração do Lema. O 

Em virtude do lema acima, para provar que os Teoremas 2.5 e 2.6 se 

seguem dos Teoremas 2.1 e 2.3, respectivamente, devemos provar que a função 

g, do problema (2.3), satisfaz (2.11). 

Proposição 2.1 Seja g : lR -+ lR uma função não linear de classe C 1
, com 

g(O) =O, que satisfaz 

{ 
g(t) 
g(t) 

é convexa se t ::0: O, e 

é concava se t ::; O. 

Além disso, suponha que g(t) jt seja limitado. Então 

lim ftg(t) - 2G(t)1 = oc. 
it!_,.cc'" -

Demonstração: Fixe t > O, e note que 

1 f' ( t) 
~{tg(t)- 2G(t)} = Jo (Ts- g(s))ds. 

(2.15) 

A convexidade de g implica que (g(t)jt)s > g(s) paras E (0, t). Denote por 

A, a região do plano entre as curvas s-+ (g(t)jt)s e s-+ g(s) in (O. t). Para 

cada t > O, seja s(t) E (0, t) definido por 

g(t) (g(t) ) -' s(t)- g(.s(t)) = max, -s- g(s) : 
t sE(O,t; t 
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e o triângulo 6, com vértices (0, 0), (s(t), g(s(t))) e (t, g(t)). Temos 6 1 C A,, 

pela convexidade de g, assim 

]61 1 :S ~{tg(t)- 2G(t)}. 

Portanto a Proposição se segue de 

Afirmação: 16,]-> x, quando t-> x. 

De fato, a altura h, de 6,, com relação a base b, = 0), (t,g(t))], é 

[
g(t) ' 1 ( (g(t))' h(t) = -t-s(t)- g(s\t))J cos arctan t ) . 

Assim lim infHoc h(t) > O, pois g(t)/t é limitado: e b1 -> x as t -> x. 
Portanto a Afirmação provada. O argumento para t < O é inteiramente 

análogo. E assim, a demonstração da Proposição está completa. :::J 

Lema 2.4 Seja g : fi x 1Ft -> 1Ft uma função continua satisfazendo as con­

dições seguintes: g(x, t)/t limitado, g(x, t) =O ';f t :S O e 

(2.16) 

Então. o funcional F+ : HJ -> 1Ft definido por 

F r,ul = ~ jlvui 2dx- ;· G\' x. u)dx, -r " 2 I I , , 

n n 

satisfaz a condição ( P S). 

Demonstração: Seja { un} E HJ uma sequência tal que {F+ ( un)} é limi­

tado, e IIF~(un)ll ->O quando n-> x. Segue-se que para todo <p E HJ, 
temos 

< F~ (un), '{: >= l vuv<p l g(x, Un)éf:dX-> O, quando n-> x. (2.17) 
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Seja :;; = Un: temos 

,, ,., r , ) , O" '~\ C' '2 O('' 'I) i!Un['"~ g(X~UnUndX+ \IUn!iJ:S iUni2+ ,!!Uni!· 
Jr! 

Portanto, precisamos mostrar que {!uni 2 } é limitado, o que implica que 

{i il} é limitado. Como n é limitado e g tem crescimento subcrítico, então 

se {I 11} é limitado, pela compacidade das imersões de SoboleY e por ar­

gumentos padrões, existe uma subsequência de {un} em HJ que converge 

fortemente, assim o Lema estará provado. 

Suponha, por contradição, que lunb -+ oc quando n -+ oc. Seja 

Vn = un/!un Então !vnb = 1 e {I Vn[} é limitada. Podemos supor que 

vn -+ v fracamente em HJ, fortemente em L 2 e q.t.p. em n. Portanto, 

Un(x) -+ oc q.t.p. em n. De (2.1 se segue que 

1[\iv\itp-L tp]dx=O, V;;EHJ, (2.18) 
n 

em que (x) = max{O, v }. Por regularidade, temos 

-.::::.v= L(x)v+ in fi. 

Pelo príncrp10 do máximo e pela propriedade da continuação única, 

r = v+ 2: O e L = À.i ou L - À.i+r· Desde que, j 2: 2, r = O. o que 

contradiz [vl 2 = L E assim a demonstração está completa. D 

2.5 Demonstração dos principais resultados 

Pelo Lema 2.3 o funcional F, definido por (2.2), satisfaz a condição (C) (ou a 

condição (PS) no caso não ressonante). Então podemos usar os Teoremas do 

Capítulo L Sem perda de generalidade, podemos supor que F tem somente 

um número finito de pontos críticos. 

Demonstração do Teorema 2.1 

Os casos em que (g3) ou (g4) são admitidas serão considerados simultanea­

mente. 



2 São-hneaâdades Assintoticamente Lineares 

Sejam H,, i= L 2, .3, definidos como no Lema 2.1. Considere 

!lv+ !::;R}, 

em que Br denota a bola fechada de raio r < R centrada em O. e e E H2 é 
escolhido tal que 

. 9' l. ) 

Isso é possível por (i) e no Lema 2.1. Desde que 3D1 e S1 estão homologi­

camente enlaçados e D1 é uma bola de dimensão topológica k, segue-se por 

(2.19) que Hk(F,,, F0 ) =/=O, em que b > max{F(u) I u E D} (veja Teorema 

1.2 no Capítulo 1). Assim podemos concluir, pelo Teorema 1.1. que existe 

um ponto crítico u1 de F, tal que 

Agora, seja S2 = H3 e D2 = BR r (H1 C H2). Por (ii) e (iv) no Lema 2.1, 

temos 

F(u) :::0: O v u E S2 e F(u) <O v u E 8D2. (2.21) 

:\ovamente, desde que 8D2 e S 2 estão homologicamente enlaçados e D2 é 

uma bola de dimensão topológica m, temos que existe u2 , ponto crítico de 

F, tal que 

(2.22) 

Agora temos que provar que u1 =f. u2 , e são não tri\"iais. Note que O é 

um ponto crítico isolado de F e ,u(O) + v(O):::; k -1 (..\k-l:::; g'(x,O) < ..\k)· 

Pelo Shifting Theorem, Cp(F O) = O para todo p :::0: k. Assim u1 e u2 são não 

triviais, por (2.20) e (2.22). :'\ovamente pelo Shifting Theorem (Corolário 

1.1) temos 
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Se (a) ou (b) ocorrer. então Cm(F, nr) =O por (2.20). Se (c) ocorrer então 

k > f.1(n 1 ) por (2.20) e assim m = k + m- k 2: f.1(nr) + v(ur) pelo Lema 2.2 

) < m + 1- k). noYamente Cm(F, u!) =O por (c). Portanto nr # n2 

por (2.22). E assim a demonstração do Teorema 2.1 está terminada. 

Demonstração do Teorema 2.2 

Sei a .. 
( .) { g(x,t) g-'- X.t = '. . o, 

e considere o problema 

-~u = 9+ u) em í2 
u =O em 

Defina 

(u) = ~ r I"Vnl 2dx- r G+(x,u)dx, u E HJ(íl). 10. 10. 
Então F+ E C 2

-
0 e, pelo Lema 2.4, satisfaz a condição (PS). 

Desde que g'(x, O) < .\r, u = O é um mínimo local estrito de F+. Seja 

'?r > O a primeira autofunção de ( ~, HJ), e considere ! > .\r tal que 

G+(x, t) ;:: ('yj2)t2 - C para t >O. Então 

F+(s;;r) = 
8
)

2 r l\7;;ll 2 dx- r G+(x, Syr)dx 
~ 1" Jn 
.\rs21 "'2 ~ ';s21···2 . ' < -~- ~,d~-- c~ldX T C ., ' " 2 ' 
~ n o 

s2(.\1 - '!) j' 2 
= 

2 
'Prdx +C-+ x, quando s-+ x. 

[l 

Pelo Teorema da Passagem da l\Iontanha, F+ tem um ponto crítico nao 

triYial u+. Pelo príncipio do máximo e teoria de regularidade para problemas 

elípticos podemos concluir que u+ é clássica e u+ > O para x E f2 e a 

derivada normal éJu(x)jéJn <O para x E éJD. Portanto u+ é um ponto crítico 

do funcional F definido em (2.2). Similarmente, temos um ponto crítico 

negativo u_ de F. 
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Portanto podemos nos restringirmos ao espaço CJ. Como F+lc6 é de 

classe C 2 em uma CJ-Yizinhança de U+: o Splitt·ing Theorem e o Shijting 

Theorem são válidos para , Yeja . E de acordo com [18] Yale o lema 

de deformação em CJ (Yeja Apêndice). Além disso os grupos críticos deu+ 
- ' ' . d . h 3' sao aeterrn1na os~ YeJa Ll· J~ 

Portanto, 

Analogamente, 

C 1F' . c 1F p\ ic2~ u_) = 'p\ -

Afirmação: O problema (2.1) tem uma solução w que muda de sinaL tal que 

O teorema segue, claramente, desta Afirmação. (As informações que dizem 

respeito aos grupos críticos serão usadas na próxima seção). 

Demonstração da Afirmação: Seja P = { u E X = CJ(D) u :::: 0}, 
D = P L; ( -P), e oi a autofunção normalizada associada a .\, i = L 2, 

o 

temos ?1 EP. 
A principal ferramenta na demonstração da Afirmação é o fluxo gradiente 

c/ de -F em HJ(D), i.e., 

Temos que<;'( u) E X para u E X e c;:' induz um fluxo contínuo (local) sobre 

X que continuaremos denotando por c;:'- A principal propriedade de ordem 

de<;' é quePe -P são positiYamente invariantes (isto segue de g(x, t)t;::: 0). 

Aqui denotamos por F"= {u E X: F(u)::; a}. 



2 :\'ão-lineaTidades Assintoticamente Lineares 25 

Como m 2': 2 por (i i) no Lema 2.1 existe R > O tal que F( u) < O para 

qualquer u E span{ 01, 62} com I ]ui I 2': R. Agora, seja 

e 

oB = {só1 + tr/;2 : i si =R ou tE {0, R}}. 

Temos éJB C F0 L D. Seja !3 = max{F(B)} assim 

(B, àB) '-1 (Ff! L D, F 0 L D). 

Seja ç8 E H2 (F8 L DJ0 L D) a imagem de 1 E Z = H2 (B,àB) pelo homo­

morfismo 

induzido pela inclusão. Para ~~ :::; i3 seja 

" . H rp·: ' D F 0 
I . D) ' H 1F 3 ' . D F 0 ' D' J'y < 2\ v . '-' ~ 2\ u ~ \....; ) 

também induzida pela inclusão. Agora definimos 

e c = inf r. Segue do próximo lema e de argumentos padrões de deformação, 

que c é um valor crítico de F. 

Lema 2.5 é.;; i O. 

c 

De fato, seja e1 EP o primeiro autovalor de 

-b.u- g'(x, O)u = .Àu em Q 

u =O em 8\1, 

e seja X 1 = span{e1 }. X2 = Xf r X. Temos que inf F(X2 n éJBp) 2': o> O 

para algum p > O pequeno. Isto implica que 
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Portanto o lema segue do fato que o homeomorfismo 

induzido pela inclusão é não trivial (veja _ ) . 

Como uma consequência do lema anterior temos O tf- L porque 

= O. Como F 0 L D é um retrato por deformação de L D para 'i> O 
suficientemente pequeno (veja Obsen-ação 4.1 no Apêndice), temos que c> O. 

Claramente 3 E L assim c E (0, 

Escolhemos 15 > O suficientemente pequeno. Considere o diagrama comu­

tativo 

H2(F'-ii L D, F 0 L D) 

li~ 
H2 L D, F 0 L D) ~ H2(F3 L D, L D) 

l 
H2(Fc+ó L D, pc-s L D) 

Desde que c+o E r existe C:c+o E H2(F'+5 LD,F0 uD) com Jc+ii(C:c+ii) = C:s­
Agora C:c+S tf- imagem Uc-s) porque c- o tf- r. Portanto, como a coluna 

esquerda é uma sequência exata, temos H2(Fc+ii L D, pc-o L D) #O. Como 

na prova do Teorema 3-4 em [4] isto implica que existe um ponto crítico w 

tal que u f/: De C2(F w) #O (veja Apêndice). C 

Demonstração do Teorema 2.3 

Pela demonstração do Teorema 2.2, o problema (2.1) tem três soluções não 

triviais, uma é positiva u+, outra é negatiYa u_, e uma terceira solução w 

que muda de sinaL Aém disso, temos 
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De fato, seja u;+ = max{u,O} e w_ = u;+- w. Por (g2) temos 

j' ( .3.u+l2- f'(x, 
Jn 
l( 

= j' u~(f(x,u:)- f' u;il 
Jn · u, ') 
j' ( Jlx ,. \ ' 

Jfl '~:+
1

-J'(xw+))<O. 

De modo similar temos (F11 (w)w_, u;_) <O. Como u;+ e w_ são ortogonais, 

temos (F11 (w)u,u) <O para todo u E span{u·+,w-L i.e., o índice de :Víorse 
de w é maior ou igual a 2. Pelo Shifting Theorem temos Cp(F 

E a Afirmação está provada. 

Agora pela demonstração do Teorema 2.L existe um ponto crítico não 

trivial u tal que 

Cm(F u) -1- O, com m > 2, 

e assim u -1- w. Pelo Teorema 1 em [12]. temos 

e assim u -1- W±· Portanto u é uma quarta solução não trivial. 

Demonstração do Teorema 2.4 

Seja a< b tal que F(K) E (a, b) (veja [1]), então pela hipótese 

em que os limites são uniformes em \2. Está provado em [28]. que 

e 

(2.2:3) 
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Além disso, note que se u é um ponto crítico não trivial de F por (2.23), o 

Lema 2. 2 diz que ué não degenerado e que seu índice de l\Iorse é k. Portanto 

Seja m o número de pontos críticos não triviais de F, pela identidade de 

\lorse (veja Teorema 4.3, capítulo L [1.3]), temos 

Disto segue que m = 2. Então o problema (2.1) tem exatamente duas 

soluções não triviais. D 



Capítulo 3 

Não-linearidades Assimétricas 

3.1 Intro 

Considere o problema 

e principais 

= g(x, u) em fl 

u =o em ofl, 
;3 1' \' . ) 

em que li c RN é um domínio limitado com fronteira suave 8\1 e 

g : n X iR ---7 lR uma função de classe C 1 tal que g(x, O) = o, o que implica 

que o problema (3.1) admite a solução trivial u = O. Novamente estamos 

interessados em soluções não triviais. Suponha que 

,. g(x, t) . ,.., 
a± = nm . . a± E R umformemente em "· 

t-+±oc r 
(3.2) 

Sem perda de generalidade, podemos supor que a_ ::; a+. As soluções 

clássicas do problema (2.1) correspondem a pontos críticos do funcional 

definido em HJ(fl), por 

F(u) =~L jvuj 2dx- L G(x, u)dx, u E HJ(fl), (3 .. 3) 

em que G(x. t) = J; g(x, s)ds. Sob as hipóteses acima, F E C 2 

29 
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Denote por O< À1 < À2 ::; ... ::; À.J::; ... os autovalores de ( -~, HJ(fí)), 

em que cada À_; ocorre na sequência tão freqüentemente quanto sua multipli­

cidade. ::\ote que À;_ 1 < < À.i+ 1 implica que ÀJ é simples. 

É fato que a existência de soluções para o problema 1) está ligada 

fortemente a posição do par (o_, ) E JR2 em relação ao chamado espectro 

de FuCik de HJ(fí)) (veja [23j, onde esta noção de espectro foi intro-

duzida). espectro é definido como 

2: = { (3.4) 

em que u = max{u,O}, u- = u- u+ É claro que I: contém as linhas 

lR x {,\r} e {.\r} x lR e os pontos (.\;, .\;), j 2: 1. ::\o caso unidimensional 

X = 1, o conjunto I: foi totalmente descrito por Fuéik em [23]. 

Consideremos 2: 2 e que .\;_ 1 < o_ ::; ÀJ = 

algum j 2: 2 e k 2: O. É conhecido que I: contém pelo menos duas curvas 

Cji(t): i= 1~2, com imagem em Q = [À.i:À.i+k+ 1[x]Àj-l:À.i] passando por 

(.\.i,.\;). De fato, se .\.i é simples então I: I Q = imagem(c;1) L imagem(c;2). 

Também é possível que c;1 = c;2 . Caso contrário, diremos que o traço de 

c;1 fica abaixo do traço de c;2- Para estas e outras propriedades de c;1 e Cj2 

recomendamos [7], [25], [27] e [33]. 

Com as notações acima, suponhamos que 

(o+, a_) está na imagem de (c;1) (ou abaixo). (:3.5) 

Além disso, suporemos que g satisfa7 as seguintes hipóteses. 

g(x, t) (g(x. -t)) , 
t 

-t e crescente com relação a t 2: O, q.t.p. em fl, ( ) 
3.6 

e de forma estrita em uma Yi7inhança da origem; 

.,l
1
im [tg(x, t) - 2G(x, t)] = oc, para q.t.p. x E fl. (3.7) 

! --+oc 

Teorema :3.1 Seja g : fi X lR -+ lR uma função de classe C1' g(x, O) = O, 

que satisfaça (:3.2) e (3.6). Suponha que existam k 2: 2, m 2: k + 2 e r, o > O 

tais que g'(x, t) :::; Àm+ 1 \f x E fi e tE R 

, g(x, t) 
-"'k-r :::; t :S o< .\k, \f !ti :::; r; e 
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Àm-1 < CL ::; Àm S:: a+< Àm+J· 

Suponha que (3.5) ocorre comj = m. Além disso, se (a+, a-) E Cm1 suponha 

(3.7). Então o problema (2.1) tem pelo menos duas soluções não triviais. 

Teorema 3.2 Seya g : fi x JR -+ JR uma função de classe C1
, g(x, O) = O, 

que satisfaça (.3.2) e (3.6). Suponha que existam m > k 2:: O e r. a > O 

tais que 
I .j.- \ 

9\X, c} 

t 
't-1 I, r' i < -T· V • _I) 

e 

Suponha que (3.5) ocorre com j = m. Além disso, se (a+, o:_) E Cm1 suponha 

(3. . Então o problema (2.1) tem pelo menos quatro soluções não cn.FcL<Is. 

uma das quais muda de sinal, uma é positiva e uma o·utra é negativa. 

Observação 3.1 Com as hipóteses acima o funcional F, definido por (2.2), 

tem um ponto crítico do tipo Ponto de Sela, isto foi provado em [19]. por 

Domingos & Ramos. Dancer & Zhang, em [18]. provaram que o problema 

(3.1) tem pelo menos três soluções: uma solução que muda de sinaL uma 

positiva e outra negativa; nas condições do Teorema 2.3. 

Agora considere o problema autônomo 

-C::,u = g(u) em fi 

u =O em &fi. 
(3.8) 

em que g: IR-+ IR é uma função de classe C1 tal que g(O) =O. Suponha que 

{ 
g( t) é convexa se t ;::: O, 

g(t) é concava se t::; O. 

e 
(3.9) 

A última hipótese foi considerada por vários autores, e.g. veja [1]. [lO] 
e [31] para o caso em que [o:_, o:+] r {-\j} = 0. Em [8] e [9]. os autores 

consideraram este problema quando ]a_, a+[r{-\i} f= 0. 
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Teorema 3.3 Seja g : 1Ft -+ IR uma função de classe C 1 
f g(O) = O. que satis­

faça (3.9). Suponha que existam k > 2 e m > k + 2 tais que 

Àk-1 :S; g'(O) < ),k e 

< CL = Iim l(t) :S; 
i-t-X 

:S o+ = t lim g'(t) < Àm+l· 
-+-rcc 

Suponha que ou (o+, o-) está em Cm: ou abaixo. Então o problema (:3.8) tem 

pelo menos duas soluções não triviais. 

De fato, a hipótese de convexidade de g implica que (veja Proposition 2.1) 

lim [tg(t)- 2G(t)] = oc. 
ltl-.>oc 

Assim o teorema anterior é um corolário do Teorema 2.1. O próximo resul­

tado é um corolário do Teorema 

Teorema 3.4 Seja g : lR -+ 1Ft uma função de classe C 1 
f g(O) = O, que 

satisfaça (3.9). Suponha que g'(O) < .\1 e que existam m > 3 e k ;:::: O tais 

que 

. g(t) . g(t) 
<o-= hm --<Àm=Àm-'k<o_,_= hm --<Àm'k'l· 

f---1--CC t - ' - ' t----t-+X t T T 

Suponha que ou (o+, o_) está em Cm: ou abaixo. Então o problema (:3.8) tem 

pelo menos quatro soluções não triviais, uma das quais muda de sinal, uma 

é positiva e outra é negativa. 

Observação 3.2 O funcional no caso não ressonante satisfaz a condição de 

Palais-Smale, ( P S), e a dificuldade no caso ressonante é a perda da condição 

( P S). Mas se a função g satisfaz a condição 

lím [tg(x, t)- 2G(x, t)] = oc, uniformemente em \t 
it!~oc 

então, em [15], Costa & Cuesta mostraram que tal condição é suficiente para 

obter a condição de Cerami. Como no capítulo anterior podemos substituir 

a convergência uniforme pela convergência q.t.p. no limite acima. 
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3.2 Alguns lemas 

Seja g : í! x R-+ R uma função de classe C1 tal que g(x, O) =O. Suponha 

que existam k :?: 2 e m :?: k + 2 tais que 

10) 

em que os limites são uniformes para x em O. 

Seja H= HJ(í!) e denote as normas em HJ(í!) e L2 (íi) por! · 1i e l·l2, 
respectiYamente. Sejam H1 , H 2 e H 3 subespaços de HJ(D) gerados pelas 

autofunçôes correspondentes aos autovalores {À1 , .. , Âk_:}, {Àk .... , Àm-:} 

and , ... } , respectiYamente. 

Seja F definido como em (:3.3). A demonstração dos dois lemas abaixo é 

análoga a dos correspondentes no capítulo anterior. 

Lema 3.1 Sob as hipóteses acima e (3.6), temos 

(i) Existem r >O e a> O tal que F(u) :?: a para todo u E H2 6 H3 com 

lluil =r: 

(ii) F(u)-+ -X. quando li ui i-+ x, para u E H1 6 H2: e 

(iiii) F(u):::; O para todo u E H1 . 

Lema 3.2 Considere as hipóteses do Lema 3.1. Além disso, suponha que 

g'(x. i) S Âm+J v x E SI e tE R 

então temos v(u0 ) :::; m- k, desde que u0 seja um ponto crítico não trivial 

de F. 



3 São-linearidades .êtssimétricas :34 

3.3 Demonstração dos principais resultados 

Segue de [15] que o funcional F, definido por (3.3). satisfaz a condição de 

Cerami no caso não ressonante, veja Lema 6.3 em [20} 
perda de generalidade. podemos supor que F tern somente um número finito 

de pontos críticos. 

Primeiro observamos um resultado de existência, provado em [19], para o 

problema (2.1). Consideraremos uma hipótese análoga a (3 . 

. lim [tg(x, t)- 2G(x, t)] = -x 
jt!--7X 

Teorema 3.5 (Teoremas 2.2 e 3.5, [19]) Seja g: fi x IR-+ IR uma função 

de Carathéodory, que satisfaz (3.2). Suponha que existem j 2 2 e k 2 O, tal 

que 

Àj-1 < (L ::; À; = Àj+k ::; Q+ < Àj+k+1· 

Além disso, se 

(i) (a+, a_) E cy 1 , ou está abaixo, .suponha (.3. 7) e 

tg(x, t)- 2G(x, t) 2 C(x), com C(x) E V(fl); ou 

(ii) (a+, a_) E c;2 , ou está acima, suponha (3.11) e 

tg(x, t)- 2G(x, t) ::; C(x). com C(x) E V(fl). 

Então o problema (.3. 1) tem uma solução. 

?\o caso que (a+, a-) 'f I: as hipóteses (3.7) and (3.11) não são necessárias. 

Para a demonstração dos resultados enunciados na introdução usaremos ape­

nas o item (i) do teorema acima. O item (ií) será usado na última seção deste 

capítulo. 

Considere a decomposição 

em que Y'1 é o subespaço de HJ(fl) gerado pelas autofunções correspondentes 

aos autonlores {),1 , ... , ),1}, em que l = j- 1 no caso (i) e l = j + k no caso 
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(ii). Para todo E >O. suficientemente pequeno, existe um homeomorfismo '!o 

em HJ( íl) tal que. se 

S =':o 

em que B 1 denota a bola unitária fechada de li centrada na origem, e R 

suficientemente grande (dependendo de E): então existem constantes a e b 

que 

supF, <a::::; iqJ::::; supF,::::; b, (3. 
8A ~ A 

em que F, denota Ft = F(u) + 2e! [[ 2 no caso (i) ou F,-= F(u)- 2cj[u[[ 2 

no caso (ii). Está prm·ado em [19] que F, satisfaz a condição de Cerami, 

para O <e< 1/4. Isto, juntamente com (3.12) implica que F, tem um ponto 

crítico u" que satisfaz 

a::::;F,(u,)::::;b e =0. 

Como em [19] temos que u,n -r u em HJ(íl) para alguma sequência En -r O. 

Claramente u é um ponto crítico de 

Observação 3.3 Se g, no teorema acima, é C 1
, então os funcionais F, são de 

classe C 2
. Além disso, os conjuntos o A e S estão homologicamente enlaçados 

e A é uma bola de dimensão topológica l. Então por (3.12), o Teorema 1.1 

implica que 

Cz(F, u,) f= O. 

Desde que u,n -r u e -r F em C 1 (Bp(u),lR.) para algum p >O, pela 

continuidade dos grupos críticos (veja Teorema I 5.6 em [13]), temos 

Demonstração do Teorema 3.1 

Como na demonstração do Teorema 2.L usando o Lema 3.L temos que existe 

um ponto crítico não trivial u de F, definido por (3.3). tal que 

Ck(F, u) f= O. 

Pelo Shifting Theorem temos: 



Além disso pelo Lema temos que v( u) ::; m - k. 

Pelo Teorema 3.5, parte , e a Observação 3.3 temos que existe w. ponto 

crítico não trivial de F. tal que 

w) I- o. 

Se (a) é satisfeita então u f. w desde que m- 1 > k. Se não, temos (b), ou 

seja k -1 2: 11· Daí m -1 = m- k + k -1 2: 11 +v (neste ponto é importante 

que Àm seja simples), novamente por (b) 

u) =O. 

E assim u f. ?.L como queríamos demonstrar. [J 

Demonstração do Teorema 3.2 

Pela Demonstração do Teorema 2.2, temos que o problema (3.8) tem três 

soluções não triviais, uma é positiva u+, outra é negativa u_, e uma terceira 

solução w muda de sinal. Além disso temos 

Pelo Teorema 3.5 e a Observação 3.3 temos que existe u, ponto crítico não 

trivial de F, tal que 

Cm-1 (F u) f. O. 

Desde que m- 1 > 2 e pelo Teorema 1 em [12] temos 

concluímos que ué uma quarta solução não trivial do problema (3.8). 
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3.4 Uma equação ordinária 

:\esta seção estudaremos o caso unidimensionaL = L com, digamos fi = 

:'\este caso E é totalmente conhecido (veja , e é precisamente a 

união das curvas ci1 , (j 2: , mencionadas na introdução, que agora são 

globalmente definidas, juntamente com as linhas IR x {)'1} e Pd x R 

Teorema Seja g : fi x R ---+ R uma função de classe C 1
, g(x, O) = O, 

que satisfaz (3.2), Suponha que existem k 2: 2 e a > O tal que 

f
g(x.t) g(x.t) 

1
, 

Àk-1 < in · < · < a < Àk di < r. e a~. 2: a_ > Àk· 
- t'/'0 t - t - ' - ' (3. 13) 

Suponha que (a_, ) está entre as curvas cim-l)2 e Cm1 com m 2: k + 2. 

Além disso, se 

(11L, a+) E Cm:: suponha (3. e tg(x, t)- 2G(x. t) 2: 
C(x) E V; ou 

(ii) (a_, a+) E C(m-l)2 , suponha (.3.11) e tg(x, t)- 2G(x. t)::; C(x), 
C(x) E L': ou 

(iii) (a_, a+) c:J. E, suponha tg(x, t)- 2G(x, t) 2: C(x) ou 
tg(x, t)- 2G(x, t) ::; C(x), C(x) E L'. 

Então o problema 
-ü = g(x, u) em lO. ;r[ 
u(O) = u(7C) =O, 

tem pelo menos duas soluções não triviais. 

(3. 14) 

Demonstração: A idéia da demonstração é a mesma do Teorema 2.1. 

A hipótese (3.13) implica (i), (iii) do Lema 3.1 e (ii), no mesmo lema, 

com H1 ffi'?k ('?k a autofunção associada a Àk)· Assim o problema (3.14) tem 

uma solução não tri,·ial u tai que 
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Pelo Teorema 3.5 e a Observação 3 .. 3, temos uma solução não triYial w tal 

que 

Desde que 

Ker(F"(u0)) = {u E HJ(]O.o[); -ü = g' u0 )u}, 

temos 

Portanto, pelo Shifting Theorem, temos 

Portanto w f u desde que k < m L como queríamos demonstrar. :J 

Consideraremos agora o problema periódico 

=g(x,u) em 2,-;-[ 

u(O)- u(27r) =O= u1(0)- u'(2rt). 
(3.15) 

:\este caso À_i = (j - 1 )2 para j 2: 1. O espectro de Fuéik L: é definido como 

em (3.4) exceto que agora trabalharemos no espaço, H~er(]O, 21r[), das funções 

periódicas de período 21r no espaço HJ(]O, 21r[). É bem conhecido (veja [15]) 

e fácil provar que L: é composto das duas retas JRx {0}, {O} x lR e das curvas 

ci, j :::: 2, 

Temos um teorema análogo para este caso. I\ovamente usaremos resulta­

dos de existência provados em [19] (see also [15]). Também podemos provar 

um lema análogo ao Lema 2. L Desde que 

Ker(r(uo)) = {u E H;er(]O, 21r[); -ü = g'(x, uo)u}, 

temos 

v(u0 ) = dimKer(r(u0)) :S 2. 

Portanto podemos aplicar o Shifting Theorem e obter as mesmas conclusões 

como na demonstração do Teorema 3.6 sobre os grupos críticos. 



3 São-linearidades Assimétricas 

Teorema 3. 7 Seja g :]0, 2;r[ xlR -+ uma função de classe C 1
, g( x, O) = O, 

que satisfaz (3.2). Suponha que existem k ~ 2, e r, a > O que satisfazem 

(3.13). Suponha que (a_, et+) está entre as curvas Cm-l e Cm com m ~ k+2. 

Além disso. se 

(i) (cL a_,.) E Cm, suponha (.3.7) e tg(x, t)- 2G(x, t) ~ C(x), 

c E L 1
: O'U 

(ii) , et+) E Ccm-1)· suponha (3.11) e ig(x, t)- 2G(x, i)::; C(x). 

C(x) E L'; ou 

(ii) (c<-: a+) 'f. I:, suponha tg(x, t)- 2G(x, t) ~ C(x) ou 

tg(x, t)- 2G(x, t) ::; C(x), com C(x) E L 1 

Então o problema (3. tem pelo menos duas soluções não triviais. 



Capítulo 4 

Apêndice 

:\este capítulo proYaremos que se u1, ,,,, u, são todos os pontos críticos de 

que mudam de sinaL então podemos escolher E > O tal que 

r 

H íFc+c', D Fc-c' D' ~&c "'\ '-' : '-' ) - w "' 
i=O 

Sejam N' C duas vizinhanças fechadas de { u 1, .. ,, Ur} satisfazendo 

dist(N', àN) 2': i6, 6 >O, 

Pela condição (C) existem constantes b e i' positivas, tais que 

j I F'( u) I i 2': b "'X E p+< \ (Fc-"i L, N'), 

Defina uma função suave, como segue, 

í) _ { O para s c:} [c- i', c+ Zj p,s - , , 
1 paras E [c- cc+Ej, 

com O s; p( s) s; 1 e O < E < ~, Sejam A -

(J\'') 5 = { u E H: dist( u, \'') s; 6}, e B = N', Seja 

H\ (N')t, em que 
8 

dí , _ dist( u, B) 
'u J - .. ' ") d' í B. à 1St( U, /i + 1St, U, ) 

40 



4 Apêndice 

Temos O:::; d(u):::; L d =O em e d = 1 fora de (;V);_. Defina 
8 

= { 1 
1 s 2:: 1. 

Denote h(u) = d(u)p(F(u) IP(u)![). Considere a EDO 

o (r)= -h(CJ(r))P(CJ(r)), 
CJ(Ü) = Uo V uo E 

c±l 

A existência global e unicidade do fluxo CJ(t) em R para a EDO acima, são 

conhecidos. Seja 

7J(u, t) = a{t), com CJ(O) = u. 

Então 7) E li X satisfaz 

'1 Fc+c ' \'\ C Fc-c Íf\, \c; . 

Esse resultado pode ser encontrado em [13] (Teorema I .3.3). 

Lema 4.1 Suponha que existam somente um número finito de pontos críticos 

u1, ... , Ur, de F no nível c. Então podemos escolher E > O e vizinhanças 

Ni c X \ D de u; com as seguintes propriedades: 

(i) N; r Ni = 0 para i# j; 

(ií) u; = N; r K; 

(iií) Fc-c L N; é positivamente invariante sob •/: 

Demonstração: Seja u0 E F-1[c- c c+ e] r. X. Pela condição (C), temos 

que existe i5 > e tal que O < h( u) é limitado quando u E F-1[c- ii, c+ ii] r H. 
Seja 

w(r, uo) = r h(17((, uo))d(, TE [0, 1]. 
.Jo 

(4.2) 



4 .~pêndice 

Sejam t = v:(T, no) : [O, 1]-+ [O, x), e cp(t. no)= ?)(T, uo). Então 

= dJ)dT =-F' 
dt dT dt 

Agora escolhemos as vizinhanças ( i)' s satisfazendo e (iii), e E como 

no resultado acima e definimos = max{ w(L u0 ) ; no E Fc7 '}. 

temos 

e usando ( iii) temos 

Fazendo N = 1 L··· L ,yr as propriedades (iii) e (iv), no lema acima, 

implicam que Fc-c L N L D é um retrato por deformação de F'-'-' L D, assim 

L D) :;,o H~ 

A propriedade de excisão, dos grupos de homologia. implica que 

H.(Y H,(F'-'L ,F'-') 

H,(F'-' L N L D), p-c L D). 

Agora pelas propriedades (i) e (ii), temos 

r r 

H ( N ·''r, F'-') .~ ffi H ( ·\7 ,. r- F'-') ~ ffi c (F ·) *..!.":~'~· -w "'~l:.l."l' ,.-w *' ,x.l. 

i=O i=O 

Como queríamos demonstrar. 

Observação 4.1 A mesma idéia, do Lema 4.L pode ser usada para mostrar 

que F 0 L D é um retrato de deformação de F'1 L D para '! > O suficientemente 

pequeno. De fato, pode-se provar que o fluxo usado em [35] tem as mesmas 

órbitas que o fluxo cpt. 
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