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Resumo

A discretizagao de problemas inversos lineares geralmente resultam em sistemas cujos
valores singulares da matriz dos coeficientes se concentram proximos a origem e decaem
gradativamente a zero, o que torna a matriz severamente mal condicionada. Tais sistemas
sao frequentemente chamados de problemas lineares discretos mal-postos. Varios métodos
baseados em decomposicao SVD sao propostos para resolucao de problemas mal-postos,
oriundos da discretizacao de problemas inversos lineares. A solucao direta de sistemas de
equacoes lineares mal-postos com dados contaminados por erros geralmente nao fornece
resultados significativos, porque o erro propagado destroéi a solucao calculada. Os problemas
precisam ser modificados para reduzir sua sensibilidade ao erro nos dados. Em 1963 Andrei
Nikolaevich Tikhonov propos uma formulagao geral para problemas mal-postos chamada
regularizacao ou problema de regularizacao de Tikhonov. Nosso foco esta na resolucao
do problema de regularizacao de Tikhonov. A dificuldade encontrada pelos métodos
baseados em SVD para resolucao do problema de regularizacao de Tikhonov esta no custo
computacional e numérico envolvido no cédlculo da decomposicao SVD de uma matriz,
em especial no caso de matrizes de grande porte. Nesta tese reescrevemos o problema
em questao como um problema de programacao quadratica através de uma formulacao
Primal-Dual com barreira logaritmica. Na busca por maior eficiéncia, incluimos a direcao
de centragem e a direcao de correcao no mesmo método, obtendo um método do tipo
Preditor-Corretor. Implementamos um Método de pontos interiores Primal-Dual e Preditor-
Corretor combinado a dois precondicionadores, a Fatoragao Controlada de Cholesky e
o Precondicionador Separador. A eficiéncia dos métodos propostos é comprovada pelos

resultados de experimentos numéricos com problemas de regularizacao de Tikhonov.

Palavras-chave: Problema de regularizacao de Tikhonov, programacao quadratica, mé-

todos de pontos interiores.



Abstract

The discretization of inverse linear problems usually results in systems which the singular
values of the matrix accumulate at the origin and decay gradually to zero, which makes
the matrix severely ill-conditioned. Such systems are often referred to as linear discrete
ill-posed problems. Several methods based on SVD decomposition are proposed for solving
problems arising from the discretization of inverse linear problems. The direct solution of
linear ill-posed problems equations with error-contaminated data generally does not yield
significant results. The propagated error destroys the computed solution. The problems
need to be modified to reduce their sensitivity to data error. In 1963 Andrei Nikolaevich
Tikhonov proposed a general formulation for ill-posed problems called regularization
or Tikhonov regularization problem. Our focus is to solve the Tikhonov regularization
problem. The difficulty encountered by SVD based methods for solving the Tikhonov
regularization problems is on the computational and numerical cost involved in calculating
the SVD decomposition of a matrix, especially in the case of large-scale matrices. In this
thesis we rewrite the problem in question as a quadratic programming problem through
a Primal-Dual formulation with a logarithmic barrier function. In the search for more
efficiency, we include the centering direction and the correction direction in the same
method, obtaining a Predictor-Corrector method. We implemented a Primal-Dual and
Predictor-Corrector interior point method combined with two preconditioners: Controlled
Cholesky Factorization and Spliting Preconditioner. The efficiency of the proposed methods

is proved by the results of numerical experiments with Tikhonov regularization problems.

Keywords: Tikhonov regularization problem, Quadratic Programming, Interior Point
Methods.
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1 Introducao

Quando os valores singulares da matriz dos coeficientes de um sistema Ax = b
se acumulam préximos a origem e decaem gradualmente a zero, isso torna a matriz
severamente mal condicionada. Tais sistemas sdo frequentemente chamados de problemas
lineares discretos e mal-postos (REZGHI; HOSSEINI, 2009).

Quando sistemas de equacoes sao mal-postos, uma solugao obtida com arit-
mética de precisao finita pode ser muito diferente da solucao real, o que frequentemente
se caracteriza por oscilagoes de grande amplitude nas componentes da solucao x. Para
contornar este problema foram desenvolvidas técnicas que permitem uma regularizacao
da solucdo. A ideia é substituir o problema original, mal condicionado, por um problema
“préoximo”, melhor condicionado, tendo por objetivo ganhar com a reducao nos erros
provindos da aritmética de precisao finita, o que foi perdido na substituicdo do problema

original por outro semelhante (PINA, 2010).

Praticamente todos os métodos de regularizacao para determinar solugoes
estaveis envolvem uma relacao entre a “magnitude” da solucao regularizada e a qualidade
do ajuste que esta prové para os dados fornecidos. O que distingue os varios métodos de

regularizagao é como estes medem e relacionam estas duas propriedades (HANSEN, 2000).

1.1 Problema Motivador e Objetivo

A discretizacao de um problema inverso comumente fornece um sistema linear

de equacoes

Ar =0, Ae R™" zeR", be R™ (1.1.1)

com uma matriz mal-posta A. O célculo de uma solugdo aproximada significativa do
sistema linear (1.1.1) em geral requer que o sistema seja trocado por um sistema proximo
que é menos sensivel a perturbagoes. O método de regularizacao de Tikhonov é um dos
mais antigos e mais populares métodos de regularizacao. Este método aproxima o sistema

linear (1.1.1) pelo sistema regularizado

(ATA + o*Dx = ATb, (1.1.2)

onde o = 0 é o parametro de regularizacao que determina a quantidade de regularizagao e

I ¢é o operador identidade.
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Para qualquer o > 0 fixo, o sistema (1.1.2) tem solugao tinica

To = (ATA + 1)1 AT (1.1.3)

Existem varios métodos iterativos para determinar valores aceitaveis do para-

metro de regularizagdo «. Alguns destes podem ser encontrados em (BJORCK, 1988).

Note que a solucdo (1.1.3) de (1.1.2) satisfaz z, — o = A'b com o — 0", onde
A" denota a pseudo-inversa de Moore-Penrose de A, veja (MEYER, 2010). Em muitos
problemas, a matriz A tem muitos valores singulares pequenos, o que acaba acarretando um
mal condicionamento da matriz A e consequentemente de AT A, visto que os autovalores
de AT A sao os valores singulares de A elevados ao quadrado. Além disso, em geral o vetor
b estd contaminado por erros de medidas (ruidos). Portanto, a solugao g em geral tem
componentes grandes. Na Subsegdo 2.2.3 podemos observar que a solucao (1.1.3) satisfaz

o problema de minimizacao

mgn||:c||2, sujeito a  ||b — Azx|ls < Eg (1.1.4)

onde Ej é o valor da norma do residuo que estamos dispostos a aceitar e || - ||2 denota a
norma Euclidiana. O objetivo deste trabalho é desenvolver métodos de pontos interiores
que sejam capazes de obter uma solu¢do para o problema de minimizagao (1.1.4), em

especial quando o sistema Az = b é de grande porte.

Esta tese esta organizada do seguinte modo: no Capitulo 2, apresentamos uma
visao geral dos problemas de regularizacdo. Os métodos de pontos interiores desenvolvidos
para o problema de regularizagdo de Tikhonov, encontram-se no Capitulo 3. No Capitulo
4 apresentamos técnicas para resolugao dos sistemas de equacoes normais gerados pelos
métodos de pontos interiores desenvolvidos no Capitulo 3. Os resultados obtidos pelos
experimentos numéricos estao apresentados no Capitulo 5, e por fim, no Capitulo 6 sao

apresentados as conclusoes e propostas para trabalhos futuros.
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2 Problemas de Regularizacao

Segundo (VOGEL, 2002), nao é incomum que a discretiza¢ao de um problema
inverso linear leve a um sistema linear mal-posto. Ainda segundo (VOGEL, 2002), em
geral, o sistema linear obtido pode ser regularizado para tornar possivel o calculo de uma
solugdo aproximada significativa. Um parametro de regularizacao especifica a quantidade
de regularizagao, no entanto, um valor apropriado deste parametro nao é conhecido a priori.
Na proxima segao baseado em (HANSEN, 2000) tragaremos uma breve linha histérica de
como o problema foi e é abordado, sendo uma dessas abordagens o método de regularizacao
de Tikhonov classico, na secao subsequente apresentaremos algumas técnicas seguidas de

exemplos.

2.1 Uma breve nota histodrica

Em (RILEY, 1955), temos a descri¢ao do que pode ser o primeiro esquema
equivalente a regularizacao de Tikhonov. Neste trabalho, Riley abordou sistemas simétricos
definidos positivos mal condicionados, Az = b e propos resolver o sistema (A + al)z = b,

no lugar do sistema original, onde @ ¢ uma constante positiva pequena.

O primeiro artigo a abordar problemas mais gerais foi (PHILLIPS, 1962). Nesse,
A é uma matriz quadrada obtida de uma Equacao Integral de Fredholm por meio de uma
regra de quadratura. Nesse artigo, sem usar notacao matricial, Phillips propos o célculo

de uma solugdo regularizada.

S. Twomey, em 1963 reformulou as expressoes de Phillips para x, por meio de
equagoes normais regularizadas e obteve a expressao bem conhecida
To = (ATA+?LT L) ATD,
com L = tridiag(1, —2,1). Detalhes desta formula¢do podem ser encontrados em (TWO-
MEY, 1963). Ele também propos a inclusdo de uma estimativa a priori zp, mas somente

em conexao com a escolha L = I (a matriz identidade), levando a expressao

To = (ATA+ 211 (ATb + oPxy).

Ainda em 1963, A. N. Tikhonov propds uma formulacao muito mais geral, veja
(TTIKHONOV, 1963). Ele considerou o problema K f = g, onde f e g sdo fungoes e K é
um operador integral. Tikhonov propds a formulagao f, = argmin{||Kf — g||3 + a*Q(f)}

com o funcional

Q(f) = J (w(s)F ()2 + w(s) f'(s)2)ds,

a
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onde v e w sdo fungoes de peso positivas. Recorrendo a modelagem numérica e computaci-

onal, Tikhonov usou a técnica de quadratura de ponto médio para chegar ao problema

min{||Az — 0|[3 + o?(|[ D] [3 + [ LD,/?al[3)},

em que D, e D,, sdo matrizes diagonais de peso correspondentes a v e w, e L = bidiag(—1,1).

Via equagoes normais regularizadas ele obteve a expressao

o = (ATA+ (D, + L'D,L)) ' AT,

Em (GOLUB, 1965) é proposto resolver

T = argmin {||Ax —b|f5 + a2||L(:c — x0)||§} ,

via a formulagdo de quadrados minimos, isto é,

() (o)

e a fatoracdo QR da matriz de coeficientes associada. Golub propds esta abordagem em

T = argmin (2.1.1)

2

conexao com o esquema de (RILEY, 1955).

Ao usar a formulagao de regularizacao de Tikhonov em um conjunto estocastico,
Joel Franklin chegou a um sistema de “equacdes normais regularizado”, detalhes podem
ser encontrados em (FRANKLIN, 1970). Ja no artigo (FRANKLIN, 1978) é proposto a
variante z, = (A + aB)™'b, com A e B sendo simétricas e positiva semi-definidas, e o um

escalar positivo, o que se conecta novamente ao artigo de Riley de 1955.

Na literatura estatistica, a regularizacao de Tikhonov é conhecida como uma
técnica de regressao e parece datar dos artigos (HOERL; KENNARD, 1970b) e (HOERL;
KENNARD, 1970a). (MARQUARDT, 1970) usou esta abordagem como uma base para
analise de seus métodos iterativos de 1963 para resolver problemas de quadrados minimos
nao lineares, onde é incorporado a forma padrao da regularizacao de Tikhonov em cada

passo.

Uma forma de calcular solugoes de Tikhonov x,, para um conjunto de parametros
de regularizacdo o (que é quase sempre o caso na pratica) é por meio da bidiagonalizagao
de Lars Eldén, descrita em (ELDEN, 1977), combinada com uma transformagao a forma
padrao, se L # I. Mais recentemente, varios outros algoritmos foram desenvolvidos, a
exemplo disto podemos citar (FROMMER; MAASS, 1999), (GOLUB; MATT, 1991) e
(HANKE; VOGEL, 1999).
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2.2 Regularizacao

A fim de familiarizar o leitor com o conceito de regularizacao, nesta secao
apresentamos algumas técnicas de regularizagao simples seguidas de exemplos. Para tanto,
comecamos por apresentar de forma sucinta uma das principais ferramentas de resolugao
e analise de problemas de regularizacao, a decomposicao SVD, mais detalhes sobre esta
decomposi¢ao podem ser encontrados em (GOLUB; LOAN, 1996).

Todos os resultados numéricos apresentados nesta secao foram desenvolvidos
em MATLAB R2013b com sistema operacional 64-bit Windows 10, processador Intel Core
17-8550U, 1.99 Ghz, 16 GB de memoria RAM.

2.2.1 Decomposicao em valores singulares

A decomposicdo em valores singulares de uma matriz A € R™*™ é uma decom-

posicao da forma

A= Umxmzmxnvnj;n = Z SiuiviT, (221)
=1

em que os vetores singulares u; € R™ sao ortonormais entre si e compoem as colunas da
matriz U, por sua vez os vetores singulares v; € R" sdo ortonormais entre si e compoem as
colunas da matriz V. Os valores singulares s; sdo valores nao negativos que aparecem em

ordem decrescente,

S1 =8y =832 ,=58,20,

e correspondem aos valores da diagonal principal da matriz .. Para matrizes A provenientes
da discretizagdo de problemas inversos, os valores singulares decaem gradualmente a zero,

o que dificulta sua aplicacao direta na resolucdo desses problemas.

Neste trabalho, assumiremos que m > n e que os erros no problema dado

min ||Az — b||2 (2.2.2)

estao restritos ao lado direito, isto é, dado b podemos escrever

b=b+e b= Az,

onde b representa os dados exatos nio perturbados, T = A'D representa a solucdo exata, e

o vetor e representa os erros nos dados.
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Obter a solugao do problema (2.2.2) consiste em determinar o vetor x € R"

que minimize o valor da norma residual dada por:

[r|]5 = ||b — Az||5 = 27 AT Az — 227 ATb + b (2.2.3)

Derivando (2.2.3) em relac¢ao a x e igualando a zero chegamos a relacao

AT Az = AT (2.2.4)

que é conhecida como sistema de equag¢des normais. Se inserirmos a decomposicao em
valores singulares A = ULVT no sistema de equagdes normais (2.2.4), entao a sequéncia

de operagoes

c = U
»ly = Ye
x = Vy.

nos fornecerd o vetor xpg que minimiza o residuo (2.2.3). De forma mais explicita podemos

escrever

S ulb
TLs = ), ——u;. (2.2.5)
i=1 71
Nesta etapa, é necessario assumirmos a chamada Condicao Discreta de Picard:
Os coeficientes exatos da SVD, |ulb|, decaem mais rdpido do que |s;|. Esta condicao
assegura que a solucdo de quadrados minimos T = A'b do problema néo perturbado
nio tem norma grande, porque os coeficientes da solucio exata |v] Z| = |u] b/s;| também
decaem. Esta Condicao Discreta de Picard nos assegura que existe uma solugao fisicamente
mensuravel para os problemas inversos em consideracao e também assegura que a solugao
pode ser aproximada por uma solugao regularizada. Detalhes sobre esta condi¢cao podem
ser encontrados em (HANSEN, 1990) e (HANSEN, 1998).

2.2.2 Regularizacao por filtragem

A fim de exemplificar uma aplicacao 1til da decomposicao em valores singulares
na obtencao da regularizacdo por filtragem da solucao de um sistema de equagoes lineares
mal condicionado, seguimos (VOGEL, 2002) e consideramos o sistema mal condicionado
Az = b em que A é a matriz de Hilbert, isto é, a;; = 1/(i + j — 1). A verificacao do
mal condicionamento das matrizes de Hilbert pode ser encontrado em (HOANG; RAMM,
2008). Consideramos também que A tem ordem n = 100 e b é construido de modo que a
solucio seja X = (1 1 --- 1)”. Se x denota a solucdo do sistema A" Az = ATb obtida pela

decomposicio em valores singulares A = UXV7 | temos que ||X — x|, = 49, 6895. E bem
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evidente que a solucao obtida esta muito longe da solugao correta. A razao disto é que a
divisao por valores singulares extremamente pequenos tem o efeito de ampliar os erros
de arredondamento cometidos no processo de célculo. Devido a isso, cogitamos que seja
propicio a filtragem de valores singulares extremamente pequenos. Adotamos o seguinte
critério de filtragem: Fixamos uma tolerancia ¢, com 0 < ( < 1 e executamos os passos do

Algoritmo 1.

Algoritmo 1 — Regularizacao por filtragem

Dados: U, X, V, b
Resultado: Solucio regularizada por filtragem do sistema A” Az = ATb
c=U"b;
para ¢ = 1:n faga
se s; < (s; entao

| v =0
senao
‘ Yi = Cz’/Sz‘;
fim
fim
x=Vy.

Este procedimento trunca os valores singulares que estao abaixo do patamar
determinado pelo valor ¢. Repetindo os célculos para ¢ = 107°, o que equivale a filtrar
alguns dos menores valores singulares, obtemos uma solugdo x¢, com ||X — x¢||]2 = 0, 0246
e |lr|l2 = ||b — Ax¢||]2 = 1,9406 x 107, onde r denota o residuo obtido pelo processo de
filtragem. Tendo em vista o mal condicionamento da matriz de Hilbert e o erro cometido
em relagdo a solugdo real, podemos considerar a solugao obtida como aceitavel. O valor de
tolerancia ¢ deve ser fixado com cuidado, visto que um valor baixo demais nao filtra o

suficiente, ao passo que um valor alto demais filtra excessivamente.

Este procedimento de filtragem desconsidera a solugao explicita obtida pela
decomposicao em valores singulares e toma como solugao aquela obtida por um fator de

filtragem f;, ou seja, toma a solucao filtrada x; dada por

L ulh
Xf = Z fi . vj.
i=1 i
A solucao nao filtrada corresponde a tomar f; = 1 para todas as componentes.
Essa filtragem efetuada por truncagem pressupoe que é possivel demarcar com nitidez
a fronteira entre os valores singulares e determinar aqueles que devem ser excluidos, o
que nem sempre é o caso. No que segue, estabelecemos outros fatores de filtragem que em

alguns casos podem sobrepujar esta dificuldade.
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2.2.3 Regularizacao de Tikhonov

Uma solucao irregular x esta com frequéncia associada a um valor elevado de
||x[|]2. O método apresentado em (TIKHONOV; ARSENIN, 1977) tem por objetivo obter
solugoes do sistema de equagoes lineares Ax = b com norma pequena, do que é proposto

resolver o problema de minimizagao:

min [|z]2, sujeito a [|b— Az|ls < Ty
onde Ty é o valor da norma do residuo que estamos dispostos a aceitar. Sendo assim,
estamos diante de um problema de minimizacao com restrigoes de desigualdade.

Via o método dos multiplicadores de Lagrange, podemos reescrever este pro-

blema como um problema de minimizacao sem restri¢oes, dada por

L(z, A) = ||=]|3 + A(llb — Az[[5 — T¢)

onde A > 0 ¢ o multiplicador de Lagrange. Derivando e igualando a zero, obtemos as

condi¢Oes necessarias para o minimo,

(ATA+ o’z = A'b

2.2.6

com o = 1/). Se inserirmos a decomposicdo SVD na formulacdo de quadrados minimos

(2.2.6) entdao podemos provar que a solucao de Tikhonov é dada por

n T
u; b
Ty = il—vi, 2.2.7
2 I (2.27)
onde fi,..., f, sdo os fatores de filtragem de Tikhonov, que dependem de s; e  com
52 1, s>»a
4 57 +a? i g «a ( )
az? 7

Em particular, a solugdo de minimos quadrados xg é dada por (2.2.7) com
a = 0 e todos os fatores de filtragem iguais a um. Comparando x, com xyg vemos que
os fatores de filtragem, na pratica, filtram as entradas de z, correspondentes a valores

singulares pequenos, enquanto deixam as componentes correspondentes a valores singulares
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grandes quase inalterados. O vetor residual correspondente a x, ¢ chamado desajuste e é

dado em termos da SVD por

b— Axa = Y (1= fi)u]bu; + by, (2.2.9)

=1

onde o vetor by = b — Z uzu] é a componente de b que se encontra fora da imagem de A,
i—1
el— fi=a?/(s? + a?). Note que by = 0 quando m = n.
Munidos das expressoes (2.2.7) e (2.2.9) nés podemos escrever a solugao e as

normas residuais em termos da SVD:

- uTb\?
leally = X (#27) (22.10)

i=1 ¢

n

2
Az, — 0B = D (1~ fulB)’ (2.2.11)

i=1
Estas expressoes formam a base para determinagao do pardmetro «, através do

método da L-curva, veja (HANSEN, 2000), o qual exemplificamos a seguir.

Voltando ao exemplo da matrizes de Hilbert, se construirmos um grafico em
escalas logaritmicas decimais, de ||x||2 e ||r||2 tomando como pardmetro «, obtemos a

curva da Figura 1.

17+ T n
1.6¢ E
*
1.5}¢ _
_14ar E
=
™
2413+ E
12+ E
11+ E
TF # # # # # # # *——___.*_-
09k 1 1 1 1 1 1 -
-14 -1z -10 -8 -6 - 2

ogiir]

Figura 1 — Gréfico de ||z||2 em fungao de ||r||2
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A forma em L desta curva é comum nesta classe de problemas e mostra que
um bom resultado é conseguido tomando o ponto do canto do L ja que esta corresponde a
um residuo baixo e um valor de ||x||; razodvel. A esquerda deste ponto o valor de [|x||,
sobe sem que tenhamos uma diminuigao significativa de ||r||s; a direita é ||r||s que cresce
sem que tenhamos uma diminuicao significativa de ||x||2. O valor de a no canto de L é
~ 107" com Ty = ||r]]s = 1,3965 x 107 ||X — Xa||o = 4, 1908 x 1077, e |[x4|]2 ~ 10.

2.3 Consideracoes finais

Outros métodos para resolucao de problemas de regularizagao, nao baseados
na decomposicao SVD, podem ser encontrados em (GOLUB; MATT, 1997), (CALVETTI
et al., 2000) e (FROMMER; MAASS, 1999).

E importante ressaltar que o exemplo trabalhado nas Secoes 2.2.2 e 2.2.3, esté
livre da presenca de ruido no vetor b, caso houvesse a presenca de ruido, os resultados
obtidos nao seriam tao satisfatorios. Ao analisar este exemplo, torna-se evidente que o
problema do método de Tikhonov estd no custo computacional e numérico envolvido no
célculo da decomposicao SVD da matriz A, célculo invidvel no caso de matrizes de grande
porte. Ha também a dificuldade na escolha de um valor de o adequado para determinagao

de uma melhor solugao regularizada.
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3 Meétodos de Pontos Interiores

O Método de Pontos Interiores (MPI) foi desenvolvido para resolver problemas
de programagao linear (WRIGHT, 1997). Com o decorrer dos anos, tem surgido muitas
variantes deste método, dentre os quais, os mais conhecidos sao os Métodos de Pontos
Interiores primal-dual, desenvolvidos por (MEGIDDO, 1989). Embora uma iteracao de um
MPI primal-dual seja computacionalmente cara, a otimalidade é atingida apds poucas ite-
ragoes, o que torna o método atrativo. Além disso, eles tem melhores propriedades teéricas
para andlise de complexidade do pior caso, como pode ser observado em (MONTEIRO;
ADLER, 1989) e (ZHANG; TAPIA, 1992). A maioria dos MPI encontrados na literatura
podem ser vistos como uma variante do método de Newton. Também é importante ressaltar
que na teoria de métodos de pontos interiores, as fungdes de barreira logaritmica possuem

atributos convenientes, alguns dos quais utilizaremos em nosso método de pontos interiores.

3.1 Programacao convexa

Para desenvolvermos o Método de Pontos Interiores (MPI) primal-dual, preci-
samos estar familiarizados com algumas defini¢oes e resultados importantes relacionados
a problemas de programagao convexa. No que segue, baseados em (BOYD; VANDEN-
BERGHE, 1994), apresentamos estes resultados.

A forma mais geral de um problema de otimizacao é dada por:

min  f(z)

s.a. h(x)= 0, (3.1.1)
g(.T) < Opa

em que x € R" e as fungoes f, h;, g; sao diferencidveis para i = 1,...,m, j = 1,...,p,

sendo h = (h17h27 .- '7hfm)7 g = (917927 s 7gp)'

Definigao 1 (Solugao étima local). Seja x* um ponto factivel do problema (3.1.1) , ou
seja, ¥ € SNG onde S = {r e R" : h(z) = 0,,} e G = {x e R" : g(x) < 0,}. O ponto x* ¢é
denominado solugao 6tima local de (3.1.1) se existe um escalar 6 > 0 tal que f(z*) < f(x)

para todo x com ||x — z*|| < 9.

Definigao 2 (Direcao factivel). Um vetor d € R™ é uma direcao factivel no ponto z, onde

reSnG, seeristeae Ry, tal que x + ad € S N G para todo « € [0, @].
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Defini¢ao 3 (Ponto regular). Um ponto z* € S n G é um ponto regular se o conjunto

{Vhj(z*):7=1,...,m} u{Vgl(z*) i e I(z*)}
¢ linearmente independente, em que Z(x*) = {i : g;(x*) = 0}.

Teorema 1 (Condigoes de Karush-Khun-Tucker (KKT)). Se o valor x* é um ponto reqular

e solugao local de (3.1.1), entao existem y* € R™ e z* € RE tais que:

Vo l(z*, y*, 2*) = 0y, (3.1.2)

2fgi(x*) =0 parai=1,...,p, (3.1.3)

onde

Ux,y,2) = f(z) + i yihi(x) + Z 2;9:(x).

Uma demonstragao das condigdes de KK'T pode ser encontrada em (BRINKHUIS;
TIKHOMIROV, 2011).

A fungdo ¢ : R" x R™ x R, — R definida no Teorema 1 é chamada fungao

Lagrangeana associada ao problema (3.1.1).

Defini¢ao 4 (Conjunto Convexo). Um conjunto Q < R"™ é dito convexo se e somente se,
para todo x,y € R", X € [0,1], temos que Az + (1 — \y) € Q, ou seja, para quaisquer dois

pontos em €2, o segmento que 0s une estd contido em €.

Definig¢ao 5 (Fungao Convexa). Dada uma fungio f definida em um conjunto convezxo §).

Dizemos que f é conveza se e somente se, para todo z,y € Q, A € [0,1], tem-se

FOz + (1= Ny) < Af(2) + (1= N f(y).

Se para todo X € (0,1) e x # y vale a desigualdade estrita, dizemos que [ €

estritamente convexra. Se —f € convexa, dizemos que f € concava.

Definigao 6 (Problema de programagao convexa). O problema

min  f(z)

s.a. h(x

(
9(

m

)= 0
r) < 0Op,



Capitulo 3. Métodos de Pontos Interiores 28

¢ chamado de problema de programacdo convexa se f é uma funcao convexa, as funcoes
componentes de h sdo afins, ou seja, funcoes do tipo a*x 4+ b; com a e R™ e b; e R, e as
fungoes componentes de g sao convexas. Neste caso, o conjunto de pontos factiveis S NG

¢ um conjunto convezo, em que S = {xr € R" : h(z) =0,,} e G ={r e R": g(z) <0,}.

Teorema 2 (Suficiéncia das condigdes de KKT). No problema (3.1.1) admita que:

1. hj, j=1,...,m sao fungoes afins ( S € convexo);
2. gi,i=1,...,p sao fungoes convexas ( G € convexo);

3. f € convezxa;

isto €, o problema (3.1.1) € de programagao convexa. Se x* € S NG é um ponto reqular e
satisfaz as condi¢oes KKT dadas em (3.1.2) e (3.1.3), entao x* é um minimo global de f
emSnG, ondeS ={xeR":h(zx)=0,} eG={reR":g(x) <0,}.

Este teorema corresponde ao Teorema A.2 (i) de (WRIGHT, 1997), onde pode

ser encontrado sua demonstracao.

E importante ressaltar que em problemas de programagcao convexa, toda solucao

local é também solucao global, como explicitado no seguinte teorema:s:

Teorema 3. Suponha que

min  f(z)

s.a. h(x

() = 0y (3.1.4)
g(x) < 0Op,
comx € R", h = (hi,he,....hy) €9 = (01,92,--..,Gp), sendo f, h;, g; fungoes diferen-
cidveis para v =1,...,m, 7 =1,...,p, seja um problema de programacdo convezxa, veja
Defini¢cao 6. O vetor x* € dtimo local de (3.1.4) se, e somente se, x* é um dtimo global
de (3.1.4), isto é, f(z*) < f(x) para todo v € S NG, onde S = {x e R" : h(x) =0,,} e
G={xeR":g(x) <0,}.

A demonstragao deste teorema de pode ser encontrada em (IZMAILOV; SOLO-
DOV, 2009). Por este teorema temos que x* é uma solugao étima global de um problema
de programacao convexa se, e somente se, as condi¢gdes de KKT sao satisfeitas. Mais
adiante veremos como os métodos de pontos interiores usam uma variagao do método de

Newton nestas condi¢bes para encontrar a direcao de busca.
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3.2 Uma estrutura primal-dual para regularizacao de Tikhonov

Como mencionado na Subsecao 2.2.3, o problema de regularizagdo de Tikhonov,

pode ser pensado como o problema de minimizacao

min ||z[l2, sujeito a  |[b— Az[l, < T, (3.2.1)

Uma vez que o objetivo é obter solucoes do sistema de equagoes lineares Az = b,
com norma pequena. N6s aproximamos o problema (3.2.1) pelo problema (3.2.2), que

procura solugoes com propriedades similares as requeridas pelo problema (3.2.1):

, T
min 3 lllls + [lull + vl
(P){ sujeitoa Az +u—v=0>. (3.2.2)

(u,v) 2 0exeR"

ou ainda,

min - Z]fell3 + et (ut o)
(P) % sujeitoa Az +u—uv=> (3.2.3)

(u,v) =0exzeR"

Trata-se de um problema de programacao quadratica com restri¢oes lineares,
onde A é uma matriz de posto completo m x n, b e x sdo vetores colunas de dimensoes
apropriadas. Além disso, e é um vetor com todas as entradas iguais a um e u e v sao
variaveis nao negativas. O valor 7 > 0 representa um parametro de penalizagdo para

valores grandes de ||z||s.

Associado ao problema (3.2.3), temos o problema de programagao quadratica

dual:
max —%||x||2 +y’b
sujeito a1 — ATy =0
(D) 4 e—y—2z=0 (3.2.4)
e+y—w=0

(z,w) =0eyeR™.

O problema (3.2.3) é também um problema de programacao convexa. Logo pode-
remos fazer uso dos resultados da segdao anterior. Nesta segao, baseados em (BERTSIMAS;
TSITSIKLIS, 1997), adaptamos para (3.2.3) e (3.2.4) alguns aspectos da Programagao
Linear (PL) que relacionam as formulagoes primal (P) e dual (D). Isto posto, dizemos que

um vetor (z,u,v) pertencente ao conjunto
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P ={(z,u,v): Az +u—v=>, (u,v) =0}

¢ um ponto primal factivel. De forma semelhante, dizemos que um vetor (z,y, z, w) que

pertence ao conjunto

Dz{(:r:,y,z,w):e—y—ZZO, e+y—w=0, e —Aly =0, (z,w))O}

é um ponto dual factivel. E importante ressaltar que a formulagao primal ou dual de um
problema de otimizagao é equivalente as formulagdes (3.2.3) e (3.2.4) de acordo com a
Definigao 7.

Definicao 7. Dois problemas de otimizacao

(Pl){ min F(z) (PQ){ min  G(y)

s.a. x€P; s.a. Y€ Py

sao equivalentes se existir um ponto y € Po, para cada x € Py tal que F(z) = G(y), e de

modo andlogo, para cada x € Py ezistir y € Py tal que G(y) = F(z).

Sendo assim, se (P1) e (P2) forem equivalentes e (P1) possuir solugao étima
com valor «, entao (P2) também possuird solugdo 6tima com valor .. A recipoca desta

afirmagao é também verdadeira.

Um problema de otimiza¢ao como (P1) é dito ilimitado quando para todo
e € R existe x € Py tal que F(z) < e. Além disso, (P1) ¢é dito infactivel se o conjunto

P1 = . As mesmas consideracoes sao validas para o problema de otimizagao (P2).

Estabelecidos esses conceitos, se (P1) e (P2) sdo equivalentes, entao (P1) é
ilimitado se, e somente se, (P2) ¢ ilimitado. Outrossim, (P1) é um infactivel se, e somente
se, (P2) é infactivel.

A fim de estabelecer uma relagao entre os problemas primal (P) e dual (D),

exploramos um pouco da teoria de dualidade, comecando pelo Teorema Dualidade Fraca.

Teorema 4 (Dualidade Fraca). Se (x,u,v) é um ponto primal factivel e (z,y,z,w) é um

ponto dual factivel, entao

T T
T llall ¥y < el + T+ 0).

T T

Demonstragcio. Com efeito, como u” 2z = 0 e v* w = 0, temos que:
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T T
~TelB+ ¥y = —ZllalB + (Az +u— )Ty

-

= —Tllell3 + 2T ATy uTy — Ty
T 2 2 T

= —llzllz +7llzl; +u (e —2) —v

2
= %||x||§ +ule—ulz —vTw+vle

Hw—e)

T

2

N

][5 + e (u +v)

]

Apesar da simplicidade deste resultado, este ja nos permite obter algumas

conclusoes relativas a relacao entre os problemas primal e dual.

Corolario 1. Se o problema primal (P) tem conjunto de pontos factiveis ilimitado, entdo
o problema dual (D) € infactivel. Analogamente, se o problema dual (D) tem conjunto de

pontos factiveis ilimitado, entdo o problema primal (P) € infactivel.

Demonstragao. Suponha que o problema dual é factivel, isto é, existe (z,7,Z,w) € D.

Entao, pelo Teorema Dualidade Fraca:

—%||x||§ +b'y < %||x||§ + e”(u +v), para todo (z,u,v) € P.

Nao obstante, da hipdtese que P é ilimitado, segue que para todo § € R existe (z,u,v) € P
T2 T . T2 LT s
tal que —||z||5 + e’ (u + v) < . Em particular, se tomarmos, 0 = —2||:1;||2 + b" 7, existe

(x,u,v) € P, tal que:

T T .
Sllalls + " (utv) < = |lzll5 + "7,

o que é um absurdo. Portanto, o problema dual (D) é infactivel. Reciprocamente, suponha-
mos que o problema primal (P) é factivel, ou seja, existe (x,u,v) € P. Logo pelo teorema

fraco da dualidade,

—g||m||§ + b7y < %||x||§ +ef'(u + ), para todo (z,y,2,w) € D.

Como o problema Dual é ilimitado, para todo € € R existe (z,y, z,w) € D tal
T 2 T . o T 2 T /— _ .
que € < —§||x||2 + b"y, em particular, se € = §||x||2 + ¢ (u + v), existe um (z,y, z,w),
tal que:
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T _ . T o
SlJel + @+ 7) < —ZJo]} + b7

novamente uma contradi¢ao. Por conseguinte, (P) é infactivel.

]

Corolario 2. Sejam (x,u,v) um ponto primal factivel e (x,y, z,w) um ponto dual factivel

que satisfazem

~ Il + 87y = Slell3 + " (u +v).
entdo (z,u,v) e (x,y,z,w) sao solugoes dtimas de seus respectivos problemas.

Demonstragio. Seja (Z,u,0) € P um ponto primal factivel arbitrario, pelo Teorema

Dualidade Fraca tem-se:

T T R
—§||x||§+bTy < §||x||§+eT(u+v). (3.2.5)

Como

T T
— 2l + 07y = ZJJel + € (u+ v, (3.2.6)

segue de (3.2.5) que

Sllall3 + €7 (u+ v) < I + e (@ +9),

para todo (Z,u,v) € P, ou seja, (z,u,v) é solugdo 6tima do problema primal.

De modo andlogo, seja (Z,%, 2, w) € D um ponto dual factivel arbitrario, logo

pelo teorema fraco da dualidade temos:

T . T
—§||x||§+bTy < §||x||§+eT(u+v). (3.2.7)

Da hipétese (3.2.6) e da desigualdade acima
T~ . T
I + 579 < L lell3 + o7,

Portanto, (z,y, z,w) é solugdo 6tima do problema dual.
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Com o intuito de simplificar a notagao, convencionamos o seguinte: se (P) tem
solugao 6tima, dizemos que esta tem valor p*, por sua vez, se (D) tem solugdo 6tima

dizemos que esta tem valor d*. Também nomeamos gap de dualidade a diferenca

v=p"—d.

Se o gap de dualidade ¢é zero, dizemos que temos dualidade forte. Em geral,

dualidade forte nao é valida. Mas se o problema primal é convexo, isto é, da forma

min  f(z)
sa  gi(r)<0 i=1,...,m (3.2.8)
hi(x) =0 i=1,....p
com f, go, ..., gm convexas e hy, ..., h, funcbes afins, usualmente (mas ndo sempre) temos

dualidade forte. Existem muitas condi¢des que asseguram dualidade forte para problemas

convexos. Estas condigoes sao chamadas condicao de qualificacdo de restricoes.

Uma condicao de qualificagdo simples é a condicao de Slater. Dizemos que um
problema satisfaz a condicao de Slater se ele é estritamente factivel, isto é, existe x € D

tal que:

gi(x) <0, i=1,...,m, hi(x) =0, i =1,...,p.

A condigao de Slater pode ser redefinida para forma fraca da condigao de Slater,
em que a factibilidade estrita nao é requerida, sempre que as fungoes g; sdo afim. Temos

entao:

Teorema 5 (Dualidade Forte via Condicao de Slater). Se o problema primal (3.2.8) é
convexo, e satisfaz a condicao de Slater fraca, entao a Dualidade forte é vdlida, isto é€,
p* =d*.

Teorema 6 (Problemas de Otimiza¢ao Quadratica Convexa). Se f € quadrdtica conveza,
e as fungoes gi, ..., gm, h1, ..., hy sao todas afim, entdo o gap de dualidade é sempre zero,

desde que um dos problemas, primal ou dual seja factivel.

Mais detalhes sobre a condicao de Slater e as demonstragoes dos teoremas
acima, podem ser encontradas em (BOYD; VANDENBERGHE, 1994). O Teorema da Com-
plementaridade é outro importante resultado da otimizacao. No que segue, apresentamos

uma adaptacao deste para nossos problemas em questao (3.2.3) e (3.2.4).

Teorema 7 (Complementaridade). Considere os problemas (3.2.3) e (3.2.4) e sejam

(x,u,v) um ponto primal factivel e (x,y,z,w) um ponto dual factivel. Entio (z,u,v) e
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(x,y, z,w) sao solugoes dos problemas (3.2.3) e (3.2.4) respectivamente, se e somente se,

ziu; = 0 e w;v; = 0.

Demonstra¢ao. Suponha que (z,u,v) e (z,y, z,w) sejam solugoes 6timas de (3.2.3) e (3.2.4)

respectivamente. Pelo Teorema Dualidade Forte, o gap de dualidade é zero, logo

u'z+0Tw = ul(e—y) +ovl(e+y)
= e (utv) +y (v—u)
e’ (u+v) +y" (Az — b)
el(u+v) + 2 ATy —y7b
— () + rfel - b (3:2.9)
= (Gl + e+ v)) = (=5 ll2ll3 +y")
= v
= 0
Como (u,v) = 0e (z w) =0 para cadai =1,...,m, tem-se u;z; = 0 e v;w; = 0,

segue da equagao (3.2.9) que Z w; 2 + Z viw; = ulz +vTw = 0, donde concluimos que
=1 =1
u;z; =0 e v;w; =0 para cada i =1,...,m.
Suponha agora que (z,u,v) € P e (z,v, z, w) € D sejam tais que u” z e v7w = 0.
Pela equagao (3.2.9) tem-se p* = d*. Usando o Corolario 2, concluimos que (z,u,v) e

(x,y, z,w) sdo solugdes Gtimas dos seus respectivos problemas. ]

O Teorema 2 pode ser aplicado ao problema primal (3.2.3), pois

Ju0) = Sllell3 + ¢ (u +0)

e g1(u) = —u, go(v) = —v sao fungdes convexas e
T
hz,u,v) =b—Ar—u+v=b—[AL, —I,]| u
v

é uma funcao afim, em que I,,, representa a matriz identidade de ordem m. Além disso,
todo ponto factivel primal (z,u,v) é regular desde que a matriz de restrigdes [A I, — I,,,]

seja de posto completo.

Seja x = (z,u,v) ey = (y,2z,w). Um ponto x* = (x*,u*,v") primal factivel
satisfaz as condigoes de KKT dadas em (3.1.2) e (3.1.3) se existem y* € R™ e 2*, w* € R,

tais que:
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ok * ok s
ziu; =0ew/v; =0parat=1,...,m,

onde

l(x,y) = g||x||§ +el(u+v)+y'(b— Az —u+v) + 27 (—u) + w’ (—v),

T — ATy 0,
Vl(x,y)=| e—y—2 | =] 0, |,
e+y—w 0.,

Em outras palavras, x* satisfaz as condi¢oes de KKT se:

1. Az*+u*—v* = b, 2" € R" e v, v* € RY, além disso, existem y* € R™ e 2%, w* € RT',

tais que:
2.
Tx*—ATy* = 0,
e—y*—z* = 0, ,
€+y*_w* _ Om
3. zfu =0ewiv =0parai=1,...,m.

Os vetores y* € R™ e 2", w* € R sdo chamados multiplicadores de Lagrange.
Note que (z*,y*) é um ponto factivel dual e a condi¢ao 3 é chamada condigio de comple-
mentaridade. O vetor (x*,y*) que satisfaz as condigdes 1, 2 e 3 é chamado solu¢ao 6tima

primal-dual.

Pelos Teoremas 1 e 2, as condigdes de KKT fornecem condigoes suficientes e
necessarias para encontrar uma solucao 6tima x* local do problema primal (P) e uma

solucao 6tima local y* do problema dual (D).

Pelo Teorema 3 temos que toda solucao local de um problema de programacao
convexa é também uma solugao global. Sendo assim, (x*,y*) é uma solugdo 6tima global
de um problema de programacao convexa se, e somente se, as condigoes de KKT sao

satisfeitas.
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3.3 Um método de pontos interiores primal-dual para regularizacao

de Tikhonov

Nesta secao apresentamos o Método de Pontos Interiores (MPI) primal-dual

para o par primal-dual:

[ max —z||x||2+yTb
. TUal2 o T ’ 2 T
min §||x||2+e (u+wv) sujeitoa 7x — A"y =0
(P) sujeitoa  Ar+u—v =>b. (D) < e—y—z=0 (3.3.1)
(u,v) =0exeR™ ety—w=0
(z,w) =0eyeR™.

\

onde z € R", u*,v* € RY, y* € R™, 2", w* € R} e A é uma matriz de tamanho m x n

considerada de posto completo. Os conjuntos

P ={(z,u,v): Ax +u—v =0, (u,v) >0},
D={(z,y,z,w):e—y—2=0,e+y—w=0, 7o — ATy =0, (z,w) =0} e
fz{(x,y):Ax—l—u—v:b, e—y—2=0,e+y—w=0, o — ATy =0,

(u,v, z,w) = 0},

sao chamados conjuntos de pontos primal, dual e primal-dual factiveis, respectivamente,

dos problemas apresentados em (3.3.1). Além disso, os conjuntos

P ={(x,u,v): Ar + u—v =>b, (u,v) > 0},
Doz{(x,y,z,w):e—y—ZZO, e+y—w=0, To — ATy =0, (z,w)O} e
Fo={(xy): Az+u—v=b e—y—z2=0e+ty—w=0, 7o — ATy =0,

(u,v,z,w) >0}, (3.3.2)

sao chamados conjuntos de pontos estritamente primal, dual e primal-dual factiveis,

respectivamente, ou interiores.

De acordo com o Teorema 2, um ponto primal factivel x* = (z* u*,v*) é

solucdo de (P) se existem y* € R™ e 2", w* € R, tais que:
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¥ — ATy* = 0,
e—y*—2z* 0, 2" =0,
e+y*—w* = 0, w" =0,
ziuf = 0, parai=1,...,m
wiv = 0, parai=1,...,m
ou equivalentemente x* = (z* u*,0v*) é solucao 6tima de (P) se existem y* € R™ e
2*, w* e RY, tais que:
Az* +u* —v* = b, (u,v) =0;
¥ — ATy* = 0,
e—y*—2z" O, 2% = 0;
s mE (3.3.3)
e+y  —w 0, w* = 0;
Z*U%e 0;
W*V*e = 0;
onde Z* = diag(z},2z5,...,2%), U* = diag(uy,us, ..., uk), W* = diag(w},ws, ..., wk) e
V* = diag(vy,vs,...,v} ). Observe que (z*,y*, z*, w") é solugdo étima do problema dual

(D).

De forma semelhante a outros métodos iterativos de otimizagao, o MPI primal-
dual requer dois componentes elementares: um procedimento para determinar a di-
recao de busca e outro para determinar o tamanho do passo. A direcdo de busca
d = (Azx, Au, Av, Ay, Az, Aw) é obtida usando uma variacdo do método de Newton

nas equacoes (3.3.3). O tamanho de passo, aj numa iteracao k é obtido de tal forma que:

(Xk+17Yk+l) = (XkaYk:) + agdy,

onde

(XImYk) = (xk»ukavkaykazkawk)

di, = (AxF AuF AR AyF AR AR,

No que segue detalharemos como a diregao de busca é obtida, e se faz importante
ressaltar, embora ja mencionado anteriormente, que o Método de Pontos Interiores primal-
dual esta relacionado com os métodos de barreira, (WRIGHT, 1997).
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Se aplicarmos a penalizagdo barreira logaritmica nas restricoes de nao negativi-

dade, da formulagao primal (P) dada em (3.3.1), temos:

min —||:c||2+e U+ v) (Zlog U +Zlogvz> (3.3.4)

sa. Ar+u—v=> (u,v)>0,

onde p > 0, e a expressao
Z log(u;) + Z log(v;)
i=1 i—1

¢ conhecida como termo barreira. O problema (3.3.4) é convexo e seu dominio é o conjunto
estritamente factivel
P ={(x,u,v): Az +u—v=>b, (u,v) > 0}.

O parametro p controla a relacao entre o termo de barreira e a fungao objetivo

-
do problema (P), ou seja, se queremos dar maior prioridade a fungdo objetivo, §||x| 3+

el (u+v), basta tomarmos u pequeno. No entanto, para efeito de que u e v sejam positivos, o
MPI primal-dual inicia-se com p grande, e ele é reduzido gradualmente para dar prioridade

a minimizacao da fungao objetivo.

Como o problema (3.3.4) é convexo, pelo Teorema 2, as condigoes de otimalidade
KKT, sdo necessarias e suficientes para encontrar uma solu¢ao 6tima. Para tal finalidade,

consideremos o lagrangeano ¢ do problema (3.3.4) :

_T 2, .T
E(x,y)—§||x||2+e (u+v) +y(b— Ar —u+v) — (Zlog U —i—Zlog vz> (3.3.5)
Suas derivadas parciais sao dadas por:

1. Vl(x,y) =12 — ATy,
2. VU(x,y) =e—y—uU e
3. Vo l(x,9) =e+y—puV e
4. Vl(x,y) =b— Az —u+v;
onde U™ = diag (1/uy,...,1/uy), V' = diag(1jvy,...,1/vy), e & = (1,...,1)" €
R™.
Se z € R™ e w € R™ sdo definidos respectivamente por z = ulU ‘e e

w = pVl'e, o gradiente do lagrangeano ¢ dado por (3.3.5), o qual denotamos por
Vi = (V,l,V,l,V,l,V,0l) tem as seguintes componentes:
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1. V. l(x,y) =12 — Aly;
2. Vul(x,y) =e—y— z;
3. Vo l(x,y) =€+ y—w;

4. Vl(x,y) =b— Az —u+v;

Para p > 0, pelos Teoremas 1 e 2, (x*,y*) = (x*(1),y* (1)) € solugdo étima
do problema (3.3.4) se, e somente se, existem y* = y*(u) € R™, 2* = 2*(n) € RT, e
w* = w*(p) € R, que satisfazem:
Vi(x,y) =0,

z=pU e e w=pV e,
ou
UZe=pe e VW = pe
Para ser mais exato, (x*,y*) = (x*(u),y" (1)) é solucdo 6tima do problema
dado por (3.3.4) se, e somente se, existem y* = y*(u) € R™, 2* = 2"(u) € R, e

w* = w*(p) € R, que satisfazem as seguintes equagoes:

Ar+u—v = b, (u,v)>0; (3.3.6)
e — ATy = 0, (3.3.7)
e—y—z = 0p, 2>0; (3.3.8)
ety—w = 0p, w>0; (3.3.9)

ZUe = pe; (3.3.10)
WVe = pe; (3.3.11)

onde Z = diag(z1,29,..,2m), U = diag(ug,ug, ..., up), W = diag(wy,ws, ..., wy,) e

V = diag(vy,ve, ..., 0n).

Para cada p > 0 existe um tnico ponto (x(u), y (1)) que satisfaz as seis equagoes

(3.3.6)-(3.3.11). Este resultado é expresso na forma do seguinte teorema.

Teorema 8. Suponha que o conjunto de pontos primal-dual estritamente factiveis dado

por

Fo={(xy):Az+u—v=b e—y—z2=0e+ty—w=0, 7o — ATy =0,

(u,v,z,w) > 0}
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seja nao vazio, entdao para cada p > 0 existe uma unica solucao do sistema de equagoes
dadas em (3.3.6)-(3.5.11).

Em vista da linearidade das equagoes que definem o conjunto F°, sob algumas
convencgoes, o teorema acima pode ser provado de forma semelhante ao Teorema 2.8
encontrado em (WRIGHT, 1997).

3.3.1 Trajetéria central

O Teorema 8, por meio das equagoes (3.3.6)-(3.3.11), define implicitamente
uma curva C. (WRIGHT, 1997) define esta curva como Trajetoria Central C, uma curva
de pontos estritamente factiveis, isto é, uma curva de pontos pertencentes a

F° = {(X,y):A:E—I—u—v:b, e—y—2=0,e+y—w=0, 7o — ATy =0,

(u,v, z,w) > 0}.
Esta curva tem forma paramétrica:

C;R_H_ — RnXRiﬁXRmXR?ﬁ_

o — (@), u(p), v(p), y(u), 2 (1), w(p))

onde (z(u), u(p), v(p),y(p), 2(1), w(p)) é obtida implicitamente do sistema de equagdes

(3.3.6)-(3.3.11). Sendo assim, definimos a Trajetéria Central como o conjunto
C = {(z(p), ulp), v(p), y(p), 2(1), w(p)) : 1> 0}.

O MPI primal-dual seguidor de caminho segue a Trajetoria Central na diregao

decrescente de p. Como o sistema de equagoes (3.3.6)-(3.3.11) é continuo, temos que
(@(p), u(p), v(p), y(p), 2(p), w(p)) = (2%, u*, v*, y*, 2%, w*) desde que p ~ 0.

Se usarmos um método iterativo para resolver o sistema de equagoes:

Arv+u—v = b (3.3.12)
e —ATy = 0, (3.3.13)
e—y—z = 0y (3.3.14)
et+y—w = 0O (3.3.15)

ZUe = 0 (3.3.16)
WVe = 0; (3.3.17)
u,v = 0; (3.3.18)
z,w = 0 (3.3.19)
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gerado pelas condigoes de KKT do problema (P), em geral sdo encontrados vetores
(x,u,v,y, z,w) que satisfazem (3.3.12)-(3.3.19), no entanto, pode acontecer que os vetores
u, v, z e w saiam prematuramente do ortante positivo, violando as condig¢oes de positividade
(3.3.18) e (3.3.19).

A funcao da Trajetoria Central é guiar a uma solugdo 6tima ao longo de um
caminho que mantém os produtos z;u; e w;v; estritamente positivos e os reduzindo a zero a
uma mesma taxa. Portanto, em vez de resolver o sistema dado pelas condi¢oes de KKT de
(P), iremos resolver o sistema dado pelas equagoes (3.3.6)-(3.3.11) para diferentes valores

positivos p, com p decrescente.

O sistema de equagoes (3.3.6)-(3.3.11) usado para encontrar a Trajetéria Central
é nao linear pois as equagoes (3.3.10)-(3.3.11) sao nao lineares, por outro lado as equagoes
(3.3.6)-(3.3.9) sao lineares. Sendo assim, uma aproximacao de primeira ordem iré fornecer
uma boa aproximacao de um ponto da Trajetéria Central.

Considere a aplicagao F': R" x Ri’ﬁ x R™ x ]R%f?r — R™ x R™ x R dada

por:

Arx +u—v—0>

T — ATy
e—y—=z2
F(x,y) = oy w
UZe — ne
VWe — ne

a aproximacao de primeira ordem de F' no ponto X = (x,y)" é dada por:

F(X) = F(X) + J(X)(X — X) para X ~ X,

onde J(X) é o Jacobiano de F no ponto X.

~ ~

Resolve-se F(X) + J(X)d

(Ax, Au, Av, Ay, Az, Aw)” no ponto X, isto implica resolver o sistema de equagoes:

0, para encontrar a direcao de busca d =

~

A I, -1, 0 0 Ax T

I, 0 0 —-A" 0 Au Ty

0 0 o -1, —I, Av T,
= (3.3.20)

0 O 0 I, 0o -1, Ay Ty

0O Z 0 0 0 Az T

o o0 W 0 0 Vv Aw ro

em que
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r, = b—Ar—u+v
Ty = ATy — 7z
) r, = Z+y—e
Tw = W—Yy—e
r1 = pe—UZe
ry = pe—VWe

e as matrizes U, Z,V e W sao matrizes diagonais dadas por U = diag(uy, us, ..., Up),
7 = diag(z1, 20, ..., 2m), V = diag(vi,va, ..., 00) ¢ W = diag(wy,ws, ..., wy) ¢ e’ =
(1,1,..., )" e R™,

Para reduzir a condi¢ao de complementaridade, as diferentes variantes do MPI

primal-dual seguidor de trajetéria modificam o sistema (3.3.20) fazendo

r =ope—UZeery=ope—VWe, (3.3.21)

onde o € [0,1] é chamado pardmetro de centragem e é dado como proposto por (ZHANG,
1993):

1 k
. Onyn se AT >1
g =
~
COEC

em que 7’“ = ugzk + U,{wk.

3.3.2 Etapas do método de pontos interiores primal-dual

Os primeiros MPIs primal-dual trabalhavam com sequéncias de pontos factiveis,
atualmente exige-se apenas que cada ponto da sequéncia (z, ug, Vg, Yk, 2k, Wx) Seja um

ponto interior, isto é, (ux, Vg, 2k, wg) > 0.

Na literatura, a estrutura mais encontrada para MPIs primal-dual com pontos

infactiveis é dada pelo Algoritmo 2.

O critério de parada do método é baseado nas condigoes de otimalidade relativas:

Ib— Ak — b bl AT aH| _ lF el e -y el
B+ 1 T+ 1 W+t 5S¢ A

~ M ~ Y )

20rlJat|3 + € (0 + 0*) — BTy
X €
T + 267wk + o)+ [[eH — 2577 + 2

(3.3.22)

Em geral, escolhe-se e = 105.
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Algoritmo 2 — Etapas do MPI primal-dual

Dados: (2°,u°,2°, ", 2% w°) com (u°,2°, 2%, w®) >0
Resultado: Solucao do MPI primal-dual
para k = 1,2, ... faca
(uk‘)Tzk + (Uk)TU)k_
2n ’
2. Resolva o sistema de equagoes (3.3.20) para encontrar as dire¢oes de busca
d, = (AP, AuF, AR AyR AR AP

usando p e o do passo 1 ;

1. Escolha o* € [0,1] e calcule pf =

3. Calcule o comprimento de passo o, dado por:
Oék = ﬁk min {:prvapwapz} Onde ﬁk € (07 1)7 €

uk 'Uk
pu:mjn{—Alk |Auf<0},pvzmjn{—A’k |Avf<0},
i ¢ Ui

i u
k
pw:min{—Aw’k |Awf<0},pzzmin{—£’k |Azf<0};
7 wl [ Zl

4. Calcule o novo ponto
(Xkt1, Yir1) = (k. y3) + ady
onde
(Xp, y3,) = (2%, 0", 0%y, 25 wh).

fim

Na Programagao Linear o método Preditor-Corretor de Mehrotra (PCM), veja
(MEHROTRA, 1992), é uma variante do MPI primal-dual seguidor de caminho e destaca-se
por ser uma aproximagao de segunda ordem de condigoes de otimalidade como as de

(3.3.4). Na se¢ao seguinte, apresentamos uma adaptagao deste método para o problema
(3.34).

3.3.3 Método preditor-corretor de Mehrotra

Muitos softwares voltados a resolugao de problemas de Programacao Linear,
como BPMPD, CPLEX/Barrier, HOPDM, LIPSOL, PCx, assim como outros, utilizam
uma implementagao baseada neste método. Embora o método de Mehrotra nao fuja a

estrutura apresentada na Secao 3.3.2, sua diferenca estd na escolha das dire¢des de buscas,
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que sao obtidas por resolver dois sistemas lineares. Primeiro, resolve-se

A I, —-I, 0 0 0 Nzt ry
I, 0 0 —-A" 0 0 Autt re
0 0 0 —In —Ip 0 A rk (3.3.23)
o 0 o0 I, 0 -1, Ny rk o
0 z" o0 Ut oo Az —~U*Z"e
o o w* o o V Aw® —VEWwre
onde
ry = b— Azt —ub 4"
TI; ATyF — ok
7"’; = 2"+ yk —€
rko= wh -y —e
e U" =diag(ub ub, ... uF), Z = diag(2h, 25, ... 2F), V = diag(vF,vh, ... 0F) e W =
diag(w¥ wh, ... wh)eel =(1,1,...,1)T e R™

A direcio dif = (Ax™ Autt Ao Ay Az Aw )T ¢ chamada direcao
afim-escala ou preditora em (xk, uk oF k) 2k wk) e consiste em um passo na direcao de

Newton puro.
O comprimento de passo nesta dire¢ao é dado por:

o = g min {a®, 0/ a2, ot} onde B € (0,1) e

azf = argmax {a € (0,1] : uF + aru* > 0},
ot = argmaz {a e (0,1] : " + el >0}, (3.3.24)
(0,1] : 2 + a2 > 0}, o
0.1

‘W + arhw > O}.

a
Oézf = argmax {Oé €

af  _
o, = argmax{ae

A fim de determinar a eficiéncia do passo na direcao preditora, é calculada a

medida de dualidade afim p,¢ dada por:

(¥ + o Aut) (2% + o A2 + (V8 + o Ao ) (wk + a2 Awd)

ik = - (3.3.25)

Para encontrar a direcio preditora e de centragem, usaremos u* e ,u’;f, para

calcular o parametro de centragem oy, a partir de duas consideragoes:
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1. Se ,u';f « p¥, entdo a direcdo preditora é uma boa direcdo de busca pois permite
uma redugao significativa da medida de dualidade permanecendo interior, neste caso,

nao sera necessaria uma centragem muito grande, isto é, o ~ 0.

2. Se u’; R u* . entdo a direcdo preditora fez um pequeno progresso na reducéo da
medida de dualidade, logo é preciso fazer uma centragem maior (mais perto da
trajetéria central) com o objetivo de que o ponto na iteragdo k + 1 esteja numa
melhor posicao para atingir um maior decréscimo da medida de dualidade na iteracao

seguinte.

Para encontrar o parametro de centragem o, da iteracao k, Mehrotra sugere

uma heuristica bem sucedida dada por:

M’if ’

evidentemente, se /ﬂ;f & uk, entao o, ~ 0, no entanto, se u’jf e ,uk, entao o, ~ 1.

No sistema (3.3.23), suponha o = a2/ = o/ = ozzf =a% =% =1, ou seja,

um passo otimista na direcao preditora, entao:

ittt = b— AP — M R
b— A(z® + Az — (uF + AuT) 4+ (08 + Av)
(b— Ax® —u® +0F) — (AA2™ + Au™ — A

r{f — rff = 0;
le<:+1 _ AT gk
= AT(" + Ay — (2 + Azt
= (AT F k) — (= AT Ay + TAx“f)
= rk =0
T]ZH_I = zk 1y ka e
= (" 4+ Az“f) (" + Ay —e
= (" + y —e) = (=02 — Ay*)
r’; =0
AR YILEC Sy e

= (W + LDw™) — (yF + Ay™) —e
— wk _ yk _ 6) _ (—Awaf + Ayaf)

isto é,

rhtt = 7,1;+1 ) (3.3.27)
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Como podemos notar, a factibilidade é atingida em apenas um passo, no

entanto, para as folgas complementares, temos:

(us + Au) (2 + A28 =wiz + ;A2 + At 2 + Al AT = A AT
(v; + A (w; + Awd?) =vsw; + v;Aw + Ao w; + Ao Awt = A A

isto ¢, as folgas complementares nao se anulam. Sendo assim, a otimalidade nao é atingida
pois um passo de Newton puro é apenas uma aproximacao linear de primeira ordem das
condi¢oes de otimalidade. Chegamos assim a segunda etapa da direcdo de busca, em que
tentamos encontrar uma dire¢ao corretora e de centragem, que tenta compensar a nao
linearidade da direcao preditora com uma escolha adaptativa do parametro de centragem

0.

Nesta etapa, a ideia natural é tentar criar uma direcao que faga Au?f Nz} =0
e Ao Aw® = 0. Nao obstante, a contrapartida é o risco de que (u; + Aut)(z + Az) e
(v; + A0 (w; + Aw!) tendam a zero com taxas de convergéncia diferentes. Assim, usa-se
o pardmetro de centragem oy definido por (3.3.26), visto que este depende da medida de
dualidade e da posicao do ponto da iteragao corrente no ortante positivo. Portanto, a direcao
corretora de centragem, a qual denotamos por d;° = (Az, Au®, Av®, Ay, Az, Aw™),

pretende obter:

Au AT = o e Az Awd = o p® para todo i = 1,...,m. (3.3.28)
De (3.3.3) e (3.3.28), esta dire¢ao nos leva a:
(us + D) (z + A2y = ol e (v + D) (w; + Aw) = ok

Das equagoes (3.3.27) e (3.3.28), concluimos que a diregdo corretora e de

centragem é obtida pela resolucao do seguinte sistema linear:

A I, —I, 0 0 0 Az 0
I, 0 0 —-AT 0 0 Au 0
o 0 0 —I, —I, 0 Ave 0
_ (3.3.29)
0 0 0 I, 0 —I, Ay 0
o zF o o U* 0 Az oppte — AUY NZY e
o o wk 0 0 1% Awee oppte — AV AW ¢

onde AU AZ% AV ¢ AW sdo matrizes diagonais dadas por: AU = diag(Au®),
ANZY = diag(N2), AVY = diag(Av™) e AW = diag(Aw™).

Para concluir, a soma d* = dzf + d;°, nos fornece a direcao de busca do método
PCM.
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Esta variante reduz significativamente o ntimero de iteragoes para o método

primal-dual. Esta reducao é obtida ao preco de resolver dois sistemas lineares por iteragao.

No entanto, estes sistemas tem a matriz de coeficientes em comum. No caso da Progra-

macao Linear, constatou-se na pratica que o trabalho de resolver o sistema linear extra é

compensado pela economia na redugao do nimero de iteragoes (WRIGHT, 1997).

3.3.4 Etapas do MPI primal-dual na sua variante PCM

Dados:

Algoritmo 3 — Etapas do PCM

(2%, u®,0°, y°, 2% w?) com (u°, 0%, 2%, w") >0

Resultado: Solucao do PCM

para k

fim

1.

=1,2,.. faca
Escolha o* € [0,1] e calcule p* = ((u*)"2" + (vp) w")/2n;

Calcule a dire¢ao afim escala ou preditora di do sistema (3.3.23);
Calcule o o' o ¢ o de acordo com (3.3.24);

Calcule pi,5 a partir de (3.3.25);

. A partir de (3.3.26), determine o parametro de centragem oy;

Calcule a direcao corretora e de centragem dj° de acordo com (3.3.29);
Obtenha a direcio de descida d* = d%/ + d5°;

Calcule o comprimento de passo o = ¥ min {pus Pv, Pw, p-} onde:

k k
U; U;

B* e (0,1), e p, = miin{_Auf | Auf < O}, Pv = miin{_Av

- |Avf<0},

wk 2k
pw:min{—A’,C |Awf<0},pz:mjn{—A’k |Azf<0};
7 wl t Zl

Calcule o novo ponto
(Xk+1: Yiy1) = (Xe, yy) + @d?

onde

(Xk> Yk) = (xka uk> Uka yka Zka wk)

O critério de convergéncia é baseado nas condi¢oes de otimalidade relativas

dadas em (3.3.22).
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3.4 Calculo da direcao de busca

Como visto nas se¢oes anteriores, o MPI primal dual revolve um ou dois sistemas
lineares para encontrar a direcao de busca. A maior parte do tempo total de processamento
do MPI primal-dual corresponde ao método que resolve estes sistemas lineares. Segundo
(GONDZIO, 1996), o calculo da dire¢ao de busca tem custo de 60% a 90% do tempo
total de processamento. Na subsecao que segue, apresentamos duas estratégias para a

determinacao da direcao de busca do MPI primal-dual.

3.4.1 Direcao de busca para o MPI primal-dual

Para obter a dire¢ao do MPI primal-dual, devemos resolver o sistema (3.3.20),
para tanto, vamos reduzi-lo a duas formas, semelhante ao que se faz para problemas de

programagao linear. Com efeito, da terceira e quarta equagao do sistema (3.3.20), temos:

NZF = b Ay (3.4.1)
Awk = Ayt -k (3.4.2)

w

Substituindo as igualdades (3.4.1) e (3.4.2), na quinta e na sexta equagao do
sistema (3.3.20), obtemos:

AuP = (ZF)7H (ry = URDZR) = (ZF) "0 + (ZF)'URE + (207 UR AYF, (3.4.3)
AVF = (WE)TH(rh = VEAWY) = (W)l — (WR)TIWVRAYE + (WHTIVEELD (3.4.4)
Substituindo as igualdades (3.4.3) e (3.4.4), na primeira equacao do sistema

(3.3.20), obtemos:

ANZY = rf — AuF + AP
_ rll)c o (Zk)flrl o (Zk)flUk,,,lZc o (Zk)flUkAyk + (Wk)flrg o (Wk)flvayk
+ (WEY Wy,
(3.4.5)

ou ainda

ANz® = ¢F — (%)L AyF, (3.4.6)

onde
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& = = (ZN70E UMY+ W+ VR, (3.4.7)
@M = (ZHUt+ (wWh TV (3.4.8)

Usando a segunda equacao do sistema (3.3.20) e a equagao (3.4.6) temos o que

denominamos Sistema Aumentado:

( (! A> ( By ) B ( ¢ ) (3.49)
A —71, Ax -,

em analogia ao que é feito na Programacao Linear. A matriz (3.4.9) de tamanho (m +

n) x (m + n) é simétrica e indefinida.

As componentes Au”, Av¥, AzF e Aw” sdo obtidas de (3.4.1), (3.4.2), (3.4.3)
e (3.4.4).

Conhecida na Programacao Linear como Sistema de FEquagoes Normais, a
segunda forma de encontrar a dire¢do de busca para o nosso método é dada pela primeira

equagao do sistema (3.4.9) obtemos

AT AL = ATOFq — AT NyF. (3.4.10)

Da segunda equagao do sistema (3.4.9), temos que:

AT Ay = —rF 4 7 AL, (3.4.11)

agora, substituindo (3.4.11) na equacao (3.4.10), resulta em:

ATeFANZ® = ATOF M + (r],; — 7 Az"), (3.4.12)

ou ainda

(ATO*A + 71,)Ax* = ATO ¢ + 1l (3.4.13)

Ao sistema de equagoes acima denominamos Sistema de Fquacoes Normais na
k-ésima iteracao do MPI, este nome deve-se a semelhanca com as equagoes normais para
o problema de quadrados minimos. A matriz do sistema (3.4.13) é simétrica e definida

positiva de tamanho n.



Capitulo 3. Métodos de Pontos Interiores 50

Apés obtermos Az* do Sistema de Equagoes Normais (3.4.13), o vetor Ay* é
dado por:

Ay = 0F(¢F — ANaF), (3.4.14)

e as componentes Au", AvF AzF e AwF sdo obtidas de (3.4.1), (3.4.2), (3.4.3) e (3.4.4).

3.4.2 Calculo da direcdo de busca do PCM

Nesta subsegao, faremos consideragdes similares as feitas na subsecao (3.4.1),
para o PCM. Para obter a dire¢ao de busca do PCM primal-dual, devemos resolver dois
sistemas lineares, o sistema (3.3.23) para obter a diregao preditora e o sistema (3.3.29) para
obter a direcdo corretora e de centragem. E importante observar que ambos os sistemas
tém a mesma matriz dos coeficientes, alterando somente o lado direito. Observe que o
lado direito do sistema (3.3.29) necessita da diregao preditora. Sendo assim, ¢ necessario
resolver dois sistemas mesmo que eles compartilhem a mesma matriz dos coeficientes. A
partir daqui vamos buscar um Sistema Aumentado para a direcao preditora. Repetindo os

procedimentos da subsecao anterior, mas desta vez para o sistema (3.3.23), chegamos ao

Myt af ye
( ;@T) _724 ) ( iiaf ) = ( _qu ) , (3.4.15)

novamente uma matriz de tamanho (m+n) x (n+ n) simétrica e indefinida. Mas desta vez

sistema aumentado:

@ = rFrUMe— (Z8)70P) 4 V(=P £ (W TR, (3.4.16)
M=t = (ZHH U + (WHTVE, (3.4.17)

e as componentes Au, Av¥ | Az e Aw sdao dadas por:

A AT (3.4.18)
Aw = Ay k| (3.4.19)
At = (78 (~UFZRe — UR AT (3.4.20)

A = (W)= (~VEWEe — VEAw) . (3.4.21)
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Por sua vez o Sistema de Equacoes normais tem a forma

(ATOFA + 7I) Az = ATOF¢" + 1. (3.4.22)

A matriz do sistema (3.4.22) é simétrica e definida positiva de tamanho n. Apds

obtermos Az a partir deste Sistema de Equactes Normais, o vetor Ay é dado por:

Ny = k(¢ — ANz), (3.4.23)

e as componentes Au®l | Av* | Az e Aw® sdo obtidas de (3.4.18), (3.4.19), (3.4.20) e
(3.4.21).

Obtida a direcao preditora, dzf = (A2 Au A Ay A Aw), atra-
vés do Sistema Aumentado ou pelo Sistema de Equacoes Normais, a direcdo corretora e

de centragem d;° é determinada como segue:

Primariamente, use o vetor dzf para obter o lado direito do sistema (3.3.29),
ou seja, para construir AU = diag(Au™), AZY = diag(Az*), AV = diag(Av™) e
AW = diag(Aw“f ). Repetindo os procedimentos da subsegao anterior, mas desta vez

para o sistema (3.3.29), chegamos ao sistema aumentado:
(@k)—l A Aycc qk

§ = (ZM N —oppbe + AUYANZY e) + (WF) M oppbe — AV AW ), (3.4.25)
O~ = (ZH7HUM) + (whTVE (3.4.26)

em que

Obtidas as solugoes Az® e Ay“ a partir do Sistema Aumentado dado por
(3.4.24), as componentes Au®, Av™, Az e Aw® da direcdo de centragem dj° =

(Ax, Ay®), sdo obtidas das equagoes

Az = —Ay* (3.4.27)
Aw = Ay*, (3.4.28)
Au = (ZF) Nopute — AUY AZY e + U Dy™), (3.4.29)

At = (W) opgite — AV AW e — VEAY®) (3.4.30)
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Por sua vez, o sistema de equagoes normais tem a forma

(ATOFA + 71,) Aa™ = ATOFG". (3.4.31)

Apés obtermos Az do Sistema de Equagdes Normais (3.4.31), o vetor Ay é
dado por:

Ay* = OF(§F — ANx™), (3.4.32)

e as componentes Au, Av®e, Az e Aw™ sao obtidas de (3.4.27), (3.4.28), (3.4.29) e
(3.4.30). Para concluir, a direcdo de descida d* na k-ésima iteracdo do método PCM é
dada por dj, = di! + d¢.

Nao obstante, na pratica, ao invés de calcular de e d;° e depois soma-los para

obter d*, ap6s obter a direcdo preditora dzf , resolvemos o sistema linear:

A I, -1, 0 0 0 Ax Ty
, 0 0 -A" 0 0 Au Ty

0 O o -1, —-I, 0 Av | r,

o 0 0 I, 0 —I, Ay | Tw

0o ZF o 0o U 0 Nz oppe — ANUYNZY e — U*ZFe
0o o w* 0 0 % Aw oppte — AV AW Y e — VW ke

(3.4.33)

que trata-se da soma dos sistemas (3.3.23) e (3.3.29). A solucao do sistema (3.4.33) nos

fornecera d”.

Ao tratar de problemas de grande porte, mesmo no caso de problemas esparsos, a
resolucao via métodos diretos dos Sistema Aumentado ou de Equag¢oes Normais infelizmente

demanda excessivo uso de memoria, comprometendo a eficiéncia dos método diretos.
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4 Sistema de Equacoes Normais

O Sistema de Equacoes Normais, ATOA + 71, é recorrente nos métodos apre-
sentados no capitulo anterior. Em geral, mesmo quando A é esparsa, a matriz ATOA é

densa. Usando produto externo, observe que :

AT04 = 3 6,AG ) A ) = i (Z + Z) CAGLDTAG,:),

=1

ou seja, basta que uma linha A(i,:) seja densa para que a matriz A”©A perca esparsidade
e consequentemente ATOA + 71, também. Todavia, existem problemas em que a matriz
ATOA é mais esparsa que A. A fim de evitar produtos entre matrizes, para resolver
este tipo de problema, sao usados métodos iterativos, visto que estes necessitam apenas
de produtos do tipo matriz por vetor. Para sistemas grandes com matrizes simétricas
e definidas positivas, o Método dos Gradientes Conjugados Precondicionado (MGCP)
¢ uma boa escolha. No entanto, a matriz diagonal © fica muito mal condicionada ao
longo das iteragoes do MPI, o que causa o mal condicionamento da matriz A©OA + 71,,.
Neste ponto, é importante ressaltar que o éxito do MGCP depende da escolha de um
bom precondicionador, visto que é bem conhecido que este método é sensivel ao nimero
de condicao da matriz do sistema linear, isto €, nao tem um bom desempenho quando

utilizado com matrizes mal condicionadas.

4.1 Andlise espectral do Sistema de Equacdes Normais

Como ja mencionado o Sistema de Equactes Normais, AT©A + 71, é recorrente
nos métodos apresentados. Fazendo W = ©'2A estes sistemas podem ser reescritos como
71, + WTW . Feito isso, além da simetria destes sistemas, podemos verificar os seguintes

resultados.

Proposicido 1. Seja W wma matriz de tamanho m x n, entdo as matrizes 71, + WIW e

71, + WWT tém o mesmo espectro.

Demonstragio. Seja (X, ) um autopar de 71, + WW7, entao (A, W'z) é um autopar da
matriz 71, + WTW. Com efeito,

(7L, + WIWYWT e = W (rL, + WWh)z = WT(\z) = A\(WTa).
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De maneira anéloga, se («,y) é um autopar de 71, + W' W entdo (a, Wy) é

um autopar da matriz 71, + WW?. De fato

(7L, + WWHWy = W(rL, + WIW)y = W(ay) = a(Wy).

]

Corolario 3. Se k(A) denota o nimero de condi¢ao de uma matriz arbitrdria A na norma

2, entao

k(Tl, + WIW) = k(r1,, + WWT),
onde W ¢ uma matriz de tamanho m x n.

Demonstracdo. Sejam Az € Amin O maior e o menor autovalor da matriz 71, + WIW
respectivamente, da proposi¢ao anterior, A\ € Amin S80 também o maior e o menor
autovalor de (71, + WW?). Visto que as matrizes 71, + W'W e 71, + WW?' sao
simétricas, os seus autovalores sdo reais, e mais do que isso, o niimero de condi¢ao de

ambas é dado por:

>

max

>

min

]

Para matriz 71, + W' W | temos que A\, = 7. De fato, se (A, v) é um autopar
de 71, + WTW, entdo 7v + WTWwv = \v. Multiplicando pela esquerda por v!, tem-se
2 2 2
Tl[ol; + [[Woll; = Afjv[]z. Logo,

W 2
L wl

A= (4.1.1)

l0l]3
Isto prova que os autovalores de 71, + WTW e 71, + WIWT estao limitados
inferiormente por 7. Lembre-se que estamos supondo 7 > 0, logo estes sistemas além de

simétricos sao definidos positivos.

Proposicdo 2. Os autovalores A da matriz 71, + WTW sio da forma A = 7 + o onde a

¢ um autovalor de WTW .

Demonstragdo. Seja (\,v) um autopar de 71, + WX W, ou seja, 7v + W Wov = \v. Entdo
WTWuv = (A —7)v , ou seja, (o, v) é um autopar de W'W, onde v = A — 7. ]
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Proposigao 3. Suponha que A € R™*", onde

Qmaz,  s¢ A= AT
|A]]2 = T
Omaz, S€ A#A

onde Qpqr € 0 maior autovalor de A em modulo, € Tpae € 0 maior valor singular de A,

sendo Omaz = \/ Omaz (AT A).

Uma demonstragao da proposigao acima, pode ser encontrada em Golub e Loan
(1996).

Pela Proposicao 2, temos que

Amaz = T + Qo (4.1.2)

onde gy ¢ 0 maior autovalor de WW. Por sua vez, da Proposicao 3, fazendo A = W

vemos que W # W7, logo |[W|l2 = Omaz = V/ Umaz(WTW), ou ainda, apee(W W) =
||W||3. Equivalentemente

Qmaz = ||W ][5 (4.1.3)

Das Proposigoes 2 e 3 temos que Apqe = 7 + ||W]|5. E do Corolério 3, segue

que k = k(7L, + WIW) = s(rL, + WWT) = /\m‘m. Logo, no caso particular em que
7 = 1 temos que: e

>

" N =T [WIB <+ W=7+ W (414)

K =
>\min

Lembrando que W = 024, segue das equagoes (4.1.1)-(4.1.3) que

T<ASTH[0V2A]]

onde A denota os autovalores da matriz ATOA + 71,,. Além disso, concluimos da Equacio
4.1.4 que:

K(ATOA + 71,) <7+ [|(©Y24)7|[2,

ou seja o nimero de condigio de ATOA + 71, depende da norma de (©Y24)7. Esta
ferramenta de analise do niimero de condicao do Sistema de Equagoes Normais é importante,
visto que pretendemos usar o MGCP para resolver os Sistemas de Equagoes Normais, e
como mencionado anteriormente, este método ¢ sensivel ao nimero de condi¢ao da matriz

do sistema linear.
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4.2 Abordagens para resolver o Sistema de Equacoes Normais

Nesta secao apresentamos a principal ferramenta que utilizamos na resolucao
dos sistemas de equacdes normais apresentados anteriormente, o Método dos Gradientes

Conjugados Precondicionado.

4.2.1 Meétodo dos Gradientes Conjugados

O Método dos Gradientes Conjugados (MGC) foi desenvolvido em 1952 por
Hestenes e Stiefel, veja (TREFETHEN; BAU, 1997). Sistemas de equagoes lineares simé-
tricos e definidos positivos podem ser resolvidos de forma eficiente por este método, desde
que os autovalores da matriz do sistema estejam bem distribuidos. Afim de exemplificar o
MGC, suponha que A é uma matriz simétrica definida positiva de ordem n, b € R", xq é

um chute inicial dado e € é a precisao requerida. O Algoritmo 4 nos mostra os passos do
MGC.

Algoritmo 4 — Método dos Gradientes Conjugados

Dados: z = 29, k =0, 70 = b— Axg , po = ||10|]3
Resultado: Solucao do sistema Ax = b
enquanto (\/p; > €||b]]2) e (k < kmax) faca
k=Fk+1;
se k =1 entao
| P1=To;
senao
B = ri The1/Th_oT—2;
Pk = Tk + BePr1;
fim
wy, = Apg;
Qp = T;::_lkal/P;}me
Tk = Tk—1 + OpPk;
Tk = Tk—1 — QpWg;
pr = |Irell3;
fim
T = T

Como pode ser visto no Algoritmo 4, o MGC gera uma sequéncia {Ik } e utiliza
a cada iteragao apenas operacoes do tipo vetor por vetor e apenas um produto do tipo
matriz por vetor que em geral é o passo mais caro do método. Em aritmética exata, é bem
conhecido que, sob certas condi¢oes da distribuicao de autovalores de A o método dos
gradientes conjugados chega a solugao do sistema linear em no maximo n iteragoes, sendo
que a solugao pode ser alcancada antes disso. Na verdade, segundo (GOLUB; LOAN;, 1996),
se A possuir r autovalores distintos, entao o método de gradientes conjugados encontra a

solugdo em no maximo r iteracoes.
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Outro resultado 1til para analise do comportamento do MGC é a seguinte

desigualdade:

k
. k(A)—1 .
ot — 27l < 2 <§A§+1> o = 2*, (42.1)

onde a norma matricial ||-|| 4 é definida por ||w||4 = VwT Aw para todo w € R", além disso,
k2(A) denota o nimero de condi¢do da matriz A na norma Euclidiana. Em geral, a precisao
de {2*} ¢ melhor que o indicado pelo limitante em (4.2.1). Segundo (TREFETHEN; BAU,
1997), a medida que /k(A) — o0, tem-se

VE(A) =1 . 2

VeE(A) +1 k(A)

Dai, se k(A) é grande, mas ndo muito grande, para tolerancia especificada a

convergéncia do método é da ordem de 4/k(A) iteragoes. Ou seja, pode-se dizer que o
método é eficiente quando A é bem condicionada. Mais detalhes sobre a convergéncia do
MGC podem ser encontrados em (KELLEY, 1999).

4.2.2 Precondicionamento

Métodos iterativos para resolver sistemas lineares podem ter convergéncia
acelerada via precondicionamento da matriz do sistema linear. O precondicionamento de um
sistema linear consiste em modificd-lo em um sistema linear com melhor condicionamento
da matriz de coeficientes e cuja solucao é facilmente obtida a partir da solugdo do sistema
precondicionado. O precondicionamento pode ser efetuado pela esquerda, direita ou por

ambos lados de um sistema Ax = b, como segue:

o MAy = Mb; xz = y;
o AMy =0b; x = My,

o MAMTz = Mb; . = MT 2.

A matriz M é denominada precondicionador. E importante observar que
MY MA)M = AM, isto é, as matrizes MA e AM sdao matrizes equivalentes e con-

sequentemente tem o mesmo espectro.

Note que, se M = A, temos M ~'A = I,,, donde k(M 'A) = 1 e 0 método dos
gradientes conjugados converge em apenas uma iteracao. No entanto, isto é impraticavel,
visto que no Método dos Gradientes Conjugados Precondicionados que mostraremos em
seguida, isto equivaleria a utilizar a propria matriz A como precondicionador e implicaria
em resolver um sistema do tipo Az = r, o que nao traz nenhuma vantagem em relagao

a resolver o sistema original. Se por outro lado, escolhermos o precondicionador escala
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diagonal, dado por M = diag(A), cujos elementos sao aqueles da diagonal principal
de A, mesmo em face da simplicidade deste precondicionador, podemos ter resultados
bastante satisfatorios, como pode ser visto em (TREFETHEN; BAU, 1997). Observar
estes dois precondicionadores nos da uma visao do caminho a ser seguido na construcao
de precondicionadores adequados para o sistema Az = b: um balanco entre a eficiéncia de

M = A e o baixo custo computacional de M = diag(A).

No que segue, consideremos o Método dos Gradientes Conjugados Precondi-
cionado (MGCP). Supondo que A é uma matriz simétrica definida positiva de ordem n,
b e R", xg é um valor inicial dado, € é a precisao requerida e M é um precondicionador

que estd disponivel. O Algoritmo 5 nos mostra os passos do MGCP.

Algoritmo 5 — Método dos Gradientes Conjugados Precondicionado

Dados: v = ¢, k =0, 7o = b — Azg , po = ||70|[3
Resultado: Solucao do sistema Ax = b
enquanto (\/p; > €||b]]2) e (k < kmax) faca
Resolva Mz, = ry;
k=k+1,
se k = 1 entao
| D1 = Zo;
senao
Br = Tg_12k71/71?_22k72;
Pk = 2p1 + BePr1;
fim
wy = Apy;
Q= T4y 261/ Pk Wk
Tk = Tk—1 + OkPk;
Tk = Tk—1 — QpWg;
pr = |Irell3;
fim
T = T

Para que o MGCP seja eficiente é necessario que o sistema linear Mz = r possa
ser facilmente resolvido. Ou seja, é fundamental o papel exercido pelo precondicionador
M para convergéncia do método. A dificuldade, quando se trata de precondicionamento,
¢ a construcao de precondicionadores que demandem baixo custo computacional para
sua construgao e que ao mesmo tempo sejam eficientes em acelerar os métodos iterativos.
Segundo (BENZI, 2002) o componente mais intrinseco na implementagao eficiente de

problemas da computagao cientifica é o precondicionamento.

Neste trabalho utilizamos o MGCP detalhado no Algoritmo 5 para resolver os

sistemas de equagoes normais oriundos dos Métodos de Pontos Interiores desenvolvidos no
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capitulo anterior. Estes sistemas serao precondicionados da seguinte forma:

M YATOPA + LM AT = M (ATO " + 1)), (4.2.2)

onde M é o precondicionador e AZ* = MT Az*.

4.2.3 Fatoracdo Controlada de Cholesky

Uma das estratégias para construir a matriz M baseia-se na Fatoragdo Contro-
lada de Cholesky (FCC), proposta por (CAMPOS, 1995). Vamos considerar a fatoragao
de Cholesky e a fatoracio incompleta de Cholesky da matriz ATOA + 71,,, ou seja:

LILT = A"T0A+ 11, =LL" + R

onde L ¢é o fator de Cholesky, L é a matriz da fatoracéo incompleta e R é matriz do residuo.
Se E = L — L, temos

L(ATOA + r1,) LT = (L' L)L) = (I, + L'E)(I, + L7'E)T.

A medida que L se aproxima de L, a matriz F tende & matriz nula, ¢ conse-
quentemente, pela ultima igualdade acima, E(AT@A + T]n)E_T se aproxima da identidade

I,,. Note que

R = LL"-LL"
— LT —LL"+LLY - LLT
= LY - L+ (L—-L)L"
— LET+EL",

(4.2.3)

logo, se ||E||r se aproxima de zero, segue da igualdade (4.2.3) que ||R||r se aproxima de
zero. Este raciocinio motiva a construgao do precondicionador FCC tomando como base a

minimizag¢ao da norma de Frobenius da matriz E. Isto nos leva ao problema:
min || E|[5. (4.2.4)

n
Se definirmos ¢; = Z li; — lij|2, para j = 1,...,n, resolver o problema
=1

minZ ¢ (4.2.5)
i—1
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equivale a resolver o problema (4.2.4). Além disso, podemos reescrever o problema (4.2.5)

COINo:

n ni+n n
min ) (2 g — g+ D) |likj|2> , (4.2.6)
j=1 \ k=1 k=mj+n+1

Nesta equacgao, n; ¢ o nimero de componentes nao nulos abaixo da diagonal
na j-ésima coluna da matriz AT®A + 71,,, 1 representa o ntimero de elementos extras
permitido por coluna e n é a ordem da matriz AT©A + 71,,. Vamos resolver o problema

(4.2.4) utilizando os seguintes passos:

1. Aumentamos o fator 1, permitindo mais preenchimento. Desta forma, c; decresce,

pois a primeira soma em (4.2.6) contém mais elementos.
2. Para cada 7 fixo escolhemos os maiores n; + 7 elementos de L em valor absoluto.

3. Uma coluna do precondicionador ¢ calculada por vez sendo armazenados os maiores

valores em valor absoluto.

Por conseguinte, apresentamos as principais caracteristicas do precondicionador

FCC:

1. A FCC nao considera o padrao de esparsidade da matriz original. Os elementos sao

escolhidos por valor, nao por posicao.

2. O precondicionador FCC pode ser considerado uma generalizacao do precondicionador
proposto por (JONES; PLASSMANN;, 1995) que escolhe um nimero fixo de elementos

nao nulos em cada linha ou coluna.

3. A FCC, assim como as fatoragoes incompletas, nao esta livre da presenca de pivos
muito pequenos ou nao positivos. Este problema é contornado utilizando-se um
incremento exponencial. Segundo (BOCANEGRA; CAMPOS; OLIVEIRA, 2007),
esse incremento pode ser calculado da seguinte forma: quando um elemento da
diagonal é muito pequeno ou nao positivo, pode-se incrementar na diagonal principal
da matriz, o valor dado por oy = 5,0 x 10742, para i = 1,...,n e recomeca a

fatoracdo. A fatoracao podera ser reiniciada muitas vezes, podendo até mesmo tornar

inviavel a resolucao do mesmo.

4. Armazenamento previsivel. Cada uma das matrizes é armazenada em trés vetores:
um vetor de dimensao n + 1 para os ponteiros das colunas, um vetor de inteiros de
dimensao n para os indices das linhas e um vetor de dimensao n para os elementos.

Outro vetor é usado como espaco de trabalho para construcio de L. Como apenas
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n; + n elementos sao mantidos em cada coluna j do precondicionador, o espaco de

armazenamento necessario para o precondicionador é previsivel e controlavel.

5. A FCC é um precondicionador versatil visto que o parametro n pode variar de —n
até n. Se n = —n obtemos precondicionador escala diagonal. No caso de n = 0,
obtemos um fator de Cholesky aproximado L que tem a mesma quantidade de
armazenamento da fatoracao de Cholesky incompleta sem preenchimentos, visto que
o padrao de esparsidade da matriz original é ignorado e apenas os maiores fatores
nao nulos, obtidos com a fatoragao, sao mantidos no fator incompleto. Por fim, se
1 = n, temos o fator de Cholesky completo L e, consequentemente, o armazenamento

do precondicionador pode ser maior do que o da matriz original.

A eficiéncia do precondicionador FCC depende do valor inicial e final de 7
sendo que denotamos estes respectivamente por 7y € Mpaz- Estes valores determinam o
maximo de preenchimento permitido em cada coluna do precondicionador. Em problemas
de PL, na primeira iteragdo, o nimero de entradas nao nulas permitidas em cada coluna

depende da esparsidade do problema a ser resolvido, dai 1y é dado pela relacao:

T T
_lATealaTeAl
n n

|ATOA|

n

Y

caso contrario.

Sendo assim, da igualdade (4.2.7), 7y < 0 se a matriz ATOA é relativamente
densa e 0 < 79 < 10 caso a matriz ATOA seja esparsa. Ainda é alvo de estudo valores
para 7. que dependam dos dados do problema de PL. No entanto, esta estratégia
para determinacao de 7y nao apresentou bons resultados quando utilizado em conjuntos
com os métodos apresentados no Capitulo 2. As matrizes no qual aplicamos os métodos
desenvolvidos no Capitulo 2 sdo em geral densas e extremamente mal condicionadas.
A densidade dessas matrizes induz o precondicionador escala diagonal, e a ineficiéncia
deste por sua vez, induz varias atualiza¢oes do precondicionador no decorrer das iteragoes
dos MPI’s, tornando estes métodos demasiadamente lentos. Em vista disso, adotamos
a seguinte estratégia: escolhemos 79 = 0 o que implica que o fator Lé equivalente a
fatoragao incompleta de Cholesky proposta por (JONES; PLASSMANN, 1995). Por sua
vez tomamos N,e. = n/4, sendo que 7, = nx_1 + 10 cada vez que é necessario atualizar
o precondicionador, ou seja, permitimos que o precondicionador FCC seja atualizado no
méaximo n/4 vezes no decorrer dos MPI’s, e somente quando o nimero de iteragoes do
MGCP excede n/4. A escolha dos valores de 7, segundo esta estratégia se mostraram mais

promissores quando comparados a estratégia adotada para problemas de PL.
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4.2.4 Precondicionador Separador

A segunda estratégia de precondicionamento do sistema de equagoes normais
baseia-se na fatoragao LU. A matriz dos coeficientes do sistema de equagdes normais
(ATOA + 71,)Ax = ATOq + 1,

pode ser reescrita da seguinte maneira

ol

71,

A

L (4.2.8)

Seja P uma matriz de permutacao tal que P [AT In]T = [Aip Ag]T onde
Ay e R™", Ay € R™™ e de tal modo que se tenha A; = LU. Entao o sistema (4.2.8) pode

ser reescrito na forma

Ay
As

p S 0 P _ O, 0 |
0 71, 0 O,

Isto posto, propomos que o novo precondicionador para o sistema de equagoes

. _ —1/2 4 . - . -
normais seja M~! = 0] / A7T. Aplicando este precondicionador ao sistema de equacdes

0, 0
AT AT !
4 2][0 @2]

] = ATe, A, + AT, A,, (4.2.9)

em que

normais com a disposi¢ao dada por (4.2.9), obtemos

MY ATOA+ 7L)M T =1, + 0, A TATO,A,A7'0, " = L, + WTW  (4.2.10)

onde W = ©32A,4;1'0, 7.

A matriz precondicionada obtida é positiva definida e tem autovalores maiores
ou iguais a 1, ou seja, ndo tem autovalores préximos a zero. Sendo assim, se escolhermos a
matriz de permutacao P de tal modo que ©;' e O, se aproximam da matriz nula a medida
que nos aproximamos de uma solugao 6tima, a matriz (4.2.10) se aproxima da matriz
identidade, e consequentemente tanto os maiores autovalores dessa dessa matriz como seu
numero de condicdo se aproximam do nimero 1. Embora possa nao ser simples encontrar
uma matriz de permutacao que nos fornega essa disposi¢do adequada, calcular a fatoragao
LU da matriz A; requer menos esforco do que calcular a fatoracio de Cholesky de AT A;.
Para detectar as colunas de A; executamos uma fatoracio LU da matriz [AT I,]”. Esta
abordagem de precondicionamento é baseada no precondicionador separador proposto por
(OLIVEIRA; SORENSEN, 2005).
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5 Resultados Numéricos

Para verificar a eficiéncia dos métodos de pontos interiores desenvolvidos
no Capitulo 3, neste capitulo aplicamos estes métodos a resolugao de alguns exemplos.

Nomeamos cada método segundo o precondicionador utilizado por este da seguinte maneira:

1. MPIFCC: Método dos pontos interiores precondicionado com a fatoracao controlada
de Cholesky;

2. MPILU: Método dos pontos interiores precondicionado com o Precondicionador

Separador;

3. MPCFCC: Método preditor-corretor precondicionado com a fatoracao controlada de
Cholesky;

4. MPCLU: Método preditor-corretor precondicionado com o Precondicionador Separa-

dor;

Todos os resultados numéricos foram desenvolvidos em MATLAB R2013b com
sistema operacional 64-bit Windows 10, processador Intel Core I7-8550U, 1.99 Ghz, 16 GB
de memoria RAM. A maioria dos cédigos para calcular a discretizagdo dos exemplos desta
tese provém dos pacotes disponibilizados por (HANSEN, 2007) e (GAZZOLA; HANSEN;
NAGY, 2019).

5.1 Hilbert

Comegamos por retomar o exemplo tratado nas subsegoes (2.2.2) e (2.2.3),
a matriz de Hilbert. Porém, desta vez consideramos que o lado direito do sistema esta
contaminado por ruidos, ou seja, b = b + e, em que e refere-se a um vetor aleatério
normalizado escolhido de tal forma que ||e||/||b]] = 1072 Neste e nos préximos exemplos
iremos nos referir ao quociente NL = ||e||/||b|| como nivel de ruido. Aplicamos os métodos
MPIFCC, MPILU, MPCFCC e MPCLU a este exemplo e apresentamos os resultados nas
Tabelas 1, 2, 3 e 4.

Tabela 1 — MPIFCC aplicado a matriz de Hilbert.

Dimenséao | It | Itgep | Erd Eri tepu
250 [ 13 | 194 [ 5,190 x 10 2 | 2,400 x 10 3 | 3,854 x 10 !
500 | 19 | 208 [ 3,740 x 10 2 | 1,000 x 10 2 | 7,531 x 10 1
1000 | 24 | 281 | 5,640 x 1072 [ 1,100 x 1073 | 3,681 x 10™°
2000 | 28 | 830 | 5,184 x 1072 | 7,920 x 10~* | 3,647 x 107!
5000 | 44 | 5655 | 4,310 x 10 2 | 4,217 x 10 * [ 1,898 x 1073
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Tabela 2 — MPILU aplicado a matriz de Hilbert.

Dimensao | It | Itgep | Erd Eri tepu
250 | 17 | 1721 9,580 x 1072 | 1,000 x 1073 | 2,512 x 107!
500 | 18 | 180 | 6,439 x 10 2 | 4,294 x 10 * | 5,856 x 10 !
1000 | 23| 256 | 3,490 x 10 2 | 2,879 x 10 * | 2,738 x 1017
2000 [ 30 | 328 [ 5,210 x 10 2| 3,835 x 10 % | 1,240 x 107!
5000 | 43 | 496 | 4,310 x 1072 | 4,228 x 1072 | 6,584 x 107!

Tabela 3 - MPCFCC aplicado a matriz de Hilbert.

Dimenséao | It | Itgep | Erd Eri tepu
250 | 7] 150 [ 7,166 x 10 2 | 1,774 x 10 3 | 4,354 x 10!
500 | 9| 217 5,486 x 1072 | 5,703 x 10~ % | 8,839 x 1071
1000 | 9 241 [ 7,826 x 1072 6,598 x 10~ | 3,729 x 10™°
2000 | 11 | 316 | 9,933 x 1072 | 8,382 x 10~* | 2,840 x 107!
5000 | 11 | 345 [ 4,110 x 10 2 | 3,091 x 10 * [ 6,492 x 1072

Tabela 4 — MPCLU aplicado & matriz de Hilbert.

Dimensao | It | Itgep | Erd Eri tepu
250 | 11 | 157 | 5,280 x 1072 | 9,149 x 10~ % | 2,717 x 1071
500 | 12 | 192 [ 3,740 x 1072 | 6,362 x 10~ | 5,810 x 107!
1000 | 13| 196 | 5,760 x 10 2 | 5,989 x 10 * | 2,460 x 10"Y
2000 | 12 | 196 | 2,830 x 10 2 | 1,822 x 10 * | 1,213 x 1071
5000 | 14 | 232 [ 4,440 x 1072 | 4,216 x 10~ [ 9,459 x 1071

Nas Tabelas 1, 2, 3 e 4 temos respectivamente os dados do MPIFCC, MPILU,
MPCFCC e do MPCLU aplicados a matrizes de Hilbert de diferentes dimensdes. A primeira
coluna das tabelas nos informa a dimensao das matrizes de Hilbert, a segunda coluna
fornece o nimero de iteragoes de métodos de pontos interiores que foram necessarias para
resolver o problema, ao passo que a terceira fornece o nimero de iteragoes do MGCP
necessarias durante toda a execuc¢ao do método de pontos interiores em questao. Uma
vez que a solugao exata x é conhecida, as colunas Erd e Eri representam respectivamente
os erros relativos cometidos: Erd=||x" — x||o/||x||2 e Eri=||Ax* — b||o/||||2 . Por fim, tep,

representa o tempo em segundos demandado pelo método para resolucao do problema.

Ao compararmos as Tabelas 1 e 2, observarmos que a ordem de precisao dos
resultados é praticamente o mesmo para ambos os métodos. No que diz respeito ao niimero
de iteragoes de MPI, os resultados estdao préoximos. Uma discrepancia da eficiéncia entre
esses dois métodos pode ser notada quando aplicamos os métodos a matriz de Hilbert de
ordem n = 5000. Essa discrepancia se evidencia quando comparamos o nimero de iteragoes
de MGCP e o tempo computacional t,, destes métodos para ordem n = 5000. Note que
em todos os casos o numero iteragoes de MGCP necessarias para atingir a solugao foi
maior para o MPIFCC.
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Os resultados obtidos pelo MPCFCC expostos na Tabela 3 mostram que este
método teve um niimero menor de iteragoes de MPI do que os métodos MPIFCC e MPILU
além de ter alcancado a mesma ordem de precisao destes métodos. No entanto, quando
tomamos a dimensao da matriz de Hilbert como n = 5000 podemos novamente notar
uma discrepancia entre os métodos MPIFCC, MPILU e MPCFCC no tempo de execucao
computacional t.,. Para esta dimensao, novamente o método MPILU se mostrou mais
eficiente. No entanto, o MPCFCC necessitou de um ntimero menor de iteracbes de MGCP
do que o MPILU.

Por fim, consideremos a Tabela 4 referente ao método MPCLU. Com ordem de
precisao semelhante aos resultados das tabelas anteriores, este método também apresentou
um numero menor de iteragoes de MPI do que os métodos MPIFCC e MPILU. Na maioria
dos casos este método também precisou de menos iteragoes de MGCP para alcancar a
solugdo do que os métodos MPIFCC e MPILU, mesmo para n = 5000. Apesar disso, para
n = 5000, o MPILU ainda obteve melhor tempo computacional do que o MPCLU.

5.2 Baart
Prosseguindo com os exemplos, a equacao integral de Fredholm de primeiro
tipo
f exp(scos(t)x(t))z(t)dt = 2sen(s)’ 0<s< g,
0 s

discutida por (BAART, 1982), tem solucdo x(t) = sen(t). Esta equacdo integral é dis-
cretizada por um método de Galerkin usando a funcao Baart de (HANSEN, 2007) que
gera uma matriz nao simétrica e mal condicionada que iremos nos referir como matriz de
Baart. Uma pequena perturbacao do lado direito deste sistema pode causar uma grande
perturbacao na solu¢ao. Em (PARK, 2019), este problema foi resolvido por um método
baseado em SVD para ordem n = 2000 com b = b+ e, em que NL = 1072. O erro relativo
obtido em (PARK, 2019) foi de 1,1 x 1071, As Tabelas 5, 6, 7 e 8 mostram os resultados

obtidos por nossos métodos.

A ordem de precisao obtida pelos métodos MPIFCC e MPCFCC para n = 2000
¢ a mesma obtida em (PARK, 2019). Ja os métodos MPILU e MPCLU apresentaram uma

sutil melhora na precisao para esta dimensao.

Tabela 5 — MPIFCC aplicado a matriz de Baart.

Dimensao | It Itgep | Erd Eri tepu
250 | 15 107 | 2,210 x 1071 | 5,669 x 107% | 3,275 x 1071
500 | 23 151 | 8,701 x 1072 | 8,393 x 10~ | 7,315 x 1071
1000 | 24 149 [ 9,032 x 1072 | 7,535 x 107 ° | 3,440 x 10™°
2000 | 26 254 | 1,381 x 10 1 [ 2,393 x 107 ° | 2,872 x 10™1
5000 | 100 | 10005 | 9,960 x 1072 | 2,455 x 107° | 3,432 x 1073
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Tabela 6 — MPILU aplicado a matriz de Baart.

Dimensao | It | Itgep | Erd Eri tepu
250 [ 32| 269 | 1,476 x 1071 | 2,303 x 10™* | 3,051 x 107!
500 [ 39| 366 | 1,095 x10 ' | 6,602 x 10 ° | 9,754 x 10 !
1000 | 41 | 688 | 9,740 x 10 2 | 1,001 x 10 * | 5,761 x 10"Y
2000 | 69 | 1062 | 7,290 x 10 2 | 2,846 x 10 ° | 3,985 x 107!
5000 | 68 | 913 | 1,000 x 107* | 2,839 x 10™° | 1,730 x 107!

Tabela 7 — MPCFCC aplicado a matriz de Baart.

Dimenséao | It | Itgep | Erd Eri tepu
250 [ 8| 148 [ 1,158 x 10 ' | 2,403 x 10 * | 2,809 x 10 !
500 [ 9] 129 (1,200 x10 | 1,635 x10 %] 6,022 x 10!
1000 | 10 | 131 | 7,760 x 1072 [ 5,332 x 107° | 2,841 x 107
2000 | 10 | 131 | 1,058 x 10~ | 4,386 x 10~% | 2,312 x 107!
5000 | 11 | 147 [ 1,101 x 10 ' [ 2,134 x 10 ° | 5,811 x 1072

Tabela 8 - MPCLU aplicado a matriz de Baart.

Dimensao | It | Itgep | Erd Eri tepu
250 [ 9| 148 [ 1,145x10 1 [ 2,204 x 10 % | 4,127 x 10!
500 | 11 | 158 [ 1,300 x 1071 | 1,657 x 107% | 5,723 x 1071
1000 | 10 | 164 | 1,573 x 1071 | 6,239 x 1077 | 1,742 x 1070
2000 | 12 | 201 | 7,130 x 10 2 | 3,557 x 10 ° | 8,885 x 1077
5000 | 10 | 165 | 8,060 x 10 2 | 3,120 x 10 ° | 5,365 x 10" !

De um modo geral, para este exemplo, o MPILU precisou de um maior niimero
de iteracoes de MPI e de MGCP do que o MPIFCC para convergir, exceto para n = 5000.
Para n = 5000 o método MPILU também se sobressaiu ao método MPIFCC, no que
diz respeito ao tempo computacional t.,,. Quando comparamos o método MPILU com o
método MPCFCC, percebemos que em todos os casos o ntimero de iteracoes de MPI e
o numero de iteragoes de MGCP do MPCFCC foram menores que os apresentados pelo
método MPILU. Também, quando comparamos os tempos de execucao computacional .y,
do MPILU com MPCFCC, o método MPCFCC s6 nao se mostrou melhor para n = 5000,

o que se deve ao fato do precondicionador ter necessitado de duas atualizagoes.

Nos requisitos iteragoes de MPI e iteracoes de MGCP o método MPCFCC
se mostrou competitivo com o método MPCLU, ele também se mostrou competitivo no

quesito tempo computacional, exceto para ordem n = 5000.

Embora os resultados obtidos nao sejam tao precisos, para n = 2000, esses sao
coerentes com os apresentados por (PARK, 2019). Em (REICHEL; SADOK; SHYSHKOV,
2007) este problema foi resolvido para n = 500 e também apresentou precisao equivalente

a obtida por nossos métodos. Estes resultados se devem ao alto mal-condicionamento desta
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matriz, o que implica que, mesmo sem qualquer perturbacao do lado direito do sistema,
os resultados nao seriam tao satisfatérios. No entanto, apesar das dificuldades envolvidas
na resolucao deste sistema, este nos permite mostrar uma das vantagens alcancadas pelo
método MPCLU. Para n = 18000 e para as especifica¢gdes de maquina enunciadas no inicio
deste capitulo, nao foi possivel calcular a decomposicao SVD da matriz de Baart devido a
limitagoes de memoria da méaquina, ou seja, caso fosse necessario, métodos baseados em
SVD nao seriam capazes de resolver este problema. Por outro lado, o método MPCLU foi

capaz de resolvé-lo obtendo os resultados da Tabela 9.

Tabela 9 - MPCLU aplicado a matriz de Baart de ordem n=18000.

It
12

Erd
1,536 x 101

Eri
7,415 x 102

Dimensao

18000

Ttgep
140

tcpu
2,981 x 10°

Note que, apesar do tamanho da matriz, de sua densidade e de seu mal
condicionamento, o MPCLU precisou de poucas iteracoes de MPI e de MGCP para

alcangar um resultado coerente com a precisao dos demais resultados apresentados.

5.3 Blur

O problema teste de desfocagem de imagem surge em conexao com a degradagao

de imagens digitais por turbuléncia atmosférica, modelada por uma fun¢ao Gaussiana de

1 %+ 92
h(ﬂf, y) = 27T0'2 €xXp <_ 20_2 .

Para discretizé-lo utilizamos a fungao Blur (HANSEN, 2007). A matriz A

gerada na discretizacdo deste problema ¢ uma matriz simétrica duplamente Toeplitz

espalhamento pontual

N? x N? armazenada em formato esparso. O vetor z é uma versao empilhada em colunas
de uma imagem de teste simples gerada pela prépria fungdo Blur, enquanto b mantém
uma versao empilhada em colunas da imagem borrada, ou seja, b = Az. Mais detalhes
sobre este problema podem ser encontrados em (HANKE; HANSEN, 1993).

As Tabelas 10, 11, 12 e 13 exibem os resultados obtidos por nossos métodos

para o problema de desfocagem de imagem.

Tabela 10 — MPIFCC aplicado a matriz de Blur.

Dimensao | It | Itgep | Erd Eri tepu
256 | 8| 258 ] 5,421 x 107 | 3,621 x 10712 | 2,052 x 107!
576 | 8| 470 [ 1,091 x10 % [ 6,874 x 10 ™ | 4,730 x 10 !
1024 | 9] 689 ] 4,609 x10 11 [ 2,716 x 10 2 | 2,771 x 10"
2116 | 9| 682]6,774 x 10 ® | 3,886 x 10 " | 7,052 x 107
5184 | 10 | 2023 | 3,227 x 107 | 1,755 x 1071 | 1,045 x 1072




Capitulo 5.

Resultados Numéricos

Tabela 11 — MPILU aplicado a matriz de Blur.

Dimensao | It | Itgep | Erd Eri tepu
256 | 8| 167 ] 5,420 x 107 | 3,621 x 1072 | 6,000 x 102
576 | 8| 211 [ 1,091 x10 % |[6,874x10 ™ [ 1,384 x 10 !
1024 | 9| 240 | 4,531 x 10 ™ | 2,670 x 10 2 | 7,192 x 10 !
2116 | 9| 278 [6,779 x 10 ® | 3,880 x 10 "7 | 8,152 x 10 !
5184 [ 10 | 345 | 3,227 x 1079 | 1,755 x 1070 | 5,283 x 10T

Tabela 12 — MPCFCC aplicado a matriz de Blur.

Dimenséao | It | Itgep | Erd Eri tepu
256 | 5| 276 | 8,760 x 10 1V | 6,251 x 10~ | 3,205 x 101
576 | 5| 450 [ 2,137 x 10 %Y [ 1,033 x 10 1 | 8,381 x 10 !
1024 | 6 | 700 | 3,684 x 10712 | 1,611 x 10713 | 2,500 x 107
2116 | 7| 1014 | 6,158 x 10711 | 2,776 x 1072 | 1,220 x 107!
5184 | 7] 1796 | 5,302 x 107" | 3,833 x 10 10 | 1,357 x 1072
Tabela 13 — MPCLU aplicado a matriz de Blur.
Dimenséao | It | Itgep | Erd Eri tepu
256 | 5| 190 | 6,633 x 10 10 | 4,839 x 10 ' | 8,890 x 10 2
576 | 5| 244 [ 1,880 x 1077 [ 9,090 x 10711 | 1,490 x 1071
1024 | 5] 276 ] 7,203 x107%® | 3,150 x 1079 | 2,479 x 107!
2116 | 6 | 333 [ 5,659 x 10 11 | 2,578 x 102 | 8,480 x 10 !
5184 | 6 | 424 | 5,288 x 10 %Y | 3,815 x 10 1V [ 5,287 x 1077

No que diz respeito a precisao, os quatro métodos alcancaram resultados
bastante satisfatorios. Por outro lado, quando observamos o nimero de iteragoes de MPI
necessarios para obtenc¢ao da solucdo, percebemos que os métodos MPCFCC e MPCLU
tiveram uma leve vantagem sobre os outros dois métodos, o que é relevante dada a
quantidade de processamento envolvido em uma iteracao de ponto interior. No entanto,
os métodos MPILU e MPCLU necessitaram de menos iteracbes de MGCP do que os
métodos MPIFCC e MPCFCC para alcancgar a solucao. Essa vantagem do MPILU e do
MPCLU também se refletiu no tempo computacional ¢, quando comparado aos outros
dois métodos. Quando comparamos os métodos MPILU e MPCLU, também percebemos
que nao ha muita diferenca entre seus tempos computacionais t.,, para as dimensoes
dadas. Nas Figuras (2a), (2b) e (2¢) temos um comparativo entre uma imagem de teste
original, sua imagem borrada pela fun¢do Blur e a imagem recuperada por nosso método

MPILU. Como pode ser observado, a solugao obtida é muito proxima da solugao original.
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Figura 2 — Problema de teste Blur: (a) Imagem de teste original, (b) Imagem de teste
borrada, (c¢) Imagem recuperada pelo MPILU.

54 Shaw

Considere agora a equacgao integral de Fredholm

/2
K(s,t)x(t)dt = g(s), —7n/2 <s,t<7/2,
—7/2
que representa um modelo de reconstrucao de imagem unidimensional. O nicleo K e a

solugao z(t) sdo dados respectivamente por

2
K(s,t) = (cos(s)+ cos(t))? <se1;(u))
u = w(sen(s) + sen(t))
z(t) = 2exp(—6(t—0,8)%) + exp(—2(t +0,5)?).
A discretizacao deste problema pelo método de Nystrom baseado na regra

de quadratura de ponto médio é obtida usando a fungdo shaw em (HANSEN, 2007). A

matriz resultante é simétrica, indefinida e numericamente singular, além de severamente
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mal condicionada, veja (SHAW, 1972). O lado direito do problema é obtido pelo produto

Ax = b. As Tabelas 14, 15, 16 e 17 exibem respectivamente os resultados dos métodos

MPIFCC, MPILU, MPCFCC e MPCLU para NL = 10"*,

Tabela 14 — MPIFCC aplicado a matriz de Shaw.

Dimensao | It Ttgep | Erd Eri tepu
250 | 46 | 787 ] 2,200 x 1072 | 9,980 x 107° | 3,817 x 10~ ¢
500 | 82 | 1650 | 3,290 x 1072 | 9,074 x 107% [ 2,093 x 107
1000 | 88 | 2100 | 3,270 x 10 2| 7,396 x 10 ° | 1,796 x 10*!
2000 | 95| 1443 | 3,340 x 10 2 | 6,734 x 10 © | 5,901 x 10*!
3000 | 100 | 1159 | 3,290 x 1072 | 6,044 x 1075 | 1,175 x 1072

Tabela 15 — MPILU aplicado a matriz de Shaw.

Dimensao | It Ttgep | Erd Eri tepu
250 | 56 | 1139 | 2,370 x 1072 | 6,453 x 1079 | 6,572 x 107!
500 | 92 | 1896 | 3,240 x 10 2 | 7,777 x 10 © [ 2,879 x 10"
1000 | 100 | 1747 | 3,370 x 10 2 | 7,805 x 10 ® [ 9,058 x 10"
2000 | 100 | 1728 | 3,380 x 1072 | 1,280 x 10~° | 2,988 x 10*!
3000 | 100 | 1651 | 3,410 x 1072 | 3,922 x 107> | 6,707 x 107!

Tabela 16 — MPCFCC aplicado & matriz de Shaw.

Dimenséao | It | Itgep | Erd Eri tepu
250 | 13| 332 (3,250 x 10 2 | 1,474 x 10 ° | 3,200 x 10 !
500 | 13 | 332 (3,360 x 10 2 | 9,887 x 10 ® [ 7,339 x 10 1
1000 | 14 | 354 | 3,340 x 1072 | 8,180 x 1075 | 3,478 x 10™°
2000 | 14 | 343 [ 3,350 x 1072 | 6,793 x 107% | 2,598 x 107!
3000 | 15 | 372 (3,310 x10 2| 6,273 x 10 ' | 8,920 x 10™1
Tabela 17 — MPCLU aplicado a matriz de Shaw.
Dimensao | It | Itgep | Erd Eri tepu
250 [ 12| 344 [ 3,170 x 1072 | 1,283 x 107° | 4,074 x 107!
500 | 12| 337 [ 3,450 x 1072 | 1,144 x 107> | 8,760 x 107!
1000 | 15 | 396 | 3,230 x 1072 | 5,710 x 10 ° | 4,019 x 10™°
2000 | 14 | 356 | 3,310 x 10 2 | 7,223 x 10 © | 1,500 x 10™1
3000 | 15 | 382 3,360 x 1072 | 6,546 x 107° | 3,363 x 1072

Para este exemplo, a medida que aumentamos a dimensao da matriz, os
métodos MPIFCC e MPILU atingiram o nimero maximo de iteragdes de ponto interior
preestabelecido para o cédigo. Além disso, demandaram maior niimero de iteragoes de
MGCP do que os métodos MPCFCC e MPCLU, mas mostraram ordem de precisao dos

resultados equivalentes a estes métodos. Em termos de ntimero de iteragdes de ponto
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2.5

Solugao Exata
———-MPCFCC

15| J \

x(t)
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=
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t

Figura 3 — Comparagao entre a solugdo exata e a solugao obtida pelo MPCFCC para o
problema Shaw com NL = 10~*

interior e de MGCP, os métodos MPCFCC e MPCLU tiveram resultados bem proximos e
podemos dizer o mesmo com relagao a precisao dos resultados alcancados pelos mesmos. Na
maior parte dos casos, o tempo de processamento do MPCFCC obteve resultados melhores
do que o método MPCLU. Na Figura 3 temos um comparativo entre a solugao exata
deste problema e a solugdo numérica obtida pelo método MPCFCC, para ordem n = 1000.
Como pode ser observado por esta figura, o comportamento da solugao numérica esta
préximo da solucao exata. Este exemplo é particularmente interessante, pois neste caso

os MPI’s combinados ao precondicionador FCC forneceram resultados tao satisfatorios

quanto os combinados ao precondicionador separador.

5.5 Phillips

Prosseguindo, considere a equacao integral de Fredholm de primeiro tipo

6
J K(s,t)x(t)dt = g(s), —6 < s,t <6,
—6

em que a solugao z(t) é dada por

it
1+ cos , t <3,
o(t) = (5)

0, |t] = 3,

o niicleo K(s,t) — k(s — 1) e g(s) = (6 — |s) (1 + ;cos (?)) + 297rsen <7T:|j|> A
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discretizacao desta equacao integral pelo método de Galerkin produz uma matriz simétrica
e indefinida, veja (PHILLIPS, 1962). Os resultados obtidos por nossos métodos para este
problema discretizado e com NL = 1072 estao dispostos nas Tabelas 18, 19, 20 e 21.

Os resultados de tempo de processamento t.,, do MPILU foram, para todas as
dimensoes apresentadas, melhores do que o MPIFCC. No entanto, para quase todos os
casos, o numero de iteragoes de MGCP foram maiores do que o MPIFCC. Os resultados de
tempo de processamento ., do MPCFCC se tornaram maiores do que os do MPCLU a

partir da ordem n = 2048, novamente devido a necessidade de atualizar o precondicionador.

Tabela 18 — MPIFCC aplicado a matriz de Phillips.

Dimensao | It | Itgep | Erd Eri tepu
252 | 23 | 473 1,390 x 1072 | 4,338 x 107 % | 2,741 x 1071
504 | 22 | 425 [ 1,390 x 1072 | 4,935 x 10~ % | 8,595 x 1071
1024 | 29 | 640 | 1,160 x 1072 | 3,154 x 10~ % | 3,852 x 1070
2048 | 39 | 2242 | 6,700 x 1073 | 1,386 x 10 % | 7,554 x 10™!
4096 | 37 | 846 | 9,400 x 10 3 | 2,927 x 10 % | 7,069 x 1072

Tabela 19 — MPILU aplicado a matriz de Phillips.

Dimensao | It | Itgep | Erd Eri tepu
252 [ 20 | 560 | 1,640 x 1072 | 6,053 x 107 | 2,854 x 107!
504 [ 26 | 808 | 5,400 x 10 3 | 4,206 x 10 * | 6,139 x 10 !
1024 | 36 | 1235 [ 1,470 x 1072 [ 3,749 x 10 * | 2,691 x 107
2048 [ 34 | 1293 [ 1,060 x 1072 | 3,922 x 10~% | 1,076 x 107!
4096 | 42 | 1165 | 1,360 x 1072 | 3,718 x 107 | 4,775 x 107!
Tabela 20 — MPCFCC aplicado a matriz de Phillips.
Dimenséao | It | Itgep | Erd Eri tepu
252 [ 9] 285 [ 1,180 x10 2 |6,052x10 * | 2,707 x 10!
504 | 11 | 377 1,440 x 10 ? | 5,890 x 10 * | 6,451 x 10 1
1024 | 12| 417 [ 1,480 x 1072 | 3,644 x 10=* | 3,200 x 107
2048 | 13 | 502 | 1,210 x 1072 | 4,740 x 10~* | 2,557 x 107!
4096 | 12 | 458 [ 1,120 x 10 2 | 4,235 x 10 * | 2,876 x 1072

Tabela 21 — MPCLU aplicado a matriz de Phillips.

Dimensao | It | Itgep | Erd Eri tepu
252 | 10 | 385 | 1,000 x 10 2 | 3,143 x 10 * | 3,817 x 10 !
504 | 11 | 429 [ 1,250 x 1072 | 3,563 x 107 % [ 9,546 x 1071
1024 | 12| 458 | 9,000 x 1073 | 3,182 x 10~ % | 4,547 x 1070
2048 | 13| 512 | 1,170 x 1072 | 3,919 x 10 % | 2,302 x 107!
4096 | 12 | 466 | 1,160 x 10 2 | 5,213 x 10 * | 1,038 x 1072
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Os resultados de tempo de processamento t.,, do MPILU foram, para todas as
dimensoes apresentadas, melhores do que o MPIFCC. No entanto, para quase todos os
casos, o numero de iteragdbes de MGCP foram maiores do que o MPIFCC. Os resultados de
tempo de processamento ., do MPCFCC se tornaram maiores do que os do MPCLU a

partir da ordem n = 2048, novamente devido a necessidade de atualizar o precondicionador.

Em geral, o método MPCFCC obteve resultados mais satisfatérios do que
o método MPIFCC. Por outro lado o método MPILU atingiu resultados de tempo de

processamento t.,, mais satisfatérios do que o método MPCLU.

5.6 Problemas de teste: Foxgood, Gravity, Odftomo, Spherical-

tomo e PRtomo

Os exemplos a seguir tem dimensoes especificadas na Tabela 22, sao mal
condicionados e também provém de (HANSEN, 2007) e (GAZZOLA; HANSEN; NAGY,
2019).

Tabela 22 — Dimensoes dos Problemas de Testes

Problema m n
Foxgood 3000 | 3000
Gravity 2500 | 2500
Odftomo 2304 | 1024
Sphericaltomo | 8100 | 1024
PRtomo 8100 | 1024

N6s resolvemos estes problemas para trés niveis de ruido NL=10"4,10"3, 102
Por simplicidade, iremos nos referir ao problema Sphericaltomo apenas como Spherical.
As Tabelas 23, 25 e 27 mostram os resultados obtidos pelos métodos MPIFCC e MPILU.
Nas Tabelas 24, 26 e 28 temos os resultados obtidos pelos métodos MPCFCC e MPCLU.

Tabela 23 — Resultados obtidos pelos MPI's para NL=10"*

NL=10* MPIFCC MPILU
Problema | It Itgep | Erd tepu It Ttgep Erd tepu
Foxgood | 100 | 642 | 4,20 x 102 | 1,07 x 1072 | 100 641 | 7,00 x 102 | 2,99 x 1071

Gravity 31| 3205 | 8,90 x 1072 [ 1,53 x 1072 | 58 3160 | 8,90 x 1072 | 8,15 x 10™1
Odftomo | 31 | 2642 | 7,83 x 107 % | 2,39 x 1071 | 100 | 101803 | 7,59 x 10~ * | 2,19 x 1072
Spherical | 65 | 5458 | 1,92 x 1077 | 4,52 x 1071 [ 83 | 57407 | 1,92 x 107 % | 2,80 x 107!
PRtomo 50 | 4564 | 6,61 x 10=% | 5,18 x 1071 [ 100 | 102703 | 4,43 x 10~ % | 3,78 x 1072
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Tabela 24 — Resultados obtidos pelos MPC’s para NL=10""

NL=10""% MPCFCC MPCLU
Problema | It | Itgep | Erd tepu It | Ttgep | Exd tepu
Foxgood | 12| 157 [3,70x10 3] 9,55 x 10" [ 14 | 199 | 3,70 x 10 2 | 9,58 x 107"
Gravity | 11 | 474 | 8,90 x 1073 | 6,41 x 1071 | 12 | 1005 | 7,60 x 1073 | 2,59 x 10™°
Odftomo | 15 | 2414 [ 8,17 x 107 [ 2,47 x 107" | 4 | 6869 | 7,78 x 10~% | 1,82 x 10™!
Spherical | 14 | 1832 [ 1,92 x 107 [ 2,07 x 107! | 12 | 5461 | 2,04 x 10~* | 5,60 x 107
PRtomo | 14 | 2514 [ 3,98 x 107% [ 2,23 x 107T | 1 | 2356 | 4,93 x 10~ % | 1,12 x 107!
Tabela 25 — Resultados obtidos pelos MPI's para NL=10"3
NL=10"3 MPIFCC MPILU
Problema | It Ttgep | Erd tepu It Itgep Erd tepu
Foxgood | 100 | 4498 | 1,45 x 1072 | 2,31 x 1072 | 100 563 | 1,69 x 1072 | 2,69 x 107!
Gravity 29 | 3160 | 2,68 x 1072 | 6,36 x 1071 | 42 1586 | 2,68 x 102 | 4,10 x 10™!
Odftomo 32 | 3590 | 7,50 x 1073 | 2,55 x 1071 | 100 | 101760 | 7,40 x 10=3 | 2,17 x 1073
Spherical | 56 | 4927 | 2,00 x 1073 | 4,34 x 1071 [ 100 | 83518 | 2,00 x 1072 | 4,10 x 10"!
PRtomo 59 | 5959 | 4,00 x 1073 | 6,37 x 1071 | 100 | 102708 | 4,30 x 10=2 | 3,79 x 1072
Tabela 26 — Resultados obtidos pelos MPC’s para NL=10"3
NL=10"3 MPCFCC MPCLU
Problema | It | Itgep | Erd tepu It | Itgep | Erd tepu
Foxgood | 13| 163 | 6,60 x 10 3 [ 9,56 x 1071 [ 13 | 165 | 2,90 x 10 2 | 9,30 x 107°
Gravity | 10 | 374 | 2,63 x 1072 [ 6,09 x 1071 | 12 [ 814 | 2,81 x 1072 | 2,17 x 107!
Odftomo | 17 | 2380 | 7,30 x 107% [ 2,25 x 107T | 4 [ 7012 | 7,80 x 1073 | 1,85 x 107!
Spherical | 17 | 2880 [ 1,90 x 10 3 [ 2,44 x 1071 | 12 | 7642 | 1,90 x 10 3 | 7,58 x 107V
PRtomo | 15 | 3083 [ 5,00 x 10 3 [ 2,40 x 1071 | 1| 2358 [ 3,90 x 10 2 | 1,12 x 107!
Tabela 27 — Resultados obtidos pelos MPI’s para NL=10">
NL=10"? MPIFCC MPILU
Problema | It Ttgep | Erd tepu It Ttgep Erd tepu
Foxgood | 100 | 9098 | 3,39 x 10=2 | 3,81 x 1072 | 50 291 | 3,32 x 1072 | 1,47 x 107!
Gravity 27 [ 625 | 1,11 x 1071 | 6,37 x 1071 | 31 1008 | 1,15 x 1071 | 2,67 x 107!
Odftomo 35 | 4082 | 7,46 x 1072 | 3,04 x 1071 | 100 | 102035 | 7,44 x 1072 | 2,23 x 1072
Spherical | 65 | 5609 | 1,89 x 1072 | 5,13 x 1071 [ 100 | 90773 | 1,89 x 1072 | 4,48 x 10"!
PRtomo 60 | 5292 | 5,01 x 1072 | 5,68 x 1071 | 100 | 102281 | 4,92 x 1072 | 3,77 x 1072
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Tabela 28 — Resultados obtidos pelos MPC’s para NL=10"2

NL=10"? MPCFCC MPCLU

Problema | It | Itgep | Erd tepu It | Itgep | Erd tepu
Foxgood | 12| 116 | 4,12x10 2] 9,51 x 10"t [ 12 | 138 [ 1,79 x 10 2 | 7,12 x 107"
Gravity 9] 332[8,61x1072]6,02x10Tt |10 ] 551 | 4,64 %1072 | 1,49 x 107*
Odftomo | 18 | 2274 [ 7,82 x 1072 [ 1,98 x 107" | 4 | 6813 | 7,33 x 1072 | 1,81 x 107 T
Spherical | 21 | 3639 | 1,93 x 1072 | 3,18 x 1071 | 10 | 6335 | 1,94 x 1072 | 6,65 x 107°
PRtomo | 18 | 5435 [ 8,13 x 102 | 3,20 x 1071 | 1| 2358 | 3,52 x 102 | 1,12 x 107!

Apesar do problema Foxgood nao satisfazer a condi¢ao discreta de Picard para
valores singulares pequenos, veja (BAKER, 1977), nossos métodos se mostraram eficientes
em obter uma solu¢ao numérica aproximada para este problema. Em especial os métodos
do tipo preditor-corretor, necessitaram de menos iteragoes tanto de pontos interiores

quanto de gradientes conjugados para alcangar convergéncia

Para o problema Gravity é perceptivel, observando as Tabelas 23, 24, 25, 26, 27
e 28, que os métodos alcancaram resultados com precisao bastante similares. Os métodos
do tipo preditor-corretor mais uma vez se mostraram eficientes em diminuir o nimero de
iteracoes de MPI e de MGCP para se obter convergéncia. Também, na maior parte dos
casos, os métodos precondicionados com a fatoracao LU obtiveram os melhores tempos de

processamento fpy,.

Odftomo, Spherical e PRtomo sao problemas de reconstrug¢ao tomografica
bidimensionais. PRtomo, por exemplo, é usado para gerar problemas de teste que modelam
a tomografia de atenuagao de raios-X, geralmente chamada de tomografia computadorizada.
Para estes trés exemplos, para cada nivel de ruido NL = 107%,1073,10 2, a ordem de
precisao obtida pelos métodos foi respectivamente a mesma. O MPILU alcancou o niimero
maximo de iteracoes preestabelecido para os métodos mais vezes que o método MPIFCC.
Também, na maioria dos casos, o ntimero iteracoes de MGCP do MPILU superou em
muito o nimero de iteragoes de MGCP do MPIFCC. A superioridade do MPIFCC sobre
o MPILU para estes trés exemplos também se refletiu na maior parte dos tempos de

processamento fcpy,.

Ainda para os exemplos Odftomo, Spherical e PRtomo, em todos os casos o
numero de iteragdes de pontos interiores do método MPCFCC foi maior do que o método
MPCLU. Por outro lado, com excec¢ao do problema PRtomo, o MPCFCC precisou de menos
iteragoes de MGCP do que o MPCLU. No que diz respeito ao tempo de processamento
computacional, para os trés niveis de ruidos apresentados, o MPCLU se mostrou mais

eficiente em todos os casos.
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5.7 MPCLU vs SVD

Na Secao 5.1, para o exemplo Baart de ordem n = 18000, ndo foi possivel
calcular a decomposicao SVD da matriz de Baart devido a limitagoes de memoria da
maquina. Por outro lado, o método MPCLU foi capaz de resolvé-lo. Nesta secao, a fim
de demonstrar a superioridade de nosso método para resolucao de problemas de grande
porte quando comparado a métodos baseados em decomposi¢cao SVD, faremos mais alguns
comparativos. Para tanto, utilizamos a rotina tikhonov em (HANSEN, 2007) que resolve
o problema de regularizacao de Tikhonov por meio da decomposicao SVD. O parametro
de regularizagdo o > 0 é obtido por meio da rotina 1_curve também de (HANSEN, 2007).
Tal rotina também depende de dados da decomposicao SVD da matriz do sistema linear.
Nos consideramos as dimensoes das matrizes de teste da Secao 5.1 e os niveis de ruido
como dados pela Tabela 29. Relembramos que, no caso do problema de desfocagem Blur,

o vetor b ja corresponde a uma versao empilhada em colunas da imagem borrada.

Tabela 29 — Dimensoes dos Problemas de Testes

Problema m n| NL
Hilbert 10000 | 10000 | 102
Baart 5000 | 5000 | 1073
Blur 5184 | 5184 | —

Shaw 15000 | 15000 | 10~*

Phillips | 18000 | 15000 | 103
Foxgood | 15000 | 15000 | 103
Gravity | 15000 | 15000 | 102
Odftomo | 18000 | 62500 | 107
Spherical | 34560 | 18496 | 102
PRtomo | 32580 | 16384 | 103

Na Tabela 30 temos um comparativo entre os resultados obtidos pela rotina
tikhonov e os resultados obtidos pelo método MPCLU. Nesta tabela, para os problemas
Phillips, Odftomo, Spherical e PRtomo utilizamos o simbolo “—” para indicar que para as
especificagoes de maquina enunciadas no inicio deste capitulo, nao foi possivel calcular a
decomposi¢ao SVD. Por outro lado, mesmo mediante a alta dimensao destes problemas, o
método MPCLU obteve éxito em soluciona-los, apesar de uma certa perda de precisao
na maioria dos casos quando comparados aos exemplos da Se¢ao 5.1. Para o problema
teste de desfocagem Blur, o método MPCLU alcancou uma precisao muito superior a
obtida pela rotina tikhonov. Esta maior eficiéncia se repetiu ao compararmos os tempos

de processamento computacional destes dois métodos.
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Tabela 30 — MPCLU vs SVD

SVD MPCLU

Problema | Erd tepu It | Itgep Erd tepu

Hilbert 4,320 x 1072 | 2,420 x 1072 | 13 377 | 4,490 x 1072 | 1,726 x 1072
Baart 1,122 x 1071 | 4,236 x 1071 | 11 185 | 7,770 x 1072 | 2,387 x 107!
Blur 2,250 x 1072 | 5,430 x 1071 | 6 414 | 5,312 x 1077 | 4,697 x 1077
Shaw 2,810 x 1072 [ 9,039 x 1072 | 14 417 | 3,570 x 102 | 4,596 x 1072
Phillips — — 14 887 | 4,500 x 10 3 | 8,086 x 10"
Foxgood | 3,000 x 1072 | 8,859 x 1072 | 14 172 | 4,000 x 1072 | 2,131 x 1072
Gravity | 2,170 x 1072 | 8,826 x 1072 | 2 52 | 2,670 x 1072 | 7,202 x 10*!
Odftomo — — 13 | 275046 | 5,500 x 10 2 | 9,230 x 1073
Spherical — — 14 3963 | 7,459 x 10 1 | 7,367 x 10*!
PRtomo — — 11 | 36416 | 2,060 x 1072 | 7,294 x 10+

Para nosso problema inicial, a matriz de Hilbert e para os problemas Shaw,
Foxgood e Gravity, o MPCLU obteve a mesma ordem de precisao das solugoes regularizadas
obtidas pelo método tikhonov, além de ter obtido melhor tempo de processamento em

todos os casos.

Para matriz do problema de Baart, nao s6 o tempo de processamento com-
putacional obtido pelo MPCLU foi melhor do que o obtido pela rotina tikhonov, como

também obtivemos uma sutil melhora na precisao da solucao regularizada.

(a) (b)

Figura 4 — Problema de teste PRtomo: (a) Imagem de teste original, (b) Imagem recupe-
rada.

Para finalizar, resolvemos o problema PRtomo para m = 65160, n = 65536
e NL = 1073, Para tanto, utilizamos a imagem de teste Shepp-Logan phantom, veja
(SHEPP; LOGAN, 1974). Apéds 14 iteragoes de pontos interiores, 291246 iteragoes de
gradientes conjugados e 2,071 x 10 segundos, 0 método MPCLU alcancou uma solucio
regularizada com erro relativo dado por Erd = 1,165 x 107", Nas Figuras (4a) e (4b)
temos um comparativo entre a solugao verdadeira e a solugao recuperada pelo MPCLU

ap6s a perturbacio de nivel NL = 1072 no lado direito do sistema .
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6 Conclusoes e Perspectivas Futuras

6.1 Conclusoes

Neste trabalho apresentamos o problema de regularizagao de Tikhonov, tendo
como motivagao sua aplicacao a sistemas lineares mal-postos provenientes de problemas

inversos lineares.

Reformulamos o problema de regularizagdo de Tikhonov como um problema de
programacao quadratica por meio de uma formulagdo Primal-Dual e entao propusemos dois
métodos, um método de pontos interiores Primal-Dual e um método de pontos interiores
do tipo Preditor-Corretor, ambos com barreira logaritmica. O calculo das direcoes de
busca destes métodos nos levaram a sistemas de equagoes normais onde o parametro 7 > 0
que representa a penaliza¢ao para valores grandes de ||z||2 na formula¢do Primal-Dual

passou a exercer o papel de parametro de regularizacao.

Para encontrar as dire¢oes de busca os sistemas de equagoes normais foram
resolvidos pelo Método dos Gradientes Conjugados Precondicionado. Noés dividimos os
dois métodos em quatro variantes conforme o precondicionador escolhido para resolugao

do sistema de equacoes normais.

Para os cinco primeiros exemplos apresentados a ordem de precisao das solugoes
encontradas com os quatro métodos foi muito similar e coerente a resultados encontrados
na literatura. Ainda com relagdo aos cinco primeiros exemplos, no que diz respeito ao
tempo de convergéncia, na maior parte dos casos os métodos precondicionados com
o Precondicionador Separador obtiveram melhores tempos para alcancar uma solucao

regularizada do que os precondicionados com a Fatoragao Controlada de Cholesky.

Com o objetivo de continuar com nossa analise e comparar a eficiéncia dos
métodos com os dois precondicionadores propostos, prosseguimos de uma forma simplificada
e aplicamos nossos métodos a mais cinco exemplos e com trés niveis de ruidos NL =
107*,1072,1072. Na maior parte dos casos, o método preditor-corretor precondicionado
com o Precondicionador Separador alcangou os melhores resultados em ntmeros de
iteragoes de pontos interiores e de tempo de processamento, tendo alcancado diferencas
significativas em alguns casos. Por este motivo, na Secao 5.7 escolhemos este método para
resolver os problemas de teste com dimensoes aumentadas. O método preditor-corretor
precondicionado com o Precondicionador Separador se mostrou bastante promissor nao s
em resolver problemas de grande porte, quando nao foi possivel calcular decomposi¢ao SVD,
mas também obteve melhores resultados de processamento do que o método tikhonov

baseado em decomposicao SVD, nos casos em que foi possivel utiliza-lo.
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De um modo geral podemos dizer que todos os métodos obtiveram ordem de
precisao da solucao bastante similares. Também, na maior parte dos casos as variantes
do método Preditor-Corretor realizaram menos iteragdes do que as variantes do método

Primal-Dual, mas nem sempre obtiveram os melhores resultados de tempo computacional.

6.2 Perspectivas Futuras

Embora os resultados obtidos com a implementacao dos métodos no software
MATLAB sejam eficientes, pretendemos melhorar os resultados obtidos por meio da
implementacao dos métodos em linguagem C, do que esperamos proporcionar uma maior

eficiéncia no tempo de processamento dos métodos.

Nos exemplos resolvidos no Capitulo 5, mantivemos o parametro 7 > 0 fixo
com valor 5,0 x 1073, valor escolhido dado sua eficiéncia em uma variedade de testes. No
entanto, os resultados obtidos podem ser melhorados por meio de uma base tedrica que

permita entender como deve ser escolhido este parametro.

Em problemas de Programacao Linear, com o objetivo de melhorar o condici-
onamento dos sistemas de equagoes normais e reduzir o tempo computacional em cada
iteragdo do MPI, sao usados métodos iterativos precondicionados. Com este objetivo, uma
Abordagem Hibrida foi proposta por (BOCANEGRA; CAMPOS; OLIVEIRA, 2007). Esta
abordagem ¢ divida em duas fases, na primeira é usado o precondicionador Fatoragdo Con-
trolada de Cholesky (FCC) proposto por (CAMPOS, 1995), ja na segunda fase, trabalha-se
com o precondicionador Separador (PS) proposto por (OLIVEIRA; SORENSEN, 2005).

Como resultados promissores foram alcancados pela Abordagem Hibrida pro-
posta por (BOCANEGRA; CAMPOS; OLIVEIRA, 2007), poderiamos aplicar uma abor-
dagem similar aos métodos de pontos interiores apresentados nesta tese. Podemos fazer
isso por combinar através de uma abordagem hibrida os precondicionadores apresentados
no Capitulo 4, com o objetivo de reduzir o nimero de iteracbes de MGCP necessarias
para alcangar uma solucao regularizada e para reduzir o tempo computacional em cada

iteracado dos métodos de pontos interiores.

Poderao ser investigadas estratégias mais adequadas de atualizagao e de preen-
chimento do precondicionador Fatoracao Controlada de Cholesky que sejam mais eficientes

para os sistemas de equagoes normais apresentados no Capitulo 4.

Uma implementacao do MPIFCC e do MPCFCC que leve em conta o armazena-
mento de matrizes esparsas pode apresentar melhores resultados de tempo computacional,
além de nos permitir abordar problemas esparsos de grande porte fazendo menos uso de

memoria.
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