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Resumo (Abstract)

Esta tese é um estudo das propriedades aritméticas de corpos que pos-
suem um anel de valorizagao compativel com o Radical de Kaplansky. Sao utilizados
os métodos da teoria algébrica das formas quadraticas, teoria de Galois e principal-
mente, a teoria de valorizagoes em corpos. Apresentamos um novo método para a
construcao de corpos com Radical de Kaplansky nao trivial. Demonstramos uma
versao do Teorema 90 de Hilbert para o radical. Para uma algebra quaternionica
D, demonstramos que um anel de valorizacao do centro de D possui extensao para
um anel de valorizacao total e invariante de D se, e somente se, for compativel com

o Radical de Kaplansky.

This thesis is a study of the arithmetical properties of fields with a
valuation ring compatible with the Kaplansky’s Radical. The methods utilized are
algebraic theory of quadratic forms, Galois theory and valuation theory over fields.
We present a new construction method of fields with non-trivial Kaplansky’s Radi-
cal. We also prove a version of the Hilbert’s 90 Theorem for the radical. Let D a
quaternion algebra and F' the center of D. A valuation ring of F' has a extension

to a total and invariant valuation ring of D iff is compatible with the Kaplansky’s
Radical.
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Introducao

Neste trabalho, um corpo é sempre um corpo comutativo e de caracte-

ristica diferente de 2. Utilizaremos as seguintes notagoes para o corpo F":
e F* = F\{0} denota o conjunto dos elementos nao nulos de F'.
e Féo grupo multiplicativo de F'.
e F2 denota o subgrupo de I dado por {a® | a € F*}.

o F? denota o subgrupo de F constituido por

{af+...+ai;«é0|aieF, 1=1,...,n, neN}.

Numa generalizagao do simbolo de Hilbert, Irving Kaplansky ([K]) definiu
o radical R(F') associado ao corpo F. O radical é um subgrupo de Fe pode ser
caracterizado pela propriedade de que todos os seus elementos sao representaveis
por todas as formas quadraticas definidas sobre F' e que representam 1. Mais pre-
cisamente, dada uma forma quadratica f(Xj,...,X,) com coeficientes em F, se
denotarmos por D(f) o conjunto de todos os elementos x € F'* para os quais exis-
tem ay,...a, € F tais que = = f(ay,...,a,), entdo r € R(F) se, e somente se,
r € D(f) para toda forma f tal que 1 € D(f). Em 1975, C. Cordes [Cs] estudou as
propriedades do radical. Posteriormente, R(F') ficou conhecido como o Radical de

Kaplansky do corpo F.

x1
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Seja A um anel de valorizacao de F'. O Radical de Kaplansky e o anel A
podem ser conjuntamente utilizados no estudo do corpo F' se for valida a compati-
bilidade 1+ M4 < R(F'), onde M4 é o ideal maximal de A. Valendo esta inclusao,
diremos que A é compativel com R(F’), compativel com o radical, ou simplesmente

R-compativel, quando o corpo F' for claro no contexto.

Esta tese é o estudo das propriedades aritméticas de um corpo que possui
um anel de valorizacao compativel com o radical. Em particular, é uma continuidade
do estudo do préprio Radical de Kaplansky, baseado em métodos da teoria de valo-
rizacoes. Entenda-se por “estudo das propriedades aritméticas” do corpo F' como o
estudo das formas quadraticas definidas sobre F'; a descrigao do grupo de Galois da
2-extensao maximal de F e o estudo das algebras de divisao com centro F', por meio

do grupo de Brauer e as valorizagoes de F'.

Seja A um anel de valorizagdo do corpo F', com car(A/My) # 2 e 1+
My © F2. Com A nestas condicdes, é valido o Lema de Hensel ([EP], Teorema
4.2.3, p.95) para polinomios de grau 2. Por este motivo, A é denominado um anel
de valorizacao 2-henseliano. Alternativamente, denotando por v4 uma valorizacao de
F associada a A, (F,v4) é dito um corpo valorizado 2-henseliano. Seja 'y = va(F*).
Se —1 ¢ F?, entdo a menos que 'y = 24, teremos R(F) = F2 (conforme veremos no
Lema 2.12). Portanto, podemos identificar estes corpos como exemplares triviais da
classe de corpos que estudaremos. Conforme serd exposto neste trabalho, um corpo
com um anel de valorizacado compativel com R(F') tem propriedades semelhantes a
um corpo valorizado 2-henseliano, principalmente no que se refere a Teoria de Galois

e as formas quadraticas sobre F'.

Veremos que uma propriedade imediata de R(F') é que ele sempre contém
F?2 ¢ muitas vezes ocorre mesmo a trivialidade R(F) = E2. Neste caso, diremos que
F é um corpo fracamente hilbertiano. A outra situacao de trivialidade do radical é
R(F) = F, que chamaremos de “caso livre”. O motivo deste nome é que a ocorréncia
deste caso é equivalente ao grupo de Galois G(F(2)/F) ser um pro-2-grupo livre,

onde F'(2) é a 2-extensao maximal de F', ou simplesmente fecho quadrdtico de F.

Além dos dois casos citados no paragrafo anterior, a unica classe de cor-
pos para os quais o Radical de Kaplansky é bem conhecido é a dos corpos quase-
pitagdricos, quando R(F) = D(f), onde f é a forma quadrética X7 + XZ2. Nos trés
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casos que citamos, as propriedades de F' sao bem descritas em muitos trabalhos.
O fato é que conhecer o radical de um corpo possibilita obter resultados acerca de

diversos aspectos da teoria de corpos.

Se 1+ M, < R(F'), entdo a menos de alguns casos excepcionais, tém-se
R(F) = (1 + M4)F?. O conjunto (1 + M,)E? é um subgrupo de F' denominado
localizador do anel de valorizacao A. Portanto, vamos trabalhar com uma classe
de corpos para os quais conhecemos o radical por meio da teoria de valorizacoes.
Esta abordagem permitiu que fossem obtidos os trés principais resultados originais
deste trabalho. Os dois primeiros sao de natureza construtiva e o terceiro garante
a existencia de certas valorizacoes sobre anéis de divisao. Iniciaremos motivando e

explicando os dois primeiros resultados.

Muitos aspectos técnicos sobre o Radical de Kaplansky ainda nao sao
bem compreendidos. Sequer os exemplos existentes de corpos com F? # R(F)
aparentam possuir um argumento comum. Queremos dizer que em geral nao existe

uma explicacao satisfatoria para o fato de um corpo possuir radical nao trivial.

As poucas construgoes de corpos com radical nao trivial demandaram
bastante trabalho. Aparentemente, o interesse nestes corpos surgiu em 1973, quando
Cordes ([C;]) apresentou a classificacao dos possiveis anéis de Witt (veja a Defini¢ao
1.4) de um corpo F' com (F . F %) = 8, e que satisfizesse a propriedade de —1
ser expresso como aj + ... + a2, para certos escalares ai,...,a, € F*. No seu
trabalho, Cordes nao respondeu se trés dos possiveis anéis de sua lista eram de
fato anel de Witt de algum corpo. Contudo, mostrou que necessariamente tais
corpos nao podiam ser fracamente hilbertianos. A existéncia de um corpo com esta
propriedade era desconhecida na época. O problema apresentado por Cordes foi
resolvido por Kula no trabalho [Kuy], de 1981. Utilizando a teoria de esquemas
de formas quadréticas, também foi Kula [Ku;] quem respondeu afirmativamente a
pergunta: dados os inteiros positivos n e m, existe um corpo F' para o qual os indices
(F : R(F)) e (R(F) : F?), sejam 2" e 2™, respectivamente? Dedicados a questdes
de existéncia, os trabalhos de Kula nao permitem calcular R(F') como explicamos

anteriormente.

Construir corpos com radical nao trivial também foi o objetivo de Berman

no trabalho [Be], de 1979. Ele abordou um caso bastante particular: descrever o
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radical de F(v/—1), onde F é um corpo pitagérico (isto ¢, a2 + ... + a2 € F?2, para
quaisquer ay, ..., a, € F*). Através do estudo do conjunto das ordens de F'; Berman
respondeu a mesma questao sobre os inteiros m e n e para esta classe particular de

corpos, descreveu adequadamente o radical.

O nosso primeiro resultado amplia a classe dos corpos para os quais o radi-
cal é conhecido e bem descrito, além de produzir exemplares nao triviais da classe de
corpos que estudaremos. Na construgao resumida no Teorema 3.6, apresentamos um
método simples para obter corpos com F2 R(F) # F. Iniciamos escolhendo um
corpo L com G(L(2)/L) livre e um corpo valorizado 2-henseliano (H, w), onde o anel
de valorizacao associado a w : H — I'y u {oo} é denotado por A;. Utilizando resulta-
dos sobre a existéncia de um corpo F com G(F(2)/F) =~ G(H(2)/H) s G(L(2)/L),
provamos que F possui um anel de valorizacdo A, com R(F) = (1 + M4)F2 O
desenvolvimento do método via Teoria de Galois, permite obter extensoes algébricas
de F' com propriedades andlogas as de H e L. Através da escolha da dimensao de
I'1/2T"; como Fa-espacgo vetorial e do corpo residual A;/M 4,, descreve-se os grupos
R(F)/F? ¢ F/R(F). Em particular, é possivel determinar os inteiros m e n como ja
exposto. Por estes motivos, consideramos que o método é eficiente. O procedimento
que expomos pode ser visto como uma “versao galoisiana” que aperfeicoa o método

desenvolvido por Kula em [Ku;].

A classe de corpos produzida pelo nosso método abrange a classe obtida
por Berman em [Be]. Demonstraremos que a construgao apresentada por Berman ¢é
um caso particular da nossa abordagem. Veremos que os principais exemplos obtidos

por Kula também podem ser descritos pelo nosso método.

Concluimos que existem duas principais razoes pelas quais o radical é nao
trivial, tanto nos corpos que construimos, quanto nos exemplos dos autores citados.
A primeira é o fato de tais corpos admitirem elementos rigidos (veja a Definigao 3.10)
em relacao ao Radical de Kaplansky. A segunda é a descricao do grupo de Galois
G = G(F(2)/F), de um tal corpo F. O grupo G decompoe-se como um produto
livre GGy sk G5, na categoria dos pro-2-grupos. O grupo (G; é necessariamente um
pro-2-grupo livre e G5 corresponde a um corpo que admite um anel de valorizagao

2-henseliano.



Introducao XV

Com todo este processo exposto, concluimos que a classe de corpos que
estamos considerando é suficientemente ampla para merecer um estudo detalhado.
Como vimos, alguns exemplos destes corpos ja foram indiretamente estudados pelos

autores citados.

Descreveremos agora o segundo resultado do nosso trabalho. Dada uma
extensao quadratica de corpos F'(y/a)/F, nao se conhece a relacao exata entre R(F)
e R(K), K = F(y/a). Uma das poucas tentativas bem sucessidas neste sentido é a
demonstracao de uma versao do Teorema 90 de Hilbert para o Radical de Kaplansky,
como explicaremos. Denotando por N a aplicagao norma N : K* — F* o Teorema
90 de Hilbert diz que N~'(F?) = FK2 Cordes conjecturou que F? poderia ser
substituido por R(F), afirmando que NY(R(F)) = FR(K). Cordes ¢ Ramsey
Jr. (J[CR]) provaram a validade da conjectura quando F' é pré-hilbertiano (um caso
particular de um corpo quase-pitagérico), sob a condigao do indice (F : R(F)) ser
finito. Posteriormente, nos trabalhos [IKN], [Ki;] e [Kiy], estd demonstrado que
N-YR(F)) = FR(K), quando F ¢é quase-pitagérico (e satisfaz um condicao técnica

extra).

Nés consideramos o caso K = F'(y/a) como explicado e 1 + M4 < R(F),
para algum anel de valorizacao A de F. Se a ¢ R(F), verificamos que o radical de K
se mantém como o localizador da unica extensao de A ao corpo K. No caso em que
a € R(F'), provamos que o radical de K passa a ser a intersec¢ao dos localizadores das
duas extensoes de A. Para ambos os casos, demonstramos o Teorema 90 de Hilbert,
como enunciado no paragrafo anterior. No teorema que provamos, a compatibilidade
1 + M4 < R(F) é substituida pela hipétese de existéncia de um elemento birigido
em relacdo a R(F'). Esta substituigdo torna o teorema mais abrangente e traduz
a existéncia de A para a condicao de existéncia de apenas um elemento especifico
do corpo F'. Concluimos assim a discussao sobre o segundo resultado da tese. Pas-

saremos a explicar o resultado existencial, sobre valorizagoes em algebras de divisao.

Sempre que assumirmos que D é uma dlgebra de divisao sobre um corpo
F', ou simplesmente uma F'-dlgebra de divisao, estaremos supondo que F' é iden-
tificado com o centro de D, ou seja, F' = {a € D | ar = za, para todo xz € D}.
Sobre algebras de divisao, a teoria de valorizacao é baseada no conceito de anel de

valorizacao total e invariante. Dada a dlgebra de divisao D sobre F', um subanel C
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¢ um anel de valorizagao total e invariante se
(a) Para todo z € D* = D\{0}, tivermos = € C ou 2~ ! € C (totalidade).
(b) uCu~! = C, para todo u € D* (invariancia).

Se for possivel deduzir que D admite um subanel como definido, entao a
estrutura da proépria dlgebra D pode ser estudada por meio da teoria de valorizagao.
Um bom exemplo disto é quando D é uma &algebra do tipo A; ®r Az, onde A; e
Ag sao algebras de quatérnios sobre F'. Neste caso, D é denominada uma dlgebra
biquaternionica. Quando F é um corpo henseliano, isto é, F' possui um anel de
valorizagao satisfazendo o Lema de Hensel ([EP], Teorema 4.1.3, p.87 ou [E]), um
resultado de Morandi ([Mos], Proposigoes 7.1 e 7.2) estabelece condigbes para que
uma F-algebra biquaternionica possua um subcorpo maximal que é uma extensao
galoisiana ciclica de F. A existéncia de tal subcorpo permite verificar que a algebra

é do tipo produto cruzado ciclica, cuja estrutura é bem conhecida (veja [Re]).

Contudo, a existéncia de anéis de valorizagao totais e invariantes nao é
algo comum. Que o centro da algebra de divisao é um corpo henseliano é a tnica
condicao conhecida para que toda F-algebra de divisao admita um anel de valori-
zacao total e invariante. A existéncia é provada estendendo o anel de valorizagao

henseliano do centro a algebra de divisao.

Um dos objetivos do nosso trabalho foi obter condi¢oes mais gerais sobre
um corpo F', para que as F-dlgebras de divisao admitam anel de valorizacao total
e invariante. Provamos que a henselianidade de [’ nao é necessaria para que toda
F-4lgebra quaternionica de divisao possua um anel de valorizacao total e invariante.
Uma condigao mais fraca é a compatibilidade de um anel de valorizacao A de F' com
o Radical de Kaplansky (lembre que o caso 2-henseliano corresponde & R(F) = F?2).
Especificamente, provamos que se F' é um corpo munido de um anel de valorizagao
A (car(A/M,) # 2), entdo a compatibilidade 1 + M4 < R(F) é uma condicdo
necessaria e suficiente para que toda F-adlgebra quaternionica de divisao admita um
anel de valorizacao total e invariante que estende B, ou seja, B n F' = A. Utilizando
este resultado, foi possivel concluir que sob a hipdtese da compatibilidade de A com
R(F), todas as F-élgebras biquaternionicas de divisdo também possuem anel de

valorizacao total e invariante estendendo A.
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As conclusoes que obtivemos ampliam a classe de corpos sobre os quais as
algebras (bi)quaternionicas podem ser estudadas por meio da teoria de valorizagao.
Conclui-se que o Radical de Kaplansky é a ligacao entre a teoria de formas quadrati-
cas e a teoria destas “valorizagoes nao comutativas”. Na seqiiéncia explicamos como

a tese esta organizada.

O primeiro capitulo é introdutoério e nao aborda o Radical de Kaplansky.
Resumimos parte da teoria que serd utilizada no trabalho, com atencao especial
as relacoes entre formas quadraticas e valorizagoes. Como contribuicao original e
fundamental para os resultados deste trabalho, o primeiro capitulo traz um resultado
sobre o grupo de Brauer Br(F') de um corpo F. A grosso modo, & um elemento de
Br(F') corresponde um tnico anel de divisao sobre F. Assim, o grupo de Brauer tem
grande importancia na descrigao das algebras de divisao sobre o corpo em questao.
De particular interesse é o subgrupo oBr(F') de Br(F), composto pelos elementos
de ordem < 2. Se F é (qualquer) corpo que possui um anel de valoriza¢do nao
trivial, descrevemos oBr(F') em fungao de Br(F},), onde F}, é uma 2-extensao de F

admitindo um anel de valorizacao 2-henseliano.

O segundo capitulo é dedicado ao estudo das propriedades e tipos conheci-
dos de R(F). Destacamos os corpos com radical trivial, pois eles sao fundamentais
nas construgoes que exibiremos no capitulo seguinte. Investigamos as relagoes do
radical com as valorizagoes. Descrevemos ainda o conjunto dos anéis de valorizacao

do corpo F' que sao compativeis com R(F').

O terceiro capitulo é dividido em duas segoes:

(1) O Radical de Kaplansky obtido via valorizagdes e o pro-2-grupo de Galois mazi-
mal. Nesta secao é feita a construcao de corpos com radical nao trivial e igual a

algum localizador (1 + M 4)F?2.

(2) O pro-2-grupo de Galois mazimal obtido via Radical de Kaplansky e valorizagoes.
Aqui é feito o caminho inverso a secao anterior. Admitindo que um corpo I’ possua
elementos R(F)-rigidos, construimos um anel de valorizagdo de F' compativel com
R(F). A partir desta compatibilidade, demonstra-se que G(F(2)/F) decompbe-se
como Gy %k Gy, onde G7 é um pro-2-grupo livre e G5 corresponde a um corpo que

possui um anel de valorizacao 2-henseliano.



Introducao xviii

No quarto capitulo procedemos a andlise das construgoes existentes na
literatura. Tais construgoes estao contidas nos trabalhos de Berman e Kula ja cita-
dos. Na primeira secao demonstramos que o processo descrito no artigo de Berman
([Be]) pode ser feito pelo nosso método, através da decomposigdo do pro-2-grupo
de Galois maximal, como ja explicamos, ou pela demonstracao da existéncia de um
anel de valorizagao compativel com o radical. Na segunda se¢ao, mostramos que
exemplos obtidos por Kula também podem ser enquadrados numa das condigoes
equivalentes do capitulo anterior. Complementamos o estudo com uma secao sobre
uma classe de corpos cujo radical nao pode ser descrito como o localizador de um

anel de valorizacao.

O quinto capitulo é o estudo do Radical de Kaplansky de uma extensao
quadrética de um corpo F' que admite um anel de valorizagao R(F)-compativel. E

demonstrada a versdo do Teorema 90 de Hilbert para R(F').

Finalmente, no sexto capitulo, aplicamos as valorizacoes compativeis com
o radical no estudo de anéis de valorizacao totais e invariantes em algebras de
quatérnios. O teorema principal (Teorema 6.4) estabelece - via Radical de Kaplansky
- as relagoes destes anéis com a teoria das formas quadraticas. Demonstramos que
a compatibilidade com o radical é condicao suficiente para a existéncia de anéis de
valorizagao totais e invariantes em todas as dlgebras (bi)quarternionicas de divisao

sobre um corpo fixado F.



CAPITULO 1

ValorizacGes e a 2-Torcao do Grupo de Brauer

Visando tornar mais concisa a redacao dos capitulos seguintes, resumi-
mos aqui os conceitos basicos da teoria de formas quadraticas e valorizagoes sobre
corpos. Obviamente, nos restringiremos aos resultados que mais utilizaremos. O
objetivo também é facilitar a consulta para o leitor. A referéncia béasica sobre a teo-
ria algébrica das formas quadréticas é o livro de Lam ([L;]). Outra boa referéncia é
([S]). Na drea de valorizagoes, o “livro texto” é o livro de Endler ([E]). Utilizaremos
muitos resultados do livro de Engler e Prestel ([EP]).

Neste capitulo também apresentamos um dos resultados fundamentais
da tese. Para descreve-lo resumidamente, consideramos um corpo F' munido de
um anel de valorizacao A. Na Defini¢ao 1.17, veremos que a 2-henselizacao F}, é a
“menor” extensao de F' que admite um anel de valorizacao 2-henseliano estendendo
A. No Teorema 1.21 e seu Coroldrio 1.22; apresentamos uma descrigao de ,Br(F)
em funcao do grupo de Brauer de Fj. Nosso resultado pode ser visto como uma

versao, para o grupo de Brauer, de um teorema de Knebusch ([Kn]) sobre o anel de
Witt de F.
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1.1 Formas Quadraticas e Algebras de Quatérnios

Uma forma quadrdtica n-dimensional sobre o corpo F é um polindomio

em n variaveis, homogeneo e de grau 2:

f = f(Xl, B 7Xn) = Zainin, com a;; € F.
1,J

Fazendo a;j = (ai; + a;j;)/2, obtém-se a matriz simétrica M = (a;j). Assim, f pode

ser expressa em linguagem matricial:

X1
f(X)=X'MX, onde X = : |e X' é a transposta de X.
Xn

Sempre assumiremos que f é reqular, i.e., que a matriz M é inversivel.

Sejam f =3, . a;;X;X; e g=23,;0;;X;X; duas formas quadraticas sobre
F. Dizemos que f e g sao equivalentes (ou isométricas), e denotamos f = g, se

m = n e existe uma matriz n x n inversivel D tal que f(X) = g(DX).
, S 1 1
Exemplo Se g(X;, X3) = X1 X5 e D é a matriz simétrica . temos que

g(DX) = g(X1 + X5, X1 — Xa) = (X1 + X2)(X1 — Xp) = X} — X7.
Portanto, g é isométrica a f(X;, Xo) = X7 — X2.

Definigao 1.1 Seja f = 3, a;;X;X; uma forma quadrdtica n-dimensional sobre
F e seja a € F. Dizemos que f representa a se existem xy,...,x, € F, tais que

f(z1,...,2,) = a. Definimos o conjunto de valores de f como
Dp(f) :=={ae F*, tal que a € representado pela forma quadrdtica f}.

Se f=a; X?+...+a,X> (f édiagonal) denotamos f por{ai,...,a,y e o conjunto
de valores por Dp(f) := Dplaq,. .., an).

e Se Dp(f) = F*, entdao a forma quadrdtica f é chamada de universal.

e Se existem x1,...,x, € F, nao todos nulos, tais que f(xq,...,x,) =0, entao

f € denominada isotrépica. Caso contrdrio, f ¢ dita anisotrdépica.
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Exemplo Todo elemento a € F* pode ser escrito como 2% —y?, onde x = (a+1)/2 e
y = (a—1)/2 (lembre que car(F) # 2). Segue que Dp(l, —1) = F'*, ou seja, (1,—1)

é universal. A forma (1, —1) é denominada plano hiperbdélico.

Lema 1.2 Sejam [ = %, ;a5 X;X; e g = ¥, ;b X; X duas formas quadrdticas n-

dimensionais sobre F'. Se [ é equivalente a g, entio Dr(f) = Dp(g).

Demonstracao Suponha f = g e D = (d;;) uma matriz inversivel (n x n) tal que
X1 I

f(X) = g(DX), onde X = © |. Sejay = f(x) € Dp(f), com x = s,
X, Tn

x; € F. Entao, y = f(x) = g(Dx), com Dz tendo entradas em F. Isto implica que

y € Dp(g). Com isto, Dp(f) < Dp(g). A inclusdo contraria demonstra-se de modo

andlogo. .

Como no exemplo da pagina anterior, uma forma quadratica regular sem-
pre é equivalente & uma forma quadratica diagonal (veja L], Corolario 2.4, p.7),
isto é, uma forma quadrética do tipo a; X? + -+ + a, X2, onde a; € F. Por este
motivo, podemos sempre utilizar formas diagonais. Conforme a Defini¢ao 1.1, deno-
taremos a forma a; X7 + - -+ + a,X? simplesmente por {ay,...,a,). A regularidade

de f agora significa simplesmente que a; # 0, para todo i € {1,...,n}.

Lema 1.3 ([L;], Prop. 5.1, p.15) Duas formas quadrdticas bindrias f = {a,by e
g = {¢,dy sao equivalentes se, e somente se, Dp{a,b,) N Dplc,d) # O e abF? =
cdF?. Em particular, {a,—ay € equivalente a {1,—1), para todo a € F*.

No lema 1.3, abF? ¢é definido como o determinante da forma f. Em geral,

se f ={ay,...,a,), entdo

Determinante de f = d(f) := (a1 ...a,)F?. (1.1)
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O Anel de Witt

Definigao 1.4 Sejam f = {ay,...,a,) € g = {by,...,byy duas formas quadrdticas

sobre F'. A soma f 1 g € a forma quadrdtica de dimensao m + n definida por

fLlg={ay,...;an,b1,... bp).

Dado um inteiro positivo v, denotamos por rf = rlay,...,a,y a soma de f com f
r vezes. Uma forma do tipo r(1,—1) é denominada hiperbédlica. O produto de f

por g € a forma quadrdtica de dimensao mn definida por

f®g:<a1,...,an>®<b1,...,bm>:<a1b1,...,aibj,...,anbm>.

As duas operagoes acima sao associativas e comutativas. O elemento

neutro multiplicativo é a forma unitaria (1).

Teorema 1.5 (Teorema da Decomposicao de Witt)
Se f € uma forma quadrdtica reqular, entao existe uma tinica (a menos de isometria)

forma quadrdtica anisotrépica fi e um unico inteiro nao-negativo r, tal que

f = fl J_’f’<1,—1>

Demonstracao ([L;], Teorema 4.1, p.12).

Definicao 1.6 Sejam f e g duas formas quadrdticas sobre F. Dizemos que f e g

sao Witt-equivalentes se existem inteiros nao-negativos r, s tais que
fLr{d,-1)=gls(,—1).

Do Teorema 1.5, toda forma quadratica regular é Witt-equivalente a uma

forma quadratica anisotrépia, unicamente determinada a menos de isometria.

Claramente a relagdo acima é de equivaléncia. Seja W(F') o conjunto
de todas as classes de equivaléncia de formas quadraticas sobre F'. As operagoes
de soma e produto (Defini¢cao 1.4) induzem operacoes em W (F') e definem uma
estrutura de anel em W (F'). Com estas operages, W (F') é um anel comutativo e é
denominado o anel de Witt de F'.
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Convencionaremos que a notagao f para uma forma quadratica repre-
senta também sua classe de equivaléncia em W (F'). As operagoes [ L ge f®g

também serao denotadas por f + g e fg, respectivamente.

Decorre da defini¢ao de produto que o conjunto I F' composto pelas classes
de W(F) representadas pelas formas quadréticas de dimensao par é um ideal de
W(F) (denominado ideal fundamental). Dado um inteiro positivo n, a n-ésima
poténcia (I F)" do ideal fundamental é denotada por I"F. De ([L;], Proposigao 1.2,

p. 316), I"F é aditivamente gerado (como grupo abeliano) pelas
n-formas de Pfister: = Q){1,—a;), com a; € F*.
i1

Formas de Pfister tem particular importancia porque estao conectadas

com normas. Por exemplo, o conjunto de valores
Dp(l,—ay = {2* —ay® # 0 | z,y € F},

da 1-forma de Pfister (1, —a), é¢ a imagem da norma Np( a)/r : F(y/a)* — F*. Isto
mostra que Dp(1, —a) é um subgrupo de F (fato que pode ser facilmente demons-
trado diretamente). Em geral, se f é uma forma de Pfister, entdo D(f) é um
subgrupo de F' ([L], Teorema 1.8, p.319). Neste caso, dizemos que D(f) é o grupo
de valores de f. Ainda em relagao ao grupo Dp(l, —a), temos o lema seguinte, que
serd amplamente utilizado neste trabalho. Na demonstracao do lema (a exemplo de

outras) aboliremos o uso do subindice F' na notac¢ao do grupo Dp(1l, —a), a € F*.
Lema 1.7 (Propriedades Bésicas do grupo Dg(l,—a)) Para todos a,be F*,
(a) F? < Dp(1,—a) < F.
(b) Dp(1,—a) é um subgrupo de F.
(¢) be Dp{l,—ay < a€ Dp(l, D).
(d) Dp{l,ay n Dp{1,by = Dp{l,ay n Dp{l, —ab).

Demonstracao Os itens (a), (b) e (¢) sdo triviais. Em (d), observe que basta
verificar a validade de apenas uma das inclusées. Dado x € D{1,a) n D{1,b), temos
do item (¢) que —a, —b € D(1,—z). Pelo item (b), D{1, —z) é um subgrupo de F.
Assim, ab € D{1, —z). Novamente o item (c¢) implica = € D{1, —ab).
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Algebras de Quatérnios

Uma dlgebra A sobre o corpo F' (ou simplesmente uma F'-dlgebra) é um
espaco vetorial sobre F' munido de uma operacao produto associativo, distributivo
e compativel com a agao de F', ou seja, a(zry) = z(ay) = (zry)a, para todos z,y € A
e para todo o € F'. O corpo F' é identificado com F.1, onde 1 = unidade da &lgebra.
Assim, F' é visto como um subcorpo de A. Uma F-algebra A é central simples de
dimensdo finita (ou simplesmente csdf) se o centro Z(A) :=={xe€ A:xy =yzx, Vye
A} éigual a F'; A nao possui um ideal bilateral préprio e a dimensao [A : F'| (como

F-espago vetorial) de A ¢ finita.

Pelo bem conhecido Teorema de Wedderburn, se A é uma F-algebra csdf,
entdo existe um unico inteiro nao nulo n e um dnico (a menos de isomorfismo) anel

de divisao D, tal que A é isomorfa & M, (D), a dlgebra de matrizes n x n sobre D.

Por uma dlgebra de quatérnios sobre o corpo F entendemos um F-espaco
vetorial de dimensao 4, com base {1,1, j, k} e com uma operagao (associativa e dis-
tributiva) de multiplica¢do, compativel com a operacao de espago vetorial, e definida
pelas relagoes basicas

i*=a, j2=0b, ij=—ji=k,

onde a, b sdo elementos previamente fixados em F*. Assim, é conveniente utilizar
a notacao (F,a,b) para denotar a dlgebra de quatérnios com estas operagoes. Toda
algebra central simples de dimensao 4 sobre seu centro é obrigatoriamente uma

algebra de quatérnios ([L;], Teorema 5.1, p.74).

Veremos agora que as 2-formas de Pfister estao relacionadas com as al-
gebras de quatérnios. A norma de um elemento x = z + 217 + x2j + x3k € (F, a,b)
¢ definida como N(z) := zZ, onde T = x¢g — x1i — x3j — w3k é 0 conjugado de z.
Assim,

N(z) = 2§ — x]a — x3b + z3ab.

Segue que a aplicacao norma N : (F,a,b)* — F* tem imagem Dp{1, —a,—b, ab),
igual ao grupo de valores da 2-forma de Pfister (1, —a, —b,ab). Como z& = N(x),
segue que z ¢ inversivel se, e somente se, N(x) # 0. Este fato e o Lema 1.7 sao

utilizados para demonstrar a proposicao seguinte.
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Proposicao 1.8 ([L;], Teorema 2.7, p.58) Seja (F,a,b) uma dlgebra de quatérnios

sobre F'. Sao equivalentes:
(1) (F,a,b) € uma dlgebra de divisao.
(i7) (1,—a,—b,aby % 2(1,—1).
(1ii) a ¢ Dp(l,—b).
Outras propriedades basicas das algebras de quatérnios sao:

Lema 1.9 ([L,], Prop. 1.1, p.52 e [L;], Teorema 2.11, p.60) Sejam a,b,c e F*.
(@) (F,a,b) = (F,b,a).
(®) (F,a,1) = (F,a, —a) = My(F).
() (F,ac%,b) = (F,a,b).
(d) (F,a,b) ®r (F,a,c) = (F,a,bc) @F My(F).

Lema 1.10 ([L;], Teorema 4.1, p.67) Seja (F,a,b) uma dlgebra de quatérnios e
K = F(y/¢), com ¢ € F*\F2,

(a) Se (F,a,b) ®r K = My(K), entao K pode ser F-mergulhado em (F,a,b), ou

seja, existe uma aplicagdo injetiva K — (F,a,b) que fiza os elementos de F.
(b) K < (F,a,b) se, e somente se (F,a,b) = (F,c,x), para algum x € F*.

Uma &lgebra de quatérnios é completamente entendida através de sua

2-forma de Pfister correspondente:

Lema 1.11 ([L;], Teorema 2.5, p.57) Sejam (F,a,b) e (F,c,d) duas dlgebras de

quatérnios sobre F'. As afirmacoes sequintes sao equivalentes:
(1) (Fya,b) = (F,cd).
(11) {1, —a,—=b,aby =<{1,—c,—d,cd).

Se (F,a,b) nao é um 4dlgebra de divisao, entao (F,a,b) = My(F), a
dlgebra de matrizes 2x2 sobre F' ([L;], Teorema 2.7, p.58). Neste caso, dos resultados

vistos, (F, a,b) corresponde a forma 2(1, —1).
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1.2 Grupo de Brauer e Teorema de Merkurjev

Sejam A e B duas algebras centrais simples de dimensao finita sobre o
corpo F. Pelo Teorema de Wedderburn, A = M, (D) e B = M,,(D"), onde D e D’

sao F-algebras de divisao com centro F. Com isto, podemos definir a relagao
A~BeD=D.

Esta é uma relagao de equivaléncia no conjunto de todas as F-dlgebras csdf. Assim,
cada classe de equivaléncia é um conjunto do tipo [D] = {M,(D) : n > 1},
para algum anel de divisao D com centro F', unicamente determinado a menos
de isomorfismo. Seja Br(F') o conjunto de todas as classes de equivaléncia. Das
propriedades do produto tensorial, a operacao [A;] + [As] = [A1 ®F Az] é bem
definida, associativa e comutativa em Br(F). Ainda, [A] + [F] = [A], onde [F] =

{M,(F) : n > 1} é a classe das &lgebras de matrizes sobre F. Para cada [A] €
Br(F'), a operacao (z,y) — yz induz uma nova operagao no conjunto A, produzindo
uma nova algebra A° (dlgebra oposta) que tem a propriedade de [A] + [A°] = [F].
Portanto, Br(F) é um grupo abeliano, com elemento neutro 0 = [F]. Finalmente,

Br(F') é denominado o grupo de Brauer de F.

Exemplo Se F' é um corpo algebricamente fechado ou um corpo finito, entao Br(F)
é trivial. O bem conhecido Teorema de Frobenius afirma que sobre R as tnicas
algebras de divisao sao o préprio R e a dlgebra quaternionica (R, —1, —1). Assim,
Br(R) = 7Z/27. Se F é um corpo p-adico (veja o primeiro exemplo da segao seguinte),
entao Br(F') = Q/Z. Para uma demonstracao deste fato consulte ([Re], Teorema

31.8, p.266).

O grupo de Brauer de F' sempre é um grupo de tor¢ao ([Re], Teorema

29.22, p.253), ou seja, se A é uma F-algebra csdf, entdo existe um inteiro positivo

n tal que X) A é isomorfo a uma algebra de matrizes com entradas em F. O menor
i=1
inteiro n com esta propriedade é denominado o expoente de A em Br(F'). Se D é uma

algebra de divisao com centro F' e [D : F| é finita, o inteiro 4/[D : F'] é chamado de
indice de D. O indice de A = M,(D) é por definigao, o indice de D. O expoente
sempre divide o indice de A (conforme [Re], Teorema 29.22, p.253). Ainda mais, o
expoente e o indice de A possuem os mesmos fatores primos ([Re|, Teorema 29.24,
p.254).
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Lembramos que utilizaremos a notagao oBr(F') para o subgrupo de Br(F')
composto por todos os elementos de ordem < 2. Pelo Lema 1.9, partes (a), (b), (c)

e (d), temos
(F,CL, b) Rp (F,a,b) = (F, 6L2,b) QRF MQ(F) = MQ(F) RF MQ(F) = M4(F)

Portanto, as dlgebras de quatérnios sobre F' (assim como é)(F . a;, b;)) representam
elementos de 9Br(F'). Como ja vimos, (F,a,b) = My(F), (;11 (F,a,b) é uma élgebra
de divisao. Logo, [(F,a,b)] = 0, ou (F,a,b) é a algebra de divisdo que determina
a classe {M,((F,a,b)) : m = 1}. Evidentemente, se (F,a,b) = (F,c,d), entao
[(F,a,b)] = [(F,c,d)]. Por outro lado, se 0 # [(F,a,b)] = [(F,c,d)], entdo (F,a,b)
e (F,c,d) sao dlgebras de divisao que representam a mesma classe em ,Br(F"). Por-
tanto, sao isomorfas. Por este motivo, nao faremos distin¢ao entre uma algebra de
quatérnios e sua classe em oBr(F'). Ambas serdo denotadas por (F), a,b), assim como
diremos que (F,a,b) = 0, quando (F,a,b) = M,(F'). As dlgebras de quatérnios sao
na realidade os geradores do grupo abeliano sBr(F'), conforme o teorema fundamen-
tal:

Teorema 1.12 (Teorema de Merkurjev) A aplicagio v : I*’F/I?F — 3,Br(F),
definida por
{1, —a,—b,aby + I’F > (F,a,b)

estende-se por linearidade a um isomorfismo. Em particular, a sobrejetividade de ~y

diz que oBr(F') € gerado pelas classes de F-dlgebras de quatérnios.

Demonstracao A demonstracao é bastante longa para expormos aqui. O leitor
interessado pode consultar ([Me]) ou uma boa exposigao a respeito em ([L;], Teorema
6.11, p.138). .

A Restricao
Dada a extensao de corpos K/F, definimos a aplicagdo restri¢ao:

resg/p @ oBr(F) —  oBr(K)
[A] — [A®r K].

O nicleo de resg,/p é denotado por Br(K/F) e em referéncia a extensao

K/F, recebe o nome especial de Grupo de Brauer Relativo.
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Se [A] € 9Br(F) e A® K =~ M,(K), para algum n > 1, entdo dizemos
que a extensao K cinde a &lgebra A. No caso em que A = (F,a,b), temos que
(F,a,b) V3 K ®p (F,a,b) = (K,a,b). No caso em que A = (F,a,b) e K é uma
extensao quadrética de F' que cinde A, o item (a) do Lema 1.10 diz que K pode ser

visto como um subcorpo de (F,a,b). Quanto a extensoes quadraticas de F', temos:

Teorema 1.13 Seja F um corpo e K = F( /a), com a € F*\F?2. Entdo,

Br(K/F) = {(F, a, )

a:eFX}.

Demonstracao Seja [D] # 0 uma classe em Br(K/F). Assim, D®p K = M,(K),
para algum inteiro n > 1. Como o indice /[D : F] divide o grau de uma extensao
de F' que cinde D (veja [Re], Teorema 28.5, item (i), p.238), temos que [D : F| = 4.
Neste caso, ja vimos que D é isomorfa a uma F-algebra de quatérnios. Do item
(a) do Lema 1.10, podemos considerar K como um subcorpo de D. Do Lema 1.10
(agora item (b)), segue que D = (F,a,x), para algum x € F*. .
Observagdo 1 O homomorfismo ¢ : F' — 4Br(F), & — (F,a,z) também serve
para descrever Br(K/F), quando K = F(y/a). Pelo Teorema 1.13, a imagem de
Y é Br(K/F). Além disto, ¢(z) = 0 & x € Dp{l,—ay. Portanto, ¢ induz um
isomorfismo
F/Dp(1,—a) = Br(K/F).

Observacao 2 Lembramos que ["F' é a notagao para a n-ésima poténcia do ideal
fundamental do anel de Witt. Dada a extensao de corpos K/F, a inclusao F' — K
induz uma aplicacao natural r : W(F) — W(K), simplesmente considerando-se
como elementos de K os coeficientes da forma {ay,...,a,) € W(F). A aplicacao r
induz

resgp . IPF/IPF — IPK/IPK

a,—a, —=b,aby + PF — {1,—a,—b,ab) + I’K.

(Lembre que I*F é aditivamente gerado pelas 2-formas de Pfister) A aplicagao acima
definida também é denominada de restricio. No caso especial K = F(y/a), com
a€ FX\F27 o Teorema 1.12, junto com o Teorema 1.13, implica que um elemento do
nicleo de resg,/p é representado por uma 2-forma de Pfister do tipo (1, —a, —x, ax),

para algum z € .
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1.3 Valorizacoes e o Grupo de Brauer Relativo

Nesta secao introduzimos a notagao da teoria de valorizagoes e provamos

o Teorema 1.21, que é o resultado principal do capitulo.

Seja F um corpo e I' um grupo abeliano e totalmente ordenado. Uma

valorizagdo de F' é uma aplicagao sobrejetora v : ' — I' U {00} que satisfaz:
(1) v(z) =0 e x=0.
(2) v(zy) = v(x) + v(y), para todos x,y € F.
(3) v(z + y) = min{v(z),v(y)}, para todos x,y € F.

A soma com o simbolo “®” é definida da seguinte forma: y+ow = w0+v =
o0+00 = o0, para todo v € I'. O grupo ordenado I' é chamado o grupo de valores de v
e a ordem total de I é estendida a I'u{o0} definindo oo > ~, para todo v € T". Seguem
da definicao as propriedades bésicas: v(1) = 0, v(—z) = v(z) e v(z™!) = —v(z),
para todo x € F*. Com isto verifica-se que o conjunto A = {x € F': v(z) = 0} é um
subanel local de F e para todo x € F*, tem-se x € A ou ! € A. Um subanel de F’

com esta propriedade é chamado de um anel de valorizacao de F'. Temos ainda:
o My :={zxe F:v(x)> 0} é o tnico ideal mazimal de A.
o A :={xe F:v(zx) =0} éo grupo das unidades de A.
o ka:=A/My é chamado o corpo residual de A.
o ma: A — k denota a projecao canoénica.

Reciprocamente, se A é um anel de valorizacao do corpo F', podemos
sempre associar uma valorizagdo v4 de F tal que {z € F | va(z) = 0} = A. Seja
[y := F*/A*, com operagao aA* +bA* := abA* e relagdo de ordem aA* > bA* <
bA* < aA*. Entao I'y é um grupo (denotado aditivamente) abeliano e totalmente
ordenado. A aplicacao vy : F — T'y U {0}, que manda 0 em o0 e x # 0 em xA*,
define uma valorizacao de F', cujo anel de valorizacao associado é A. Definindo que
duas valorizagoes de F' sao equivalentes se possuem o mesmo anel de valorizacao
associado, obtém-se uma correspondéncia bijetiva entre valorizagoes equivalentes
e anéis de valorizacao de F. Portanto, é equivalente trabalharmos com anéis de

valorizagoes ou com valorizagoes em F'.
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Notagao: (F,v4) denota um corpo valorizado,

i.e., um corpo F' munido de uma valorizagao v4 tal que A = {zx € F | va(z) = 0}.

Exemplo 1 O corpo dos ntimeros p-adicos

Seja p um nimero primo e v, : @ — Z u {0} definida por v,(a/b) = n, onde n
é o expoente tal que a/b = (ai/b1)p" e p 1 a1by. Estd associado a v, o anel de
valorizagao p-ddico Zy = {ab™' : a € Z, b e Z\pZ} e o corpo residual é IF,, o corpo
com p elementos. A valorizacao v, é um valor absoluto nao arquimediano em @Q e
o completamento de (Q,v,) é (Qp, V). Aqui, Q, é o corpo dos numeros p-adicos e
Up(X72, aip') = n = min{i | a; # 0}. Ainda, Zy) = Q N Z,, onde Z, é o anel dos

inteiros p-adicos.

Exemplo 2 O corpo das séries formais generalizadas de Laurent.

Seja k um corpo (car(k) # 2) e I um grupo abeliano totalmente ordenado. Definimos

(X)) = { Ya,X"|a, ek, yeTe supp( D aVXV) bem ordenado}

el ~el’

onde supp(zvep a, X 'y) bem ordenado significa que todo subconjunto nao vazio do
suporte:= {y € I | a, # 0}, que seja limitado inferiormente, possui um menor ele-
mento. Com a operacao de soma coordenada a coordenada e multiplicacao definida
através da relagao XM X7 = X772 verifica-se que k((X))' é um corpo, o qual

denominaremos corpo das séries formais generalizadas de Laurent. A aplicagao

va K((X)T =T {0}, va(f) i= min(supp(f)), para f =0

e v4(0) := oo é uma valorizagao, com A = k[[X]]', o anel das séries formais
generalizadas de poténcias. O corpo residual é k4 = k, pois o ideal maximal M4
é gerado por X. O grupo de valores é I'y = I'. Indicamos ([EP], exercicio 3.5.6,
p.83) para os detalhes que omitimos. No caso particular I' = Z, temos o corpo das
séries formais de Laurent, denotado simplesmente por k((X)). Aqui, a valorizagao
v, estende a valorizagdo X-adica de k(X). De fato, k((X)) é o completamento de

k(X) em relagao a valorizagao X-adica.

A seguir vamos enunciar o Teorema da Conjugacao e a Desigualdade

Fundamental, que serao muitas vezes utilizados neste trabalho.
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Seja (F,v4) um corpo valorizado e K/F uma extensao de corpos. O
Teorema de Chevalley ([EP], Teorema 3.1.1, p.57 ou [E]) garante que K sempre
admite (a0 menos uma) extensao de A, ou seja, existe um anel de valorizacao B
de K tal que B n F' = A. Dizemos que (K,wg)/(F,v4) é uma extensdo de corpos

valorizados, ou ainda, que (K, wg) é uma extensao de (F,v,).

Teorema 1.14 (Teorema da Conjugacao, cfe [EP], Teorema 3.2.15, p.69)
Seja (F,v4) um corpo valorizado e K/F extensdo de corpos, algébrica e normal. Se
By e By sao dois anéis de valorizacao de K que estendem A, entao existe um auto-

morfismo o de K, que restrito a F' € a aplicac¢ao identidade, tal que By = o(By).

Desigualdade Fundamental

Seja (K, wp) uma extensao de (F,v4). A composigao
A< B B/Mpg = ky

da inclusao A — B com a projecao canonica B — kg induz uma aplicacao injetiva
ka — kg, pois MpnA = M. Portanto, podemos considerar k4 como um subcorpo
de kg. O grau [kp : ka| é chamado o grau residual da extensao (K, B)/(F,A) e
é denotado por f = f(B/A). Por outro lado, as valorizagdes v4 e wp induzem

isomorfismos [y =~ F /A* e T'p = K /B>, respectivamente. A composigao

F— K —» K/B* =Ty
também induz uma aplicagao injetiva I'y < T'g. O indice (I'y : I'g) é chamado
o indice de ramifica¢io da extensao (K, B)/(F,A), e é denotado por e = e(B/A).
Vamos supor que [K : F| = n < o e denotar por By, ..., B, todas as possiveis
extensoes de A a K. Sejam e; = e(B;/A) o indice de ramificagao e f; = f(B;/A) o

grau residual da extensao (K, B;)/(F, A), parai € {1,...,r}. Entdo r < n e vale a

Desigualdade Fundamental:
i=1
Se K /F for galoisiana (isto é, normal e separdavel), entdo n = er fd, onde
e =e(B;/,A), f = f(B;/A) para todo i € {1,...,r}. Ainda, d é uma poténcia de p,

se p =car(ka), e d =1, se car(ka) = 0 (veja [EP], Teorema 3.3.4, p.75 ou [E]).

Antes de seguir com valorizacoes, fixemos a notacao da Teoria de Galois.
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Teoria de Galois

O grupo de Galois da extensao algébrica de corpos K/F serd denotado
por G(K/F). Seja N/F uma extensao galosiana (i.e. algébrica, normal e separével)
cujo grau nao precisa ser finito. Se N = F*® = fecho separavel de I, o grupo de
Galois G(F*/F) é denominado o grupo de Galois absoluto de F'. Seja I o conjunto
de todas as extensos galoisianas finitas de F' contidas em N. O grupo de Galois
G(N/F) ¢ munido de uma topologia (Topologia de Krull) cujo sistema fundamental
de vizinhangas da identidade é o conjunto {G(N/K) | K € I}. O espago topoldgico
G(N/F) é compacto, Hausdorff e totalmente desconexo, o que significa que G(N/F)

é o limite projetivo de um sistema inverso de grupos finitos. A saber,
G(N/F) = lim G(K/F)

onde K percorre o conjunto /. A correspondéncia de Galois se da entre os subgrupos
fechados de G(N/F) e os corpos intermedidrios de N/F.

Dizemos que K é uma 2-extensao de F se K/F é galoisiana e [K : F] é
uma poténcia de 2. Neste caso, G(K/F) é um 2-grupo (portanto solivel). Segue da
teoria de Galois, que toda 2-extensao é construtivel, no sentido que existe uma torre
de corpos FF=Fy S Fl € ...€ F,_1 € F, = K, em que cada nivel tem grau 2, isto
é, Fyy1 = Fj(y/a;), para algum a; € FJ.

A 2-extensdo mazimal de F (ou fecho quadrdtico de F') é definida como
o compdsito de todas as 2-extensoes de F' e é denotada por F(2). Da definigao,
F(2)/F é uma extensao galoisiana e F'(2) é um corpo quadraticamente fechado, ou
seja, ndo possui extensoes quadraticas préprias. Como sempre, car(F') # 2. Assim,
F quadraticamente fechado se, somente se, F? = F, Segue que esta propriedade
vale para F'(2). Se ' # F(2), o grau [F(2) : F] s6 é finito se [F(2) : F] =2, o que
implica que F' é euclidiano (v/—1 ¢ F e F(2) = F(v/—1)), conforme ([B]).

O grupo de Galois G(F'(2)/F) da 2-extensdo maximal de F serd deno-
tado por Go(F). Se F < K < F(2), denotaremos por G5(K) o grupo de Galois
G(F(2)/K) (note que K(2) = F(2)). Neste caso, o conjunto I definido anterior-
mente é composto pelas extensos galoisianas finitas de F', cujo grau é uma poténcia
de 2. Entdo, Go(F) = lim G5(K), onde K percorre o novo I. Prosseguiremos agora

com as valorizagoes.
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Corpos valorizados 2-henselianos

Definicao 1.15 Um corpo valorizado (F,v) € chamado de 2-henseliano se A tem

extensao unica a F(2).

A propriedade de A ser 2-henseliano é equivalente a validade do Lema
de Hensel para polindémios de grau 2, conforme o item (iiz) do teorema a seguir. O
item (i7i) estabelece a compatibilidade de A com F2. Para a demonstracdo indicamos
([EP], Teorema 4.2.3, Corolario 4.2.4, p.95), ou ([E]).

Teorema 1.16 Seja (F,v4) um corpo valorizado e suponha car(ky) # 2. Para um
polinomio f(X) = ag+a; X +... +a,X" € A[X], denotamos por f(X) o polinémio
ap+ a1 X + ... +a, X" € kalX]. Sao equivalentes:

(1) (F,va) € 2-henseliano.
(it) A tem tnica extensio & toda extensio quadrdtica F(y/a) de F (a € F*\F?).
(iii) 1+ My c F2.

(iv) Dado um polinémio f(X) € A[X], ménico de grau 2, eu € A* tal que f(i) =0
e f(u) # 0, existe a e A*, tal que a =@ e f(a) = 0.

Exemplo 1 O corpo dos nimeros p-adicos é 2-henseliano. De fato, (Q,,v,) é o

completamento do corpo valorizado (Q, v,).

Exemplo 2 Seja F' = k((X))', conforme o Exemplo 2 antes do Teorema 1.14. O
anel de valorizacio A = k[[X]]" é 2-henseliano e isto pode verificado diretamente,
mostrando que 1 + M4 < F2. O caso geral F = k((X))' pode ser visto em ([EP],
exercicios 3.5.5 e 3.5.9, p.82 e 83 e Observagao 4.1.8, p.92).

Observagao No teorema 1.16 estamos exigindo car(k,) # 2 porque estamos parti-
cularmente interessados na condigao (iii). Note que se (F,v4) é um corpo valorizado
2-henseliano e o corpo K < F(2) é uma extensao de F', entao qualquer anel de va-
lorizagdo de K que estende A é também 2-henseliano. Isto segue de A ter unica

extensao a F'(2).

As definigoes e resultados que expomos na seqiiéncia (até a Definigao

1.17) podem ser obtidos para uma extensao normal N/F qualquer e fazem parte da



1.3 Valorizacgoes e o Grupo de Brauer Relativo 16

teoria geral de valorizagoes. A referéncia para o leitor interessado nos detalhes que
omitiremos é o livro ([E]) de Endler ou o capitulo 5 de ([EP]). Nos interessa o caso
N = F(2), ou seja, a extensao normal F'(2)/F. Seja (F,v4) um corpo valorizado e

C' uma extensdo de A a F'(2). O conjunto
G"(0) := {o € Go(F) | ¢(C) = C}.

¢ um subgrupo de G5(F') e é denominado o grupo de decomposi¢io de C' sobre
F. De ([EP], Lema 5.2.1, p.121) G"(C) é um subgrupo fechado de Go(F) (na
Topologia de Krull). Seja F, = F,(C) o corpo fixo de G"(C) em F(2) e seja
Ayp, = Cn F,. Da Teoria de Galois, G(F(2)/F,,(C)) = G"(C). Se C; é uma extensao
de A, a F(2), entao o Teorema da Conjugacao (Teorema 1.14) afirma que existe
o€ G(F(2)/F,(C)) = G"C) tal que C; = (C). Segue que A, tem tinica extensio
a F(2). Portanto, (Fy, Aj) ¢ uma extensao 2-henseliana de (F, A). Denotamos por
v, uma valorizagao associada & Ay, T'y, o grupo de valores e k;, = A,/ M}, o corpo

residual. Destacamos ainda as seguintes propriedades:

(a) (Fp,vp) é uma extensdo imediata de (F,va4), ou seja, ka = kp e Ty = T,
(conforme [EP], Teorema 5.2.5, p.122).

(b) Se F < K < F(2), entao F;, € K se, e somente se, C' n K é 2-henseliano
(conforme [EP], Coroldrio 5.2.3, p.122).

Definigao 1.17 A extensio (Fy, Ap) € denominada uma 2-henselizacao de (F, A).

Lema 1.18 Seja (F,va) um corpo valorizado, com car(ka) # 2. Seja (Fj,,vp) uma
2-henselizagao de (F,vy4), My, o ideal maximal de Ay, ey, : Fy, — A/ My, a projecao

canonica. Entao,

(a) F, = FE2.

(b) F2nF = (14 My)E2
Demonstracao (a) Como (Fy,vy,) é uma extensao imediata de (F,v,), para cada
z € [, existe ¢ € F* tal que va(z) = vp(c). Isto implica que z¢ ' € AX. Como
kn = ka, podemos encontrar u € A* tal que m,(zc™!) = m,(u) e concluir que

zetut € 14+ M, < E2, pois Aj, é 2-henseliano (veja Teorema 1.16, item (ii)).
Portanto, = € FF2.
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(b) Tome z € F}%mF Seja x € Fj, tal que z = x?. Como na prova do item (a), existem
c,u € F* tais que = € cu(l + My). Com isto, z2(cu)?> € (1 4+ Mp) n F =1+ My,
Assim, z € (1 + MA)F2. A outra inclusao segue de 1 + M4 c 1+ M, F,f

O

Dado o corpo valorizado (F,v4) e uma 2-henselizacao (F, v,), a aplicagao
natural r : W(F) — W(F},) é sempre sobrejetiva. De fato, seja (ay, ..., a,y € W(F},).
Pelo item (a) do Lema 1.18, a; = b;c?, para certos b; € F* e ¢; € F,. Com isto, r
aplica a forma quadratica sobre F' dada por <{by,...,b,) em {aq,...,a,). Em geral,
para uma extensao de corpos K /F, o nicleo de r: W(F) — W(K) é denotado por
W(K/F) e é conhecido para alguns tipos de extensoes:

e Se [K : F] é um ntimero impar, entao W (K/F) = {0} ([L;], Th. 2.7, p.194).

e Se K = F(y/a), entao W(K/F') é o ideal principal de W (F') gerado pela forma
(1,—ay (conforme [L;], Teorema 3.2, p.197).

Para o caso em que estamos interessados temos o seguinte resultado.

Teorema 1.19 (Knebusch) Seja (F,v4) um corpo valorizado, car(ka) # 2, e seja
(Fh, vp) sua 2-henselizagdo. O nicleo da aplica¢ao natural W(F) — W (Fy,) € gerado
pelas 2-formas de Pfister (1, —ty, com t € 1+ M4.

Demonstracao Seja G4 = I'4/2I"4. Na Proposicao 2.4 de ([Kn]), Knebusch define
uma aplicagdo A : W(F) — W (ka)[Ga], que ele demonstra ser um epimorfismo
de anéis e cujo nicleo é gerado por {(1,—t) |t € 1 + My}. Portanto, no caso 2-
henseliano, tem-se um isomofismo: ja verificamos a sobrejetividade e pelo Teorema
1.16, tem-se 1 + M4 < F2, o que prova a injetividade. Em particular, W (F},) é
isomorfo a W(ka)[G ] (lembre que kj, = ka e 'y =T). ! Temos assim o diagrama

comutativo abaixo, que em particular mostra que Ker(r) = Ker(A). o

W (F})

TN

W (F) 2 W (ka)[G

!Quando I'y = Z, a valorizacdo v4 : F' — I's U {00} é chamada de uma valorizacdo discreta (ou
valor absoluto nao arquimediano) de F. Diz-se que (F,v4) é completo se com respeito a métrica
d(z,y) = e *(*=¥) qualquer seqiiéncia de Cauchy for convergente. Sendo (F,v,) completo, o
famoso Teorema de Springer ([L;], Teorema 1.4, p. 146, junto com o Coroldrio 1.7, p.147) afirma
que W (F') é isomorfo a W (k4)[Z/2Z)]. O teorema de Knebusch é uma generalizagao deste resultado.
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O objetivo principal deste capitulo é a demonstracao do préximo teo-
rema, que é uma versao do Teorema de Knebusch para oBr(F) e descreve o grupo
de Brauer relativo Br(F},/F'). Faremos isto calculando o nicleo da restri¢ao resg p :
I’F/I3F — I*F,/I?F}, (veja Observacao 2 apds o teorema 1.13) e aplicando o Teo-

rema de Merkurjev. Iniciamos com o seguinte lema técnico.

Lema 1.20 Sejam aq,...,a, elementos quaisquer em F*, com n = 2. Entao:

{d,—aras...a,) = Z<1, —a;) —Z A, —a; X1, —a;) + g, em W(F), com ¢, € I’F.
i-1

1<i<j<n

Demonstracao Procederemos por inducao sobre n. Para n = 2, temos:
<1, —CL1> + <17 —CL2> = <1, —a1, —Q9, 0109, —Q10Q9, 1> = <]_, —CL1><1, —CL2> + <17 —a1a2>.

Note que no caso n = 3 comecam a aparecer os termos em [°F, conforme segue.
{1, —ajasaz) = {1, —ay) + (1, —asazy — {1, —a; {1, —asas)
=, —a1) +{1,—az) + {1, —azy — {1, —az (1, —as3)
= (L =an) (=) + (1, —ag) = (1 ~azX1, ~as))

= §<17 —ai> - Z <1, —(Ii><1, —CLj> + <1, —a1><1, —CL2><1, —a3>.

1<i<j<3

Aplicando o caso n = 2 e a hipdtese indutiva para n — 1, segue que:

A, —aras...an) =1, —aras...apn_1) + {1, —a,) — {1, —a, X1, —aras ... an_1) =
n—1 n—1
St —ay=% (et -+ —and( D —ay-F (et —a))+
i—1 1<i<j<n—1 i—1 1<i<j<n—1

+(L =)+ g1+ {1, —an)Gp1, com g1 € I°F.

:i<1,—ai>—2 A, —a; X1, —a;)+ Z A, —a, X1, —a; )1, —ay+q, 1{1, 1, —a,)

1<i<j<n 1<i<j<n—1

que ¢ o desejado com ¢, = >, (1, —a, X1, —a;){1, —a;) + ¢,—1{1,1, —a,), con-

1<i<j<n—1

cluindo a demonstragao.

No teorema seguinte, lembre que o grupo de Brauer relativo Br(F},/F) é
o niicleo de resp, /p : 9Br(F) — oBr(Fy), (F,a,b) — (Fi,a,b).
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Teorema 1.21 Seja (F,v4) um corpo valorizado e (Fy,vy) uma 2-henselizagao.

(I) O mnicleo da restrigao resp, ;p : I°F/I°F — I*F,/I?F,, € gerado pelo conjunto

{@XL—@@;%)+PF

a,be F*, tel+ My }
(II) O grupo de Brauer relativo Br(F,/F') € gerado pelo conjunto

{(R%o aepxte1+wu}

Demonstragao (I) Para simplificar, denotaremos resp, /» simplesmente por resy,.

Do Teorema 1.19, o nicleo da aplica¢ao natural r entre W (F') e W (F},) é gerado por

{(1,—t) : t e 1 + M4}. Note que os elementos do nicleo de res, sao as classes com

representantes em Ker(r) N I2F, ou seja, se q; € Ker(resy,), entdao ¢, + I*F = q+ I3F,

com ¢ = Y {a;}1,—t;), para a; € F* e t; € 1 + My4. Temos que o determiante 2
i=1

d(q) ¢ (1) ... t,F2. Por outro lado, do Coroldrio 2.2, p.32, de ([Ly]), o fato de ¢

n(2n+1) Fz‘

pertencer a I?F, junto com dim(q) = 2n, implica em d(q) = (—1) Segue

que tity...t, € F2. Trocando t, por ty...t, 1 e aplicando o Lema 1.20, temos que

q= 2<ai><1, —tiy+ (1, —tity. .. th_1Xan)

1<i<j<n—1

= Tt =t (S0 =3 (Lt 1)+ s ). com gy € PF

= E@ia a1, =ty — > {1, =1, —t;)}an) + {an)gn_1, cOm g, 1 € I*F.

1<i<j<n—1
Como cada parcela da soma acima estd em I2F, temos

n—1

q+ I’F = Z] {az,an)(1l, =ty — > 1, =t;)1, —t;Xany + I°F.

Note que {a;, a,) = {1,a; X1, a,) — {1, a;a,) em W(F). Desta forma,
lai, a1, —t;y = —(1, a;a,){1, —t;» mod(I’F).

Substituindo na expressao de g + I*F acima, temos o resultado.

2Se f =<{ay,...,an), lembre que o determiante de f é d(f) = (ay ...a,)F?, conforme (1.1).
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(IT) O Teorema de Merkurjev (Teorema 1.12) afirma que a extensao por linearidade
de v : I’F/IPF — 4Br(F), (1, —a,—b,aby + I’F + (F,a,b), ¢ um isomorfismo. De
([Ly], Lema 3.2, p.114), v aplica

{a,b,c,abc) + I*F em (F,—ab, —ac). (1.3)

Analogamente, o mesmo vale para v, : I°F,/I3F, — ,Br(F},). Considerando a

restrigao resy, : [?F/I*F — I*F},/I*F,, temos um diagrama comutativo:

PF/PF % I°F, /I3F,
’Y\Ll ’thl
,Br(F) —="~ ,Br(F})

Do item (I), Ker(resy) é gerado por {(b)(1, —a){1, —t)+I*F :a,be F*, t € 1+ M}.
Aplicando (1.3), obtemos:

Y((bX1, —a)1, ~t) + I’F) = (F,a,t), paratodoae F*, tel+ My  (1.4)

Para © = ) (F,a;b;) € Ker(res;) seja y : Z<1 —b;, a;b;) € I*F. Assim,
i1
0 = resy(x) = resp(Y(y + IP°F)) = yu(resp(y)). Segue que y + I*F), € Ker(v;,). Como

v, 6 injetiva, temos y € I*Fy,. Logo, y + I*F € Ker(res;). De (1.4), temos que
x = v(y) pertence ao subgrupo gerado por {(F,a,t) |a€ F*,t € 1+ Ma}. -

O corolério seguinte pode ser aplicado a um corpo F' qualquer e descreve
adequadamente o somando direto que permite expressar oBr(F") em fungao da parte

de 2-tor¢ao do grupo de Brauer de um corpo valorizado 2-henseliano.

Corolario 1.22 Seja (F,va) um corpo valorizado e (F,vy) uma 2-henselizacao.

,Br(F) = <{(F, o) aeF*tel+ MA}> D sBr(Fy)

Demonstragao Inicialmente verificaremos que a restri¢ao resy, : oBr(F) — oBr(F},)
¢ sobrejetora. Lembramos que as algebras de quatérnios sobre Fj, sao os geradores
de oBr(F},) (cfe Teorema 1.12). Seja (Fp,a,b) € oBr(F}). Do Lema 1.18, existem
a1, by € F* ec,d e Fy, tais que a = a;c® e b = byd?. Assim, res(F,ay,by) = (Fy,a,b).
Temos assim uma seqiiéneia exata 1 — Br(Fj,/F) — oBr(F) =3 ,Br(F,) — 1.

Como 9Br(Fj) é um Fay-espago vetorial, a seqiiéncia cinde. =
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Seja (F,v4) um corpo valorizado e R(F') o Radical de Kaplansky de F'.
No Lema 2.2 do préximo capitulo veremos que a € R(F') < (F,a,x) = 0, para todo
r € F*. Assim, se 1 + My < R(F), segue imediatamente do corolario 1.22 que
9Br(F') = 3Br(F},). Desta forma, um corpo valorizado 2-henseliano nao se distingue
de um corpo com um anel de valorizagdo R-compativel (1 + M, < R(F')) quando
nos referimos a parte de 2-tor¢ao do grupo de Brauer. A grosso modo, podemos dizer
que corpos R-compativeis e corpos 2-henselianos possuem “as mesmas” algebras de
divisao de indice 2 no grupo de Brauer, embora possam diferir pela nao trivialidade

do radical (1), como veremos no capitulo seguinte.



CAPITULO 2

Valorizacoes e o Radical

Neste capitulo iniciamos o estudo de corpos que admitem um anel de
valorizacao compativel com o Radical de Kaplansky. Comecamos com as principais
propriedades do radical. A seguir, faremos duas se¢oes de exemplos de corpos para
os quais o radical é conhecido, com atengao especial aos casos R(F') = F? (corpos
fracamente hilbertianos) e R(F) = F (“caso livre”). Veremos que ocorre R(F) = F?
num corpo que possui um anel de valorizagao 2-henseliano, o que permitird concluir
que radical e elementos rigidos “nao convivem” num corpo. Quando R(F) = F ,
veremos que F' tem propriedades aritméticas muito simples. Na terceira secao,
continuamos nosso estudo descrevendo as relacoes entre o radical e as valorizagoes
do corpo. Concluimos este capitulo com a descricao do conjunto de todos os anéis
de valorizacao R-compativeis no corpo F. A grosso modo, esta descricao permite

concluir que basta considerar um anel de valorizacao R-compativel de F'.

O Radical de Kaplansky de um corpo F' foi primeiramente definido em
([K]) como o radical do simbolo de Hilbert: F* x F* — {£1}, que associa (a,b) — 1
se, e somente se, a dlgebra de quatérnios (F,a,b) é isomorfa a My(F), a algebra de
matrizes 2 x 2 sobre F. Assim,

a€ R(F) < (F,a,b) = My(F), para todo be F*.

Com isto, j& se pode ver que F? < R(F). Dizemos que o simbolo é perfeito se

os quadrados forem mesmo os unicos elementos em R(F'), isto é, F' é fracamente
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hilbertiano. No outro extremo, dizemos que o simbolo de Hilbert é degenerado se
R(F) = F.

Considerados os Fy-espacos vetoriais F'/EF?2 e ,Br(F), o radical do corpo F
também pode ser visto como o radical da aplicacio bilinear F'/F2x F/F?* — ,Br(F),
dada por (aF2 bE?) — (F,a,b).

A definicao abaixo tem a vantagem de facilitar a verificacao das pro-

priedades do radical, conforme veremos na seqiiéncia.

Definicao 2.1 Seja F' um corpo. Definimos o Radical de Kaplansky de F' por:

zeFx
Lema 2.2 Seja F' um corpo e R(F) seu Radical de Kaplansky.
(a) R(F) é um subgrupo de F.
(b) F>c R(F)< F.
(c) As afirmagdes seguintes sao equivalentes:

(i) a € R(F).
(17) A 1-forma de Pfister (1, —a) é universal, ou seja, Dp(l, —a) = F'*.
(i7i) (F,a,b) =0, para todo be F*.

(iv) A 2-forma de Pfister {1, —a, —b, aby é hiperbdlica, para todo b € F*.
Demonstracao O item (a) é trivial, pois Dp(1l,z) é um subgrupo de F, conforme
o item (b) do Lema 1.7. O item (b) segue da definigao. Pelo item (¢) do Lema 1.7,

a € Dp{l, —b), para todo b € F* < be Dp(l,—a), para todo a € F'*.

Com isto temos provado a equivaléncia (i) < (ii). Lembrando que (F,a,b) = 0 <
be Dp(l,—a) (Lema 1.8), a equivaléncia (ii) < (ii7) também segue adicionando-se
o “para todo.”

(1ii) < (iv): Da observagao seguinte ao Lema 1.11, temos (F,a,b) = 0 < (F,a,b) =
(F,1,—1). Do Lema 1.11, isto é equivalente a (1, —a, —b,ab) = (1,—1,1,—1). o
Observacao Do Teorema 1.13, temos que o nucleo da restri¢do res : yBr(F) —
oBr(F(y/a)) é dado por Br(F(y/a)/F) = {(F,a,b) | be F*}. Portanto, se a € R(F),
segue do item (4ii) do Lema 2.2, que resgp : 2Br(F) — 9Br(K), (F,a,b) — (K, a,b)

é um monomorfismo.
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2.1 Corpos Hilbertianos e Quase-Pitagoricos

Nesta secao faremos uma pequena classificacao de corpos segundo o Radi-
cal de Kaplansky. Estudaremos algumas propriedades elementares de cada classe. A
nomenclatura resumida na definicao abaixo esta de acordo com os nomes habitual-
mente utilizados na literatura, exceto os itens (a) e (e), que sao introduzidos neste
trabalho.

Definicao 2.3 Seja F' um corpo.
(1) Dizemos que o radical de F ¢ trivial se R(F) = F'2 ou R(F) = F.
(2) Por defini¢ao, o corpo F é:

(a) fracamente hilbertiano, se R(F) = F2.

(b) pré-hilbertiano, se ;Br(F) € o grupo com dois elementos

( i.e. sobre F' s6 existe uma unica dlgebra de quatérnios nao trivial).
(¢) hilbertiano, se F' é pré-hilbertiano e fracamente hilbertiano.
(d) quase-pitagérico, se R(F') = Dp(1,1).
(e) “caso livre”, se R(F) = F.
A seguir faremos um lema técnico, que sera utilizado em exemplos deste

capitulo. O lema fornece duas formas alternativas de verificar que um corpo é quase-

pitagérico.

Lema 2.4 Seja F' um corpo e R := R(F') seu Radical de Kaplansky.
(a) R+ R < Dp(1,1) U {0}.
(b) As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) F é quase-pitagdrico.
(ii) R =Y F2.
(i1i) R+ R < R.
Demonstracao A afirmacao inicial é trivial se —1 € R. De fato, neste caso o

item (i4) do Lema 2.2 diz que D(1,1) = F. Suponha —1 ¢ R. Sejam z,y € R ¢
denotemos * + y = yz, onde z = 1 + zy~'. Temos —zy™' =1 — 2z € D{,—2).
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Também, zy ! € R« D{1,—2). Como D{1,—=z) é subgrupo de F, segue que —1 =
—xy Yay 1)t e D{,—z). Isto implica que z € D{1,1). Portanto, = +y € D{1, 1).
(1) = (i) Note que basta provar S F2 c R. Sejam 21,...,1, € F*, com n > 2.
Procedendo por indugio sobre n, vamos assumir que y := z?+...+22_, € R. Entao
y+22€e R+ Rc D{,1)u {0} = Ru {0}, pela afirmagao inicial do lema e por (b).
(i1) = (iii) E trivial.

(i17) = (i) Suponha R + R < R. Entao z* + y* € R, para todos =,y € F'*. Logo,

D{1,1) c R. A inclusao contraria é trivial. o

O primeiro caso de trivialidade do radical é um corpo que denominamos
anteriormente de fracamente hilbertiano. Dentre os iniimeros exemplos, destacare-

mos duas classes (nao disjuntas) de corpos fracamente hilbertianos:

(1) Corpos pitagdricos. Lembre que F' é pitagdrico se toda soma (finita) de quadra-
dos é novamente um quadrado (ou seja, F? Fz) Sendo F' pitagdrico, temos que
F é fracamente hilbertiano, pois R(F) € Dp(1,1) € X F? € F2,

(2) Corpos com um elemento birigido e com —1 ndo sendo um quadrado. Isto é, um

corpo F', para o qual —1 ¢ F? ¢ existe um elemento a € F*\ + F? tal que
Dp(l,a) = F?2 UaF? e Dp(l,—a) = F*U —aF?.

Da Definigao 2.1, R(F) < Dp{l,a) n Dp(l, —a). Note que esta interse¢ao é neces-
sariamente igual a 2, Portanto, F' é fracamente hilbertiano. Um caso particular
desta classe ¢ uma extensao finita do corpo dos ntimeros p-adicos @Q,. Em geral,
veremos que se (F,v4) é um corpo valorizado 2-henseliano para o qual o grupo de
valores ['4 nao é 2-divisivel, isto é, I'y # 2I"4, entao F' admite pelo menos um ele-
mento birigido. Portanto, se ocorrer que —1 ¢ F 2 entao F é fracamente hilbertiano.
Caso —1 € F 2 a situacao nao é tao simples e vamos postergé-la para o final da

segunda secao.

Definigao 2.5 Seja F' um corpo. Uma ordem de F' é um subconjunto P < F, tal
que —=1¢ P, PPc P, P+ PcPeF=Pu-P.

Definindo = <p y < y — x € P temos uma relagdo de ordem (total) em
F paraaqual P={re F : 0 <p z}. Note que S F? c P, para toda ordem P

de F'. O corpo F' é chamado de formalmente real se —1 ¢ S 2. Se F admite uma
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ordem P, entao F é formalmente real, pois —1 ¢ P. O Teorema de Artin-Schreier

([Ly], Teorema 1.12, p.236) estabelece a validade da reciproca.

Escolhendo um corpo pitagérico formalmente real F', com n + 2 ordens
e (F* : F?) = 2! Berman ([Be], Teorema 2.3) mostrou que F(y/—1) é um corpo
pré-hilbertiano, que nao é hilbertiano, e tem 2" classes de quadrados. Para o caso

formalmente real temos:

Teorema 2.6 Sdo equivalentes:

(1) F é um corpo pré-hilbertiano formalmente real.
(ii) (F: R(F))=2.
(iii) F € formalmente real e R(F) = Y, F? ¢ a tinica ordem de F.

Demonstracao (i) = (it) Como F' é formalmente real, —1 ¢ D{1,1) e portanto,
(F,—1,—1) é atinica élgebra de quatérnios nao trivial. Vamos verificar que D{1,1)
R(F). Suponha por contradi¢ao, que = € D{1,1)\R(F'). Entao existe y € F'* tal
que (F,z,y) = (F,—1,—1). Do Lema 1.11, temos {1, —z,—y,zyy = {1,1,1,1).
Segue que —x € Y F?. Como Y F? é subgrupo de F’, temos —1 = —xx ! € ZFQ,
contradizendo o fato de F' ser formalmente real. Portanto, D{1,1) < R(F’). Lembre
que R(F') estda sempre contido em D{1,1) e assim, R(F') = D(1,1). Agora podemos
verificar que (F : R(F)) = 2. Se a ¢ R(F) = D(1,1), entdo (F,a,a) = (F,—1,—1).

Segue que (—a, —ay = {1,1). Logo, —a € D{1,1), o que conclui a demonstragao.

(1) = (i) Verificaremos que R(F') = D{1,1). Pela Definigao 2.1, temos R(F) <
D{1,1). A condicio (F : R(F)) = 2 implica D{1,1) = R(F) ou D{1,1) = F.
Supondo que ocorre a tultima igualdade, chegaremos numa contradigao. Pelo item
(i1) do Lema 2.2, temos —1 € R(F). Seja a € F\R(F). Novamente, R(F) c D{1, a)
implica D(1,a) = R(F) ou D{1,a) = F. Contudo, nenhum destes casos pode
ocorrer. De fato, se D{1,a) = R(F), entdao a € R(F), contradizendo a escolha
de a. Por outro lado, se D{1,a) = F, entdo —a € R(F) e como —1 € R(F) e
R(F') é grupo, temos novamente que a € R(F'). Temos portanto R(F) = D{1,1).
Segue do Lema 2.4 que R(F) = ¥ F2. Verificamos acima que —1 ¢ R(F). Segue
que F é formalmente real. Observe que a tunica algebra de quatérnios nao trivial é
(F,—1,-1).

(i1) = (i4i) Segue dos argumentos utilizados em (2) = (1).

(iii) = (ii) E trivial. 5
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Definicao 2.7 Um corpo F' satisfazendo umas das condigoes equivalentes do item

(b) do Lema 2.4 € denominado um corpo quase-pitagérico.

O nome vem do fato evidente que F' é pitagdrico se, e somente se, é

quase-pitagérico e fracamente hilbertiano.

Além dos corpos pré-hilbertianos formalmente reais, exemplos de quase-

pitagoricos sao os corpos SAP, como veremos nas secoes 2 e 3 do capitulo 4.

O resultado basico sobre corpos quase-pitagéricos é o teorema seguinte.
Assumiremos que uma forma quadrética de torgao é um elemento de tor¢ao de W (F'),
o anel de Witt do corpo F. Por ([L;], Teorema 4.2, p. 388), a forma quadrética
q = Y1, —a; )1, =b;) é de torcao se, e somente se, b; € 3, E2.

Teorema 2.8 Dado o corpo F, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) R(F) = Dp(1,1) (= X F2, pelo Lema 2.4).
(it) I*F ¢ livre de torcao.

(1ii) Toda 2-forma de Pfister de tor¢ao € universal.

Demonstragao (i) = (i7) Lembre que I2F é gerado pelas 2-formas de Pfister. Seja
q = Y1, —a; 1, —b;y € I*F de torgao. Pelo teorema citado acima, temos b; € 3. F?
Por hipétese, b; € R(F). Portanto, ¢ = 0.

(ii) = (iii) E claro.

(1i1) = (i) Sejax € Dp{1,1)e a € F*. Do teorema citado acima, f = (1, —a){1, —z)
é de torgao. Segue da hipétese (iii) que f é universal. Como isto vale para todo

a € F*, temos que z € R(F).

O

Note que se F' é quase-pitagérico nao formalmente real, entao R(F') = F ,

que é o exemplo da proxima secao.
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2.2 0O Caso Livre

O segundo caso de trivialidade do radical é R(F) = F, ou “caso livre” ,
como ficara evidente. Esta situagao s6 pode ocorrer em corpos nao formalmente
reais, pois —1 € R(F) < Dp(1,1). Como exemplos, temos os corpos finitos e os
corpos de fungbes racionais sobre um corpo algebricamente fechado conforme ([Ly],

Proposigao 3.8, p.38) e ([L1], Proposigao 3.4, p.36).

Se R(F) = F , entao muitas das propriedades aritméticas do corpo F'
sao mais simples que na maioria dos casos. Isto ocorre especialmente no contexto
de formas quadraticas. Veremos na se¢ao 3 do capitulo 4 que o u-invariante (veja
comentarios anteriores ao Lema 4.13) de um corpo no caso livre é menor ou igual
a 2. Se R(F) = F, as formas quadraticas sobre F sdo classificadas pela dimensao
e pelo determinante. Em outras palavras, duas formas quadraticas sobre F' sao
isométricas se, e somente se, elas tem a mesma dimensao e o mesmo determinante.
De fato, seja f = {ay,...,a,) uma forma quadratica sobre F'. Como {1,ajas) é
universal, ela é equivalente a {(a;,as), conforme o exemplo seguinte a Proposicao
1.3. Indutivamente, f equivale a {(1,...,1,d(f)).

O nome da classe de corpos estudados nesta secao deve-se ao fato de que

a hipétese R(F) = F implica que Go(F) é um pro-2-grupo livre.

O pro-2-grupo livre G gerado por um conjunto J é obtido introduzindo
uma topologia no grupo livre abstrato (G; gerado por J. Uma base de vizinhangas

de 1 para esta topologia ¢ tomada como o conjunto de todos os subgrupos normais
N de G, tais que

(1) G1/N é um pro-2-grupo.
(2) N contém quase todos (todos exceto um nimero finito) os elementos de J.

Com isto, G é definido como o limite projetivo lim G1/N, com N percorrendo o

conjunto de todos os subgrupos normais de GG satisfazendo (1) e (2).

Seja N/F uma extensao galoisiana de corpos. Vamos denotar por u o
grupo das raizes da unidade contidas em N. Seguindo a notagao de ([Ri], Definigao
1.1, p.91), ou ([KMMT], p.384), 1 é um caso particular de um G-médulo discreto,
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onde o grupo G = G(N/F) age continuamente em p através da aplicagao (o, &) —
o(€), e G, Eep.

Um I-cociclo é uma aplicagao continua ¢ : G — pu, tal que:
o(oT) = @(o)o(p(T)), para todos 0,7 € G.

Denotamos por Z'(G) = Z'(G, ) o conjunto dos 1-cociclos. Dado ¢ € G, a multipli-
cacao dos 1-cociclos ¥, € Z*(G) é definida por pi(c) = (o) (7). Esta operagao
faz de Z'(G) um grupo abeliano. Dizemos que dois 1-cociclos p,1 € Z1(G, u) sao
cohomdlogos (ou equivalentes) se existe a € u tal que (o) = ap(o)o(a)™l. Seja
HY(G) = HY(G, ) o conjunto das classes de equivaléncia de 1-cociclos. A opera-
¢ao acima induz uma estrutura de grupo abeliano em H'(G), que é denominado o

primeiro grupo de cohomologia de G com valores em .

Um 2-cociclo é uma aplicacao continua ¢ : G x G — p, que satisfaz:

o(p(oT))p(o,7p) = @(oT, p)p(o,T), para todos 0,7, p € G.

Denotamos por Z%(G) = Z*(G, 1) o conjunto dos 2-cociclos. Dizemos que ¢, €

Z*(G) sao cohomdlogos (ou equivalentes) se existe uma aplicagao continua d : G — p,
tal que (o, 7) = a(6(7))d(07) " (0, T), para todos 0,7 € G.

As classes de equivaléncia de 2-cociclos formam um grupo abeliano denotado por
H?*(G) = H*(G, 1), e que é denominado o sequndo grupo de cohomologia de G com

valores em .
Proposicao 2.9 Seja F um corpo. Sao equivalentes:
(i) R(F)=F.
(it) I*F = {0}, ou seja, toda 2-forma de Pfister é hiperbdlica.

(i13) oBr(F) = {0} (i.e., toda F-dlgebra central simples de indice 2 € uma dlgebra

de matrizes sobre F).

(iv) O pro-2-grupo de Galois Go(F) € livre.
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Demonstracao Na secao sobre formas quadraticas vimos que I?F é o ideal de
W (F) gerado pelas 2-formas de Pfister (1, —a, —b, ab), a,b € F*. Com isto, a equi-
valéncia (i) < (ii) é imediata do Lema 2.2.

(i1) = (i17) Lembre que o Teorema de Merkurjev (Teorema 1.12) afirma que I?F /I3 F
é isomorfo a oBr(F).

(iii) = (iv) Seja H*(G,u) o segundo grupo de cohomologia de G = Go(F) com
valores em = 7Z/27. Pelo Teorema 6.3.4, p.300 de ([N]), H*(G,u) e 2Br(F) sao
canonicamente isomorfos (veja a observagao seguinte a esta demonstragao). As-
sim, segue da hipdtese (iii) que H*(G,u) = {0}. Por ([Ri], Teorema 6.5, p.235),
H?(G, u) = {0} se, e somente se, Go(F) é livre.

(iv) = (i) Suponha Go(F) livre. Dos argumentos acima, {0} = H*(G, u) = oBr(F).
Portanto, (F,a,b) = 0, para quaisquer a,b € F*. Aplicando o Lema 2.2, temos
R(F) =F. i
Observagao No teorema que citamos, o isomorfismo entre H?(G, i) e oBr(F) nao
¢ obtido diretamente. Para descrevé-lo, é necessario considerar o produto cup:
v HY(G) x HY(G) — H?*(G), (a,b) — (a) u (b) (veja [Ri], Definigao 6.1, p.179).
O isomorfismo desejado é dado pela extensao por linearidade da aplicagao oBr(F') —
H?(G), dadapor (F,a,b) — (a)u(b). Definindo I*F/I*F — H*(G), {1,—a,—b,ab)+

IPF — (a) u (b), fecha-se o triangulo comutativo

H*(G)

RN

I’F/I’F ! ,Br(F)

onde a aplicacao v é o “isomofismo de Merkurjev”, visto no capitulo 1.
Elementos Rigidos x Radical

Vamos retomar brevemente a discussao sobre elementos (bi)rigidos e radi-
cal, iniciada apds o Lema 2.4. Vimos que se F' é um corpo com —1 ¢ F? e admi-
tindo um elemento a € F*\ + F2 que é birigido, isto é, Dp(1,a) = F? U aF? ¢
Dp(1,—a)y = F? U —aF?, entdo F é fracamente hilbertiano (R(F) = F?).

Definicio 2.10 Seja F um corpo. Se a € F*\ + F2 ¢ Dp(1,a) = F2 U aF?, entio

dizemos que a € rigido.
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Da Definicao 2.10 e comentarios precedentes, a é birigido se, e somente

se, a e -a sao rigidos.

Proposicao 2.11 Se o corpo F possui um elemento a € F*\ + F? que € rigido,

entao ocorre uma, e somente uma, das sequintes alternativas:

(1) F ¢ fracamente hilbertiano, isto é, R(F) = F2.
(2) F € quase-pitagorico formalmente real, com R(F) = F? U aF?.

(3) =1 € F? e neste caso, F = F2 U aF? ¢ R(F) = F (caso livre).
Demonstragao Seja a € F'* um elemento rigido. Temos que R(F) € Dp(l,a) =
F2 U aF? Se a ¢ R(F), entdo ocorre a possibilidade (1). Vamos assumir que
a € R(F). Caso R(F) = F, entao —1 € F? ¢ ocorre (3). Podemos entio supor
que R(F) = Dp(1,a) = F2 U aF? ¢ R(F) # F. Pelo item (d) do Lema 1.7, temos
Dp(1,1Y A Dp{1,a) = Dp1,1)> n Dp(1, —a). Mas Dp(1, —a) = F, pois a € R(F).
Assim, Dp(1,1) € Dp{1l,ay = R(F). Portanto R(F) = Dp(1, 1), mostrando (2). o

Como conclusao, elementos rigidos praticamente excluem a existéncia de
radical nao trivial. Apenas um elemento birigido ja faz com que o radical seja o

grupo dos quadrados, caso —1 nao seja um quadrado.

No exemplo seguinte ao Lema 2.4, citamos que se (F,v4) é corpo valori-
zado 2-henseliano e I'y # 21" 4, entao F' admite um elemento birigido e caso —1 ¢ F 2

entao I’ é fracamente hilbertiano.

Observagdo Se —1¢€ F? e a € F* ¢é birigido, temos simplesmente que Dp(l,ay =
Dp(l,—a)y = F2UaF™. Aqui, a defini¢ao de rigidés e birigidés coincidem. Neste caso,
pode-se produzir um exemplo de um corpo valorizado (F,v,) 2-henseliano que nao
é fracamente hilbertiano, mesmo quando o grupo de valores I'4 nao é 2-divisivel. A
saber, o corpo das séries formais F' = C((t)) (veja o Exemplo 2, anterior ao Teorema
1.14) possui um anel de valorizagao 2-henseliano dado por A = C[[t]]. O grupo de
valores é [y = 7Z e —1 € 2. Utilizando um resultado do capitulo seguinte (Lema
3.8), vamos obter que F' = F2 U tF2. Como Dp(l,—t) = F2 U tF? = I, temos que
t € R(F). Segue que R(F) = ' # F? e portanto F' ndo é fracamente hilbertiano.
Em particular, este exemplo mostra que nao podemos dispensar a condicao —1 ¢ F?

para afirmar que corpos valorizados 2-henselianos sejam fracamente hilbertianos.

Estudadas as principais propriedades do radical, passaremos agora a exa-

minar as relagoes entre valorizacoes e radical.
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2.3 Radical de Kaplansky e Valorizacoes

Os exemplos das duas ultimas secoes deixam bem claro que o conheci-
mento do Radical de Kaplansky de um corpo F' é fundamental para o entendimento
das propriedades aritméticas de F', principalmente no que se refere as formas qua-
draticas. Ficou evidente a importancia de podermos “calcular” o radical, isto é,
obter R(F') igual a um subgrupo de F , com o qual se possa trabalhar com mais
facilidade. Os exemplos estudamos abrangem praticamente todos os tipos de corpos
para os quais o radical pode ser descrito de forma simples. Contudo, o caso livre é
bastante restritivo e o caso fracamente hilbertiano, apesar de freqiiénte, nao pode
ser esperado na maioria das aplicagoes. De fato, a trivialidade R(F') = F? nao se
mantém sequer para extensoes quadraticas de F. Por exemplo, ja citamos um re-
sultado de Berman ([Be]) que afirma que se F' é um corpo pitagérico e formalmente
real, escolhendo K = F(y/—1), entdo o indice (R(K) : K2) pode ser prescrito como
qualquer nimero natural, desde que se escolha F' com nimero suficiente de ordens.
Portanto, é importante que se amplie o conjunto dos corpos para os quais o radical

possa ser bem descrito.

Veremos nesta secao que se F' admite um anel de valorizacao A que é
R(F)-compativel, entdo o radical pode ser descrito como R(F) = (1 + M4)F? =
localizador de A, a menos de poucas excecoes. Portanto, a teoria de valorizacoes
contribui para a solucao do problema descrito no paragrafo anterior. Mostraremos
a “viabilidade técnica” do caso R(F) = (1 + M4)F2. Isto &, verificaremos que em
geral este caso produz um radical nao trivial, e diferente de Dp(1,1). Para evitar
repetigdes desnecessarias nos resultados seguintes, lembramos que dizer que (F,v4)

¢ um corpo valorizado subentende-se as notagoes:

Grupo de valores de vy : 'y

Valorizagao : va: F— T4 0 {oo}
Ideal maximal de A : My

Corpo de residuos : ka:=A/ My
Projecao canonica : A A—>ky

Iniciaremos verificando que “quase” todo corpo valorizado 2-henseliano é

fracamente hilbertiano, isto ¢, R(F) = F2.
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Lema 2.12 Se (F,vs) € um corpo valorizado 2-henseliano, com car(ky) # 2 e
'y #2I'4. Se —1¢ FQ, entao F' é fracamente hilbertiano.

Demonstracao Conforme o item 2 seguinte ao Lema 2.2, basta verificar que F
possui um elemento birigido. Provaremos que todo a € F*, com wva(a) ¢ 2I'4, é
birigido. Isto ocorre se para todo x,y € Fz, tivermos x + ay € F2UaF%ex — ay €
F2 U —aF?. Como vy(a) = va(—a), é suficiente verificar que = + ay € F2 U aF2.
Primeiro note que va(a) ¢ 204 < a € FX\AXF2. Segue que va(x) # valay). Se
va(ay) > valz), entdo ayz=' e My ez +ay = (1 + ayz—")z € (1 + My)F? c F2,

Analogamente, se v4(az) < v4(y), temos que z + ay € aF. o

No contexto do Lema 2.12, ja observamos no final da se¢ao anterior que a
hipétese —1 ¢ F? nao pode ser retirada. Também a hipdtese 'y # 21" 4 é necessaria,

conforme veremos apds a Proposicao 3.1.

Seja (F,v4) um corpo valorizado. Na maioria dos casos, a compatibili-
dade 1+ M, c R(F) implica na igualdade R(F) = (14+M 4)F2. De fato, a inclusao
R(F) < (1 + M4)F? nao ocorre somente em alguns corpos com propriedades bas-

tante restritivas. Mais especificamente, a hipdtese
(F,v4) é um corpo valorizado com kg # ka(2) e 'y # 2I'4 (2.1)

implica R(F) < (1 + M4)F?, conforme o lema seguinte.

Lema 2.13 Seja (F,v4) um corpo valorizado. Suponha que R(F) ndo estd contido
em (1 + M4)F2. Entio

(a) (FA : 2FA) < 2.

(b) Caso (T4 : 20'4) = 2, entdo ky = k%. Consequentemente, se car(k) # 2,

entdo k, € quadraticamente fechado.

Demonstragio Seja r € R(F)\(1 + M4)F% De r ¢ (1 + My)EF? segue que
0 = v(a — rb) = min{v(a),v(rb)}, para todos a,b € F2, com a — br # 0. De fato, se
o minimo for v(a) e v(a —rb) > v(a), entdo r € (1 + M4)EF?2. Anslogo, se 0 minimo
for v(rb) e v(a — rb) > v(rb), temos r € (1 + M4)F?. Na seqiiéncia, I := I'4.

(a) Como r € R(F), temos F' = Dp(1,—r). Pelo observado acima, v(z) € 2I' U
(v(r) + 2T"), para todo x € F'*. Segue que (I': 2I") < 2.

(b) Supondo (I : 2I') = 2, provemos que k = k2. Seja y € A* e scjam a,b € F?
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tais que y = a — rb. Novamente 0 = v(y) = min{v(a),v(rb)}. Nao é possivel
termos v(rb) = 0, pois nesse caso, o item (a) implicaria I' = 2I". Assim, v(a) = 0.
Portanto, a € A* n F? = (A*)?. Como v(rb) > 0, temos 7(rb) = 0 e com isto,
m(y) = w(a —rb) = w(a) € k2.

o
Lema 2.14 Seja (F,v4) um corpo valorizado, com car(ks) # 2. Sao equivalentes:
(a) Th=2T4eky=ka(2).
() 1+ MHF2=F

Demonstracao (a) = (b) Das seqiiéncias exatas canonicas

1 > 14My > A 5 ky —> 1
1 — AX‘—>F1>FA—>0

e dos decorrentes isomorfismos
A )1+ M)A = ka/k% e F/AXEF? =T4/2T4

conclui-se que a hipétese (a) implica (1 + M4)F? = F.
(b) = (a) Suponha (1 +M4)F? = F. E evidente que I'4 é 2-divisivel. Diretamente
verifica-se que A* = (1 + M)(A*)?. Segue que ka = ka(2).

O

Observacoes

(a) Seja (F,vy4) corpo valorizado, com A sendo R(F')-compativel. Do Lema 2.13,
pode ocorrer (1 + M4)E? S R(F) se o grupo de valores I'4 é 2-divisivel.

(b) Novamente do Lema 2.13, a inclusio prépria (1 + M4)F? & R(F) ainda
pode ocorrer quando (I'4 : 2I'4) = 2 e o corpo residual k4 é quadraticamente

fechado. Utilizando um do capitulo 3 (veja Corolério 3.19), podemos concluir
que Go(F) é livre. Logo, R(F) = F. Portanto,

Sel+Myc R(F)e (Dy:204) =2, entdo R(F) = (1 + My)F?,
a menos que R(F) = F.
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(c) Embora raramente, pode ocorrer que mesmo o Radical de Kaplansky de F
sendo igual ao localizador (1 + M A)F 2. ele possa ainda ser trivial. Mas o
localizador s6 ¢ igual a F? no caso em que A é um anel de valorizacao 2-
henseliano. Por outro lado, pelo Lema 3.19, o localizador sé é igual a F™
quando T'y = 2T 4 e kg = ka(2).

Como aplicagao imediata do Lema 2.13 e para utilizacao futura, vamos
calcular o radical de um corpo F com (F : R(F)) = 4. Neste caso, o radical é
conhecido apenas no caso em que F' é nao formalmente real. Sob esta hipétese, F' é
pré-hilbertiano, conforme ([L;], Teorema 6.9, p.453). O préximo lema se aplica ao

caso formalmente real ou nao.

Lema 2.15 Seja (F,va) um corpo valorizado com (F* : R(F)) =4. SeT'y # 2T'4
e ka # ka(2), entio R(F) = (1 + M4)F2.

Demonstracdo Sabemos que R(F) < (1 + M4)E? Observe que se nio valer
a inclusido contréria, a hipétese (F : R(F)) = 4, junto com I'y # 2T, implicam
(F: (14 M4)F?) = 2. Temos dois casos: F'= A*EF2 ou AXF? = (1+ M) F2, que
implicam respectivamente em I'y = 2I'4 ou ks = k%. Assim, qualquer caso leva a

uma contradicao com as hipdteses do lema. 0

Para concluir este estudo inicial sobre Radical de Kaplansky e as valo-
rizacoes de um corpo, descreveremos o conjunto dos anéis de valorizacao do corpo
F' que sao compativeis com R(F'). Este conjunto tem forma andloga ao caso 2-

henseliano (conforme [ENJ).

Lema 2.16 Seja (F,v4) um corpo valorizado e m = 74 a proje¢do canonica.
(a) 7(z) € R(ka)\KY, para todo z € (R(F) n AXN\(1 + Ma)F?2.
(b) m(R(F) ~ A*) < R(ka).

Demonstraciao (a) Seja z € (R(F) n A*)\(1+ M4)F2 Dado y € A%, é suficiente
provar que m(y) € Dp(1, —m(z)) (onde k = k4). Como = € R(F), existem a,b € F?
tais que y = a — xb. Assim como na demonstracao do Lema 2.13, z ¢ (1 + M 4)F?
implica em 0 = v(y) = min{v(a),v(xzb)}. Analisando os possiveis valores de a e
b, concluimos a igualdade desejada: 7(y) € Dy(1, —7(z)). Portanto, w(z) € R(k).
Finalmente, z € AX\(1 + M4)F? implica 7(z) ¢ k2.

(b) Segue de (a). D
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Lema 2.17 Seja (Fva) corpo valorizado. Se 'y = 2Ty, R(ks) = kiel+Myc
R(F), entio R(F) = F.

Demonstracao Por simplicidade omitiremos o subindice A. Como a igualdade
I = 2T implica F = A*F?2, basta provarmos que A* < R(F). Tome z € A* e
Y€ F = AXF?. Escrevendo Yy = ua, comu € AX e a € F?, 86 precisamos mostrar
que u € Dp(1,—2). Mas R(k) = k implica em @ = w, para algum w € Dp(1, —z).
Assim, uw™ € 1 + M € R(F) © Dg(1,—2z), e portanto u € Dr(1, —2).

O

Sejam A, Ay dois anéis de valorizacao do corpo F' e M, My seus
respectivos ideias maximais. Dizemos que A; e Ay sao compardveis se Ay < Ay ou
Ay < A;. Caso contréario, dizemos que A; e Ay sdo incompardveis. Se A1As =
F., dizemos que A; e Ay sao dois anéis de valorizacao independentes em F, e sao

chamados de dependentes, caso contrario.

Lema 2.18 Seja F' um corpo eT" um subgrupo de F. Se Ay e Ay sio dois anéis de

valorizacao independentes em F' e 1 + M; < T, entao F=T.

Demonstragao Sejam v; e v, as valorizacoes associadas a A; e Ay, respectivamente.
Seja y € F*. Pelo Teorema da Aproximagao ([EP], Teorema 2.4.1, p.48) existe
z € F* tal que vy (z—y) > v1(y) e va(x—1) > vy(1) = 0. Segue que (x—y)y ' € M,
ex—1e M,y Logo, oy tel+MicT, zel+MycTey=uza(zy ') leT.

a

Dependendo de 7', o lema pode ser lido de maneiras interessantes. Por
exemplo, se F' é um corpo que possui dois anéis de valorizacao independentes e 2-
henselianos, entao F' é quadraticamente fechado. Se F' é um corpo com dois anéis

de valorizacio independentes e R(F)-compativeis, R(F) = F.

Lema 2.19 Seja F um corpo tal que R(F) # F. Se A, e Ay sio dois anéis de
valorizagao incomparaveis de F e R(F)-compativeis, entao Ay e Ay tem corpos de

residuos quadraticamente fechados.

Demonstracao Seja B = A;A;. Entao B também é um anel de valorizagao
(R(F')-compativel) de F' e vamos denotar por Mp seu ideal maximal, kg o corpo
residual e mp : B — kp a projecao canonica. Ainda, denotamos por M; o ideal

maximal e por k; o corpo residual de A;. Finalmente, A; é o anel de valorizacao de

kp dado pela imagem 75(A;) com ideal maximal M., i = 1, 2. Note que Ay Ay = kg



2.3 Radical de Kaplansky e Valorizacgoes 38

e portanto esses dois anéis de valorizagao sao independentes em k. Também sao
R(kp)-compativeis, pois 1 + Mz < mg(R(F) n B*) < R(kp), i = 1,2, onde na
ultima inclusao utilizamos o item (c¢) do Lema 2.16. Aplicando o Lema 2.18, temos
que R(kp) = kg. Para provar que k; = k;(2), analisaremos dois casos em separado.
Primeiro, quando R(F) < (1 + Mp)F? e segundo, R(F) & (1 + Mp)F?. No
primeiro caso, temos 1 + M; € R(F) < (1 + Mp)F? n B* = (1 + Mp)(B*)?
donde 1 + My, < k%, para i = 1,2. Isto diz que A; e A, sdo 2-henselianos (e
independentes) em kp e novamente pelo Lema 2.18 segue que kg = kp(2). Temos
uma inclusao prépria A; < B de dois anéis de valorizacao de F'. Assim, A;/Mp é
anel de valorizagao de B/Mp e o corpo residual de A;/Mp é isomorfo a k;. Disto
e de kg = kp(2), decorre do Teorema 3.2.11 de ([EP]) que k; = k;(2), para ¢ = 1, 2.
Supomos agora R(F) & (1 + Mpg)F?. Pelo Lema 2.13, temos (g : 2I'5) < 2. Se
(I'p : 2I'p) = 2, novamente o Lema 2.13 diz que kg = kg(2). Vejamos que nao pode
ocorrer o caso I'g = 2I'g. Caso contrario, como 1+ Mp < R(F) e kg = kg(2), o
Lema 2.17 assegura que R(F) = F, contradizendo a hipétese R(F) # F. O

Definimos agora o conjunto:
H(F)={A< F: A éanel de valorizagao de F tal que 1 + My < R(F)}

num corpo F' com R(F) nao trivial. Desmembramos H(F) em H(F) = Hi(F) v
Ho(F'), onde

Hi(F) ={A e H(F) : ka nao quadraticamente fechado}

Ho(F) = {A e H(F) : ka quadraticamente fechado}

Do tltimo lema, H;(F') é totalmente ordenado por inclusdo. Definimos agora

Ac= [ A e M.= |J Mua

AeH, (F) AeH (F)

Da definigao, A, é um anel de valorizagao R(F')-compativel de F' e com ideal maximal
M. Assim, A. € H(F'). Portanto, se H,(F') # &, entao A. é o menor (estd incluido
em todo) elemento de H;(F'). Caso Ha(F) = &, entdao A. € Hi(F) e é o menor
anel de valorizagao R(F')-compativel de F. No caso de Hy(F') ser nao vazio, entao
A, pode ou nao estar em Hy(F'), dependendo de seu corpo de residuos ser ou nao

quadraticamente fechado. Chamamos

Definicao 2.20 O anel de wvalorizacio A. é denominado o anel de wvalorizacdo

R(F)-compativel candnico de F'.



CAPITULO 3

Radical de Kaplansky e o Pro-2-Grupo de Galois Maximal

Mostraremos neste capitulo dois métodos para obter corpos com anel
de valorizacao R-compativel. Para a producao de exemplos, o primeiro método
¢ particularmente ttil. Para desenvolvé-lo serao necessarios estudos preliminares
sobre as condigoes que Gy(F') deve satisfazer para que o corpo F admita um anel
de valorizacao 2-henseliano. Também precisaremos de condicoes técnicas para que
ocorra a decomposi¢gdo de Gy(F') como produto livre de dois de seus subgrupos
fechados e ainda, de um resultado acerca da realizacao do produto livre de dois pro-
2-grupos. Analisamos em detalhes as possiveis variacoes do método e os resultados
que produzem. Tudo isto sera feito na primeira secao. Na secao seguinte é descrito o
segundo método. Abordamos uma construcao conhecida de anéis de valorizagao do
corpo F' a partir de elementos rigidos em relacao a um subgrupo de F. Verificamos

0s casos em que podem ou nao existir tais elementos.

39
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3.1 Radical obtido via Valorizacoes e Pro-2-Grupo

de Galois Maximal

Iniciaremos com uma “caracterizagao galoisiana” dos corpos 2-henselianos.
Se (F,v4) é 2-henseliano, veremos que G(F') é o produto semi-direto de Gy(k4) com
um produto direto de cépias de Zo, indexado pela dimensao de I'4/2I"4 como Fo-

espaco vetorial.

A existéncia de um anel de valorizacao 2-henseliano num corpo pode ser
detectada a partir de G5(F'). Basta que este grupo admita um subgrupo nao trivial,
normal e abeliano. Esta “decodificacao” da valorizacao foi estudada por Engler e
Nogueira ([EN]) e mais geralmente por Engler e Koenigsmann ([EK]). No nosso
caso, queremos concluir (a exce¢do de alguns casos bastante especiais) que um anel
de valorizacao 2-henseliano de um corpo F' “se transfere”, via o pro-2-grupo de Galois,

para outro corpo com o mesmo pro-2-grupo de Galois.

Seja (F,v4) um corpo valorizado, com car(ks) # 2 e Ay uma extensao
de A & F(2). Seja My o ideal maximal de Ay e ko = Ay/My. Seja G"(Ay) = {0 €
Go(F) | 0As = Ag}. A aplicagdo 7 : ky — ko, dada por a(x + My) = o(x) + My é
um k4-automorfismo de ko ([EP], Teorema 3.2.16, itens (1) e (3), p.70). Por ([EP],
Lema 5.2.6, p.123), temos um epimorfismo continuo o +— & de grupos G"(A4y) —»
G(ko/ka). Decorre de F(2) ser quadraticamente fechado que (Ay)? = AJ. Isto
implica imediatamente que ko também é quadraticamente fechado. Pela teoria de
valorizagao, ko é também uma 2-extensdo de k4. Portanto, ks = k4(2). Agora
temos um epimorfismo G" — G(ky/ka) = Go(ka). Seja G'(Ay, F) o nicleo deste
epimorfismo. O grupo G'(As, F'), ou simplesmente G*, é denominado o grupo de

inércia de A sobre F. Temos assim a seguinte seqiiéncia exata:
1 — G G" = Gy(ky) — 1. (3.1)

Vamos assumir que (F,v4) é 2-henseliano. Entao A tem extensdo unica
a F(2) e pelo Teorema da Conjugagao (1.14), temos que G"(Ay) = Go(F). Agora,
G' é um subgrupo normal de G3(F). De ([EH], Lema 1.1), a seqiiéncia exata (3.1) é
cindida. Portanto, Go(F) = G* x Gy(ka). Segue de ([EP], Teorema 5.3.3, p.130), que
Gt é isomorfo a Z%‘, onde A\ = dimp,T"4 /2T 4, a dimenséao de "4 /2T 4 como [Fy-espago

vetorial. Resumindo:
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Proposigao 3.1 Se (F,v4) € corpo valorizado 2-henseliano e car(ka) # 2, entdo

dimp, T 4/2T 4

GQ(F) Z2 X GQ(]{ZA)

lIe

A agdo de Go(ky) sobre ZgimF2FA/ ' ¢ bem conhecida. Nio vamos

descrevé-la pois nao é relevante para nosso trabalho (consulte [EK]).

Para ilustrar a situacao acima consideremos o exemplo do corpo das
séries formais generalizadas de Laurent, estudado apds o Teorema 1.16. Dado um
corpo k de caracteristica diferente de 2 e um grupo abeliano ordenado I', vimos que
F = k((t))' ¢ munido de um anel de valorizacio 2-henseliano A = k[[¢]]", com grupo

de valores I'y = I' e corpo residual k4 = k. Por exemplo, podemos escolher o grupo

abeliano Z" = @ Z. Este grupo pode ser totalmente ordenado lexicograficamente:
i=1
(11, yin) < (J1s ooy dn) © 37 14, < jp e iy = js,para todo s € {1,...,r — 1}.

Neste caso, a dimensao de I"4/2I"4 sobre [y é igual a n. Pela Proposigao 3.1, temos
Ga(k((t)") = Zy x Ga(k).

Quando um corpo valorizado (F,v4) é 2-henseliano, a Proposigao 3.1
assegura que Go(F') admite o subgrupo normal abeliano 73, onde A = dimy,T"4/2T 4.
Reciprocamente, no trabalho ([EN]), Engler e Nogueira demonstraram (veja ex-

posigao seguinte ao Corolério 4.2 de [EK]):

Teorema 3.2 Seja F' um corpo tal que Ga(F) ndo € prociclico (2 Zs) e nao é
isomorfo a Lo X 7./27, ou 7./27.. Entao F possui um anel de valorizagdo 2-henseliano
A, com car(ka) # 2 e I'y # 24, se e somente se, Go(F) admite um subgrupo nao

trivial, abeliano e normal U, que seja nao trivial.

Os casos excluidos do teorema acima correspondem a corpos que podem

ou nao ter anel de valorizacao 2-henseliano, conforme os exemplos seguintes.

Exemplos

(1) S6 ocorre Go(F) = Z/27Z se o corpo F' é euclidiano, ou seja, um corpo cuja tnica
ordem é F2. Uma ordem < em F é arquimediana se para qualquer x € F, existe
n € N tal que z < n. Um anel de valorizacao A de F' é convero em relacao a ordem

<sedadoy e F,com 0 <y <ac€ A, entao y € A. Assim, se < for uma ordem
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arquimediana de F', entao A = F. Como um anel de valoriza¢ao 2-henseliano de F’
é convexo com respeito a qualquer ordem de F' (conforme [EP], Lema 4.3.6, p.102),
se F for euclidiano e sua unica ordem for arquimediana, temos que F' nao admite

um anel de valorizagao 2-henseliano nao trivial. Isto ocorre, por exemplo, em R.

(2) Sabemos que F' = R((X))? admite um anel de valorizacio 2-henseliano, cujo
corpo residual é R e o grupo de valores é Z. Pela Proposicao 3.1, temos Gy(F) =
Zis ¥ Z./27.. Por outro lado, tomando o fecho algébrico relativo de @ em R, obtemos
um fecho real ! de @ que denotamos por R. Tomando um automorfismo o de C,
diferente da conjugagao real (a + bi — a — bi) e definindo F' = R n o(R), obtém-se

um corpo com ordem arquimediana satisfazendo Ga(F') = Zy x Z/27.

(3) Seja p um ntmero primo. E bem conhecido que Gy(F,) = Z, ¢ F, nao possui
qualquer anel de valorizagao préprio. Contudo, Zs também ocorre como Gy(F)
de F = C((X))%. Neste caso, sabemos que F admite um anel de valorizagao 2-

henseliano A, com kq = Ce 'y = Z.

Resumidamente, estes casos podem ocorrer quando F' admite o anel de
valorizacao 2-henseliano A, com T'y = 2T'4 (caso (1)) ou (k4 : k3) < 2 (casos (2) ¢
(3) acima). Finalizamos assim a caracterizagao galoisiana de corpos 2-henselianos.
Veremos agora critérios aritméticos para a decomposicao do pro-2-grupo de Galois

maximal como produto livre de subgrupos fechados.

Seja G um pro-2-grupo. Dados G e G5 dois subgrupos fechados de G,
o pro-2-produto livre G| %} (G5 é construido introduzindo uma topologia no produto
livre usual Gy + G5. Mais explicitamente,

pa—

onde N percorre o conjunto de todos os subgrupos normais de G * Gy com a pro-

priedade que |(G; * G2)/N| é uma poténcia de 2.

Por ([L;], Teorema 8.6, p.283), os unicos elementos idempotentes do anel
de Witt de um corpo sao os triviais, ou seja, sao 0 e 1. Com isto, dados dois corpos
F e Fy, o produto direto W (F}) x W (F,) na categoria dos anéis comutativos nao tem

chance de ser o anel de Witt de um corpo. Para corrigir esta situacao, considera-se

Weja ([L1], Definigao 2.7, p.242), ou a introdugao da secao 3 do capitulo 4.
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um subanel do produto direto, que consiste dos pares (¢, ¢2), onde dim(q;) e dim(gs)
tem a mesma paridade. Este subanel também serd denotado por W (Fy) x W (F).
Mais detalhes podem ser vistos em ([L;], p.462). A conexao com a abordagem que

tratamos anteriormente é obtida do teorema seguinte.

Teorema 3.3 Seja F' um corpo e Fy, Fy © F(2) extensoes de F. Sao equivalentes:
(1) W(F) = W(F) x W(Fy).

Demonstracao A direcao (ii) = (i) segue de ([JWal, Observagao 3.5). Prove-
mos (i) = (ii). Segue da definigdo de produto de Witt que [F = [F| @ IF.
Dai, [F/I*F = [F/I2F, @ [Fy/I2Fy e I2F/IPF = IPF/I*F, ® I’Fy/I*F,. Mas
IF/I’F = F/F? ([Ly], Coroldrio 2.3, p.32) e o mesmo vale para Fj, F5. Como o
Teorema de Merkurjev diz que I2L/I*L =~ ,Br(L), onde L = F, F}, F}, o resultado

segue do Teorema 3.5 abaixo. o

Teorema 3.4 ([JWa], Teorema 3.6) Dados dois corpos Fy e Fy, existe um corpo
F tal que GQ(F) = GQ(Fl) *k GQ(FQ)

Demonstragao (Resumo) A demonstracao consiste na interpretagdo de um re-
sultado obtido por Kula ([Ku;]), onde é construido um corpo F' = Ly n Ly e é
demonstrado que W (F') = W (L) x W(Ls). Ainda, L;/F sao extensoes algébricas e
L; é¢ munido de uma valorizagao 2-henseliana w; com grupo de valores I'; := w; (L))
2-divisivel e o corpo residual é igual a F}, para i = 1,2. No Teorema 3.6 de ([JWa])
é demonstrado que Go(F') = Go(Ly) %k G5(Ly). Observe que sendo I'; 2-divisivel,
tém-se Ga(L1) = Go(F;), pois L; é 2-henseliano. o

Utilizaremos muitas vezes o seguinte resultado de Neukirch ([NSW], Teo-

remas 4.1.4 e 4.1.5, considerados na categoria dos pro-2-grupos).

Teorema 3.5 Seja F' um corpo. Sejam Fy, H € F(2) duas extensées de F. Entao
Go(F) = Go(Fy) %k Go(H) se, e somente se,

(1) A aplicagio natural F/F? — Fy/F2 x H/H?, 2F? — (zF2,xH?), ¢ um iso-

morfismo.

(2) A restri¢ao res : 9Br(F') — oBr(Fpy) xoBr(H), (F,a,b) — ((FO, a,b), (H,a, b)),

¢ injetiva.
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METODO PARA OBTER CORPOS COM ANEL DE VALORIZACAO COMPATIVEL COM
O RADICAL DE KAPLANSKY.

Seja F; um corpo cujo pro-2-grupo de Galois Go(F}) é livre. Lembre que R(F}) = F,
pela Proposi¢ao 2.9. Seja (Hi,v;) um corpo valorizado 2-henseliano, com corpo
residual k; = A;/M; de caracteristica # 2, e grupo de valores I'; # 2I';. Conforme
a Proposicao 3.1,

Go(Hy) = 7™ s Gy(ky).

Observe que a hip6tese I'y # 2T exclui automaticamente o caso euclidiano (Gy(Hy) =
7./27). Além disso, vamos supor que Go(H;p) nao é pro-ciclico (2 Zs) e nao é isor-
morfo a Zs x Z/27. Estas hipdteses sdo necessarias porque precisaremos do Teorema

3.2. Consideramos o produto livre
Go(Fy) sk Go(Hy),

na categoria dos pro-2-grupos. Pelo Teorema 3.4, G(F}) sk G(H;) é realizdvel como

um pro-2-grupo de Galois, ou seja, existe um corpo F tal que
GQ(F) = GQ(Fl) *k GQ(Hl)

Do isomorfismo acima, existem dois subgrupos fechados Ni, Ny de G5(F') tais que
N1 = Go(Fy) e Ny = Gy(Hy). Da teoria de Galois, estes subgrupos correspondem
as extensoes Fy := Fix(Ny) e H := Fix(N;) de F. Aqui, Fix(N;) é o corpo fixo do
subgrupo fechado N;. Assim,

As propriedades assumidas sobre F} e Hi se transferem para Fy e H. De fato, é
claro que R(Fy) = Fy, pois Go(Fy) = Go(Fy), que é livre. Verificaremos que o corpo
H também admite um anel de valorizagao 2-henseliano B, com corpo residual kg
de caracteristica diferente de 2 e com grupo de valores I'g # 2I'g. Como vimos
apds a seqiiéncia exata 3.1, o grupo de inércia G = G (1211, H,) é subgrupo abeliano
e normal de Go(H;), onde A, é a tinica extensdao de A; A H,(2). Da Proposicao
3.1, G' = 73, onde X é a dimensdao de I';/2I'; como Fy-espaco vetorial. Ainda,
Go(H,) = 73 x Ga(ky). Do isomorfismo Go(H;) = Go(H), obtém-se um subgrupo

abeliano e normal (= Z3) de Gy(H). Como Go(H) também nao é isomorfo & Zy,

IIe
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7.)27 ou & Zy x 7./27., segue do Teorema 3.2 que H admite um anel de valorizacao
2-henseliano B, com car(kg) # 2 e I'g # 2I'p.

Vamos verificar que F' admite um anel de valorizagao R(F')-compativel.
Considere o anel de valorizacao A de F' dado por BN F'. Dainclusao k4 — kg, é claro
que car(k4) # 2. Além disso, sabemos da teoria de valorizac¢ao que I'g /T4 é de torcao
(conforme [EP|, Teorema 3.2.4, item (7), p.62). Com isso ([EP], exercicio 5.5.2,
p.147), dimp,I'p/2T'p < dimy,['4/2T4. Portanto, I'p # 2I'p implica T'y # 2T 4.
Provemos agora que 1 + M4 < R(F'). Do Teorema 3.5, o isomorfismo Gy(F') =
G2 (Fp) %k Go(H) implica:

(1) A aplicacao natural F/F? — Fy/F2 x H/H?, é um isomorfismo.
(2) A restrigao res : 9Br(F) — oBr(Fy) x 9Br(H), ¢ injetiva.

Como G»(Fp) é livre, o Lema 2.9 diz que 9Br(Fp) = {0}. Suponha, por contradi¢ao
que a € 1+ My e aé¢ R(F). Entao existe b € F* tal que a F-algebra de quatérnios
(F,a,b) é de divisao (conforme item (ii7) do Lema 2.2). Da injetividade de res :
oBr(F) — oBr(H), (H,a,b) também é dlgebra de divisdo. Note que isto nao pode
ocorrer, pois a € 1+ My © 14+ My < H? ((H,vg) é 2-henseliano). Assim,
(H,a,b) = (H,1,b) = My(H). Portanto, 1 + M4 < R(F). .

Existem muitos exemplos dos corpos que foram escolhidos para o pro-
cedimento acima. De fato, corpos de séries formais e superpitagoricos (Definigao
4.3) s@o todos 2-henselianos. Corpos Fy com G(Fp) livre também nao sao dificeis
de serem obtidos, como vimos no capitulo 2. Portanto, a construgao acima produz
uma ampla classe de corpos R-compativeis, cujo radical sé é trivial para escolhas

bastante especificas de F} e Hy, conforme veremos.

No inicio da construgao excluimos o caso Go(Hy) = Zs, por nao podermos
garantir que G(H) tenha um subgrupo nao trivial, normal e abeliano. A exclusao
deste caso nao é relevante em termos de radical e impoe grandes restrigoes a escolha
de H;. De fato, admitindo Go(H;) = Z,, teriamos que Go(F) = Gy(Fy) sk Zo seria
um pro-2-grupo livre, uma vez que ¢ o produto livre de dois subgrupos fechados e
livres. Assim, R(F) = F. Além disto, R(H,) = Hy, pois Go(H;) é livre. Por outro
lado, I'y # 2I"; implica que H; possui elementos rigidos, conforme a demonstragao
do Lema 2.12. Como H; é nao formalmente real, a Proposicao 2.11 implica que

R(H,) = H> ou —1 € H? e H, = H? U aH?, para algum elemento rigido a € H;.
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Portanto, ou H; é quadraticamente fechado, ou H;(y/a) é quadraticamente fechado.
Pelo mesmo motivo foi excluido o caso Go(Hy) = Zy x Z/27Z. Ele corresponde a
(Ty : 2T'y) = 2 e ky; um corpo euclidiano. Contudo, se Go(F) = Go(Fy) %k Go(Hy),
com Fy, Hy € F(2), entdo os mesmos argumentos da constru¢ao produzem um anel

de valorizacao R-compativel de F'.

Mostraremos na seqiiéncia que as poucas restricoes que fizemos sobre
Go(H;) podem ser substituidas por alguns refinamentos sobre a escolha do grupo
de valores I', ou do corpo residual k; = A;/M;. Desta forma, podemos garantir a
inclusdo R(F) < (1 4+ M4)F2, concluindo assim que o Radical de Kaplansky de F
fica descrito como o localizador de A, isto 6, R(F) = (1 + M 4)F2.

Observagao 1 Suponha que na constru¢ao admitimos que (I'; : 2I'y) > 2. Como
Go(Hy) = ZgimF2F1/2F1 X Gao(ky), os casos Zay, 7/27 e 7o x 7/27 ficam automati-
camente excluidos. Seguindo com a construgio, teremos U = Z3, com A > 2 e
novamente temos o anel de valorizacao 2-henseliano B de H, com car(kp) # 2 e
I'p # 2I'g. Do Teorema 4.6 de ([EN]), o anel de valorizacdo B pode ser esco-
lhido o anel de valorizacao de H tal que o grupo de inércia Gt(B ,H), (onde Béa
tnica extensao de B & F'(2)) contém qualquer outro subgrupo abeliano e normal de
Ga(H). Conseqiientemente, como U € G(B, H) = 7§ (o = dimp,I'5/2T'p), segue
que (I'p : 2I'g) > 2. Esta propriedade se transfere para A, pois I'y < I'p e sabemos
que dimp,I'p/2T'p < dimp, 4 /21" 4. Assim, (I'4 : 2I"4) > 2 e aplicamos o Lema 2.13
para garantir que R(F) < (1 + My)F2.

Observagao 2 Agora vamos assumir que (I'y : 2I'y) = 2. Como sabemos, isto im-
plica que (I'4 : 2T'4) = 2. O caso > 2 implica diretamente que R(F) < (1 4+ M 4)F2.
Suponha que (I'y : 2I'4) = 2. Sabemos que U = Gt(fll,Hl) ~ 7y e Go(Hy) =
Ziy x Go(ky1). Se nio ocorrer a inclusio R(F) < (1 + M4)F?, o Lema 2.13 implica
que ki é quadraticamente fechado. Conseqiientemente, Go(Hy) = Zs. Conforme ja
observamos, isto implica que R(F') = F'. Portanto, no caso (y : 2T'y) = 2, basta que
tenhamos ky # k(2) para que R(F) = (1 + M4)F? Também é necessario supor

que k; nao ¢ euclidiano, para que o caso Gy(Hy) = Zo x 7,/27 seja evitado.

O método e observagoes serao sintetizados no proximo teorema. Adi-
cionalmente, observamos que os corpos F; e H; também determinam os grupos
F/R(F) e R(F)/F?2. Cabe ressaltar que nio assumimos F; ou Hj contido em F(2).
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Teorema 3.6 Seja Fy um corpo com Gy(Fy) livre e (Hy,v1) um corpo valorizado,
2-henseliano, com corpo residual ki de caracteristica diferente de 2 e o grupo de
valores Ty # 2. Seja F' um corpo tal que Go(F) = Go(Fy) sk Go(Hy). Eziste um
anel de valorizagao A de F, que é R(F)-compativel, car(ky) # 2 e 'y # 2I'4. No
caso (I'y : 2T'y) = 2, suponha que ki # k1(2) e que ki nao € euclidiano. Entao:

(1) R(F) = (1+Mua)F?,
(2) F/R(F) = H\/H?,
(3) R(F)/F* = Fy/F2.

Demonstracao Usaremos a notacgao utilizada na construcao que expomos. Se-
gundo tal construgao, podemos obter o corpo valorizado (H,vg) e o corpo Fy, con-
tidos em F'(2), e definimos A = B n F. Com isso, temos 1 + M4 < R(F). Conside-
radas as observagoes anteriores a este teorema, temos demonstrado até o item (1).
Para a prova dos itens (2) e (3), lembramos que G3(H) = G5(H;). Evidentemente,
HY(Go(H), 1) = HY(Go(Hy), ), onde pu = Z/27. Segue que Hy/H? = H/H? (veja
[Ne], p.293, para a demonstragao). O mesmo vale para F; e Fy. Portanto, basta
mostarmos que F'/R(F) =~ H/H? ¢ R(F)/F? = Fy/F2.

Afirmagao: R(F) = H2AF.

Demonstracio: Como B é 2-henseliano, temos R(F) = (1 + MA)F? < (1 +
Mp)H? = H?. Portanto, R(F) € H2AF. Para ainclusao contréria, seja a € H2AF.
Para qualquer b € F , a dlgebra de quatérnios (H, a,b) ndo é de divisao, pois a € H?.
Como R(Fy) = Fy, temos ,Br(F,) = {0}. Portanto, (Fy,a,b) também ndo é de
divisao. Da injetividade de res (item (2) do Teorema 3.5), (F,a,b) = 0, para
todo b € F*. Portanto, do Lema 2.2, temos que a € R(F). Segue a inclusao

H? ~ F < R(F), concluindo a demonstracio da afirmagao.

Definimos E = E(F) = F2 A F. Devido a (1) do Teorema 3.5, temos ER = F e E
R =F? onde R = R(F) = H?n F. Particularmente, o item (1) do Teorema 3.5 im-
plica que a aplicacao natural F/F? — Fy/F2 ¢ sobrejetiva. Portanto, Fy/FF2. As-
sim, Fy/EF2 = F/(F2~F) = ER/E. Por outro lado, ER/E é isomorfo & R/(RNE) =
R/F2. Portanto, Fy/F2 = R(F)/F?, concluindo a demonstracao de (3). Novamente
o item (1) do Teorema 3.5 implica que aplicagao natural F / F?2 > H /H 2§ sobreje-
tora. Segue que H = FH2. Com isto, H/H? = F/(H* n F) = F/R(F), provando
(2). o
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Podemos enunciar uma forma mais geral do teorema acima, que é o
melhor que conseguimos no sentido de “decodificar” a valorizacao compativel com
o radical a partir do grupo de Galois G(F(2)/F).

Teorema 3.7 Seja F' um corpo. Suponha Go(F) = F %k 'H, onde F é um pro-2-
grupo livre e H € um pro-2-grupo, nao prociclico e nao isomorfo a Zo x Z./27 ou
a 7.)27., e que contém um subgrupo abeliano normal U. Entdao eziste um anel de
valorizagao A de F, com car(ky) # 2 e 'y # 214, tal que 1 + My < R(F).

Sem o “fator livre” F, ou seja, se Go(F) = H conforme acima, temos do
Teorema 3.2 que F' admite um anel de valorizagao 2-henseliano A, com car(k4) # 2
e T'y # 2T'4. Nesta situaciio recaimos no caso 2-henseliano, onde (R(H) : H?) < 2.
Portanto, o resultado acima generaliza o Teorema 3.2, que essencialmente é o caso
particular R(F) = F?2.

Os itens (2) e (3) do Teorema 3.6 permitem prescrever os indices (F' :
R(F)) e (R(F) : F?). Para isto ser necessario o lema seguinte, que é usual na teoria

de valorizacoes.

Lema 3.8 Seja (F,va) um corpo valorizado 2-henseliano e com car(ka) # 2. Entdao

F/F? = (/%A/ki) ® (FA/QFA>

Demonstragao J4 vimos que para todo corpo valorizado (F,v4), temos a seqiiéncia

exata de grupos abelianos:
{1} = A% /(A%)? 5 B/ 2 T,4/200 — (1)

onde ¢ é induzida pela inclusao A* < F e 04 é induzida pela valorizacao vy : F* —

I' 4. Decorre da seqiiéncia o isomorfismo
AJ(1 4+ Ma)(A*)? = fea /R

Supondo que (F,v,) é 2-henseliano e car(ky) # 2, temos 1 + My < F2. Segue
que A*/(A*)? = k,/k%. Finalmente, olhando a seqiiéncia como uma seqiiéncia de

Fs-espacos vetoriais e trocando A% /(A*)2 por k4 /k%, obtemos o resultado. o
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Corolario 3.9 Dados dois inteiros i,j > 1, existe um corpo Fji;, que possui um anel

de valorizacao A;j, tal que:
(@) (s R(F,) =2
(8) (R(Fy): £2) = 2.
() R(Fi;) =(1+ MU)Fj, onde M;; € o ideal mazimal de A;;.

Além disso, T';; # 2I';; e car(ky;) # 2, onde I';; € o grupo de valores de A;; e
kij = Aij/M;j; € o corpo residual.

Demonstracao Basta aplicar a construcao anterior ao Teorema 3.6 com os corpos
Iy e Hy adequados:

(1) Seja Fy como em ([Cy], p.407), ou seja, Go(Fy) 6 livre e |Fy/F2| = 27.

(2) Seja Hy = k((X))' o corpo das séries formais generalizadas de Laurent, sobre um
corpo k com (k : k2) = 2™, m = 0 e com I' = Z". Sabemos que que A; = k[[X]]" é
um anel de valorizagao 2-henseliano de Hy, cuja valorizacao associada tem grupo de
valores I' = 7" e o corpo residual é k. Ainda, n = dimy,['/2T" e Go(Hy) = 745 x Gy (k).
Do Lema 3.8, temos Hy/H?2 = k/k2@T/2L. Portanto, (Hy : H2) = 2i, com i = m+n
e n = dimp,I'/2T.

Aplicando agora a construgao (anterior ao Teorema 3.6), obtemos F;; satisfazendo
as condicoes requeridas e os indices (F; : R(F;)) = 2¢ e (R(F};) : FE) = 27 seguem
do Teorema 3.6. Observe que como ¢ = 2, podemos escolher m,n > 1, excluindo os

CasSoS excepclonais. 0
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3.2 Pro-2-Grupo de Galois Maximal obtido via

Radical e Valorizacoes

Agora faremos o processo inverso ao realizado na tltima se¢ao. Veremos
que se F' é um corpo que possui um anel de valorizacao compativel com R(F),
entdo Go(F') admite uma decomposigao semelhante & que estudamos. A finalidade
principal deste resultado ¢ utiliza-lo no capitulo seguinte, quando trataremos das
construgoes que aparecem no trabalho de Berman ([Be]). Mostraremos que os corpos
para os quais Berman provou terem radical nao trivial, na realidade admitem anel de
valorizagao R-compativel. Pelo resultado desta secao, saberemos que o pro-2-grupo
de Galois maximal destes corpos é do tipo que utilizamos na construcao resumida
no Teorema 3.6. Assim, ficarda determinado que nosso método engloba a construgao

realizada por Berman.

O problema de se obter G5(F') através das operagoes de produto livre e
produto semi-direto de certos “grupos elementares” é conhecido como Conjectura de
Tipo Elementar. Uma versao modificada deste problema foi abordada em ([Ez]), que
trata um caso mais geral do qual é possivel deduzir que sob a hipotese 1 + M,
R(F), vale a decomposicio de Go(F) como Ga(Fy) s Go(Fy,), com R(F,) = F
e (Fj,vn) uma 2-henselizagdo de (F,v4). Este é o caso que nos interessa. A di-
ficuldade na demonstracao deste resultado é verificar a injetivadade da restricao
res : oBr(F) — oBr(Fy) x 9Br(£},), conforme o Teorema 3.5. Como Gy(Fp) é
livre, temos oBr(Fy) = {0}. Agora, o resultado principal do capitulo 1 (Teorema
1.21) afirma justamente que o nicleo de res : oBr(F) — ,Br(Fj) é gerado por
{(F,a,b) | a € F*,be 1+ My}. Assim, sob a compatibilidade 1 + M, < R(F),
temos a injetividade de res. Portanto, o Teorema 1.21 permite obtermos uma nova
demonstracao para o resultado de ([Ez]), conforme vamos expor de maneira completa

no Teorema 3.18.

O inicio desta secao ¢é dedicado a investigacao de uma condi¢ao aritmética
que um corpo F' deve satisfazer para admitir um anel de valorizacao compativel
com R(F). Se o anel de valorizacdo A é R(F')-compativel, entao todo elemento
a € F*, que nao estd em AXR(F), satisfaz a condigdo: Dp(l,a)y = R(F) v aR(F)
(conforme o Lema 3.11). Neste caso, dizemos que a é rigido em relagdo ao Radical

de Kaplansky, ou simplesmente, R-rigido. Veremos que a existéncia de apenas um
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elemento a € F*\R(F), tal que a e —a sejam R-rigidos, é uma condigao suficiente
para que se construa um anel de valorizacao R-compativel. Este tipo de construcao
jé foi utilizada com sucesso com outros subgrupos de F' no lugar de R(F). No
trabalho ([AEJ]), os autores estudaram de forma mais geral os elementos T-rigidos,
conforme a préxima definicao. Contudo, para que possamos utilizar esta construgao,
bem como garantir que o anel de valorizagao obtido é nao trivial, é indispensavel
garantir que o conjunto dos elementos a € F*, tais que a ou —a nao é R-rigido,
forma um subgrupo de F , 0 que estd longe de ser trivial. Este é o conteudo da

Proprosicao 3.13.

Definigao 3.10 Seja T um subgrupo de F' e T+aT = {t1+aty # 0 | ty,t5 € TU{0}}.
Um elemento a € F*\ + T para o qual T + oT =T v aT é denominado T-rigido.

Se a e —a tiwverem esta propriedade, entao a é chamado T-birigido.

Dado um corpo valorizado (F,v4) e T um subgrupo de F , lembramos que
A é chamado de T-compativel se 1 + M 4 < T'. Conforme o lema abaixo, a existéncia
de um anel de valorizacao T-compativel implica quase que automaticamente na

existéncia de elementos T-rigidos.

Lema 3.11 Seja (F,v4) um corpo valorizado e T um subgrupo de F. Suponha que
A é T-compativel. Entao todo elemento a € F*\T A* é T-rigido.

Demonstragao Sejam x,y € T. Nao pode ocorrer vy(x) = va(ay), pois a ¢ TA*.
Assim, va(z + ay) = min{va(x),va(ay)}. Se min{va(x),va(ay)} = va(x), entdo
valay) > va(z) implica ayz™ € My4. Logo, = + ay = z(1 + ayz 1) e T. Por
outro lado, se min{va(z),vs(ay)} = va(ay), entdao xaly ™t € My e x +ay =

ay(1 +za 'y~') € aT. Portanto, a é T-rigido. 5

Em particular, se (F,v4) é 2-henseliano (e car(k4) # 2), entao v(a) ¢
214 implica que a é F 2_rigido, conforme vimos no Lema 2.12. Um elemento F2-
(bi)rigido é simplesmente denominado (bi)rigido. A notagao que utilizivamos para
F2+aF? cra Dp(1,a) = D{1,a). Para o grupo T', denotaremos T'+aT por Dy(1,a).
Nao é para todo T' que Dy{1,a) é um subgrupo de F. Veremos a frente que esta
propriedade é crucial para a construcao da valorizacao T-compativel. Felizmente,
para o caso T = R = R(F'), em que estamos particularmente interessados, R+aR =

Dg(1,a) é sempre um subgrupo de F'. De fato,

Lema 3.12 Para todo a € F*, Dp{1l,ay = Dg(1, a).
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Demonstragio Como F2 € R, a inclusdo D{1,a) € Dg(1,a) é trivial. Por outro
lado, sejam z,y € R. Como R é grupo, escrevendo z + ay = x(1 + ayz '), basta
provar que 1 4+ ar € D{1,a), para todo r € R. Pelo item (d) do Lema 1.7, temos
D{1,ary n DA, a) = D{1,ary A D, —ry = D, ar) ~ F, pois r € R. Isto diz que
D{1,ary € D{1,ay. Em particular, 1 + ar € D{1,a).

O

Seja B(R) = {a € F* : a nao é R-birigido}. Por definicao, +R < B(R).
Como ja dissemos, precisamos da proposi¢ao seguinte para a construgao de valo-

rizagbes R-compativeis. A seguinte demonstracao segue ([W;], Proposigao 2.4).

Proposicao 3.13 Mantida a notag¢ao acima, B(R) € um subgrupo de F.

Demonstracao Como zR = 2 2R = 2 'R, temos que x é R-rigido <& 2! é

R-rigido. Assim, z € B(R) < 27! € B(R). Para demonstrar que B(R) é fechado

para o produto, provaremos que
Se a,be F'* e ab é R-birigido, entao a ou b é R-birigido.

Por hipétese, Dg(1,aby = RuabR, Dg{l,—ab) = Ru—abR e ab ¢ +R. Ainda mais,
pelo Lema 3.12, é claro que para todo r € R, (£r)ab é R-birigido. Assim, se a € £R
ou b € £R, entao a(ab) ou b(ab) é birigido, ou seja, a ou b é birigido e neste caso
estd resolvido. Assumiremos entao que a,b ¢ +R. Por contradi¢ao, vamos supor
que a e b nao sejam R-birigidos. Portanto sempre temos um par que nao é R-rigido,
ou seja, dos quatro pares {(a, b), (—a,b), (a, —b), (—a, —b)}, um deles é composto por
dois elementos nao R-rigidos. Podemos supor, sem perda de generalidade, que a e b
nao sdo R-rigidos. Quando convier, denotaremos por R + yR o conjunto Dg{1,y).
Temos
Dr(1l,ay- D(1,by = (R+bR)(R+aR) = {ri +bro+ars+abry #0 : r; € Ru{0}}

= {(r1 + abry) + a(rs + ab(a™?ry) # 0 : r; e Ru {0}}

= (R+ abR) + a(R + abR) = (R U abR) + a(R v abR)

= Dr{l,ay- (RUbR) U Dr{1,b)- (R U aR)
Dos célculos acima, o grupo Dg(1,ay - Dr{1,b) foi obtido como unido de dois sub-

grupos proéprios (a e b nao-rigidos.) Portanto, tem que ocorrer uma das inclusoes:
Dr{l,a)(RUbR) € Dr{1,b)(Ru aR) ou Dg{1l,b)(R v aR) < Dgr{l,a)(R v bR).

Podemos supor que ocorre a primeira. Assim,

Dr{1,ay = Dr{1l,a) n (Dgr{1,b) U aDg{1,b))
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Dgr(1,a) n Dr(1,b)) U (Dr{1,a) n aDg{1,b))
Dgr(1,a) n Dr{1,b)) U a(Dgr{l,ay n Dg{1,b))
Dgr{1,ay n Dr{1, —ab)) v a(Dgr{1,ay n Dr{l, —ab))
Dr{l,ay n (R v —abR) U a(Dg{l,ay n (R v —abR))
= (Ru (Dgr{l,a) n —abR)) v (aR v a(Dg{l,a) n —abR))

Para concluir, basta verificar que Dg(1,a) n —abR = (, pois nesse caso

= (
= (
= (
= (

concluimos que a é R-rigido, o que é uma contradicao. Suponha r,7r,r7, € R com
—abr = r; + ary € R+ aR. Entdao —a(ry) = r + abr € R+ abR = R U abR,

contradizendo a hipotese a,b ¢ —R. o

Cabe observar que na demonstragao acima sé utilizou-se as defini¢oes, o
fato que F2c Re que Dg(1,y) é subgrupo de F. Portanto, o mesmo vale para
um subgrupo 7' de F com estas propriedades. As vezes tal subgrupo é denominado

ndérmico, em alusao a “imagem da norma” Dr(1,y).

Todo o trabalho em mostrar que B(R) é grupo é justificivel, pois apoia-
dos neste fato podemos utilizar o Teorema 2.16 de ([AEJ]), que garante a existéncia
do anel de valorizacao que desejamos. Antes, precisamos tratar de um caso em

separado.

Definicao 3.14 Dizemos que o corpo F ¢é excepcional se B(R) = =R e ocorre
uma das possibilidades: —1 € R ou R+ R < R.

Podemos dividir o caso excepcional em dois subcasos:

(1) Subcaso ndo real: —1 € R e B(R) = R. Como —1 € R, temos Dp(1,1) = F.

Logo, F' é nao formalmente real, isto é, —1 é uma soma de quadrados de F.

(2) Subcaso quase-pitagorico: B(R) = +R e R+ R < R. Sendo o radical aditiva-
mente fechado, temos R(F) = Dgp(1,1), pelo Lema 2.4. Trata-se portanto de

um corpo formalmente real e quase pitagérico.

Teorema 3.15 Seja F corpo e R = R(F) # F. A menos que B(R) = F ou que F
seja quase-pitagorico, com (F : R(F)) < 4 e com ordens arquimedianas, existe um
anel de valorizag¢ao nao trivial A do corpo F, com car(ks) # 2, que é compativel

com R.
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Demonstracao A demonstragao é dividida em trés partes. A primeira é o subcaso
(excepcional) nao real, depois o subcaso (excepcional) quase-pitagérico. Por tltimo,

veremos o caso nao excepcinal.

Subcaso nao real. Escolhendo T'= R no Corolério 2.17 de ([AEJ]), existe um anel

de valorizacao A do corpo F, que é R-compativel, e (B(R)) = subgrupo de F gerado
por B(R), é um subgrupo de ordem < 2 de RA*. Como no subcaso nao real temos
B(R) = R, segue que (RA* : R) < 2. Vejamos que nao pode ocorrer A = F. De
fato, nesse caso terfamos (F : R) = 2. Segue do Teorema 2.6 que F' é pré-hilbertiano
formalmente real, contradicao. Em particular temos que o subcaso nao real nao pode
ocorrer se (F: R) = 2. Com isto, aplicando o Lema 4.4 de ([AEJ]) para T' = R,

temos que car(ka) # 2.

Subcaso quase-pitagérico. Precisamos da observacao seguinte.

Observagao: O subconjunto T'S F' é chamado de uma pré-ordem de F' se F? c
T, TT<T eT+T<T. Por ezemplo, T = Y F? ¢ sempre uma pré-ordem de F,
denominada de pré-ordem fraca. Dada a pré-ordem T de F', se todo a € F*\ £ T

¢ T-birigido, entao T € chamada de um fan.

Voltemos a demonstracao. Se F' é quase-pitagérico, temos do Lema 2.4 que R(F) =
Dp(1,1) = Y F2. Portanto, como estamos no caso excepcional, R(F) é um fan.
Pelo Teorema da Trivializacao do Fan ([Lg], Teorema 5.13, p.44), existe um anel de
valorizagdo A de F', com car(k4) # 2, que é compativel com R(F). Ainda mais, a
imagem R de R n A* pela projecao candnica 74 : A — A/M, produz um fan em
k4, com a propriedade que (k% : R) < 4 (?). Portanto, sendo A trivial, teremos
(F : R) < 4. Neste caso, se uma ordem de F for arquimediana, F' nao possuird um

anel de valorizacao R-compativel nao trivial.

Caso nao excepcional. Da Proposigao 3.13, B(R) é um subgrupo de F. Assim,
podemos escolher H = B(R) e T = R no Teorema 2.16 de ([AEJ]). Este teorema
garante que o conjunto A = O; U Oy, onde Oy ={z e F |z ¢ B(R)el+x€ R} e

Oy = {x € F*:x e B(R) e xO; € Oy}, é um anel de valorizagao R-compativel de
F. Ainda mais, AR < B(R). Assumindo B(R) # F, podemos garantir que A ¢
nao trivial, conforme o préximo lema. Finalmente, fazendo 7' = R no Lema 4.4 de
([AEJ]), temos car(k4) # 2.

O

2Um fan de ordem < 4 no grupo multiplicativo é denomindao um fan trivial.
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Lema 3.16 Se F' ¢ ndo excepcional e A € o anel de valoriza¢io R(F)-compativel

obtido no Teorema 3.15, entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

(a) A=F.
(b) T4 =2T4.
(¢) B(R)=F.

Demonstracao (a) = (b) é imediato.

(b) = (¢) A hipétese [y = 2T'4 implica I = AXF2. Logo, I’ < RA* < B(R).
(¢) = (a) Por constru¢ao, A = O; U Oy, onde Oy ={z e F |z ¢ B(R) el +x € R}
e Oy ={re F*:zeB(R)exz0; € O;}. Assumindo B(R) = F, temos O; = {0} e
Oy =F. Portanto, A = F.

O

Encerramos aqui a discussao sobre os elementos rigidos. O Teorema
3.15 86 sera utilizado diretamente no capitulo 5. Contudo, este resultado serve
de suporte para assumir a existéncia de valorizacoes R-compativeis. Passaremos
agora a demonstracao da decomposi¢ao do pro-2-grupo de Galois maximal de um
corpo que admite um anel de valorizagao R-compativel. Iniciamos com um resultado

preliminar.

Proposigao 3.17 Seja F' um corpo, M um subgrupo de R(F) e K um corpo inter-
medidrio F < K < F(2).

(a) R(F) < R(K).
(b) Se K = MK?, entio R(K) = K.

(c) Existe uma extensao E do corpo F, com F € E < F(2), tal que a inclusao
induz um isomorfismo M/F? — E/E?. Conseqiientemente, £ = ME? e
R(E) = E.

Demonstracdo (a) O caso K = F(y/a), para algum a € F*\F?, foi demonstrado
em ([Cy], Proposicao 3, Coroldrio). A seguir vamos tratar do caso [K : F] finito.
Como G(F) é um pro-2 grupo, temos uma cadeia de subcorpos intermedidrios
F=FcPF c---cF =K, tais que |F; : F; 1] = 2. Pelo caso anterior,
R(F;_1) € R(F;), para todo 1 < i < t. Logo R(F) € R(K). Finalmente, para o

caso geral tomamos = € K e uma sub-extensio finita F € K’ < K tal que z € K'.



3.2 Pro-2-Grupo de Galois Maximal obtido via Radical e Valorizagoes 56

Dado r € R(F), pelo caso do grau finito temos r € R(K'). Assim, x € Dy (1, —1) S
Dy{1,—r). Portanto K = Dx{1,—r) para cada r € R(F). Logo R(F) < R(K),
concluindo a demonstracao.

(b) E imediato, pois temos M < R(F) € R(K), pelo item anterior.

(¢) Pelo Lema de Zorn, a familia de corpos intermediarios L: F' € L < F(2), tais que
a inclusio F' < L induz uma aplicacio injetiva M /F 2 > L/L2, tem um elemento
maximal F. Vamos verificar que a maximalidade de F implica na sobrejetividade
de M/F? — E/E?. Por contradicdo, suponha que z € E\ME? ¢ seja K = E(,/z).
Sejay e K2 M. Temos que K2 M € K2~ E = E*> U 2E?. Nao ocorre y € 22,
pois © ¢ ME?. Assim, y € B2~ M = F2, pois M/F? — E/E? é injetiva. Logo,
K2~ M = F2. Portanto, M/F? — K/K? ¢ injetiva, contradizendo a maximalidade
de E. o
Teorema 3.18 Seja (F,v4) um corpo valorizado, car(ka) # 2 e (Fp,v,) uma 2-
henselizagao de (F,v4). Suponha 1+ M < R(F). Entao existe um corpo Fy, com
F c Fy € F(2), tal que Go(Fy) € livre e Go(F') = Gy(Fp) sk Go(F).

Demonstracao Da Proposicao 3.17 obtemos a extensao Fy com R(Fp) = Fy. Para

usar o Teorema 3.5, temos que demonstrar que:

(a) A aplicacdo natural F/F? — Fy/F2 x Fy,/F?, xF? — (2F2,xF?), é um iso-

morfismo.

(b) A restrigaores : oBr(F) — oBr(Fy)xoBr(Fy), (F,a,b) — ((FO, a,b), (Fy,a, b)),

¢ injetiva.

Sabemos que R(Fy) = F, implica ,Br(Fy) = {0}. Do Teorema 1.21, temos que o
nicleo da restri¢ao res : sBr(F) — 9Br(Fj) é gerado por {(F,a,b) |a€e F*be 1+
M}, Como 1+ My < R(F), temos a injetividade desejada em (b). Provemos (a).
Escolhendo M = (1+ M4)F? no item (c) da Proposicio 3.17, o corpo intermedidrio
Fy pode ser escolhido de forma que Fy/F2 = (1 + M4)F2/F?, que é justamente
o niicleo da aplicacdo F/F? — F,/F2, induzida pela inclusdo (item (b) do Lema
1.18). Assim, 2 € 2N F2nF oz e F2nF?nF € F2n (14 Ma)F? = 2,
e segue a injetividade. Provemos agora a sobrejetividade. Sejam a € Fy e b € B},
A aplicacao F/F2 — Fh/Ff, induzida pela inclusao é sobrejetora pois E, = FF,?
(item (@) do Lema 1.18). Assim, existe 2 € F tal que zF2 = bF?2. Do isomorfismo
Fo/F2 = (1+ Mu)F?/F? existe y € (1 4+ M4)F? tal que yE2 = 27 aF?. Com isto,
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para w = xy € F, temos wk2 = aF? ¢ wEFy, = xF), pois y € (1 4+ M7)F? < F2.
Isto conclui a prova da sobrejetividade. Portanto temos o isomorfismo desejado (a),
concluindo assim a prova do teorema.

O

Coroléario 3.19 Seja (F,v4) um corpo valorizado. Suponha que A é compativel com

R(F). Se (T4 :2T4) =2 e ks = ka(2), entio R(F) = F.

Demonstracao Seja (F,v,) uma 2-henselizagdo de (F,v4). Pelo Teorema 3.18,
existe Fy € F(2) tal que Gy(Fp) é um pro-2-grupo livre e Go(F) = Go(Fp) *
G5(Fy). Pela caracterizagao galoisiana de corpos 2-henselianos (Proposicao 3.1),
Go(Fy) = Z;ﬁmFQFAﬂFA X Ga(ka). Segue das hipdteses que Go(F)) = Zg. Assim,
Go(F) = Go(Fy) *k Zo que é um pro-2-grupo livre, pois Go(Fy) e Zsy o sdo. Segue
que R(F) = F. o

Corolario 3.20 Seja (F,v4) um corpo valorizado com 1+ My < R(F) el'sy # 2L 4.
Se R(F) # F, entio R(F) = (1 + M) F?.

Demonstracao Segue do Lema 2.13 e do corolario anterior.

Juntando os Teoremas 3.15 e 3.18, temos a conclusao final deste capitulo:

Teorema 3.21 Seja F' um corpo e suponha R(F) # F. Se existe um elemento
R-birigido a € F*, entdo G3(F) decompée-se como o produto livre Go(Fy) sk Go(F}),
onde Go(Fy) € um pro-2-grupo livre e Fy, € um corpo que admite um anel de valori-

zacao 2-henseliano.



CAPITULO 4

As Construcdes Existentes

Neste capitulo estudamos as construcoes de corpos com radical nao trivial
existentes na literatura. Essencialmente, existem duas construcoes diferentes. A
primeira foi apresentada por Berman em ([Be]). A segunda construgao utiliza a

teoria de esquemas de formas quadréticas e foi apresentada por Kula em ([Kuy]).

A primeira secao deste capitulo é dedicada ao estudo do radical do corpo
K = F(+v/-1), onde F é um corpo pitagérico. Berman ([Be]) descreveu R(K)
através do espago das ordens de F', denotado por X (F'). Neste caso, o radical pode
“variar” desde K2, no caso em que F' é superpitagorico (veja Defini¢ao 4.3), até K no
caso em que F' é um corpo SAP pitagérico (Defini¢ao 4.5). Estes nomes se referem a
| X (F)| ser méximo ou minimo possivel, como explicaremos a frente. Demonstramos
que os dois principais resultados de Berman se enquadram numa das construgoes
que expomos, ou seja, o Radical de Kaplansky ¢ descrito a partir de um anel de

valorizagao R-compativel. Este anel é obtido
(A) a partir do pro-2-grupo de Galois maximal (primeira se¢ao do capitulo 3) ou,

(B) diretamente, por meio de propriedades de F', como a existéncia de um elemento

R-birigido (conforme a segunda sec¢ao do capitulo 3).

No primeiro teorema ([Be], Teorema 2.3), Berman escolhe um corpo F
com |X(F)| =n+1e |F/F?| = 2". Depois, prova que o corpo K = F(/=1) é pré-

29
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hilbertiano com |K/R(K)| = 4. No Teorema 4.11 demonstramos que K admite um
anel de valorizacao R-compativel e que R(K') pode ser descrito através do localizador
deste anel de valorizagao . Este resultado se enquadra na abordagem (B). Num
segundo resultado ([Be], Teorema 3.12), é obtido um corpo K = F(y/—1), com
F' uma intersecao de dois corpos pitagoricos, sendo um deles superpitagdrico e o
outro SAP pitagérico. Verificamos que G5(K') admite uma decomposi¢ao como um
produto livre do tipo que ja estudamos. Isto vai permitir que o segundo resultado
de Berman possa ser visto na abordagem (A). Na segunda segdo verificaremos que
os principais exemplos que Kula ([Ku;]) obteve pelo método de esquemas de formas

quadraticas podem ser vistos na abordagem (A).

Dedicamos a terceira secao a investigagao de corpos que nao admitem um
“bom” anel de valorizagao para estudar o radical. Exibimos exemplos onde o radical
esta sempre contido propriamente no localizador de qualquer anel de valorizacao do

corpo. Este é um caso em que nao podemos aplicar os teoremas que demonstramos.

4.1 Extensoes Nao Reais de Corpos Pitagoricos

Seja F' um corpo pitagérico, formalmente real, com |F /F 2| < oo, e seja
X(F) o conjunto de todas as ordens de F. Para cada ordem P, € X(F) estd

naturalmente associada uma tnica aplicacdo y; : F/EF2 — {+1}, com

(a) 1, seae P
i\a) =
X -1, se ae —P.

Assim, cada ordem de F' é identificada com um elemento do espaco vetorial dual
(F/F?) — Hom, (F/F?, {£1}).

Por este motivo, nos permitiremos denotar uma ordem de F' tanto por P;, quanto
por x;. O conjunto X (F') é também um espago topoldgico. Uma subase para a sua

topologia é formada pelos abertos de Harrison H(a), com a € F, onde

H(a):= {Pe X(F) | ac P}.
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Com esta topologia, X (F') é Hausdorff, compacto e totalmente desconexo (conforme
[L;], Teorema 6.3, p.271).

Os corpos pitagéricos sao particularmente bem descritos por suas ordens,

conforme segue.

Lema 4.1 Seja F' um corpo formalmente real. Sao equivalentes:
(a) O corpo F € pitagdrico.

(b) Se a e b nao representam a mesma classe em F/FQ, entao existe uma ordem
de F para a qual a e b possuem sinais distintos. Dito de outro modo, existe

Pe X(F) tal quea€ P ebe —P ouaec —P ebe P.
(¢) Sea¢ —F2, entio a ¢ positivo (a € P) em alguma ordem P de F.

Demonstracao (a) = (b) Por contradi¢do, vamos supor que a e b tem o mesmo
sinal em todas as ordens de F. Segue que ab é positivo para qualquer ordem. O

Teorema de Artin-Schereier ([L;], Teorema 1.12, p.236) afirma que (| = > F*
_ _ . _ PeX(F)
Logo, ab € Y F? = F? pois F é pitagérico. Dai, aF? = bF?, contradizendo a

hipétese.
(b) = (¢) E imediato.

(¢) = (a) Seja 0 # x € L F2. Se x ¢ F2, entdo (¢) implica que existe uma ordem
P e X(F), para a qual —x € P. Por outro lado, o Teorema de Artin-Schereier

assegura que x € P. Portanto, x € P n —P = {0}, contradizendo a escolha de .

Lema 4.2 Seja F um corpo formalmente real e pitagdrico. Entao, b€ Dp(l,a) se,
e somente se, H(a) < H(b).

Demonstracao A implicagdo é imediata, pois Dp(l,ay S P, para toda ordem

P € H(a). A reciproca segue do fato que F' pitagérico implica D1, a) = ﬂ P
PeH(a)
e da equivaléncia Dp(1,b) € Dp(l,a) < H(a) < H(b).

O

Se |F/F? = 2", entdao n < |X(F)| < 2! (veja [Ly], exercicios 15
e 16, p.294). Um corpo pitagérico F' com numero minimo (n) ou com nimero
maximo de ordens (2"') ¢ muito bem conhecido. Algumas de suas propriedades

serao destacadas na seqiiéncia.
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Corpos superpitagoricos e corpos SAP pitagdricos
Definicio 4.3 Um corpo formalmente real e pitagérico F com |F/F? = 2™ ¢

| X (F)| = 2"~ ¢ chamado de superpitagérico.

A propriedade de ser superpitagérico se traduz na teoria de valorizacao

e na teoria de Galois pelo teorema seguinte.

Teorema 4.4 Seja F' um corpo pitagorico formalmente real. Sao equivalentes:
(1) F € superpitagdrico.

(1) F admite um anel de valorizagdo 2-henseliano A, com ka formalmente real e

| X (ka)| < 2.
(ii1) Ga2(F(y/—1)) € abeliano.

A equivaléncia (i) < (iii) é um Teorema de Brocker e Brown, conforme
([J])). Em ([B]), Becker demonstrou (i) < (ii1).

Certamente o exemplo mais conhecido de um corpo superpitagorico é
F = R((t1))...((tn)), o corpo das séries formais iteradas sobre R. A construgao
deste corpo inicia-se com o corpo de séries formais F; = R((¢1)). Depois toma-se
Fy = Fi((t2)) e assim sucessivamente, até obter F' = F,, = F,,_1((t,)). Na seqiiéncia

verificamos que F' é pitagorico e tem o méaximo nimero possivel de ordens.

(a) | |F/F?| = 271 | Pelo exemplo seguinte & Proposicao 3.1, F = F,_;((t,)) possui

um anel de valorizagao 2-henseliano cujo corpo de residuos é F,,_; e o grupo de
valores é Z. Pelo Lema 3.8, |F/F? = 2|F,_1/F2? ||. Pelo mesmo argumento,

|y 1 /F2 || = 2|F,_s/F2 ,|. Seguindo o processo até Fy, temos o resultado.

(b) ’F é pitago’m'co‘ Indutivamente, basta provar que F; = R((t1)) é pitagérico.
Seja t =t; esejam f = a,t" +...e g =b,t" + ... em R((¢)), onde ay,b, € R*.
Suponha n < m. Entao, f2+¢% = (a,t™)2(1+...) € F2(14+My) < F2, pois (F1,v4)
é 2-henseliano, onde A = R|[[t]] e M4 é o ideal principal gerado por t. Se n = m,
entdo a2 + b2 = ¢2, para algum ¢, € R e 2+ ¢> = (c,t")2(1 +...) € 2.

() || X(F)| =2"| Seja f = a,t™ + ... € R((t)), com a, € R*. Definimos f >
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0 < a, > 0 (na ordem usual de R). Esta relagao satisfaz as condigoes exigidas para
ser uma ordem de F' e estende a ordem de R. Também, é a tinica ordem possivel em
X (F) para a qual ¢ é positivo. Para verificar isto, suponha que <; ¢é outra ordem
para a qual t é positivo e seja f = a,t" + ..., com f > 0 (ou seja, a, > 0). Entao
f=ant"+...=ayt"(14+...) >0, pois 1 +... € Ff, que é positivo em qualquer
ordem. Como a aplicagao t — —t define um automorfismo de R((t)) (que fixa R),
a relagdo f > 0 < a, < 0 define a outra possivel ordem de R((t)). Seguindo o
processo, cada ordem de Fy; = R((t)) se estende para outras duas ordens em F.

Indutivamente, F' tem 2" ordens.

O corpo F' = F,, é naturalmente munido de uma valorizagao. J& vi-
mos que Z" = @} ,Z é grupo abeliano totalmente ordenado lexicograficamente.

Podemos representar uma série formal 0 # f € F' na seguinte maneira

f=Fflt, o tn) = D) it -t

(i17~~-ain)

Definimos v : F' — Z" u{oo}, por v(f) = min{(i1, ..., %) | ag,,.i,) # 0} e v(0) = 0.
Uma demonstracao de que o anel de valorizagao associado a v é 2-henseliano pode ser
encontrada em ([Wag]). Pelo Teorema 4.4, somente a existéncia desta valorizagao ja
nos permite concluir que F' é superpitagorico, pois o corpo residual é R. Em relagao
ao pro-2-grupo de Galois maximal, a Proposicao 3.1 garante que Go(F') = 74 % 7./27.
Portanto, Ga(F(y/—1)) = Z%, que é abeliano, o que estd de acordo com o Teorema
4.4.

Definicio 4.5 Se F' ¢ formalmente real e pitagdrico com |F/F2| = 2™ ¢ | X (F)| = n,
entao F é chamado de SAP pitagorico.

Neste caso, F' tem o menor nimero de ordens possivel. A sigla SAP vem

do inglés Strong Aproximation Property, o que significa

Propriedade de Aproximacgao Forte: Dados dois subconjuntos
disjuntos A, B < X(F'), fechados na topologia de Harrison, existe
um elemento a € F*, que € positivo em todas as ordens em A e

negativo em todas as ordens de B, ou seja, A < H(a) e B < H(—a).

Existem muitas outras caracterizacoes de um corpo deste tipo. Abordare-

mos este aspecto mais a frente. Aqui precisaremos apenas do fato que o pro-2-grupo
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de Galois maximal de um corpo SAP pitagérico é isomorfo ao produto semi-direto
F x7Z/27Z, onde F é um pro-2-grupo livre (conforme [Ws], Proposi¢ao 3.2, junto com
a ultima observagao do artigo). Conseqiientemente, se F' é SAP pitagérico, entao
Go(F(y/—1)) é um pro-2-grupo livre.

Estudaremos agora os exemplos construidos por Berman em ([Be]).

Teorema 4.6 ([Be], Teoremas 3.9 e 3.12) Sejam Fy e Fy dois corpos pitagori-
cos, com F superpitagorico, 8 < |F1/F12| e Fy SAP. Entao existe um corpo I,

formalmente real e pitagdrico, admitindo extensoes Ky, Ky < F(2), tais que:

(1) K; € pitagérico, K;/K? = F,/F? ¢ os espagos X (F};) e X(K;) sdo homeomorfos,

para i = 1,2.

(2) F = Ky n Ky e as inclusées F — K; induzem um isomorfismo F/F? =
Ki/K? x K,/K? (e portanto, F/F? =~ F\/F2 x Fy/F2 ).

(3) As inclusoes também induzem um homeomorfismo de X (F') na unido disjunta
X(K1) v X(K3), isto €, cada ordem P de F € dada pela contra¢ao de uma
tnica ordem Q € X(K;). Assim, P =Q n F, para um unico i € {1,2}.

(4) W(F;) = W(K;), para i =1,2.

(5) Para K = F(y/—1), temos que R(K)/K? =~ Ky/K2 ~ F}/F2 ¢ K/R(K) =
K /({£13.K2) = B /({£1}.F?).

Nosso objetivo é demonstrar que Go(F) = Go(K;) * Go(K3) e tam-
bém que Go(K) = Go(K;(v/—1)) sk F, onde F é um pro-2-grupo livre. Com isto,
demonstraremos que R(K') pode ser obtido pelo Teorema 3.6 (abordagem (A) da in-
trodugao). Assim, os corpos obtidos pelo Teorema 3.6 incluem os corpos construidos

por Berman através do Teorema 4.6.

Demonstragao (do Teorema 4.6) Todas as afirmacoes do teorema fazem parte
dos Teoremas 3.9 e 3.12 de ([Be]), exceto as inclusoes K; < F(2). Em ([Bel,

Teorema 3.9) Berman constréi primeiro dois corpos pitagoricos Ky, Ky dentro do
fecho algébrico de um mesmo corpo de caracteristica zero. Define entao F =
K1 n Kq e trata das afirmagoes de (1) a (5) do teorema para Ky e Ky. Vere-
mos que tomando-se K; = K; n F(2) as mesmas afirmagdes permanecem vali-

das. Temos que F' = K1 n Ky e as inclusoes F' — K; induzem um isomorfismo
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F/F? = K£,/K? x Ky/K2. Afirmamos primeiro que as inclusdes F < K; induzem
um isomorfismo F/F? =~ K|/K? x K,/K2. Dado z € F*, se z € K2 parai = 1,2,
entao claramente = € ICZQ, para ¢ = 1,2. Segue que z € F2. Logo, o homomorfismo
induzido pelas inclusoes é injetivo. Por outro lado, dados z; € K 1, To € Kg, existe

1. _ .2
T, =Y; €

z € F* tal que (zK2,2K2) = (2,K2, 2,K2). Sejam y; € K; tais que z~
sejam L; = F(z7'z;) € K;. Como F € L; © F(2), temos L;(2) = F(2). Como
7'z € Ly e y? = o7 a;, temos que y; € Li(2) = F(2). Assim, y; € K; n F(2) e como
z; = zy2, temos que (K2, 2K2) = (2,K2, 2,K2), demonstrando a sobrejetividade.
Agora vamos explicitar melhor o significado do homeomorfismo do item (3), para
depois provar que X (F}) = X (K;) e X(F) =~ X (K;)u X (K,). Sejam E; = (K2)n F,
para ¢+ = 1,2. Claramente, £} n Ey = F?. Vamos mostrar inicialmente que
F = FE\Fy. Seja & = {z € F* | 2F? — (zK2,K2)} em K1/K2 x Ky/K2. Assim,
&y é o subgrupo de F que contém F2 e tal que 52/F2 corresponde a ICl/IC% x {1}.
Logo, & < ICS N ' = E,. Igualmente, temos um subgrupo & < F', contendo Fz,
tal que & /F? 6 levado pelo isomorfismo em {1} x Ky/K2 ¢ & < E,;. Portanto,
& & S Eyn Ey = F2 e veremos que o isomorfismo leva £ & em Ki1K2 x KoK2.
Portanto, £& = F. Seja 0 : F/F?2 — K,/K? x K3/K2 o isomorfismo. Dado
a = (21K2,25K2) temos que o = (21K2, K2)(K2, 2,K2) = 0(y F?)0(yF2), onde
yi € &, Oy F?) = (11K2,K2) e 0(yo F2) = (K2, 2,K2). Isto é, a = O(yyy2F2). Assim,
0(£,:E,/F?) = 0(F/F?), o que implica em F = &&,, como querfamos. Finalmente,
como & C E; e By N Fy = F2, resulta que & = E;. Temos que E; = (ICZ2 N F) é uma
pré-ordem ! de F e denotando-se por X/FE; o conjunto {P € X(F) | E; € P n F}
temos que toda ordem @ € X (K;) satisfaz a condi¢cdo Q@ n F' € X/E;. Desta forma, a
condigao (3) implica (e é equivalente a) que X (F') = X/E;uX/Es, que é reuniao dis-
junta. Voltando as extensoes K; = KC; n F(2), temos as contragoes X (K;) — X/E; e
X(K;) = X/E;, Q — Qn F. Estas duas fungoes sao continuas. A segunda delas é a
composicao da primeira com a fungdo contragao X (K;) — X(K;), Q — Q n K;, que
também é continua. Temos entdo uma composigao X (K;) — X(K;) — X/E;, que é
um homeomorfismo e a decomposicao X (F) = X/E, v X/Ey, X/Ey n X/Ey = .
Juntando tudo vamos obter que X (K;) — X/FE; também é um homeomorfismo e
podemos completar o quadro X(K;) = X(F;) e X(F) = X(K;) v X(K3), com
K, Ky € F(2). Concluimos assim a validade dos itens (1), (2), (3) e (5). Para
demonstrar (4), basta aplicar o Teorema de Harrison-Cordes ([L;], Teorema de
Harrison-Cordes 1.8, p.429 e Defini¢ao 1.1, p.426).

O

Veja observacdo na demonstracao do Teorema 3.15 para a definicdo.
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Teorema 4.7 Sejam F, Fy, F5, K1 e Ky como no Teorema 4.6. Entao Go(F)
Ga(Kq) 3k Go(Ks).

lle

Demonstragao Conforme o Teorema 3.5, para provarmos o isomorfismo Go(F') =
Go( K1) % Go( K3) precisamos verificar duas coisas. Primeiro, que a inclusao F < K,

induz um isomorfismo

F/F? - K /K? x K5/K2. (4.1)

Segundo, que a aplicacao restricao
res : 9Br(F') — 9Br(K7) x oBr(K>) (4.2)

é injetiva. O item (4.1) ja nos é dado pelo item (2) do Teorema 4.6. Resta provar

(4.2). Inicialmente observamos que (4.2) é equivalente a:
D, (1, —z) " D, (1, —z> n F € Dp(1,—z), para todo z € F*. (4.3)

(4.2) = (4.3) Sejax € F*. Se a € Dy, (1, —z)" Dy, {1, —2)"F, entdo (K, a,z) = 0
e (Ks,a,z) =0. De (4.2), temos (F,a,z) = 0. Portanto a € Dp{1, —z).
4.3) = (4.2) (veja [J], Lema 7).

Portanto, para demonstrarmos o teorema basta provar que (4.3) vale para
K1, K. Por conveniéncia de notacio, provaremos que Dy, {1,z) " D, {1, 2> F <
Dp(1,z), para todo z € F*. Seja a € Dg,(1,z) N Dg,(1,2) n F. Do Lema 4.2,
a € Dp(l,x)se e somente se, a >p 0 sempre que x >p 0, para toda ordem P € X (F).

1°) Pode ocorrer que o sinal de z seja negativo em todas as ordens de F. Neste

caso, —v € ()| P = F?. Assim, Dy, (1,2 n Dg,(1,2) n F = Dy, (1,-1) n
PeX(F)
Di,{1,—1>nF = Ky n Ky n F = F = Dp(1,z). Note que aqui estamos utilizando

que a forma (1, —1) é universal.

2°) Agora podemos supor que existe uma ordem P € X (F) tal que z >p 0. Do item
(3) do Teorema 4.6, existe uma ordem @) € X (K;) (para exatamente um ¢ € {1,2})
que contrai para P, isto é, @ n F' = P. Como a € Dg,(1,z), temos a >¢ 0. Assim,

a >p 0, que é exatamente o que precisamos. o

Podemos agora demonstrar o teorema principal desta secao.

Teorema 4.8 Seja K = F(v/—1), onde F = Ky n Ky e Ky, Ky sao como no
Teorema 4.6. Entao Go(K) = Ga(Ey) % Go(E»), onde Ey é um corpo com Go(Ey)
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livre e (E2,v3) € um corpo valorizado 2-henseliano. Ainda, K possui um anel de
valorizagio A, com ky # ka(2) e Ty # 204, tal que R(K) = (1 + M4)K2.

Demonstracao Lembramos que K, e K, sao formalmente reais. Com isto, v/—1 ¢
Ky U Ky e Go(K) & Go(K;), para i = 1,2. Assim, (Go(F) : Go(K)) = 2 implica
Go(F) = Go(K)Go(K;), para i = 1,2. Utilizaremos agora o Teorema de Kurosh
para pro-2-grupos. O leitor pode consultar ([N], Teorema 4.2.1, p.208), ou ([BNW]).
Alternativamente, fizemos uma exposicao em detalhes deste teorema no capitulo
5, apos o Lema 5.3, e o enunciamos no Teorema 5.4. Pelo Teorema de Kurosh,
Go(K) = (GQ(K) m GQ(K1)> s« <G2(K) A GQ(KQ)) Ty = Go(Ky(v/=1)) 5% Ga(La),
onde Ly é o corpo fixo de Ga(Ko(v/—1)) % Zy. Do item (4) do Teorema 4.6 temos
W(F;) = W(K;). Segue de ([Ws], Observacido na péagina 232), que G(F;(v/—1)) =
Go(K;(v/—1)), para i = 1,2. Resumindo, temos

Go(K) = Ga(Er) * Go( Ea),

onde £y = Fi(v/—1) e Ey é o corpo fixo do grupo Go(Fy(v/—1)) % Zs. Lembre
que F) é superpitagoérico e Fy é SAP pitagorico. Segue da observacao anterior ao
Teorema 4.6 que Go(Fy(v/—1)) é livre. Portanto, Go(E,) é também livre, pois é
o produto livre de dois pro-2-grupos livres. Sendo F) superpitagoérico, segue do
Teorema 4.4 que F; possui um anel de valorizacao 2-henseliano A;, cujo corpo de
residuos k; é formalmente real e | X (k1)| < 2. Seja A} a tinica extensdo de A; a E.
Como a propriedade de ser 2-henseliano ¢é hereditaria, temos que A} é um anel de
valorizacao 2-henseliano de F;. Reunidas estas informagoes, estamos em condicoes
de aplicar o Teorema 3.6. Obtemos assim um anel de valorizacao A do corpo K, que
satisfaz a compatibilidade 1 + M4 < R(K). Para concluir, temos que verificar que
R(K) € (14 M4)K? Seja (T, ky, My, vy,...) e (T4, K, M}, v, ...) anotacio para
os corpos valorizados (Fy, A1) e (Ey, A]), respectivamente. Note que k; = ky(a),
onde o = 4/—1. Ainda, & ¢ iﬁ, pois k; é formalmente real. Segue da Desigualdade
Fundamental (1.2) que

I (4.4)

Afirmagao: ki € pitagdrico. Sejam a,b e A. Como F é pitagérico, existe c € F'*
tal que a? + b? = ¢2. Tudo que precisamos provar é que ¢ € A}, ou seja, vi(c) = 0.
De fato, se v1(c) > 0, entdo a® + b* € M; e (ab~1)? = —1, contradizendo o fato de

ky ser formalmente real.
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Temos ainda
8 < |F/FY| = |k1/(k1)*||T'1/214], (4.5)

pois A; é 2-henseliano e a hipétese do Teorema 4.6 que diz que 8 < |Fy/EF2|. Temos
que | X (k1)| < 2. Como k; é pitagérico, da observagao que antecede a Definigao 4.3
segue que | X (k1) = n, onde 2" = |ki/(k1)?|. Logo, 2 < |ki/(k1)?| < 4.

Primeiro caso: |ky/(k1)? = 2 (k; ¢ euclidiano). Segue de (4.4) e (4.5) que (I} :
9I")) = (T'y : 2I'}) > 4. Sabemos que isto implica R(K) < (1 + M) K?2.

Segundo caso: |k /(k1)?| = 4. Segue de (4.4) e (4.5) que (I : 2I"}) = 2. Se (I} :
2I")) > 2, temos que R(K) < (1 + M4)K?2. Para obter a mesma conclusao para o
caso (I : 2I"}) = 2, precisamos concluir que &, # (k)% De (4.5) temos |k /(k1)?| =
4. Assim, |k)/(k;)?] (;) Lk1/(k1)?| = 2, onde () é um lema bésico para extensoes

quadréticas (veja [L;], Corolario 3.10, p.200).

O

Na seqiiéncia veremos o outro resultado de Berman.

Teorema 4.9 ([Be], Teorema 2.3) Seja n um inteiro = 2. Seja F' = F,, um corpo
pitagdrico com | X (F)| = 2" ¢ |F/F? = 2"+, Se K = F(v/—1), entio K é um corpo
pré-hilbertiano, |K/K?| = 2" e (K : R(K)) = 4.

No caso deste teorema faremos o processo inverso a analise anterior.
Provaremos diretamente que K admite um anel de valorizacdo A compativel com
R(K). Incluiremos o resultado de Berman na abordagem (B) descrita na introdugao.
Portanto, além da descricdo do radical como R(K) = (1 + M 4)K2, poderemos con-
cluir que G3(K') admite uma decomposi¢ao do mesmo tipo jé estudado. No Teorema
4.9, a existéncia do corpo pitagorico F', com as propriedades desejadas, é provada
no trabalho de Brocker ([Br]).

Iniciamos com mais algumas equivaléncias da Propriedade da Aproxi-

macao Forte.

Proposicgio 4.10 Seja F um corpo pitagérico com |F/F? = 2". Sao equivalentes:
(1) F é SAP.
2) |X(F)| =n (= dimg, F/F?).

(3) {xp | Pe X(F)} € uma Fy-base para o dual (F/FZ) .
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(4) Para todo anel de valoriza¢ao A de F, com corpo de residuos ka formalmente
real, tem-se (I' : 2T'4) < 2 e se (I' : 2T'4) = 2, entao ka possui uma iunica

ordem.

Demonstracao Como {xp | P € X(F)} gera o dual <F/F2>* (veja [Ly], ex. 15 e
16, p.294), a equivaléncia (2) < (3) é imediata.

(1) = (3) Basta provar que {xp} é linearmente independente. Por contradigao,
vamos supor que existe uma relagao de dependéncia xi ... x, = 1, onde y; corres-
ponde a ordem P, € X(F) e P, # P;, para todos i,j € {1,...,m}. Como F é SAP,
P; pode ser separada de {P»,...,P,}. Assim, existe a € (—P;) n P,... P,,. Dali,
(X1-.-Xm)(a) = —1, contradicao.

(3) = (1) Sejam A = {P,,...,P.} e B = {P.11,..., P} disjuntos em X(F).
Por hipdtese, {x1,...,Xs} sdo linearmente independentes (aqui, x; = xp,). As-

sim, existe um funcional linear (chamado caracter) f : (F/F2> — {+1}, tal

L, 1<i<r

~ . - .
, Lembramos que a aplicacio zF? +— g,, onde
-1, r<i1<s

que f(xi) = {

go(h) := h(z), é um isomorfismo entre F/EF?2 ¢ o bidual <F/F2> . Portanto, f

1, 1 <1<
{ 7 P Assim, A < H(a) e

corresponde a a € F* tal que y;(a) = 1 -
-1, r<i<s

B < H(—a).
(1) < (4) ver ([P], Teorema 9.1, p.140).

Teorema 4.11 Seja K = F(y/—1) como no Teorema 4.9. Entao K possui um
anel de valorizacio A, tal que R(K) = (1 + MA)K2. Ainda mais, Ta # 204 ¢
ka # k‘A(Q).

Demonstragio Como 2" = |X(F)| # |F/EF% = 27", a Proposi¢io 4.10 implica
que F' nao é SAP. Ainda a Proposicao 4.10 garante que F' admite um anel de
valorizagao B, com corpo residual formalmente real, tal que I'p # 2I' e caso (I'p :
2I'p) = 2, entdo kp tem mais que tnica ordem. Seja A uma extensdo de B a
K. Observe que ks = kg(a), onde a = v/—1. Segue da Desigualdade Fundamental
(1.2), que 'y = T's. Logo, T'4 # 2T'4. Segue do Lema 3.20 que R(K) = (1+ M 4)K2.

O
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4.2 Exemplos Obtidos por Kula

Deduziremos nesta secao a existéncia de anel de valorizacao compativel
com o Radical de Kaplansky nos principais exemplos construidos por Kula no tra-
balho ([Ku;]). Nao vamos expor o método dos esquemas de formas quadraticas, que

o referido autor utiliza. O leitor interessado pode consultar ([L;], p.463).

No trabaho ([Kuy]), Kula obteve os principais exemplos de seus trabalhos
envolvendo Radical de Kaplansky. Ele prova que existe um corpo F' cujo anel de
Witt é isomorfo ao produto W(F) x W(Fy), com Fy = L((X3))...((X,)) e Fi
um corpo com m classes de quadrados e radical R(F}) = Fr. Kula produz dois
exemplos e utiliza trés corpos diferentes para L, sempre com L/L2 finito. Para
nossos interesses isto nao é relevante. Finalmente, os indices sao (R(F) : F'2) = 2™
e (F: R(F)) = 2"|L/L2|.

Escolhendo F} e F5 acima descritos, o Teorema 3.4 garante que existe um
corpo F' tal que Go(F') = Go(Fy) %k Go(Fy). Sabemos que Iy = L((X1)) ... ((Xn))
¢ naturalmente munido de um anel de valorizacao 2-henseliano. Ainda mais, o
grupo de valores é o grupo aditivo dos inteiros Z. Segue do Teorema 3.6 que F'
admite um anel de valorizagao R(F')-compativel A, com car(k4) # 2, grupo de va-
lores nao 2-divisivel. Assim, como R(F') # F, temos que também vale a inclusao
R(F) < (1 + M,)F?. Portanto vale mesmo a igualdade R(F) = (1 + M4)F2.
Segue do Teorema 3.6 que R(F)/F? =~ F/F? e portanto, (R(F) : F2) = 2m.
Também, (F : R(F)) = 2"|L/L?|, que é o nimero de classes de quadrados de

Fy, = L((Xy))...((X,)), conforme vimos no exemplo seguinte ao Teorema 4.4.

Como a construcao resumida no Teorema 3.6 utiliza o resultado do Teo-
rema 3.4, que por sua vez utiliza o resultado de Kula (sobre o produto dos anéis de

Witt), o corpo F' obtido nos dois paragrafos anteriores coincide.
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4.3 O Caso Real Livre

Nesta secao vamos retomar o estudo dos corpos quase-pitagoricos, ini-
ciado na parte final da primeira secao do capitulo 2. Conforme a Definicao 2.7, o
corpo F' é quase-pitagdrico se R(F') = Dp(1,1) =3, F?. Tipicamente estaremos in-
teressados no caso formalmente real, pois ja observamos que corpos quase-pitagéricos
nao formalmente reais sao classificados pelo “‘caso livre”, ou seja, o radical é todo o

grupo multiplicativo do corpo.

Nosso objetivo é mostrar que ao menos uma parte dos corpos quase-

pitagoricos simplesmente nao admite um anel de valorizagao R-compativel.

A Propriedade da Aproximagao Forte (SAP) estudada no capitulo 4 se
refere aos abertos da topologia de Harrison no espago de ordens de um corpo. Assim,
corpos SAP nao necessariamente pitagoricos sao definidos de forma andloga a que
fizemos na Definicao 4.5. Além disto, para este caso geral, vale a Proposicao 4.10 com
> F? no lugar de F2. Os corpos formalmente reais, que sao simultaneamente quase-
pitagoricos e SAP aparentemente nao possuem um anel de valorizagao compativel
com o Radical de Kaplansky. Conseguimos verificar que se um corpo deste tipo for
pseudo real fechado (veja Definigao 4.16), entao definitivamente ele nao possui um
anel de valorizacao compativel com o radical. Cabe ressaltar que o radical é nao

trivial, o que neste caso significa que o corpo nao é pitagorico.

Por outro lado, se no contexto da construcao resumida no Teorema 3.6,
escolhermos o corpo valorizado 2-henseliano H; sendo pitagoérico nao euclidiano, o
método do Teorema 3.6 produz um corpo quase-pitagérico que admite um anel de

valorizagao compativel com o radical (veja a observacao final desta secao).

Conseguimos assim delimitar um pouco a abrangéncia da nossa abor-
dagem no estudo do radical. Contudo, fica claro que nao sabemos ainda a exata
relacao entre corpos quase-pitagoricos e corpos com um anel de valorizacao com-

pativel com o radical.

A leitura do capitulo 6 é independente desta secao. Para o capitulo
5, utilizaremos desta secao apenas a caracterizagao do caso real livre através do

invariante de Hasse, apresentada no Teorema 4.14.
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Para a conveniéncia do leitor, incluimos nos préximos pardgrafos mais
algumas definicoes da teoria de corpos e formas quadraticas, a maior parte delas

ainda nao utilizadas neste trabalho.

Por definicao, o corpo formalmente real R é real-fechado se qualquer
extensao algébrica prépria de R nao é formalmente real. Em particular, um corpo
real-fechado é euclidiano ([L;], Coroldrio 1.8, p.236). Assim, R? = (R*)? U {0} é a
tinica ordem de R e R(y/—1) é quadraticamente fechado.

Seja F' um corpo formalmente real e F seu fecho algébrico. Para uma
ordem qualquer P € X (F) é possivel associar um corpo real-fechado Rp ¢ F, cuja
tinica ordem contrai para a ordem P de F', ou seja, (Rp)> n F = P. O corpo Rp é
denominado o fecho real de F' com relacao a P. Um fecho real é obtido, via Lema
de Zorn, como o elemento maximal da familia dos subcorpos formalmente reais de
F que contenham o corpo F({y/a | a € P}) (veja [Ly], Teorema 2.8, p.242).

Seja ¢ = {ay,...,a,y € W(F) e P um ordem de F. A assinatura da

forma f com respeito a ordem P é definida como a diferenca
sgnp(q) = (ntmero de ;s em P) — (ndmero de a;'s em —P).

Se sgnp(q) # dim(q), entao g é dita indefinida em relagao a ordem P. Se
q é indefinida para toda P € X (F'), entao ¢ é dita totalmente indefinida.

Lembrando que (Rp)? é a ordem de Rp, deixamos a cargo do leitor
verificar que a aplicagao sgn: W(Rp) — Z, f +— sgnp(f) é um isomorfismo de anéis
(veja Proposicao 3.6 de [L4], p.34). Com isto, para um corpo F' qualquer, obtém-se

o homomorfismo assinatura total:

sgn: W(F)—> [] WRp)= [] Z
PeX(F) PeX(F)

dada por ¢ — (sgnp(q))p. Seja Wi (F') o subgrupo de tor¢ao de W (F'). O Principio
Local-Global de Pfister ([L;], Teorema 3.2, p.253) afirma que Ker(sgn) = W;(F).
Provemos que W;(F') < Ker(sgn). Se g é forma quadrética de torgao (isto é, g €
Wi(F)), entao existe n = 1 tal que ng = @} ,{1,—1). Claro que a assinatura (para
toda ordem) de uma forma hiperbdlica é sempre zero. Como sgn é homomorfismo,
temos n(sgnp(q)) = 0 em W(Rp) = Z, para toda P € X(F). Portanto, sgn(q) = 0.
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Definigcao 4.12

(1) O u-invariante de um corpo F' é definido como
u(F) = sup{dim(q) | ¢ € W(F) é uma forma anisotrépica de tor¢ao}.
(2) O invariante de Hasse de um corpo F' ¢é definido como
u(F) = sup{dim(q) | ¢ € W(F') é forma anisotrdpica totalmente indefinida}.

Observacoes

(1) Se F' é nao formalmente real, entao qualquer forma quadrética é de torcao (veja
[L1], p.254). Assim, no caso nao real, o u-invariante é simplesmente o supremo das

dimensoes de formas anisotrépicas sobre F'.

(2) Como as formas de torgao necessariamente tem assinatura igual a zero em qual-

quer ordem de F', sendo F' formalmente real, tem-se que u(F') é par ou co.

(3) Pelo Principio Local-Global de Pfister, u(F) = sup{dimg}, onde g percorre o
conjunto de todas as formas quadraticas anisotrépicas que tornam-se hiperbdlicas
em todo fecho real de F'. O invariante de Hasse é o sup{dim ¢}, onde g percorre o
conjunto de todas as formas quadraticas anisotréopicas que tornam-se isotropicas em
todo fecho real de F'.

O “caso livre” que estudamos no capitulo 2, corresponde a u(F) < 2,

conforme o lema seguinte.

Lema 4.13 Seja F' um corpo. Sao equivalentes:
(a) R(F) = F (isto é, Go(F) ¢ livre).
(b) F € nao formalmente real e u(F) < 2.

Demonstragido (a) = (b) Pelo Lema 2.2, a hipétese R(F) = F implica que toda
1-forma de Pfister é universal. Assim, toda forma quadratica de dimensao maior ou
igual a 3 é necessariamente isotrépica. Portanto, u(F') < 2.

(b) = (a) Seja (1, —a) uma 1-forma de Pfister e x € F'*. Por hipétese, {1, —a, —z)
é isotrépica e portanto, x € Dp{l,—a). Segue que {1,—a) é universal. Pelo Lema
2.2, R(F) = F. .
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Dizemos que o pro-2-grupo G ¢é real livre se G é um produto semidireto
de um pro-2-grupo livre com um grupo de ordem no maximo igual a 2. Por exemplo,
para o corpo F' = R(X) das fungdes racionais sobre os reais, D. Haran e M. Jarden
([HJ]) mostraram que Go(F') é real livre. Na Teoria de Galois, o principal resultado
sobre um grupo real livre é o teorema seguinte, cuja demonstracao pode ser vista

em ([Ws], Coroldrio 3.3).

Teorema 4.14 Seja F' um corpo formalmente real. Sao equivalentes:

(a) Go(F) € real livre. (b) u(F) < 2.

Agora estudaremos como é o conjunto dos anéis de valorizacao de um
corpo F'| sob a hip6tese de Go(F') ser real livre. Em particular, concluimos da
proposicao seguinte que um corpo deste tipo necessariamente é um corpo SAP,

conforme ([Ly|, Corolério 16.8, p.123) ou Proposicao 4.10.

Proposicao 4.15 Seja F' um corpo e suponha que Go(F') € real livre. Se A é um

anel de valorizacao de F, entdo 'y € 2-divisivel ou (I'y : 2T'4) = 2 e ks euclidiano.

Demonstragao Seja K = F'(1/—1). Um subgrupo de um grupo real livre continua
sendo real livre. Assim, Go(K) é também real livre. Como K nao é formalmente
real, G2(K') nao pode conter involugoes. Portanto, Go(K) é um pro-2-grupo livre
e R(K) = K (apesar de que R(F) € Dp(1,1) # F, pois F é formamente real).
Pelo Lema 4.13, temos que u(K) < 2. Seja B um anel de valorizacao de K, com
caracterfsitica de kp diferente de 2. Caso (1 + Mp)K? = K, entdo segue do Lema
214 que T = 2Tz ¢ kg = kp(2). Se (1 + Mp)K? # K, entio K = R(K) ¢
(1 + MB)Kz. Como conseqiiéncia temos que I'g = 2I'g, ou (I'p : 2I'g) = 2 e
kg = kp(2). Seja A= Bn F. Como [K : F]| = 2, nao é possivel ter (I'g : ['4) = 2
com ['p 2-divisivel. De fato, sendo (I'p : I'4) = 2, a Desigualdade Fundamental
(1.2) implica que B é a unica extensao de A ao corpo K. Assim, o(B) = B, onde
o é o gerador de G(K/F). Segue que v4(N(z)) = vg(x) + vg(o(x)) = 2vp(z), para
todo x € K. Com isto, 2I'g € I'y. Logo, se ' = 2I'g, entao I'g < I'4 implicaria
I'y = I'p, contradi¢ao. Da Desigualdade Fundamental (1.2), as tinicas possibilidades
sao: (K, B) é uma extensdo imediata de (F, A), ou I'g =T4 e [kp : ka] = 2. Note
que isto implica kg = ka(v/—1). Este é o tinico caso de A ter extensdo tinica a K.
Portanto, para todo Ade F', 'y = 2"y ou (I'4 : 2I'4) = 2 e k4 ¢ euclidiano. =
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Veremos agora um caso particular de um corpo nas condic¢oes da Propo-
sicao 4.15. Concluiremos que este corpo é quase-pitagorico e nao admite um anel de

valorizagao R-comativel.

Definicao 4.16

(1) Um corpo K € chamado de pseudo algebricamente fechado, ou simplesmente
um corpo PAC, se toda variedade absolutamente irredutivel definida sobre K possui
um ponto K-racional simples, ou seja, quando a variedade possui um ponto cujas

coordenadas estao em K.

(2) Um corpo F ¢é chamado de pseudo real fechado, se qualquer variedade abso-
lutamente irredutivel definida sobre F', que tem um ponto R-racional em qualquer

corpo real fechado R contendo F', tem um ponto F-racional.

Passando para formas quadraticas, temos que toda forma quadratica f =
f(Xy,...,X,) em n > 2 varidveis é irredutivel tanto em F como em seu fecho
algébrico, isto é, é absolutamente irredutivel. Assim, se F for pseudo real fechado,
toda forma quadratica f com dimensao > 2 que seja isotropica em todo fecho real
serd também isotrépica em F. Portanto, 4(F) < 2. Segue do teorema 4.14 que
G(F) é real livre, sempre que F' for um corpo pseudo real fechado. Ainda mais,
para K = F(y/—1), teremos que K serda PAC. Resulta de ([FJ], Teorema 10.14, pg.
136) que todo anel de valorizacao de K é anti-henseliano, ou seja, admite extensao
nao unica a toda extensao algébrica. Logo, I'p = 2I'g e kg é quadraticamente
fechado. Conseqiientemente, para um anel de valorizacao A de F' temos 'y = 2I'4

e k4 é euclidiano. Vejamos como isso vai intereferir nas ordens e no radical de F.

Continuamos supondo F' pseudo real fechado. Por um resultado de Pres-
tel ([Ls], Teorema 3.10, p.24) temos que para um anel de valorizagdo A com I'y = 2I"4
e k4 com uma tnica ordem, que (1 + M4)F? serd a tnica ordem de F em re-
lagao a qual A é compativel. Dessa forma qualquer que seja R(F'), temos sempre
R(F) € (1 + M4)F2, a menos que ocorra o caso pré-hilbertiano (F': R(F)) = 2.
Fora desse caso, isto é, com F' admitindo pelo menos duas ordens, nao haverd anel de
valorizacao compativel com R(F) e a inclusao em (1 + M 4)EF? serd sempre propria.
Pelo Teorema E de ([ELP]), para um corpo F com 4(F) < 2 temos que I*F ¢
livre de torgao. Segue que R(F) = Dp(l,1), conforme o Teorema 2.8. Assim, F
é quase-pitagoérico. Portanto, corpos pseudo reais fechados sao exemplos de corpos

quase-pitagoricos que nao admitem um anel de valorizacao R-compativel.
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Observagao 1 Seja F' = R(X) o corpo de fungdes racionais com coeficientes reais.
Por ([HJ]), G2(F) é um pro-2 grupo real livre. Mas esse corpo nao é pseudo real
fechado pois admite valorizacao discretas. Como F(y/—1) serd pseudo algebrica-
mente fechado, isso vai contrariar o ja citado Teorema 10.14 (pg. 136) do livro de
Fried e Jarden. Para esse corpo temos que para todo anel de valorizacao com corpo
de residuos formalmente real (k4 = R, neste caso) que (1 + M4)F? é igual a inter-
secao de duas ordens, nao podendo ser igual ao conjunto das somas de quadrados.
Acontece que também aqui I2F é livre de torc¢ao e portanto vale R(F) = Dp(1,1).
Temos assim outro exemplo de corpo com radical conhecido que nao admite anel

compativel com o radical e que nao é pseudo real fechado.

Observacao 2 Um corpo quase-pitagérico pode admitir um anel de valorizacao
compativel com o radical. Seja H; um corpo 2-henseliano pitagérico formalmente
real. H; = k((X)), onde k é um corpo pitagérico nao euclidiano. E bem conhecido
que Go(H,) é gerado por involugoes e W (F') é livre de tor¢ao. Seja Fj corpo com
G5(F1) livre. Pelo método do Teorema 3.6, existe um corpo F' tal que Gy(F) =
Go(Fo) *k Go(H), onde Fy, H < F(2), com Gy(Fp) sendo pro-2-livre e H pitagdrico,
pois Gy(H) = Gy(H,) é gerado por involucoes. Pelo método, R(F) = (1 + M 4)F2.
Por outro lado, W(F) = W (Fy) x W(H), com W(H) livre de tor¢ao. Isto implica
IP’F =~ I’F,® I*’H. Como Gy(Fy) 6 livre, segue da Proposicao 2.9 que I*F = {0}.

Assim, I?F =~ I?H, que ¢é livre de torcao. Pelo Teorema 2.8, F é quase-pitagorico.



CAPITULO B

O Teorema 90 de Hilbert

Como ja citamos na introducao da tese, nao existe uma boa descri¢ao
de R(F(4/a)) a partir do Radical de Kaplansky de F'. Por exemplo, sabemos que
mesmo com a trivialidade R(F) = F? (F é fracamente hilbertiano), nao ha motivos
para que F'(y/a) também seja fracamente hilbertiano. Neste capitulo resolvemos este
problema sob a condigdo de F' admitir um elemento que é R-birigido (R = R(F')).
Utilizaremos a construcao exposta na segunda secao do capitulo 3, onde um anel
de valorizacao R-compativel de F' foi obtido a partir da existéncia de um elemento

R-birigido pertencente a F'.

Se K/F é uma extensao galoisiana ciclica e N : K* — F* é a aplicacao
norma, o Teorema 90 de Hilbert afirma que se z € K* e N(z) = 1, entao existe
z € K*, tal que z = z/o(z), onde (o) = G(K/F). Para o caso particular de
uma extensao quadratica K = F'(y/a), a demonstragao é simples. De fato, suponha
zo(x) =1,onde {1,0} = G(K/F). Parax = —1, basta escolher z = y/a. Assumindo
x # —1, definimos z = 1 + . Assim, o(z) = 1+ o(z) = (x + 1)o(z) = zo(x).
Portanto, z(c(2))™ = o(z)™ = .

Ainda para uma extensao quadratica K/F, uma outra formula¢do para
o Teorema 90 de Hilbert ¢ N~1(F?) = FK?2 No trabalho ([Ki;]), Kijima con-

jecturou uma versao do Teorema 90 de Hilbert para o Radical de Kaplansky, ou

7
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seja, se K = F(y/a) (com a € FX\F?), entao N-Y(R(F)) = FR(K). A inclusao
FR(K) = N~Y(R(F)) vale sempre. De fato, se r € R(K), entdao r € Dg(l,—z),
para todo z € K*. Pelo Principio da Norma de Knebusch ([L;], Teorema 5.1,
p.206) N(r) € Dp(l, —z), para todo = € F*. Portanto, N(r) € R(F). Cordes e
Ramsey J. ([CR]) resolveram o problema sob a hipdtese de F' ser pré-hilbertiano e
|F/R(F)| < o0. Posteriormente ([Kiy], [Kis], [IKN]) a conjectura foi provada para
o caso R(F) = Dgp{1,1) (F é quase-pitagdrico) e F' satisfaz uma condigao técnica
extra sobre X (F'). Nosso principal resultado neste capitulo é o Teorema 5.8, que
estabelece que N1 (R(F)) = FR(K), sempre que F possui pelo menos um elemento
R(F)-birigido.

Supondo que o corpo F admite um anel de valorizacao A que é R(F)-
compativel, utilizamos o Teorema de Kurosh para pro-2-grupos (Teorema 5.4) para
obter o grupo Go(F'(4/a)). Se a € F*\R(F'), entdo o Teorema 5.5 estabelece que
R(K) = (1+ M)K?, onde M’ é o ideal maximal de A’, o tinico anel de valorizacao
de K que estende A. A unicidade da extensio A deve-se ao fato de que a ¢ (1 +
M4)F? = R(F) (conforme a Proposicao 5.2). Se a € R(F) = (1 + M4)F?, entdo
A possui duas extensoes, denotadas por A; e A, ao corpo K (novamente pela
Proposicao 5.2). Neste caso, provamos no Teorema 5.6 que R(K) = (1 + M1)K? ~
(1+ M2)K2, onde M, é o ideal maximal de A;.

Teorema 5.1 ([E], Teorema 17.17) Seja (F,va) um corpo valorizado e (Fy,,vp)
uma 2-henseliza¢ao de (F,v4). Seja F(z) < F(2) uma extensao finita separdvel
de F' e f o polinomio minimal de z sobre F. Suponha que f = g1...9m € a de-
composicao de f em fatores irredutiveis em Fy|X]. Entdo A tem exatamente m

extensoes distintas a F(z).

Proposicao 5.2 Seja (F,v4) um corpo valorizado, com car(ks) # 2. Entao, A tem

duas extensoes distintas a F(y/a) se, e somente se, a € (1+ My)F2.

Demonstracao (=) Se A possui duas extensoes distintas a F'(1/a), entao segue da
Desigualdade Fundamental (1.2) que a extensdo F(y/a)/F é imediata. Denotando
por wp = w : F(y/a) —» I'gu{oo} uma extensao de v = vy & F(4/a), temos 'y = '
e ka = kp. Logo, existe z € F tal que w(z) = v(z) = w(y/a). Assim, w(y/az™') = 0.
Como kp = kg, existe u € A* tal que \Jar™! = u. Com isto, mg(u "tz 1y/a) =1
implica em u™'x7'y/a € 1 + Mp. Finalmente, u2z2a € (1 + Mp)n F =1+ M.
Portanto, a € (1 + My)F2.
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(<) Temos a = (1 + m)b?, para algum m € M4 e algum b € F*. Seja f(X) =
X2 —ab 2. Note que f(X) € A[X] € Au[X], onde (Fy, Ap) é a 2-henselizacao de
(F,A). Entdo f = X2 —ab 2= X?2-1= (X —1)(X +1). Logo, T é raiz simples de
£, pois TI # 0, uma vez que car(ks) # 2. Segue do Lema de Hensel (Teorema 1.16,
item (iv)) que f admite uma raiz ¢ € Fj,. Portanto, X — ¢ divide f(X) em Fj,[X].

Do Teorema 5.1 conclui-se que existem duas extensoes de A a F'(y/a). o
O préximo lema serd utilizado na demonstragao do Teorema 5.5.

Lema 5.3 Se vp € uma valorizagiao de K = F(y/a) e A € o anel de valorizacao de
F dado por Bn F, entao I'g # 2I'p < 'y # 21'4.

Demonstracao Ja vimos que dimp,['5/2I'p < dimp,["4/21" 4, conforme ([EP], ex.
5.5.2, p.147). Assim, a implicacdo do lema é imediata. Provemos a reciproca. Da
Desigualdade Fundamental (1.2), temos que 'y = T'g ou (I'p : I'4) = 2. Nada temos
a provar no primeiro caso. Vamos assumir que (I'g : I'4) = 2. Novamente utilizando
a Desigualdade Fundamental (1.2) temos que B é a tnica extensao de A ao corpo
K. Logo, se ¢ é o inico F-automorfismo nao trivial de K, temos vg = vgoo. Segue
que para todo x € K*, vale que 2ug(x) = va(N(x)), onde N : K* — F'* é aplicacao
norma. Assim, 2I'g € I'4. Com isto, nao pode ocorrer I'g = 2I'g. Caso contrario,

terfamos ['g = I'4, contradicao. o

Enunciaremos na seqiiéncia uma versao para pro-2-grupos do classico
Teorema do Subgrupo de Kurosh da teoria de grupos. Uma demonstragao (para
um caso mais geral que o necessario para nossos fins) pode ser encontrada em ([N],
Teorema 4.2.1, p.208), ou ([BNW]). Seja G um grupo (arbitrario) e Hy, Hy dois

subgrupos de G. Dados z,y € GG, definimos a relagao
x ~ y se, e somente se, hizhy =y (5.1)

para algum h; € Hy e hy € Hy. Verifica-se diretamente que “ ~ 7 define uma relagao

de equivaléncia em G e que a classe de equivaléncia de g € G é
ngHQ = {hlghQGG | h1 EHl,hQGHQ}. (52)

Uma classe do tipo HygHs é denominada uma classe dupla de G com respeito a
Hy, Hy. A uniao disjunta
G = U ngH27
g
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produzida pela relagao de equivaléncia, é chamada de uma decomposicao de G em
classes duplas com respeito a Hy, Hy. No caso particular H; = {1} (respectivamente
Hy, = {1}) obtemos simplesmente a decomposi¢do de G em classes laterais a es-
querda (& direita) de G com respeito & Hs (respectivamente H;). Finalmente, o caso

particular G = H{H, é denominado decomposicao trivial.

Teorema 5.4 (Kurosh) Seja G um pro-2-grupo e H um subgrupo aberto ' de G.
Suponha que G = Gy *k Ga, com Gy, Gy subgrupos fechados de G. Sejam
G = U GlaiH e G = U GijH, CLZ',bj € G7
i—1 i—1

1= j=

decomposicoes em classes duplas de G com respeito a H,G, e H,G4, respectiva-

mente. Entao
H = <>x<?1 Hn aiGlaf) % (>x<§”1 Hn bszbj1> sk F
onde F é um pro-2-grupo livre de posto =1+ (G : H) — (m +n).

Teorema 5.5 Seja (F,v4) um corpo valorizado. Suponha que A é compativel com
R(F), com car(ks) # 2 e Ty # 2T'4. Seja K = F(y/a), com a € F*\R(F).
Denotamos por A" a unica ? extensio de A ¢ K e por M o ideal mazimal de A’
Entao

(1) Existe uma extensao Lo S F(2) de F, com Gy(Lg) um pro-2-grupo livre, tal
que Go(K) = Go(Lo) %k Go(Fy(+/a)), onde (Fp,v,) € uma 2-henselizagao de
(F, ’UA).

(2) RIK) = (1+M)K? # K.
(3) N"(R(F)) = FR(K).

Demonstracao (1) Como A é R(F)-compativel, o Teorema 3.18 implica que
GQ(F) = GQ(F()) k GQ(F}J, onde F(] - F(2) [§] GQ(F()) é livre. Como R(F) #* F
e [y # 2T'4, segue do Corolério 3.20 que R(F) = (1+ M4)F?2. Sejam Ko = Fy(v/a)

LH ¢ aberto se ¢ fechado e G/H ¢ finito.
2Veja Proposicio 5.2.
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(§] Kh = Fh(\/&)

Vamos analisar primeiro o caso em que a ¢ FO2 A F. Isto diz que K ¢ Fj e portanto
Go(Fy) & Go(K). Do Lema 1.18, temos que F2 A F = (1 + M4)F2. Como a ¢
R(F) = (1 + MA)E? segue que K;, # F, e Go(Ky) G Ga(Fp). Assim, como
(Go(F) : Go(K)) = 2, obtemos Ga(F) = Go(Fy)Go(K) = Go(F,)Go(K). Estas
sao decomposigoes triviais de G' em classes duplas com respeito a Go(K), G2(Fp) e

Go(K), Go(Fy,), respectivamente. Segue do Teorema de Kurosh (Teorema 5.4) que:
Go(K) = <G2(F0) m GQ(K)> « (Gg(Fh) A GQ(K)> % F,

onde o pro-2-grupo livre F tem posto igual a 1 (= F = Zs). Ainda, Gy(Fp)
G2(K) = G2(Ko) e Ga(F) n G2(K) = G2(Ky). Logo,

GQ(K) = GQ(K()) >k GQ(Kh) * Z2 = GQ(LO) * GQ(Kh)7

onde Lo € F(2) é o corpo fixo do pro-2-grupo fechado Go(Ky) 3k Zs. O grupo Go(Ky)
é livre, pois é um subgrupo aberto (bastaria fechado) do pro-2-grupo livre Go(Fp).
Portanto, Go(Lg) = G2(Ky) %k Zo é também um pro-2-grupo livre, pois é o produto
livre de dois pro-2-grupos livres. Isto conclui a prova do item (1) para o caso em
que a ¢ F2 n F. Agora vamos supor que a € F¢ n F. Segue que Go(Ky) = Go(Fyp).
As decomposicoes de Go(F) ficam Go(F) = Go(Fp)G2(K) e Go(F) = Go(K) U
TGo(K) = Go(Fy)Ga(K) U Ga(Fy)TG2(K), onde 7 é um automorfismo de F tal que

7|k é o tnico automorfismo nao trivial de K que fixa F. Por Kurosh,
Go(K) = (GQ(FO) A GQ(K)> s« <TG2(FO)T—1 A GQ(K)) s« (@(Fh) A GQ(K))

Observe que o fator F é trivial, pois o posto é nulo. Como Go(F),)nGa(K) = Ga( K}),
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temos

Go(K) = Ga(Lo) 5k Go(Ky),

onde Ly € F(2) é o corpo fixo do pro-2-grupo livre fechado (Go(Fo) n Go(K)) *
(TGQ(FO)T_l M GQ(K))

(2) Primeiro vamos verificar que nao pode ocorrer R(K) = K. Se este fosse o caso,
terfamos que Go(K) seria livre. Do item (1), Go(K) = Go(Lo) * Go(K}), com
Go(Lo) livre. Portanto, G5(K}) também seria livre. Logo, R(K}) = K. Contudo,
pelo Lema 2.12, temos que R(K}) = K,% Segue que Kh = K,2L Assim, toda va-
lorizacao de K teria grupo de valores 2-divisivel. Como toda valorizacao de K,
é extensao de alguma valorizacao de Fj, o Lema 5.3 diz que toda valorizacao de
Fy, também teria grupo de valores 2-divisivel. Mas isto nao é verdade, pois v, é
valorizagao de F, com grupo de valores I'y, = 'y # 2I"4 (lembre que (F,vy)/(F,va)
¢ imediata).

Agora vamos mostrar que R(K) = (1 + M’)K? Como Go(K) = Gy(Lo) * Go( Ky),
temos (1 + M')K? € R(K). Do Lema 5.3, T'y # 2I'4 implica T" # 2I". Juntando
com o fato de R(K) # K, temos que R(K) < (1 + M')K?2.

(3) Como j4& observamos, basta provar a inclusio N~(R(F)) € FR(K), para de-
monstrarmos o item (3). Seja 2 € K* tal que N(z) € R(F) = (1 + My)F?2.
Claramente, podemos assumir que N(z) € 1 + M 4. Denotando {1,0} = G(K/F),
temos que a valorizacdo v' oo é igual a v’ (pois A’ é a tnica extensdo de A ao corpo
K). Note que isto implicard v'(z) = 0.
Da Desigualdade Fundamental (1.2), temos dois casos para analisar:

(@) (I":Tx)=2¢ek =k

) T'=Tyelk :ka] =2
Caso ocorra (a), temos que Z = @, para algum u € A*. Assim, zu ' € 1+ M’
exe F(1+ M) < FR(K). Assumindo (b), verificaremos inicialmente que o :=
vae (A)< e que k' = ka(@). Como I' = T'y, temos que v'(a) = vu(f), para
algum 3 € F*. Assim, (o3 1)2 e (A')* n F = A*. Conseqiientemente, a € A* F?2,
Portanto, podemos assumir que a € A*. Segue que v'(a) = 0. Observe que caso
ocorresse a € k%, terfamos @ = p2, para algum p € A*. Neste caso, ap™2 € 1 + My
e ae (1+ My)F?2, contradizendo nossa hipétese. Temos portanto k' = k4(a).

Voltando & demonstracio de (3), lembre que z € (A")* e N(z) € 1+ M.

Devemos provar que € F(1+ M')K2. Obtém-se da teoria de valorizaces e nio ¢
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diffcil verificar que & : k' — k', 5(@) := o(a), é o automorfismo nao trivial de k" que
fixa k4, ou seja, G(k'/ka) = {1,5}. Denotando por N : k' — ku a correspondente
aplicacdo norma, temos 1 = N(z) = N(Z). Assim, o Teorema 90 de Hilbert (veja
introdugao deste capitulo) implica que existe z € A* tal que T = z/G(Z), ou entao,
Z = 22/N(2). Segue que zz 2N(2) e 1+ M e z € F(1 + M)K? = FR(K), como

queriamos demonstrar. .

Concluimos a primeira parte do trabalho. Agora seja (F,v4) um corpo
valorizado e K = F(y/a), com a € 1+ M4 < R(F). Sabemos que neste caso A possui
duas extensoes A;, Ay ao corpo K. Sejam (Ay, My, vy, k1,T1), (Az, Mo, v, ko, T's) as
respectivas notagoes para os corpos valorizados (K,v;1), (K,v2). Denotamos por
(Khy,vn, )y (Kpy,vn,) a 2-henselizacao de (K,v;) e (K, vy), respectivamente. Se
(Fy,vp) é uma 2-henselizacao de (F,v,), podemos escolher Kj, = Fj,, vy, = vy €
Ky, = 0(F}), vp, = vpo0, para algum o € Go(F) tal que {1, 0|} = G(K/F). Vamos
verificar este fato. Lembre que a construcao de (Fj,vy) é iniciada fixando uma ex-
tensao Aj de A ao fecho quadratico F(2). Depois, F}, é definido como o corpo fixo de
Gr(Ay) = {1 € Go(F) | TAy = Ay} e vy, é a valorizagao corresponde a A, = Ay Fy,.
Tomando Kp, = Fy(+v/a), By, = Ap 0 Ky, e vy, a valorizagao correspondente a By, ,
obtemos ([EP], observagao 5.2.4, p.122) que (K}, , vy, ) ¢ uma 2-henseliza¢ao de uma
extensao, digamos A, de A ao corpo K. Como a € (1 + MA)F2 - F}?, temos que
Ky, = Fy, Bp, = Ay e vy, = vp. A construcao de (Kj,, v9) é feita fixando-se uma ex-
tensdo By de Ay ao fecho quadrético F'(2) e tomando-se Kj, o corpo fixo de G"(Bs).
Pelo Teorema da Conjugacao (Teorema 1.14), existe o € Gy(F') tal que 0.4y = Bs.
Observe que isto implica que 0G"(Ay)o~t = G"(B,). Com isto, K, = o(F},). No

teorema a seguir, denotaremos o f'}, por Fy .

Teorema 5.6 Seja (F,va) um corpo valorizado e K = F(y/a), coma€ 1+ My cC
R(F) # F, T4 #2004 ¢ car(ka) # 2. Manteremos a nota¢do acima para as 2-
henselizagoes de A, Ay e Ay. Entao

(1) Eziste uma extensio Ly < F(2) de F', com Ga(Ly) um pro-2-grupo livre, e
GQ(K) = GQ(L()) %k Gg(Fh) % GQ(FE),

onde (Fy,vy) € uma 2-henselizagao de (F,va) e FY = Ky, € como acima.

(2) R(K) =(1+M)K2n (14 My)K2
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(3) N"Y(R(F)) = FR(K).

Demonstracao (1) Como sempre, Go(F) = Gy(Fy) * Go(F), com Go(Fy) um
pro-2-grupo livre e F ¢ Fy ¢ F(2). Como R(F) # F e Ty # 24, temos que
R(F) = (1 + M4)F?. Lembramos que a decomposicio Go(F) = Ga(Fp) sk Go(Fy)
implica na injetividade da aplicacao induzida pela inclusio F/EF? — Fy/EF2 x Fy,/F2.
Segue que F2 N 2~ EF = F2. Lembre que F2 A F = (1+ M4)F?. Assim, se a € F2,
entdo a € F2. Podemos entdo descartar este caso. Com isto, Go(Fy) ¢ Go(K). Neste
caso temos Go(F') = Go(Fy)Ga(K), porque (Go(F') : Go(K)) = 2. Por outro lado,
Go(Fp) © Go(K), pois a € (1+ M) F? < F2. Assim, Go(F) = Go(K) U 0Gy(K) =
Ga(Fp)Ga(K) U Go(Fy)oGa(K).

F(2)

N

Fy(v/a) Fy Fy

Aplicando o Teorema de Kurosh mais uma vez, temos
Ga(K) = (GalFo) 0 GalK)) 3¢ (Gal(Fi) 1 Ga(K) ) 3 (0Ga(Fi)o™ 1 Ga(K) ).

Observe que novamente nao temos o fator F. Como Go(Fy) nGo(K) = Go(Fy(y/a)),
Go(Fp) N Go(K) = Go(Fy) e 0Go(Fp)o™! n Go(K) = Go(FY), temos

Ga(K) = Go(Fo(va)) % Ga(Fy) 3k Go(FY).

Demonstramos assim o item (1), para Ly = Fy(y/a). Note que Gy(Lg) é livre, pois

¢ um subgrupo aberto (bastaria fechado) do pro-2-grupo livre Gy(Fp).

(2) De (1) e do Teorema 3.5 segue® que temos um isomorfismo res : oBr(K) —
9Br(Lg) x 9Br(Fy,) x oBr(Fy). Como R(Ly) = L, temos que 2Br(Lg) = {0}. Dados
zeF*eye (1+M)K2n(14+Ms)K?, temos entdo (Fy, z,y) = 0 e (F,z,y) = 0,

pois y € F2A (F7)2. Como res é isomorfismo, segue que (F, z,y) = 0. Como isto vale

30 Teorema 3.5 vale para o produto livre de um ntmero finito de pro-2-grupos.
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para todo 2 € F*, obtemos que y € R(F). Portanto, (1 + M1)K2 A (1 + My)K?
R(K). Provemos a inclusao contraria. Lembre que temos duas extensoes Aj, Ao
de A ao corpo K. Segue da Desigualdade Fundamental (1.2) que (K, v;)/(F,v4) é
imediata, para ¢ = 1,2. Isto quer dizer que k; = ks e I'; = I'y. Assim, I'; # 2I'; e
ki # ki(2). Portanto, R(K) < (1 + M;)K?n (1 + My)K2.

(3) A primeira observacao que verificaremos é que
K =(1+M,)F, parai=1,2. (5.3)

Seja v € K*. Como I'; = 'y, existe ¢; € F* tal que v;(x) = va(c;). Isto implica
que z¢; ' € AX. Como k; = kg, existe u € A* tal que ze;~! = W. Segue que
ze;'um € 14 M, e z e (1+ M;)EF, provando (5.3). Seja agora z € K* tal que
N(z) € (14+ M4)F? = R(F). De (5.3), podemos escrever & = az, com z € 1 + M
e a € F*. Assim, N(z) = a®?N(z). Daif, N(z) € (1 + MLF? = (1 + M;)K2
Logo, z,20(z) € (1 + My)K2, onde {1,0|x} = G(K/F). Como (1 + M;)K? é
subgrupo de K, segue que o(z) € (1 + M;)K?2. Claramente, 0(M,) = M. Assim,
o((1+Ms)K?) = (1+M;)K2. Logo, z € (1+My)K2. Segue que z € (1+M;)K2A
(1 4+ My)K? Como = = az, temos que z € FR(K).

O

Antes de demonstrarmos o teorema final, precisamos tratar de um caso

em particular.

Teorema 5.7 Seja F um corpo quase-pitagdrico com (F : R(F)) < 4. Seja a €
FX\F? ¢ N : F(\/a)* — F* a aplicagio norma. Entio N~*(R(F)) = FR(K).

Demonstracao Dividimos esta demonstragao em uma série de passos.

Passo 1. Como R(F) = Dyp(1,1) resulta que N~ (R(F)) = FDx(1,1), pelo Princi-
pio da Norma de Knebusch ([L], Teorema 5.10, p.208).

Passo 2. No caso em que X (F) tem uma tnica ordem P, ou duas ordens P; e Ps,
temos também que %(F') < 2. De fato seja ¢ = {ay,...,a,) uma forma quadrética
com n = 3. Como q é isotrépica se e somente se (a7 ¥ay, ..., a,) é isotrépica, pode-

mos assumir que a; = 1. No caso X(F) = {P} e ¢ totalmente indefinida teremos

necessariamente que existe ¢ tal que a; € — 32, Logo r = —a; € R(F). Fazendo
as permutagoes que forem necessarias podemos obter ¢ = (1, —r,bs,...,b,), para
convenientes bs, ..., b, em F. Como (1,—r) é universal, —b3 € Dp(1, —r) e assim ¢

é isotropica.
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No caso X(F) = {Py, P} temos R(F) = P, n P,. Temos que considerar

duas possibilidades:
(a) existe i tal que a; € — 3 F2;
(b) existem i # j tais que a; € P, \ Py e aj € Py \ P;.

Se temos (a), raciocinando como no caso X(F) = {P} obtemos que
q ¢é isotrépica. Se temos (b), entdo aiaj’l ¢ P, para t € {1,2}. Portanto r =
—aa;' € PP n Py = R(F). Rearranjando-se convenientemente os coeficientes
de ¢ podemos escrever ¢ = {a;,a;,bs,...,b,), para convenientes bs,...,b, em F.
Observemos agora que (a;, a;y = {(a;%(1,—r). Como Dp(1,—r) = F vamos obter

{aj X1, —ry = (1, —r); assim {a;, a;) = (1,—r). Consequentemente ¢ é “chain” equi-

valente a (1, —r,bs,...,b,> (veja [L1], apds a Proposi¢ao 5.1). Aplicando-se agora
o Teorema 5.2 de ([Ly]) obtemos ¢ = {1, —7,bs,...,b,). Logo ¢ ¢ isotrépica como
queriamos.

Passo 3. Nosso 1ltimo argumento preparatorio na demonstracao do Teorema 5.7 é
que para toda extensao L de F' também @(L) < 2. Sé vamos fazer o caso [L : F] =2
que nos interessa (O caso de 2-extensao finita decorre de L|F ser resolivel por radi-
cais). No caso quadratico temos que Go(L(v/—1)) é um subgrupo de Gy(F(v/—1)).
Como 7(F) < 2 obtemos pelo Teorema F de [ELP] que u(F(y/—1)) < 2. O Lema
4.13 implica que Go(F(y/—1)) é livre. Como subgrupo aberto de pro-2 grupo livre
também é pro-2 grupo livre temos que Go(L(1/—1)) é livre. Novamente a combi-

nagao do Lema 4.13 com o Teorema F de [ELP] implicam @(L) < 2.

Passo 4. Estamos agora em condi¢oes de mostrar o resultado para o caso de K ser
formalmente real. Decorre dos passos 2 e 3 que u(K) < 2. Logo, pelos teoremas E
e F de [ELP] temos R(K) = Dg(1,1). Assim, o Passo 1 garante o resultado para

K formalmente real.

Passo 5. Se K nao é formalmente real, entdao o Teorema F de [ELP] nos diz que
w(K) < 2. Assim, pelo Lema 4.12 temos R(K) = K. Por outro lado, para ter-
mos K nao formalmente real é necessario que K = F(y/a) com a € —3 F2 No
nosso caso isso significa que r = —a € R(F) e para a imagem da norma temos
ImN = Dp(l,ry = Dp(1,1). A tltima igualdade pela Proposi¢ao 1 de [Cs]. Como
R(F) = Dg(1,1), concluimos entdo que N~}(R(F)) = K. Como vimos no inicio
deste Passo 5 que R(K) = K obtemos o resultado desejado.

O
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Juntando todos os resultados segue o teorema principal.

Teorema 5.8 (Teorema 90 de Hilbert) Seja F' um corpo e K = F(y/a). Se
existe um elemento x € F* que é R(F)-birigido, entio N~*(R(F)) = FR(K).

Demonstracao Caso R = R(F) = F , a afirmacao é imediata. Vamos assumir
R(F) # F. Como F tem um elmento R(F)-birigido, o Teorema 3.15 garante que
F possui um anel de valorizagdo R-compativel A, com car(k4) # 2 e A s6 poderia
ser trivial (= F') no “Subcaso quase-pitagérico” também descrito no Teorema 3.15.
Vamos supor que nao ocorre este caso. Sendo A nao trivial, o Lema 3.16 diz que
I'y # 2T'4. Agora, basta aplicarmos o item (c¢) dos 1ltimos dois teoremas e temos o
resultado. Novamente pelo Teorema 3.15, se ocorrer o “Subcaso quase pitagérico”,
entdo (F : R(F)) <4 e R(F) = ¥, F2. Para resolver este caso, basta aplicarmos o

Teorema 5.7. o



CAPITULO 6

Radical de Kaplansky e Valorizacbes em Algebras de Divisao

Neste capitulo vamos explorar outro campo onde a teoria que desenvolve-
mos até aqui pode ser aplicada: o estudo da existéncia de valorizagoes sobre algebras

de divisao cujo centro admite um anel de valorizacao compativel com o radical.

Lembramos que A é uma F-dlgebra central simples de dimensao finita
(ou simplesmente csdf) se o centro de A é o corpo F, A nao tem ideiais bilaterais
préprios e a dimensao [A : F] é finita. Pelo Teorema de Wedderburn, existe um
unico inteiro positivo n e um tnico (salvo isomorfismo) anel de divisdo D, com centro
F, tal que A = M, (D). Por um anel de divisio sobre F' entendemos uma &lgebra

de divisao com centro F'.

Uma definicao de anel de valorizagao sobre uma F-algebra csdf foi ap-
resentada por Dubrovin em 1982, no trabalho ([D;]). Um anel deste tipo ficou
conhecido como um anel de valorizacao de Dubrovin. Contudo, as tentativas de de-
senvolver uma teoria de valorizagoes em anéis de divisao tiveram inicio a bem mais
tempo. Em 1945, O. Schilling ([Sh]) propos a definigao dos anéis de valorizagao
totais e invariantes, que é basicamente a definicao de anel de valorizagao de um

corpo aplicada aos anéis de divisao (veja a Defini¢ao 6.1).

Utilizando a definicao apresentada por Schilling, muitos resultados em

39
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teoria de valorizacoes sobre anéis de divisao sao demonstrados analogamente a cor-
respondente teoria sobre corpos. Contudo, a nao validade de uma “versao nao
comutativa” do Teorema de Chevalley (ou Teorema da Extensao) pode ser verifi-
cada no caso de F' ser o centro de uma &lgebra de divisao D, com dimensao [D : F|
finita. O exemplo cldssico paraissoé F = Qe D =H = (Q,—1,—1). E bem conhe-
cido que todas as valori¢coes nao triviais de @ sao as p-adicas, onde p é um nimero
primo. Uma valorizacao p-adica, com p um primo impar, nao possui extensao a H,

COINO veremos.

Foi ai que a definicao proposta por Dubrovin mostrou-se adequada. Para
os anéis de valorizagao de Dubrovin é valido um analogo do Teorema de Chavalley.
Mais especificamente, se A = M,(D) é uma F-dlgebra csdf e A é um anel de
valorizacao de F', entdao A possui um anel de valorizagao de Dubrovin C, tal que
C n F = A. Foi este resultado que fez com que os anéis de valorizacao de Dubrovin
se tornassem uteis nos estudos das algebras csdf. Com isto, uma grande literatura
foi produzida sobre o assunto. Porém, esta teoria tem uma desvantagem séria: nao

fornece uma fungao valorizacao adequada como na teoria de valorizagoes de corpos.

A teoria de valorizacao (como fungoes) praticamente permanece a mesma
do trabalho de Schilling. Além disto, a partir dos anos 80, utilizou-se com eficiéncia
os anéis de valorizagao totais e invariantes na solucao de problemas sobre algebras
de divisao. Isto pode ser comprovado em diversos artigos. Por exemplo, em ([JW]),
Jacob e Wadsworth utilizaram esses anéis de valorizacao na construcao de algebras
que nao sao produto cruzado. Em geral, as atuais pesquisas sobre o assunto optam
por considerar a classe dos anéis de valorizacao totais e invariantes quando se trata
de um anel de divisao. A grosso modo, podemos dizer que as valorizagoes de Schilling

representam a “elite” da teoria de valorizagao nao comutativa.

Neste capitulo, uma valorizacao sobre um anel de divisao é sempre con-
siderada no sentido de Schilling. Um anel de valorizacao total e invariante sera

denominado simplesmente de um anel de valorizacao.

Seja D uma F-algebra de divisao de dimensao finita sobre F'. Wadsworth
provou em ([Wa;]) que um anel de valorizagdo A de F' tem uma extensao total e

invariante a D se, e somente se, A tem unica extensao a cada corpo intermediario
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K : F c K < D. Muitas vezes este critério é util. Podemos utiliza-lo no caso
H = (Q,—1,-1), produzindo uma extensao K de F' = @, com K < H, para a
qual Z, tenha duas extensoes distintas quando p é um numero primo impar. Pelo
bem conhecido Teorema de Langrange da teoria elementar dos nimeros, existem
a,b,c,d € 7 tais que p = a® + b> + ¢® + d?. Obrigatoriamente, dois destes niimeros
serao diferentes de zero. Elevando ambos os lados da igualdade ao quadrado, obtém-
se outros ntiimeros (que continuamos denotando por a, b, ¢, d) tais que p* = a® + b* +
2 +d?. Com uma verificagao elementar conclui-se que o conjunto {a, b, ¢, ¢} continua
possuindo dois elementos diferente de zero. Assim, definindo x = }D(a—i—bi +cj+dk) é
um elemento de H que nao estd em Q. Como N(z) = 27 = I%((f +0 4+ +d?) =1,
temos que T = z~! € Q(z). Portanto, se denotarmos por ¢ o automorfismo de H
dado pela conjugagao y +— ¢, teremos que a restri¢ao de o ao corpo Q(x) produz
um automorfismo de Q(z). Denotando por A(p) uma extensao de Zgy ao corpo
Q(z), a imagem o(A(p)) é também um anel de valorizacdo de Q(x) que estende
Zpy. Observe que z ¢ o(A(p)). Caso contrario, v 4+ & = %‘l € 0(A(p)) N Q = Zy),
o que nao pode ocorrer. Portanto, Z,) possui duas extensoes distintas a K. Pelo
critério de Wadsworth, Z,) nao tem extensao a H. Observe que o argumento nao

pode ser aplicado para p = 2, pois neste caso, x + 7 = 1.

Patrick Morandi ([Mo;]) demonstrou um teorema equivalente ao resul-
tado de Wadsworth. Se D é uma élgebra de divisao de dimensao finita sobre F' e
A é um anel de valorizagao de F, o resultado de Morandi diz que A se estende a
D se, e somente se, D ®r H ¢é anel de divisao, onde H é uma henselizacao de F'
(veja Definigao 6.6) . Isto explica o rapido desenvolvimento da teoria de algebras
de divisao de dimensao finita sobre corpos henselianos (corpos com um anel de va-
lorizagao que admite extensao unica a toda extensdo algébrica). Pela aplicacdo do
resultado de Wadsworth, quando o centro é henseliano, uma dlgebra de divisao com

dimensao finita sempre admite um anel de valorizagao.

O resultado de Morandi também pode ser aplicado para analisar o caso
da algebra H = (Q,—1,—1). Para o corpo valorizado (Q,v,), a henselizacao é a
parte algébrica do corpo dos ntimeros p-ddicos @), cuja valorizacao aplica Y a;p’ em
min{ i | a; # 0}. Se p = 2, H ®g Q2 ¢ a unica dlgebra de quatérnios com divisao
sobre @y (conforme [L], Coroldrio 2.24, p.163). Assim, o teorema de Morandi

implica que Z) se estende a H. Se p é impar, entao —1 € Dp(1,1). De fato,
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se p = 1(mod 4) sabemos que —1 € (I)2. Aplicando o Lema de Hensel para o
polinémio X? + 1, temos que —1 é um quadrado em @Q,. Se p = 3(mod 4), entdo
—1 ¢ uma soma de dois quadrados em @,, conforme ([L;], Coroldrio 2.6, p.154).
Portanto, para p impar, aplicamos a Proposi¢ao 1.8 com a = b = —1 e concluimos

que H®q ©Qp = (RQp, —1,—1) nao é anel de divisao. Assim, Z,) nao se estende a H.

Em geral, nao se conhece os corpos intermediarios de uma algebra de
divisao. Portanto, a aplicacao do critério de Wadsworth nao é facil. Isto justifica o
fato de continuar em aberto a questdao: Um corpo valorizado (F,v4) precisa mesmo
ser henseliano para que toda F-dlgebra de divisao admita uma extensao de A? Qual

é a condicao precisa para que isto ocorra?

Neste capitulo apresentamos uma solucao para este problema quando re-
strito a familia das algebras de quatérnios e das dlgebras biquaternioniocas. Por
defini¢cao, uma algebra biquaternionica é um produto tensorial A; ®p As, onde A; e
Ay sao F-algebras de quatérnios. Dado um corpo valorizado (F,v4), demonstrare-
mos que toda F-algebra de quatérnios de divisao admite um anel de valorizagao que
estende A se, e somente se, 1 + My < R(F). O resultado é estendido as algebras

biquaternionicas, conforme o Teorema 6.9.

Nosso resultado produz uma condi¢cao mais fraca que a henselianidade
para a extensao de anéis de valorizacao as algebras de divisao citadas. Resumida-
mente, o caso do corpo F' ser henseliano corresponde a R(F) = 2. Isto revela
aplicacoes inesperadas do Radical de Kaplansky, objeto até entao desconsiderado
completamente na teoria de valorizagoes sobre algebras de divisao. Ainda mais, fica
bastante ampliada a classe de corpos sobre os quais as algebras biquaternionicas
podem ser estudadas por meio da teoria de valorizacao. Em relacao as dlgebras de
quatérnios, nosso resultado permite concluir que o Radical de Kaplansky é objeto
adequado para relacionarmos a “teoria nao comutativa” de valorizagoes com a teoria

de formas quadraticas.

Passemos as defini¢oes e resultados preliminares.

Definicao 6.1 Seja D um anel de divisao com dimensao finita sobre seu centro F
e I' um grupo abeliano totalmente ordenado. Uma aplica¢ao sobrejetora v : D —

I' U {0} é chamada de uma valorizagdo de D se:
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(a) v(r) =<z =0.
(b) v(zy) = v(x) +v(y), para todos x,y € D.
(¢) v(x +y) = min{v(x),v(y)}, para todos x,y € D.

Analogamente ao caso comutativo, a ordem total e operacao aditiva de I'
sao estendidas naturalmente a I' U {c0}. Dos itens (a) e (b) da Definigao 6.1, prova-
se que o conjunto C' = {z € D : v(z) = 0} forma um subanel de D e pelo uso das
propriedades basicas v(—z) = v(z), v(z~') = —v(x), para todo z € D* := D\{0},

verifica-se que:
(1) Para todo x € D*, x € C ou 7! € C (totalidade).

A comutatividade de I' e novamente a propriedade v(z™') = —v(z) implicam:
(2) zCx™' = O, para todo x € D* (invariancia).

Por isso, C' é denominado um anel de valorizacao total e invariante de D. Em geral,
um anel de valorizacdao total de D é definido como um subanel de D que satisfaz
(1). Se além disso, tal subanel satisfizer (2), entao ele é chamado de um anel de
valorizacao total e invariante de D. Recordamos que neste trabalho suprimimos os
adjetivos “total” e “invariante”, assumindo sempre que um anel de valorizacao de um

anel de divisao sempre tem as propriedades (1) e (2).

Mais uma vez em analogia com o caso comutativo, a um anel de valoriza-
¢ao corresponde uma valorizagao. Seja C* o grupo das unidades de C' e Do grupo
multiplicativo de D. Considere I'c = D/C ¥, com operagao aC* + bC* := abC*
e munido da relacao aC™* > bC™* < bC™* < aC™. Entao I'c é um grupo abeliano
totalmente ordenado por “<”. A aplicagao ve : D — I'c u{o0}, que manda a # 0 em
ve(a) = aC e ve(0) = 00, é uma valorizagao de D cujo anel de valorizagao associado
¢ C'. Definindo que duas valorizacoes de D sao equivalentes se possuem o mesmo anel
de valorizagao associado, obtém-se uma correspondéncia bijetiva entre valorizagoes
equivalentes e anéis de valorizacao de D. Portanto, é equivalente trabalharmos com

anéis de valorizagoes ou com valorizagoes em D.

Mais uma vez citamos o exemplo H = (Q, —1,—1). O conjunto

1
C = Z(Q)oz + Z(Q)’i + Z(g)j + Z(Q)k, onde o = 5(1 +i1+ 7+ k‘),
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¢ o anel de valorizacao de H que estende Z). A verificacao que C' ¢ fechado para
soma e multiplicacao é facilitada se adotarmos uma descricao alternativa para C
como os elementos de H que tem coeficientes em Zy ou em % + Z2). Embora
longa demais para expormos aqui, a demonstracao da totalidade de C' pode ser

e C. A valorizacao

feita diretamente, tomando xz € H*\C e provando que x~
correspondente ¢ v(a) = 3v2(N(a)), para todo a € H*. Aqui, v, ¢ a valoriza¢ao
2-adica de Q. Segue da definicao de v que o grupo de valores é I' = %Z =1{5|ac

7} c Q.

Inicialmente estamos interessados no caso em que a éalgebra de divisao
D é uma algebra de quatérnios. A estrutura destas dlgebras é bem simples: ja
vimos que uma F-dlgebra de quatérnios (F,a,b) é um F-espaco vetorial com base

2=a,j>=beij =k = —ji. Precisamos

{1,1, j, k} e obedecendo as relagoes basicas i
inicialmente entender como uma valorizacao de F' se estende a (F,a,b). Um corpo
intermediario K: F' < K < (F,a,b) é necessariamente uma extensao quadratica de
F, que podemos denotar por K = F(y/a), para algum « € FX\FZ. Neste caso,
temos um critério exato para saber se um anel de valorizagao de F' tem uma ou duas

extensdes & K, conforme « € (1 + M4)F? ou nio (Proposicio 5.2).

E indispensavel para nosso estudo decidir quando o fato de (F,a,b) ser
uma algebra de divisao implica que F, ®p (F, a,b) é também uma dlgebra de divisao,
onde (Fj,v,) é uma 2-henselizagao de (F,v4). Lembramos que (F, a,b) é dlgebra de
divisdo se, e somente se, b ¢ Dp(1l,—a). Convenientemente, o lema abaixo relaciona
os grupos Dp, (1, —a)y e Dp{l, —a). Como sempre, Dp{l, —a) = D{1, —a).

Lema 6.2 Seja (F,v4) um corpo valorizado, com a nota¢ao (ka, Ma,Ta,ma,...)
de sempre e car(ka) # 2. Suponha que (L,vp) é uma extensao imediata de (F,v,),

1

com B um anel de valorizacao 2-henseliano *. Seja Mp o ideal mazimal de B e

g : B— B/Mp = kg a projecio candnica. Entao,
(a) L* = FL2.
() L2 F = (14 My)F2.

7

Sejam a € FX\(1+ M) F?, K' = L(\/a) e K = F(y/a). Se K' = K(K')?, entdo

(¢) D1, —a) = Dp(1,—a)L?.

INao estamos assumindo que L € F(2). Caso L esteja contido em F(2), entdo (L,vg) é uma
2-henselizagao de (F,v4). Neste caso, os itens (a) e (b) do Lema 6.2 ja foram vistos no Lema 1.18.
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(d) Di(1,—a) " F = (1+ M7)Dp(1, —a).

Demonstracao (a) Como (L,vg) é uma extensao imediata de (F,v,), para cada
z € L, existe ¢ € F* tal que vg(z) = vp(c). Isto implica em z¢™' € BX. Como
kg = ka, podemos encontrar u € A* tal que mg(zc™!) = 7wp(u) e concluir que

e lutel + Mpc LQ, pois B ¢é 2-henseliano. Portanto, x € FI2.

(b) Tome z € L2AF. Sejaz € L tal que z = 2. Como na prova do item (a), existem
c,u € F* tais que x € cu(l + Mp). Com isto, z?(cu)? € (1 + Mp) " F =1+ Ma.
Assim, z € (1 + MA)F2. A outra inclusao segue de 1 + M4 < 1+ Mp < L2

(c) D1, —a) = NK//L(K(KI)Q) < Dp(1,—a)L2. A outra inclusio ¢ imediata.

(d) Pelo item anterior, D;(1, —a) N F' = Dp(1,—a)L? ~ F. Verifica-se diretamente
que Dp(1,—a)L? A F = Dp(1,—a)(L? n F). Pelo item (b), Dp(1,—a)(L* A F) =
(1 4+ M4)Dp(1,—a), concluindo a prova de (d).

O

Exemplo. Seja (L,vp) = (Fh,vs) a 2-henselizacao de (F,v4). Temos que valem
(a) e (b). Seja a € F\(1+ M4)F?2. BEscolhemos K), = K' = Fj,(y/a). Como a ¢ (1 +
MA)FQ, a Proprosigao 5.2 garante A possui uma tnica extensao A; a K = F(\/a).
De ([EP], observacao 5.2.4, p.122), Kj, = K é uma 2-henselizacdo de K em relacio &
A;. Pelo item (a), temos K;, = KK?2. Assim, valem (c): Dp(1, —a) = Dp(1, —a)E?,
onde D1, —a) = Dy, (1,—a) e (d) : Dp(1,—a) n F = (1 + M4)Dp(1, —a).

O préximo teorema é uma versao, relativa as dlgebras de quatérnios,
dos resultados de Wadsworth ([Wa;]) e Morandi ([Mo,], Teorema 2). Exceto a
implicagao (2) = (1) (que segue [Way]), fizemos novas demonstragoes dos resultados
citados, utilizando argumentos mais simples e diretos. Ao leitor isto é conveniente,

pois torna o texto um pouco mais auto suficiente.

Teorema 6.3 Seja (F,v4) um corpo valorizado, com car(ka) # 2, e seja (Fp,vp)
uma 2-henselizagao de (F,vas). Seja (F,a,b) uma F-dlgebra de quatérnios, com

divisao. Sao equivalentes:
(1) (F,a,b) possui um anel de valorizagdo que estende A.
(2) A tem extensdo unica a toda extensao quadrdtica de F' contida em (F,a,b).

(3) (F,a,b) ®p F), € dlgebra de divisao.
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Demonstracao (1) = (2) Seja D = (F,a,b), C o anel de valorizacao de D que
estende A, e seja w a valorizacao associada a C'. Seja K uma extensao quadratica
de F contida em D. A totalidade de C implica que C' n K é um anel de valorizagao
de K que estende A. Denotamos por u a restricao de w a K. Ainda, seja B
outra extesao de A a K e ug uma correspondente valorizacao. Pelo Teorema da
Conjugagao, temos que B = o(C' n K) (equivalentemente, up = u o ), onde o é o
gerador de G(K/F'). Pelo Teorema de Skolem-Noether ([Re|, Teorema 7.21, p.103),
existe um automorfismo interno ¢ de D, que restrito a K ¢ igual a conjugagao o.
Seja d € D*, tal que 6(x) = dxd™!, para todo x € D. Para todo y € K, temos
up(y) = u(o(y)) = u(dyd™) = w(dyd™") = w(y) = u(y), pois y € K. Portanto,
up=ue B=CnK.

(2) = (1) Seja D = (F,a,b). Com uma verificagdo direta conclui-se que a ordem
(total) de I'4 se estende ao grupo abeliano 1I'4, ? através da relagao 71/2 < 72/2 <
27, < 271. Sendo N : D* — F'* a aplicagao norma, definimos w : D — %FA U {oo},

pondo w(0) = o e

w(z) = tva(N(z)), se x € D*.

Vamos verificar que w é uma valorizacao de D que estende v. Que w restrita a F' é
igual a v e que w(z) = 00 & x = 0 é imediato. Como a norma ¢ um homomorfismo
entre os grupos multiplicativos D e F, temos que w(zy) = w(z) + w(y), para todos
os x,y € D*. O caso em que = 0 ou y = 0 ¢ trivial. Resta provar que w(z + y) =
min{w(z), w(y)}, para todos z,y € D. Seja K < D uma extensdo quadratica de
F e u uma valorizacao de K que estende vs. Vamos verificar que w|x = u. Seja
z€ K. Se z € F, é claro que w(z) = u(z) = va(z). Suponha que z ¢ F. Note
que a restricao de N ao corpo K ¢ igual a norma Ng,p : K* — F'*. Segue que
N(z) = Ngsp(2) = z0(z), onde (o) = G(K/F). Por hipdtese, v4 tem extensao

unica a K. Logo, u = u o o. Assim,

w(z) = Loa(N(2)) = %(u(z) 4 u(a(z))) — u(z).

Agora podemos verificar que w(z + y) = min{w(z), w(y)}. Podemos supor z,y nao
nulos. Seja K < D uma extensao quadrética de F' contendo z'y. Como w é uma
valorizagao de K, temos w(l + 7 'y) > min{w(1),w(x~'y)}. Assim, como vale a

multiplicatividade de w, temos

2Por ser um grupo abeliano, o grupo de valores I'4 tem uma estrutura natural de Z-médulo.
Por defini¢ao, o fecho divisivel de I'y é o Z-moddulo divisivel Q ®z I'4. Assim, %F A pode ser

identificado como o submédulo {% | v € '} de Q ®z T'4. O elemento 3 ® v ¢ identificado com 3.
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w(r +y) =w(r) +w(l+yr ) > wlx)+ minfw(l),w(z ty)} = minfw(x), w(y)}.

(2) = (3) Sabemos que (F, a,b)®pF}, = (F),,a,b). De (2), A tem uma tinica extensao
a K(y/a). Assim, a Proposigao 5.2 implica que a ¢ (1 + MA)FQ. Por contradicao,
vamos supor que (Fj,a,b) ndo ¢ um anel de divisio. Entdo a € Dy(1,—b) n F =
(1 + Ma)Dg(1,—b), onde a ultima igualdade é obtida do Lema 6.2, parte (d).
Sejam u € 1 + My e c € Dp(l,—b) tais que a = uc. Entdo, (F,a,b) = (F,uc,b) =
(F,u,b), pois b € Dp(1, —c). Assim, podemos considerar F'(,/u) como uma extensao
quadrética de F' contida em (F,a,b) e u € 1 + My4. Novamente da Proposi¢ao 5.2,

segue que A tem duas extensoes a F'(y/u), contradizendo a hipdtese.

(3) = (2) Seja K = F(4/c) uma extensao quadratica de F' contida em (F,a,b).
Como (Fj,a,b) é uma algebra de divisdo, sua subalgebra F'(y/c) ®p F), = Fy(4/c)
¢ um corpo. Portanto, o polindmio minimal min(c, F') permanece irredutivel em
F,[X]. Do Teorema 5.1, o niimero de extensoes de A a K = F(4/c) é igual ao niimero
de fatores irredutiveis de min(c, F') em Fj,[X]. Portanto, A tem tunica extensao a
K. i

O teorema seguinte estabelece a conexao entre Radical de Kaplansky;,
existéncia de valorizagoes sobre algebras de quatérnios e a teoria de formas de qua-

dréticas.

Teorema 6.4 Sejam (F,v4) um corpo valorizado (car(ka) # 2) e (Fy,vy) uma 2-

henselizagcao de (F,v4). Sao equivalentes:
(1) 1+ My < R(F).

(2) O anel de valorizagdo A tem extensao unica para toda extensao quadrdtica de

F contida numa dlgebra quaternionica de divisao (F,a,b), com a,be F*.

(3) Toda F-dlgebra quaternionica de divisao (F, a,b) possui um anel de valorizagdo
C(a,b) que é uma extensio de A, ou seja, C(a,b) n F = A. A wvalorizacao

associada a C'(a,b) €
Vap : (F,a,b) — %FA U {oo}

que aplica © # 0 em (N (z)) € v4,(0) = 0.

(4) A Fy-dlgebra de quatérnios (Fy,a,b) = (F,a,b)®p F}, € uma dlgebra de divisao,

sempre que (F,a,b) € dlgebra de divisao.
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Demonstragdo (1) = (2) Seja ¢ € F\F? ¢ (F,a,b) uma algebra quaternionica
de divisao. Suponha que F' < F(4/c) < (F,a,b) e que A tenha duas extensoes a
F(y/c). Da Proposigio 5.2, ¢ € (1 + M4)F? € R(F), por hipétese. Lembrando
que R(F) = (] D{1,—z), temos que (F,c,z) ndo tem divisdo, para todo x € F*.

zeF

Por outro lado, F(y/c) < (F,a,b) implica (F,a,b) = (F,c,y), para algum y € F*
(conforme o Lema 1.9). Assim, (F, a,b) nao pode ser algebra de divisao, contradigao.
(2) = (1) Por contradigao, vamos supor que c € 1 + M4 e ¢ ¢ R(F). Entao existe
e € F* tal que e ¢ D{1,—c). Segue que (F,c,e) é anel de divisdo. Assim, F'(y/c) <
(F,c,e) e como c € 1 + My, temos que A tem duas extensoes a F'(y/c) < (F,c,e),
contradizendo a hipotese.

(2) & (3) < (4) seguem do Teorema 6.3. o
Uma conseqiiéncia imediata do teorema acima é o seguinte corolario.

Corolario 6.5 Seja (F,v4) um corpo valorizado, com car(ks) # 2. Suponha R(F) =
F2. Se toda F-dlgebra quaternionica de divisdo admite um anel de valorizacdo que

estende A, entao A € 2-henseliano.

O restante deste capitulo é dedicado a provar que a compatilidade 1 +
M < R(F) é também a condi¢ao necessdria e suficiente para que toda F-dlgebra
biquaternionica de divisao possua um anel de valorizacao total e invariante esten-

dendo A. Iniciaremos com mais algumas defini¢oes da teoria de valorizagoes.

Seja (F,v4) um corpo valorizado. Se A tem extensdo tunica ao fecho
quadrético F(2), entao sabemos que A é denominado de anel de valorizacao 2-
henseliano. Precisaremos agora de uma nocgao mais geral. Seja F*® o fecho separavel
de F. Quando A tem extensao unica a F*, diremos que A é um anel de valorizagao
henseliano, ou que (F,va) é um corpo henseliano. Se isto valer, é claro que A

também é 2-henseliano.

Definicao 6.6 Uma henselizag¢io de (F,va) € uma extensao valorizada (H,vy) de
(F,va), com H < F* e:

(a) O anel de valorizacao Ay associado a vy é henseliano.

(b) Se (Fi, A1) é uma extensao henseliana de (F, A), entao existe um (unicamente
determinado) mergulho i : (H, Ay) — (F1, A1), isto €, i(Ag) = A1 ni(H) e a

restricao v a F' € a identidade.
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A construgao de (H,vy) inicia-se fixando uma extensao A* de A ao fecho
separdvel F*. O grupo de decomposicio de A é definido como G"(A®) = {0 €
G(F*/F) : oA® = A°}. Por ([EP], Lema 5.2.1, p.121), G"(A®) é um subgrupo
fechado de G(F?*/F). Define-se H como o corpo fixo de G"(A%) e Ay := A* n FH.
Como todas as extensoes de A a F' sdo conjugadas (Teorema 1.14), segue que Ay tem
extensao tnica a F** e portanto é henseliano. A prova que (H, vy ) satisfaz o item (b)
da Defini¢ao 6.6 pode ser vista em ([EP], Teorema 5.2.2, item (2), p.121), ou em ([E],
Teorema 17.11, p.131). Assim como a 2-henselizagao, a extensao (H,vg)/(F,va) é
imediata: se I'y e ky sao, respectivamente, o grupo de valores de vy e corpo residual
de A, entdo 'y = 'y e ky = ka. Veja ([EP], Teorema 5.2.5, p.122), ou ([E], Teorema
17.19, p.136), para a demonstracao deste fato).

Observacao E usual expor primeiro a construgao da henselizacao (H,vy) e depois
definir F}, = H n F(2) e v, = vg|p(e). Por utilizarmos a henselizacdo somente neste

final de capitulo, optamos por modificar este processo.

Como ja foi dito, nosso ultimo objetivo é provar que a compatibilidade
1 + M4 < R(F) assegura que se D é uma F-algebra biquaternionica de divisao,
entao D possui um anel de valorizacao que estende A. Isto serd provado indireta-
mente, aplicando o resultado de Morandi ([Moy]), citado na introdugao, que garante
que a extensao existe se D ®p H for uma algebra de divisao, onde (H,vy) é uma
henselizagao de (F,v4). No caso de uma élgebra de quatérnios (F,a,b) vimos que
era suficiente considerar a 2-henselizagao de (F,v4). A razdo para agora aparecer
a henselizacao ¢ justamente o fato de nao conhecermos satisfatoriamente os corpos
intermediarios K: F' ¢ K < D, quando D é biquaternionica, conforme pode ser
visto na introdugao do trabalho ([LLT]). Na seqiiéncia, citamos alguns fatos bésicos

sobre as algebras biquaternionicas.

O classico Teorema de Albert estabelece condigoes para que uma élgebra
biquaternionica seja de divisao. Estudaremos apenas uma dessas condigoes, que € a
que interessa diretamente ao nosso trabalho. Dizemos que as algebras de quatérnios
(F,a,b)e (F,c,d)sao ligadas pela extensao F(4/z), se existe z € F* tal que (F,a,b) =
(F,a,z) e (F,c,d) = (F,c,z). Caso contrédrio, diremos que (F,a,b) e (F,c,d) nao

sao ligadas.
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Teorema 6.7 (Albert) Seja A = (F,a,b)®p (F, c,d) uma dlgebra biquaternionica.
Entao A é uma dlgebra de divisao se, e somente se, as dlgebras de quatérnios (F, a,b)

e (F,c,d) nao sao ligadas.

Demonstracao Se (F,a,b) e (F,c,d) sao ligadas pela extensao F(4/z), entdo
(F,a,b) ®r (F,c,d) = (F,a,2) Qp (F,c,z) = (F,ac,z) Qr My(F), pelo item (d)
do Lema 1.10. Portanto, A nao é élgebra de divisao. Reciprocamente, se (F,a,b) e
(F,c,d) nao sao ligadas, a demonstracao de que A é uma élgebra de divisao pode
ser vista em ([L;], Teorema de Albert 4.8, p.70). Esta também ¢é a referéncia para

outras equivaléncias do teorema. o

Seja A como no Teorema 6.7. Caso A nao seja uma algebra de divisao,
entao segue do Teorema de Wedderburn que A = My(F) ou existem y, z € F'*, tais
que A = M,(B), onde B é a algebra de divisao (F,y, z). Em Br(F), temos [A] =0

no primeiro caso e [A] = [B] no segundo.

Veremos agora que o Lema 6.2 pode ser utilizado com (L, vg) = (H,vy),
a henselizagdo de (F,v4). Com isto, poderemos demonstrar a Proposi¢ao 6.8 e o

teorema final seguird facilmente.

Seja (F,v4) um corpo valorizado e (H, Ay) a sua henselizagdo. Ja vimos
que Ay é também 2-henseliano. Como (H,vy)/(F,v4) é imediata, o Lema 6.2

assegura as igualdades:
H* = FH?, (6.1)
H? A F = (14+ My)F? (6.2)
Seja a ¢ (1+MA)F2. Pela Proposicao 5.2, A tem exatamente uma extensao, digamos

Ay, a K := F(y/a). Para Ky := H(y/a), podemos aplicar ([EP], observagao 5.2.4,

p.122) e temos que Ky é uma henselizacao de K em relagdo a A;. Segue de (6.1),

que Ky = KK?%. Pelo Lema 6.2, temos
Dy{1,—a) = Dp(1,—a)H?, para todo a ¢ 1 + M 4. (6.3)
Dy(1,—a) n F = Dpd1, —a)(1 + My), para todo a ¢ 1+ M. (6.4)

Proposigao 6.8 Seja (F,va) corpo valorizado e (H,vy) sua henseliza¢io. Se A é

compativel com R(F'), entdo
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(a) (F,a,b) é anel de divisao < (H,a,b) ¢é anel de divisao.

(b) (F,a,b) = (F,c,d) < (H,a,b) = (H,c,d).

Demonstracdo (a) A dire¢ao («) é imediata, pois (H,a,b) = (F,a,b) ®r H.
Provemos (=). Por contradi¢do, assumiremos que (H, a, b) nao é élgebra de divisao.
Assim, b € Dy{l,—a). Podemos assumir que b ¢ 1 + M. Caso contrério, como
14+ My < R(F) = (] D{1,—z), terfamos b € D{1,—a), contradizendo o fato de

zeF~

(F,a,b) ser algebra de divisao. De (6.4), Dy{1, —a) n F' = D{1, —a)(1 + M,). Por
hipétese, 1 + My < R(F). Assim, b € D{1,—a) e portanto (F,a,b) nao é dlgebra

de divisao, contradizendo a hipotese.

(b) A implicagao (=) é imediata quando tomamos o produto tensorial sobre F'. Para
a reciproca, serd necessaria uma propriedade elementar (vélida num corpo qualquer)

das algebras de quatérnios (veja ([L;], Common Slot Theorem 4.13, p. 73):

(F,a,b) = (F,c,d) &
(F,a,b) e (F,c,d) sao ligadas por alguma extensao F'(y/z) e (F,ac,z) = 0.

Assim, a hipétese (H,a,b) = (H,c,d) implica que existe z € H* tal que (H,a,b) =
(H,a,2), (H,c,d) = (H,c,z) e (Hyac,z) = 0. Por (6.1), H* = FH? En-
tao, podemos assumir z € F*. Como (H,a,bz) = 0, temos pelo item (a) que
(F,a,bz) nao é anel de divisao e portanto (F,a,bz) = 0 também. Logo, (F,a,b) =
(F,a,z). Analogamente, (H,c,dz) = 0 implica (F,c,d) = (F,c,z). Ainda mais,
como (H,ac, z) = 0, temos (F, ac, z) = 0, novamente por (a). Portanto, pelo “Com-

mon Slot Theorem” citado acima, temos (F,a,b) = (F,¢,d). o

Teorema 6.9 Seja (F,va) um corpo valorizado, com car(ka) # 2. Se A é com-
pativel com R(F), entdo A tem extensao total e invariante a toda F-dlgebra bi-

quaternionica de divisao.

Demonstracao Seja D = (F,a,b) ®r (F,c,d) uma algebra biquaternionica de
divisao. Sé precisamos demonstrar que a H-algebra biquaternionica D Qp H =
(H,a,b) ®r (H,c,d) é também uma &algebra de divisao. Pelo Teorema de Albert,
basta provar que (H,a,b) e (H,c,d) nao sao ligadas, ou seja, que nao existe z € H*
tal que (H,a,b) = (H,a,z) e (H,c,d) = (H,c,z). Se isto ocorresse, poderiamos
escolher z em [, pois H* = FH?. Pelo item (b) da Proposicao 6.8, teriamos que
(F,a,b) = (F,a,z) e (F,c,d) = (F,c,z). Pelo Teorema de Albert, D nao seria uma

algebra de divisao, contrariando a hipdtese. O
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