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Resumo

Estudamos nesta dissertacao propriedades homolégicas de finitude de produtos
entrelagados (restritos e permutacionais) I' = H {x G, seguindo principalmente o trabalho
de L. Bartholdi, Y. de Cornulier e D. H. Kochloukova. No caso em que H tem abelianiza-
¢ao infinita, descrevemos condigoes necessarias e suficientes para que I' seja de tipo F P,,:
H e G devem ser de tipo F'P,, e G deve agir (diagonalmente) em X’ com um nimero
finito de 6rbitas e estabilizadores de tipo F'P,,_; para todo 1 < i < m.

No caso em que H é o grupo ciclico de ordem n, obtemos condi¢oes semelhantes
para que o ZI-médulo trivial Z/nZ seja de tipo F'P,,. A saber, Z/nZ deve ser de tipo
FP,, como ZG-médulo e G deve agir (diagonalmente) em X* com um ntimero finito de
érbitas e estabilizadores G, tais que Z/nZ é de tipo F'P,,_; como ZG,-m6dulo, para todo
1< <m.

Por fim, descrevemos condigoes suficientes para que caracteres de I' represen-
tem elementos dos Y-invariantes homoldgicos com coeficientes em Z (se H tem abeliani-
zagao infinita) ou em Z/nZ, se H é ciclico de ordem n.

Palavras-chave: Teoria dos grupos, dlgebra homolégica, invariantes geomé-
tricos.



Abstract

In this Master’s thesis we study some homological finiteness properties of the
wreath products (restricted and permutational) I' = H !x G, following mainly the work
by L. Bartholdi, Y. de Cornulier and D. H. Kochloukova. When the abelianization of H
is infinite, we describe necessary and sufficient conditions for I' to be of type F'P,,: H
and G must be of type F'P,, e G must act (diagonally) on X* with finitely many orbits
and stabilizers of type FP,,_; forall 1 <i <m.

Under the assumption that H is the cyclic group of order n we obtain similar
conditions for the trivial ZI'-module Z/nZ to be of type F'P,,. Specifically, Z/nZ must be
of type F'P,, as a ZG-module and G must act (diagonally) on X* with finitely many orbits
and stabilizers G, such that Z/nZ is of type F'P,,_; as a ZG,-module for all 1 <i < m.

Finally we describe sufficient conditions for a character of the group I' to
represent an element of the homological Y-invariant with coefficients on Z (when H has
infinite abelianization) or Z/nZ, if H is cyclic of order n.

Keywords: Group theory, homological algebra, geometric invariants.
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Introducao

O estudo das propriedades de finitude ¢ um topico central na teoria de grupos
infinitos. Nesta linha de raciocinio, procura-se propriedades de grupos que sejam com-
partilhadas por todos os grupos finitos, isto é, que sejam de alguma forma extensdes do
conceito de finitude, e busca-se classificar quais grupos, dentre os infinitos, satisfazem tais
propriedades.

Podemos analisar, por exemplo, os grupos que sao finitamente gerados, ou seja,
grupos [' para os quais existe um subconjunto finito X C I'" tal que qualquer elemento de
I pode ser escrito como produto de elementos de X e seus inversos (neste caso dizemos
que X gera I'). Equivalentemente, I" é finitamente gerado pelo subconjunto (finito) X se
existe um homomorfismo sobrejetivo ¢ : F'(X) — I', sendo F(X) o grupo livre com base
X. Claramente, se I' ¢ finito podemos tomar X = I'. Muitos grupos infinitos, no entanto,
também satisfazem essa propriedade: para o grupo aditivo Z, por exemplo, podemos
escolher X = {1}.

Também podemos considerar os chamados grupos finitamente apresentdveis.
Estes consistem nos grupos I' para os quais existe um conjunto finito X e um homomor-
fismo sobrejetivo ¢ : FI(X) — I' cujo nicleo é finitamente gerado como subgrupo normal
de F(X). E facil ver que tanto grupos finitos como Z sdo também finitamente apresenté-
veis. Entao “ser finitamente apresentavel” e “ser finitamente gerado” sao propriedades de
finitude que podem ser definidas somente por conceitos elementares da teoria de grupos.

Outra forma de se definir propriedades de finitude é considerar conexoes entre
teoria de grupos e topologia. Dado m inteiro maior ou igual a zero, um grupo I' é de tipo

F,, se existe um CW-complexo Y conexo satisfazendo:
o m(Y,x) =T
e O recobrimento universal de Y é contratil;
« O esqueleto m-dimensional Y™ de Y tem um ntmero finito de células.

E possivel mostrar que todo grupo é de tipo Fy, que um grupo é de tipo F} se
e somente se é finitamente gerado e que a propriedade F; é equivalente a “ser finitamente
apresentavel”. As demais propriedades F,, para m > 3, sdo aproximagoes sucessivas para

o conceito de finitude, ja que F,, implica F,, para todo m > n.

10
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Por analogia aos conceitos topoldgicos acima, podemos definir propriedades
homoldgicas de finitude para grupos. Formalmente, um grupo I' é de tipo F'P,, se existe

uma resolugao projetiva & de Z como ZI'-médulo
LP...>P—-P_1—..>P—P—>7Z—0,

com P; finitamente gerado para todo i < m. A exatidao do complexo acima pode ser visto
como a versao homoldgica de “O recobrimento universal de Y é contratil”, enquanto exigir
que P; seja finitamente gerado para ¢ < m seria como impor uma condi¢do de finitude ao
m-ésimo esqueleto de &2.

Pode-se mostrar que as propriedades F'P,, coincidem com as propriedades F},
se m =0 oum = 1, isto é, todo grupo é de tipo F'Fy e um grupo é de tipo F P, se e
somente se € finitamente gerado. Para m > 2, no entanto, ser de tipo F'P,, é estritamente
mais fraco do que ser de tipo F,,, como mostrado no artigo [4]. Para mais informacgoes
sobre grupos de tipo F'P,,, a referéncia padrao é o livro de R. Bieri [5].

A propriedade F'P,, em geral nao é herdada por subgrupos, mas em casos mais
especificos existem resultados interessantes. Temos por exemplo os invariantes homolo-
gicos ¥(I'; Z) definidos por R. Bieri e B. Renz [6], que decidem quais subgrupos de T,
dentre os que contém o comutador [I',T'], sdo de tipo F'P,,. Tais invariantes consistem
em subconjuntos de uma esfera S"~! C R™ associada ao grupo I', onde n é a dimensao de
Hom(I',R) como R-espago vetorial, e possuem outras propriedades interessantes que nos
permitem estudar os grupos de um ponto de vista mais geométrico.

Nesta dissertacao nos concentramos em estudar as propriedades homoldgicas
(isto é, o tipo F'P,, e os invariantes X™(I';7Z)) para uma classe especifica de grupos,
os chamados produtos entrelacados. Estes sao definidos da seguinte forma: se H e G
sao grupos e X é um G-conjunto, o produto entrelacado H 1x G é o produto semidireto
HYX) x G, onde HX) é a soma direta de cépias de H indexadas por X e G age em HX)
permutando as copias de H, de acordo com a acao de G em X.

Os produtos entrelacados aparecem frequentemente em diversos aspectos da
teoria de grupos, sendo interessantes especialmente no estudo de extensoes de grupos.
Isto se deve ao teorema de Kaloujnine e Krasner, que diz que se G é um grupo finito,
entdo H g G (com agao de G em si mesmo por multiplicagdo a esquerda) contém cépias
de qualquer extensdo H por G (veja o livro de J.J. Rotman [19], teorema 7.37).

As propriedades de finitude de produtos entrelagados foram consideradas re-
centemente nos trabalhos de Y. de Cornulier [13] e de L. Bartholdi, Y. de Cornulier e D.
H. Kochloukova [3]. Nestes dois artigos foram estudadas as propriedades F'P,,, F,, e os
invariantes homologicos > de tais grupos, e alguns dos resultados serao descritos nesta
dissertacao.

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma: no capitulo 1 introduzimos
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os conceitos basicos de algebra homoldgica, com objetivo de definir e estabelecer as pri-
meiras propriedades da cohomologia de grupos. Com isso, podemos desenvolver a teoria
basica da propriedade F'P,, para grupos e dos Y-invariantes; isto é feito no capitulo 2. A
partir do terceiro capitulo, especializamo-nos em produtos entrelacados, expondo os resul-
tados dos dois artigos acima citados. Por fim, no capitulo 4 trabalhamos o caso especifico
do produto entrelagado C,, 1y G (onde C,, é grupo ciclico com n elementos), buscando
estudar casos nao considerados por L. Bartholdi, Y. de Cornulier e D. H. Kochloukova. O
capitulo 5 discute a conexao entre os dois capitulos precedentes e indica caminhos naturais

de continuacao deste trabalho.



Capitulo 1
Algebra Homolégica Bésica

Neste capitulo desenvolvemos as nogoes da algebra homoldgica necessarias para
os nossos estudos. Comegamos com o basico de categorias e funtores para logo em seguida
nos especializarmos na categoria de modulos sobre um anel associativo unitario. Poste-
riormente estudamos as principais propriedades dos funtores Hom e ®, os complexos de
modulos e, finalmente, os funtores derivados Tor e Ext. Com tal teoria bem fundamen-
tada, podemos definir e entender a homologia e a cohomologia de grupos, o objetivo maior
deste capitulo. A referéncia base para todos os assuntos citados acima é o livro de J. J.
Rotman [18], que contém as demonstragoes de todos os resultados aqui citados.

Assumimos conhecidos os conceitos bésicos da algebra abstrata (grupos, anéis,
modulos, homomorfismos e quocientes), assim como os resultados mais bésicos relaciona-

dos a tais conceitos.

1.1 Categorias e funtores

Faremos uma exposicao breve sobre categorias e funtores, na medida do ne-

cessario, ja que este nao é o foco deste trabalho.

Definigao 1.1.1. Uma categoria .o/ consiste em: uma classe obj(2/) de objetos, um
conjunto Hom, (A, B) de morfismos para cada par (A, B) de objetos e leis de compo-
sicdo Hom (A, B) x Hom4(B,C) — Homy(A,C), que denotamos por (f,g) — go f,
para cada terna ordenada (A, B,C) de objetos. Além disso, exigimos que as seguintes

propriedades se verifiquem:

1. Os conjuntos Hom, (A, B) sdo disjuntos dois a dois, isto é, se A, B, C' e D sao
objetos, entdo Hom (A, B) N Hom,(C, D) # () se e somente se A=C e B = D,;

2. Para todo objeto A, existe idqy € Hom (A, A), com a propriedade que foidy = f
e idy o g = g para quaisquer f € Hom(A,B) e g € Homy(C, A), sendo B e C

objetos quaisquer em .o7;

13
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3. A composicao é associativa, ou seja, se f € Homy(A,B), g € Homy(B,C) e
h € Hom(C, D), entdao (hog)o f =ho(go f).

Em geral, se &/ é uma categoria e A € obj(</), abusaremos da notacao escre-
vendo A € . Se A,B € o/ e f € Hom(A, B), escreveremos f : A — B.

Alguns exemplos de categorias ja nos sao bastante familiares. Podemos por
exemplo formar a categoria dos Conjuntos, sendo a classe de objetos todos os conjuntos
e Hom(X,Y) o conjunto de todas as fungoes X — Y, junto com a composigao usual de
fungoes. De maneira similar, a categoria dos Grupos, tem como classe de objetos todos
os grupos e Hom(G1, G3) como o conjunto dos homomorfismos de grupos G; — G5, junto
com a composicao usual dos homomorfismos.

Seja R um anel associativo unitario. A categoria gpMod dos R-médulos a
esquerda tem como objetos todos os R-moédulos a esquerda e Hom ,proa(M, N) como o
conjunto de todos os homomorfismos M — N de R-modulos a esquerda, para quaisquer
M,N € rMod. A composicao é mais uma vez a composicao usual de homomorfismos.
De forma semelhante construimos a categoria Modr dos R-mdédulos a direita. Para
simplificar a notagao, escreveremos Hompg(M, N) para denotar os homomorfismos de M
em N, sejam M e N R-moédulos a esquerda ou a direita.

Categorias diferentes se relacionam por meio dos chamados funtores.

Defini¢ao 1.1.2. Sejam € e & categorias. Um funtor covariante 7" : 4 — Z ¢
uma regra que associa a cada objeto C' € € um objeto T(C) € Z e a cada morfismo
f € Homg(Cy, Cy) um morfismo T'(f) € Homg(T(Cy), T(Cy)), sendo Cy,Cy € € objetos

quaisquer. Além disso, exigimos que T satisfaga:
1. T(id¢) = idpcy para todo C € €;

2. T(go f) =T(g) o T(f) para quaisquer f : C; — Cy, g : Cy — Cy e Cy, Cy e Cy
objetos de % .

Um funtor contravariante S : € — 2 associa a cada objeto C' € ¥ um objeto S(C)
de Z e a cada morfismo f € Home(Cq,Cy) um morfismo S(f) € Homg(S(Cs), S(Ch)),

satisfazendo:
1. S(id¢) = ids(c) para todo C € C;

2. S(go f) = S(f)oS(g) para quaisquer f : C1 — Cs, g : Co — C3 e Oy, Cy e Cs
objetos de % .

Dado um grupo (G, -), denote por G o seu conjunto subjacente. Da mesma
forma, para cada homomorfismo de grupos f : G — H, indique por fy a fun¢ao ébvia de

Go em Hy. Podemos definir um funtor covariante T da categoria dos grupos na categoria
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dos conjuntos por T(G) = Gy e T(f) = fo. E claro que as propriedades 1 e 2 da definicao
sao satisfeitas.
Seja ¢ uma categoria qualquer e B € 4 um objeto. Definimos o funtor

contravariante Home(—, B) de € na categoria dos conjuntos por

Homg(—, B)(A) := Homg(A, B)

(Homeg(—, B)(f))(h) := ho f,

para todos f : Ay — Ay, h : Ay, — B e A;,Ay € ¥. Encontraremos mais adiante
exemplos mais interessantes de funtores nas categorias de modulos, mas por ora os dados
acima ilustram bem as definigoes.

Antes de seguir, facamos mais uma convenc¢ao de notagao. Se €, & sao catego-
rias, T : € — & é um funtor covariante e f : C; — C5 é um morfismo em %, denotaremos
por vezes o morfismo T'(f) : T'(Cy) — T(Cs) por f.. Da mesma forma, se F' : ¢ — Z for
contravariante, escrevermos f* no lugar de F'(f). Diremos que f, e f* sdo morfismos
induzidos.

Analisemos melhor dois dos exemplos de categorias dados: rpMod e Grupos.
Uma diferenca bésica entre as duas é o fato de que os conjuntos Hompg(M,N), para
quaisquer M, N € gMod, tém mais estrutura do que um conjunto do tipo Hom(G1, Gs),
sendo GG; e Gy grupos. De fato, dados f,g : M — N, podemos definir a soma f + g por
(f +9)(x) = f(z) + g(z), de forma que f + g € Homp(M, N). Isto motiva as defini¢oes

a seguir.

Defini¢ao 1.1.3. Uma categoria 4 é pré-aditiva se cada Homg(C,Cy) é um grupo
abeliano com repeito a uma operacao + e se vale a distributividade: se f,g: C; — Cs e
h,k : Cy — C5 sdo morfismos, entdo ho(f+¢g) = hof+hoge (h+k)of = hof+kof. Um
funtor T': ¥ — 2 entre duas categorias pré-aditivas é aditivo se T'(f+¢g) = T'(f)+T(g),

para quaisquer f e g morfismos em %.

Note que se ¥ é uma categoria pré-aditiva e C,Cy € €, entao existe um

elemento neutro 0 € Home(Cy, Cy), ja que este é grupo abeliano. Segue que:
T0)=T(04+0)=T(0)+7T(0)=T(0) =0,

para qualquer funtor aditivo T definido em % .
Como sugerido anteriormente, a categoria pMod é pré-aditiva, em oposicao a
Grupos. Exemplos de funtores aditivos aparecerao naturalmente na proxima segao, cujo

foco sdo os R-modulos.
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1.2 As categorias de médulos

Fixemos um anel unitario R. Ja definimos anteriormente duas categorias de
modulos sobre R: gMod e Modg, de R-médulos a esquerda e a direita, respectivamente.
O conjunto de homomorfismos de M em N é denotado por Hompg(M, N) e, conforme
observado na secao anterior, tem uma estrutura grupo abeliano com respeito a soma:
se f,g € Homgr(M,N), entdo f + g € Homgr(M,N). Além disso, é claro que as leis de
distributividade da definicao 1.1.3 valem, e logo g Mod e Modp sao categorias pré-aditivas.

Geralmente as teorias construidas em rMod valem também em Modg e vice-
versa. Escolheremos sempre que possivel trabalhar com R-moédulos a esquerda, mencio-
nando os casos em que a diferenca entre as duas categorias for relevante.

Seja M um R-mo6dulo. Podemos definir dois funtores Ty, 75 : gMod — zMod

da seguinte forma: se N é um R-mdédulo, entao
Ti(N) := Homgr(M,N), Ty(N):= Hompgr(N,M).

Se N' € gMod e f : N — N’, definimos T1(f)(h) = foh e Tao(f)(k) = ko f, para
quaisquer h € Homgr(M,N) e k € Homg(N', M).

Teorema 1.2.1. Mantendo as notacoes acima, temos que Ty € um funtor covariante

aditivo e Ty € um funtor contravariante aditivo.

Utilizaremos daqui por diante a notacao usual para os dois funtores conside-
rados acima: T} = Homgr(M,—) e Ty = Hompg(—,M). Tais funtores geralmente sao
chamados de funtores Hom, e constituem uma das mais importantes classes de funto-
res em categorias de médulos. Outro funtor fundamental é o produto tensorial, que

definimos a seguir.

Definicao 1.2.2. Sejam A um R-moédulo a direita, B um R-moédulo a esquerda e N um
Z-moédulo. Uma funcao f: A x B — N ¢é dita R-biaditiva se :

L. f(ar +ag,b1) = f(a1,b1) + f(ag, by);
2. f(ay, by +bo) = f(ay,br) + f(a1, ba);
3. f(alr, b1> = f(al,rbl),

para todos ay,as € A, by,bs € Ber € R.
Um produto tensorial de A por B (sobre R) é um par (7,i), onde T" é um

Z-moédulo e i : A x B — T é uma funcao R-biaditiva com a seguinte propriedade:

o Para todo Z-médulo N e para toda funcao R-biaditiva f : A x B — N, existe um
unico homomorfismo ¢ : T — N de Z-moédulos tal que ¢ o7 = f, como ilustrado

pelo diagrama a seguir:
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Para construir um produto tensorial de A por B sobre R, tomamos o Z-mddulo

livre F' com base A x B e S o submodulo de F' gerado por todos os elementos dos tipos:
(a+d',b) — (a,b) — (d',b),

(a,b+b) — (a,b) — (a,b),
(a-r,b) — (a,r-b),

coma,a’ € A, b, € Ber € R. DefinaT = F/Sei: AxB — T pori((a,b)) = (a,b)+S.

Nao é dificil verificar que T é de fato um produto tensorial de A por B sobre R.

Teorema 1.2.3. Para quaisquer A € Modgr e B € pMod, existe um produto tensorial de

A por B sobre R, sendo inico a menos de isomorfismo.

A unicidade citada acima é consequéncia direta da definicao de produto tenso-
rial pela propriedade universal. Com isso podemos deixar de falar “um produto tensorial”
para falar “o produto tensorial”. Podemos ainda fixar uma notacao: se A € Modg e
B € gMod, denotaremos o produto tensorial de A por B sobre R por (A®pg B,i). Escre-
veremos ainda a ® b no lugar de i(a, b) (estes elementos geram A @ B como Z-mdbdulo!)
e diremos apenas que A ®g B é o produto tensorial de A por B sobre R, sem men¢ao
a funcao ¢. Finalmente, se A e B sao Z-mddulos, denotaremos por A ® B o produto
tensorial de A por B sobre Z, isto é, convencionamos que ®z = .

Seja S um outro anel. Um (R, S)-bimédulo M é um grupo abeliano M que é
simultaneamente um R-médulo a esquerda e um S-moédulo a direita. Além disso, exigimos
que M satisfaga:

r-(m-s)=(r-m)-s,

para quaisquer r € R, s€ Sem € M.
Os bimodulos sao interessantes no sentido em que dao uma estrutura adicional
ao produto tensorial. Formalmente, se M é um (R, S)-bimédulo e N é um R-mddulo a

direita, entao N ® g M tem estrutura de S-moédulo a direita dada por:
(n@m)-s=n® (m-s).

Da mesma forma, se M é (R, S)-bimédulo e se N é R-mddulo a esquerda, entao
Hompg(N, M) pode ser visto como S-mddulo a direita se definimos (f - s)(z) = f(x) - s
para f € Homg(N, M) e s € S. O grupo abeliano Homg(M, N), por sua vez, é S-modulo
a esquerda se definimos (s - g)(x) = g(x - s) para g € Homgr(M,N) e s € S.
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Compilamos a seguir algumas das propriedades principais dos produtos tenso-

riais.
Proposic¢ao 1.2.4. Sejam R e S anéis, M, e My, R-mdédulos a direita, M’ e¢ M" R-
mdédulos a esquerda, P um S-mddulo a esquerda e N um (R, S)-bimddulo. Entdo:

1. Mi®r R>~M, e RQr M’ ~ M’';

2. (My @ N)®s P~ M, @ (N ®s P);

8. My ®@r (M' & M") ~ (M; Qg M') & (M; @ M");

4. (M ® My) @g M' ~ (My @ M') & (My ®g M').

Vejamos as propriedades funtoriais do produto tensorial. Fixado A € Modp,
definimos um funtor Fy : gMod — zMod da seguinte forma: se B € grMod, entao
Fix(B) = A®gr B, ese g € Homg(B, B'), entdao Fa(g) : AQr B - A®pg B’ é definida
nos geradores por F4(g)(a ®b) = a® g(b).

Teorema 1.2.5. F4 é um funtor covariante aditivo.

Existe um funtor analogo para R-modulos a direita. Fixado B € rMod,
definimos Gg : Modr — Mody por Gp(A) = A ®g B para todo A € Modg, e se
h:A— A" éum homomorfismo de R-mddulos a direita, entdo Ga(h) : AQr B — A'®@r B
pode ser definido por Gg(h)(a ® b) = h(a) ® b. Novamente G é um funtor covariante
aditivo.

Denotaremos os funtores acima por Fy(—) = A®gp — e Gp(—) = — ®g B;
este sao os funtores do tipo produto tensorial. Veremos adiante que os funtores Hom
e produto tensorial tém uma ligacao especial, formando um “par adjunto de funtores”,

COomo segue.

Definigao 1.2.6. Sejam € e Z categoriase F' : € — Z e G : 9 — € funtores. Dizemos

que (F,G) é um par adjunto de funtores se existe um conjunto de bijegoes
{r¢.p : Homg(FC,D) — Homy(C,GD)| C € €,D € 9}
tal que:

o Se f € Homg(Ch,Cs), entdo o seguinte diagrama é comutativo:

Homg(FCy, D) 22 Homy (Cy, GD)

(Ff)*T Tf*

Homg(FCs, D) 22 Homy (Cy, GD)
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e Se g € Homg(Dy, Dy), entdo o seguinte diagrama é comutativo:

TC,Dy

Homg(FC, D) — Hom(C,GD)

g*l i(Gg)*

Homg(FC, Ds) =22 Homy (C, GD»)

Teorema 1.2.7. Sejam R e S anéis, A um R-mddulo da direita, B um (R, S)-bimddulo e

C um S-modulo a direita. Entdo existe um isomorfismo canonico de Z-modulos:
Tac: Homg(A®p B,C) — Hompg(A, Homg (B, C)).

De maneira similar, se A é um R-mddulo d esquerda, B um (S, R)-bimddulo

e C' um S-modulo a esquerda, entdo existe um isomorfismo canonico de Z-modulos:
Oac: Homp(B ®r A,C) — Hompg(A, Homg(B,C)).
Demonstragio. Se 0 € Homg(A®r B,C) ea € A, f:=7ac(0)(a) é definido por:
f(b)=0c(a®D).
Da mesma forma, se n € Homp(B®rA,C) e a € A, entdo g := 4¢(n)(a) é definido por:

9(b) = n(b®a).
Para mais detalhes, veja [18]. O

Seja B um (S, R)-bimédulo. Neste caso podemos considerar B ®g — como
funtor da categoria de R-moédulos a esquerda na categoria de S-mddulos a esquerda. Da
mesma forma, Homg(B, —) pode ser visto como um funtor da categoria de S-médulos &

esquerda na categoria de R-moédulos a esquerda.

Corolario 1.2.8. Seja A um (S, R)-bimddulo. Entio (A ®r —, Homg(A,—)) é um par

adjunto de funtores.

Demonstragdo. Basta utilizar os isomorfismos do teorema 1.2.7 como as bijegoes da defi-
nicao de par adjunto de funtores. A naturalidade de tais isomorfismos garante a comuta-

tividade dos diagramas de tal defini¢ao. O]

Observe que o teorema acima pode ser aplicado sem que tenhamos inicialmente
um bimoédulo. Lembre-se que qualquer médulo é, em particular, um Z-modulo a direita
e a esquerda. Assim, um R-moédulo a direita A, por exemplo, pode ser visto como um

(Z, R)-bimoddulo, e logo (A ®r —, Homgz(A, —)) é um par adjunto de funtores.
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A importéancia da existéncia do conceito de par adjunto (especialmente o fato

de (A®g —, Homy(A, —)) ser um par adjunto) sera esclarecida na préxima segao.

1.3 Sequéncias exatas

Introduziremos agora as sequéncias exata de modulos, um conceito absoluta-

mente essencial na algebra homologica.

Definicao 1.3.1. Seja

fi—1

fit1 i
Ain A; Ay Ai s
uma sequéncia de R-modulos e homomorfismos de R-médulos. Dizemos que tal sequéncia
é exata em A; se Imf; 1 = kerf;. Dizemos também que a sequéncia é exata se for
exata em A; para todo 7. Uma sequéncia exata curta de R-mddulos é uma sequéncia

exata do tipo

| U Ay Sy [ — (1.3.1)

Finalmente, dizemos que uma sequéncia exata curta como (1.3.1) é cindida se existe um

homomorfismo h : A” — A tal que go h = idyn.

Mais adiante varios exemplos de sequéncias exatas surgirao naturalmente, por-
tanto contentaremo-nos agora em comentar apenas o caso mais comum. Se f: A — B é

homomorfismo de R-moddulos, é direto que a seguinte sequéncia é exata:
0— ker(f) = A— Im(f) — 0.
Em particular, se f for a proje¢ao canoénica de A sobre um quociente A/A’; obteremos
0 A" - A= AJA =0,

uma sequéncia exata curta.

Lema 1.3.2. Seja
) U Ay Wy —

uma sequéncia exata curta de modulos. As afirmagoes sequintes sdo equivalentes:
1. Eziste um homomorfismo h : A” — A tal que go h = idan;
2. Existe um homomorfismo j : A — A’ tal que jo f =idy;

Além disso, se a condig¢ao (1) € verificada (isto €, a sequéncia dada é cindida), entdo

A~ ker(g) ® Im(h).
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Demonstragio. Note que se a condicao (1) se verifica, entdo a decomposigdo de A como

a soma direta anunciada é imediata. De fato, dado a € A, podemos escrever
a=(a—hog(a))+hog(a) € ker(g) ® Im(h),

e a soma ¢ direta pois se h(z) € ker(g) N Im(h), entdo 0 = go h(x) = z. Tendo a
decomposicao A = ker(g)@®Im(h) estabelecida, fica facil definir j. Sendo ker(g) = Im(f),
definimos j(f(a’)) = o’ para todo a’ € A’, e se a € Im(h), colocamos j(a) = 0.

A reciproca é semelhante: comegamos mostrando que A = ker(g) @ ker(j) e

usamos esta decomposi¢ao para definir h em A” = g(A) ~ ker(j). O

Sejam

0 A9 g 0

uma sequéncia exata de R-modulos e F' : gpMod — sMod um funtor aditivo. Aplicando

F' obtemos uma nova sequéncia:
00— F(A) L= P(A) 2~ F(A") —0, (1.3.2)

sendo esta de S-médulos. E natural investigar sob quais condigoes a sequéncia (1.3.2) é

também exata. Se tomamos, por exemplo, a sequéncia dada por:

0 757 -"5-7/37—0,

onde p é a multiplicacao por 3 e m a proje¢ao natural, e aplicamos o funtor F' = —®Z/3Z,
obtemos:
0—>ZR®Z/32">222/32-">7/32.& 7/3Z —0. (1.3.3)

Agora o homomorfismo p, é definido por: p.(a ® b) = u(a) ® b = 3a ® b.
Pelas propriedades do produto tensorial, temos que 3a ® b = a ® 3a = a ® 0 = 0, logo
Im(p,) = 0. Entao p. nao pode ser injetiva (ja que Z®7Z/37 ~ 7./3Z # 0), e logo (1.3.3)
nao pode ser exata.

E possivel verificar, no entanto, que esta é unica condicdo que falta para a
exatidao de (1.3.3), isto é, Im(u.) = ker(m.) e m. é sobrejetiva. Situagoes deste tipo

levam as seguintes definigoes:

Definicao 1.3.3. Sejam R e S anéis e F': RMod — sMod um funtor covariante aditivo.
Dizemos que F' ¢é exato a direita se para toda sequéncia exata de R-moédulos do tipo
A" - A — A" — 0, a sequéncia de S-médulos F(A") — F(A) — F(A") — 0 ¢é exata. Da
mesma forma, se 0 — F'(A") — F(A) — F(A’) for exata sempre que 0 - A” - A — A’

o for, dizemos que F' é exato a esquerda.
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Se F' for um funtor contravariante, dizemos que F' é exato a direita se para
toda sequéncia exata de R-mddulos do tipo 0 =+ A” — A — A, a sequéncia de S-mddulos
F(A") — F(A) — F(A”) — 0 é exata. Da mesma forma, se 0 — F(A") — F(A) — F(A")

for exata sempre que A” — A — A" — 0 o for, dizemos que F' é exato a esquerda.

E neste contexto que o conceito de par adjunto de funtores mostra sua impor-

tancia, por conta do seguinte teorema:

Teorema 1.3.4. Sejam R e S anéis e F : gMod — sMod e G : sMod — rMod
funtores aditivos. Suponha que (F,G) seja um par adjunto de funtores. Entdao F € exato
a direita e G € exato da esquerda. Em particular, se A é um R-mdodulo a direita, entdo
A®r — : RMod — zMod € exato a direita e se B um R-mddulo a esquerda, entdo

Hompg(B,—) : gMod — zMod € exato a esquerda.

Demonstragio. Para a primeira parte, veja [21], teorema 2.6.1. Quanto aos casos parti-
culares, basta ver A como (Z, R)-bimédulo, B como (R, Z)-bimé6dulo e aplicar o corolario
1.2.8. O]

Por fim enunciamos o chamado lema dos cinco, que relaciona duas sequéncias

exatas conectadas por homomorfismos:

Lema 1.3.5 (Lema dos Cinco). Suponha que o diagrama de R-mdédulos abaizo seja co-

mutativo e tenha linhas exatas:

A Ay As Ay As

N

B, By B3 By Bs

Entao:
1. Se B e d sdo sobrejetivos e € € injetivo, entdo v é sobrejetivo.
2. Se B e § sao injetivos e v é sobrejetivo, entdo v € injetivo.

3. Se a, B, § e € sdo isomorfismos, entdao y € isomorfismo.

1.4 Limites diretos e inversos

Seja {A;} uma familia de R-médulos indexada por um conjunto I de indices.
Independentemente da estrutura de I, podemos formar novos R-médulos a partir de tal
familia, como o produto direto [[;c; A; ou a soma direta @;c;A;. Nesta se¢ao introduzire-

mos novas construgoes que generalizam o produto e a soma direta, os chamados limites
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diretos e inversos. Serd necessario colocar mais estrutura no conjunto I (uma ordem
parcial, a saber) e relacionar os médulos A; por meio de homomorfismos.
Comecgamos com as defini¢goes em categorias quaisquer, mas em breve voltare-

mos o foco aos mddulos.

Definigao 1.4.1. Sejam [ um conjunto parcialmente ordenado e ¥ uma categoria. Um
sistema direto em % sobre o conjunto de indices I é uma familia {A;};c; de objetos de

%, junto com uma colegao de morfismos {¢} : A; — A;}i<; satisfazendo:
1. ¢! =ida, para todo i € I;
2. Se i < j <k, entdo ¢j, = ¢} 0 ¢l

Em geral denotamos um sistema direto por (Ai,goé)igj, desde que nao haja

risco de confusao com o conjunto de indices I.

Definigao 1.4.2. Seja (A;, goé)igj um sistema direto em % sobre o conjunto de indices 1.
Um limite direto para tal sistema direto ¢ um objeto hﬂ A; € €, junto com uma colegao
de homomorfismos {a; : A; — @Ai}je ; satisfazendo a seguinte propriedade universal:
para todo B € € e para toda familia {f; : A; — B},e; de morfismos de ¢ satisfazendo
B; o gpz- = [3; para todos ¢ < j em [, existe um tnico morfismo ¢ : @Ai — B tal que
¢oa; = (3 para todo i € I.

Tal propriedade ¢ ilustrada pelo seguinte diagrama:

para todo i < j.

O limite direto de um sistema direto, quando existe, é tinico a menos de isomor-
fismo como em geral acontece com objetos definidos por propriedades universais. Nao é
razoavel no entanto assumir que limites diretos sempre existam numa categoria arbitraria

%, mas felizmente esse é o caso para algumas das categorias que examinamos aqui.

Teorema 1.4.3. Se R é um anel, I um conjunto parcialmente ordenado e (A;, <p§)i§j um
sistema direto de R-mddulos (a esquerda ou d direita) sobre I, entdo existe um limite
direto thl

Demonstracao. Basta tomar:

. D A;
@Az = S )
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onde S é o submédulo gerado pelo conjunto {\;(a;) — Aj o goé-(ai) |1 < j,a; € A;}, sendo
Ajt Aj = @®;A; a inclusdo para todo j € I. O

Tendo ja restringido a atencdo as categorias de modulos, precisamos ainda
restringir um pouco mais nosso universo se quisermos uma descricdo mais concreta de
limites diretos. Uma restrigdo nao muito forte e que traz bons resultados é utilizar con-

juntos direcionados.

Definicao 1.4.4. Seja I um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que I é direcio-

nado se para todo ¢, € I, existe k € [ tal que : < ke j < k.

Um exemplo tipico de conjunto direcionado é o conjunto N dos ntimeros natu-
rais com a ordem usual, assim como qualquer conjunto totalmente ordenado. Por outro
lado, o conjunto T" = {a, b, c} com a ordem parcial definida por a < b e a < ¢ (as tnicas
relagoes, a menos das reflexivas) nao é direcionado, pois nao existe ¢t € T tal que b <t e
c<t.

Lema 1.4.5. Sejam I um conjunto parcialmente ordenado direcionado, (Ai,gpé)igj um
sistema direto de R-mddulos sobre I e a; : A; — @Ai 0s homomorfismos dados pela

definicao de limite direto, para cada i € I. Entdo:
1. 11314z = {/\Z<(IZ> + S | 1€1l,a; € Az},

2. Se a; € A;, entao a;(a;) = 0 se e somente se existe t € I, com i < t, tal que
pi(ai) = 0.

A parte mais interessante do lema acima é o item 1. Por vezes, quando precisa-
mos trabalhar com elementos arbitrarios de um limite direto, serd muito mais conveniente

comegar com algo da forma “\;(a;) + S, no lugar de uma classe qualquer em @;A4;/S.

Definicdo 1.4.6. Sejam I um conjunto parcialmente ordenado e (A;, ¢!)i<; e (By, 0})i<;

sistemas diretos de R-moédulos sobre /. Um morfismo
t: (Ai,0h)icj = (Bi, 0})isy

¢ uma colecdo t = {t; : A; — B; | i € I} de homomorfismos de R-mddulos que satisfazem

tjoapé» = cr]i.oti para todo 7 < j:

&
B
N

[
o
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A classe de todos os sistemas diretos de R-moédulos sobre I, junto com os morfismos

acima, define a categoria dos sistemas diretos de R-mddulos sobre I, que denotaremos

por Dir(I).

Note que se t : (Ay, ¢%) — (B;, 0%) é um morfismo em Dir(I), entdo existe uma

aplicacao t, : @Ai — hg B; induzida por t:
Z a; +.5) Z ti(a;)) + S,

onde liﬂAi = @®;A;/S e ligBi = ®;B;/ S. E f4cil verificar que t, tem propriedades

funtoriais: id, = id e (tov), = t, o, se t e v sdo morfismos em Dir([).
Coroldrio 1.4.7. limy : Dir(I) — gMod é um funtor covariante.

Note que sempre existe o sistema direto nulo: A; = 0 e <p§- = ( para todos
1 < 5 € I. Além disso, podemos definir sequéncias exatas em Dir([ ) exatamente da
mesma forma como definimos para médulos: (A;, %) —— (By, 0f) —— (Cy, 05) ¢ exata

(] ]
em (B;,0%) se Im(t) = ker(v), isto é, se Im(t;) = ker(v;) para todo i € I.

19 j
Com a caracterizacao do lema 1.4.5, podemos obter o seguinte resultado:

Proposicao 1.4.8. Se I é um conjunto direcionado, entao hg : Dir(I) — gMod é um

funtor exato.

Sejam € e & categorias e F' : € — & um funtor. Se (Al-,goé-) é um sistema
direto em % sobre o conjunto de indices I, entao as propriedades funtoriais de F' garantem
que (F(A;), F(¢})) é um sistema direto em & sobre o mesmo conjunto de indices . Em
certas situagées podemos obter o limite direto (F(A;), F(¢})) a partir do limite direto de

(Ai, %), como veremos no teorema a seguir.

Teorema 1.4.9. Sejam € e & categorias e F : € — Y e G : 9 — € funtores tais que
(F,G) € par adjunto. Suponha que limites diretos sempre existam nas categorias € e 9.
Entao F comuta com limites diretos, isto €, se (Ai,goé») ¢ sistema direto em € sobre o
conjunto de indices I, entdo F(hﬂ A;j) ~ th(Al) Em particular, se B € Modg, entdo
h_ng(B ®r Ai) ~ B®g (hﬂ A;) para qualquer sistema (A;, 90;) de R-madulos a esquerda.

Um outro caso particular do teorema acima é o fato de que limites diretos (de
modulos) comutam com outros limites diretos. Para tanto, basta considerar os funtores
liny - Dir(I) — rMod e |.| : RMod — Dir(I), onde a imagem de A € gMod por |.| é o
sistema direto (A;, <p;) em [ com A; = Ae go} = id4 para quaisquer i,j € I. Podemos
mostrar que (|.[,lim) ¢ um par adjunto de funtores e assim limites diretos de médulos
sobre quaisquer conjuntos de indices comutam entre si.

Passamos agora ao conceito dual de limite direto: o limite inverso.
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Definicao 1.4.10. Sejam [ um conjunto parcialmente ordenado e ¥ uma categoria.
Um sistema inverso em % sobre o conjunto de indices I é uma colegdo de objetos

{B; € €}icr, junto com uma colegdo de morfismos {¢f : B; — B, }i<; satisfazendo:
1. ¢! = idp, para todo i € I;
2. Se i < j <k, entdo ¢F =1 o k.

Um limite inverso para o sistema inverso (B;, 1 )i<; ¢ um objeto lim B; € %,
junto com morfismos 3; : 1&11 B; — Bj paratodo j € I, satisfazendo a seguinte propriedade
universal: dados um objeto C' € € e morfismos f; : C' — B satisfazendo ¢} o f; = f; para
todo ¢ < j, existe um tnico morfismo ¥ : C' — 1&132- tal que §; 0 U = f; para todo i € I.

Tal propriedade corresponde a comutatividade do seguinte diagrama:

para todo i < j.

Exemplo 1.4.11. Dado um conjunto I qualquer, defina uma ordem parcial em [ por
i < j se e somente se i = j. Entao qualquer sistema inverso (M, wz ) sobre o I tem como

limite inverso o produto [[;c; M;.

Novamente, se um limite inverso existe, entao é inico a menos de isomorfismo.
Outras propriedades semelhantes as dos limites diretos também valem: sempre existem
limites inversos nas categorias de modulos, os sistemas inversos Inv(I) de R-mé6dulos sobre
um conjunto de indices fixo formam uma categoria e existe um funtor |.| : gpMod — Inv(I)
(definido analogamente) tal que (].], 1&1) ¢ um par adjunto de funtores. O teorema 1.4.9

também tem a sua versao dual:

Teorema 1.4.12. Sejam € e 9 categorias e F : € — P e G: P — € funtores tais que
(F,G) € par adjunto. Suponha que limites inversos sempre existam nas categorias € e 9.
Entao G comuta com limites inversos, isto €, se (Bi,wf) ¢ sistema inverso em % sobre o
conjunto de indices I, entao G(l&l B;) ~ 1£1G(Bl)

Em particular:
1. Limates inversos comutam entre si;

2. Se A€ gMod, entao Hompg(A, —) comuta com limites inversos.
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1.5 Moébdulos livres e projetivos

Continuamos com um anel R fixo. Nesta secdo trataremos de mdédulos sobre

R, sendo a direita ou a esquerda, e tal distincao s6 serd feita quando precisarmos.

Definicao 1.5.1. Sejam M um R-médulo e X C M um subconjunto. Dizemos que M é
livre em X se para todo R-moédulo N e para toda funcdo f : X — N, existe um tnico

homomorfismo ¢ : M — N de R-m6dulos tal que ¢|x = f:

x-—1.onN.

d 7

M

Por vezes diremos que M ¢ livre com base X ou que X é base livre de M; diremos

simplesmente que M é livre se existir um subconjunto X C M que ¢é base livre para M.

Se X é um conjunto qualquer, é claro que o R-médulo M = @,cx R,, onde
R, ~ R para todo x € X, é livre em X. Além disso, se M e M’ sao livres com base X, é

claro que M ~ M.
Lema 1.5.2. Todo R-modulo é quociente de um R-maodulo livre.

Demonstragao. Seja N é um R-modulo. Vendo N como conjunto, existe um tinico homo-
morfismo ¢ : M = @pey R, — N (com R, ~ R para todon € N) tal que ¢(1g,) = n pela
propriedade universal dos médulos livres. E claro que tal homomorfismo é sobrejetivo,
donde N ~ M/ker(y), sendo M um R-médulo livre. O

Definicao 1.5.3. Dizemos que um R-médulo P é projetivo se satisfaz a seguinte pro-
priedade universal: se &« : A — B e : P — B sao homomorfismos de R-mddulos, sendo

« sobrejetivo, entao existe um homomorfismo f: P — A tal que o f = [3:

%lﬁ

Note que o homomorfismo f nao é necessariamente tinico, como geralmente
pedem as propriedades universais.
Existem diversas formas de se caracterizar um modulo projetivo; citaremos

algumas delas a seguir.
Lema 1.5.4. Seja P um R-mddulo. As sequintes condigoes sdo equivalentes:
1. P € projetivo;,

2. Existe um R-mddulo livre F' tal que F ~ P & P’ para algum R-mddulo P’;
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3. Homg(P,—) é um funtor exato;

4. Toda sequéncia exata do tipo 0 - A — B — P — 0 € cindida.

Em particular, todo modulo livre é projetivo e somas arbitrarias de modulos

projetivos também sao modulos projetivos.

Se F' e P sao R-mo6dulos satisfazendo a condigao (2) acima, dizemos que P é
somando direto de F'.
Invertendo as setas da definicdo de médulo projetivo, obtemos um outro tipo

especial de médulos: os injetivos.

Definicao 1.5.5. Um R-mdédulo E é injetivo se satisfaz a seguinte propriedade universal:
sca: B — Aef: B — E sao homomorfismos de R-modulos, sendo « injetivo, entao

existe existe um homomorfismo g : A — FE tal que go a = f3:

1N

Novamente nao exigimos que g seja unico.

No caso dos projetivos, os exemplos sao imediatos: todo moédulo livre é proje-
tivo, e encontrar modulos livres é facil. Para os injetivos nao existe um resultado analogo,
mas ¢é possivel mostrar que se M é R-moddulo, entao existe um R-moédulo injetivo £ e um
homomorfismo injetivo n : M — E (veja [18], teorema 3.38).

A caracterizagao dos médulos injetivos é a que segue:
Lema 1.5.6. Seja E um R-modulo. As sequintes condicoes sdo equivalentes:
1. E € injetivo;
2. Hompg(—, E) € um funtor contravariante exato,
3. Toda sequéncia exata do tipo 0 - E — B — A — 0 € cindida.
Além disso, produtos diretos arbitrdrios de modulos injetivos também sao injetivos.

Defini¢do 1.5.7. Seja M um R-mddulo. Uma resolugdo projetiva (livre, respecti-

vamente) de M é uma sequéncia exata do tipo:
L. P —-P_1—~..—P—FP—~M-—=D0,

sendo cada P; um R-médulo projetivo (livre, respectivamente).

Uma resolucao injetiva de M é uma sequéncia exata do tipo:

E0—->M-—-E"-FE' - . s E 5B
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sendo cada E' um R-mdédulo injetivo.

Observacao 1.5.8. Convencionamos que, daqui por diante, sempre que for dito “?
é resolugao projetiva do médulo M7, & tera P; como i-ésimo termo e homomorfismos

denotados por d; : P, — P,_1:

d3 d2 d1 dO

gZ P2 P1 PO M 0.

Da mesma forma, uma resolugao livre .# de M tera F; como i-ésimo termo e

homomorfismos d; : F; — F;_1, salvo mencao contraria.

Uma consequéncia do lema 1.5.2 é que todo R-mdédulo possui uma resolu-
¢ao projetiva. Com efeito, se M ¢ um R-moddulo, existe um R-modulo livre Fy e um
homomorfismo sobrejetivo dy : Fy — M. Agora podemos tomar um outro R-mddulo
livre F} e um homomorfismo sobrejetivo dy : Fy — ker(dy). Segue dai que a sequéncia

1 1
Fy Fy

de M, que obviamente também ¢ uma resolugao projetiva.

M 0 é exata. Iterando tal construgao, obtemos um resolucao livre

Com o argumento acima podemos também estender resolugoes projetivas.

Mais precisamente, se temos uma sequéncia exata de R-médulos do tipo

p,—p P, M 0,

com P; projetivo para todo j, entao podemos tomar um R-mddulo livre F),;; de tal modo

que a sequéncia a seguir continue exata:

dn+1 dn do

Fn+1H‘PRHPn_1 P() M 0.

Para tanto, basta tomar um moédulo livre F,,; para o qual exista um homomorfismo
sobrejetivo « : F, 11 — ker(d,) e definir d,,.; = to« (sendo ¢ : ker(d,) — P, a inclusao).
Para completar a resolugao, basta iterar tal procedimento.

Da mesma forma, usando que para todo R-moédulo M existe um R-moédulo
injetivo £ e um homomorfismo injetivo n : M — FE, sempre podemos construir uma

resolucao injetiva para um R-mddulo qualquer.

1.6 Complexos e homologia

Definicao 1.6.1. Um complexo de R-modulos é uma sequéncia de R-modulos e homo-
morfismos:
d; ;
o .. *)Ai—i—l i>AZ *d>AZ‘_1 —_— ...
tal que d; o d;y1 = 0 para todo i. Denotaremos um complexo como acima por (7, d) e

diremos que os homomorfismos d; sao os diferenciais de /. Se z € A,, denotaremos
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p = deg(x).

Defini¢ao 1.6.2. Se (<7, d) e (A,0) sao complexos de R-modulos, um morfismo de
complexos f : (o/,d) — (£,0) é uma familia de homomorfismos f; : A; — B; de R-
moédulos satisfazendo 0; o f; = fi_1 od; para todo 7. Podemos assim considerar a categoria

Comp(R) dos complexos de R-mddulos.

Um subcomplexo (&', d') de (<7, d) é um complexo tal que A} é submédulo
de A; e dj = di|4 para todo i. A imagem de um morfismo f : (&,d) — (%,0) de
complexos é o complexo Im(d) cujo i-ésimo médulo é Im(d;; 1) e os diferenciais sdo a
restricdo dos diferenciais de #. Da mesma forma, o nicleo de f é o complexo ker(d)
cujo i-ésimo médulo é ker(d;) e cujos diferenciais sdo a restrigao dos diferenciais de (<7, d).
Claramente Im(d) e ker(d) sao subcomplexos de (<7, d) e (4, 0), respectivamente.

Se (&', d') é um subcomplexo de (<7, d), definimos o complexo quociente
of | o' por:

R e Y
onde:
di(a; + AY) = di(a;) + ALy,
para todo 7.

Se f:(o,d) = ($B,0)eg:(AB,0) — (¢,0) sdo morfismos de complexos, a
composicao go f : (&7, d) — (€, 0) é definida por: (go f); = g;o f;. Dois complexos (<, d)
e (4,0) sao isomorfos se existem morfismos f : (&7, d) — (%,0) e g: ($,0) — (,d)
tais que fog=idge go f =1id,y.

Outra operagao que podemos considerar em morfismos de complexos é a soma,
que também é definida a partir da soma de homomorfismos de médulos. Precisamente,
se f e f' sao morfismos de (&7, d) em (A, 0), definimos a soma f + f' em cada mddulo
componente por (f + f'); = f; o fl.

Segue que Comp(R) é uma categoria pré-aditiva, que, em particular, possui
um objeto nulo (o complexo tal que todos os mdédulos sdo nulos).

Uma sequéncia exata curta de complexos de R-mddulos é uma sequéncia
do tipo:

|V Ay S A —

onde ker(f) é o complexo nulo, Im(f) = ker(g) e Im(g) = €.

Observacao 1.6.3. Varias das propriedades das categorias de R-modulos valem também
em Comp(R), em uma adaptagao direta. Dentre tais propriedades destacamos que limites
diretos em C'omp(R) sobre qualquer conjunto parcialmente ordenado sempre existem, e

isto sera utilizado no capitulo 4.
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Por fim, podemos considerar o produto tensorial de complexos.

Defini¢ao 1.6.4. Sejam (7, d) um complexo de R-médulos a direita e (%, 0) um com-
plexo de R-médulos a esquerda. O produto tensorial de &/ por % sobre R é o complexo
o @r P de Z-mbdulos cujo n-ésimo médulo é @, ;—, A; ®r Bj, com diferencial ¢ definido
por:

§(a®b) = (=1)'d(a) @b+ (=1)"a® d(b),

para quaisquer a € & ¢ b € #;.

E fcil verificar que o homomorfismo 4 é de fato bem definido e que (2 ® %, 6)
é de fato um complexo. Iterando a construgao da definicao 1.6.4, é claro que podemos
definir o produto tensorial de um nimero finito de complexos.

Passamos agora a considerar homologias de complexos.

Definigao 1.6.5. Seja (o7, d) um complexo de R-moédulos. A n-ésima homologia de
(¢7,d) é o R-mddulo dado por:

ker(d,)
H, (o) = ——F".
( ) [7n(dn+1)
Note que o quociente acima é bem definido, visto que d, o d,,; = 0. Se

f:(,d)— (#,0) é um morfismo de complexos, definimos

Hy(f)(a+ Im(dnia)) = fu(a) + Im(n1),

para qualquer a + Im(d, 1) € H,(</). Podemos mostrar que H,(f) : H,(</) — H,(%)
¢ um homomorfismo de R-médulos bem definido. Além disso, se f,g : (&,d) — (%,0)
sao morfismos, entdo H,(f + g) = H,(f) + H,(g), e portanto H,, : Comp(R) — rMod é
um funtor covariante aditivo para cada inteiro n.

Observagao 1.6.6. Se (<7, d) for um complexo da forma:

d_q

do d—2

d :0 AO A—l A_2 A_g PN

¢é de costume trocar a notagao para obter indices positivos e sobrescritos, isto é, reescrever

&/ como:
0 A} A S

ceey

onde A" = A_; e d* = d_; para todo i. Neste caso, diremos que & é um cocomplexo e
ker(d™)
Im(dn—1)

0s quocientes sdo cohomologias de o/, denotadas por H"(<7).

Defini¢ao 1.6.7. Sejam (<7, d) e (%, 0) complexos de R-modulos e f: (o, d) — (4,0)

um morfismo. Dizemos que f é homotépico a zero se para cada i existe s; : A; — By,



CAPITULO 1. ALGEBRA HOMOLOGICA BASICA 32

homomorfismo de R-médulos, tal que f; = 0;41058; —s;_10d;. Dizemos que dois morfismos

fig:(,d) — (#,0) sio homotdpicos se f — g for homotopico a zero.

Pode-se verificar que a homotopia de complexos é uma relacao de equivaléncia.
Tal definicao aparenta ser artificial, mas é na verdade bastante significativa: ela nos
fornece uma condicao suficiente para que os homomorfismos de moédulos induzidos nas
homologias de complexos sejam iguais. Mais precisamente, se f, g : (7, d) — (£, 0) sado
morfismos homotépicos, entdao H,(f) = H,(g) para todo n.

O objetivo final desta segao é descrever a relagao entre as homologias de com-
plexos que estdao relacionados por morfismos. Por exemplo: se um complexo (4,0) é
imagem de outro complexo (7, d) por um morfismo f, e j4 conhecemos as homologias
de (7, d), o que podemos dizer sobre as homologias de (%,0)? As ferramentas conheci-
das que fazem tal relacao sdo as chamadas sequéncias exatas longas em homologia, que

definimos agora.

Teorema 1.6.8. Seja
0— (', d) > (,d) —L= (", d") —=0 (1.6.1)

uma sequéncia exata curta de compleros de R-modulos. Entao existe uma sequéncia exata

de R-mdédulos do tipo:

Hoor(") 22 B (o) 2 1 (o) 22 B (o) 2 H, () —
Os homomorfismos 0,, sao definidos como seque: dado z+ Im(d,,, ) € H,(a/"), escolhe-

mos y € A, tal que g,(y) = z e em sequida escolhemos x € A, | tal que f,_1(z) = d,(y).
Definimos 0(z + Im(d;, ) = = + Im(d,).

A sequéncia obtida acima é chamada sequéncia longa exata em homo-
logia relacionada a sequéncia exata (1.6.1) e os homomorfismos 9, sao denominados
homomorfismos de conexao.

Com o teorema 1.6.8 podemos obter informagoes sobre as homologias de sub-
complexos, complexos quocientes, imagens e ntcleos a partir da homologia do complexo
original (apesar de que, em geral, ndo poderemos realmente calculd-las). Outra forma que
introduzimos para construir novos complexos a partir de outros ja conhecidos ¢ o pro-
duto tensorial. A ferramenta que temos a nossa disposi¢ao para o estudar as homologias
de um produto tensorial de complexos é a formula de Kinneth, mas antes de enuncia-la

precisamos dos funtores derivados, assunto da proxima segao.



CAPITULO 1. ALGEBRA HOMOLOGICA BASICA 33

1.7 Tor e Ext

Todo o trabalho deste capitulo culmina nas defini¢oes dos funtores Tor e Fut,
que sao obtidos a partir dos ja conhecidos produto tensorial e Hom por meio de uma
construcao conhecida como funtor derivado. Tendo Tor e Ext definidos, poderemos final-
mente trabalhar os conceitos de homologia e cohomologia de grupos, que fazem a conexao
entre a teoria de grupos e a algebra homologica.

No que segue enunciamos o teorema da comparacao, que sera usado para

garantir a boa definicdo de Ext e Tor.

Teorema 1.7.1 (da Comparagao, versao projetiva). Seja f : A — B um homomorfismo

de R-maddulos. Sejam & e 2 compleros de R-modulos, conforme o diagrama a sequir:

P P-4 p Py A 0
f
CQ Qz Z QZ,1 QU & B O
7 0

Suponha que cada P; seja um R-mddulo projetivo e que 2 seja um complexo exato. Entdo:

1. Ezxiste um morfismo F : &2 — 2 de complexos que estende f, isto €, se denotamos
A=P 1 eB=Q_, entio F_1 = f;

2. Se G : P — 2 ¢é um morfismo de complexos tal que G_1 = f, entdo G e F sao

homotépicos.

Teorema 1.7.2 (da Comparagdo, versao injetiva). Seja f : A — B um homomorfismo

de R-modulos. Sejam 2 e & compleros de R-mddulos, conforme o diagrama abaizo:

D0 A QU i gt
f
&0 B> g0 4, pi 4, g dt

Suponha que cada E' seja um R-mddulo injetivo e que 2 seja um complexo exato. Entdo:

1. Existe um morfismo F : 2 — & de complexos que estende f, isto é, se denotamos
A=Q ' eB=FE" entio F7! = f;

2. Se G : 2 — & é um morfismo satisfazendo G~ = f, entio G e F sdo homotdpicos.

Seja T': gMod — sMod um funtor covariante aditivo. Para cada R-moddulo a

esquerda A, escolha uma resolucao projetiva &2 de A:

P P, P, Py -2 4 0.
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Denote por &4 o complexo obtido pela omissao de A em &2, isto é:

Py P,

Dizemos que &, é uma resolucao apagada de A. Apliquemos o funtor T a & 4:

T(d1)

T(P,) : ... T(P) —>T(P,_)) . T(P) T(Py) —0.

Note que o ultimo médulo acima é de fato 0, j& que T é um funtor aditivo. Além disso,
T(Z4) é um complexo. De fato, &4 é um complexo por defini¢ao, donde d;od;; = 0 para
todo ¢ > 0. Aplicando T', temos: T'(d;) o T(d;11) = T(d; o di1) = T(0) = 0, novamente

porque T é aditivo. Entdo podemos calcular as homologias de T'(Z,4).

Definicao 1.7.3. Mantendo a notagao do paragrafo precedente, o n-ésimo funtor deri-
vado a esquerda de T é o funtor L, (T') : RMod — sMod definido por:

Ln(T)(A) = Hu(T(P4))-

Se f: A — A" é um homomorfismo de R-mddulos a esquerda e &2’ é uma resolucao
projetiva de A’, entao pelo teorema 1.7.1 existe um morfismo de complexos F' : & — &’
que estende f. Definimos entao L, (T)(f) como o homomorfismo induzido na homologia
H,(T(F)): H,(Za) — H, ().

Note que, como T e H, sdo funtores aditivos, L, (T) também o é, desde que
bem definido. O lema a seguir nos diz que a construc¢ao do funtor derivado a esquerda é,

a menos de isomorfismo, independente da escolha das resolugoes projetivas.

Lema 1.7.4. Sejam L,,(T') o funtor construido acima e £,(T) o funtor obtida pela mesma
construcao, mas usando uma outra familia de resolucoes projetivas. Entdo para cada R-
modulo A existe um isomorfismo 74 : L,(T)(A) — Z,.(T)(A) de modo que os diagramas

a sequir sao comutativos para todo homomorfismo f: A — B de R-mddulos:

Ly(T)(A) == Z,(T)(4)
mmmi i%mm
Ln(T)(B) —5> Zu(T)(B)

E claro que tudo o que foi feito acima pode ser repetido para um funtor entre
categorias de modulos a direita. Claramente o funtor derivado resultante também serd

entre categorias de modulos a direita.

Exemplo 1.7.5. Sejam B um R-médulo a esquerda e T'= —®pg B. Entao T é um funtor
covariante aditivo de Modr em Modz. Denotamos por Tor®(—, B) o funtor derivado

L(T).
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Exemplo 1.7.6. Sejam A um R-moédulo a direita e G = A ®g —. Entao G é um funtor
covariante aditivo de gkMod em zMod. Denotamos por tor®(A,—) o funtor derivado

La(Q).

Com o uso de resolucoes injetivas ao invés de projetivas, podemos definir os
funtores derivados a direita, por um processo analogo.
Sejam T : gMod — gMod um funtor covariante aditivo e A um R-mddulo a

esquerda. Seja & uma resolucao injetiva de A:

E 0> A—Spo P pr_ o g 4 pit

Omitindo o médulo A, obtemos a resolucao injetiva apagada &4. Novamente,
aplicamos o funtor 7' no complexo &4 e obtemos um outro complexo, e calculamos suas

homologias.

Definicao 1.7.7. Na notacao acima, o n-ésimo funtor derivado a direita de T é o
funtor R™(T) : kRMod — sMod definido por:

R(T)(A) = H"(T(&4)).

Se f: A — A" é um homomorfismo de R-médulos e # é uma resolugao injetiva de A’
entdo R"(T)(f) = H"(T(F)) onde F : & — % ¢ o morfismo de complexos que estende f

obtido no teorema 1.7.2.

Por argumentos semelhantes (ou duais) aos anteriores, temos que R"(7) é um

funtor covariante aditivo bem definido, isto é, independente da resolugao injetiva.

Exemplo 1.7.8. Se A éum (R, S)-bim6dulo e T'= Hompg(A, —), entdao R"(T') é denotado
por Ext}(A, —).

SeT : RMod — gMod é um funtor contravariante aditivo, ainda podemos defi-
nir o funtor derivado a direita. Neste caso, dado um R-médulo A, tomamos uma resolugao
projetiva & e definimos: R"(T)(A) = H"(T(Z4)). A agao de R"(T') em homomorfismos
de médulos é definida usando o morfismo induzido do teorema da comparacdo em sua
versdo projetiva, como anteriormente. O funtor resultante R"(T') : gMod — sMod é

contravariante, aditivo e independente da resolugdo, mais uma vez.

Exemplo 1.7.9. Se B éum (R, S)-bimédulo e T' = Hompg(—, B), entao R"(T") é denotado
por ext}(—, B).

Lema 1.7.10 (Horseshoe). Seja

0 AL A9 g 0
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uma sequéncia exata curta de R-mddulos e sejam P’ e P" resolugoes projetivas de A’ e

A, respectivamente. Entdo existe uma sequéncia exata curta de compleros

0 P L. p G v 0, (1.7.1)

onde & é uma resolugdo projetiva de A tal que P; = P! & P! para todo i e o sequinte

diagrama é comutativo:

P, Pl P, Al 0
P 2 P 1 P 0 A 0

loo o e s

P2// Pl// Pé/ A// 0

Observagao 1.7.11. A sequéncia exata curta (1.7.1) em geral ndo é cindida.

Teorema 1.7.12. Seja

uma sequéncia exata curta de R-modulos.

1. Se T : RMod — sMod € um funtor covariante aditivo, existem duas sequéncias

exatas longas:

o (L T)A T (LT A % (LT A" -2 (L \T)A — ... — (LoT)A" —0

0—= (R'T)A — ... — (R"T)A' 2> (RPT)A % (RPT) A" —& (R™\T) A — ...

2. SeT : RMod — sMod ¢ um funtor contravariante aditivo, existe uma sequéncia

exata longa:
0—= (R'T)A" — ... — (R"T)A" £~ (R"T)A 1= (RrT) A L (RMHT) A — ..

Para demonstrar o teorema acima, tomamos resolugoes projetivas (injetivas,
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respectivamente) de A’ e A", fabricamos uma resolugdo de A pelo lema Horseshoe e
obtemos as sequéncias longas em homologia (como no teorema 1.6.8).

O teorema a seguir resume as principais propriedades de ext e Ext.
Teorema 1.7.13. Sejam A e B dois R-mddulos. Entdo:

1. Existem isomorfismos naturais

Ext% (A, =) ~ Homg(A, —)

ext%(—, B) ~ Homg(—, B);

2. S5e0— A — A— A" — 0 € uma sequéncia exata curta, entao existe uma sequéncia

exata longa:

0 — Homg(A", B) = Homg(A, B) — Homgz(A', B) — extp(A”, B) — ...

3. Se0 — B'— B — B"” — 0 é uma sequéncia exata curta, entdo existe uma sequéncia

exata longa:

0 — Homp(A, B') — Homg(A, B) — Homg(A, B") — Extp(A, B') — ...

4. Se E € um R-mddulo injetivo, entio Exth(A, E) =0 para todo n > 1;
5. Se P é um R-mddulo projetivo, entao exth(P, B) =0 para todo n > 1;
6. Ext}h(A, B) ~ ext’h (A, B) para todo n.

O item 6 do teorema acima nos permite abandonar a distin¢cdo entre ext e
Ext. Sendo assim, escolhemos denotar sempre por Ext, seja este calculado por meio de
uma resolucao injetiva do modulo no segundo argumento ou uma resolucao projetiva do
modulo no primeiro argumento. Outro aspecto importante de Ext é o seu comportamento

com respeito a somas e produtos diretos:

Lema 1.7.14. Seja { Ay} uma familia qualquer de R-mddulos. Entdo para todo R-mddulo

B existem isomorfismos naturais:
1. Exth(@y Ay, B) ~ 11, Ext}h(Ay, B);
2. Ext}h(B, 11y Ax) ~ I, Exth(B, Ay).
As propriedades de Tor sao as seguintes:

Teorema 1.7.15. Sejam A um R-mddulo a direita e B um R-mddulo a esquerda. Entdo:
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1. Existem isomorfismos naturais torf (A, —) ~ A®@g — e Torf{(—,B) ~ — ®r B ;

2. 8e0— A — A— A" — 0 é uma sequéncia exata curta, entdo existe uma sequéncia

exata longa:

.—=Torf(A,B) —=Torf(A",B)—~A' @ B—~A®r B— A" @z B—0

3. Se0 — B'— B — B"” — 0 € uma sequéncia exata curta, entdo existe uma sequéncia

exata longa:

. —torf(A, B) —torf(A,B") —~A®pr B'—~A®r B—~A®r B" —0

4. Tor(A, B) ~ tor®(A, B) para todo n.

Da mesma forma que com o funtor Ext, abandonamos aqui a notacao “tor”,
denotando torf (A, B) sempre por TorZ(A, B).

A auséncia de analogos para os itens 4 e 5 do teorema 1.7.13 no teorema acima
se da porque o conceito apropriado ainda nao foi definido. Note que a hipdtese sobre A
para que Ext}(A, B') seja nulo para todo B' e n > 1 é equivalente a Hompg(A, —) ser
exato, e, da mesmo forma, Ext}(A’, B) é nulo para todo A" e n > 1 se Hompg(—, B) for

exato. Isso motiva a defini¢ao:

Definigao 1.7.16. Um R-médulo a direita A é dito plano se o funtor A ®zp — for exato.

Analogamente, um R-mddulo a esquerda B é dito plano se o funtor — ®g B for exato.

E possivel mostrar que todo médulo projetivo é plano. Em particular, temos

que os modulos livres sao planos.

Proposicao 1.7.17. Sejam A e B R-mddulos a direita e a esquerda, respectivamente. Se
A ou B for plano, entio Tor®(A, B) =0 para todo n > 1.

De maneira analoga ao lema 1.7.14, podemos estabeler boas propriedades de

Tor com respeito a somas e limites diretos.

Lema 1.7.18. Seja (M;); um sistema direto de R-mddulos da direita sobre um conjunto
de indices direcionado. Entao para todo R-modulo a esquerda B existe um isomorfismo
natural:

Tory(lim M;, B) ~ lim Tor;H(M;, B).

Em particular, para qualquer familia {Ax}x de R-mddulos a direita e para qualquer R-

modulo a esquerda, temos que:
Tor (P Ay, B) ~ P Torf (A, B),
A A

sendo tal isomorfismo também natural.
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Por fim, veremos como Tor e Ext se comportam com respeito a mudancas de
anéis sobre os quais os modulos sdo tomados. Seja v : R — S um homomorfismo de anéis.
Por meio de v, qualquer S-médulo a esquerda M é também um R-médulo a esquerda se
definimos:

r-m=-~(r)m
para quaisquer r € Rem € M.

Teorema 1.7.19. Seja v : R — S um homomorfismo de anéis.

1. Sejam B um S-mdédulo a direita e C um R-modulo da esquerda. Se S é plano como

R-médulo (via v), entao para cada k > 0 existe um isomorfismo natural:

Tori(B,C) ~Tory (B, S ®r O);

2. Sejam B um R-mddulo a direita e C' um S-modulo a esquerda. Se S € plano como

R-médulo (via v), entdo para cada k > 0 existe um isomorfismo natural:

Torf(B,C) =~ Tory (B ®g S,C);

3. Sejam A um S-maodulo a esquerda e C' um R-modulo a esquerda. Se S € plano como

R-médulo (via v), entdo para cada k > 0 existe um isomorfismo natural:

Exth(C, A) ~ Exth(S ®@r C, A);

4. Sejam A um R-mdodulo a esquerda e C um S-mdédulo a esquerda. Se S € projetivo

como R-mdédulo (via v), entdo para cada k > 0 existe um isomorfismo natural:

Exth(C, A) ~ Ext%(C, Homg(S, A)).

Demonstrag¢io. Ver Bieri [5]. O

Finalmente podemos enunciar a formula de Kiinneth.

Teorema 1.7.20 (Férmula de Kiinneth). Suponha que R seja um anel com a sequinte
condigdo:
e Se P é R-modulo projetivo e Q C P é um R-submaodulo de P, entdo ) também ¢é

um R-madulo projetivo.

Sejam o/ um complexo de R-maodulos a direita projetivos e € um complexo de R-mdédulos

a esquerda. Entao para todo n > 0 existe uma sequéncia exata de Z-modulos:

0= P Hy(o)@rHy(C) = Hy(F @C)— @ Tori(Hy(),Hy(¥)) — 0.

p+q=n p+g=n—1
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Demonstragao. Ver [18], corolario 10.82. O

1.8 Cohomologia de grupos e sequéncias espectrais

Conhecendo bem os funtores Tor e Ext, assim como suas principais proprieda-
des, estamos preparados para estudar a chamada cohomologia de grupos. Este é o nome
dado ao conjunto de técnicas de homologia aplicadas ao estudo de grupos.

Sejam G um grupo e R um anel comutativo. Seja RG o R-modulo livre com
base G. Os elementos de RG sao somas formais finitas de elementos de G com coeficientes

em R, isto é, elementos do tipo:

Z 799,

geG
com r, € R para todo g € G e tal que r, # 0 apenas para um subconjunto finito de G.

Além disso, a soma é feita da seguinte forma:

Z Teg + Z S99 = Z(rg + 84)9-
geG geqG geqG
Agora a estrutura multiplicativa de G nos permite definir uma multiplicacao
em RG:

(D reg) (D s09) = Y (rgsn)gh.

geG geG g,h€CG

E claro que RG com a soma e a multiplicacdo definidas acima é um anel, o
qual denominamos anel de grupo de G sobre R. O interesse por tal definicao reside no
fato que o anel RG nos da uma conexao entre a algebra homoldgica e a teoria de grupos:
para obter informacgoes sobre o grupo G, estudamos os Ext e Tor com médulos sobre o
anel RG.

Comecemos pelo RG-moédulo mais simples possivel: R é RG-mddulo com acao
(& direita) trivial:

s (D re9) =) sy €ER,

geG geG
para quaisquer s € R e >, r,g € RG. Dizemos neste caso que R ¢ um RG-médulo

trivial.

Definicao 1.8.1. Sejam G um grupo e R um anel comutativo. A aplicacao ¢ : RG — R
definida por €(>°,r,9) = >, 7y ¢ um homomorfismo de anéis e é denominada aplicagao
de aumento. Seu nicleo é denotado por Aug(e) e denominado ideal de aumento de
RG.

Observe que, vendo R como RG-modulo trivial, € é também um homomorfismo
de RG-médulos.
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Definicao 1.8.2. Sejam GG um grupo e A um RG-médulo. Considere R como RG-mddulo

trivial. A n-ésima cohomologia de G sobre R com coeficientes em A é:
H"(G; A) = Exth(R, A).

Analogamente, a n-ésima homologia de G sobre R com coeficientes em A é:
H,(G; A) = Tor (R, A).

Quando nao fizermos referéncia ao anel sobre o qual a homologia (ou a coho-
mologia) é tomada, estaremos falando de R = Z, que ¢ a situagao de maior interesse.
Para valores pequenos de n, a homologia de um grupo com coeficientes no

proprio médulo trivial tem interpretacoes simples:

Proposicao 1.8.3. Seja G um grupo. Entio Hy(G;R) ~ R ¢ H(G; R) ~ R G/|G,G].
Em particular, Hi(G;7Z) € a abelianizagio de G.

O lema a seguir relaciona as (co)homologias de grupos com subgrupos de indice
finito.

Lema 1.8.4 (Shapiro). Sejam G um grupo e N < G um subgrupo de indice finito. Para
cada RN-maodulo A, temos:

Hy(N; A) ~ Hy(G; RG @y A)

H*(N; A) ~ H*(G; Hompn(RG, A))
para todo k > 0.

Demonstragdo. Aplique o teorema 1.7.19. O

A menos das dimensoes baixas (como no lema 1.8.3), as homologias de um
grupo sao dificeis de se calcular. Existe, no entanto, uma ferramenta que pode ser vista
como um método de aproximagoes sucessivas para certas homologias; sao as chamadas
sequéncias espectrais. Na sequéncia faremos um tratamento breve de tal ferramental,

como foco na chamada sequéncia espectral de Lyndon-Hochschild-Serre.

Defini¢ao 1.8.5. Um médulo graduado é uma sequéncia H = {H, },cz de R-mddulos.
Um submaédulo graduado T de H é um modulo graduado tal que T}, é submodulo de
H,, para todo n.

Um médulo bigraduado .# é uma familia {1, ,}, , de R-médulos indexados
por (p,q) € Z x Z. Um homomorfismo f : .# — .4 de médulos bigraduados é
uma familia {f,, : My, = Nptag+s} de homomorfismos de R-médulos para um par

(a,b) € Z x 7Z fixo, que denominamos bigrau de f.
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As nogoes de submaodulo, quociente, imagem e nicleo de um homomorfismo se

estendem naturalmente para o contexto de modulos bigraduados:

e ./ é submédulo bigraduado de .# se N,, é submédulo de M, , para todo
(p,q) € Z X Z;

« O quociente .Z /.4 é o mdédulo bigraduado #', onde W, , = M, ,/ N, 4;

o A imagem de um homomorfismo f : .# — A4 é um mddulo bigraduado Im(f),
onde (Im(f))pg = Im(fp_aqs) € (a,b) é o bigrau de f. E claro que Im(f) é
submodulo bigraduado de .A;

« O ntcleo de um homomorfismo f : # — A é um médulo bigraduado ker(f) tal
que (ker(f))pq, = ker(fpq). Novamente, ker(f) é submédulo graduado de .Z .

E claro que vale o teorema do isomorfismo: se f : .# — A4 é um homo-
morfismo de médulos bigraduados, entao Im(f) ~ .# /ker(f). Além disso, a noc¢ao de
sequéncia exata também existe: .# o Lo exataem A se Im(f) = ker(g).
Defini¢ao 1.8.6. Um médulo bigraduado diferencial é um par (.#,d), onde .# é

um modulo bigraduado e d : A4 — # é um homomorfismo de médulos bigraduados tal

que dod = 0. A homologia de (.#,d) é o médulo bigraduado definido por:

ker(d,.,)
M, d — P
Hy (A, d)) = Tn(dy oy )
onde (a, b) é o bigrau de d.

Definicao 1.8.7. Uma filtragao {¢?(H)} de um R-moédulo graduado H é uma sequéncia

crescente de submoédulos graduados de H:

L C P (H) C¢P(H) C ¢PTH(H) C ¢PP(H) C ..
Dizemos que a filtragdo {¢P(H)} de H ¢é limitada se existem inteiros s e t tais que
G (H) = 0 ¢ ¢'(H) = H.

Definicao 1.8.8. Uma sequéncia espectral é uma sequéncia {E",d"},>; de médulos

bigraduados diferenciais tal que E™! é a homologia de (E",d") para todo r > 1.

Seja {E",d"},>1 uma sequéncia espectral. Denote os médulos ker(d;,) e

Im(d] o—a,g— ») Dor Z;q e qu, respectivamente, para cada (p,q) € Z X Z e r > 1. Nessa
notagao, Bt = 77 /B
Foquemos pr1me1ramente no indice r = 1. Temos que E2 = Z} /B) e B, e

Z; , 580 submédulos de E]i , satisfazendo:

1 1 1
0 g Bp,q g Zpyq g EP#]'
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Aplicando o mesmo raciocinio com r = 2, temos:
2 2 2
O g Bp,q g Zpyq g EP#]'

2 4 : 1 1 2 2 ’
Mas E} , é o quociente Z, /B, ., logo B, e Z  correspondem a submédulos

de Z; , contendo B;) ¢ de modo que podemos escrever:
bl b

1 2 2 1 1
0C By C By © 2y ©Zpg C Byy
Iterando tal raciocinio, temos:

1 2 3 3 2 1 1
0 g Bp,q g Bp,q g Bp,q g g Zp,q g Zp7q g Zpyq g EP#]'

Assim, faz sentido definir os chamados termos limites da sequéncia espectral
{E",d"},>1: By, =UnBy ., 255 = N2y e B = 75 /B;fj].

p,q’ q

Definicao 1.8.9. Seja {E",d"},>1 uma sequéncia espectral. Dizemos que tal sequéncia
converge ao modulo graduado H = {H,}, se existe uma filtracao limitada {¢?(H)} de

H tal que:
0o ¢p(Hp+q)

PO P (Hptg)
para todo (p,q) € Z x Z.
Em geral, escrevemos n = p + ¢ e a propriedade acima fica: EJ7 ~ %
Denotamos ainda Eﬁ,q => M, para indicar que {E",d"},>; converge a H.
A tnica sequéncia espectral que utilizaremos aqui é a sequéncia de Lyndon-

Hochschild-Serre, que trata da homologia de grupos e seus quocientes:

Teorema 1.8.10 (Lyndon-Hochschild-Serre). Sejam G um grupo, N < G um subgrupo

normal e A um ZG-mddulo. Entao:

1. (Versao homoldgica) Eziste uma sequéncia espectral
E; = Hy(G/N; Hy(N; A)) = Ho (G5 A) ;
2. (Versdo cohomolédgica) Eziste uma sequéncia espectral
EY" = HP(G/N; HY(N; A)) ?H”(G;A) .
Observe que a mudanga na posicao dos indices do termo geral da sequéncia

espectral do item 2 é mais uma vez apenas uma conveng¢ao, como em geral fazemos na

mudanca de teorias de homologia para teorias de cohomologia.
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O teorema 1.8.10 serd utilizado futuramente para obter informacées sobre a

propriedade F'P,, de grupos e seus quocientes, assunto tratado no proximo capitulo.



Capitulo 2

Propriedades Homolégicas de

Grupos

Nosso propoésito agora é aplicar os conceitos de algebra homoldgica ao estudo
de grupos. A conexao entre estas duas areas é feita por meio da cohomologia de grupos, em
particular com o conceito de anel de grupo, como na secao 1.8. As referéncias principais

para este capitulo s@o os livros de R. Bieri [5] e de K. S. Brown [8].

2.1 Mobdulos de tipo F'P,

Fixamos um anel associativo R, com 1 # 0. No que segue trabalharemos com
R-médulos a esquerda, salvo mengao contraria.

Lembramos que um R-moédulo A ¢é finitamente gerado se existe um R-
modulo livre F' com base X C F' finita e um homomorfismo sobrejetivo de R-mddulos
a: F — A. Se ker(a) também for finitamente gerado, dizemos que A é finitamente
apresentavel. Estas propriedades generalizam a nog¢ao de um médulo “ser finito”; pois
qualquer moédulo finito é finitamente gerado e finitamente apresentavel. A seguir defi-
nimos as propriedades FP,,, que seguem na mesma linha e generalizam ainda mais os

conceitos acima.

Definicao 2.1.1. Sejam A um R-médulo e m > 0 um inteiro. Dizemos que A é de tipo

FP,, se existe uma resolugao projetiva & de A:
L. PP 1—. PP —>FP—>A—0

com P; finitamente gerado para todo 0 < ¢ < m. Se A é de tipo F'P,, para todo m > 0,
dizemos que A é de tipo F P..

Observe que qualquer modulo de tipo F'P,, é também de tipo F' P, para qual-

quer £ < m. Antes de estabelecer qualquer propriedade de médulos de tipo F'P,,, mostre-

45
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mos que podemos sempre trabalhar com resolugoes livres, o que pode se mostrar bastante

util.

Lema 2.1.2. Sejam A um R-mddulo e m > 0 um inteiro. Se A de tipo F'P,,, entdo existe

uma resolucao livre F de A com F; finitamente gerado para todo 0 <i < m.

Demonstragdo. Seja & uma resolugao projetiva de A com P; finitamente gerado para
todo 0 < 7 < m e denote por d; os diferenciais de &?. Como F, ¢é finitamente gerado,
existe um R-modulo livre finitamente gerado Fy e um epimorfismo « : Fy — Fy. Segue
que Fy ~ ker(a) @ By. Note que ker(a) é projetivo, pois é somando direto de Fp, e é

finitamente gerado, pois é quociente de Fj. Reescrevemos entao:
/ 92 o1 do
P ——=Py——=ker(a) ® P, —=ker(a) ® Bhp— A——=0,

onde Jy = 0 @ doy, 01 = idger(a) @ di € 0; = d; para todo j > 1. Desta forma, &7’ ¢é exato
por construgdo. Mais do que isso, &’ ainda é resolugao projetiva, pois ker(a) @ Py é livre
e ker(a) @ Py é soma direta de mddulos projetivos, logo é projetivo também.

Note agora que &’ é livre e finitamente gerada em dimensao 0 e continua sendo
finitamente gerada em dimensao entre 1 e m, pois ker(a) e P; o sdo para todo 1 <i < m.

Se m = 0, o resultado estd demonstrado. Se m > 0, podemos refazer o
processo acima em dimensao 1, e assim por diante. Note que tal construgao nao modifica
os modulos em dimensao menor, podendo entao ser iterado até obtermos uma resolugao
livre e finitamente gerada em dimensao menor ou igual a m. Bastard entdao completar

para uma resolucao livre de A, que ja sabemos que pode ser feito. n

Vejamos agora que as propriedades F'P,, de fato generalizam “ser finitamente

gerado” e “ser finitamente apresentavel” para R-mddulos.

Lema 2.1.3. Seja A um R-mddulo. Entao A € de tipo F Py se e somente se A € finita-

mente gerado.

Demonstrag¢io. Suponha que A seja de tipo F'Fy. Pelo lema 2.1.2; existe uma resolucao
livre .# de A com Fj finitamente gerado. Mas entao dy : Fy — A é sobrejetivo, donde A
é finitamente gerado.

Reciprocamente, se A é finitamente gerado, existe um R-modulo livre finita-
mente gerado F' e um epimorfismo dy : F' — A. Basta entao seguir a construcgao seguinte a

definigao 1.5.7 para construir uma resolugao livre (e portanto projetiva) de A que comega
com F', donde A é de tipo F'F. m

Lema 2.1.4. Seja A um R-modulo. Entao A € de tipo F'P; se e somente se for finitamente

apresentdvel.
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Demonstragcdo. Suponha que A seja de tipo FP;. Pelo lema 2.1.2; existe uma resolucao
livre .# de A com Fj e Fy finitamente gerados. Mas entdo d; : Fy — Im(dy) = ker(dy) é
sobrejetivo, logo ker(dy) é finitamente gerado, isto é, A é finitamente apresentavel.
Reciprocamente, se A é finitamente apresentavel, existem um R-moddulo livre
finitamente gerado F' e um epimorfismo dy : F' — A tal que ker(dp) também é finitamente
gerado. Tomando Fj livre e finitamente gerado, com epimorfismo dy : F; — ker(dp),
podemos construir uma resolucgao livre .# de A, comecando por Fy e F; (finitamente
gerados). Entao A é de tipo F'P;. O

A propriedade mais interessante de médulos de tipo F'P,, é o seu compor-
tamento com respeito aos funtores Tor, Ext, limite direto e limite inverso, o que sera
explorado a seguir.

Sejam A um R-modulo e (M, 30;) um sistema direto de R-moddulos sobre um
conjunto de indices I. Para cada i € [ existe um homomorfismo «; : M; — 113]\4Z tal
que a; = © gp§ para todo i < j, pela definigdo do limite direto. Aplicando Exth(A, —),
obtemos homomorfismos (), : Exth(A, M;) — Exth(A, lim M;) para cada i € I e k > 0.

Por fim, pela propriedade universal do limite direto, existe um tinico homomorfismo
o : lim(Exth(A, M;)) — Extf(A, lim M;)

tal que o0 o 7; = ()« para todo i € I, sendo 7; : Exth(A, M;) — ligExt’jg(A,Mi) o
homomorfismo dado pela definicao de limite direto. Pela unicidade dos homomorfismos

obtidos, o ¢ um homomorfismo natural em A. O diagrama comutativo obtido é o seguir:

lim (Eatf(A, M;)) o Eatfy(A,lim M;)

De maneira semelhante, se (M;, /) é um sistema inverso do R-mddulos sobre

I, podemos obter um homomorfismo natural
0 : Tor,f(l'&n M;, A) — l'gl(Torf(Mi, A))

aplicando as propriedades do limite inverso.

Proposicao 2.1.5. Sejam m um inteiro nao negativo e A um R-mddulo de tipo FP,,.

Sejam ainda I e J conjuntos de indices parcialmente ordenados sobre os quais hg € @1,



CAPITULO 2. PROPRIEDADES HOMOLOGICAS DE GRUPOS 48

respectivamente, sao funtores exatos. Entdo:

1. Se (M;)jes € um sistema inverso, entdo o homomorfismo natural
0 Torf!(1im M;, 4) — lim(Torf (M, A))

¢ um isomorfismo para todo k < m e é um epimorfismo se k =m.

2. Se (M;)ier € um sistema direto, entdo o homomorfismo natural
o hg(Ea:t’f%(A, M;)) — Ext%(A,ligMi)

¢ um isomorfismo para todo k < m e é um monomorfismo se k =m.

Demonstragdo. Os itens tém demonstragoes andlogas; facamos apenas o segundo.

Seja .# uma resolucao livre de A com F}, finitamente gerado para todo k < m.
Para cada k& < m, podemos escrever Fy = ®7% R, para algum n; > 0. Usando que hg é
um funtor aditivo (portanto comuta com somas diretas finitas) e que Homg(R, M) ~ M

para todo R-moédulo M, temos o seguinte isomorfismo natural:
lim Hom(®j2 R, M;) ~ Hom (D% R, limy M),

para todo k < m.
Aplicando os funtores ligHom(—,Mi) e Hom(—JigMi) em .Z, obtemos o

seguinte diagrama comutativo:

. dk=1 . dk .
— thom(Fk_l, M;) HhﬂHom(Fk, M;) —— thom(FkH, M;) —— ...

T PP

. ——= Hom(Fy_y, lig M;) *—= Hom(Fy ling M;) —*= Hom(Fy1, limg M;) — ...

Se k < m, 7 é também isomorfismo. Como héﬂ ¢é funtor exato, este comuta
com a cohomologia, logo a k-ésima cohomologia do complexo da primeira linha acima ¢é
exatamente lim Exth (A, M;), enquanto na segunda linha é Exth (A, limy M;).

A comutatividade do diagrama, junto com os isomorfismos nas verticais, nos da
que a imagem de ker(d*) (Im(d¥), respectivamente) em Hom(Fk,ligMi) é exatamente
ker(9%) (Im(0%), respectivamente) para todo k < m, logo os complexos tém a mesma
cohomologia em dimensdo menor que m, isto é, o : ligl(Ext%(A, M;)) — Exth(A, limy M;)
é isomorfismo para k < m.

No caso em que k = m, a imagem de ker(d™) ainda estd contida em ker(9™),
mas nao ¢ necessariamente igual. Entao s6 podemos garantir que o homomorfismo o :

lim(Exty (A, M;)) — Ext (A, lim M;) ¢ injetivo. O
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Quando o homomorfismo ¢ acima é um isomorfismo para algum inteiro k, dize-
mos que o funtor Torf¥(—, A) comuta com limites inversos (exatos), e, analogamente,
Ext%(A,—) comuta com limites diretos (exatos) se o é isomorfismo. Observe que
exigimos especificamente que os homomorfismos naturais # ou ¢ sejam isomorfismos, e
nao que exista qualquer isomorfismo de Torf(l'&n M;, A) em @(Torﬁ(Mj,A)) (ou de
liﬂ(Ext’f%(A, M;)) em Exth(A, h_ngMZ))

Veremos que, na verdade, os modulos de tipo F'P,, sao exatamente aqueles
para os quais os funtores Tor e Ext como acima comutam com limites inversos e diretos,

respectivamente.
Teorema 2.1.6. Sejam A um R-mddulo e m > 0. As sequintes condicoes sao equivalentes:

1. A é de tipo FP,,;

2. Se J € um conjunto de indices parcialmente ordenado sobre o qual @ ¢ um funtor

exato e se (M;)jes € um sistema inverso, entdo o homomorfismo natural
Toryi(lim Mj, A) — lim(Tory (M;, A))

¢ um isomorfismo para todo k < m e é um epimorfismo se k = m;

3. Se I é um conjunto de indices parcialmente ordenado sobre o qual hg ¢ um funtor

exato e se (M;)ier € um sistema direto, entdo o homomorfismo natural
limy(Eth(A, M:)) — Eatly(A,lin M,)

é um isomorfismo para todo k < m e é um monomorfismo se k =m;

4. Para qualquer produto direto []cp Ry de copias de R, o homomorfismo natural

Torf (][ Rx, A) = [ Torf (R, A)
AEA AEA

¢ um isomorfismo para todo k < m e um epimorfismo se k = m;

5. Se I é um conjunto direcionado e se (M;) é um sistema direto tal que lim M; = {0},
entao @Emt%(/l, M;) = {0}, para todo k < m.

Demonstragio. Pela proposigdo anterior, valem as implicagdes (1) = (2) e (1) = (3).
Além disso, é claro que (4) e (5) sdo casos particulares de (2) e (3), respectivamente.
Basta entao mostrar que (4) = (1) e (5) = (1).

Suponha que (4) seja verdadeira. Fagamos por indu¢do em m. Considere o

produto [],c 4 Ra, onde R, ~ R para todo a € A. Por hipotese, a aplicacao natural

p:(JJRy) @ A—T[A
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¢ um epimorfismo. Em particular, existe ¢ € (], R,) ® A tal que pu(c) = (a)qea (elemento

diagonal). Como elemento de ([], R,) ® A, ¢ é da forma:

T

C = Z()\i,a)aeA 0% a;,

=1

com \;, € Rea; €A, para todos 7 e a. Entao:

(@)aen = plc) = <z Niats)ac.

Segue que cada a € A pode ser escrito como a = Y7, \;.a;, € logo A é gerado por
{a;]1 <i <r}. Portanto A é finitamente gerado, isto é, de tipo F'F.
Suponha agora que m > 1 e que a implicacao valha para valores menores de
m. Pelo caso acima, ja sabemos que A é finitamente gerado. Tome uma sequéncia exata
curta do tipo:
0O-K—>F—>A—-0 (2.1.1)

com F livre e finitamente gerado. Considere a sequéncia exata longa em Tor®([] R, —)
relacionada a sequéncia exata curta acima e as aplicagoes naturais que tornam o seguinte

diagrama comutativo:

TorB(II R, F) —=TorfF(I1R,A) = Torf (I1R,K) —=Torf [(I1R,F)—Torf |(II R, A)

| y | | |

[[Torf (R, F)—=T1ITor (R, A) =T Torf (R, K)—=TI[Torf (R, F)—=TIITor? (R, A)

Como F é livre, o e § sdo isomorfismos. Ainda, como assumimos (4), § é epimorfismo
e € é isomorfismo. Entao, pelo lema 1.3.5, « é isomorfismo se k < m — 1 e epimorfismo
se k = m. Pela hipdtese de inducao, K é de tipo F'P,,_1, e portanto A é de tipo FP,,
(complete (2.1.1) para uma resolucao livre A usando uma resolugao livre de K).

Suponha agora que (5) seja verdadeira. Fagamos novamente por indu¢ao em

Seja 2/ o conjunto de submédulos finitamente gerados de A e para cada A’ € of
denote Ay = A/A’. Entao (Au) é um sistema direto em 7, com os homomorfismos
04y« Ay — Ay 6bvios para todo A’ C A”. E claro que «7 é direcionado, pois o indice
A’ + A" é uma cota superior para A’ e A” em &7, e é facil ver que ligAA/ = {0}. Entao
lim Hompg(A, Ay) = {0} por hipétese. Em particular, com A" = {0}, temos que a imagem
deidy: A — AJA' = A em ligHomR(A,AA/) é zero, e pelo lema 1.4.5 existe A” € &/
tal que (©4,).(ida) = 0. Mas (p4,).(ida) é a projecio A — A/A” logo A = A" que é
finitamente gerado.

Seja agora m > 1. Pelo pardgrafo acima, A é finitamente gerado. Podemos
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entao tomar uma sequéncia exata curta do tipo:
0—>K—>F—A—=0,

com F' livre e finitamente gerado. Seja (M;) um sistema direto sobre um conjunto dire-
cionado I, com hEMZ = {0}, e considere a sequéncia exata longa em Ezt}(—, M;) para
cada 1:

.. = Exth(F, M;) — Exth (K, M;) — Exth™ (A, M;) — ...

Aplicando %ﬂ (que é funtor exato), obtemos mais uma sequéncia exata longa:
o = lim Bty (F, M;) — lim Batp(K, M;) — lim Exti (A, M;) — ...

Mas o primeiro médulo e o dltimo moédulos acima sdo sempre nulos, pois F' é livre finita-
mente gerado e pela hipdtese sobre A, logo lingt’f%(K, M;) = {0} para todo k < m — 1.
Pela hipotese de indugao, K é de tipo F P,,_1, portanto A é de tipo FP,,. O

Aplicando o teorema 2.1.6 para todo inteiro ndo negativo m, obtemos o se-

guinte corolario:

Corolario 2.1.7. As sequintes condigcoes sao equivalentes para um R-modulo A:
1. A é de tipo FPy;

2. Se I ¢ um conjunto de indices parcialmente ordenado sobre o qual an ¢ um funtor

ezato, entio o funtor Torf(—, A) comuta com limites inversos sobre I;

3. Se I ¢ um conjunto de indices parcialmente ordenado sobre o qual hg ¢ um funtor

ezato, entdo o funtor Exth(A, —) comuta com limites diretos sobre I;

4. Torf(TIx R, A) = {0} para todo k > 1 e a aplicagio natural p: (J[y R) ® A — [y A

¢ um isomorfismo para qualquer conjunto de indices A;

5. Se I é um conjunto direcionado e {M;};cr um sistema direto tal que lim M; = {0},
ent@o li_ngExt’}%(A, M;) = {0} para todo k > 0.

Os ultimos resultados sao interessantes porque caracterizam completamente
os médulos de tipo F'P,, por Tor e Ext, que tém boas propriedades (funtoriais). Em
particular, existem as sequéncias longas exatas em Tor e Ext para cada sequéncia exata
curta de modulos. Com elas poderemos obter critérios mais aplicaveis para decidir se um
modulo tem tipo F'P,,, desde que conhecamos melhor outros médulos que se encaixem
numa sequéncia exata curta com o primeiro. As proposi¢oes 2.1.8 € 2.1.10 e o0 lema 2.1.11

sao resultados seguindo essa linha de raciocinio.
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Proposicao 2.1.8. Seja 0 —- A — A — A” — 0 uma sequéncia exata curta de R-

modulos. Entao:
1. Se A’ é de tipo FP,,_1 e A € de tipo F'P,,, entio A" ¢ de tipo F'P,,.
2. Se A € de tipo FP,,_1 e A" € de tipo F'P,,, entao A" € de tipo F'P,,_;.
3. Se A" e A" sao de tipo FP,,, entio A € de tipo FP,,.

Demonstragao. Os trés itens sao aplicagoes semelhantes do teorema anterior e da sequén-
cia longa exata em Ext (ou Tor). Fagamos apenas o item (1).

Se A ¢é de tipo F' P, isto é, finitamente gerado, é claro que A” é também
finitamente gerado, pois é um quociente de A.

Suponha que m > 1 e seja {M;}; um sistema direto sobre o conjunto direci-
onado [ tal que thZ = {0}. Para cada i € [ e 1 < k < m, consideremos o seguinte

trecho da sequéncia exata em Ext:
o= Bath Y (A, My) — Eath(A” M;) — Exth(A, M;) — ...

Como [ ¢ direcionado, hﬂ é funtor exato. Aplicando-o nas sequéncias acima, obtemos o

seguinte trecho de sequéncia exata:
limg Bty (A", M;) — lim Ext (A", M;) — lim Eatj(A, M;)

Pelo teorema 2.1.6, o primeiro e o terceiro médulos da sequéncia acima sao nulos, pois A’
e A sdo de tipo F'P,,_1 e F'P,,, respectivamente. Segue que h'ﬂEfct’j%(A”, M;) = {0} para

todo 1 <k <m. Se k=0, o trecho da sequéncia exata é na verdade o seu inicio:
0 — lim Exth (A", M;) — @Emt%(fl, M;).

Como A é R-médulo de tipo F'P,,, temos também que liﬂExt%(A, M;) = {0}, e portanto
@Emt%(A”, M;) = {0}. Entao, novamente pelo teorema 2.1.6, A” é de tipo F'P,,. O

Exemplo 2.1.9. Seja P um R-mdédulo projetivo finitamente gerado. Considere a seguinte

sequéncia exata:
idp

0 0 P P 0

Esta é uma resolucao projetiva de P com todos os médulos finitamente gerados. Segue
que P ¢é de tipo F'P.

A proxima proposicao garante que, dado o inicio de uma resolugdo projetiva
de um médulo de tipo F'P,,, com moédulos finitamente gerados, podemos completa-la para

uma resolucao projetiva finitamente gerada até dimensao m.
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Proposicao 2.1.10. Seja A um R-mddulo de tipo F'P,,. Suponha que exista uma sequén-

cia exata da forma:

di do

dm—1
Pm_lﬂpm_g P1

F A 0,

com cada P; projetivo e finitamente gerado. Entao ker(d,,_,) também é finitamente ge-

rado.

Demonstragao. Mostraremos por inducao em r que se A é de tipo FP,, e 0 <r<m-—1,
entao ker(d,) é de tipo FP,,_,_1.

Se r = 0, basta considerar a seguinte sequéncia exata curta:
0 — ker(dy) - Py - A— 0.

Como A é de tipo F'P,, e Py é projetivo e finitamente gerado (portanto de tipo
FP,,), segue da proposigao 2.1.8 que ker(dy) é de tipo F'P,,_;.
Suponha agora que r > 1 e que ker(d,_1) seja de tipo F'P,_,. Note que a

seguinte sequéncia é exata:
0 — ker(d,) — P. — Im(d,) = ker(d,_,) — 0.

Como P, é projetivo e finitamente gerado (portanto de tipo F'P.,), segue da proposigao

2.1.8 que ker(d,) é de tipo F'P,,_,_1, como queriamos. ]

Lema 2.1.11. Seja
2. -50Q;, —>Qi1—..>Qy—>V =0

um complexo de R-maodulos.
1. Se 2 ¢ exato e Q; ¢ de tipo FP,,_; para todo i < m, entao V ¢ de tipo FP,,.

2. 8¢ 0 < k< m,Q; €detipo FP,_; para todo i < k eV ¢ de tipo FP,,, entdo
Im(Qr — Qr—1) € de tipo FP,,_y.

3. Se Q; ¢ de tipo FP,,_; para todo 0 < i < m e H;(2) de tipo FP,,_;_1 para todo
0<i<m-—1, entao V é de tipo F'P,,.

Demonstragio. Este lema pode ser encontrado em [3] (lemas 2.2, 2.3 e 2.4), e todos os

itens podem ser demonstrados desmembrando o complexo 2 nas sequéncias exatas curtas
0 — ker(d;) = Q; = Im(d;) = 0

para 0 < 7 < m e aplicando o lema 2.1.8. Facamos apenas o item 1.
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Suponha entao que 2 seja exato e que Q); seja de tipo F P,,_; para todo i < m.

Considere a seguinte sequéncia exata:
0 — ker(dy,) = Qm — Im(d,,) — 0.

Por hipétese @Q,, é de tipo F'FPy, e logo Im(d,,) também é, pelo lema 2.1.8. Como 2 ¢é
exato, temos que Im(d,,) = ker(d,_1), donde ker(d,,_1) é de tipo F'Fy. Agora assuma
indutivamente que ker(d,,—;) é de tipo F'P;_; para 1 < j < m e considere a sequéncia

exata curta dada por:
0— ker(dm,j) — mej — ker(dm_(j+1)) — 0.

Como @,—; ¢ de tipo F'P; por hipétese, temos mais uma vez pelo lema 2.1.8 que
ker(dy—(j+1y) é de tipo F'P;. Por inducao finita, ker(dy) é de tipo F'P,_;. Finalmente,
como

0 — ker(dg) > Qo —V —0

é exata e )y € de tipo F'P,,, o lema 2.1.8 garante que V' é de tipo F'P,,. O]

Até agora s6 vimos resultados que comparam o tipo F'P,, de médulos sobre um
mesmo anel, considerando as construgoes de sequéncias exatas, limites diretos e inversos.
Vejamos o que pode ser dito quando comparamos moédulos sobre anéis diferentes, no

contexto de extensao de escalares.

Lema 2.1.12. Sejam R e S anéis, com S C R, e M um S-mddulo a esquerda. Suponha
que R seja plano como S-modulo e que exista um homomorfismo de S-mddulos o : R — S

tal que que a(s) = s para todo s € S. Entao:
M ¢é S-modulo de tipo FP,, & R®s M ¢ R-modulo de tipo F'P,,.
Demonstragio. (=) Seja:

F ... —>F,—>F_1—..—F,—M-=0

uma resolugao livre de M como S-médulo, com F; finitamente gerado para todo ¢ < m.
Como R é S-modulo plano, o funtor R ®g — é exato, logo o complexo a seguir também é

exato:
P:..>RRF, > RRsF,_1 —.. >R Fy—> Rs M — 0 (2.1.2)
Em geral, se F' = @;5 ¢ um S-moddulo livre, entao

R®s F = R®g (®;5) ~ ®;(R®s 9) ~ &R,
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portanto R ®g F' é também livre como R-médulo. Fica claro também pelo raciocinio
acima que R ®g F' é R-moédulo finitamente gerado se F' o for como S-médulo. Entao
(2.1.2) é resolugao livre de R ®g M como R-médulo e tal que os médulos sdo finitamente
gerados até em dimensdao m, donde R ®g M é de tipo F'P,,.

(<=) Suponha agora que R ®g M seja um R-mddulo de tipo F'P,,. Mostremos
por inducao em m que M ¢ de tipo F'P,, como S-mddulo.

Para tratar o caso m = 0, seja X = {a; = 2T ® m; j }; um conjunto gerador
finito de R®gs M. Seja My C M o S-submoédulo de M gerado por Y = {m; ;}; ;. Como X
¢ finito, ¢ claro que Y também é. Considere entao a sequéncia exata de S-médulos dada
por:

M
00— My—> M — — 0
0 Mo_>

Como R ®g — ¢ exato, a seguinte sequéncia também ¢é exata:

0—>R®5M0—>R®5M—>R®s]\]\2—>0

Pela escolha do conjunto Y, o homomorfismo R ®¢ My — R ®g M ¢é sobrejetivo, e logo
R ®s 37, = 0.

Mostremos agora que se A é um S-mddulo a esquerda e R ®g A = 0, entao
A = 0. O homomorfismo de S-médulos o : R — S induz um homomorfismo de Z-mddulos
a,: R®s A — S ®g A definido por a.(r ® a) = a(r) ® a para quaisquer r € R e a € A.
Agora S ®g A e A sdo canonicamente isomorfos via 0 : S®g A — A, 0(s®a) = s-a para
quaisquer s € Sea € A. Mas entdao se a € A, temos que a = goa,(lg®a) = goa,(0) = 0,
pois l¢ ®a € R®g A =0. Portanto A = 0.

Assim, de R®5Mﬁo = 0 obtemos que Mﬁo = 0, donde M = M,, que é finitamente
gerado, isto é, de tipo F'F.

Suponha agora que m > 0 e que M seja de tipo FP,_;. Seja (%#,d) uma
resolucao livre de M com médulos finitamente gerados até em dimensdao m — 1. De %

obtemos o seguinte complexo:
F' 0= A=ker(dp_1) > Fp1— Fpno— ... > Fy—>M—0
Novamente, aplicamos R ®g — e obtemos um complexo exato:
Rs¢ZF 0o R®sA—> RRsF, 1—..—+R®XsFy— R®s M — 0.

E claro pelo mesmo argumento utilizado acima que R®g F} é livre e finitamente
gerado como R-moédulo sempre que 1 < m — 1. Como R ®g M é de tipo FP,, como R-
moédulo, segue do lema 2.1.11 parte 2, que R ®g A é finitamente gerado como R-mddulo.

Pelo caso m = 0, segue que A é finitamente gerado como S-mdédulo, e entao o lema 2.1.11
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parte 1 aplicado ao complexo %’ conclui o resultado. O]

2.2 Grupos de tipo F'P,

Antes de introduzir os grupos de tipo F'P,, a discussao, relembremos as no¢oes
de teoria de grupos que motivam tal definicdo. Dizemos que um grupo F' é livre no con-
junto X se existe uma fungao i : X — F' para a qual vale a seguinte propriedade universal:
para qualquer grupo H e qualquer funcao f : X — H, existe um tinico homomorfismo de

grupos ¢ : F'— H tal que poi = f. Isto é ilustrado pelo seguinte diagrama:

x-1-H

| 4

F

Pode-se mostrar que para cada conjunto X existe um grupo F' que ¢ livre em
X. Além disso, quaisquer dois grupos livres em um mesmo conjunto sao isomorfos, por
isso denotamos de uma vez por todas F(X) como o grupo livre em X. Podemos enxergar
F(X) como o conjunto de classes de equivaléncia de palavras com letras em X U X!
sendo duas palavras equivalentes se uma pode ser obtida da outra por inclusao ou remocao

! 'z, com z € X. O elemento

de um nimero finito de subpalavras da forma xxz™" ou z~
neutro é a palavra vazia e o produto é a concatenacao de palavras. Para mais informagoes,
veja o livro de D. E. Cohen [12].

Um grupo G é dito finitamente gerado se existem um conjunto finito X e um
homomorfismo sobrejetivo ¢ : F(X) — G. Diremos que G é finitamente apresentavel
se existem um conjunto X finito e um homomorfismo sobrejetivo ¢ : F(X) — G, tal que
ker(p) é finitamente gerado como subgrupo normal de F'(X), isto é, existe um subconjunto
finito S C ker(y) tal que ker(yp) é o menor subgrupo normal de F'(X) contendo S.

Fixemos agora um anel comutativo R com 1g # 0, para entrar no contexto que
introduzimos na segao sobre cohomologia de grupos (1.8). Nela definimos os conceitos de
anel de grupo RG, R como RG-modulo trivial e a aplicacdo de aumento ¢ : RG — R, que
sao os principais elos entre as nocoes de teoria de médulos que trabalhamos até agora e

a teoria de grupos.

Definicao 2.2.1. Sejam G um grupo e m um inteiro ndo negativo. Dizemos G é de tipo
FP,, sobre R se R, como RG-mdédulo trivial, é de tipo F'P,,. Se G for de tipo F'P,, sobre
R para todo m > 0, dizemos que G ¢é de tipo FP, sobre R. Diremos simplesmente que
G é de tipo FP,, se for de tipo F'P,, sobre Z.

Mais uma vez, o caso mais interessante ¢ quando R = Z. Uma boa razao para

isto é que se um grupo G é de tipo F'P,, sobre Z, podemos mostrar que G é de tipo
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FP,, sobre R para qualquer anel comutativo R, ji que Exts.(Z,—) e Exth.(R,—) sio

naturalmente isomorfos para todo k£ > 0. De fato, se
L. —-P—>P_;—..-P—-F—>7Z—0
¢ uma resolugdo projetiva de Z como ZG-modulo trivial, entao
RZ:...—-+RRP,—-R®P_;,—.. > RIP, >RF—R—0

é uma resolucao projetiva de R como RG-médulo trivial. Agora existem ismorfismos

naturais
Ya: Hompg(R® P, A) — Homya(P;, A)

para quaisquer RG-mdédulo a esquerda A e i > 0, dados por: ¥4(f)(p) = f(1g ® p),
para f € Hompg(R® P, A) e p € P;. Calculando Exty,(Z,—) e Exth (R, —) com as
resolugoes projetivas & e R® &2, respectivamente, e usando os isomorfismos 14, obtemos
o isomorfismo natural anunciado. Por fim, pela caracterizacdo de médulos de tipo F'P,,
por Ext (teorema 2.1.6), obtemos que se Z é de tipo F'P,, sobre ZG, entao R é de tipo
F'P,, sobre RG.

Observe que a reciproca da afirmacao acima nao pode ser estabelecida por meio
de tal isomorfismo, ja que comegamos inicialmente construindo os isomorfismos 14 para
um RG-moédulo A, que também tem estrutura de ZG-médulo. Um ZG-médulo qualquer

nao terd, em geral, estrutura de RG-modulo para qualquer anel comutativo R.

Exemplo 2.2.2. Seja G um grupo ciclico infinito. O anel de grupo ZG é um anel
comutativo noetheriano, ja que pode ser escrito como quociente de um anel de polinémios
Z[X,Y] em duas varidveis (veja [2], por exemplo). Entéo o ideal de aumento Aug(ZGQG)
¢ finitamente gerado. Agora se F} é ZG-mddulo livre finitamente gerado e se existe um
epimorfismo « : Fy — Aug(ZG) de ZG-mobdulos, entdao ker(a) também é finitamente
gerado, pois Fi é noetheriano como ZG-moédulo. Tomando F5, finitamente gerado e um

epimorfismo 3 : F5 — ker(«), obtemos o inicio de uma resolugao livre:

B

Fy F—=7G—=17 0

Novamente ker(f) seré finitamente gerado, entdo podemos iterar o processo e obter uma
resolucao livre de Z como ZG-mébdulo tal que F; é finitamente gerado para todo . Entao
G(~Z) é grupo de tipo F P...

Exemplo 2.2.3. Um grupo G é dito policiclico se existe uma sequéncia finita

{1}:G0gGlgan—1an:G



CAPITULO 2. PROPRIEDADES HOMOLOGICAS DE GRUPOS 58

de subgrupos de G tal que G; <1 G11 e Gi41/G; é um grupo ciclico para todoi = 0, ..., n—1.
A classe dos grupos policiclicos contém todos os grupos nilpotentes finitamente gerados e
estd contida na classe dos grupos finitamente apresentaveis.

E possivel mostrar que se G ¢é policiclico, entdo ZG é um anel noetheriano (a
esquerda e a direita) (veja [15], 4.2.3). Assim, o argumento do exemplo 2.2.2 se generaliza:

7, é Z.G-moédulo de tipo F' P, ou seja, G é grupo de tipo F P.

Na secao anterior mostramos que a propriedade F'P,, para médulos, com m = 0
oum = 1, coincide com propriedades de finitude ja conhecidas, isto é, um R-mo6dulo é de
tipo F' Py se e somente se é finitamente gerado e é de tipo F'P; se e somente se é finitamente
apresentavel. Vejamos se é possivel estabelecer resultados parecidos para grupos.

A propriedade F'F, para grupos nao é relevante: todo grupo é de tipo F'F,
sobre qualquer anel comutativo R. De fato, dado um grupo G, R é gerado por {1z} como
RG-mdédulo, portanto é finitamente gerado, isto é, de tipo F'F,. Entdao G é de tipo F'F,
sobre R.

Proposicao 2.2.4. Um grupo G é de tipo F'P, sobre R se e somente se é finitamente

gerado.

Demonstrag¢io. Suponha que G seja finitamente gerado e seja {x1,...,2,} € G um con-
junto gerador. Seja € : RG — G a aplicacao de aumento.

Mostremos que o ideal de aumento Aug(RG) = ker(e) é gerado como RG-
modulo pelo conjunto Y = {z§ — 1] e = £1,7 = 1,....,n}. A inclusao (Y) C ker(e) é
clara, mostremos que vale a oposta. Seja y = >, 1,9 € Aug(RG). Entao } 7, = 0,
elogoy =y —>,rdle = >X,r,(g — 1lg). Basta entdo mostrar que g — 1 € (Y), para
cada g € G. Se g = 1, o resultado é claro. Caso contrario escrevemos g = x3}...z5", com

€1,...,6m = =1, e argumentamos por inducao em m:
e Sem=1,g—1=2xf —1¢€(Y) por definigio;

e Sem > 1, temos que g—1 = (25 —1)2%..25" +xf2...25" —1. O primeiro termo desta
soma ¢ obviamente um elemento do ideal gerado por Y. Por hipdtese de indugao,

2.2 — 1 também é um elemento de tal ideal, e portanto g — 1 € (Y).

J2 Y im

Assim, Aug(RG) é gerado por Y como RG-médulo, portanto é finitamente gerado. Entao
R é um RG-mébdulo finitamente apresentavel, isto é, de tipo F'P;, donde G é de tipo F P,
sobre R.

Reciprocamente, suponha que G seja de tipo F'P; sobre R. Pela proposi¢ao
2.1.10 Aug(RG) é finitamente gerado e, pelo argumento acima, podemos tomar um con-
junto gerador finito do tipo B = {z; — 1 | i =1,...,m}, com x; € G para todo i. Seja H

o subgrupo de G gerado pelo conjunto {x; | i = 1,...,m} e considere a seguinte sequéncia
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exata curta de RH-modulos:
0 — Aug(RH) - RH — R — 0.

Aplicando o funtor RG @ gy —, que é exato pois RG é RH-médulo livre (qual-

quer transversal 7' de H em G fornece uma base), a seguinte sequéncia também é exata:

0 — RG ®gy Aug(RH) — RG ®ry RH — RG ®gy R — 0. (2.2.1)
Agora existem isomorfismos:
1. ¢: RG ®ry Aug(RH) — RG(Aug(RH)) = Aug(RG);
2. Y : RG®ry R — R(G/H),

sendo G/ H o conjunto de classes laterais a esquerda de H em G. De fato, o isomorfismo
em (1) se d& pela multiplicagdo dentro de RG: ¢(y ® w) = yw para quaisquer y € RG e
w € Aug(RH). Ja a igualdade RG(Aug(RH)) = Aug(RG) é consequéncia da escolha de
B. E claro que RG(Aug(RH)) C Aug(RG) e, reciprocamente, elementos da forma ¢ — 1,

com g € (G, podem ser escritos como
g—1=y(x1 =1+ ... +ys(z, — 1)

com y; € RG, pois B gera Aug(RG). Mas cada x; é elemento de H, entdo g — 1 €
RG(Aug(RH)), donde Aug(RG) C RG(Aug(RH)). Quanto ao item (2), podemos definir
Y como P(rig @ ry) = rr2(gH), para quaisquer 1,79 € Re g € G.

Assim, a sequéncia (2.2.1) escreve-se como:
0 — Aug(RG) - RG — R(G/H) — 0.

Mas isso sé acontece se R(G/H) ~ R, isto é, se s6 existe uma classe lateral de H em G.

Entao G = H, que é finitamente gerado. n

Vendo o resultado acima, é razoavel esperar que a condi¢ao “G é de tipo F P
seja equivalente a “G é finitamente apresentavel”. Na realidade a primeira condi¢ao é um

pouco mais fraca do que a segunda.

Definicao 2.2.5. Um grupo G é quase finitamente apresentavel sobre R se existe
uma sequéncia exata curta de grupos 1 - K — F' — G — 1, com F' livre e finitamente
gerado e tal que R ®y ﬁ é finitamente gerado como RG-mdédulo, com G agindo por
conjugacao. Identificando K com sua imagem em F e G com o respectivo quociente,

podemos definir tal acao por:

r1g - (re @ k[K,K]) =rry ® (fgk;fg_l)[K, K],
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para r;,ms € R, g € G e k € K, sendo f, uma pré-imagem de g em F'.
Agora podemos enunciar a caracterizacao dos grupo de tipo F'Ps.

Proposigao 2.2.6. Seja G um grupo. Entdao G é de tipo F'Py sobre R se e somente se

G € quase finitamente apresentdvel sobre R.

Demonstragcdo. Suponha que F seja um grupo livre finitamente gerado tal que exista um

epimorfismo F' — G, com nucleo K. Considere a sequéncia exata curta dada por:

0 — Aug(RF) RF >R 0

sendo € a aplicagio de aumento. Pela sequéncia exata longa em Torff(RG, —), usando
que Torff(RG, RF) = {0}, temos que

0 — Torf"(RG, R) = RG ®gr Aug(RF) — RG ®pr RF — RG ®pr R — 0 (2.2.2)

é sequéncia exata. Além disso:

K
(K, K]

Tori*(RG, R) ~ Tor{¥ (R ®px RF,R) ~ Tor;*(R,R) = R® (2.2.3)

Utilizamos acima, sucessivamente, os seguintes resultados:
1. R®rx RF ~ RG;
2. Teorema 1.7.19;
3. Proposicao 1.8.3.

Assim, a exatidao da sequéncia (2.2.2), junto com o isomorfismo (2.2.3), nos da a exatidao

da sequéncia abaixo:

0> R® — RG ®gp Aug(RF) - RG — R — 0

(K, K]

Agora nao ¢ dificil verificar que Aug(RF) é RF-mo6dulo livre com base dada

por {x; —1|i=1,...,n}, onde {z; | i = 1,...,n} é base para F' como grupo livre. Segue
disso que RG ®@gp Aug(RF) é RG-moédulo livre com base {1 ® (z; — 1) | i = 1,...,n}.
Assim, se G é de tipo F'P, sobre R, R® ﬁ é finitamente gerado pela proposicao 2.1.10.

Reciprocamente, se R ® [ KKK] ¢ finitamente gerado, podemos obter um RG-
moédulo livre P finitamente gerado tal que P — R® ﬁ, e portanto existe uma resolucao

livre de R comegando por P — RG ®gr Aug(RF) — RG — R — 0, logo G é de tipo
F'P, sobre R. O
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Exemplo 2.2.7. Como ja sugere o nome, todo grupo finitamente apresentavel é quase
finitamente apresentavel. De fato se G é finitamente apresentavel, existe uma sequéncia
exata curta de grupos 1 - K — F' — G — 1 com F’ livre finitamente gerado e tal que K
¢ finitamente gerado como subgrupo normal de F' (isto é, existe S C K finito tal que K
¢ o menor subgrupo normal de F' contendo S). Segue que o grupo abeliano K/[K, K] é
também finitamente gerado como ZG-mddulo, onde G age por conjugagio (a imagem de
S em K/[K, K] o gera como ZG-mdédulo). Entdao R ®y ﬁ é finitamente gerado como
RG-modulo.

Por muito tempo foi um problema aberto decidir se as propriedades F'P; e “ser
finitamente apresentdvel” coincidiam para todos os grupos. Hoje ja existem exemplos de
grupos até de tipo F'P,, mas que nao sdo finitamente apresentdveis (veja o artigo de
Bestvina e Brady [4]).

Na secao anterior, caracterizamos cada R-moédulo A de tipo F'P,, analisando
o comportamento dos funtores derivados TorZ(—, A) e Ext}(A, —) com respeito a limites
inversos e diretos, respectivamente. Com a homologia e cohomologia de grupos fazendo o
papel de Tor e Ext, podemos adaptar os resultados ja obtidos para caracterizar também

os grupos de tipo F'P,,, como veremos a seguir.

Proposicao 2.2.8. Sejam G um grupo e m > 1. Entao G € de tipo F'P,, sobre R se e
somente se G € finitamente gerado e Hy(G;TIxea(RG)A) = {0}, para todo 1 < k <m e

para todo conjunto de indices A.

Demonstragio. Basta usar que Hy(G;[Lea(RG))) = Torf% (R, [1hea(RG),) e aplicar o
teorema 2.1.6 e a proposicao 2.2.4. ]

E claro que a proposicio acima vale na sua versao analoga para grupos de tipo
F P,; basta aplicar o resultado ja obtido para todo m > 1. Os grupos de tipo F'P,, ainda

podem ser totalmente caracterizados por suas homologias e cohomologias:
Proposigao 2.2.9. Para um grupo G, as sequintes condigoes sdo equivalentes:
1. G € de tipo F Py, sobre R;
2. Hi(G;—) comuta com produtos diretos de RG-mddulos para todo k > 0;

3. H¥(G; =) comuta com limites diretos de RG-mddulos sobre conjuntos direcionados,
para todo k > 0.

Demonstragio. Novamente, basta usar a definicdo de Hy(G;—) e H¥(G;—) a partir de

Tor e Ext e aplicar o teorema 2.1.6. O]

Encontrar grupos que sejam de tipo F'P,, para certo m ¢ relativamente facil.

As caracterizagOes acima nos permitem tomar grupos finitamente gerados e finitamente
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apresentaveis como exemplo de grupos de tipo F'P; e F P, respectivamente. Além disso,
qualquer grupo finito é exemplo de grupo de tipo F'P,, para qualquer m, como veremos a
seguir no exemplo 2.2.13. Uma tarefa mais complicada é distinguir as propriedades F'P,,
e FP,, com m < n, isto é, encontrar grupos de tipo F'P,,, mas que nao sejam de tipo

FP,. O exemplo a seguir serve a este propdsito, mas nao faremos aqui as demonstragoes.

Exemplo 2.2.10. Dadon > 1, seja X,, := Nx{1,...,n}. Seja H, o subgrupo do grupo de
permutacoes de X,, contendo exatamente todos os elementos h que satisfacam a seguinte

propriedade:

o Existem (my,...,m,) € Z" ¢ N € N tais que h - (x,i) = (z + m;,i) para todo
1=1,...nex > N.

O grupo H,, definido acima é o chamado n-ésimo grupo de Houghton. Sen =1, X,, =~ N,
portanto H; é o grupo de permutacoes de N com suporte finito, que claramente nao é
finitamente gerado. Para n = 2, podemos mostrar que H, é gerado pelos elementos h; e
hs definidos por:
(x+1,0) sei=0,
hy-(z,i)=¢ (x—1,1) sei=1 e x#1,
(1,0) se (z,1) = (0,2),

(1,2) se (z,i) = (1,1),
ho - (xz,i) =< (1,1) se (x,i) = (1,2),

(x,i) caso contrario.

E possivel mostrar que o grupo Hy ndo é, no entanto, de tipo F'P,, e tal comportamento
se repete: para cada n > 1, H,, é de tipo F'P,_1, mas nao é tipo F'P, (veja o artigo de K.
Brown [9]).

Tendo a propriedade F'P,, para grupos bem definida e caracterizada, podemos
proceder como ¢ de rotina em teoria de grupos: perguntamo-nos como esta propriedade
se relaciona com subgrupos, quocientes e demais estruturas. A primeira resposta é 6bvia:
subgrupos de grupos de tipo F'P,, nao sao necessariamente de tipo F'P,,. Isto pode ser
visto ja com m = 1, j& que os subgrupos de um grupo finitamente gerado nao sao, em
geral, finitamente gerados. Tome, por exemplo, o grupo livre F' com dois geradores z e y
e o subgrupo gerado por {zyx~" | i € Z}, que nao pode ser finitamente gerado (detalhes
em Cohen [12]).

A propriedade F'P,, para grupos é, no entanto, herdada por subgrupos de

indice finito, como consequéncia do isomorfismo que estabeleceremos no préximo lema.

Lema 2.2.11. Sejam G um grupo, N < G um subgrupo de indice finito e A um RN -

modulo a esquerda. Entao existe um isomorfismo natural de RG-mdédulos:

Hompn(RG,A) ~ RG Qgry A.
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Demonstragio. Seja {ti,..,t,} uma transversal a direita de N em G e defina uma aplicagao
0 : Hompy(RG,A) — RG gy A por 0(f) = X", t;' ® f(t;). E possivel verificar
diretamente que # nao depende da escolha da transversal e que # é um homomorfismo
de RG-modulos. Para ver que 6 é bijetivo basta enxerga-lo como um isomorfismo de
RN-modulos, fazendo as identificagoes ébvias de Hompn(RG, A) ~ @& | A ~ RG ®pn A

(como RN-médulos). O

Proposicao 2.2.12. Sejam G um grupo, N < G um subgrupo de indice finito e m > 1
um inteiro. Entio G € de tipo F'P,, (FPx, respectivamente) sobre R se e somente se N

¢ de tipo F'P,, (FPy, respectivamente) sobre R.

Demonstrag¢io. Para todo k > 0, temos pelo lema de Shapiro (1.8.4):
Hi(N;T[(RN)y) =~ Hy(G; RG @pn [[(RN),),
A A

com \ percorrendo um conjunto A arbitrario. Aplicando o lema 2.2.11 ao segundo médulo

acima, temos:

Hy.(G; RG ®@gn [[(RN))) ~ Hp(G; Hompn(RG, [[(RN)))).
A A
Usando que Hom comuta com produtos diretos e aplicando mais uma vez o

lema 2.2.11, temos que:

Hyy (N5 [T (BN)A) 2= Hi(G; [ (RG @y (RN))) = Ho(G; [ (RG)).
AEA AeA AEA
Assim, Hi(N;TTxea(RN)y) = 0 se e somente se Hy(G; [Thea(RG))) = 0. Além
disso, como [G : N] < 0o, G é finitamente gerado se e somente se N é finitamente gerado,
entao, pela proposicao 2.2.8, G é de tipo F'P,, sobre R se e somente se N é de tipo F'P,,
sobre R. Por fim, como o resultado vale para cada m > 0, é claro que vale também para

a propriedade F'P,,. O

Exemplo 2.2.13. E claro que o grupo trivial é de tipo FP. De fato, se G = {1},
temos que ZG ¢ isomorfo a Z como anel, donde Z ¢ um ZG-mdédulo projetivo finitamente
gerado, portanto de tipo F' P, pelo exemplo 2.1.9. Segue entdao do lema acima que se H
é um grupo finito, entdo H ¢é de tipo F'P,. Isto justifica dizermos que as propriedades

FP,, generalizarem a noc¢ao de “ser finito”.

A proposicao 2.2.12 vale em particular se N é subgrupo normal de G com
quociente G/N finito. E natural perguntar se podemos obter um resultado parecido no
outro sentido: impondo alguma condicao de finitude em N podemos dizer algo sobre os

tipos homologicos de G e G/N? A resposta é afirmativa se assumimos que N é de tipo
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F P, a demonstracdo no entanto exige a utilizagao de sequéncias espectrais, ferramenta

a qual ainda nao haviamos recorrido, mas que foi descrita na secao 1.8.

Proposicao 2.2.14. Sejam G um grupo, N < G' um subgrupo normal e () o quociente
G/N. Suponha que N seja de tipo F'Ps, sobre R. Entao:

G € de tipo F'P,, sobre R < Q ¢ de tipo FP,, sobre R.

Demonstracdo. Primeiramente, note que N é finitamente gerado, pois é de tipo F P,
logo G ¢ finitamente gerado se e somente se () é finitamente gerado. Pelo teorema 2.2.8,

resta mostrar que, se A é um conjunto de indices, entao:
Hy(G; 115 RG) = {0} & Hi(Q; I\ RQ) = {0}

para todo 1 < k < m.
Considere a sequéncia espectral de Lyndon-Hochschild-Serre (teorema 1.8.10,

versao homolégica) com coeficientes num produto direto [Ty (RG):
Eg,q = HP(Q; Hq(N§ HA(RG)A)) = Hp+q(G§ HA(RG)A)) .

Como N ¢é de tipo F'Py, Hy(N;T[I\(RG)x)) ~ 11 H,(N; RG) = {0} para todo
q > 1, pois RG é RN-mo6dulo livre. No caso ¢ = 0 temos:

Ho(N; [[(RG))) = [T RG @y B~ [[(D(RN),) @ry R~ ][ RQ

A qeqQ

Entao:
e | H(@ILERQ), seq=0
pa 0, se q # 0.

Pela construgdo da sequéncia espectral, o bigrau de d* : E* — E* é (=2,1)
(veja [18]). Se ¢ # 0, o homomorfismo d,, : Ei,q — E§_27q+1 parte de um moddulo nulo,

logo:
2
3 _ ker(dP7Q> _ {O} — E2
Dyq ]m(dzg—ﬂ,q—l) p,q°
No caso ¢ = 0, temos:

5 ker(d )

= PV ker(d®,)) = E?
PO Im(d s 1) (o)

p,0”
pois dg 19,1 esta definido em um médulo nulo e d;2;,0 toma valores em um modulo também
nulo.

Entao E2, = EJ  para todo (p,q) € Z x Z. Continuando usando o fato de
que o bigrau dos diferenciais d' : E* — E' ¢ (—i,7 — 1) para i > 3 (novamente, veja [18]),

vemos que d;q parte de um modulo nulo ou assume valores em um modulo nulo para
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quaisquer p, ¢ € i > 3, de modo que E'' = H, (E') = E; , para todo i > 3. Assim,
2 _ oo
Ep,q - Ep,q'
Finalmente, utilizemos a convergéncia da sequéncia espectral. Por definicao,
existe uma filtragao limitada {¢?(H,)} do mddulo graduado H,, = H,(G;I[,(RG),)) tal
que:

& (H,) /¢ (Ha) = B

para todo (p,q) € Z x Z, com n = p+ q. Se Hi(G;I[, RG) = {0}, entdo com p = k e
q = 0, temos:

Hy(Q: [[ RQ) = By = ¢"(Hi) /" (Hy).

Mas ¢*(Hy) C Hy = Hy(G; 1\ RG) = {0}, donde Hy(Q;I1, RQ) = {0}.
Reciprocamente, se Hy(Q; [T\ RQ) = {0}, entdo £ = {0} para qualquer par

(p,q) € Z x Z. Como {¢?(H,,)} é filtragao limitada de H,, = H,(G;[[,(RG),), existem

inteiros s < ¢ tais que:
{0} = ¢*(Hy) C ¢**H(H,y) C ... C ¢'(Hy) = Hy.

Mas entao: {0} = EXS ~ ¢°(Hy)/¢%(Hi) ~ ¢°F'(Hy). Iterando o argumento, obtemos
que ¢***(Hy,) = {0} para todo i > 0 e, em particular:

Hy,(G; [[(RG)») = Hi = ¢'(Hy,) = {0},

como queriamos. O

Na demonstracao acima ocorreu que a sequéncia espectral, ja no seu segundo
termo, se concentra em apenas uma linha (definida por ¢ = 0, no caso), ja que Eg =0
sempre que ¢ # 0. Neste tipo de situacao (ou quando a sequéncia espectral se concentra

e}

em apenas uma coluna), sempre teremos que Eg ¢ = Ey%, pelo argumento usado acima.

Dizemos neste caso que a sequéncia espectral colapsa.

2.3 Os Y-invariantes

Na secao anterior introduzimos a propriedade F P, para grupos. Investigando
seu comportamento com respeito a subgrupos e quocientes, obtivemos dois resultados:
a proposicao 2.2.12 diz que a propriedade F'P,, passa a subgrupos de indice finito e
proposicao 2.2.14 nos diz algo sobre relaciona o tipo F'P,, de um grupo com um quociente,
no caso em que o subgrupo normal associado é de tipo F' P,,. Além disso, ja sabemos que
a propriedade F'P,, em geral ndo ¢ herdada por subgrupos.

Outra direcao para este tipo de investigacdo ¢, dado um grupo G de tipo

FP,,, considerar subgrupos normais N < G para os quais o quociente G/N ¢é abeliano.
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Claramente cada um destes subgrupos contém o subgrupo comutador G’. Reciprocamente,
se N é um subgrupo de G que contém G’, entao N < G. De fato, pelo teorema de
isomorfismos os subgrupos N de G que contém G’ correspondem a subgrupos de G/G’, e
estes sao normais, ja que G/G’ é abeliano. Pela correspondéncia, N também é subgrupo
normal de G.

No contexto deste tipo de andlise surgem os chamados -invariantes. Bus-
cando entender o tipo F'P,, para os subgrupos N, com G' C N C G, definimos objetos
geométricos relacionados ao grupo original GG, e estes nos permitem estudar proprieda-
des homolégicas de G por outro ponto de vista. Estudaremos a seguir tais invariantes
seguindo a exposicao original de R. Bieri e B. Renz [6].

Seja GG um grupo finitamente gerado. Um caractere de G é um homomorfismo
de grupos x : G — R (R como grupo aditivo). Dizemos que dois caracteres xi, x2 : G — R
sao equivalentes se existe r € R, r > 0, tal que yo = rx1, e isto claramente define uma
relagao de equivaléncia no conjunto Hom(G,R) de caracteres de G. Denotaremos por [x]
a classe de equivaléncia de y com respeito a tal relacao.

Note agora que como R é um grupo abeliano, qualquer caractere x : G — R

define um tnico caractere y : G/G" — R que torna o seguinte diagrama comutativo:

G—X R

| A

G/G

Tal correspondéncia define um isomorfismo Hom(G,R) ~ Hom(G/G',R). Agora G/G’
¢ um grupo abeliano finitamente gerado, logo G/G’ ~ 7" & T, para certo n > 0 e T um
grupo abeliano finito. Mas se x : Z" @ T — R é um caractere, entdo x(7') = 0, pois R é

livre de torcao. Portanto:
Hom(G,R) ~ Hom(G/G',R) ~ Hom(Z",R).

Finalmente, Hom(Z",R) ~ Hom(Z,R)" ~ R" e nao é dificil ver que dois caracteres nao
nulos x1, x2 : G — R sdo equivalentes se e somente se correspondem a pontos de R™ que

se encontram num mesmo raio partindo de 0.

Definicao 2.3.1. Seja G um grupo finitamente gerado. A esfera de caracteres S(G) de
G ¢é o conjunto de classes de equivaléncia de caracteres nao nulos y : G — R com respeito

a relagdo definida por y; ~ X2 se e somente se existe r € R, r > 0, tal que yo = rx1.

Pelas observagoes acima, S(G) é de fato uma esfera: Hom(G,R) \ {0} esta
em bijegao com R™ \ {0}, e tomando as classes de equivaléncia, temos que S(G) estd em
bijecdo com a esfera S"~! C R". Tal bijecdo nos permite trazer a topologia de S"~! para

S(G), e é esta a conexao que nos permite estudar grupos de forma mais geométrica, como



CAPITULO 2. PROPRIEDADES HOMOLOGICAS DE GRUPOS 67

haviamos anunciado.

Observagao 2.3.2. A topologia de S(G) pode ser definida diretamente pela estrutura
de R-espaco vetorial de dimensao finita de Hom(G,R), sem deixar qualquer ambiguidade

em relagao a bijegao entre S"! e S(G).

Se x : G — R é um caractere nao nulo, podemos definir um submonoide (um
subconjunto que contém 1g e que é fechado com respeito ao produto de G) de G da

seguinte forma:

G,={9€G|x(g) >0}

Note que X1 e x2 sao equivalentes se e somente se Gy, = G,,.

Consideremos agora o anel ZG,. Este é definido da mesma forma que o anel
de grupo que introduzimos anteriormente: tomamos o Z-mddulo livre com base Gy e
definimos o produto a partir do produto de G,. Observe que ZG, ¢ subanel de ZG,
portanto todo ZG-moédulo é também um ZG,-médulo. Podemos agora definir os X-

invariantes.

Definigao 2.3.3. Sejam G um grupo finitamente gerado, A um ZG-médulo e m > 0 um

inteiro. Definimos o m-ésimo invariante homolégico de G com coeficientes em A por:
Y"M(G;A) ={[x] € S(G) | A é de tipo FP,, como ZG,-mbdulo}.

A definicdo acima é uma espécie de generalizacao da propriedade F'P,, para
submonoides (da forma G,) de um grupo G. Se consideramos, por exemplo, A = Z como
0 ZG-modulo trivial, entao [x] € ¥™(G;Z) se e somente se Z é de tipo F'P,, como ZG,-
modulo, que podemos interpretar como “G, ¢ um monoide de tipo F'F,,”, estendendo a
definicao 2.2.1.

E direto da definicio que os Y-invariantes estdo encadeados, isto é:
G A) CE™MTHGA) C L CXENGA) C X6 A) C S(G),

para qualquer grupo G de tipo F'P,, e para qualquer ZG-mddulo A.

Voltemos agora as consideragoes geométricas. Como dissemos, S(G) tem
a topologia de uma esfera S"~! C R". Faz sentido entdo analisar os subconjuntos
Y"(G; A) C S(G) nesta topologia, e é isto que foi feito por Bieri e Renz no seguinte

teorema:

Teorema 2.3.4. Se G ¢ um grupo finitamente gerado e A é um ZG-modulo, entao
YX"™(G; A) € um subconjunto aberto de S(G).

Demonstrag¢io. Ver [6], Teorema A. O
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E importante notar que o teorema acima nio diz nada sobre a existéncia de
elementos em X™(G; A), ja4 que o conjunto vazio é um conjunto aberto em qualquer
topologia.

O resultado obtido nos estudos da propriedade F'P,, para subgrupos que con-

tém o comutador do grupo original é o seguinte:

Teorema 2.3.5. Sejam G um grupo finitamente gerado, N um subgrupo de G tal que
G' C N e A um ZG-mdédulo. Entio A é de tipo FP,, como ZN-mddulo se e somente se
Y"(G; A) contém S(G,N) ={[x] € S(G) | x(N) =0}.

Demonstragio. Ver [6], Teorema B. O

Exemplo 2.3.6. Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Como o subgrupo comu-
tador G’ = 1 é de tipo F'P,, para todo m, temos pelo teorema 2.3.5 que X™(G;Z) = S(G)

para todo m.

Exemplo 2.3.7. No outro extremo temos os produtos livres Gx H, com G # 1 e H # 1.
E possivel mostrar que X' (G'* H; Z) = ), e logo =™ (G * H; Z) = ) para todo m > 1 (para

uma demonstragao veja as notas de Strebel [20]).

Muitos dos argumentos utilizados nos estudos de grupos de tipo F'P,, sao
adaptaveis a analise seus Y-invariantes. Algumas propriedades, no entanto, exigem um
trabalho um pouco mais cuidadoso, e os dois proximos lemas compilam algumas delas.
Ambos os resultados podem ser encontrados no artigo de Meier, Meinert e VanWyk [16],

mas vamos detalhar aqui alguns argumentos.

Lema 2.3.8. Sejam G um grupo, H C G um subgrupo e x : G — R um caractere nao

nulo. Denote por xo a restricao de x a H. Entao:

1. ZG,, € plano como ZH,,-mddulo e a inclusao ZH,, — ZG, € cindida como homo-

morfismo de Z.H,,-mddulos;

2. Se xo # 0, entdo para todo ZH-mddulo V' 0s ZG-mddulos ZG @z V € ZGy @z, V

sao isomorfos;

3. Se xo # 0, entao para todo ZH-modulo V' temos que ZG Qzyg V' € de tipo F P,, como
7.G-modulo se e somente se V € de tipo F'P,, como ZH,,-mddulo;

Demonstragio. 1) Escolha uma transversal T C G para as classes laterais a direita de H
em G. Temos que ZG, ~ @&erZ[Ht NG, ], entdo basta mostrar que cada Z[Ht NG, | é
plano como ZH,,-médulo. Como x(g) > 0 para todo g € Ht N G,, podemos escolher
uma sequéncia {g;}jen € Ht N G, tal que:

X(95) = x(gj+1) e x(HENGy) € J[x

JEN
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Entao Z[Ht N G,] é unido ascendente dos ZH,, -moédulos livres Z[H,,g;|, e disso segue
que Z[Ht N G,] é plano. De fato, Z[Ht N G,] é limite direto sob o conjunto direcionado N
(lembre-se que neste caso hgi é funtor exato) de um sistema direto de médulos livres, entao
sendo — ®zp,  Z[H,,g;] funtor exato para todo j € N, temos que — ®zpg, Z[HtNG,]
também o é. Além disso, se escolhermos inicialmente a transversal T contendo o elemento
neutro, nao ¢ dificil ver que a inclusao ZH,,, — ZG, ¢ cindida.

2) As inclusoes ZH,,, — ZH e ZG,, — ZG induzem um homomorfismo ébvio
de ZH,,-médulos

¢ LGy, Qzu,, V — 2G @z V

satisfazendo ¢(y ® v) = y ® v para quaisquer y € ZG, e v € V. Por outro lado, como
Xo # 0, dados z € ZG e w € V, existe h € H,, tal que x(zh) > 0, logo podemos definir:

ZZJ LG Rz V — ZGX ®ZH><0 % , ¢(Z & w) =zh ® h_lw.

Para ver que ¢ é bem definida, sejam z € ZG e hy, hy € H,, tais que x(zh1) > 0
e x(zhy) > 0. Podemos assumir sem perda de generalidade que x(hy'h;) > 0 (trocando

por hy'hsy, se necessério), e neste caso temos que:
zhy @ hitw = z(hohy Dhy @ hi'w = zhy @ hy ' (hihyHw = zho @ hy'w

para todo w € V. E f4cil verificar também que 7 é uma inversa para ¢, e portanto ¢ é o
isomorfismo que queremos.

3) Pelas partes 1 e 2, se Z ¢é resolucao livre de V' como ZH,,-médulo, finita-
mente gerada em dimensao menor ou igual a m, entao ZGy ®zp, Z é resolucao livre do
ZGy-médulo ZG,, ®zH,, V ~ ZG ®z5 V, sendo finitamente gerada em dimensao menor

ou igual a m. Para a reciproca observe que

Tor, ™ (] 2Gy, V) = Tory™([] ZGy, ZGy @za,, V) =~ Tor, ([ ZCy, ZG ®zu V)
AeA AeA AEA

para qualquer conjunto de indices A, pois ZG, é plano como ZH,-médulo. Além disso,

a inclusao @ : ZH,,, — ZG,, e o homomorfismo p : ZG,, — ZH,, tal que pot = id induzem

homomorfismos que tornam o seguinte diagrama comutativo:

ZHy, ZHy,

Tor, *([I\ZH,,,V) —=11\Tor, *(ZH,,,V)

X07 X0

| |

ZHy, ZHy,

Tor, *(II\ZGy, V) ——1I\Tor, *°(ZG,,V)
O resultado segue entao do teorema 2.1.6. O

Lema 2.3.9. Se H ¢ um subgrupo de indice finito de G e se x : G — R é um homomor-
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fismo tal que xo = x|g # 0, entdo
[xo] € X™(H; V) & [x] € X™(G; V)

para quaisquer Z.G-modulo V e m > 0.

Demonstracdao. Pelo lema 2.3.8, V ¢ de tipo F'P,, como ZH, -médulo se e somente se
LG @z V € de tipo FP,, como ZG,-mddulo. Agora note que ZG ®@zy V ~ Z[G/H| @V
(este ultimo com acdo diagonal de G, isto é, do tipo g(z ® y) = gz ® gy) como ZG,-
modulos, onde G/H é o conjunto de classes laterais a esquerda de H em G. De fato,
podemos definir ¢ : ZG @z V — Z|G/H] ® V por

plg®v)=gH® gv
e :ZIG/H|®V — ZG ®zp V por
V(gH @v) =g®g v

para quaisquer g € G e v € V', e nao ¢ dificil verificar que ¢ e 1) sao homomorfismos bem
definidos e tais que 1) = @71

Entao a afirmacao que queremos mostrar é equivalente a “V ¢é de tipo F'P,,
como ZG,-médulo se e somente se Z|G/H|] ® V é de tipo F'P,, como ZG,-mbdulo, via
acao diagonal”.

Suponha primeiramente que V' seja de tipo F'P,, como ZG,-mdédulo e seja .F#
seja uma resolucao livre de V' como ZG,-moédulo, finitamente gerada até em dimensao
m. Entao Z|G/H] ® F# ¢é resolucao livre de Z|G/H| ® V, com cada médulo isomorfo a
uma soma direta (finita em dimensdo < m, ja que [G : H] < o0) de médulos do tipo
Z|G/H] ® ZGy. Mas Z|G/H] ® ZG, com a acao diagonal é isomorfo a Z[G/H| ® ZG,,

com a a¢ao na componente a direita, com isomorfismo dado por:
ARg—g ' \®yg,

para quaisquer A € Z|G/H] e g € G,. Entao os mddulos de Z|G/H] ® .# sao finitamente
gerados até dimensao m, isto é, Z|G/H| ® V é de tipo F'P,, como ZG,-mbdulo.

Para a reciproca, podemos assumir que H é subgrupo normal de G, ja que cada
subgrupo de indice finito de G contém um subgrupo normal de indice finito (considere
a acdo de G em G/H por multiplicagdo a esquerda e tome o nicleo do homomorfismo
G — S, associado, onde n = [G : H]). Neste caso, sendo o grupo G/ H de tipo F' P, existe

uma resolugao livre &2 de Z como Z[G/H]-mo6dulo, com todos os mddulos finitamente
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gerados. Neste caso, Z = & ® V é um complexo exato da forma:
K. = @ZIG/HI@V) = &;(ZI[G/H| @ V) -V =0,

sendo todas as somas finitas. Mas, por hipétese, Z|G/H] ® V é de tipo F'P,, como ZG,-
moédulo, e o mesmo vale para cada soma @;(Z[G/H]) sob um conjunto de indices finito.
Pelo lema 2.1.11, V' ¢é de tipo F'P,, como ZG,-mdbdulo. O]

Como ¢é de se esperar, a tarefa de calcular os X-invariantes para grupos arbi-
trarios nao é nada simples, dada a quantidade de informacao que tais conjuntos carregam.

Aqui termina a parte generalista desta dissertagdo. Ja introduzimos todos os
conceitos necessarios de algebra homologica e suas relagoes com a teoria de grupos, e agora
podemos partir para o estudo especifico dos grupos chamados produtos entrelagcados, com
0s quais comegamos o préoximo capitulo. Nosso objetivo é analisd-los do ponto de vista
homoloégico: vamos obter informacgoes sobre o tipo F'P,, e sobre os Y»-invariantes de tais

grupos.



Capitulo 3
Produtos Entrelacados

Especializaremo-nos agora nos grupos chamados produtos entrelacados, cuja
defini¢ao abre este capitulo. O objetivo aqui é descrever os resultados de Y. de Cornulier
[13] e L. Bartholdi, Y. de Cornulier e D. H. Kochloukova [3], introduzindo o tema principal

desta dissertacao.

3.1 Definicoes

Sejam H um grupo e X um conjunto nao vazio. Para cada x € X, seja H, uma
copia de H, e considere a soma direta H™X) destes grupos: HX) ¢ o subgrupo de [T,cx Ha
cujos elementos sao as familias (h;).cx tais que h, # 1y, apenas para um nimero finito

de indices z € X.

Observacgiao 3.1.1. Por vezes denotaremos HX) por @,¢cx H,, quando nido houver risco
de confusao com uma soma direta de modulos, por exemplo. Note que a soma direta de
grupos definida acima e a soma direta de médulos nao sao objetos semelhantes do ponto
de vista da teoria de categorias: uma soma direta @;c;M; de R-moddulos é caracterizada

pelos isomorfismos naturais

Homp(®;M;, A) ~ [ Homp(M;, A)

para cada R-médulo A, e os objetos da categoria de grupos que tém uma propriedade
analoga sdo os produtos livres. Por este motivo, alguns autores denominam H™) de

produto direto restrito.

Suponha agora que um grupo G aja sobre o conjunto X. A partir de tal acao

podemos construir uma acéo de G em HX) da seguinte forma:

g ' (h/x)xeX - (a’x)SEGXJ am — hgfl-x; (311)

72
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para quaisquer g € G e (hy)zex € H (X). Intuitivamente, tal acdo consiste em permutar

(X)

as copias de H na soma H'*/). Tendo uma acgao de grupo sobre grupo definida, podemos

considerar o produto semidireto, o que nos dara a definicao de produto entrelagado.

Definicao 3.1.2. Sejam G e H grupos e X um G-conjunto. O produto entrelagcado

(X

H x G é o produto semidireto HX) x G, com respeito & acdo de G em HX) definida em

(3.1.1).

O grupo definido acima é, mais especificamente, um produto entrelacado per-
mutacional restrito. O adjetivo “permutacional” indica a acdo de G por permutagoes de

(X ), de modo que trocando

X, enquanto “restrito” faz mencao ao produto direto restrito H
HX) por [I.ex H, na definicao 3.1.2 obtemos o que é chamado de produto entrelagado
1rrestrito.

Podemos encontrar em textos em portugués referéncias a H {x G como produto
orlado ou produto wreath, esta tltima mantendo o termo em inglés. Utilizaremos apenas

o nome produto entrelacado, indicando sempre o grupo da definicao 3.1.2.

Exemplo 3.1.3. Cada grupo G age sobre si mesmo por multiplicacao a esquerda. O
produto entrelacado H oG definido a partir de tal acao é denotado por H{G e denominado

produto entrelagado regular.

Exemplo 3.1.4. O grupo Lamplighter é o produto entrelagado C5?Z, onde C5 é o grupo
ciclico com 2 elementos. A acao de Z em Céz) pode ser visualizada da seguinte forma:
identifique o conjunto Z como uma sequéncia de lampadas, e para cada uma delas existem
os estados “acesa” ou “apagada”; correspondendo aos dois elementos de C5. O grupo Z
age permutando as lampadas, mas sem acendé-las ou apaga-las. Tal interpretagao é o que

da o nome de Lamplighter.

O exemplo acima ilustra a existéncia de simetrias interessantes em grupos
definidos como produtos entrelagados, e tal fato ja é suficiente para motivar os estudos
dos mesmos. Outra razao, mais formal, é o teorema de Kaloujnine e Krasner citado na

introducao:

Teorema 3.1.5. Sejam H um grupo qualquer e G um grupo finito. Suponha que E seja

uma extensao de H por G, isto é, que exista uma sequéncia exata de grupos do tipo:
l1-H—-F—->G—1

Entao existe um subgrupo L de H! G tal que E ~ L.

Assim, estudar H ! G pode ser importante na classificagdo das extensoes de H

por G. Para uma demonstragdo do teorema acima, indicamos o livro de J. J. Rotman

19].



CAPITULO 3. PRODUTOS ENTRELACADOS 74

Nesta dissertacao concentraremo-nos na investigacao das propriedades homo-
logicas de produtos entrelagados, procurando entender o tipo F'P,, e os X-invariantes de

tais grupos.

3.2 Produtos entrelacados finitamente apresentaveis

O ponto de partida é o trabalho de Y. de Cornulier [13]. Neste sao classificados
os produtos entrelacados finitamente gerados e finitamente apresentaveis. Antes de ver

quais foram os resultados obtidos, precisamos de uma definicao.

Definigao 3.2.1. Sejam G um grupo, X um G-conjunto e n > 1 um inteiro. A agao

diagonal de G no produto cartesiano X" é definida por:

g- (1'1, 75571) = (g * L1y G xn)?
para quaisquer g € G e (x1,...,z,) € X™.

Resumimos os resultados que nos interessam do artigo citado no seguinte teo-

remas:

Teorema 3.2.2 (de Cornulier). Sejam G e H # 1 grupos e X um G-conjunto nao vazio.
Denote I' = H 1x G.

1. T' € finitamente gerado se e somente se as sequintes condicoes se verificam.:

(a) G e H sao finitamente gerados;

(b) A agio de G em X possui apenas um nimero finito de drbitas.
2. T' € finitamente apresentdvel se e somente se as sequintes condicoes se verificam:

(a) G e H sao finitamente apresentdveis;
(b) A acdo diagonal de G em X? possui apenas um nimero finito de érbitas;

(c) Os estabilizadores da agao de G em X sdao finitamente gerados.

Nao demonstraremos aqui tal teorema porque os métodos utilizados nao se as-
semelham com aqueles que empregaremos na sequéncia. Aos que se interessam indicamos
o artigo ja citado [13] ou a dissertagao [1], na qual os detalhes das demonstragoes sao
esmiucados.

No proximo capitulo estudaremos uma generalizacao parcial da parte 1 do
teorema 3.2.2 para as propriedades F'P,, (lembre-se que um grupo ¢ finitamente gerado
se e somente se é de tipo F'P;). Convém antes reescrever a parte 2 do teorema de uma

forma mais parecida com o que aparecera futuramente.
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O item (c) claramente pode ser colocado somente em termos da propriedade
F P, para os subgrupos estabilizadores. Quanto ao item (b), note que a condigao dada
implica que a acdo de G em X também possui apenas um numero finito de Orbitas.
De fato, se G\X e G\X? sdo os conjuntos de érbitas das respectivas agdes, considere a
aplicagdo ¢ : G\X — G\X? definida por: ¢([zg]) = [(z0,%0)] ([xe] denota a érbita de
x € X por G e [(xg, 71)] denota a érbita de (xg,z1) € X? pela acdo diagonal de G).

E claro que ¢ é bem definida, pois g - 2o = o implica g - (2o, Z0) = (Yo, ¥o),
isto é, ¢([zo]) nao depende da escolha do representante z, da classe [zo]. Além disso, ¢
é injetiva. De fato, se o([z]) = ¢([y]), isto é, se [(z,x)] = [(y,y)], entdo existe g € G tal
que (g-z,9-x) =g (x,x) = (y,y). Mas neste caso g -z =y, logo [z] = [y].

Em particular, se G\ X? ¢ finito, entdo G\ X também é. Recordamos também
que todo grupo é de tipo F'F. Assim podemos reescrever a parte 2 do teorema 3.2.2

COIMo:

Teorema 3.2.3. Sejam G ¢ H # 1 grupos e X um G-conjunto ndo vazio. Denote
I' = Hix G. Entao " é finitamente apresentdvel se e somente se as sequintes condicoes

se verificam:
1. G e H sao finitamente apresentdveis;
2. A agdio diagonal de G em X* possui apenas um nimero finito de érbitas parai = 1,2;
3. Os estabilizadores da agio de G em X* sdo de tipo FP_; para i =1,2.

Os resultados acima motivam a busca por uma caracterizacdo de produtos
entrelacados de tipo F'P,,, dado que estas propriedades generalizam “ser finitamente ge-
rado”. Seja I' = H lx G um produto entrelacado. E razoével esperar que G e H serem
de tipo F'P,, sao condigOes necessarias para que [' também o seja, mas obviamente nao é
condi¢ao suficiente (nem ao menos com m = 1, como ja vimos). Os teoremas 3.2.2 ¢ 3.2.3
sugerem que procuremos condicoes de finitude nas acdes de G sobre os produtos X*, em
especial no espago de érbitas e nos subgrupos estabilizadores.

Um resultado deste tipo é o que foi feito por Bartholdi, de Cornulier e Koch-
loukova [3], mas com uma certa restricao ao grupo H. Enunciemos o teorema principal

de tal artigo:

Teorema 3.2.4 (Bartholdi, de Cornulier, Kochloukova). Sejam H # 1 ¢ G grupos, X

um G-conjunto nao vazio, m um inteiro maior ou igual a 2 e denote I' = H 1x G.
1. Suponha que as condicoes a sequir se verifiquem:

(a) H e G sao de tipo FP,,;

(b) A agio diagonal de G em X' possui apenas um nimero finito de érbitas e

estabilizadores de tipo F P,,_;, para todo 1 <1 < m.
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Entao I' é de tipo F'P,,.

2. A reciproca do item 1 vale nos sequintes casos: m = 2 ou entdom > 2 e ﬁ é um

grupo infinito.

O item (b) da parte 1 mostra porque a formulagdo do teorema 3.2.3 é mais
interessante: fixado m > 1, para estudar o tipo F'P,, para I' devemos analisar a agao de
G em X' para 1 <i < m, e ndo apenas em X™.

A restricao “—— é um grupo infinito” surge quando estudamos o caso parti-

(H,H]
cular H = 7Z, isto é, analisando o produto entrelacado I' = Z (x G. Podemos a partir dos
resultados sobre este grupo obter informagoes sobre H 1x G sempre que ﬁ for infinito,

como veremos na sequéncia. Tal abordagem sugere estudar também os grupos do tipo
Cn ix G (C,, é o grupo ciclico com n elementos) numa tentativa de estender o resultado,
e este é assunto do capitulo 4.

Na proxima secao daremos uma visao geral do caminho percorrido para a
demonstracao do teorema 3.2.4. Mostraremos os resultados cujos argumentos podem ser

aproveitados no estudo de C), {x G; para os demais explicamos porque isso nao acontece.

3.3 Produtos entrelacados de tipo F'F,

Comecemos estudando produtos semidiretos de maneira geral. Dados um
grupo I' e um subgrupo G < T', dizemos que G é um retrato de I' se existe um sub-

grupo normal M < T"tal que ' = M x G.

Lema 3.3.1. Sejam M e G grupos e m > 1 um inteiro. Se ' = M x G € de tipo F P,
entao G também ¢ de tipo FP,,.

Demonstragio. Pelo teorema 2.1.6, temos que Z é de tipo F'P,, como ZI'-mé6dulo (isto
é, I' é de tipo F'P,,) se e somente se Z ¢é finitamente apresentdvel como ZI-mddulo e
Tor® (I1,ZT,Z) = 0 para todo 1 <4 < m — 1 e para qualquer conjunto de indices que \
percorra.

Sabemos que Z é finitamente apresentavel como ZI'-modulo se e somente se I’
é de tipo F'P;, ou seja, finitamente gerado. Mas G é um quociente de I', entao é também
finitamente gerado, isto €, Z ¢ finitamente apresentavel como ZG-modulo.

Sejam agora [[ ZI' e [], ZG produtos diretos sobre um mesmo conjunto de
indices. Os homomorfismos de grupos G — I' (inclusdo) e I' - G (projegao candnica)
induzem homomorfismos de ZG-moédulos o : [[\ ZG — [[LZI' e 0 : T[], ZI' — I, ZG,
respectivamente. E claro que 8 o o = id.

Pela funtorialidade de Tor, os homomorfismos ¢ e 6, por sua vez, induzem:

O TOT]ZG(H 7G,7) — TOT’JZT(H Zr\7)
X A
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0. : Tor? ([ 2I', Z) — Tor?°(] ZG, Z),
A A

e novamente temos #, oo, = id. Assim, TO?“]ZGG_[ \ZG,Z) é um retrato do grupo abeliano
Tor? (I, ZI', Z) para todo j. Entdo:

Tor™(I[2T,z) =0 = Tor7“(]][ZG,Z) =0,
Y Y

para todo 1 <7 <m — 1.
Novamente pelo teorema 2.1.6, Z é de tipo F' P, como ZG-mdbdulo, isto é, G é
de tipo F'P,,. O]

Precisamos encontrar uma forma de relacionar o tipo F' P, de ZI'-mddulos com
moédulos sobre ZG e ZM. Uma forma de fazer isto é aplicar o lema 2.1.12, que trata de

extensoes de anéis, para este caso especifico.

Corolario 3.3.2. Sejam G, um grupo, Go < Gy um subgrupo e A um ZGs-mddulo a
esquerda. Entao A é de tipo FP,, como ZGs-mdodulo se e somente se ZGy Qya, A € de

tipo F'P,, como ZG1-mddulo.

Demonstracio. Escolha uma transversal T a direita de Gy em G; contendo 1 € Gj.
Segue que ZG1 = ®ierlGs - t, portanto ZG, é ZGo-mbdulo livre, logo plano. Defina
0:ZGy — ZGy por o(X, yp-t) = Xy yr, para >, Yy -t € ByerZGy -t = LG4, com y; € ZGo
para todo t € T. E claro que o é um homomorfismo de ZGy-médulos satisfazendo o (y) = ¥

para todo y € ZG5 - 1. Entao o lema 2.1.12 se aplica. n

Combinando os resultados acima, podemos dizer o que significa para um pro-
duto semidireto I' = M x G ser de tipo F'P,, em funcao de M e GG. Note que neste caso
ZM pode ser visto como um ZI'-moédulo: G age em M por conjugacao e M age sobre
si mesmo por multiplicagdo & esquerda. Claramente Aug(ZM) é ZI'-submédulo de ZM.

Com esta acao, temos:

Lema 3.3.3. Sejamm >1 e’ = M x G um produto semidireto. Entdo ' é de tipo F P,
se e somente se G € de tipo F'P,, e Aug(ZM) é de tipo FP,,_1 como ZI'-médulo.

Demonstragio. Se T' é de tipo F'P,,, entao G é de tipo F'P,, pelo lema 3.3.1, isto é, Z é

de tipo F'P,, como ZG-mdbdulo. Pela sequéncia exata curta dada por
0 — Aug(ZG) — 7ZG — Z — 0,

temos que Aug(ZG) é de tipo F'P,,_; como ZG-mbdulo, pelo lema 2.1.8. Note agora que
ZI'(Aug(ZQ)) ~ ZI" @zc Aug(ZG) como ZI-mbdulo, entdo pelo lema 2.1.12 temos que
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ZI'(Aug(ZG)) é ZI'-médulo de tipo F'P,_1 se e somente se Aug(ZG) é ZG-mbdulo de

tipo F'P,,_1. Mas entao aplicando novamente o lema 2.1.8 a sequéncia exata
0 — ZI'(Aug(ZG)) — Aug(ZT') — Aug(ZM) — 0 (3.3.1)

obtemos também que Aug(ZM) é de tipo F'P,_; como ZI'-mddulo, observando que
Aug(ZT") é de tipo FP,,_1 como ZI-mddulo.

Reciprocamente, se G é de tipo F'P,, e Aug(ZM) é de tipo F'P,,_; como ZI'-
modulo, entdao a exatidao de (3.3.1), junto com o lema 2.1.8, nos da que Aug(ZI') é

ZI'-médulo de tipo FP,,_;. Aplicando mais uma vez o lema 2.1.8 & sequéncia dada por:
0— Aug(Zl') —» ZI' - Z — 0,

obtemos que Z é ZI'-moédulo de tipo F'P,,, isto é, I é de tipo F'P,,. O

Antes de aplicar os resultados acima ao caso especifico de produtos entrelaca-
dos, definiremos duas classes especificas de ZG-modulos que precisaremos na sequéncia.
Seja S um Z-moddulo livre com base X e suponha que um grupo G aja sobre

X. Entao S tem uma estrutura natural de ZG-modulo, definida por:

g- (D apx) = a.(g-x), (3.3.2)
zeX zeX
onde a, € Z, x € X e g € (G. Neste caso diremos que S é um ZG-mddulo induzido e
denotaremos S = ZX.
Seja agora V' um Z-moédulo livre com base Y e denote por —Y o conjunto dos

elementos de Y com sinal invertido em V', isto é:
Y ={-y=(-yeV]yeY}

Suponha que um grupo G tenha uma agio definida na unidao Y U (=Y), satisfazendo
g-(—y) = —g-y paratodos g € Gey €Y. E claro que cada elemento de V pode
ser escrito como v = 3, a,y, onde cada a, ¢ um inteiro ndo-negativo e y € Y U (-Y).

Podemos entao dar uma estrutura de ZG-modulo a V' por:
g-v="> a,(g-y).
Yy

Neste caso diremos que V' é um ZG-médulo semi-induzido e utilizaremos a notacao
V =7Z,Y. Aletra “t” subescrita deve ser entendida como “Z torcido” (do inglés “twisted”,
originalmente), portanto Z; nao denota Z/tZ.

Observe que todo médulo induzido é, em particular, semi-induzido. De fato,

uma agao de G num conjunto X pode ser estendida a uma a¢do em X U (—X) colocando
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g-(—x) = —g-x paratodo g € Gex € X. Assim a acdo definida em (3.3.2) num Z-médulo

livre com base X coincide com aquela dada pela estrutura de ZG-médulo semi-induzido.

Exemplo 3.3.4 (A poténcia tensorial). Sejam M um Z-médulo livre com base X e
T*(M) sua k-ésima poténcia tensorial, isto é: TH(M) = M e TH(M) = M @ T+ (M)
para todo k > 1. Sabemos que T*(M) é um Z-mdédulo livre cuja base é composta por
elementos da forma:

=21 Q... ¥ xp,

com z; € X para j = 1,...,k. Suponha agora que um grupo G aja em X. Para cada

g € G, definimos:
g t=g (11 ®.0x)=(9-71)®... & (g - z).

Como ¢ - z; € X para todo j, T*(M) possui uma estrutura de ZG-mdédulo induzido:
TF(M) ~ Z(X*), sendo X*¥ um G-conjunto via acio diagonal.

Exemplo 3.3.5 (A poténcia exterior). Novamente considere o Z-mdédulo livre M cuja
base X é um G-conjunto. Denote por A¥(M) a k-ésima poténcia exterior de M. Como

Z-médulo, A¥(M) é gerado pelos elementos da forma:
w=x1 A ...\ xy, (3.3.3)

comz; € X para j =1,..., k.

Fixe uma ordem total < em X. Para cada subconjunto {zy,...,zx} C X e
para cada permutacdo o € Sy, os elementos w' = To(1) A ... A Tk € W geram o mesmo
Z-submédulo de AF(M), ja que zoa) A ... A oy = (sgn(o)) (@1 A ... A x), sendo sgn(o)
o sinal da permutacio o. Seja Y C A*(M) o conjunto de elementos da forma (3.3.3),
com z; < ... < rp. Pelo raciocinio acima, Y é base para A*(M) como Z-médulo livre e, a

partir da acdo de G em X, podemos definir:

gw=g-(xt1AN...Axp)=(g-x1) N .. AN(g - Tk),

paracada g € Gew =x; A ... Nz € Y. Segue que g-w € Y U (=Y, isto é, G age em
YU(-Y), munindo A¥(M) de uma estrutura de ZG-médulo semi-induzido: A¥(M) = Z,Y .

O tipo F'P,, para moédulos semi-induzidos finitamente gerados é completamente

caracterizado pelo lema a seguir:
Lema 3.3.6. Seja S = Z;X um ZG-modulo semi-induzido finitamente gerado. Entdo:

1. Existe um conjunto finito I tal que S ~ @;c;(ZG ®zk, V;) como ZG-mddulo e para
cada i € I existe x; € X com estabilizador G; pela acao de G tal que G; < K; < G
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e [K; : G;| = d; € {1,2}. Além disso, cada V; ~ Z como grupo abeliano, G; age

trivialmente em V; e K; age nao trivialmente em V; exatamente quando d; = 2.
2. S € de tipo F'P,, como ZG-modulo < G; é de tipo F P, para todo i € I.

Demonstragio. (1) Pela definicdo de médulo semi-induzido, S é finitamente gerado como
ZG-mébdulo se e somente se X U (—X) tem apenas um ndmero finito de érbitas pela ac¢ao
de G. Seja {z1,....,2,} € X U(—X) um conjunto de representantes destas érbitas. Como
Zi(G-x;) = Z(G - (—;)), podemos sempre supor que {z1, ..., z,} C X, e neste caso temos
que S ~ @ Z:(G - x;). Assim basta mostrar que os itens 1 e 2 valem para cada um dos
somandos Z;(G - x;) e o resultado seguird para o caso geral, pois a soma é finita.

Suponha entdo que S = Z;X seja gerado como ZG-moédulo por um tnico
elemento r € X. Se G-z C X, entdao S é na verdade um ZG-mddulo induzido, logo
S =7G ®yzqa, V, onde V é o grupo abeliano livre gerado por x e o estabilizador de = pela
acao de G, G,, age trivialmente em V. Entao o lema vale neste caso.

Assuma agora que G -z ¢ X. Entédo existe g; € G tal que ¢; -z ¢ X, e logo
g1+ = —go - x para algum g, € G. Tomando t = g5 '¢g; € G, temos que t -z = —x. Segue
que:

t?r=t-(—2)=—(t 1) =—(—2) =2

Portanto t? € G,. Além disso, se g € G, temos:

(gt) z=g-(-z)=—(9-2)=—x=1"z,

logo t~'gt € G,. Definimos entdo K, como o subgrupo de G gerado por G, e t. E claro
que G, é subgrupo normal de indice 2 de K,.

Considere agora Z como ZG,-moédulo trivial e defina uma aplicacao ¢ de
2G ®za, Z em S por p(g® 1) = g-z. Nao é dificil ver que ¢ é bem definida e que
é¢ homomorfismo sobrejetivo de ZG-modulos, pois x gera S como ZG-modulo.

Por um lado, temos que (1 +1t) ® 1 € ker(p), pois t -z +x = 0. Por outro,

qualquer relacdo do tipo h; -z = —hy - x em S é consequéncia da relagao t - x = —u,
pois neste caso (hy'hi)~'t € G,. Entao (1 +1t) ® 1 gera ker(p) e S ~ ZGZ(?E%.

Reescrevemos

7.G Kza, 7. = 1.G RzK, ZKCE X726, 7

2G(1+1t) ®za, Z = 7.G Qzk, ZK,(1 +t) Qzq, Z

Agora (ZG ®zk, —) ¢é funtor exato, entdao se A e A’ sdo ZK,-mbdulos a es-

querda, com A’ C A, temos

2G Rk, A
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logo:

1G Qzx, LK, @zq, 7
1G Qzk, LK (1 +t) @z, Z

LK, G0 L
ZE,(t+1) ®c, 7"

~ 7.G Qzk, (

Basta entdo definir
2K, Qza, 7

ZK,(t+1) Quac, Z
e observar que ZK, ®zq, Z ~ 7Z ® 7Z (pois G, é um subgrupo de indice 2 de K,) e
ZK,(t+1)®za, Z~7(1,1) CZDZ, e assim

Vr:

AY/
Z(1,1)

V, ~ ~ 7,
com t agindo via multiplicagao por —1.

(2) Seja S ~ @ier(ZG @z, Vi), como no item (1). Como o conjunto I é finito,
temos que S € de tipo F'P,, se e somente se cada ZG ®zk, V; € de tipo I'P,,. Pelo lema
2112, ZG ®zk, Vi € de tipo FP,, como ZG-mdédulo se e somente se V; é ZK;-médulo
(trivial) de tipo F'P,,, isto é, K; é grupo de tipo F'P,,. Como o indice de G; em K; é 1 ou
2 (em particular, finito), segue que K; é grupo de tipo F'P,, se e somente se GG; é grupo

de tipo F'P,, (proposigao 2.2.12) e o resultado estd demonstrado. O]

O resultado acima reduz a tarefa de estudar médulos semi-induzidos de tipo
FP,, (reconhecidamente complicada, vide parte (1) do tltimo lema) & anélise dos estabi-
lizadores da agdo do grupo original. Neste contexto podemos usar algumas ferramentas
nao disponiveis para modulos, como por exemplo a passagem da propriedade F'P,, para
subgrupos de indice finito, como foi feito com os grupos G; e K; acima. Vamos agora
aplicar argumentos deste tipo para estudar o tipo F'P,, das poténcias tensorial e exterior
de um ZG-médulo induzido.

Sejam M = ZX um ZG-mddulo induzido e ¢ > 1 um inteiro. Pelas observacoes
no exemplo 3.3.4, T*(M) é ZG-médulo induzido com respeito ao G-conjunto X (com agio
diagonal).

Agora fixe uma ordem total < em X. Se C' = {z1,...,2;} é um subconjunto
de X com exatamente i elementos e tal que x; < ... < x;, entdo para cada g € G temos
que g-C ={g-x,...,9 - x;} também é um subconjunto de X com i elementos, mas nao
¢é necessariamente verdade que g -y < ... < g - x;. Existe, no entanto, uma permutagao

o€ S;tal que g-2,0) < ... < g-2). Se definirmos

g-C=g-{x1,...,2;} == (sgno){9 - To(1)s -1 9 - To(i) }

obteremos uma agao de G em Y; U (—Y;), onde Y; é o conjunto de subconjuntos ordenados
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de X com i elementos. E claro agora pelas observagoes do exemplo 3.3.5 que Y; pode ser
identificado com o conjunto de geradores de A*(M), e de modo que A*(M) ~ Z,Y;.

Proposicao 3.3.7. Sejam G um grupo, X um G-conjunto, M = ZX o ZG-modulo

induzido e m > 1 um inteiro. As afirmacoes sequintes sao equivalentes:
1. N(M) é de tipo FP,,_; para todo 1 < i < m;
2. TY(M) ¢ de tipo FP,,_; para todo 1 <i < m;

3. Todos os estabilizadores da agdo diagonal de G em X' sio de tipo FP,,_; e T'(M)

¢ finitamente gerado como ZG-mdédulo, para todo 1 < i < m;

4. Todos os estabilizadores de subconjuntos de X com i elementos sao de tipo F'P,_;

e N'(M) ¢ finitamente gerado como ZG-mdédulo para todo 1 < i < m;

5. Todos os estabilizadores da acdo diagonal de G em X' sio de tipo FP,,_; e G\X" é
finito para todo 1 < i < m.

Demonstragdo. Seja Y; o conjunto de subconjuntos ordenados de X com ¢ elementos.
Como observado acima, A*(M) ~ Z;Y;. Assim, pelo lema 3.3.6, A°(M) ¢ de tipo FP,,_;
como ZG-moédulo se e somente se é finitamente gerado e se todos os estabilizadores de
elementos de Y; pela acdo de G sao de tipo F'P,,_;. Entao (1) é equivalente a (4).

Da mesma forma, ja vimos acima que T*(M) é o ZG-médulo induzido Z X,
com a acdo diagonal de G em X'. O lema 3.3.6 novamente nos d& que T°(M) é ZG-
modulo de tipo F'P,,_; se e somente se ¢ finitamente gerado e se todos os estabilizadores
de elementos de X' pela agao de G sdo de tipo FP,,_;, donde (2) e (3) sdo equivalentes.
Agora como T"(M) ~ ZX" e X' é base para T (M) como Z-médulo, é claro que T*(M)
¢ ZG-modulo finitamente gerado se e somente se X* tem somente um ntimero finito de
rbitas pela agao de G, isto é, G\ X" ¢ finito. Entdo (3) e (5) sdo equivalentes.

Finalmente, o estabilizador G¢ de um elemento C' = {z1,...,x;} € Y; pela
acao de G consiste em todos os elementos g € G para os quais {g - x1,...,g - ;} é uma
permutacdo par de {zy,...,z;}. E claro entdo que tal grupo é subgrupo de indice finito
do subgrupo estabilizador Gp do elemento B = (z, ..., x;) € X*. Assim, pela proposicio
2.2.12 temos que G¢ é de tipo F'P,,_; se e somente se G é de tipo F'P,,_;. Além disso,
a cada drbita G - (21, ...,7;) em de G em X' corresponde um niimero finito de 6rbitas de
G {20, s o)} de G em Y], referentes a um conjunto de permutacoes o € S; para as
quais {G - {Z,(1), .- To(i) } }o forma um conjunto de 6rbitas distintas. Mas entdo G\ X'
é finito se e somente se G\(Y; U —Y;) ¢é finito, isto é, A*(M) é finitamente gerado como
ZG-médulo. Entao (5) é equivalente a (4). O

Por fim, antes de partir para a demonstracao do teorema 3.2.4, precisamos

escrever as suas hipdteses de forma mais conveniente. Dados um conjunto X e s > 1, seja
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X(135) o conjunto de s-uplas (X7, ..., X,) de subconjuntos de X, disjuntos dois a dois,
tais que X, tem exatamente i; elementos para todo 1 < j < s. Se X possui uma agao
por um grupo G, podemos definir uma acio de G em cada X (%) também. De fato, se
X;NXg =0, entdo g- X;Ng- Xy = 0 também, ji que x — g-x é bijecio de X para todo
g € G. Logo tal acdo pode ser definida por:

g (Xq,.., X)) =(9- X1, ..., 9 Xs).

O lema a seguir relaciona tais acoes com as acoes de G nos conjuntos X'

Lema 3.3.8. Sejam G um grupo e X um G-conjunto. Suponha que a ac¢io de G sobre X*
tenha um numero finito de orbitas e estabilizadores de tipo F'P,,_; para todo 1 < i < m.
Sejam s > 1, iy, s, ..., 15 inteiros ndo-negativos tais que iy + ... +iy =1 < m e X @i o

conjunto definido acima. Entao ZX %) ¢é de tipo FP,,_, como ZG-mddulo.

Demonstragio. Seja B < G o estabilizador de (X1, ..., X,) € X i) isto é;
B={geG|g-X;=X;,1<j<s}

Seja também D < G o subgrupo definido por:
D={geG|yg- (U X;) =Uj_, X;}.

Como cada X; ¢ finito, B ¢ subgrupo de indice finito de D. De fato, se A = U5_; X,
entdo D age diagonalmente em (Z(A))° e B é exatamente o estabilizador de (X7, ..., X;),
logo:

[D:B]=1|D-(Xy,...,.Xs)| <|Z(A)]° < .

Considere também o grupo:
C={9eCG|g-v=xVreU_X;}

Temos que D < C e o indice [C' : D] é novamente finito (j4 que Uj_,; X; ¢ finito), e
portanto [C' : B] é finito.

Como | Ui, Xj| =41 + ... + i, = r, segue que C' é o estabilizador do elemento
y = (7)zcux; € X7, onde escolhemos uma ordem total em Ui 1 X;. Temos entao por
hipotese que C' é grupo de tipo F'P,,_,.. Pela proposicao 2.2.12, segue que B ¢é de tipo
FP,_,.

Observe ainda que |[G\X"| < oo implica |G\ X 1)| < 0o, donde ZX (i)
é finitamente gerado como ZG-médulo. Portanto, pelo lema 3.3.6, ZX %) & de tipo
FP,,_, como ZG-mbdulo. ]

Uma das direcoes do teorema 3.2.4 se resume a seguinte proposicao:
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Proposicao 3.3.9. Seja I' = H ix G um produto entrelacado e suponha que H e G
sejam de tipo FP,, e que G aja diagonalmente em X* com um nimero finito de drbitas e
estabilizadores de tipo F P,,_;, para todo 1 <1 <m. Entao ' € de tipo FP,,.

A estratégia para a demonstracdo da proposicdo acima é construir uma re-
solugao livre para Z como ZM-médulo (onde I' = M x G) a partir de uma resolugao
livre para Z como ZH-mo6dulo (finitamente gerada até dimensdao n). Com as hipoteses
sobre a acdo de G em cada X*, combinado com o lema 3.3.8, podemos usar tal resolucio
para estudar Aug(ZM) como ZI'-médulo, e assim concluir o resultado usando o lema
3.3.3. Optamos por nao expor os pormenores aqui porque demonstraremos um resultado
analogo posteriormente (na se¢do 4.1, a saber), quando explicaremos detalhadamente o
argumento.

Vejamos como a teoria desenvolvida até aqui pode ser usada para estabelecer
as afirmacgoes na dire¢ao reciproca. Para tanto, consideremos agora o produto entrelacado
I'=Z1x G =M xG. Note que a acdo de G em X faz de M = Z[X] um ZG-mbdulo
induzido. Além disso, M é um grupo abeliano livre de torcao, e tal informacao serd de

fato essencial, pela existéncia do seguinte resultado:

Teorema 3.3.10. Seja M um grupo abeliano livre de tor¢io. Entao para todoi > 1 existe

um isomorfismo natural:

H;(M;Z) ~ N'(M).
Demonstragio. Veja [8], teorema 6.4. ]

O resultado acima nos permite relacionar, via proposicao 3.3.7, o estudo da
acao de G sobre as poténcias X' de X com as poténcias exteriores A°(M), que sdo exata-
mente as homologias de M com coeficientes em Z pelo teorema. Obviamente estas tltimas
aparecem naturalmente no estudo do tipo F'P,, de grupos, como visto no capitulo ante-
rior. A utilidade de tal conexao fica evidente quando olhamos os Complexos de Koszul.

Se M é um grupo abeliano livre de tor¢ao, entao existe um complexo exato da forma:
C ... > IM AN (M) = ZM AN M) = ... - ZM @ M — ZM — 7. — 0,

sendo o diferencial dado por:
k“ .
j=1

Denominamos (%, d) o complexo de Koszul de Z como ZM-mébdulo (para uma de-
monstragao da exatidao de € e outras propriedades, veja [21]).
Tal complexo pode ser visto também como complexo de ZI'-modulos, por meio

dos isomorfismos
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para qualquer ZG-modulo A. Por esse ponto de vista, e usando a estrutura de ZG-mddulo
semi-induzido de cada A*(M), podemos utilizar ¢ para obter informagoes sobre Aug(ZM )

como ZI'-modulo, e assim estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 3.3.11. Sejam M um ZG-modulo induzido finitamente gerado e I' = M x G.
Entdao I' € de tipo F P, se e somente se G € de tipo FP,, e A’(M) ¢ de tipo F'P,,_; como
ZG-mddulo (via a¢ao diagonal de G) para todo 1 <1 < m.

Demonstragdo. Ver [3]. O

Observe que este resultado é o teorema 3.2.4 no caso H = 7Z. De fato, se
I' = Z 1x G ¢ finitamente gerado, entao I' = M x G com M = ZX, que é ZG-mddulo
induzido finitamente gerado (ja que G\X é finito). Usando a proposi¢ao 3.3.7, além do
fato de que Z é grupo de tipo F'P,,, o teorema foi estabelecido.

Vejamos agora como o teorema 3.3.11 pode ser usado para demonstrar a re-
ciproca do teorema 3.2.4. Lembramos que o queremos ¢ mostrar que H ¢é de tipo F'P,
e que a acao diagonal de G em X' tem um nimero finito de 6rbitas e estabilizadores de
tipo F'P,,_; para todo 1 < i < m, assumindo que I' = H x G é de tipo FP,, e que uma

das seguintes condicoes se verifica:

(b)y m>2e ﬁ ¢ um grupo infinito.

O resultado assumindo o item (a) é demonstrado independentemente e é con-

sequéncia na verdade de outro trabalho:

Lema 3.3.12. Seja I' = Hlx G um grupo com H # 1 ¢ X # 0. Entao I’ é de tipo FP,
se e somente se H e G sdo de tipo FP, e G age diagonalmente em X* com um nimero

finito de orbitas e com estabilizadores de tipo F'Py_;, para t =1, 2.

Demonstragao. Pelo que ja foi feito, resta mostrar que se I' é de tipo F' P, entao todas as

outras condigdes se verificam. Isto segue do argumento da proposi¢ao 4.9 de [7]. [
Sejam agoram > 2 e Hy, := ﬁ um grupo infinito e suponha que I' = Hix G

seja de tipo F'P,,. Em particular, I" é finitamente gerado, e pelo teorema 3.2.2, H também
é. Entao Hy, é do tipo Hyy ~ 7Z" x T, para um grupo finito T" e r > 0. Segue que existe
um epimorfismo ¢ : H — Z (basta tomar o epimorfismo canénico H — H,, e compor
com a proje¢do em uma das componentes ciclicas infinitas de Z" x T').

Claramente a seguinte sequéncia de grupos é exata:

1 = ker(v) - H—7Z — 1.
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Além disso, tal sequéncia é cindida, pois Z é grupo livre. Entao Z é retrato de H, e logo
Z1x G éretrato de H {x G. Agora pelo lema 3.3.1, Zx G é também de tipo F'P,,, e pelo
teorema 3.3.11, A’(M) é de tipo FP,,_; como ZG-médulo (via acdo diagonal de G) para

todo 1 <7 < m. Aplicando a proposicao 3.3.7, obtemos a seguinte proposicao:

Proposicao 3.3.13. Sejam m > 2 e ' = H 1x G um produto entrelacado de tipo FP,,.
Suponha que Hy, seja infinito. Entio G age diagonalmente em X' com estabilizadores de

tipo F'P,,_; e com um numero finito de orbitas para todo 1 < i < m.
E por fim:

Proposicao 3.3.14. Sejam m > 1 e ' = H x G um grupo de tipo F'P,,, com H # 1,
X #0 e H de tipo FP,,_,. Suponha ainda que a acio de G em X' tenha estabilizadores
de tipo F P,,_; e um numero finito de orbitas para 1 < i < m. Entdo H ¢ de tipo FP,,.

Demonstrag¢ao. Ver [3], proposicao 5.2. ]

Finalmente, suponha que m > 2 e que I' é de tipo FP,,. Se m = 2, ja temos
pelo lema 3.3.12 que H e G sdo de tipo F'P; e que G age diagonalmente em X* com um
numero finito de 6rbitas e com estabilizadores de tipo F'P,_;, para i = 1, 2.

Suponha agora que m > 2 e que Hy, é um grupo infinito. Assuma indutiva-
mente que o item 2 do teorema 3.2.4 seja verdadeiro para valores menores de m. Pelo
lema 3.3.1, ja sabemos que G é de tipo F'P,,. Além disso, a proposi¢ao 3.3.13 nos diz que
G age diagonalmente em X* com estabilizadores de tipo FP,,_; e com um ntimero finito
de érbitas para todo 1 < ¢ < m. Agora como I' é de tipo F'P,,, logo de tipo F P,,_1, temos
pela hipotese de indugao que H é de tipo F'P,,_1. Mas entao pela proposicao 3.3.14 temos

que H é de tipo F'P,,, o que demonstra o item 2 do teorema 3.2.4.

3.4 Exemplos

O teorema 3.2.4 estabelece condicoes suficientes para que um produto entre-
lacado H !x G seja de tipo F'P,,, o que nos d4 um método de construir novos grupos de
tipo F'P,, a partir de outros que ja conhecemos. Tal tarefa esbarra, no entanto, na difi-
culdade de se encontrar grupos G, junto com G-conjuntos X, que satisfagam as hipoteses

do teorema. Relembrando, precisamos de um grupo GG e de um G-conjunto X tais que:

1. G é de tipo FP,,;

2. A acdo diagonal de G em X' tem um ntmero finito de érbitas e estabilizadores de

tipo F'P,,_;, para todo 1 < i < m.

Sob estas condigoes, H 1x G ¢é de tipo F' P, para qualquer grupo H de tipo F'P,,. Defini-
remos a seguir o Grupo F de Thompson, que nos dard um exemplo onde a situagao acima

ocorre.
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Seja D o subconjunto do intervalo unitario [0, 1] composto por todos os ele-
mentos da forma 7, com p € Z e ¢ € N. Cada elemento desta forma é chamado um
racional diddico de [0,1]. Seja F' o conjunto de homeomorfismos f : [0,1] — [0, 1]

satisfazendo as seguintes condigoes:

L f(0)=0e f(1) = 1;

2. Existem elementos dy,dy,...,d, € D, com 0 = dy < d; < ... < d, = 1, tais que

f
a; € Z e b; € Q tais que fl(g, a,,,)(x) = (2%)x + b;, para cada i).

(di,dis,] € Uma funcdo afim e tem como inclinagao uma poténcia de 2 (isto ¢, existem

Aplicando uma funcao f como acima nos pontos dy, di, ..., d,, é facil ver que os
racionais b; devem ser também elementos de D. Além disso, a condi¢ao 2 pode ser reinter-
pretada da seguinte forma: f é diferenciavel em (0, 1) a menos do conjunto {dy, ..., d,_1},

e nos intervalos [d;, d;+1], f tem derivada constante e igual a uma poténcia de 2.

Lema 3.4.1. O conjunto F' definido acima é um grupo sob a operagdo de composicao de

fungoes.

Demonstragio. Se f,g € F, é claro que fog(0) =0e fog(l) = 1. Além disso, se f e
g sao diferenciaveis em (0, 1) a menos de subconjuntos finitos de D, entdo o mesmo pode
ser dito de f o g pela regra da cadeia, que também nos da a condi¢ao sobre a derivada de
f o g nos intervalos de definic¢ao, logo fog € F.

E claro que se f(0) =0 e f(1) =1, entdo f~5(0) =0e f~'(1) =1. Se f é
diferenciavel em (0, 1) a menos de {dy, ..., d,_1 }, entdo f~! s6 deixa de ser diferencidvel em
{f(dy), ..., f(dn_1)} (que também é um conjunto de racionais diddicos!), e suas derivadas,
onde definidas, sao o inverso de derivadas de f, logo também sdo poténcias de 2. Portanto
flteF. O

Definicao 3.4.2. O grupo definido acima é o chamado Grupo F de Thompson.

Note que a defini¢ao de F' automaticamente nos da uma agao deste grupo sobre
o conjunto D. De fato, sed = 2, € D e f € F, entdo existem a € Z e b = Zp—q/, € D tais

que:

po_2p+ 20y
T

Fld) = 2°(5) +

entdo f(D) C D. Aplicando o mesmo raciocinio a f~!, segue que D C f(D), logo
f(D) = D. Entao F' é um grupo de bije¢des de D.

E possivel mostrar que F é um grupo gerado por dois elementos A e B, defi-

€D,

nidos como a seguir:
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5 sengS%
_ 1 1 3
Alz) =4 -5 se;<xz<y
20— 1 se%ﬁxﬁl

e
T seOSxﬁ%
T 1 1 3
B)={ 2 "1 se 3 ST
1 3 7
r—3 sezgxgg
20 —1 se%ﬁazgl

Entao F é finitamente gerado, isto é, de tipo F'P;. Na verdade podemos
mostrar que F' é um grupo de tipo F' Py, como feito por K. Brown e R. Geoghegan [10].

Agora dadoi > 1, a acdo diagonal de ' em D? tem um nimero finito de érbitas.
De fato, dois elementos (dy, ...,d;) e (c1, ...,¢;) de D' estdo em uma mesma Grbita por F'
se e somente se existe uma permutagao o do conjunto {1,...,7} tal que do1) < ... < dyp),
Co(1) < oo S Coi) € do(j) = do(j41) S€ € somente se Cq(j) = Co(j41), Para cada j. Claramente
isto se reduz ao um nimero finito de combinagoes, donde F\ D é finito.

Consideremos agora os estabilizadores da agdo. Dado w = (dy,...,d;) € D,
sejam d;, < ... < dj, os elementos distintos que aparecem na ¢-upla w. Entao o subgrupo
estabilizador F,, é isomorfo a F**1. De fato, os elementos de F}, podem ser vistos como a
justaposicao de k£ + 1 elementos de F' com dominio e imagem comprimidos nos intervalos
[Oadh]? [djt’djt-‘rl] € [dj
de tipo FPy: como F é de tipo F P, F? também é pela proposicao 2.2.14, e o mesmo

., 1], parat = 1,....k — 1. Segue que todos os estabilizadores sao

ainda vale para qualquer F¥*! por inducao finita.

Por todas as consideragoes acima e pelo teorema 3.2.4, um produto entrelagado
da forma H p F' é de tipo FP,, se e somente se H é de tipo FP,,. Observe que nao
precisamos fazer a hipétese sobre a abelianizagdo de H, pois ja conhecemos a acao de F
em D¢, logo a proposicao 3.3.14 se aplica. Podemos ainda combinar isto com o exemplo
2.2.10: se H, é o n-ésimo grupo de Houghton, entdao H, {p F' é de tipo F'P,_1, mas nao é
de tipo FP,.

O grupo F' de Thompson é fonte rica de exemplos e contra-exemplos em teoria
de grupos em suas diversas abordagens, como ilustrado acima. Ao leitor interessado em

outras particularidades de F' indicamos as notas de Cannon, Floyd e Parry [11].

3.5 QOutras consideracoes

A demonstracdo da reciproca do teorema 3.2.4, como esbogada na secdo 3.3,
depende diretamente do seguinte fato: quando H,, é um grupo infinito, Z (x G é um
retrato de Hlx G. Com isso, podemos passar informagoes de Zx G (que pode ser estudado

separadamente) para H {x G, e isso é o que nos permite completar a demonstragao.
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Tal abordagem sugere considerar também separadamente produtos entrelaga-
dos do tipo C,, 1x G, onde C), é o grupo ciclico com n elementos. Idealmente obteriamos
um resultado semelhante ao teorema 3.3.11, e poderiamos usar isto no estudo de grupos
da forma H lx G, sendo C),, um retrato de H. Tal tentativa esbarra na auséncia de um
teorema como 3.3.10 para este caso: nao conhecemos bem as homologias H;(C,,[X];Z),
em contraste a H;(ZX;Z).

No capitulo que segue tratamos o problema colocado acima, obtendo resul-
tados levemente distintos do que esperavamos, pois os caminhos naturais nos levaram
a considerar a propriedade F'P,, para o médulo Z/nZ (ao invés de Z), assim como as

homologias de grupo com coeficientes em Z/nZ.



Capitulo 4

Propriedades Homolégicas de

Este capitulo é a parte principal desta dissertacdo. Como anunciado, estuda-
remos propriedades homoldgicas de grupos da forma C),1x GG, comegando com o tipo F P,,.
Naturalmente aqui o texto se torna mais técnico, em oposicao a abordagem panoramica

do capitulo anterior.

4.1 Tipo FP,,

Seja n um inteiro positivo. Denotaremos por Z/nZ o anel dos inteiros médulo
n. Se ) é um grupo qualquer, diremos “Z/nZ é um ZQ-mdédulo” e ficard implicito que a
agao de @ em Z/nZ é trivial.

O resultado a seguir pode ser adaptado diretamente do lema 3.3.1, trocando-se

Z por Z/nZ. Repetimos o argumento para enfatizar os cuidados necessarios na adaptagao.

Lema 4.1.1. Seja I' = M x G um produto semidireto. Se Z/nZ é de tipo FP,, como
ZI'-mddulo, entdo Z/nZ € de tipo F P, como ZG-mddulo.

Demonstragio. Pelo teorema 2.1.6, temos que Z/nZ é de tipo F'P,, como ZI'-médulo se
e somente se T'or’I ([T ea ZT, Z/nZ) = 0 para qualquer conjunto de indices A e para todo
1 <i<m-—1eseZ/nZ é finitamente apresentdvel como ZI'-mo6dulo.
Seja
Fy— Fy—Z/nZ —0

uma resolucao livre parcial (isto é, o inicio de uma resolugao livre) de Z/nZ como ZI'-
modulo, com Fy e F) finitamente gerados. Aplicando o funtor Z ®zy; — (que é exato a
direita) obtemos uma resoluc¢ao livre parcial finitamente gerada de Z ®gzy Z/nZ como
ZG-mobdulo, que portanto é finitamente apresentavel. Mas Z Qg Z/nZ ~ 7 /nZ como
ZG-mbdulos, ja que I' e G agem trivialmente em Z/nZ. Entao Z/nZ é finitamente

apresentavel como ZG-modulo.

90
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Sejam agora [[, ZI" e I, ZG produtos diretos sobre um mesmo conjunto de
indices. Os homomorfismos de grupos G < I' (inclusdo) e I' — G (projegdo canonica)
induzem homomorfismos de ZG-moédulos o : [[\ ZG — [[LZI e 0 : []\ ZI' — I, ZG,
respectivamente, com 6 o ¢ = id. Pela funtorialidade de Tor, os homomorfismos o e 6,

por sua vez, induzem:

o Tor?“(]12G,Z/nZ) — Tori" (1] 2T, Z/nZ)
A A

0. : Tori" (] 2T, Z/nZ) — Tor?%(]] ZG, Z/nZ),
A A
e mais uma vez 8, o o, = id. Entao:

Tor!™ ([ zr,z/nZ) =0 = Tor’“(]]ZG,Z/nZ) =0,
A A

para todo 1 < i < m—1. Pelo teorema 2.1.6, Z/nZ é de tipo F'P,, como ZG-médulo. [

Na sequéncia utilizaremos com frequéncia o truque de aplicar o funtor Z/nZ® —

a um complexo exato de Z-mddulos, entao vejamos um fato geral. Suponha que
0—-A—-B—-C—=0

seja uma sequéncia exata de Z-médulos, e que C' seja um Z-médulo livre (portanto plano,

em particular). Tomando a sequéncia exata longa em Tor%(Z/nZ, —), obtemos:
oo = Tor™(Z/nZ,0) — Z/nZ @ A — Z/nZ @ B — Z/nZ @ C — 0.
Mas Tor?(Z/nZ,C) = 0 pelo lema 1.7.17, entdo a sequéncia
0—=Z/nZR®A—Z/nZ&B —Z/nZ&C —0

¢ também exata. Assim, Z/nZ ® — preserva sequéncias exatas curtas, desde que o tultimo
modulo seja livre (ou, de forma mais geral, plano).

Consideremos agora, como no capitulo anterior, a acdo de I' = M x G em
ZM . Lembramos que G age sobre M por conjugacdo, enquanto M age sobre si mesmo
por multiplicagdo & esquerda. Novamente, Aug(ZM) é ZI'-submédulo de ZM. A partir
desta agao poderemos ver o produto tensorial Z/nZ ® Aug(ZM) como ZI-mddulo, onde

I' age na componente de Aug(ZM) dos elementos geradores:

v (k®y) =k (y-y),

para quaisquer k ®y € Z/nZ® Aug(ZM) e v € I'. Tal acio é a que aparece naturalmente
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no lema a seguir.

Lema 4.1.2. Sejam I' = M x G um produto semidireto e n um inteiro positivo. FEntao
Z|nZ € de tipo FP,, como ZI'-médulo se e somente se Z/nZ € de tipo FP,, como ZG-
modulo e (Z/nZ) @ Aug(ZM) é de tipo FP,,_1 como ZI'-mddulo.

Demonstrag¢io. Suponha que Z/nZ seja de tipo F'P,, como ZI'-médulo. Pelo lema 4.1.1,
ja sabemos que Z/nZ é de tipo F'P,, como ZG-mdédulo. Considere a sequéncia exata de
ZI'-modulos dada por

0 — Aug(ZT') - ZI' — Z — 0.

Aplicando Z/nZ ® —, obtemos uma nova sequéncia exata:
0— (Z/nZ) ® Aug(Zl') — (Z/nZ) @ ZI' — Z/nZ — 0. (4.1.1)

Note agora que (Z/nZ) ® ZT' é de tipo F P, como ZI'-médulo. De fato, basta tomar a
sequéncia exata
0—>ZI' - ZI' - (Z/nZ) @ ZI' — 0

de ZI'médulos (o homomorfismo ZI' — ZI' é a multiplicacdo por n) e aplicar o lema
2.1.8. Segue entao também pelo lema 2.1.8, aplicado a sequéncia (4.1.1), que Z/nZ é de
tipo F'P,, como ZI'mdédulo se e somente se (Z/nZ) @ Aug(ZT') é de tipo FP,,_; como
ZI'-médulo.
Agora da inclusao ZI'"Aug(ZG) — Aug(ZI'), obtemos uma sequéncia exata de
ZI'-médulos:
0 — ZI'Aug(ZG) — Aug(ZI') — Aug(ZM) — 0.

Note que Aug(ZM) é livre como Z-m6dulo, entdao a seguinte sequéncia também é exata:
0= (Z/nZ) ® ZI' Aug(ZG) — (Z/nZ) ® Aug(Zl') — (Z/nZ) @ Aug(ZM) — 0. (4.1.2)

Agora:

(Z/nZ) @ 2T Aug(ZG) ~ (Z/nZ) @ (ZT ®z¢ Aug(ZG)) ~ ZT Q¢ ((Z/nZ) @ Aug(ZG))

como ZG-modulos. Como ja sabemos pelo lema 4.1.1, Z/nZ é de tipo FP,, como ZG-
modulo, logo (Z/n7) @ Aug(ZG) é de tipo F'P,,_1 como ZG-mbdulo, pelo mesmo racioci-
nio aplicado acima ao grupo I'. Segue que ZI' ®z¢ ((Z/nZ) @ Aug(ZG)) é de tipo FP,,_4
como ZI'-médulo. Por fim, lembrando que (Z/nZ) @ Aug(ZI') é de tipo FP,,_; como
ZI'-mo6dulo, aplicando o lema 2.1.8 na sequéncia (4.1.2) obtemos que (Z/nZ) ® Aug(ZM)
é de tipo F'P,,_1 como ZI'-moédulo.

Reciprocamente, se Z/nZ é de tipo F P, como ZG-mdbdulo, entao o ZG-mbdulo
(Z)nZ)® Aug(ZG) é de tipo F Pp,_1, e logo (Z/nZ) @ ZI' Aug(ZG) é de tipo F'P,,_; como
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ZI'-mo6dulo. Como (Z/nZ) @ Aug(ZM) é de tipo FP,,_; como ZI'-médulo também por
hipotese, aplicando novamente o lema 2.1.8 a sequéncia (4.1.2), temos que o ZI'-médulo

(Z/nZ) @ Aug(ZI') é de tipo F'P,,_1, donde Z/nZ é de tipo F P,, como ZI'médulo. [

Os dois resultados acima sao aplicaveis em particular a I' = C, {x G, nosso
objeto de estudo. Neste caso, I' = M x G, onde M = @,cxC,. Os lemas indicam
que devemos estudar a a¢do do grupo I' em Aug(ZM) ou, mais especificamente, em
Z/nZ® Aug(ZM). Para tanto, precisamos de uma resolugdo projetiva de tal médulo, que
serd obtida a partir de uma resolugao livre de Z como Z[C,,]-médulo.

Para simplificar a escrita, denote C),, por H e seja hg € H um gerador. Existe
uma resolucao livre de Z como ZH-mo6dulo com exatamente um gerador em cada dimen-

Sao:
RH:.. - ITHRQLY; > 7ZHRZLY; 1 — ... > ZHQRQZY, - 7ZH — 7Z — Q.

Cada Y; é um conjunto unitario, digamos Y; = {t;}. Os diferenciais sdo definidos nos

geradores da seguinte forma:
1. dy: ZH — 7 é a aplicagao de aumento;
2. di(1®ty) = ho — 1;
3. doj(1®@t9;) = (1+ho+ ... + hi™ ") @9y se j > 0;
4. doji1(1 @ tgji1) = (ho — 1) @ tg; se j > 0.

Uma demonstragao da exatidao de # pode ser encontrada no livro de J. J. Rotman [18],
lema 9.26.

Na sequéncia utilizaremos tal resolucao para construir uma resolucao livre
para Z como ZM-moédulo, e entao obter informagoes sobre as homologias de M com
coeficientes em Z/nZ. Note que esta é a nossa alternativa ao complexo de Koszul, que,
conforme descrito no capitulo anterior, é utilizado para estudar as homologias de M com

coeficientes em Z no caso em que M é livre de torcao.

Lema 4.1.3. Seja #Z a resolucio livre de Z como ZH-mdédulo definida acima. Entdo

existe uma resolucao livre % de 7. como Z.M-mdédulo da forma
F .= IMOIW; - ZM W, 1 — ... > ZM Wy = ZM — Z — 0.
Cada W; é o Z-modulo livre com base Z; definida por:

Z’l = U(}/fl) X ... X (Y’Ls) X X(Zl ..... i5)7

S
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sendo a unido tomada sob o conjunto de todos os numeros inteiros s > 1 e iy, ...,1, > 0 tais
que iy + 2iy + ... + siy = i. O conjunto X @) consiste em todas as s-uplas (X1, ..., Xs)
de subconjuntos de X, disjuntos dois a dois, tais que X; tem exatamente i; elementos

para cada 1 < 7 < s.

Demonstragio. A construgao a seguir é encontrada no artigo [3], proposi¢ao 5.1.

Seja Z a resolucao livre de Z como ZH-mo6dulo descrita antes do lema. Para
cada z € X, denote por #Z, uma cépia de Z (que é vista como resolugao livre de Z como
Z.H,-mbdulo, para uma coépia H, de H), e seja Z9 a resolucio apagada respectiva.

Considere uma ordem total < definida no conjunto X. Para cada subconjunto
finito {z1,...,z,} € X, com x; < x3 < ... < x,, o produto tensorial ,@gfl ® ... ®%g§l
¢ bem definido (note que a ordem dos elementos x; foi mantida). Agora o conjunto
dos subconjuntos finitos de X é parcialmente ordenado pela inclusdo, e desta forma a
associacao {1, ...,2,} — 2 @ ... ® Z% nos d4 um sistema direto de complexos de
Z-modulos.

Seja Z o limite direto de tal sistema direto. Pelas defini¢des de produto

tensorial de complexos e de limite direto, .# ¢é do tipo:

Foii. o IMOW, - ZM W,y — ... > ZM @ W, — ZM — 0.
Cada W; é o Z-médulo livre com base Z; definida por:
Z; = JY/") x oo x (Vi) x X ie)

sendo a uniao tomada sob o conjunto de todos os nimeros inteiros s > 1 e iy,...,725 > 0
tais que i1 + 2is + ... + siy = 3. O conjunto X1-+%) é composto por todas as s-uplas
(X1, ..., X;) de subconjuntos de X, disjuntos dois a dois, tais que X; tem exatamente i;
elementos para todo 1 < 7 < s.

Agora a imagem de ZM @ W, — ZM é exatamente o ideal Aug(ZM); basta ver
a definigao do diferencial de um produto tensorial de complexos (e esta nos da a definigdo
do diferencial no limite direto) e notar que em cada uma das cépias Z%¢ o homomorfismo
ZH, ® Y1 — ZH, tem como imagem o ideal Aug(ZH,). Além disso, pela féormula de
Kiinneth e usando que hgl neste caso é funtor exato, .Z é exato em ZM ® W; para todo
i > 1. Assim, acrescentando o ZM-mdbdulo trivial Z ao final do complexo, obtemos uma

resolucao livre do mesmo:
F .o IMOIW, - ZM W, 1 — ... > ZM W, = ZM — 7 — 0, (4.1.3)

como queriamos. O

Introduziremos uma nova notacdo para ver o que sao os diferenciais de .%.
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Um produto geral é um elemento da forma y...y;x;...z;, com x; < ... < z; elementos
de X ey, € U;Y;. Existe uma bijecao entre o conjunto de todos estes elementos e U;Z;.
O produto geral y;...y;x;...x; corresponde ao elemento By X ... X By x (X, ..., X;) € Z,,
onde X, = {x; € X |y € YV}, ese X, = {a;,...,x;.}, com z;, < ... < x;, entdo
By = (Yiy, - ¥i) €Y.

Intuitivamente, y;...y;x1...x; representa um produto tensorial dos elementos
Y1, ..., y; tirados dos Y}, (bases dos médulos de %), e os 1, ..., z; indicam de qual cépia
X, de Z o 1y, respectivo foi tirado.

Sera conveniente considerar elementos da forma y;...y;21...7;, sem a imposicao

de que z; < ... < z;. Para tanto definimos:

Y1.-.Yj21...25 = (_1)deg(yi)deg(yi+1)y1‘”yi_i_lyi”.ijl e Ljp 1 T4 L5

Sejam x € X e 0, o diferencial de #Z,. Lembre-se que cada produto tensorial
da forma Z9 ® ... @ 2 tem diferencial dado (veja a defini¢do 1.6.4) por:

Adr @...@r,) =Y (—1)°ort-Fdestiy, & © 0, (1) @ ... ® 1y,
j=1
para todo 1 ® ... ® r, € Z9 @ ... @ 2. Com as observagdes acima, nao ¢ dificil ver

que os diferenciais de .#, definidos nos produtos gerais, sdo:

d(yly]xlx]) = Z (_1)deg(y1)+~..+deg(y¢)y1.“axi(yi).“ijl.“fi“.xj
deg(yi)=1

+ Z (—1)d€g(yl)+m+de‘g(yi)y1...ami(yi)....ijl...l'i...xj. (414)
deg(yi)>2

Conhecendo os diferenciais do complexo .%, podemos finalmente utiliza-lo para

estudar as homologias de M com coeficientes em Z/nZ.

Lema 4.1.4. Sejamn > 1, I'=C,ix G e M = ®,exC,, CT'. Entdo
H,(M;Z/nZ) ~ Z/nZ @ W,

para todo i > 1, sendo W; o Z-maodulo definido no lema 4.1.3.

Demonstragio. Seja F a resolugao do lema 4.1.3. Note que o complexo (Z/nZ) @z F
tem diferenciais nulos. De fato, pelas definicbes dos diferenciais d,, a imagem de um
produto geral pelo diferencial de . é soma de elementos da forma (hy, — 1) ® w ou
(1+hog+ ... + hi") @w, com w € Wj (ho, é um gerador da cépia H, ~ C,,). Aplicando

(Z/nZ) @z — o coeficiente hg, — 1 se anula, pois:

m@ZM (ho,m—1)®w:(h(),m—l)-m@ZMl@w:O,
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para todo m € Z/nZ e w € W;, ja que (hg —1)-m =0 (a agdo de M em Z/nZ é trivial).

Da mesma forma, temos:
m Qzy (L +hog + . +hi ) @w = (14 hog+ ... + h§ ) - M Qzm 1 @ w =0,

pois (1+hoz+...+hi,") - m=nm = 0em Z/nZ. Entdo (Z/nZ) @z F tem diferenciais

nulos. Segue que:
H{(M;Z/nZ) ~ Tor?™ (Z/nZ,7) = H;((Z/nZ) @zp F*) ~ (Z/nZ) @ W,

como queriamos. O

O resultado do lema acima evidencia a existéncia de uma estrutura de ZG-
mé6dulo em cada H;(M;Z/nZ), com i > 1. De fato, a acdo de G em X define uma agao
de G no conjunto Z; U —Z; de produtos gerais:

g (Wr-yr1..25) = y1..y(g - 1) (g - 75),

para todo g € G, z; € X e y; € U;Y,. Intuitivamente, G permuta os complexos dos quais
cada um dos geradores y; vem. Como Z; é uma base de W, como Z-méddulo, isto define
em W; uma estrutura de ZG-modulo semi-induzido, como definido no capitulo anterior.
Assim, H;(M;Z/nZ) ~ (Z/nZ) @ W; é ZG-mbdulo se definimos:

para todo g € G, k € Z/nZ e w € W;.

Estudar as propriedades homoldgicas de H;(M;Z/nZ) como ZG-mébdulo é o
caminho para obter informagoes sobre Z/nZ @ Aug(ZM). Comegaremos no lema a seguir
com a propriedade F'P,, para Hi(M;Z/nZ) que servira como base para inducao finita na

sequéncia. Note que:
H\(M;Z/nZ) ~ (Z/nZ) @ Hi(M;Z) ~ (Z/nZ) ® M.

Agora como M ¢é abeliano, se Q) = Aug(ZM), entdao M ~ Q/Q? ~ Z @z 2, logo:
H\(M;Z/nZ) ~ (Z/nZ) @ L @zpm QL = (Z/nZ) @z Q.

Os argumentos acima nos permitem trabalhar com Z/nZ ®zy €2, o que se

mostra mais conveniente, como veremos.

Lema 4.1.5. Sejam I' = Cix G e M = @,exC,, C T e suponha que Z/nZ seja de tipo
FP,, como ZI'-médulo. Suponha ainda que H;(M;Z/nZ) seja de tipo FP,_;_1 como
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ZG-mdédulo, para todo 1 < j < m — 1. Entao H\(M;Z/nZ) é de tipo FP,_y como
Z.G-moédulo.

Demonstragio. Continuemos denotando Aug(ZM) por Q. Como Z/nZ ¢é de tipo FP,,
como ZI'-médulo, sabemos que (Z/nZ) ® Q) é de tipo F'P,,_; como ZI'-médulo pelo lema,
4.1.2. Seja

P F—>F 21— . —>F—>Z/nZ)eQ—=0

uma resolugao livre de (Z/nZ) ® Q@ como ZI'-médulo, com F; finitamente gerado para

nggm—l Seja%zZ@ZMQZ:
H:..—>R —Ri_1—..— Ry— (Z/nZ) @zp Q — 0.

Note que &Z é complexo de ZG-mdbdulos livres, em vista do isomorfismo Z ®zy Z1' ~ Z.G.
Além disso, se 0 < ¢ < m — 1, entao R; é finitamente gerado, logo de tipo F'P,, como
Z.G-modulo.

Agora se j > 1, temos:
Hi(%#") = Tor?(Z,(Z/nZ) @ Q). (4.1.5)

Se j > 0, temos que Tor?(Z,(Z/nZ) ® ZM) = 0. De fato, considere a sequéncia exata

dada por:
0—ZM — ZM — Z/nZ @ ZM — 0,

sendo ZM — ZM a multiplicagdo por n. Considere o seguinte trecho da sequéncia longa

exata em Tor?M (7, —):
.. = Tor?™(Z,ZM) — Tor?(Z,(Z/nZ) @ ZM) — Tor?™(Z,ZM) — ...
Como ZM ¢é ZM-mbdulo projetivo, temos que TOTJZM(Z,ZM) =0sej>0
pela proposicao 1.7.17. Entdo a sequéncia 0 — Tor?™(Z, (Z/nZ) ® ZM) — 0 é exata se
j > 1, donde Tori™(Z,(Z/nZ) @ ZM) = 0 se j > 1. Se j = 1, temos

0—Torf™(Z,(Z/nZ) @ ZM) —Z Qzr ZM -7 @zrg ZM — L0 @z ZM — 0.

Usando o isomorfismo Z ®zy ZM =~ Z, vemos que « se identifica a multiplicacao por n

de Z em Z, logo ker(a) = 0, portanto:
Tor™(Z,(Z/nZ) @ ZM) ~ ker(a) = 0.
Pela sequéncia longa exata em Tor2™(Z, —) que obtemos da sequéncia exata

0—(Z/nZ)@Q — (Z/nZ) @ ZM — Z/nZ — 0,
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e usando o isomorfismo (4.1.5), temos que:
H;j(#") = TO’I“]ZM(Z, (Z/nZ) @ Q) ~ TOTJZ_%(Z, Z/nZ) = Hj 1 (M;Z/nZ),

sendo tal isomorfismo vélido para todo j > 1.

Assim, as hipéteses do lema dizem que H;(%) é de tipo F'P,,_j_5 como ZG-
modulo para todo j < m — 2. Pelo lema 2.1.11 parte 3, segue que (Z/nZ) ®@zy Q2 é de
tipo F'P,,_1 como ZG-mobdulo. O

Proposigao 4.1.6. Sejam I' = C, ix G e M = @,exC,, C T e suponha que Z/nZ seja
de tipo F'P,, como ZI'-mddulo. Entio H;(M;Z/nZ) é de tipo FP,,_; como ZG-mddulo,
para todo 1 <1 < m.

Demonstragio. Seja H = (hg) = C,,, de modo que I' = H lx G. Provaremos a proposi¢ao
por inducao em m. Supondo o resultado valido para valores menores de m, temos em
particular que H;(M;Z/nZ) é de tipo F'P,,_;_1 como ZG-mo6dulo, para todo 1 <i < m—1.

Pelo lema 4.1.5, H{(M;Z/nZ) ~ (Z/nZ) @z 2 é de tipo FP,,_; como ZG-
modulo, logo a proposicao vale para i = 1. Procedemos entao por indugao em %, assumindo
que H;(M;Z/nZ) é de tipo FP,,_; como ZG-mbdulo para todo 1 < j <i— 1.

Seja .Z a resolugao livre de Z como ZM-moédulo dada em (4.1.3) e considere
o complexo ¢ = (Z/nZ) ® #', onde .F' é a versao modificada de .Z#:

F i 5 IMQW, - ZMQW,; 1 — ... = ZM @ Wy — Aug(ZM) — 0,

(Z/nZ)@ F' =€ : ... 5 LM @ ((Z/nZ) @ W;) — ... = ((Z/nZ) @ Aug(ZM)) — 0.

Note que € também é um complexo exato de ZM-méddulos. De fato, se de-
notamos por 0; os diferenciais de %', entao tal complexo é decomposto em sequéncias

exatas curtas das formas:
D :0 = ker(0y) = ZM @ Wy — Aug(ZM) — 0

ouse? > 1:
-@i 00— ker(&) — ZM ® Wz — ker(@i,l) — 0.

Pelo argumento imediatamente posterior ao lema 4.1.1, as sequéncias Z/nZ ® %; sao
também exatas, pois Aug(ZM) e ker(9;) sao livres como Z-mddulos para todo 4, ja que,
por indugao em i, cada sequéncia exata curta %; é cindida. Mas o complexo % pode ser
reconstruido a partir destas sequéncias curtas, e a sua exatidao é equivalente a exatidao
de cada uma delas.

Agora vendo a agao de GG nos produtos gerais, podemos concluir que a a¢ao de

G em W,; comuta com os diferenciais, logo % é um complexo de ZI'-mo6dulos (novamente



CAPITULO 4. PROPRIEDADES HOMOLOGICAS DET = Cy 1x G 99

por meio dos isomorfismos ZM ® A ~ ZI"' @z A, para qualquer ZG-médulo A). Além
disso, como H;(M;Z/nZ) ~ (Z/nZ) @ W; é de tipo FP,,_; como ZG-moédulo para todo
J <i—1, temos que ZM ® ((Z/nZ) @ W) é de tipo F'P,,_; como ZI'médulo se j < i—1.

Pelo lema 4.1.2, (Z/nZ)® Aug(ZM) é de tipo F'P,,_1 como ZI'-médulo. Assim,
segue do lema 2.1.11 parte 2 que a imagem de ZM ® ((Z/nZ) @ W;) pelo diferencial de
¢ ¢ de tipo F'P,,_1_(;—1) como ZI'-médulo.

Denote por d; : ZM @ (Z/nZ @ W;) — ZM ® (Z/nZ @ W;_1) o diferencial de
€ e seja

. LM ® ((Z/nZ)@ W)  ZM @ ((Z/nZ) ® W;)
Vii= Im{di) = ker(d;) = Im(dssr) '

Sabemos entao que V é de tipo F'P,,_; como ZI'-moédulo. Seja W = Z ®zy V. Como

7 Q7 — € exato a direita, a seguinte sequéncia ¢é exata:

Além disso, novamente o primeiro homomorfismo acima é nulo pela defini¢ao dos diferen-

ciais em Z#, logo W ~ Z @z (ZM @ (Z/nZ) @ W;) ~ (Z/nZ) @ W;. Observamos que:

Assim, basta mostrar que W é de tipo F'P,,_; como ZG-modulo e a proposicao estara
demonstrada.
Seja entao

L. —-P—-P_1—..—FP—=>V-—=0

uma resolucao livre de V' como ZI'-médulo, com P; finitamente gerado se 0 < 7 <m —i.

Aplicando Z ®zar —, temos:
7@y P ... R, — Ry_1— ...~ Ry— W — 0,

sendo cada R; um ZG-moédulo livre e, se 0 < j < m — 1, entao R; ¢é finitamente gerado.
Além disso:
H{(Z @zns %) = Tor?™ (Z,V). (4.1.7)

Por outro lado, do complexo % obtemos o complexo exato €”:

¢ ..o IM @ (Z/nZ) @ Wi) = ... = ZM @ (Z/nZ) @ W;) — V — 0.
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Aplicando Z®z,, temos:
LRy € ...~ (Z/nZ) Wy, — ... = (Z/nZ) @ W; = W — 0,

que tem os diferenciais id ® dy, : (Z/nZ) @ Wy, — (Z/nZ) @ Wi_; nulos para todo k > 1,
e portanto para 7 > O:

Tor®™(2,V) = Hy(Z @z (€")*) = (Z/nZ) @ Wiyy = Hirj(M;Z/nZ).  (4.1.8)

Pelo lema 2.1.11 parte 3 aplicado ao complexo Z®gzy &2, W sera de tipo F P, _;
como ZG-médulo se H;(Z @z 2 for de tipo FP,,_;_j_1 como ZG-médulo para todo
1<j<m-—i—1. Mas, por (4.1.7) e (4.1.8), Hj(Z @z P") ~ H,,;(M,Z/nZ). Entao

tal com k =17+ j, tal condicao é equivalente a:
Hy(M;Z/nZ) é de tipo F Py, como ZG-mbdulo para k < m — 1,
que ¢é a nossa hipdtese de inducao. O

Proposicao 4.1.7. Seja I' = C,, \x G um produto entrelacado e seja M = @,.cxC, CT.
Suponha que Z/nZ seja de tipo F P, como ZG-mddulo e que H;(M;Z/nZ) seja de tipo
FP,,_; como ZG-mddulo, para todo 1 < i < m. Entao Z/nZ é de tipo FP,, como ZI'-

maddulo.

Demonstracao. Considere a resolucao livre de Z como ZM-mdédulo dada no lema 4.1.3:
F o = IMIW; = ZM W,y — ... > ZM @ W, — ZM — 7Z — 0.
Claramente, o complexo a seguir é também exato:
F i S IMQW, - ZM W,y — ... = ZM @ Wy — Aug(ZM) — 0.

Além disso, tal complexo é composto por Z-mébdulos livres, de modo que (Z/nZ) @ F'

ainda é exato:
e > ZM @ (Z)nZ) @ W;) = ... = ZM ® ((Z/nZ) @ W1) — (Z/nZ) ® Aug(ZM) — 0.

Agora (Z/nZ) @ W; ~ H;(M;Z/nZ) (veja (4.1.6)), portanto é de tipo FP,,_;

como ZG-mbdulo para todo 1 < i < m. Segue que o ZI'-modulo

é de tipo F'P,,_;, para todo 1 < i < m.
Aplicando a parte 1 do lema 2.1.11 ao complexo (Z/nZ) @ %', obtemos que
o ZI'médulo (Z/nZ) @ Aug(ZM) é de tipo FP,,_1, e pelo lema 4.1.2 segue que Z/nZ
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¢ de tipo F'P,, como ZI'-médulo, ja que Z/nZ é de tipo FP,, como ZG-mbdulo por
hipétese. O

Teorema 4.1.8. Seja I' = C, ix G um produto entrelagado e seja M = @,exC, C T.
Entdo Z/nZ € de tipo FP,, como ZI'-mddulo se e somente se Z/nZ € de tipo F P, como
ZG-médulo e H;(M;Z/nZ) é de tipo FP,,_; como ZG-mddulo para todo 1 < i < m.

Demonstragao. Basta combinar o lema 4.1.2 e as proposicoes 4.1.6 e 4.1.7. O

4.2 Observacoes

No lema 4.1.4 encontramos:
H;(M;Z/nZ) ~ (Z/nZ) @ W;,

sendo W; o Z-médulo livre com base Z; = U, Y{* X ... x Y x X(8) - com a unido
tomada sob todos s > 1 e iy, ...,75 > 0 tais que iy + 2i5 + ... + siy, = i. Agora os conjuntos

Y; sdo unitdrios, logo podemos identificar Z; com Uy X 1) por
B x ... x By x ()(17 Xs) — ()(17 ...,Xs).
Note que tal identificacao respeita a acao de G:

g (By X ... x By x (Xy,...,X5)) =By X ... Xx By x (g X1,...9- X§)
= (g X1, ...9-Xs) =9 (Xq, ..., Xy).

Lembre-se que a estrutura de ZG-moédulo de W; é obtida pela acao de G sobre
A; U —A; (fazendo dele um ZG-mddulo semi-induzido), que por sua vez é induzida pela
acao de G sobre X. Assim, se J; C A;U—A; é um conjunto de representantes das orbitas
de tal acao e {G} }jes; ¢ um conjunto de representantes dos subgrupos estabilizadores,

entao pela parte 1 do lema 3.3.6 temos:
Wi =~ @je,2G Quk, ; Vi,

onde cada Kj;; é um subgrupo de G contendo G, ; tal que [K;; : G;;] € {1,2} e V; = Z
como grupo abeliano, tendo agao trivial de G| ;.

Segue que H;(M;Z/nZ) ~ Z/nZ @ W; ~ Djc;, G @k, ,; Tj, onde T; ~ C,
como grupo abeliano e a acao de G sobre Tj ¢é trivial para todo j.

Pela parte 2 do lema 3.3.6 temos que, se A; U —A,; tem um nimero finito
de érbitas pela acao de G, entao H;(M;Z/nZ) é de tipo FP,,_; como ZG-mddulo se e
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somente se Z/nZ ¢é de tipo F'P,,_; como Z[G; ;]-médulo para todo j € J;.
Observe ainda que se (X1, ..., X,) € X3 entdo a orbita G - (X, ..., X,)

estéd contida em X (%) Assim, a acdo G em A; é composta por acoes nos subconjuntos

G\ X (1) ¢ finito. Portanto o teorema 4.1.8 pode ser reescrito como:

Teorema 4.2.1. Seja I' = C,, i1x G um produto entrelagado e seja M = @,exC, C T.
Entio Z/nZ é de tipo FP,, como ZI'-mddulo se e somente se as sequintes condi¢oes se

verificams:
1. Z/nZ é de tipo FP,, como ZG-mddulo;

2. Para quaisquer 1 <1 <m, s > 1 eiy,...,is > 0 tais que 11 + 2io + ... + siy =1, G
age sobre X () com um nimero finito de orbitas e estabilizadores G, tais que
Z|nZ é de tipo FP,,_; como ZG,-mddulo.

Por fim, para deixar o teorema acima com enunciado mais préximo ao teorema

3.2.4, vejamos o seguinte lema:
Lema 4.2.2. Se X ¢é um G-conjunto, entdo as sequintes condicoes sao equivalentes:

1. Para quaisquer 1 < i <m, s > 1 e iq,...,15 > 0 tais que 11 + 2i5 + ... + si, = 1,
G age em X)) com wm nimero finito de érbitas e estabilizadores G, tais que
Z/nZ é de tipo FP,,_; como ZG,-mddulo;

2. Para todo 1 < i <m, G age diagonalmente em X' com um nimero finito de drbitas

e estabilizadores Qg tais que Z/nZ é de tipo FP,,_; como ZQz-mddulo.

Demonstra¢io. Em vista do lema 3.3.6, a implicagdo (2) = (1) é uma adaptacao direta
do lema 3.3.8, apenas trocando o médulo de coeficientes de Z para Z/nZ.
Consideremos entao a diregao (1) = (2). Sejam i <m, Z = (x1,...,2;) € X' e
Y ={z, | 1<k <i} e XU (para algum j < i), e considere os subgrupos estabilizadores
respectivos:
Gy={9€G|g ap=ux,1<k<i}

Gy={geG|g- Y=Y}

Pelo que vimos no lema 3.3.8, Gz é subgrupo de indice finito de Gy. Adaptando a
proposigao 2.2.12 para coeficientes em Z/nZ (basta utilizar o teorema 1.7.19 para obter
uma versio do lema 1.8.4 com TorN(Z/nZ,—) no lugar de H,(N;—)), temos que Z/nZ
é de tipo FP, como ZGy-mébdulo se e somente se Z/nZ é de tipo FP, como ZGyz-
moédulo, para qualquer k. Como Z/nZ é de tipo F'P,,_; como ZGy-médulo por hipdtese

em —j>m—i,segue que Z/nZ é de tipo F'P,,_; como ZG z-mdbdulo.
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Agora observe que a cada érbita de G em XU) corresponde um nimero finito
de érbitas de G em X?, para cada j < i. De fato, cada elemento de X¥) tem um ntimero

finito de pré-imagens pela aplicagio X' — Ui_, X9 definida por:
(1‘1, ,l’l) — {ZL‘k | k= 1, ...,2},

e 0 mesmo vale para representantes das érbitas pela acio de G. Mas por hipétese G\ X))
é finito para todo j < i, donde segue que G\ X" ¢é finito. Entao (1) = (2). O

Assim, reescrevemos:

Teorema 4.2.3. Seja I' = C,, ix G um produto entrelagado e seja M = @,exC, C T.
Entao Z/nZ € de tipo F'P,, como ZI'-mddulo se e somente se as sequintes condigoes se

verificam:

1. Z/nZ é de tipo F P, como ZG-mddulo;

2. A acdo diagonal de G em X' possui apenas um nimero finito de drbitas e estabili-

zadores G, tais que Z/nZ é de tipo FP,,_; como ZG,-mddulo.

Seja agora H um grupo qualquer e suponha que C), seja um retrato de H.
Entao C), ix G é um retrato de H 1x GG. De fato, se 0 : C,, - He 1 : H — C, sao
homomorfismos de grupos tais que 7oo = id¢, , entao existem homomorfismos unicamente
definidos ¢ : C,, \x G - Hix G e T: Hix G — C, x G que sao a identidade em G e
coincidem com ¢ e 7 na copias de C, e H, respectivamente. Além disso, é claro que
To0 =1ide, (G-

Do lema 4.1.2, temos que se Z/nZ é de tipo FP,, como Z[H 1x G]-mé6dulo,
entdo Z/nZ ¢ de tipo F P, como Z[C,, 1x G|-médulo. Aplicando o teorema 4.2.3, chegamos

a:

Corolario 4.2.4. Suponha que C,, seja um retrato do grupo H. Se Z/nZ é de tipo F Py,
como Z[H 'x G]-médulo, entao Z/nZ é de tipo F'P,, como ZG-mddulo e a a¢io diagonal
de G em X* possui apenas um nimero finito de dérbitas e estabilizadores G, tais que Z/nZ

¢ de tipo FP,,_; como ZG,-mddulo, para cada 1 < i < m.

Tal corolario é aplicavel em particular na seguinte situacao: se H é um grupo

abeliano finito, entao existe uma decomposicao do tipo:
H ~ Cpllcl D ..Pb Cpﬁr'

Note que Cpkt é um retrato de H, para todot = 1,...,r. Aplicando o corolario 4.2.4, temos
t

que se Z/pf*Z é de tipo F P, como Z[H 1x G]-médulo, entdao Z/p}*Z é de tipo F P, como

ZG-médulo e a acao diagonal de G em X* possui apenas um ntimero finito de érbitas e

estabilizadores G, tais que Z/nZ é de tipo FP,,_; como ZG,-mbdulo, para 1 < i < m.
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4.3 Y-Invariantes

Lembramos que se I' é um grupo finitamente gerado, entdo a esfera de carac-
teres S(I') de T é o conjunto das classes de equivaléncia de homomorfismos nao nulos
x : I' = R com respeito a relacao de equivaléncia definida por: y; ~ x2 se e somente
se existe r € Ry tal que xo = ry;. Para cada m > 0 e para cada ZI'-moédulo A, os

Y-invariantes (homoldgicos) de I' com coeficientes em A sdao definidos por:
YT A) ={[x] € S(T') | A éde tipo FP,, como ZI',-mbdulo},

onde I'y = {y e I'| x(v) > 0}.
Uma adaptacao quase que direta dos resultados descritos no capitulo 3 nos

dao uma classificacao parcial dos ¥-invariantes de produtos entrelagados:

Teorema 4.3.1. Sejam I' = Hix G um grupo de tipo FP,, e M = ®,cxC, CT'. Suponha
que X # 0 e que H tenha abelianizacio infinita. Seja x : I' — R um homomorfismo ndo

nulo tal que x|p = 0. Entao as condigoes a sequir sao equivalentes:
1. [x] € ¥, Z);

2. Xlg] € ¥"(G5Z) e se {Gi1,...,Gis} € um conjunto de representantes para os es-
tabilizadores da agio diagonal de G em X', entdo a restrigio x;; de x a G;j € nio

nula e [xi ;] € ¥™ G4 Z) para quaisquer 1 <i<m el <j<s;.
Demonstragio. Veja [3], teorema 8.1. O]

Em vez de descrevermos a demonstracao do teorema acima, vamos direto ao
caso O, lx G, foco deste capitulo. Naturalmente, as técnicas serao as mesmas, obtidas
por adaptagoes dos métodos do capitulo 3.

Na sequéncia, continuaremos fixando n um inteiro positivo.

Lema 4.3.2. Sejam m > 1 um inteiro, ' = M x G um grupo finitamente gerado e
[x] € ¥™(I';Z/nZ) tal que x(M) = 0. Denote por xo a restricio de x a G. Entao
[xo] € ¥™(G; Z/nZ).

Demonstragio. Pelo teorema 2.1.6, temos que [x| € ¥"(I'; Z/nZ) se e somente se Z/nZ

¢ finitamente apresentavel como ZI',-moédulo e

Tor! ([[(ZTy), Z/nZ) = 0
AEA

para todo 1 < ¢ < m — 1 e para todo conjunto de indices A. Pelo mesmo argumento

do lema 4.1.1, se Z/nZ é finitamente apresentavel como ZI',-médulo, entdo também o é
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como ZG,,-médulo. Agora pela funtorialidade de T'or?5([], ZS, Z/nZ) com respeito a S,
sendo S € {I'y, Gy, }, junto com o fato que I'y, = M x G,,, segue que

Tor? ([ 2Ty, Z/nZ) = 0 = Tor, ([ ZGy,, Z/nZ) = 0,
A A

para todo 1 <1i <m — 1. Entao [xo] € ¥"(G;Z/nZ). O

Veja que o lema acima é uma versao monoidal do lema 4.1.1. Note que a hipé-

tese “x(M) = 07 é essencial para escrevermos I'y, = M x G,,, e isto é o que garante um

X0
boa relagio entre os médulos ZI'y e ZG,, (isto é, a funtorialidade usada acima). Natural-
mente, a continuagao dos argumentos da segdo anterior (o lema 4.1.2; a saber) também
tem a sua versao. Continuaremos denotando por Aug(ZS) o niicleo do homomorfismo de
anéis € : ZS — 7 definido por €(s) = 1 para todo s € S, ainda que S seja s6 um monoide

€ nNao um grupo).
grup

Lema 4.3.3. Sejam m > 1 um inteiro, I' = M x G um grupo finitamente gerado e
X : ' = R um homomorfismo nao nulo tal que x(M) = 0. Denote por xo a restri¢io de x
a G. Entao [x] € ¥™(I'; Z/nZ) se e somente se [xo] € E™(G;Z/nZ) e (Z/nZ)® Aug(ZM)
¢ de tipo F'P,,_y como ZI'\-mddulo.

Demonstracio. E claro que a sequéncia
0 — Aug(Zl'y) - 2ZI'y = Z — 0
é exata, assim como
0— (Z/nZ) ® Aug(Zl'y) — (Z/nZ) @ ZT'y, — Z/nZ — 0,

por argumentos anteriores. Novamente (Z/nZ) @ ZI'y é ZI',-médulo de tipo F'Ps,, entdo
Z/nZ ¢é de tipo FP,, como ZI'\,-médulo se e somente se Z/nZ @ Aug(ZI'y) é de tipo
FP,,_1 como ZI'y-mddulo pelo lema 2.1.8.

Agora considere a seguinte sequéncia exata curta:
0 — ZI', Aug(ZG,,) — Aug(Zl'y) — Aug(ZM) — 0,

sendo o primeiro homomorfismo a inclusdo. Aplicando (Z/nZ)®—, obtemos outra sequén-

cia exata:

0 — ZI'®za,, (Z/nZ)2 Aug(ZG,)) — (Z/nZ)2Aug(Zly) — (Z/nZ)® Aug(ZM) — 0.
(4.3.1)

Se Z/nZ ¢é de tipo F'P,, como ZI',-mdédulo, entdao Z/nZ é de tipo FP,, como
ZG,,-mbdulo pelo lema 4.3.2, e logo Z/nZ @ Aug(ZG,,) é de tipo FP,,_1 como ZG,,-
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moédulo.  Segue que o médulo induzido ZI'y ®zq,, ((Z/nZ) ® Aug(ZG,,)) é de tipo
FP,,_y como ZI'y,-médulo. Além disso, ¢ claro que (Z/nZ) ® Aug(ZI'y) também ¢é de
tipo F'P,_1 como ZI',-médulo, j& que Z/nZ é de tipo F'P,, como ZI',-médulo (isto é,
[x] € ¥™(I';Z/nZ)). Pelo lema 2.1.8 aplicado a sequéncia exata curta (4.3.1), segue que
(Z)nZ) @ Aug(ZM) é de tipo F'P,,_; como ZI'\-mébdulo.

Reciprocamente, se Z/nZ é de tipo F'P,, como ZG,,-médulo e se o ZI',-mbdulo
(Z/nZ) @ Aug(ZM) é de tipo F'P,,_1, entao aplicando o lema 2.1.8 a sequéncia (4.3.1)
obtemos que (Z/nZ) ® Aug(ZI'y) é de tipo F'P,,_; como ZI'y-médulo, e logo Z/nZ é de
tipo F'P,, como ZI',-mdédulo. O

Seja agora I' = C), Ix G finitamente gerado e seja M = ®,cxC,, C I'. Usando
os lemas 2.3.8 e 2.3.9, podemos comecar a estudar as condigbes que sao impostas as
homologias H;(M;Z/nZ) quando supomos [x] € ¥ (I';Z/nZ). Novamente consideramos
primeiramente a homologia de dimensao 1, para usar como base para indugao finita. Mais
uma vez denote 2 = Aug(ZM).

Lema 4.3.4. Sejam I' = C,, \x G um grupo finitamente gerado, M = @,exCp, C T e
X : I' = R um caractere nao nulo com x(M) = 0. Denote ainda xo = Xx|g. Suponha
que Z/nZ seja de tipo F'P,, como ZI'\-mddulo e que H;(M;Z/nZ) seja de tipo FPy,_;_;
como ZG,,-médulo, para todo 1 < j < m — 1. Entdo H\(M;Z/nZ) ~ (Z/nZ) @z S €
de tipo F'P,,_1 como ZG,,-mddulo.

Demonstracao. Basta repetir o argumento do lema 4.1.5, trocando I por I'y e G por G,,.

O tnico cuidado a ser tomado é que se
P> F,—>F 11— .. —>F—Z/nZ)@Q2—=0

é resolugao livre de (Z/nZ) ® 2 como ZI'\-mddulo entdao Z = Z @y & € resolucao livre
de Z ®zum Q como ZG,,-mbdulo, mas isso é garantido pela hipétese x (M) = 0. De fato,
se x|m = 0 entdo I'y, = M x G,,, e logo:

7 @zm 2Ty, ~ ZGy,

e o isomorfismo acima aplicado a somas finitas de copias de ZI'y nos da o que queremos.
]

Proposicao 4.3.5. Sejam I' = C,ix G finitamente gerado,M = GpexC, CTex: ' = R
um caractere nao nulo com x(M) = 0. Denote ainda xo = x|g. Suponha que Z/nZ seja
de tipo F'P,, como ZI'\-médulo. Entao H;(M;Z/nZ) é de tipo FP,,_; como ZG,,-mddulo,
para todo 1 <1 < m.

Demonstrag¢ao. Neste caso basta imitar a demonstracao da proposi¢ao 4.1.6, com I'y no

lugar de I" e G, em vez de G. As observagoes da demonstracao do lema 4.3.4 sobre a
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aplicagao de Z ®zyr — em complexos de ZI'y-mddulos livres continuam pertinentes. Além

disso, no lema 4.1.6 utilizamos um complexo de ZM-mobdulos da forma:
C: ... > LMWZ/nZ)RW;) — ... » ZM(Z/nZ)W1) — (Z/nZ)®Aug(ZM)) — 0.

para estudar ((Z/nZ) @ Aug(ZM)), e naquele caso observamos que a agao de G em W;
comuta com o diferencial de €. Na presente situagao isto deve ser entendido como “os
diferenciais de ¢ sao homomorfismos de ZI',-mdédulos”, isto é, comutam com a acao de

escalares de ZG,, (além de serem homomorfismos de ZM-médulos). O]

Juntando o lema 4.3.2 e a proposi¢ao 4.3.5 obtemos um conjunto de condi-
¢Oes necessdrias para que [x] € X™(C,, Ix G;Z/nZ). Estas sdo, na verdade, condigoes

suficientes, e a demonstracao é consideravelmente mais simples.

Proposicao 4.3.6. Sejam I' = C,, Ix G finitamente gerado, M = @,cxC,, C I e seja
X : ' = R um caractere nao nulo com x(M) = 0. Denote ainda xo = X|c. Suponha que
Z/nZ seja de tipo FP,, como ZG,,-médulo e que H;(M;Z/nZ) seja de tipo FP,,_; como
LGy, -modulo para todo 1 < i < m. Entdo Z/nZ é de tipo F'P,, como ZI'\-mdédulo.

Demonstracio. Considere a resolucao livre . de Z como ZM-mébdulo dada pelo lema
4.1.3:

F . = IMIW; = ZM W,y — ... > ZM @ W, — ZM — 7Z — 0.
Como ja argumentamos anteriormente, o complexo a seguir é também exato:
(Z/nZ) @ F' ... - ZM @ ((Z/nZ) @ W;) — ... » (Z/nZ) @ Aug(ZM) — 0.

Agora (Z/nZ) @ W; ~ H;(M;Z/nZ) é de tipo F'P,,_; como ZG,,-mbdulo para

todo © < m por hipdtese, portanto do lema 2.3.8 temos que o médulo
7T @z ((Z/nZ) @ W;) ~ ZM & ((Z/nZ) @ W;)

¢ de tipo F'P,,_; sobre ZI',, para todo ¢ < m.

Aplicando o lema 2.1.11, temos que (Z/nZ)® Aug(ZM) é de tipo F P,,_; como
ZI'-médulo, e, pelo lema 4.3.3, segue que Z/nZ é de tipo F'P,, como ZI'\-médulo, ja
que Z/nZ é de tipo F'P,, como ZG,,-médulo por hipdtese. ]

Teorema 4.3.7. Seja I' = C,, ix G um produto entrelacado finitamente gerado tal que
Z/nZ é de tipo FP,, como ZI'-mddulo. Sejam ainda M = @pexCp, CT ex : T - R
um caractere ndo nulo com x(M) = 0. Denote xo = Xx|a. Entio [x] € ¥™(I;Z/nZ) se e
somente se [xo| € E™(G;Z/nZ) e H(M;Z/nZ) é de tipo FP,,_; como ZG,,-mddulo para
todo 1 <1 <m.
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Demonstrag¢io. Combine as proposicoes 4.3.5 e 4.3.6. O

Por fim, vamos reinterpretar o teorema acima olhando para os estabilizadores
da agdo de G. Lembramos que, nas notagoes da segao 4.2, H;(M;Z/nZ) ~ Z/nZ & W;,
onde W; é Z-médulo livre com base A; := U, X@%)  Fixamos ainda um conjunto

de representantes das érbitas J; de G em A; U —A;, um representante dos subgrupos

estabilizadores respectivos G ; para cada j € J; e denotamos x;; := X|a, ;-

Teorema 4.3.8. Seja I' = C,, ix G um produto entrelacado finitamente gerado tal que
Z/nZ é de tipo F'P,, como ZI'-mddulo. Sejam ainda M = @,exCp, CT ex:I' = R um
caractere nao nulo com x(M) = 0. Denote xo = Xx|g. Entdo as condigoes a sequir sao

equivalentes:
1. [x] € (I Z/nZ);

2. [xo] € E™(G;Z/nZ) e para quaisquer j € J; e 1 <1 < m, temos que x;; # 0 e
[xij] € X" (G Z/n).

Demonstracao. Nas notagoes acima, temos:
HZ(M, Z/RZ) ~ @jeJiZG ®ZKi»j T;',j,

onde cada K;; contém um subgrupo estabilizador G; ; como subgrupo de indice 1 ou 2 e
T;; ~ Z/nZ como Z-médulo, tendo acao trivial de G, ;.

Agora H;(M;Z/nZ) é finitamente gerado como ZG,,-mbdulo se e somente se
Xi; # 0 para todo j € J;. De fato, se H;(M;Z/nZ) é finitamente gerado como ZG,,-
moédulo, entdao cada componente ZG ®zk,; T;; também o é. Segue que a drbita por
G do elemento w;; € A; U —A; correspondente pode ser gerada um ntmero finito de
G,-Orbitas, isto é:

Gwij = Gyolgr - wiy),
k=1

para certos g € G.

Agora tome g € G tal que x(g9) < x(gx) para todo k. Segue que existem
h € Gy, ek € {1,...r} tais que g - w;; = (hgx) - w;;. Entdo g 'hgy € G;j, com
x(g7thgr) > 0, donde x;; # 0. A reciproca é clara pelo lema 2.3.8.

Assim, em vista dos lemas 2.3.8 e 2.3.9, H;(M;Z/nZ) é de tipo FP,,_; como
ZG-mbdulo se e somente se T; ; (que é isomorfo a Z/nZ) é de tipo F'P,,_; como ZGy, ;-
mdédulo para todo j € J;, isto é, se [y ;] € X" (G, ,; Z/nZ) para todo j € J;. Entao os

enunciados deste teorema e do teorema 4.3.7 sdo equivalentes. O



Capitulo 5
Conclusao

Os resultados expostos nos dois ultimos capitulos nos ajudam a entender os
produtos entrelagados sob o ponto de vista homologico, mas nao fornecem classificagoes
completas. O teorema 3.2.4, por exemplo, nos da condigbes necessarias e suficientes
para que o grupo H lx G seja de tipo F'P,,, mas com restricio ao caso em que H tem
abelianizacao infinita. No caso geral, temos apenas uma condicao suficiente.

Em busca de acabar com tal restrigdo (ou pelo menos diminui-la), estudamos
produtos entrelagados da forma I' = C, 1x G, onde C,, é o grupo ciclico de ordem n.
Aplicando as técnicas do artigo [3]|, obtivemos no capitulo 4 informagoes sobre o tipo
homolégico do ZI'-mdédulo trivial Z/nZ e, a partir disso, pudemos dizer algo sobre grupos
H x G para os quais C,, é retrato de H (ver corolario 4.2.4). Assim, tais resultados
nao completam o teorema 3.2.4, mas nos dao informagoes homoldgicas sobre produtos
entrelacados, ainda que de outra forma.

E possivel, no entanto, que este tipo de andlise seja o maximo que conseguire-
mos neste sentido, isto é, que o estudo da propriedade F'P,, para produtos entrelacados
da forma H x G s6 seja frutifero quando consideramos cada um dos grupos ciclicos (Z ou
Z/nZ) que sao retratos de H. Uma observagao neste sentido foi feita por P. H. Kropholler
e A. Martino [14]. Neste artigo sdo considerados os chamados produtos grafo-entrelacados,
uma classe de grupos que estende a classe dos produtos entrelagados. Precisamente, se
H e G sao grupos e K ¢ um grafo com acao de G, o produto grafo-entrelacado H ¢, G
é definido como o produto semidireto Mg x GG, onde My é o quociente do produto livre
*zev (k) Hy (V(K) é o conjunto de vértices de K) pelo subgrupo normal gerado pelas re-
lagoes do tipo [hy, h,] para quaisquer h, € H, e h, € H, tais que {z,y} é aresta de K.
Novamente a acao de G em My é dada pela permutacao das componentes de H, como
no produto entrelacado. Observe que se K é um grafo no qual cada dois vértices sao
conectados por uma aresta, entao H %, G se reduz a H 1y G, para X = V(K).

No artigo citado [14], Kropholler e Martino estudam as propriedades topoldgi-
cas I, para a classe de grupos definida acima, e obtém condigoes necessarias e suficientes

para que H &, G seja de tipo Fy, no caso em que H tem abelianizagao infinita (obser-
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vamos que o trabalho [14] é posterior ao artigo [3], e inclusive o cita como fonte para os
métodos homolégicos aplicados). Uma das condigoes envolve a propriedade F'P,, para
certos subgrupos estabilizadores relacionados a acdo de G em K. Observa-se, entao, que
¢ plausivel a existéncia de um grupo A, de abelianizagao finita, para o qual H &, G
seja de tipo F,, mas que tais subgrupos estabilizadores satisfagam algum outro tipo de
propriedade homoldgica, como F'P,, sobre um anel do tipo Z/pZ, por exemplo. Encontrar
um exemplo esbarra na dificuldade em se encontrar grupos que sejam de tipo F'P,, sobre
algum anel R # Z, mas nao de tipo F'P,, (sobre Z).

Tais observagoes se estendem ao estudo dos Y-invariantes, no sentido em que
conseguimos entender os invariantes de C, 1x G com coeficientes em Z/nZ, mas nao em Z,

e tal restricdo aparentemente nao pode ser contornada com os métodos aqui utilizados.
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