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Resumo

Neste trabalho estudamos sistemas dinamicos possuindo estruturas Hamiltonianas e reversiveis
(“time-reversible”). O conceito de reversibilidade esta associado a uma involugdo. Inicialmente
discutimos a dinamica de campos vetoriais Hamiltonianos com 2 e 3 graus de liberdade em
torno de um ponto de equilibrio eliptico na presenca de involugoes que preservam a estrutura
simplética. Os principais resultados discutem a existéncia de familias a 1-parametro de solugoes
periddicas terminando em um ponto de equilibrio. As ferramentas utilizadas foram formas
normais de Belitskii e Birkhoff e Redugao de Liapunov-Schmidt. Em seguida consideramos
um caso do problema de 3-corpos restrito em coordenadas de rotacao. Neste caso as primérias
estao movendo em uma Orbita eliptica de colisao. Através do Método da Continuagao de
Poincaré caracterizamos as orbitas periddicas circulares e as simétricas elitpicas do problema

de Kepler que podem ser continuadas a érbitas pseudo periddicas de tal problema.
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Abstract

In this work we study dynamical systems possessing Hamiltonian and time-reversible struc-
tures. The reversibility concept is defined in terms of an involution. Initially we discuss the
dynamics of Hamiltonian vector fields with 2 and 3 degrees of freedom around an elliptic equi-
librium in the presence of an involution which preserves the symplectic structure. The main
results discuss the existence of one-parameter families of reversible periodic solutions termi-
nating at the equilibrium. The main techniques that are used in the proofs are Belitskii and
Birkhoff normal forms and the Liapunov-Schmidt Reduction. Next we consider a case of the
3-body restricted problem in rotating coordinates. In this case the two primaries are moving
in an elliptic collision orbit. By the continuation method of Poincaré we characterize that the
periodic circular orbits and the symmetric periodic elliptic orbits from the Kepler problem
which can be prolonged to pseudo periodic orbits of the planar restricted 3—body problem in

rotating coordinates with the two primaries moving in an elliptic collision orbit.
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Introducao

O estudo geométrico-qualitativo de fluxos em sistemas dinamicos (discretos ou continuos) tem
sido durante décadas objeto de grande interesse em véarios setores da matemética pura e apli-
cada. Hoje em dia esta teoria é acessivel a uma enorme e heterogénea audiéncia em muitos
ramos da ciéncia. Uma area de concentracao de grande interesse situa-se na classificagao de sis-
temas através do seu retrato de fase por equivaléncia orbital ou conjugacao. Dentro desta linha
de pesquisa os seguintes termos se solidificaram dentro do abecedario matematico: estabilida-
de estrutural, genericidade, familias genéricas a k-parametros, bifurcagao, ponto de equilibrio
ressonante, singularidade de codimensao k, érbita peridédica, érbita homoclinica, caos. Tais
termos sao estudados, em geral, em familias de campos vetoriais que podem ou nao preservar
alguma estrutura. Em particular, algumas destas estruturas sao Hamiltoniana, simetrias e

simetrias reversiveis (“time-reversible symmetry”).

Neste trabalho discutiremos sistemas dinamicos com estrutura Hamiltoniana e com simetria
do tipo “time-reversible”, que nos referiremos por simetria reversivel. Consideramos dois
problemas: (i) sistemas dinamicos com 2 e 3 graus de liberdade e (ii) um caso particular do

problema de 3— corpos restrito.

A simetria do tipo reversivel é uma das fundamentais simetrias discutidas na ciéncia natural.
Conseqiientemente, ela surge em muitos sistemas dinamicos fisicos, em particular na mecanica
classica, como no problema de n— corpos, e na mecanica quantica. O conceito de reversibilidade
est4 relacionada com uma involucdo R, isto ¢, uma aplicacao R : RY — R¥ tal que RoR = Id.

Seja X um campo vetorial suave em RY. O campo vetorial X é dito R—reversivel se a seguinte
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relacao esta satisfeita:

X(R(z)) = —DR(z)X (z).

Reversibilidade significa que ¢(¢) é uma solugdo de X se, e somente se, Rp(—t) também é

solucao de X.

Muitos sistemas dinamicos que surgem no contexto das aplicagoes possuem propriedades
estruturais robustas, como por exemplo simetria ou estrutura Hamiltoniana. Sendo assim, para
entender a dinamica de tais sistemas, suas estruturas tém que ser levadas em conta, focalizando
os estudos de fenomenos que sao genéricos dentro do conjunto dos sistemas dinamicos com a
mesma estrutura. Nas ultimas décadas destacou-se um grande interesse nos estudos de sistemas
dindmicos com simetria reversivel (veja [14] e [28]). Recentemente, tem-se dado uma maior
atencao para entender e usar a acao mutua entre as dinamicas e as propriedades de simetria.
Vale a pena mencionar que uma das propriedades caracteristicas de sistemas Hamiltonianos e
reversiveis é que os conjuntos minimais surgem em familias a um parametro. Assim um nimero
natural de perguntas podem ser formuladas: (i) como que ramos de conjuntos minimais iniciam
ou terminam?, (ii) um ramo de conjuntos minimais pode bifurcar de um outro ramo?, (iii) quao
persistentes sao tais ramos quando o sistema original é levemente perturbado? Recentemente,
tem surgido um grande interesse em estudar sistemas dinamicos com simetria reversivel e nos

referimos a [17] para um “survey”em sistemas reversiveis e problemas relacionados.

Em 1895 Liapunov publicou seu celebrado Teorema do Centro, veja [1] pagina 498. Este
teorema, para sistemas Hamiltonianos analiticos com n graus de liberdade, afirma que se as
autofreqiiencias do sistema Hamiltoniano linearizado sao independentes em Z, préximo de um
ponto de equilibiro estavel, entao existem n familias de solugoes peridédicas que preenchem uma
variedade bidimensional suave e tendem ao ponto de equilibrio com periodos limitados. De-
vaney em [10] provou uma versao do Teorema de Centro de Liapunov para sistemas reversiveis.
Recentemente este resultado tem sido generalizado por Golubitsky, Krupa e Lim [11] no caso
reversivel e por Montaldi, Robert and Stweart [22] no caso Hamiltoniano. Lembramos que em

[11] o Teorema de Devaney foi estendido e algumas simetrias extras foram consideradas. Con-
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trastando o método geométrico de Devaney, eles utilizaram a reducao de Liapunov—Schmidt
adaptando uma prova alternativa do Teorema do Centro de Liapunov reversivel dada por Van-
derbauwhede [30]. Em [22] a existéncia de familias de érbitas periédicas em torno de um ponto
equilibrio semi-simples é analisada. Sistemas com simetrias, incluindo simetrias reversiveis,
que sao anti-simpléticas sao estudadas. Seus métodos sao continuagoes do trabalho de Vander-
bauwhede, em [30], onde as familias de solugbes periédicas estao em correspondéncia bijetiva

com as solugoes de um problema variacional.

Na primeira parte deste trabalho consideramos sistemas Hamiltonianos com 2 e 3 graus
de liberdade reversiveis por uma involucao simplética. Para estudar a existéncia de solucoes
periddicas para tais sistemas utilizamos a combinagao da Reducao de Liapunov—Schmidt com
Teoria das Formas Normais. Ressaltamos que nossos resultados focalizam a generalizacao das

familias de Liapunov que surgem em [4].

A Redugao de Liapunov—Schmidt focaliza o estudo local sobre a existéncia de solugoes
periddicas em torno do ponto de equilibrio. Tal método consiste em reduzir o problema de
encontrar solucoes periddicas de um sistema em um espaco de dimensao infinita a resolver
um conjunto de equacoes algébricas em um espaco de dimensao finita. Para isso a ferramenta

principal utilizada é o Teorema da Funcao Implicita.

A Teoria das Formas Normais consiste em encontrar mudancas de coordenadas préximas a

identidade que levam um campo vetorial a uma forma mais “simples”.

Esta combinacao da Reducao de Liapunov—Schmidt com Teoria de Formas Normais para
encontrar solugoes periddicas para sistemas Hamiltonianos também ¢ utilizada por Knobloch
e Vanderbauwhede em [16], Lima em [18], Shih em [25] e Wagenknecht em [31].

Sistemas Hamiltonianos com simetria reversivel surgem com freqiiéncia em sistemas da
Mecanica Celeste. O principal objetivo da Mecanica Celeste classica é o estudo do problema
de n—corpos, que consiste em descrever o movimento de n pontos (corpos) de massa movendo
no espaco Euclidiano 3—dimensional sob a acao mutua de suas forcas gravitacionais. A for-

mulacao do problema de n—corpos surge pela primeira vez em Philosophiae Naturalis Principia
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Mathematica de Newton (1687). E neste trabalho onde as leis da mecanica e as leis de atracio
gravitacional universal permitiu a formulacao do problema de n—corpos como um sistema de

equagoes diferenciais.

Até a publicagao do livro Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste de Poincaré (1899)
as equacoes diferenciais que apareciam nos problemas de Mecanica Celeste eram tratadas do
ponto de vista quantitativo. Poincaré deixou os métodos cléssicos de integracao e quadratura
de lado e comegou a trabalhar com o método qualitativo para dar uma descricao qualitativa
completa das 6rbitas em um espaco de fase (o espago onde as equagoes diferenciais estao
definidas). Podemos dizer que Poincaré iniciou a teoria qualitativa moderna das equagoes dife-
renciais. Uma das ferramentas da teoria qualitativa é conhecida como Método da Continuagao
de Poincaré. Poincaré utilizou este método para provar a existéncia de orbitas periddicas para
o “problema de 3—corpos restrito circular no plano”, veja [27]. Este método foi usado também
por outros autores em diferentes problemas como problema de 3—corpos isdsceles no espaco
(veja [9] e [5]), problema de Sitnikov circular e eliptico (veja [6] e [7]), problema 3—corpos
restrito colinear (veja [8]). Em [21] encontramos uma boa discussdo da aplicabilidade do

Método de Continuacao de Poincaré para diferentes problemas de n—corpos.

O problema de 2—corpos ¢ integravel no sentido classico. Utilizando as integrais primeiras
da energia h e do momento angular ¢, podemos classificar todas as orbitas do problema de
2—corpos da seguinte maneira. Se ¢ # 0, entao o movimento se restringe a um plano e temos:
orbitas circulares ou elipticas quando h < 0; orbitas parabdlicas quando h = 0; e orbitas
hiperbdlicas quando h > 0. Se ¢ = 0, entao o movimento se restringe a uma reta e temos:
orbitas elipticas de colisao quando h < 0, érbitas parabdlicas de colisao quando h = 0 e 6rbitas

hiperbdlicas de colisao quando i > 0.

O problema de n—corpos tem resistido todas as tentativas de ser resolvido; na verdade
acredita-se que o problema nao pode ser integravel no sentido classico, de fato existem resulta-
dos parciais nesta direcao. Muitos tipos especiais de solugoes tém sido encontradas utilizando

distintas técnicas matematicas, mas nao se pode dizer muita coisa com relagao ao comporta-



X1iv

mento das solugoes. O problema de 3—corpos é o mais estudado do problema de n—corpos
e, em particular, casos especiais do problema de 3—corpos, o problema de 3—corpos restrito
(isto é, quando um dos corpos possui massa suficientemente pequena e que sua influéncia sobre
os outros corpos é desprezivel). O estudo dos problemas de 3—corpos restrito é um primeiro

passo para entender as dinamicas do problema de 3—corpos geral.

O problema de 3—corpos restrito consiste em descrever o movimento de uma massa infinite-
simal que se move sob a influéncia da atragao gravitacional de dois corpos, chamados primdrios,
que descrevem uma solugao de um problema de 2—corpos. Podemos classificar os problemas
de 3—corpos dependendo do tipo do movimento das priméarias e da dimensao do espacgo onde a
massa infinitesimal se move. Os dois tipos mais estudados sao o problema de 3—corpos restrito
circular no plano seguido do problema de 3—corpos restrito eliptico no plano. Estes dois tipos
de problema de 3—corpos restrito é de grande interesse na Mecanica Celeste ja que tém muitas
aplicacoes em diferentes tipos de movimentos no sistema solar, no sistema de estrelas binarias,

ete.

Neste trabalho consideramos um caso especial do problema de 3—corpos restrito no plano.
Tal problema consiste de duas primarias com diferentes massas, que satisfazem uma orbita
de colisao eliptica do problema de 2—corpos e a terceira particula com massa infinitesimal
movendo-se no plano que contém a reta de movimento das primérias. Nos referimos a tal

problema como problema de 3—corpos restrito com colisao no plano.

Como usual uma orbita periddica do problema de 3—corpos restrito ¢ uma orbita deste
sistema tal que depois de um tempo 7' (o periodo da drbita) os trés corpos estdo na mesma
posicao com a mesma velocidade. Aqui estudaremos somente a periodicidade com respeito
ao movimento do corpo infinitesimal. Tais tipos de orbitas serdao chamadas drbitas pseudo

periodicas do problema de 3— corpos restrito com colisao no plano.

A principal ferramenta utilizada é o Método de Continuacao de Poincaré para continuar

uma érbita periddica ja conhecida de um sistema de equacoes diferenciais a um parametro.

Agora apresentaremos os conteiidos de cada capitulo e seus principais teoremas.
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Iniciamos o Capitulo 1 introduzindo a terminologia e conceitos basicos para a formulacao
dos nossos resultados. Uma sintese sobre campos vetoriais Hamiltonianos e Reversiveis é
apresentada. Além disso, verificamos que quando estamos trabalhando com uma estrutura
simplética fixada é possivel encontrar “formas normais”para as involucoes simpléticas. Veri-
ficamos que em R® as involucoes simpléticas possuem duas classes que nos interessa, aquelas
cujo conjunto dos pontos fixos tem dimensao 2 (caso 6 : 2) e aquelas cujo conjunto dos pontos
fixos tem dimensao 4 (caso 6:4). Em seguida, encontramos a parte linear dos campos vetori-
ais reversiveis para o caso 6 : 2 e para o caso 6 : 4. Com relagao ao problema de n—corpos
apresentamos as integrais primeiras de tal problema e as solugoes explicitas do problema de
2—corpos. Discutimos o Método de Continuacao de Poincaré que sera utilizado para o estudo
do problema de 3—corpos restrito com colisao no plano.

No Capitulo 2, estabelecemos a forma normal de Belitskii e a forma normal de Birkhoff
para os campos vetoriais estudados no Capitulo 4.

No capitulo 3, apresentamos o método Redugao de Liapunov—Schmidt seguindo [31] com
as necessarias adaptacoes para os casos tratados nesta tese.

No capitulo 4, estudamos os campos vetoriais Hamiltonianos Reversiveis com dois graus de

liberdade e generalizamos alguns resultados apresentados em [4] provando o Teorema:

Teorema A: Existe um conjunto aberto U4° C X° nao vazio tal que
a) Cada elemento X em U° é determinado pelo seu 3—jato;

ui u ili u ra uco iodi vergi
b) cada X € U° possui 0, 2 ou 4 familias a um parametro de solucoes periddicas convergindo
para origem quando o parametro o converge para zero com periodo convergindo para

27 /a onde £ai sdo autovalores da matriz DX (0).

Em seguida, estudamos os campos vetoriais Hamiltonianos Reversiveis com 3 graus de
liberdade e provamos os seguintes teoremas:

Teorema B: Existe um aberto U' C X! nao vazio tal que

a) Cada elemento X em U é determinado pelo seu 2-jato,
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b) para X € U' ndo existem familias a um parametro de solugoes periddicas simétricas
convergindo para o ponto de equilibrio com periodos tendendo a 2w/«, onde « € tal que
+ai sdo o0s autovalores da parte linear do campo vetorial X em U' com multiplicidade

algébrica 2.
Teorema C: Eriste um conjunto aberto U? C X? ndo vazio tal que

a) Cada elemento X em U* é determinado pelo seu 2—jato,

b) cada X € U? possui uma familia a 2—parametros de solucoes periddicas simétricas con-
vergindo para wm ponto de equilibrio com periodos convergindo para 2w/« onde « € tal
que i sao os autovalores da parte linear do campo vetorial X em U? com multiplicidade

algébrica 2.

Para demonstragao de tais Teoremas utilizamos a combinagao, ja comentada, da Reducao

de Liapunov—Schmidt com a Teoria das formas normais.

O Capitulo 5 iniciamos descrevendo as equagoes do movimento do nosso problema. En-
contramos a simetria deste problema e analisamos as érbitas simétrica periddicas elipticas do
problema de Kepler em coordenadas de rotacao que podem ser continuadas a orbitas simétrica
pseudo periddicas do nosso problema em coordenadas de rotacao. O principal resultado é
afirmado utilizando as coordenadas de Delaunay que serao apresentadas no Capitulo 4:
Teorema D: Sejam p e q numeros inteiros primos entre si e T = 2mp/q. Entdo a drbita

eliptica T—periodica simétrica do problema de Kepler em coordenadas de rotacao que satisfaz
1(0) = nym, g(0) =nem, L*(0)=p/q, G(0)= constante, (0.0.1)

pode ser continuada para pequenos valores de p = p(T) > 0 em uma drbita pseudo periddica
S1-simétrica de periodo proximo de 2mp do problema de 3—corpos restrito no plano com colisao
em coordenadas de rotacao.

Em seguida caracterizamos as érbitas periddicas circulares do problema de Kepler em coor-
denadas de rotacao que podem ser continuadas a orbitas pseudo periddicas do nosso problema.

O principal resultado:
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Teorema E: Seja Ty o periodo de uma orbita circular periddica do problema de Kepler em
coordenadas de rotacdo. Se 2w /Ty € (1 —1/v/8,14+v/8)\ {1}, entdo para u = pu(Ty) suficiente-
mente pequeno existe uma solu¢ao pseudo periddica do problema de 3—corpos restrito no plano
com colisao em coordenadas de rotagao com periodo T(u) que tende a uma drbita periddica

circular do problema de Kepler em coordenadas de rotagao com periodo Ty quando p tende a

0.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduzimos algumas defini¢oes e alguns resultados ja conhecidos com relacao
a sistemas Hamiltonianos e Reversiveis. Além disso, apresentamos algumas notagoes e nogoes

necessarias para o estudo do problema de 3—corpos.

Iniciamos introduzindo a nogao de espaco linear simplético. Sendo assim fixamos uma
estrutura simplética para o espaco em que vamos trabalhar e apresentamos a definicao de

campo vetorial com estrutura Hamiltoniana.

1.1 Espaco linear simplético

Nesta secao queremos apresentar o Teorema de Darboux. Iniciamos com algumas definigoes
utilizando como referéncias os livros [1] e [13].

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo I onde F = R ou C.

Uma forma bilinear é uma aplicagao B : V x V — I que é linear em ambas coordenadas.
Uma forma bilinear é anti—simétrica ou alternada se B(u,v) = —B(v, u) para todo u,v € V.
Uma forma bilinear é ndo-degenerada se B(u,v) = 0 para todo u € V implica v = 0.

Um exemplo de uma forma bilinear alternada em F™ ¢ B(u,v) = u’Sv onde S é uma

matriz m x m anti-simétrica, ou seja, ST = —S e u,v € F™.



Um espago linear simplético é um par (V,w) onde V é um espago vetorial 2n—dimensional

sobre o corpo F e w é uma forma bilinear alternada nao—degenerada em V.

Uma base simplética para o espago linear simplético (V,w) é uma base C' = {vy,...,v9,}
para V tal que w(v;,vj) = Jij e J = (Ji;), 1,5 =1,...,n. Ouseja, J é a matriz dos coeficientes
de w na base C.

Seja @ um aberto do espacgo vetorial de dimensao finita V. Seja p € O e considere F' uma
forma bilinear alternada no espago tangente 7,,(Q), ou seja, uma 2-forma. Tomamos V = R?",
Dizemos que F' é nao-degenerada se F" = F A --- N F (n vezes) é diferente de zero. Além
disso, F' é fechada se dF' = 0. Uma estrutura simplética em O é uma 2-forma nao-degenerada

fechada. A estrutura simplética padrao em R?" é dada por

n
Q=) d" N2,
i=1

onde z = (z1,...,2?") € R?™. A matriz dos coeficientes de ) é dado pela matriz cuja diagonal
possui n matrizes 2 x 2 da forma 0! . Para o caso em que n = 3 a matriz J ¢ dada
o -1 0
0 1 0 0 0 O
-10 0 0 0 O
J = Coo oo (1.1.1)
0 0 -1 0 0 O
0O 0 0 0 0 1
0 0 0 0 —-120

O Teorema a seguir garante que é sempre possivel considerar a estrutura simplética padrao

2 na vizinhanga da origem.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Darbouz) Se F' é uma estrutura simplética em uma vizinhanga
da origem em R2?", entdo existe um sistema de coordenadas z tal que F neste sistema € a

estrutura simplética padrao ).

Dem: Ver [1].



1.2 Campos vetoriais Hamiltonianos
Consideramos o germe da funcao suave

H:R*™ 0—R,O0.

Consideramos o sistema de coordenadas (x1,¥1, ..., Zn,y,) em R?". Tomamos a 2-forma
nao degenerada w = dxy A dy; + dxy Adys + - - - + dx,, A dy,, ou seja, a 2-forma padrao do R?".

Assim, a matriz associada a essa forma é a matriz J cuja diagonal possui n matrizes 2 x 2 da
0 1

-1 0
O campo vetorial dado por:

forma

x = JVH(x), onde, x = (z1,Y1,---,Tn,Yn) (1.2.2)
ou em coordenadas,

. OH
Tr; = y

dyi

1=1,---,n,

. OH
y’l - 81'17

é um campo vetorial Hamziltoniano, denotado por

oy — QoM oH _OH
* nvyn - aylu 8x17"'7ayn7 axna

XH(37173/17--

associado a fun¢do Hamiltoniana H. Dizemos que o sistema (1.2.2) é um sistema Hamiltoniano

com n graus de liberdade.

Neste trabalho estudamos sistemas Hamiltoniano com 2 ou 3 graus de liberdade.



Por exemplo, para n = 3 o sistema (1.2.2) é dado por:

01 0 0 0 0

: OH

I 8_:51
-1 0 0 0 0 0

_ 0 0 01 0 0 .
0 0 -1 0 0 0

Tg o
0O 0 0 0 0 1 e

s fa
0 0 0 0 —1 0 s

com H : R 0 — R um germe de funcao suave.
Os sistemas Hamiltonianos que trabalharemos satisfazem a estrutura de reversibilidade

também. O conceito de reversibilidade esta ligada a nogao de involucao.

1.3 Campos vetoriais reversiveis
Seja

t=X(x), v €R™ (1.3.3)
um campo vetorial C'*°.

Definicao 1.3.1 Um germe de difeomorfismo de classe C*, k > 1, R : R™,0 — R™,0, ¢

chamado uwma involugao se satisfaz Ro R = Id, onde Id é a matriz identidade do R™.

No que segue, consideramos w uma estrutura simplética fixada em R™, entdao m = 2n (veja

[1]). Pelo Teorema de Darboux podemos considerar w a estrutura simplética padrao do R?".
Definicao 1.3.2 Uma involugio R € dita simplética se satisfaz
w(dRy(vp), dRy(wp)) = w(vp, wp).
Dada uma involugao R linear, pela Defini¢ao 1.3.2, w(Rv, Rw) = w(v,w) < (Rv)T JRw =

vIJw & vTRTJRw = v Jw < RTJR = J, onde J é a matriz associada a 2-forma padrao w

do R?" e RT é a matriz transposta de R.

Neste trabalho, consideramos as involugoes R € C'°.



Definicao 1.3.3 Dada uma involucio R : R™,0 — R™, 0, dizemos que o campo vetorial

(1.3.3) sobre o R™ € R-reversivel (ou simplesmente reversivel) se

X(R(x)) = —DR(z)X (x).
Definicoes 1.3.4 e Uma 6rbita v por xo € R™ é dada por
v =7(x0) = {z € R™;2 = p4(20), t € R},
onde p; € o fluxo de X.

e Um ponto de equilibrio xy € R™ de X ¢é dito simétrico se ele pertence ao conjunto

Fix(R) = {x € R™; R(x) = x}.
e Uma orbita v de um campo vetorial X € dita R—simétrica se R aplica v nela mesma, ou
seja, R(x) = 7.
Consideramos o conjunto de campos vetoriais
Xf(m)={X: X € C™ e R — reversivel sobre R}
gerado pela topologia C™ (veja [3]).

A seguir apresentamos algumas propriedades de campos vetoriais reversiveis. Seja X €

XR(m):

Propriedades 1.3.5 1. A nwvolucdo R aplica orbitas do fluzo ¢, em orbitas do mesmo

fluxo invertendo a dire¢cao do tempo;
2. Se ¢ denota um fluro associado a X entao temos que: ¢y 0o R = Ro ¢p_y;

3. Uma drbita periddica simétrica intercepta Fix(R) em precisamente dois pontos, digamos,
o = x(0) e 1 := ¢r/2(w0). De fato, tomando x(t) uma orbita T -periodica simétrica do

sistema & = X (x),

Ry = 29 = ¢r(20) = ¢_ro R(zg) = ¢_1 o ¢r(wo) =



/\/q
R(p)\/\ 0 M 1
R(q)

Figura 1.1: Retrato de fase de um campo reversivel

Ro ¢g($o) =" ¢7g © ¢T(9€0) = ¢g(l’o);

* propriedade anterior. Além disso, suponha que eziste y = ¢,(xy) € FixR, entdo

Ro-(70) = ¢-(20) = ¢ (Rx0) = ¢ (20) =

nT’
Onr(T0) = To = Por(T0) = T = o
Exemplo 1.3.6 Um exemplo de reversibilidade é dado pelos sistemas de equacoes diferenciais
ordindrias de sequnda ordem

i+ g(u,u) = 0 € RV?

com g(u,p) par na varidvel p. Reescrevendo este sistema como um sistema de primeira ordem
para x = (u,v) € R™ com X (u,v) := (v, —g(u,v)), temos um sistema reversivel pela involu¢ao

R(u,v) := (u,—v). Em particular, o eizo u € o Fix(R) e o eizo v € o Fix(—R).



1.4 Forma normal para involucoes em R’

Seja R um difeomorfismo involutivo de R™ em R™. Consideramos a seguinte mudanca de

coordenadas ¢ = I + DR(0)R. Note que

(0R)(z) = ¢(R(z)) = (I + DR(0)R)(R(x))
R(x) + DR(0)RR(z) = R(x) + DR(0)x
— DR(0)(z + DR(0)Rz) = DR(0)¢x
= (DR(0)¢)(x),
ou seja,

dRo™ = DR(0)

e portanto R é conjugada por ¢ a sua parte linear DR(0). Com isso, a menos de conjugacao,

podemos assumir R como uma involugao linear.

A proposicao a seguir nos apresenta uma forma normal para involugoes simpléticas.

Proposicao 1.4.1 Fizada uma estrutura simplética w em RS e dada uma involucao simplética
R, por uma mudanga de coordenadas simplética, R é simpleticamente conjugada a uma das

sequintes formas:
1. Ro(z1,91, %2, Y2, T3,Y3) = (X1, Y1, T2, Y2, —T3, —Y3);
2. Ro(x1,y1, %2, Y2, T3, y3) = (21, Y1, — T2, —Y2, —T3, —Y3);
3. Ry = Id;

/. Ry =—Id; .

Observagao 1.4.2 Pelo Lema 1.4.5, apresentado a sequir, temos que os subespagos Fix(R) e

Fix(—R) sao subespagos simpléticos, logo, suas dimensoes sao pares. (Veja [1] ou [13])

Os dois lemas a seguir serao utilizados na demonstragao da Proposicao 1.4.1.



Lema 1.4.3 Se R é uma involugdo simplética linear, entdo temos que R** = Fix(R)®Fix(—R)

e w(Fix(R), Fix(—R)) = 0.

Dem: Para todo u € R?*", podemos escrever u = ((u+ R(u))/2) + ((u — R(u))/2), onde
(u+ R(u))/2 € Fix(R), (u — R(u))/2 € Fix(—R). Além disso, se u € Fix(R) NFix(—R), entao
utu = R(u)+(—R(u)) = 0, ou seja Fix(R)NFix(—R) = {0}. Logo, R* = Fix(R) ®Fix(—R).
Agora, tomamos u € Fix(R) e v € Fix(—R) e temos que w(u,v) = w(R(u), —R(v)). Usamos
o fato de que R é simplética e linear. Assim w(R(u), R(v)) = w(u,v). Com isso, —w(u,v) =

w(u,v) e w(Fix(R), Fix(—R)) = 0. -

Definigao 1.4.4 Dizemos que um subespaco U C R?*" ¢ simplético se w € nao-degenerada em

U.

Lema 1.4.5 Se R € uma involugcdo simplética linear, entdo os conjuntos Fix(R) e Fix(—R)

sao subespacos simpléticos.

Dem: Tomamos u € Fix(R), u # 0, tal que w(u,Fix(R)) = 0. Pelo lema anterior
temos que w(u, Fix(—R)) = 0. Ainda pelo lema anterior, (R® = Fix(R) & Fix(—R)) temos
que w(u, R®) = 0 e assim w é degenerada em R®, que ¢ falso. Assim Fix(R) é um subespago
simplético do R%. A demonstragdo ¢ andloga para Fix(—R). -
Dem: (Proposicao 1.4.1) Seja R : R® — R® uma involucao linear e w uma estrutura
simplética fixada. Pelo Lema 1.4.3, R® = Fix(R) & Fix(—R). Além disso, Fix(R) é um
subespaco simplético, logo dim(Fix(R)) = 0,2,4 ou 6.

e se dimFix(R) = 0, entdo dimFix(—R) = 6 e como (Fix(—R),w) é um subespago
simplético temos pelo teorema de Darboux existe uma base simplética {vy,...,vs} para

Fix(—R) e assim para R® tal que a matriz dos coeficientes de w em R° é J e Ry serd —Id;

e se dimFix(R) = 6, analogamente ao item anterior podemos encontrar um sistema de

coordenadas tal que Ry = Id;



e Suponhamos que dim Fix(R) = 4, entdo dim Fix(—R) = 2. Pelo Lema 1.4.5 temos que
os subespagos Fix(R) e Fix(—R) sao simpléticos. Pelo Teorema de Darboux temos que
existe uma base simplética {eq, e, e3,e4} para Fix(R) tal que a matriz dos coeficientes

de w restrito ao Fix(R) é dado pela matriz

(a]
o o o =
o O
o = O O

-1
Novamente pelo Teorema de Darboux, temos que existe uma base simplética {fi, fo}

para Fix(—R) e matriz dos coeficientes de w restrito ao Fix(—R) é dado pela matriz
0

-1 0

matriz dos coeficientes de w na base 3 = {ey, €2, €3, €4, f1, fo} ¢ J em R® e

. Além disso, temos pelo Lema 1.4.3 que w(Fix(R), Fix(—R)) = 0 ¢ entao a

1 00 0 O 0

01 00 O 0

0010 O 0
[R]ﬁ—Ro—

0001 O 0

0000 -1 0

0000 O 1

e Analogamente ao item anterior, se dim Fix(R) = 2, temos que existe uma base simplética

para RS tal que a matriz dos coeficientes de w é J e a involucao R nesta base é dada por

10 0 0 0 O

o1 0 0 0 O

00 -1 0 0 O
Ry =

o0 0 -1 0 O

o0 0 0 -1 0

o0 0o 0 0 -1
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Ressaltamos que um resultado andlogo & Proposicao 1.4.1 vale para o R?".

Lema 1.4.6 Seja X um campo vetorial R-reversivel, isto é, X(R(x)) = —DR,.X(x). Seja
ainda, ® uma mudanca de coordenadas diferencidvel. Entdo o campo X=DPoXod !¢

S-reversivel onde S = ® o Ro d~ 1.

Dem:

DSoX =D@oRod )oDPoXod !
=D®PoDRoDP toDPoXod!
=DPoDRoX od!
=-—DPoXoRod!
= - DbPoXobod loRod'=—-XoS
u
Estamos interessados em estudar o comportamento qualitativo dos sistemas Hamiltonianos
R-reversiveis no RS, Pela Proposicao 1.4.1 e pelo Lema 1.4.6 é suficiente estudar os sistemas

reversiveis pelas involugoes dadas na Proposi¢ao 1.4.1.

Denotamos as involugoes 1) e 2) da Proposigao 1.4.1 por:

10 0 0 0 0
01 0 0 0 0
00 -1 0 0 0
Ry = (1.4.4)
00 0 -1 0 0
00 0 0 —1 0
00 0 0 0 -1
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Ry

(1.4.5)

o o o O
o o o o o

-1

o O o o O

o O o o ~ O
o O O = O O
o O = O O o

0 -1
Como a dim Fix(R;) = 2, distinguiremos este caso como o caso 6 : 2 e como dim Fix(Rs) =

4,0 caso 6 : 4.

O caso em que dim Fix(R) = 0 é muito degenerado e apenas faremos um breve comentério

acompanhado de um exemplo em R%.

Notamos que as involugoes R; e R, sao simpléticas, ou seja, J.[R; — RjT.J =0paraj=1,2.

1.5 Parte linear dos campos vetoriais j—reversiveis no
R6

Denotamos o espago de todos os campos vetoriais Hamiltonianos, Xy, R;—reversiveis em RS,
j = 1,2, com 3 graus de liberdade por X’ := X% (6), onde R; é dada por (1.4.4) e Ry por
(1.4.5).

Fixamos o sistema de coordenadas (z1,y1, T2, ¥2, T3, y3) € R. Consideramos X7 munido da

topologia C'*°.

Para encontrar a forma da parte linear do campo vetorial X, focalizamos o jato de ordem

2 J?*H;(0) da fungao Hamiltoniana H;. Sendo assim definimos

_ 2 2
Hi(z1,11, %2, Y2, %3,Y3) = o127 + Q0211 + Qo3T1T2 + GoaZ1Ye + osT123 + GoeZ1Y3 + aoryi+
2
osY1T2 + Aoo¥1Y2 + A10Y1T3 + A11Y1Y3 + Q1225 + A13T2Y2 + Q14223+

a15T2Y3 + amyg + a17Y23 + a18Y2Y3 + a19x§ + ag0r3y3 + a21y32, +t.0.a.,
(1.5.6)
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onde t.o.a significa termos de ordem alta.

A relagao entre um campo vetorial R-reversivel e uma funcao Hamiltoniana é dada pelo

Lema 1.5.1.

Lema 1.5.1 Seja R uma involugdo linear simplética em R?™. Um campo de vetores Hamilto-
niano de classe C* Xy é R-reversivel se, e somente se, a funcio Hamiltoniana H é R-anti—

mvariante, ou seja, Ho R = —H.

Dem: Xpu é R-reversivel se, e somente se, Xy (R(x)) = —R(Xg(z)) para todo = €
R*". Logo, w(Xg(R(z)), R(y)) = —w(R(Xu(z)), R(y)) para todo z,y € R**. Por hipétese,
R é simplética. Assim, w(Xg(R(7)),R(y)) = —w(Xg(z),y) para todo z,y € R?", isto &,
—dH,(y) = dHp@) (R(y)) = d(H o R),(y) para todo z,y € R*". Isto é equivalente a H o R =
_H. .

Encontraremos a seguir a parte linear dos campos vetoriais Hamiltonianos R;-reversiveis;

j=12

1.5.1 Caso 6:2

Pela Proposicao 1.4.1, a involugao para este caso é:

10 0 0 O O

01 0 0 0 O

00 -1 0 0 O
R1 -

00 0 -1 0 O

o0 0 0 -1 0

00 0 0 0 -1

Pelo Lema 1.5.1, a fungdo Hamiltoniana geral (1.5.6) é dada por

Hy = apzz122+a0421Y2+ 052123+ 06 T1Y3+AosY1 Ta+aooy1 Y2 +a10T3y1 +anyiys+t.o.a., (1.5.7)
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com apg, Ao, Aos, Aog, Aos, Aoy, A10, a11 € R. Para simplificar a notagao vamos trocar ags, aos, ags,

aos, Aos, Gog, d10, A11 POT a, b, ¢, d, —e, —f, —g, —h respectivamente. Com isso, a parte linear

do campo vetorial associado a fun¢ao Hamiltoniana Hy, Xy, , é dada pela matriz

0 0 a

0 0 e

—f b 0
Al = l))(H1 (O) -

e —a O

—h d 0

g —c 0

C

o O O O = <o
S O o0 o©O = o«

g
0
0
0
0

Os autovalores de A; sao {0,0, £v/be — af + dg — ch, ++/be — af + dg — ch}.

Vamos nos restringir ao caso

be —af +dg—ch <O.

(1.5.8)

Quando be — af + dg — ch > 0, observamos que os autovalores da parte linear de X, sao

reais e a origem é um ponto de equilibrio do tipo hiperbédlico. Estamos interessados em pontos

de equilibrio do tipo eliptico.

Usaremos a forma candnica de Jordan de A;. Assim estamos, por enquanto, fora da estru-

tura simplética original.

Chamando a = \/—be + af — dg + ch, a matriz que transforma A; na sua forma candnica

de Jordan é

—d
0 0 dg—ch
—f
0 0 dg—ch
df —bh cf—bg 0
Pl _ be—af be—af

—de+ah —ce+tag
be—af be—af

0
0 1 0
1 0 0

«

(67

0

0

—df+bh
dg—ch
de—ah
dg—ch

0
1

—c
dg—ch
-9
dg—ch

—cf+bg
dg—ch
ce—ag
dg—ch

, (1.5.9)
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onde supomos que dg — ch # 0 e be — af # 0. Assim,

00 0 0 0 O
00 0 0 0 O
o 00 0 a 0 0
Alzpl .Al.Plz )
00 —a 0 0 O
00 0 0 0 «
00 0 0 —«a

onde P! é a matriz inversa de P.
Como aplicamos uma transformacao junto ao campo, o mesmo faremos para a involugao

que estamos considerando:

-1 0 0 0 0 0

0O -1 0 0 0 0
S~ 00 1 0 0 0
R1:P1 .Rl.Plz

0O 0 0 -1 0 0

0O 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 -1

Assim, no caso 6 : 2, trabalharemos com a parte linear do campo dada pela forma canonica

real de Jordan A; e com a involucao Rj.

1.5.2 Caso 6:4

Procedemos de maneira analoga ao caso anterior. A involucao é

—_

Ry =

o o o O
o o o o o

o O o o O

o o o o = O
o o o = o O
o o = O o o
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e a funcao Hamiltoniana neste caso é da forma:

Hy = ap50123+0140223+ 010031 +01703Y2+ 06 T1Y3+015T2Y3 +a11Y1Y3+a18Y2ys+t.0.a. (1.5.10)

Entao, a parte linear do campo vetorial Hamiltoniano Xy, ¢ dado por:

0 0 0 0 a0

0O 0 0 0 ¢ d

0 0 0 0 e f
Ay = DXy, (0) =

0O 0 0 0 g h

—d b —h f 00

c —a g —e 0 0

Novamente, mudamos a notagao e os autovalores de Ay sao {0, 0, £v/bc —ad + fg — eh,

+vbc —ad + fg — eh}.

Consideramos o caso em que

bc —ad+ fg —eh < 0. (1.5.11)

Tomando oo = v/—bc + ad — fg + eh com bc—ad # 0 e considerando a matriz transformacao

be—af —bg+ah —b —a
bc—ad bcgfad 0 o 0 o
de—c —dg-+ch —d —c
bcfafl‘ bcgad 0 o 0 o
0 1 0 =L o =
P2: «@ «
1 0 0 =to0 =2
0 0 0O 0 1 0
0 0 1 0 0 0
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a forma canonica de Jordan real de A, é dada por:

00 0 0 0 O

00 0 O 0 O

~ . 00 0 o 0 O
A2:P2 .AQ.PQZ

00—« 0 0 0

00 0 0 0 «

00 0 0 —«

Além disso, a involucao Ry fica da forma:

10 0 0 0 O

01 0 0 0 O

~ . 00 -1 0 0 O
R2:P2 .RQ.PQZ

00 0 1 0 O

00 0 0 —-10

00 0 0 0 1

1.6 Meétodo da Continuacao de Poincaré

O método de continuacao, devido a Poincaré [23], é uma das técnicas utilizada com maior
freqiiéncia para provar a existéncia de érbitas periddicas. A idéia geral do método da con-
tinuacao de Poincaré é usar uma solucao periddica conhecida e, por pequenas variacoes nos
parametros e nas condi¢oes iniciais, continuar esta solu¢ao a uma outra solugao periddica.
Usualmente o método de continuacao é aplicado em sistemas analiticos de equagoes dife-

renciais. Iniciamos apresentando algumas propriedades deste tipo de sistema.

Consideramos o sistema de equagoes diferencias de primeira ordem

Tp = felt,x,p), k=1,...,n, (1.6.12)
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com (t,x) = (t,x1,...,7,) € D onde D é um aberto conexo do R"*! 11 € G C R onde G é um
intervalode Re fp, : D xG — Rparak =1,...,n. As varidveis ¢, X e u denotam o tempo, as

coordenadas do espaco de fase e o parametro do sistema diferencial, respectivamente.

Se as funcgoes fj sao continuas e satisfazem a condig¢ao de Lipschitz em D independente de
t, entao o Teorema da Existéncia e Unicidade de solucoes de sistemas de equacoes diferenci-

ais ordindrias e o Teorema da Dependéncia Continua de solu¢des com respeito ao parametro

0

2) € D e p € (G, existe uma tunica solucao

garantem que para cada (tg,xo) = (to,29,...,x
x(t; tg, Xo, 1) do sistema (1.6.12) tal que x(to; to, X0, ) = Xo, iSto é, existe uma unica solucao
do sistema (1.6.12) passando pelo ponto (tp,xg). Mais ainda, esta solu¢do é uma fungao

continua de (¢, ty, Xo, 1) no seu dominio de definigao.

Assumimos que o lado direito das equagdes diferenciais de (1.6.12) sao fungoes periddicas
em t. Se tais funcoes sao peridédicas com periodo minimal 7', entao as solugoes periddicas deste
sistema devem ter um periodo multiplo de T

Denotamos por x(t; xg, f4) a solucao de (1.6.12) satisfazendo as condigoes iniciais x(0; 0, Xo, 1)

= X, isto é, to = 0.

A solucao x(t;xg, ) é uma solugdo periédica de (1.6.12) com periodo (minimal) 7 > 0 se
x(t 4 7;Xq, 1) = x(t; X0, ) para todo t € R. Assim, a condigdo necessaria e suficiente para que

uma solugao x(t; Xg, 1) de (1.6.12) seja uma solugao periédica com periodo 7 é

x(0;x0, 1) = x(75 %0, 11)- (1.6.13)

Seja x*(t; x5, 1) uma solucao periddica de (1.6.12) conhecida com periodo 7% > 0, que néo
¢ um ponto de equilibrio. O método de continuagao consiste em encontrar valores 7, xo e

*

proximos de 7, x5 e p* tal que x(¢;Xo, 1) é uma solugao periédica de (1.6.12) com periodo
7 > 0. Se estes valores podem ser encontrados, entao dizemos que a solugao x*(¢; x, 1*) pode

ser continuada.

Definimos
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(7, %0, 1) = 21(T5%0, 1) — 20, L k=1,...,n.
Pela condigao necesséria e suficiente (1.6.13), temos que x(t; X, 1) ¢ uma solugdo 7-periddica

do sistema (1.6.12) se, e somente se, T, X, e p satisfazem as n equagoes
Ur(T,x0, 1) =0, k=1,...,n. (1.6.14)

Logo, para continuar uma solugao peridédica x*(t; x5, *) é suficiente encontrar solu¢ao do

sistema (1.6.14) préxima da solugao conhecida 7%, x§ e p*.

Proposicao 1.6.1 Assumimos que (1.6.12) é um sistema periddico. Seja x(t;x5, u*) uma

solugao periddica conhecida de (1.6.12) com periodo 7 > 0. Se

awl (T*7 X, :u) . 81/}1 (T*7 X0, N)
029 929
det : - : £0, (1.6.15)
awn(7*7 X, :u) . awn(T*v X0, M) .
0z 0z9 H=H

_ *
entao para cada i em uma vizinhanga suficientemente pequena de p* existe uma unica fun¢ao

Xo(p) tal que x(t;x0(p), 1) € uma solug¢ao T —periddica de (1.6.12).

Dem: Segue diretamente do Teorema da Fungao Implicita. -

1.7 Problema de n—Corpos

O problema de n—corpos foi primeiramente formulado por Newton. Este consiste em descrever
o movimento de n—massas puntuais que movem no espaco Euclidiano tridimensional sob suas
atracoes gravitacionais Newtonianas mutuas.

Relembramos as trés Leis de Newton da Dinamica:

e 12 Lei ou Lei da Inércia: Um corpo permanece em estado de movimento retilineo e

uniforme a menos que sofra a acao de uma forca;
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e 22 Lei: A acao de uma forca sobre um corpo é a taxa de variacao de seu momento linear

dp

F=—;
dt’

no caso em que a particula tem massa m > 0 e velocidade v, tem-se p = mv e a 2* Lei

fica F = ma, onde a é a aceleragao;

e 32 Lei ou Lei da acao e reacao: Se um corpo exerce uma forca sobre um outro,
este também exerce uma forca sobre o primeiro, de mesma intensidade mas com sentido

contrario.

Uma outra Lei da Fisica Newtoniana é:

e Lei da gravitacao universal: a forca de atragao gravitacional entre quaisquer duas

particulas de massas m e M, a uma distancia r > 0 entre si, tem intensidade

onde G é a constante de gravitagao universal.

Seja q; € R3 o vetor posi¢do da particula ¢ com respeito a um sistema de coordenadas
inercial, e seja m; > 0 a sua massa. Pela lei da gravitacao universal, a forca de atracao de m;

em m;, F;;, ¢ dada por:

mym;
Fij=Gr——=(q; — a;),
T ey il
onde || - || denota a norma Euclidiana em R3.

Pela 2% Lei de Newton, as equagoes do movimento do problema de N—corpos sao:

— G

A
—ql]®

m;q; = GZ MM ———— || U 75 (1.7.16)

onde os pontos significam derivadas com relagao ao tempo ¢ e * no sinal de somatorio indica

que o termo ¢ = j ¢ omitido.
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E conveniente reformular o problema introduzindo a chamada funcao energia potencial

(gravitacional) do sistema:

U: R"\A — (0,00)

q = U(d) = -G icicjan Ta—al
j i

m;m;
onde A =, <, Aij com

Aj={a=(a,...,q,) ER™ : q; = q;}.

O sistema (1.7.16) pode ser reescrito da forma

(9U( ) 8U( ) oU
dqin d ’3%2 d ’a%s

m;Q; = —Vq,U(q) = —Uq, = —( (q)), i=1,...,n. (1.7.17)

Reduzimos o sistema (1.7.16) a um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem
no espaco R\ A. Uma solugdo completa deste sistema exige 6n — 1 integrais primeiras
independentes do tempo. E razoével que para n > 2 nao exista todas estas integrais. Contudo,
conhecemos dez integrais para o sistema, as integrais classicas detalhadas a seguir.

As 6 integrais primeiras do centro de massa

O centro de massa dos n corpos no sistema (1.7.16) ¢ dado por

1 n
onde M =37 m;.

Somando as n equagoes de (1.7.16) obtemos
> myd, =0.
i=1

Integrando duas vezes temos

> mig,=a (1.7.19)
=1
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E m;q; = at + b, (1.7.20)
i=1
onde a e b sdo vetores constantes.

Pelas equagoes (1.7.18), (1.7.19) e (1.7.20) temos

R = (at + b)/M (1.7.21)

R =a/M. (1.7.22)

As equagbes (1.7.21) e (1.7.22) afirmam que o centro de massa move, com relacdo ao
sistema de coordenadas inercial, em uma reta e com velocidade constante. Uma vez que o
centro de massa tem movimento retilineo e uniforme, entao o referencial do centro de massa é

um referencial inercial, e portanto no qual valem as Leis de Newton.

Considerando as posicoes das particulas em relacao ao centro de massa,
!/
q; =q, — R,

segue que as equagoes do movimento (1.7.16) tém a mesma forma quando escrita em termos
dos vetores ¢; quanto em termos dos vetores q;, jA que R = 0. Assim, podemos supor que os

vetores a e b sao iguais a zero, ou seja, R = 0. Entao temos 6 integrais primeiras:

i m'LQz = 07
i=1
i=1

que sao conhecidas como as integrais primeiras do centro de massa.
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As 3 integrais primeiras do momento angular

Considerando o produto vetorial (x) da equagao (1.7.16) por q;, @ = 1,...,n, somando e

integrando obtemos
n
Z miq; X q; = ¢,
i=1

onde ¢ é um vetor constante. Assim temos outras 3 integrais primeiras conhecidas como

integrais primeiras do momento angular.

A integral primeira da energia

Consideramos o produto escalar da equagao (1.7.17) por g;, somamos as n equagoes resultantes
e integramos entao obtemos

5> i d - ) D) DL )
i=1

21]1||q] q’LH

ou seja,

T+U=h, (1.7.23)

1
onde T' = 3 Soromi |l q; ||* é a energia cinética dos n corpos do sistema (1.7.16) e h é uma

constante. A integral (1.7.23) é conhecida como integral primeira da energia.

1.8 O problema de 2—corpos

O problema de 2—corpos, inicialmente afirmado e resolvido por Newton, diz: “Dadas as posigoes
e velocidades iniciais de duas particulas, cujas massas sao conhecidas, que se movem segundo
suas forcas gravitacionais mutuas, calcular suas posicoes e velocidades em qualquer outro

tempo”.

Um fato importante relacionado com o problema de 2—corpos é que uma grande variedade
de problemas de movimento orbital podem ser tratados como aproximacoes do problema de

2—corpos.
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Utilizando as integrais classicas, o problema de n—corpos com n = 2 é integravel e suas
solugbes podem ser encontradas facilmente em qualquer livro de Mecanica Celeste (veja por

exemplo [24] e [5]).

Inicialmente apresentamos as equagoes do movimento do problema de 2—corpos e sua
reducao ao problema de Kepler. Encontramos as solucoes do problema de Kepler. Finalizare-
mos com uma analise de um tipo particular de solucoes do problema de Kepler, as solucoes
elipticas, e apresentaremos a relacao entre as 6rbitas do problema de 2—corpos e as do problema

de Kepler.

Sejam P; e P, duas particulas com massas m; e msy respectivamente, que se movem no
espaco tridimensional sob suas atracoes gravitacionas Newtonianas mutuas. Sejam ri e ro
seus vetores posicao em um sistema de coordenadas inercial. O problema de 2—corpos consiste
em descrever o movimento destas duas particulas. Pela equacao (1.7.16), as equagoes do

movimento do problema de dois corpos sao

f‘l = Gmg—rQ —n 3
T2 — 14
—r
f‘Q = Gmlrl—23
[Ty — 2
Subtraindo estas duas equagoes obtemos
d2 o — I
—(ry — =—-G —_— 1.8.24
di2 (rz — 1) (ma +m2)||r2 e ( )
Tomamos r =1y —ry, 7 =| v || e u = G(my + my), entdo (1.8.24) fica
. r

Esta equacao é conhecida como problema de Kepler. Suas solugoes dao o movimento da
particula P, com relacao a Py, ou seja, elas dao as posicoes de P, em um sistema de coor-
denadas com a origem em P;. A equagao (1.8.25) também pode ser vista como a equagao do
movimento de um corpo com massa unitaria atraida por um corpo de massa m; + mo fixado

na origem, entao o problema de Kepler descreve as érbitas deste corpo de massa unitdria.
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Indiretamente utilizamos as integrais primeiras do centro de massa para obter o problema de
Kepler a partir de um problema de 2—corpos geral. Ainda nos resta quatro integrais primeiras,

a energia e as trés integrais primeiras do momento angular.

As trés integrais primeiras do momento angular sao obtidas fazendo o produto vetorial da

equagao (1.8.25) por r e integrando. Estas sao dadas por:

dr
- —e 1.8.26
rx o =c ( )

Se ¢ # 0 entdo r e dr/dt sao ortogonais a ¢; e o movimento ocorre em um plano perpendicular

a c. Se ¢ = 0 o movimento ocorre em uma linha reta.

A integral primeira da energia é obtida pelo produto escalar da equagao (1.8.25) com dr/dt
e a integracao da equacao resultante. Esta é dada por

1
Lo 1

= 1.8.2
SV =h (1.8.27)

1
onde v =||dr/dt|. A quantidade 502 ¢ a energia cinética e a quantidade Héa energia
r

potencial da massa unitaria.

1.8.1 Solucoes do Problema de Kepler

Sem perda de generalidade podemos supor que o movimento de uma massa unitaria de um
problema de Kepler esta contido em um plano (z,y) e r = xi + yj. Definimos o sistema de
coordenadas polares (r,6) neste plano por x = rcosf e y = rsenf. Logo, r em coordenadas
polares é dado por

r =rcosfi+ rsenfj =rn,

onde n = cos fi+sen 6j é um vetor unitario na direcao de r. Definimos um outro vetor unitario,

1, ortogonal a n, por 1 = —sen 6i + cos#j. Veja Figura 1.2.

Observamos que
dn

0= —sen fi+ cosfj =1
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Figura 1.2: Coordenadas polares

e
% = —cosfi—senfj = —n.
Entao, considerando o ponto como sendo a derivada com relacao ao tempo temos
% =rn+rol
e
X vt L gy

Logo, o momento angular (1.8.26) com a derivada em coordenadas polares é dado por
r?0n x 1= c.

Se ¢ =|| ¢ ||, entdo

c=1%. (1.8.28)
A energia (1.8.27) em coordenadas polares é

%(ﬁ +r2?) — L=, (1.8.20)

r
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Finalmente as equagdes do movimento do problema de Kepler (1.8.25) em coordenadas

polares sao dadas por

. ; M
P —rf? = —

(1.8.30)
1d, ,;

Para calcular as solugoes do problema de Kepler consideramos os dois casos, ¢ # 0 e ¢ = 0.

Caso 1: ¢ #0
Substituindo  por ¢/r? (veja (1.8.28)) na primeira equacao de (1.8.30), temos

o =-t (1.8.31)

d d
Além disso, segue de (1.8.30) que pri @% Entao a equagao (1.8.31) pode ser escrita em
r

A [(d* (1 +1 Y
r2 \ d#? \ r r)  r2

Considerando a mudanga de variavel u = 1/r, esta equagao fica da forma

termos de r e 8 como

Ciz_u +u
do? c?’

que é uma equacao linear de segunda ordem com coeficientes constantes, cuja solugao geral é
_ K
u=—+ Acos(d —w),
2

onde A e w sao constantes de integragao. Entao

1 1+ Apcos(fd —w)
ro p

: (1.8.32)

onde p = ¢?/u. Esta é a equacdo de uma conica em coordenadas polares com parametro p e
excentricidade e = Ap. Logo, o movimento da particula com massa ms com relacao a particula

com massa m; quando ¢ # 0 pode ser:

1. uma circunferéncia, se e = 0,
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2. uma elipse, se 0 < e < 1,
3. uma parabola, se e = 1,

4. uma hipérbole, se e > 1.

Podemos classificar as 6rbitas com relacao a energia ao invés da excentricidade. Na verdade,

segue de (1.8.32) que
r= b
1+ecos(d —w)’

(1.8.33)

onde p = ¢2/u. Substituindo na integral primeira da energia (1.8.29) 6 por ¢/r2 e r por (1.8.33)
temos
L2,
Entao o movimento de ms com relacao a my pode ser
1. uma circunferéncia, se h = —u?/2c?,
2. uma elipse, se —pu?/2c® < h <0,

3. uma parabola, se h = 0,

4. uma hipérbole, se h > 0.

Caso 2: ¢ =0.
Sabemos que quando ¢ = 0 o0 movimento de msy com relacdo a m; é colinear, j4 que 6 = 0

(veja (1.8.28)). Entao a equagao do movimento (1.8.30) é dada por

[
r2’
Multiplicando esta equagao por 7 e integrando temos a energia

1
_7:2_ﬁ
2 r

= h.

Entao temos trés tipos de orbitas dependendo do valor de h:
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1. 6rbita eliptica de colisao, se h < 0,
2. 6rbita parabdlica de colisao, se h = 0,

3. orbita hiperbdlica de colisao, se h > 0.

1.8.2 Orbitas elipticas do problema de Kepler

Para 0 < e < 1 temos que a equacao (1.8.33) define uma solugao eliptica do problema de
Kepler, isto é, a particula P, descreve uma elipse em torno da particula P;, que estd em um

dos focos da elipse.

O parametro da elipse ¢ p = a(1 — €?), onde a é o semi-eixo maior. Entao (1.8.33) ¢ dada

por

a(l—¢?)
Ty ecos(f —w)’ (1.8.35)

Por outro lado temos p = ¢*/pu, entdao obtemos

c=+/pa(l —e?). (1.8.36)

O angulo 0 —w = f (1.8.35) é chamado anomalia verdadeira (true anomaly), veja Figura
1.3. Quando 6 = w, ou equivalentemente, quando f = 0, a particula P, esta no pericentro
da elipse e r = a(l — e); isto é, P, estd no valor minimo de r. Quando # — w = m, ou
equivalentemente quando f = 7, a particula P estd no apocentro da elipse e r = a(1 + e); isto

é, P, estd no valor maximo de r.

Seja T' o periodo de uma dada solucao eliptica, e seja 7 o tempo de passagem da particula
P, pelo pericentro. Definimos o movimento médio (mean motion) n como a taxa de variagao
em que o angulo # aumenta durante um periodo, isto é, n = 27/T. Definimos por anomalia
média (mean anomaly) M como sendo o angulo em torno do foco que uma solucao eliptica

percorre tendo movimento médio n durante o tempo t — 7, isto é,

M =n(t—r1).
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E facil ver que ¢ é a metade da area varrida pelo vetor raio em uma unidade de tempo.
Desde que a drea da elipse é dada por abm onde b = av/1 — €2 é o semi—eixo menor da elipse,

temos

c=na*v1— e (1.8.37)

Das equagoes (1.8.36) e (1.8.37) obtemos

p=n?a®. (1.8.38)

— —[2n+ = (1.8.39)

Finalmente, substituindo h por (1.8.34), ¢ por (1.8.36) (ou por (1.8.37)) e u por (1.8.38), temos

a equagao (1.8.39) escrita da forma

—— =/a2e? — (r —a)2 (1.8.40)

Introduzimos uma varidvel auxiliar £ chamada anomalia excéntrica (eccentric anomaly),

e consideramos a mudanca de varidveis
r—a= —aecos .
Depois desta mudanca de varidveis a equacao (1.8.40) fica da forma
ndt = (1 — ecos E)dE.
Esta ultima equagao é facilmente integravel dando
E —esenE =n(t — 1),

onde 7 é uma constante de integracao. Tomando o tempo de passagem da particula P, pelo

pericentro igual a 7 temos

E —esen E = M,
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Figura 1.3: Elementos da elipse

a chamada equacdo de Kepler que relaciona a anomalia média com a anomalia verdadeira.

Além disso, a expressao de r em termos da anomalia excéntrica é

r=a(l —ecos k). (1.8.41)

Agora estamos interessados na expressao da solucao eliptica do problema de Kepler em

funcao do tempo t.

Da equagao (1.8.41), temos que 7(t) = a(1l — e cos E(t)) onde E(t) é dado implicitamente

pela equacao de Kepler. Diferenciando a equacao de Kepler temos
ndt = (1 — e cos E)dE.

Assim j—; > 0 para todo t € R ja que e € [0, 1), e conseqiientemente o Teorema da Fungao
Inversa afirma que, para todo ¢ € R, podemos encontrar uma unica E(t) satisfazendo a equagao
de Kepler. Infelizmente E(t) nado pode ser expressa em termos de fungoes elementares. No
entanto, podemos escrever F em série de funcoes periddicas em termos da anomalia média

M = n(t — 7). Veja por exemplo [5] ou [24].
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1.8.3 Orbitas Baricéntricas

Até agora estudamos as equagoes do movimento da particula P, com relacao a P, ou seja,
escolhemos um sistema de coordenadas tal que sua origem esta em P;. Agora estamos interes-
sados em estudar as equacgoes do movimento de P; e de P, no sistema de coordenadas com a

origem no centro de massas de P; e P,.

Pela equagao (1.7.18) o centro de massa de P, e Py ¢é

1
R = M(mlrl + mzrg)

onde M = mj + my. Se tomamos a origem do sistema no centro de massa, entao

ry= — iy (1.8.42)
mg

Substituindo ry por (1.8.42) na equagao (1.8.24) obtemos a equac¢do do movimento para

P17
d2 mg Ir
—T = — :
a2 (M +mg)? || 1 |3

(1.8.43)

As solucoes desta equacao nos dé a posicao da particula P; com respeito ao centro de massa.

Entao a posigao da particula P, é dada por (1.8.42). Estas solugoes sdao conhecidas como
orbitas baricéntricas, veja [5] ou [24].

Observamos que a equagao (1.8.43) define um problema de Kepler (veja a equagao (1.8.25))

3

mp

(m1 + m2)2
vendo seu correspondente problema de Kepler. Ressaltamos que usando os mesmos argumentos

com parametro p = G . Entao as solugoes de (1.8.43) podem ser calculadas resol-

podemos encontrar as equagoes do movimento para a particula P, que define um problema de
3

M
(m1 + m2)2'

Por outro lado, podemos também calcular a solu¢ao de (1.8.43) a partir da solucao de sua

Kepler com parametro y = G

orbita relativa r. O vetor posicao r esta relacionado a r; e a ry por r = r; — ry.  Assim,
por (1.8.42), ry = (my/M)r e ry = (my/M)r. Isto significa que as dérbitas baricéntricas
sao geometricamente similares umas a outras e as suas Orbitas relativas, r. Por exemplo,

se r descreve uma elipse com semi—eixo maior a, excentricidade e e perfodo T, entao r; e
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ry descreverao uma elipse com a mesma excentricidade e periodo, e com semi-eixo maior

a; = (mg/M)a e ag = (my/M)a respectivamente.



Capitulo 2

Formas Normais

Neste capitulo apresentaremos dois tipos de formas normais: forma normal de Belitskii e a
forma normal de Birkhoff. Verificaremos que nos casos considerados um campo vetorial na
forma normal de Birkhoff em particular esta na forma normal de Belitskii.

O principal resultado para forma normal de Belitskii é apresentado mas nao sera demons-

trado. Este pode ser encontrado em [2]. Tal resultado também pode ser encontrado em [18].

2.1 Forma Normal de Belitskii

Dado um campo vetorial, nem sempre é possivel lineariza-lo por conjugacoes formais do tipo
Id+o0(2). Isto ocorre devido o fato de alguns monomios do campo vetorial na sua forma formal
serem ressonantes, ou seja, nao € possivel encontrar uma transformacao que leve o campo origi-
nal em um campo sem tais monoémios. Sendo assim, nosso objetivo é apresentar um resultado
que nos fornece formalmente uma forma normal para os campos vetoriais Hamiltonianos em

RS que sejam R, e ﬁgfreversiveis.
Consideramos um campo vetorial R—reversivel em R?"
i=X(z), v € R*™, (2.1.1)

onde R é uma involugao do R*", ou seja, Ro R = Id, X(0) = 0 e denotamos A = DX (0).

33
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Definigao 2.1.1 A 2n-upla de autovalores A = (A, ..., Xo,) € dita ressonante de ordem 7 se
2n
j=1
para m; € N, com Zjil m; =1 ealgumi=1,...,2n.
Com esta defini¢ao dizemos que o monomio z7"'y{" ... =1y é ressonante de ordem r.

A grosso modo, na i—ésima coordenada do campo X este monomio nao pode ser “eliminado” por

uma mudanga de coordenadas ® (como descrita a seguir).

Um difeomorfismo ¢ : R” — R" transforma um campo de vetores X em um campo vetorial
(2.X)(2) = (¥'(2)) 7' X (P(x)); © € R™
onde ®’(z) é a matriz Jacobiana da aplicagao ®. Se tomamos
$: R — R
y = r=%2(y) =y+h(y)
um difeomorfismo com h(y) = o(]y|?) e aplicamos a transformagao z = ®(y) em (2.1.1) obtemos
que
g=0.X(y) = (¢'(y) ' X(0(y)) =Y (y).
O principio natural é encontrar uma transformacao que leve o campo de vetores X em um

outro que possua uma forma “normal’mais simples.

Se X é um campo vetorial tal que (2.1.2) nunca esta satisfeita, dizemos que este campo
é nao ressonante. A transformacao ® leva formalmente o campo X no campo linear & =
Az. Em outras palavras, campos vetoriais nao ressonantes podem ser linearizados. Portanto,

consideraremos neste trabalho uma classe de campos vetoriais ressonantes.

Uma aplicagdo formal F : R" — R™ é definida ser uma série formal
F(z) =) F®(x),
k=0

onde F®) : R* — R™ ¢ uma aplicacdo polinomial de grau k. Denotamos por )A((a:), )/}(x) e

@(x) as séries formais de Taylor em torno da origem das aplicacoes X, Y e @, respectivamente.
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Teorema 2.1.2 Dado um campo vetorial formal

X(z) = Az + ZX(k)(x),

k>2
existe uma transformagio formal ®(x) = x + ... levando X na forma (9, X)(z) = Az + h(z)
onde h é um campo vetorial formal com parte linear zero que comuta com AT, isto €,

ATh(z) = W (z)ATx, (2.1.3)

onde AT é a matriz transposta.

Dem: Veja [2].
Dizemos que um campo vetorial (2.1.1) estd na forma normal de Belitskii se (®,X)(x) =

Az + h(z) como no teorema.

Neste trabalho consideraremos campos vetoriais reversiveis. Sendo assim, nos interessa
encontrar uma transformacao ® tal que a R-reversibilidade do sistema original seja preservada.

Para isto temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1.3 A aplicacao ® do Teorema 2.1.2 pode ser escolhida tal que R® = ®PR. Assim,
se ©,. X (z) = Az + h(z), temos que Rh(x) = —h(Rx).

Dem: Veja [15].

O Teorema 2.1.3 nos garante que no Teorema 2.1.2 a aplicagao ® pode ser escolhida tal

que a forma normal de Belitskii do campo vetorial X preserva reversibilidade.

A seguir encontramos a forma normal de Belitskii para o campo de vetores (2.1.1) onde as

involugoes sao R; e Ry, respectivamente.

Para encontrar a forma normal de Belitskii do campo vetorial Hamiltoniano R;-reversiveis,
Ax + h(z), prosseguimos da seguinte maneira: consideramos um campo h : R — RS na forma

formal até ordem 3; pelo Teorema da Forma Normal de Belitskii, h satisfaz ATh(z) = b'(z) ATz,
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assim eliminamos alguns termos; impomos a condicdo de R, reversibilidade, h(R;(z)) =
—Rj(h(z)) e assim encontramos h que estd no nicleo do operador La(h)(z) := ATh(z) —

W (z)ATz e é reversivel por R;.

O operador L4 é chamado operador homolégico.

2.1.1 Caso6:2

Neste caso temos o campo vetorial & = X (z) Ry-reversivel em RS, onde as coordenadas sio
dadas por z = (x1, y1, T, Yo, T3, y3) € RS, X(0) =0 e DX(0) = A éa parte linear do campo,

na forma canodnica de Jordan real, dada pela matriz:

00 0 0 0 O
00 O 0 0 O

- 00 0 o 0 O

Al - )
00 —a 0 0 O
00 0 0 0 «
00 0 0 —a O

onde o € R. Através de um reescalonamento do tempo podemos considerar a =1 e

00 0 0 0 0
00 0 0 0 0
_ 00 0 1 0 0
A =
00 -10 0 0
00 0 0 0 1
00 0 0 —10

Logo podemos escrever

i = Az + h(z) + of|z|"),
onde h(z) = (hi(z), ho(z), hg(z), ha(z), hs(z), h¢(z)) ndo possui termos lineares e é formado
por monomios homogéneos de grau menor que m + 1. Neste trabalho as formas normais serao

calculadas até ordem m = 3.
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Para encontrar a forma normal de Belitskii do campo escrevemos h com todos os monémios

até grau 3, impomos a condicao de que h pertence ao nicleo do operador homoldgico
Larh(x) := A{h(x) — Dh(z) A z.

Além disso, queremos manter a reversibilidade do campo, logo impomos a condigao Rih(z) =

—h(ﬁlx) e obtemos que h é da forma:



Az + h(z) =

(aoﬁf + y1(apa1 + agryn) + x3(agxs + a1723 + agsT1Y2 + ar1y1ya)+

ars(23 4+ y3) — (agsx122 + an@ays — asoy2)ys + a17y3,

bor127 + Y1 (boax1 + bory1) + @3(baoa + bizzs + besz1y2 + bryiys)+
518@% + y%) — (besx1ma + brizays — baogy2)ys + b17y§,

Y2 + dosz172 + dogz173 4 dogzayy + dirrsyy — (doat? + dyp3)yo—
d75223Y2 — d54x§y2 — dssT1Y1Y2 — dzgy%w - d42y§'—

(doex] 4 dasy + drrzaxs + dserl + deoz1ys + dsyyi + (das + dis)y3)ys—
(dss + dr7)y2y3 — dseys,

— &y + dypx3 + dogrizs + (dag + dys)rizs + d56$§ + dgor123Y1+
d3123y7 + doaz1y2 + dootnys + dassys + dosT1ys+

di1y1ys + drrvsyays + dsewsys + vo(daar + (dss + drr) x5+
dssr1y1 + daoyi + daoys + drsyays + dsays),

Ys + foa1zs + fost12s + foozayr + frizsyr — (foax? + faox3)yo—
Jr5T23y2 — f54:c§y2 — [ssT1y1y2 — fzgy%yz - f423/§—

(fa623 + faaxh + frrwaxs + fs623 + feoT1y1+

faryi + (faa + frs)y3)ys — (fsa + frr)y2v3 — fo6y3,

—x3 4 foaxirs + frox3 + fasrizs + (fua + frs)r523+

(fsa + frr) oy + fsexs + fosm1moys + foor123y1 + faozayi+
fa13y7 4 foarrya + fooyrya + faoays + faawsys+

(fos1 + friys + fosways + frrvsyz)ys + (fraa + foex3)y3)

onde os coeficientes sao reais.

38
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2.1.2 Caso6:4

De maneira andloga ao caso anterior consideramos o campo de vetores & = X (z) Ry-reversivel
tal que x = (z1,y1, T2, Y2, 3,y3) € RS X(0) =0 e DX(0) = Ay éa parte linear do campo, na

forma canonica de Jordan real, dada pela matriz:

00 0 0 0 O

00 0 0 0 O
~ 00 0 1 0 O
Ay =

00 -10 0 0

00 0 0 0 1

00 0 0 —-120

Novamente escrevemos

i = Az + h(z) + o|z|™ ),

com m = 3 e tomamos h no micleo do operador homoldgico L 37 e ﬁgh(:v) = —h(ﬁﬂ). Logo,

Ayx 4 h(z) ¢ dado por:
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—(CL21 — Qg5X1 — G?lyl)($3y2 - $2y3),

—(521 — bgsw1 — b71y1)(x3y2 - $2y3),

Yo — d42$§ — (dys + d75)y§y3—
ys3(dos1 + dogx? + dygxs + dyrraxs + d56I§ + y1(dio + deo1 + ds1y1) + d56y§)—
Yo(do3y + doa®? + dyox3 + drsmoxs + d541'§ + y1(dos + dss1 + dooyr) + (dsa + d77)y§),

—X9 —+ d42I§ —+ (d44 + d75)1‘%l’3+
29 (dosy + doaa? + (dss + drr) s + y1(dos + dsszy + daoyn) + dasys + drsyays + dsay3)+ ’
23(dos1 + dost + y1(dio + deox1 + dz1vyn) + ya(daays + drrys) + dse (23 + v3)),

Y3 — y2(fos®1 + fou®? + faox3 + frsTows + f5490§ + y1(fos + fssT1 + faoun) + fa2y3)
—(fos1 + fa62% + faax3 + frrvaxs + fsexi + yi(fro + foor1 + farvn) + (faa + fr5)y3)ys—
(f5a + f71)y2y3 — f56v3,

—x3 + fo3m1T2 + foa®ixo + faoxs + fosT1w3 + fosxiT3 + (fas + fr5)T3T3+
(fsa + fro)max3 + fsexs + fosToys + fssT1T2y1 + f10T3y1 + feor13y1 + faoToy?+
312397 + f1om2y3 + faaxsys + frsTayoys + frrtsyeys + fraoys + fsex3ys-

(2.1.5)

onde os coeficientes sao reais.

2.2 Forma Normal de Birkhoff

Seja H,, o espaco vetorial sobre R de todos os polinomios homogéneos de grau n. Consideramos
o colchete de Poisson definido por {G, F'} := w(Xr, X¢) onde w é a estrutura simplética padrao

dada na Sec¢ao 1.1 ¢ G, F € C®(R*" R). O conjunto H,, com o colchete de Poisson ¢ uma
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algebra de Lie.

A aplicagao adjunta Adpy, : H, — H, ¢ definida por
Adyg,(H) ={Hs,H} = w(Xpy,, Xy) =< —Xy,, VH >, (2.2.6)

onde <, > é o produto interno padrao em R?".

O Teorema da Forma Normal de Birkhoff [29] afirma que se temos uma fun¢ao Hamiltoniana
H = Hy+ H3+ Hy+ -+, onde H; € H; é a parte homogeénea de grau i, e G; C H,; satisfaz
G; ® Im(Ady,) = H;, entdo existe uma transformagao simplética formal em série de poténcias

(IDtalqueHo(I):HQ—l—E),—l—j{Z%—--- ondeﬁiegi (1=3,4,...).

Notamos que na forma normal de Birkhoff o que se encontra é uma forma normal para
a funcao Hamiltoniana e a partir desta funcao encontramos o campo vetorial associado que

dizemos estar na forma normal de Birkhoff.

A dlgebra de Lie (Hg;{,}) é isomorfo a édlgebra de Lie semi-simples (sp(n,R);[,]) pelo
isomorfismo H +— DXy (0) (veja [29] Cap 1, Segao 3). Além disso a decomposi¢ao de Jordan-
Chevalley dos elementos em sp(n,R) vale para os elementos de Hy. Nos casos 6 : 2 e 6 : 4
a matriz DXp,(0) é semi-simples. Portanto, Hy é semi-simples e Adpy, também para ambos
casos. Segue por [29] Lema 2.4, que Ker(Ady,) completa Im(Ady,) em H;, ou seja, podemos
tomar G; = Ker(Ady,) em H,;.

Como R; ¢é simplética, a mudanca de coordenadas ® pode ser escolhida tal que H o ®
satisfaz H o® o R; = —H o @, ou seja, ¢ possivel escolher uma mudanca de coordenadas de tal
forma que a Rj;-reversibilidade do campo de vetores original é preservada. Para verificar esta
afirmagdo decompomos H; = H; ®H;,onde H = {H € H;: HoR; =H}eH; ={H € H; :
HoR; = —H}. Se R; é simplética, entdo Ady,(H;) = HF. Neste caso, se H; = G; D Adp, (H,),
entdao H; = (G; N'H; ) & Adp,(H;"). Temos que nossa fungao Hamiltoniana H original é R;-
reversivel, entdao H € H; = (G;N'H; ) ® Adg,(H;) e assim H = F +G onde F € G;N'H; e
G € Adg,(H;). Mas para cada grau dos polinomios homogéneos de H, pela forma normal de

Birkhoff, é possivel encontrar uma transformacao em séries de poténcias formais simplética ®
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tal que H o ® = Hy + F3 + F, + ..., ou seja, tal transformagao elimina os monomios de cada
grau que pertencem & Ady,(H."). Logo, podemos fazer a mudanga de coordenadas restrita a

H; .

(]

A seguir vamos exibir a forma normal de Birkhoff para os casos 6:2 e 6 : 4.

2.2.1 Caso6:2

No capitulo anterior, consideramos a parte linear de um campo de vetores R;-reversiveis na
forma canonica de Jordan. Para isso aplicamos uma transformacao sobre o campo. Logo,
aplicamos essa mesma transformacao na estrutura simplética e obtemos J = PLJP;, onde
P, é a matriz transformacao que leva a parte linear do campo vetorial na forma canonica de

Jordan real.

Obtemos a forma normal de Birkhoff considerando os termos de ordem 3 de uma funcgao
Hamiltoniana geral H : RS — R. Calculamos o nicleo da adjunta Adp,, onde Hy é dada pela

equagao (1.5.7), e impomos que H o f%\l = —H e assim obtemos:

Hs = b22$? + besr12273 + b52$11’§ + b23$%y1 + 54133%91 + brawaxsyr + b53$§y1 + b28w1y3+

b3sy% + b41y1y§ + b40x1(1‘§ + y%) + bes1Y2y3 + bray1y2ys + b52x1y§ + b53y1y§-

Logo, o campo vetorial, associado a funcao Hamiltoniana H = H, + H3, na forma normal

de Birkhoff até ordem 2 é dado por:

hyy = Ay + hy () =
bas ] + 2basyr 1 + bsax3 + 3bazyi + bssy3 + bratazs + bur (23 + y3) + brayays) §
—3boow — 2basy1 1 — bsaws — basyt — bsays — beswaws — bao (23 + 3) — beeyays) 3
besx122 + bray1 T2 + 2bs52x1 23 + 2b53x3y1)§ + Yo
bes1Yo + brayiys + 2(bsamy + bszyn )ys) 2 — a2

20407122 — 2b41Y1%2 — besT123 — brawayr) 2 + v

(
(
(
(
(
(

204071y2 — 201191y2 — besT1Y3 — b72y1y3)§ — T3 |
(2.2.7)
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_ 5/2 2 _
onde § = (—apsGos + o3G0y — Aosl10 + Ao5011) / /(aosa10 — apsa11)?, B = (agstos — aozaog +
Qoed10 — G05a11)/(—a06a10 + CL05CL11)7 7= (%4%8 — Qo309 + Apea10 — CL05G11)/(—G04G08 + a03a09)
e os a;'s sao coeficientes de H,. Logo, hy; € a forma normal de Birkhoff do campo vetorial

original.

2.2.2 Caso 6:4

Analogamente ao caso anterior, temos que Hy é dado pela equagao (1.5.10) e obtemos

Hs = (bgs1 + briyr) (wsy2 — £2ys).

Logo a forma normal de Birkhoff truncada até ordem 2 para este caso é dada por:

[ _ blzsys — Tayz)a”® ]
p

a(x3ys — Tays)
B
—axy — by1)yz + 42 (2.2.8)

2

Iy = gﬂ +%b2 =

axy + byy)xy — x9

(
(
(—axy —by1)ys + s
(

onde a = bgs/a, b= by /a e a = /—apea10 + aosa11 — A15017 + A14018.

Observacao 2.2.1 E conveniente enfatizar que tanto para o caso 6 : 2 quanto para o caso
6 : 4 a forma normal de Birkhoff é um caso particular de forma normal de Belitskii. Em
outras palavras, a forma normal de Birkhoff elimina mais termos nao ressonantes do que a

forma normal de Belitskii.



Capitulo 3

Reducao de Liapunov-Schmidt

Neste capitulo adaptamos a Redugdo de Liapunov-Schmidt dada em [31] para os casos desta
tese. De um modo geral, tal método reduz o problema de encontrar solucoes periddicas para
um sistema de equagoes diferenciais a resolver um sistema de equacgoes algébricas. O Método

de Reducao de Liapunov-Schmidt também ¢é apresentado nos trabalhos [16], [25] e [31].

3.1 Introducao

Consideramos a EDO

i = X(z); v € R, (3.1.1)

satisfazendo X (Rz) = —RX(z) com R uma involugdo linear em RS, Lembramos que as
involucoes consideradas em R® sao aquelas determinadas em 1.5.1 e 1.5.2: R = RieR= }A%g,

respectivamente.

Assumimos que X (0) = 0 e denotamos
A= DX(0), (3.1.2)

a matriz Jacobiana de X em 0.

44



45

Em ambos casos que consideramos aqui, as matrizes Jacobiana A na suas formas canonicas

de Jordan real coincidem. Como vimos na Secao 1.5

00 0 0O 0 O

00 0 O 0 O

00 0O 1 0 0
A—

00 -1 0 0 O

00 0 0 0 1

00 0 0 -10

Nosso objetivo é encontrar condigoes genéricas para a existéncia de familias de drbitas
periddicas com periodo préoximo de 27 para os campos vetoriais Rj-reversiveis com a matriz
da parte linear dada por A. Tais condicoes genéricas serao dadas com respeito aos 3—jatos dos
campos vetoriais considerados e suporemos que estes ja estao na forma normal de Belitskii.

Para tanto, utilizamos a reducao de Liapunov-Schmidt, que serd descrita a seguir.

3.2 Desenvolvimento do método
Denotamos por C9_ o espaco de Banach das aplicagoes z : R — R® continuas 2r—periédicas e
Cs,. o correspondente C'-subespago.

Definimos um produto interno em C§_ por

1

(I’l,l’Q) - %

/ T (). aa(t) > di (3.2.3)

onde (-,-) denota um produto interno canonico em RS.

O principal objetivo é encontrar solugoes periddicas de pequena amplitude de (3.1.1) com

periodo proximo de 2.

Consideramos a aplicagao F : C3 x R — C9_ definida por

F(z,0)(t) = (1+ 0)i(t) — X (z(t)). (3.2.4)
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Notamos que se (zg,00) € C3. X R é tal que
F(.I'o, 0'0) = O, (325)

entao Z(t) := xo((1 4 0¢)t) é uma solugao 27/(1 + o¢)-periédica do problema original (3.1.1).

Logo, o problema de encontrar solugoes periddicas com periodo proximo de 27 do problema

original (3.1.1), se reduz a encontrar zeros da aplicagao F'.

Utilizando o Teorema da Funcao Implicita, vamos reduzir o problema que esta definido em

espacos de dimensao infinita para espacos equivalentes de dimensao finita.

Notamos que (xg, 09) = (0,0) é uma solugao de F(zg, o) = 0, pois temos a hipdtese de que

X(0) = 0. Definimos L := D, F(0,0) : C3_— CY_, onde L ¢é dada explicitamente por:

Lx(t) := x(t) — Ax(t).

Consideramos a decomposi¢ao tnica de A em parte semi—simples S e nilpotente N; A =
S 4+ N. Nos casos considerados nesta tese, a matriz A nao possui parte nilpotente, logo,
A = S. O desenvolvimento do método sera feito considerando a parte linear do campo com

sendo semi-simples.

Definimos o subespago N C C}_ por

N = {gd®) = Sqt)}
- {q; q(t) = exp(St)x; x € RO}
=5=4 Lq; q(t) = exp(At)z; x € RS},

Notemos que o nticleo do operador L é exatamente o espaco N'. Em geral, o subespaco N

¢ construido de tal maneira que o nicleo do operador L esteja contido em N.

O objetivo agora é colocar as solugdes de F'(x,0) = 0 em correspondéncia um a um com as
solucoes de uma equacao em N. Para isto, analisamos algumas propriedades de L. Conside-

ramos as seguintes notacoes e definicoes.
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Definimos os subespacos

X ={zeCy :(z,N)=0}

Yi={y €0 (y.N) =0}

como complemento ortogonal de N em Cj_e C9 | respectivamente, pelo produto interno (3.2.3).

27

Seja (q1,q2, 43, G4, @5, Gs) com q; = exp(tS)u; onde {u;, i = 1,...,6}, é uma base para RS.
Definimos a projecao

P:CY — CY,
por )
P =Y 4 ()a (3.2.6)
=1
onde ¢; (z) = (g, x).

Temos que Im(P) = N e Ker(P) = Y;. Assim,

Cor=X10N, Cy =Y, 0N

Notemos que o subespago N ¢ um subespago de dimensao 6 em Cj .

Agora, escreveinos

F(x,0) = F(q+ x1,0) =: ﬁ(q,xl,a); geN, r, € X.
Antes de estudar a equagao F (q,1,0) = 0 necessitamos de alguns resultados auxiliares.

Lema 3.2.1 (Alternativa de Fredholm) Seja A(t) uma matriz em C2, espago de Banach
das fungoes continuas T —periddicas, e seja g em Cr, espaco das funcoes T —periddicas. Entao

a equacao & = A(t)x + g(t) tem uma solugao em Cr se, e somente se,

/T<mmgw>ﬁ—o
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para toda solucao y da equacao adjunta

y=—AQ)y
tal que y' € CT.

Dem: Veja [12].

Com o fato de que L(N') C N e a Alternativa de Fredholm temos o seguinte resultado:
Lema 3.2.2 A aplicacao L= Llx, : X1 — Y] € bijetiva.

Dem: J4 vimos que KerL = N, portanto Lé injetora.

Para verificar que Lé sobrejetiva, tomamos y; € Y;. Sabemos que (y1, V) = 0. Agora, as

solugoes 2m—periddicas da equagao adjunta
y=-Ay

estao contidas em A. Pelo Lema anterior temos que existe r; € CJ_ solugdo da equacio

&= Az 4+ y;. Como L(N) C N segue que z; € X e L é sobrejetiva. m

Notemos que estudar as solugoes de ﬁ(q, x1,0) = 0 é equivalente a estudar as solugoes da

decomposigao:
(I —7P) oﬁ(q,xl,a) =0,
Po F(q,x1,0) =0.

Com o Lema 3.2.2 e o Teorema da Funcao Implicita podemos resolver a primeira equagao

como x1 = 77(q,0). Entdo, resolver (3.2.5) se reduz a resolver

~ ~

F(q,0) :="PoF(q,27(q,0),0) = 0.

Por outro lado, segue de (3.2.6) que esta equacao esta satisfeita se, e somente se,

~

¢ (F(g,25(q,0),0)) =0, i=1,...,6.
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Notamos que (u, o) é uma solucao de (3.2.5) desde que
B(u,0) =0, (3.2.7)
com B :R% x R — RS definido por

(x*(u,0),0)dt

el
S
2
|
| —
o\¢
¥
[©]
"
=8
i
&
1)

" (u, o) = exp(tS)u + xj(exp(tS)u, o).
A expressao de B segue diretamente da definicao de ¢* que é dada pelo produto interno

(’)

Propriedades da reducao B
Apresentamos algumas propriedades da aplicacao B.
Lema 3.2.3 i) sgB(u,0) = B(spu,0);
i) RB(u,0) = —B(Ru,0), onde sy € a acio S* em R® definida por ssu = exp(—dSp)u.

A demonstracao deste lema pode ser encontrada em [25].

Observe que o item 4) nos afirma que a aplicacio B é S'-equivariante enquanto que ii) nos

garante que B preserva a R—anti—simetria do campo Xpg.

Assumimos que (3.1.1) estd na forma normal de Belitskii até ordem p. Escrevemos o campo

na forma Xg(x) = Az + h(x) + r(x) onde r(x) = O(||z||P™") e temos o resultado:

Teorema 3.2.4 Sao vdlidas as sequintes propriedades:
i) *(u,0) = exp(tS)u + O([| u [[P*),

i) B(u,0) = (1+0)Su— Au— h(u) + O(|| u [|P*!) para o prézima da origem.
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Dem: A demonstracao deste resultado segue com pequenas modificacoes das demons-

tragoes encontradas em [25] e [31].

Se (u, o) é uma solucao de (3.2.7) entao x = x*(u, o) corresponde a uma solugao 27 /(1+0)-

periddica de (3.2.5).

Lembramos que a solucao de (3.2.7) é R—simétrica se, e somente se, intercepta o subespago
Fix(R) em exatamente dois pontos. Assim, obtemos todas as solugoes periddicas simétricas de

(3.2.7) resolvendo a equagao

G(u,0) = B(u,0) |rixr)= 0. (3.2.8)

Na proxima subsegao encontramos o sistema de equagao algébrica G que corresponde a

Reducao de Liapunov-Schmidt dos casos 6 : 2 e 6 : 4.

3.2.1 Caso 6:2

Pela observagao 2.2.1, podemos aplicar o Teorema 3.2.4 para a forma normal (2.2.7). Sendo

assim, a Equacao (3.2.8) é da forma:

G(x% xs, U) = B(I', 0-)|:L'€F1X(R\1) =

[ bix2 + x3(byxs + byx ]
(byx3 3(bag 323)) (3.2.9)

+
(b4l’% + .I'3(b5x2 + ngg)) + -

SR >

O-.ZUQ‘I“"‘

o3+

onde 0 e v dependem dos coeficientes do 2—jato de da funcao Hamiltoniana.

3.2.2 Caso 6:4

Analogamente ao caso anterior, a forma normal de Birkhoff é dada por (2.2.8) e a Equagao

(3.2.8) é da forma:



o1

G(21,Y1,Y2,Y3,0) = B(xa‘7>|xeFix(f%E) -

(3.2.10)
Fo(x1, 91,92, Y3) yo(o + a1y + agyy) + - -

Ko (z1,91,92,y3) y3(o + ayzy + agyr) + - - -



Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo enunciamos e demonstramos os resultados relacionados com os campos vetoriais
Hamiltoniano R;-reversiveis com 3 graus de liberdade. Além disso, utilizando a combinacao da
Forma Normal de Belitskii e a Reducao de Liapunov-Schmidt generalizamos alguns resultados

apresentados em [4] para campos vetoriais Hamiltonianos reversiveis com 2 graus de liberdade.

4.1 Dois graus de liberdade

Nesta se¢ao consideramos um sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade
= X(x), veR*

Ry—reversivel pela involucao

10 0 O

01 0 0
Ro -

00 -1 0

00 0 -1

Tal conjunto de campos vetoriais é denotado por X0 := X0 (4) e est4 dotado da topologia C.

O sistema de coordenadas fixadas é (1, y1, 72, y2) € R,

02
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Analogamente & Proposicao 1.4.1, em R* uma involucao simplética é simpléticamente con-

jugada a Idy, ou —Id, ou Ry (Veja [4]).

Em [4] é encontrada a forma normal de Birkhoff para cada X € X° e o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1 Assuma que H é um Hamiltoniano anti-simétrico com relacao a involugao
Ry e o campo vetorial Xy possui um ponto de equilibrio do tipo eliptico. Entao existe um outro
Hamiltoniano ﬁI, formalmente C*—equivalente & direita a H, tal que o campo vetorial Xy
possui duas familias a um parametro de solucéoes periodicas simétricas, com periodo proxrimo
de 27T/\/m, como no Teorema de Liapunov, tendendo ao ponto de equilibrio (ﬂq/ﬂi
sdo autovalores de DX 7(0)).

Nesta secao demonstramos o seguinte resultado que generaliza o Teorema 4.1.1.

Teorema A: Existe um conjunto aberto U° C X° ndo vazio tal que
a) U° ¢ determinado pelo 3—jato do campo de vetores;

b) cada X € U° possui 0,2 ou 4 familias a um pardmetro de solugoes periddicas convergindo
para origem quando o parametro o converge para zero com periodo convergindo para 2w /o

onde i sao autovalores da matriz DX (0).

Dem: Considere uma estrutura simplética fixada analogamente a da Proposi¢ao 1.4.1,

assim uma involucao simplética é formalmente conjugada a uma das involucoes: Idrs ou —Idps

10 0 0
01 0 O
ou Ry = (veja [4]).
00 -1 0
00 0 -1
O caso em que Ry = —Id sera discutido em 4.2.3. Trabalharemos agora com campo vetorial

Ry—reversiveis.

Pelo Lema 1.5.1, temos que a funcao Hamiltoniana do campo vetorial Ry—reversivel é:

H(zy,y1, T, y2) = —CT1T9 + axay; — dx1ys + by1ys + t.0.a.
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Assim, a parte linear do campo vetorial Xy é dado por:

0 0 a b
0 ¢ d
A=DXg(0) = , (4.1.1)
—-d b 00
¢c —a 0 0

e seus autovalores sao {£+v/bc — ad, =v/bc — ad}.

Se bc — ad > 0, entdo os autovalores da parte linear de Xy sao {3, -0, 3, -3}, onde
8 = vbc —ad. Como estamos interessados em equilibrio do tipo eliptico, este caso nao sera

considerado aqui.

Tomamos o = v/ad — bc e consideramos a transformagcao:

0 = o ==

0 =4 o =

P: (6% (07

0 0 1 0

1 0 0 0

Assim,
0 a 0 0
- —a 0 0 0
A=PltAP= ,

0 0 0 «o
0 0 —a 0

onde P~! é a matriz inversa de P.

Aplicando a mesma transformacgao na involugao Ry temos ]/%\0 = P71 .Ry.P dada por

-1 0 0 O
— 0 1 0 O
Ro -

0 0 -1 0

0 0 0 1
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Por um reescalonamento do tempo é possivel escolher o« = 1 e assim a forma canonica de

Jordan real é:

]
o o o =
o O
S = O O

-1

Primeiramente obtemos a forma normal de Belitskii de X considerando h : R* — R* até
ordem 3, que é dado por Xy (21, y1,22,92) = Alz1,y1,22,92] + h(21,41,22,92). Em seguida
impomos a condicao de que a forma normal é Ry-reversivel, isto é, X H}/%\O = —f%\oX g Assim,

o sistema obtido é dado por

Ty = Y1+ (earyr + easy2) (2] + y7) + esoyz(x3 + 3)
+(e1621 + €2422) (Y172 — T1Y2) + €26y2 (122 + Y1Y2),

Yy = —x1 + (—exnxy — ex) (3 + y?) — esora (23 + y3)
+(e16y1 + €24Y2) (Y122 — T1Ya) — €a6T2 (122 + Y1Y2),
(4.1.2)
By = Yo+ (—disyr — daoy) (2] + y7) — (daoyr + daoy) (23 + 3)
—(diryr + dasya) (v172 + Y1y2),

yg —ZT9 + <d15.1'1 + d22x2)(x% + yf) + (dQO.’L'l + dggl’g)(iﬂ% + y%)

+(d17l’1 + d25l’2)<l’1$2 -+ y1y2).
Agora encontraremos a forma normal de Birkhoff e veremos que esta em particular é uma

forma normal de Belitskii. Logo, um teorema, para o R* andlogo ao Teorema 3.2.4 pode ser

aplicado (veja [31] ).

Como aplicamos uma transformacgao P junto a parte linear do campo para obter a sua

forma normal de Jordan real entao a estrutura simplética é modificada, ou seja, aplicamos esta
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mesma transformacao na matriz candnica simplética

0 1 0 0

-1 0 0 O
J: )

0 0 0 1

0 0 -1 0

assim J é transformada por P na matriz

= PP =

=)
=} = o O
= o O O
=]
|
—

Inicialmente consideramos a parte homogénea de ordem 3 Hj3 da fungao Hamiltoniana
H :R* - R. Calculamos a Adg, dada por (2.2.6) e encontramos Hs. Verificamos que todos
os monomios de ordem 3, Hj, sao eliminados. Logo a forma normal de Birkhoff do campo

vetorial Xy ndo possui monomios de ordem 2. Isto confirma o resultado em [4].

Em seguida tomamos a parte homogénea de ordem 4 H, da funcao Hamiltoniana H, cal-

culamos o nicleo da adjunta Adgy, definida em (2.2.6).
Como o campo vetorial é ﬁo—reversivel, temos pelo Lema 1.5.1 que H satisfaz H oﬁo =—H.
Logo, a forma normal de H até ordem 4 é:

H :H2+ﬁ3+ﬁ4

= (—xoy1 + 132) + (2102 — 2y1) (a1 (23 + 7)) + aa(z122 + y132) + as (23 +3)) -

A forma normal de Birkhoff até ordem 3 ¢ dada por hy(z) = JVH(z) = Az + hy(z) e sua
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expressao ¢ dada por:

T =y +ay(@] +y7) + a2rirey — 2iye + yiys)
+as(3x3y1 — 221203 + Y133),

g1 = —x1+ (aayn + 2a3y2) (w291 — 21Y2) — @1 (@ (27 + yi)
+ag(z122 + Y1y2) + az(23 +43)), (4.1.3)

Ty = Yo+ (20171 + agx2)(—ay1 + 21y2) + yo(ar(x] + u7)

+ag(122 + y1ye) + az(23 + y3)),

—x3 + (2191 + agy2) (—way1 + T1Ya) — w2(ar (2F + yi)

+ag(2122 + Y1ye) + az(23 4 3)).

Yo

Observe que a forma normal de Birkhoff (4.1.3) esta também na forma normal de Belitskii

(4.1.2) e assim podemos aplicar o Teorema 3.2.4.

A Reducao de Liapunov-Schmidt nos fornecera todas as pequenas solucoes peridédicas Ry—
simétricas resolvendo a equacao

B(z,0)| =0,

z€Fix(Ro)
com
B(z,0) = (1+ 0)Sz — Az — hy(z), = € R,
onde S é a parte semi-simples da S — N-decomposicao de A. (Veja [31]).
Para o caso que estamos considerando a matriz Aé semi-simples.

O subespaco Fix(}/%\o) ={(0,41,0,92); y1,2 € R}.

Temos que para este caso o sistema de equagoes algébricas B(z, o) = 0 restrito ao conjunto

Fix(]/%\o) ¢ dado por:

F(yla Yo, 0‘)
Y1,Y2,0

(4.1.4)

—y1(ary? + agyrys + azys — o) + - -

—92(G1y% + asy1y2 + a3y§ —0)+---



58

0K
Notamos que K(0,0) = 0 e que —(0,0) = o # 0, assim existe uma vizinhanga de

9ys
y1 = 0 e uma unica fungdo y» = a,(y1), com «,(0) = 0 tal que K(y1,0,(y1)) = 0. Mais

ainda, deduzimos diretamente que o/ (0) = aZ(0) = 0 e a,(y1) = O(3). Agora, substituimos

Y2 = Qy(y1) na primeira equagao de (4.1.4) e consideramos az # 0 entao
F(y1,0) =yi + —y1 + O4).
3

. ~ g - PO . ~ - ~ —~
Deduzimos entao que, se — < 0 entao a equacao F' = 0 possui duas solugoes nao nulas, y; e 11
as

(préximas de y; = + —i). E a equagao (4.1.4) possui duas solugoes nao nulas (91, a,(y1))
as

e (71,a,(91)). Analogamente, se 7 <0 para a; # 0, entdao a Equagao (4.1.4) possui duas
ay

solucoes nao nulas.

Definimos os seguintes conjuntos abertos:

X € X% A parte linear de X em (4.1.1) satisfaz

Z/{? - )
ad — bc > 0
20 X € X% X tem a forma normal de Birkhoff dada por (4.1.3) com
2 pum—
a1 #0eaz#0

Em U’ =UY NUY C X° a equagao G(y1,y2) = 0 possui 0,2 ou 4 solugdes nao nulas que
tendem a zero quando o parametro o tende a zero. Entao, no problema original temos 0,2 ou
4 familias a um parametro de solugoes periddicas tendendo a origem quando o tende a zero

com periodo tendendo a 27.

4.2 'Trés graus de liberdade

Como na secio anterior, denotamos por X! := X1 (6) (respectivamente X? := X#2(6)) o espago

dos campos vetoriais Hamiltonianos R;—reversiveis (respectivamente Ry-reversiveis) com trés
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graus de liberdade em R e sistema de coordenadas (1, y1, T2, y2, T3,y3) € RS. Tomamos X' e

X? com a topologia C*°.

4.2.1 Caso 6:2

Teorema B: Ewiste um aberto U' C X! nao vazio tal que
a) Cada elemento X em U é determinado pelo seu 2—jato,

b) para X € U' nao existem familias a um parametro de solugées periddicas simétricas
convergindo para o ponto de equilibrio com periodos tendendo a 2w/« onde « € tal que
+ai sdo os autovalores da parte linear do campo vetorial X em U' com multiplicidade

algébrica 2.

Dem: A forma normal de Belitskii Ry-reversivel do caso 6 : 2 é dada por (2.14) e a
forma normal de Birkhoff R;-reversivel é dada por (2.2.7). Pela Observacao 2.2.1, temos que o
Teorema 3.2.4 pode ser aplicado ao campo vetorial hy; (2.2.7). Assim, obtemos que a equagao
reduzida, restrita ao Fix(}A%l), da Redugao de Liapunov-Schmidt é dada por (3.2.9):

G(z2,x3,0) = B(x,0)|

z€Fix(Ry)

bﬂ% + x3(byzy + byws) + - - -
b4l’% + .’113'3([)5.1'2 + b6.1'3) + -

oLy + -

o5+ -

Pelas duas tltimas equagdes temos que a tnica solugdo de G(xo,23,0) = 0 é a trivial
(ZEQ,I‘g) == (0,0)

Definimos o aberto em X;:

U = { X € Q! aforma candnica de DX (0) satisfaz (1.5.8) } :
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Portanto, um campo vetorial X € U determinado pelo seu 2-jato nao possui familias de

orbitas periédicas simétricas proximas da origem.

4.2.2 Caso 6:4

Teorema C: Existe um conjunto aberto U? C X% ndo vazio tal que
a) Cada elemento de U? é determinado pelo seu 2—jato,

b) cada X € U? possui uma familia a 2—parametros de solucoes periddicas simétricas con-
vergindo para wm ponto de equilibrio com periodos convergindo para 2w/« onde « € tal
que i sao os autovalores da parte linear do campo vetorial X em U? com multiplicidade

algébrica 2.

Dem: Definimos o conjunto aberto em X?:

U* = {X € X% a forma candnica de DX (0) satisfaz (1.5.11)}

Seja X € U?. Logo, forma normal de Birkhoff de X é dado pela expressao (2.2.8) e assim
a sua equacao reduzida da Reducao de Liapunov-Schmidt é dada por (3.2.10):

G(.Tl, Y1,Y2, Y3, U) = B(‘T’ 0—)|mEFiX(R\2) -

Fo(z1,y1,92,y3) yo(o + a1y + agyy) + -
Ko(21, 91,92, Y3) ys(o 4+ a1z + agyr) + - -

O nosso objetivo agora é encontrar solucoes desta equagao.

0(F,, K,)

Y20ys3
vizinhanga V' de (z1,y1) = (0,0) e unicas fungdes yo = &, (x1,41), Y3 = 0,(z1,y1) em V tal que

(FmKU)(xl? Y1, go(xlvyl)v 5U(x1,y1)) = (070)

Notamos que (F,, K,)(0,0,0,0) =0 e (0,0,0,0) = 0% # 0. Entao, existem uma
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Para cada o consideramos v, : (x1,11) —(x1, 1, & (21,¥1), 05(x1,91)). Agora tomamos
a parametrizacao (z1,y1) — (ao,bo) e Vy», : (a0,bo) — (ao,bo, &, (ao,bo),d,(ao,bo)) onde
Ao = a/b. Entao, existe uma familia a 2-parametros de érbitas periédicas v, tal que para cada
Ao € R, a familia de érbitas periddicas 7y, ¢ uma familia de Liapunov, isto ¢, lim,_ s, = 0

e o periodo da solugao do problema original converge para 2m/c. -

Observacgao 4.2.1 Para cada X7 com j = 0,1,2 seja X2 C X7 o conjunto dos campos vetoriais

tal que a origem € um ponto de equilibrio do tipo eliptico. Entao U’ é aberto denso em XI.

4.2.3 Caso degenerado

A titulo de ilustracao consideraremos um exemplo do caso 4 : 0 para apresentar algumas
dificuldades que surgem quando a involucao considerada é tal que a dimensao do seu conjunto
dos pontos fixos é zero. Este caso é muito degenerado mesmo quando considerado dentro
do universo Hamiltoniano. No entanto, pode-se construir na mecanica modelos de sistemas

Hamiltonianos que sao reversiveis por —Id.

Considerando campos vetoriais com um grau de liberdade (em R?) reversivel com respeito a
—1Id, Buzzi e Teixeira em [4] mostram que nao existem solugoes periddicas em torno da origem.

Isto ocorre devido um problema de orientagao.

A seguir apresentamos um modelo que envolve duas cargas ( uma delas sendo positiva e a

outra negativa). A fun¢ao Hamiltoniana com dois graus de liberdade é

—q I q
V@ —a?+y-0? (@+a)?+y+b)?

e o campo vetorial Hamiltoniano associado a H é:

H(z,u,y,v) =

—a(z—a) n g(z + a) ‘
[(z—a)*+ (y - 5)2]3/2 (z+a)®+ (y+ 5)2]3/2’

[(r—a)?+(y — b)2]3/2 [(z +a)2+ (y + b)2]3/2’
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onde a,b,q € R, a®? +b> # 0 e ¢ # 0. Notemos que tal campo vetorial é —Id-reversivel.

Para simplificar, tomamos a = b. A primeira dificuldade que surge é que o sistema nao
possui pontos criticos reais. Sendo assim, nao é possivel utilizar os métodos apresentados
anteriormente para analisar tal caso. Este é um problema que pode servir para uma futura

direcao de pesquisa.



Capitulo 5

Problema de 3—corpos restrito no plano

Nesta secao consideramos um problema de 3—corpos restrito no plano onde dois dos trés corpos
possuem diferentes massas e descrevem uma oérbita eliptica de colisao do problema de 2—corpos
(veja Secao 1.8.1). O terceiro corpo é tal que sua massa ¢ infinitesimal, ou seja, muito pequena.
Tal corpo se move no plano que contém a reta de movimento dos outros dois corpos. O problema
restrito de trés corpos consiste em descrever o movimento deste terceiro corpo que possui massa

infinitesimal.

5.1 Equacoes do movimento

Consideramos 3 corpos com massas mj, mo € mg. Nos referimos ao corpo com a massa m;

simplesmente como a massa m,.

As massas m1 e my sao chamadas de primdrias e no nosso caso descrevem uma Orbita eliptica
de colisao do problema de 2—corpos. A terceira massa é infinitesimal, ou seja, mg é desprezivel.
Nos referimos a este corpo como massa infinitesimal. Esta massa nao perturba o movimento
das duas primarias, mas seu movimento é fortemente perturbado pela forca gravitacional das

primarias.

Escolhemos adequadamente as unidades de massa, comprimento e tempo tal que m; = 1—pu,

63



64

me = p, p € [0, po) com pp > 0 suficientemente pequeno, e a constante gravitacional G = 1.

O movimento das massas estd contido no espago Euclidiano bidimensional, plano XY
Pelas integrais primeira do centro de massa, vimos que podemos considerar o centro de massa
na origem. As primérias se movimentam no eixo X e (X,Y’) sdo as coordenadas da massa
infinitesimal. O sistema nestas coordenadas (coordenadas fixas) é chamado sistema inercial.

(Veja Figura 5.1)

Figura 5.1: Plano de movimento dos 3—corpos

Se o movimento da massa infinitesimal mgs esta restrita a reta onde as primérias se movi-
mentam com a massa m na origem e a orientacao da reta de movimento tal que, a massa ms
do lado esquerdo da massa m; e mgz a direita de m; entao estamos no caso do problema de

3-corpos colineares restrito [20].

Denotamos por D; a distancia entre as massas m; e mg e Dy a distancia entre as massas

Mo € Mg, OU Seja,

D =V(X =X ()2+Y2, Dy=+(X—Xs(t)2+Y2
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Denotamos por Fi3 e por Fa3 as forcas gravitacionais das massas m; e my sobre a massa
infinitesinal mg, respectivamente. Sendo Fi3 e Fy3 a intensidade de tais forcas, a e 3 os angulos

definidos na Figura 5.1 e os vetores unitarios X = (1,0) e Y = (0, 1) temos que
F13 = F13XX + F13YY = —F13 cos aX — F13SQD OZY,

F23 = F23XX + F23yY = —Fggsel’l 6X — F23 COS ﬂY,

tal que
F _ Gm1m3 _ (1 — M)mg
13 D? (X —X,(t)2+Y’
e
G .
Fyy = mams3 _ g

D3 (X = Xa(t)? + Y
Segue da 2* Lei de Newton que:

msa — F = F13 + F23,

onde a = (X,Y) denota o vetor aceleracdo da massa infinitesimal ms. Em coordenadas temos

que as equacoes do movimento da massa infinitesimal ms sao:

o U=pX=X() (X = X(1)
(X =X0(0)? + Y22 (X = Xa(t))? + Y2)32
(5.1.1)
Yy — — (1-pY ny

(X = X1(0))2+ Y232 ((X — Xo(t))2 + Y2)3/2’

onde X (t) e X5(t) s@o solugoes do problema de 2—corpos de colisao eliptica dadas por
Xi(t) = —p(l —cos E(t)),  Xa(t) = (1 — p)(1 —cos E(1))

com p > 0 um pequeno parametro e F/ a anomalia excéntrica que é uma funcao do tempo via
equagao de Kepler
E—sinE =1t.
Desde que E é 2m—periddica, X; e Xy sao fungoes 2m—periddicas. Para mais detalhes com

relacdo ao movimento das primadrias veja [24].



66

Como usual uma drbita periodica do problema de 3—corpos restrito é uma dérbita deste
sistema tal que depois de um tempo 7' (o periodo da 6rbita) os trés corpos estdo na mesma
posicao com a mesma velocidade. Aqui estudaremos somente a periodicidade com respeito
ao movimento do corpo infinitesimal. Tais tipos de érbitas serao chamadas de drbitas pseudo

periodicas do problema de 3— corpos restrito com colisao no plano.

Queremos analisar a continuacao de drbitas periddicas para este problema de p = 0 a
familias de dérbitas pseudo periddicas para p no intervalo [0, o) com g > 0 suficientemente
pequeno. Assim como no caso classico do problema de 3—corpos restrito no plano, nao analisare-
mos a continuacao de solugdes periddicas nas coordenadas fixas, (X,Y), pois o sistema nestas
coordenadas é muito degenerado. Consideramos o sistema de coordenadas (z,y) relacionadas

com as coordenadas fixas da seguinte forma:

cost sint X

&I

—sint cost Y

<

O sistema em tais coordenadas é chamado sistema em coordenadas de rotacao.

Para facilitar, consideramos (5.1.1) nas novas varidveis (Z, ) e em notagao complexa, isto

7 = ze",
onde z =z + 1y, Z = X +1Y. Entao, as distancias D, e D, nas coordenadas de rotacao sao

dadas por:
D1:|Z—Zl|, D2:|Z—ZQ|,

com Z; = z1e" e Zy = ze'. Notamos que de fato temos z; = Xje7% e 2o = Xoe %,

O lado esquerdo de (5.1.1) sob a notagao complexa é

dQZ _ d2<Z€it) _ (@ _1_22% _Z) eit.

dt? dt?
Entao (5.1.1) fica
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onde dy = |z — z1] e dy = |z — 29].

Considerando a parte real e a parte imaginaria temos

Fr_dy _0G &y di 06

@ Ca T or A Tdt oy

onde ~
oG T — Xq(t) cost T — Xo(t) cost
=i _(1- —
oG g+ Xi(t)sint g+ Xo(t)sint
=i (1— _

comd; = /(T — X1(t) cost)? + (§ + X1 (1) sint)?, dg = /(T — Xa(t) cost)? + (7 + Xa(t) sint)2.
Considerando a mudanca de coordenadas
TI=T, =Y, =T =0, p=y+7T

temos que o movimento da massa infinitesimal deste problema de 3—corpos restrito com colisao

pode ser escrito como um sistema Hamiltoniano, tal que a funcao Hamiltoniana é dada por

1 l—p  p

H= (2 112 — gy — B

S+ 02) + tas —wayy — — = —

Na forma vetorial H é dada por
22— l—p  p

=T Ty _ B 5.1.2
y T Ry-—— - (5.1.2)
onde z = (x1,x2) é um vetor descrevendo a posi¢ao do sistema, y = (yi,y2) é um vetor

0 1
-1 0

descrevendo o seu momento e K =
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O sistema Hamiltoniano é dado por

T1 = Y1 — To,

Ty = Y2 + 21,

X, (¢) cost X,(t) cost (5.1.3)
y1=y2—(1—u)(xl_ ;?()cos >—M<I1_ ;%()cos ),

. To + X (t)sint To + Xo(t)sint
EPRRMECES 1 U WS OET)
1 2

com dy = \/(z1 + p(1 — cos E(t)) cost)? + (w2 — u(1—cos E(t))sint)?,
dy=/(x1—(1—p)(1—cos E(t)) cos )2+ (za+ (1 —pu) (1 —cos E(t)) sin t)2.

Temos que i é um parametro suficientemente pequeno e assim a funcao Hamiltoniana pode

ser escrita na forma

] S
H= " Ky ; + O(p). (5.1.4)

Observamos que a dependéncia de x no nosso caso é como no problema de 3—corpos restrito
circular planar, e u estd relacionado com a massa das primarias (veja [13]), enquanto que em

[19] o parametro u estd relacionado com a distancia entre as primadrias.
Quando p = 0, a equagao (5.1.4) é dada por

2
1
P T
2 e

que ¢é a funcao Hamiltoniana do problema de 2—corpos nas coordenadas de rotagao.

A seguir utilizaremos o método de continuacao de Poincaré para continuar érbitas periddicas
do problema de Kepler, quando p = 0, a érbitas pseudo periddicas do problema de 3—corpos

restrito com colisao eliptica no plano, quando p > 0 suficientemente pequeno.

As érbitas do problema de Kepler que continuaremos serao as érbitas elipticas simétricas

e as Orbitas circulares (incluindo neste caso as érbitas cometdrias, ou seja, aquelas em que



69

a massa infinitesimal estd muito longe do centro de massa das primarias). Para cada caso é
conveniente trabalhar com variaveis especificas. Tais como as variaveis de Delaunay para as

orbitas elipticas simétricas e as variaveis de Poincaré para as dérbitas circulares.

Primeiramente, escrevemos a fun¢ao Hamiltoniana (5.1.2), que estd em coordenadas carte-

sianas, em coordenadas polares (1,6, R, ©). Esta mudanca de coordenadas é dada por
© G}
x1=rcosf, ro =rsenf, y; = Rcos — —senf, y, = Rsenf + — cosb.
r r

Em coordenadas polares (5.1.2) é dado por:

2 _
1, 1 -
= 2<R +T2) S) r+0(“>’

onde

dy = \/(rcos + pu(l — cos E(t)) cost)2 + (rsenf — u(1 — cos E(t))sent)?,
dy =+/(rcosf — (1 — pu)(1 — cos E(t)) cost)? + (rsen + (1 — u)(1 — cos E(t))sent)2.

5.2 Orbitas periddicas simétricas

As equacgoes do movimento da massa infinitesimal nas coordenadas de rotacao sao dadas por

(5.1.3). Verificamos que estas equagoes sao invariantes pela simetria

(tv T1, T2, Y1, 92) B (_ta X1, —T2, —Yi, 92)

Isto significa que se p(t) = (z1(t), z2(t), y1(t), y2(t)) é uma solugao do sistema (5.1.3), entao
W(t) = (z1(—t), —z2(—1t), —y1(—1t),y2(—t)) também serd. Notamos que esta simetria é com

relacao ao eixo x; e denotamos por S;. Segue o seguinte resultado:

Proposicao 5.2.1 Seja ¢(t) = (x1(t), x2(t), y1(t), y2(t)) uma solugdo do sistema (5.1.3). Se
xo(t) e yi(t) sao zero em t =ty e em t =ty + 1/2 mas ndo sio simultaneamente nulos em
qualquer valor de t € (tg,to + T/2), entao ¢(t) é uma solugao periddica Sy—simétrica com

periodo T'.



70

Dem: Segue da Propriedade 1.3.5(3).

Observacao 5.2.2 Sy € a dnica simetria do sistema (5.1.3), pois

i) as distancias di e dy sdo invariantes por uma simetria somente quando a varidvel x, €

fixada e a varidvel xo € levada em —xa;

ii) pelo item acima, a primeira equagio de (5.1.3) € invariante somente se y; € levado em

—Y1;

iii) analogamente, a sequnda equagao de (5.1.3) € invariante somente se yy € fizado.

5.2.1 Continuagao de orbitas elipticas simétricas

Para mostrar a continuacao das orbitas elipticas simétricas consideramos a mudanca das coor-

denadas polares (r,0, R, ©) para as coordenadas de Delaunay (I, g, L, G) (veja [27]):
- [ é a anomalia média e é medida desde o pericentro;

- g ¢ o argumento do pericentro e determina a orientacao do semi-eixo maior da elipse no

plano de movimento;
- L esta relacionada com o semi-eixo maior, a, por L = a'/?;

- G estd relacionada com o semi-eixo maior, a, e com a excentricidade e, por G = [a(1 —
e2)]1/2.
Nas coordenadas de Delaunay, o Hamiltoniano (5.1.5) é da forma:

1

Agora, em termos das coordenadas de Delaunay, supomos que no tempo ty temos

g(to) = mm e l(ty) = nw, m, n inteiros, (5.2.7)
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tal que a primeira condicao diz que o semi-eixo maior da elipse coincide com o eixo x; € a
segunda condicao diz que a particula estd neste eixo ( no pericentro ou no apocentro). Assim a
velocidade instantanea da particula no sistema de rotacao é a soma da velocidade da particula
ao longo da elipse e a velocidade de rotagao da elipse. Desde que estes termos sao perpendicu-
lares ao eixo x1, entao (5.2.7) nos garante que a particula cruza o eixo x; perpendicularmente.

Assim, procuramos curvas solugoes que satisfazem (5.2.7) para dois valores distintos de t.

Continuacao das 6rbitas peridédicas S;—simétricas

Seguindo [26], podemos provar de maneira similar ao problema de 3—corpos restrito circular no
plano, a continuacao de orbitas periddicas elipticas do problema de Kepler em coordenadas de
rotacao para u = 0 a familias de 6rbitas pseudo periddicas do problema de 3—corpos restrito
com colisao no plano para u € [0, i) com pg > 0 suficientemente pequeno.

Iniciamos observando que o problema de Kepler em coordenadas de rotacao possui oito
diferentes orbitas periddicas S;—simétricas que podem ser continuadas em drbitas periddicas

do problema de 3—corpos restrito de colisao quando p € [0, o) com g > 0 pequeno.

Estas diferentes érbitas podem ser descritas em termos das condicOes iniciais nas coorde-
nadas de Delaunay g e [. Para o movimento no sentido anti—horario da massa infinitesimal

temos as seguintes condigoes iniciais:

a) g(0) =0, 1(0) = 0, ou seja, o pericentro estd na no semi—eixo x; positivo e que a massa

infinitesimal estd no pericentro;

b) ¢(0) =7, I(0) = 0, ou seja, o pericentro estd no semi-eixo x; negativo e a massa infini-

tesimal esta no pericentro;

c) g(0) =0, [(0) =, ou seja, o pericentro estd no semi-eixo 1 positivo e a massa infinite-

simal estd no apocentro;

d) ¢(0) =7, 1(0) = 7, ou seja, o pericentro estd no semi—eixo 1 negativo e a massa infini-

tesimal estd no apocentro;
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Existem outras quatro diferentes orbitas periddicas elipticas S;—simétricas para o movi-
mento no sentido horario da massa infinitesimal.

Analisamos a situagao quando a massa infinitesimal se move no sentido anti-horario. Nas
coordenadas de Delaunay, tal orbita intercepta o eixo x; ortogonalmente em um tempo ¢
quando (5.2.7) estd satisfeita. Com o objetivo de ter uma drbita S;—simétrica precisamos
que tal orbita intercepte ortogonalmente o eixo x; em dois diferentes pontos. Podemos provar
que, para o tempo mod 27, as 4 érbitas elipticas S;—simétricas podem ser continuadas em 16
possiveis diferentes érbitas pseudo periddicas elipticas S;—simétricas do problema de 3—corpos
restrito de colisao quando p é pequeno. Estas 16 possibilidades vém do fato que temos a
primeira intersec¢ao ortogonal com o eixo 1 em qualquer das situagoes (a), (b), (¢) ou (d) e a
segunda interseccao ortogonal como eixo x; também pode ser qualquer uma destas 4 diferentes

situacoes.

No caso em que a massa infinitesimal estd movendo no sentido horéario obtemos outras 16

diferentes érbitas periddicas S;—simétricas do problema de 3—corpos restrito de colisao.

Teorema D: Sejam p e q numeros inteiros primos entre si e T = 2mp/q. Entdo a drbita

eliptica T—periodica do problema de Kepler em coordenadas de rotacdo que satisfaz
1(0) = nym, g(0) =nem, L*(0)=p/q, G(0)= constante, (5.2.8)

pode ser continuada para pequenos valores de p = p(T) > 0 em uma orbita pseudo periddica
S1—simétrica de periodo prorimo de 2wp do problema de 3—corpos restrito planar com colisao
em coordenadas de rotacao.

Dem: O Hamiltoniano do problema de 3—corpos restrito de colisao em coordenadas
de Delaunay para u pequeno é dado por (5.2.6) e as equagoes do movimento sao:

= 5+ O0(), L=0+0(), §=—1+0(), ¢ =0+0() (5.2.9)

Para u = 0 consideramos a érbita eliptica satisfazendo as condigoes iniciais (5.2.8). O movi-

mento nesta elipse é:

I =tq/p+mm, L= (p/q)®, g=—t+nym, G = constante.
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O perfodo da massa infinitesimal nesta elipse ¢ T = 27L3 = 27p/q. Assim, o perfodo do
movimento dos trés corpos juntos é 7" = 27p, assim g(7"/2) = (—p+ng)w e l(T"/2) = (g+nq)7.

Logo, esta orbita satisfaz (5.2.7) e é S;—simétrica.

Para 1 > 0 pequeno, consideramos solugoes satisfazendo (5.2.7) e as condigoes iniciais
1(0) = mim, g(0) =nom, L(0) =Ly, G(0)=GCh.
Queremos resolver

Y1 (Lo, Go, t, ) = 0, (Lo, Go, t, u) =0,

1/3

para Lg préximo de (p/q)'/® e t préximo de T7"/2 quando

77/)1([10, Go, t, ,U) = g(t) + (p - ng)ﬂ, e¢2(L0’ Go, 1, M) = l(t) - (C] + nl)ﬂ'
Pelo Teorema da Funcao Implicita, é suficiente mostrar que

O JOt O /0t
OYn /0Ly Oa/OLg

sobre a drbita eliptica. Mas para p = 0 temos

dg/ot  Ol/ot dot -1 q/p
0g/0Ly 0Ol/0Lg 0 —3t(q/p)*/?

para qualquer ¢ > 0. Portanto, segue o teorema. -

5.3 Continuacao das orbitas circulares

Nesta se¢ao adaptamos para o nosso caso do problema de 3—corpos restrito a prova original de
Poincaré para a continuacao de érbitas circulares do problema de Kepler em coordenadas de

rotagao para o problema restrito plano circular. Seguimos a versao de Sternberg [26].

O argumento do pericentro é claramente indefinido para as érbitas circulares por que as

coordenadas de Delaunay nao estao bem definidas em uma vizinhanca da érbitas circulares.
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Para superar este problema consideramos as coordenadas de Poincaré fazendo a mudanca
de varidvel simplética das varidveis de Delaunay (l, g, L, G) para as coordenadas de Poincaré

(A, n, A, &) dadas por:
A=1I+4+g, n=02(L-G)]Ycosg, A=1L, ¢&=—[]2(L—-G)]"*cosg.

A fungao Hamiltoniana (5.2.6) nas coordenadas de Poincaré é:

H= —L—A+%(n2+§2)+0(m. (5.3.10)

Novamente, para maiores detalhes sobre tal mudanca de coordenadas veja [27].

Teorema E: Seja Ty o periodo de uma orbita circular periddica do problema de Kepler em
coordenadas de rotagio. Se 2m/Ty € (1 — 1/v/8,1 + 1/v/8) \ {1}, entdo para p = u(Ty)
suficientemente pequeno existe uma orbita pseudo periodica do problema de 3—corpos restrito
no plano com colisio em coordenadas de rota¢ao com periodo T(u) que tende a uma drbita

periodica circular do problema de Kepler em coordenadas de rotacao com periodo Ty quando p

tende a 0.
Dem: Quando g = 0 a fungdo Hamiltoniana (5.3.10) é dada por
HOnA€) = 5 — At (2 +€)
2A2 2
e as equacoes do movimento sao:

tal que a solugao circular para = 0 é dada por:
1 . .
A= (F —Dt+ Xy, A=Ay, n=%Esint+mnycost, & =~Ecost—ngsint,
0

onde Ay, Ag, & e 1o sao constantes.

Pelo método de continuacao devido a Poincaré concluimos que existem solucoes periddicas

para u > 0. Na verdade estamos interessados em encontrar solugoes peridédicas de periodo T
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Isto é, queremos encontrar condigoes iniciais Ag(p), nmo(1), Ao(p) e &o(p) tais que as solugoes
(1), me(p), Ae(p) e & () do sistema Hamiltoniano cuja fungdo Hamiltoniana (5.3.10) satis-

fazem

Ar(p) = Xo(p) + 21, nr(p) = no(p), &r(p) = &o(n), Ar(p) = Aolp). (5.3.11)

Queremos encontrar (Ao, 1o, Ao, &) como fungoes de p que para p = 0 sao dadas por

1
——].)T0:27T

§(0) = () =0 and (5,

assim

A3 Ty 0

1 21+ T, ( T )1/3
= or Ay =

com g arbitraria.

Temos que a funcao Hamiltoniana é constante ao longo das trajetorias. Se Ag, 19, Ao € &

sao tais que (5.3.11) estd satisfeita, entao

H(Ap,nr, A, &ry 1) = H(Xo, mo, Az, &o; 1) = H(No, 10, Mo, €o; 1),

e Ar(pn) = Ao(p) é uma conseqiiéncia.

Para p suficientemente pequeno sabemos que Ar estd préximo de Ag e (5.3.10) mostra que

OH/OA # 0se Ag # 1. Assim o Teorema da Funcao Implicita afirma que existe uma vizinhanga

de (Ao, 1m0, &0) tal que A = a(A,n,§). Entao Ay = a(Xo, 10, &) = a(Ap,nr, 1) = Ar.

Para resolver (5.3.11) escrevemos 7' = Tj + 7 e tentamos resolver as equagoes

¢1(A07770a A07§077—7 M) = )\TO—H' - /\() — 21 = O,
Y2 (Ao, Mo, Mo, &0, 75 1) = Nyr — M0 = 0, (5.3.12)
w3(>\077707 A07£07T7 /1’> = £T0+T - 50 =0.

Oy _ L _2m 0% O
or A STy 06 On

Em p=71=¢& =ny =0 temos que = 0. Assim a matriz
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Jacobiana de ¥y, ¥y e 13 com respeito a n, £, 7 é dado por

2w
0 0 ?o
01, ¥, ¥3) . 0
8(177,—52,7')3 =1 cosTy—1 —sinTy % )
sin T cosTy—1 %
or

que é nao-singular se

o (a<¢1,¢2,w3>

= (cos Ty — 1)* + sin’ T,
o0 E.7) ) (cos Ty — 1)° 4 sin”Tp # 0,

ou seja, Ty # 2km.

O Teorema da Fungdo Implicita garante que existem tnicas fungdes 7 = f(\g, Ao, ),
no = h(Xo, Ao, 1) and & = g(Ao, Ao, i) tais que o sistema (5.3.12) esta satisfeito para p sufi-
cientemente pequeno. Em p = 0 o valor de Ag esta proximo do valor que é determinado por
A03:2%+1comT:T0.

Notamos que em g = 0 temos & = 19 = 0 e 7 sera uma fungao de Aq satisfazendo
27
-3

0. = + 1. Em particular 9T # 0, assim podemos resolver Ay como uma fungao de 7
TO + 7 0A0
para p pequeno. Portanto, podemos encontrar solugoes de (5.3.11) desde que Ty # 2k7 sendo

k um inteiro positivo.

Até aqui, nao tinhamos levado em conta a possibilidade de colisao entre a massa infinitesimal
e as primdrias. Agora queremos evitar que a continuacao de uma Orbita circular periédica no

intervalo p € [0, i9) com p > 0 suficientemente pequeno colida com uma das primarias.

No nosso caso quando i = 0 a primdria de massa 1 esta fixada na origem e a outra massa

infinitesimal estd movendo no eixo X entre a origem e o ponto (2,0).

De acordo com a Terceira Lei de Kepler, para uma érbita periddica circular do problema

3

de Kepler de raio r e movimento médio n temos que r*n? = 1 em um sistema inercial e com as
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unidades de comprimento, massa e tempo escolhidas inicialmente (para maiores detalhes veja

24]).

No sistema inercial uma orbita periddica circular é direta, ou seja, gira no sentido anti-
horario, se seu movimento médio é positivo, e é retrograda, ou seja, gira no sentido horario,
se seu movimento médio é negativo. O movimento médio em um sistema de rotacao de uma
orbita periédica circular tendo movimento médio n no sistema inercial é n — 1. Portanto,
todas as drbitas circulares retrégradas no sistema inercial sao érbitas periddicas circulares
retrogradas no sistema em rotagao. Mas as drbitas periddicas circulares diretas no sistema
inercial podem ser diretas ou retrogradas no sistema em rotacao dependendo se n > 1 ou

0 < n < 1, respectivamente.

Seja Tj o periodo de uma oOrbita circular no sistema em rotacao. Entao o movimento médio
no sistema em rotagao é 27 /Ty se é uma Orbita direta no sistema em rotagao, ou —2m /Ty se é

uma Orbita retrégrada no sistema em rotacao.

Agora consideramos uma orbita circular periddica que possui movimento médio n no sistema
inercial e periodo T no sistema em rotacao. Portanto, temos que n — 1 = —27/Ty se n < 1, e

n—1=2x/Tysen > 1.

Sendo assim, para evitar colisdes entre a massa infinitesimal e as duas primarias devemos
evitar todas as orbitas periddicas circulares de raio r < 2, ou equivalentemente toda as érbitas
periédicas circulares com movimento médio n no sistema inercial tal que |n| > 1/v/8. Em

3n? = 1, as 6rbitas circulares tendo raio r > 2 possuem

outras palavras, usando a relacao r
movimento médio n € (—1/+/8,0) U (0,1/v/8). Logo, todas estas érbitas sdo retrégradas no
sistema de rotagao e se seu periodo é T em tal sistema, ele satisfaz n—1 = —27 /Ty, e portanto
2m /Ty € (1 —1/v8,1+1/V8) \ {1}.

Vimos anteriormente que Tp # 2k com k inteiro positivo. Como 1/k¢ (1—1/v/8,1+1/v/8)
para k = 2,3,..., segue que podemos prolongar todas as érbitas periddicas circulares do pro-

blema de Kepler nas coordenadas de rotacao tendo periodo Ty tal que 27 /T, € (1 —1/ V8, 1+
1/v/8)\ {1}. Assim provamos o Teorema. -
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