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DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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Resumo

Neste trabalho estudamos sistemas dinâmicos possuindo estruturas Hamiltonianas e reverśıveis

(“time-reversible”). O conceito de reversibilidade está associado a uma involução. Inicialmente

discutimos a dinâmica de campos vetoriais Hamiltonianos com 2 e 3 graus de liberdade em

torno de um ponto de equiĺıbrio eĺıptico na presença de involuções que preservam a estrutura

simplética. Os principais resultados discutem a existência de famı́lias a 1-parâmetro de soluções

periódicas terminando em um ponto de equiĺıbrio. As ferramentas utilizadas foram formas

normais de Belitskii e Birkhoff e Redução de Liapunov-Schmidt. Em seguida consideramos

um caso do problema de 3-corpos restrito em coordenadas de rotação. Neste caso as primárias

estão movendo em uma órbita eĺıptica de colisão. Através do Método da Continuação de

Poincaré caracterizamos as órbitas periódicas circulares e as simétricas eĺıtpicas do problema

de Kepler que podem ser continuadas a órbitas pseudo periódicas de tal problema.
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Abstract

In this work we study dynamical systems possessing Hamiltonian and time-reversible struc-

tures. The reversibility concept is defined in terms of an involution. Initially we discuss the

dynamics of Hamiltonian vector fields with 2 and 3 degrees of freedom around an elliptic equi-

librium in the presence of an involution which preserves the symplectic structure. The main

results discuss the existence of one-parameter families of reversible periodic solutions termi-

nating at the equilibrium. The main techniques that are used in the proofs are Belitskii and

Birkhoff normal forms and the Liapunov-Schmidt Reduction. Next we consider a case of the

3-body restricted problem in rotating coordinates. In this case the two primaries are moving

in an elliptic collision orbit. By the continuation method of Poincaré we characterize that the

periodic circular orbits and the symmetric periodic elliptic orbits from the Kepler problem

which can be prolonged to pseudo periodic orbits of the planar restricted 3–body problem in

rotating coordinates with the two primaries moving in an elliptic collision orbit.
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Introdução

O estudo geométrico-qualitativo de fluxos em sistemas dinâmicos (discretos ou cont́ınuos) tem

sido durante décadas objeto de grande interesse em vários setores da matemática pura e apli-

cada. Hoje em dia esta teoria é acesśıvel a uma enorme e heterogênea audiência em muitos

ramos da ciência. Uma área de concentração de grande interesse situa-se na classificação de sis-

temas através do seu retrato de fase por equivalência orbital ou conjugação. Dentro desta linha

de pesquisa os seguintes termos se solidificaram dentro do abecedário matemático: estabilida-

de estrutural, genericidade, famı́lias genéricas a k-parâmetros, bifurcação, ponto de equiĺıbrio

ressonante, singularidade de codimensão k, órbita periódica, órbita homocĺınica, caos. Tais

termos são estudados, em geral, em famı́lias de campos vetoriais que podem ou não preservar

alguma estrutura. Em particular, algumas destas estruturas são Hamiltoniana, simetrias e

simetrias reverśıveis (“time-reversible symmetry”).

Neste trabalho discutiremos sistemas dinâmicos com estrutura Hamiltoniana e com simetria

do tipo “time–reversible”, que nos referiremos por simetria reverśıvel. Consideramos dois

problemas: (i) sistemas dinâmicos com 2 e 3 graus de liberdade e (ii) um caso particular do

problema de 3– corpos restrito.

A simetria do tipo reverśıvel é uma das fundamentais simetrias discutidas na ciência natural.

Conseqüentemente, ela surge em muitos sistemas dinâmicos f́ısicos, em particular na mecânica

clássica, como no problema de n– corpos, e na mecânica quântica. O conceito de reversibilidade

está relacionada com uma involução R, isto é, uma aplicação R : R
N → R

N tal que R◦R = Id.

Seja X um campo vetorial suave em R
N . O campo vetorial X é dito R–reverśıvel se a seguinte

x
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relação está satisfeita:

X(R(x)) = −DR(x)X(x).

Reversibilidade significa que φ(t) é uma solução de X se, e somente se, Rφ(−t) também é

solução de X.

Muitos sistemas dinâmicos que surgem no contexto das aplicações possuem propriedades

estruturais robustas, como por exemplo simetria ou estrutura Hamiltoniana. Sendo assim, para

entender a dinâmica de tais sistemas, suas estruturas têm que ser levadas em conta, focalizando

os estudos de fenômenos que são genéricos dentro do conjunto dos sistemas dinâmicos com a

mesma estrutura. Nas últimas décadas destacou-se um grande interesse nos estudos de sistemas

dinâmicos com simetria reverśıvel (veja [14] e [28]). Recentemente, tem-se dado uma maior

atenção para entender e usar a ação mútua entre as dinâmicas e as propriedades de simetria.

Vale a pena mencionar que uma das propriedades caracteŕısticas de sistemas Hamiltonianos e

reverśıveis é que os conjuntos minimais surgem em famı́lias a um parâmetro. Assim um número

natural de perguntas podem ser formuladas: (i) como que ramos de conjuntos minimais iniciam

ou terminam?, (ii) um ramo de conjuntos minimais pode bifurcar de um outro ramo?, (iii) quão

persistentes são tais ramos quando o sistema original é levemente perturbado? Recentemente,

tem surgido um grande interesse em estudar sistemas dinâmicos com simetria reverśıvel e nos

referimos a [17] para um “survey”em sistemas reverśıveis e problemas relacionados.

Em 1895 Liapunov publicou seu celebrado Teorema do Centro, veja [1] página 498. Este

teorema, para sistemas Hamiltonianos anaĺıticos com n graus de liberdade, afirma que se as

autofreqüências do sistema Hamiltoniano linearizado são independentes em Z, próximo de um

ponto de equiĺıbiro estável, então existem n famı́lias de soluções periódicas que preenchem uma

variedade bidimensional suave e tendem ao ponto de equiĺıbrio com peŕıodos limitados. De-

vaney em [10] provou uma versão do Teorema de Centro de Liapunov para sistemas reverśıveis.

Recentemente este resultado tem sido generalizado por Golubitsky, Krupa e Lim [11] no caso

reverśıvel e por Montaldi, Robert and Stweart [22] no caso Hamiltoniano. Lembramos que em

[11] o Teorema de Devaney foi estendido e algumas simetrias extras foram consideradas. Con-
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trastando o método geométrico de Devaney, eles utilizaram a redução de Liapunov–Schmidt

adaptando uma prova alternativa do Teorema do Centro de Liapunov reverśıvel dada por Van-

derbauwhede [30]. Em [22] a existência de famı́lias de órbitas periódicas em torno de um ponto

equiĺıbrio semi–simples é analisada. Sistemas com simetrias, incluindo simetrias reverśıveis,

que são anti–simpléticas são estudadas. Seus métodos são continuações do trabalho de Vander-

bauwhede, em [30], onde as famı́lias de soluções periódicas estão em correspondência bijetiva

com as soluções de um problema variacional.

Na primeira parte deste trabalho consideramos sistemas Hamiltonianos com 2 e 3 graus

de liberdade reverśıveis por uma involução simplética. Para estudar a existência de soluções

periódicas para tais sistemas utilizamos a combinação da Redução de Liapunov–Schmidt com

Teoria das Formas Normais. Ressaltamos que nossos resultados focalizam a generalização das

famı́lias de Liapunov que surgem em [4].

A Redução de Liapunov–Schmidt focaliza o estudo local sobre a existência de soluções

periódicas em torno do ponto de equiĺıbrio. Tal método consiste em reduzir o problema de

encontrar soluções periódicas de um sistema em um espaço de dimensão infinita à resolver

um conjunto de equações algébricas em um espaço de dimensão finita. Para isso a ferramenta

principal utilizada é o Teorema da Função Impĺıcita.

A Teoria das Formas Normais consiste em encontrar mudanças de coordenadas próximas à

identidade que levam um campo vetorial a uma forma mais “simples”.

Esta combinação da Redução de Liapunov–Schmidt com Teoria de Formas Normais para

encontrar soluções periódicas para sistemas Hamiltonianos também é utilizada por Knobloch

e Vanderbauwhede em [16], Lima em [18], Shih em [25] e Wagenknecht em [31].

Sistemas Hamiltonianos com simetria reverśıvel surgem com freqüência em sistemas da

Mecânica Celeste. O principal objetivo da Mecânica Celeste clássica é o estudo do problema

de n−corpos, que consiste em descrever o movimento de n pontos (corpos) de massa movendo

no espaço Euclidiano 3−dimensional sob a ação mútua de suas forças gravitacionais. A for-

mulação do problema de n−corpos surge pela primeira vez em Philosophiae Naturalis Principia
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Mathematica de Newton (1687). É neste trabalho onde as leis da mecânica e as leis de atração

gravitacional universal permitiu a formulação do problema de n−corpos como um sistema de

equações diferenciais.

Até a publicação do livro Mèthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste de Poincaré (1899)

as equações diferenciais que apareciam nos problemas de Mecânica Celeste eram tratadas do

ponto de vista quantitativo. Poincaré deixou os métodos clássicos de integração e quadratura

de lado e começou a trabalhar com o método qualitativo para dar uma descrição qualitativa

completa das órbitas em um espaço de fase (o espaço onde as equações diferenciais estão

definidas). Podemos dizer que Poincaré iniciou a teoria qualitativa moderna das equações dife-

renciais. Uma das ferramentas da teoria qualitativa é conhecida como Método da Continuação

de Poincaré. Poincaré utilizou este método para provar a existência de órbitas periódicas para

o “problema de 3−corpos restrito circular no plano”, veja [27]. Este método foi usado também

por outros autores em diferentes problemas como problema de 3−corpos isósceles no espaço

(veja [9] e [5]), problema de Sitnikov circular e eĺıptico (veja [6] e [7]), problema 3−corpos

restrito colinear (veja [8]). Em [21] encontramos uma boa discussão da aplicabilidade do

Método de Continuação de Poincaré para diferentes problemas de n−corpos.

O problema de 2−corpos é integrável no sentido clássico. Utilizando as integrais primeiras

da energia h e do momento angular c, podemos classificar todas as órbitas do problema de

2−corpos da seguinte maneira. Se c 6= 0, então o movimento se restringe a um plano e temos:

órbitas circulares ou eĺıpticas quando h < 0; órbitas parabólicas quando h = 0; e órbitas

hiperbólicas quando h > 0. Se c = 0, então o movimento se restringe a uma reta e temos:

órbitas eĺıpticas de colisão quando h < 0, órbitas parabólicas de colisão quando h = 0 e órbitas

hiperbólicas de colisão quando h > 0.

O problema de n−corpos tem resistido todas as tentativas de ser resolvido; na verdade

acredita-se que o problema não pode ser integrável no sentido clássico, de fato existem resulta-

dos parciais nesta direção. Muitos tipos especiais de soluções têm sido encontradas utilizando

distintas técnicas matemáticas, mas não se pode dizer muita coisa com relação ao comporta-
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mento das soluções. O problema de 3−corpos é o mais estudado do problema de n−corpos

e, em particular, casos especiais do problema de 3−corpos, o problema de 3−corpos restrito

(isto é, quando um dos corpos possui massa suficientemente pequena e que sua influência sobre

os outros corpos é despreźıvel). O estudo dos problemas de 3−corpos restrito é um primeiro

passo para entender as dinâmicas do problema de 3−corpos geral.

O problema de 3−corpos restrito consiste em descrever o movimento de uma massa infinite-

simal que se move sob a influência da atração gravitacional de dois corpos, chamados primários,

que descrevem uma solução de um problema de 2−corpos. Podemos classificar os problemas

de 3−corpos dependendo do tipo do movimento das primárias e da dimensão do espaço onde a

massa infinitesimal se move. Os dois tipos mais estudados são o problema de 3−corpos restrito

circular no plano seguido do problema de 3−corpos restrito eĺıptico no plano. Estes dois tipos

de problema de 3−corpos restrito é de grande interesse na Mecânica Celeste já que têm muitas

aplicações em diferentes tipos de movimentos no sistema solar, no sistema de estrelas binárias,

etc.

Neste trabalho consideramos um caso especial do problema de 3−corpos restrito no plano.

Tal problema consiste de duas primárias com diferentes massas, que satisfazem uma órbita

de colisão eĺıptica do problema de 2−corpos e a terceira part́ıcula com massa infinitesimal

movendo-se no plano que contém a reta de movimento das primárias. Nos referimos a tal

problema como problema de 3−corpos restrito com colisão no plano.

Como usual uma órbita periódica do problema de 3−corpos restrito é uma órbita deste

sistema tal que depois de um tempo T (o peŕıodo da órbita) os três corpos estão na mesma

posição com a mesma velocidade. Aqui estudaremos somente a periodicidade com respeito

ao movimento do corpo infinitesimal. Tais tipos de órbitas serão chamadas órbitas pseudo

periódicas do problema de 3− corpos restrito com colisão no plano.

A principal ferramenta utilizada é o Método de Continuação de Poincaré para continuar

uma órbita periódica já conhecida de um sistema de equações diferenciais a um parâmetro.

Agora apresentaremos os conteúdos de cada caṕıtulo e seus principais teoremas.
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Iniciamos o Caṕıtulo 1 introduzindo a terminologia e conceitos básicos para a formulação

dos nossos resultados. Uma śıntese sobre campos vetoriais Hamiltonianos e Reverśıveis é

apresentada. Além disso, verificamos que quando estamos trabalhando com uma estrutura

simplética fixada é posśıvel encontrar “formas normais”para as involuções simpléticas. Veri-

ficamos que em R
6 as involuções simpléticas possuem duas classes que nos interessa, aquelas

cujo conjunto dos pontos fixos tem dimensão 2 (caso 6 : 2) e aquelas cujo conjunto dos pontos

fixos tem dimensão 4 (caso 6:4). Em seguida, encontramos a parte linear dos campos vetori-

ais reverśıveis para o caso 6 : 2 e para o caso 6 : 4. Com relação ao problema de n−corpos

apresentamos as integrais primeiras de tal problema e as soluções expĺıcitas do problema de

2−corpos. Discutimos o Método de Continuação de Poincaré que será utilizado para o estudo

do problema de 3−corpos restrito com colisão no plano.

No Caṕıtulo 2, estabelecemos a forma normal de Belitskii e a forma normal de Birkhoff

para os campos vetoriais estudados no Caṕıtulo 4.

No caṕıtulo 3, apresentamos o método Redução de Liapunov–Schmidt seguindo [31] com

as necessárias adaptações para os casos tratados nesta tese.

No caṕıtulo 4, estudamos os campos vetoriais Hamiltonianos Reverśıveis com dois graus de

liberdade e generalizamos alguns resultados apresentados em [4] provando o Teorema:

Teorema A: Existe um conjunto aberto U0 ⊂ X
0 não vazio tal que

a) Cada elemento X em U0 é determinado pelo seu 3–jato;

b) cada X ∈ U0 possui 0, 2 ou 4 famı́lias a um parâmetro de soluções periódicas convergindo

para origem quando o parâmetro σ converge para zero com peŕıodo convergindo para

2π/α onde ±α i são autovalores da matriz DX(0).

Em seguida, estudamos os campos vetoriais Hamiltonianos Reverśıveis com 3 graus de

liberdade e provamos os seguintes teoremas:

Teorema B: Existe um aberto U1 ⊂ X
1 não vazio tal que

a) Cada elemento X em U1 é determinado pelo seu 2–jato,
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b) para X ∈ U1 não existem famı́lias a um parâmetro de soluções periódicas simétricas

convergindo para o ponto de equiĺıbrio com peŕıodos tendendo a 2π/α, onde α é tal que

±αi são os autovalores da parte linear do campo vetorial X em U1 com multiplicidade

algébrica 2.

Teorema C: Existe um conjunto aberto U2 ⊂ X
2 não vazio tal que

a) Cada elemento X em U2 é determinado pelo seu 2–jato,

b) cada X ∈ U2 possui uma famı́lia a 2–parâmetros de soluções periódicas simétricas con-

vergindo para um ponto de equiĺıbrio com peŕıodos convergindo para 2π/α onde α é tal

que ±αi são os autovalores da parte linear do campo vetorial X em U2 com multiplicidade

algébrica 2.

Para demonstração de tais Teoremas utilizamos a combinação, já comentada, da Redução

de Liapunov–Schmidt com a Teoria das formas normais.

O Caṕıtulo 5 iniciamos descrevendo as equações do movimento do nosso problema. En-

contramos a simetria deste problema e analisamos as órbitas simétrica periódicas eĺıpticas do

problema de Kepler em coordenadas de rotação que podem ser continuadas a órbitas simétrica

pseudo periódicas do nosso problema em coordenadas de rotação. O principal resultado é

afirmado utilizando as coordenadas de Delaunay que serão apresentadas no Caṕıtulo 4:

Teorema D: Sejam p e q números inteiros primos entre si e T = 2πp/q. Então a órbita

eĺıptica T–periódica simétrica do problema de Kepler em coordenadas de rotação que satisfaz

l(0) = n1π, g(0) = n2π, L3(0) = p/q, G(0) = constante, (0.0.1)

pode ser continuada para pequenos valores de µ = µ(T ) > 0 em uma órbita pseudo periódica

S1–simétrica de peŕıodo próximo de 2πp do problema de 3–corpos restrito no plano com colisão

em coordenadas de rotação.

Em seguida caracterizamos as órbitas periódicas circulares do problema de Kepler em coor-

denadas de rotação que podem ser continuadas a órbitas pseudo periódicas do nosso problema.

O principal resultado:
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Teorema E: Seja T0 o peŕıodo de uma órbita circular periódica do problema de Kepler em

coordenadas de rotação. Se 2π/T0 ∈ (1−1/
√

8, 1+
√

8)\{1}, então para µ = µ(T0) suficiente-

mente pequeno existe uma solução pseudo periódica do problema de 3–corpos restrito no plano

com colisão em coordenadas de rotação com peŕıodo T (µ) que tende a uma órbita periódica

circular do problema de Kepler em coordenadas de rotação com peŕıodo T0 quando µ tende a

0.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo introduzimos algumas definições e alguns resultados já conhecidos com relação

a sistemas Hamiltonianos e Reverśıveis. Além disso, apresentamos algumas notações e noções

necessárias para o estudo do problema de 3–corpos.

Iniciamos introduzindo a noção de espaço linear simplético. Sendo assim fixamos uma

estrutura simplética para o espaço em que vamos trabalhar e apresentamos a definição de

campo vetorial com estrutura Hamiltoniana.

1.1 Espaço linear simplético

Nesta seção queremos apresentar o Teorema de Darboux. Iniciamos com algumas definições

utilizando como referências os livros [1] e [13].

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre um corpo F onde F = R ou C.

Uma forma bilinear é uma aplicação B : V × V → F que é linear em ambas coordenadas.

Uma forma bilinear é anti–simétrica ou alternada se B(u, v) = −B(v, u) para todo u, v ∈ V.

Uma forma bilinear é não–degenerada se B(u, v) = 0 para todo u ∈ V implica v = 0.

Um exemplo de uma forma bilinear alternada em F
m é B(u, v) = uT Sv onde S é uma

matriz m × m anti–simétrica, ou seja, ST = −S e u, v ∈ F
m.

1
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Um espaço linear simplético é um par (V, ω) onde V é um espaço vetorial 2n–dimensional

sobre o corpo F e ω é uma forma bilinear alternada não–degenerada em V.

Uma base simplética para o espaço linear simplético (V, ω) é uma base C = {v1, . . . , v2n}
para V tal que ω(vi, vj) = Ji,j e J = (Ji,j), i, j = 1, . . . , n. Ou seja, J é a matriz dos coeficientes

de ω na base C.

Seja O um aberto do espaço vetorial de dimensão finita V. Seja p ∈ O e considere F uma

forma bilinear alternada no espaço tangente Tp(O), ou seja, uma 2-forma. Tomamos V = R
2n.

Dizemos que F é não-degenerada se F n = F ∧ · · · ∧ F (n vezes) é diferente de zero. Além

disso, F é fechada se dF = 0. Uma estrutura simplética em O é uma 2-forma não-degenerada

fechada. A estrutura simplética padrão em R
2n é dada por

Ω =
n∑

i=1

dz2i−1 ∧ dz2i,

onde z = (z1, . . . , z2n) ∈ R
2n. A matriz dos coeficientes de Ω é dado pela matriz cuja diagonal

possui n matrizes 2 × 2 da forma


 0 1

−1 0


 . Para o caso em que n = 3 a matriz J é dada

por

J =




0 1 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 −1 0




. (1.1.1)

O Teorema a seguir garante que é sempre posśıvel considerar a estrutura simplética padrão

Ω na vizinhança da origem.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Darboux) Se F é uma estrutura simplética em uma vizinhança

da origem em R
2n, então existe um sistema de coordenadas z tal que F neste sistema é a

estrutura simplética padrão Ω.

Dem: Ver [1].



3

1.2 Campos vetoriais Hamiltonianos

Consideramos o germe da função suave

H : R
2n, 0 → R, 0.

Consideramos o sistema de coordenadas (x1, y1, . . . , xn, yn) em R
2n. Tomamos a 2–forma

não degenerada ω = dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2 + · · ·+ dxn ∧ dyn, ou seja, a 2-forma padrão do R
2n.

Assim, a matriz associada a essa forma é a matriz J cuja diagonal possui n matrizes 2 × 2 da

forma


 0 1

−1 0


 .

O campo vetorial dado por:

ẋ = J∇H(x), onde, x = (x1, y1, . . . , xn, yn) (1.2.2)

ou em coordenadas,





ẋi =
∂H

∂yi

,

ẏi = −∂H

∂xi

,

i = 1, · · · , n,

é um campo vetorial Hamiltoniano, denotado por

XH(x1, y1, . . . , xn, yn) = (
∂H

∂y1

,−∂H

∂x1

, . . . ,
∂H

∂yn

,− ∂H

∂xn

),

associado à função Hamiltoniana H. Dizemos que o sistema (1.2.2) é um sistema Hamiltoniano

com n graus de liberdade.

Neste trabalho estudamos sistemas Hamiltoniano com 2 ou 3 graus de liberdade.
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Por exemplo, para n = 3 o sistema (1.2.2) é dado por:




ẋ1

ẏ1

...

ẋ3

ẏ3




=




0 1 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 −1 0







∂H
∂x1

∂H
∂y1

...

∂H
∂x3

∂H
∂y3




com H : R
6, 0 → R um germe de função suave.

Os sistemas Hamiltonianos que trabalharemos satisfazem a estrutura de reversibilidade

também. O conceito de reversibilidade está ligada à noção de involução.

1.3 Campos vetoriais reverśıveis

Seja

ẋ = X(x), x ∈ R
m (1.3.3)

um campo vetorial C∞.

Definição 1.3.1 Um germe de difeomorfismo de classe Ck, k > 1, R : R
m, 0 → R

m, 0, é

chamado uma involução se satisfaz R ◦ R = Id, onde Id é a matriz identidade do R
m.

No que segue, consideramos ω uma estrutura simplética fixada em R
m, então m = 2n (veja

[1]). Pelo Teorema de Darboux podemos considerar ω a estrutura simplética padrão do R
2n.

Definição 1.3.2 Uma involução R é dita simplética se satisfaz

ω(dRp(vp), dRp(wp)) = ω(vp, wp).

Dada uma involução R linear, pela Definição 1.3.2, ω(Rv, Rw) = ω(v, w) ⇔ (Rv)T JRw =

vT Jw ⇔ vT RT JRw = vT Jw ⇔ RT JR = J, onde J é a matriz associada a 2-forma padrão ω

do R
2n e RT é a matriz transposta de R.

Neste trabalho, consideramos as involuções R ∈ C∞.
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Definição 1.3.3 Dada uma involução R : R
m, 0 → R

m, 0, dizemos que o campo vetorial

(1.3.3) sobre o R
m é R-reverśıvel (ou simplesmente reverśıvel) se

X(R(x)) = −DR(x)X(x).

Definições 1.3.4 • Uma órbita γ por x0 ∈ R
m é dada por

γ = γ(x0) = {x ∈ R
m; x = ϕt(x0), t ∈ R},

onde ϕt é o fluxo de X.

• Um ponto de equiĺıbrio x0 ∈ R
m de X é dito simétrico se ele pertence ao conjunto

Fix(R) = {x ∈ R
m; R(x) = x}.

• Uma órbita γ de um campo vetorial X é dita R–simétrica se R aplica γ nela mesma, ou

seja, R(γ) = γ.

Consideramos o conjunto de campos vetoriais

X
R(m) = {X : X ∈ C∞ e R − reverśıvel sobre R

m}

gerado pela topologia C∞ (veja [3]).

A seguir apresentamos algumas propriedades de campos vetoriais reverśıveis. Seja X ∈
X

R(m):

Propriedades 1.3.5 1. A involução R aplica órbitas do fluxo φt em órbitas do mesmo

fluxo invertendo a direção do tempo;

2. Se φt denota um fluxo associado a X então temos que: φt ◦ R = R ◦ φ−t;

3. Uma órbita periódica simétrica intercepta Fix(R) em precisamente dois pontos, digamos,

x0 = x(0) e x1 := φT/2(x0). De fato, tomando x(t) uma órbita T–periódica simétrica do

sistema ẋ = X(x),

Rx0 = x0 = φT (x0) ⇒ φ−T
2

◦ R(x0) = φ−T
2

◦ φT (x0) ⇒



6

x1x0

Fix(R)

p

q

R(p)

R(q)

Figura 1.1: Retrato de fase de um campo reverśıvel

R ◦ φT
2

(x0) =∗ φ−T
2

◦ φT (x0) = φT
2

(x0);

∗ propriedade anterior. Além disso, suponha que existe y = φτ (x0) ∈ FixR, então

Rφτ (x0) = φτ (x0) ⇒ φ−τ (Rx0) = φτ (x0) ⇒

φnT (x0) = x0 = φ2τ (x0) ⇒ τ =
nT

2
.

Exemplo 1.3.6 Um exemplo de reversibilidade é dado pelos sistemas de equações diferenciais

ordinárias de segunda ordem

ü + g(u, u̇) = 0 ∈ R
n/2

com g(u, p) par na variável p. Reescrevendo este sistema como um sistema de primeira ordem

para x = (u, v) ∈ R
n com X(u, v) := (v,−g(u, v)), temos um sistema reverśıvel pela involução

R(u, v) := (u,−v). Em particular, o eixo u é o Fix(R) e o eixo v é o Fix(−R).
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1.4 Forma normal para involuções em R
6

Seja R um difeomorfismo involutivo de R
m em R

m. Consideramos a seguinte mudança de

coordenadas φ = I + DR(0)R. Note que

(φR)(x) = φ(R(x)) = (I + DR(0)R)(R(x))

= R(x) + DR(0)RR(x) = R(x) + DR(0)x

= DR(0)(x + DR(0)Rx) = DR(0)φx

= (DR(0)φ)(x),

ou seja,

φRφ−1 = DR(0)

e portanto R é conjugada por φ a sua parte linear DR(0). Com isso, a menos de conjugação,

podemos assumir R como uma involução linear.

A proposição a seguir nos apresenta uma forma normal para involuções simpléticas.

Proposição 1.4.1 Fixada uma estrutura simplética ω em R
6 e dada uma involução simplética

R, por uma mudança de coordenadas simplética, R é simpleticamente conjugada a uma das

seguintes formas:

1. R0(x1, y1, x2, y2, x3, y3) = (x1, y1, x2, y2,−x3,−y3);

2. R0(x1, y1, x2, y2, x3, y3) = (x1, y1,−x2,−y2,−x3,−y3);

3. R0 = Id;

4. R0 = −Id; .

Observação 1.4.2 Pelo Lema 1.4.5, apresentado a seguir, temos que os subespaços Fix(R) e

Fix(−R) são subespaços simpléticos, logo, suas dimensões são pares. (Veja [1] ou [13])

Os dois lemas a seguir serão utilizados na demonstração da Proposição 1.4.1.
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Lema 1.4.3 Se R é uma involução simplética linear, então temos que R
2n = Fix(R)⊕Fix(−R)

e ω(Fix(R), Fix(−R)) = 0.

Dem: Para todo u ∈ R
2n, podemos escrever u = ((u + R(u))/2) + ((u − R(u))/2), onde

(u + R(u))/2 ∈ Fix(R), (u−R(u))/2 ∈ Fix(−R). Além disso, se u ∈ Fix(R)∩Fix(−R), então

u+u = R(u)+(−R(u)) = 0, ou seja Fix(R)∩Fix(−R) = {0}. Logo, R
2n = Fix(R)⊕Fix(−R).

Agora, tomamos u ∈ Fix(R) e v ∈ Fix(−R) e temos que ω(u, v) = ω(R(u),−R(v)). Usamos

o fato de que R é simplética e linear. Assim ω(R(u), R(v)) = ω(u, v). Com isso, −ω(u, v) =

ω(u, v) e ω(Fix(R), Fix(−R)) = 0.

Definição 1.4.4 Dizemos que um subespaço U ⊂ R
2n é simplético se ω é não-degenerada em

U .

Lema 1.4.5 Se R é uma involução simplética linear, então os conjuntos Fix(R) e Fix(−R)

são subespaços simpléticos.

Dem: Tomamos u ∈ Fix(R), u 6= 0, tal que ω(u, Fix(R)) = 0. Pelo lema anterior

temos que ω(u, Fix(−R)) = 0. Ainda pelo lema anterior, (R6 = Fix(R) ⊕ Fix(−R)) temos

que ω(u, R6) = 0 e assim ω é degenerada em R
6, que é falso. Assim Fix(R) é um subespaço

simplético do R
6. A demonstração é análoga para Fix(−R).

Dem: (Proposição 1.4.1) Seja R : R
6 → R

6 uma involução linear e ω uma estrutura

simplética fixada. Pelo Lema 1.4.3, R
6 = Fix(R) ⊕ Fix(−R). Além disso, Fix(R) é um

subespaço simplético, logo dim(Fix(R)) = 0, 2, 4 ou 6.

• se dim Fix(R) = 0, então dim Fix(−R) = 6 e como (Fix(−R), ω) é um subespaço

simplético temos pelo teorema de Darboux existe uma base simplética {v1, . . . , v6} para

Fix(−R) e assim para R
6 tal que a matriz dos coeficientes de ω em R

6 é J e R0 será −Id;

• se dim Fix(R) = 6, analogamente ao item anterior podemos encontrar um sistema de

coordenadas tal que R0 = Id;
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• Suponhamos que dim Fix(R) = 4, então dim Fix(−R) = 2. Pelo Lema 1.4.5 temos que

os subespaços Fix(R) e Fix(−R) são simpléticos. Pelo Teorema de Darboux temos que

existe uma base simplética {e1, e2, e3, e4} para Fix(R) tal que a matriz dos coeficientes

de ω restrito ao Fix(R) é dado pela matriz



0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0




.

Novamente pelo Teorema de Darboux, temos que existe uma base simplética {f1, f2}
para Fix(−R) e matriz dos coeficientes de ω restrito ao Fix(−R) é dado pela matriz
 0 1

−1 0


 . Além disso, temos pelo Lema 1.4.3 que ω(Fix(R), Fix(−R)) = 0 e então a

matriz dos coeficientes de ω na base β = {e1, e2, e3, e4, f1, f2} é J em R
6 e

[R]β = R0 =




1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1




.

• Analogamente ao item anterior, se dim Fix(R) = 2, temos que existe uma base simplética

para R
6 tal que a matriz dos coeficientes de ω é J e a involução R nesta base é dada por

R0 =




1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1




.
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Ressaltamos que um resultado análogo à Proposição 1.4.1 vale para o R
2n.

Lema 1.4.6 Seja X um campo vetorial R–reverśıvel, isto é, X(R(x)) = −DRx.X(x). Seja

ainda, Φ uma mudança de coordenadas diferenciável. Então o campo X̃ = DΦ ◦ X ◦ Φ−1 é

S–reverśıvel onde S = Φ ◦ R ◦ Φ−1.

Dem:

DS ◦ X̃ = D(Φ ◦ R ◦ Φ−1) ◦ DΦ ◦ X ◦ Φ−1

= DΦ ◦ DR ◦ DΦ−1 ◦ DΦ ◦ X ◦ Φ−1

= DΦ ◦ DR ◦ X ◦ Φ−1

= −DΦ ◦ X ◦ R ◦ Φ−1

= −DΦ ◦ X ◦ Φ ◦ Φ−1 ◦ R ◦ Φ−1 = −X̃ ◦ S

Estamos interessados em estudar o comportamento qualitativo dos sistemas Hamiltonianos

R–reverśıveis no R
6. Pela Proposição 1.4.1 e pelo Lema 1.4.6 é suficiente estudar os sistemas

reverśıveis pelas involuções dadas na Proposição 1.4.1.

Denotamos as involuções 1) e 2) da Proposição 1.4.1 por:

R1 =




1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1




(1.4.4)
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e

R2 =




1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1




. (1.4.5)

Como a dim Fix(R1) = 2, distinguiremos este caso como o caso 6 : 2 e como dim Fix(R2) =

4, o caso 6 : 4.

O caso em que dim Fix(R) = 0 é muito degenerado e apenas faremos um breve comentário

acompanhado de um exemplo em R
4.

Notamos que as involuções R1 e R2 são simpléticas, ou seja, J.Rj −RT
j .J = 0 para j = 1, 2.

1.5 Parte linear dos campos vetoriais Rj–reverśıveis no

R
6

Denotamos o espaço de todos os campos vetoriais Hamiltonianos, XHj
, Rj–reverśıveis em R

6,

j = 1, 2, com 3 graus de liberdade por X
j := X

Rj(6), onde R1 é dada por (1.4.4) e R2 por

(1.4.5).

Fixamos o sistema de coordenadas (x1, y1, x2, y2, x3, y3) ∈ R
6. Consideramos X

j munido da

topologia C∞.

Para encontrar a forma da parte linear do campo vetorial XHj
, focalizamos o jato de ordem

2 J2Hj(0) da função Hamiltoniana Hj. Sendo assim definimos

Hj(x1, y1, x2, y2, x3, y3) = a01x
2
1 + a02x1y1 + a03x1x2 + a04x1y2 + a05x1x3 + a06x1y3 + a07y

2
1+

a08y1x2 + a09y1y2 + a10y1x3 + a11y1y3 + a12x
2
2 + a13x2y2 + a14x2x3+

a15x2y3 + a16y
2
2 + a17y2x3 + a18y2y3 + a19x

2
3 + a20x3y3 + a21y

2
3 + t.o.a.,

(1.5.6)
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onde t.o.a significa termos de ordem alta.

A relação entre um campo vetorial R–reverśıvel e uma função Hamiltoniana é dada pelo

Lema 1.5.1.

Lema 1.5.1 Seja R uma involução linear simplética em R
2n. Um campo de vetores Hamilto-

niano de classe Ck XH é R–reverśıvel se, e somente se, a função Hamiltoniana H é R–anti–

invariante, ou seja, H ◦ R = −H.

Dem: XH é R–reverśıvel se, e somente se, XH(R(x)) = −R(XH(x)) para todo x ∈
R

2n. Logo, ω(XH(R(x)), R(y)) = −ω(R(XH(x)), R(y)) para todo x, y ∈ R
2n. Por hipótese,

R é simplética. Assim, ω(XH(R(x)), R(y)) = −ω(XH(x), y) para todo x, y ∈ R
2n, isto é,

−dHx(y) = dHR(x)(R(y)) = d(H ◦ R)x(y) para todo x, y ∈ R
2n. Isto é equivalente a H ◦ R =

−H.

Encontraremos a seguir a parte linear dos campos vetoriais Hamiltonianos Rj–reverśıveis;

j = 1, 2.

1.5.1 Caso 6 : 2

Pela Proposição 1.4.1, a involução para este caso é:

R1 =




1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1




.

Pelo Lema 1.5.1, a função Hamiltoniana geral (1.5.6) é dada por

H1 = a03x1x2+a04x1y2+a05x1x3+a06x1y3+a08y1x2+a09y1y2+a10x3y1+a11y1y3+t.o.a., (1.5.7)
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com a03, a04, a05, a06, a08, a09, a10, a11 ∈ R. Para simplificar a notação vamos trocar a03, a04, a05,

a06, a08, a09, a10, a11 por a, b, c, d, −e, −f, −g, −h respectivamente. Com isso, a parte linear

do campo vetorial associado à função Hamiltoniana H1, XH1
, é dada pela matriz

A1 = DXH1
(0) =




0 0 a b c d

0 0 e f g h

−f b 0 0 0 0

e −a 0 0 0 0

−h d 0 0 0 0

g −c 0 0 0 0




.

Os autovalores de A1 são {0, 0,±√
be − af + dg − ch,±√

be − af + dg − ch}.

Vamos nos restringir ao caso

be − af + dg − ch < 0. (1.5.8)

Quando be − af + dg − ch > 0, observamos que os autovalores da parte linear de XH1
são

reais e a origem é um ponto de equiĺıbrio do tipo hiperbólico. Estamos interessados em pontos

de equiĺıbrio do tipo eĺıptico.

Usaremos a forma canônica de Jordan de A1. Assim estamos, por enquanto, fora da estru-

tura simplética original.

Chamando α =
√−be + af − dg + ch, a matriz que transforma A1 na sua forma canônica

de Jordan é

P1 =




0 0 −d
dg−ch

α 0 −c
dg−ch

α 0

0 0 −f
dg−ch

α 0 −g
dg−ch

α 0

df−bh
be−af

cf−bg
be−af

0 −df+bh
dg−ch

0 −cf+bg
dg−ch

−de+ah
be−af

−ce+ag
be−af

0 de−ah
dg−ch

0 ce−ag
dg−ch

0 1 0 0 0 1

1 0 0 1 0 0




, (1.5.9)
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onde supomos que dg − ch 6= 0 e be − af 6= 0. Assim,

Â1 = P−1
1 .A1.P1 =




0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 α 0 0

0 0 −α 0 0 0

0 0 0 0 0 α

0 0 0 0 −α 0




,

onde P−1
1 é a matriz inversa de P1.

Como aplicamos uma transformação junto ao campo, o mesmo faremos para a involução

que estamos considerando:

R̂1 = P−1
1 .R1.P1 =




−1 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 −1




.

Assim, no caso 6 : 2, trabalharemos com a parte linear do campo dada pela forma canônica

real de Jordan Â1 e com a involução R̂1.

1.5.2 Caso 6 : 4

Procedemos de maneira análoga ao caso anterior. A involução é

R2 =




1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1






15

e a função Hamiltoniana neste caso é da forma:

H2 = a05x1x3+a14x2x3+a10x3y1+a17x3y2+a06x1y3+a15x2y3+a11y1y3+a18y2y3+t.o.a. (1.5.10)

Então, a parte linear do campo vetorial Hamiltoniano XH2
é dado por:

A2 = DXH2
(0) =




0 0 0 0 a b

0 0 0 0 c d

0 0 0 0 e f

0 0 0 0 g h

−d b −h f 0 0

c −a g −e 0 0




.

Novamente, mudamos a notação e os autovalores de A2 são {0, 0, ±√
bc − ad + fg − eh,

±√
bc − ad + fg − eh}.

Consideramos o caso em que

bc − ad + fg − eh < 0. (1.5.11)

Tomando α =
√−bc + ad − fg + eh com bc−ad 6= 0 e considerando a matriz transformação

P2 =




be−af
bc−ad

−bg+ah
bc−ad

0 −b
α

0 −a
α

de−cf
bc−ad

−dg+ch
bc−ad

0 −d
α

0 −c
α

0 1 0 −f
α

0 −e
α

1 0 0 −h
α

0 −g
α

0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0



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a forma canônica de Jordan real de A2 é dada por:

Â2 = P−1
2 .A2.P2 =




0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 α 0 0

0 0 −α 0 0 0

0 0 0 0 0 α

0 0 0 0 −α 0




.

Além disso, a involução R2 fica da forma:

R̂2 = P−1
2 .R2.P2 =




1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 1




.

1.6 Método da Continuação de Poincaré

O método de continuação, devido a Poincaré [23], é uma das técnicas utilizada com maior

freqüência para provar a existência de órbitas periódicas. A idéia geral do método da con-

tinuação de Poincaré é usar uma solução periódica conhecida e, por pequenas variações nos

parâmetros e nas condições iniciais, continuar esta solução a uma outra solução periódica.

Usualmente o método de continuação é aplicado em sistemas anaĺıticos de equações dife-

renciais. Iniciamos apresentando algumas propriedades deste tipo de sistema.

Consideramos o sistema de equações diferencias de primeira ordem

ẋk = fk(t,x, µ), k = 1, . . . , n, (1.6.12)
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com (t,x) = (t, x1, . . . , xn) ∈ D onde D é um aberto conexo do R
n+1, µ ∈ G ⊂ R onde G é um

intervalo de R e fk : D ×G → R para k = 1, . . . , n. As variáveis t, x e µ denotam o tempo, as

coordenadas do espaço de fase e o parâmetro do sistema diferencial, respectivamente.

Se as funções fk são cont́ınuas e satisfazem a condição de Lipschitz em D independente de

t, então o Teorema da Existência e Unicidade de soluções de sistemas de equações diferenci-

ais ordinárias e o Teorema da Dependência Cont́ınua de soluções com respeito ao parâmetro

garantem que para cada (t0,x0) = (t0, x
0
1, . . . , x

0
n) ∈ D e µ ∈ G, existe uma única solução

x(t; t0,x0, µ) do sistema (1.6.12) tal que x(t0; t0,x0, µ) = x0, isto é, existe uma única solução

do sistema (1.6.12) passando pelo ponto (t0,x0). Mais ainda, esta solução é uma função

cont́ınua de (t, t0,x0, µ) no seu domı́nio de definição.

Assumimos que o lado direito das equações diferenciais de (1.6.12) são funções periódicas

em t. Se tais funções são periódicas com peŕıodo minimal T , então as soluções periódicas deste

sistema devem ter um peŕıodo múltiplo de T .

Denotamos por x(t;x0, µ) a solução de (1.6.12) satisfazendo as condições iniciais x(0; 0,x0, µ)

= x0, isto é, t0 = 0.

A solução x(t;x0, µ) é uma solução periódica de (1.6.12) com peŕıodo (minimal) τ > 0 se

x(t+ τ ;x0, µ) = x(t;x0, µ) para todo t ∈ R. Assim, a condição necessária e suficiente para que

uma solução x(t;x0, µ) de (1.6.12) seja uma solução periódica com peŕıodo τ é

x(0;x0, µ) = x(τ ;x0, µ). (1.6.13)

Seja x∗(t;x∗
0, µ

∗) uma solução periódica de (1.6.12) conhecida com peŕıodo τ ∗ > 0, que não

é um ponto de equiĺıbrio. O método de continuação consiste em encontrar valores τ, x0 e µ

próximos de τ ∗, x∗
0 e µ∗ tal que x(t;x0, µ) é uma solução periódica de (1.6.12) com peŕıodo

τ > 0. Se estes valores podem ser encontrados, então dizemos que a solução x∗(t;x∗
0, µ

∗) pode

ser continuada.

Definimos
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ψk(τ,x0, µ) = xk(τ ;x0, µ) − x0
k, , k = 1, . . . , n.

Pela condição necessária e suficiente (1.6.13), temos que x(t;x0, µ) é uma solução τ–periódica

do sistema (1.6.12) se, e somente se, τ, x0 e µ satisfazem as n equações

ψk(τ,x0, µ) = 0, k = 1, . . . , n. (1.6.14)

Logo, para continuar uma solução periódica x∗(t;x∗
0, µ

∗) é suficiente encontrar solução do

sistema (1.6.14) próxima da solução conhecida τ ∗, x∗
0 e µ∗.

Proposição 1.6.1 Assumimos que (1.6.12) é um sistema periódico. Seja x(t;x∗
0, µ

∗) uma

solução periódica conhecida de (1.6.12) com peŕıodo τ ∗ > 0. Se

det




∂ψ1(τ
∗,x0, µ)

∂x0
1

· · · ∂ψ1(τ
∗,x0, µ)

∂x0
n

...
. . .

...

∂ψn(τ ∗,x0, µ)

∂x0
1

· · · ∂ψn(τ ∗,x0, µ)

∂x0
n


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ = µ∗

x0 = x∗
0

6= 0, (1.6.15)

então para cada µ em uma vizinhança suficientemente pequena de µ∗ existe uma única função

x0(µ) tal que x(t;x0(µ), µ) é uma solução τ ∗–periódica de (1.6.12).

Dem: Segue diretamente do Teorema da Função Impĺıcita.

1.7 Problema de n–Corpos

O problema de n–corpos foi primeiramente formulado por Newton. Este consiste em descrever

o movimento de n–massas puntuais que movem no espaço Euclidiano tridimensional sob suas

atrações gravitacionais Newtonianas mútuas.

Relembramos as três Leis de Newton da Dinâmica:

• 1a Lei ou Lei da Inércia: Um corpo permanece em estado de movimento retiĺıneo e

uniforme a menos que sofra a ação de uma força;
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• 2a Lei: A ação de uma força sobre um corpo é a taxa de variação de seu momento linear

F =
dp

dt
;

no caso em que a part́ıcula tem massa m > 0 e velocidade v, tem-se p = mv e a 2a Lei

fica F = ma, onde a é a aceleração;

• 3a Lei ou Lei da ação e reação: Se um corpo exerce uma força sobre um outro,

este também exerce uma força sobre o primeiro, de mesma intensidade mas com sentido

contrário.

Uma outra Lei da F́ısica Newtoniana é:

• Lei da gravitação universal: a força de atração gravitacional entre quaisquer duas

part́ıculas de massas m e M , a uma distância r > 0 entre si, tem intensidade

F =
GmM

r2
,

onde G é a constante de gravitação universal.

Seja qi ∈ R
3 o vetor posição da part́ıcula i com respeito a um sistema de coordenadas

inercial, e seja mi > 0 a sua massa. Pela lei da gravitação universal, a força de atração de mj

em mi, Fij, é dada por:

Fij = G
mimj

‖qj − qi‖3
(qj − qi),

onde ‖ · ‖ denota a norma Euclidiana em R
3.

Pela 2a Lei de Newton, as equações do movimento do problema de N–corpos são:

miq̈i = G

n∑

j=1

∗

mimj

qj − qi

‖qj − qi‖3
i = 1, . . . , n; (1.7.16)

onde os pontos significam derivadas com relação ao tempo t e ∗ no sinal de somatório indica

que o termo i = j é omitido.
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É conveniente reformular o problema introduzindo a chamada função energia potencial

(gravitacional) do sistema:

U : R
3n \ ∆ → (0,∞)

q 7→ U(q) ≡ −G
∑

1≤i<j≤n

mimj

‖ qj − qi ‖
onde ∆ =

⋃
1≤i<j≤n ∆ij com

∆ij = {q = (q1, . . . ,qn) ∈ R
3n : qi = qj}.

O sistema (1.7.16) pode ser reescrito da forma

miq̈i = −∇qi
U(q) = −Uqi

= −(
∂U

∂qi1

(q),
∂U

∂qi2

(q),
∂U

∂qi3

(q)), i = 1, . . . , n. (1.7.17)

Reduzimos o sistema (1.7.16) a um sistema de equações diferenciais de primeira ordem

no espaço R
6n \ ∆. Uma solução completa deste sistema exige 6n − 1 integrais primeiras

independentes do tempo. É razoável que para n > 2 não exista todas estas integrais. Contudo,

conhecemos dez integrais para o sistema, as integrais clássicas detalhadas a seguir.

As 6 integrais primeiras do centro de massa

O centro de massa dos n corpos no sistema (1.7.16) é dado por

R =
1

M

n∑

i=1

miqi, (1.7.18)

onde M =
∑n

i=1 mi.

Somando as n equações de (1.7.16) obtemos

n∑

i=1

miq̈i = 0.

Integrando duas vezes temos
n∑

i=1

miq̇i = a (1.7.19)
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e
n∑

i=1

miqi = at + b, (1.7.20)

onde a e b são vetores constantes.

Pelas equações (1.7.18), (1.7.19) e (1.7.20) temos

R = (at + b)/M (1.7.21)

e

Ṙ = a/M. (1.7.22)

As equações (1.7.21) e (1.7.22) afirmam que o centro de massa move, com relação ao

sistema de coordenadas inercial, em uma reta e com velocidade constante. Uma vez que o

centro de massa tem movimento retiĺıneo e uniforme, então o referencial do centro de massa é

um referencial inercial, e portanto no qual valem as Leis de Newton.

Considerando as posições das part́ıculas em relação ao centro de massa,

q′
i = qi − R,

segue que as equações do movimento (1.7.16) têm a mesma forma quando escrita em termos

dos vetores q′
i quanto em termos dos vetores qi, já que R̈ = 0. Assim, podemos supor que os

vetores a e b são iguais a zero, ou seja, R = 0. Então temos 6 integrais primeiras:

n∑

i=1

miqi = 0,

n∑

i=1

miq̇i = 0,

que são conhecidas como as integrais primeiras do centro de massa.
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As 3 integrais primeiras do momento angular

Considerando o produto vetorial (×) da equação (1.7.16) por qi, i = 1, . . . , n, somando e

integrando obtemos
n∑

i=1

miqi × q̇i = c,

onde c é um vetor constante. Assim temos outras 3 integrais primeiras conhecidas como

integrais primeiras do momento angular.

A integral primeira da energia

Consideramos o produto escalar da equação (1.7.17) por q̇i, somamos as n equações resultantes

e integramos então obtemos

1

2

n∑

i=1

miq̇i · q̇i −
1

2
G

n∑

i=1

n∑

j=1

mimj

‖ qj − qi ‖
= h (i 6= j),

ou seja,

T + U = h, (1.7.23)

onde T =
1

2

∑n
i=1 mi ‖ q̇i ‖2 é a energia cinética dos n corpos do sistema (1.7.16) e h é uma

constante. A integral (1.7.23) é conhecida como integral primeira da energia.

1.8 O problema de 2–corpos

O problema de 2–corpos, inicialmente afirmado e resolvido por Newton, diz: “Dadas as posições

e velocidades iniciais de duas part́ıculas, cujas massas são conhecidas, que se movem segundo

suas forças gravitacionais mútuas, calcular suas posições e velocidades em qualquer outro

tempo”.

Um fato importante relacionado com o problema de 2–corpos é que uma grande variedade

de problemas de movimento orbital podem ser tratados como aproximações do problema de

2–corpos.
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Utilizando as integrais clássicas, o problema de n–corpos com n = 2 é integrável e suas

soluções podem ser encontradas facilmente em qualquer livro de Mecânica Celeste (veja por

exemplo [24] e [5]).

Inicialmente apresentamos as equações do movimento do problema de 2–corpos e sua

redução ao problema de Kepler. Encontramos as soluções do problema de Kepler. Finalizare-

mos com uma análise de um tipo particular de soluções do problema de Kepler, as soluções

eĺıpticas, e apresentaremos a relação entre as órbitas do problema de 2–corpos e as do problema

de Kepler.

Sejam P1 e P2 duas part́ıculas com massas m1 e m2 respectivamente, que se movem no

espaço tridimensional sob suas atrações gravitacionas Newtonianas mútuas. Sejam r1 e r2

seus vetores posição em um sistema de coordenadas inercial. O problema de 2–corpos consiste

em descrever o movimento destas duas part́ıculas. Pela equação (1.7.16), as equações do

movimento do problema de dois corpos são

r̈1 = Gm2
r2 − r1

‖r2 − r1‖3
,

r̈2 = Gm1
r1 − r2

‖r1 − r2‖3
.

Subtraindo estas duas equações obtemos

d2

dt2
(r2 − r1) = −G(m1 + m2)

r2 − r1

‖r2 − r1‖3
. (1.8.24)

Tomamos r = r2 − r1, r =‖ r ‖ e µ = G(m1 + m2), então (1.8.24) fica

r̈ + µ
r

r3
= 0. (1.8.25)

Esta equação é conhecida como problema de Kepler. Suas soluções dão o movimento da

part́ıcula P2 com relação à P1, ou seja, elas dão as posições de P2 em um sistema de coor-

denadas com a origem em P1. A equação (1.8.25) também pode ser vista como a equação do

movimento de um corpo com massa unitária atráıda por um corpo de massa m1 + m2 fixado

na origem, então o problema de Kepler descreve as órbitas deste corpo de massa unitária.
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Indiretamente utilizamos as integrais primeiras do centro de massa para obter o problema de

Kepler a partir de um problema de 2–corpos geral. Ainda nos resta quatro integrais primeiras,

a energia e as três integrais primeiras do momento angular.

As três integrais primeiras do momento angular são obtidas fazendo o produto vetorial da

equação (1.8.25) por r e integrando. Estas são dadas por:

r × dr

dt
= c. (1.8.26)

Se c 6= 0 então r e dr/dt são ortogonais a c; e o movimento ocorre em um plano perpendicular

a c. Se c = 0 o movimento ocorre em uma linha reta.

A integral primeira da energia é obtida pelo produto escalar da equação (1.8.25) com dr/dt

e a integração da equação resultante. Esta é dada por

1

2
v2 − µ

r
= h, (1.8.27)

onde v =‖dr/dt‖. A quantidade
1

2
v2 é a energia cinética e a quantidade −µ

r
é a energia

potencial da massa unitária.

1.8.1 Soluções do Problema de Kepler

Sem perda de generalidade podemos supor que o movimento de uma massa unitária de um

problema de Kepler esta contido em um plano (x, y) e r = xi + yj. Definimos o sistema de

coordenadas polares (r, θ) neste plano por x = r cos θ e y = rsen θ. Logo, r em coordenadas

polares é dado por

r = r cos θi + rsen θj = rn,

onde n = cos θi+sen θj é um vetor unitário na direção de r. Definimos um outro vetor unitário,

l, ortogonal a n, por l = −sen θi + cos θj. Veja Figura 1.2.

Observamos que
dn

dθ
= −sen θi + cos θj = l
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Figura 1.2: Coordenadas polares

e
dl

dθ
= − cos θi − sen θj = −n.

Então, considerando o ponto como sendo a derivada com relação ao tempo temos

dr

dt
= ṙn + rθl

e
d2r

dt2
= (r̈ − rθ̇2)n +

1

r

d

dt
(r2θ̇)l.

Logo, o momento angular (1.8.26) com a derivada em coordenadas polares é dado por

r2θ̇n × l = c.

Se c =‖ c ‖, então

c = r2θ̇. (1.8.28)

A energia (1.8.27) em coordenadas polares é

1

2
(ṙ2 + r2θ̇2) − µ

r
= h. (1.8.29)
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Finalmente as equações do movimento do problema de Kepler (1.8.25) em coordenadas

polares são dadas por

r̈ − rθ̇2 = − µ

r2
,

1

r

d

dt
(r2θ̇) = 0.

(1.8.30)

Para calcular as soluções do problema de Kepler consideramos os dois casos, c 6= 0 e c = 0.

Caso 1: c 6= 0

Substituindo θ̇ por c/r2 (veja (1.8.28)) na primeira equação de (1.8.30), temos

r̈ − c2

r3
= − µ

r2
. (1.8.31)

Além disso, segue de (1.8.30) que
d

dt
=

d

dθ

c

r2
. Então a equação (1.8.31) pode ser escrita em

termos de r e θ como
c2

r2

(
d2

dθ2

(
1

r

)
+

1

r

)
=

µ

r2
.

Considerando a mudança de variável u = 1/r, esta equação fica da forma

d2u

dθ2
+ u =

µ

c2
,

que é uma equação linear de segunda ordem com coeficientes constantes, cuja solução geral é

u =
µ

c2
+ A cos(θ − ω),

onde A e ω são constantes de integração. Então

1

r
=

1 + Ap cos(θ − ω)

p
, (1.8.32)

onde p = c2/µ. Esta é a equação de uma cônica em coordenadas polares com parâmetro p e

excentricidade e = Ap. Logo, o movimento da part́ıcula com massa m2 com relação à part́ıcula

com massa m1 quando c 6= 0 pode ser:

1. uma circunferência, se e = 0,
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2. uma elipse, se 0 < e < 1,

3. uma parábola, se e = 1,

4. uma hipérbole, se e > 1.

Podemos classificar as órbitas com relação à energia ao invés da excentricidade. Na verdade,

segue de (1.8.32) que

r =
p

1 + e cos(θ − ω)
, (1.8.33)

onde p = c2/µ. Substituindo na integral primeira da energia (1.8.29) θ̇ por c/r2 e r por (1.8.33)

temos

h =
1

2

µ2

c2
(e2 − 1). (1.8.34)

Então o movimento de m2 com relação a m1 pode ser

1. uma circunferência, se h = −µ2/2c2,

2. uma elipse, se −µ2/2c2 < h < 0,

3. uma parábola, se h = 0,

4. uma hipérbole, se h > 0.

Caso 2: c = 0.

Sabemos que quando c = 0 o movimento de m2 com relação a m1 é colinear, já que θ̇ = 0

(veja (1.8.28)). Então a equação do movimento (1.8.30) é dada por

r̈ = − µ

r2
.

Multiplicando esta equação por ṙ e integrando temos a energia

1

2
ṙ2 − µ

r
= h.

Então temos três tipos de órbitas dependendo do valor de h:
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1. órbita eĺıptica de colisão, se h < 0,

2. órbita parabólica de colisão, se h = 0,

3. órbita hiperbólica de colisão, se h > 0.

1.8.2 Órbitas eĺıpticas do problema de Kepler

Para 0 < e < 1 temos que a equação (1.8.33) define uma solução eĺıptica do problema de

Kepler, isto é, a part́ıcula P2 descreve uma elipse em torno da part́ıcula P1, que está em um

dos focos da elipse.

O parâmetro da elipse é p = a(1 − e2), onde a é o semi–eixo maior. Então (1.8.33) é dada

por

r =
a(1 − e2)

1 + e cos(θ − ω)
. (1.8.35)

Por outro lado temos p = c2/µ, então obtemos

c =
√

µa(1 − e2). (1.8.36)

O ângulo θ − ω = f (1.8.35) é chamado anomalia verdadeira (true anomaly), veja Figura

1.3. Quando θ = ω, ou equivalentemente, quando f = 0, a part́ıcula P2 esta no pericentro

da elipse e r = a(1 − e); isto é, P2 está no valor mı́nimo de r. Quando θ − ω = π, ou

equivalentemente quando f = π, a part́ıcula P2 está no apocentro da elipse e r = a(1 + e); isto

é, P2 está no valor máximo de r.

Seja T o peŕıodo de uma dada solução eĺıptica, e seja τ o tempo de passagem da part́ıcula

P2 pelo pericentro. Definimos o movimento médio (mean motion) n como a taxa de variação

em que o ângulo θ aumenta durante um peŕıodo, isto é, n = 2π/T . Definimos por anomalia

média (mean anomaly) M como sendo o ângulo em torno do foco que uma solução eĺıptica

percorre tendo movimento médio n durante o tempo t − τ , isto é,

M = n(t − τ).
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É fácil ver que c é a metade da área varrida pelo vetor raio em uma unidade de tempo.

Desde que a área da elipse é dada por abπ onde b = a
√

1 − e2 é o semi–eixo menor da elipse,

temos

c = na2
√

1 − e2. (1.8.37)

Das equações (1.8.36) e (1.8.37) obtemos

µ = n2a3. (1.8.38)

Por outro lado, substituindo θ̇ por c/r2 em (1.8.29) temos

dr

dt
=

√
2h +

2µ

r
− c2

r2
. (1.8.39)

Finalmente, substituindo h por (1.8.34), c por (1.8.36) (ou por (1.8.37)) e µ por (1.8.38), temos

a equação (1.8.39) escrita da forma

r

na

dr

dt
=

√
a2e2 − (r − a)2. (1.8.40)

Introduzimos uma variável auxiliar E chamada anomalia excêntrica (eccentric anomaly),

e consideramos a mudança de variáveis

r − a = −ae cos E.

Depois desta mudança de variáveis a equação (1.8.40) fica da forma

ndt = (1 − e cos E)dE.

Esta última equação é facilmente integrável dando

E − e senE = n(t − τ),

onde τ é uma constante de integração. Tomando o tempo de passagem da part́ıcula P2 pelo

pericentro igual a τ temos

E − e senE = M,
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Figura 1.3: Elementos da elipse

a chamada equação de Kepler que relaciona a anomalia média com a anomalia verdadeira.

Além disso, a expressão de r em termos da anomalia excêntrica é

r = a(1 − e cos E). (1.8.41)

Agora estamos interessados na expressão da solução eĺıptica do problema de Kepler em

função do tempo t.

Da equação (1.8.41), temos que r(t) = a(1 − e cos E(t)) onde E(t) é dado implicitamente

pela equação de Kepler. Diferenciando a equação de Kepler temos

ndt = (1 − e cos E)dE.

Assim
dt

dE
> 0 para todo t ∈ R já que e ∈ [0, 1), e conseqüentemente o Teorema da Função

Inversa afirma que, para todo t ∈ R, podemos encontrar uma única E(t) satisfazendo a equação

de Kepler. Infelizmente E(t) não pode ser expressa em termos de funções elementares. No

entanto, podemos escrever E em série de funções periódicas em termos da anomalia média

M = n(t − τ). Veja por exemplo [5] ou [24].
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1.8.3 Órbitas Baricêntricas

Até agora estudamos as equações do movimento da part́ıcula P2 com relação à P1, ou seja,

escolhemos um sistema de coordenadas tal que sua origem está em P1. Agora estamos interes-

sados em estudar as equações do movimento de P1 e de P2 no sistema de coordenadas com a

origem no centro de massas de P1 e P2.

Pela equação (1.7.18) o centro de massa de P1 e P2 é

R =
1

M
(m1r1 + m2r2)

onde M = m1 + m2. Se tomamos a origem do sistema no centro de massa, então

r2 = −m1

m2

r1. (1.8.42)

Substituindo r2 por (1.8.42) na equação (1.8.24) obtemos a equação do movimento para

P1,
d2

dt2
r1 = −G

m3
2

(m1 + m2)2

r1

‖ r1 ‖3
. (1.8.43)

As soluções desta equação nos dá a posição da part́ıcula P1 com respeito ao centro de massa.

Então a posição da part́ıcula P2 é dada por (1.8.42). Estas soluções são conhecidas como

órbitas baricêntricas, veja [5] ou [24].

Observamos que a equação (1.8.43) define um problema de Kepler (veja a equação (1.8.25))

com parâmetro µ = G
m3

2

(m1 + m2)2
. Então as soluções de (1.8.43) podem ser calculadas resol-

vendo seu correspondente problema de Kepler. Ressaltamos que usando os mesmos argumentos

podemos encontrar as equações do movimento para a part́ıcula P2, que define um problema de

Kepler com parâmetro µ = G
m3

1

(m1 + m2)2
.

Por outro lado, podemos também calcular a solução de (1.8.43) a partir da solução de sua

órbita relativa r. O vetor posição r está relacionado a r1 e a r2 por r = r1 − r2. Assim,

por (1.8.42), r1 = (m2/M)r e r2 = (m1/M)r. Isto significa que as órbitas baricêntricas

são geometricamente similares umas à outras e às suas órbitas relativas, r. Por exemplo,

se r descreve uma elipse com semi–eixo maior a, excentricidade e e peŕıodo T , então r1 e
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r2 descreverão uma elipse com a mesma excentricidade e peŕıodo, e com semi–eixo maior

a1 = (m2/M)a e a2 = (m1/M)a respectivamente.



Caṕıtulo 2

Formas Normais

Neste caṕıtulo apresentaremos dois tipos de formas normais: forma normal de Belitskii e a

forma normal de Birkhoff. Verificaremos que nos casos considerados um campo vetorial na

forma normal de Birkhoff em particular está na forma normal de Belitskii.

O principal resultado para forma normal de Belitskii é apresentado mas não será demons-

trado. Este pode ser encontrado em [2]. Tal resultado também pode ser encontrado em [18].

2.1 Forma Normal de Belitskii

Dado um campo vetorial, nem sempre é posśıvel linearizá-lo por conjugações formais do tipo

Id+o(2). Isto ocorre devido o fato de alguns monômios do campo vetorial na sua forma formal

serem ressonantes, ou seja, não é posśıvel encontrar uma transformação que leve o campo origi-

nal em um campo sem tais monômios. Sendo assim, nosso objetivo é apresentar um resultado

que nos fornece formalmente uma forma normal para os campos vetoriais Hamiltonianos em

R
6 que sejam R̂1 e R̂2–reverśıveis.

Consideramos um campo vetorial R−reverśıvel em R
2n

ẋ = X(x), x ∈ R
2n, (2.1.1)

onde R é uma involução do R
2n, ou seja, R ◦ R = Id, X(0) = 0 e denotamos A = DX(0).

33
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Definição 2.1.1 A 2n–upla de autovalores λ = (λ1, . . . , λ2n) é dita ressonante de ordem r se

λi =
2n∑

j=1

mjλj (2.1.2)

para mj ∈ N, com
∑2n

j=1 mj = r e algum i = 1, . . . , 2n.

Com esta definição dizemos que o monômio xm1

1 ym2

1 . . . xm2n−1

n ym2n
n é ressonante de ordem r.

A grosso modo, na i–ésima coordenada do campo X este monômio não pode ser “eliminado”por

uma mudança de coordenadas Φ (como descrita a seguir).

Um difeomorfismo Φ : R
n → R

n transforma um campo de vetores X em um campo vetorial

(Φ∗X)(x) := (Φ′(x))−1X(Φ(x)); x ∈ R
2n

onde Φ′(x) é a matriz Jacobiana da aplicação Φ. Se tomamos

Φ : R
2n → R

2n

y 7→ x = Φ(y) = y + h(y)

um difeomorfismo com h(y) = o(|y|2) e aplicamos a transformação x = Φ(y) em (2.1.1) obtemos

que

ẏ = Φ∗X(y) := (Φ′(y))−1X(Φ(y)) = Y (y).

O prinćıpio natural é encontrar uma transformação que leve o campo de vetores X em um

outro que possua uma forma “normal”mais simples.

Se X é um campo vetorial tal que (2.1.2) nunca está satisfeita, dizemos que este campo

é não ressonante. A transformação Φ leva formalmente o campo X no campo linear ẋ =

Ax. Em outras palavras, campos vetoriais não ressonantes podem ser linearizados. Portanto,

consideraremos neste trabalho uma classe de campos vetoriais ressonantes.

Uma aplicação formal F : R
n → R

m é definida ser uma série formal

F (x) =
∞∑

k=0

F (k)(x),

onde F (k) : R
n → R

m é uma aplicação polinomial de grau k. Denotamos por X̂(x), Ŷ (x) e

Φ̂(x) as séries formais de Taylor em torno da origem das aplicações X, Y e Φ, respectivamente.



35

Teorema 2.1.2 Dado um campo vetorial formal

X̂(x) = Ax +
∑

k≥2

X(k)(x),

existe uma transformação formal Φ̂(x) = x + . . . levando X̂ na forma (Φ̂∗X)(x) = Ax + h(x)

onde h é um campo vetorial formal com parte linear zero que comuta com AT , isto é,

AT h(x) = h′(x)AT x, (2.1.3)

onde AT é a matriz transposta.

Dem: Veja [2].

Dizemos que um campo vetorial (2.1.1) está na forma normal de Belitskii se (Φ̂∗X)(x) =

Ax + h(x) como no teorema.

Neste trabalho consideraremos campos vetoriais reverśıveis. Sendo assim, nos interessa

encontrar uma transformação Φ̂ tal que a R–reversibilidade do sistema original seja preservada.

Para isto temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1.3 A aplicação Φ do Teorema 2.1.2 pode ser escolhida tal que RΦ = ΦR. Assim,

se Φ∗X(x) = Ax + h(x), temos que Rh(x) = −h(Rx).

Dem: Veja [15].

O Teorema 2.1.3 nos garante que no Teorema 2.1.2 a aplicação Φ pode ser escolhida tal

que a forma normal de Belitskii do campo vetorial X preserva reversibilidade.

A seguir encontramos a forma normal de Belitskii para o campo de vetores (2.1.1) onde as

involuções são R̂1 e R̂2, respectivamente.

Para encontrar a forma normal de Belitskii do campo vetorial Hamiltoniano Rj–reverśıveis,

Ax + h(x), prosseguimos da seguinte maneira: consideramos um campo h : R
6 → R

6 na forma

formal até ordem 3; pelo Teorema da Forma Normal de Belitskii, h satisfaz AT h(x) = h′(x)AT x,
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assim eliminamos alguns termos; impomos a condição de Rj–reversibilidade, h(Rj(x)) =

−Rj(h(x)) e assim encontramos h que está no núcleo do operador LA(h)(x) := AT h(x) −
h′(x)AT x e é reverśıvel por Rj.

O operador LA é chamado operador homológico.

2.1.1 Caso 6 : 2

Neste caso temos o campo vetorial ẋ = X(x) R̂1–reverśıvel em R
6, onde as coordenadas são

dadas por x = (x1, y1, x2, y2, x3, y3) ∈ R
6, X(0) = 0 e DX(0) = Â1 é a parte linear do campo,

na forma canônica de Jordan real, dada pela matriz:

Â1 =




0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 α 0 0

0 0 −α 0 0 0

0 0 0 0 0 α

0 0 0 0 −α 0




,

onde α ∈ R. Através de um reescalonamento do tempo podemos considerar α = 1 e

Â1 =




0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 −1 0




.

Logo podemos escrever

ẋ = Â1x + h(x) + o(|x|m+1),

onde h(x) = (h1(x), h2(x), h3(x), h4(x), h5(x), h6(x)) não possui termos lineares e é formado

por monômios homogêneos de grau menor que m + 1. Neste trabalho as formas normais serão

calculadas até ordem m = 3.
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Para encontrar a forma normal de Belitskii do campo escrevemos h com todos os monômios

até grau 3, impomos a condição de que h pertence ao núcleo do operador homológico

LÂT
1

h(x) := ÂT
1 h(x) − Dh(x)ÂT

1 x.

Além disso, queremos manter a reversibilidade do campo, logo impomos a condição R̂1h(x) =

−h(R̂1x) e obtemos que h é da forma:
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Â1x + h(x) =




(a01x
2
1 + y1(a02x1 + a07y1) + x3(a20x2 + a17x3 + a65x1y2 + a71y1y2)+

a18(x
2
2 + y2

2) − (a65x1x2 + a71x2y1 − a20y2)y3 + a17y
2
3,

b01x
2
1 + y1(b02x1 + b07y1) + x3(b20x2 + b17x3 + b65x1y2 + b71y1y2)+

b18(x
2
2 + y2

2) − (b65x1x2 + b71x2y1 − b20y2)y3 + b17y
2
3,

y2 + d04x1x2 + d06x1x3 + d09x2y1 + d11x3y1 − (d24x
2
1 + d42x

2
2)y2−

d75x2x3y2 − d54x
2
3y2 − d58x1y1y2 − d29y

2
1y2 − d42y

3
2−

(d26x
2
1 + d44x

2
2 + d77x2x3 + d56x

2
3 + d60x1y1 + d31y

2
1 + (d44 + d75)y

2
2)y3−

(d54 + d77)y2y
2
3 − d56y

3
3,

−x2 + d42x
3
2 + d26x

2
1x3 + (d44 + d75)x

2
2x3 + d56x

3
3 + d60x1x3y1+

d31x3y
2
1 + d04x1y2 + d09y1y2 + d44x3y

2
2 + d06x1y3+

d11y1y3 + d77x3y2y3 + d56x3y
2
3 + x2(d24x

2
1 + (d54 + d77)x

2
3+

d58x1y1 + d29y
2
1 + d42y

2
2 + d75y2y3 + d54y

2
3),

y3 + f04x1x2 + f06x1x3 + f09x2y1 + f11x3y1 − (f24x
2
1 + f42x

2
2)y2−

f75x2x3y2 − f54x
2
3y2 − f58x1y1y2 − f29y

2
1y2 − f42y

3
2−

(f26x
2
1 + f44x

2
2 + f77x2x3 + f56x

2
3 + f60x1y1+

f31y
2
1 + (f44 + f75)y

2
2)y3 − (f54 + f77)y2y

2
3 − f56y

3
3,

−x3 + f24x
2
1x2 + f42x

3
2 + f26x

2
1x3 + (f44 + f75)x

2
2x3+

(f54 + f77)x2x
2
3 + f56x

3
3 + f58x1x2y1 + f60x1x3y1 + f29x2y

2
1+

f31x3y
2
1 + f04x1y2 + f09y1y2 + f42x2y

2
2 + f44x3y

2
2+

(f06x1 + f11y1 + f75x2y2 + f77x3y2)y3 + (f54x2 + f56x3)y
2
3)




(2.1.4)

onde os coeficientes são reais.
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2.1.2 Caso 6 : 4

De maneira análoga ao caso anterior consideramos o campo de vetores ẋ = X(x) R̂2–reverśıvel

tal que x = (x1, y1, x2, y2, x3, y3) ∈ R
6, X(0) = 0 e DX(0) = Â2 é a parte linear do campo, na

forma canônica de Jordan real, dada pela matriz:

Â2 =




0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 −1 0




.

Novamente escrevemos

ẋ = Â2x + h(x) + o(|x|m+1),

com m = 3 e tomamos h no núcleo do operador homológico LÂT
2

e R̂2h(x) = −h(R̂2x). Logo,

Â2x + h(x) é dado por:
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


−(a21 − a65x1 − a71y1)(x3y2 − x2y3),

−(b21 − b65x1 − b71y1)(x3y2 − x2y3),

y2 − d42x
3
2 − (d44 + d75)y

2
2y3−

y3(d05x1 + d26x
2
1 + d44x

2
2 + d77x2x3 + d56x

2
3 + y1(d10 + d60x1 + d31y1) + d56y

2
3)−

y2(d03x1 + d24x
2
1 + d42x

2
2 + d75x2x3 + d54x

2
3 + y1(d08 + d58x1 + d29y1) + (d54 + d77)y

2
3),

−x2 + d42x
3
2 + (d44 + d75)x

2
2x3+

x2(d03x1 + d24x
2
1 + (d54 + d77)x

2
3 + y1(d08 + d58x1 + d29y1) + d42y

2
2 + d75y2y3 + d54y

2
3)+

x3(d05x1 + d26x
2
1 + y1(d10 + d60x1 + d31y1) + y2(d44y2 + d77y3) + d56(x

2
3 + y2

3)),

y3 − y2(f03x1 + f24x
2
1 + f42x

2
2 + f75x2x3 + f54x

2
3 + y1(f08 + f58x1 + f29y1) + f42y

2
2)

−(f05x1 + f26x
2
1 + f44x

2
2 + f77x2x3 + f56x

2
3 + y1(f10 + f60x1 + f31y1) + (f44 + f75)y

2
2)y3−

(f54 + f77)y2y
2
3 − f56y

3
3,

−x3 + f03x1x2 + f24x
2
1x2 + f42x

3
2 + f05x1x3 + f26x

2
1x3 + (f44 + f75)x

2
2x3+

(f54 + f77)x2x
2
3 + f56x

3
3 + f08x2y1 + f58x1x2y1 + f10x3y1 + f60x1x3y1 + f29x2y

2
1+

f31x3y
2
1 + f42x2y

2
2 + f44x3y

2
2 + f75x2y2y3 + f77x3y2y3 + f54x2y

2
3 + f56x3y

2
3.




,

(2.1.5)

onde os coeficientes são reais.

2.2 Forma Normal de Birkhoff

Seja Hn o espaço vetorial sobre R de todos os polinômios homogêneos de grau n. Consideramos

o colchete de Poisson definido por {G,F} := ω(XF , XG) onde ω é a estrutura simplética padrão

dada na Seção 1.1 e G,F ∈ C∞(R2n, R). O conjunto Hn com o colchete de Poisson é uma
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álgebra de Lie.

A aplicação adjunta AdH2
: Hn → Hn é definida por

AdH2
(H) = {H2, H} = ω(XH2

, XH) =< −XH2
,∇H >, (2.2.6)

onde <,> é o produto interno padrão em R
2n.

O Teorema da Forma Normal de Birkhoff [29] afirma que se temos uma função Hamiltoniana

H = H2 + H3 + H4 + · · · , onde Hi ∈ Hi é a parte homogênea de grau i, e Gi ⊂ Hi satisfaz

Gi ⊕ Im(AdH2
) = Hi, então existe uma transformação simplética formal em série de potências

Φ tal que H ◦ Φ = H2 + H̃3 + H̃4 + · · · onde H̃i ∈ Gi (i = 3, 4, . . . ).

Notamos que na forma normal de Birkhoff o que se encontra é uma forma normal para

a função Hamiltoniana e a partir desta função encontramos o campo vetorial associado que

dizemos estar na forma normal de Birkhoff.

A álgebra de Lie (H2; {, }) é isomorfo à álgebra de Lie semi-simples (sp(n, R); [, ]) pelo

isomorfismo H 7→ DXH(0) (veja [29] Cap 1, Seção 3). Além disso a decomposição de Jordan-

Chevalley dos elementos em sp(n, R) vale para os elementos de H2. Nos casos 6 : 2 e 6 : 4

a matriz DXH2
(0) é semi-simples. Portanto, H2 é semi-simples e AdH2

também para ambos

casos. Segue por [29] Lema 2.4, que Ker(AdH2
) completa Im(AdH2

) em Hi, ou seja, podemos

tomar Gi = Ker(AdH2
) em Hi.

Como Rj é simplética, a mudança de coordenadas Φ pode ser escolhida tal que H ◦ Φ

satisfaz H ◦Φ ◦Rj = −H ◦Φ, ou seja, é posśıvel escolher uma mudança de coordenadas de tal

forma que a Rj-reversibilidade do campo de vetores original é preservada. Para verificar esta

afirmação decompomos Hi = H+
i ⊕H−

i , onde H+
i = {H ∈ Hi : H ◦Rj = H} e H−

i = {H ∈ Hi :

H ◦Rj = −H}. Se Rj é simplética, então AdH2
(H±

i ) = H∓
i . Neste caso, se Hi = Gi⊕AdH2

(Hi),

então H−
i = (Gi ∩ H−

i ) ⊕ AdH2
(H+

i ). Temos que nossa função Hamiltoniana H original é Rj-

reverśıvel, então H ∈ H−
i = (Gi ∩ H−

i ) ⊕ AdH2
(H+

i ) e assim H = F + G onde F ∈ Gi ∩ H−
i e

G ∈ AdH2
(H+

i ). Mas para cada grau dos polinômios homogêneos de H, pela forma normal de

Birkhoff, é posśıvel encontrar uma transformação em séries de potências formais simplética Φ
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tal que H ◦ Φ = H2 + F3 + F4 + . . . , ou seja, tal transformação elimina os monômios de cada

grau que pertencem à AdH2
(H+

i ). Logo, podemos fazer a mudança de coordenadas restrita a

H−
i .

A seguir vamos exibir a forma normal de Birkhoff para os casos 6 : 2 e 6 : 4.

2.2.1 Caso 6 : 2

No caṕıtulo anterior, consideramos a parte linear de um campo de vetores R1–reverśıveis na

forma canônica de Jordan. Para isso aplicamos uma transformação sobre o campo. Logo,

aplicamos essa mesma transformação na estrutura simplética e obtemos Ĵ = P T
1 JP1, onde

P1 é a matriz transformação que leva a parte linear do campo vetorial na forma canônica de

Jordan real.

Obtemos a forma normal de Birkhoff considerando os termos de ordem 3 de uma função

Hamiltoniana geral H : R
6 → R. Calculamos o núcleo da adjunta AdH2

, onde H2 é dada pela

equação (1.5.7), e impomos que H ◦ R̂1 = −H e assim obtemos:

H̃3 = b22x
3
1 + b66x1x2x3 + b52x1x

2
3 + b23x

2
1y1 + b41x

2
2y1 + b72x2x3y1 + b53x

2
3y1 + b28x1y

2
1+

b33y
3
1 + b41y1y

2
2 + b40x1(x

2
2 + y2

2) + b66x1y2y3 + b72y1y2y3 + b52x1y
2
3 + b53y1y

2
3.

Logo, o campo vetorial, associado à função Hamiltoniana H = H2 + H̃3, na forma normal

de Birkhoff até ordem 2 é dado por:

hb1 = Â1x + h̃b1(x) =


(b23x
2
1 + 2b28y1x1 + b53x

2
3 + 3b33y

2
1 + b53y

2
3 + b72x2x3 + b41 (x2

2 + y2
2) + b72y2y3)

γ
δ

(−3b22x
2
1 − 2b23y1x1 − b52x

2
3 − b28y

2
1 − b52y

2
3 − b66x2x3 − b40 (x2

2 + y2
2) − b66y2y3)

γ
δ

(b66x1x2 + b72y1x2 + 2b52x1x3 + 2b53x3y1)
β
δ

+ y2

(b66x1y2 + b72y1y2 + 2(b52x1 + b53y1)y3)
β
δ
− x2

(−2b40x1x2 − 2b41y1x2 − b66x1x3 − b72x3y1)
β
δ

+ y3

(−2b40x1y2 − 2b41y1y2 − b66x1y3 − b72y1y3)
β
δ
− x3




(2.2.7)
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onde δ = (−a04a08 + a03a09 − a06a10 + a05a11)
5/2/(a06a10 − a05a11)

2, β = (a04a08 − a03a09 +

a06a10 − a05a11)/(−a06a10 + a05a11), γ = (a04a08 − a03a09 + a06a10 − a05a11)/(−a04a08 + a03a09)

e os ai’s são coeficientes de H2. Logo, hb1 é a forma normal de Birkhoff do campo vetorial

original.

2.2.2 Caso 6 : 4

Analogamente ao caso anterior, temos que H2 é dado pela equação (1.5.10) e obtemos

H̃3 = (b65x1 + b71y1)(x3y2 − x2y3).

Logo a forma normal de Birkhoff truncada até ordem 2 para este caso é dada por:

hb2 = Â2x + h̃b2 =




−b(x3y2 − x2y3)α
2

β
a(x3y2 − x2y3)α

2

β

(−ax1 − by1)y2 + y2

(ax1 + by1)x2 − x2

(−ax1 − by1)y3 + y3

(ax1 + by1)x3 − x3




(2.2.8)

onde a = b65/α, b = b71/α e α =
√−a06a10 + a05a11 − a15a17 + a14a18.

Observação 2.2.1 É conveniente enfatizar que tanto para o caso 6 : 2 quanto para o caso

6 : 4 a forma normal de Birkhoff é um caso particular de forma normal de Belitskii. Em

outras palavras, a forma normal de Birkhoff elimina mais termos não ressonantes do que a

forma normal de Belitskii.



Caṕıtulo 3

Redução de Liapunov-Schmidt

Neste caṕıtulo adaptamos a Redução de Liapunov-Schmidt dada em [31] para os casos desta

tese. De um modo geral, tal método reduz o problema de encontrar soluções periódicas para

um sistema de equações diferenciais a resolver um sistema de equações algébricas. O Método

de Redução de Liapunov-Schmidt também é apresentado nos trabalhos [16], [25] e [31].

3.1 Introdução

Consideramos a EDO

ẋ = X(x); x ∈ R
6, (3.1.1)

satisfazendo X(Rx) = −RX(x) com R uma involução linear em R
6. Lembramos que as

involuções consideradas em R
6 são aquelas determinadas em 1.5.1 e 1.5.2: R = R̂1 e R = R̂2,

respectivamente.

Assumimos que X(0) = 0 e denotamos

A = DX(0), (3.1.2)

a matriz Jacobiana de X em 0.

44
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Em ambos casos que consideramos aqui, as matrizes Jacobiana A na suas formas canônicas

de Jordan real coincidem. Como vimos na Seção 1.5

A =




0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 −1 0




.

Nosso objetivo é encontrar condições genéricas para a existência de famı́lias de órbitas

periódicas com peŕıodo próximo de 2π para os campos vetoriais Rj–reverśıveis com a matriz

da parte linear dada por A. Tais condições genéricas serão dadas com respeito aos 3–jatos dos

campos vetoriais considerados e suporemos que estes já estão na forma normal de Belitskii.

Para tanto, utilizamos a redução de Liapunov-Schmidt, que será descrita a seguir.

3.2 Desenvolvimento do método

Denotamos por C0
2π o espaço de Banach das aplicações x : R → R

6 cont́ınuas 2π–periódicas e

C1
2π o correspondente C1–subespaço.

Definimos um produto interno em C0
2π por

(x1, x2) =
1

2π

∫ 2π

0

< x1(t), x2(t) > dt (3.2.3)

onde 〈·, ·〉 denota um produto interno canônico em R
6.

O principal objetivo é encontrar soluções periódicas de pequena amplitude de (3.1.1) com

peŕıodo próximo de 2π.

Consideramos a aplicação F : C1
2π × R → C0

2π definida por

F (x, σ)(t) = (1 + σ)ẋ(t) − X(x(t)). (3.2.4)



46

Notamos que se (x0, σ0) ∈ C1
2π × R é tal que

F (x0, σ0) = 0, (3.2.5)

então x̃(t) := x0((1 + σ0)t) é uma solução 2π/(1 + σ0)–periódica do problema original (3.1.1).

Logo, o problema de encontrar soluções periódicas com peŕıodo próximo de 2π do problema

original (3.1.1), se reduz a encontrar zeros da aplicação F .

Utilizando o Teorema da Função Impĺıcita, vamos reduzir o problema que está definido em

espaços de dimensão infinita para espaços equivalentes de dimensão finita.

Notamos que (x0, σ0) = (0, 0) é uma solução de F (x0, σ0) = 0, pois temos a hipótese de que

X(0) = 0. Definimos L := DxF (0, 0) : C1
2π → C0

2π, onde L é dada explicitamente por:

Lx(t) := ẋ(t) − Ax(t).

Consideramos a decomposição única de A em parte semi–simples S e nilpotente N; A =

S + N . Nos casos considerados nesta tese, a matriz A não possui parte nilpotente, logo,

A = S. O desenvolvimento do método será feito considerando a parte linear do campo com

sendo semi-simples.

Definimos o subespaço N ⊂ C1
2π por

N = {q; q̇(t) = Sq(t)}
= {q; q(t) = exp(St)x; x ∈ R

6}
=S=A {q; q(t) = exp(At)x; x ∈ R

6}.

Notemos que o núcleo do operador L é exatamente o espaço N . Em geral, o subespaço N
é constrúıdo de tal maneira que o núcleo do operador L esteja contido em N .

O objetivo agora é colocar as soluções de F (x, σ) = 0 em correspondência um a um com as

soluções de uma equação em N . Para isto, analisamos algumas propriedades de L. Conside-

ramos as seguintes notações e definições.
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Definimos os subespaços

X1 = {x ∈ C1
2π : (x,N ) = 0}

e

Y1 = {y ∈ C0
2π : (y,N ) = 0}

como complemento ortogonal de N em C1
2π e C0

2π, respectivamente, pelo produto interno (3.2.3).

Seja (q1, q2, q3, q4, q5, q6) com qi = exp(tS)ui onde {ui, i = 1, . . . , 6}, é uma base para R
6.

Definimos a projeção

P : C0
2π → C0

2π

por

P(·) =
6∑

i=1

q∗i (·)qi, (3.2.6)

onde q∗i (x) = (qi, x).

Temos que Im(P) = N e Ker(P) = Y1. Assim,

C1
2π = X1 ⊕N , C0

2π = Y1 ⊕N .

Notemos que o subespaço N é um subespaço de dimensão 6 em C1
2π.

Agora, escrevemos

F (x, σ) = F (q + x1, σ) =: F̂ (q, x1, σ); q ∈ N , x1 ∈ X1.

Antes de estudar a equação F̂ (q, x1, σ) = 0 necessitamos de alguns resultados auxiliares.

Lema 3.2.1 (Alternativa de Fredholm) Seja A(t) uma matriz em C0
T , espaço de Banach

das funções cont́ınuas T–periódicas, e seja g em CT , espaço das funções T–periódicas. Então

a equação ẋ = A(t)x + g(t) tem uma solução em CT se, e somente se,

∫ T

0

< y(t), g(t) > dt = 0
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para toda solução y da equação adjunta

ẏ = −A∗(t)y

tal que yt ∈ CT .

Dem: Veja [12].

Com o fato de que L(N ) ⊆ N e a Alternativa de Fredholm temos o seguinte resultado:

Lema 3.2.2 A aplicação L̂ := L|X1
: X1 → Y1 é bijetiva.

Dem: Já vimos que KerL = N , portanto L̂ é injetora.

Para verificar que L̂ é sobrejetiva, tomamos y1 ∈ Y1. Sabemos que (y1,N ) = 0. Agora, as

soluções 2π–periódicas da equação adjunta

ẏ = −A∗y

estão contidas em N . Pelo Lema anterior temos que existe x1 ∈ C1
2π solução da equação

ẋ = Ax + y1. Como L(N ) ⊆ N segue que x1 ∈ X1 e L̂ é sobrejetiva.

Notemos que estudar as soluções de F̂ (q, x1, σ) = 0 é equivalente a estudar as soluções da

decomposição:

(I − P) ◦ F̂ (q, x1, σ) = 0,

P ◦ F̂ (q, x1, σ) = 0.

Com o Lema 3.2.2 e o Teorema da Função Impĺıcita podemos resolver a primeira equação

como x1 = x∗
1(q, σ). Então, resolver (3.2.5) se reduz a resolver

F̃ (q, σ) := P ◦ F̂ (q, x∗
1(q, σ), σ) = 0.

Por outro lado, segue de (3.2.6) que esta equação esta satisfeita se, e somente se,

q∗i (F̂ (q, x∗
1(q, σ), σ)) = 0, i = 1, . . . , 6.
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Notamos que (u, σ) é uma solução de (3.2.5) desde que

B(u, σ) = 0, (3.2.7)

com B : R
6 × R → R

6 definido por

B(u, σ) :=
1

2π

∫ 2π

0

exp(−tS)F̂ (x∗(u, σ), σ)dt

e

x∗(u, σ) := exp(tS)u + x∗
1(exp(tS)u, σ).

A expressão de B segue diretamente da definição de q∗ que é dada pelo produto interno

(·, ·).

Propriedades da redução B

Apresentamos algumas propriedades da aplicação B.

Lema 3.2.3 i) sφB(u, σ) = B(sφu, σ);

ii) RB(u, σ) = −B(Ru, σ), onde sφ é a ação S1 em R
6 definida por sφu = exp(−φS0)u.

A demonstração deste lema pode ser encontrada em [25].

Observe que o item i) nos afirma que a aplicação B é S1–equivariante enquanto que ii) nos

garante que B preserva a R–anti–simetria do campo XH .

Assumimos que (3.1.1) está na forma normal de Belitskii até ordem p. Escrevemos o campo

na forma XH(x) = Ax + h(x) + r(x) onde r(x) = O(‖x‖p+1) e temos o resultado:

Teorema 3.2.4 São válidas as seguintes propriedades:

i) x∗(u, σ) = exp(tS)u + O(‖ u ‖p+1),

ii) B(u, σ) = (1 + σ)Su − Au − h(u) + O(‖ u ‖p+1) para σ próxima da origem.
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Dem: A demonstração deste resultado segue com pequenas modificações das demons-

trações encontradas em [25] e [31].

Se (u, σ) é uma solução de (3.2.7) então x = x∗(u, σ) corresponde a uma solução 2π/(1+σ)-

periódica de (3.2.5).

Lembramos que a solução de (3.2.7) é R–simétrica se, e somente se, intercepta o subespaço

Fix(R) em exatamente dois pontos. Assim, obtemos todas as soluções periódicas simétricas de

(3.2.7) resolvendo a equação

G(u, σ) = B(u, σ) |Fix(R)= 0. (3.2.8)

Na próxima subseção encontramos o sistema de equação algébrica G que corresponde à

Redução de Liapunov-Schmidt dos casos 6 : 2 e 6 : 4.

3.2.1 Caso 6 : 2

Pela observação 2.2.1, podemos aplicar o Teorema 3.2.4 para a forma normal (2.2.7). Sendo

assim, a Equação (3.2.8) é da forma:

G(x2, x3, σ) = B(x, σ)|x∈Fix(R̂1) =

=




(b1x
2
2 + x3(b2x2 + b3x3))

γ
δ

+ · · ·
(b4x

2
2 + x3(b5x2 + b6x3))

γ
δ

+ · · ·
σx2 + · · ·
σx3 + · · ·




,

(3.2.9)

onde δ e γ dependem dos coeficientes do 2–jato de da função Hamiltoniana.

3.2.2 Caso 6 : 4

Analogamente ao caso anterior, a forma normal de Birkhoff é dada por (2.2.8) e a Equação

(3.2.8) é da forma:
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G(x1, y1, y2, y3, σ) = B(x, σ)|x∈Fix(R̂2) =


 Fσ(x1, y1, y2, y3)

Kσ(x1, y1, y2, y3)


 =


 y2(σ + a1x1 + a2y1) + · · ·

y3(σ + a1x1 + a2y1) + · · ·


 .

(3.2.10)



Caṕıtulo 4

Resultados

Neste caṕıtulo enunciamos e demonstramos os resultados relacionados com os campos vetoriais

Hamiltoniano Rj-reverśıveis com 3 graus de liberdade. Além disso, utilizando a combinação da

Forma Normal de Belitskii e a Redução de Liapunov-Schmidt generalizamos alguns resultados

apresentados em [4] para campos vetoriais Hamiltonianos reverśıveis com 2 graus de liberdade.

4.1 Dois graus de liberdade

Nesta seção consideramos um sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade

ẋ = X(x), x ∈ R
4

R0–reverśıvel pela involução

R0 =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




.

Tal conjunto de campos vetoriais é denotado por X
0 := X

R0(4) e está dotado da topologia C∞.

O sistema de coordenadas fixadas é (x1, y1, x2, y2) ∈ R
4.
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Analogamente à Proposição 1.4.1, em R
4 uma involução simplética é simpléticamente con-

jugada a Id4, ou −Id4 ou R0 (Veja [4]).

Em [4] é encontrada a forma normal de Birkhoff para cada X ∈ X
0 e o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1 Assuma que H é um Hamiltoniano anti–simétrico com relação à involução

R0 e o campo vetorial XH possui um ponto de equiĺıbrio do tipo eĺıptico. Então existe um outro

Hamiltoniano H̃, formalmente Ck–equivalente à direita a H, tal que o campo vetorial XH̃

possui duas famı́lias a um parâmetro de soluções periódicas simétricas, com peŕıodo próximo

de 2π/
√

ad − bc, como no Teorema de Liapunov, tendendo ao ponto de equiĺıbrio (±
√

ad − bc i

são autovalores de DXH̃(0)).

Nesta seção demonstramos o seguinte resultado que generaliza o Teorema 4.1.1.

Teorema A: Existe um conjunto aberto U0 ⊂ X
0 não vazio tal que

a) U0 é determinado pelo 3–jato do campo de vetores;

b) cada X ∈ U0 possui 0, 2 ou 4 famı́lias a um parâmetro de soluções periódicas convergindo

para origem quando o parâmetro σ converge para zero com peŕıodo convergindo para 2π/α

onde ±α i são autovalores da matriz DX(0).

Dem: Considere uma estrutura simplética fixada analogamente à da Proposição 1.4.1,

assim uma involução simplética é formalmente conjugada a uma das involuções: IdR4 ou −IdR4

ou R0 =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




(veja [4]).

O caso em que R0 = −Id será discutido em 4.2.3. Trabalharemos agora com campo vetorial

R0–reverśıveis.

Pelo Lema 1.5.1, temos que a função Hamiltoniana do campo vetorial R0–reverśıvel é:

H(x1, y1, x2, y2) = −cx1x2 + ax2y1 − dx1y2 + by1y2 + t.o.a.
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Assim, a parte linear do campo vetorial XH é dado por:

A = DXH(0) =




0 0 a b

0 0 c d

−d b 0 0

c −a 0 0




, (4.1.1)

e seus autovalores são {±
√

bc − ad,±
√

bc − ad}.

Se bc − ad > 0, então os autovalores da parte linear de XH são {β,−β, β,−β}, onde

β =
√

bc − ad. Como estamos interessados em equiĺıbrio do tipo eĺıptico, este caso não será

considerado aqui.

Tomamos α =
√

ad − bc e consideramos a transformação:

P =




0 −b
α

0 −a
α

0 −d
α

0 −c
α

0 0 1 0

1 0 0 0




.

Assim,

Â = P−1.A.P =




0 α 0 0

−α 0 0 0

0 0 0 α

0 0 −α 0




,

onde P−1 é a matriz inversa de P .

Aplicando a mesma transformação na involução R0 temos R̂0 = P−1.R0.P dada por

R̂0 =




−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1




.
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Por um reescalonamento do tempo é posśıvel escolher α = 1 e assim a forma canônica de

Jordan real é:

Â =




0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0




.

Primeiramente obtemos a forma normal de Belitskii de XH considerando h : R
4 → R

4 até

ordem 3, que é dado por XH(x1, y1, x2, y2) = A[x1, y1, x2, y2] + h(x1, y1, x2, y2). Em seguida

impomos a condição de que a forma normal é R0–reverśıvel, isto é, XHR̂0 = −R̂0XH . Assim,

o sistema obtido é dado por

ẋ1 = y1 + (e21y1 + e23y2)(x
2
1 + y2

1) + e30y2(x
2
2 + y2

2)

+(e16x1 + e24x2)(y1x2 − x1y2) + e26y2(x1x2 + y1y2),

ẏ1 = −x1 + (−e21x1 − e23x2)(x
2
1 + y2

1) − e30x2(x
2
2 + y2

2)

+(e16y1 + e24y2)(y1x2 − x1y2) − e26x2(x1x2 + y1y2),

ẋ2 = y2 + (−d15y1 − d22y2)(x
2
1 + y2

1) − (d20y1 + d29y2)(x
2
2 + y2

2)

−(d17y1 + d25y2)(x1x2 + y1y2),

ẏ2 = −x2 + (d15x1 + d22x2)(x
2
1 + y2

1) + (d20x1 + d29x2)(x
2
2 + y2

2)

+(d17x1 + d25x2)(x1x2 + y1y2).

(4.1.2)

Agora encontraremos a forma normal de Birkhoff e veremos que esta em particular é uma

forma normal de Belitskii. Logo, um teorema, para o R
4, análogo ao Teorema 3.2.4 pode ser

aplicado (veja [31] ).

Como aplicamos uma transformação P junto a parte linear do campo para obter a sua

forma normal de Jordan real então a estrutura simplética é modificada, ou seja, aplicamos esta
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mesma transformação na matriz canônica simplética

J =




0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0




,

assim J é transformada por P na matriz

Ĵ = P tJP =




0 0 −1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 1 0 0




.

Inicialmente consideramos a parte homogênea de ordem 3 H3 da função Hamiltoniana

H : R
4 → R. Calculamos a AdH2

dada por (2.2.6) e encontramos H̃3. Verificamos que todos

os monômios de ordem 3, H3, são eliminados. Logo a forma normal de Birkhoff do campo

vetorial XH não possui monômios de ordem 2. Isto confirma o resultado em [4].

Em seguida tomamos a parte homogênea de ordem 4 H4 da função Hamiltoniana H, cal-

culamos o núcleo da adjunta AdH2
definida em (2.2.6).

Como o campo vetorial é R̂0–reverśıvel, temos pelo Lema 1.5.1 que H satisfaz H◦R̂0 = −H.

Logo, a forma normal de H até ordem 4 é:

H = H2 + H̃3 + H̃4

= (−x2y1 + x1y2) + (x1y2 − x2y1) (a1 (x2
1 + y2

1) + a2(x1x2 + y1y2) + a3 (x2
2 + y2

2)) .

A forma normal de Birkhoff até ordem 3 é dada por hb(x) = Ĵ∇H(x) = Âx + h̃b(x) e sua
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expressão é dada por:

ẋ1 = y1 + a1y1(x
2
1 + y2

1) + a2(2x1x2y1 − x2
1y2 + y2

1y2)

+a3(3x
2
2y1 − 2x1x2y2 + y1y

2
2),

ẏ1 = −x1 + (a2y1 + 2a3y2)(x2y1 − x1y2) − x1(a1(x
2
1 + y2

1)

+a2(x1x2 + y1y2) + a3(x
2
2 + y2

2)),

ẋ2 = y2 + (2a1x1 + a2x2)(−x2y1 + x1y2) + y2(a1(x
2
1 + y2

1)

+a2(x1x2 + y1y2) + a3(x
2
2 + y2

2)),

ẏ2 = −x2 + (2a1y1 + a2y2)(−x2y1 + x1y2) − x2(a1(x
2
1 + y2

1)

+a2(x1x2 + y1y2) + a3(x
2
2 + y2

2)).

(4.1.3)

Observe que a forma normal de Birkhoff (4.1.3) está também na forma normal de Belitskii

(4.1.2) e assim podemos aplicar o Teorema 3.2.4.

A Redução de Liapunov-Schmidt nos fornecerá todas as pequenas soluções periódicas R̂0–

simétricas resolvendo a equação

B(x, σ)|x∈Fix(R̂0) = 0,

com

B(x, σ) = (1 + σ)Sx − Âx − h̃b(x), x ∈ R
4,

onde S é a parte semi-simples da S − N–decomposição de Â. (Veja [31]).

Para o caso que estamos considerando a matriz Â é semi-simples.

O subespaço Fix(R̂0) = {(0, y1, 0, y2); y1, y2 ∈ R}.

Temos que para este caso o sistema de equações algébricas B(x, σ) = 0 restrito ao conjunto

Fix(R̂0) é dado por:

G(y1, y2, σ) = B(x, σ)|x∈Fix(R̂0) =


 F (y1, y2, σ)

K(y1, y2, σ)


 =

=


 −y1(a1y

2
1 + a2y1y2 + a3y

2
2 − σ) + · · ·

−y2(a1y
2
1 + a2y1y2 + a3y

2
2 − σ) + · · ·


 .

(4.1.4)
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Notamos que K(0, 0) = 0 e que
∂K

∂y2

(0, 0) = σ 6= 0, assim existe uma vizinhança de

y1 = 0 e uma única função y2 = ασ(y1), com ασ(0) = 0 tal que K(y1, ασ(y1)) = 0. Mais

ainda, deduzimos diretamente que α′
σ(0) = α′′

σ(0) = 0 e ασ(y1) = O(3). Agora, substitúımos

y2 = ασ(y1) na primeira equação de (4.1.4) e consideramos a3 6= 0 então

F̃ (y1, σ) = y3
1 +

σ

a3

y1 + O(4).

Deduzimos então que, se
σ

a3

< 0 então a equação F̃ = 0 possui duas soluções não nulas, ỹ1 e ŷ1

(próximas de y1 = ±
√
− σ

a3

). E a equação (4.1.4) possui duas soluções não nulas (ỹ1, ασ(ỹ1))

e (ŷ1, ασ(ŷ1)). Analogamente, se
σ

a1

< 0 para a1 6= 0, então a Equação (4.1.4) possui duas

soluções não nulas.

Definimos os seguintes conjuntos abertos:

U0
1 =





X ∈ X
0; A parte linear de X em (4.1.1) satisfaz

ad − bc > 0



 ,

U0
2 =





X ∈ X
0; X tem a forma normal de Birkhoff dada por (4.1.3) com

a1 6= 0 e a3 6= 0



 .

Em U0 = U0
1 ∩ U0

2 ⊂ X
0 a equação G(y1, y2) = 0 possui 0, 2 ou 4 soluções não nulas que

tendem a zero quando o parâmetro σ tende a zero. Então, no problema original temos 0, 2 ou

4 famı́lias a um parâmetro de soluções periódicas tendendo à origem quando σ tende a zero

com peŕıodo tendendo a 2π.

4.2 Três graus de liberdade

Como na seção anterior, denotamos por X
1 := X

R1(6) (respectivamente X
2 := X

R2(6)) o espaço

dos campos vetoriais Hamiltonianos R1–reverśıveis (respectivamente R2–reverśıveis) com três
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graus de liberdade em R
6 e sistema de coordenadas (x1, y1, x2, y2, x3, y3) ∈ R

6. Tomamos X
1 e

X
2 com a topologia C∞.

4.2.1 Caso 6:2

Teorema B: Existe um aberto U1 ⊂ X
1 não vazio tal que

a) Cada elemento X em U1 é determinado pelo seu 2–jato,

b) para X ∈ U1 não existem famı́lias a um parâmetro de soluções periódicas simétricas

convergindo para o ponto de equiĺıbrio com peŕıodos tendendo a 2π/α, onde α é tal que

±αi são os autovalores da parte linear do campo vetorial X em U1 com multiplicidade

algébrica 2.

Dem: A forma normal de Belitskii R̂1–reverśıvel do caso 6 : 2 é dada por (2.1.4) e a

forma normal de Birkhoff R̂1–reverśıvel é dada por (2.2.7). Pela Observação 2.2.1, temos que o

Teorema 3.2.4 pode ser aplicado ao campo vetorial hb1 (2.2.7). Assim, obtemos que a equação

reduzida, restrita ao Fix(R̂1), da Redução de Liapunov-Schmidt é dada por (3.2.9):

G(x2, x3, σ) = B(x, σ)|x∈Fix(R̂1) =

=




b1x
2
2 + x3(b2x2 + b3x3) + · · ·

b4x
2
2 + x3(b5x2 + b6x3) + · · ·

σx2 + · · ·
σx3 + · · ·




.

Pelas duas últimas equações temos que a única solução de G(x2, x3, σ) = 0 é a trivial

(x2, x3) = (0, 0).

Definimos o aberto em X1:

U1 =
{

X ∈ Ω1; a forma canônica de DX(0) satisfaz (1.5.8)
}

.
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Portanto, um campo vetorial X ∈ U1 determinado pelo seu 2–jato não possui famı́lias de

órbitas periódicas simétricas próximas da origem.

4.2.2 Caso 6:4

Teorema C: Existe um conjunto aberto U2 ⊂ X
2 não vazio tal que

a) Cada elemento de U2 é determinado pelo seu 2–jato,

b) cada X ∈ U2 possui uma famı́lia a 2–parâmetros de soluções periódicas simétricas con-

vergindo para um ponto de equiĺıbrio com peŕıodos convergindo para 2π/α onde α é tal

que ±αi são os autovalores da parte linear do campo vetorial X em U2 com multiplicidade

algébrica 2.

Dem: Definimos o conjunto aberto em X
2:

U2 = {X ∈ X
2; a forma canônica de DX(0) satisfaz (1.5.11)}

Seja X ∈ U2. Logo, forma normal de Birkhoff de X é dado pela expressão (2.2.8) e assim

a sua equação reduzida da Redução de Liapunov-Schmidt é dada por (3.2.10):

G(x1, y1, y2, y3, σ) = B(x, σ)|x∈Fix(R̂2) =


 Fσ(x1, y1, y2, y3)

Kσ(x1, y1, y2, y3)


 =


 y2(σ + a1x1 + a2y1) + · · ·

y3(σ + a1x1 + a2y1) + · · ·


 .

O nosso objetivo agora é encontrar soluções desta equação.

Notamos que (Fσ, Kσ)(0, 0, 0, 0) = 0 e
∂(Fσ, Kσ)

∂y2∂y3

(0, 0, 0, 0) = σ2 6= 0. Então, existem uma

vizinhança V de (x1, y1) = (0, 0) e únicas funções y2 = ξσ(x1, y1), y3 = δσ(x1, y1) em V tal que

(Fσ, Kσ)(x1, y1, ξσ(x1, y1), δσ(x1, y1)) = (0, 0).
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Para cada σ consideramos γσ : (x1, y1) 7→(x1, y1, ξσ(x1, y1), δσ(x1, y1)). Agora tomamos

a parametrização (x1, y1) 7→ (aσ, bσ) e γσλ0
: (aσ, bσ) 7→ (aσ, bσ, ξσ(aσ, bσ), δσ(aσ, bσ)) onde

λ0 = a/b. Então, existe uma famı́lia a 2–parâmetros de órbitas periódicas γσλ tal que para cada

λ0 ∈ R, a familia de órbitas periódicas γλ0σ é uma famı́lia de Liapunov, isto é, limσ→0 γσλ0
= 0

e o peŕıodo da solução do problema original converge para 2π/α.

Observação 4.2.1 Para cada X
j com j = 0, 1, 2 seja X

j
e ⊂ X

j o conjunto dos campos vetoriais

tal que a origem é um ponto de equiĺıbrio do tipo eĺıptico. Então U j é aberto denso em X
j
e.

4.2.3 Caso degenerado

A t́ıtulo de ilustração consideraremos um exemplo do caso 4 : 0 para apresentar algumas

dificuldades que surgem quando a involução considerada é tal que a dimensão do seu conjunto

dos pontos fixos é zero. Este caso é muito degenerado mesmo quando considerado dentro

do universo Hamiltoniano. No entanto, pode-se construir na mecânica modelos de sistemas

Hamiltonianos que são reverśıveis por −Id.

Considerando campos vetoriais com um grau de liberdade (em R
2) reverśıvel com respeito a

−Id, Buzzi e Teixeira em [4] mostram que não existem soluções periódicas em torno da origem.

Isto ocorre devido um problema de orientação.

A seguir apresentamos um modelo que envolve duas cargas ( uma delas sendo positiva e a

outra negativa). A função Hamiltoniana com dois graus de liberdade é

H(x, u, y, v) =
−q√

(x − a)2 + (y − b)2
+

q√
(x + a)2 + (y + b)2

,

e o campo vetorial Hamiltoniano associado a H é:

ẋ = 0;

u̇ =
−q(x − a)

[(x − a)2 + (y − b)2]3/2
+

q(x + a)

[(x + a)2 + (y + b)2]3/2
;

ẏ = 0;

v̇ =
−q(y − b)

[(x − a)2 + (y − b)2]3/2
+

q(y + b)

[(x + a)2 + (y + b)2]3/2
;
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onde a, b, q ∈ R, a2 + b2 6= 0 e q 6= 0. Notemos que tal campo vetorial é −Id–reverśıvel.

Para simplificar, tomamos a = b. A primeira dificuldade que surge é que o sistema não

possui pontos cŕıticos reais. Sendo assim, não é posśıvel utilizar os métodos apresentados

anteriormente para analisar tal caso. Este é um problema que pode servir para uma futura

direção de pesquisa.



Caṕıtulo 5

Problema de 3–corpos restrito no plano

Nesta seção consideramos um problema de 3–corpos restrito no plano onde dois dos três corpos

possuem diferentes massas e descrevem uma órbita eĺıptica de colisão do problema de 2–corpos

(veja Seção 1.8.1). O terceiro corpo é tal que sua massa é infinitesimal, ou seja, muito pequena.

Tal corpo se move no plano que contém a reta de movimento dos outros dois corpos. O problema

restrito de três corpos consiste em descrever o movimento deste terceiro corpo que possui massa

infinitesimal.

5.1 Equações do movimento

Consideramos 3 corpos com massas m1, m2 e m3. Nos referimos ao corpo com a massa mi

simplesmente como a massa mi.

As massas m1 e m2 são chamadas de primárias e no nosso caso descrevem uma órbita eĺıptica

de colisão do problema de 2–corpos. A terceira massa é infinitesimal, ou seja, m3 é despreźıvel.

Nos referimos a este corpo como massa infinitesimal. Esta massa não perturba o movimento

das duas primárias, mas seu movimento é fortemente perturbado pela força gravitacional das

primárias.

Escolhemos adequadamente as unidades de massa, comprimento e tempo tal que m1 = 1−µ,

63
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m2 = µ, µ ∈ [0, µ0) com µ0 > 0 suficientemente pequeno, e a constante gravitacional G = 1.

O movimento das massas está contido no espaço Euclidiano bidimensional, plano XY .

Pelas integrais primeira do centro de massa, vimos que podemos considerar o centro de massa

na origem. As primárias se movimentam no eixo X e (X, Y ) são as coordenadas da massa

infinitesimal. O sistema nestas coordenadas (coordenadas fixas) é chamado sistema inercial.

(Veja Figura 5.1)

m
1

= 1−µ m =
2

µ

X
1

(X( , 0 ) 0 )
2

X

m

2

3

Y

1

,

X ,( )Y

D

D

α

β

Figura 5.1: Plano de movimento dos 3–corpos

Se o movimento da massa infinitesimal m3 está restrita à reta onde as primárias se movi-

mentam com a massa m1 na origem e a orientação da reta de movimento tal que, a massa m2

do lado esquerdo da massa m1 e m3 à direita de m1 então estamos no caso do problema de

3–corpos colineares restrito [20].

Denotamos por D1 a distância entre as massas m1 e m3 e D2 a distância entre as massas

m2 e m3, ou seja,

D1 =
√

(X − X1(t))2 + Y 2, D2 =
√

(X − X2(t))2 + Y 2.



65

Denotamos por F13 e por F23 as forças gravitacionais das massas m1 e m2 sobre a massa

infinitesinal m3, respectivamente. Sendo F13 e F23 a intensidade de tais forças, α e β os ângulos

definidos na Figura 5.1 e os vetores unitários X = (1, 0) e Y = (0, 1) temos que

F13 = F13XX + F13Y Y = −F13 cos αX − F13senαY;

F23 = F23XX + F23Y Y = −F23senβX − F23 cos βY;

tal que

F13 =
Gm1m3

D2
1

=
(1 − µ)m3

(X − X1(t))2 + Y
,

e

F23 =
Gm2m3

D2
2

=
µm3

(X − X2(t))2 + Y
.

Segue da 2a Lei de Newton que:

m3a = F = F13 + F23,

onde a = (Ẍ, Ÿ) denota o vetor aceleração da massa infinitesimal m3. Em coordenadas temos

que as equações do movimento da massa infinitesimal m3 são:

Ẍ = − (1 − µ)(X − X1(t))

((X − X1(t))2 + Y 2)3/2
− µ(X − X2(t))

((X − X2(t))2 + Y 2)3/2
,

Ÿ = − (1 − µ)Y

((X − X1(t))2 + Y 2)3/2
− µY

((X − X2(t))2 + Y 2)3/2
,

(5.1.1)

onde X1(t) e X2(t) são soluções do problema de 2–corpos de colisão eĺıptica dadas por

X1(t) = −µ(1 − cos E(t)), X2(t) = (1 − µ)(1 − cos E(t))

com µ ≥ 0 um pequeno parâmetro e E a anomalia excêntrica que é uma função do tempo via

equação de Kepler

E − sin E = t.

Desde que E é 2π–periódica, X1 e X2 são funções 2π–periódicas. Para mais detalhes com

relação ao movimento das primárias veja [24].
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Como usual uma órbita periódica do problema de 3−corpos restrito é uma órbita deste

sistema tal que depois de um tempo T (o peŕıodo da órbita) os três corpos estão na mesma

posição com a mesma velocidade. Aqui estudaremos somente a periodicidade com respeito

ao movimento do corpo infinitesimal. Tais tipos de órbitas serão chamadas de órbitas pseudo

periódicas do problema de 3− corpos restrito com colisão no plano.

Queremos analisar a continuação de órbitas periódicas para este problema de µ = 0 a

famı́lias de órbitas pseudo periódicas para µ no intervalo [0, µ0) com µ0 > 0 suficientemente

pequeno. Assim como no caso clássico do problema de 3–corpos restrito no plano, não analisare-

mos a continuação de soluções periódicas nas coordenadas fixas, (X,Y ), pois o sistema nestas

coordenadas é muito degenerado. Consideramos o sistema de coordenadas (x̄, ȳ) relacionadas

com as coordenadas fixas da seguinte forma:

 x̄

ȳ


 =


 cos t sin t

− sin t cos t





 X

Y


 .

O sistema em tais coordenadas é chamado sistema em coordenadas de rotação.

Para facilitar, consideramos (5.1.1) nas novas variáveis (x̄, ȳ) e em notação complexa, isto

é,

Z = zeit,

onde z = x̄ + iȳ, Z = X + iY . Então, as distâncias D1 e D2 nas coordenadas de rotação são

dadas por:

D1 = |Z − Z1|, D2 = |Z − Z2|,

com Z1 = z1e
it e Z2 = z2e

it. Notamos que de fato temos z1 = X1e
−it e z2 = X2e

−it.

O lado esquerdo de (5.1.1) sob a notação complexa é

d2Z

dt2
=

d2(zeit)

dt2
=

(
d2z

dt2
+ 2i

dz

dt
− z

)
eit.

Então (5.1.1) fica

d2z

dt2
+ 2i

dz

dt
− z = −(1 − µ)

z − z1

d3
1

− µ
z − z2

d3
2

,
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onde d1 = |z − z1| e d2 = |z − z2|.

Considerando a parte real e a parte imaginária temos

d2x̄

dt2
− 2

dȳ

dt
=

∂G̃

∂x̄
,

d2ȳ

dt2
+ 2

dx̄

dt
=

∂G̃

∂ȳ
,

onde
∂G̃

∂x̄
= x̄ − (1 − µ)

x̄ − X1(t) cos t

d3
1

− µ
x̄ − X2(t) cos t

d3
2

,

∂G̃

∂ȳ
= ȳ − (1 − µ)

ȳ + X1(t) sin t

d3
1

− µ
ȳ + X2(t) sin t

d3
2

,

com d1 =
√

(x̄ − X1(t) cos t)2 + (ȳ + X1(t) sin t)2, d2 =
√

(x̄ − X2(t) cos t)2 + (ȳ + X2(t) sin t)2.

Considerando a mudança de coordenadas

x1 = x̄, x2 = ȳ, y1 = ˙̄x − ȳ, y2 = ˙̄y + x̄

temos que o movimento da massa infinitesimal deste problema de 3–corpos restrito com colisão

pode ser escrito como um sistema Hamiltoniano, tal que a função Hamiltoniana é dada por

H =
1

2
(y2

1 + y2
2) + x1y2 − x2y1 −

1 − µ

d1

− µ

d2

.

Na forma vetorial H é dada por

H =
‖y‖2

2
− xT Ky − 1 − µ

d1

− µ

d2

, (5.1.2)

onde x = (x1, x2) é um vetor descrevendo a posição do sistema, y = (y1, y2) é um vetor

descrevendo o seu momento e K =


 0 1

−1 0


.
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O sistema Hamiltoniano é dado por

ẋ1 = y1 − x2,

ẋ2 = y2 + x1,

ẏ1 = y2 − (1 − µ)
(x1 − X1(t) cos t)

d3
1

− µ
(x1 − X2(t) cos t)

d3
2

,

ẏ2 = y1 − (1 − µ)
(x2 + X1(t) sin t)

d3
1

− µ
(x2 + X2(t) sin t)

d3
2

,

(5.1.3)

com d1 =
√

(x1 + µ(1 − cos E(t)) cos t)2 + (x2 − µ(1−cos E(t)) sin t)2,

d2 =
√

(x1−(1−µ)(1−cos E(t)) cos t)2+(x2+(1−µ)(1−cos E(t)) sin t)2.

Temos que µ é um parâmetro suficientemente pequeno e assim a função Hamiltoniana pode

ser escrita na forma

H =
‖y‖2

2
− xT Ky − 1

‖x‖ + O(µ). (5.1.4)

Observamos que a dependência de µ no nosso caso é como no problema de 3–corpos restrito

circular planar, e µ está relacionado com a massa das primárias (veja [13]), enquanto que em

[19] o parâmetro µ está relacionado com a distância entre as primárias.

Quando µ = 0, a equação (5.1.4) é dada por

H =
‖y‖2

2
− xT Ky − 1

‖x‖ ,

que é a função Hamiltoniana do problema de 2–corpos nas coordenadas de rotação.

A seguir utilizaremos o método de continuação de Poincaré para continuar órbitas periódicas

do problema de Kepler, quando µ = 0, a órbitas pseudo periódicas do problema de 3–corpos

restrito com colisão eĺıptica no plano, quando µ > 0 suficientemente pequeno.

As órbitas do problema de Kepler que continuaremos serão as órbitas eĺıpticas simétricas

e as órbitas circulares (incluindo neste caso as órbitas cometárias, ou seja, aquelas em que
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a massa infinitesimal está muito longe do centro de massa das primárias). Para cada caso é

conveniente trabalhar com variáveis espećıficas. Tais como as variáveis de Delaunay para as

órbitas eĺıpticas simétricas e as variáveis de Poincaré para as órbitas circulares.

Primeiramente, escrevemos a função Hamiltoniana (5.1.2), que está em coordenadas carte-

sianas, em coordenadas polares (r, θ, R, Θ). Esta mudança de coordenadas é dada por

x1 = r cos θ, x2 = rsen θ, y1 = R cos θ − Θ

r
sen θ, y2 = Rsen θ +

Θ

r
cos θ.

Em coordenadas polares (5.1.2) é dado por:

H(r, θ, R, Θ) =
1

2

(
R2 +

Θ2

r2

)
− Θ − 1 − µ

d1

− µ

d2

=
1

2

(
R2 +

Θ2

r2

)
− Θ − 1

r
+ O(µ),

(5.1.5)

onde

d1 =
√

(r cos θ + µ(1 − cos E(t)) cos t)2 + (r sen θ − µ(1 − cos E(t))sen t)2,

d2 =
√

(r cos θ − (1 − µ)(1 − cos E(t)) cos t)2 + (r sen θ + (1 − µ)(1 − cos E(t))sen t)2.

5.2 Órbitas periódicas simétricas

As equações do movimento da massa infinitesimal nas coordenadas de rotação são dadas por

(5.1.3). Verificamos que estas equações são invariantes pela simetria

(t, x1, x2, y1, y2) −→ (−t, x1,−x2,−y1, y2).

Isto significa que se ϕ(t) = (x1(t), x2(t), y1(t), y2(t)) é uma solução do sistema (5.1.3), então

ψ(t) = (x1(−t),−x2(−t),−y1(−t), y2(−t)) também será. Notamos que esta simetria é com

relação ao eixo x1 e denotamos por S1. Segue o seguinte resultado:

Proposição 5.2.1 Seja ϕ(t) = (x1(t), x2(t), y1(t), y2(t)) uma solução do sistema (5.1.3). Se

x2(t) e y1(t) são zero em t = t0 e em t = t0 + T/2 mas não são simultaneamente nulos em

qualquer valor de t ∈ (t0, t0 + T/2), então φ(t) é uma solução periódica S1–simétrica com

peŕıodo T .
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Dem: Segue da Propriedade 1.3.5(3).

Observação 5.2.2 S1 é a única simetria do sistema (5.1.3), pois

i) as distâncias d1 e d2 são invariantes por uma simetria somente quando a variável x1 é

fixada e a variável x2 é levada em −x2;

ii) pelo item acima, a primeira equação de (5.1.3) é invariante somente se y1 é levado em

−y1;

iii) analogamente, a segunda equação de (5.1.3) é invariante somente se y2 é fixado.

5.2.1 Continuação de órbitas eĺıpticas simétricas

Para mostrar a continuação das órbitas eĺıpticas simétricas consideramos a mudança das coor-

denadas polares (r, θ, R, Θ) para as coordenadas de Delaunay (l, g, L,G) (veja [27]):

- l é a anomalia média e é medida desde o pericentro;

- g é o argumento do pericentro e determina a orientação do semi-eixo maior da elipse no

plano de movimento;

- L está relacionada com o semi-eixo maior, a, por L = a1/2;

- G está relacionada com o semi-eixo maior, a, e com a excentricidade e, por G = [a(1 −
e2)]1/2.

Nas coordenadas de Delaunay, o Hamiltoniano (5.1.5) é da forma:

H = − 1

2L2
− G + O(µ). (5.2.6)

Agora, em termos das coordenadas de Delaunay, supomos que no tempo t0 temos

g(t0) = mπ e l(t0) = nπ, m, n inteiros, (5.2.7)
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tal que a primeira condição diz que o semi–eixo maior da elipse coincide com o eixo x1 e a

segunda condição diz que a part́ıcula está neste eixo ( no pericentro ou no apocentro). Assim a

velocidade instantânea da part́ıcula no sistema de rotação é a soma da velocidade da part́ıcula

ao longo da elipse e a velocidade de rotação da elipse. Desde que estes termos são perpendicu-

lares ao eixo x1, então (5.2.7) nos garante que a part́ıcula cruza o eixo x1 perpendicularmente.

Assim, procuramos curvas soluções que satisfazem (5.2.7) para dois valores distintos de t0.

Continuação das órbitas periódicas S1–simétricas

Seguindo [26], podemos provar de maneira similar ao problema de 3–corpos restrito circular no

plano, a continuação de órbitas periódicas eĺıpticas do problema de Kepler em coordenadas de

rotação para µ = 0 a famı́lias de órbitas pseudo periódicas do problema de 3−corpos restrito

com colisão no plano para µ ∈ [0, µ0) com µ0 > 0 suficientemente pequeno.

Iniciamos observando que o problema de Kepler em coordenadas de rotação possui oito

diferentes órbitas periódicas S1–simétricas que podem ser continuadas em órbitas periódicas

do problema de 3–corpos restrito de colisão quando µ ∈ [0, µ0) com µ0 > 0 pequeno.

Estas diferentes órbitas podem ser descritas em termos das condições iniciais nas coorde-

nadas de Delaunay g e l. Para o movimento no sentido anti–horário da massa infinitesimal

temos as seguintes condições iniciais:

a) g(0) = 0, l(0) = 0, ou seja, o pericentro está na no semi–eixo x1 positivo e que a massa

infinitesimal está no pericentro;

b) g(0) = π, l(0) = 0, ou seja, o pericentro está no semi–eixo x1 negativo e a massa infini-

tesimal está no pericentro;

c) g(0) = 0, l(0) = π, ou seja, o pericentro está no semi–eixo x1 positivo e a massa infinite-

simal está no apocentro;

d) g(0) = π, l(0) = π, ou seja, o pericentro está no semi–eixo x1 negativo e a massa infini-

tesimal está no apocentro;
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Existem outras quatro diferentes órbitas periódicas eĺıpticas S1−simétricas para o movi-

mento no sentido horário da massa infinitesimal.

Analisamos a situação quando a massa infinitesimal se move no sentido anti-horário. Nas

coordenadas de Delaunay, tal órbita intercepta o eixo x1 ortogonalmente em um tempo t0

quando (5.2.7) está satisfeita. Com o objetivo de ter uma órbita S1−simétrica precisamos

que tal órbita intercepte ortogonalmente o eixo x1 em dois diferentes pontos. Podemos provar

que, para o tempo mod 2π, as 4 órbitas eĺıpticas S1–simétricas podem ser continuadas em 16

posśıveis diferentes órbitas pseudo periódicas eĺıpticas S1–simétricas do problema de 3–corpos

restrito de colisão quando µ é pequeno. Estas 16 possibilidades vêm do fato que temos a

primeira intersecção ortogonal com o eixo x1 em qualquer das situações (a), (b), (c) ou (d) e a

segunda intersecção ortogonal como eixo x1 também pode ser qualquer uma destas 4 diferentes

situações.

No caso em que a massa infinitesimal está movendo no sentido horário obtemos outras 16

diferentes órbitas periódicas S1–simétricas do problema de 3–corpos restrito de colisão.

Teorema D: Sejam p e q números inteiros primos entre si e T = 2πp/q. Então a órbita

eĺıptica T–periódica do problema de Kepler em coordenadas de rotação que satisfaz

l(0) = n1π, g(0) = n2π, L3(0) = p/q, G(0) = constante, (5.2.8)

pode ser continuada para pequenos valores de µ = µ(T ) > 0 em uma órbita pseudo periódica

S1–simétrica de peŕıodo próximo de 2πp do problema de 3–corpos restrito planar com colisão

em coordenadas de rotação.

Dem: O Hamiltoniano do problema de 3–corpos restrito de colisão em coordenadas

de Delaunay para µ pequeno é dado por (5.2.6) e as equações do movimento são:

l̇ =
1

L3
+ O(µ), L̇ = 0 + O(µ), ġ = −1 + O(µ), Ġ = 0 + O(µ). (5.2.9)

Para µ = 0 consideramos a órbita eĺıptica satisfazendo as condições iniciais (5.2.8). O movi-

mento nesta elipse é:

l = tq/p + n1π, L = (p/q)1/3, g = −t + n2π, G = constante.
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O peŕıodo da massa infinitesimal nesta elipse é T = 2πL3 = 2πp/q. Assim, o peŕıodo do

movimento dos três corpos juntos é T ′ = 2πp, assim g(T ′/2) = (−p+n2)π e l(T ′/2) = (q+n1)π.

Logo, esta órbita satisfaz (5.2.7) e é S1–simétrica.

Para µ > 0 pequeno, consideramos soluções satisfazendo (5.2.7) e as condições iniciais

l(0) = n1π, g(0) = n2π, L(0) = L0, G(0) = G0.

Queremos resolver

ψ1(L0, G0, t, µ) = 0, ψ2(L0, G0, t, µ) = 0,

para L0 próximo de (p/q)1/3 e t próximo de T ′/2 quando

ψ1(L0, G0, t, µ) = g(t) + (p − n2)π, e ψ2(L0, G0, t, µ) = l(t) − (q + n1)π.

Pelo Teorema da Função Impĺıcita, é suficiente mostrar que

det


 ∂ψ1/∂t ∂ψ2/∂t

∂ψ1/∂L0 ∂ψ2/∂L0


 6= 0

sobre a órbita eĺıptica. Mas para µ = 0 temos

det


 ∂g/∂t ∂l/∂t

∂g/∂L0 ∂l/∂L0


 = det


−1 q/p

0 −3t(q/p)4/3


 6= 0,

para qualquer t > 0. Portanto, segue o teorema.

5.3 Continuação das órbitas circulares

Nesta seção adaptamos para o nosso caso do problema de 3–corpos restrito a prova original de

Poincaré para a continuação de órbitas circulares do problema de Kepler em coordenadas de

rotação para o problema restrito plano circular. Seguimos a versão de Sternberg [26].

O argumento do pericentro é claramente indefinido para as órbitas circulares por que as

coordenadas de Delaunay não estão bem definidas em uma vizinhança da órbitas circulares.
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Para superar este problema consideramos as coordenadas de Poincaré fazendo a mudança

de variável simplética das variáveis de Delaunay (l, g, L,G) para as coordenadas de Poincaré

(λ, η, Λ, ξ) dadas por:

λ = l + g, η = [2(L − G)]1/2 cos g, Λ = L, ξ = −[2(L − G)]1/2 cos g.

A função Hamiltoniana (5.2.6) nas coordenadas de Poincaré é:

H = − 1

2Λ2
− Λ +

1

2
(η2 + ξ2) + O(µ). (5.3.10)

Novamente, para maiores detalhes sobre tal mudança de coordenadas veja [27].

Teorema E: Seja T0 o peŕıodo de uma órbita circular periódica do problema de Kepler em

coordenadas de rotação. Se 2π/T0 ∈ (1 − 1/
√

8, 1 + 1/
√

8) \ {1}, então para µ = µ(T0)

suficientemente pequeno existe uma órbita pseudo periódica do problema de 3–corpos restrito

no plano com colisão em coordenadas de rotação com peŕıodo T (µ) que tende a uma órbita

periódica circular do problema de Kepler em coordenadas de rotação com peŕıodo T0 quando µ

tende a 0.

Dem: Quando µ = 0 a função Hamiltoniana (5.3.10) é dada por

H(λ, η, Λ, ξ) = − 1

2Λ2
− Λ +

1

2
(η2 + ξ2)

e as equações do movimento são:

dλ

dt
=

1

Λ3
− 1,

dΛ

dt
= 0,

dη

dt
= ξ,

dξ

dt
= −η,

tal que a solução circular para µ = 0 é dada por:

λ = (
1

Λ3
0

− 1)t + λ0, Λ = Λ0, η = ξ0 sin t + η0 cos t, ξ = ξ0 cos t − η0 sin t,

onde λ0, Λ0, ξ0 e η0 são constantes.

Pelo método de continuação devido a Poincaré concluimos que existem soluções periódicas

para µ > 0. Na verdade estamos interessados em encontrar soluções periódicas de peŕıodo T .
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Isto é, queremos encontrar condições iniciais λ0(µ), η0(µ), Λ0(µ) e ξ0(µ) tais que as soluções

λt(µ), ηt(µ), Λt(µ) e ξt(µ) do sistema Hamiltoniano cuja função Hamiltoniana (5.3.10) satis-

fazem

λT (µ) = λ0(µ) + 2π, ηT (µ) = η0(µ), ξT (µ) = ξ0(µ), ΛT (µ) = Λ0(µ). (5.3.11)

Queremos encontrar (λ0, η0, Λ0, ξ0) como funções de µ que para µ = 0 são dadas por

ξ0(0) = η0(0) = 0 and (
1

Λ3
0

− 1)T0 = 2π

assim
1

Λ3
0

=
2π + T0

T0

or Λ0 =

(
T0

2π + T0

)1/3

com λ0 arbitrária.

Temos que a função Hamiltoniana é constante ao longo das trajetórias. Se λ0, η0, Λ0 e ξ0

são tais que (5.3.11) está satisfeita, então

H(λT , ηT , ΛT , ξT ; µ) = H(λ0, η0, ΛT , ξ0; µ) = H(λ0, η0, Λ0, ξ0; µ),

e ΛT (µ) = Λ0(µ) é uma conseqüência.

Para µ suficientemente pequeno sabemos que ΛT está próximo de Λ0 e (5.3.10) mostra que

∂H/∂Λ 6= 0 se Λ0 6= 1. Assim o Teorema da Função Impĺıcita afirma que existe uma vizinhança

de (λ0, η0, ξ0) tal que Λ = α(λ, η, ξ). Então Λ0 = α(λ0, η0, ξ0) = α(λT , ηT , ξT ) = ΛT .

Para resolver (5.3.11) escrevemos T = T0 + τ e tentamos resolver as equações

ψ1(λ0, η0, Λ0, ξ0, τ, µ) = λT0+τ − λ0 − 2π = 0,

ψ2(λ0, η0, Λ0, ξ0, τ, µ) = ηT0+τ − η0 = 0,

ψ3(λ0, η0, Λ0, ξ0, τ, µ) = ξT0+τ − ξ0 = 0.

(5.3.12)

Em µ = τ = ξ0 = η0 = 0 temos que
∂ψ1

∂τ
=

1

Λ3
0

− 1 =
2π

T0

,
∂ψ1

∂ξ
=

∂ψ1

∂η
= 0. Assim a matriz
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Jacobiana de ψ1, ψ2 e ψ3 com respeito a η, ξ, τ é dado por

∂(ψ1, ψ2, ψ3)

∂(η, ξ, τ)
=




0 0
2π

T0

cos T0 − 1 − sin T0
∂ψ2

∂τ

sin T0 cos T0 − 1
∂ψ3

∂τ




,

que é não–singular se

det

(
∂(ψ1, ψ2, ψ3)

∂(η, ξ, τ)

)
= (cos T0 − 1)2 + sin2 T0 6= 0,

ou seja, T0 6= 2kπ.

O Teorema da Função Impĺıcita garante que existem únicas funções τ = f(λ0, Λ0, µ),

η0 = h(λ0, Λ0, µ) and ξ0 = g(λ0, Λ0, µ) tais que o sistema (5.3.12) está satisfeito para µ sufi-

cientemente pequeno. Em µ = 0 o valor de Λ0 está próximo do valor que é determinado por

Λ−3
0 =

2π

T
+ 1 com T = T0.

Notamos que em µ = 0 temos ξ0 = η0 = 0 e τ será uma função de Λ0 satisfazendo

Λ−3
0 =

2π

T0 + τ
+ 1. Em particular

∂τ

∂Λ0

6= 0, assim podemos resolver Λ0 como uma função de τ

para µ pequeno. Portanto, podemos encontrar soluções de (5.3.11) desde que T0 6= 2kπ sendo

k um inteiro positivo.

Até aqui, não t́ınhamos levado em conta a possibilidade de colisão entre a massa infinitesimal

e as primárias. Agora queremos evitar que a continuação de uma órbita circular periódica no

intervalo µ ∈ [0, µ0) com µ0 > 0 suficientemente pequeno colida com uma das primárias.

No nosso caso quando µ = 0 a primária de massa 1 está fixada na origem e a outra massa

infinitesimal está movendo no eixo X entre a origem e o ponto (2, 0).

De acordo com a Terceira Lei de Kepler, para uma órbita periódica circular do problema

de Kepler de raio r e movimento médio n temos que r3n2 = 1 em um sistema inercial e com as



77

unidades de comprimento, massa e tempo escolhidas inicialmente (para maiores detalhes veja

[24]).

No sistema inercial uma órbita periódica circular é direta, ou seja, gira no sentido anti-

horário, se seu movimento médio é positivo, e é retrógrada, ou seja, gira no sentido horário,

se seu movimento médio é negativo. O movimento médio em um sistema de rotação de uma

órbita periódica circular tendo movimento médio n no sistema inercial é n − 1. Portanto,

todas as órbitas circulares retrógradas no sistema inercial são órbitas periódicas circulares

retrógradas no sistema em rotação. Mas as órbitas periódicas circulares diretas no sistema

inercial podem ser diretas ou retrógradas no sistema em rotação dependendo se n > 1 ou

0 < n < 1, respectivamente.

Seja T0 o peŕıodo de uma órbita circular no sistema em rotação. Então o movimento médio

no sistema em rotação é 2π/T0 se é uma órbita direta no sistema em rotação, ou −2π/T0 se é

uma órbita retrógrada no sistema em rotação.

Agora consideramos uma órbita circular periódica que possui movimento médio n no sistema

inercial e peŕıodo T0 no sistema em rotação. Portanto, temos que n − 1 = −2π/T0 se n < 1, e

n − 1 = 2π/T0 se n > 1.

Sendo assim, para evitar colisões entre a massa infinitesimal e as duas primárias devemos

evitar todas as órbitas periódicas circulares de raio r < 2, ou equivalentemente toda as órbitas

periódicas circulares com movimento médio n no sistema inercial tal que |n| > 1/
√

8. Em

outras palavras, usando a relação r3n2 = 1, as órbitas circulares tendo raio r > 2 possuem

movimento médio n ∈ (−1/
√

8, 0) ∪ (0, 1/
√

8). Logo, todas estas órbitas são retrógradas no

sistema de rotação e se seu peŕıodo é T0 em tal sistema, ele satisfaz n−1 = −2π/T0, e portanto

2π/T0 ∈ (1 − 1/
√

8, 1 + 1/
√

8) \ {1}.

Vimos anteriormente que T0 6= 2πk com k inteiro positivo. Como 1/k /∈
(
1−1/

√
8, 1+1/

√
8
)

para k = 2, 3, . . . , segue que podemos prolongar todas as órbitas periódicas circulares do pro-

blema de Kepler nas coordenadas de rotação tendo peŕıodo T0 tal que 2π/T0 ∈ (1− 1/
√

8, 1 +

1/
√

8) \ {1}. Assim provamos o Teorema.



Referências Bibliográficas
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