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Hesumo

Esta dissertagio trata da aplicagio de um método de tipo Newton generalizado aocs sis-
temas KKT. Gracas s funcdes chamadas de NCP, o sistema KKT pode ser reformulado
como uma equacio do tipo H{z) = 0, onde H é uma funcéo semi-suave.

Nos preliminares tedricos apresentamos 0s conceitos importantes pars a andlise desse
tipo de sistema quando a funcéo involvida ndo é diferencidvel. Trata-se de subdiferencial,
semi-suavidade, semi-derivada. Entdo, usando um ponto de vista global, descrevemos de
uma vez sé as diferentes generalizagdes do método de Newton, apresentando as condigdes
suficientes de convergéncia local. Uma verséo globalizada do método é também detalbada.

Com o fim de aplicar o algoritmo & reformulacio semi-suave do sistema KK'T, estudamos
as propriedades da funcdo H, primeiro independentemente da funcio NCP usada. Entao
analisamos o caso de trés fungbes NCP particulares: a funcéo do Minime, a funcdo de
Fischer-Burmeister, a funcdo de Fischer-Burmeister Penalizada.

Apresentamos os resultados de testes numéricos que comparam o desempenho do algo-
ritmo quando usa as diferentes fungbes NCP acima.

Abstract

This work deals with the use of generalized Newton type method to solve KKT systems.
By the mean of so called NCP functions, any KKT system can be writen as an equation
of type H{z) = 0, where H is a semismooth function.

In a teorical preliminaries part, we present some key notions for the analysis of such a
type of system, whose the involved function is not differentiable. It deals with subdiffe-
rential, semismoothness, semiderivative. Then, tackling the problem with a very general
point of view, we make a unified description of different generalizations of Newton method,
giving sufficient local convergence conditions. More over, we detail a possible globalization
of such methods.

In order to use this global algorithm to solve semismooth form of KKT systems, we
study some of the H function’s properties, first without specifying any underlying NCP
function, and then in the case of three known NCP functions: the minimum function, the
Fischer-Burmeister function and the penalized Fischer-Burmeister function.

Finally, we give the results of numerical tests, which compare the algorithm’s perfor-
mance for each of these three NCP functions.
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Notacoes

Nimeros reais nao nulos

Numeros reais positivos ou nulos

Nimeros reais estritamente positivos

Nimeros reais estritamente positivos (= R?)

Intervalo real aberto: {r € R | a < x < b}

Conjunto das matrizes reais de n linhas e p colunas
M0 (R)

Subgrupo de M,, ,,(R) das matrizes reais inversiveis
Conjunto das aplicagoes lineares continuas de X em Y
Operador identidade de R™ em R"

Produto escalar entre os vetores x e y

Avaliagao do funcional £ : X — R no ponto x (= £(x))
Restricao de uma funcao f : X — Y a um subconjunto A C X
Gradiente de f : R" — R no ponto z

Matriz Jacobiana de f : R" — RP no ponto x (€ M, ,(R))
Derivada direcional de f em x na direcao d

Derivada estrita de f em x

Derivada direcional generalizada de f em x, na direcao d
B-subdiferencial de f no ponto x

Subdiferencial de Clarke de f no ponto x
C-subdiferencial de f no ponto x

Notagao genérica do subdiferencial de f no ponto x

(pode ser substituido por Jg f(x), df(z) ou dc f(x))



Introducao

Sejam tres funcoes F', h e g com a seguinte regularidade:
e [':R" —— R", continua
e h:R"— RP e g:R" — RY, de classe C!

O problema de Karush-Kuhn-Tucker geral, denotado K KT'(F,h,g), consiste em achar
uma tripla (z, A\, u) em R™P*4 que verifique as seguintes equagoes:

F(z)+W(2)"\ - ¢'(x )( /; =0
paral <i<gq wigi(z)
g9(x)

U

0 (1)
0
0

VIV

O interesse pelos sistemas KKT vem do fato que, escolhendo as fungoes F, h e g de
maneira adequada, varios problemas classicos da matematica podem ser relacionados a um
sistema KK'T particular.

Em geral, estes sistemas sao constituidos de equagoes-inequacoes nao lineares, o que torna
a sua resolucao analitica mais dificil, e até impossivel. Por isto, os problemas desse tipo se
resolvem geralmente por métodos numéricos.

Nesta dissertacao, apresentamos um método numérico de tipo Newton, baseado em uma
reformulagao do problema original em um sistema onde s6 aparecem equacoes. Essa refor-
mulagao usa fungoes chamadas de NCP (Nonlinear Complementary Problem), que no caso
possuem pontos de nao diferenciabilidade. A abordagem que descrevemos, entra entao no
quadro nao diferenciavel, e apela a uma teoria de cdlculo diferencial estendido, cujos funda-
mentos sdo devidos a Clarke [5].

O nosso estudo trata de trés fungoes NCP particulares: a fungao do minimo, a funcao
de Fischer-Burmeister devida a Fischer (1992), e a fungao de Fischer-Burmeister Penalizada
devida a Chen, Chen e Kanzow (1997).
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Essas trés funcoes foram bastante estudadas, especialmente a funcao de Fischer-Burmeister,

isso na resolugao de problemas de complementaridade nao linear [6, &, 15, 21, 31] ou de de-
sigualdade variacional [7, 10]. Quanto & funcao de Fischer-Burmeister penalizada, que nds
saibamos, essa sé foi estudada no quadro dos problemas de complementaridade [3], para os

quais apresentou resultados promissores.

Um dos aportes desta dissertacao é, em particular, fornecer um estudo tanto tedrico quanto
numérico da funcao de Fischer-Burmeister penalizada aplicada a resolucao dos sistemas KKT.
Ao mesmo tempo, fornecemos uma revisao tedrica importante e bastante geral dos conceitos
da andlise nao diferencidvel. Esta pode ser usada em contextos diferentes, na resolucao de
outros problemas. Também, apresentamos resultados de testes comparativos entre diferentes
fungdes NCP. Em efeito, exceto em Qi [35], trabalhos anédlogos fornecem resultados de testes
para uma funcao NCP apenas.

A dissertacao se organiza da seguinte maneira. No capitulo 1, tratamos dos sistemas KKT
em geral, apresentando trés problemas relacionados aos sistemas KKT: o problema de pro-
gramagao nao linear (NLP), o problema de complementaridade nao linear (NC'P) e o pro-
blema de desigualdade variacional (V' IP). Neste mesmo capitulo, detalhamos a reformulagao
de um sistema KKT na sua forma (1), em um sistema composto somente de equagoes.

O capitulo 2 fornece a base tedrica necessaria ao entendimento dos capitulos seguintes.
Em particular, sao desenvolvidos as nogoes de subdiferencial e de semi-derivadas, usadas no
capitulo 3 para a descricao e as provas de convergéncia dos métodos de Newton no quadro
nao diferenciavel.

O capitulo 4 é consagrado a aplicacao desses métodos aos sistemas KK'T. Primeiro, estu-
damos as propriedades gerais dos sistemas reformulados, independentemente da fungao NCP
escolhida para efetuar a reformulacao. Segundo, tratamos separadamente cada uma das treés
funcoes NCP estudadas: a funcao do minimo, a funcao de Fischer-Burmeister e a funcao de
Fischer-Burmeister penalizada.

Cada uma dessas fungoes tem propriedades diferentes (pontos de nao diferenciabilidade,
curvas de nivel, ...), levando a resultados numéricos diferentes, e portanto interessantes.
Comparagoes de comportamento do método de resolugao relativamente a funcao NCP usada
sao apresentadas no iltimo capitulo (5).



Capitulo 1

Sistemas de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT)

Neste capitulo, fazemos um estudo preliminar dos sistemas KKT. Apresentamos primeiro
trés diferentes classes de problemas matematicos classicos que lhe sao relacionadas: os proble-
mas de programacao nao linear, os problemas de complementaridade nao linear e os problemas
de desigualdade variacional. Segundo, tratamos brevemente de como poderia ser abordada a
questao de resolver um sistema KKT usando métodos basicos em um quadro diferenciavel.
Por fim, tratamos da abordagem nao diferenciavel, que consiste em reformular o sistema KKT
em uma equacao nao linear nao diferencidvel via um certo tipo de fungoes: as funcoes NCP.

Lembramos a forma do sistema K KT(F, h,g) geral dada na introducao:

F(x)+h (@) —g(x) " u 0
h(z) = 0

paral <i<gq wigi(z) = 0
glz) = 0

po = 0.

Por analogia com os problemas de otimizacao (cf. préxima segdo), chamaremos a fungao
h (resp. g) de restrigao de igualdade (resp. desigualdade).

13



14 CAPITULO 1. SISTEMAS DE KARUSH-KUHN-TUCKER (KKT)

1.1 Problemas relacionados

1.1.1 Programacao nao linear (NLP)

Seja o problema de otimizacao geral na sua seguinte forma padrao:

min J{f(:;)(x)

onde h: R® — RP e g : R — R? sao funcoes C*!, que definem as restricoes do dominio em
que procura-se o minimo de f.

0 (1.1)
0

=
3
S~—
IA I

Suponhamos que z* é solugao local do problema (1.1), em que se verifica uma condigao
de qualificacao das restrigdes (constraint qualification) como a de independéncia linear, de
Mangasarian-Fromovitz, do posto constante, CPLD, quase-normalidade, etc. [1, 2, 23]

Entao, pela teoria classica da otimizacao, sabemos que x* verifica as equacoes chamadas
de equacoes de Karush-Kuhn-Tucker. Essas estipulam que em z*, o gradiente V f da funcao
objetivo é combinacao linear dos gradientes das restrigoes ativas, ou seja:

existe (A*, u*) em R? x R? tal que o vetor (z*, \*, u*) seja solugao do sistema:

V(@) + W (@)"A+ (@) n=0

h(z) =0

glx) <0 (1.2)
pn=>0

phg(z) =0

x* é entao chamado de ponto KKT do problema de otimizagao ou de solugao primal
de (1.2). O par (A, u) é chamado de solugao dual de (1.2).

Assim, é imediato ver que o sistema (1.2) é exatamente o sistema K KT(V f, h, —g). Por-
tanto, sob as condicoes enunciadas acima, uma solucao local do problema de otimizacao,
também ¢é solucao primal de um sistema KKT especial.

E bem conhecido no entanto que, em geral, os problemas (1.2) e (1.1) nio siio equivalen-
tes. Com efeito, uma solu¢ao primal do sistema KKT (1.2) pode nao ser solugao local do
problema (1.1), e reciprocamente, uma solucao local do problema (1.1) pode nao verificar as
condicoes KKT associadas.

Entretanto, no caso onde f é convexa, h afim e g convexa (problema dito convexo),
sabemos que qualquer solugao primal de (1.2) também é solugao local do problema de mini-
mizagao (1.1).
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Apesar de nao existir equivaléncia estrita entre os dois problema, é freqliente que o pro-
blema de minimizacao seja tal que qualquer solucao local verifique uma das condigoes de
qualificacao das restricoes. Neste caso, o conjunto das solugoes locais do problema de oti-
mizagao estd incluido no das solugdes primais do sistema K KT (V f, h, —g). Logo, este tultimo
conjunto, a priori mais facil de caracterizar, é constituido por pontos candidatos a resolucao
do problema original. Obviamente, o caso mais favoravel é quando o sistema KKT associado
possui uma solugao unica.

1.1.2 Complementaridade nao linear (NCP)

Este é um outro problema matematico classico que aparece quando se trata de equilibrios
em economia ou de problemas de engenharia.
Dado F' : R" —— R", o problema de complementaridade consiste em achar z em R” tal
que:
x>0, F(r)>0, 2'F(x)=0. (1.3)

Adicionando uma variavel y € R™ ao problema, podemos reescrevé-lo na seguinte forma:

F(z)—p 0 (1.4)

paral <i<n Wi 0 (1.5)
r > 0 (1.6)

p =0 (1.7)

(1.8)

Aqui também reconhecemos um sistema KKT especial: K KT(F, (), Idgn), onde o simbolo ()
significa que nao tem restricao de igualdade e Idg~ é a identidade de R". Este sistema é cla-
ramente estritamente equivalente ao problema NCP original. Portanto, o problema NCP é
um caso particular dos sistemas KKT, que pode ser resolvido usando diretamente os métodos
descritos no capitulo 3 que sao desenvolvidos para o caso geral.

1.1.3 Desigualdade variacional (VIP)

Os problemas de desigualdade variacional sao muito importantes pois sao muito gerais, e
vérios problemas em economia, teoria dos jogos, etc, ver [9, 11, 19], podem ser formulados
como um VIP particular.

Sejam F': R" — R" e C C R™ um conjunto fechado nao vazio.

O problema VIP consiste em achar x em C tal que:

para todo y em C, (F(z),y —x) > 0. (1.9)



16 CAPITULO 1. SISTEMAS DE KARUSH-KUHN-TUCKER (KKT)

Dependendo do conjunto C e da funcao I envolvidos, o problema VIP pode assumir formas
diversas, inclusive reduzir-se a outros problemas de formulagao mais simples:

e Caso C = R}: o problema de complementaridade NCP(F).

Seja * uma solucao do problema VIP(F,R").
Entao, escolhendo sucessivamente y = 0, y = 22" e y = z* + e; para cada e; vetor da base
canonica de R™, obtemos que:

>0, F(z") >0 e (F(x),z)=0.

Ou seja: x* é solucao do NC'P(F).
Reciprocamente, seja agora x* uma solucao do problema NCP(F).
Entao z* e F(2*) > 0 pertencem a R’} , e para cada y em R’} temos:

(F(z),y —2%) = (F(z"),y) = (F(z"),2") > 0.

S/

-~ -~

>0 =

Portanto z* ¢é solugao do VIP(F,RY).

e Caso C =R": a equagao F(z)=0.
Se z* é solucao de VIP(F,R"), entao para todo y em R" temos:
(F'(z"),y) = 0.

Com y = —F(z*), isto implica F'(z*) = 0. A reciproca é trivial.

e Caso F' =V f, C convexo: condigao necessaria de otimalidade.

Consideremos o seguinte problema de minimizacao:

min f(x)

sax €l

Vamos ver que o VIP(F,C) é equivalente a condigao necesséaria de otimalidade de primeira
ordem deste problema.

Seja z em C.
A condicao necessédria de otimalidade de primeira ordem do problema em z diz que para
qualquer curva v : [0,1] — C de classe C'! partindo de x temos:

(V(z),7(0)) = 0. (1.10)
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Como C é convexo, para qualquer ponto y em C, dispomos da curva:

V() =z +ty — ),
que pertence a C, é C! e verifica:
Y (0) =y — .
Portanto, se = verifica a condi¢ao (1.10), entao para qualquer y em C temos:
(Vf(x),y—z)=0.
Ou seja: z é solucao do problema VIP(V f,C)
Reciprocamente, suponhamos que z* é solugao do VIP(V f,C).
Seja v uma curva em C partindo de x*. Tem-se:
. (t) —(0)
7(0) ti%1+ t t—0+ t

Portanto, por continuidade do produto escalar:
(VF(r7),7/(0)) = limy g+ (Vf(a), L075)

= lim, g+ § (Vf(2"),7(t) — z) 20

>0

Ou seja: x* verifica a condigao (1.10).

e Caso C é definido por restricoes diferenciaveis: um sistema KKT

Consideramos um conjunto C da forma:
C=Chy={reR"h(z)=0eg(x) >0},

onde h e g sdo funcoes C' como na definicao do sistema KKT geral. Observemos que aqui as
restricoes de desigualdade tém um sinal oposto ao das restricoes definidas para o problema
de programacao nao linear.

Dessa vez, nao vamos conseguir uma equivaléncia estrita entre o VIP e um sistema KKT
particular. Em efeito, a relacao entre eles resulta da reformulacao do VIP como um problema
de minimizagao. Mas como ja vimos, este ltimo é relacionado a um sistema KKT sem lhe
ser equivalente.

Todo o raciocinio é baseado no fato de que para qualquer escolha da funcao F' e do conjunto
C, as duas assercoes seguintes sao equivalentes:

(a) x* é solugdo do VIP(F,C)
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(b) * é minimizador global do problema:

min f(y) = (F(z"),y — %)
s.a. y g C ’ (1.11)

E claro que se z* é solucao solucao do VIP, o valor minimo do problema (1.11) tem de ser
positivo ou nulo. J& que f(z*) =0, o valor 6timo de f é entdao 0 e x* é minimizador global.

Reciprocamente, se x* for minimizador global de (1.11), como f(z*) = 0, entao tem-se
f(y) > 0 para todo y em C. Ou seja, x* é solucao do VIP(F,C).

Logo, se verifica-se uma condigao de qualificacao das restricbes em um ponto z*, entao
este é solugao primal do sistema KKT associado ao problema (1.11):

F(z*) + 1 (y)" X = g'(y)"u=0

h(y) =0
paral <i<q  pgi(y) =0 (1.12)
9(y) >0, >0

Esse é o sistema K KT (F(z*), h,g) na incognita (y, A, 1), onde F(x*) representa a funcao
constante y — F'(z*). Obviamente, o sistema (1.12) ndo pode ser usado diretamente para
achar x* pois ele ja supoe conhecido o ponto z*, que é a solugao que procuramos.

No entanto, sabemos que x* é solugao deste sistema. Portanto temos:

F(I*) + h/(x*)T/\* _ g'(x*)TM* =0
h(z*) =0 B
paral <1 <gq wigi(z*) =0 = KKT(F,h,g). (1.13)
g(a*) 2 0, =20

Assim, aparece um outro sistema KKT de qual x* é solugao primal. Desta vez ele é
exploravel para a resolucao do problema VIP, pois é independente de qualquer solucao.

Reciprocamente, se uma tripla z* é solugao primal do sistema K KT (F,h,g), entao ela é
solugao primal do sistema K KT (F(z*),h,g). Porém, a funcao objetivo do problema (1.11)
¢é convexa, pois linear. Logo, se h for afim e g concava, sabemos que z* é um minimizador
global de (1.11), e por isto uma solugao do problema VIP(F,h,g) original.

1.2 Abordagem classica do problema

A fim de simplificar as notagoes para esta sec¢ao, denotamos z = (x, A, j1) e escrevemos o
sistema K KT (F,h,g) sob a forma mais compacta seguinte:
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{ Mcgg ; 87 (1.14)
onde:
A(z) 9(x)
= | O A = ( F(x)+ h(z)(i? AT ) e ox)=| "
e e

Entre os diversos métodos para tratar um problema do tipo (1.14), teremos interesse nas
duas abordagens seguintes:

e Considerar o problema diretamente como uma equacao nao linear, resolvendo-o com um
método de Newton, adaptado para levar em conta as restricoes de desigualdade.

e Considerar o problema de minimizac¢ao com restricoes nao lineares seguinte:

min || (z)[|?
s.a. ¢(z) >0

As solugoes de (1.14) sdo exatamente os minimizadores globais deste problema de pro-
gramagao nao-linear que pode ser resolvido por um método do tipo gradiente.

1.2.1 Equagao nao linear: método de Newton

O método de Newton classico segue o esquema de atualizacao seguinte:
Tyl = T — M/(Ik)_lM(iL‘k)

Tal e qual, este método se aplica a sistemas de equagoes. Porém, o sistema (1.14) contém
as inequagoes c(z) > 0. Assim, neste caso, tem-se que contar com elas, e usar algum processo
que garanta que essas restricoes de desigualdade se cumpram, pelo menos nos pontos limites.

Enquanto isso, seja qual for esse processo de viabilizacao, certas condi¢oes primordiais
a convergencia local do método de Newton tém de ser verificadas para que o método dé
resultados.

Em particular, se z* é solugao de (1.14), a matriz jacobiana M’(z*) tem que ser ndo
singular. Isso é imperativo, pois garante a inversibilidade da jacobiana em torno desta solucao,
e portanto a validade da atualizagao acima, pelo menos localmente.
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Porém, a matriz jacobiana de M em um ponto z qualquer é:
() ) o (2)

1(x 0 x

M(z) = @) 0 i)

;ng;(m) 0 9q(T)
Assim, caso, para algum 1 < iy < g, tenha-se:

|io| + 193 ()] = 0,

ou seja, caso [, € gi, () sejam nulos ao mesmo tempo, entdo a (n +ip)-ésima linha de M’(2)
serd nula, fazendo com que M'(z) seja trivialmente singular.

Este fenomeno de anulacao simultanea de um coeficiente p; junto com a restricao de
desigualdade g; é chamado de ndo complementaridade estrita.

Resulta disso que se nao se cumprir a complementaridade estrita na solucao, o método
de Newton é estruturalmente inaplicdvel, pois a matriz jacobiana falha em ser regular neste
ponto.

Logo, muitos métodos para resolver problemas onde aparece consideragoes de complemen-
taridade sao vélidos sob a hipdtese de complementaridade estrita na solucao. O inconveniente
é que a ausencia de complimentaridade estrita nao é nada rara e acontece com problemas
muito simples.

Exemplo 1.1

Consideremos o seguinte programa de minimizagao:
min %332
s.a. x>0

Este problema é de muito simples: a funcao objetiva é quadratica, convexa, com uma tunica restrigao de
desigualdade, que é linear. Portanto nao apresenta nenhuma dificuldade de resolugao teérica.

Porém, do ponto de vista da resolugao numérica, ele nao pode ser resolvido pelo método de Newton, pois
néo cumpre a condi¢do de convergéncia. Com efeito, o seu sistema KKT associado é:

z—pu=20
pr =20
z>0,u>0.

Como é 6bvio, a tnica solugao deste sistema é o ponto (z, ) = (0,0). Ou seja, nao vale a
complementaridade estrita na solugao, o que leva a singularidade da jacobiana na solugao.
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Efetivamente, a jacobiana do sistema é:

M'(2) = M (2, 1) = < i . )

Dai, na solugao, obtemos a matriz singular anunciada:

M'(0,0) = ( (1) Bl )

1.2.2 Minimizacao da norma: método do gradiente

Uma outra maneira de abordar o problema consiste em considerar um problema de mini-
mizagao equivalente, no sentido que os minimizadores globais desse problema sao as solugoes
do sistema KKT original. Por exemplo, consideremos o problema de minimizacao da fungao
de mérito natural:

. 2
min | M (z)||

s.a. ¢(z) > 0. (1.15)

Este tipo de abordagem tem alguns inconvenientes. A primeira observacao é que, ele-
vando o sistema ao quadrado, aumentamos um eventual mal condicionamento do problema.
Segundo, sem nenhuma hipétese suplementar sobre a fungdo M (monotonicidade, P-fungao),
os métodos do tipo gradiente fornecem pontos estaciondrios de ||M||?, que podem ser sé mi-
nimizadores locais, e nao serem solu¢ao do problema KKT original. Ea situacao ilustrada
pela Figura 1.1. Por fim, esses métodos nao apresentam a convergencia local rapida que pode
ter um método tipo Newton.

'\Z?/'

Figura 1.1: Minimo local ou minimo global ?
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1.3 Abordagem nao diferenciavel do problema

De uma maneira geral [12, 30], o primeiro passo da abordagem nao diferenciavel para
resolver o sistema KKT consiste em transformar o sistema original em um sistema equivalente
da forma

H(z) = 0.

Essa transformacao se apdia no fato de que um sistema KKT inclui nas suas equacoes
um problema de complementaridade ndao linear. Entao, usando fungoes ditas NCP, pode-se
substituir as desigualdades por igualdades, e obter um sistema da forma desejada.

Ao longo deste trabalho, nés vamos focalizar trés fungoes NCP: a fung¢ao do minimo, a
funcao de Fischer-Burmeister e a funcao de Fischer-Burmeister penalizada. Nesta seccao, s
vamos definir essas trés fungoes e enfatizar os problemas de nao diferenciabilidade de cada
uma, justificando assim o uso de algoritmos de resolucao especiais. Deixamos para a Secao 4.2
um estudo mais profundo dessas funcoes e das propriedades necessarias a aplicacao do método
numérico descrito no Capitulo 3.

1.3.1 Transformacao do sistema: fungcoes NCP

O sistema KKT(F,h,g) geral é:

Fz)+W(@)" =g (@)'n = 0

h(z) = 0
paral <i<gq  pg(z) = 0 Problema (1.16)
glx) > 0 — de
uw >0 Complementaridade

Nas trés tultimas equacoes e inequacgoes reconhece-se um problema de complementaridade,

que pode ser transformado em um sistema sé com equacgoes, por meio das fungoes chamadas
de NCP.

Definigao 1.1 (fungao NCP)
Uma funcao NCP é uma funcao ¢ : R* — R que se anula exatamente sobre o conjunto
formado pelos dois semi-eixos positivos. Ou seja, a variedade dos zeros de ¢ é:

v(¢) =Ry x {0} U {0} x Ry
Ou, colocado de uma outra maneira, ¢ é tal que:

d(r,y) =0 x>0,y >0ecxy=0.
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No que segue, denotamos:

No =Ry x{0}U{0} xR,.

Figura 1.2: Zeros de uma funcao NCP

Com esta notacao, uma funcao de R? em R é NCP se e somente se o seu conjunto de zero
¢é exatamente Ng.

Dada uma fun¢ao NCP qualquer ¢, os vetores (x, A\, ) de R™ x RP x R? que verificam
as trés equagoes-inequagoes de complementaridade em (1.16) sdo exatamente os vetores tais
que:

¢(gi(x), i) = 0 ,para 1 < i <gq.

Logo, pode-se reescrever o sistema KKT geral sob a forma:

F(x)+N(@) "X+ ¢ (x)Tu
Hy(x, A\ p) = i)
[¢(gi($)a ,ui)]lgigq

I
e

(1.17)

Dependendo da fungao ¢ escolhida, pode-se esperar obter sistemas transformados mais ou
menos complexos, e mais ou menos adequados a aplicacao de métodos numéricos de resolugao.

1.3.2 As funcoes NCP estudadas

Aqui s6 apresentamos as definicoes das fungoes que serao estudadas mais em detalhe na
Secao 4.2. Em particular, deixamos para essa sec¢ao a prova de que cada uma é de fato uma
funcao NCP mesmo.
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A funcgao do minimo

A funcao dita do minimo é definida como:

6. R — R
(a,b) —— min(a,b)

Notemos que a funcao ¢, possui outras expressoes tais como:

¢+(a,b) = %(a—i—b— la —b]) = a — max{0,a — b}

Da expressao com o valor absoluto, aparece claro que ¢, nao é diferenciavel na primeira
bissetriz onde a = b.

A funcao de Fisher-Burmeister (FB)

A fungao de Fischer-Burmeister foi introduzida por Fischer [12], que a atribuou a Burmeis-
ter numa publicagao privada anterior. Desde entao, ela foi bastante estudada, principalmente
quanto a resolucao do problema de complementarldade nao linear [0, 8, 15, 21, 31]:

gbll R2 — R
(a,b) +— a+b—Va®+b?

A func¢ao u — /u sendo nao diferencidvel s6 na origem, entao ¢; nao é diferenciavel nos
pontos tais que a® + b* = 0, ou seja, no tinico ponto (0,0).

A funcao de Fischer-Burmeister Penalizada (FBP)

A funcao de Fischer-Burmeister Penalizada é a uma versao modificada de ¢;. Ela foi
introduzida por Chen, Chen e Kanzow [3] no estudo do problema de complementaridade nao

linear:
bo: R2 — R

(a,b) — a(a+b—Va2+0?)+(1—-a)atdbt
onde, a €]0, 1] e ut = max(u, 0).

Assim temos que ¢, ¢ uma combinagao convexa das fungoes ¢ e ¢ :

gba(av b) = a¢1(a'> b) + (1 - Oé)Qb_,.(CL, b):
onde ¢, (a,b) = atbT.
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A funcao u — u™ nao é diferencidvel na origem, mas é C* em qualquer outro ponto e
é identicamente nula se u < 0. A priori entao, terda um problema de diferenciabilidade com
¢+, nos pontos onde a = 0 ou b = 0, ou seja, no conjunto Ny inteiro.

Pela reformulagao (1.17), essas fungdes NCP geram trés fungdes H,, Hy e H,, cujos zeros
sao as solucoes do sistema KKT original:

F(z) + 1 (2)"A + g'(2)" 1
H. (5, \, 1) = he)
[min(g;(x), Mz’)hgigq

F(z)+ W (@)X + ¢ (x)Tn
Hl(xv)‘aﬂ) - h(l‘)
[(9:@) + i = /) + 2]

1<i<q

F(z)+ W)™ A+ ¢ ()" u
Ho(x, A\, p) = h(@)
[0 (9:@) + s = /2@ + 12) + (1 = a)gi()* 1t

1<i<q

Da nao diferenciabilidade de ¢, ¢1 e ¢,, resulta a nao diferenciabilidade das H correspon-
dentes. Assim, embora de tenhamos uma forma mais comoda para o problema, o tornamos
nao diferenciavel. A Figura 1.3 mostra os conjuntos onde cada uma das ¢ nao é diferenciavel.
No caso em que F é diferenciavel, e h e g sao duas vezes diferenciaveis, as H apresentam
problemas de diferenciabilidade nos mesmos pontos.

O préoximo capitulo apresenta os conceitos de calculo diferenciavel generalizado, que sao
a base do desenvolvimento de métodos capazes de gerir as equagoes onde a funcao objetivo é
nao diferenciavel, no sentido classico.
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Minimo Fischer-Burmeister FB Penalizada
¢«(a,b) = min(a,b) | ¢1(a,b) =a+b—+va?+b% | ¢ala,b) =aps + (1 —a)aybt

0 (0,0)

Figura 1.3: Pontos de nao diferenciabilidade de ¢y, ¢1 € ¢q



Capitulo 2

Preliminares teoricos

Neste capitulo apresentamos os conceitos tedricos nos quais se apdiam os métodos de
Newton nao diferenciaveis.

Comecamos por definicoes e resultados gerais sobre funcoes ponto-a-ponto e funcoes ponto-
conjunto. Introduzimos entao a derivada e o gradiente generalizados definidos por Clarke [5]
para funcoes reais, assim como diferentes tipos de Jacobianos generalizados para funcoes
vetoriais. Por fim, tratamos da semi-suavidade e de semi-derivada, nocoes introduzidas e
desenvolvidas por Mifflin [25] e Qi [33, 31], e que sdo os conceitos chaves das provas de
convergencia dos métodos de Newton propostos no Capitulo 3.

Reconhecemos e avisamos que este capitulo é longo e teoricamente pesado. No entanto,
isto vem de uma preocupacao nossa em produzir um texto que seja o mais independente,
coerente e didatico possivel. Assim por exemplo, muitas vezes explicitamos os teoremas
e proposigoes de que precisamos, em vez de somente fazer referéncia aos artigos ou livros
em que eles se acham. Também, para entender melhor os diversos conceitos, incluimos as
demonstragoes de certas proposicoes, ao mesmo tempo que tentamos ilustrar o discurso com
varios exemplos.

2.1 Definicoes e teoremas gerais
A maioria dos conceitos definidos nesta seccao trata de fungoes da forma padrao:

f:D—Y comDCX.

Embora esses conceitos possam ser definidos em um quadro bem mais geral do que o da
dimensao finita (espagos topoldgicos, normados, de Banach), restringimo-nos ao caso em que
X e Y sao espacos de dimensao finita. No entanto, tentamos usar um vocabulario que nao
seja especifico a dimensao finita, de maneira que a transposicao ao caso geral seja mais direta.

27
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Freqiientemente, as nogoes e resultados apresentados aqui sao classicos e ja conhecidos,
mas valem a pena ser lembrados, pois serao usados em tudo o que segue. Isto servird também
para deixar bem claros as notagoes e o vocabulario utilizados no resto da dissertacao.

Assim, consideramos fungoes f : D — Y onde D C X = R" e Y = R™. Quando nao
tiver confusdo possivel, tanto a norma de X quanto a de Y serd denotada por || - ||. Por fim,
a bola de centro x e de raio p do espac¢o normado X serd denotada por Bx(z, p).

Definigao 2.1 (Fungoes Lipschitzianas)
Sejam f: D — Y, K uma constante positiva e xq um ponto de D.

e [ é localmente K-Lipschitziana em xy (ou no ponto xy, ou ainda em volta de xy) se
existe uma vizinhanca U de xy em D tal que:

(Va, 2" € U)([[f(z) = f(a")]| < K]z — |]) (2.1)
A constante K é entao chamada de coeficiente de Lipschitz de f em x.
e [ é K-Lipschitziana (sobre D, ou em D) se (2.1) é valida para U = D.

Notemos que, pela propria definicao, uma funcao localmente Lipschitziana em um ponto
x também é localmente Lipschitziana em uma vizinhanca de x. Logo, temos os seguintes
resultados:

Proposicao 2.1
Seja f : D — Y localmente K-Lipschitziana em xy. Entao:

(i) f € continua em toda vizinhanga U de x, onde vale (2.1)

(ii) se f for diferencidvel em xy entao ||| f'(xo)]|| < K.

Aqui acima, ||| - ||| é a norma nos operadores de L(X,Y):
A= Sup 1 ()l

Em particular, se f for K-Lipschitziana e diferenciavel sobre D entao:

sup ||| f'(2)]| < K
zeD

Demonstracao

» Item (i): Dado a desigualdade (2.1), a propriedade é trivial.
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» Item (ii): Suponhamos que f é diferencidvel em x.
Seja U uma vizinhanga de xg em D onde f é K-Lipschitziana.
Entao temos por definicao da diferencial em xg:
parax € U: f(x) = f(zo) + [ (w0)(x — x0) + ||z — zo|le(||z — x0]]),
onde € : R — R é tal que lin%) e(u) =0.

Portanto:

I1f" (o) (z — o) 1f(2) = f(zo)ll + [z = @olle(llz = zol])]

(K + [e(llz = 2ol)]) [l = woll

IA A

isto para todo x em U, vizinhanca de z.
Dai, para todo § > 0, existe nn > 0 tal que para h € B(0,7): :

1f" (o)l < (K + )|l
Por isto, por defini¢do da norma de f'(x¢) em L(X,Y’), temos para todo § > 0:
I (@o)lll < K + 6

Enfim, fazendo § — 0T, obtemos a desigualdade desejada.

Assim quando uma funcao é localmente Lipschitziana dispomos de um controle da dife-
rencial nos pontos onde essa existe. Reciprocamente, pelo teorema vetorial dos crescimentos
finitos, sabemos que se f for diferenciavel em um aberto O de D e se a sua diferencial for
limitada sobre O, entao ela é Lipschitziana sobre O.

Mas este controle fica local e, sem outras hipoteses suplementares, nao podemos garantir
um controle global das variacoes de f. Isto quer dizer que localmente Lipschitziana em todos
os pontos de D nao implica Lipschitziana sobre D. Isto é o que ilustra o seguinte exemplo.

Exemplo 2.1
Consideremos a fungao:
f+r RZ, — R
Tz — Wz

Sabemos que f é derivavel (e mesmo C*) sobre R* com:

1
NG

Logo, como f’ é decrescente sobre R, temos que ela é limitada sobre qualquer segmento Ja, b[C R com:

f1) < 7 < f(a)

f'z) =
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Portanto, f é localmente Lipschitziana em todos os pontos de R’ , mas ela nao é Lipschitziana sobre R7,
pois a sua derivada nao ¢ limitada sobre R porque:

3 lim f'(z) = +o00

z—0t

Damos agora a definicao da semi-continuidade superior para fungoes a valores reais:

Defini¢ao 2.2 (Semi-continuidade superior)
Sejam f: D — R exgem D.
f € semi-continua superior em z, se para todo € > 0 existe uma vizinhanca U de xy em D
tal que:
para todo x em U: f(z) < f(xg) +¢

ou equivalentemente se:
limsup f(x) < f(zo)

T—T0

f é semi-continua superior se ela é semi-continua superior em todos os pontos do seu dominio.

Claramente, a semi-continuidade superior é uma propriedade mais fraca do que a con-
tinuidade: uma funcao continua é semi-continua superior. De fato, ela é um tipo de pre-
continuidade no sentido que ela impoe uma certa regularidade local a fungao no ponto con-
siderado, impedido certas descontinuidades mas autorizando outras.

Por exemplo, no caso D = X =Y = R, a semi-continuidade superior impede descontinui-
dades do tipo da figura 2.2, mas autoriza as descontinuidades do tipo da figura 2.1.

Figura 2.1: Funcao semi-continua superior

Aqui vem um outro exemplo de descontinuidade que pode ter uma fungao semi-continua
superior:

Exemplo 2.2

Consideremos a fungao f : [0,1] — R definida como:

0sez € :=[0,[N(R\Q)
fl@)=9 1+ (3 —z)sex e lr:=[0,1[NQ
lsex€[L,1]
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Figura 2.2: Funcao nao semi-continua superior

Assim temos que:
1 i . . . . . . ; .
» Sobre ]5, 1]: f é continua pois constante. Portanto, também é semi-continua superior.

» Sobre I;: nem continua, nem semi-continua superior.

Em efeito, I é denso em [0, %[, portanto qualquer ponto de I; pode ser aproximado por uma seqiiéncia

de pontos de I. Como f|y,, a restricio de f ao conjunto I, é estritamente maior que 1, enquanto f é
nula nos pontos de I; temos que para qualquer x € Iy:

# lim f(a"),

z/—x

e por isto f nao é continua em nenhum ponto de I;.

Quanto ao limite superior de f em um ponto x de I;, temos:

limsup f(z') = max | limsup f(z'), limsup f(z') | >1>0= f(z).

x/—x z’' —x,x’ €11 z' —x,x' €1

=0 >1
» Sobre Ir: do mesmo modo, pela densidade de I; em [0, %[, f nao é continua em nenhum ponto de Is.
Mas, ela é semi-continua superior em todos os pontos de I, pois neste caso, temos para qualquer ponto x
em Is:
limsup f(z') = limsup f(z'),
x'—x x'—x,x' €l

e por continuidade de f|r,, tem-se: limsup,,_, ., f(z') = f(2).

» Em 2 = J: como I; é denso em [0, 1] com f|;, =0 e f() =1, entdo f ndo pode ser continua em 3.

Mas, de novo, ela é semi-continua superior pois:

1
limsup f(xz) = max | limsup f(z), limsup f(x), limsup f(z)|=1= f(=).
z—3 r—3.x€l r—1.2€l z— 1 2€[3,1] 2

=0 =1 =1
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2.2 Funcoes ponto-conjunto

Como veremos mais para frente, no caso de uma funcao localmente Lipschitziana de R
em R”, se definem diferentes tipos de Jacobianos generalizados que em vez de associar a um
ponto um sé elemento de M, (R), lhe associam um conjunto de matrizes.

Nesta seccao, damos defini¢oes e resultados a respeito desse tipo particular de funcoes,
isto com a intencao de tratar os diferentes Jacobianos com um s6 ponto de vista global,
unificando as diferentes nogoes. Essa abordagem poderia ser qualificada de topoldgica. E
verdade que deste modo abstraimos um tanto o nosso estudo, mas também enfatizamos as
propriedades dos Jacobianos generalizados que sao primordiais ao bom funcionamento dos
métodos de resolucao considerados nesta dissertacao. A idéia dessa abordagem acha a sua
origem na proposigao 2.1.5 de [5], assim como no espirito do conceito de semi-derivada de
Qi [31]. No entanto, todas as proposi¢oes e demonstragoes desta sec¢do sdo pessoais.

As fungoes ponto-conjunto podem ser definidas em espagos muito gerais, mas certas de-
finigoes supoem a existéncia de uma norma sobre Y. Portanto supomos pelo menos Y é um
espago normado.

Definigao 2.3 (Fungao ponto-conjunto)
Uma fungao ponto-conjunto, ou multifunc¢ao [5], de X em Y é uma fun¢ao que a um ponto x
de X associa um subconjunto de Y:

c: X — PY)
r — C(x)
No lugar de C': X — P(Y), usaremos a notagao mais compacta

C: X==Y.

Defini¢ao 2.4 (Fechada)
Uma fungao ponto-conjunto C': X = Y é fechada se o seu grafico

Go = {(z,y);z € X,y € C(x)}
é fechado em X x Y. Ou seja, se verifica-se a seguinte implicacao:

)}:>y60(x)

Ty — T

ys — y com ys € C(xg

Definigao 2.5 (Localmente limitada)
Uma funcao ponto-conjunto C': X = Y é localmente limitada por p > 0 em um ponto x de
X se existe uma vizinhanca U de x em X tal que:

C(U) C By(0,p)
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De uma maneira andloga ao caso das fungoes ponto-a-ponto, define-se uma nogao de semi-
continuidade superior para as fungoes ponto-conjunto [5]. Em realidade, esta é o equivalente
da continuidade, tanto que essas duas nogoes coincidem no caso de uma func¢ao ponto-conjunto
cujos conjuntos imagens sao unitarios.

Definicao 2.6 (Semi-continuidade superior)
Uma funcao ponto-conjunto C' : X == Y é semi-continua superior no ponto x se, para todo
e > 0, existe U vizinhanca de x tal que:

Vy e U, C(y) C C(x)+ By(0,¢)
C' é semi-continua superior se é semi-continua superior em todos os pontos de X.

Em geral, quando os conjuntos imagens sao compactos, algumas das propriedades das
funcoes ponto-a-ponto continuas podem ser estendidas as funcoes ponto-conjunto semi-continuas
superiores.

Definicao 2.7
Diremos que uma fung¢ao ponto-conjunto C' : X = Y tem uma imagem compacta (resp.
imagem fechada) se para todo x em X, o conjunto C(x) é compacto (resp. fechado) em'Y .

Proposicao 2.2
Uma fungao ponto-conjunto semi-continua superior a imagem fechada é fechada.

Demonstracao
Seja C': X = Y uma fungao ponto-conjunto semi-continua superior a imagem fechada.
Queremos provar que o grafico de C é fechado. Ou seja que:

Ge =Ge.

Seja entdo um ponto (z,y) em Go. Queremos mostrar que y € C(x).

Como C(x) é fechado por hipdtese, isto equivale a provar y € C(x).
De fato vamos provar que para todo ¢ > 0:

y € C(x)+ B(0,¢) := V..

Pois sabemos que:

Cla) =V

e>0

Seja entao e > 0.
Pela semi-continuidade superior de C' em z, existe uma vizinhanca U de x tal que:

cU)cV.. (2.2)
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Para qualquer vizinhanga W' de y, o conjunto U x W' é uma vizinhanga de (2,y). Logo, como supusemos
(z,y) € Gc, temos entao:
(UX h )mgC#®7

ou seja,
W nCU) # 0.

Por (2.2), obtemos entdo que toda vizinhanga de y tem uma intersecgdo néo vazia com V..
Ou seja, provamos o que desejavamos:

Definicao 2.8 (imagem reciproca)
Sejam uma funcao ponto-conjunto C' : X =Y e A um subconjunto de Y.
A imagem reciproca de A por C' é o conjunto:

CYA) = {z € X | O(z) C A}.

Proposicao 2.3 (imagem reciproca de abertos)

Sejam C : X = Y uma funcao ponto-conjunto a imagem compacta, e A um aberto de Y.
Entao, o conjunto C~'(A) é vizinhanca dos seus pontos onde C' for semi-continua superior,
ou seja:

o

{z|zeC'(A) eCs.csema} C C'(A)

Demonstracao
Seja x um ponto em C'~!(A) onde C é semi-continua superior.

Por defini¢ao da imagem reciproca temos:
Cx)c A

Como A é aberto, para cada y em C(x), existe d, > 0 tal que:
B(y,d,) C A.

Dai, temos a cobertura aberta:

owe U B

yeC(x)

Pela compacidade de C(z), podemos extrair uma subcobertura finita:
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Logo, definindo € = % min{dy,, ..., 0y, }, afirmamos que:

C(z)+ B(0,¢) C A. (2.4)
Com efeito, se y pertence a C(z) + B(0,¢), entao existe z em C(z) tal que:
ly -zl <e.

Porém, pela cobertura (2.3), existe 1 < iy < N tal que:
)

[

e = gioll < 22

Logo, por desigualdade triangular e pela defini¢ao de e:
0ig
||y_ym|| <e+ 7 < 5i0u

ou seja:

Yy € B(yiwdig) C A.

Agora, como C é semi-continua superior em x, sabemos que existe uma vizinhanca U de x tal que:
C(U) c C(z) + B(0,¢).
Por (2.4), obtemos:
C(U) C A,

e a proposicao esta provada. |

Proposicao 2.4
Seja C' : X = Y uma funcao ponto-conjunto semi-continua superior com imagem compacta.
Entao, a imagem por C' de um compacto de X é um compacto de Y .

Demonstragao
Seja K um compacto de X, e (0;);er uma cobertura aberta de C'(K):

C(K) C U O;, O; abertoem Y.
iel

Em particular, para todo  em X temos:

C(z)c |0

iel
Como C(x) é compacto por hipdtese, existe um subconjunto finito I, C I tal que:

C(z)c | 0

i€l
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Pela Proposicao 2.3, para cada x em X, existe entao U, vizinhanca de z, que pode ser escolhida aberta, tal
que:

CU.) c | 0
1€,
Agora, a familia (U;),cx forma uma cobertura aberta do compacto K. Portanto, existem x1,...,zx em K
tais que:
N
Kc|JU.,

Dai temos que:
N N
ck)ycJew.,yclyYo= U o
j=1 j=li€l,; 1€15 U Ul

onde I, U---UI,, é um subconjunto finito de I, junto com os I, . [ |

Um corolério direto desta proposicao é apresentado a seguir:

Corolario 2.4.1
Toda funcao ponto-conjunto C' : X = Y semi-continua superior com imagem compacta é
localmente limitada sobre os compactos de X.

No quadro diferenciavel, uma hipotese importante para a validade dos métodos de Newton
é a inversibilidade do Jacobiano na solu¢ao. No quadro nao diferencidvel, independentemente
do tipo de Jacobiano generalizado considerado, a noc¢ao de regularidade equivalente pede a
nao singularidade de todos os elementos do Jacobiano generalizado.

Assim, para uma funcao ponto-conjunto C': X = Y = M, (R), definimos a reqularidade
da seguinte maneira:

Definigao 2.9 (Regularidade)
Seja C': X — M,,(R) uma fung¢ao ponto-conjunto. C' é regular no ponto = de X se:

C(z) C GL,(R)
i.e. quando toda V em C(z) é nao singular.

Logo, uma propriedade muito interessante é a conservacao local da regularidade, para
funcoes ponto-conjunto semi-continuas superiores. Esta é a proposicao:

Teorema 2.1
Sejam uma fung¢ao ponto-conjunto C' : X — M, (R) e x em X tais que:

(i) C' é semi-continua superior em x
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(ii) C(x) é compacto
(iii) C é regular em x
Entao existe uma vizinhanca U de x tal que:

(a) C' é regular sobre U:
C(U) c GL,(R)

(b) existe ¢ > 0 tal que para todoy em U e V em C(y):

IV <e
Demonstragao
Para provar esta proposigao, provamos antes um lema de ordem geral:
Lema:

Se E é um espaco vetorial normado de dimensao finita, e A, B C E sao respectivamente compacto e aberto
tais que:
AC B,

entao existe uma vizinhanga compacta de A incluida em B. Ou seja, existem K compacto e O aberto de E
tais que:
ACOCK CB.

Prova do lema:
Como B é um aberto de E e que A C B, entdo para cada x em A existe p, > 0 tal que:

B(z,p,) C B.

Consideremos entdo a seguinte cobertura aberta de A:
AcC U B(z, ps).
z€A
Pela compacidade de A, podemos extrair uma subcobertura finita e obtemos:

N N
AcC U B(zi, pi) C U B(zi,pi) C B,

=1 i=1

=0 =K

onde O é aberto pela unido de abertos, e K é compacto por unido finita de bolas, compactas em dimensao
finita. |

Voltemos & demonstracao da proposicao.
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Por hipétese, C(z) é um compacto, incluido em GL, (R), subconjunto aberto de M,,(R), espago normado de
dimensao finita.

Portanto, podemos aplicar o lema precedente, e sabemos que o conjunto C'(x) possui uma vizinhanga
compacta em GL,, (R).

Sejam entdao K compacto e O aberto tais que:

C(z) c O C K Cc GL,(R).

Pela Proposicao 2.3, existe uma vizinhanca U de x tal que valem as seguintes inclusoes, que provam o
item (a):

C(U) c O c GL,(R).
Enfim, como a inversao matricial é continua sobre GL,(R), a imagem por ela do compacto K é limitada.
Em particular, para todo V em C(U) C K, temos:

IV=H < sup [V < oo
VeK

Isto prova o item (b). |

2.3 Derivada e gradiente generalizados

Nesta secgao apresentamos os conceitos introduzidos por Clarke [5], que servem de base a
todo o cédlculo diferencial generalizado. Com um propésito didédtico, comegamos apresentando
o raciocinio seguido por Clarke, que leva a definicao do gradiente generalizado para fungoes
a valores reais localmente Lipschitzianas f : X — R, via nocao de derivada direcional
generalizada.

Do mesmo modo que na Secao 2.1, embora Clarke defina a derivada e o gradiente genera-
lizados no caso geral de X espaco de Banach, restringimos-nos ao caso em que X ¢é euclidiano,

ou seja X é de dimensdo finita (X = R") e munido da norma euclidiana ||z||* = Z 2.
i=1
2.3.1 Derivada direcional generalizada

Seja f : X — R localmente Lipschitziana no ponto x. Clarke define a deriwada direcional
generalizada no ponto x na direcao v como:

fo(.’E; ’U) — lim sup f(y + tU) — f(y>

y—x t
t—0t

(2.5)

Podemos notar que ao contrario das definicdes mais classicas de derivada, essa definicao
usa um limite superior em vez de um limite forte. Por isto, a quantidade f°(z;v) sempre
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existe e é bem definida em R, a reta real completada, seja como for a funcio f, localmente
Lipschitziana ou nao.

No entanto, quando f é localmente K-Lipschitziana em volta de z, entao para qualquer
v em X,y em uma certa vizinhanca de x e t > 0 proximo suficiente de 0, temos:

fly+t) = fy)| o Klly +to -yl
/ = 1]

= K|Jv]]

Portanto, f°(x;v) é seguramente finita e verifica:
|2 (s 0)] < Kjv]

Neste quadro, a derivada generalizada tem as seguintes propriedades [, proposigao 2.1.2]:

Proposicao 2.5
Sejam x em X e f: X — R localmente K-Lipschitziana no ponto x. Entao:

(a) A fungao f°(z;-) : v — f°(x;v) assume os seus valores em R, é positivamente ho-
mogénea, subaditiva em X, e verifica:

|[f° (@5 0)] < K o]
(b) a fungao f°: (x,v) — f°(x;v) é semi-continua superior;
(c) a fungao f°(x,-) : v — f°(x;v) é K-Lipschitziana sobre todo X;
(d) para todo x, v em X: f°(x;—v) = (—f)°(x;v).

Exemplo 2.3
Caso de uma funcao C' numa vizinhanca de z

Pelo teorema do valor intermedidrio, para cada (y,t) existe um ponto u,; no segmento vetorial |y, y + tv],
ou seja Uy s = Y + qy tv com oy 4 €]0, 1], tal que:

fly+tv) — fly)

P = f,(uy,t)v

Por construgao, quando y — z e t — 07 temos u,; — .
Portanto, por continuidade de f’ em x temos que:

[ (z;v) = limsup f/(uy+)v = lim [ (uye)v = f'(z)v
oor t—0+

Ou seja, a derivada generalizada no ponto z na dire¢ao v é a avaliagdo da derivada (de Fréchet) f/(z) na
direcdo v. Ou de uma outra maneira, essa coincide com a derivada direcional classica.



40 CAPITULO 2. PRELIMINARES TEORICOS

Caso da fungao f(z) = |z|

» Para z # 0, estamos no caso C'! e portanto temos:

fo(x'v)—{ vsex >0

—vsex <0

» Para x = 0, temos:

tv) — tv —
fyt+t) = fly) _ly+tv—yl ol
t t
enquanto:

Portanto f°(0;v) = |v].

2.3.2 Gradiente generalizado

A partir da derivada generalizada, Clarke define o gradiente generalizado da seguinte
maneira:

Definicao 2.10 (Gradiente generalizado)
Seja f : X — R, localmente Lipschitziana.
O gradiente generalizado de f no ponto x de X é:

of(x) ={Ce X' |YWweX, fox;v) >{((,v)}

X’ denota o espaco vetorial dos funcionais lineares continuos de X em R.

Assim, para cada z em X, o gradiente df(x) é um subconjunto de X', isto quer dizer que
a funcdo z — Jf(z) é uma fungao ponto-conjunto de X em X'.

No entanto, no quadro euclidiano em qual nos colocamos, o teorema de Riesz permite
de identificar X’ ao préprio espaco X, e, na prética, df(x) torna-se entdo uma fungao
ponto-conjunto de X nele mesmo. Esta multifun¢ao tem as seguintes propriedades [, pro-
posigoes 2.1.2 e 2.1.5]:

Proposicao 2.6
Se f é K-Lipschitziana em volta de x entao:

(a) Of(x) é um subconjunto nao vazio, convexo, compacto de X, e tem-se:

para todo § € Of (z) :  ||¢|| < K.
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(b) Parav em X tem-se:
fo(x;v) = max {(§, v); § € Of (x)}.
(c) Of é localmente limitada, fechada e semi-continua superior'.

Calculemos o gradiente generalizado para as mesmas fungoes do exemplo 2.3:

Exemplo 2.4
Fungoes C! em uma vizinhanca de z

Como vimos no exemplo 2.3, a derivada generalizada de f é:
foav) = fl(@)v = (Vf(2),v).
Dai vem que os elementos de df(x) sdo os £ em X que verificam para todo v em X:
(o) < (Vf(x)v),

ou seja, para todo v em X tem-se:
(Vf(@)-&v) >0

Pela linearidade em v, isto impoe que £ = V f(z) e
Of(x) ={V[f(z)}.

A funcao valor absoluto: f(z) = |z|

» sex#0, féC! em 2, e seguindo o que precede temos:

lsex >0
—1lsex<O0.

> sex =0: df(x) é formado pelos £ € R tais que para todo v em R tenha-se:
§v < f°(0;0) = [vl.

Para v # 0, isso equivale a:

£ o <1,

|v]

~~

==+1
ou seja, temos exatamente:

€l < 1.
Assim:

Of (z) = [-1,1].

! A semi-continuidade superior necessita explicitamente que X seja de dimenséo finita.

41
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Funcgoes convexas

Seja f: X — R convexa.

Em andlise convexa, a notacao df(x) denota o subdiferencial de f no ponto z. Este é o conjunto dos
funcionais £ de X’ tais que:

para todo 2’ € X, fl@)y> (&' —z)+ f(z)

De fato, se f for também localmente Lipschitziana em x, entao o seu gradiente generalizado em x coincide
com o subdiferencial em = da andlise convexa, fazendo com que as duas notagoes sejam coerentes [,
proposigao 2.2.7].

Também, sabe-se de que f é direcionalmente diferencidvel em todos os pontos, e que a sua derivada
direcional em um ponto x é a fungao suporte de 9f(x). Isto quer dizer que ela verifica para todo v em X:

fa(a;v) = sup{(€, v); € € 0f (x)}

Assim, tem-se também:
foas) = falas)
O

Tal e qual, a definicao 2.10 do gradiente generalizado nao é muito comoda, pois necessita
calcular a derivada generalizada. Por isto, na préatica o seu célculo passa por caracterizacoes
que se apoiam na dimensao finita de X, na regularidade de f ou na compatibilidade do
gradiente generalizado com as operagoes aritméticas.

Para f : R® — R, localmente Lipschitziana em uma vizinhanga aberta U de z, o teorema
de Rademacher afirma que o conjunto €2y dos pontos de U onde f nao é Fréchet-diferencidvel
¢ de medida nula. Dai, vem o seguinte teorema, muito ttil para o calculo do gradiente
generalizado.

Teorema 2.2 (Caracterizagao de Jf(z) em dimensao finita)
Se f:R"™ — R é localmente Lipschitziana em volta de x, e S um conjunto de medida nula,
entao o gradiente generalizado de f no ponto x é:

Of (x) = co{limV f(z,);x, — x,2, ¢ SUQs}.

Assim, Jf(x) é o envelope convexo dos valores de aderéncia dos gradientes de f quando
aproxima-se do ponto x — dentro do conjunto de diferenciabilidade de f.

Exemplo 2.5

e Se f é C! em z, por continuidade de Vf em z, temos imediatamente:

Of () = co{Vf(x)} ={Vf(x)}.
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o Se f(z) = [xf: W .
se r >

of(x) =< {-1} sex <0

co{-1,1} =[—-1,1] sexz=0.

Exemplo 2.6

Consideremos a fungao definida sobre R por:

T
0 se x = 0.

f(x):{x2sinl sex #0

Esta func@o é muito interessante no sentido que ela é um exemplo de fungao Fréchet-diferencidvel em z = 0,
mas para a qual acontece a seguinte situagao que vai contra a primeira intuigao:

af(0) #{Vf(0)}.
Com efeito, sabemos que f é diferenciavel sobre R com:
2xsin% —cos% sex #0
fa) =

lim zsin — =0 se x = 0.
T

x—0

Esta derivada é limitada sobre R* pois é continua e verifica:

3 lim f'(z)=1 e Jlim f'(x) = 0.

|z‘4>+oo z—0

Logo, como f'(0) =0, f’ é limitada sobre todo R e por isto f é Lipschitziana sobre R.

Calculemos entao 9f(x):

» Fora da origem, f é C°°, portanto C!, e por isto, para x # 0:
.1 1
Of(z) ={Vf(z)} = {2zsin ~ —cos 5}

» Na origem:

e Por um lado temos:

e por outro lado, se z # 0 temos:
1 1
f/(x) = 2zsin — — cos —.
x x
Dai, temos:

1
|f ()] <1+ 2|zsin E‘
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Portanto:
—1 <liminf f'(z) <limsup f'(z) <1
z—0 z—0
Pelo Teorema 2.2 entao, tem-se:

9f(0) C co([=1,1]) = [-1,1]

Porém, para qualquer a € [—1, 1], tomando:

1
€T, =
arccosa + 2pm +
temos z, — 0 e:
3 lim f'(z,) =— lim cos(arccosa + 2pm + ) = cos(arccosa) = a
p——+o0 p—+o0

Assim, obtemos a inclusdo inversa: [—1,1] C 9f(0).

Finalmente tem-se:

0f(0) = [=1,1] 2 {Vf(0)}.
O

De uma maneira geral, logo que elas existam, as derivadas usuais em z (Gateaux, Hada-
mard, Fréchet) pertencem ao conjunto df(z) [5, proposigdo 2.2.2]. No entanto, o exemplo
anterior mostra que a existéncia da derivada de Fréchet — e portanto a de todas as outras
— nao garante um gradiente generalizado reduzido a essa derivada s6. De fato precisa-se ter
uma regularidade mais forte da funcao.

Definigao 2.11 (Quase-diferenciabilidade)
Seja f : X — R localmente Lipschitziana em x.
Diz-se que f é quase-diferenciavel em z se:

(i) Todas derivadas direcionais usuais no ponto  existem:

(ii) essas coincidem com as derivadas direcionais generalizadas correspondentes:

para todov em X, f°(z;v) = fi(x;v)
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As fungoes quase-diferenciaveis (cf. Mifflin [25] que cita Pshenichnyi [20] a respeito) sao
simplesmente chamadas de regulares por Clarke [5], e tém as seguintes propriedades [5, pro-
posigao 2.3.6].

Proposicao 2.7
Seja f : X — R localmente Lipschitziana em x. Entao:

(a) Se f é convexa entao f é quase-diferencidvel em x;

(b) Uma combinagao linear positiva de fungées quase-diferenciaveis em x é quase-diferenciavel
em x;

(c) Se f é Gateaux-diferencidavel em x de derivada f/,(z) e é quase-diferencidvel em x, entao:

0f (z) = {fa(x)}-

Assim, no caso da funcao f(z) = 2?sin %, falta a quase-diferenciabilidade em 0 para que
0f(0) se reduz ao gradiente de Fréchet. O problema vem do fato que, embora existam todas
as derivadas direcionais classicas, os crescimentos relativos da funcao em wvolta da origem nao
convergem a essas derivadas.

De fato a condicao de Fréchet-diferenciabilidade em um ponto x nao toma em conta as
variagoes entre pontos na vizinhanca de x, mas s os crescimentos a partir de x. Por isso,
como o observa Clarke [5], a nogao diferencial mais ligada a de gradiente generalizado é a de
diferenciabilidade estrita.

Definigao 2.12 (Diferenciabilidade estrita)
Uma fungao f : X — Y é estritamente diferenciavel em x se existe fi(z) em L(X,Y) tal

que:
S gy J2) = f@) = (fi(@), 2 — 3

T4 T |22 — 21|

=0

Notemos que, escolhendo x; e x5 convenientemente, é facil ver que a diferenciabilidade
estrita implica a diferenciabilidade de Fréchet e que as diferenciais coincidem. Também,
observemos que essa definicao da diferenciabilidade estrita é diferente da definicao dada por
Clarke [5]. No entanto, no caso de dimensao finita, as duas defini¢oes sao equivalentes (cf. a
prova da Proposicao 2.9 mais para frente).

Proposicao 2.8
Se f é C'(-Fréchet) no ponto z, entdo f é estritamente diferencidvel em .
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Demonstracao
Queremos mostrar que:
3 L®2) = fan) = {f(2), 22 — @)

x1,T2—T HJ?Q —331”

=0

Sejam 1, x5 em X.
Como f é Fréchet-diferencidvel, pelo teorema do valor intermedidrio vetorial, existe x3 em ]z, 2| tal que:

flxa) = f(z1) = (f'(x3),22 — 21)
Dai vem que:

flxe) = flz1) = (f'(x), w2 — 1) (f'(@3),22 — 1) — (f'(2), 22 — 1)

22 — 21| B 22 — 21|
o S @s) = f@)ll lze — ]
B 22 — 21|

= |lIf'(zs) = f'@)l —0

Como z3 tende a x junto com x; e 2, e pela continuidade de f’ obtemos a convergéncia para 0 na
desigualdade acima, como desejavamos. |

O que ganhamos com a diferenciabilidade estrita é exatamente o que faltava a Fréchet-
diferencial, isto é um controle dos crescimentos relativos da funcao em volta do ponto consi-
derado. Assim, como anunciado, esta regularidade facilita o célculo do gradiente generalizado
pois temos a seguinte proposigao [, proposigao 2.2.4J:

Proposicao 2.9
Seja f : X — R localmente Lipschitziana em x.

(a) Se f é estritamente diferenciavel em x entao f é quase-diferencidvel em .

(b) f é estritamente diferenciavel em x <= 0f(x) reduz-se a um ponto

Demonstragao

» (a): Suponhamos f estritamente diferencidvel. Seja entdo f.(x) a sua diferencial estrita. Sabemos que f
é entao direcionalmente diferenciavel e que:

fa(z;) = (fi(@),).
Por outro lado, como f é estritamente diferencidvel, temos para todo v fixo em X:

3 i L@t — f) — {fil@), tv)

R tlo]|

=0.
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O vetor v é fixo, por isto temos de fato:

3 lim f(y+t1;) — Iy _ <fé(ﬂi),tu>’
t—0+

e finalmente:
Sy T ) — fW)

Yo
t—0+t t

Logo:
f°(x;v) = limsup w _

o t v=e t
50+ t—0+

= (fs(@),v) = fala;v)

Por isto, f é quase-diferencidvel.

» (b) =: Se f é estritamente diferencidvel em z, entdo ela também é Gateaux diferencidvel em x e
quase-diferencidvel pelo o ponto (a) acima. Portanto, a Proposigao 2.7 (c) garante que que:

of (x) = {f&(x)}
=
=fi(=)

<=: Se o gradiente generalizado se reduz a {£}, entao pela Proposicao 2.6 (b), temos para v em X:

fo(@;v) =max{(C,v); ¢ €If(x)} = (£ v)

Logo, afirmamos entao que para todo v em X:

2 JW ) W)

v t
t—0t

= <§,1}>

Com efeito, temos:

fly+tv) — fy) f(y) — fly+tv)

liminf ——————>* = —limsup
v=s t i t
t—0+ t—0+
tv — tv) — t
— limsup LY 1;) [y +tv)
50+

Com a mudanga de varidvel z = y + tv obtemos:

fly+tv) — f(y) flz—tv) — f(2)

liminf —/———** = —limsup
y—w t o t
t—0+ t—0+

= —f(m—v) == —v) = (§0) = [O(z;0)
— limsup LW T~ 1)

y—z t
t—0t

47
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e por isto temos a convergéncia anunciada.

Também segundo Clarke (demonstragdo da proposi¢ao 2.2.1), como f é localmente Lipschitziana, essa
convergeéncia tem que ser uniformemente compacta em v.

Sejam x1,x2 em X.

Denotando v = £2=21
lz2—z1]|

fla2) — f(@1) = (§mp —a1) Hf(irl +t0) — f(x1)

|22 — 21| t

et =z — x1]|, temos xo = x1 + 17 e:

- <€7 ’D>

Seja agora € > 0.

X sendo de dimenséo finita, a sua esfera unidade é compacta. Assim, pela convergéncia uniformemente
compacta, existe 6 = () tal que:

0<tlar =2l <6 = Vo] =1, — (&)

<e

H [z + tf;) — flz1)

Em particular para v = v obtemos:

f(z2) = f(z1) — (§, 22 — 21)

<e
22 — 21|

desde que ||zg — 1] < 24.
A diferenciabilidade estrita em = é entdo provada.

Logo, juntando os resultados precedentes temos o corolario:

Corolario 2.9.1

Seja f : X — R, localmente Lipschitziana em x.

Entao 0f(z) é bem definido em uma certa bola B(z,¢) e as seguintes asser¢oes sao equiva-
lentes:

(a) f 6 Cl em B(x,¢)

(b) para todo ' em B(x,¢), 0f(z') reduz-se a um ponto

Demonstracgao

» (a) = (b): Se f é C* em B(x,¢), pela Proposicio 2.8 ela é estritamente diferencidvel em qualquer z’ em

B(z,¢€), e pela Proposicao 2.9(b), df(z') se reduz a {V f(2')}.

» (b) = (a): pela Proposicao 2.9(b), f é (estritamente) diferencidvel em B(z,e). Também, Jf é uma

func@o ponto-a-ponto com 9f(z') = {Vf(z')} para 2’ em B(x,¢). Assim, a semi-continuidade superior
de 0f em B(z,¢) equivale & continuidade de Vf em em B(z,¢).
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2.3.3 Regras de calculo do gradiente generalizado

Como no caso das derivadas classicas, o cdlculo do gradiente generalizado pode ser feito
usando regras de calculo ou outros resultados sobre a acao da derivacao sobre as somas,
produtos, etc. Isto permite calcular o gradiente generalizado de fung¢oes compostas por funcoes
mais simples, cujos gradientes ja sao conhecidos.

No entanto, as férmulas de cédlculo obtidas no caso geral nao sao exatas, e sem hipdteses
de regularidade sobre as fungoes consideradas, s6 se consegue calcular um conjunto maior do
que o gradiente generalizado.

Proposigao 2.10 (Multiplicagao por um scalar [5, proposigao 2.3.1])
Para todo A em R temos: O(\f)(x) = A0 f(x).

Proposicao 2.11 (Soma finita [5, proposigao 2.3.3])
Para (f;)ie; uma familia finita de fungées localmente Lipschitzianas no ponto x, entao ) .., f;
também é localmente Lipschitziana em x e temos:

9 (Z fi) (z) C Zafi(x)'

iel i€l

Se no maximo uma das f; nao é estritamente diferenciavel, entao a inclusao acima é uma
igualdade.

Proposicao 2.12 (Produto [5, proposicao 2.3.13])
Sejam f1, fo : X — R localmente Lipschitzianas em volta de x. Entao f,f, também é
localmente Lipschitziana em volta de x e:

9 (fifa2) (x) C fo(@)0fi(z) + fr(w)0fa(z).

Se além disso, fi(x) > 0, fa(x) > 0, e, fi e fo sao regulares em x, entao vale a igualdade e
fifs 6 regular em x.

Proposigao 2.13 (Regra da cadeia [5, teorema 2.3.10])

Sejam x em X, f : X — Y estritamente diferenciavel em x e g : Y — R localmente
Lipschitziana em f(z).

Entao g o f é localmente Lipschitziana em x e:

d(go f)(xz) C dg(f(x)) o filx)

A igualdade vale se g (resp. —g) é regular no ponto f(x). Neste case go f (resp. —go f) é
regular no ponto x.
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2.4 Jacobianos generalizados

Vamos considerar agora funcoes vetoriais f : R® — R™, localmente Lipschitzianas em
volta do ponto x.

Neste quadro, existem véarias definigdes que generalizam a nocao de Jacobiano, cada uma
tendo as suas particularidades. Da mesma maneira que no caso das funcoes reais, o objetivo
¢ achar um objeto que assuma o papel de diferencial, em particular do ponto de vista de
primeira aproximagao linear da funcgao original.

Foi Clarke [5] quem primeiro definiu um Jacobiano generalizado: o subdiferencial de Clarke
Of. Este é a generalizacao direta do gradiente generalizado apresentado na seccao precedente.
No entanto, por ser mais conveniente para o desenrolar das demonstracoes, comeg¢amos por
definir o B-subdiferencial dp f que foi introduzido por Qi [29] com o fim de melhorar resultados
tedricos de convergencia dos métodos de Newton nao diferencidveis, originalmente baseados
no subdiferencial 0f. Ele é um subconjunto gerador do subdiferencial de Clarke. Assim esta
ordem de apresentacao permitird demonstrar certas propriedades do subdiferencial de Clarke
apoiando-se nas do B-subdiferencial, ja provadas.

Agora, do ponto de vista pratico, ha ainda um outro subdiferencial que se revela mais
facil de calcular: o C-subdiferencial introduzido por Han e Sun [17]. Este serd o iltimo tipo
de subdiferencial de que trataremos.

Daqui para frente, o espago M, ,(R) é suposto munido de uma norma qualquer ||.||, por
exemplo da norma euclidiana de Frobenius ||A]| = Tr(AT A), e, dado que nao tem confusao
possivel, denotaremos também por B a bola unidade associada.

Para f: R® — R™ diferenciavel no ponto z, a matriz Jacobiana de f em z é o seguinte
elemento de M,, ,,(R):

filx) Vi (x)
f(w) = : = :
fin() V()

Lembramos que de novo, vale o teorema de Rademacher, e o conjunto dos pontos onde f
nao ¢ diferencidvel ¢ de medida nula. Este conjunto ¢ denotado €.

2.4.1 B-subdiferencial: 0pf

Qi [29] definiu o B-subdiferencial para uma funcao f : R — R™ localmente Lipschitziana
em x, da seguinte maneira:

Opf(x) = {lim f'(xs);xs — z,25 & Oy} (2.6)
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Ou seja, Opf(x) é o conjunto dos valores de aderéncia das seqiiéncias das Jacobianas
de f quando aproxima-se de z, ficando fora do conjunto y. Logo, dpf(z) é uma funcao
ponto-conjunto de R em M,, ,(R) que pode ser reescrita da seguinte maneira:

Onf(z) = (VWi € Blw,2),y & . (2.7)

e>0

Denotaremos por Af(z, ) o conjunto {f'(y);y € B(xz,¢€),y ¢ Q¢}.

Exemplo 2.7

Consideremos de novo a fungao valor absoluto f : x —— |x|.
Na origem, o seu B-subdiferencial é constituido por todos os valores de aderéncia das seqiiéncias (f(z;)),
onde:
T 0 para todo p, e lim =z, =0.
p70p pe lim z

Como
f'(0%)=1e3f(07) = -1,
entao:

I f(0) = {1,-1}.

O B-subdiferencial tem as seguintes propriedades:

Proposicao 2.14
Seja f : R" — R™ localmente K-Lipschitziana em x.

(a) Para todo x em R", Opf(x) é um compacto nao vazio de M, »(R);
(b) Opf é localmente limitada por K em x;

(c) Opf é semi-continua superior em x;

(d) Opf é fechada;

(e) Opf(x) C dpfi(x) x -+ x I fm(x), onde o segundo membro da inclusao é o conjunto das
matrizes cuja i-ésima linha pertence ao B-subdiferencial Op f;(x).

Demonstracao

> Item (a):
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Pela expressdo (2.7), temos diretamente que Jp f(z) é fechado como intersecgao de fechados.

Como f é localmente K-Lipschitziana em x, pela Proposigao 2.1, existe um certo ¢ > 0 tal que, para
todo y € B(x,¢&p), as matrizes Jacobianas f’(y) sao limitadas por K.

Ou seja, o conjunto As(z,¢) é limitado.
Logo, por inclusdo, obtemos que 9 f(z) também é limitado.

Sendo em dimensao finita, 9y f(z) é afinal compacto.

Agora, pelo teorema de Rademacher existem seqiiéncias de Jacobianas (f'(zs)) com zs — .
Além disso, uma tal seqiiéncia é limitada pois fica, para s suficientemente grande, dentro do conjunto
limitado A¢(z,€o).
Portanto, sendo em dimensao finita, uma tal seqiiéncia possui um valor de aderéncia que por defini¢ao
pertence a dp f(z), e portanto dp f(z) é nao vazio.
Item (c):
Seja § > 0.
Queremos achar i > 0 tal que:
Ipf(B(z,m)) C Opf(x)+ B(0,9)

Como observado no item anterior, para ¢ < €y, o conjunto Ay (z,¢) é limitado. Sendo fechado por
construgao, ele é compacto.
Para p > 0, denotemos entao:
K, = Ag(z, 2_(p+N))
onde N é tal que 27V < g.

Os K, sao compactos, encaixados e temos:

ﬂ K, =0pf(zx) C 0pf(x)+ B(0,6) =0

p=>0
Afirmamos entao que, por O ser aberto, existe pg > 0 tal que:
K,, CO

Com efeito, raciocinemos pelo absurdo: para todo p > 0 existe um ponto y, em K, N Co.

Como O é aberto, o seu complementar CO ¢ fechado, e por isto os conjuntos K, N CO sdo compactos, por
ser cada um fechado no K, respectivo.

Como os K, s@o encaixados, a seqiiéncia (y,) pertence ao compacto Ky, e por isto podemos extrair uma
subseqiiéncia (y,(p)) convergente a um certo y.

Para cada p > 0, para todo ¢ > p temos ©(q) > ¢(p) > p e por isto:
Yg € Kop(g) C Koy C Kp
Portanto, passando legitimamente ao limite em ¢, obtemos para todo p > 0:

y € K,
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e entao:

ye () K,=0pf(x)CO.

p=>0

Porém, por outro lado, como (y,) C CO, o ponto y pertence também ao fechado CO.

Contradigao e resultado.

» (d): dpf é semi-continua superior com imagem compacta, e por isto com imagem fechada. Portanto,
pela Proposicao 2.2 ela é fechada.

» (b): Opf é semi-continua superior com imagem compacta, portanto, pela Proposicao 2.4, ela é
localmente limitada, pois as bolas sao compactas em dimensao finita.

» (e): Esta propriedade vem da prépria estrutura dos Jacobianos; pois se uma matriz V pertence a 0p f(x),
entao ela é o limite de uma seqiiéncia do tipo:

fi(zs)
fl(xS) =

Portanto, cada linha v; (1 <i <m) de V ¢ limite da seqiiéncia de gradientes (f/(xs)) correspondente.
Por isto tem que pertencer a Op fi(z) e temos

Ve 3Bf1(x) X e X anm(z)

Nota: Em geral a inclusao em (e) é estrita. Por exemplo, consideremos a funcao:

f: R— R2
v — (|2, |«])

(1))}
onrio om0 ={ (1) (7). (L) ()

2.4.2 Subdiferencial de Clarke: 0f

Em z = 0 temos:

enquanto:

Para f : R® — R™ localmente Lipschitziana em x, Clarke define um subdiferencial como
uma generalizagao direta da caracterizacao do gradiente generalizado do teorema 2.2. Esta é
a sua defini¢ao [0, defini¢ao 2.6.1]:



54 CAPITULO 2. PRELIMINARES TEORICOS

Of (x) = co{lim f'(xs);xs — z, x5 & Qp} (2.8)
Assim, temos:
Of(x) = coldpf ()]
Logo o jacobiano generalizado de Clarke tem as seguintes propriedades:

Proposicao 2.15
Seja f : R™ — R™ localmente K -Lipschitziana em x.

(a) Para todo x em R"™, 0f(x) é um subconjunto nao vazio, convexo e compacto de M, ,(R);
(b) Of é localmente limitada por K em x;

(c) Of é fechada;

(d) Of é semi-continua superior;

(e) Of(x) C Ofi(x) x -+ x Of(z), onde o segundo membro da inclusao é o conjunto das
matrizes cuja i-ésima linha pertence ao gradiente generalizado O f;(x).

Demonstracao
Tudo vem da identidade 9f(z) = co[0p f(x)] e das propriedades similares j& provadas para o
B-subdiferencial:

» (a): O envelope convexo de um compacto niao vazio é convexo, compacto nao vazio. E um coroldrio do
teorema de Caratheodory que em dimensao finita o envelope convexo conserve a compacidade.

» (d): Como 9pf é semi-continua superior, para todo € > 0 existe § = d. > 0 tal que se y € B(x, ) entéo:
8Bf(y) - an(l’) + EBm,n

Dai vem que:
df(y) = col0pf(y)] C co[dpf(x) 4+ eBmn] C coldpf(x)] + coleBmn] = 0f(x) +Bmn

» (b): Podemos vé-lo diretamente ou usar a Proposi¢ao 2.4 como na demonstragdo para o B-subdiferencial.

Diretamente, como Jp f(x) é localmente limitada por K em x, resulta entdo que para todo y em uma
certa vizinhanca de x temos:

9f(y) = coldp f(y)] C co[B(0, K)] = B(0, K).

» (c) de novo resulta da Proposicao 2.2 e dos itens (a) e (d).

» (e): Basta se convencer que o envelope convexo de um produto cartesiano estd incluido no produto
cartesiano dos envelopes convexos.
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Notas:

1. Rigorosamente, no caso m = 1, existe uma pequena incoeréncia nas notagoes entre o
subdiferencial de Clarke e o gradiente generalizado na sua caracterizacao do Teorema 2.2.

Com efeito, neste teorema, o gradiente generalizado é caracterizado como um subcon-
junto de R", ou seja como um conjunto de vetores coluna, enquanto o subdiferencial de
Clarke é constituido por vetores linha. Este ultimo corresponde ao gradiente generali-
zado como na Defini¢ao 2.10, como subconjunto de (R™)’.

Ja& que a maioria dos resultados sdo apresentados para o caso geral (m qualquer), daqui
para frente, 0f denota o Jacobiano generalizado, mesmo no caso de fungoes a valores
reais.

2. Para f : R" — R, o gradiente generalizado de Clarke tem a seguinte propriedade [5,
Proposigao 2.3.2:

se  é um extremum local de f, entdo 0 € df(z). (2.9)

Logo, no espirito da otimizacao, nao parece ser uma boa idéia considerar conjuntos
que nao tem essa propriedade. Conjuntos menores podem nao possuir o zero mesmo
em extremi locais, enquanto com conjuntos maiores, o risco é de adicionar um zero em
pontos que nao sao extremi locais.

O Exemplo 2.7 ilustra uma situacao onde nao o B-subdiferencial na origem nao possui
o zero, embora x = 0 seja minimo local da funcao valor absoluto.

De fato, Qi [29] definiu o B-subdiferencial com um propésito completamente contrario
a visao da otimizacao. Com efeito, o objetivo é tirar elementos de 0f(x) de tal maneira
que seja mais facil cumprir a regularidade (i.e. a inversibilidade dos elementos do subdi-
ferencial). Em particular, no caso de fungoes reais, isto quer dizer tirar o zero, e perder
a condicao de otimalidade de primeira ordem (2.9).

3. Ainda no caso m = 1, a Proposicao 2.6 (b) dava:

fo(z;v) = max {({,v); € € Of(x)}.

De fato, temos o resultado:

fo(w;0) = max{(§, v); € € Opf(x)} .

Com efeito, para v em X, um elemento de df(x) no qual atinge-se 0 maximo escreve-se:
Ke Ke

€= M onde (&) COpf(x), (M) =0e Y N =1.
k=1

k=1
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Portanto tem-se, por um lado:

max {(£,v); £ € pf(x)} < max {(¢,v);€ € Of ()},

e por outro lado:

max {(¢,v); € € If ()} = (O Mk, v) = D Ml v) < max {(€,0);€ € pf(w)}.

Por fim, damos duas propriedade interessantes de Jf: a primeira é um tipo de regra
da cadeia, a segunda ¢é a generalizacao do teorema do valor intermediario. Em particular,
esta dltima permite ter uma férmula de controle do crescimento da fungao pelo Jacobiano
generalizado.

Proposicao 2.16 (Regra da cadeia [5, Teorema 2.6.6])
Sejam f : R" — R™ localmente Lipschitziana em z, g : R™ — R localmente Lipschitziana
em f(x). Entao, g o f é localmente Lipschitziana em x e:

(g o f)(x) C co[dg(F(x))0f (x)]
Se g for estritamente diferencidvel em f(z) entao tem-se:
d(go f)(z) =g'(f(x)0f (x)

Teorema 2.3 (Valor Médio [5, Proposigao 2.6.5])
Se f é Lipschitziana em um subconjunto U aberto convexo de R", entao para z,y em U,
temos:

fy) = f(x) € co(Of ([z,y])(y — 2))

onde o segundo membro é o envelope convexo do conjunto: {V(y —x); V € df(v),v € [x,y]}.

2.4.3 C-subdiferencial: 0¢ f

O C-subdiferencial foi introduzido por Han e Sun [17]. Para uma fungao f : y ——
(fiy), -, fim(y)) de R™ em R™, localmente Lipschitziana em volta de x, ele é definido como:
Oof(x) =0fi(x) x -+ X Ofp(2) (2.10)

Pela Proposicao 2.15 (e), temos entao as seguintes inclusoes:

Opf(x) € Of(x) € Do f () (2.11)
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Assim Oof(x) é um conjunto maior do que os dois primeiros subdiferenciais. No en-
tanto, calcular os seus elementos se revela mais facil do que para dgf(x) ou df(z), pois o
calculo se faz componente por componente, reduzindo o problema ao calculo de m gradientes
generalizados.

O (C-subdiferencial tem as seguintes propriedades:

Proposicao 2.17
Seja f: R" — R™.

(a) Para todo x em R™, Oc f(x) é um subconjunto nao vazio, convexo e compacto de M., ,,(R)
(b) Ocf é localmente limitada por K em x
(c) Ocf é fechada

(d) Ocf é semi-continua superior

Demonstracgao
Todas essas propriedades sao propriedades conservadas pelo produto cartesiano finito. Porém pela
Proposigao 2.6, o gradiente generalizado satisfaz a todas. |

2.5 Semi-suavidade

A nogao de semi-suavidade (semismoothness) foi inicialmente introduzida por Mifflin [25]
para funcionais de R” em R. Essa foi estendida por Qi e Sun [33] para fungdes de R™ em R™.
A semi-suavidade é muito ligada a resolucao de equacgoes nao lineares nao diferenciaveis, pois
ela é uma das condi¢oes de convergéncia dos métodos de Newton generalizados para esse tipo
de equacoes.

Definigao 2.13 (Semi-suavidade)
Uma funcao f : R" — R"™ é semi-suave no ponto x de R" se:

(a) f é localmente Lipschitziana em x

(b) para todo h # 0 em R":
3 lim VI (2.12)

Veaf(xz+th!)
h!—h,t—0t+
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Nota: Denotando y = = + th' no limite acima, temos entao:
h — ht—0" =y —,

onde a convergéncia na parte direita da equivaléncia é chamada de convergéncia a x na direcao
h. Isto quer dizer que y — x com y # x e ﬁ — h. Logo, a definicao da semi-suavidade

assume a seguinte forma mais compacta [28]:

lim Vh.

Veof(y)
Y—hT

Da existéncia do limite em (2.12), junto com o Teorema 2.3, se deduz que se f é semi-suave
em z, entao ela é direcionalmente diferenciavel em x e que a derivada direcional coincide com
esse limite [33, Proposi¢ao 2.1]:

fi(x;h) = lim VA (2.13)
Veof(z+th!)
h!—h,t—0+
Qi e Sun [33] provaram que a semi-suavidade se caracteriza pela convergéncia uniforme

das derivadas direcionais no ponto considerado. Na sua formulacao, esse resultado é bem
mais comodo, e é ele que é geralmente usado para provar que uma funcao é semi-suave.
Precisamente, a caracterizacao da semi-suavidade é a seguinte:

Proposicao 2.18
Seja f : R® — R™ localmente Lipschitziana em x.
Entao as seguintes asserc¢oes sao equivalentes:

(a) f é semi-suave em x;
(b) f é direcionalmente diferencidvel em x e para toda V€ df(x + h),h — 0:

Vh — fi(z;h) = o(||h]]);

(c) f é direcionalmente diferencidvel em x e:

/ B f (o
3 fim fo(x+ h;h) — fi(z; h)
il ol

—

=0.
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Nota: Pela sua simplicidade, a propriedade do item (b) é freqiientemente usada como a
prépria defini¢ao da semi-suavidade [13, 22, 32].

Diz-se que f é semi-suave de ordem p se para toda V € 0f(x 4+ h) e h — 0 tem-se :
Vh— fi(a;h) = O(||h|["T).
Temos entao a seguinte caracterizagao, similar a da semi-suavidade.

Proposicao 2.19

Seja f : R" — R™ localmente Lipschitziana em x.

Entao f é semi-suave de ordem p em x se e somente se f é direcionalmente diferenciavel em
x e existe K > 0 tal que:

Ifa(z +hih) = fa(zs Wl _
[P+ T

parax+h ¢ Qs h — 0,

No caso em que p = 1, f é chamada também de fortemente semi-suave em x [22; 30]. Em
regra geral, todas as proposicoes sobre a semi-suavidade podem ser diretamente generalizadas
a semi-suavidade de ordem p.

O item (c) da Proposicao 2.18 mostra que a semi-suavidade em z é uma condigao de
regularidade das derivadas direcionais, na vizinhanga de z. Qi [29] chama essa propriedade
de semi-continuidade da derivada direcional no ponto x.

Exemplo 2.8
Seja a funcao do Exemplo 2.6:

f(x):{ xQSin% sex #0

0 sex =0

A funcao f nao é semi-suave em = = 0, pois lhe falta a coeréncia entre as suas derivadas direcionais imposta
pela semi-suavidade.
Com efeito, por um lado todas as derivadas direcionais de f em 0 sao nulas:

f5(0;h) =, f(0)h =0

Por outro lado, como foi provado no Exemplo 2.6, qualquer ponto de [—1,1] é valor de aderéncia de f}(h;h)
quando h — 0.

Logo:
"(h;h
ﬂhm fd( ) )’
e
h—0

e por isto f nao satisfaz ao critério do item (c¢) da Proposigao 2.18, e portanto nao é semismooth. O
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Segundo Mifflin [25], a classe das fungoes semi-suaves reais é muito larga. Ela engloba
as funcoes C!, as funcoes convexas, assim como as funcoes C' por pedacos. Também, ela é
estavel tanto pelas operagoes bésicas de soma, diferenca e produto, bem como pela composicao
funcional.

Exemplo 2.9
Sejam f,g: R" — R duas funcoes semi-suaves.
Para a,b € R temos:

a—b—]a—Db

min(a,b) = — e max(a,b) =

2

a—"b+]a—b
2

Portanto, por serem C' por pedacos, as funcdes min e max sio semi-suaves.
Logo as fungdes compostas min(f, g) e max(f,g) também sdo semi-suaves. O

O resultado chave da extensao dessas propriedades de estabilidade a semi-suavidade para
fungdes vetoriais vem da seguinte proposicao [33, Corolario 2.4] que faz com que o estudo
da semi-suavidade para funcoes vetoriais se reduz a um estudo separado da semi-suavidade
componente por componente.

Proposicao 2.20
Seja f : R® — R™ localmente Lipschitziana em x. Entao f é semi-suave em x se e somente
se todas as suas componentes sao semi-suaves em .

Por fim, damos um teorema devido a Fischer [13], que estabelece a estabilidade da semi-
suavidade forte por composigao [13, Teorema 19]. Este resultado simplifica bastante o estudo
da semi-suavidade das funcoes compostas:

Proposicao 2.21
Sejam f : R" — R™ semi-suave de ordem p em x, e g : R™ — R" semi-suave de ordem p
em f(x). Entao a fungao composta h = g o f é semi-suave de ordem p em x.

2.6 Semi-derivada

Como vimos na Subsecao 2.3.3, as férmulas do cédlculo diferencial generalizado nao sao
exatas. Afim de superar essa desvantagem em particular, Qi, Ralph e Zhou [31] definem o
conceito de semi-derivada. A idéia subjacente é a seguinte: conseguir em um quadro nao
diferenciavel uma funcao equivalente a derivada, que nao seja uma fungao ponto-conjunto, e
que dé uma aproximacao linear de primeira ordem da funcao de origem.

Definicao 2.14 (Semi-derivada)
Sejam f : R" — R™ continua, e x em R".
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Uma funcao g : R" — M, ,,»,(R) é uma semi-derivada de f no ponto x se:
(i) g é localmente limitada em x;
(ii) para h — 0: f(x + h) = f(z) + gz + h)h + o (||h]]).
Se diz que g é uma semi-derivada forte de f no ponto x se para h — 0, tem-se de fato:
f@+h) = f@) +g(z+h)h+O([h])

Diz-se que g é uma uma semi-derivada (resp. semi-derivada forte) de f, se g é uma
semi-derivada (resp. semi-derivada forte) de f em todos os pontos de R™.

E claro que se f possui uma semi-derivada em z, entao ela é localmente Lipschitziana
em x. Com efeito, para y proximo suficiente de x temos:

o (ly = DI < lly — ]l

e por isto
1 () = F@) < (gl + Dlly — 2l < (M +1)[ly — =]

Qi et al. [31] observam que o qué importa para que uma fun¢ao seja uma semi-derivada
de f no ponto x é a propriedade de convergéncia (ii) em uma vizinhanga de z. Portanto, se
mudar o valor de uma semi-derivada em um nimero finito de pontos, a fungao obtida também
é uma semi-derivada de f no ponto .

O maior interesse das semi-derivadas é que sao fungoes ponto-a-ponto, e que existem regras
de célculo exato para elas:

Proposicao 2.22
Sejam f1, fo : R — R™ continuas, « € R. Entao, se g, e g» sao semi-derivadas (resp.
semi-derivadas fortes) em = de f; e f respectivamente:

® g1 + ags é uma semi-derivada (resp. semi-derivada forte) de fi + afy em x;
e f192 + g1fo é uma semi-derivada (resp. semi-derivada forte) de f, fo em x;

e Se fo(x) #0, % é uma semi-derivada (resp. semi-derivada forte) de fi/fs em z;
2
e (g2 0 f1)g1 é uma semi-derivada (resp. semi-derivada forte) de fy o f.

Proposicao 2.23

Seja f : R™ — R™ continua, de componentes fi, ..., fum.

Entao g = (g1, ..., 9m) é uma semi-derivada de f se e somente se cada para todo 1 <i < m,
g; é uma semi-derivada de f;.
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Semi-derivadas e semi-suavidade sao fortemente ligadas no sentido que, para uma funcao
semi-suave (resp. fortemente semi-suave), qualquer funcdo que associa a z um elemento
de Ocf(z) é uma semi-derivada (resp. semi-derivada forte) de f. Antes de provar esta
propriedade, provamos que tem-se o mesmo resultado se considerar sé os elementos de Jf(z).

Proposicao 2.24
Seja f : R" — R™ localmente Lipschitziana. Entao, se f é semi-suave (resp. fortemente
semi-suave), qualquer fun¢ao g : R" — M,, ,(R) tal que para todo = tenha-se:

g(x) € 0f (x)

é uma uma semi-derivada (resp. semi-derivada forte) de f.

Demonstracao
Suponhamos f semi-suave, o caso fortemente semi-suave é similar.
Seja g tal que:
para todo x em R, g(x) € df(x)

Em primeiro lugar, notamos que como df é localmente limitada, segue que g também é localmente limitada.

Seja agora € > 0, e sejam z, h em R".
Queremos provar que, se ||h|| é menor do que um certo 6 > 0, entdo tem-se:

If (@ +h) = f(x) = g(z + h)h| < e]|R]|.
Para obter isto, mostramos que existe § > 0 tal que para ||| < 0 tem-se:

| f(z+ h) — f(z) — Mh|| < e||h| para toda M em df(z + h).

Seja entdo M em Of(x + h).
Temos por desigualdade triangular:

| £ +h) — f(a) = MA|| < ||f(x+h) — f(x) = Falas )|+ | faas h) — M.

=A(h) =B(h)

» controle de B(h):

Como f é semi-suave em z, pela caracterizacao 2.18 (b), obtemos diretamente a existéncia de § > 0 tal
que se ||| < ¢ tenha-se:

para toda M em Of (x + h), ||fi(xz;h) — Mh|| < %Hh” (2.14)

Assim para ||h]| < § temos:
€
B(h) < SRl
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» controle de A(h):

Pelo teorema do valor intermedidrio generalizado 2.3, sabemos que existe V}, em co(9f[x,x + h]) tal que:

Kp
flw+h) = f(z)=Vih=>_ XV,

i=1

Ky
onde \; > 0, Z)‘i =1leV!ecof(x+th) comt; €[0,1].
i=1

Logo, se ||h|| < 6, a limitagdo (2.14) é valida para M=V (1 <i < K}), e temos:
IVt = fatastib)]| < S lltah]l
Pela homogeneidade positiva de f}(z;.), temos entdo para cada 1 <14 < Kj:
IV = faes )| < Sl

Portanto:
Ky

> (NVh = fi(ash))

i=1

Ky,
g
A(h) = <Y NIV = fia b)) < 17l

i=1

Disto resulta em particular que, se f for diferencidvel em volta de x, como f'(y) € 9f(y)
para todo y em uma vizinhanca de x, entao, logo que f for semi-suave em z, a diferencial
classica f’ é uma semi-derivada de f em x.

Exemplo 2.10
Seja a funcao minimo:
h: R?—R
(a,b) — min(a,b)

A funcdo h é semi-suave, pois é de classe C'' por pedacos.
Quando a # b, h é C! em (a,b) com:

1) sea>b
0) sea<bd

Quando a = b, temos:

th(aa CL) = {(07 1)7 (15 0)}

Portanto:

Oh(a,a) = coldph(a,a)] = {(\,1—=XA); A € [0,1]}
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Pela semi-suavidade de h, a proposicio 2.24 garante que a seguinte funcao é uma semi-derivada de h em R2:

(0,1) sea>b
hi(a,b) =4 (L,0) sea<b
(3,3) sea=0d

Sejam agora f, g'R™ — R™ continuas, e fs, gs semi-derivadas respectivas de f e g. Entao, por composicio,
uma semi-derivada da funcdo H = min(f,g) é:

9s(x) se f(z) > g()
r(z) =4 fs(o) se f(z) < g()
3(fs+gs) seflz)=g

Juntando agora as Proposicoes 2.24 e 2.23, obtemos facilmente o seguinte resultado:

Proposicao 2.25
Seja f : R" — R™ localmente Lipschitziana. Entao se f é semi-suave (resp. fortemente
semi-suave), qualquer fun¢ao g : R" — M,,, ,(R) tal que para todo = tenha-se:

g(x) € dc f(x)

é uma uma semi-derivada (resp. semi-derivada forte) de f.

Dado que o subdiferencial de Clarke df(z) é incluido no C-subdiferencial d¢ f(z), este
resultado é claramente mais forte do que o da Proposicao 2.24. Em particular, este resultado
¢ muito importante para a convergéncia dos métodos de tipo Newton nao diferenciaveis. Com
efeito, ele valida a idéia de usar os elementos dos Jacobianos generalizados para assumir o
papel de derivada no esquema iterativo de Newton.

No proximo capitulo, vamos estudar em detalhe esses métodos e descrever o algoritmo
global que usamos para resolver os sistemas KKT.



Capitulo 3

Algoritmos

No capitulo 1 reformulamos o sistema KKT geral (1) como uma equagao nao linear da
forma:

H(z)=0 (3.1)

onde H : RY — R,

No caso de H Fréchet-diferenciavel, é conhecido que sob certas condigoes classicas, entao,
o método de Newton converge localmente quadraticamente, assim como os métodos de New-
ton globalizados (com busca linear, Gauss-Newton) fornecem pontos estacionarios do pro-
blema (3.1) [24, 34].

No entanto, a nossa intengao é resolver o sistema (3.1) quando H é uma das fungoes
H,, H, e H, definidas na Secao 1.3.2. Como ja observamos, essas possuem pontos de nao
diferenciabilidade, que impedem portanto o uso do método classico.

Para tratar esse caso onde H nao é Fréchet-diferenciavel, varias generalizagoes do método
de Newton foram desenvolvidas, seguindo abordagens diferentes [12, 18, 27, 33]. Os métodos
apresentados aqui pertencem a abordagem que consiste em substituir a matriz Jacobiana
classica por um dos Jacobianos generalizados definidos na Secao 2.4. Apoiamos-nos princi-
palmente nos trabalhos de Qi e Sun [33], e de Qi, Ralph e Zhou [31] para dar os resultados
de convergéncia local, enquanto nos servimos do texto de De Luca, Facchinei e Kanzow [(]
como referéncia sobre a globalizacao do método.

3.1 Meétodo de Newton classico

Suponhamos H diferenciavel. Entao o método de Newton cldssico segue o seguinte es-

quema, iterativo:
To € RN
_ 3.2
{ Tyl = T — Hl(l‘k) IH(ZL’k) ( )

65
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A direcao:
dy == —H'(x,) ' H(zp) (3.3)

é conhecida como a direcdo de Newton.

Suponhamos agora que H seja pelo menos de classe C*. Logo, o seguinte teorema garante
a convergencia local do esquema iterativo de Newton:

Proposicao 3.1 (Convergéncia local do método de Newton)

Se x, é uma solugao de (3.1) tal que a matriz Jacobiana H'(x,) seja nao singular,

entao, existe uma vizinhanga U de x, tal que se xy € U, a seqiiéncia gerada pelo esquema (3.2)
esta bem definida e tem as seguintes propriedades:

e (1) converge a x, superlinearmente;

e se existe K constante tal que para todo x em U se cumpre
[1H () — H'(z.)|| < K ||z — z.]],

entao () converge a x, quadraticamente.

Em particular, a convergéncia quadratica ocorre sempre que H é de classe C?, pois entao
a derivada segunda de H é localmente limitada, e o teorema dos crescimentos finitos vetorial
garante o controle de H' desejado.

Com o fim de obter uma convergéncia global, o método de Newton puro pode ser modifi-
cado pela inclusao de uma busca linear. Em vez da iteragao (3.2), usa-se a atualizagao:

Tpr1 = Tp + trdyg, (3.4)
onde t; €]0,1] é escolhido tal que uma certa funcao de mérito 6 decresga suficientemente:
O(zp + trdy) < 0(xy) + Btib (zr)dy, 0<pB<1).
Um ponto de acumulacao de uma seqiiéncia assim gerada é entao um ponto critico da
funcdo de mérito. Em geral, usa-se 6 = 1|/ H|%.
3.2 Métodos de Newton nao diferenciaveis

Como para a maioria dos algoritmos, os resultados sobre os métodos de Newton generali-
zados sao de dois tipos.
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Os primeiros tratam da convergeéncia local do método, e das condigoes que garantem que,
pelo menos em uma vizinhanga de uma solugao, a seqtiencia gerada pelo método seja atraida
por essa solugao. E o requisito minimo para um algoritmo ser aceitavel.

O segundo tipo de resultado trata da convergéencia global do método, eventualmente mo-
dificado com esse fim. Estas sao as maneiras de aumentar o dominio de convergéncia do
método, para que ele convirja mesmo com pontos iniciais bastante longe de qualquer solucao.

3.2.1 Meétodo de Newton generalizado local

No caso nao diferencidvel, a quantidade H'(x) ndo tem mais sentido. Entretanto, conser-
vando como base o esquema do método (3.2), diferentes atualizagdes da diregao de Newton
sao possiveis:

» Qi e Sun [33] propoem a atualizagao:
Tpil = Tp — Vk_lH(xk) com Vi € 0H (xy,). (3.5)
» Qi [29] propoe a seguinte modificacao de (3.5) a fim de enfraquecer as condigoes de regu-

laridade do subdiferencial:

Ty = — Vy "H () com Vi, € OgH (xy). (3.6)

» Chen, Chen e Kanzow [3] usam como base a atualizagao:

Tyl = T — Vk71H<$k) com Vj € acH<$k) (37)

Usando a nogao de semi-derivada introduzida por Qi [31] e definida na Secao 2.6, achamos
interessante unificar os pontos de vista, dando um teorema de convergéncia local geral. Dessa
forma, tratamos as trés atualizacoes acima de uma vez s6, e enfatizamos as propriedades dos
Jacobianos generalizados que tém um papel chave na convergéncia.

Com esse fim, observamos que (3.5), (3.6) e (3.7) seguem o mesmo esquema comum:

Tpa1 = x5 — g(z) " H (21), com g(z) € A(xy), (3.8)
onde A é uma multifungao de RY em My (R):
A:RY = My(R),

e g ¢ uma funcao escolha da familia (A(z)),cp~- Isto quer dizer que g é tal que para todo »
em RY tenha-se:

g(x) € Alx)
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Com essas notagoes, obtemos o seguinte algoritmo padrao:

Algoritmo 1 (Método de Newton generalizado (forma padrao))
Passo 1 (Preliminar): Definir g : RY — My(R).

Passo 2 (Inicializacao): Escolher o ponto inicial xo € RY. Seja k = 0.

Passo 3 (Direcao de busca):

Resolver na varidvel d o sistema linear:
g(xp)d + H(xp) =0

Seja dj, uma solugao. Se dj, = 0 entao terminar, pois achamos uma solugao:

*

r = Tg.

Senao continuar passando ao Passo 4.

Passo 4 (Atualizagao): xj1 = x + dy, k — k + 1 e voltar ao Passo 3.

Temos entao o seguinte teorema geral de convergeéncia local para esse algoritmo:

Teorema 3.1 (Convergéncia local geral)
Sejam H : RN — R continua e x* uma solucao da equacao (3.1).
Se g no Passo 1 verifica as condigoes:

(i) existem uma constante ¢ > 0 e uma vizinhanga V' de z* tal que para todo x em V':

g(x) é inversivel e |g(x)7| <,

(ii) g é uma semi-derivada (resp. semi-derivada forte) de H em z*,

entdo, existe uma vizinhanga U de x* tal que para toda inicializagao em U, a atualizagao (3.8)
esta bem definida em cada passo, e a seqiiéncia gerada por esse esquema converge a x*
superlinearmente (resp. quadraticamente).

Demonstracao
Seja xzp € V.
Por defini¢ao de V', sabemos que g(xg) é inversivel e x1 estd bem definido.
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Logo temos:

lzy = 2|l = llzo — g(wo) " H (o) =™ = llg(z0) ™ [g(wo)(wo — @) — H (0)]]
lg(wo) ™ [H (z*) + g(xo) (w0 — z+) — H(z0)]|
llg(xo) T I H () + g(x0) (w0 — @) — H(wo)

Como g é uma semi-derivada de H em z, temos pela prépria definigao:
[H (") + g(zo) (w0 — 2+) — H(zo)| = o(llzo — z7|)).

Por fim, com a limitacao uniforme de g(x)~! sobre V, obtemos:

IN

[z = 2"} = o(flzo — 27]). (3.9)

Por isto, existe uma vizinhanca U C V tal que se xg é escolhido em U, entao x; estd bem definido, também
pertence a U, e é tal que temos o controle (3.9).

Logo, por recorréncia, a seqiiéncia gerada por (3.8) estd bem definida e verifica, para todo k > 0:
@kt — 27| = o(llzx — =7[]).

Portanto z, — z* superlinearmente.

Do mesmo modo, se g for uma semi-derivada forte de H em x, entdo teremos, para k > 0:
x| *|12
[#x41 — 2" = O(lzx — 2™[7)
e a convergéncia seria quadratica. |

Suponhamos agora que g é definida segundo o esquema (3.8). Por um lado, sabemos pelo
Teorema 2.1 que, se a funcao ponto-conjunto A é semi-continua superior, regular em z* e
com A(z*) compacto, entdao qualquer funcao escolha g cumpre a condicao (i).

Por outro lado, provamos na secao 2.4 que dgH, OH e OcH sao semi-continuos superiores,
com imagem compacta e todos incluidos em doH (inclusao 2.11).

Como, além disso, a Proposicao 2.25 garante que se H é semi-suave (resp. fortemente
semi-suave) entdo qualquer fun¢do que a z associa um elemento de OcH(z) é uma semi-
derivada (resp. semi-derivada forte) de H, obtemos o seguinte teorema, corolario do teorema
geral anterior:

Teorema 3.2 (Convergéncia local)
Sejam H : RN — RY Jocalmente Lipschitziana e semi-suave (resp. fortemente semi-suave),

*

x* uma solucao da equacao (3.1), e g definida tal que para todo x em RY:
g9(x) € A(z),

onde A : RN = My(R).
Entao:

(a) se OpH é regular em x*, o Algoritmo 1 com A = dgH converge localmente a x*;
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(b) se OH é regular em z*, o Algoritmo 1 com a escolha A = OH converge localmente a x*;
(c) se OcH é regular em x*, o Algoritmo 1 com a escolha A = OcH converge localmente a z*;
Ainda mais, essa convergéncia é superlinear (resp. quadratica).

Nota: Qi [29] chama a condicao de regularidade em (a) de BD-reqularidade forte de H em x*,
enquanto Qi e Pang [28] a chamam simplesmente de BD-reqularidade de H em x*. Quanto a
condicao em (b), Qi [30] usa o termo de CD-regularidade de H em x*.

Pela inclusao (2.11), pedir que todos os elementos do B-subdiferencial sejam nao singulares
na solucao é menos restritivo do que pedi-lo para os outros dois subdiferenciais pois temos as
implicagoes:

OcH regular em z* = 0H regular em z* = 0gH regular em z*

Disso resulta que se o H é regular em x*, entao qualquer uma das trés escolhas leva a
um algoritmo localmente convergente a x*. Se OH é regular em x*, entao tanto a escolha
A = 0H quanto a escolha A = dgH levam a convergéncia local do algoritmo.

Do ponto de vista teérico, um método de Newton que usa a atualizagao (3.6) (i.e. que faz
a escolha A = dgH) é entao preferivel, pois a sua condigdo de convergéncia é a mais fraca
das trés, e é por isto a mais facil a conseguir. Qi [29] qualifica entdo o método baseado no
B-subdiferencial de mais resoltvel.

Exemplo 3.1

Seja a funcao valor absoluto em R:

Essa funcao é semi-suave pois é C'' por pedacos.

J4 vimos no exemplo 2.4 que 0H(0) = [—1,1].
Como estamos em dimensao um, também temos trivialmente: 0o H = 0H(0) = [—1, 1].

Assim, neste caso simples, um método de Newton que usa a atualizagdo (3.5) ou (3.7) é inaplicdvel para
resolver a equacdo H(z) = 0, pois temos na solucdo x = 0:

0€ 0H(0) C OcH(0),

ou seja, nem OH (0) nem dg H(0) é regular.
Mas, por outro lado, temos:
0¢0pH(0) ={1,—1}

Portanto, se usarmos a atualizacao (3.6), vale o Teorema 3.2 (a) que garante a convergéncia local do método.
O
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O teorema 3.2 s6 garante a convergencia [ocal do Algoritmo 1 a uma solugdao do pro-
blema (3.1). Ou seja, ao iniciar a seqiiéncia préximo o suficiente de uma solugao (regular),
entao aquela converge a essa. Entretanto, se o ponto inicial estiver longe demais de uma
solugao, nao temos garantia de convergencia.

Porém, na pratica, obviamente, nao se sabe a priori quais sao as solucoes, nem onde deve-
se procura-las. Apresentamos entao uma globalizacao do método, que tem como objetivo
aumentar o dominio de convergéncia do algoritmo.

3.2.2 Método de Newton generalizado global

De uma maneira analoga ao caso diferenciavel, as estrégias de globalizacao dos métodos de
Newton generalizados utilizam uma funcao de mérito 6 que fornece uma medida da distancia
a solucao do problema.

A idéia central da globalizacdo é entao a seguinte. Longe da solucao, nada garante a
regularidade de dgH. Logo, caso a equagao de Newton nao for resoliuvel, uma direcao de
busca promissora é uma direcao de descida da funcao de mérito. A direcao geralmente usada
é entdao a de descida maxima, ou seja —V0(x). Junto com isso, uma busca ao longo da
direcao escolhida é efetuada para garantir um decréscimo suficiente de # a cada passo.

Por fim, a seqiiéncia gerada pelo algoritmo assim globalizado fornece pontos estacionarios
da func@o de mérito. Sob certas condigoes, esses pontos estacionarios também sao solugao de (3.1).

Tratando-se de equagbes do tipo (3.1), uma funcdo de mérito natural é:
1 2
0(z) := || H ()]

Com efeito, # é uma medida do erro de estimativa ||H(x) — H(z*)||, pois é continua e os
seus zeros sao exatamente as solugoes de (3.1). Portanto, quanto mais préximo x estiver de
uma solucao, menor fica o valor de 6(z).

No caso geral, se H for somente suposta semi-suave, 6 pode nao ser continuamente dife-
renciavel, e nao servir para a técnica esbocada acima. Neste caso, métodos de suavizacao do
problema (smoothing methods) podem ser usados [1, 32].

No entanto, em muitas reformulacoes semi-suave de problemas, a funcao H, mesmo pos-
suindo pontos de nao diferenciabilidade, pode ter a propriedade de que # é efetivamente de
classe C'' [22]. Neste caso, a teoria que segue pode ser aplicada. Em particular, serd provado
no capitulo 4 que as funcoes H; e H, em que estamos interessados tém essa propriedade.

Assim, nesta secdo, 0 é suposta de classe C* em RY.

O algoritmo global apresentado aqui é devido a De Luca, Facchinei e Kanzow [6]. Em uma
abordagem similar a do nosso trabalho, eles desenvolveram o método para resolver equagoes
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do tipo (3.1) que resultam da reformula¢ao semi-suave do problema de complementaridade
nao linear, usando a funcao de Fischer-Burmeister.

Apesar da especificidade da funcao considerada por De Luca et al., o algoritmo proposto
em [0] é perfeitamente geral e pode ser aplicado a qualquer fun¢ao que gera uma fungao 6
continuamente diferenciavel.

Como observam De Luca, Facchinei e Kanzow, notemos que quando ela é bem definida, a
dire¢do de Newton dada por (3.14) sempre é uma dire¢ao de descida para 6.

Com efeito, 0 é o resultado da composi¢ao entre a fungao v : @ — 3||z||* de classe C* e
a funcao localmente Lipschitziana H. A proposicao 2.16 da entao que:

00(x) = H(x) 0H ()
Portanto, j& que 6 é suposta C', o seu subdiferencial é reduzido a {#'(z)} e temos:
0'(x) = H(x)"V  com V qualquer em 0H (x). (3.10)
Assim, se d é uma direcao de Newton do passo k, verifica-se:

Logo, uma tal diregdo sempre é uma potencial direcao de busca do proximo ponto. Ao
mesmo tempo, tratando-se de problemas de complementaridade nao linear, é freqiiente obser-
var que uma mera busca linear gere passos muito pequenos, resultando em uma convergeéncia
lenta da seqiiéncia, ou até na falha do algoritmo.

Assim, De Luca, Facchinei e Kanzow [0] propoem substituir, em cada passo, a busca linear
padrao:

Q(mk + tkdk> S 9($k) + Bth’(mk)dk (311)

por uma busca linear dita nao mondtona da forma geral

G(xk + tkdk) < W, + ﬁtke/(l'k)dk, (3.12)
onde W ¢é tal que:
() < Wy < o JIBX 0(wy—j), (3.13)

com 0 < My < min(My + 1, M), onde M > 0 é uma certa constante predefinida.

A vantagem deste tipo de busca é que ela nao impoe mais o decrescimento monétono da
funcao objetivo a cada iteragao, mas sim a cada M iteracoes. Assim, pode acontecer que 6
aumente de x; para x;1. Essa liberdade maior na escolha do passo se revela eficiente quanto
a diminuir o nimero de iteragao, assim como o numero de avaliacao de fungao [16].
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Em particular, escolhendo Wy, = 6(x;) em cada passo, a busca se reduz a busca linear
padrao (3.11). Observamos também que, caso (f(xy)) convergir, entao, por controle inferior-
superior e limitacao de (My), a desigualdade (3.13) d& que a seqiiéncia (W) também converge
a0 mesmo limite.

Com esse tipo de busca linear, o algoritmo global geral é o seguinte:

Algoritmo 2 (Método de Newton generalizado globalizado)
Passo 1 (Preliminar): Definir g : RY — My (R).

Passo 2 (Inicializagao): Escolher os parametros: p > 0,p > 2, €]0, %[, M >0, e um
ponto inicial zo em RY.

Seja k = 0.
Passo 3 (Critério de parada): Se |V0(xy)|| =0 ou H(xy) = 0, parar.

Passo 4 (Direcao de busca):

Achar d* uma solucao do sistema linear:
H(zg) + g(zx)d = 0. (3.14)

Tomar d;, = d*.

Se (3.14) nao for resoliivel ou se dj, nao verificar a condigao:

entao tomar dp = —V0(xy).
Passo 5 (Busca linear):
Definir W, tal que:
O(zg) < Wy < ohax O(zi—;), (3.16)

com 0 < My < min(M; + 1, M).

Seja my, o menor inteiro m > 0 tal que:
O(zp +27"dy) < Wi + 527"V0(x,) d. (3.17)
Seja tj, = 27"*,

Passo 6 (Atualizagao):

Tyl = Tk + tpdy e k «— k+ 1. Voltar ao Passo 4.
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De Luca, Facchinei e Kanzow [0] provaram um teorema de convergéncia global para o
algoritmo acima, no caso de uma busca linear mondtona. Em uma publicagao anterior,
Grippo, Lampariello e Lucidi [16] trataram do caso de um algoritmo de tipo Newton cléssico
onde a busca linear nao mondétona é definida por:

— 0(z_ ).
Wi Jax (Tr—j)

Se inspirando desses dois artigos, demonstramos o seguinte teorema:

Teorema 3.3 (Convergéncia global)
Seja H semi-suave (resp. fortemente semi-suave) tal que 0 seja de classe C* e tal que o
conjunto:

[y:={z¢€ RN | 0(z) < 0(x0) }

seja compacto.

Se g é uma semi-derivada (resp. semi-derivada forte) de H,

entao o Algoritmo 2 estd bem definido e gera uma seqiiéncia (xy) da qual qualquer ponto de
acumulacao x* verifica:

(a) x* é um ponto estacionario de 6, ou seja: 0'(x*) = 0.
(b) Se existe um elemento nao singular em OgH (x*), entao z* é solugao de (3.1)

(c) Se existem um elemento nao singular em OgpH (x*), uma vizinhanca V de x* e uma
constante ¢ > 0 tais que, para todo x em V:

g(x) éinversivel e ||V <c,

entao x* é solugao de (3.1), (xy) converge a z*, e a convergéncia é superlinear (resp.
quadrética).

Demonstracao

e Ttem (a):
Para k > 0, denotamos oy, = 27"k,

Também, para k > 0, denotemos por [(k) o maior indice entre k — My, e k tal que:

0(zi(y)) = o hax, O(zr—j)-

Por construcao temos entao as seguintes desigualdades:

k— M <k— M, <Ik) <k,
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e em particular:

lim (k) = +oo.
k—-+o0

Observamos que, independentemente a escolha feita para dg, temos para todo k > 0:
VT (21)dy < 0.

Dai, com as novas notagoes, a busca linear (3.17) junto com (3.16) d&, para todo k > 0, o seguinte
controle:

9($k+1) < H(xl(k)) + ﬂakveT(xk)dk < 9($l(k)) (318)

Logo, observamos que a seqiiéncia (6(x;())) é decrescente. Com efeito, tem-se:

O(zi(ry1)) = Ogjﬂglﬁﬂﬂxkﬂ—j)

- max{ max 9(xk_j),e(xk+1)}.

0<j<Mjt1—1

Porém, por defini¢do de My, temos M1 — 1 < My, por isto:

O(@1k+1)) < max{ max 9(»’5k—j),9(xk+1)} = max {0(zi(k)), O(xr41) }

0<j< My

Por fim, com (3.18) obtemos 0(x341) < 6(x(1)), e o decrescimento desejado:

0(@i(rr1)) < O(T1(k))-

Deste decrescimento deduzimos entao que para k > 0:
0(zk) < 0(zir)) < O(z1(0)) = O(20)-

Por isto, para todo k > 0, ) pertence ao compacto I'g. Como, 6 é continua, o conjunto 6(I'y)
também é compacto, e a seqiiéncia decrescente (6(x;(y)) C 6(I'g) admite um limite quando & — +-ooc:

Vamos mostrar que de fato, essa convergéncia vale para a seqiiéncia toda, ou seja:

3, 0(0)

Seja: R
(k)y=Uk+M+1).
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Vamos provar primeiro por recorréncia que para todo j > 1 tem-se:

(a) EI hm L ||d (k) — =0 e (b) 3 lim H(x[(k)_j): lim G(xi(k)) (3.20)

k——+oco k— o0

» j=1:
De (3.18), obtemos que para todo k > 1:

T
o(fi(k)) < 9(551([(1«)—1)) + O‘z‘(k)—1v‘9(xi(k)—1) d[(k)—l < o(fi([(k-)—n)’
e, pela convergéncia de (G(xi(k))) como subseqiiéncia de (6(z;(y))) obtemos:
; T
ﬂkgglw -1 V(@i 1) digy—y = 0. (3.21)
Porém, para k > 0, ora dj é dada pela equacdo de Newton generalizada (3.14) e verifica a

desigualdade (3.15):
VO(a)" dr, < —plldi||”,

ora d = —V(zy) e verifica obviamente a desigualdade:
VO(xe) di < —||di||.
Assim, para todo k > 0, dj, verifica:
VO(x) " di < —prl|dic ||, (3.22)

onde pi € {p,1} e px € {p,2}.

Dali, temos:
T (i) —
iy—1 VO(@iy 1) digy -1 < = Qgy—1Pigy -1 | iy 17101 <0,
>0
e por (3.21), obtemos, passando no limite:
lim Q) 1 Piry 1||dl(k) L[Pim-1 = 0.

k—+

Como pj,,y_; pega os seus valores em {p, 1}, entdo necessariamente tem que ter:

kll&l Qg 71Hdi(k)71Hp[(m71 =0.
|
Agora, como (ay) é limitada ((a) CJO, 1]) e como py — 1 > 0 para todo k > 0, entéo (a?(l;c’;fll )

também ¢ limitada e:

Piky—1 7. Pi(y—1 —
kEr-iI-looal(k) 1 ||dl(k)fln =0
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Logo, dado que pi > 0, temos:

kEToo a[(k)_1‘|di(k)_1H =0, (3.23)

o que é (3.20)(a) para j = 1.
Por fim, (3.23) implica que:
1iky = iggy-1ll — 0

Portanto, por continuidade uniforme de 6 sobre o compacto I'g, pela existéncia do limite (3.19)
temos:

Flim G(xi(k)il) = lim G(xi(k)) = lim 0(; (1))

» j ~> j+ 1: Suponhamos que (3.20) valha para um certo j. Para k suficientemente grande temos

I(k) > j+1e (3.18) da:
0@i1-3) < O@yi0—5-1))  Awy—5-1 VO @i 1) igry -1 < O@i(iay—j—1))-
Pela hipoétese de recorréncia, temos:
lim 0z, ;) = im 0(z,(1),
de tal maneira que por controle inferior-superior tem-se:
|pi<k>—<j+1> =0.

lim o;

L0 Gy i -+ 19

(k)—(j+1)|
Pelo mesmo raciocinio que usamos no caso j = 1, a desigualdade (3.22) e permite de deduzir:
G @ iy | = 0
Também, da mesma maneira, temos que:
i) -5 = Zigy g+l — 0
o que, pela continuidade uniforme de 6 sobre I'y e pela hipétese de recorréncia, implica:

FNm () (j11)) = HmO(zy,y ;) = lmO(zy))

Seja entdo k > 0. Temos I(k) = I(k+ M 4 1) > k + 1 e podemos escrever:

I(k)—k—1
Th+1 = Ty — Z k) ir) -+
j=1

Como I(k) —k —1=1(k+M+1) —k—1 < M, temos por (3.20)(a):

|zk41 — xi(k)H —0
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De novo, pela continuidade uniforme de 6 sobre I'y temos:

Dali, passando no limite na desigualdade (3.18), temos:

lim akVG(xk)Tdk =0.

k—-+o0

Mais uma vez, pelo mesmo raciocinio usado na recorréncia, deduzimos disso que:

li el = 24
Jm o ldill =0 (3.24)

Seja entdo z* um ponto de acumulagao de (x). Observamos que isso supde que o algoritmo nao péra,
e portanto, que para todo k > 0, o VO(xy) e H(z) sdo ndo nulos. Isto implica em particular que dj,
seja nao nulo para k£ > 0.
Vamos provar que:

Vo(z*) = 0.

Dois casos sao possiveis:

» Caso 1: 0 é valor de aderéncia de (dy).
Entao existe uma extracao ¢ de N tal que

. kll}foo dw(k) =0

Sejam os conjuntos:
K1 ={keN|dyn =-VO(wew)} e Ko={keN|grom)dew = —H(@ew)}

Como K; e K5 constituem uma particao de N, pelo menos um deles € infinito:
— Se K é infinito, temos trivialmente:
Vo(x*) = — lim d =0.
( ) k——4o00,ke K3 (k)

— Se K infinito, entdo, dispomos de uma subseqiiéncia (dyoy(x)) de (dy(x)), convergente a 0,
tal que para todo k£ > 0 tenha se:

H(Zpop(k)) = =9(Tpoyp (k) ) doy (k)-

Como semi-derivada, g é localmente limitada, e por tanto limitada sobre os compactos de
RY. Em particular, g é limitada sobre o compacto {dwow(k)v k> 0} ((dpop(r)) €
convergente). Portanto:

3 lim H —0.
JHm H(Zpopr) =0
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Como limy_, 4 o Teoy(k) = T+ € pela continuidade de H temos que ter:
H(z*)=0.

Logo, x* é minimizador global de 6 e por isto VO(x*) = 0.
» Caso 2: Existe § > 0 tal que ||di|| > 0 para valores de k suficientemente grandes.

Observamos que pela desigualdade (3.22) e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos para
todo k£ > 0:
o ldoiy IP2® < [VO(@or)) T dpiy| < || VO(@om) || [|dow |

Portanto, como p, ) € di sdo nao nulos, e como py,) — 1 > 0 temos:

W(%(m)ll) Pelt) T

Ao ||g(
| 7 Pp(k)

Pela continuidade de V# sobre o compacto {asgp(k), k> 0}7 deduzimos que d 1) ¢ limitada por
um certo A > 0. Afinal, temos entao:

0 <0 < |ldpry | < A
Resulta dessa limitacao que existe uma extracao i tal que

3 lim dg, =d*
ot et (k) )
com 6 < |||
Logo, temos que ter:

Aoy (k) — 0-

Porém, ay = 27"™*, portanto, para valores de k suficientemente grandes, m oy (%) € maior que 1
e, pela prépria definicdo de my, a desigualdade (3.17) nao se verifica para m = myoy k) — 1, ou
seja:
T
B20504 (k) VO(Zpoy(k)) " dpopk) < O(Tpouk) + 20p0p(k) oy (k) = Weou(k)-
Por definigao de Wy, temos 0(Zpoy (k) < Wepou(k)- Logo:

32000 () VO pou(k)) T dpou(hy < 0T popk) T 200 (k) dpop(k)) — O(Tgou(i));

€ veim:
9((E ow(k) T 200w (k) dwo k)—ﬁ(x o k)
BYO(@ o)) dpors(ay <~ e eot ) eovlk)/,
Aoy (k)

Temos 2a,0y(k) — 0 € dyoy () — d*. Também, como 6 é C1, ela é estritamente diferencidvel.
Entao, passando corretamente no limite na desigualdade acima obtemos:

BVO(z*)Td* < VO(z*)Td*.
J& que [ pertence a ]0, %[, isto quer dizer que:

Vvo(z*)Td* > o0.
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Porém, por outro lado, por (3.22), vale para todo k > 0:
VO(@ o) dpop(i) < —Pooui)|dgopim) P77 < —poop(iyer® <,

onde € < 0.
Portanto, no limite tem-se:

Vo(z*)Td* <0,
o que é contraditoério.

e Ttem (b):

Seja z* um ponto de acumulacdo de (xy).

Sabemos por (3.10) e pelo Item (a) que:
0'(z*) = H(=z*)TV =0

onde V' é qualquer em 0H (z*).

Portanto, se existe um elemento néo singular em 9H (z*) temos que ter H(z*) = 0.

Ou seja x* é solugdo do problema (3.1).

Item (c):

Se OpH é regular em z*, é claro que vale o Item (b), e * é solucao. Logo, o Teorema 3.2 de

convergéncia local se aplica, e para k suficientemente grande, (x) entra na vizinhanga de
convergéncia a r*.



Capitulo 4

Aplicacao aos sistemas KKT

No capitulo 1 definimos as funcoes ¢,, ¢1 e ¢,, a0 mesmo tempo que as funcoes H,, H; e
H,, associadas que sao da seguinte forma padrao:

F(z)+ W (@) = ¢ (x)n
H(z) = Hix, M) = h(e)
[P(gi(z), Nz’)hgz’gq

Lembramos que z = (x, A, u) pertence a R" x R x R? e que as fungoes F', h, e g sao tais que:
F:R" — R" h:R" — RP g:R" — R
Para manipular notacoes mais compactas, denotamos:
F(2) = Fla,\p) = Fla) + K(2)"A - g'(2)

assim como: d(g1(x), p1)
(I)(gj, Iu) =
D(94(2), 1g)

O sistema KKT a resolver se reescreve entao:

T

F(z)
h(x)
®(z, 1)

H(z) = = 0. (4.1)

A nossa intengao é aplicar ao sistema (4.1) o método de Newton generalizado descrito na
Subsecao 3.2.2. Para isto, temos que provar que cada H verifica as hipéteses necessarias a
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aplicacao desse método. O requisito minimo é que as condi¢oes de convergéncia local sejam
satisfeitas.

Logo, neste capitulo, vamos interessar-nos em condicoes suficientes para conseguir, para
cada uma das fungoes NCP estudadas, a semi-suavidade de H, a regularidade de 0H em uma
solucao de (4.1) e o cardter C' da fun¢do de mérito natural § = 1| H||.

4.1 Consideracoes gerais

Por construgao, o sistema (4.1) ndo é qualquer, e possui uma estrutura especial, que é in-
dependente da funcao NCP envolvida. Podemos entao aproveitar dessa estrutura para provar
certos resultados gerais sobre o sistema de equacoes. Uma vez feito esse estudo geral, deixa-
mos aos estudos especificos de cada fungao apenas as propriedades cujas provas necessitam
explicitamente da expressao da funcao ¢.

Observamos que por serem gerais, esses resultados podem ser usados no estudo de refor-
mulacoes semi-suave baseadas em outras funcoes NCP que nao sejam as trés estudadas nesta
dissertacao.

4.1.1 Semi-suavidade

Como Qi [30], definimos diferentes classes funcionais sobre as quais serdo baseadas as
condicoes de semi-suavidade das H.

Definicao 4.1
Uma funcao de R" em R™ é:
- LC" se ela é C* e se a sua derivada é localmente Lipschitziana;
- SCl se ela é C' e se a sua derivada é semi-suave;
- LC? se ela é C? e se a sua derivada segunda é localmente Lipschitziana.

Observamos que se f é uma funcao LC!, entao de fato ela é fortemente semi-suave. Com
efeito, para todo x,d em R™, com ||d|| suficientemente pequeno temos:

[ fa(z +did) = fa(ws d)|| _ | (= +d)d = f'@)d]| _ |If'(x +d) — ['(=)]ll|d]
1] ]2 - ]2

< K,

onde K, é o coeficiente de Lipschitz de f’ em torno de z. A forte semi-suavidade segue entao
da caracterizagao 2.19.

Segundo a proposicao 2.20, o estudo da semi-suavidade de funcoes vetoriais pode ser feito
componente por componente.
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Logo, observamos que as n + p primeiras componentes de H sao simples combinacoes
lineares de F', g, h, e das transpostas das Jacobianas ¢’ e }'.

Portanto, por estabilidade da semi-suavidade (resp. forte semi-suavidade) por combinagao
linear, obtemos que as n + p primeiras linhas de H sao:

(a) semi-suave desde que F' é semi-suave, e as fungoes h e g sao SC';

(b) fortemente semi-suave desde que F' é fortemente semi-suave, e as fungoes h e g sao LC?.

Resta entao estudar a semi-suavidade das ¢ iltimas linhas de H, compostas pela funcao ®:

O(x,pn) = [¢(gi(x>’/“bi)]1§i§q

Suponhamos que ¢ é semi-suave (resp. fortemente semi-suave). Entdo, gragas aos resul-
tados de Mifflin [25] e de Fischer [13] (Proposicao 2.21) a respeito da composigao de fungoes
semi-suaves, é suficiente provar que ¢ é semi-suave (resp. fortemente semi-suave) para obter
o resultado equivalente para ®.

Como sera provado na Secao 4.2, todas as funcoes NCP estudadas aqui sao fortemente
semi-suaves. Finalemente, obtemos entao a seguinte proposicao:

Proposicao 4.1 (Semi-suavidade de H)
(a) H é semi-suave se I é semi-suave, e as fungoes h e g sao SC*.

(b) H é fortemente semi-suave se F' é fortemente semi-suave, e as fungoes h e g sao LC".
4.1.2 Regularidade na solucao
Para cada z = (z, A, ) solugao de (3.1) definimos os seguintes conjuntos:
- Restrigcoes de desigualdade ativas nao degeneradas
I(z) ={1<i<q| gi(x) = 0, u; > 0}
- Restrigoes de desigualdade ativas degeneradas
J(z) ={1<i<q]gi(x)=0,p =0}
- Restricoes de desigualdade nao ativas

K(z)={1<i<q|gz)>0,p =0}
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Como em uma solugao de (3.1) p e g(x) sdo complementares, esses trés conjuntos formam
uma parti¢cdo do conjunto de indices {1,...,¢}:

{1,...,¢} =T JuKk

Qi [30] propde a seguinte condicao de regularidade, que ele chama de extensao da condicao
de Robinson ao caso nao diferenciavel. Observamos que o segundo requisito dessa condicao é
uma extensao da condigao suficiente de otimalidade de segunda ordem, que garante que uma
solucao do sistema KKT associado a um problema de minimizacao também ¢é minimizador
local estrito do problema original.

Definigao 4.2 (Condigao de Robinson generalizada)
Seja um ponto z = (x, \, p) solugao de (3.1).
Seja G(z) o micleo das restrigoes ativas nao degeneradas:

G(z) = N(W(z))n () N(gj(x))
JEL(2)
Diz-se que z verifica a condi¢ao de Robinson se:

(a) os gradientes das restri¢oes ativas sao linearmente independentes, ou seja

o conjunto {Vg;(2)};criyur) Y {Vh;(x)},_, ¢ linearmente independente;

(b) z verifica a condigao suficiente de segunda ordem generalizada:
para todo V € 0,F(2) e todo d € G(2)\{0} tem-se d"'Vd > 0,

ou seja: toda 'V € 0,F(z) é definida positiva sobre G(z).

Como ¢ é suposta pelo menos C*, ela é estritamente diferencidvel. Entao, pelas regras do
célculo diferencial generalizado (em particular a Proposicao 2.13), um elemento de 0o H(z) é
uma matriz em M,,1,.,(R) da forma:

|4 W(x)" —g'(x)"
b (z) 0 0 (4.2)
[(z)g'(z) 0 Z(z)
onde:

e IV é um elemento de 0, F

o I'(2) e Z(z) sao matrizes diagonais em M,(R) cujos elementos diagonais (y;) e (¢;) sdo
tais que:
(7i: Gi) € 00(gi(x), pa) (1 <7< q).
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Esta expressao vem do fato de que o C-subdiferencial calcula-se simplesmente componente
por componente.

Com hipéteses razoaveis sobre ¢, podemos provar que o C-subdiferencial de H é regular
em qualquer solugao que verifica a condi¢cao de Robinson. O seguinte teorema ¢é inspirado no

estudo geral sobre fungoes NCP de Qi e Sun [35] e na prova da regularidade de Qi [30]:

Teorema 4.1 (Regularidade)
Seja ¢ uma fungao NCP tal que para todo a e b complementares em R, e (v, () em 0¢(a,b):

(a) v#0e(=0 sea=0eb>0,
(b) v(>0evy+(#0 sea=0eb=0,
(c) vy=0e(#0 sea>0eb=0.

Entao OcH é regular em toda solugao de (3.1) que verifica a condigao de Robinson.

Demonstracao
Sejam z uma solugéo de (3.1) que verifica a condigdo de Robinson, W um elemento de dcH(z), e

d = (dy,d2,ds) em R™ x RP x R? tal que:
dy
Wl do | =0
ds

Substituindo W pela sua forma genérica (4.2), obtem-se:

Queremos mostrar que d = 0.

Vi + W (&) ds — g/ (2)7ds = 0 (43)
h/(l‘)dl = 44)
vigi(@)di + Gdy = 0 (1<i<q) (4.5)

Como z é solugao de (3.1), g(x) e u sdo complementares em RY, e, para cada 1 < ¢ < ¢ estamos em uma das
trés situagoes (a), (b) ou (c).
Se i € Z(z), estamos no caso (a) e temos por (4.5):

com 7y; # 0. Portanto:
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e junto com (4.4), temos entao:

dy € G(Z)

Por outro lado, temos:
q
di g (x)dy = digi(z)ds.
i=1

Observemos entao que por (a), (b) e (c):

» Caso v; =0 e entdo (; # 0. Por (4.5), Isto implica:

dy=0
» Casoy; #0e (; =0, e entdo (4.5) dé:
gi(z)dy = 0.
» Casoy; #0e(; #0,e (4.5) dé:
Ci i
gi(x)dr = _f(d3)2-
Yi
Este caso s6 pode acontecer se g;(x) = p; = 0, e (b) fornece entao:
S
Vi

Afinal sobram no somatdrio somente os termos para os quais 7; e ; sdo ndo nulos. Entao:

dig(@)di=— Y ()

i | vgito

Porém, multiplicando & esquerda (4.3) por d} obtemos:
diVdy +din' (x)Tdy —dT ¢ (x)Td3 = 0.
—_——
=0
Assim, substituindo d? ¢’(z)? d3 pelo somatério, temos:
q G
divdy =— ?(dg)? (4.6)
i | 7,0

Isto com d; em G(z) e cada % > 0.
Como z verifica a condigao de Robinson, (4.6) implica:

dy =0
g:() para ¢ tal que v;,(; #0
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Por fim, substituindo em (4.3) temos:
B (x)Tdy — Z gi(x)Tds = 0.
i | vi¢i=0

Ja vimos que:

dy =0 para ¢ tal que y; =0

Portanto a igualdade acima se reescreve de fato:
B (x)Tdy — Z gi(x)Tds = 0.
i | 7:7#0,6=0

Porém, 7; # 0 somente acontece se g;(xz) = 0. Logo, por independéncia dos gradientes das restrigdes ativas,
temos:

dy=0
di =0 paraital quey; # 0, =0

Afinal obtivemos o desejado: (dy,ds,ds) = (0,0,0). [ |

4.1.3 Carater C! da funcao de mérito

Por definigdo da norma euclidiana, temos para z = (z, A, u) em R"7¥4:
20(z) = | H()* = [F ) + 1h@)* + | @ (2, )]

Sabemos que o quadrado da norma euclidiana é de classe C'!'. Portanto, supondo F de
classe C! e as funcoes h e ¢ de classe C?, entao F e h sao de classe C!, e por isto 6 ¢ de
classe C* se e somente se a funcao:

12[* : @, p— [[@(z, w)]I* = Z¢2 gi(x

é de classe C1.

Uma condicao suficiente para obter isto é, claramente, que cada um dos termos da soma
seja também de classe C'. Provamos entao um lema técnico, que de fato mostra qual propri-
edade permite a uma funcdo ter um quadrado de classe C*, sem deixar de possuir pontos de
nao diferenciabilidade:

Lema 4.1
Seja f : R® — R localmente Lipschitziana, e de classe C' exceto no conjunto 2y, onde ela
nao é diferencidvel. Seja v(f) o conjunto dos zeros de f. Entao:

Q; Co(f) < a funcao f? é de classe C*
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Demonstracao
A funcdo a : u — u? sendo C, ela é estritamente diferencidvel.
A proposicdo 2.16 se aplica entdo & funcdo avo f = f2, dando para todo z em R™:

Of*(x) = 2f(2)0f ()

» —: Fora de Qy, o gradiente generalizado de f? é unitdrio, reduzido ao gradiente cldssico, pois f é C*! ai.
Em pontos de €2, a fungdo f é nula por hipétese, e por isto 9f? também é unitério e igual a {0}.
Portanto, pelo coroldrio 2.9.1, f2 é C' e, em cada ponto, o seu gradiente é igual ao tinico elemento do seu
gradiente generalizado.

» <: Seja z em .

Como f nao é diferencidvel em x, a proposicao 2.9 garante que o gradiente generalizado Jf(x) tem pelo
menos dois elementos.

Portanto, se f(x) nao fosse nulo, entdao o gradiente generalizado df2(z) ndo seria unitério, o que
contradiria a hipétese que f2 é de classe C'.

4.1.4 Escolha de um elemento em JpH (z)

Suponhamos que F' é de classe C! e que as funcoes h e g sao de classe C2?. Entao, os
pontos de nao diferenciabilidade de H coincidem com os de ®:

Qp = Qs

Logo, fora do conjunto Qg, H é C! e o seu B-subdiferencial se reduz a um elemento: o
seu Jacobiano. Por um céalculo classico obtemos:
@) (o)
H'(z) = B (x) 0 0 (4.7)
I(z)g'(z) 0 Z(z)

onde: I'(z) e Z(z) sdo matrizes diagonais em M, (R) cujos elementos diagonais (7;) e (¢;) s@o

tais que: 5 5
¥ = a—j(gi(fv),m) e (= 3—25(91‘(1’)7%) (I<i<q)

Para um ponto z em Qp, H nao é diferenciavel devido a nao diferenciabilidade da fungao ®.
No entanto, sendo limite de matrizes Jacobianas de H, um elemento do B-subdiferencial
OpH (z) conserva a forma matricial (4.7) acima. A diferenga é que existe uma multiplicidade
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de escolhas possiveis para os elementos diagonais das matrizes I'(z) e Z(z). Eles devem ser
escolhidos tais que a seguinte matriz pertenca a dp®(2):

Y191(2) G
L0 - (4.8)

V=(T(2)dx) 0 Z(z) )= :
Yq9,() Gq

Para a expressao ficar menos carregada, nao explicitamos aqui a dependéncia a variavel z dos
coeficientes (;) e (¢;).

Obviamente a forma dos coeficientes (v;) e ((;) depende da func¢ao ®, ou seja da funcao ¢.
Logo, para cada funcao NCP, temos que definir exatamente qual elemento de dp®(z) serd
escolhido no caso em que z pertence ao conjunto 2.

No entanto, podemos observar que a funcao ® também tem uma estrutura especial, que
pode ser explorada com o fim de precisar mais um pouco quais sdo os coeficientes (v;) e (¢;)
no caso geral.

A funcgao ® é por definicao:

¢(91 ('T)7 :ul)
P(z) = :

O(94(), 1)

Portanto, os pontos de nao diferenciabilidade de ® sdo necessariamente pontos z = (z, A, i)
tais que o seguinte conjunto de indices seja nao vazio:

Be(z) ={1 <7 <q| (95(x), ;) € Qy}

Seja entdao z um ponto qualquer em R™™P*7 e V um elemento de dp®(z). Entao V é
da forma (4.8), e por definigdo do B-subdiferencial, existe um seqiiéncia de pontos z; =
(%, A*, u®) fora de Qg tal que:

Zs — 2 e V=P (z5) — V.

Para ¢ fora de 3,(z), a componente ®; do Jacobiano de ® é bem definida e continua no
ponto z. Por isto a i-ésima linha das matrizes Jacobianas V* converge a ®}(z), e

Vi=( ?)—i(gi(x),m)gé(m) 0 %(gi(iﬂ),ui)ef ),

onde o 0 do meio corresponde as p componentes nulas relativas a variavel \ e e; é o i-ésimo
vetor da base canonica de RY.
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Ou seja, temos:

para i & By(2): v = G2(gi(x), ) e G=G(ei(@), m) (4.9)

Para i em (4(z), como ® é diferenciavel no ponto zs, a i-ésima linha da matriz V*° se
escreve:

S 0 S S S 0 S S
Vi = ( Gelga(a), m)gi(a®) 0 Gp(gi(a), m)el ) -
Logo, como g é de classe C!, é imediato ver que:

(a) Se 22 existe e é continua no ponto (g;(x), j1;) entdo necessariamente:

da
0
Yi = %(gi(x)wi)-

(b) Se % existe e é continua no ponto (g;(x), ;) entdo necessariamente:
9¢
G = %(gz(x)uuz)

(c) Se gi(x) = 0 entao o valor de ~; é irrelevante, pois entao, independentemente de ~;, as n
primeiras componentes de V; sao nulas.

Observamos que as situagoes (a) e (b) sdo mutuamente excludentes uma da outra, pois
senao ¢ seria de classe C' no ponto (g;(z), i;). Em compensacao, é possivel ter ao mesmo
tempo as situagoes (b) e (c). Neste caso, vemos que V; é totalmente determinada, o que
significa que z nao é um ponto de nao diferenciabilidade de ®;. Assim, pode acontecer que
um ponto z seja tal que f,(z) # 0, mas fique fora de Qq.

4.2 Estudo das funcoes NCP caso a caso

Nesta seccao estudamos separadamente as fungoes do minimo ¢,, de Fischer-Burmeister
¢1 e de Fischer-Burmeister penalizada ¢,. Enfatizamos novamente o fato de que um ponto
importante para a implementagao pratica do Algoritmo 2 é a definicao de um processo de
escolha de um elemento dentro do B-subdiferencial. Ou seja, a definicao de uma semi-derivada
para a funcao H.

Baseando-se nas consideragoes gerais anteriores, para cada uma das func¢oes NCP, vamos:

- provar a forte semi-suavidade;

- estabelecer as condigoes do teorema 4.1 de regularidade de g H em uma solucao;
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- provar que os seus pontos de nao diferenciabilidade também sao zeros (exceto para ¢.);
- calcular um elemento em Jdp®(2).

Lembramos que Ny é o conjunto dos zeros de qualquer fungao NCP:
No = (R x {0}) U ({0} x R.).

4.2.1 A funcao do Minimo
A funcao do Minimo é:
b, R — R
(a,b) +—— min(a,b) (4.10)
Essa também tem as outras expressoes:
1
b.(a,b) = §(a +b—|a—0b|) =a—max{0,a — b}.

A Figura 4.1 mostra as curvas de nivel da funcao ¢,.

1

Figura 4.1: Curvas de nivel da fungdo Minimo

Propriedade 1
(a) ¢, é uma fungao NCP.

(b) ¢. é 1-Lipschitziana sobre R? para a norma || ||,.

. [ (1,07 sea<d
(¢) ¢ é C™ em todo ponto onde a #b e V.(a,b) = { 0,1)7 se b < a.
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Demonstracao
» Item (a): imediato.

» Item (c): a definicio de ¢, que usa a fungao valor absoluto nés déd imediatamente o cardter C*° de ¢.
fora da primeira bissetriz.

Logo, quando a < b por exemplo, em uma vizinhanga de (a,b) temos o’ < V', que implica:
bu(a,¥) = o
Portanto, Vé.(a,b) = (1,0)T.
O caso b < a é andlogo, dando V¢ (a,b) = (0,1)T.
» Item (b): Sejam (a,b) e (a’,b’) em R? temos:

1
|#(a,b) = ¢u(a’ V)] = Flatb—la=bl=(a"+b —[a" =¥
1
< g |la—dl+[b=b]+|la b —d" - V']
<[(a—b)—(a’—b")|
1
< glla—a/|+2p-v]

|6+(a,0) — . (a’, )| < |l(a,b) = (a',0)]; -

Propriedade 2 (Gradiente generalizado)
Para (a,b) em R?, temos:

{(1,0)} sea <b
0¢.(a,b) =< {(0,1)} seb<a
{M1=X);Ae[0,1]} sea=b

Demonstragao
Seja © = (a,b) um ponto qualquer de R?. Entao:

» Caso a # b: como ¢, é C! em uma vizinhanca de z, ela é também estritamente diferencidvel no ponto x
(cf. Proposigao 2.8). Portanto, a Proposigao 2.9 d& que o gradiente generalizado reduz-se ao gradiente
classico V¢, (a,b) e a Propriedade 1 (c) fornece o resultado anunciado.

» Caso a = b: como ¢, é globalmente Lipschitziana, ela é localmente Lipschitziana no ponto (a, a).

Como é possivel convergir a (a,a) tanto por um lado de A; quanto do outro, temos:

8B¢*<a" a) = {(O> 1)’ (1’ 0)} :

Logo:
8¢*(ava‘) = 60(83¢*(a7a)) = {()‘11 - )‘)a A€ [01 1]}
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Condicao de regularidade

Sejam a e b complementares em R. Da expressao de d¢, obtemos:

{(1,0)} sea=0eb>0
Ip.(a,b) = {P.(a,0)} =< {(\,1=A);X€[0,1]} sea=b=0
{(0,1)} sea>0eb=0.

Portanto, ¢ facil ver que ¢, satisfaz as hipoteses do teorema 4.1. Assim, temos o corolario:

Corolario 4.1.1
Oc H, é regular em todo ponto z tal que H,(z) = 0, no qual se verifica a condi¢ao de Robinson.

Proposicao 4.2 (Forte semi-suavidade)
A funcao ¢, é fortemente semi-suave.

Demonstracgao
Seja x = (a, b).
De novo, dois casos sao possiveis:

» Caso a # b: entdo ¢, é C™ em x e portanto LC' em z. Logo, como observado na Subsecio 4.1.1, ela é
fortemente semi-suave em x.

» Caso a = b: Seja h em R?. Entdo ¢, é direcionalmente diferencidvel em = + h e = com:

ha se hg < hy
¢ (x+hih) = ¢ (z;h) =< M se hi < ho
hi+hs sehy =hy

Portanto, para todo h:
¢L(x + hih) — ¢l (x;h)
17|

=0,

e é claro que ¢, é fortemente semi-suave em zx.

Escolha de um elemento em 0p®.(2)

O conjunto 2, é a primeira bissetriz. Logo o conjunto de indices das componentes
potencialmente nao diferencidveis em um ponto z = (x, A\, u) é:

Ba.(2) ={1 <i<q]|g(x) = p.
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Segundo a Subse¢ao 4.1.4, para definir um elemento de dp®.(2), basta definir os coefici-
entes diagonais das matrizes I'(z) e Z(z). Seja entao a defini¢ao seguinte:

o Sei¢ Py, (2)

0 segi(@) > G = 1 se gi(x) >
TELL se gilx) < L0 segi(x) <

e Sei€ fp,(2):
=1 e G=0

Proposicao 4.3
Com (v;) e ((;) definidos como acima, a matriz V' em (4.8) pertence a Op®.(z).

Demonstragao
Seja z em Qg,, e seja V definida como em (4.8), com (v;) e ({;) como acima. Queremos construir uma
seqliéncia (z,) fora de Qg, tal que:

26—z e ®'(z,) — V.

Seja a seqiiéncia (zs) definida como:

Zs = (l‘saA&MS) = (.Z‘,/\,M+ES),

i
=

Para todo s > 0 e 1 < i < g, se i pertence a g, (2) entdo:

onde

se i ¢ PBo,(2)

se i € O, (2)

w |~ O

gi(zs) = gi(x) = p' < p' + el = pl.
Se i nao pertence a B3, (z) entdo:
gi(xs) = gi(x) # p* = p.
Por isto, (z) fica fora de Qg,. Também é imediato ver que z; — z.
Agora, analisamos a convergéncia de (®/,(zs)) linha por linha:

» Parai ¢ B, (2): (7i) e ((;) s@o as derivadas parciais de ¢, nos pontos (g;(x), ;) como especificado em
(4.9) na Subsecao 4.1.4. Logo, a convergéncia das i-ésima linha de (®.(z5)) a V; é automética.

» Para i€ (g, (2):

@i = (G e i) 0 Gate)l)).
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Como g;(z;) = gi(x) = pi < p, vem que:

0.

iy _ 99
da (gi(xs)mus) =1 €

0b

(gi(ajs)vﬂi) =0

Logo:
(P4(25))i = (gi(25),0,0) =, (gi(2),0,0) = V;

Assim ((9/(zs)):) é constante e igual & i-ésima linha de V', e por isto converge a ela.

4.2.2 A funcao de Fisher-Burmeister (FB)

A funcao NCP dita de Fischer-Burmeister é a fungao:

¢»: R — R (4.11)
(a,b) +— a+b—+a%+b? '

A Figura 4.2 mostra as curvas de nivel da funcao ¢;. Essas revelam a funcao de Fischer-
Burmeister como uma versao mais suave da funcao do minimo. Com efeito, fora da origem, ¢,
nao apresenta nenhum bico de nao diferenciabilidade, apesar de ter curvas de forma parecidas
as de ¢,.

Introduzida por Fischer [12], esta fungao NCP foi bastante estudada para resolver proble-
mas de complementaridade nao linear (NCP) [, 8, 15, 21, 31] ou problemas de desigualdade
variacional (VIP) [7, 10]. Também, Qi e Jiang [30] fizeram um estudo tedrico da reformulacao
semi-suave aplicada aos sistemas KKT.

1

Figura 4.2: Curvas de nivel da fungao de Fischer-Burmeister
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Propriedade 3
(a) ¢ é uma fungao NCP.

(b) ¢1 é K-Lipschitziana sobre R? para a norma || ||,, com K =1+ /2.
(c) ¢1 6 C> em todo ponto de R*\ {(0,0)} e:

1= 1@,

ngl ((l, b) =

b
1= 1@,

(d) ¢* é de classe C*.

Demonstracao

» (a) é claro que Ny C v(¢1).
Agora, supondo que ¢1(a,b) = 0 temos:

a+b=+a?+ b2

Ou seja, a® +b*> +2ab=a?> +b*> e a+ b > 0.
Dai vém: a,b >0 com a =0 ou b =0, i.e. (a,b) € Np.

» (c) vem do fato de que a fungao raiz é C*° sobre R , e que:
a®>4+b* =0« (a,b) = (0,0).

A expressao da derivada é entdo obtida aplicando diretamente as regras classicas de derivagdao de fungoes
compostas.

» (b) Sejam a = (a1,a2) e b = (b1, by) em R? temos:

|¢1(a) — @1(b)] = ar — b1+ az — by + [[b]l, — llall,|
< lar = bif + |az — ba| + [[|bll, — [[all,]
:”a_bH1§\/§Ha_bH2 SHa’_bH2
< (1+v2) fla— .

» (d): ¢1 é C! exceto nos pontos de nao diferenciabilidade que também sio zeros de ¢;. Portanto, o
resultado segue do lema 4.1.
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Propriedade 4 (Gradiente generalizado)
O gradiente generalizado de ¢; em (a,b) € R? é:

wum@:{{vﬁwwn se (

,b) #(0,0)
(L1)+B  se( = (0,0

(0,0)

a
a
onde B é a bola euclidiana unitdria de R?, ou seja:

B = {(a,b) e R*/||(a, )], < 1}

Demonstragao

» Se (a,b) # (0,0): ¢1 é C' em (a,b), por isto estritamente diferencidvel e o seu gradiente generalizado no
ponto (a,b) reduz-se a Vo1 (a,b).

» Se (a,b) =(0,0): como ¢; é Lipschitziana, ela é localmente Lipschitziana em (0,0). O seu gradiente
generalizado na origem é entao:

0¢1(0,0) = co {lim ¢/1(asab5)§ (as,bs) — (0,0), (as,bs) # (070)}
Seja ((as, bs)) tendendo a (0,0), tal que (as, bs) # (0,0). Temos:

a

b
1(a: D)1l 11 (a, b)l

ot =0 - )etn-B=01+5

Como (1,1) + B é fechado, obtemos:

961(0,0) € (1,1) + B

Reciprocamente, seja (v,(¢) € B. Entéao

(00:b) = - (3,€) — (0,0)

Com:

%mma=mn—@m5m)=@n—mo

1 1
n n

Por isto:

(17 1) +BC 8¢1(070)
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Condicao de Regularidade

Sejam a e b complementares em R2. Temos:

1,0)} sca=0eb>0

0
1)+ B sea=b=0
1

{(1,
8q§1(a,b) = (1,
{(0,1)} sea>0eb=0

E claro que ¢; satisfaz as condigoes do teorema 4.1 no caso (a,b) # (0,0). Se a e b forem
nulos, temos que provar que:

(1,{)) eB=(1+7)(1+()>0e2+~vy+(#0.
Porém, se (v, () pertence a B entao:
hl<teld <1,

Portanto:
(1+7)(1+¢) >0,

Além disso, temos por Cauchy-Schwarz:
v+ <v2<2

Por isto:
24+v4+C#0.

Entao, podemos enunciar o seguinte resultado:

Corolario 4.3.1
Oc Hy é regular em todo ponto z tal que Hy(z) = 0, no qual se verifica a condi¢ao de Robinson.

Proposicao 4.4 (Forte semi-suavidade)
A funcao ¢, é fortemente semi-suave.

Demonstragao
Seja = (a, b). Dois casos podem acontecer:

» 2= (a,b) # (0,0): entdo ¢ é C? em x e portanto LC' em . Logo, como observado na Subse¢io 4.1.1,
ela é fortemente semi-suave em x.
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» == (a,b) = (0,0): Seja h # 0 em R?. Entao:

$1(th) — ¢1(0)

/(0. 1 _
364 (0:h) = tim PO — gy )
Logo queremos ter:
Vh— ¢1(h) = 0(||]*), (4.12)

onde V pertence a 9¢1(h).
Porém, em h # 0, ¢; é C! e o Jacobiano generalizado 9¢1(h) se reduz a {¢}(h)}.

Também temos:

h3 h3
S (hh = hy— L 4 hy — %
! 1] |2
h? + h3
= hy+hy — L 2
([~

hi+ha = [|h] = é1(h).

E entdo claro que temos (4.12).

Escolha de um elemento em 0p®(2)

O conjunto 24, é reduzido & origem. Logo o conjunto de indices das componentes que
podem ser nao diferencidveis em um ponto z = (x, A, 1) de Qg, é:

e, (2) = {1 <i < q|gi(x) = i = 0}

De novo, para definir um elemento de dp®4(z), basta definirmos coeficientes diagonais das
matrizes I'(z) e Z(z). Seja entdo a seguinte definigao:

* Sei ¢ fa(2):

e Sci€ fp,(2):

Proposicao 4.5
Com (7;) e ((;) definidos como acima, a matriz V em (4.8) pertence a Op®;(z2).
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Demonstragao
Seja z em Qg, e seja V definida como em (4.8), com (v;) e ({;) como acima. Queremos construir uma
seqliéncia (z,) fora de Qg, tal que:

zs — 2z e ®(z) — V.

Seja de novo a seqiiéncia (z;) definida como:

Zs = (xsa)\svﬂs) = (90,/\7M+€s),

6;—{

Para todo s > 0 e 1 <1i < g, se ¢ pertence a B¢, () entao:

onde

se i ¢ B, (2)

se i € Bs,(2)

w = O

gi(xs) = gi(x) =0 enquanto g = p; +¢c. =l >0.
Se i ndo pertence a (g, (z) entéo:
(9i(2s) 1) = (9i(), i) # (0,0).
Por isto, (z) fica fora de Qg,. Também é imediato ver que z, — z.

Agora, analisamos a convergéncia de (®/(z4)) linha por linha:

» Parai ¢ Bs,(2): (1) e (¢;) sdo as derivadas parciais de ¢ nos pontos (g;(z), p;) como especificado em
(4.9) na Subsegao 4.1.4. Logo, a convergéncia das i-ésima linha de (®1(z;)) a V; é automética.

» Para i€ (g, (2):

(@ (20)); = (fﬁf @+l o 0 gl +el )> |
onde:
%(Qi(%)’”i +el)=1- \/gi(x)ngz/)u — =1, pois gi(x) = 0;
“ .
%(Qi(xs),m +el)=1- \/gi(x)g‘i:(ii — - 0, pois gi(x) =p; =0e e’ >0.

Logo, para todo s:
((I)ll (ZS))i = (92(1;5)’0’0) = <g£($>70’0) =V

Assim ((®)(z5));) é constante e igual a i-ésima linha de V', e por isto converge a ela.
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4.2.3 A funcao de Fischer-Burmeister Penalizada (FBP)

A funcao NCP dita de Fischer-Burmeister Penalizada é a uma versao modificada de ¢;.
Ela é uma combinacao convexa entre ¢; e uma funcao que penaliza a regiao Ri + do plano:

6 R2 — R
(a,b) — a(a+b—Va>+b%)+ (1 —a)asby

onde « €]0, 1], e para u em R: u; = max(u,0).
Lembrando a notagao ¢4 (a,b) = a, b, temos:

(4.13)

bo = a1+ (1 —a)oy.

Esta funcao NCP foi introduzida por Chen, Chen e Kanzow [3] no estudo da resolugao do
problema NCP. Eles testaram o seu algoritmo em varios problemas-teste, e obtiveram resulta-
dos numéricos muito promissores. Que saibamos, a funcao de Fischer-Burmeister penalizada
ainda nao foi usada para resolver sistemas KKT.

A Figura 4.3 mostra as curvas de nivel da funcao ¢, para diferentes valores de a. Quanto
menor o «, maior é a penalizacdo do quadrante R? ,, e mais achatadas as curvas de nivel no

resto do plano R2.

Propriedade 5
(a) ¢o € uma fungao NCP.

(b) ¢ 6 localmente Lipschitziana sobre R?, mas nao é Lipschitziana para a # 1 .
(c) ¢ 6 C™ em todo ponto de R*\ Ny e:

a(l — m) + (1 —a)b

Vou(a,b) =

b
a(l — m)+ (1—a)a

Demonstragao

» (a): Como a > 0, a combinacao convexa entre ¢, e ¢, é estrita.
Portanto:
¢1(a,b) <0e (ZS.._(CL,b) >0

Pala,b) =0 = { #1(a,b) =0e ¢4 (a,b) =0
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Figura 4.3: Curvas de nivel da funcao de Fischer-Burmeister penalizada
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Porém, ¢, (a,b) > 0 se e somente se a,b > 0. Neste caso temos a +b > 0 e ab > 0 o que implica:

a+b=\/m:\/a2+b2+2ab> Va2 + b2,

ou seja: ¢1(a,b) > 0.
Logo, como v(¢1) = No C v(¢+) temos:

$ala,b) =0 <= ¢1(a,b) =0 e ¢y(a,b) =0 <= (a,b) € Ny.

» (c): Fora de Ny, ndo hd nenhum problema de diferenciabilidade e por teoremas cldssicos obtemos
facilmente a expressao do gradiente de ¢.

» (b): J& sabemos que ¢; é localmente Lipschitziana. Também, é imediato ver que a fun¢ao u — uy é
1-Lipschitziana e localmente limitada. Basta entao provar que ¢ também é localmente Lipschitziana.

De fato, para qualquer (a,b), (a’,b") em R

lagby —al bl |

lag(by =) + 0 (ar —aly)|

ay|by — by |+t fay —dl|

ay|b =0+ b |a—d|. (4.14)

|6+(a,b) — ¢4 (a, V)]

VANVAN

|¢+ ((I, b) - ¢+(a/a b/)|
Portanto, se fixarmos (a,b), entdo para (a’,b’) em uma vizinhanga de (a,b) temos:
|+ (a,b) — ¢4 (a', )] < K[| (a,b) — (a',0)[11

e ¢4 é localmente Lipschitziana.

Se a # 1, ¢, néo é globalmente Lipschitziana pois pela expressdo de V¢, esse ndo é limitado. Com
efeito, pela presenca dos termos (1 — a)b e (1 — a)a nas duas componentes de V¢,, temos:

I ol = +oo.
lim [[Véal| = +oo

|
Propriedade 6 (Gradiente generalizado)
O Jacobiano generalizado de ¢, para (a,b) em Ny é:
0¢a(a,b) = adpy(a,b) + (1 — a)(byday,a0by) (4.15)
1 seu >0
onde Ou, =< 0 seu < 0 é o gradiente generalizado da funcao u — u, de R em R.

0,1] seu =0
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Demonstragao
Seja (a,b) em Np.
Separamos o estudo em dois casos:

» (a,b) # (0,0): Entdao ¢; é C' e portanto estritamente diferenciavel em (a,b). Logo, pela proposicio 2.11
temos:
a¢a(aa b) = a6¢1 (a7 b) + (1 - a)8¢)+ (CL, b)
E fécil ver que o gradiente generalizado da fungdo u — w4 é dado por Ou..

Logo, o gradiente generalizado da fungéo §: (u,v) — uy é:
06(u,v) = (Qug,0)

Também, é claro que 3 é regular e positiva ou nula. Portanto, pela proposicao 2.12 sobre a diferenciacao
de um produto, temos:

8¢+(a7 b) = b+ (8a+,0) + a+(0, 5b+) = (b+8a+, a+3b+).

Obtemos entdo (4.15):
0¢a(a,b) = adpy(a,b) + (1 — a)(byday, a0by).

» (a,b) = (0,0): Esse caso é similar ao anterior, no sentido que ¢ é surpreendentemente estritamente

diferencidvel em (0,0), de diferencial nula.

Com efeito, segundo a desigualdade 4.14, para x,y em R?, temos:

94 (z) — o1 (y) < ez, y)llz = yll,
onde limoe(x,y) =0.

T, y—
Logo, pela proposicao 2.9:
a¢+ (07 0) = {(Oa O)}
Pela proposigao 2.11 temos entao:

0¢(0,0) = ad¢1(0,0),

e a expressao (4.15) continua a ser védlida neste caso.

Propriedade 7 (Forte semi-suavidade)
A funcao ¢, é fortemente semi-suave.

Demonstracao

E claro que ¢4 é fortemente semi-suave como produto de funcoes fortemente semi-suaves, pois C* por
partes. Logo, ja que sabemos que ¢ é fortemente semi-suave, ¢, é fortemente semi-suave como combinacao
linear de fungoes fortemente semi-suaves. |
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Escolha de um elemento em 9p®,(2)

No caso da fungao de Fischer-Burmeister penalizada, o cdlculo de um elemento de dg®,(2)
torna-se bem mais delicado do que para as fungoes NCP precedentes. A dificuldade vem da
prépria forma do conjunto €2, .

No caso de ¢, e ¢1, a partir de um ponto z de nao diferenciabilidade, era possivel sair do
conjunto {2, somente mexendo com a componente p de z. Como cada p; tem uma acao inde-
pendente sobre cada componente de @, o estudo da convergéncia podia ser feito componente
por componente, e era facil definir uma seqiiéncia z; — z com as propriedades desejadas.

O conjunto €y, é constituido pelos dois semi-eixos positivos de R?, ou seja exatamente Np.

Logo o conjunto de indices das componentes que podem ser nao diferenciaveis em um ponto
z=(z,\, ) de Qg é

Bo (2) ={1<i<q]|gi(zx)=0ep; =0, ougiz) >0ep; =0}

Assim, para sair do conjunto {2y, a partir de um ponto tal que g;,(x) =0 e y;, > 0 (para
um certo 1 < iy < ¢q), é preciso fazer um movimento na componente z. Porém, essa influi
sobre todas as ¢ ultimas componentes de H, através das funcoes g;. Assim, sem conhecer as
gi, nao temos certeza que a seqiiéncia construida fique fora de Qg .

Por isto, neste caso, vamos usar o Algoritmo 1 com A = dcH. Com efeito, o calculo de um
elemento de o P, é bem mais simples, pois pode ser efetuado componente por componente,
sem nos preocuparmos com as correlagoes entre as g;.

De fato, tem-se que lembrar que quando se trata de mostrar que V pertence ao B-
diferencial de ®, temos que mostrar que a seqiiéncia ®’(z;) converge a V. Ao contrario,
quando se trata do C-subdiferencial, podemos escolher uma seqiiéncia diferente para cada
componente, de tal maneira que cada componente pode ser estudada separadamente.

Definimos entao os coeficientes (7;) e ((;) da seguinte maneira:

o Sei ¢ [y (2):
= a (1 - L””)Q>+<1_a>m e G(=a (1 - “—) +(1-a)gi(x).
9i ; 9:( ‘

e Se i€ [y, (2):

— se gi(x) = p; = 0:
vi=a e (=0; (4.16)
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cafi- 2 ). a1 —— o)
i (1 :(2)? +u§> Gi (1 gi(x)2+u?> + (1 — a)gi(2);
(4.17)

a 1_%> o e i:@<1_L).
! ( 9i(x)? + 17 Hman ‘ 9i(x)? + 1}
(4.18)

Proposicao 4.6
Com (v;) e ((;) definidos segundo a regra acima, a matriz V em (4.8) pertence a 0c®,(2).

Demonstracao
Seja z em Qg e seja V definida como em (4.8), com (;) e ((;) como acima.
Dessa vez queremos mostrar que V pertence ao C-subdiferencial de . Ou seja que:

Vi € 0(®y)i(2).
» Parai ¢ B, (2): (7:) e (¢;) s@o as derivadas parciais de ¢, nos pontos (g;(x), ;) como especificado em
(4.9) na Subsegao 4.1.4. Logo, para qualquer seqiiéncia (zs) que seja escolhida fora de Qg _, a

convergéncia das i-ésima linha de (®,(zs)) a V; é automadtica, e temos:

Vi € 05(D4)i(2) C 0(P4y)i(2).
» Paraic (Gs,(2):

e Se g;(x) = p; = 0: Sabemos que ¢4 é estritamente diferencidvel em (0,0), de diferencial nula.

Logo, pelo mesmo raciocinio anterior, temos:
(Pa)i(2) = ad(P1)i(2),

onde:
(®1)i(2) = P1(gi(x), ps)-

Observemos entdo que (®1); é a composicio de ¢; com uma fungao de classe C!, que é por isto
estritamente diferenciavel.
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Porém, ¢; é regular (ou quase-diferencidvel) na origem, pois para v em R:

#7(0;v) = max{(§v); £ € 0¢p:1(0)}
max {((1,1) =& v) ; [§]l =1}
= vi+oy—max{(§0); [l€] =1}

v
= U +U2*<mav>

= v +v2— [

= $1(0v).
Logo, pela proposicao 2.13 temos:
A(®1)i(2) = 9¢1(0) o (g;(x), 0, €;).
Como:

(1,0) € 961(0),

entao os coeficientes definidos em (4.16) sdo tais que:
Vi € 0(®4)i(2).

e Segi(zr) >0e p; =0:
Como g;(x) > 0, entdo a derivada parcial % no ponto (g;(x), i;) existe e é continua.

Ja que ¢ é diferencidvel nesse ponto, resulta das consideracoes da Subsecao 4.1.4 que o coeficiente
i é necessariamente como definido em (4.17).

Seja a seguinte seqiiéncia zs = (z°, A%, u°):
z° = 1, A= A, u’ =+ egeg,

onde e, — 0.
Entao, para s > 0, temos:
gi(x%) =5 gi(x) >0 w; =¢eg > 0.

Por isto, (®,); é diferencidvel em todos pontos de (zs), zs converge a z, e:

i

ap Wil@) ) = a1 - —ee———
9i(x°)? + 115

(- a)gi(a) — G
Portanto, V; pertence a 9(®,);(2).

e Segi(z)=0ep; >0:
Como p; > 0, entao a derivada parcial % no ponto (g;(x), i;) existe e é continua.

Ja que ¢ é diferencidvel nesse ponto, resulta das consideracoes da Subsecao 4.1.4 que o coeficiente
¢i é necessariamente como definido em (4.18).
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Ainda segundo a Subsegao 4.1.4, se gi(z) = 0, ent@o o valor de v; néo importa e para qualquer
escolha temos:
Vi € 0(2q)i(2).
Por isto, podemos supor que g;(x) # 0.
Seja entdo a seguinte seqliéncia z; = (x°, A%, u*):

2® =1z +¢e,Vygi(z), A=\, uw = pu,

onde e, — 0.
Entdo, como g; é de classe C'!, temos pelo teorema do valor intermedidrio vetorial:

9i(2%) = gi(x) + Vg (y*) ' Vagi(x) = e.Vgi(y*) Vagi(x),

onde y® €]z, z°].
Pela continuidade de Vg;, temos Vg;(y®) — Vg;(z), e para s grande suficiente:

Vgi(yS)TVgi(:v) > 0.

Por isto, para s grande suficiente:
g; (.CCS) > 0.

Logo, para s grande suficiente, a seqliéncia (z;) fica fora de Q4 , converge a z, e temos afinal o
desejado:

Do

s s 1((Es)
da (9:(2°), i) = a (1 - M) + (1 —)pi — v




Capitulo 5

Resultados numeéricos

Neste capitulo, apresentamos os resultados dos testes efetuados em MATLAB . Esses dao
uma idéia do comportamento do algoritmo descrito no capitulo 3 na resolucao de diferentes
sistemas KKT concretos. Para cada um desses problemas, o algoritmo é aplicado aos trés sis-
temas baseados nas fungoes NCP do minimo, de Fischer-Burmeister e de Fischer-Burmeister
penalizada, para a qual sao testados diferentes valores do parametro a.

Também, para cada problema sao testados vérios pontos iniciais. Achamos interessante
— e honesto — incluir a integralidade dos resultados numéricos, mesmo para os problemas para
0s quais o algoritmo convergiu em poucos casos. Por isso, a Secao 5.3 é rica em tabelas e
nimeros.

Assim como em varios artigos que serviram de base a esse trabalho, os problemas testes
sao extraidos da biblioteca MCPLIB e da colecao de problemas de minimizagao de Hock e

Schittkowski [20], que chamaremos de problemas HS. Globalmente, selecionamos os problemas
que aparecem simultaneamente em [3], [6], [7] e [10]. Além desses, testamos dois problemas
VIP extraidos de [11] e referenciados em [10)].

No caso de um problema NCP, apresentamos os resultados obtidos aplicando o algoritmo
a duas reformulagoes. A primeira é a reformulagdo do sistema KKT equivalente (1.4), a
segunda ¢ a reformulagao semi-suave mais usual para esse tipo de problemas:

¢(F1($), !E1)
: =0 (5.1)

O(F(), 7)

Chamaremos a primeira de formulacio KKT, a segunda de formulagao NCP.
O material relativo a esses dois conjuntos de problemas estd disponivel na internet nos

109
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seguintes enderegos':
e M-files, DLL e problemas da MCPLIB
http://www.gams.com/mpec/matlab.htm e http://www.gams.com/mpec/mcplib.htm

e Problemas HS:
http:/ /www.uni-bayreuth.de/departments /math /kschittkowski/downloads.htm

Enquanto a biblioteca MCPLIB fornece funcoes de acesso a partir de MATLAB , os
problemas HS sao implementados em FORTRAN; Reprogramamos estes em MATLAB .

Usamos também o M-arquivo cpstart.m escrito por M.C. Ferris, que fornece pontos
iniciais para cada problema da MCPLIB , diferentes do fornecido pelas rotinas-padrao. Este
arquivo esta disponivel via FTP anonimo, no site da Universidade do Wisconsin-Madison ao
enderego ftp://ftp.cs.wisc.edu/math-prog/matlab.

5.1 Detalhes e parametros da implementacao

Detalhamos aqui alguns pontos técnicos importantes para a implementacao. Em particular
explicitamos o processo de construcao da seqiiéncia (W;,) na qual se baseia a busca linear nao
monétona.

5.1.1 Busca linear nao monéotona

Implementamos a busca linear ndo monétona descrita em [7], que define a seqiiéncia (W)
da seguinte maneira.

Seja um parametro [ > 1 fixo. Para £ > 0:
Wi = max{6(z;); k-l +1<j <k}
onde a seqiiéncia (I) é construida segundo o seguinte processo:
1. [ =1paral <k <A4.
2. I, = 1 toda vez que a diregao de busca é a do gradiente, ou seja quando d = —V6(xy).
3. Iy = min(ly_1 + 1,1) em qualquer outro caso.

Observamos que nos quatro primeiros passos e toda vez que a direcao do gradiente é
escolhida, teremos Wy = 6(xy). Logo, nesses casos, a busca linear tem a forma da busca
padrao de Armijo.

! Acessados em janeiro 2005
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5.1.2 Modificagoes para a implementacao

Seguindo o trabalho de Facchinei, Fischer e Kanzow [7], efetuamos algumas modificagoes
na implementacao do Algoritmo 2. Essas permitem melhorar e estabilizar o processo iterativo.

Primeiro introduzimos um teste de descida anterior a busca linear ndo mondtona. Se a
seguinte condicao se verifica:

Oz + di) < v0(z), v €]0,1] (5.2)

entao escolhemos o passo «y, = 1, e nao efetuamos nenhuma busca.

Facchinei, Fischer e Kanzow [7] observam que esse teste se justifica pelo fato que ja sabemos
que o valor otimal é 0, e que a sua introdugao nao modifica as propriedades de convergéncia
do algoritmo.

Uma segunda modificagdo consiste em considerar que a equagao de Newton (3.14) é re-
soluvel somente se o nimero de condigao de V}, ficar limitado por uma certa constante 7. De
fato, a equacao (3.14) pode ser resoliivel mesmo no caso onde Vj, é singular. No entanto, por
razoes de estabilidade numérica, se V} for tal que:

cond(Vy) > 1
entao escolhemos a direcao do gradiente como direcao de busca.

A terceira modificagao vem do fato de que as fungoes da MCPLIB nao sao todas definidas
sobre todo R™. Logo, um processo de viabilizacao do ponto corrente por backtracking é
implementado previamente a busca linear. Mais precisamente, comecamos a eventual busca
com o primeiro inteiro jr > 0 tal que exista

F(ZL‘k + Q_jkdk).

Quando esse processo foi usado durante a resolucao de um problema, aparece um ”D#"na
casa de observagao da tabela de resultados (# é corresponde ao nimero de pontos ) para
os quais foi aplicado o processo).

Por fim, para diminuir o numero de avaliagao de fungao quando a dire¢ao escolhida é a
do gradiente, a busca linear (3.17) comega com ¢ = max(jx,7) onde i = i(k) é determinado
da seguinte maneira:

1. Calcular:
2 max(0(z),1077)

A =
’ VO ()12
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2. Usar como valor inicial ¢ o maior inteiro j € N tal que:

Quando ay < 1 esse é:

5.1.3 Critérios de parada

O algoritmo para caso se cumpra um dos seguintes critérios:

Precisao desejada alcancada: 6(z;)/n < e

Ponto considerado estaciondrio: [[VO(z)||/v/n < g,

Numero de iteracoes grande demais: k& > k02

Passo de busca pequeno demais: my, é tal que 27 < g,

5.1.4 Pontos iniciais

Os pontos iniciais zg = (g, Ao, f10) S20 tais que zy é dado pelas bibliotecas ou pelo arquivo
cpstart.m, enquanto os vetores \g e iy sao escolhidos nulos. Quando a dimensao do problema
o permite, damos explicitamente o valor do ponto x.

Para os problemas da MCPLIB, o primeiro ponto inicial é o ponto fornecido pela biblioteca
de acesso via MATLAB (i.e. o valor retornado pela fun¢ao mcpinit). Este é denotado por
Tmeptiv- Os outros pontos sao os fornecidos pelo arquivo cpstart.m. Além de z,cpip, 1NOS
limitamos a cinco pontos iniciais. Estes sdo denotados z, onde i corresponde a posigao do
ponto no arquivo cpstart.m.

Notemos que foram eliminados os pontos que eram muito perto de uma solucao ou até
iguais a uma solugao, assim como os pontos proximos um do outro que davam resultados
parecidos. Também excluimos os pontos iniciais que davam um erro de dominio na primeira
avaliacao de F'. Tais pontos foram encontrados para os problemas hanskoop e scarfbsum.
Apesar disso, deixamos os resultados obtidos para hanskoop nesses pontos probleméticos, pois
mesmo assim o algoritmo convergiu, quando ignorava o processo de viabilizagao. O algoritmo
nao convergiu para scarfbsum nos pontos suspeitos, por isso nao deixamos os resultados.

Para os problemas HS e Fukushima, o ponto inicial é o ponto que vem junto com a
definicao do problema.
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5.1.5 Parametros e legenda do resultados

Os diferentes valores para cada parametro do algoritmo, assim como a legenda das tabelas
de resultados sao resumidos nas tabelas 5.1 e 5.2.

Parametro Valor Descricao

€ 10~'?  Valor minimo para a funcio de mérito escalada 0(z;)/n
Eg 1075 Valor minimo para a norma do gradiente escalado ||[V8(zx)|/n
s 10~1%  Valor mfnimo para o passo tj,
kmaz 300 Ntmero méaximo de iteragao
p 107  Coeficiente multiplicativo no teste de angulo (3.15)
P 2.1 Poténcia no teste de angulo (3.15)
07 0.9 Parametro para o teste de descida (5.2)
g 10~*  Parametro da busca linear (3.17)
Tabela 5.1: Parametros da implementagao

Item  Descrigao

k numero de iteragoes antes de cumprir um critério de parada
F-eval numero de avaliagao da funcao F
Newt. numero de passos que usam a direcao de Newton
Grad. numero de passos que usam a direcao do gradiente
BckT. numero de vezes onde a busca linear diminuiu o passo na direcao escolhida

ND numero de pontos da seqiiéncia onde a funcao NCP é nao diferencidvel

o = 0(zp)/n : valor da fungado de mérito escalada no ponto inicial

Or = 6(z¢)/n : valor final da funcdo de mérito escalada
VOs]] = [|VO(zf)|/+/n : norma final escalada do gradiente da funcao de mérito
Obs.  Observagoes sobre como se terminou a iteragao

Tabela 5.2: Legendas das tabelas de resultados dos problemas testes

5.2 Problemas testes

O problema de Fukushima [14] é um problema VIP cuja fungao F' é monétona, enquanto
a Unica restricao — de desigualdade — é concava.

Os problemas HS representam as condicoes KKT dos problemas de minimizacgao da colecao
[20]. Todos tém uma func¢do objetivo convexa e restri¢oes de desigualdade concavas, exceto o
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problema HS32 que possui uma restricao de igualdade linear e uma restrigao de desigualdade
nao concava. A restricao de igualdade do problema HS60 é nao linear. Assim, a funcao F
associada aos problemas HS34, HS35, HS43, HS76 e HS100 é monotona.

Quanto aos problemas escolhidos na MCPLIB, todos sao problemas NCP puros.

5.3 Resultados

O trabalho de Chen, Chen e Kanzow [3] sobre a fun¢ao de Fischer-Burmeister Penalizada
mostra resultados entusiasmantes quanto a sua capacidade de resolver os problemas NCP
da MCPLIB de maneira eficiente, quando se usa a reformulagdo NCP (5.1). Os nossos
resultados vao no mesmo sentido. Também obtemos resultados similares aos de Facchinei,
Fischer e Kanzow [7] e [10] sobre a reformulacio KKT do problema VIP com a fungao de
Fischer-Burmeister.

No entanto, com a reformulagao KKT dos problemas NCP, os resultados sao mitigados
quanto a decidir se a funcao de Fischer-Burmeister Penalizada se destaca realmente da sua
versao sem penalizacao. Além dessas consideragoes de comparagao de fungoes, aparece clara-
mente que a reformulacao NCP d& resultados globalmente melhores. Isso pode ser explicado
pelo fato de que a reformulacao KKT introduz variaveis, dobrando o tamanho do sistema.

Também observamos que a funcao do minimo deu resultados bem melhores do que es-
peravamos. E verdade que na maioria dos casos o algoritmo nao converge ou para por causa
da nao diferenciabilidade da funcao de mérito. No entanto, se nenhuma dessas situacgoes acon-
tecer, o Minimo geralmente ganha das outras fungoes NCP, tanto em ntmero de iteracoes
quanto em precisao final. Notemos também o seu excelente comportamento com os problemas
Fukushima e HS.

Funcao NCP Iteracgoes | F-eval Funcao NCP Iteracgoes | F-eval
Minimo 1.04 1.05 Minimo 1.55 2.16
Fischer-Burmeister 1.34 1.47 Fischer-Burmeister 1.34 1.64

Ficher-Burmeister penalizada

Ficher-Burmeister penalizada

a=0.95 1.27 1.4 a=0.95 1.35 1.59
a=0.75 1.19 1.25 a=0.75 1.3 1.46
a = 0.50 1.26 1.37 a = 0.50 1.26 1.39
a = 0.20 1.35 1.53 a = 0.20 1.2 1.28

(a) Formulagao KKT

(b) Formulagao NCP

Tabela 5.3: Resultados agregados
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20 = a3, = (1.000000, 1.000000, 1.000000)
NCP__ [[ k | Feval | Newt. | Grad [ BekT. [ ND | 6o | 6; | [IV@s] | Obs.
Min 5] 6 5 0 0 0 [ 1.7e+000 | 3.2¢-016 | 1.0e-007
FB 6 7 6 0 0 0 | 2:2¢4000 | 1.1e-015 | 1.6e-007
FBP0.95 || 6 | 7 6 0 0 0 | 21e+000 | 1.0e-015 | 1.6e-007
FBO.75 || 6 | 7 6 0 0 0 | 1.9e+000 | 9.8¢-016 | 1.7e-007
FBO.5 6| 7 6 0 0 0 | 1.7e+000 | 9.2¢-016 | 1.8¢-007
FB0.2 6| 7 6 0 0 0 | 1.6e+000 | 8.9¢-016 | 1.9e-007

Tabela 5.4: Problema Fukushima : n =3, p=0, ¢=1 (formulacao KKT)

zo = x135 = (0.100000, 0.700000, 0.200000)

NCP [[ kX [ F-eval | Newt. [ Grad | BckT. | ND | o [ 0 [ VO T Obs.
Min 2 3 2 0 0 0 | 6.5e+001 0 0

FB 6 7 6 0 0 6 6.5e4001 | 5.7e-023 | 1.1e-011
FBPO0.95 6 7 6 0 0 6 6.5e4+001 | 5.2e-023 | 9.7e-012
FBO0.75 6 7 6 0 0 6 6.5e4+001 | 3.2e-023 | 6.0e-012

FBO0.5 6 7 6 0 0 6 6.5e4+001 | 1.4e-023 | 2.7e-012

FBO0.2 5 6 5 0 0 5 6.5e4+001 | 9.9e-013 | 2.8e-007

Tabela 5.5: Problema HS32 : n =3, p=1, ¢ =4 (formulacao KKT)

20 = @135 = (0.000000, 1.050000, 2.900000)

NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 0o [ 0y [ A [ Obs.
Min 0 i 0 0 0 0 | 1.7e-001 | 1.7e-001 | 1.0e+000 | #V0(zs)
FB 19 68 17 2 15 19 1.7e-001 4.4e-015 5.4e-007

FBPO0.95 23 123 21 2 19 23 1.7e-001 1.7e-014 1.6e-006

FBO0.75 90 1070 88 2 86 90 1.7e-001 | 4.8e-013 1.8e-006

FBO0.5 82 1016 80 2 78 82 1.7e-001 6.0e-013 1.2e-006

FBO0.2 40 425 38 2 35 40 1.7e-001 | 4.5e-017 1.9e-008

Tabela 5.6: Problema HS34: n =3, p=0, ¢ =8 (formulagao KKT)

xg = 135 = (0.500000,0.500000, 0.500000)
NCP [ k [ Feval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 60 [ 67 | [[VOs] [ Obs.
Min 2 3 2 0 0 0 [ 4.8¢4000 | 9.1e-032 | 2.9¢-015
FB 5 6 5 0 0 5 | 4.8e4000 | 7.6e-014 | 9.6e-007
FBP0.95 || 5 6 5 0 0 5 | 4.8e4+000 | 6.9e-014 | 8.6e-007
FBO0.75 5 6 5 0 0 5 | 4.8¢+000 | 4.3¢-014 | 5.4e-007
FBO0.5 5 6 5 0 0 5 | 4.8e+000 | 1.9e-014 | 2.4e-007
FB0.2 5 6 5 0 0 5 | 4.8¢+000 | 3.1e-015 | 3.8e-008

Tabela 5.7: Problema HS35 : n =3, p=0, ¢ =4 (formulacdo KKT)
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o = @3, = (0.000000, 0.000000, 0.000000, 0.000000)
NCP__ [[ k [ Feval | Newt. | Grad [ BekT. [ ND | 60 [ 6; | [[V@s] | Obs.
Min 8] 10 8 0 1 0 [ 6.8¢+001 | 4.5e-024 | 2.8¢-011
FB 9 16 9 0 3 3| 6.8¢+001 | 4.7e-017 | 7.2¢-008
FBP0.95 || 9 | 16 9 0 3 3 | 6.80+001 | 4.5¢-017 | 7.2¢-008
FBO.75 || 9| 16 9 0 3 3 | 6.8¢+001 | 4.0e-017 | 7.1e-008
FBO.5 9| 11 9 0 1 1 | 6.8¢4+001 | 5.2e-024 | 2.7e-011
FBO.2 9| 11 9 0 1 1 | 6.8¢4+001 | 4.7e-024 | 2.7e-011

Tabela 5.8: Problema HS43 : n =4, p=0, ¢ =3 (formulacdo KKT)

xo = x5 = (2.000000, 2.000000, 2.000000)
NCP [[ k¥ | F-eval [ Newt. [ Grad | BckT. | ND | 0o [ 0 [ VO] T Obs.
Min 6 7 6 0 0 0 5.3e4+001 | 1.9e-014 | 2.1e-006
FB 6 7 6 0 0 6 5.3e4+001 | 1.9e-014 | 2.1e-006
FBPO0.95 6 7 6 0 0 6 5.3e4+001 | 1.9e-014 | 2.1e-006
FBO0.75 6 7 6 0 0 6 5.3e4+001 | 1.9e-014 | 2.1e-006
FBO0.5 6 7 6 0 0 6 5.3e4+001 | 1.9e-014 | 2.1e-006
FBO0.2 6 7 6 0 0 6 5.3e+001 | 1.9e-014 | 2.1e-006

Tabela 5.9: Problema HS60 : n =3, p=1, ¢ =6 (formulacao KKT)

2o = %135 = (0.500000, 0.500000, 0.500000, 0.500000)
NCP [[ X | F-eval [ Newt. [ Grad | BckT. [ ND | 0o [ 0y [ VO] [ Obs.
Min 4 8 4 0 2 0 1.3e4+-000 | 1.1e-031 1.3e-015
FB 9 15 9 0 3 9 1.3e+000 | 7.4e-022 | 3.8e-011
FBPO0.95 9 15 9 0 3 9 1.3e4000 | 6.7e-022 | 3.5e-011
FBO0.75 9 15 9 0 3 9 1.3e4+000 | 4.2e-022 | 2.2e-011
FBO0.5 7 10 7 0 1 7 1.3e+000 | 4.4e-014 | 1.5e-007
FBO0.2 7 9 7 0 1 7 1.3e4+000 | 7.0e-015 | 2.4e-008

Tabela 5.10: Problema HS76 : n =4, p=0, ¢=7 (formulacao KKT)

0o = Tlib
NCP [ X [ F-eval | Newt. [ Grad | BckT. | ND | 0o [ 0r [ V6]l [ Obs.
Min 9 18 7 2 3 0 8.7e¢+002 | 5.4e-014 | 3.9¢-006
FB 9 21 ] 1 4 1 8.7¢+002 | 1.8e-015 | 1.1e-006
FBP0.95 8 17 7 1 3 1 8.7¢+002 | 2.3e-017 | 5.0e-007
FBO0.75 8 17 7 1 3 1 8.7e4+002 | 6.6e-017 | 1.5e-007
FBO.5 8 17 7 1 3 1 8.7e4+002 | 4.5e-017 | 8.2e-008
FBO0.2 10 18 9 1 2 1 8.7e+002 | 7.0e-022 | 2.1e-010

Tabela 5.11: Problema HS100: n =7, p=0, ¢ =4 (formulagao KKT)
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Z0 = Tmcplib
NCP [ k [ F-eval | Newt. | Grad | Bc&kT. [ ND | 6 T [ IVos ] Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 | 3.2e+002 | 3.2¢+002 | 2.2e+003 FVo(zy)
FB 8 15 7 1 2 1T | 3.2e+002 | 3.3¢-027 | 1.7e-012
FBP0.95 8 15 7 1 2 T | 3.2e+002 | 3.0e-027 | 1.9e-012
FBO0.75 8 15 7 1 2 1 | 3.2e4002 | 1.9¢-027 | 1.9e-012
FBO.5 8 15 7 1 2 1 | 3.2e+002 | 8.7¢-028 | 1.5e-012
FB0.2 8 15 7 1 2 1 | 3.2e4002 | 2.1e-028 | 1.6e-012
— .1
To = wcpsta'rt
NCP H k [F-eval [ Newt. [ Grad [ BcekT. [ ND[ ) [ 0 [ A [ Obs.
Min 300 | 3879 1 299 299 1T | 3.4e4+002 | 9.1e-003 | 2.7e-002 k> kmax
FB 42 324 41 1 35 22 | 3.4e+002 | 6.2¢-017 | 1.1e-008
FBP0.95 || 44 336 43 1 37 22 | 3.4e+002 | 5.6e-017 | 1.0e-008
FBO.75 300 | 3736 20 280 297 18 | 3.4e4+002 | 7.6e-003 | 2.6e-001 k> kmax
FBO0.5 300 | 3817 9 291 297 10 | 3.4e4+002 | 3.8¢-003 | 7.4e-002 k> kmax
FBO.2 300 | 3861 4 296 296 6 | 3.4e+002 | 7.2e-004 | 6.5e-004 k> kmac
To = xgpstart
NCP [[ k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0y [ IVorl ] Obs.
Min 5 6 5 0 0 0 | 5.0e+003 | 7.5e-013 | 1.5e-004
FB 8 11 8 0 2 8 | 5.0e+003 | 8.1e-013 | 1.4e-004
FBP0.95 8 11 8 0 2 5 | 5.004003 | 8.1e-013 | 1.4e-004
FBO0.75 8 11 8 0 2 8 | 5.0e+003 | 8.1e-013 | 1.4e-004
FBO0.5 8 11 8 0 2 5 | 5.0e+003 | 8.1e-013 | 1.4e-004
FBO.2 12 25 12 0 6 12 | 5.0e4003 | 5.5e-017 | 1.2¢-006
xo = xipstu'rt
NCP [ k | F-eval [ Newt. | Grad | Bc&kT. [ ND [ 6 T [ Vo ] Obs.
Min 14 19 11 3 4 0 | 1.5e+012 | 8.9e¢-017 | 1.7¢-006
FB 18 23 15 3 4 1T | 1.5e+012 | 4.0e-022 | 3.2¢-009
FBP0.95 || 18 23 15 3 4 1T | 1.5e+012 | 4.0e-022 | 3.2e-009
FBO0.75 18 23 15 3 4 1 | 1.5e4012 | 4.0e-022 | 3.2¢-009
FBO.5 18 23 15 3 4 1 | 1.5e4012 | 4.0e-022 | 3.2e-009
FBO0.2 300 | 2938 250 50 285 2 | 1.5e4012 | 2.7¢4002 | 1.9e4+002 | k> kmax
Zo xﬁpsta’r‘t
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0 [ Vel ] Obs.
Min 300 | 3879 1 299 299 T | 3.4e4+002 | 9.1e-003 | 2.7¢-002 k> Emax
FB 42 324 41 1 35 22 | 3.4e+002 | 6.2e-017 | 1.1e-008
FBP0.95 || 44 336 43 1 37 22 | 3.4e+002 | 5.6e-017 | 1.0e-008
FBO0.75 300 | 3736 20 280 297 18 | 3.4e4+002 | 7.6e-003 | 2.6e-001 k> kmax
FBO.5 300 | 3817 9 291 297 10 | 3.4e4+002 | 3.8¢-003 | 7.4e-002 k> Emag
FBO.2 300 | 3861 4 296 296 6 | 3.4e+002 | 7.2e-004 | 6.5e-004 k> kmax
To = ‘ngstart
NCP [ k | F-eval | Newt. | Grad [ Bc&kT. [ ND [ 6 T [ Vo ] Obs
Min 300 | 2988 2 298 298 1T | 4.3¢+003 | 1.4e+001 | 1.3e+001 | k > kmax
FB 13 18 13 0 3 13 | 4.3¢+003 | 6.2e-017 | 1.1e-008
FBP0.95 || 13 18 13 0 3 13 | 4.3e+003 | 5.6e-017 | 1.0e-008
FBO0.75 13 18 13 0 3 13 | 4.3¢4+003 | 3.5e-017 | 6.3¢-009
FBO.5 13 18 13 0 3 13 | 4.3e4+003 | 1.5¢-017 | 2.8e-009
FB0.2 12 17 12 0 3 12 | 4.3e+003 | 1.6e-012 | 4.5e-007 | [|[Vs] < g4
Tabela 5.12: Problema bertsekas : n =15, p=0, ¢ =15 (formulagao KKT)
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L0 = Tmeplib
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 0o [ 0y [ HVGfH [ Obs.
Min 19 39 0 19 19 0 1.8e-002 [ 6.1e-003 [ 5.2e-007 | [[VOs] < &4
FB 35 362 35 0 29 0 2.6e-002 7.9e-018 | 2.5e-007
FBP0.95 38 378 38 0 32 0 2.4e-002 3.4e-017 | 6.8e-007
FBO0.75 27 153 26 1 21 0 1.5e-002 3.8e-014 | 1.5e-005
FBO0.5 34 221 33 1 28 0 6.6e-003 1.1e-018 | 4.6e-008
FBO0.2 45 344 39 6 39 0 1.0e-003 1.6e-015 | 7.0e-007

— 1

Lo = mcpsta,rt
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ ) [ 0y [ A [ Obs.
Min 1 3 0 1 1 0 1.8e-002 9.2e-003 | 1.4e-001 ﬁve(xf)
FB 36 331 36 0 29 0 7.3e-002 5.2e-013 | 6.3e-005
FBPO0.95 37 343 37 0 30 0 6.6e-002 2.7e-017 | 6.1e-007
FBO0.75 38 325 37 1 30 0 4.1e-002 1.3e-018 1.1e-007
FBO0.5 37 322 36 1 32 0 1.8e-002 1.2e-013 | 2.1e-005
FBO0.2 36 229 35 1 29 0 2.9e-003 5.1e-016 | 4.0e-007

To = xgpstart
NCP [[ k [ F-eval [ Newt. [ Grad | BekT. | ND | 0o [ 6 [ Vsl ] Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 1.3e-001 1.3e-001 | 5.8e-001 ﬂVG(wf)
FB 34 295 34 0 27 0 1.0e-001 2.4e-018 1.4e-007
FBP0.95 34 195 34 0 28 0 4.1e+000 1.1e-014 | 7.0e-006
FB0.75 23 79 23 0 15 0 8.1e+001 | 9.6e-018 | 2.0e-007
FBO0.5 14 22 14 0 5 0 3.2e4+002 | 6.1e-018 1.1e-007
FBO0.2 12 16 12 0 3 0 8.0e+002 | 5.0e-013 | 1.3e-005

To = xgpsta,rt
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 0o [ 0 [ HVGfH [ Obs.
Min 2 4 1 1 1 0 5.0e+003 | 9.2e-003 | 1.4e-001 ﬂVG(wf)
FB 37 322 37 0 29 0 4.3e4+003 | 5.2e-013 | 6.3e-005
FBPO0.95 35 125 35 0 13 0 3.7e4+013 | 2.1e-016 | 1.7e-006
FBO0.75 29 43 29 0 3 0 9.3e+014 | 1.7e-018 | 8.6e-008
FBO0.5 27 33 27 0 2 0 3.7e4+015 | 1.7e-014 | 5.7e-006
FBO0.2 24 25 24 0 0 0 9.5e+015 | 5.2e-015 1.0e-006

Lo = w%pstm"t
NCP [[ X [ F-eval | Newt. [ Grad | BckT. [ ND | o [ 0 [ Vel ] Obs.
Min 1 3 0 1 1 0 1.8e-002 9.2e-003 | 1.4e-001 §9V6(a:f)
FB 36 331 36 0 29 0 7.3e-002 5.2e-013 | 6.3e-005
FBP0.95 37 343 37 0 30 0 6.6e-002 2.7e-017 | 6.1e-007
FBO0.75 38 325 37 1 30 0 4.1e-002 1.3e-018 | 1.1e-007
FBO0.5 37 322 36 1 32 0 1.8e-002 1.2e-013 | 2.1e-005
FB0.2 36 229 35 1 29 0 2.9e-003 5.1e-016 | 4.0e-007

To = xgpstart
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 0o [ 0 [ HVGfH [ Obs.
Min 2 4 1 1 1 0 1.7e-001 9.2e-003 | 1.4e-001 ﬁVG(zf)
FB 35 295 35 0 27 0 1.7e-001 5.2e-013 | 6.4e-005
FBP0.95 32 182 32 0 23 0 1.3e+001 1.9e-017 | 3.4e-007
FBO0.75 28 99 28 0 19 0 2.6e4+002 | 1.0e-013 | 2.1e-005
FBO0.5 22 60 22 0 13 0 1.0e+003 | 2.4e-015 | 2.2e-006
FBO0.2 17 41 17 0 9 0 2.6e4-003 1.6e-014 | 2.2e-006

Tabela 5.13: Problema bertsekas : n = 15 (formulacao NCP)
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Tro = l'mcplib = (0020000)
NCP [ k [Feval [ Newt. | Grad | B&kT. [ ND [ 6o 0 T VO ] Obs.
Min 300 | 1529 300 0 298 0 [ 1.2e-003 | 5.8¢-006 | 3.4e-003 [ % > kmaa
FB 300 | 5501 300 0 299 1 | 1.2e-003 | 5.6e-005 | 2.5e-002 | k > kmax
FBP0.95 || 300 | 6260 299 1 299 1 | 1.2e-003 | 4.2e-005 | 1.9e-002 | k> kmax
FBO0.75 300 | 5879 300 0 299 1 | 1.2e-003 | 3.2e-005 | 1.5e-002 | k > kmaq
FBO0.5 300 | 5397 299 1 299 1 | 1.2e-003 | 1.2e-005 | 4.5e-003 | k> Ekmaw
FB0.2 300 | 4008 299 1 299 1 | 1.2e-003 | 1.9e-006 | 3.5e-005 | k> kmax

20 = T% 5 1ars = (0-000000)
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. [ ND | 0o 0 [ NVerl | Obs.
Min 300 | 1771 300 0 299 1 [ 5.0e-005 | 5.7e-006 | 3.4e-003 | k > kmaa
FB 300 | 4744 295 5 300 1 | 5.0e-005 | 2.5e-005 | 1.8e-005 | k> kmax
FBP0.95 || 300 | 4847 296 4 300 1 | 5.0e-005 | 2.4e-005 | 2.2e-005 | k > kmaq
FBO0.75 300 | 4043 295 5 299 1 | 5.0e-005 | 1.9e-005 | 4.8e-003 | k> kmax
FBO0.5 300 | 4627 296 4 299 1 | 5.0e-005 | 1.0e-005 | 1.5e-004 | k > kmaq
FB0.2 120 | 1740 115 5 118 1 | 5.0e-005 | 1.9e-006 | 3.3e-007 | [|[VO;| <eq4

T = T2 51ars = (0-010000)
NCP [ k [ F-eval | Newt. [ Grad [ BckT. [ ND | 6o 6y [ IV6s [  Obs.
Min 300 | 1529 300 0 298 0 | 4.5e-004 | 5.8¢-006 | 3.4e-003 | k > kmaa
FB 300 | 3816 292 8 299 1T | 4.5e-004 | 2.5e-005 | 2.5e-003 | k > kmax
FBP0.95 || 300 | 3711 293 7 299 1T | 4.5e-004 | 2.4e-005 | 1.6e-003 | k > Kmax
FB0.75 300 | 4111 294 6 299 1 | 4.5e-004 | 1.8¢-005 | 2.4e-003 | k > kmaq
FBO0.5 300 | 4713 296 4 299 1 | 4.5e-004 | 1.0e-005 | 9.9e-005 | k> kmas
FB0.2 199 | 3073 194 5 198 1 4.5¢-004 | 1.9e-006 | 9.4e-007 | ||[Vy| < g4

Tabela 5.14: Problema billups :

n —=

1, p=0,

q = 1 (formulacao KKT)
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o = :pmcp“b = (0020000)
NCP [ k [ Feval | Newt. | Grad | B&kT. [ ND | 60 | 05 [ [[VOs | Obs.
Min 300 | 3372 300 0 299 0 | 1.2e-003 | 5.5¢-006 | 6.7¢-003 | k > kmaa
FB 98 | 1659 98 0 97 0 | 3.5e-003 | 5.0e-005 | 4.0e-007 | [VO;] < &4
FBP0.95 || 98 | 1659 98 0 97 0 | 3.1e-003 | 4.5e-005 | 3.6e-007 | [[VOs]| < &4
FB0.75 90 1458 90 0 89 0 | 1.9e-003 | 2.8e-005 | 6.6e-007 | [|[VO| <4
FBO0.5 86 | 1360 86 0 85 0 | 8.6e-004 | 1.2e-005 | 9.9e-007 | ||V < &4
FB0.2 63 886 63 0 62 0 | 1.4e-004 | 2.0e-006 | 8.0e-007 | [|[VOs| < g4

€0 = &L tars = (0.000000)
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. [ ND | fo [ 0y [ Vel ] Obs.
Min 300 | 1529 300 0 298 0 | 5.0e-005 | 5.8¢-006 | 6.8¢-003 | k > kmax
FB 39 850 39 0 38 0 | 2.0e-004 | 5.0e-005 | 7.2e-007 | [[VO;[| < &4
FBP0.95 || 39 850 39 0 38 0 | 1.8e-004 | 4.5e-005 | 6.5e-007 | [[VOs]| < &4
FBO0.75 36 773 36 0 35 0 | 1.1e-004 | 2.8e-005 | 3.1e-007 | [|VOs| < &4
FB0.5 8 122 8 0 7 0 | 5.0e-005 | 1.2e-005 | 9.3e-007 | [|[VOy| < g4
FBO0.2 5 54 5 0 4 0 | 8.0e-006 | 2.0e-006 | 2.1e-007 | [[VO;]| < &g

0 = T2 54qrs = (0-010000)
NCP [ k [Feval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ND [ 6o [ 6 [ VO, ] Obs.
Min 300 | 1959 300 0 299 0 | 4.5¢-004 | 5.7¢-006 | 6.8¢-003 | k > kmaa
FB 109 | 1715 109 0 108 0 | 1.3e-003 | 5.0e-005 | 6.5e-007 | [[VO;]| < &4
FBP0.95 || 109 | 1715 109 0 108 0 | 1.2e-003 | 4.56-005 | 5.9e-007 | [[VO;] <eq
FBO0.75 94 1341 94 0 93 0 | 7.4e-004 | 2.8¢-005 | 8.2e-007 | [|[VOs| <eg
FBO.5 94 | 1341 94 0 93 0 | 3.3¢-004 | 1.2e-005 | 3.6e-007 | ||[VO;| < &g
FB0.2 10 66 10 0 9 0 | 5.3e-005 | 2.0e-006 | 9.6e-007 | [|[VO] < g4

Tabela 5.15: Problema billups : n =1 (formulagdo NCP)
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L0 = Tmcplib
NCP [ k [ F-eval | Newt. | Grad | B&kT. [ ND | 6 [ 0 [ Vo, [ Obs.
Min 1 2 1 0 0 1 [ 2.4e+002 [ 6.9e+001 | 1.2e+001 | AVO(zy)
FB 300 | 2469 282 18 213 4 | 2.4e+002 | 5.5e-006 | 4.4e-002 | k > kmax
FBP0.95 || 300 | 2316 288 12 213 | 255 | 2.4e+002 | 5.0e-006 | 7.7e-003 | k > kmax
FBO0.75 300 | 2462 267 33 216 | 203 | 2.4e+002 | 3.1e-006 | 1.8e-002 | k> kmax
FBO.5 300 | 2211 273 27 203 5 | 2.4e4+002 | 1.4e-006 | 2.7¢-002 | k> kmax
FB0.2 12 33 10 2 4 3 | 2.4e4002 | 7.9¢-017 | 1.4e-007

— .1

To = wcpsta'rt
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BcekT. [ ND [ 6o [ 0y [ VOl [ Obs.
Min 300 | 2794 0 300 300 0 | 3.7e+002 | 1.4e+002 | 1.4e+002 | k > kmaax
FB 298 | 2607 26 272 288 2 | 374002 | 2.4e-014 | 1.9¢-005
FBP0.95 || 300 | 3616 288 12 278 2 | 3.7e+002 | 8.2e-002 | 5.1e+001 | k > kmax
FB0.75 15 63 14 1 7 2 | 3.7e+002 | 5.8¢-015 | 2.4e-005
FB0.5 300 | 2262 272 28 209 2 | 3.7¢4+002 | 1.4e-006 | 1.6e-002 | k> kmax
FBO0.2 300 | 1958 179 121 209 3 | 3.7e4002 | 2.2e-007 | 4.9e-003 | k> kmax

Lo = x?pstart
NCP [ k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ B&kT. [ ND | 6o [ 6 [ NIVésl [ Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 [ 5.3e+002 | 5.3e+002 | 4.4e+003 | ZVO(zf)
FB 300 | 2445 286 14 213 13 | 5.3¢4002 | 5.5¢-006 | 5.4¢-002 | k > kmax
FBP0.95 || 300 | 2491 275 25 211 4 | 5.3e+002 | 4.9¢-006 | 2.4¢-002 | k > kmax
FB0.75 300 | 2392 288 12 211 5 | 5.3¢4002 | 3.1e-006 | 4.3¢-002 | k> kmax
FBO0.5 300 | 2255 274 26 213 4 | 5.3e+002 | 1.4e-006 | 2.5¢-002 | k > kmax
FB0.2 300 | 1978 177 123 206 4 | 5.3e4+002 | 2.2¢-007 | 3.2¢-003 | k> kmax

o = xipstu'rt
NCP [ k | F-eval | Newt. | Grad | Bc&kT. [ ND [ 6 [ 0 [ IVo; [ Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 [ 2.0e+002 | 2.0e+002 | 1.7e4+003 | AVO(zy)
FB 6 11 5 1 1 1T | 2.0e4002 | 2.5¢-016 | 2.2¢-008
FBP0.95 6 11 5 1 1 1T | 2.0e+002 | 2.2e-016 | 2.0e-008
FBO0.75 6 11 5 1 1 1 | 2.0e4002 | 1.4e-016 | 1.3e-008
FB0.5 6 11 5 1 1 1 | 2.0e4002 | 6.2¢-017 | 5.6e-009
FBO0.2 6 11 5 1 1 1 | 2.0e4+002 | 1.0e-017 | 9.2¢-010

Tabela 5.16: Problema colvdual : n =20, p=0, ¢ =20 (formulacdo KKT)

121



122 CAPITULO 5. RESULTADOS NUMERICOS

L0 = Tmeplib
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 6o [ 0 [ HV@f” [ Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 6.9e+001 6.9e+001 2.8e+002 ﬂVG(xf)
FB 300 3542 298 2 277 1 2.7e+4002 5.6e-004 8.5e-001 k> kmagx
FBPO0.95 300 4134 298 2 275 1 2.5e+4-002 1.2e-003 1.3e4+000 | k> kmax
FBO0.75 300 4376 298 2 278 1 1.5e+002 8.1e-004 4.0e-001 k> kmax
FBO0.5 300 3142 299 1 288 1 6.9e+001 4.4e-004 6.6e-001 k> kmagz
FB0.2 300 4156 290 10 284 1 1.1e+001 7.7e-005 9.6e-002 k > kmax
— 1
Lo = mcpsta,rt
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BcekT. [ ND [ ) [ 0y [ A [ Obs.
Min 300 3628 0 300 300 0 4.1e+001 3.6e+001 3.6e+001 k> kmax
FB 47 141 47 0 28 0 2.2e4-001 9.8e-016 4.0e-007
FBPO0.95 14 24 14 0 5 0 5.4e+4-002 4.4e-016 4.0e-006
FBO0.75 12 13 12 0 0 0 9.6e+003 3.1e-018 3.0e-008
FBO0.5 11 14 11 0 2 0 3.7e+004 5.9e-016 1.4e-007
FBO0.2 9 11 9 0 1 0 9.3e+004 8.3e-013 3.5e-005
To = xgpstart
NCP [[ k | F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0y [ Vo ] Obs.
Min 300 10177 14 286 298 1 3.3e+002 1.0e+000 | 2.0e+4001 k> kmagz
FB 300 3959 299 1 270 1 1.3e+003 5.4e-006 2.2e-002 k> kmaz
FBP0.95 13 24 13 0 5 1 1.2e4-003 8.3e-020 5.2e-008
FBO0.75 12 18 12 0 3 1 7.4e+002 3.7e-017 5.2e-008
FBO0.5 12 17 12 0 3 1 3.3e+002 8.0e-018 3.2e-007
FB0.2 300 2855 299 1 269 1 6.5e+001 1.2e-004 3.6e-001 k > kmax
To = xgpsta,rt
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 6o [ 0 [ HV@f” [ Obs.
Min 300 2079 0 300 300 0 1.0e+000 3.1e-002 1.5e4+000 | k > kmax
FB 16 50 16 0 8 0 3.0e+000 3.6e-019 1.1e-007
FBP0.95 9 20 9 0 3 0 2.9e+4-000 3.2e-013 5.9e-005
FBO0.75 7 15 7 0 1 0 2.8e+-000 9.0e-022 2.4e-009
FBO0.5 6 12 6 0 1 0 4.1e+000 2.0e-016 1.6e-006
FB0.2 6 9 6 0 1 0 7.6e4-000 1.3e-013 1.1e-005

Tabela 5.17: Problema colvdual : n = 20 (formulacao NCP)
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L0 = Tmcplib
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 6o [ 0 [ ||V0f|| [ Obs.
Min 3 4 3 0 0 1 2.3e+002 3.1e-020 2.1e-008
FB 5 6 5 0 0 5 2.3e+002 3.3e-015 2.1e-007
FBP0.95 5 6 5 0 0 5 2.3e+002 3.0e-015 2.0e-007
FBO0.75 5 6 5 0 0 5 2.3e4-002 1.9e-015 1.9e-007
FBO0.5 5 6 5 0 0 5 2.3e+002 8.4e-016 1.9e-007
FBO0.2 5 6 5 0 0 5 2.3e4-002 1.4e-016 1.9e-007

To = w(lzpsta'rt
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BcekT. [ ND [ 6o [ 0y [ VOl [ Obs.
Min 300 3190 2 298 299 0 2.8e+008 | 1.4e4+003 | 3.7e4+002 | k > kmaz
FB 300 2841 51 249 287 1 2.8e+008 | 1.5e4+003 | 2.6e4+003 | k > kmaz
FBPO0.95 300 2802 38 262 287 1 2.8e+008 | 1.5e+003 1.2e4003 | k£ > kmax
FBO0.75 23 33 22 1 6 1 2.8e+008 8.5e-015 9.8e-008
FBO0.5 300 3014 34 266 294 1 2.8e4008 | 2.5e+003 1.8e4+003 | k£ > kmax
FBO0.2 282 2876 276 6 269 1 2.8e+008 9.5e-017 1.6e-007

To = xgpstart
NCP [[ k | F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. | ND | 0o [ 6y [ IIVo; [ Obs.
Min 8 11 8 0 2 1 2.7e+004 5.1e-027 7.4e-012
FB 10 11 10 0 0 10 2.7e+004 3.3e-015 2.1e-007
FBP0.95 10 11 10 0 0 10 2.7e+004 3.0e-015 2.0e-007
FB0.75 10 12 10 0 1 10 2.7e+004 1.9e-015 1.9e-007
FBO0.5 10 12 10 0 1 10 2.7e+004 8.4e-016 1.9e-007
FBO0.2 10 12 10 0 1 10 2.7e+004 1.4e-016 1.9e-007

o = xgpstu/rt
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 6o [ 0 [ ||V€f|| [ Obs.
Min 300 3338 0 300 300 0 4.5e+002 1.5e+002 | 6.9e+001 | k> kmaax
FB 42 331 10 32 35 1 4.5e+002 1.4e-015 1.4e-007
FBPO0.95 13 79 11 2 6 1 4.5e+002 1.3e-015 1.3e-007
FBO0.75 10 39 9 1 3 1 4.5e+002 8.1e-016 1.3e-007
FBO0.5 10 35 9 1 3 1 4.5e+002 3.6e-016 1.2e-007
FBO0.2 11 28 10 1 3 1 4.5e+002 1.3e-016 1.9e-007

To = xcpsta’r‘t
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0¢ [ NIvésl [ Obs.
Min 300 3334 0 300 300 0 4.5e+002 1.5e+002 | 7.0e+001 k > kmax
FB 42 331 10 32 35 1 4.5e+002 1.4e-015 1.4e-007
FBPO0.95 13 79 11 2 6 1 4.5e+002 1.3e-015 1.3e-007
FB0.75 10 39 9 1 3 1 4.5e+002 8.1e-016 1.3e-007
FBO0.5 10 35 9 1 3 1 4.5e+002 3.6e-016 1.2e-007
FBO0.2 11 28 10 1 3 1 4.5e+002 1.3e-016 1.9e-007

To = ‘ngstart
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 6o [ 0 [ ||V0f|| [ Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 2.4e+002 | 2.4e+002 1.1e+003 ﬂV@(a:f)
FB 16 109 12 4 8 1 2.4e+002 3.2e-015 2.0e-007
FBPO0.95 15 101 12 3 7 1 2.4e+002 2.9e-015 2.0e-007
FBO0.75 13 89 12 1 5 1 2.4e+4-002 1.8e-015 1.9e-007
FBO0.5 13 92 12 1 5 1 2.4e+002 8.2¢-016 1.9e-007
FBO0.2 11 40 10 1 3 1 2.4e+002 1.4e-016 1.9e-007

Tabela 5.18: Problema colvnlp :

p =0,

g = 15 (formulagao KKT)
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L0 = Tmeplib
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 6o [ 0 [ HV@f” [ Obs.
Min 300 3804 0 300 300 0 2.7e-002 1.0e-002 2.0e-001 k> kmagx
FB 10 33 10 0 6 0 2.6e-002 1.3e-020 2.9e-009
FBPO0.95 9 20 9 0 5 0 6.9e-002 2.6e-019 4.4e-009
FBO0.75 7 12 7 0 4 0 4.6e-001 7.4e-013 5.8e-006
FBO0.5 6 7 6 0 0 0 1.5e+000 | 8.4e-016 1.3e-007
FBO0.2 6 7 6 0 0 0 3.4e+000 1.3e-016 3.4e-008
Lo = mipstaw‘t
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BcekT. [ ND [ 0o [ 0y [ A [ Obs.
Min 300 9438 0 300 300 0 6.9e4+005 | 5.9e-001 3.2e4+000 | k > kmazx
FB 14 18 14 0 2 0 2.8e4+006 | 7.3e-016 5.2e-006
FBPO0.95 14 16 13 1 1 0 2.5e+-009 1.9e-013 6.5e-005
FBO0.75 16 18 15 1 1 0 6.2e4+010 | 5.1e-018 3.3e-007
FBO0.5 17 21 14 3 3 0 2.5e4+011 1.3e-013 3.5e-005
FBO0.2 16 21 12 4 4 0 6.4e+011 2.4e-013 1.5e-005
To = xgpstart
NCP [ k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0y [ 0IVesl ] Obs.
Min 300 3341 4 296 299 0 3.5e+003 | 4.7e-002 4.9e-001 k> kmaaz
FB 16 34 16 0 6 0 1.4e+004 | 5.8e-018 3.6e-007
FBPO0.95 16 21 16 0 3 0 1.4e+004 | 7.3e-016 4.6e-006
FBO0.75 12 15 12 0 2 0 4.0e4+004 | 1.9e-015 1.3e-006
FBO0.5 11 13 11 0 1 0 1.3e4-005 | 8.7e-016 6.1e-007
FB0.2 11 13 11 0 1 0 3.3e+005 1.3e-016 3.2e-008
To = xcpsta,rt
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 0o [ 0 [ HV@f” [ Obs.
Min 300 2872 0 300 300 0 7.4e4+001 9.4e-001 1.6e4-001 k > kmax
FB 15 33 15 0 6 0 2.9e+002 | 2.9e-019 1.2e-007
FBP0.95 9 14 9 0 3 0 2.6e+002 | 2.3e-015 4.2e-007
FBO0.75 9 13 9 0 3 0 1.9e+002 | 3.3e-018 1.2e-008
FBO0.5 8 9 8 0 0 0 1.7e+002 | 2.6e-017 3.8e-007
FBO0.2 7 8 7 0 0 0 2.6e4+002 | 2.5e-013 2.7e-006
Lo = wcpstm"t
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0 [ Nvésl [ Obs.
Min 300 2859 0 300 300 0 7.4e4001 9.4e-001 1.5e4-001 k > kmax
FB 15 33 15 0 6 0 2.9e4002 | 2.9e-019 1.2e-007
FBPO0.95 9 14 9 0 3 0 2.6e4002 | 2.3e-015 4.2e-007
FBO0.75 9 13 9 0 3 0 1.9e+002 | 3.3e-018 1.2e-008
FBO0.5 8 9 8 0 0 0 1.7e+002 | 2.6e-017 3.8e-007
FB0.2 7 8 7 0 0 0 2.6e+002 | 2.5e-013 2.7e-006
To = xgpstart
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 0o [ 0 [ HV@f” [ Obs.
Min 300 3476 0 300 300 0 5.6e4000 | 3.0e-002 5.5e-001 k > kmagx
FB 13 38 13 0 6 0 2.0e+-001 1.6e-015 7.6e-006
FBPO0.95 10 22 10 0 5 0 1.8e+001 1.2e-016 2.0e-006
FB0.75 7 9 7 0 1 0 1.6e+001 1.1e-015 4.8e-006
FBO0.5 10 14 10 0 2 0 2.1e4+001 | 4.5e-022 2.1e-009
FB0.2 8 10 8 0 1 0 3.9e4+-001 2.3e-014 4.5e-006

Tabela 5.19: Problema colvnlp : n = 15 (formulagdo NCP)
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20 = Tmeptin = (11.500000)
NCP || k [ F-eval | Newt. | Grad | BckT. | ND | 6 6; | [[Vo;] [ Obs.
Min 3 5 3 0 1 0 | 4.8¢-001 | 1.1e-020 | 2.1e-010
FB 3 5 3 0 1 3 | 4.8¢-001 | 1.1e-020 | 2.1e-010
FBP0.95 || 3 5 3 0 1 3 | 4.8¢-001 | 1.1e-020 | 2.1e-010
FBO.75 || 3 5 3 0 1 3 | 4.8¢-001 | 1.1e-020 | 2.1e-010
FBO.5 3 5 3 0 1 3 | 4.8¢-001 | 1.1e-020 | 2.1e-010
FB0.2 3 5 3 0 1 3 | 4.8¢-001 | 1.1e-020 | 2.1e-010
Tabela 5.20: Problema cycle: n=1, p=0, ¢=1 (formulagao KKT)

20 = Tmeptib — (11.500000)

NCP [[ kX [ F-eval | Newt. [ Grad | BckT. | ND | o 0 VO] ] Obs.
Min 3 5 3 0 1 0 4.8e-001 1.1e-020 | 1.5e-010

FB 3 5 3 0 1 0 | 4.4e-001 | 1.8¢-015 | 6.0e-008
FBP0.95 || 4 6 1 0 1 0 | 1.1e+000 | 2.2¢-021 | 6.3¢-011
FBO0.75 5 7 5 0 1 0 6.2e+000 | 4.5e-026 | 9.8e-013

FBO0.5 5 7 5 0 1 0 1.9e4-001 | 1.1e-023 | 2.6e-011

FBO0.2 5 8 5 0 2 0 | 4.3e4+001 | 1.1e-014 | 1.2¢-006

Tabela 5.21: Problema cycle : n = 1 (formulacao NCP)
L0 = Tmeplib

NCP [ X [ F-eval | Newt. [ Grad | BckT. [ ND | 0o 0y [VO;] [ Obs.
Min 17 34 17 0 16 1 5.0e-001 0 0

FB 20 41 20 0 11 1 5.0e-001 | 4.6e-013 | 9.6e-007
FBP0.95 || 20 | 41 20 0 11 T | 5.0e-001 | 4.2¢-013 | 8.7¢-007
FBO0.75 20 40 20 0 11 1 5.0e-001 | 2.6e-013 | 5.4e-007

FB0.5 20 | 40 20 0 11 1 | 5.0e-001 | 1.2e-013 | 2.4e-007

FBO0.2 20 39 20 0 10 1 5.0e-001 | 1.9e-014 | 3.9e-008
Tabela 5.22: Problema explcp: n =16, p=0, ¢ =16 (formulagao KKT)

L0 = Tmeplib

NCP [[ k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 6o 6y ] VO] ] Obs.
Min 19 43 19 0 17 1 5.0e-001 0 0

FB 19 38 19 0 10 0 2.0e4+000 | 4.6e-013 | 9.6e-007
FBP0.95 19 38 19 0 10 0 1.8e4-000 | 4.2e-013 | 8.7e-007
FBO0.75 19 38 19 0 10 0 1.1e+000 | 2.6e-013 | 5.4e-007
FBO0.5 19 38 19 0 10 0 5.0e-001 1.2e-013 | 2.4e-007
FB0.2 19 | 38 19 0 10 0 | 8.0e002 | 1.9¢-014 | 3.9¢-008

Tabela 5.23: Problema explcp : n = 16 (formulagao NCP)
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Z0 = Tmeplib
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad | BckT. [ ND | 6o | 07 [ [Vo;[ | Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 | 2.2e+002 | 2.2e+002 | 9.8e+001 IVo(zy)
FB 24 49 22 2 24 2 | 2.2e+002 | 5.6e-013 | 3.7¢-006
FBP0.95 || 20 45 16 4 16 2 | 2.2e+002 | 8.7¢-013 | 1.8e-006
FB0.75 6 9 4 2 2 2 | 2.2e4+002 | 2.8e-018 | 2.2e-009
FBO.5 5 8 3 2 2 2 | 224002 | 2.7e-013 | 6.8e-007
FB0.2 6 9 4 2 2 2 | 2.2e4002 | 1.2e-019 | 2.5e-010
To = mipstart (error de dominio em mcpf)
NCP [ k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND | 0o [ 0y [ VOl ] Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 | 4.1e001 | 4.1e-001 | 4.7e+000 | PVO(zy)
FB 19 39 18 1 19 1T | 4.1e-001 | 2.9e-013 | 2.7¢-006
FBP0.95 || 33 121 14 19 33 1T | 4.1e-001 | 9.4e-013 | 3.1e-006
FB0.75 20 50 16 4 20 1 4.1e-001 | 8.6e-013 | 5.0e-006
FBO0.5 98 735 31 67 90 1 | 4.1e-001 | 7.0e-016 | 1.9e-008
FB0.2 10 20 9 1 9 1 4.1e-001 | 6.1e-012 | 9.9e-007 | ||[VO|| < ¢4
T0 = Topstart (error de dominio em mcpf)
NCP [ k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND | 6o [ o [ Vel ] Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 | 1.3¢+000 | 1.3¢4+000 | 8.3¢+000 | #VO(xy)
FB 20 41 19 1 20 T | 1.3e4000 | 2.7¢-013 | 2.6e-006
FBP0.95 || 35 128 15 20 35 T | 1.3e+000 | 9.9e-013 | 2.3e-006
FB0.75 12 24 11 1 11 1 | 1.3e4+000 | 6.6e-013 | 1.1e-006
FB0.5 13 26 12 1 12 1 | 1.3e4000 | 6.0e-013 | 6.5e-007
FB0.2 12 24 11 1 11 1 | 1.3e4+000 | 4.2e-012 | 9.8¢-007 | [[V8;| < g4
TO = Tipstart (error de dominio em mcpf)
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad | BekT. [ ND | 6o | 07 | [VO;[ | Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 | 4.4e-002 | 4.4e-002 | 1.5¢+000 | PVO(xy)
FB 97 784 38 59 33 1T | 4.4e-002 | 2.5¢-020 | 2.9e-009
FBP0.95 || 97 813 33 64 ]7 1T | 4.4e-002 | 1.0e-016 | 1.4e-008
FB0.75 103 | 970 41 62 92 1 4.4e-002 | 3.9e-017 | 6.7e-009
FB0.5 101 | 774 42 59 83 1 | 4.4e-002 | 1.9¢-017 | 4.8e-009
FB0.2 102 | 903 40 62 89 2 4.4e-002 | 9.2e-012 | 8.7e-007 | ||[VOs| <4
o Aclpstart (error de dominio em mepf)
NCP [ k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0 [ VOl ] Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 1.1e-001 | 1.1e-001 | 2.3e+000 | #VO(z;)
FB 61 155 12 49 49 1 1.1e-001 | 7.6e-017 | 1.3e-008
FBP0.95 || 60 154 11 49 49 1 1.1e-001 | 2.2e-019 | 6.5e-010
FB0.75 76 203 19 57 67 1 1.1e-001 | 8.7e-013 | 3.1e-006
FB0.5 75 205 15 60 63 1 1.1e-001 | 3.0e-020 | 2.7e-010
FB0.2 59 155 8 51 51 1 1.1e-001 | 2.9¢-016 | 9.4e-009
To = xgpstwt (error de dominio em mcpf)
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad | BckT. [ ND | 6o | 07 | [Vo;[ | Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 [ 2.3e+002 | 2.3¢4002 | 1.1e+002 | PVO(xy)
FB 23 a7 22 1 23 1T | 2.3¢+002 | 5.8¢-013 | 4.0e-006
FBP0.95 || 18 36 17 1 17 T | 2.3e+002 | 4.9¢-013 | 1.4e-006
FB0.75 19 38 18 1 18 1 | 2.3e4002 | 4.7¢-013 | 9.0e-007
FBO0.5 97 707 37 60 87 2 | 2.3¢4+002 | 3.2e-017 | 4.0e-009
FB0.2 17 33 16 1 15 1 | 2.3e4+002 | 2.3e-012 | 9.3e-007 | [|[Vé;] < g4

Tabela 5.24: Problema hanskoop : n =14, p=0, ¢ = 14 (formulacao KKT)



5.3. RESULTADOS

T0 = Tmcplib

NCP || k | Foval | Newt. | Grad | BekT. [ ND | 6o | _6; | [V6;] [ __ Obs.
Min 26 67 1 25 23 0 2.1e+002 | 2.8e-035 7.6e-018
FB 13 18 12 1 3 0 8.5e4-002 | 2.9e-019 2.6e-009
FBPO0.95 20 40 19 1 19 0 7.6e+002 | 3.5e-013 2.3e-006
FB0.75 79 668 38 41 64 0 4.8e+002 | 1.7e-018 1.7e-009
FBO0.5 19 37 18 1 17 0 2.1e+002 | 3.6e-013 2.1e-006
FBO0.2 19 37 18 1 17 0 3.4e4-001 | 8.7e-013 1.6e-006

o = xipstwt (error de dominio em mcpf)
NCP [ k [ F-eval | Newt. | Grad [ BekT. [ ND | 0o [ 0 [ NVerl ] Obs.
Min 207 1688 6 201 201 0 9.7e-002 3.9e-018 1.0e-008
FB 66 169 14 52 54 0 2.3e-001 7.7e-015 1.5e-006
FBP0.95 81 199 14 67 69 0 2.1e-001 6.9e-017 3.8e-008
FBO0.75 64 161 17 47 48 0 1.4e-001 1.4e-019 1.3e-009
FBO0.5 81 201 12 69 71 0 6.9e-002 8.3e-013 1.7e-006
FBO0.2 64 163 15 49 50 0 2.4e-002 6.1e-016 8.4e-008

T = T2 rart (error de dominio em mcpf)
NCP [ k [Feval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ND [ 60 [ 6y [ VO [ Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 | 4.2e-001 | 4.2¢-001 | 4.1e4+000 | #V0(zy)
FB 73 187 12 61 65 0 1.2e4+000 | 1.0e-013 1.2e-006
FBPO0.95 61 158 14 47 48 0 1.1e+000 | 3.9e-018 8.7e-009
FB0.75 86 208 18 68 72 0 6.9e-001 1.8e-018 1.8e-009
FBO0.5 78 190 18 60 63 0 3.5e-001 7.5e-020 6.5e-010
FBO0.2 66 167 15 51 52 0 1.5e-001 1.7e-019 2.0e-010

xo = xipstwt (error de dominio em mcpf)
NCP || k | F-oval | Newt. | Grad | BekT. [ ND | 6o | 6; | [V6;] [ __ Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 9.6e-003 9.6e-003 2.0e-001 ﬂve(xf)
FB 82 199 16 66 68 1 4.3e-003 7.8e-021 1.3e-010
FBP0.95 80 196 15 65 67 1 4.0e-003 3.2e-017 8.3e-008
FBO0.75 7 187 18 59 61 1 3.2e-003 1.8e-015 3.5e-007
FBO0.5 65 171 10 55 57 1 2.4e-003 2.7e-018 3.4e-009
FBO0.2 64 168 10 54 55 1 1.5e-003 | 4.2e-018 1.3e-009

o = xgpsta'ﬁt (error de dominio em mcpf)
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BekT. | ND | 0o [ 0 [ NvVerl ] Obs.
Min 68 181 7 61 64 0 1.0e-002 4.6e-002 9.3e-001 AVO(zs)
FB 81 195 22 59 64 0 5.4e-003 7.9e-017 7.5e-008
FBPO0.95 75 187 16 59 62 0 5.2e-003 5.8e-016 2.0e-007
FBO0.75 100 245 23 " 96 0 4.5e-003 4.0e-013 1.2e-006
FBO0.5 69 176 13 56 58 0 3.7e-003 1.7e-013 2.0e-006
FB0.2 67 170 14 53 54 0 2.9e-003 3.1e-018 1.7e-009

xTo = zgpsmrt (error de dominio em mcpf)
NCP || k | F-oval | Newt. | Grad | BokT. [ ND | 6o | 6; | [V6;] [ __ Obs.
Min 152 639 0 152 152 0 [ 6.8e+001 [ 2.2e-003 [ 8.2e-007 [ [[VO;]| <eq4
FB 10 11 10 0 0 0 1.9e+002 | 4.9e-018 3.8e-009
FBPO0.95 71 183 21 50 58 0 2.0e+002 | 4.1e-015 9.2e-008
FBO0.75 69 174 21 48 54 0 4.9e+002 | 7.4e-020 3.0e-010
FBO0.5 68 170 17 51 53 0 1.4e4+003 | 8.0e-020 1.4e-009
FBO0.2 65 164 16 49 50 0 3.3e4+003 | 1.7e-013 1.3e-007

Tabela 5.25: Problema hanskoop :

n = 14 (formulacao NCP)
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128 CAPITULO 5. RESULTADOS NUMERICOS

0 = Tmeplab = (1.250000, 0.000000, 0.000000, 0.500000)
NCP || k | Feeval [ Newt. | Grad | BekT. | ND | 6o | 6; | [V6;] | Obs.
Min 2 3 2 0 0 1 4.8e+4-000 1.2e-014 2.2e-006
FB 2 3 2 0 0 2 4.8e+4-000 1.2e-014 2.2e-006
FBPO0.95 2 3 2 0 0 2 4.8e4-000 1.2e-014 2.2e-006
FBO0.75 2 3 2 0 0 2 4.8e+000 1.2e-014 2.2e-006
FBO0.5 2 3 2 0 0 2 4.8e+4-000 1.2e-014 2.2e-006
FBO0.2 2 3 2 0 0 2 4.8e+000 1.2e-014 2.2e-006
0 = 1) 1ars = (0.000000,0.000000, 0.000000, 0.000000)
NCP [ k [ F-eval | Newt. | Grad [ BckT. [ ND | 0o [ 0y [ NVésl [ Obs.
Min 300 1737 297 3 280 1 6.3e+000 1.3e-001 8.3e-001 k > kmax
FB 12 62 12 0 8 1 6.3e+4-000 9.4e-015 3.2e-007
FBPO0.95 12 62 12 0 8 1 6.3e+-000 8.5e-015 3.2e-007
FBO0.75 9 19 9 0 4 1 6.3e4-000 2.8e-021 1.0e-009
FBO0.5 9 19 9 0 4 1 6.3e+-000 2.8e-021 1.0e-009
FBO0.2 300 4379 287 13 297 1 6.3e4-000 4.9e-002 9.2e-001 k > kmaax
o = 42, 10 = (1.000000, 1.000000, 1.000000, 1.000000)
NCP [ k [Feval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ND | 6o | 6y [ [[V6s] [ Obs.
Min 300 | 10594 300 0 300 1 2.6e+001 | 2.3e4+001 | 1.5e4+002 | k > kmazx
FB 300 4019 294 6 289 39 2.6e+001 6.8e-001 1.8e+001 | k> kmax
FBPO0.95 300 4052 285 15 294 20 2.6e+001 7.7e-001 5.6e4+000 | k > kmax
FBO0.75 300 4421 292 8 291 19 2.6e+001 | 1.1e4+000 | 2.4e4+001 | k > kmaa
FBO0.5 300 4329 293 7 286 22 2.6e+001 2.8e-001 1.1e+001 | k> kmax
FBO0.2 300 4392 292 8 290 23 2.6e+001 | 1.0e4+000 | 2.4e4+001 | k > kmax
0 = T2 1are = (100.000000, 100.000000, 100.000000, 100.000000)
NCP || k | Feeval [ Newt. | Grad | BekT. | ND [ 6o | 6; | [V6;] | Obs.
Min 300 3530 293 7 284 0 1.4e+009 4.7e-001 1.5e+001 | k > kmax
FB 300 3536 288 12 279 8 1.4e+009 4.9e-001 5.6e+000 | k> kmax
FBPO0.95 300 3507 289 11 280 12 1.4e4-009 5.4e-001 1.2e+000 | k > kmax
FBO0.75 300 3172 284 16 278 12 1.4e+4-009 4.7e-002 1.6e+000 | k > kmax
FBO0.5 136 1897 132 4 114 12 1.4e4-009 1.3e-016 9.6e-008
FBO0.2 79 627 77 2 56 12 1.4e+009 1.2e-023 6.8e-011
©0 = 201 1ape = (1.000000, 0.000000, 0.000000, 0.000000)
NCP [ k [ F-eval | Newt. | Grad [ BekT. | ND | 0o [ 0 [ vésl ] Obs.
Min 4 5 4 0 0 1 2.3e+-000 1.2e-014 2.2e-006
FB 5 6 5 0 0 5 2.3e+000 3.1e-013 2.7e-006
FBPO0.95 5 6 5 0 0 5 2.3e+-000 2.8e-013 2.7e-006
FBO0.75 5 6 5 0 0 5 2.3e+000 1.8e-013 2.6e-006
FBO0.5 5 6 5 0 0 5 2.3e+000 8.9e-014 2.6e-006
FBO0.2 5 6 5 0 0 5 2.3e+000 2.9e-014 2.6e-006
0 = 20, 1are = (0-000000, 1000000, 1.000000, 0.000000)
NCP___ || k | Feeval | Newt. | Grad | BekT. | ND [ 6o | 6; | [V6;] | Obs.
Min 300 | 12565 300 0 300 1 3.2e+000 | 2.1e4-000 | 1.4e4001 | k> Emax
FB 42 555 39 3 38 [§ 3.2e4-000 1.5e-016 4.1e-008
FBPO0.95 42 508 39 3 38 6 3.2e4-000 6.1e-015 1.2e-006
FBO0.75 300 3767 282 18 297 6 3.2e+000 8.3e-002 3.8e4+000 | k > kmax
FBO0.5 300 4365 291 9 297 15 3.2e+000 6.7e-001 1.8e4+001 | k> kmax
FBO0.2 300 5727 293 7 299 46 3.2e+-000 9.3e-001 4.0e4+-000 | k > kmaa

Tabela 5.26: Problema josephy : n =4, p=0, ¢ =4 (formulacdo KKT)



5.3. RESULTADOS

T = Tmeplib = (1.250000, 0.000000, 0.000000, 0.500000)
NCP [ k [ Feval | Newt. | Grad | BckT. | ND | 6o | 67 | [[VOs] | Obs.
Min 2 3 2 0 0 0 [ 4.9e-003 [ 5.3e-015 | 9.3e-007
FB 3 4 3 0 0 0 | 4.2e-003 | 2.0e-019 | 5.2e-009
FBP0.95 || 3 4 3 0 0 0 | 4.3e-003 | 8.4e-020 | 3.3e-009
FBO0.75 3 4 3 0 0 0 | 4.8e-003 | 1.7e-021 | 3.9e-010
FB0.5 2 3 2 0 0 0 | 5.5e-003 | 7.8e-013 | 4.4e-006
FB0.2 2 3 2 0 0 0 | 6.3e-003 | 7.7e-013 | 1.2e-005

20 = &L stare = (0.000000, 0.000000, 0.000000, 0.000000)
NCP [[ X [ F-eval | Newt. [ Grad [ BckT. [ ND | 0o [ 0 [ NVés] [ Obs.
Min 6 12 5 1 3 0 [ 6.3e+000 | 4.6e-016 | 2.8¢-007
FB 7 10 7 0 2 0 | 2.5e+001 | 3.3¢-024 | 2.0e-011
FBP0.95 || 7 8 7 0 0 0 | 2:3e+001 | 6.7¢-021 | 3.8e-010
FBO0.75 6 8 6 0 1 0 | 1.4e+001 | 8.0e-014 | 1.0e-006
FB0.5 5 8 5 0 1 0 | 6.3e+000 | 3.3¢-017 | 2.1e-008
FBO0.2 5 8 5 0 1 0 | 1.0e+000 | 5.3e-018 | 3.4e-009

€0 = &2, 14p4 = (1.000000, 1.000000, 1.000000, 1.000000)
NCP [ k [ Feval | Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 6 [ 6y [ Vsl [ Obs.
Min 7 15 7 0 4 0 | 5.0e-001 | 5.6e-022 | 3.0e-010
FB 7 12 7 0 2 0 | 4.3e-001 | 2.7e-018 | 1.8e-008
FBP0.95 || 5 7 5 0 1 0 | 7.6e-001 | 2.6e-013 | 6.3e-006
FB0.75 5 6 5 0 0 0 | 3.1e4+000 | 1.4¢-013 | 3.0e-006
FB0.5 5 6 5 0 0 0 | 8.3e+000 | 2.6e-025 | 6.3e-012
FB0.2 6 7 6 0 0 0 | 1.8e4+001 | 4.5¢-024 | 1.3¢-011

20 = &2 410rs = (100.000000, 100.000000, 100.000000, 100.000000)

NCP [ k [ Feval | Newt. | Grad | BckT. [ ND | 60 | 67 | [[VOs] | Obs.
Min 7 13 6 1 3 0 5000 4.6e-016 | 2.8¢-007
FB 13 20 13 0 5 0 | 5.0e+003 | 2.0e-018 | 1.5e-008
FBP0.95 || 14 15 14 0 0 0 | 3.5e+010 | 5.7e-013 | 4.0e-006
FB0.75 16 17 16 0 0 0 | 8.7e+011 | 2.7e-021 | 1.4e-010
FB0.5 16 17 16 0 0 0 | 3.5e+012 | 3.8¢-023 | 7.8e-011
FBO0.2 16 17 16 0 0 0 | 9.0e4+012 | 1.3e-016 | 1.2e-007

€0 = &% s1ars = (1.000000, 0.000000, 0.000000, 0.000000)
NCP [[ k [ F-eval | Newt. [ Grad [ BckT. [ ND | 0o [ 0 [ VO] T Obs.
Min 3 4 3 0 0 0 [ 1.6e+000 | 5.3e-015 | 9.3e-007
FB 4 5 4 0 0 0 | 5.3e+000 | 2.5e-014 | 1.0e-006
FBP0.95 || 4 5 4 0 0 0 | 4.8e+000 | 2.3e-014 | 9.5¢-007
FBO0.75 4 5 4 0 0 0 | 3.0e4+000 | 1.4e-014 | 5.9¢-007
FB0.5 4 5 4 0 0 0 | 1.3e+000 | 6.3e-015 | 2.6e-007
FBO0.2 4 5 4 0 0 0 | 2.1e001 | 1.0e-015 | 4.2¢-008

xo = 814, = (0.000000, 1.000000, 1.000000, 0.000000)
NCP [ k [ Feval | Newt. | Grad | BckT. | ND | 6o | 67 | [[VOs] | Obs.
Min 6 12 6 0 3 0 [ 1.4e+000 | 2.7¢-015 | 6.7e-007
FB 7 13 7 0 3 0 | 47¢+000 | 1.1e-015 | 3.5¢-007
FBP0.95 || 6 9 6 0 2 0 | 43e+000 | 1.0e-021 | 3.5¢-010
FB0.75 6 8 6 0 1 0 | 2.9e+000 | 3.4e-017 | 1.6e-008
FB0.5 6 9 6 0 1 0 | 1.8e+000 | 9.1e-019 | 7.4e-009
FB0.2 7 12 7 0 2 0 | 1.4e+000 | 1.2e-015 | 4.4e-007

Tabela 5.27: Problema josephy : n = 4 (formulacdo NCP)
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0 = Tmeplab = (1.250000, 0.000000, 0.000000, 0.500000)
NCP___ ][ k | Feval | Newt. | Grad | BekT. | ND | 6o | 67 | [IV6;] | Obs.
Min 2 3 2 0 0 1 1.4e4-000 | 1.2e-014 2.6e-006
FB 2 3 2 0 0 2 1.4e4-000 | 1.2e-014 2.6e-006
FBPO0.95 2 3 2 0 0 2 1.4e4-000 | 1.2e-014 2.6e-006
FBO0.75 2 3 2 0 0 2 1.4e4+000 | 1.2e-014 2.6e-006
FBO0.5 2 3 2 0 0 2 1.4e4-000 | 1.2e-014 2.6e-006
FBO0.2 2 3 2 0 0 2 1.4e4+000 | 1.2e-014 2.6e-006
0 = 1) 1ars = (0.000000,0.000000, 0.000000, 0.000000)
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0y [ 1vésl [ Obs.
Min 300 2321 299 1 232 1 1.6e4-001 | 7.3e-003 1.2e-001 k 2> kmazx
FB 7 12 7 0 2 1 1.6e+001 | 2.2e-019 1.1e-008
FBPO0.95 7 12 7 0 2 1 1.6e+001 | 2.2e-019 1.1e-008
FBO0.75 7 11 7 0 2 1 1.6e4+001 | 6.6e-016 5.8e-007
FBO0.5 7 12 7 0 2 1 1.6e+001 | 8.7e-013 2.2e-005
FBO0.2 9 15 9 0 2 1 1.6e4+001 | 5.0e-025 1.7e-011
o = 42,14y = (1.000000, 1.000000, 1.000000, 1.000000)
NCP [ k [Feval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ND | 6o [ 6y [ [IVOs| [ Obs.
Min 300 3410 300 0 273 0 4.0e4-001 | 7.3e-003 1.2e-001 k > kmaz
FB 300 4186 281 19 298 6 4.0e4-001 | 1.3e-002 2.7e-001 k > kmaz
FBPO0.95 300 4317 284 16 298 6 4.0e4-001 | 1.3e-002 3.3e-001 k > kmax
FBO0.75 300 4148 278 22 298 7 4.0e+001 | 9.3e-003 2.7e-001 k > kmaz
FBO0.5 300 4059 272 28 298 10 4.0e4-001 | 4.8e-003 1.7e-001 k > kmaz
FBO0.2 300 4045 274 26 298 14 4.0e+001 | 3.0e-003 2.2e-001 k > kmaz
0 = T2 1are = (100.000000, 100.000000, 100000000, 100.000000)
NCP___ ][ k | F-eval | Newt. | Grad | BekT. | ND | 6o | 67 | [IV6s] | Obs.
Min 300 3647 300 0 239 0 1.4e4009 | 8.7e-003 1.4e-001 k > kmazx
FB 300 2674 289 11 278 11 1.4e+009 | 6.8e-001 | 8.1e4+000 | k > kmax
FBPO0.95 300 2494 285 15 276 11 1.4e+009 | 5.2e-001 | 4.3e4+000 | k > kmax
FBO0.75 300 3220 289 11 277 11 1.4e4009 | 3.4e-001 | 2.3e4+000 | k > kmax
FBO0.5 300 2813 290 10 271 11 1.4e+009 | 3.6e-001 | 1.2e4+001 | k > kmax
FBO0.2 300 2575 286 14 267 13 1.4e4+009 | 7.5e-002 | 6.2e4+000 | k > kmax
©0 = T2y rape = (1.000000, 0.000000, 1.000000, 0.000000)
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0 [ Nvésl [ Obs.
Min 1 2 1 0 0 1 1.8e4+001 | 2.3e-030 1.7e-014
FB 1 2 1 0 0 1 1.8e+4-001 | 2.0e-030 1.7e-014
FBPO0.95 1 2 1 0 0 1 1.8e+4-001 | 7.0e-030 2.4e-014
FBO0.75 1 2 1 0 0 1 1.8e4-001 | 2.1e-030 2.5e-014
FBO0.5 1 2 1 0 0 1 1.8e+4-001 | 9.1e-029 2.1e-013
FBO0.2 1 2 1 0 0 1 1.8e4-001 | 3.9e-029 2.1e-013
0 = @2 ysrare = (1:000000, 0.000000, 0.000000, 0.000000)
NCP___ ][ k | Feeval | Newt. | Grad | BekT. | ND | 6o | 6; | [IV6;] | Obs.
Min 4 5 4 0 0 1 6.3e+000 | 1.2e-014 2.6e-006
FB 6 7 6 0 0 6 6.3e4-000 | 2.1e-023 1.0e-011
FBPO0.95 6 7 6 0 0 6 6.3e4+-000 | 1.9e-023 9.7e-012
FBO0.75 6 7 6 0 0 6 6.3e+000 | 1.2e-023 9.0e-012
FBO0.5 6 7 6 0 0 6 6.3e4+-000 | 5.3e-024 9.2e-012
FBO0.2 6 7 6 0 0 6 6.3e+000 | 9.9e-025 9.6e-012

Tabela 5.28: Problema kojshin: n=4, p=0, ¢ =4 (formulagdo KKT)



5.3. RESULTADOS

20 = Zmepliv = (1.250000, 0.000000, 0.000000, 0.500000)
NCP___ || k | Feeval | Newt. | Grad | BekT. | ND | 6o | 67 | [VO;] | Obs.
Min 2 3 2 0 0 0 4.9e-003 5.3e-015 | 9.3e-007
FB 3 4 3 0 0 0 4.2e-003 1.5e-019 | 4.4e-009
FBPO0.95 3 4 3 0 0 0 4.3e-003 6.9e-020 | 5.3e-009
FBO0.75 3 4 3 0 0 0 4.8e-003 3.6e-019 | 1.5e-008
FBO0.5 3 4 3 0 0 0 5.5e-003 4.9e-022 | 3.2e-011
FBO0.2 2 3 2 0 0 0 6.3e-003 7.7e-013 | 1.2e-005

0 = @1 1are = (0-000000,0.000000, 0000000, 0.000000)
NCP [ k [ F-eval | Newt. | Grad [ BckT. [ ND | 0o [ 0 [ V6; [ Obs.
Min 6 17 5 1 4 0 1.6e+001 | 4.6e-018 | 2.7e-008
FB 10 21 10 0 5 0 65 8.2e-019 | 1.6e-008
FBP0.95 7 10 7 0 2 0 5.9e4+-001 | 5.5e-023 | 7.7e-011
FBO0.75 8 15 8 0 3 0 3.7e4001 | 4.9e-019 | 1.8e-008
FBO0.5 6 10 6 0 2 0 1.6e4-001 | 1.8e-022 | 8.0e-011
FBO0.2 6 10 [§ 0 2 0 2.6e+000 | 6.5e-022 | 3.6e-010

@0 = 22,4, = (1.000000, 1.000000, 1.000000, 1.000000)
NCP [ k [Feval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ND [ 60 [ 6y [ [IVOs| [ Obs.
Min 7 14 7 0 3 0 5.0e-001 1.7e-023 | 7.1e-011
FB 7 15 7 0 4 0 4.3e-001 4.5e-016 | 3.4e-007
FBPO0.95 6 13 6 0 3 0 8.6e-001 1.6e-013 | 5.5e-006
FB0.75 6 10 6 0 1 0 4.2e+000 | 1.2e-015 | 7.7e-007
FBO0.5 6 8 6 0 1 0 1.2e+001 | 9.9e-016 | 1.0e-007
FB0.2 6 9 6 0 1 0 2.7e4-001 | 7.5e-014 | 2.4e-006

20 = @2y 1are = (100.000000, 100.000000, 100.000000, 100.000000)

NCP___ || k | Feeval | Newt. | Grad | BkT. | ND [ 6o | 65 | [V0;] | Obs.
Min 7 18 6 1 4 0 5000 4.6e-018 | 2.7e-008
FB 7 10 7 0 2 0 5.0e+003 | 4.0e-016 | 2.1e-007
FBP0.95 15 16 15 0 0 0 3.5e4010 | 2.1e-021 | 4.1e-010
FBO0.75 300 3826 299 1 272 0 8.8e4011 | 1.0e-002 | 1.6e-001 | k > kmax
FBO0.5 22 23 22 0 0 0 3.5e4012 | 5.0e-020 | 1.5e-009
FBO0.2 17 18 17 0 0 0 9.0e4-012 | 6.6e-014 | 2.4e-006

0 = T2 p11are = (1.000000,0.000000, 1000000, 0.000000)
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BekT. | ND | 0o [ 0 [ Vé; [ Obs.
Min 3 4 3 0 0 1 2.5e+000 | 5.3e-015 | 9.3e-007
FB 4 5 4 0 0 1 7.7e4+000 | 4.2e-020 | 2.3e-009
FBPO0.95 4 5 4 0 0 1 6.9e-+000 | 3.6e-020 | 2.0e-009
FBO0.75 4 5 4 0 0 1 4.3e4-000 | 1.8e-020 | 1.0e-009
FBO0.5 4 5 4 0 0 1 1.9e+000 | 4.9e-021 | 2.4e-010
FBO0.2 4 5 4 0 0 1 3.1e-001 5.1e-020 | 1.4e-009

0 = 2% 14rs = (1.000000,0.000000, 0.000000, 0.000000)
NCP___ || k | Feeval | Newt. | Grad | BekT. | ND [ 6o | 67 | [VO;] | Obs.
Min 3 4 3 0 0 0 6.1e4-000 | 5.3e-015 | 9.3e-007
FB 5 7 5 0 1 0 2.3e+001 | 4.2e-015 | 6.9e-007
FBPO0.95 5 7 5 0 1 0 2.1e+001 | 4.3e-015 | 7.1e-007
FB0.75 5 7 5 0 1 0 1.3e4+001 | 4.5e-015 | 7.9e-007
FBO0.5 5 7 5 0 1 0 5.8e+000 | 4.7e-015 | 8.9e-007
FBO0.2 5 7 5 0 1 0 9.3e-001 5.2e-015 | 1.0e-006

Tabela 5.29: Problema kojshin : n =4 (formulagdo NCP)

131



132 CAPITULO 5. RESULTADOS NUMERICOS

0 = Tmeplib = (4.500000, 11.000000, 0.500000)
NCP___ || k | F-oval | Newt. | Grad | BokT. [ ND | 6o | 6; | VO, | Obs.
Min 7 8 7 0 0 0 1.2e4001 | 3.6e-016 | 7.8e-008
FB 7 8 7 0 0 7 1.2e4001 | 3.6e-016 | 7.8e-008
FBPO0.95 7 8 7 0 0 7 1.2e4001 | 3.6e-016 | 7.8e-008
FBO0.75 7 8 7 0 0 7 1.2e4+001 | 3.6e-016 | 7.8e-008
FBO0.5 7 8 7 0 0 7 1.2e4+001 | 3.6e-016 | 7.8e-008
FBO0.2 7 8 7 0 0 7 1.2e4+001 | 3.6e-016 | 7.8e-008
0 = @ 1rare = (2-500000, 5500000, 1.500000)
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0y [ NVerl ] Obs.
Min 6 10 6 0 1 0 5.0e-001 4.0e-016 | 8.3e-008
FB 6 10 6 0 1 6 5.0e-001 4.0e-016 | 8.3e-008
FBPO0.95 6 10 6 0 1 6 5.0e-001 4.0e-016 | 8.3e-008
FBO0.75 6 10 6 0 1 6 5.0e-001 4.0e-016 | 8.3e-008
FBO0.5 6 10 6 0 1 6 5.0e-001 4.0e-016 | 8.3e-008
FB0.2 6 10 6 0 1 6 5.0e-001 4.0e-016 | 8.3e-008
2o = 22, = (3.500000, 4.500000, 0.500000)
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0y [ Vel | Obs.
Min 4 5 4 0 0 0 5.1e-001 5.6e-016 | 9.8e-008
FB 4 5 4 0 0 4 5.1e-001 5.6e-016 | 9.8e-008
FBPO0.95 4 5 4 0 0 4 5.1e-001 5.6e-016 | 9.8e-008
FBO0.75 4 5 4 0 0 4 5.1e-001 5.6e-016 | 9.8e-008
FBO0.5 4 5 4 0 0 4 5.1e-001 5.6e-016 | 9.8e-008
FBO0.2 4 5 4 0 0 4 5.1e-001 5.6e-016 | 9.8e-008
T0 = T2 rare = (2-500000, 1.500000, 1.500000)
NCP___ || k | F-oval | Newt. | Grad | BekT. [ ND | 6o | 0, | VO, ] Obs.
Min 300 5224 90 210 299 0 1.1e+001 | 1.4e-004 | 7.7e-002 | k > kmaz, D89
FB 300 3950 169 131 298 169 | 1.1e4001 | 2.7e-005 | 2.1e-002 k > kmaz
FBPO0.95 300 4068 167 133 298 167 | 1.1e4001 | 2.6e-005 | 1.5e-002 k > kmax
FBO0.75 300 4168 168 132 298 170 | 1.1e+001 | 2.6e-005 | 2.3e-002 k > kmax
FBO0.5 300 4093 151 149 298 151 | 1.1e4+001 | 2.4e-005 | 1.6e-002 k > kmaz
FBO0.2 300 4327 134 166 298 134 | 1.1e+001 | 3.5e-005 | 1.7e-002 k > kmaz
0 = @2y 1are = (3-500000, 6.500000, 0.500000)
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0 [ Vel ] Obs.
Min 5 6 5 0 0 0 2.2e4000 | 4.4e-014 | 8.6e-007
FB 5 6 5 0 0 5 2.2e4000 | 4.4e-014 | 8.6e-007
FBPO0.95 5 6 5 0 0 5 2.2e4000 | 4.4e-014 | 8.6e-007
FBO0.75 5 6 5 0 0 5 2.2e+000 | 4.4e-014 | 8.6e-007
FBO0.5 5 6 5 0 0 5 2.2e4000 | 4.4e-014 | 8.6e-007
FBO0.2 5 6 5 0 0 5 2.2e+000 | 4.4e-014 | 8.6e-007
0 = T2 psrare = (3.000000,0.600000, 0.100000)
NCP || k | F-oval | Newt. | Grad | BokT. [ ND | 6o | 0; | VO, | Obs.
Min 10 20 10 0 2 0 3.2e+001 | 2.7e-017 | 2.1e-008
FB 10 20 10 0 2 10 3.2e+001 | 7.1e-014 | 1.1e-006
FBPO0.95 10 20 10 0 2 10 3.2e+001 | 7.1e-014 | 1.1e-006
FBO0.75 10 20 10 0 2 10 3.2e4+001 | 7.1e-014 | 1.1e-006
FBO0.5 10 20 10 0 2 10 3.2e+001 | 7.1e-014 | 1.1e-006
FBO0.2 10 20 10 0 2 10 3.2e4001 | 7.1e-014 | 1.1e-006

Tabela 5.30: Problema mathinum: n =3, p=0, ¢=3 (formulagao KKT)
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0 = Tmeplib = (4.500000, 11.000000, 0.500000)
NCP___ ][ k | F-eval | Newt. | Grad | BekT. | ND | 8o | 6; | [Vos] | Obs.
Min 7 8 7 0 0 0 1.2e4+001 | 3.6e-016 | 7.3e-008
FB 8 10 8 0 1 0 2.6e+001 | 7.3e-023 | 3.3e-011
FBPO0.95 6 7 6 0 0 0 2.6e+001 | 1.4e-015 | 1.4e-007
FBO0.75 5 6 5 0 0 0 3.8e+001 | 5.4e-015 | 2.2e-007
FBO0.5 5 6 5 0 0 0 8.0e4-001 | 8.4e-017 | 2.0e-008
FBO0.2 5 6 5 0 0 0 1.7e4+002 | 3.5e-019 | 1.4e-009

20 = %) rare = (2-500000, 5500000, 1.500000)
NCP [[ X [ F-eval | Newt. [ Grad [ BckT. [ ND | 0o [ 0 [ NVés] [ Obs.
Min 21 44 21 0 21 0 5.0e-001 2.7e-013 | 1.6e-006 D20
FB 4 5 4 0 0 0 3.6e-001 1.4e-017 | 1.1e-008
FBP0.95 5 7 5 0 1 0 3.6e-001 4.5e-024 | 6.8e-012
FBO0.75 6 9 6 0 2 0 3.6e-001 4.5e-014 | 6.3e-007
FBO0.5 5 6 5 0 0 0 4.2e-001 5.7e-018 | 5.3e-009
FBO0.2 4 5 4 0 0 0 5.8e-001 1.1e-016 | 2.5e-008

0 = @2, 110 = (3-500000, 4.500000, 0.500000)
NCP [ k [ Feval | Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 6 [ 6y [ Vsl [ Obs.
Min 4 5 4 0 0 0 5.1e-001 5.6e-016 | 9.2e-008
FB 5 6 5 0 0 0 6.6e-001 3.0e-013 | 2.1e-006
FBPO0.95 5 6 5 0 0 0 6.9e-001 1.1e-015 | 1.2e-007
FBO0.75 5 6 5 0 0 0 1.0e+000 | 1.3e-020 | 3.3e-010
FBO0.5 4 5 4 0 0 0 1.8e+000 | 8.5e-013 | 2.1e-006
FBO0.2 4 5 4 0 0 0 3.4e4+000 | 4.7e-014 | 4.9e-007

0 = T2y rare = (2-500000, 1500000, 1.500000)
NCP___ ][ k | F-eval | Newt. | Grad | BekT. [ ND | 8o | 6; | [IVos] | Obs.
Min 22 44 21 1 21 0 1.0e4-001 | 4.3e-013 | 1.3e-005 D20
FB 14 55 14 0 9 0 3.1e4+-001 | 4.3e-026 | 2.9e-013
FBP0.95 9 14 9 0 4 0 2.8e+001 | 2.4e-013 | 1.3e-006
FBO0.75 5 6 5 0 0 0 1.9e4+001 | 4.0e-016 | 4.3e-008
FBO0.5 5 6 5 0 0 0 1.1e+001 | 1.3e-013 | 5.1e-007
FBO0.2 5 6 5 0 0 0 8.4e4-000 | 9.0e-014 | 1.7e-007

20 = Ty srare = (3-500000, 6500000, 0.500000)
NCP [[ k [ F-eval | Newt. [ Grad | BckT. [ ND | 0o [ 0 [ VO] T Obs.
Min 5 6 5 0 0 0 2.2e+000 | 4.4e-014 | 8.1e-007
FB 7 8 7 0 0 0 3.5e4-000 | 3.6e-017 | 2.3e-008
FBPO0.95 6 7 6 0 0 0 3.6e4000 | 9.3e-016 | 1.1e-007
FBO0.75 5 6 5 0 0 0 4.8e4-000 | 3.6e-016 | 5.6e-008
FBO0.5 5 6 5 0 0 0 9.0e+000 | 2.5e-019 | 1.1e-009
FBO0.2 5 6 5 0 0 0 1.8e4-001 | 1.1e-021 | 7.5e-011

20 = @2 srare = (3-000000, 0.600000, 0.100000)
NCP___ ][ k | F-eval | Newt. | Grad | BekT. | ND | 8o | 8; | [V6s] | Obs.
Min 10 16 10 0 2 0 3.2e4-001 | 3.7e-018 | 7.4e-009
FB 10 11 10 0 0 0 1.2e4+002 | 1.5e-016 | 4.7e-008
FBPO0.95 10 11 10 0 0 0 1.1e4+002 | 9.1e-017 | 3.5e-008
FBO0.75 10 11 10 0 0 0 6.7e4+001 | 4.3e-017 | 2.0e-008
FBO0.5 10 11 10 0 0 0 3.3e4+001 | 3.2e-018 | 4.0e-009
FBO0.2 10 11 10 0 0 0 1.1e+001 | 4.4e-021 | 1.5e-010

Tabela 5.31: Problema mathinum : n = 3 (formulacdo NCP)
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Z0 = Tmeplab = (1.000000, 0.000000, 1.000000, 1.000000)
NCP___ [[ k | Feval | Newt. | Grad | BkT. | ND | 6o | 6; | Vo7 | Obs.
Min 3 4 3 0 0 1 6.3e+000 | 2.4e-031 2.5e-015
FB 4 5 4 0 0 4 6.3e4-000 | 2.8e-018 5.6e-009
FBPO0.95 4 5 4 0 0 4 6.3e4-000 | 2.7e-018 5.3e-009
FBO0.75 4 5 4 0 0 4 6.3e4+000 | 2.2e-018 4.3e-009
FBO0.5 4 5 4 0 0 4 6.3e+000 | 1.7e-018 3.4e-009
FBO0.2 4 5 4 0 0 4 6.3e4+-000 | 1.4e-018 3.0e-009
0 = @) rare = (2-500000, 5500000, 1.500000, 4.500000)
NCP [ k [ F-eval | Newt. | Grad [ BekT. [ ND | 0o [ 0 [ NVerl ] Obs.
Min 2 3 2 0 0 0 8.5e+000 | 2.5e-032 2.2e-016
FB 4 6 3 1 1 4 8.5e+000 | 1.1e-017 1.0e-008
FBPO0.95 4 6 3 1 1 4 8.5e+000 | 1.6e-017 1.2e-008
FBO0.75 4 6 3 1 1 4 8.5e4-000 | 1.5e-016 3.6e-008
FB0.5 4 6 3 1 1 4 8.5e+000 | 5.6e-015 1.9e-007
FBO0.2 5 7 4 1 1 5 8.5e4-000 | 6.5e-025 1.4e-012
0 = 22, .10 = (3-500000, 4.500000, 0.500000, 4.000000)
NCP [ k [Feval [ Newt. [ Grad [ BekT. [ ND [ 60 [ 65y | (VO ] Obs.
Min 300 5401 35 265 300 0 5.4e+001 | 2.7e-004 2.4e-001 k > kmaz, D32
FB 300 4022 23 277 297 23 5.4e+001 | 3.0e-003 | 1.5e4-000 k > kmaz
FBPO0.95 300 4003 23 277 297 5 5.4e+001 | 2.9e-003 | 1.5e4-000 k > kmax
FB0.75 300 6065 22 278 297 4 5.4e4+001 | 2.7e-003 4.1e-001 k > kmaz
FBO0.5 300 5565 19 281 297 19 5.4e+001 | 7.0e-004 3.7e-001 k > kmaz
FB0.2 300 5611 42 258 298 42 5.4e4+-001 | 9.3e-007 6.1e-003 k > kmaz
0 = T2y rare = (2-500000, 1500000, 1.500000, 3.500000)
NCP___ || k | Feval | Newt. | Grad | BkT. | ND | 6o | 65 | VO | Obs.
Min 2 3 2 0 0 0 3.2e4-000 | 9.9e-032 4.4e-016
FB 4 6 3 1 1 3 3.2e4-000 | 9.4e-019 3.0e-009
FBP0.95 4 6 3 1 1 4 3.2e4-000 | 1.4e-018 3.6e-009
FBO0.75 4 6 3 1 1 4 3.2e+000 | 1.3e-017 1.0e-008
FBO0.5 4 6 3 1 1 4 3.2e+000 | 4.9e-016 5.6e-008
FBO0.2 5 7 4 1 1 5 3.2e+000 | 4.4e-027 1.1e-013
0 = %) 11ars = (3-500000,6.500000, 0.500000, 5.500000)
NCP [ k [ F-eval | Newt. | Grad [ BekT. | ND | 0o [ 0 [ NvVerl ] Obs.
Min 300 6084 16 284 300 0 7.7e+001 | 4.0e-003 4.0e-001 k > kmaz, D13
FB 300 5883 26 274 297 4 7.7e+001 | 3.3e-003 | 1.5e4-000 k > kmax
FBPO0.95 300 6005 25 275 297 5 7.7e4+001 | 3.3e-003 3.3e-001 k > kmaz
FBO0.75 300 5889 24 276 297 25 7.7e+001 | 3.2e-003 2.2e-001 k > kmax
FBO0.5 300 5188 34 266 297 34 7.7e+001 | 6.0e-004 7.4e-001 k > kmax
FB0.2 300 1940 173 127 299 6 7.7e+001 | 2.1e-005 | 1.9e4-000 k > kmaz
0 = @7 rare = (1.000000, 1000000, 1.000000, 1.000000)
NCP___ ][ k | Feval | Newt. | Grad | BekT. | ND | 6o | 6; | Vo | Obs.
Min 2 3 2 0 0 0 5.8e+000 | 1.0e-031 8.3e-016
FB 8 11 7 1 2 6 5.8e+000 | 6.8e-017 8.8e-008
FBPO0.95 8 13 7 1 3 8 5.8e+000 | 5.6e-016 2.5e-007
FBO0.75 7 11 6 1 3 7 5.8e+000 | 2.1e-023 1.3e-011
FBO0.5 8 14 7 1 3 8 5.8e+000 | 3.8e-015 6.6e-007
FBO0.2 14 55 13 1 8 14 5.8e+000 | 2.6e-016 1.7e-007

Tabela 5.32: Problema mathisum: n =4, p=0, ¢=4 (formulagao KKT)
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L0 = Tomeplib = (1.000000, 0.000000, 1.000000, 1.000000)
NCP [ k [ Feval [ Newt. | Grad | BekT. [ ND | 6o | 6 [ [Vé;[ | _ Obs.
Min 8 12 8 0 3 T | 5.1e+000 | 9.7e-018 | 3.3e-008 D3
FB 8 11 8 0 2 0 | 1.7e+001 | 5.6e-017 | 4.3¢-008
FBP0.95 || 7 8 7 0 0 0 | 1.5e+001 | 1.2e-018 | 5.9e-009
FB0.75 5 6 5 0 0 0 | 9.6e+000 | 1.5e-013 | 1.6e-006
FB0.5 5 6 5 0 0 0 | 4.7¢+000 | 2.2¢-014 | 4.2¢-007
FBO0.2 9 10 9 0 0 0 | 1.7e4+000 | 1.8¢-020 | 2.8e-010
T0 = TL, are = (2-500000,5.500000, 1.500000, 4.500000)
NCP [ k [ F-eval | Newt. | Grad [ BckT. [ ND | 0o [ 0 [ DVerl ] Obs.
Min 25 75 0 25 25 0 [ 3.7e4000 | 4.1e-001 | 9.1e-007 | [VO;[[ < g4
FB 6 B 6 0 1 0 | 3.1e+000 | 1.1e-018 | 3.4e-009
FBP0.95 || 7 10 7 0 1 0 | 4.5e+000 | 2.0e-018 | 4.3e-009
FB0.75 7 8 7 0 0 0 | 1.6e+001 | 3.2¢-024 | 1.9e-012
FB0.5 6 14 6 0 1 0 | 4.5e+001 | 1.3¢-022 | 1.8e-011
FB0.2 6 24 6 0 1 0 | 1.0e+002 | 6.4¢-015 | 5.2¢-008
20 = %2, 1ars = (3.500000,4.500000, 0.500000, 4.000000)
NCP [[ k | F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0y [ IVorl ] Obs.
Min 35 109 0 35 35 0 | 521001 | 4.1e-001 | 7.4e-007 | [VO;]| < &g
FB 8 10 8 0 1 0 | 1.9e+002 | 4.6e-017 | 3.9e-008
FBP0.95 || 9 13 9 0 3 0 | 1.8¢+002 | 4.3¢-013 | 8.8e-007
FB0.75 9 11 9 0 1 0 | 1.2¢4+002 | 9.9¢-023 | 4.3e-011
FB0.5 8 9 8 0 0 0 | 7.0e4+001 | 2.8¢-023 | 1.5e-011
FB0.2 7 8 7 0 0 0 | 5.5e+001 | 1.4e-018 | 1.4e-009
T0 = T, 1are = (2-500000, 1500000, 1.500000, 3.500000)
NCP [ k [ Feval [ Newt. | Grad | BekT. [ ND | 6o | 6 [ [V6;I | _ Obs.
Min 201 | 790 0 201 201 0 [ 3.1e4000 | 1.3e-001 | 9.3e-007 | [[VO;[[ < eg
FB 9 14 9 0 4 0 | 4.4e+000 | 1.6e-025 | 5.7¢-013
FBP0.95 || 5 6 5 0 0 0 | 4.3¢+000 | 1.4¢-018 | 3.6e-009
FB0.75 7 16 7 0 1 0 | 5.0e4+000 | 4.3¢-020 | 6.2¢-010
FB0.5 6 9 6 0 1 0 | 7.9e+000 | 3.3¢-025 | 9.1e-013
FB0.2 5 7 5 0 1 0 | 1.4e4+001 | 82e-017 | 6.8e-009
T0 = T2, 4are = (3-500000, 6500000, 0.500000, 5.500000)
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0 [ Vel ] Obs.
Min 16 26 10 6 9 0 | 7.3e+001 | 4.5e-021 | 7.1e-010 D4
FB 8 10 8 0 1 0 | 2.7¢+002 | 4.9¢-018 | 1.3e-008
FBP0.95 || 8 9 8 0 0 0 | 2.5¢+002 | 2.6e-018 | 8.8e-009
FB0.75 8 9 8 0 0 0 | 1.7e+002 | 2.4¢-018 | 6.6e-009
FBO.5 7 8 7 0 0 0 | 1.3e4+002 | 3.0e-021 | 1.6e-010
FB0.2 7 8 7 0 0 0 | 1.6e+002 | 2.9¢-020 | 1.9¢-010
20 = T, are = (1.000000, 1.000000, 1.000000, 1.000000)
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad | BekT. [ ND | 6o | 6 [ [Vé;[ | _ Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 [ 3.8¢4000 | 3.8¢4000 | 2.8¢+001 | #VO(xs)
FB 6 7 6 0 0 0 | 1.1e+001 | 2.5¢-024 | 9.1e-012
FBP0.95 || 7 10 7 0 2 0 | 1.0e+001 | 6.3¢-023 | 4.3e-011
FB0.75 8 9 8 0 0 0 | 6.8¢+000 | 2.3e-017 | 3.8e-008
FB0.5 7 8 7 0 0 0 | 3.8¢+000 | 1.3¢-021 | 1.9¢-010
FBO0.2 6 7 6 0 0 0 | 2.2e4+000 | 3.3¢-013 | 1.2e-006

Tabela 5.33: Problema mathisum : n = 4 (formulacdo NCP)
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L0 = Tmeplib
NCP H S [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BcekT. [ ND [ 0o [ 0y [ A [ Obs.
Min 3 4 3 0 0 0 2.0e4+001 | 1.7e-017 | 2.6e-007
FB 3 4 3 0 0 3 2.0e+001 | 1.7e-017 | 2.6e-007
FBPO0.95 3 4 3 0 0 3 2.0e+001 | 1.7e-017 | 2.6e-007
FBO0.75 3 4 3 0 0 3 2.0e4+-001 | 1.7e-017 | 2.6e-007
FBO0.5 3 4 3 0 0 3 2.0e+001 | 1.7e-017 | 2.6e-007
FBO0.2 3 4 3 0 0 3 2.0e4+-001 | 1.7e-017 | 2.6e-007

— 1

Lo = mcpsta,rt
NCP [[ kX | F-eval [ Newt. [ Grad | BckT. [ ND | 0o [ 0y [ VO] [ Obs.
Min 6 7 6 0 0 0 1.0e4+-004 | 1.9e-017 | 1.8e-007
FB 6 7 6 0 0 6 1.0e+004 | 1.9e-017 | 1.8e-007
FBP0.95 6 7 6 0 0 6 1.0e+004 | 1.9e-017 | 1.8e-007
FBO0.75 6 7 6 0 0 6 1.0e4-004 | 1.9e-017 | 1.8e-007
FBO0.5 6 7 6 0 0 6 1.0e4+-004 | 1.9e-017 | 1.8e-007
FBO0.2 [§ 7 6 0 0 6 1.0e+004 | 1.9e-017 | 1.8e-007

To = xgpstart
NCP [ X | Feval [ Newt. [ Grad | BckT. [ ND [ 69 [ 6 T 1IVOs] [ Obs.
Min 6 7 6 0 0 0 2.7e4+005 | 4.4e-018 | 2.3e-007
FB 6 7 6 0 0 6 2.7e4+005 | 4.4e-018 | 2.3e-007
FBPO0.95 6 7 6 0 0 6 2.7e+005 | 4.4e-018 | 2.3e-007
FBO0.75 6 7 6 0 0 6 2.7e4+005 | 4.4e-018 | 2.3e-007
FBO0.5 6 7 6 0 0 6 2.7e4+005 | 4.4e-018 | 2.3e-007
FB0.2 6 7 6 0 0 6 2.7e4005 | 4.4e-018 | 2.3e-007

To = xgpsta,rt
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BcekT. [ ND [ 0o [ 0 [ I [ Obs.
Min 5 6 5 0 0 0 1.9e+003 | 5.6e-016 | 9.9e-007
FB 5 6 5 0 0 5 1.9e+003 | 5.6e-016 | 9.9e-007
FBP0.95 5 6 5 0 0 5 1.9e+003 | 5.6e-016 | 9.9e-007
FB0.75 5 6 5 0 0 5 1.9e+003 | 5.6e-016 | 9.9e-007
FBO0.5 5 6 5 0 0 5 1.9e+003 | 5.6e-016 | 9.9e-007
FBO0.2 5 6 5 0 0 5 1.9e4-003 | 5.6e-016 | 9.9e-007

Tabela 5.34: Problema nash : n =10, p=0, ¢ =10 (formulagdo KKT)
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Z0 = Tmecplib
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 6o [ 0 [ A [ Obs.
Min 5 12 5 0 2 0 9.8e4-000 | 5.4e-020 | 1.5e-008
FB 5 8 5 0 1 0 3.1e4-001 | 1.1e-013 | 9.4e-006
FBPO0.95 5 6 5 0 0 0 2.9e+001 | 1.2e-014 | 4.8e-006
FBO0.75 5 6 5 0 0 0 2.4e+001 | 3.9e-017 | 5.0e-007
FBO0.5 4 5 4 0 0 0 2.8e+001 | 2.4e-013 | 1.3e-005
FBO0.2 4 5 4 0 0 0 4.6e4001 | 9.4e-020 | 1.3e-009

— 1

To = wcpsta'rt
NCP [[ X [ F-eval | Newt. [ Grad [ BckT. [ ND | 0o [ 0 [ NVés] [ Obs.
Min 6 7 6 0 0 0 1.0e+004 | 1.9e-017 | 1.8e-007
FB 8 9 8 0 0 0 4.1e4004 | 9.6e-021 | 1.0e-008
FBP0.95 8 9 8 0 0 0 3.7e4+004 | 8.7e-021 | 9.4e-009
FBO0.75 8 9 8 0 0 0 2.3e+004 | 5.4e-021 | 5.9e-009
FBO0.5 8 9 8 0 0 0 1.0e+004 | 2.4e-021 | 2.6e-009
FBO0.2 8 9 8 0 0 0 1.6e+003 | 3.8e-022 | 4.2e-010

To = xcpsta'rt
NCP [ X [ Feval | Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 6 [ 6y [ Vsl [ Obs.
Min 10 28 10 0 8 0 4.5e4-001 | 6.6e-013 | 5.8e-005
FB 11 25 11 0 7 0 4.0e4-001 | 1.8e-023 | 2.1e-010
FBPO0.95 11 13 11 0 1 0 6.8e4004 | 1.9e-015 | 4.4e-006
FBO0.75 11 12 11 0 0 0 1.7e4-006 | 4.1e-017 | 5.1e-007
FBO0.5 10 11 10 0 0 0 6.6e4-006 | 1.1e-017 | 1.8e-007
FBO0.2 10 11 10 0 0 0 1.7e+007 | 1.7e-020 | 2.8e-009

o = xcpstu/rt
NCP__ [[ k [ F-eval | Newt. | Grad | B&kT. [ ND [ 6o | 6y [ [IV@s | Obs.
Min 6 8 6 0 1 0 1.9e4-003 | 4.1e-024 | 8.5e-011 D1
FB 7 8 7 0 0 0 7.5e+003 | 8.6e-019 | 9.9e-008
FBPO0.95 7 8 7 0 0 0 6.7e4+003 | 1.0e-019 | 3.3e-008
FBO0.75 7 8 7 0 0 0 4.2e4-003 | 4.8e-020 | 1.7e-008
FBO0.5 7 8 7 0 0 0 1.9e+003 | 2.0e-020 | 7.5e-009
FBO0.2 7 8 7 0 0 0 3.2e4-002 | 3.1e-021 | 1.2e-009

Tabela 5.35: Problema nash : n = 10 (formulagao NCP)
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L0 = Tmeplib
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 6o [ 0y [ ||V6'fH [ Obs.
Min 1 6 1 0 1 1 6.9e-003 6.5e-003 1.4e+000 ﬂVG(xf)
FB 6 14 6 0 2 3 6.9e-003 4.3e-016 4.5e-008
FBPO0.95 7 14 7 0 2 7 6.9e-003 7.1e-018 3.6e-009
FBO0.75 8 22 7 1 3 7 6.9e-003 4.4e-018 2.2e-009
FBO0.5 7 13 7 0 2 7 6.9e-003 2.0e-018 1.0e-009
FBO0.2 6 10 6 0 2 6 6.9e-003 2.4e-013 3.3e-006
— 1
Lo = mcpsta,rt
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ ) [ 0y [ I [ Obs.
Min 1 2 1 0 0 1 1.1e+000 7.8e-001 1.2e+000 ﬂVG(mf)
FB 9 14 8 1 3 3 1.1e+000 2.0e-016 2.6e-007
FBPO0.95 9 14 8 1 3 8 1.1e+000 2.0e-016 2.6e-007
FBO0.75 10 17 8 2 4 7 1.1e+000 7.3e-018 4.7e-008
FBO0.5 8 10 8 0 1 8 1.1e+000 2.2e-019 8.1e-009
FBO0.2 196 1581 4 192 192 1 1.1e+000 1.6e-011 9.9e-007 ||V6f|| < g4, D2
To = xcpstart
NCP [ k [ F-eval | Newt. [ Grad | BckT. [ ND | o [ 6y [ VOl ] Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 2.4e4001 | 2.4e+001 1.5e+002 ﬂV@(a:f)
FB 300 2246 0 300 300 1 2.4e+001 1.8e-005 1.1e-002 k > kmaz, D2
FBPO0.95 300 2409 4 296 296 1 2.4e+001 8.6e-011 5.1e-006 k > kmaz, D1
FBO0.75 300 2439 4 296 296 1 2.4e+001 2.5e-011 9.8e-006 k > kEmaz, D1
FBO0.5 300 2433 4 296 296 1 2.4e+001 3.0e-011 3.3e-006 k > kmaz, D1
FB0.2 300 2430 4 296 296 1 2.4e+001 1.4e-011 1.4e-006 k > kEmaz, D1
To = xgpsta,rt
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 0o [ 0 [ ||Vo9fH [ Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 5.9e+003 | 5.9e+003 | 8.0e4-003 ﬂVG(zf)
FB 300 1726 0 300 300 2 5.9e+-003 2.7e-005 2.6e-002 k > kmaz, D3
FBP0.95 300 2224 4 296 296 2 5.9e+003 8.9e-011 8.6e-006 k > kmax, D4
FBO0.75 51 176 5 46 46 2 5.9e+003 7.7e-013 1.5e-005 D3
FBO0.5 53 181 5 48 48 2 5.9e+-003 8.2e-013 1.6e-005 D3
FBO0.2 300 2260 4 296 296 2 5.9e+003 7.2e-011 9.8e-006 k > kmaz, D4
Lo = w%pstm"t
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0 [ VOl ] Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 3.1e4002 | 3.1e4002 | 9.1e+002 :';QVO(xf)
FB 300 2205 0 300 300 1 3.1e4-002 5.0e-005 8.2e-003 k > kmaz, D3
FBPO0.95 300 2235 4 296 296 1 3.1e4002 2.6e-010 7.0e-005 k > kEmaz, D5
FBO0.75 31 110 5 26 26 1 3.1e4+002 3.2e-013 1.1e-005 D3
FBO0.5 29 98 5 24 24 1 3.1e4-002 2.4e-013 9.3e-006 D3
FBO0.2 300 2351 4 296 296 1 3.1e4+002 4.6e-010 2.7e-005 k > kmaz, D5

Tabela 5.36: Problema powell : n =16, p=0, ¢ = 16 (formulacao KKT)



5.3.

RESULTADOS

Z0 = Tmcplib

NCP___ || k | Feval | Newt. | Grad | BkT. | ND | 6o 6 | [IV6; | Obs.
Min 300 2045 1 299 299 0 3.5e-003 3.8e-007 2.5e-003 k > kmax
FB 5 6 5 0 0 0 4.3e-003 5.0e-016 2.7e-007
FBPO0.95 5 6 5 0 0 0 3.8e-003 4.5e-016 2.4e-007
FB0.75 5 6 5 0 0 0 2.4e-003 2.8e-016 1.5e-007
FBO0.5 5 6 5 0 0 0 1.1e-003 1.3e-016 6.6e-008
FBO0.2 5 6 5 0 0 0 1.7e-004 2.0e-017 1.1e-008

To = w(lzpsta'rt
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. [ ND | 0o 0y [ Vel ] Obs.
Min 300 2186 4 296 298 0 5.6e-001 4.1e-007 1.2e-003 k > kmaz
FB 8 11 8 0 2 0 2.3e+000 2.7e-016 2.1e-007
FBP0.95 8 11 8 0 0 2.0e+000 2.4e-016 1.9e-007
FBO0.75 8 11 8 0 2 0 1.3e4-000 1.6e-016 1.2e-007
FB0.5 9 11 9 0 1 0 5.6e-001 5.8e-013 4.9e-006
FBO0.2 10 12 10 0 1 0 9.0e-002 8.0e-016 7.9e-008

Lo = x?pstart
NCP [ k | F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 6 0 ] VOl ] Obs.
Min 300 2319 0 300 300 0 1.2e4-001 6.1e-006 1.1e-002 k > kmaz, D2
FB 9 19 8 1 2 0 4.7e+001 8.9e-015 2.1e-006 D1
FBPO0.95 9 18 8 1 1 0 4.3e+001 6.5e-019 9.7e-009 D1
FBO0.75 11 21 9 2 2 0 2.7e+001 2.8e-013 2.4e-006 D1
FBO0.5 9 18 7 2 2 0 1.2e4-001 2.1e-013 1.5e-006 D1
FB0.2 9 16 7 2 2 0 1.9e+000 1.2¢-016 5.0e-008 D1

o = xipstu'rt
NCP___ || k | Feval | Newt. | Grad | BekT. [ ND | 6o 6 | [IV6; | Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 2.9e+003 | 2.9e4+003 | 4.0e+003 ﬂVG(xf)
FB 13 28 12 1 2 1 1.2e4-004 3.7e-017 8.1e-008 D1
FBPO0.95 10 24 8 2 2 1 1.1e4-004 3.6e-013 2.1e-006 D1
FBO0.75 70 549 13 57 57 1 6.6e+003 9.9e-013 1.3e-005 D1
FB0.5 300 3014 10 290 290 1 2.9e+-003 7.5e-012 9.6e-006 k > kmaax, D1
FBO0.2 300 2336 6 294 294 1 4.7e+002 1.7e-008 6.9e-004 k > kmaz, D1

To = xﬁpstwr't
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. | ND | 0o 0 [ Vel ] Obs.
Min 300 2145 0 300 300 0 1.5e+-002 4.3e-006 8.7e-003 k > kmaz, D3
FB 11 21 10 1 1 0 6.1e+002 1.1e-017 4.4e-008 D1
FBPO0.95 11 21 10 1 1 0 5.5e+002 2.1e-019 6.4e-009 D1
FB0.75 11 27 9 2 3 0 3.4e+002 1.2e-018 1.1e-008 D1
FBO0.5 27 175 8 19 19 0 1.5e+002 8.7e-013 1.1e-005 D1
FB0.2 300 2756 8 292 292 0 2.4e+001 5.8e-012 7.4e-006 k > kmaax, D1

Tabela 5.37: Problema powell : n = 16 (formulacao NCP)
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L0 = Tmeplib
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 6o [ 0 [ ||V9f|| [ Obs.
Min 2 3 2 0 0 1 6.9e-002 7.8e-024 6.2e-011
FB 2 3 2 0 0 2 6.9e-002 7.8e-024 6.2e-011
FBP0.95 2 3 2 0 0 2 6.9¢-002 7.8e-024 6.2e-011
FB0.75 2 3 2 0 0 2 6.9e-002 7.8e-024 6.2e-011
FBO0.5 2 3 2 0 0 2 6.9¢-002 7.8e-024 6.2e-011
FB0.2 2 3 2 0 0 2 6.9e-002 7.8e-024 6.2e-011
Lo = mipstaﬂ"t
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BcekT. [ ND [ 6o [ 0y [ A [ Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 1.3e+001 1.3e+4-001 1.5e+010 ﬂV@(mf)
FB 49 115 11 38 39 1 1.3e+001 5.6e-018 3.5e-009
FBPO0.95 49 115 11 38 39 1 1.3e+001 5.0e-018 3.1e-009
FBO0.75 49 115 11 38 39 1 1.3e+001 3.1e-018 2.1e-009
FBO0.5 49 114 11 38 39 1 1.3e+001 1.4e-018 1.2e-009
FBO0.2 123 785 11 112 114 1 1.3e+001 2.2e-013 8.4e-007
To = xgpstart
NCP [ k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ B&kT. [ ND | 6o [ 6 [ NIVés] [ Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 1.4e+001 1.4e+001 | 4.9e+009 ﬂV@(a:f)
FB 51 116 14 37 39 1 1.4e4-001 1.3e-017 5.2e-009
FBP0.95 51 116 14 37 39 1 1.4e+4-001 1.1e-017 4.7e-009
FB0.75 51 116 14 37 39 1 1.4e+001 7.1e-018 3.1e-009
FBO0.5 51 114 14 37 38 3 1.4e+001 1.4e-018 1.2e-009
FB0.2 50 111 13 37 38 2 1.4e+001 2.2e-013 8.4e-007
Zo = xcpsta,rt
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 6o [ 0 [ ||V€f|| [ Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 5.3e+-001 5.3e4001 1.3e4011 ﬂVG(zf)
FB 52 104 15 37 39 1 5.3e+-001 5.6e-018 3.5e-009
FBPO0.95 52 103 15 37 39 1 5.3e+001 5.0e-018 3.1e-009
FBO0.75 52 100 15 37 39 1 5.3e+001 3.1e-018 2.1e-009
FBO0.5 54 100 17 37 39 2 5.3e+001 3.1e-018 1.8e-009
FBO0.2 50 94 13 37 39 1 5.3e+001 2.3e-013 8.4e-007
Lo = w%pstm"t
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0¢ [ NVé; [ Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 3.3e+001 3.3e4-001 1.2e4011 ﬂVG(xf)
FB 54 108 17 37 40 1 3.3e4-001 5.6e-018 3.5e-009
FBP0.95 54 108 17 37 40 1 3.3e+-001 5.0e-018 3.1e-009
FBO0.75 54 102 17 37 39 1 3.3e+001 3.1e-018 2.1e-009
FBO0.5 52 100 15 37 40 1 3.3e4-001 3.1e-018 1.8e-009
FB0.2 51 97 14 37 40 1 3.3e+001 3.4e-013 1.0e-006

Tabela 5.38: Problema scarfanum: n =13, p=0, ¢ =13 (formulagao KKT)



5.3. RESULTADOS

Z0 = Tmcplib
NCP H S [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BcekT. [ ND [ 0o [ 0 [ A [ Obs.
Min 2 3 2 0 0 0 2.4e-005 7.8e-024 6.2e-011
FB 4 5 4 0 0 0 2.4e-005 1.8e-016 1.8e-007
FBPO0.95 4 5 4 0 0 0 2.2e-005 1.6e-016 1.6e-007
FB0.75 4 5 4 0 0 0 1.5e-005 9.6e-017 9.7e-008
FBO0.5 4 5 4 0 0 0 8.8e-006 3.7e-017 4.1e-008
FB0.2 3 4 3 0 0 0 5.8e-006 8.5e-013 2.6e-006
J—
To = wcpsta'rt
NCP [ k [ F-eval | Newt. | Grad [ BckT. [ ND | 0o [ 0 [ DVerl ] Obs.
Min 300 2082 0 300 300 0 8.1e+000 6.8e-002 4.9e-001 k > kmaz
FB 87 201 25 62 64 0 2.9e+001 5.6e-018 3.1e-008
FBP0.95 97 808 38 59 7 0 2.6e+001 1.2e-017 4.3e-008
FBO0.75 15 21 14 1 4 0 1.6e+001 9.1e-013 3.7e-005
FB0.5 14 22 13 1 5 0 7.3e+000 5.7e-013 3.8e-006
FBO0.2 100 723 36 64 80 0 1.2e+4-000 3.4e-013 1.6e-006
Lo = x?pstart
NCP [ k [Feval [ Newt. [ Grad [ B&kT. [ND | 60 [ 6y | [[VOfl [  Obs.
Min 300 2162 0 300 300 0 8.7e4-000 7.0e-002 4.5e-001 k > kmax
FB 80 488 28 52 62 0 3.2e+001 5.6e-018 3.1e-008
FBP0.95 93 665 34 59 74 0 2.9e+001 1.2e-017 4.3e-008
FB0.75 98 726 39 59 7 0 1.8e+001 3.1e-018 1.8e-008
FBO0.5 96 703 37 59 76 0 7.9e+-000 3.2e-018 1.2e-008
FB0.2 93 731 36 57 74 0 1.3e+-000 3.4e-013 1.6e-006
o xipstu'rt
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BcekT. [ ND [ 0o [ 0 [ A [ Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 4.0e+001 | 4.0e+001 | 1.3e+010 ﬂVG(:vf)
FB 11 15 10 1 3 0 1.5e+002 1.0e-022 5.3e-010
FBP0.95 16 26 15 1 8 0 1.4e+002 1.9e-016 6.8e-007
FB0.75 9 12 8 1 2 0 8.7e+001 6.7e-013 3.2e-005
FBO0.5 300 4045 266 34 299 0 4.0e+4-001 2.7e-003 3.4e+005 k > kmax
FBO0.2 7 11 6 1 2 0 9.2e+000 2.7e-012 4.3e-007 (IVOs]l < g
o xﬁpstwr't
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0 [ Vel ] Obs.
Min 300 1601 0 300 300 0 2.3e+001 7.8e-002 1.2e+000 k > kmax
FB 13 18 12 1 4 0 8.5e+001 4.2e-023 3.8e-010
FBP0.95 104 853 45 59 87 0 7.7e4-001 9.2e-015 4.8e-006
FBO0.75 10 13 9 1 2 0 4.8e+001 9.0e-013 3.7e-005
FB0.5 10 13 9 1 2 0 2.3e+001 4.0e-013 1.7e-005
FB0.2 10 13 9 1 2 0 8.1e+000 6.4e-014 2.6e-006

Tabela 5.39: Problema scarfanum : n = 13 (formulacao NCP)
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Z0 = Tmeplib
NCP H S [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BcekT. [ ND [ 0o [ 0y [ A [ Obs.
Min 2 3 2 0 0 1 1.0e-001 7.8e-024 5.9e-011
FB 2 3 2 0 0 2 1.0e-001 7.8e-024 5.9e-011
FBPO0.95 2 3 2 0 0 2 1.0e-001 7.8e-024 5.9e-011
FB0.75 2 3 2 0 0 2 1.0e-001 7.8e-024 5.9e-011
FBO0.5 2 3 2 0 0 2 1.0e-001 7.8e-024 5.9e-011
FB0.2 2 3 2 0 0 2 1.0e-001 7.8e-024 5.9e-011
Lo = mipstaw‘t
NCP [ k | F-eval [ Newt. [ Grad | BekT. | ND | 0o [ 0y [ NIVés [ Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 7.3e+001 | 7.3e4+001 | 2.2e+011 iEVH(xf)
FB 53 99 13 40 41 1 7.3e+001 1.2e-017 5.0e-009
FBP0.95 53 99 13 40 41 1 7.3e+001 1.1e-017 4.5e-009
FBO0.75 53 99 13 40 41 2 7.3e+001 6.6e-018 2.9e-009
FB0.5 53 98 13 40 41 1 7.3e+001 2.9e-018 1.6e-009
FBO0.2 52 96 12 40 41 2 7.3e+001 3.1e-013 8.7e-007
To = xgpstart
NCP [ X | Feval [ Newt. [ Grad | BckT. [ ND [ 6q [ 6y 1 1Vés [ Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 8.0e+001 | 8.0e+001 | 1.9e+011 ﬂVG(xf)
FB 56 105 14 42 43 1 8.0e+001 1.2e-017 5.0e-009
FBP0.95 56 105 14 42 43 1 8.0e+001 1.1e-017 4.5e-009
FB0.75 56 105 14 42 43 1 8.0e+-001 6.6e-018 2.9e-009
FBO0.5 56 104 14 42 43 1 8.0e+001 2.9e-018 1.6e-009
FB0.2 54 101 12 42 43 1 8.0e+-001 3.1e-013 8.7e-007
To = xgpsta,rt
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BcekT. [ ND [ 0o [ 0 [ A [ Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 5.6e+001 | 5.6e+001 | 2.0e+012 ﬂVQ(:Ef)
FB 69 138 13 56 57 1 5.6e+-001 1.2e-017 5.0e-009
FBP0.95 69 137 13 56 57 1 5.6e+001 1.1e-017 4.6e-009
FB0.75 69 137 13 56 57 1 5.6e+001 6.8e-018 3.0e-009
FB0.5 69 137 13 56 57 1 5.6e+-001 3.0e-018 1.7e-009
FB0.2 66 127 9 57 58 1 5.6e+001 3.2e-013 8.8e-007
Lo = w%pstm"t
NCP [[ kX | F-eval [ Newt. [ Grad | BckT. | ND | 0o [ 0 [ Nvé; [ Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 8.9e+001 | 8.9e+001 | 1.6e+011 ﬂVG(xf)
FB 46 91 11 35 36 1 8.9e+001 1.2e-017 5.0e-009
FBP0.95 46 91 11 35 36 1 8.9e+001 1.1e-017 4.6e-009
FBO0.75 46 90 11 35 36 1 8.9e+001 6.8e-018 3.0e-009
FB0.5 46 90 11 35 36 1 8.9e+001 3.0e-018 1.7e-009
FB0.2 45 87 10 35 36 1 8.9e+4-001 3.2e-013 8.8e-007

Tabela 5.40: Problema scarfasum: n =14, p=0, ¢ = 14 (formulagao KKT)



5.3. RESULTADOS

Z0 = Tmcplib
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ 0o 0 [ A [ Obs.
Min 2 3 2 0 0 0 2.2e-005 7.8e-024 5.9e-011
FB 4 5 4 0 0 0 2.3e-005 1.7e-016 1.8e-007
FBPO0.95 4 5 4 0 0 0 2.1e-005 1.5e-016 1.6e-007
FB0.75 4 5 4 0 0 0 1.4e-005 9.0e-017 9.9e-008
FBO0.5 4 5 4 0 0 0 8.2e-006 3.5e-017 4.1e-008
FB0.2 3 4 3 0 0 0 5.4e-006 7.9e-013 2.5e-006

J—

To = wcpsta'rt
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. [ ND | 0o 0y [ NIvés [ Obs.
Min 125 562 10 115 117 0 6.9e4+001 | 2.5e-020 3.3e-009
FB 14 19 13 1 3 0 2.6e+002 | 5.2e-018 3.2e-008
FBP0.95 15 19 14 1 2 0 2.4e+002 | 1.1e-017 4.3e-008
FBO0.75 16 21 15 1 3 0 1.5e+002 | 6.8e-018 2.7e-008
FB0.5 16 21 15 1 3 0 6.5e+001 | 3.0e-018 1.2e-008
FBO0.2 15 20 14 1 3 0 1.0e+001 | 3.2e-013 1.6e-006

Lo = x?pstart
NCP [ k | F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND [ g 6 [ NIVOs ] Obs.
Min 300 2421 0 300 300 0 7.5e+001 | 7.3e-002 4.7e-001 k > kmax
FB 14 19 13 1 3 0 2.9e+002 | 5.2e-018 3.2e-008
FBP0.95 15 19 14 1 2 0 2.6e+002 | 1.1e-017 4.3e-008
FB0.75 16 21 15 1 3 0 1.6e+002 | 6.8e-018 2.7e-008
FBO0.5 16 21 15 1 3 0 7.2e4+001 | 3.0e-018 1.2e-008
FB0.2 15 20 14 1 3 0 1.1e+001 | 3.2e-013 1.6e-006

To = xipstu'rt
NCP H k [F—eval [ Newt. [ Grad [ BcekT. [ ND[ 0o 0 [ A [ Obs.
Min 100 200 2 98 99 0 5.1e+001 | 8.3e-001 | 1.8e+011 ﬂV@(:pf)
FB 98 178 20 78 79 0 1.9e+002 | 1.2e-017 4.7e-008
FBP0.95 98 178 21 " 79 0 1.7e+002 | 1.1e-017 4.3e-008
FB0.75 101 184 21 80 82 0 1.1e4+002 | 2.9e-018 1.8e-008
FBO0.5 101 206 23 78 83 0 4.8e4-001 | 1.3e-018 7.9e-009
FB0.2 99 179 20 79 79 0 7.8e+000 | 3.2e-013 1.6e-006

To = xﬁpsta’r‘t
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. [ ND | 0o 0¢ [ Nvés [ Obs.
Min 85 178 10 75 80 0 8.1e+001 | 1.9e-023 9.1e-011
FB 15 20 14 1 4 0 3.1e+002 | 2.8e-013 1.0e-005
FBP0.95 16 23 15 1 6 0 2.8e+002 | 2.9e-023 7.3e-011
FBO0.75 15 20 14 1 4 0 1.7e+002 | 1.6e-013 5.7e-006
FB0.5 93 603 34 59 73 0 7.8e+001 | 3.0e-018 1.2e-008
FB0.2 18 25 17 1 6 0 1.2e+001 | 4.0e-017 2.5e-008

Tabela 5.41: Problema scarfasum :

n = 14 (formulacao NCP)
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L0 = Tmeplib

NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BcekT. [ ND [ 0o [ 0 [ A [ Obs.

Min 0 1 0 0 0 0 [ 9.2¢+001 | 9.261001 | 3.2e+004 | FV0(x/)
FB 300 4616 0 300 300 2 9.2e4001 | 2.4e4+001 | 3.4e+001 | k > kmax
FBPO0.95 300 4616 0 300 300 2 9.2e4+001 | 2.4e4+001 | 3.4e+001 | k > kmax
FBO0.75 300 4616 0 300 300 2 9.2e4+001 | 2.4e4+001 | 3.4e+001 | k > Emax
FBO0.5 300 4616 0 300 300 2 9.2e4+001 | 2.4e4+001 | 3.4e+001 | k > kmax
FBO0.2 300 4616 0 300 300 2 9.2e+001 | 2.4e4+001 | 3.4e+4-001 k > kmagz

Tabela 5.42: Problema scarfbsum: n =40, p=0, ¢ =40 (formulagao KKT)

o = xmcplib

NCP [ k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0r [ NIVésl [ Obs.
Min 300 | 3716 0 300 300 0 6.8¢+001 | 2.6e-003 | 5.2¢-001 | k > kmaz
FB 300 | 3040 67 233 298 0 2.7¢4+002 | 3.7¢-004 | 1.1e+000 | k > kmaz
FBP0.95 || 117 693 115 2 110 0 2.4e+002 | 1.5e-013 | 8.8e-004

FBO0.75 300 | 2999 86 214 298 0 1.5e4002 | 1.0e-004 | 3.5e-001 | k> kmaz
FBO.5 300 | 2810 78 222 298 0 6.8e+001 | 8.4e-005 | 3.8¢-001 | k> kmaz
FBO0.2 300 | 2657 96 204 298 0 1.1e+001 | 5.7¢-006 | 1.5e-002 | k > kmaz

Tabela 5.43: Problema scarfbsum : n = 40 (formulacao NCP)



5.3. RESULTADOS

Z0 = Tmcplib

NCP [ k [ F-eval | Newt. | Grad | BkT. [ ND [ 6o | 6y | [IVos; | _ Obs.
Min 0 1 0 0 0 0 [ 3.9e+000 | 3.9e4+000 | 5.9¢4000 | #VO(zy)
FB 4 6 3 1 1 4 | 3.9¢+000 | 2.9¢-014 | 6.0e-007
FBP0.95 || 4 6 3 1 1 4 | 3.9¢+000 | 2.5¢-014 | 5.6e-007
FB0.75 4 6 3 1 1 4 | 3.9e+000 | 1.9¢-014 | 4.9e-007
FB0.5 4 6 3 1 1 4 | 3.9¢+000 | 1.6e-014 | 4.5¢-007
FB0.2 4 6 3 1 1 4 | 3.9e4+000 | 1.5e-014 | 4.4e-007
— .1

To = wcpsta'rt
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BcekT. [ ND [ ) [ 0 [ A [ Obs.
Min 3 11 3 0 1 2 | 1.1e+002 | 3.5+ 001 | 8.4e4000 | #VO(zy)
FB 9 16 9 0 3 9 | 1.1e+002 | 1.4e-013 | 5.9e-007
FBP0.95 || 9 16 9 0 3 9 | 1.1e+002 | 1.3¢-013 | 5.4e-007
FB0.75 9 13 9 0 2 9 | 1.1e4+002 | 7.5e-014 | 3.7¢-007
FB0.5 9 11 9 0 1 9 | 1.1e+002 | 3.5e-014 | 2.2e-007
FB0.2 10 13 10 0 2 10 | 1.1e4002 | 9.1e-015 | 1.7¢-007

Lo = x?pstart
NCP [ k [Feval [ Newt. [ Grad [ Bc&kT. [ND [ 60 [ 65 | [[VOf [  Obs.
Min 300 | 1139 2 298 298 0 | 1.4e+002 | 6.2¢-0056 | 4.8¢-003 | k > kmax
FB 300 | 1133 6 294 296 8 | 1.4e+002 | 1.0e-010 | 7.0e-006 | k > kmax
FBP0.95 || 300 | 1132 6 294 295 8 | 1.4e+002 | 3.2e-011 | 3.6e-006 | k > kmax
FB0.75 28 91 6 22 22 8 | 1.4e+002 | 1.3¢-012 | 9.0e-007 | [[VO;| < &g
FBO0.5 23 83 6 17 17 8 | 1.4e+002 | 2.0e-012 | 8.8e-007 | [|[VOs <eq
FB0.2 26 116 6 20 20 8 | 1.4e+002 | 8.6e-013 | 1.1e-006

o = xipstu'rt
NCP [ k [ F-eval | Newt. | Grad | B&kT. [ ND [ 6o | 6; | [IVos; | _ Obs.
Min 300 | 1140 4 296 298 1T | 2764003 | 1.4e-004 | 1.1e-002 | k > kmax
FB 37 125 8 29 30 10 | 2.7e+003 | 9.7¢-013 | 1.2¢-006
FBP0.95 || 37 125 8 29 30 10 | 2.7e+003 | 9.9¢-013 | 1.4e-006
FB0.75 29 91 8 21 22 10 | 2.7e+003 | 1.5e-012 | 9.2e-007 | [|[Vs| <eq
FB0.5 48 180 8 40 42 10 | 2.7e4+003 | 3.1e-012 | 9.8e-007 | [[VO;| < g
FBO0.2 27 63 9 18 20 9 | 2.7e4+003 | 9.9e-013 | 2.4e-006

Tabela 5.44: Problema sppe :

n =27,

p=0,

q = 27 (formulagao KKT)
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146 CAPITULO 5. RESULTADOS NUMERICOS

L0 = Tmeplib
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad | BckT. [ ND | 6o | 07 [ [Vo;[ | Obs.
Min 300 | 1117 0 300 300 0 | 1.3e+000 | 5.7e-006 | 1.5e-003 | k > kmax
FB 6 9 4 2 2 0 | 3.0e+000 | 2.2e-013 | 5.5e-007
FBP0.95 8 13 4 4 4 0 | 2.8¢+000 | 6.7e-017 | 1.5e-008
FB0.75 10 34 4 6 6 0 | 2.1e+000 | 2.4e-016 | 2.3e-008
FBO.5 27 156 4 23 23 0 | 2.3e+000 | 8.3e-022 | 3.4e-011
FB0.2 36 257 3 33 33 0 | 3.7e4+000 | 2.6e-012 | 9.7e-007 | [|[Vé;|l < g4
— .1
Lo = mcpsta,rt
NCP [ k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0y [ VOl ] Obs.
Min 2 4 2 0 1 2 | 1.1e+002 | 1.8e+001 | 6.7e+000 | PVO(zy)
FB 8 9 8 0 0 3 | 4.4e4002 | 1.9¢-015 | 8.7¢-008
FBP0.95 || 10 13 8 2 2 4 | 4.0e+002 | 1.8¢-016 | 1.6e-008
FB0.75 10 20 8 2 3 7 | 2.5e+002 | 2.2¢-015 | 6.8e-008
FB0.5 10 19 8 2 3 5 | 1.1e+002 | 1.5e-015 | 4.0e-008
FB0.2 12 25 10 2 5 5 | 1.8¢+001 | 6.9¢-016 | 7.4e-008
o xgpstart
NCP [ k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BckT. [ ND | 0o [ 0y [ Vel ] Obs.
Min 8 12 g 0 2 7 | 5.2e+001 | 3.4e-015 | 1.2¢-007
FB 6 7 6 0 0 0 | 1.1e4002 | 2.1e-022 | 4.2¢-011
FBP0.95 6 7 6 0 0 0 | 1.5e+002 | 6.4e-024 | 5.5e-012
FBO.75 6 7 6 0 0 0 | 7.9¢+002 | 4.5¢-014 | 6.0e-007
FBO0.5 7 8 7 0 0 0 | 2.7e+003 | 1.2e-013 | 6.9e-007
FB0.2 8 9 8 0 0 0 | 6.6e+003 | 2.8¢-016 | 3.1e-008
To = xgpsta,rt
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad | BekT. [ ND | 60 | 07 | [VO;[ | Obs.
Min 5 12 5 0 2 3 [ 2.4e4002 | 1.2e4+001 | 6.1e+000 | PVO(xy)
FB 8 9 8 0 0 0 | 5.9¢+002 | 1.3e-015 | 7.4¢-008
FBP0.95 8 9 8 0 0 0 | 5.1e+003 | 2.3e-024 | 2.7e-012
FB0.75 9 10 9 0 0 0 | 9.9e+004 | 1.0e-021 | 1.3e-010
FB0.5 9 10 9 0 0 0 | 3.9e4+005 | 3.6e-013 | 1.2e-006
FB0.2 10 11 10 0 0 0 | 9.8¢4+005 | 5.2¢-016 | 4.2e-008

Tabela 5.45: Problema sppe : n = 27 (formulagao NCP)



5.3. RESULTADOS

L0 = Tmcplib
NCP || k | Foval [ Newt. | Grad | BekT. | ND [ 6o | 6; | [V6;] | Obs.
Min 2 3 2 0 0 1 8.3e+000 5.7e-021 3.2e-010
FB 2 3 2 0 0 2 8.3e+000 5.7e-021 3.2e-010
FBP0.95 2 3 2 0 0 2 8.3e+000 5.7e-021 3.2e-010
FBO0.75 2 3 2 0 0 2 8.3e+000 5.7e-021 3.2e-010
FBO0.5 2 3 2 0 0 2 8.3e+000 5.7e-021 3.2e-010
FBO0.2 2 3 2 0 0 2 8.3e+000 5.7e-021 3.2e-010
To = w(lzpsta'rt
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. [ ND | 0o [ 0y [ NIVésl [ Obs.
Min 16 38 12 4 10 1 1.8e+4-002 4.2e-015 2.0e-007
FB 9 14 9 0 2 9 1.8e+002 9.0e-015 2.2e-007
FBP0.95 9 14 9 0 2 9 1.8e+002 8.5e-015 2.2e-007
FBO0.75 9 13 9 0 2 9 1.8e4-002 9.1e-016 5.5e-008
FB0.5 9 12 9 0 1 9 1.8e+002 2.5e-015 1.6e-007
FBO0.2 9 14 9 0 2 9 1.8e4-002 5.6e-015 4.5e-008
Lo = x?pstart
NCP [ k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ B&kT. [ ND | 6o [ 6 [ NIVésl [ Obs.
Min 34 61 34 0 10 0 1.8e+4-002 5.5e-019 2.5e-009
FB 21 42 21 0 10 2 1.8e+002 1.5e-016 2.7e-008
FBPO0.95 21 42 21 0 10 21 1.8e+-002 1.4e-016 2.6e-008
FB0.75 15 31 15 0 7 15 1.8e+002 2.6e-013 1.0e-006
FBO0.5 15 31 15 0 7 15 1.8e+4-002 1.3e-013 8.9e-007
FB0.2 50 550 49 1 43 38 1.8e+002 2.7e-017 2.2e-008
o = xcpstu/rt
NCP || k | Feval | Newt. | Grad | BkT. | ND [ 6o | 0; | [V6;] | Obs.
Min 11 33 11 0 5 0 1.8e+002 5.1e-017 2.4e-008
FB 15 44 15 0 8 4 1.8e+002 1.7e-014 2.3e-007
FBP0.95 15 44 15 0 8 15 1.8e+002 1.6e-014 2.2e-007
FBO0.75 15 45 15 0 9 15 1.8e+-002 3.5e-017 7.5e-009
FB0.5 15 45 15 0 9 15 1.8e+002 1.6e-017 4.4e-009
FBO0.2 33 250 32 1 28 26 1.8e+002 5.1e-014 9.5e-007
To = xﬁpstwr't
NCP [ k [ F-eval [ Newt. | Grad [ BckT. | ND | 0o [ 0¢ [ NIvésl [ Obs.
Min 25 78 22 3 18 1 2.2e+003 3.8e-017 1.9e-008
FB 113 1005 108 5 95 13 2.2e+003 6.9e-016 4.0e-008
FBPO0.95 188 1888 178 10 171 48 2.2e+003 3.7e-013 9.0e-007
FB0.75 300 3530 285 15 288 65 2.2e4003 | 2.0e4-000 | 6.1e4+000 | k > kmax
FBO0.5 51 462 50 1 36 42 2.2e+003 1.1e-015 6.0e-008
FBO0.2 232 1999 230 2 219 34 2.2e+4-003 4.1e-015 8.2e-008
Tabela 5.46: Problema tobin: n =42, p=0, ¢ =42 (formulacao KKT)
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148 CAPITULO 5. RESULTADOS NUMERICOS

L0 = Tmeplib
NCP H S [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BcekT. [ ND [ o [ 0y [ A [ Obs.
Min 2 3 2 0 0 0 1.6e-003 5.7e-021 | 3.1e-010
FB 2 3 2 0 0 0 1.6e-003 6.2e-018 | 1.7e-008
FBPO0.95 2 3 2 0 0 0 2.1e-003 6.8e-018 | 1.8e-008
FB0.75 2 3 2 0 0 0 8.3e-003 2.6e-017 | 1.6e-007
FBO0.5 2 3 2 0 0 0 2.6e-002 9.9e-017 | 6.4e-007
FB0.2 2 3 2 0 0 0 6.2e-002 2.7e-016 | 1.6e-006

Lo = mipstaw‘t
NCP [ X [ F-eval [ Newt. [ Grad | BckT. | ND | Oo [ 0y [ VO]l [ Obs.
Min 40 111 36 4 22 0 1.8e+002 | 6.9e-018 | 7.2e-009
FB 10 13 10 0 2 0 7.3e+002 | 3.9e-020 | 2.6e-010
FBP0.95 7 10 7 0 1 0 6.6e+002 | 3.2e-014 | 1.0e-006
FBO0.75 8 12 8 0 2 0 4.1e4002 | 3.5e-014 | 6.8e-007
FB0.5 8 13 8 0 3 0 1.8e+002 | 1.4e-016 | 1.5e-007
FBO0.2 9 16 9 0 5 0 2.9e4001 | 4.7e-016 | 9.8e-007

To = x(‘pstart
NCP [ k [ F-eval [ Newt. [ Grad | BckT. [ ND [ g [ 6; [ Vs [ Obs.
Min 36 117 34 2 19 0 1.8e4+002 | 4.1e-015 | 1.7e-007
FB 8 10 8 0 1 0 7.0e4002 | 9.9e-016 | 4.5e-008
FBP0.95 8 12 8 0 2 0 6.3e+002 | 2.1e-013 | 8.9e-007
FB0.75 8 13 8 0 2 0 4.0e4+-002 | 2.1e-013 | 3.6e-006
FBO0.5 8 12 8 0 2 0 1.8e4+002 | 1.6e-015 | 5.1e-007
FB0.2 7 12 7 0 3 0 3.0e4+-001 | 2.4e-016 | 9.1e-007

To = xcpsta,rt
NCP H k [ F-eval [ Newt. [ Grad [ BekT. [ ND [ o [ 0 [ A [ Obs.
Min 20 39 20 0 9 0 1.8e+002 | 3.0e-015 | 1.7e-007
FB 9 11 9 0 1 0 6.9e4002 | 2.6e-014 | 4.3e-007
FBP0.95 10 16 10 0 4 0 6.3e4+002 | 1.0e-024 | 6.1e-012
FB0.75 10 19 10 0 4 0 3.9e+002 | 4.5e-014 | 6.6e-007
FB0.5 9 15 9 0 3 0 1.8e4+002 | 2.0e-018 | 1.8e-008
FBO0.2 8 15 8 0 4 0 3.3e4+001 | 8.5e-016 | 2.6e-006

Lo = wcpstm"t
NCP [[ ¥ [ F-eval | Newt. [ Grad | BckT. | ND | 0o [ 0 [ VO T Obs.
Min 20 52 18 2 9 0 1.7e+002 | 3.9e-013 | 1.9e-006
FB 10 13 10 0 2 0 5.6e+002 | 2.2e-016 | 2.1e-008
FBP0.95 11 16 11 0 3 0 2.0e4+003 | 7.4e-013 | 1.7e-006
FB0.75 13 20 13 0 3 0 3.3e4+004 | 3.7e-013 | 1.0e-005
FB0.5 13 18 13 0 3 0 1.3e+005 | 1.1e-014 | 3.0e-006
FB0.2 13 17 13 0 3 0 3.3e4+005 | 1.7e-018 | 3.1e-008

Tabela 5.47: Problema tobin : n = 42 (formulacao NCP)



Conclusao

Nesta dissertacao apresentamos um método de tipo Newton nao diferenciavel, para resol-
ver sistemas de Karush-Kuhn-Tucker gerais. A abordagem é similar a da reformulacao do
problema de complementaridade nao linear em um sistema de equacgoes semi-suave, por meio
de fungoes NCP.

Neste caso, estudamos em detalhes trés fungoes NCP, e em particular a funcao de Fischer-
Burmeister penalizada, que até agora so tinha sido usada na reformulacao do problema de
complementaridade nao linear.

Foi desenvolvida uma teoria geral para resolucao de sistemas nao diferencidveis com
métodos tipo Newton e justificada sua aplicacdo para a resolucao dos sistemas KKT com
reformulagoes NCP.

Estas estratégias nao diferencidaveis sao justificadas dado que sua implementacao é viavel,
sao eficientes computacionalmente, e é possivel aplicar métodos tipo Newton sem a restritiva
hipétese de complementaridade estrita.

A estratégia introduzida nesta dissertagao, resolucao de sistemas KKT com a funcao de
Fischer-Burmeister penalizada se mostrou competitiva e para alguns parametros de pena-
lizagao foi capaz de resolver de forma eficiente alguns problemas que as outras estratégias
nao resolveram. De qualquer forma, os resultados numéricos nao indicam uma estratégia
das tres testadas que seja claramente dominante. Embora em problemas sem dificuldade
em relacao a diferenciagao exista uma clara preferéncia pela fun¢ao minimo, esta é a que
apresenta maior dificuldade em casos complicados. Uma possibilidade a ser usada ¢é tomar a
funcao de Fischer-Burmeister penalizada apelando a diferentes parametros quando a funcao
minimo falhe.

Este trabalho deixa um material muito interessante para a resolucao de sistemas nao
diferenciaveis, com as condicoes tedricas de sua aplicacao.

No futuro, resta confirmar estas conclusoes sugeridas com experimentos mais completos,
e ver a possibilidade de funcionamento de uma estratégia com atualizacao do parametro de
penalizagao em cada iteracao. Outra possibilidade é desenvolver métodos de Newton inexatos
nao diferenciaveis. Também é possivel pensar em algum tipo de pertubacao nas funcoes NCP
para aplicar métodos tipo quase-Newton.
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