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Resumo

Este trabalho estd dividido em duas partes. A primeira é dedicada ao problema de encontrar o
menor vetor nao nulo de um reticulado. Este ¢ um problema de alta complexidade computacional
e que tem grande interesse tanto para a Teoria dos Cédigos, como para diversas outras dreas. Esse
minimo estd associado a performance do reticulado em termos da codificacdo: quanto maior for
a razdo entre este minimo e o determinante do reticulado, melhor € a distribuicdo dos pontos no
espaco (alta densidade de empacotamento). Nesta tese demos €nfase ao caso especial dos reti-
culados obtidos por uma projecdo ortogonal do reticulado n-dimensional dos inteiros na direcao
de um de seus elementos. Tais reticulados estdo associados ao problema de codificagdo continua
fonte/canal. Mostramos nos casos tri € quadridimensionais em que condi¢des podemos garantir
reticulados bons, ou seja, com alta densidade de empacotamento. Neste processo foram também
construidos dois novos algoritmos, um para célculo da base de Minkowski de um reticulado e outro
especifico para a busca da norma minima do reticulado-projecdo. Na segunda parte trabalhamos
com grafos em toros planares que sdo quocientes de reticulados, os quais sdo isomorfos a grafos
circulantes. Estabelecemos a conexdo entre estes ultimos e codigos esféricos rotulados por grupos
ciclicos e codigos perfeitos na métrica de Lee. A partir de tal associagdo foram também obti-
dos resultados sobre o género de grafos circulantes, como a classificagdo completa dos grafos de
género 1 e a determinacdo do género de uma classe especial de grafos circulantes que tem niimero

arbitrariamente grande de conexdes (grau).

Palavras-chave: Geometria discreta, Teoria da codificagdo, Teoria dos reticulados, Teoria dos
Grafos
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Abstract

The research developed here is related and inspired by problems in coding theory. It is presented
in two parts. In the first we focus on the search for the minimum non-vanishing vector of a lattice,
specially in the case of a projection of the n-dimensional integer lattice in the direction of one of
its vectors. This is a problem of high computational complexity which is related to the search for
efficient joint source-channel continuous coding. In the second part we deal with flat torus graphs
generated by a quotient of lattices and which are labeled by a a cyclic group of isometries. We show
that any circulant graph is isomorphic to one of these graphs and hence associated to a spherical
code. Through these isomorphism a complete classification of circulant graphs of genus one and

the genus of an arbitrarily high order class of circulant graphs is obtained.

Key-words: Discret geometry, Codes theory, Lattices, Graphs theory.

xiil



Sumario

Agradecimentos ix
Resumo xi
Abstract xiii
Lista de Simbolos xix
Lista de Figuras xxii
Lista de Tabelas xxiii
Introducao XXV

I Reticulados-Projecao 1
1 O Problema da Norma Minima em Reticulados 3
1.1 Reticulados e Empacotamentos . . . . . . . .. .. ... ... ... 3
1.1.1 Reticulados . . . . . . . . ... 3

1.1.2  Empacotamento. . . . . . . . . . . . ... e 6

1.1.3  Sub-reticulados e Quocientes de Reticulados . . . . ... ... ... ... 8

1.2 Reducdode Minkowski . . . ... .. ... L L oo 9
1.2.1  Vetores Minimos em L£™ . . . . . . . . . ... 10

1.2.2  Proposta de Algoritmo para Reducao de Minkowski . . . . . ... .. .. 11

1.2.3  Relacdo entre as Regides de Voronoi e Fundamental . . . . . . ... ... 12

1.3 Outras Formasde Redugdo . . . . . .. ... ... ... ... ... ... ... 13
1.3.1 Relagdoentreas Reducdes . . . . . . ... ... ... ... ... ... 15

1.4 Experimentos com os Algoritmos: Minkowskie LLL . . . . ... ... ... ... 16

XV



SUMARIO

XVi
2 O Problema da Projecao 19
2.1 Codificacao Continua Fonte/Canal . . . . . . .. ... ... ... .. ....... 19
2.2 Formulacdo do Problema da Projecao . . . .. ... ... ... .......... 21
23 ComoObter N(Ly) . o v v v v ot e e 22
24 Projecdode Z3 . . . ... 24
24.1 VetoresdoTipov = (1,a,b) . . . . . .. ... ... ... ... 25
242 Vetoresdo Tipov = (a,b,¢) . . . . .« oo 29
2.5 Projeciode Z* . . . . .. 35
2.6 Algoritmo para Encontrar Minimo em Reticulados-projecdo . . . . .. ... . .. 48
2.6.1 Distancia de um Conjunto DiscretoaumaReta . . . . . . . .. ... ... 48
2.6.2 Utilizando as Regides de Voronoi (Algoritmo RV). . . . . . .. ... ... 49
IT Grafos Circulantes 53
3 Grafos e Grafos Circulantes 55
3.1 Grafos: Defini¢des e Terminologia . . . . . . . . . . . . .. ... ... ...... 55
3.2 Exemplosde Grafos. . . . . . .. ... .. 56
3.3 GrafossobreoToroPlano . . . . . .. .. .. ... ..o L 58
3.3.1 Ladrilhamento e Grafos em Toros . . . . . . .. ... ... . ....... 58
3.4 Grafos Circulantes . . . . . . . . . L 60
3.4.1 Grafos circulantes realizados como grafos sobre o toro planar . . . . . . . 62
3.5 Grafos Circulantes e Codigos Esféricos . . . . .. ... .. .. ... ... .... 65
3.6 Conexidade dos Grafos Circulantes . . . . . . . .. ... ... ... .. ...... 69
4 Género de Grafos Circulantes 71
4.1 Geénerodeum Grafo . . . . ... ... 71
4.1.1 Exemplode génerodegrafos. . . . . .. ... ... ... ... ... . 72
4.1.2 LimitantesparaoGE€nero . . . . . . . . . . . . ... 73
4.2 Grafos Circulantes . . . . . . . . . L 73
4.2.1 Grafos Circulantes Planares . . . . . . . ... ... ... .. ....... 74
4.2.2 Grafos Circulantes Toroidais . . . . . . ... ... ... ... .. ..... 74
4.3 Género de Grafos Circulantes Quadrilateros . . . . . . ... ... ... ...... 77



Sumario XVvil

Perspectivas Futuras 83

Referéncias Bibliograficas 85



Lista de simbolos

u7 V’ W7X7y7 a7b

vol(+)
vor(L)

N(L)
on
A(L)
6(L)

base de vetores no R"

vetores no R"

reticulado no R"

volume n-dimensional

regido de Voronoi

reticulado raiz

norma minima de £

esfera unitaria n-dimensional contida no R"
densidade de empacotamento de £
densidade de centro de £
reticulado face center cubic

grupo de autormorfismo

bola de raio r

operador adjunto

grafo

quociente de reticulados vistos como grupo

grafo no toro obtido do quociente de reticulados

nimero de faces de um grafo

nimero de arestas de grafo

grafo completo de n vértices

grafo bipartido completo de m + n vértices
género um grafo

grafo circulante de n vértices

Xix



Lista de Figuras

1.1

1.2
1.3

1.4

2.1

2.2

2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
29
2.10

3.1
3.2
33
34
3.5

A esquerda um reticulado no plano, ao centro uma regido fundamental deste e a
direita a regido de Voronoide ponto 0. . . . . . . . .. .. ...
Oreticulado hexagonal. . . . . . . .. .. ... L L o 6
Ilustracao dos empacotamentos:a esquerda o reticulado Hexagonal, ao centro o re-
ticulado gerado por {(3/2,0), (1/2,1/14/2)} e a direita o reticulado Z> . . . . . . 7
Idéia geométrica da reducao de Minkowski para dimensao 2. . . . ... ... ... 11
Caso n = 2: Tlustramos, a esquerda, a curva dada pelo o vetor v = (2, 3) no toro e,

a direita, o toro e curva no R? através de uma projecdo estereografica da esfera S®
doRY. . . o 20
Caso n = 3: Tlustramos, a esquerda, a curva dada pelo o vetor v = (1,2,3) no

toro tridimensional, ao centro, o empacotamento de tubos com eixo suportado em

pontos de Z3 com inclina¢io na direcdo de v e, a direita, 0 mesmo empacotamento

restrito ao toro tridimensional. . . . . . ... ... Lo 20
Caso n = 3: Ilustramos a sec¢ao ortogonal, empacotamento de tubos da Figura 2.2. 20
Intercegiodaretaa = 1comZ2 . . . . . . . .. ... 35
Interceciodaretaa+b=1comZ2 . . . . . .. ... ... 35
Grifico 0(t),t € [-0.5,0.5] . . . . . o 40
Vetor vi=(3,8). . . . o o 48
Vetor v =(1,3,8). . . . . e 48
Regides de Voronoi dos pontos u que sdo atingidas pelo vetor v = (3,8). . .. .. 49
Regides de Voronoi dos pontos u que sdo atingidas pelo vetor v = (1,3,8). . ... 49
n-cadeia . . ..o ... e e 56
n-ciclico . . . . . . L 57
s o 57
Utility graph (UG) . . . . . . o o o 57
Toro planar 7, ladrilhado por 13 quadrados. . . . . .. .. ... .. ....... 58

Xxi



XXil Lista de Figuras
3.6 Grafo Circulante C13(1,5). . . . . .« . . o 60
3.7 Grafo Circulante C13(2,3). . . . . . . . . o 63
3.8 O grafo circulante Cy3(3, 5) sobre o toro planar, rotulado porw = (2, —1). . . . . . 65
3.9 O grafo circulante Cg(2,3) mergulhado no toro planar: vértices, rotulamento e

regido fundamental da base {(10, 12), (12, 15)} que definem a relacao de adjacéncia. 67
4.1 ADG-PriSMA. . . . o o v v e e e e e e e e e e e e e e 74
4.2 Prisma. . ... e e 74
4.3 Mergulho do grafo circulante Cy;12(1,2,2k + 1) em um toro planar. . . . . . . . . 76
4.4  Mergulho do grafo circulante Cg(1,2,4) em um toro planar. . . . . ... ... .. 76
4.5 Mergulho ndo ideal de grafo circulante de grau 6 (Z denota o vértice x +agz). . . . 78
4.6 Mergulho ideal de grafo circulante de grau 6 (7 denota o vértice x + as). . . . . . . 79
4.7 A figura mostra as duas componentes conexas do grafo C3»(8,2). Utilizando o

mergulho dado por 3.4.3, invertemos a orientacdao da segunda componente. . . . . 80



Lista de Tabelas

2.1

22

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

4.1

A tabela ilustra que alteragdes minimas na maior coordenada podem alterar signi-
ficativamente a densidade do reticulado-projecdo. . . . . . . . .. ... ... ...
Comparando as densidades de empacotamento tomando os b(a) sugeridos pelos
Teoremas: 2.4.1,2.4.3,2.4.2 e 2.4.4 (respectivamente). . . . . . . . . . ... ...
Tabela densidades para vetores v = (1,75,b) . . ... ... ... .. .......
Tlustragio dos valores de t = [\/42 + (y2 — 1) — /22 + 2% . . .. ... .. ..
Considerando z = 1 e y = 0 no Teorema 2.5.1, a densidade de centro converge
paraovalor 0.144338 . . . . . . . L

Considerando z = 1 e y = —1 no Teorema 2.5.1, a densidade de centro converge
paraovalor 0.164356 . . . . . . . ...
Considerando x = 8 e y = —3 no Teorema 2.5.1, a densidade de centro converge
paraovalor 0.169779 . . . . . .. L
Considerando x = 99 e y = —10 no Teorema 2.5.1, a densidade de centro converge

paraovalor 0.176117 . . . . . . . . . e

O simbolo T significa que ndo hd representante, Ty significa que ndo podemos

considerar o caso +y, pois saimos das hipéteses do Teorema4.3.2 . . . . . . . ..

xxiii

24

28



Introducao

Os temas aqui tratados estdo relacionados a teoria de c6digos e sua fundamentacdo matematica.
A utilizacao de abordagens e técnicas geométricas foi impulsionada pelo surgimento nos anos 90
da classe dos codigos geometricamente uniformes (GU) [23]. Este conceito de uma forma mais
ampla inclui outras distancias (como a hiperbdlica e de grafos), mas preservando as caracteristicas
importantes decorrentes da homogeneidade e rotulamento por simetrias: simplificagcdo dos pro-
cessos de codificacao e decodificagdo, uniformidade da probabilidade de erro, etc. De um modo
geral, elas refletem as interacOes entre teoria da codificacao, grupos de simetria, grafos, reticulados,
empacotamento de esferas, representacoes de grupos finitos e geometria diferencial.

A conexdo dos problemas abordados neste trabalho com a teoria de cddigos concentra-se e é
motivada por dois temas: i) codificacdo continua na esfera e ii) codigos de grupos ciclicos.

O uso de curvas (aplicagdes de R em RY) em comunicagdes e processamento de sinais € asso-
ciado a mapeamentos que expandem a largura de faixa. A andlise de curvas que sio subjacentes a
sistemas nao lineares de modulagdo, como € o caso de modulacdo em freqiiéncia, leva ao problema
de se determinar curvas na esfera S™~! em R" do maior comprimento possivel condicionado a
uma distancia minima a ser respeitada entre suas “voltas”. Uma construcdo homogénea de tais
curvas pode ser feita colocando-as em toros planares ([47]). A procura de um bom desempenho
para decodificacdo pode ser traduzida como a busca de reticulados-projecdo com as melhores taxas
de empacotamento de esferas, que € um problema muito complexo, inclusive do ponto de vista
de algoritmo computacional. A estratégia tem sido contorna-lo, estabelecer limitantes e buscar
em casos especiais solu¢des que tendem para a melhor possivel, quando o comprimento da curva
cresce. A busca de bons algoritmos para a determinacdo de melhores direcOes de projecao também
¢ essencial nesta abordagem.

Os cédigos de grupo foram introduzidos por D. Slepian ([42]) e sao dados por constelacdes
de pontos em esferas do RY geradas por grupos de matrizes ortogonais. Questdes fundamentais
associadas a estes codigos e que vem sendo abordadas desde entdo sdo a determinagdo do vetor
inicial 6timo e o estabelecimento do nimero maximo de pontos da constelacdo fixada uma distancia
minima (c6digos 6timos).

Temos abordado estes problemas de forma muito geométrica no caso de c6digos grupos co-

XXV



XXVi Introdugao

mutativos e mais particularmente para os grupos ciclicos. Esta andlise ¢ baseada no fato que as
constelacdes geradas por tais grupos de simetria precisam estar sobre toros planares.
Na seqiiéncia descrevemos de modo sucinto o conteddo deste trabalho que é subdividido em:

Parte I - Reticulados-Projecdo e Parte Il - Grafos Circulantes .

I - Reticulados-projecao: Uma boa codificacdo continua fonte/canal na esfera foi introduzida
no artigo [48]. Para que uma codificacdo tenha boa performance devemos resolver um problema
equivalente a procura de dire¢des v € Z", tais que o reticulado obtido da projecdo de Z" nesta
direcdo, tenha alta densidade de empacotamento. Esta densidade mede o qudo boa € a distribuicao
dos pontos no espaco. Existe uma grande dificuldade para calculo do menor vetor ndo nulo de um
reticulado, requisito necessario para o célculo da densidade de empacotamento. O desenvolvimento

deste tema dar-se-a através dos dois primeiros capitulos.

Capitulo 1: Apresentamos aqui as nogdes bdsicas de reticulados, empacotamentos e quo-
cientes de reticulados. Ainda neste capitulo exploramos a no¢ao de reducdo de bases, que € a busca
de uma base onde os vetores t€m normas relativamente proximas as minimas possiveis. Desta-
camos trés redugdes conhecidas na literatura, a saber, LLL, KZ e Minkowski. As reducdes KZ e
Minkowski garantem que o menor vetor ndo nulo € o primeiro elemento da base reduzida, entre-
tanto ndo existem algoritmos que determinam essas bases em tempo polinomial. Como o problema
de encontrar o menor vetor nao nulo é um problema NP-completo, estas redu¢des também o serdo,
ou seja, tais algoritmos polinomiais nio existem salvo se P=NP. Para a reducao LLL existe um
algoritmo que determina uma base LLL em tempo polinomial. O principal resultado demons-
trado neste capitulo é o seguinte: Seja {vi,...,v,} uma base Minkowski-reduzida e seja F o
paralelepipedo fundamental determinado por esta base. Entdo as regioes de Voronoi dos vértices
formam uma cobertura para F (Proposi¢ao 1.2.1). Em outras palavras, dado um ponto P dentro
do paralelepipedo definido pelos vetores {vy,...,v,}, o ponto do reticulado mais préximo de P é
um dos vértices do paralelotopo. Este resultado possibilitou a criagdo de um novo algoritmo para a

reducdo de Minkowski.

Capitulo 2: Introduzimos o problema da codificacdo continua fonte/canal e apresentamos
inicialmente dois resultados contidos no artigo [47]: O primeiro descreve uma maneira de encontrar
um bom valor para b, restrito a certas condicdes, tal que o reticulado-projecdo determinado por
v = (1,a,b) € Z3 tenha densidade que se aproxima da densidade maxima possivel quando a
norma de v cresce. Outro resultado garante para cada a qual é o melhor b que gera o reticulado-
projecao mais denso. Estabelecemos um resultado dual do primeiro (Teorema 2.4.3) e também

descobrimos (Teorema 2.4.4) que o melhor b deve ser procurado entre o primeiro resultado do
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artigo [47] e o resultado dual que encontramos.

A procura de vetores que dependem de mais parametros resultou em um teorema que engloba os
resultados supra mencionados (Teorema 2.4.5 e Corolario 2.4.1). Através deste, estabelecemos uma
familia a trés parametros de boas dire¢des de projecao para vetores na dimensao 4 (Teorema 2.5.1).
Nesta dimensdo nem todos os parametros permitem a convergéncia ao reticulado tri-dimensional
mais denso, o fcc . Entretanto existem escolhas cuja convergéncia vai para o 6timo (Corolério
2.5.1) sendo que as demais convergem a reticulados bem densos com densidade sendo no minimo
a densidade do reticulado A, x Z.

Finalizamos o capitulo construindo um algoritmo que busca o vetor minimo no caso especifico
de reticulados-projecdo. Tal algoritmo leva em conta as regidoes de Voronoi de Z.", o que faz com

que seja exato e dependa linearmente das entradas do vetor v.

II - Grafos Circulantes: No artigo [16] mostramos que grafos circulantes podem ser vistos como
grafos em toros k-dimensionais. Gracas a esta visdo foi possivel estabelecer uma conexio entre
estes grafos e codigos, em especial codigos esféricos. O desenvolvimento do tema € feito através

de dois capitulos.

Capitulo 3: Introduzimos inicialmente conceitos da teoria de grafos. Apresentamos grafos
em toros k-dimensionais obtidos como quocientes de reticulados, utilizando para isto os resulta-
dos do artigo [14]. Descrevemos os grafos circulantes e sua realizagcdo como grafos obtidos do
quociente de reticulados. O principal resultado deste capitulo estabelece uma conexdo entre grafos
circulantes e codigos esféricos (Proposi¢ao 3.5.1), isto €, cada grafo circulante pode ser visto como
um cddigo esférico. Um resultado reciproco (Proposi¢ao 3.5.2) também é demonstrado: cada
codigo esférico dado por um grupo ciclico estd associado a tnico grafo circulante, a menos de um
isomorfismo.

Fechamos o capitulo falando sobre conexidade de grafos o que serd util na determinacdo do

género que € estudado no préximo capitulo.

Capitulo 4: Este capitulo € dedicado ao problema da determinagdo do género de um grafo cir-
culante, o qual é uma importante medida de sua complexidade. Iniciamos introduzindo a definicao
de género e exibindo alguns resultados conhecidos na literatura a respeito do género de grafos,
como por exemplo limitantes gerais e a segunda formula de Euler. No artigo [33] € mostrado um
resultado que classifica todos os grafos circulantes planares. Exceto os casos em que o grafo cir-
culante é um grafo planar, ou um grafo completo ou ainda um grafo bibartido-completo, o género
de um grafo circulante ndo era conhecido. Conseguimos estabelecer a classificacdo dos grafos

circulantes toroidais (género 1), Proposicoes 4.2.2 e 4.2.3.



XXViil Introdugao

Em geral nos grafos circulantes, C, (a1, ..., ax), a maioria das faces devem ser compostas por
4 lados, com vértices: P, P + a;, P + a; + a;, P + a;, salvo as excegdes onde: a; = +2a;, a; =
+(a; £+ a,,). Ambas as situacdes podem ser resumidas na seguinte férmula: existem combinagdes
da forma a; + a; + a,, = 0 onde a;,a; € a,, € {#ay,...,+a;}. Nesses grafos circulantes pode
acontecer que as seqiiéncias 0, a;, a; +a;, a; +a; +a,, = 0 sejam tridngulos quando mergulhamos o
grafo numa superficie de menor género, como acontece nas condi¢des dos teoremas que classificam
os grafos planares e toroidais.

Desconsiderando esses casos, o género g de um grafo circulante deve satisfazer a seguinte

nk—2n+4
4

circulantes que satisfazem a igualdade para £ arbitrario. Como conseqii€ncia deste resultado, temos

desigualdade g > . Exibimos no Teorema 4.3.2 uma classe relativamente grande de grafos
o Corolério 4.3.1 que determina o género de supergrafos, obtidos pelo acréscimo de algumas dia-

gonais a estes grafos.

Dentre as perspectivas futuras de pesquisa destacamos duas questdes, que continuam em
aberto nos dois temas pesquisados: Procedimentos andlogos aos seguidos aqui, para determinar
familias de reticulados-projecdo que convergem para um empacotamento 6timo, podem ser es-
tendidos para dimensdes > 5 (pelo menos até dimensao 9 onde conhecemos os empacotamentos

6timos)? Quanto ao género de grafos circulantes, a busca serd por uma classificagdo completa de

nk—2n+4

todos os grafos satisfazendo g = i



Parte I

Reticulados-Projecao



Capitulo 1

O Problema da Norma Minima em

Reticulados

Este capitulo aborda o problema de se encontrar 0 menor vetor nao nulo de um
reticulado. Iniciamos definindo os conceitos fundamentais da teoria de reticulados:
base, matriz geradora, matriz de Gram, norma minima e empacotamento. Falamos
também a respeito de reducdes de bases, ou seja, da procura de uma base para um reti-
culado cujos vetores tenham normas pequenas. Destacamos trés reducdes, com énfase
a reducao de Minkowski. Esta reducdo, além de determinar o menor vetor nao nulo do
reticulado, possui diversas propriedades importantes. Conseguimos estabelecer uma
nova propriedade geométrica, a qual permitiu a criacdo de um novo algoritmo para

determinar a redu¢do de Minkowski.

1.1 Reticulados e Empacotamentos

Nesta se¢do introduzimos o conceito de reticulados e suas propriedades dando €nfase aos
topicos distancia minima, densidade e quociente de reticulados que serdo muito utilizados no decor-

rer do trabalho. As principais referéncias utilizadas foram [12], [10] e [37].

1.1.1 Reticulados

Definicao 1.1.1. Seja B = {vy,...,v,} um conjunto linearmente independente em R™. Um
reticulado n-dimensional Lz é um conjunto de todas as combinagdes lineares inteiras de B, i.e.,
Lg={veR™v=>" kv;,k €Z} Oconjunto B é dito base do reticulado L.

3
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Para que ndo haja confusdo com espagos vetoriais adotaremos a seguinte notagdo: (S) denota
o espaco vetorial gerado por S, ou seja, o conjunto das combinagdes lineares dos elementos de S
com coeficientes reais e (S)7 denota o reticulado gerado por S, ou seja, conjunto das combinagdes
lineares dos elementos de .S com coeficientes inteiros.

Naturalmente diferentes bases de R™ podem definir o mesmo reticulado, na verdade isso ocorre
se, e somente se, existe uma matriz U, x,,, integral invertivel, isto €, com entradas inteiras € com
determinante 1 (Unimodular ), que leva uma base na outra. Como em espagos vetoriais a notacao

matricial aqui € bem-vinda.

Defini¢ao 1.1.2. Seja {v; = (v14,...,Vms)},4 = 1,...,n uma base do reticulado Lz. Definimos

matriz geradora M como sendo a matriz cujas colunas sio os vetores v, i.e.,

Vi1 ... Uin

M = T . (1.1)

Um1 -+ Umn

Nesta notagao, os vetores do reticulado L5 sdo vetores da forma M k, onde k € Z". Qualquer
reticulado estd bem determinado se conhecemos uma matriz geradora. Em outras palavras, um
reticulado n-dimensional € a imagem de Z" por uma transformacao linear ¢ : R" — R™, m > n,

de posto mdximo.

Observagdo 1.1.1. Quando o posto ndo é maximo a imagem de Z" pela ¢ pode nao ser reticulado,

como veremos no Capitulo 2, pois pode nao ser um conjunto discreto.

Definicdo 1.1.3. O paralelepipedo (F) constituido pelos pontos » " , 6; v; com 6; € [0, 1) é dito

paralelepipedo fundamental (ou regido fundamental) do reticulado L.

Embora existam diferentes bases e, portanto diferentes regides fundamentais para um reticu-
lado Lz, o volume desta regido é univocamente determinado por Lp. Isto ndo é surpreendente
uma vez que duas bases diferem por uma matriz de determinante +1, que estd associado a uma
transformacao linear que preserva volumes n-dimensionais. Tal volume € dito discriminante do

reticulado e denotaremos por vol(Lz). No caso em que n = m tem-se vol(Lg) = |det(M)|.

Definicao 1.1.4. Sejam Lz um reticulado, B uma base para Lz e )V o espago vetorial gerado por
esta base e v € L. Definimos a regid@o de Voronoi de v (vor(v)) como sendo a regido que contém
todos os pontos de V que estdo mais proximos de v do que qualquer outro ponto u do reticulado,

ie,vor(v) ={x e V;|x —v| <||x —ul|, Vu e Lz}

O volume da regidao de Voronoi € igual ao volume da regido fundamental. Isto se deve ao fato

que tanto a regido fundamental quanto a regidao de Voronoi serem ladrilhos de V sob o mesmo grupo
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Figura 1.1: A esquerda um reticulado no plano, ao centro uma regido fundamental
deste e a direita a regido de Voronoi de ponto 0.

de isometrias, grupo este composto pelas translagdes nas dire¢des dos vetores v; ([34]). A Figura

1.1 ilustra estes conceitos.

Definicdo 1.1.5. Seja M a matriz geradora do reticulado L£z. A matriz A = M M é dita matriz

de Gram do reticulado Lg.

Observagdo 1.1.2. Note que a matriz de Gram do reticulado Lz, nos fornece todos os produtos
internos dos vetores da base, assim, podemos obter o reticulado a partir da sua matriz de Gram, a

menos, € claro, de um movimento rigido (isometria), que € dado por uma matriz ortogonal.
Definicao 1.1.6. O determinante da matriz A, é chamado de determinante de L.

No caso em que a matriz geradora M é quadrada temos que: A = det(M! M) = det(M?)
det(M) = (det(M))?, ou seja, 0 quadrado do discriminante de £ é igual ao determinante de Lg.
Por isso, é comum definir o determinante de £5 como sendo o quadrado do discriminante de Lz
([121).

Se aplicarmos uma transformacgdo ortogonal do R™ a um reticulado Lz € razodvel esperar
que o reticulado obtido € essencialmente o mesmo, pois tal transformacdo ndo altera a estrutura

geométrica do reticulado. Por isso cabe aqui a seguinte defini¢do de equivaléncias de reticulados:

Definicao 1.1.7. Sejam M e M’ matrizes geradoras dos reticulados Lz e L respectivamente.
Dizemos que os reticulados sdo equivalentes se, e somente se, a seguinte relagio é satisfeita M’ =
cOMU, onde ¢ € R,c > 0, O é uma matriz m x m ortogonal e ¢/ é uma matriz unimodular
(determinante igual a =1 e com entradas inteiras). Nestas condi¢des denotamos por Lg ~ L}
esta equivaléncia, e quando ¢ = 1 dizemos que os reticulados sdo congruentes e denotamos por
L~ L.

Exemplo 1.1.1. O reticulado no plano conhecido como reticulado hexagonal, ou A,, pode ser ca-
1 1
1

racterizado pela matriz geradora M = \% ou pela matriz de Gram A = | | i

2 2

. Mas
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1 0
também pode ser caracterizado, a menos de equivaléncia, por M’ = | —1 1 ou pela matriz
0 -1
, 21 ) . ) 3 . . .
de Gram A’ = 5 |’ como reticulado bidimensional no R°. A Figura 1.2 ilustra o reticulado

hexagonal e a regido de Voronoi de 0.

Figura 1.2: O reticulado hexagonal.

1.1.2 Empacotamento

Um empacotamento de esferas € uma distribui¢do de esferas disjuntas, que se tocam apenas
no bordo, sobre um espacgo vetorial real. Nestas condi¢cdes, um bom empacotamento € aquele em
que a taxa do volume ocupado pelas esferas numa por¢ao do espaco estd proxima do maior valor

possivel.

Definicao 1.1.8. Um empacotamento reticulado é um empacotamento onde os centros das esferas

determinam um reticulado.

Até a dimensado 3 ja se sabe que, dentre os empacotamentos, os reticulados sdo melhores. A
conjectura de que o melhor empacotamento para dimensdo 3 € o reticulado fcc, face-centered
cubic, foi feita por Johannes Kepler (1571 - 1630), Carl F. Gauss (1777 - 1855) provou parcialmente
mostrando que ela era a melhor dentre os empacotamentos reticulados.

Em 1998 Thomas Hales, atualmente professor na universidade de Pittsburgh, anunciou que teve
uma prova da conjectura de Kepler. A prova de Hales € uma prova pelo método de exaustao que
envolve verificagdo de muitos casos individuais usando célculos computacionais complexos. Os
Referees disseram que a prova de Hales esta “99% certa”. Assim a conjectura de Kepler esta agora
muito perto de transformar-se um teorema. Em 2003, T. Hales publicou um artigo descrevendo a
parte ndo computacional desta prova, em detalhes. Ele trabalha em uma prova formal para remover

qualquer resto de incerteza, ele também estima que uma prova formal tomaré cerca de 20 anos
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de trabalho. Mais detalhes sobre a conjectura de Kepler pode ser obtida na pagina do wikipedia
em inglés: http://en.wikipedia.org/wiki/Kepler conjecture, trabalhos de Hales sobre o assunto s@o
[27, 28, 32, 29, 30, 31].

A partir da dimensao 4, dentre os empacotamentos conhecidos, em geral os melhores sao os
reticulados, mas existem dimensdes em que um ndo reticulado € melhor. A figura abaixo ilustra

trés exemplos de empacotamento reticulados.

> >4 »r< »r<

v
A
Y
A
v
A
v
A

Figura 1.3: Tlustragdao dos empacotamentos:a esquerda o reticulado Hexagonal, ao cen-
tro o reticulado gerado por {(3/2,0), (1/2,v/14/2)} e a direita o reticulado Z?

Definicao 1.1.9. A norma minima de um reticulado L5 é a menor norma dentre os elementos nao

nulos de Lz:

N(Lp) = min{|x|;x € Lg,x # 0} (1.2)

Definicao 1.1.10. A densidade (A) de empacotamento de um reticulado € a propor¢do do espaco

ocupado pelas esferas

vol(uma esfera)
vol(regido fundamental)

vol (g (MEs)
= (5" )), onde S"(2E8)) ¢ g esfera n-dimensional de raio 2(£5)

det(Lg))/? 2 2

A(Lg) =

A densidade de empacotamento nos diz o quao bom é o empacotamento. Observe que ela € in-
variante sob qualquer transformacao linear ortogonal e dilatacdes. Portanto reticulados equivalentes
tem a mesma densidade de empacotamento. Destacamos aqui dois reticulados que serdo constan-

temente citados ao longo deste trabalho, e que possuem o melhor desempenho nas dimensdes 2 e
3.

* O reticulado hexagonal, A, gerado por v = (1,—1,0) e vo = (0,1, —1)

* O reticulado fcc, gerado por v = (1,—1,0,0), vo = (0,1,—1,0) e v3 = (0,0, 1, —1)
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. . . ~ ™
As densidades desses dois reticulados sao Ahexagonal \/_ ~ 0.90690 e Ag. = % o~
0.74048. Como elas sdao as melhores possiveis sempre procuraremos reticulados que tenham den-

sidade de empacotamento proximas desses valores.

Definicao 1.1.11. A densidade de centro () é a propor¢do do nimero de esferas pelo espaco
A(Lg)

vol(S™(1))’

Ao compararmos reticulados na mesma dimensao o volume da esfera n-dimensional pode ser

ocupado por elas: 6(Lg) =

deixado de lado ja que todas as densidades de empacotamento a tém como fator; sendo assim,
trabalharemos com a densidade de centro. As densidades de centro dos reticulados hexagonal e fcc
sdo 5hexagonal \/_ ~ (.28868 € df;c = \/_ ~ (.17677, respectivamente.

Notemos que, para determinar a densidade de empacotamento, precisamos encontrar dois va-
lores: volume da regido fundamental, o que em geral ndo € muito complexo, e a menor norma dentre
os elementos ndo nulos do reticulado. Este ultimo por sua vez € um problema computacionalmente

muito complexo. Na proxima sec¢ao 1.2 falaremos a respeito deste problema.

1.1.3 Sub-reticulados e Quocientes de Reticulados

Em teoria de Cédigos, o conceito de quociente de um reticulado por um sub-reticulado pode

ser usado para rotulamento de sinais e na caracterizagao de codigos esféricos.

Definicao 1.1.12. Sejam £ um reticulado e £ C L. Dizemos que L' é sub-reticulado de L se L' é

um reticulado.

Como em espacos vetoriais € grupos, aqui também pode-se definir quocientes. No caso dos
reticulados, quando quocientamos reticulados de mesma dimensdo, a estrutura obtida pode ser
considerada tanto um grafo especial ou ainda um grupo finito de pontos, ou um misto dos dois, um

grafo rotulado por um grupo. Para ndo haver confusdes posteriores fixaremos a seguinte notacao:

Seja £’ um sub-reticulado do reticulado £ (de mesma dimensdo), denotaremos I' = Y como
ol(L’)

pontos, gerados por alguma base de £; Nas mesmas
vol(L)

) ) Ly
condi¢des mas fixando uma base B de L, denotaremos o reticulado Gz = G como sendo o
. L . . S -

grafo de vértices Y e cuja arestas sdo dadas pelos vetores da base B, ou seja, dois vértices estao

o grupo finito de pontos, a saber

conectados se eles diferem por algum elemento de B.
Na verdade, o quociente de reticulados € um mddulo sobre o anel dos inteiros Z.: onde temos
a parte livre que constitui um reticulado, no sentido em que trabalhamos, e a parte da tor¢cdo que

pode ser visto como um toro plano n-dimensional.
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Quando o quociente € entre reticulados de mesma dimensao, esse quociente possui propriedades
geométricas muito interessantes as quais utilizamos em teoria de c6digos, como veremos nos pro-
ximos capitulos. No Capitulo 2 abordamos um problema de maximizar a densidade de empacota-
mento associada a um quociente de reticulados. Isto permite relacionar uma distribuicdo de pontos
no R™ com uma distribui¢cdo de pontos no toro planar n-dimensional mergulhado isometricamente
na esfera do IR?". Na Parte I veremos que tais quocientes estdo associados a grafos circulantes os

quais tém sido objeto de grande interesse na drea de computagdo paralela.

1.2 Reducao de Minkowski

Estamos interessados em encontrar o vetor de menor norma num reticulado n-dimensional.

Sob certas condi¢des, que a matriz de Gram deve satisfazer, podemos assegurar que o primeiro
vetor da base € o vetor de menor norma procurado. Tal método é conhecido como Reducdo de
Minkowski. Desejamos encontrar uma base (Minkowski-reduzida) {vy,...,v,} do reticulado n-

dimensional £, de tal forma que para cada ¢, 1 < ¢ < n nds tenhamos que:

<Vt7vt> < <VJV>7 (13)

para todo vetor v € L de tal forma que vy, ..., v;_1,Vv pode ser estendido a uma base de L. Isso

implica, como é mostrado em [12], que a matriz de Gram satisfazer as condi¢des:

0<aj; <age <+ < apg. (1.4)
2 ZES Qs — Z €r €5 Qps < Zassa (15)
sES r,s€S sES

r<s

onde S C {1,2,...,t—1}ee + 1.
Observacdo 1.2.1. Paran < 4, vale a reciproca, ou seja, restringindo a condi¢do €; = +1, teremos

uma base Minkowski-reduzida. A prova disto encontra-se em [8].

Provemos que a condicao (1.3) implica as condi¢des (1.4) e (1.5). E claro que (1.4) decorre de

(1.3); agora, fixado ¢ tome um vetor v = v; — Zse g €sVs, com S, €; como acima; entdo

(Vi,ve) <(V,V) = (v, V) < (Ve — ZfsVs,Vt - ZESVS>
seS sSES

— <Vtavt> < _2 ZES Agy — Z €r €5 Qpg +Za55

s€S r,s€S s€S
r<s
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— 2 Zes Qgt — Z €r €5 Qrs g Zass- (16)

seS r,s€S seS
r<s

Evidentemente v foi escolhido de maneira que vy, va,...Vv;_1, v gera o mesmo sub-reticulado de
L que vy, Vo, ..., Vy.

J. H. Conway e N. J. Sloane fazem a seguinte observa¢do em [12]: “Embora esse método
garanta que v, seja o vetor mais proximo da origem, e portanto o que realiza a distancia minima,
ele ndo deixa a matriz de Gram na forma desejada de modo computacionalmente eficiente.” Mo-
tivados a encontrar uma maneira de obter a redu¢do de Minkowski acabamos por construir um
algoritmo de ordem exponencial que calcula a base de Minkowski, tal algoritmo sera descrito em
detalhes na préxima se¢do. Naturalmente ja sdo conhecidos outros algoritmos para este calculo e

comentaremos sobre eles na se¢do 1.4.

1.2.1 Vetores Minimos em L"

Iniciamos a construcdo do algoritmo com o caso de reticulados bi-dimensional considere B =
{v1, va} base para o reticulado £, com ||v;|| < ||va||. B ndo serd uma base de Minkowski apenas
se ndo satisfizer a condic¢@o (1.5) que, paran = 2, sereduzat = 2e S = {1}. Assim, para que B
[(v1, v2)|

1 .
> —. E quando isso ocorre podemos trocar
<V17 V1> 2

ndo seja Minkowski € necessdrio que a razao

(v1, va)

(Vi,v1)

a multiplicar a matriz geradora pela matriz unimodular

vy pelo vetor vy — [ } vy ([z] € o inteiro mais proximo de x) neste caso. Essa troca equivale

1 —m

0 1

<V17 V2> .

Vamos analisar os vetores v = vy — m vy € provar que m = [ } ¢ a melhor escolha.

(vi, v
Decompondo v na base {vy, vi } temos

L
v = (—<V1’V2> — m> vi+ Vi, va) Vi
v

(vi,v1)

Como a base € ortogonal, temos.
2

2 1
2 (Vi,va) - 2 (vi,va) 1012
A e R 7 L
Entdo, para minimizar ||v|| basta minimizar Vi, va) m|, ou seja tomar m = PVI’—W)}
(Vi,v1) (vi,v1)
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Em outras palavras, devemos escolher o vetor u € (v1)z mais proximo da proje¢do ortogonal
de v no espago gerado por vy, i.e., encontrar o vetor u do reticulado gerado por (vy)z cuja regido
de Voronoi contém a projecdo ortogonal de vy na direcdo deste reticulado. Assim, a base estard
Minkowski-reduzida quando u = 0 (m = 0), ou ainda a projecdo de vo na direcdo de v; estd na

regido de Voronoi do vetor nulo. A Figura 1.4 ilustra esse raciocinio.

Figura 1.4: Idéia geométrica da redu¢cdao de Minkowski para dimensao 2.

Com esta nova terminologia estendemos o resultado para dimensdes maiores. Seja {vy,...,v,}
base para o reticulado £. Sejav =v;,; —u,ondel <i<n—leue L = (v,...,v;). A
base serd Minkowski-reduzida se a proje¢do de v, na dire¢fo do reticulado £° estd na regido de
Voronoi (reticulado £%) do vetor nulo para todo indice 4, caso isso niio ocorra existird um vetor nio
nulou € L' tal que ||v|| = [|v; —u| < ||v:]|.

Como encontrar o ponto de £° mais proximo da proje¢io do vetor v, ?

Afirmamos que se {vy, ..., v;} for uma base de Minkowski entdo o vetor u € £’ mais préximo
da projecdo de v, 1 € um dos vértices do paralelepipedo contendo esta projecdo e cujas arestas sao
determinadas pelos vetores {vy,...,Vv;}.

Admitamos que isso seja vélido, veremos como fica o algoritmo na préxima se¢ao.

1.2.2 Proposta de Algoritmo para Reducao de Minkowski

Dada a base {vy,...,V;}, para obter a reducdo de Minkowski procedemos de maneira indu-
tiva na dimensao, iniciando em n = 2. Se {vy, vy} ndo for Minkowski-reduzida trocamos v,
por v, = vo — u onde u é o vetor de £! = (v;) mais préximo de v, (ou equivalentemente da
proje¢do de vy sob £!). Caso v}, tenha menor norma do que v, trocamos v; por v € Tepitimos o
procedimento. Suponhamos agora que tenhamos deixado {v/, ..., v} } Minkowski-reduzido; pro-
jetamos ortogonalmente v;,; sob o espago £¥ = (v),...,v}), tome u € £* mais préximo desta
proje¢do e trocamos V1 por vy, = V41 — u. Caso v, tenhamos norma estritamente menor
que a norma de v, para algum i < k, seja iy o menor indice com essa propriedade; reordenamos

a base obtendo o conjunto {V/,..., V] _;,Vi ,Vj,...,V}} e voltamos para o procedimento na
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dimensao 7. J4 que, por hipétese {v/,...,v; _, } € Minkowski-reduzida, caso ndo exista nenhum
indice como acima entdo afirmamos que {v},...,v},,} é Minkowsi-reduzida. De fato, se ndo
fosse Minkowski-reduzida existiria um vetor w € £*~! tal que v/, 41 — W teria norma menor que

v/, 0 que € absurdo pois ja o tomamos como sendo minimizador.

Esquematizando o algoritmo:
1 Entrada: {vy,...,v,};
2 L=1;

3 Enquanto L < n faca
31V}, =Vviy1 —u,ondeu € LF minimiza v;,; — u na norma euclidiana;
. . - . / .
3.2 Seja ip o menor indice tal que ||v;, || > [V

33Seig< L+ 1lentao L =ipgsendo L =L + 1;
4 Saida {v/,...,v.}

O fato de estarmos trabalhando com um conjunto discreto garante que s6 ha um ndmero finito
de vetores dentro da bola de raio ||v;|| para todo indice i. Assim, o algoritmo nio poderd entrar
num loop infinito, pois, isto que significaria uma infinidade de vetores com norma menor que ||v;||.
Em outras palavras, para cada indice ¢, existem apenas um nimero finito de possibilidades de troca
de vetores v; por outro v; de menor norma.

O parametro L no loop do item 3 nio € estritamente crescente ele pode diminuir depois de uma
iteracdo, como € frisado no subitem 3.3.

A complexidade deste algoritmo € exponencial no caso mais complexo. Pois, no item 3.1, este
algoritmo resolve um sistema linear correspondendo a solu¢do continua do problema: minimizar
Vi1 —u,comu € <£L ), obtendo um vetor u,,,,;. Em seguida, o algoritimo considera o conjunto
de todos os vértices, da regido fundamental que contém esta solugio U, € toma u € L¥ o vértice
mais préximo de U.,;, comparando um total de 2© vértices. Portanto a complexidade do algoritmo

cresce exponencialmente com a dimensao.

1.2.3 Relacao entre as Regioes de Voronoi e Fundamental

Proposicao 1.2.1. Seja {v,...,v,} uma base Minkowski-reduzida e seja F o paralelepipedo
fundamental determinado por esta base. Entdo as regioes de Voronoi dos vértices de F formam

uma cobertura para F.
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Demonstragio: Seja {vi,...,v,} uma base de Minkowski para o reticulado £". Queremos
mostrar que as regides de Voronoi dos vértices da regido fundamental 7 C L™ cobrem esta regiao,
ou seja, F C |, vor(x;), onde x; € um vértice qualquer de F e vor(xy) a sua regido de Voronoi.

Suponhamos que regido fundamental F seja determinada pelos vetores minimos vy, ..., v,.

Passo 1) n = 1 ndo hé o que fazer.

Passo 2) Suponhamos vélido para dimensdes estritamente menores n. Entdo seja a € F e
suponhamos que u = ) .m;Vv;,m; € 7 esteja mais perto de a = > a;v;, o; € [0,1), do
que qualquer outro vetor em L£". Sem perda de generalidade podemos supor todos os coeficientes
m; = 0.

Se my = 0, para algum k£ = 1, ..., n projetamos a ortogonalmente sobre o reticulado E’,;”_l =
({v1,..,va} \{Vs}). Tal projecio (P) resulta no vetor P(ay vi)+ i, iv;. Jd sabemos que
P(v) € vorgx—1(0) C £F1, além disso, pode-se concluir que P(v}) € vor n-1(0) € L7, pois,
se vi, € vor(y) com Y7, € v;entdo ||vi| > [[v — y|| contrariando a minimalidade de v}, na
defini¢ao da reducéo de Minkowski. E assim, o mesmo deve valer para P(cy v). Logo a soma de
a; v; a P(ay vy) pode no méaximo levar esta projecao a regidio de Voronoi do vértice 0 + v;. Logo,
os demais coeficientes também sdo 0 ou 1.

Se my = 1, para algum k£ = 1, ..., n projetamos a ortogonalmente sobre o reticulado £Z*1 +
vi = ({vi,...,vn} \ {Vk}) + vi&. Tal projecio equivale a projetar a ortogonalmente sobre o

reticulado £}"', onde a4y = 1 — ap e &; = o;,Vi # k. E a prova segue idéntica ao pardgrafo

anterior.
Se my = d, paraalgum k = 1, ..., n é o menor coeficiente de u projetamos a ortogonalmente
sobre o reticulado L' + d vy, = ({vi,...,v,} \ {vi}) + d V. Tal operagdo equivale a projetar

a,onde ap = d — oy e a; = «;, Vi # k, ortogonalmente sobre o reticulado LZ’l. Pelo que vimos
acima P(awv,) € VOI'Ez—l(O) e os coeficientes de P((d — 1) v,,) ndo excederdo d — 1. Assim, a
soma de P(av,) com P((d — 1)vy,) + >, ;. a; v; ndo pertencerdo a regides de Voronoi com
coeficientes superiores a d. Portanto P(a) € vorge-i(d >, ;. v;). Devemos mostrar agora que
d < 2. Isso é trivial, pois, o hiperplano mediatriz do segmento que une 0 a d Z“ 41, Vi deixa a no
semi-espaco contendo o vetor nulo, sempre que d > 1, logo d < 1.

Portanto m; € {0, 1}, Vi, o que conclui a demonstragao. ]

1.3 Outras Formas de Reducao

Dada a complexidade algoritmica para encontrar a forma de Minkowski foram desenvolvidos
outros tipos de reducdo como seguem abaixo. O artigo [2] d4 uma boa visdo sobre as redugdes

existentes. Outra referéncia € a tese de B. A. LaMacchia [35], nela a énfase estd no “Seysen’s
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algorithm” a qual ndo exploramos neste trabalho.

Definicao 1.3.1 (Redugio de Korkin-Zolotarev). Uma base B = {v1, ... v, } é dita Korkin-Zolota-

rev reduzida se satisfaz as seguintes condicoes:
1. vy é o menor vetor ndo nulo em L;

2. Para2 < ¢ < n, seja V; o subespago (i — 1)-dimensional gerado pela base {vy,...,v;_1} e
seja Vit o complemento ortogonal de V; em R". Finalmente, seja P;()) a projecao ortogonal

de V sobre Vit ,algoritmo de v; € tal que P;(v;) é o menor vetor ndo nulo em P;(L).

3. Condicao redugdo do tamanho. Para1l <7 < j < n,
1 2
IKP:(va), Bvill < SR (vl

onde P, (x) = x.

Definicao 1.3.2 (Reducdo de Lenstra-Lenstra-Lovasz). Uma base B é LLL-reduzida se:

-1 1
Lo |pij] < a paral < j<i<n,ondea=——
V « n—1/4

2 S 2 <Vi7 V;>
2 |1V + a1 Vi 2 0 [V |I? paral < i < n, onde iy = 1oty
’ (v;,vi)

B* = (v},...,v}) é obtida do processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt da base B, e o

pardmetron € (1/4,1)

Ou equivalentemente trocando 2. por
2/ Vi1 = (0 — gDl visa |1

Teorema 1.3.1. [10] Seja B = {v1,Vva, ..., Vv, } uma base LLL-reduzida com ) = 3/4. Entdo:

det(£) < []llvill <27V det(L), (1.7)
i=1

Iv]| < 20°V2|vi||, sel <j<i<n (1.8)

vl < 207D det(£)1", (1.9)

[vall < 20D )Ix|, vx € £\ {0}, (1.10)

v, < 2"Y2max |||, {x;}, linearmente independente e 1 < j <t.  (1.11)

1<i<t
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Para n qualquer, o 2 das expressoes acima deve ser trocado por o = e utilize

n—1/4
17 < (a—1)/a. O det(L) é o determinante da matriz cujas colunas s@o formadas pelos ve-

tores v;.

1.3.1 Relacao entre as Reducoes

Os métodos de Minkowski e Korkin-Zolotarev sao reducdes 6timas, no sentido que a base
reduzida contém o vetor minimo do reticulado. Minkowski também é 6tima no sentido da de-
codificacdo de pontos interiores a vértices da regido fundamental que os contém. Como vimos na
Proposicdo 1.2.1. Infelizmente ndo existem algoritmos que a encontra em tempo polinomial, salvo
algoritmos de ordem exponencial. A seguir exibimos algumas diferencas entre os métodos através
de exemplos.

1 1
B:{el,éel+eg,—§eg+263} (112)

¢ uma base Minkowski-reduzida do reticulado £ = (), enquanto

1 1 1
B:{61,5814—62,561—{—562—{—263} (113)

¢ uma base Korkin-Zolotarev reduzida para £, mas ndo Minkowski. Ou seja, uma base pode ser
Korkin-Zolotarev mas ndo ser Minkowski e vice-versa.
J4 0 método LLL tem um algoritmo em tempo polinomial que deterina uma base na forma

LLL-reduzida. Mas € conhecido como um método sub-6timo, veja os exemplos a seguir:

1. O minimo pode ndo ser elemento da base LLL para dimensdes n > 3. A base LLL-reduzida

13 133
B - {V1>V27V3} - {(1707 0)7 (E? 170) ) (_57 gv Z) } ; (114)

tém normas aproximadamente
{1.,0.901388,0.976281}, (1.15)

mas a norma do vetor v; + vy — vy € 0.838525.

2. Os vértices de um paralelotopo fundamental definido pela base LLL podem ndo ser a melhor
decodificacdo de seus pontos interiores: isso vale para dimensdes n > 4. A base

1 V21 V2 11 1 V2 }(1'16)

{vi,va, Vs, vu} = {817561—1-762,561+T62+5637§€1+163+T64
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. . \4 . .
estd na forma LLL-reduzida. Considere o ponto x = ?1 + v4. O ponto do reticulado mais

préximo de x é v = 2v,, com distdncia /3 /4 enquanto o vértice do paralelotopo mais
préximo de x estd a uma distancia igual a 2/4. Logo uma base LLL-reduzida ndo é 6tima,
entretanto note que o erro ndo € muito grande mas tende a aumentar quando a dimensao

aumenta.

Observagdo 1.3.1. Um detalhe interessante que vale a pena frisar € que a grande fraqueza do algo-
ritmo L L L estd no fato do algoritmo comparar o vetor apenas com o seu anterior, ou seja, a redugcao
¢ feita basicamente entre v, € v;, isso faz com que uma base como a do Exemplo 1 acima ao ser
processada pelo algoritmo L L L nao se modifique. Entretanto se ordenarmos esta base pela ordem

de norma o LL L apresentaria mudancas significativas a reposta seria a base

13 3 3 13
{(57 1’0) 9 (07_§71> ’ (_§a 1’0)} (117)

que € uma base Minkowski a menos da permutagdo dos dois primeiros vetores.

1.4 Experimentos com os Algoritmos: Minkowski e LLL

Nesta secao exibiremos alguns resultados obtidos da implementacdo do nosso algoritmo para
redu¢do de Minkowski. Fizemos uma programacao simbdlica através do software Mathematica.
A Tabela 1.4 descreve o tempo (em segundos), num micro-computador 2.8MHz e 1GB de

memoria RAM, que o nosso algoritmo leva para testar que a base candnica do reticulado A,

base esta constituida dos vetores v; = {0, ... ,\1/_/7 —1,...} € R™"! esta na forma Minkowski-
reduzida: '
Dimensao ‘ Tempo (Seg) ‘ ] Dimensao ‘ Tempo (Seg) ‘ ] Dimensao ‘ Tempo (Seg) ‘
2 0. 10 0.062 18 13.844
3 0. 11 0.125 19 28.000
4 0. 12 0.219 20 56.719
5 0. 13 0.438 21 114.078
6 0. 14 0.859 22 232.14
7 0.016 15 1.687 23 485.031
8 0.031 16 3.391 24 957.031
9 0.032 17 7.437 25 1915.16

Observamos que a partir da dimensao 8 os tempos comecam a dobrar com o incremento da

dimensao, isso se deve ao fato de que nosso algoritmo, ao fazer uma redu¢do numa dimensao n,
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compara para cada 2 < ¢ < n um total 2°~! normas, ou seja, um total de y | ,2'"1 = 2" — 23 que
na dimensao 20 resulta uma comparagdo de no minimo de 1048568 normas e na dimensao 25 de
33554424 normas.

Motivados pelo problema da projecdo, exibimos redu¢des de Minkowski para reticulados que
s@o obtidos da projecdo ortogonal de Z" na direcao de um vetor v € Z" o que resulta num reticu-
lado de dimensdo n — 1.

Uma vez que o algoritmo LLL processa redugdes em tempo polinomial, podemos utiliza-lo
para fazermos um pré-processamento da base, o que reduzird o tempo de processamento da redugdo
de Minkowski, como podemos ver na tabela abaixo. Entretanto pela Observagdo 1.3.1 aplicar o
LLL uma vez ndo é muito eficiente se a base ndo estd ordenada pela ordem da norma, sendo assim
apos aplicar o LL L vamos ordenar a base e aplicd-lo mais uma vez, e repetiremos tal procedimento
até que o algoritmo LLL ndo tenha mas nenhum efeito, a este procedimento daremos o nome de
k x LLL.

Vejamos através de exemplos o desempenho dos algoritmos k x LLL, Minkowski, k X LLL
+ Minkowski (Minkowski pré-processado pelo k x LLL) e o algoritmo RV que foi desenvolvido

especificamente para reticulados do tipo projecdo, o que descreveremos no proximo capitulo:

Vetores | k X LLL | Minkowski | k x LLL + Minkowski | RV N (L)
vi€Z' | 0.016 0.093 0.016 3.141 || 0.01128
vo €Z7 | 0.016 0.125 0.031 10.281 || 0.00874
vy € 716 | 0.062* 52.922 11.063 0.437 || 0.37950 | (1.18)
vieZ9 | 0.406 NA 141.625 NA | 0.08767
vs ezl | 0703 NA 416.344 NA | 0.10222
v € Z22 | 0.203* NA 1262.55 1.547 || 0.60243

onde os vetores v; que determinam o reticulado-projecao sao:

vy = (2725, 15762, 45807, 51718, 51941, 61052, 91458),

vs = (43006, 75987, 90538, 188028, 188576, 214076, 279085),

vs = (1050, 1063, 1214, 1359, 1749, 2434, 2633, 2765, 2767, 2803, 3101, 3596, 3691,
4098, 4597, 4794),

v, = (1072718048, 2860533995, 5076817510, 8496108952, 9379425414, 9691934535,
12419066769, 13894053431, 16688505542, 19154047902, 21734208193,
22084787775, 25665708164, 26806012485, 27086910559, 27157628120,
27303391762, 28421844517, 28940890068),
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vs = (236029829, 2971745499, 3192373423, 3591434267, 4890374458, 6262651163,
6615751452, 8295093644, 9045509278, 10521543661, 12818410047,
14701988578, 14777529180, 19517181732, 20888562182, 21334900084,
23103572570, 26731731879, 27241542135, 27819847981, 28642081134),

vg = (67,707,1279, 1291, 1983, 2280, 3920, 5158, 5200, 5609, 6075, 6826, 6940, 7154,
7200, 7791, 7852, 8165, 8934, 9102, 9445, 9849).

Observagdo 1.4.1. O simbolo (*) que aparece na coluna do algoritmo k x LLL significa que foram

necessarios 2 “loops” para que o minimo fosse um elemento da base.

Observacdo 1.4.2. No préximo capitulo veremos que mesmo aplicando muitas vezes o algoritmo

LLL como acima ndo ha garantia que o vetor minimo seja um elemento da base.

Observacdo 1.4.3. O algoritmo existente para obter redu¢des de Minkowski, foi proposto em [22]
por U. Fincke e M. Pohst. Tal algoritmo aplicado em bases B na dimensdo n, deve processar as
decodificagdes das projecdes de v; sobre o reticulado gerado por B’ = B\ {v;} para todo 7, ou seja,
uma verificacdo se a base estd Minkowski-reduzida deve processar n decodificagdes na dimensao
n — 1. O nosso algoritmo testaria um total de n — 1 decodificacdes uma em cada dimensao entre
1 e n — 1, sugerindo que o nosso algoritmo seja um pouco mais rdpido. Como ndo comparamos
os algoritmos para os mesmo exemplos, nem fizemos uma andlise de complexidade seria injusto

concluir isso.



Capitulo 2
O Problema da Projecao

Neste capitulo introduzimos o problema de determinar densidades de reticulados
que sdo projecao do reticulados dos inteiros por um de seus elementos. Este pro-
blema estd relacionado a procura de boas codificacdes continuas fonte/canal ([47]).
Mostramos iniciamente alguns resultados, com dependéncia a 1 parametro, sobre proje-
coes de Z3, cujas densidades de empacotamento estdo proximas a densidade do reti-
culado bidimensional mais denso. Ainda na dimensdo 3 estabelecemos novos resul-
tados determinando uma familia a 3 parametros de projecdes que convergem para a
densidade 6tima, estendendo os resultados ja existentes. Construimos uma familia de
projecdes de Z* (a 3-parAmetros), cujas densidades aproximam-se de alguns reticula-
dos tridimensionais densos. Escolhendo de forma conveniente dois destes parametros
¢é possivel garantir a convergéncia da densidade para a do reticulado tridimensional
mais denso (fcc). Fechamos o capitulo com a construcdo de um algoritmo, exato e
de complexidade linear na dimensao, para a busca de vetores minimos de reticulados

projecao.

2.1 Codificacao Continua Fonte/Canal

Um cédigo bom para transmissao por fonte de alfabeto continuo sobre um canal AWGN pode
ser construido através de um sistema dinamico simples. As trajetérias do sistema dinamico que
consideramos sdo curvas em esferas do R?". Usamos essas curvas como conjunto de sinais para
um sistema de modulag@o. O problema € a escolha do parametro do sistema de forma que o com-
primento da trajetdria seja maximizado sujeito a uma distancia minima construida entre as “voltas”
desta curva. Este problema por sua vez € equivalente a escolha de um vetor v de coordenadas

inteiras em R™ de comprimento suficientemente grande tal que o reticulado obtido da projecdo de

19
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7" nesta direcdo tenha alta densidade de empacotamento. Esta equivaléncia é dada pela funcdo
® : RF — R2*, onde

O(xyq,. .. (cos(2mvy),sin(27vy),...,cos(2mvg),sin (27 vy)). (2.1)

D

Figura 2.1: Caso n = 2: Ilustramos, a esquerda, a curva dada pelo o vetor v = (2, 3)
no toro e, a direita, o toro e curva no R? através de uma projegdo estereografica da
esfera 5% do R*.

.
7xk_\/f

Para n = 2 ilustramos esta construcdo na figura 2.1.

)
s
P Py

0 PP

A figura 2.2 ilustra, para o cason = 3e v = (1,2, 3), a curva e o empacotamento de tubos.

Figura 2.2: Caso n = 3: Ilustramos, a esquerda, a curva dada pelo o vetor v = (1,2, 3)
no toro tridimensional, ao centro, o empacotamento de tubos com eixo suportado em
pontos de Z?* com inclinacdo na direcdo de v e, a direita, 0 mesmo empacotamento

restrito ao toro tridimensional.

Figura 2.3: Caso n = 3: Ilustramos a sec¢@o ortogonal, empacotamento de tubos da Figura 2.2.
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2.2 Formulacao do Problema da Projecao

Estamos interessados em encontrar reticulados que sejam projecdo do reticulado Z" e que te-
nham densidade de empacotamento boa, entretanto nem todas as dire¢des de projecdo resultam
em reticulados. Por exemplo, tomando v € R"™ com algumas coordenadas irracionais, o resultado
desta projecao € um Z-moédulo do R", gerado pela projecdo dos vetores canonicos e;. Temos que
0s e;’s associados as entradas racionais geram um reticulado e os demais e; geram um sub-moédulo
de R™ denso em algum subespaco do espacgo vetorial real gerado pela projecdao de Z™. Portanto
s6 consideraremos projecdes sobre vetores v de entradas inteiras, ja que as projecdes nas direcoes
de v e m v resultam no mesmo conjunto. Além disso, quando o vetor da projecdo tem entradas
inteiras e o maximo divisor comum das entradas € 1, a norma do vetor v € o comprimento da curva

na superficie quociente associada ao problema.

Sem perda de generalidade, podemos supor que todas coordenadas de v sdo positivas, pois, se
alguma delas for negativa aplicamos uma reflexdo através do plano ortogonal a essa coordenada
tornando-a positiva. Visto que esta transformac¢do é uma isometria, obtemos um reticulado equi-
valente. Da mesma forma, como a troca de coordenadas também € uma isometria, podemos supor
que 0 < a3 < ag < --- < a,. Entdo sejav = (ay,...,a,) € Z", nestas condigdes. A funcado

projecdo € dada por:

p " — R"
(x,Vv) (2.2)
X — X-— v
(v,v)
Como mdc(ay, . ..,a,) = 1, existem vetores va, ..., v, € Z" tais que {v; = v,vy,...,V,}

geram Z.". Para isto basta considerar os vetores colunas de seguinte matriz:

al al al
ar  —Y1 —Y24 “Yn—2g4 5 “Yn-1g
a az az
as Ty Y24 “Yn—23 "5 “Yn-1g ",
a3 as
as 0 Ty o —Yn-27 —Yn-17
G=| e 23)
a
QAn—1 0 0 Tp—2 —Yn—1 dnig
an, 0 Tp1

onde d; = mdc(ay, ..., a;41) eopar (z;,y;) étal que ((z;,v;), (di—1,a;41)) = xi di1+Yy; a;41 = d;
Vi = 1,...,n — 1, defina também dy = a;. Nao & dificil mostrar por inducdo que det(G) =
mdc(ay,...,a,) =1

Logo, ¢(Z™) é um reticulado (n — 1)-dimensional gerado por {p(va),...,¢(v,)}, jad que a

projecdo ortogonal do vetor v na dire¢ao de v € nula.
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A menos de uma dilatagdo de || v||?, associamos ¢(Z") ao sub-reticulado £, = ||v|* ¢(Z™) do
reticulado Z" e denotamos por 1 a fungdo ||v||* ¢().

Vamos analisar a densidade de empacotamento do reticulado £,. Nao é dificil mostrar que
vol(p(Z™)) = ||v||7L. Idéia da prova: como volume do prisma gerado pelos vetores {v, va, ..., v, }
€ 1, ao projetarmos ortogonalmente este prisma na dire¢do de v, o volume da projecido do prisma
corresponde ao volume do reticulado-projecdo. Este niimero multiplicado pela altura ||v|| tem

que ser 1 (volume do prisma original). Assim, o volume da proje¢do do prisma € ||v||~! e logo

vol(Ly) = ||v||*"~3. Para calcular a densidade de empacotamento (p) dada por:
N(Ly)
= 2.4
P 2nvol(Ly)’ @4

falta calcularmos d,, (Ly ).

2.3 Como Obter N (L,)

Sabemos que o reticulado-proje¢do é equivalente a L., por ser uma dilatacdo deste, e que
L, é imagem de Z" pela v, isto é, gerado por {¢(e;),...,¥(e,)}. A condigdo a; < ay <
- < ay,, permite provar que |[¢)(e;)|| = |[¢(e;)]| se ¢ < j e que o conjunto {¢(e;), ..., ¢ (e 1)}
estd na forma (1.3) (Minkowski-reduzida, n < 5). Logo, encontrar o vetor de norma minima de
L, € achar qual o menor valor das distancias: d(¢(ae,), L), onde a = 1,...,|a,/2] e L éo0
reticulado gerado por {¢(e;),...,¥(e,—1)}, sendo {¢(ey),...,1(e,—1)} uma base Minkowski-
reduzida. Para determinar d(¢(ae,), L) identificamos em que regido fundamental se encontra o

vetor a v(e,), calculamos a sua distincia aos vértices desta regido e tomamos o menor valor.

Teorema 2.3.1. Seja i) como acima descrito. Entdo {1 (e1), ..., (e,_1)} satisfaz as condigdes
de (1.3) (Minkowski-reduzida), restritas aos inteiros €, € {—1,0,1}

Demonstragdo: Antes de iniciar a prova observemos que:

w(ez) = (—CLz’ ay, —a; ags, ..., —a; A;_1, HVH2 —CL2 —Qi Ay 1y ..., — Q4 Cln). (25)

[

1% coordenada

ai; = [ (e)|* = IvI* (Iv]* — af). (2.6)

aij; = ((e:), ¥(e;)) = —a; aj||v|*. (2.7)

Provemos que {¢(e,,_1),...,%(e)} é Minkowski-reduzida.
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Para que {¢(e,_1),...,¥(e,—x_1)} seja Minkowski-reduzida precisamos garantir que todo
SC{n—-1,n—-2,...,n—k}. Temos:

H=2 Zesasl_zeresars <Zass

seS r,s€S seS
r<s

Como o produto interno dois a dois, neste caso, € sempre negativo, isso significa que podemos

considerar que ¢; = —1, Vi. Em outras palavras H assume seu maior valor quando ¢; = —1, V.

Sejat =#S,l=n—k—1eS={s1,...5}.

H

N

NN I

B S o
sesS r,s€ES
r<s
2 Z as ap ||v]]* + Z a, a ||v]? pela equagdo (2.7)
seS r;ls<ESS
VIP | Y 2000+ ) 2a,a,
ses r,s€ES
r<s
| v]]? Z(ai +a?) + Z(af + a?) desigualdade de Cauchy-Schwartz
ses res
r<s
i (1 + et - 3o
seS ses
[ v]]? ta?—l—Za?—l—ZZ(avaa?) t=4#S
seS s€S res
r<s
VI | ta?+t Za§>
s€S

||V||2 (t||v||2_tai) ay, QSU{Z}
IVI? (V)% = (a2 + a2 + - +a?

St—1
S VP (VI = a2)

seS

Z Qg s pela equagao (2.6) (2.8)

ses

+ a2 )) ap = as, sy € S

St

Como queriamos demonstrar. |
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O resultado acima garante o conjunto {i(ey),...,¥(e,—1)} é Minkowski-reduzido para
n —1 < 4, ouseja, n < 5. O teorema acima pode ser melhorado se, na defini¢do equivalente
de Minkowski-reduzida, for suficiente nos restringirmos a inteiros |e;] < 1. Conjecturamos que

isto seja vélido.

2.4 Projecao de Z°

O problema do empacotamento do reticulado-projecdo faz sentido apenas para n > 3, uma
vez que para n = 2 o reticulado é unidimensional, a densidade de empacotamento ndo depende
do vetor v e portanto sua densidade é sempre maxima. E importante notar que a densidade de
empacotamento de reticulados-projecdo ja na dimensado seguinte (de dimensao 3 para 2) pode mu-
dar radicalmente mesmo com variagdes minimas do vetor v. Isto ja mostra a complexidade que
iremos constatar neste problema. Este fato € ilustrado no exemplo da Tabela 2.1, onde listamos os
vetores que dao a dire¢do de projecdo e as respectivas densidades dos reticulados bidimensionais

resultantes.

% A(Ly) % A(Ly)
(51,53, 4680) | 0.67976 (55,57, 5429) | 0.68131
(51,53,4681) | 0.90022 (55,57,5430) | 0.87744
(51,53,4682) | 0.67980 (55,57,5431) | 0.68048
(51,53,4683) | 0.89581 (55,57,5432) | 0.89302
(51,53,4684) | 0.68052 (55,57,5433) | 0.68023
(51,53,4685) | 0.87934 (55,57,5434) | 0.90483
(51,53, 4686) | 0.63190 (55,57, 5435) | 0.68056
(51, 53,4637) | 0.86355 (55,57, 5436) | 0.88929
(51,53,4688) | 0.68396 (55,57,5437) | 0.68146
(51,53,4689) | 0.84844 (55,57,5438) | 0.87413
(51, 53,4690) | 0.68663 (55,57, 5439) | 0.68295
(51,53,4691) | 0.83402 (55,57,5440) | 0.85966
(51, 53,4692) | 0.69007 (55,57,5441) | 0.68500
(51,53,4693) | 0.82027 (55,57,5442) | 0.84578
(51,53,4694) | 0.69412 (55,57,5443) | 0.68764
(51,53,4695) | 0.80721 (55,57,5444) | 0.83249

Tabela 2.1: A tabela ilustra que alteracdes minimas na maior coordenada podem alterar
significativamente a densidade do reticulado-projecao.
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Comegaremos analisando o caso dos vetores do tipo v = (1, a, b(a)) usando resultados obtidos
em [48].

2.4.1 Vetores do Tipo v = (1,a,b)

Apresentamos aqui a andlise feita sobre o caso do vetor da forma v = (1, a, b), apresentado em
[48], adaptando a nossa notacdo para compatibilizar com a extensdo deste resultado que faremos.
Precisamos dos vetores que geram o reticulado-projecdo para analisarmos qual é o vetor minimo
e assim, conhecermos a densidade de empacotamento do reticulado. Consideremos os vetores
u = (0,-1,0) e w = (0,0,1). E claro que {u,v,w} gera Z* e portanto ¢»({u, v, w}) gera
o reticulado-projecdo, ou seja, o reticulado-projegdo é gerado pelos vetores: (a,—1 — b%,ab) e

(=b,—ab, 1 + a?) e entdo a matriz de Gram de ¢, (Z3) é:

1 1+a®> ab
A= —7—3 (2.9)
1+a*+0 ab 1+
1 .. - .
O fator ———— ndo interfere no processo de reducdo e portanto vamos deixa-lo de lado.

I1+a2+0b2
Supondo uma redugdo simples temos:

Avll —04]
I 0 1

[ 1+ a? ab—(1+a*) a
L ab—(1+ad*)a 1+ ~2aba+(1+a?)a?

1 0

—a 1

A, =

Esta reducdo corresponde a troca de u por u — aw. Ou seja, se a matriz geradora ¢

1 —a . .
M = [ w! ul } el = . A nova matriz geradora passa ser MU e a nova matriz

de Gram é A’ = (MUY MU =U' M! MU =U" AU.
Queremos que A, esteja proxima, a menos de escala, da matriz de Gram do reticulado hexa-

gonal que € dada por:

1 1
A=, 2. (2.10)
5 1
2
: 1 S . :
Ou equivalentemente, que A’ = 5 a2 A, esteja proxima da matriz A, ou ainda, que
a
1 1
= & , 2.11)
3t+& 1-2a&+&

com as condigoes:
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S < 0
—2a& > 2§
6] <« 1
&= 20| < 1 (2.12)

As duas primeiras desigualdades em (2.12) sdo condi¢des para que a matriz esteja na forma (1.3)
(Minkowski), ja as outras duas é que de fato garantem que a matriz € uma pequena perturbacao da
matriz de Gram do reticulado hexagonal, a nota¢do << significa muito menor.

Resolvendo as equagdes dadas em (2.11) tem-se:

Teorema 2.4.1 ([48]). Dado a € Z, sejam

1 V3a?—1 1 H1+2
(a3 1N, |0k 29 ] 2.13)
2 V1 + a? 2a
Entdo, quando a é grande, a matriz A’ (2.11) satisfaz as seguintes desigualdades:
— 3 3
<& <o, 52—20451<\/—_+£e§2—2a§1>2£1. (2.14)
1+ a? a a?

Observagdo 2.4.1. Para a e b, como no teorema, acima temos: lim & = 0e lirf ((a—2a&) =0

a——+00

e entdo L, aproxima-se do reticulado hexagonal para a grande.
A prova deste teorema pode ser obtida em [48]. Este resultado é sub-6timo como mostra o

seguinte resultado, apresentado neste mesmo artigo:

Teorema 2.4.2 ([48]). Dado a € Z, ovalorde b € Z que dd a melhor densidade de empacotamento

para o reticulado associado a matrix A’ (2.11) é
3
o= | G| e 3]0

O resultado do Teorema 2.4.1 exige que o reticulado-projecdo tenha matriz de Gram com as

condigdes (2.12), e com isso despreza os inteiros b tais que:

& o= —1
H—-2a& > —2(14&)
6 +1 « 1

& —2a&] « 1 (2.15)
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A terceira desigualdade em (2.15) significa que estamos considerando outra base para o reti-
culado hexagonal, a base dada pelos vetores (1,0) e (—1/2,v/3/2), a qual determina a matriz de

Gram

AR (2.16)

Se no Teorema 2.4.1 trocarmos a matriz por esta, obteremos um teorema dual satisfazendo as

restrigoes (2.15).

Teorema 2.4.3. Dado a € 7, sejam

Y E (_Ha\/gﬂ . h_ {(14—(12);;14—2&)_"

Entdo, quando a é grande, a matriz A’ (2.11) satisfaz as seguintes desigualdades:

3 3
—1<£1<—1+L, §2—2a£1<£+£e£2—2a§1>—2(1+£1). (2.18)
14 a? a a?

(2.17)

Ainda como coroldrio da demonstra¢do do Teorema 2.4.1 segue o teorema:

Teorema 2.4.4. Dado a € 7, seja

1(_1+a 3(1+a2)—4>] o {(1+a2)(—1+2a) | .19

o =

2 V1+a? 2a

Entdo, a matriz A’ (2.11) satisfaz:

6 — 206 EE2 006, 2. (2.20)

Observacdo 2.4.2. A Tabela 2.2 ilustra as diferencas entre esses 4 teoremas acima. Note a seme-
lhan¢a no desempenho das duas ultimas colunas. Baseado neste excelente desempenho adotaremos

o enfoque do Teorema 2.4.4 na proxima secao.

Observagdo 2.4.3. O b(a) obtido em 2.4.2 ndo é em geral o melhor b para qual a densidade de em-
pacotamento de o, (Z?), como mostra préximo exemplo, mas esse b(a) serve como um limitante
superior para a procura de b de tal forma que a densidade de empacotamento seja boa. E para b
menores que b(a), devemos supor que a redug¢do ndo seja simples como mencionamos anterior-

mente.

Exemplo 2.4.1. Suponha que a = 75, pelo Teorema 2.4.2 devemos escolher b(a) = 4838, mas veja

uma tabela abaixo as densidades para outros b’s:
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] a \ b(a)(2.4.1) p \ b(a)(2.4.3) p \ b(a)(2.4.2) p \ b(a)(2.4.4) p ‘
3 5 0.796539 9 0.823321 8 0.821706 8 0.821706
4 10 0.653491 15 0.858284 15 0.858284 15 0.858284
5 18 0.797645 24 0.832271 23 0.866796 23 0.866796
6 27 0.737817 34 0.84134 34 0.84134 34 0.84134
7 39 0.832245 47 0.826232 46 0.843783 39 0.832245
8 52 0.791051 61 0.829684 53 0.864368 53 0.864368
9 68 0.858668 78 0.820166 68 0.858668 68 0.858668
10 85 0.825846 96 0.821813 86 0.888939 86 0.888939
11 94 0.838119 106 0.862233 105 0.877795 105 0.877795

12 114 0.808458 127 0.892711 127 0.892711 127 0.892711
13 137 0.856057 151 0.880945 150 0.886774 150 0.886774
14 161 0.831029 176 0.876328 176 0.876328 176 0.876328
15 188 0.870351 204 0.867745 188 0.870351 188 0.870351
16 216 0.848514 233 0.864254 217 0.887939 217 0.887939
17 247 0.881877 265 0.857723 247 0.881877 247 0.881877
18 279 0.862421 298 0.854995 280 0.898542 280 0.898542
19 295 0.866132 315 0.881032 314 0.891318 314 0.891318
20 330 0.848098 351 0.895822 351 0.895822 351 0.895822
21 368 0.875742 390 0.888827 389 0.891106 389 0.891106
22 407 0.8594 430 0.884697 430 0.884697 430 0.884697
23 449 0.883942 473 0.879004 449 0.883942 449 0.883942
24 492 0.868969 517 0.875602 493 0.895852 493 0.895852

25 538 0.891004 564 0.87088 538 0.891004 538 0.891004
26 559 0.85753 586 0.902453 586 0.902453 586 0.902453
27 608 0.87883 636 0.889563 635 0.89714 635 0.89714

28 658 0.865779 687 0.896689 687 0.896689 687 0.896689
29 711 0.885183 741 0.891766 740 0.892969 740 0.892969
30 765 0.87302 796 0.888368 766 0.894421 766 0.894421
31 822 0.890822 854 0.88414 822 0.890822 822 0.890822
32 880 0.879421 913 0.881203 881 0.899806 881 0.899806
33 941 0.895854 975 0.877532 941 0.895854 941 0.895854
34 969 0.869967 1004 0.904566 1004 0.904566 1004 0.904566
35 1033 0.88601 1069 0.894389 1068 0.900371 1068 0.900371
36 1098 0.87577 1135 0.897048 1135 0.897048 1135 0.897048
37 1166 0.890702 1204 0.893262 1203 0.894004 1203 0.894004
38 1235 0.881009 1274 0.89042 1236 0.898081 1236 0.898081
39 1307 0.894967 1347 0.887064 1307 0.894967 1307 0.894967
40 1380 0.885762 1421 0.884535 1381 0.902175 1381 0.902175
41 1415 0.8866 1457 0.893394 1456 0.89886 1456 0.89886
42 1491 0.877759 1534 0.90333 1534 0.90333 1534 0.90333
43 1570 0.890618 1614 0.897488 1613 0.900478 1613 0.900478
44 1650 0.882188 1695 0.897229 1695 0.897229 1695 0.897229
45 1733 0.894318 1779 0.894158 1733 0.894318 1733 0.894318
46 1817 0.886261 1864 0.891728 1818 0.900457 1818 0.900457
47 1904 0.897737 1952 0.888948 1904 0.897737 1904 0.897737
48 1992 0.890017 2041 0.886743 1993 0.903754 1993 0.903754
49 2034 0.890554 2084 0.896327 2083 0.900904 2083 0.900904
50 2125 0.883097 2176 0.902464 2176 0.902464 2176 0.902464

Tabela 2.2: Comparando as densidades de empacotamento tomando os b(a) sugeridos pelos Teore-
mas: 2.4.1,2.4.3,2.4.2 e 2.4.4 (respectivamente).
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b e
702 | 0.896650
1613 | 0.901771
4763 | 0.892635
4838 | 0.899415
4839 | 0.891450
4912 | 0.894501

Tabela 2.3: Tabela densidades para vetores v = (1,75, b)

Para b = 1613, uma redugdo simples ndo produzird uma base Minkowski-reduzida.

2.4.2 Vetores do Tipo v = (a,b, ¢)

Vamos tentar resolver o problema para a, b arbitrarios e analisar o que podemos garantir.
Suponha que mdc(a,b) = d, sejam x,y € Z tal que ax + by = d e sejam z,t € Z tal que
zd+tc=1.

d
b
b (2.21)

Temos que det(A) = 1, logo {v, va, v3} gera Z3 e portanto {(vs), ¢(v3)} gera o reticulado-

projecao. Apos alguns célculos chegamos que:

1
o(va) = ————(-bd—Cy,ad+z,c(-bz+ay))

a? + b2 + 2
1 ac bc a?+b?
o) = arEra\T o T d d )

E portanto, a matriz de Gram G do reticulado-projecao tem a seguinte forma:

a® + b* —c(bx —ay)
1 2
G- —— d d . (2.22)
2 242 | — —
a*+b*+c C(bxd ay) &+ 2 (2% +4?)

Que € equivalente ao reticulado cuja matriz de Gram é€:

a? 4+ b? —c(bx —ay)
d? d
eoFay . (2.23)

- @t (2 + )
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Sejau = va?+ b2+ 2 p(vs) ew = va? + b? + 2 p(vs), entdo

a’® + b?

S < d (@ ) =

2

Jull” =

Suponha que exista & € Z tal que o vetor que realiza o minimo esteja em {u,w — au,w —

(v + 1)u}. Vamos determinar para qual ¢ = c¢(a,b) isso ocorre e além disso mostrar que para

quais c(a, b) a densidade de empacotamento dos reticulados-projecéo converge para a densidade de
empacotamento do reticulado hexagonal.

Neste novo reticulado, obtemos a matriz de Gram (G")

o 1 —cd(bx —ay)
, a”+b 1 0 a2 + b2 —«
G = d2 —a 1 —cd(bx —ay) & (& + A (2* +9?)) o 1 |’ (2.24)
a® + b a? + b?
a qual queremos que tenha o seguinte formato:
1
2402 1 s +t&
=27 2 . (2.25)

2 1
d §+51 1-2a&+&

Com as seguintes restri¢des:

6] <« 1
& — 208 <« 1 (2.26)

Estas restricdes € que garantem a existéncia de 3 vetores com praticamente a mesma norma

" . . ) T 2 . B
e tal que os angulos dois a dois sejam 3 ou 5 0 que caracteriza uma pequena perturbacao do

reticulado hexagonal.
Logo da imposigao que G” = G, temos as seguintes equagoes:
1 cd(=bx+ay)
— = —a—§ =0 2.27
2 + a2 + b2 Q 51 ( )
d*+ P d* (2® +y?) +2cd (bx — ay) a+ (a® + b*) a?
a’ + b2

~14

Esta dltima equagdo pode ser reescrita da forma abaixo completando quadrados:

d* N 2 d cd(br —ay
202 (a1 ) a1 b2

2
-1+ )+Oé) +2a& -6 =0 (2.29)

Resolvendo a equacao (2.27) em c obtemos que:

@+ (1+2a+2&)
cT- 2d(bx — ay) (2.30)
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Como queremos que &; seja pequeno, vamos despreza-lo, mas como ndo sabemos o seu sinal
nao podemos tomar o chao (maior inteiro menor que) de ¢ se £; < 0 ou o teto (menor inteiro maior
que) de c se & > 0. Além disso, o valor escolhido para c deverd ser coprimo com d. Logo, vamos
tomar o inteiro mais préximo (arredondando) e, que seja coprimo com d, denotaremos tal escolha
pela fungéo []; (observamos que, para d = 1, a fungéo [-|; é a mesma fungéo []). Assim temos

que:

L@+ +2a)
’ { 2d(be — ay) L' =

Substituindo essa aproximagao em (2.29) e desprezando &; e & — 2 a & temos:

1 /3(a2+b2) —4d* (bx —ay)
~ = ) 2.32
) [ 2 2dva + 1P ] (232

Note que o problema pode ndo ter solugdo real, como no caso em que a = n e b = 2n, onde

temos que:

V3 (a2 4 02) —4d* = /3 (2 +4n2) —4nt = V1502 — 4n? (2.33)

Para n > 4, este ndmero passar a ser imagindrio, portanto nao havera uma solugdo c boa para o

problema, e dentre os c possiveis ndo € dificil concluir que a melhor solugdo sera:

(@ + ) (14 2R(w))
T 2d(bx—ay) (2-34)

onde R(«) € a parte real do nimero complexo a.
Assumiremos daqui por diante que 3 (a® + b?) >> 4 d*.
Seja

a®+0%) (1+2a)

_
% = = 2d(bx — ay)

5 1 /3(a®2+b?) —4d* (bx —ay)
o=—=— —a
2 2dva? + b2

Vamos estimar os valores &; e 2a & — &s.

Substituindo os valores supra mencionados em (2.27) e apds algumas contas simples obtemos:

dbzr —avy)d,

— 2.
&1 2 (2.35)

valor que gostariamos que fosse muito pequeno. Entretanto isto nem sempre ocorre, cOmo por
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exemplo paraa =2n —1e b =2n+ 1, nestas condi¢des v =n ey = 1 — n e assim temos:

dbz —avy)d,.
d((2n+1)n—(2n—-1)(1—n))d.
(2n—1)24+ (2n+1)?
d(1—2n+4n?)é.
2+8n?

&G =

(2.36)

Tal nimero é majorado por 5 e portanto se a e b forem arbitrarios ; ndo sera necessariamente

pequeno, salvo se d,. o for. Assim suponhamos que &; seja desprezivel.

Vamos substituir os valores de « e c acima em (2.29). Para facilitar substituiremos primeiro so

o valor de ¢, obtendo a seguinte equagao:

(a®+b?) (1 +2a) .
d* <_ 2d(bx — ay) _50) d

—2a& = _1+a2+62+ (a2 + 12)2

1 2
+ (5 +§1) . (2.37)

Simplificando temos:

4 2 2
f—2a& = —1+ d +< (1/2+ ) P ) d4+(%+£1). (2.38)

a? + b? dbr— ay) a®+ b

Substituindo « temos:
d4 1 2
L —2a& = _1+CL2——i—b2+<§+€l) +

s _\/3(a2—|—b2)—4d4(bx—ay) ’
" 2da? + 17 S \
d* (2.39)

d(bx — ay) +a2+b2

Simplificando novamente:

d! 1 ?
§2—2a& = _1+(12——1—l)2+ (§+f1)

2
da V3 (a? + %) — 4 d* de A
— d 2.40
+<2al(b:1:—ay)jL 2d2 /a2 + b2 a2—|—b2> (240)
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d* 1 ? 5 5.\’
—2 = -1 = - d*
§a aéy + 2+b2+( +§1) (2d(bx—ay) a2—|—62)

o O Se V3 (a2 +0?) —4d* i
2d(bx — ay) a?+0? 2d?va? + b2

3(a® +b%) —4d*

4d* (a® + b?)

(2.41)

Para a e b suficientemente grandes e d fixo temos que

Oa Oc (.b)]|—+oo
— 0 242
(2d(bm— ay) a2+b2> (242)

(2.43)

\/3 (a2 4+ b2) —4d*\ Jap)—+c V3
2d2/aZ + 12 2d*

Das equagdes (2.42) e (2.43), o lado direito da equag@o (2.41) converge, quando |[|(a,b)|| vai

para o infinito, para:

e 3 (a® +b%) — 44
-2 ———— ( +&1 2+b2 1d (@ 1 07

4
1
4

2+b2 a2+ b2
1 2
N ( +§1) -

Observemos que, esta ultima expressao tenderd a 0 se, e s6 se, & = 0 ou —1. Isto reforca a

+

(2.44)

nossa idéia inicial de que nao hé necessidade de nos restringirmos apenas ao caso £; = 0 que produz
. 13 . . I
a matriz de Gram ( 1 ) e devemos analisar {; = —1, que resulta na matriz de Gram (_ . )
2 2
Esta escolha é feita de forma automadtica quando trabalhamos com a fung¢éo arredondamento ([-]).

Concluimos portanto a demonstra¢do do seguinte teorema:

Teorema 2.4.5. Fixados inteiros x,y, d, com x e y coprimos. Sejam

:{_(a2+b2)(1+2a)} , a:[_1_\/3(a2+b2)—4d4(bx—ay)]
2d(bx — ay) 2 2d+a? + b2 '

d(bz —ay)d. S (+2
%’ com 5, — _(a2;l"(b;(_—£y>@) —ceax+ by = d, converge a 0, quando

a norma de (a,b) vai para o infinito. Entdo, o reticulado-proje¢do se aproxima do hexagonal(*).

Se
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Observagdo 2.4.4. (*) Em outras palavras, os erros cometidos da aproximagdo da matriz do re-
ticulado hexagonal convergem para zero, da mesma forma do Teorema 2.4.4. Os erros estarem
convergindo para zero garantem que, apés a redugdo simples, um dos vetores p(vz), ¢(v3) ou
©(v2) — p(vs) é o menor vetor ndo nulo do reticulado. Quando & —2 a §; — 0 estamos garantindo
que ||p(va)]| — ce||le(vs)|| — c. Quando & — 0 estamos garantindo que (p(va), o(v3)) — /2.

Assim temos:

2 2 2 2,2 2 2
lo(va) = @(va)[I” = lle(v2) I + lle(va)[|” = 2(p(va), o(vs)) = &+ = ="

Ou seja, a norma minima convergird para ¢ € o determinante da matriz de Gram convergira
para %c“, resultando que a densidade de centro converge para a densidade de centro do reticulado
hexagonal. Geometricamente o reticulado esta convergindo ao reticulado que é uma dilatacdo do
hexagonal e portanto equivalente ao hexagonal.

Observacdo 2.4.5. O fato crucial para garantir a convergéncia dos reticulados-projecao para o reti-

(bx —ay)dc| |(@bh)—+x
a? + b?

a convergéncia dos reticulados-projec@o dados pelo vetor v = (2a — 1,2a+ 1, ¢(a)), uma vez que

(bx —ay)d.
a? + b?

culado hexagonal esta em garantir que 0. Isto é o que impede garantir

|(a,b)[| =400

Oc

5 que s6 podemos assegurar que é menor que 1/4.

Corolario 2.4.1. O reticulado-projecao determinado pelo vetor

v = (d(ap — ny),d(bo + nz),c),

comagx + byy = 1 e c dado pelo Teorema 2.4.5, se aproxima do reticulado hexagonal quando n

tende ao infinito.

dbr —ay)d. , .. . .

Demonstragcao: Note que o numerador de % ¢ linear em enquanto o denominador é
a

quadratico em n, logo pelo teorema anterior segue o resultado. |

Observagdo 2.4.6. O Coroldrio 2.4.1 gera para cada (x, y) uma familia a um pardmetro de vetores

v = (a,b,c) € 73 (reticulado unidimensional), que corresponde a uma reta ortogonal a (z,y)
d(z,y)

z? 4y

Por exemplo para d = 1:

passando pelo ponto

1. Seja (z,y) = (1,0), consideramos (ag,by) = (1,0). Logo, a familia de
(1+n%)(1+2a)
2n

vetores corresponde v = (1,n,¢(n)), onde ¢(n) = |—

1 /3 (1 +n?) —4(n)
2 21+ n?

. A Figura 2.4, ilustra a interce¢do da reta
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bx — e .
% ¢ majorado

a=1(ax+by=1)com Z2. Neste caso, 0 erro & =
n—+1 b
r = .
1+ (n+1)2 1402
2. Seja (x,y) = (1, —1), consideramos (ag, by) = (0, 1). Logo, a familia de vetores
(n?+(n+1)*)(1+2a)

corresponde v = (n,n+1,¢(n)), onde ¢ = [— 31+ 2n) ea =

PO

1 32+ (n+1)2)—4(1+2n)

2 24/n?+ (n+1)?

. A Figura 2.5, ilustra a intercecao da

br — .
retaa+b=1(a$+by:1)comZ2.Nestecaso,oerr0§1:—(x ay) é

a? + b2
1+2n B 1+2n
n2+(n+1)2 2n2+2n+1

majorado por

Figura 2.4: Interce¢io daretaa = 1 com Z?.  Figura 2.5: Interce¢do daretaa+b = 1 com Z2.

(bx —ay)de

2 € majorado por:

Observagdo 2.4.7. No caso geral, fixados o par (z,y) e d, oerro §; =
d(bx_ay)éc _ 1 d((a,b),(—y,x)> < d

P N oy AN v RN e 2

(x,y) com norma pequena, d pequeno e (a,b) com norma grande garantem erros bem pequenos,

|(—y, z)||. Portanto considerar vetor

ou seja, convergéncia mais rapida ao reticulado hexagonal.

2.5 Projecio de Z*

Como no caso anterior, gostariamos de exibir uma seqiiéncia de vetores cuja densidade de
empacotamento (ou de centro), do reticulado-projecao associado, converge para a densidade de

empacotamento (ou de centro) do reticulado mais denso na dimensdo trés: o (fcc) cujo valor é
1 4n
A = vol(S?) —= = ——= — (=~ 0.74048) e densidade de centro aproximadamente igual a
(5%) 7 N AN ) p g
0.176777. Empiricamente, observamos que a densidade de centro dos reticulados-projecao fica
bem aquém do valor acima, dando a impressao de que densidade de centro fosse inferior ao niimero

0.16238, que corresponde a densidade de centro do reticulado-projecdo na direcdo do vetor v =
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(1,1,1,1), a semelhanca do que ocorre na dimensdo trés onde a projecdo na direcdo do vetor

v = (1,1, 1) resulta no reticulado hexagonal. Felizmente isso ndo é verdade.

Vimos na dimensao trés que ndo hd um ganho significativo em supor que o maximo divisor
comum das duas primeiras coordenadas seja diferente de 1. Desta forma, trabalharemos por sim-
plicidade apenas com hipdtese de que o maximo divisor comum das duas primeiras coordenadas
seja 1.

A principal dificuldade nesta dimensdo comega na escolha de uma base conveniente do reti-
culado fcc para aproximarmos os reticulados-projecdo. Como vimos na se¢do anterior, podemos
descartar solucdes boas ao ficarmos restritos a uma tnica base. Entretanto, dada a complexidade

do problema consideraremos apenas bases tais que a matriz de Gram seja da forma:

1 0 =43
Giee=| 0 1 =3 (2.45)
+2 1 1

Iniciamos nossa andlise supondo que v = (a4, as, az, a1), mdc(aq, a3) =lea; < a;sej < .

A seguir discutiremos em varias etapas condi¢Oes necessdrias sobre estas coordenadas que pos-
sibilitem a convergéncia de L., para valores crescentes de ||v||, a um reticulado com a densidade
do fcc. Estas condicdes serdo sintetizadas no Teorema 2.5.1. O Corolério 2.5.1 da as condi¢des

suficientes para a convergéncia Gtima.

Tomamos z, y inteiros de tal forma que: a4 x + a3 y = 1. Nestas condi¢des temos que a matriz:

asg —Y 0 0

A=|® 0o (2.46)
(05} 1 0
aq 0 1

tem determinante igual a 1 e portanto suas colunas geram Z*. Assim, o reticulado-projecdo é

gerado pela projecdo dos vetores:

vy = (—y,2,0,0),v3 = (0,0,1,0) e vy = (0,0,0,1), (2.47)

ou seja,

(ve) = (—y(al +a3+a3) —zasas, yasas + x (af + a3 +aj) ,
as (—raz+yay), a1 (—xaz+yay)) (248)
P(vs) = (—agay, —asag af + a§ + ai , —a1as)

Y(vy) = (—a1 a4, —aras, —aqas, a% + ag + ai)
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Uma conta simples mostra que ||¢(v4)|| < [[¥(vs)| < || (ve)]l-

De forma andloga ao caso tridimensional, desejamos através de um niimero minimo de redugdes
conseguir um reticulado cuja densidade de centro esteja proxima a de um reticulado equivalente ao

fcc. Vamos impor que o reticulado-projecdo seja uma perturbagdo do reticulado fcc.

A matriz do reticulado-projecao, a menos de dilatacdo é dada por:

1 —a a ar (—ras +yag)
a%—l—ag—kai a%—l—ag—kai
G — —aq ay a? +ai+ a3 as (—raz+yayg) 5 49
v = 2 L2 2 2 . 2 2 2 . 2 2 : (2.49)
ay +az + a; a; +az + ay a; +az + ay
a (—raz+yas) as(—zaz+yas) (2*+y?) (af +a3)+1
a3+ ak + a3 a3+ ak + a? a3+ ak + a?

Sejam uy, us, uz os vetores geradores que determinam essa matriz de Gram. Suponhamos que
através de uma redugdo da forma: troca de u, por u, = uy — avuy, produza um sub-reticulado que
é aproximadamente um Z2, i.e., uy € u; sdo aproximadamente ortogonais e que ||uy| & ||u,||. Isto

resultara numa matriz da forma:

| 1 ajy Gz ay (—xaz +yay)
T 7 2 2 2 2 2
ay + a3z + aj az + a3 + ay
2 2
aya ai +2aaiaz —a aap —az) (—ra a
Gy(a) = —a - s 14+ L 12 — a3 (@ar —ay) 3+ yas)

a% + a2 + a2 a%+ a2+ a2 a2 + a2 + a2

ar (—was +yay) (aay —ay) (—xas +yay) 1+ (2% +9?) (a2 + a)
a3 + a3 +aj a3 + a3 +aj a3 + a3 + a3

desejamos que

a1 (—z az +yaq)
a3 + a? + a?

(vay — ag) (—xasz +yay)
a3 + a3 + a3

Gy(a) = &1 1+ &

ay (—raz +yay) (cay —a)(—vaz+yas) 1+ (2% +y?) (a3 + ad)
a% + a2+ a2 a% + a2+ a2 ai+ a2+ a2

onde |&], |€2] <« 1, isto nos dé duas equagdes:
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SR . B (2.50)

a%+ a3+ a3

2 2 2
RS Rl bl R (2.51)
as + az + ay

as quais resultam em, se supusermos &7, {; muito pequenos:

2 2 2
o = 0@ +a“3+“4) (2.52)
2

2

a
a = — 2 . (2.53)
Va3 +ai/a3 + a5+ af

Como a; e « sdo inteiros, vamos tomar:

2, 2, 2
0 — [_a(a2+a3+a4)] (2.54)
a2
2
ay
a = |- (2.55)
[ Va3 +ai /a3 + ai + a]

Vamos ver se garantimos as afirmacdes (2.50) e (2.51) com erros pequenos. Sejam

2 2 2
o = _Metata) oo (2.56)

az

2

3
a = — + - (2.57)
Va3 +ai/a3 + i+ af

Vamos estimar os erros &; € £;. Primeiro obtemos que:

as 5(11
b)
a3+ ak + a?

S (2.58)
& se torna muito pequeno para as suficientemente grande o que € plausivel quando as, ay vao
para o infinito dado que ay > as, a4. Vamos estimar &5, primeiro completando quadrados a equagdo

(2.51) resulta em:

_af(a3+aj) a3 a as 2 550
52_(OL2+0J2+<12)2_aQ—l—OszLa?jL a+a2+a2~|—a2 (2.59)
2 taz+ay 2 taz+ay 2 taz+ay

a% (a§+a421) CL% 2 260
2 2 22 2 2 2+€1 (2.60)
(a2+a3—|—a4) az +az + aj

&=

substituindo o valor de a; temos:
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2442402 2
5 (@ ad) (oD g, ) 4 e
’ (a3 + a3 + a3)? a3 +ad+al !
2 2
2 2 o Oa; 5 2
= @4 (-2 ) ———2 2.61
(a 4)< as a%—i—ag—kai) a3 +ai+al ! (2.61)

substituindo o valor de o temos:

2
da Oas
& = (af+dj) ( - ——+—>

5 2 2
Vai+ai/a3+ai+al a2 a;+aztag

a3
a3+ ai + a3
2
_ as \/a§+a25a+\/a§+aﬁdal
B a2+a2+a2 (05} a2+a2+a2
2 3 4 2 3 4

+ &

a

2 2

_2+2+2+§1
a3 T ag 4

2
a3 _Vaitaitaivaitaida  /aj+aid

g + & (2.62)

¢ claro que

VO3 F 030 amie (2.63)
as /a3 + a3 + a3

logo

2
a? a3 + a2 + a2 +\/a2 + a2, a?
52 o 2 <1 _ \/ 2 3 4 \/ 3 4 o 2 - 4 é—% (2.64)

T2 2 2 2 2 2
aj; + az + ay as ajy + az + ay

Como &2 fica pequeno quando a, € grande, para que esta dltima equagio convirja a 0 é necessdrio

que
Vai+ai+a3 a3+ a3l ay—ioo 0 (2.65)
a3 ’
e s6 podemos garantir iSso se
2, 2
9510 et oy 6, — 0, (2.66)

2
as
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Suponhamos isso por enquanto.

Ap6s esta primeira etapa da redugdo estamos com uma matriz de Gram G («) no formato, a

menos dos erros de aproximagao:

I X 0 as (—x ag + yaq) |
\/ag—i—ai\/a%—l—a%—i-ai
0 ] as (—zas +yaq)
a2+a2
3 4
x2+y2)a4
NN I L
ag(—xa3+ya4) az(—xa3+ya4) ( y) ? a%—i—a?l
| VvV tadta  dtd o has -

Os vetores que produzem tal matriz sdo u;, uj, uz. Suponha que através de uma redugdo da
forma: troca de us por uj = yu), — fuy, produza um reticulado préximo ao reticulado fcc, i.e.,

<llé, u1> ~ ]

& 5. (U, 1)) & 5 e w2 [Juy]| & [[ug].

Infelizmente ndo conseguimos garantir (u%, u;) = % para todos ay, as, as, x,y. Na seqiiéncia
3 2 ) ) PR

veremos como contornar esse problema ao trabalhar com familias especificas. Admitamos que
1
2 b
consigamos isso veremos que € possivel aproximarmos de um reticulado cuja matriz de Gram é:

(uj,u;) = ¢, onde |¢| < 3 e depois tentaremos achar familias as quais |¢| & 1, mesmo que ndo

1 0 ¢t
Gi=|0 1 3 (2.67)
1
t 5 1
Esse reticulado € relativamente denso pois, sua densidade de centro € dada por:
1
d(t) (2.68)

T 2V3_4e
vide figura 2.6.

Figura 2.6: Griéfico §(t), t € [—-0.5,0.5]
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A fungdo (t) possui minimo em §(0) = ——= = 0.144338, que corresponde a densidade de

43

centro do reticulado denso As X Z e maximo em §(+0.5) = m = 0.176777, que corresponde a

do desejado fcc.

Ap6s a reducdo, correspondente a troca us por u; = yu, — fu; obtemos a matriz de Gram

G(B,7):

az (—xasz +yay)
Va3 + a3 /a3 + a3 +ai

1o ~B+

as (—raz+yaq)
a3 + a2

* 1 —fy+

2
a3 + a3 + a3 (’Y_ag(:ca3+ya4)>2+ 5 az (—raz +yay)
(a3 + a3)? a3 +aj Va2 + a3 \/d3 + a3 + a?

Queremos que G(3,v) = G, isto resulta em trés equacdes:

az (—raz + yay)

t = 3+ (2.69)
Vai+ a2 /a3 +ak+ a2
1 as (—xasz +yay)
- = _ 2.70
2 L a3 + aj (2.70)
_ a+ai+a as (—raz+yas)\’
I = 2 212 + - 2 2
(a3 + a3) a3 + aj
2
ax(—zas+ya
+ 68— 22(2 32 24) 2 (2.71)
\/a3+a4\/a2+a3+a4

Impondo a condi¢do na primeira equagdo corresponde (uj, u;) = ¢, reduzimos o sistema de

equagdes acima para:

1 as (—x as + y as)
- = — 2.72
2 L a3 + aj (2.72)
2 2 2 _ 2
] = Gtsra, () o ( — +2y“4) 22 (2.73)
(a3 + a3)? a3 + aj
Resolvendo a equagdo (2.72) em relagdo as temos:
1 2 2 2
, = _( +27) (a3 + a3) (2.74)
2xaz —2yay
e com esse valor de as resolvemos a equacdo (2.73) em relacdo  obtendo:
I O 10 RV R R U il 075)

2 2/ a2+ a2
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mas y e as devem ser inteiros entdo tomaremos o arredondamento dos resultados obtidos acima,

logo:

1 2 2 2
gy = 12N+ @) (2.76)
2xa3 —2yay

1 (wag—ya) /44 (B —41?) (a} +dd)
7T 2+/a3 + a3
3T 0y

+ 4, (2.77)

Queremos garantir que os erros dados pelas equacoes (2.72) e (2.73) sejam muito pequenos.

Denotaremos esses erros por {3 e &4, ou seja:

az(—vaz+yas) 1

_ _ - 2.78
63 9 + Cl% I a?l 92 ( )
e
a?+ a? +a? as (—xaz +yayg) 2
=525+ 71— —— +12 -1 (2.79)
(a3 + aj) as + aj

Substituindo os valores de ay € v nestas equagdes temos:

(—xas +yay) da,
ai + a?

£ = (2.80)

&3 deve estar suficientemente proximo de 0 desde que || (a3, a4)|| seja suficientemente grande e

x e y fixos. Ja o erro &, é dado por:

_ a%+a§+ai+ _ax(—raztyay) 2+t2—1
& = 2 2\2 2 2
(a3—|—a4) as + ajy

2 2 2 2
a; + az + ay 1 2
= = — t“—1

@+ayp \2t8) "

substituindo o valor de a, temos:

1+2 a2+a2 2
& = et (_(“31)*(23&4;) +52> + = +¢ 2 +2 -1
! (a2 + a3)? ’

E— +( 12+ | % )2+(1+53)2+t2—1

a3 + aj azx — asy  aj+ai

substituindo o valor de v temos:
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§ =

+
2.\/a2 + a2 azT — asy a2+ al

1 1 2
ST (e 2 —1
+ﬁ+ﬁ+(2+&)+

<\/—4+(3—4t2)(a§+ai)_ O+ 02 )2

como

5 5 a3 ,aq4—1T00
. ¥ + 2 3,a4—+ 0

asr — asy  az+ a2

2
a3.a3)|| =00 1 —4+ (3—4t2) (a2 + a2 1 2
g Lot +<¢ * H%+%v'+6+&)+ﬂ—1

a2+ a2 2+/a3 + a3
a3,a4)]| —-+o0o 1 —1 3— 412 1 ?
logantoree 1 Z1 b (tie) v
as +ay a3+ aj 4 2

l(az,aa)]|—+o0 3
B

1 2
2 = 2 —1
1 —1—(2-1—{3) +

1 (1 ’
lapa)—+20, _Z+(§+gg)

a3,aq)||—+o0
_—— 7

A Ii( .
ja vimos que &3 0, assim

ll(as,a4)||—>+o0
—_

&4 0. (2.81)

a3,aq)||—+o0

Falta garantir que & I (0. Para isso vamos mostrar que % 22772, (). Note que:
 osentonee, L (ros —ya) V3 AP (2.82)
logo
g, Mesedll=too V3 = 4t22(a§ +ai) (2.83)
Assim
a3 + aj |(az.ai)>+oo 4 los as)=ee (2.84)

a3 (3 —4¢2) (a3 + af)

Note a semelhanga como no caso da projegio de Z?, aqui também necessitamos garantir que
(—:L’ as+vy a4) 5a2
ai + a3
suficientemente grande. Isso ndo € um empecilho, pois, como vimos na se¢do anterior, basta fixar

uma razao, no caso

seja pequena quando um certo par, (as, a4), tenha norma
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x ey e tomar r e [ os menores inteiros tais que r x4/ y = 1 e assim temos, ao considerar ay = r—ny
e az = [ + [ x, que esta razdo fica pequena.

Ainda ndo sabemos o comportamento de ¢ e portanto nao sabemos ao certo para qual reticulado
esta seqiiéncia de vetores converge. Facamos isso agora, lembrando que 3 € inteiro e ¢ é dado por:
as (—xaz +yay)
Vai+ a2 \Jad+al+a?

t=—-p3+ (2.85)

Queremos o comportamento em termos da convergéncia. Assim, temos que analisar a expressao
para as e a4 suficientemente grandes. Nestas condi¢es, como ay € de ordem quadratica em relagdo
a norma do vetor (a4, as), é facil ver que a expressdo acima aproxima-se assintoticamente da ex-
pressao:

(—zas+yay)
Va3 +ad

Vamos estimar o comportamento dessa expressao supondo ay =7 —nyeaz = [+ nx, jaque

272 3+ (2.86)

estes valores garantem erros pequenos, quando n vai ao infinito.

~lz+ry—n(z*+1y°) oo
t=—p0+ —0 — /2% + 12 2.87)
v VE+r2+2n(lz —ry) +n2 (22 + y?) b Y (

Tomando (3 = [—+/x? + y?] temos que |t| < 1/2.
Como conseqiiéncia destes calculos fica demonstrado o préximo resultado:

Teorema 2.5.1. Dados x,y inteiros coprimos, sejam ay =17 —nvy, a3 =l +nx, comrxr+ly =1
et =[y/22 +y?| — /2% + y2 Definimos

r 2 2 2

o = |- a (a3 + a3 + a4)] (2.88)
L asz
[ 2

o = |- @2 (2.89)
| Va3 +al\/a}+a}+a

r 1 2 2 2
4y = (1+27) (a3 + af) (2.90)
2raz —2yay

1 (waz—yad) =4+ (3—41%) (af + af)
2 2\/a3 + a3

(2.91)

Entdo o reticulado-projecdo determinado por v = (a4, as, as, a;) converge, quando n tende ao

infinito, para o reticulado L, cuja matriz de Gram é dada por:

1 0 ¢t
Gi=1011 (2.92)
t 1
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Gostarifamos que a convergéncia acima resultasse no reticulado fcc. Nao podemos garantir
isso porque a convergéncia acima estd na dependéncia do valor fraciondrio de \/x2 + y2. Por
exemplo, para ternas pitagéricas da forma (z,y, —f3) isto implica para n grande, t — 0. Logo, s6

conseguiremos aproximarmos do reticulado 4, x Z.

Uma pergunta conveniente agora € a seguinte: Existe uma seqii€ncia de vetores cujos reticula-

dos-projecdo convergem para o reticulado fcc? A resposta disso esta na dependéncia de encontrar-
. . . . . _ 1

mos um par de inteiros coprimos (x,y) com a seguinte propriedade ||(z,y)|| — [||(z,y)|]] = £5.

Logo, vamos procurar tais inteiros, empiricamente, fixado y, o valor conveniente para  é y?. Como

y e % ndo sdo coprimos (salvo se iy = £1) consideraremos x = y? & 1 como a solucio boa para o

problema:

2
\/y2+(y2—1)2=\/y4—y2+1=\/(yQ—%) +2. (2.93)

. ~ . o 1
Esta dltima expressdo aproxima assintoticamente do valor 3> — 5

Corolario 2.5.1. Nas mesmas condicoes do Teorema (2.5.1). Se x = y? — 1 entdo o reticulado-

projecdo estd proximo do reticulado fcc quando y e n forem suficientemente grandes.

Na seqiiéncia, mostramos na Tabela 2.4 o resultado do célculo de ¢ quando z = y? — 1.

Y t Y t Y t Y t Y t

2 0.394449 11 0.496888 20 0.499061 29 0.499554 68 0.499919
3 0.455996 12 0.497387 21 0.499149 30 0.499583 69 0.499921
4 0.475825 13 0497774 22 0.499224 31 0.499610 70 0.499923
5  0.484699 14 0.498082 23 0.499290 32 0.499634 71 0.499926
6 0.489438 15 0.498330 24 0.499348 33 0.499655 | | 72 0.499928
7 0.492269 16 0.498532 25 0.499400 34 0.499675 73 0.499930
8 0.494095 17 0.498700 26 0.499445 35 0.499694 74 0.499932
9 0.495342 18 0.498841 27 0.499485 36 0.499711 75 0.499933
10 0.496231 19 0.498960 28 0.499521 37 0.499726 76 0.499935

Tabela 2.4: Tlustracdo dos valores de t = [\/y% + (y? — 1)?] — /2% + y2.

Vamos comparar algumas performances.
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v ) v ) v )
(1,14,176,2125) 0.13391 (1,26,586,12917) 0.14049 | | (1, 38,1236,39589) 0.13938
(1,15,188,2270) 0.12933 (1,27,635,14631) 0.13979 | | (1,39,1307,43169) 0.13903
(1,16,217,2836) 0.13417 (1,28,687,16515) 0.13980 | | (1,40, 1381,46993) 0.14103
(1,17,247,3474) 0.13380 (1,29,740,18528) 0.13943 | | (1,41, 1456,51000) 0.14060
(1,18,280,4217) 0.13833 (1,30,766,19179) 0.13764 | | (1,42,1534,55265) 0.14180
(1, 19, 314, 5042) 0.13749 (1,31,822,21402) 0.13732 (17 43,1613,59723) 0.14145
(1,20,351,5986) 0.13851 (1,32,881,23818) 0.13981 | | (1,44, 1695,64453) 0.14095
(1,21,389,7022) 0.13817 (1,33,941,26380) 0.13933 | | (1,45,1733,65898) 0.13883
(1,22,430,8191) 0.13720 | | (1,34,1004,29149) 0.14153 | | (1,46, 1818,70947) 0.14054
(1,23,449,8553) 0.13454 | | (1,35,1068,32074) 0.14113 | | (1,47,1904, 76206) 0.14020
(1,24,493,9883) 0.13783 | | (1,36, 1135,35220) 0.14051 | | (1,48,1993,81760) 0.14187
(1,25,538,11322) 0.13734 | | (1,37,1203,38532) 0.14016 | | (1,49,2083,87534) 0.14147

Tabela 2.5: Considerando x = 1 e y = 0 no Teorema 2.5.1, a densidade de centro
converge para o valor 0.144338

v ) A 0
(14,13,277,3896)  0.14427 (32,31,1497,50943) 0.16166
(15,14,327,5253)  0.15871 (33,32,1609,56361) 0.16376
(16, 15,365,6227)  0.15707 (34, 33,1692,60960) 0.16300
(17,16,421,7601)  0.16028 (35,34,1812,67093) 0.16283
( ) ( )

( )
( )
( )

18,17, 464, 8841 36,35, 1900, 72250)  0.15986
37,36, 2026, 79065)  0.15957
38,37,2157,88490)  0.16025
39,38,2253,92427)  0.15887

0.16000
19, 18,528,10586)  0.15892
20,19, 576, 12124
21,20, 646, 14241
22,21,699,16107)  0.15854

( )

( ) 0.16270
( )

( )
(23,22,777,18679)  0.15307
( )

( )

( )

0.16072
40, 39, 2390, 102826
41,40,2491,107170
42,41,2636,118679) 0.16259
0.15698 43,42,2742,126193) 0.16186

( ) 0.16144

( )

E ]
0.16108 (44,43,2893,136032) 0.16182

( )

( )

( )

( )

(

0.16108
24,23,835,20908)  0.15740
25,24,919, 23928
26,25, 982, 26550

(27, 26,1074, 31184

(28,27,1142,33156) 0.15285

(

(

) 0.15934

)
20, 28,1240, 38481) 0.16103

)

)

45, 44,3004, 144255)  0.16287
46,45,3163,155051) 0.16113
47,46, 3279,164016) 0.16331
48,47,3444,175711)  0.16293

49, 48,3565, 185449) 0.16471

30,29, 1313,40744) 0.15628
(31,30, 1419, 46870) 0.16111

Tabela 2.6: Considerando x = 1 e y = —1 no Teorema 2.5.1, a densidade de centro
converge para o valor 0.164356
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v 0 v 0
(35,93,7275,531174)  0.16916 (92,245, 50433,9733831)  0.16387
(38,101,8570,677137)  0.16462 (95,253,53755,10697515)  0.16822
(41,109,9984,858741)  0.15967 (98,261,57217,11729763)  0.16961
(44,117,11507,1058769) 0.16326 (101,269, 60786, 12886920)  0.16190
(47,125,13137,1287559) 0.16905 (104,277,64464,14053448)  0.16896
(50,133, 14859, 1560338) 0.15768 (107,285, 68214, 15280240)  0.16976
(53,141,16705, 1854406) 0.15909 (110,293, 72106, 16584692)  0.16951
(56,149, 18658,2183145) 0.16943 (113,301,76107,18037681) 0.16665
(59,157,20720,2569448) 0.16204 (116,309, 80215, 19492575)  0.16694
(62,165,22869,2973147) 0.15629 (119,317,84392,21013946) 0.16966
(65,173,25145,3419905) 0.16720 (122,325,88716,22711644) 0.16460
(68,181, 27530, 3909453) 0.16860 (125,333,93147,24404870)  0.16543
(71,189, 30022, 4473480) 0.16787 (128,341,97687,26180480) 0.16963
(74,197, 32598,5052901) 0.16464 (131,349, 102291, 28028106) 0.16956
(77,205, 35306, 5684485) 0.16493 (134,357,107045,30080027) 0.16416
(80,213, 38121,6404556) 0.16548 (137,365,111908,32117986) 0.16864
(83,221,41017,7137194) 0.16934 (140,373,116878,34245652) 0.16935
(86,229,44047,7928705) 0.16256 (143,381,121909, 36573108) 0.16308
(89,237,47186,8776849) 0.16943 (146, 389, 127095, 38891486) 0.16676
Tabela 2.7: Considerando z = 8 e y = —3 no Teorema 2.5.1, a densidade de centro
converge para o valor 0.169779
v 0 v )
(19,188, 25341, 3395883) 0.14568 (179,1772,2251363,2845724613)  0.17518
(29, 287,59057,12106974) 0.13655 (189, 1871,2509948, 3350782461)  0.16772
(39,386, 106831, 29378912) 0.11164 (199, 1970, 2782607, 3909564815)  0.17035
(49,485, 168655, 58355117) 0.13575 (209, 2069, 3069300, 4530288880)  0.16668
(59,584,244534,101971266) 0.13196 (219,2168, 3370048, 5213466436)  0.16430
(69,683, 334474, 162889524 ) 0.15658 (229, 2267, 3684873, 5958441919)  0.16918
(79,782,438462, 244662582) 0.16434 (239, 2366,4013730,6775178618)  0.17141
(89, 881, 556503, 349484769) 0.15300 (249, 2465, 4356640, 7658975597)  0.16935
(99,980, 688609, 481338676) 0.17332 (259, 2564, 4713631, 8621233676) 0.17611
(109, 1079, 834760, 642766285)  0.16152 (269, 2663, 5084651, 9660839577)  0.16936
(119,1178,994965,835771784)  0.16833 (279,2762, 5469725, 10775361026) 0.17214
(129,1277,1169236,1065175280) 0.16031 (289, 2861, 5868852, 11978329808) 0.16961
(139,1376, 1357550, 1333115484) 0.15739 (299, 2960, 6282064, 13267722144) 0.16790
(149, 1475, 1559918, 1641035218)  0.16699 (309, 3059, 6709301, 14639697856) 0.17109
(159, 1574, 1776356, 1994849370) 0.16883 (319, 3158, 7150592, 16110286950) 0.17271
(169, 1673, 2006832, 2394152257) 0.16562 (329, 3257, 7605969, 17668669260) 0.17209
Tabela 2.8: Considerando x = 99 e y = —10 no Teorema 2.5.1, a densidade de centro
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Notamos, nesta dltima tabela, que para o o vetor (259, 2564, 4713631, 8621233676) atingimos

a densidade 0.17611, que estd muito préxima da maxima 0.17677.

2.6 Algoritmo para Encontrar Minimo em Reticulados-projecao

2.6.1 Distancia de um Conjunto Discreto a uma Reta

A primeira idéia para encontrar o minimo do reticulado-projecdo € calcular a distancia entre:
todos os pontos de coordenadas inteiras, contidos no paralelotopo de diagonal v = (ay,...,a,)
e a reta gerada por v. Isso resulta no cilculo de [ [, a; normas e este nimero € significativamente
grande para projecdo de vetores com coordenadas grandes, ou em dimensodes altas. Por simetria,
esse nimero pode ser reduzido a [];, | %], mesmo assim os célculos envolvidos serdo muito

22 k—1

numerosos. Por exemplo, para v = (1, 2% 2k+1) necessita-se o cdlculo de 281 28 = normas

esev = (1,4,...,4) € R*! necessita-se o cdlculo de 2* normas.

O algoritmo citado no inicio do capitulo faz o cdlculo de ¢2"~! normas onde ¢ = max; L%J e
v € Z". Esse numero € bem menor que o numero acima ja que este procedimento equivale a tomar
caixas com vértices inteiros contendo o segmento de reta ligando 0 a v/2 e calcular a distancia de
seus vértices a este segmento; logo, temos que tomar o cuidado de retirar os eventuais pontos de
7" que tenham as i-€sima coordenada maior que %, vide figuras 2.7 e 2.8. Mesmo esse algoritmo

€ muito custoso.

=d AN NN
— | 1 | Iy
= AV T NN NN
. ‘-I-l-l l-l-...
A VN i S AVAAN
L --l-= g-l-Es
Figura 2.7: Vetor v = (3, 8). Figura 2.8: Vetor v = (1, 3, 8).

Nesse sentido seria interessante achar um algoritmo mais eficiente. Com esse objetivo con-
seguimos a implementa¢do de um algoritmo para obten¢do da base de Minkowski, mencionado
no Capitulo, 1 o qual tem uma performance muito melhor que os algoritmos acima em dimensoes
baixas. No entanto, a geometria do problema levava a crer que deveria existir uma maneira mas
eficiente que dependesse mais do vetor v do que da dimensao e de fato existe como mostraremos a

seguir.
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2.6.2 Utilizando as Regioes de Voronoi (Algoritmo RV).

Esta secdo visa descrever um algoritmo, proposto em [48], para busca do vetor minimo em
reticulados-projecao.

Uma forma muito eficiente de se determinar o minimo € considerar apenas os pontos u € 7"
tais que o vetor v perfura a regiao de Voronoi de u.

Consideremos P # 0 o ponto da reta que realiza a distdncia entre reta e a caixa contendo v /2.
Como P estd mais perto de um ponto u do que qualquer outro ponto de Z" ele deve pertencer
a regido de Voronoi de u, ou seja, basta considerar vetores u € Z" cujas regides de Voronoi sao

interceptadas pelo segmento de reta ligando 0 e v /2 (figuras 2.9 e 2.6.2). Assim, temos o algoritmo:

Esquematizando o algoritmo RV:
1 Entrada: v = (aq,...,a,);
2 L=1,T=0;
3 Enquanto L < n faca

TU{t e (0,3);Fr(tar) = 5}, onde Fr(z) = parte fraciondria de z;

Faca L = L + 1;

4 Faga d = min({d([[t v]],)v);t € T});

5 Saida d.
=
/
|
/?’
1 '-l‘-‘as
Figura 2.9: Regides de Voronoi dos Figura 2.10: Regides de Voronoi
pontos u que sdo atingidas pelo ve- dos pontos u que sao atingidas pelo
tor v = (3,8). vetor v = (1, 3,8).

Vamos estimar o nimero de normas a ser calculado por este algoritmo.
Para que o segmento de reta t v, ¢ € [0,0.5] mude de regido de Voronoi é necessario encontrar

os valores ¢t € [0,0.5] tais que ¢ a; tenha parte fraciondria igual a % vide as figuras 2.7 € 2.8. Ou
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. P o a; ) , ..
seja, cada indice ¢ contribui com exatamente EZ valores de ¢. Totalizando um nimero no maximo
igual a

U<
) L—J . (2.94)
— L2
7
Este nimero pode ser bem menor caso os conjuntos dos valores ¢ encontrados para indices distintos
¢ € 7 tenham uma interse¢ao nao nula.
Este cdlculo é bem mais econdmico se comparado aos algoritmos citados no inicio da se¢ao.

A préxima tabela compara a velocidade que este algoritmo encontra 0 minimo em dimensdes
altas comparando com o algoritmo LLL que é muito rdpido mas que nao foi feito para encon-
trar o minimo. Os tempos sdo dados em segundos, e os programas foram executados no mesmo

computador.

[ Vetores | LLL [kx LLL| RV [N(£)[N(L)*
vy € 77 [0.234° [ 0.619" [1.765 [| 0.8861 [ 0.8980
vs € Z* | 0.859 | 4109 [3.546[ 09481 —

vo € Z" | 1.937 | 26813 [5.125[ 09585 — (2.95)
vig €Z7 | 5219 | 29.875 [5.9380.9580 | —
vy €Z" [ 9.953 [ 67.250 [8.187[0.9677 | —
vip € Z'™ [16.344 | 159.453 [8.344[[0.9010 [ -

Nestes exemplos as redugdes do algoritmo LLL e do k x LLL continham o vetor que realizava
o minimo exceto no caso (*). Os vetores utilizados na conta acima forma gerados aleatoriamente
com a restricdo que apenas o tamanho da maior coordenada que nao excedesse 10000. Tais vetores
sdo:
vz = (560,868, 1069, 1351, 1513, 1529, 1550, 1618, 1771, 1890, 1954, 2231, 2819, 3033, 3556, 3881, 3941,
3963, 5456, 6221, 6614, 7160, 7432, 7919, 8234, 8488, 8660, 8795, 8877, 9276),
vg = (151,813,839,1373, 1511, 1909, 2046, 2726, 3049, 3112, 3498, 3733, 3780, 3919, 4209, 4501, 5006, 5049,
5147, 5888, 6234, 6366, 6372, 6372, 6448, 6802, 6851, 6971, 7256, 7530, 7579, 7588, 7652, 7979, 8215,
8529, 8740, 9637, 9699, 9770, 9797, 9804, 9908, 9934, 9991),
vo = (392, 1046, 1162, 1233, 1649, 1828, 1982, 2197, 2289, 2574, 2637, 2711, 2758, 2822, 2859, 3182, 3328,
3679, 3762, 3816, 3985, 4153, 4195, 4473, 4481, 4544, 4710, 4740, 5046, 5164, 5190, 5663, 5970, 6030,
6111, 6218, 6354, 7210, 7247, 7377, 7698, 7745, 7849, 7900, 8089, 8199, 8220, 8284, 8330, 8474, 8668,
8717,8807, 8923, 8952, 9010, 9116, 9242, 9396, 9594),
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vio = (69,141,214, 266, 275, 459, 609, 774, 819, 860, 894, 913, 1163, 1198, 1233, 1668, 1861, 2024, 2060, 2198,
2321,2491, 2534, 2886, 3368, 3483, 3527, 3832, 3928, 3986, 4170, 4282, 4373, 4460, 4625, 4687, 4764,
4988, 4996, 5018, 5023, 5164, 5351, 5620, 5720, 5801, 5984, 6056, 6091, 6133, 6230, 6285, 6346, 6593,
6919, 6988, 7002, 7118, 7422, 7550, 7943, 8055, 8182, 8513, 8547, 8628, 8770, 9019, 9190, 9295, 9334,
9451, 9588, 9706, 9937),

vi1 = (68,77,275, 351,370,664, 1041, 1176, 1305, 1334, 1642, 1835, 1961, 2291, 2301, 2639, 2755, 2813, 2820,
2879, 3052, 3064, 3328, 3341, 3411, 3436, 3629, 3765, 3830, 3995, 4022, 4093, 4287, 4292, 4374, 4428,
4597, 4766, 4858, 4969, 5009, 5394, 5401, 5411, 5450, 5564, 5664, 5714, 5884, 6002, 6059, 6134, 6225,
6282, 6298, 6371, 6512, 6553, 6614, 6622, 6862, 6928, 6932, 7081, 7121, 7128, 7152, 7220, 7237, 7309,
7465, 7490, 7626, 7770, 7892, 7944, 7979, 8113, 8340, 8343, 8373, 8482, 8574, 9059, 9195, 9281, 9370,
9541, 9613, 9965),

vis = (26,131,374, 418,595,610, 613, 765, 868, 876, 906, 1094, 1114, 1211, 1538, 1855, 1889, 1987, 2007,
2073, 2521, 2630, 2964, 3035, 3122, 3145, 3159, 3419, 3459, 3534, 3585, 3659, 3741, 3752, 3785, 3896,
3941, 4013, 4029, 4064, 4072, 4154, 4317, 4732, 4799, 4897, 4949, 5172, 5258, 5413, 5431, 5486, 5608,
5640, 5689, 5791, 5855, 5901, 5929, 5998, 6178, 6277, 6430, 6438, 6497, 6541, 6596, 6612, 6777, 6819,
6919, 7086, 7100, 7197, 7232, 7377, 7480, 7549, 7786, 7866, 7871, 7966, 8116, 8123, 8273, 8336, 8456,
8490, 8615, 8669, 8814, 8911,9125,9178,9253, 9283, 9470, 9512, 9697, 9869).
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Capitulo 3
Grafos e Grafos Circulantes

Inicialmente, introduzimos os conceitos da teoria de grafos e apresentamos os
grafos em toros k-dimensionais obtidos de quocientes de reticulados, utilizando para
isto os resultados do artigo [14]. Descrevemos os grafos circulantes e sua realizacao
como grafos obtidos do quociente de reticulados. O principal resultado deste capitulo
estabelece uma conexao entre grafos circulantes, quocientes de reticulados e codigos
esféricos. Cada grafo circulante pode ser visto como um cddigo esférico. Um resultado
reciproco também € demonstrado: um cédigo esférico gerado por um grupo ciclico de
matrizes ortogonais estd associado a unico grafo circulante a menos de um isomor-

fismo. Fechamos o capitulo falando a respeito de conexidade dos grafos circulantes.

3.1 Grafos: Definicoes e Terminologia

Consideramos neste trabalho a seguinte defini¢ao de grafo (ndo-direcionado) [19]: Um grafo G

¢ um par ordenado G = (V, A) satisfazendo as seguintes condi¢des:
e ) ¢é um conjunto enumerdvel e ndo vazio chamado de conjunto dos vértices;

e A é um conjunto de subconjuntos de ) com dois elementos, chamado de conjunto de arestas.

A partir de agora v(G) (ou simplesmente v, quando ndo houver confusdo entre grafos) repre-
senta a quantidade de vértices do grafo G. Essa cardinalidade também € conhecida como ordem.
Analogamente, a(G) (ou a) denota o nimero de arestas do grafo G.

Os vértices v; e v; sdo ditos adjacentes (ou vizinhos) se existir uma aresta @ = {v;,v;} em A.

Esta aresta € dita ser incidente a ambos, v; € v;.

55
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Em cada vértice podem existir varias arestas incidentes, a quantidade destas arestas é chamada

de grau de um vértice.
Definicao 3.1.1. Um grafo é dito ser regular quando todos os seus vértices t€m o mesmo grau.
Definicao 3.1.2. Uma cadeia é uma seqiiéncia qualquer de vértices adjacentes.

e Uma cadeia € dita ser elementar se ndo passa duas vezes pelo mesmo vértice, e é dita ser

simples, se nao passa duas vezes pela mesma aresta.
e O comprimento de uma cadeia € o nimero de arestas que a compde.

Um ciclo € uma cadeia simples, elementar e fechada (o vértice inicial € o mesmo que o vértice

final), com comprimento maior ou igual a 3 vértices.

Definicao 3.1.3. Um grafo G, = (Vs, As) € dito subgrafo de um grafo G = (V, A) quando Vs C V
e A; C A. E, neste caso, G = (V, A) é dito supergrafo de G, = (Vs, As).

Definicao 3.1.4. Um grafo G(V, .A) € dito ser conexo se houver pelo menos uma cadeia ligando

cada par de vértices deste grafo G.

Um grafo G = (V, A) é dito ser desconexo se ndo for conexo. Um grafo G = (), A) desconexo
€ formado por pelo menos dois subgrafos conexos, disjuntos em relagdo aos vértices e maximais

em relagdo a inclusdo. Cada um destes subgrafos conexos € chamado de componente conexa de G.

Definicao 3.1.5. Um vértice é dito ser um vértice de corte se sua remog¢ao (juntamente com as

arestas a ele conectadas) provoca um aumento no numero de componentes conexas.

Definicao 3.1.6. Uma aresta € dita ser uma ponfe se sua remog¢ao provoca um aumento no nimero

de componentes conexas.

Defini¢cao 3.1.7. Sejam dois grafos G; = V1, A1) e Go = (V3, Ay). Um isomorfismo de G, sobre
G- ¢ um mapeamento bijetivo f : V; — Vs tal que (v;, v;) € A; se, e somente se, (f(v;), f(v;)) €

Aj, para todo v;, v; € V.

3.2 Exemplos de Grafos

n-cadeia: consiste de uma seqiiéncia de n vértices 1, ..., n e cada vértice ¢ é ligado ao seu suces-

sor ¢ + 1, como mostra a figura 3.1.

1 2 3 4 n-1 n

. . - — — oo
Figura 3.1: n-cadeia
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n-ciclico: consiste de um poligono com n lados, vide figura 3.2.

Figura 3.2: n-ciclico

completo: € um grafo com a propriedade de que para todo par de vértices v;, v; do grafo existe a
aresta a = {v;, v; }. Este grafo é denotado por K,,, onde n € a ordem do grafo. A figura 3.3 ilustra

um grafo completo com 5 vértices.

3 2

Figura 3.3: ICs

bipartido: consiste em um grafo cujo conjunto de vértices V' pode ser particionado em dois
subconjuntos V; e Vs, tais que toda aresta de G une um vértice de V; a outro de V,. O grafo é
dito bipartido completo quando todos os vértices de V; estdo unidos com os vértices Vs, €, neste
caso, o denotaremos por K, ,, onde m e n sdo respectivamente as cardinalidade de V; e V,. A

figura 3.4 ilustra um grafo bipartido famoso, o Utility Graph (UG), ou KCs 3.

a b b

Figura 3.4: Utility graph (UG)
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3.3 Grafos sobre o Toro Plano

Esta sec@o é baseada no artigo [14]. Dada uma base B = {uy, ..., u;} de R¥, o toro planar 75
¢ algebricamente definido como o espago quociente 73 = R*/Lz, onde L5 é o reticulado gerado
por B.

Dois vetores x e y de R¥ estdo na mesma classe se, e somente se, X —y = Zle m; w;, m; € 7.

A distancia euclidiana d em R* induz a distancia dz sobre o toro planar 75 de forma natural

[24]. A distancia medida no toro planar entre duas classes X ey de x e y, com x,y € R¥, é

dg(X,y¥) = min{d(z,w) = ||z — w|;z € X,w € ¥}, (3.1)

onde ||x|| = 1/3.F | 22 é a norma euclidiana em R*.

Geometricamente, o toro planar 7 pode ser caracterizado pelo quociente de R* pelo grupo de
translagdes gerado por BB, também denotado por L. Para k = 2 e B = {u, v}, esse quociente 75
pode ser visto como o paralelogramo gerado por u e v em que os lados opostos sdo identificados

(esse paralelogramo contém representante para todas as classes com redundancia no bordo).

3.3.1 Ladrilhamento e Grafos em Toros

Considere o ladrilhamento do plano R? pelo reticulado Z* € a base B = {u, v}, onde u =

(a,b), v = (c,d), a,b, c,d inteiros, e o sub-reticulado Lz gerado por u e v. O quociente Z? /Ly

vértices e um ladrilhamento quadrado sobre o toro planar

induz um grafo com n = |det [ Z cci ]
T ([14]).

Por exemplo, para u = (3,2) e v = (—2,3), temos o grafo G, , no toro planar com n =

3 —
det [ 5 3 ] = 13 vértices e o ladrilhamento por 13 quadrados associados (Figura 3.5).

Figura 3.5: Toro planar 7, ,, ladrilhado por 13 quadrados.
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A translagdo vertical pelo vetor w = (0, 1) induz um rotulamento ciclico em G, . Note que
os segmentos verticais do grafo sdo conectados quando identificamos os lados opostos do parale-
logramo e os vértices do grafo sdo colocados numa curva sobre a superficie do toro. Visto no toro
padrdo do IR?, essa curva fechada é conhecida (né trefoil).

Seja B = {uy,...u;} uma base de R* com coordenadas inteiras e 75z o toro planar associ-
ado. A existéncia de um grafo e o ladrilhamento de 75 por hipercubos é assegurado pela préxima
proposi¢do. Mas, antes, vamos definir a aplicacdo quociente fi; : R* — R,

k

fig(x) = xmod Lz =x — Y [a;] u;. (3.2)

=1

Proposicao 3.3.1 ([14]). Seja B = {uy,...,u.} uma base de R* com coordenadas inteiras, Lg

o reticulado gerado por B e Tz o toro planar associado. 7% C RF induz, através da aplicagdo
k

quociente [ig, um grafo regular Gg = —— e um ladrilhamento de Tz por hipercubos unitdrios onde

Lp

a) Tig(ZF) sdo os vértices de G;

b) Tig([ir,ir + 1] x ZF1) U Tig(Z x [in,in + 1] x Z¥2) U.... U Tig(Z5 x [ig, ix + 1)), 4,

inteiro, é unido de arestas;
c) fig([in, 41 + 1] X [ig,io + 1] X ... X [ig, iy + 1]), i; inteiro, sd@o hipercubos;

d) O niimero de vértices, v, e o niimero de hipercubos, F, de Gg, sdo ambos iguais a

|det [ug, ..., ]|

O resultado seguinte é obtido como conseqiiéncia da Proposi¢cao 23 de [14].

k
Proposicao 3.3.2 ([14]). Sob as hipoteses da Proposigcdo 3.3.1, 'y = = é ciclico se, e somente

B
se, existe um vetor w = (wy, ..., wy) € Z* e inteiros hy, . . ., hyq tais que:
wn
A :
M = (3.3)
Wy,
hy oo hg | hig

tem determinante 1, onde A é a matriz cujas colunas sdo os vetores ;. Neste caso, (W) = ['g.

Demonstragdo: Parau,w € 7ZF, 1 =W em [z se, e somente se, u —w € Lz. Em outras palavras,
existe x € ZF tal que Ax = u — w. Portanto, a ordem de W é o menor inteiro 7 tal que o sistema

Ax = rw tem solucdo x com coordenadas inteiras.
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Assim, A € invertivel e pela férmula de Crammer o sistema Ax = w tem uma unica solugdo
dada por x = |A|7! (JA4],...,|Ax|), onde a matriz A; é a matriz A com a i-ésima coluna trocada
por w e |A| = |det(A)|. Isso significa que Axy = |A| w tem solugdo xo = (|Ay],...,|As]) € ZF.

Assim, |A| = |Z*/Lp|. Ser éaordem de W = w + L, entdo r divide |A|. Isso implica

que |A| = rl,, e a tnica solugdo de Ax = rw é dada por x = (1/l)x,. Ento, [ divide cada
|A;|. Agora, para cada inteiro [; tal que [; divide |A|,|A4],...,|Ax|, seja ry dado por |[A| = ri ;.
Entdo, 7|, o que implica que /;]l. Isto mostra que | = mdc{|A|, |Ai|,...,|Ax|} e que r =
|Al/mde{|A, |A],..., [Axl}.

' € ciclico se, e somente se, existe W com ordem | A

, 0 que pelos calculos acima significa que

mdec {|A|, |A1], ..., |Ak|} = 1. Isso é equivalente a existir constantes inteiras hq, . .., hy11 tais que
Em outras palavras, 'z € ciclico se, e somente se, existem hy, ..., hi tais que, pelo desen-

volvimento por Laplace aplicado na (k + 1)-ésima linha de M, det(M) é igual a
= (=D hy (1M HA + 4 (D) R (1) A + (—1)2272 By A

3.4 Grafos Circulantes

Esta secdo é uma versdo com pequenas modificacdes do artigo [16] (em fase de conclusao).

Defini¢ao 3.4.1. Um grafo circulante com n vértices {vy, ... v,_1} e saltos ai, . . ., a,, € um grafo
nao direcionado em que cada vértice v;,0 < 7 < n — 1, € adjacente a todos os vértices vy, onde

k=14 amodnel < i< m.Denotaremos esse grafo por C,(ay, . .., ay).

A figura 3.6 mostra uma figura padrio para o grafo circulante Cy3(1, 5).

Figura 3.6: Grafo Circulante Cy3(1,5).
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O grafo n-ciclico e o grafo completo de n vértices sdo exemplos de grafos circulantes denotados
porC,(1) e K, =C,(1,...,|n/2]).

Um importante resultado sobre isomorfismo de grafos circulantes € que, se existe r € Z,
mdc(r,n) = 1, tal que (ai,...,a,) = r(as,...,a,)modn, entdo C,(ay,...,a,) € isomorfo a
Cn(@y,...,am) ([36]). Essa condi¢do é chamada de propriedade de Addm.

A reciproca desse resultado foi conjecturada para grafos circulantes por Adam [1]. A conjectura
¢ falsa para grafos gerais. No entanto, € vélida para m = 2 [21].

Um grafo circulante C, (a4, ..., a,) é conexo se, e somente se, mdc(ay, ..., an,n) = 1 ([7]).
Todos os grafos considerados a partir de agora sdo conexos, salvo men¢do em contrario.

O préximo resultado descreve GY (=grafo Gp rotulado por w) como um grafo circulante,
quando as condi¢des da Proposicdo 3.3.2 sao satisfeitas.

Proposicao 3.4.1 ([16]). Sob as condi¢oes da Proposicdo 3.3.2, o rotulamento dado por w induz

um isomorfismo de grafos
Gg ~Cpn(s1,...,5k), (3.5)
onde n = |detA]|,
s; = min{ M;,,1mod n,n — M;;,ymod n} (3.6)
e M; ;.11 € o cofator associado a entrada {i, k + 1} de M.

Demonstragdo: A relacdo de adjacéncia em Gz é induzida por Z*. Entdo, os vértices adjacentes a

0 sdo +e;’s. Ncessitamos mostrar que

S;W=Fe;, < dry,...,rp€Ztalques;,wte =riu+---+rpu

= nru+---F+rpu — swW = *te, <~
riair+ -+ rpary —siw; =0

rlail—i—---—i—rkaik—siwi:ﬂ:l . (37)

[ Tag1+ e akr — s;wg =0

Temos que r; = +(=1)* My, ..., £(=1)*ry = My e s, = £(—1)" M;,1 € a solugio
para o sistema (3.7). De fato, a :-ésima equacdo pode ser vista como o desenvolvimento por Laplace

de M, dado em (3.3) pela i-€sima linha. As outras equacdes podem ser vistas como o determinante
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de uma matriz com duas linhas iguais. Portanto, s; W € vizinho (adjacente a) de 0. Entio, g3, o0
grafo Gg rotulado por w, é isomorfo ao grafo circulante C, (51, . . ., 5%),

5; = min{ M, 1mod n,n — M;;yymod n}. |

Observagao 3.4.1. A distancia no grafo GY € induzida pela distincia em Z*. ParaX, ¥y € Gg =

Zk
—, temos
Lp
k
dg,(X,¥) = min {Z lz; —yil, x = (21,...,28) €EXey = (Y1,-..,U) € y} (3.8)
i=1
Para outros w' e h), ..., h;, satisfazendo (3.3), obteremos, pela Proposi¢do 3.3.2 um grafo
circulante diferente C,, (s}, . .., s} ), mas ambos devem ser isomorfos, como veremos a seguir.

Proposicao 3.4.2 ([16]). Se existirem outros w' e W' satisfazendo a Proposicdo 3.3.2 para a mesma
submatriz A de M (3.3), entdo

Cnlay,...,ay) = Cp(dl, ... a}). (3.9)

~ o~ / ~ . . J— - .
Demonstragdo: Pela Proposi¢ao 3.3.2, I'g e I'j sdo ciclicos e gerados por W e w/, respectiva-
mente. Entdo (W) = (w'), o que significa que existem inteiros r, ¢ relativamente primos com n tais

que W = rw’ e w = tW. Em outras palavras,

W=rw =rtw <= rt= lmodn. (3.10)
Portanto, &; = a;w = a;r W' e ¢; = a;w’, 0 que implica que a;w’ = a;7 W'. Assim aj =
a; rmod n e ,entdo,
~ / /
Colay, ... ar) = Cp(dl, ... a}). ]

Exemplo 3.4.1. A figura 3.5 mostra o grafo circulante C;3(1, 5) visto sobre o toro planar gerado por
vi = (3,2)evy = (—2,3), e rotulado por w = (0,1) (hy = 1, hy = —1, hy = 0). Se consideramos
o rotulamento por w' = (1,1) (h; = hy = 0 e hy = —1), temos, pela Proposicao 3.3.2, C15(2, 3)
sobre o toro planar com o mesmo conjunto de vértices (vide a figura 3.7). Conforme assegurado

pela Proposicdo 3.4.2, esses grafos circulantes sdo isomorfos.

3.4.1 Grafos circulantes realizados como grafos sobre o toro planar

Pela Proposi¢ao 3.4.1, vemos que todos os grafos que ladrilham o toro planar por hipercubos
dao um grafo circulante. A reciproca € verdadeira, como veremos na préxima proposi¢do. A prova

deste resultado € baseada no resultado obtido na Proposicao 10 de [33], adaptada ao nosso contexto.
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1 /9 7

Figura 3.7: Grafo Circulante Cy3(2, 3).

Proposicao 3.4.3 ([16]). Qualquer grafo circulante conexo C,(ay,...,a;) de grau 2k ou 2k — 1
(cada vértice tem grau 2k ou 2k — 1) com vértices {v1,...,v,} € isomorfo a um grafo Gg,

que ladrilha um toro planar k-dimensional Ig por hipercubos. Isto é, existe uma base B =

{uy,...,u;} de R¥ comu; € Z* e umvetor w € ZF tal que, para o reticulado L = (uy, ..., uy),
Zk
'y = Y (W) & Zy, e U(v;) = iW € um isomorfismo de grafos. (3.11)
B
Demonstragdo: Inicialmente, notamos que C,(aq,...,a;) é conexo e mdc(ay, ..., ax,n) = 1.
Portanto, existem inteiros wy, . . . , Wi tal que
wyap + - Fwgagp +nwgy = 1. (3.12)
Seja W = (wy,...,w1). Paras = (aq,...,a,,n), considere a base B = {uy,..., 0},
;= (Uyy, ..., Ups14) € ZF, do subreticulado de Z**! definido pelo hiperplano s* ortogonal a s

em R*! e A = {u;;}. Mostraremos a seguir que a matriz M (k + 1) x (k + 1), cujas colunas sio
uy,...,U; € W, tem determinante igual a um e a submatriz A k£ X k, do canto superior esquerdo,

tem determinante n:

U1 Uy k w1
M=| - © ] det(M) = 1. (3.13)
Uk 1 Uk k Wi
U411 *° Uk41k | Wk

A afirmacdo desta proposicdo pode entdo ser derivada da Proposi¢do 3.3.2, tomando B =

{uy,...,ux} e w, onde u; e w sio obtidos de u; e W, eliminando a ultima coordenada.

Segundo [33], considere a aplicacdo:
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P Z7* — /s
, (3.14)
(T1,...,2K) —— Trag+ ...+ xpa,
que é um homomorfismo de grupos. Entdo, por (3.12), p(w) = @(wy,wa, ..., wy) = 1 e @ €
sobrejetora. O niicleo é um reticulado £ em RF satisfazendo
Zk
vol(L) = |—| = |Zn| = n. (3.15)
L
Note que B = {uy, ..., u}, definida como acima, é uma base para esse nicleo. Assim, v €
L < I\ € Z;(v,\) € st NZF. Isso implica que
|det(A)| = vol(L) = n. (3.16)
(Consideramos det(A) = n permutando dois vetores nesta base, se necessario).
Voltando a R**!, tomamos m = (myq, ..., mgy1) como o produto vetorial u; A - -+ A uy, que é
o0 Unico vetor tal que
u-m = det[uy, ..., ug, ul, (3.17)

para todo u € R¥™!. As coordenadas desse produto de vetores podem ser escritas usando os

cofatores da dltima coluna da matriz M dada acima: m; = M, 1 [43]:
m; =e€;-u=det[uy,...,upe;] = M;pn (3.18)
e, em particular, my 1 = det(A) = n. Além disso,
u; - m = det[uy, ..., ug, w] = 0; (3.19)

assim os u;’s formam uma base para o hiperplano ortogonal a s e concluimos que m = \'s, para
algum A € R. Portanto, de (3.13), garantimos que myy; = det(A) = Adet(A4), e, A = 1le

m = s, desenvolvendo o determinante de M = [qy, . .., Uy, W], pela dltima coluna. Temos, entdo,
det(M)=w-m=w-s=1, (3.20)
o que conclui a prova. |

Exemplo 3.4.2. Para Gy isomorfo a C13(3,5), devemos encontrar uma base para o reticulado
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72 N (3,5,13)+. Usando a forma normal de Hermite', encontramos a base {1, 1,}, onde
u = (—5,3,0), 02 = (1,2,—1) ew = (2, —1,0). Entdo, o toro planar é gerado por u; = (1,2) e
uy = (—5,3) e temos G ~ C;3(3,5), rotulado por w = (2, —1) (figura 3.8). Como 9 € o inverso
de 3 em Z3, C13(3,5) =~ C13(1,6).

|

[

Figura 3.8: O grafo circulante Cy3(3, 5) sobre o toro planar, rotulado por w = (2, —1).

Observagdo 3.4.2. Dado um grafo circulante C,,(ay, . . ., a,), a matriz M construida como em 3.13,
e os correspondentes grafos isomorfos G5 em um toro planar estdo longe de serem tnicos. Mesmo

a condi¢do usada na construg¢do da Proposicao 3.4.3, que implica na primeira coluna & ser ortogonal

a(ay,...,ax,n), é uma condi¢do suficiente, mas ndo necessaria. Como vemos no Exemplo 3.4.1,
3 -2 0
M = 2 3 1], (3.21)
-1 -1 0

dada pela Proposicéo 3.4.3, para o grafo circulante Cy3(1,5).

3.5 Grafos Circulantes e Codigos Esféricos

A representacdo que mostraremos a seguir induzird uma associacdo entre grafos circulantes
e codigos esféricos. Tal associagdo é possivel pelo fato de codigos esféricos gerados por grupos
ciclicos de matrizes ortogonais em IR?* pertencerem a toros k-dimensionais determinados por ve-
tores ortogonais. Mais ainda, estes cddigos sdo imagens por isometria local do quociente de um
reticulado £ de R¥ por um subreticulado deste gerado por vetores ortogonais que definem o toro,
[17, 41, 14].

'A forma normal de Hermite é procedimento que visa deixar uma matriz de entradas inteiras na forma escada,
utilizando para isto operacdes elementares restrita as operacdes dos anéis dos inteiros [10].
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Proposicao 3.5.1 ([17]). Seja C,(ray,...,rax) com mdc(ay,...,ar) = 1 e mde(r,n) = 1.

Entdo, existe uma base de vetores B = {vy,...,vi} C RF tais que C,(ray,...,rap) = Gg =
(Vi, .., Vi)
(nZ)*
Demonstragio: Considere w = (ay,...,a;). E conhecido que, para inteiros satisfazendo
mdc(aq,...,a;) = 1, existe uma matriz unimodular M € M;x(Z), cuja primeira coluna é
A1, . .., 0, 1.L.,
ax Utk
M = (3.22)
Qg | Ug2 Uk k
Afirmamos que C,,(ay, .. .,a;) =~ Gg, onde v; = (vq4,...,v;) é ai-ésima colunade M Pe P
¢ a matriz
aq ar
nuyo nugo
P = (3.23)
nuk n Uk
Mostraremos primeiramente que (v, ..., vx) 2 (nZ)*. Em outras palavras, exibiremos x =
{x1,..., 23} € ZF tal que M Px' = nel. Como a solugdo existe, € suficiente mostrar que a

solucdo z tem coordenadas inteiras. Resolvendo o sistema, obtemos:

M Pxt

adj(M) M Px'
Id
=l1dg

adj(P) P x*
N—_——

:nkflldk

t

ne;

nadj(M) e

nadj(P)adj(M) e,

Note que n*~2 ¢ fator de cada elemento em adj(P), o que implica que podemos dividir ambos

os lados da igualdade por n*~! e

Portanto, (vi,...,vy) 2D (nZ).

det(M) det(P) = nfF~1det(M") = n*~1. Logo
—— ——

=1 =1

adj(P)

Além disso, vol((vy,...
(V1. ooy Vi) _

adj(M) e!.

V) = |det(M P)| =

(nZ)*

A seguir, mostraremos que W gera esse quociente. Seja w; = (u1,, - . ., uy;) a i-ésima coluna de
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k k
M, entdio v; = a;,w + n Z u; ju;. Como existem inteiros x1, . .., Ty tais que Z zs a; = 1, entdo
j:2 t=1
k k k
w = th LW = th(vt -n Zuij u;). Logo, w pertence a (vy,...,Vvy). Como, Vv, = ;W
t=1 t=1 j=2
(U1, ..., k)

concluimos que W gera o quociente [' =

(nZ)k
Agora, mostraremos as relagdes de adjacéncia para concluir o isomorfismo, isto €, +a; w s@o os
k
vizinhos de O com a métrica do grafo em (. Como v; = a;w + n E U u; =
Jj=1

a;w (mod nZk), +v; conecta dois vizinhos, portanto a relagdo de adjacéncia é 1w ~ W se, €
somente se, 1 W — J W = V; ou, equivalentemente, ¢ — j = a;mod n para algum ¢. Isto conclui a

prova. u

Conseguimos, através da proposi¢do acima, uma func¢io que associa cada grafo circulante a
um quociente de reticulados. A figura 3.9 ilustra este mergulho para o grafo C4(2,3). Como

comentamos, este quociente corresponderd a um cédigo esférico em R?*. Uma questdo natural

¢ saber se hd uma espécie de reciproca, i.e., dado um quociente I' = W’ existe um grafo
n
circulante que € levado pela func¢ao da Proposi¢ao 3.5.1 em ['? A préxima proposicao mostrara que

a reciproca € verdadeira.

Figura 3.9: O grafo circulante C4(2,3) mergulhado no toro planar: vértices, rotu-
lamento e regido fundamental da base {(10,12),(12,15)} que definem a relagdo de
adjacéncia.

Proposicio 3.5.2 ([17]). Seja L = (vi,..., V) tal que (nZ)* C N C ZF e o quociente T' =
A

W como grupo é ciclico de ordem n gerado por b = (by,...,b). Entdo, existe uma base
n

Acb
a={wy ..., wi} de L eumvetor atal que C,(by,...,by) é isomorfo a Gg = nZF onde:

n

(i) T2 = {iamod (nZ)*;i =0,...,n — 1,a= (ged(by,..., b)) L b} é 0 conjunto de vértices;
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(ii) as arestas sdo determinadas pela base «: i a estd conectado a j a se, e somente se, (i — j)a =
:i:Wi.

Demonstragdo: Seja d = ged(by, ..., bx), como b gera o grupo ciclico, I'. Entdo. ged(d,n) = 1.
Temos entdo que a = d~' b também gera I'. Como b = da, C,,(b) é isomorfo a C,,(a), podemos

assumir a constru¢ao da Proposicdo 3.5.1, que se traduz nas condigdes (i) e (7). n

A proposicdo acima estabelece uma funcao que leva um cédigo esférico em um udnico grafo
circulante, a menos de isomorfismo. De fato, se tivéssemos partido de outros geradores para o
quociente de reticulados, esta escolha produziria, a menos de isomorfismo de grafos, o mesmo
grafo circulante. Isto se deve ao fato de que a nova matriz geradora GG, do reticulado, diferiria da
outra matriz geradora G por uma matriz unimodular U (G’ = G U) e U realiza o isomorfismo.

Para estabelecer uma bijecdo entre grafos circulantes e codigos esféricos, a menos de isome-
trias e isomorfismos, seria necessario mostrar que grafos isomorfos sao levados em reticulados

equivalentes. Entretanto, isso ndo ocorre como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 3.5.1. Sejam G; = Cy4(1,2,7) e Go = Ci4(1,6,7). Considere o isomorfismo de grafo

61— Ga -V ;
Fi) = { 51 —4mod 16  se ¢ par. (3.24)

—5imod 16 se ¢ impar.

Os reticulados associados aos grafos acima tém, respectivamente, como matrizes geradoras:

1 2 7 1 6 7
Gi=12 20 14| eGy=1|6 52 42 |. (3.25)
7 14 65 7 42 65

Aplicando a reduc¢do de Minkowski, temos:

2 1 -7 2 5 6
Gi=| -4 2 2 |eG=| 4 -2 4 |,. (3.26)
2 7 -1 2 3 —6

cujas matrizes de Gram sio dadas pelas respectivas matrizes:

24 4 4 24 —12 -8
Ai=1 4 54 —10| edy=| —-12 38 4 |. (3.27)
4 —10 54 8 4 88

Esses reticulados ndo podem ser congruentes pelo fato do primeiro reticulado nio conter ne-

nhum elemento com norma ao quadrado igual a 38.
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Os grafos do exemplo acima ndo sdo Adam isomorfos. Este tipo de isomorfismo garante que

os reticulados sdao congruentes [17].

3.6 Conexidade dos Grafos Circulantes

Considere o grafo circulante G = C,,(ay, . .., ax) com mdc(ay, . .., ax,n) = d. Vamos mostrar
que G é um grafo com d componentes conexas em que cada componente contém apenas um vértice
de rétulo 7, com 0 < r < d. Seja v; um vértice de G. Como o grafo G é rotulado pelo grupo Z,,
temos que v; € Zy,.

Dados dois vértices v; € v; do grafo circulante G, existe uma cadeia conectando-os se, € somente

se, existe uma seqiiéncia de vértices v; = v;,...,v; = v; com v, vizinho de v,;, para todo
r = ig,...,4_1. Mas v, € vizinho de v, se, e somente se, v,+; = v, + as, para algum s €
{%ay,...,£a;}. Logo, v; e v; estdo na mesma componente conexa se, € somente se, v; = v; +

> . Dsas,onde p; € Z. Entdo, v,—v; = Y, ps asmod (n), o que equivale av;—v; = >, ps as+in.
Esta equagdo € linear dentro do anel dos inteiros e terd solugdo se, e somente se, d dividir v; — v;.
Portanto, concluimos que existem d componentes conexas, onde C(r) é a componente que contém
ovérticer, 0 < r < d.

A componente C(r), que é um subgrafo de G, pode ser vista como o grafo circulante

Cnsa(ar/d, ..., ay/d) através do isomorfismo de grafos dado por:
.o C Cn d,... a,/d
¢ C(r) — Cpjalar/ a/d) (3.28)
r (x—r)/d
Se x,y € C(r) sdo vizinhos, entdo x — y = +a,. Logo, dividindo ambos os lados por d temos
que T ; Y _ j:%, isto é, @w-r--r = j:%. Portanto, i € vizinho de y—r

Um coroldrio imediato é que C,, (a4, . .., ax) é conexo se, e sO se, ged(n, ay, ..., ax) = 1.



Capitulo 4
Género de Grafos Circulantes

Dedicamos este capitulo ao problema do género de um grafo circulante, o qual
¢ uma importante medida de sua complexidade. Iniciamos introduzindo a definicdo
de género e exibindo alguns resultados conhecidos na literatura a respeito do género
de grafos. Apresentamos o resultado do artigo [33], que classifica todos os grafos
circulantes planares. Salvo os casos em que o grafo circulante é um grafo planar,
um grafo completo ou um grafo bipartido completo, o género de um grafo circulante
ndo era conhecido. Conseguimos estabelecer a classificacdo dos grafos circulantes
toroidais (género 1). Impondo algumas condicdes no grafo circulante, o seu género g
deve satisfazer g > W. Provamos um teorema (4.3.2) que estabelece uma classe

relativamente grande de grafos circulantes que satisfazem a igualdade para k arbitrério.

4.1 Género de um Grafo

Definicao 4.1.1 ([46]). O género de um grafo G € o menor g, género de uma superficie, na qual o
grafo G possa ser desenhado em uma superficie M (de género g), de modo que nenhum par de

arestas se cruze.

No caso particular do género 0, o grafo é chamado de planar pois, através de uma projecao
esterografica, podera ser também mergulhado no plano.

Quando mergulhamos um grafo em superficie de género g (minimo), o grafo divide a superficie
em regides, chamadas de faces. A quantidade de faces determinadas por esse grafo € denotada por
f(G) (ou simplesmente f) ([46]).

O primeiro teorema que destacamos € o referente a segunda formula de Euler, dado a seguir.

Teorema 4.1.1 (Segunda férmula de Euler [46]). Seja G um grafo conexo. Entdo,

71
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b+f-—a=2—2g. 4.1

Lema 4.1.1 ([46]). Se G é um grafo de género g com v > [ e toda face tem mais que | lados, entdo
[f<2a.

Demonstragao: Vamos dar uma idéia desta prova. Como face de G € limitada por [ ou mais arestas,

temos:

o numero de lados da face 1

NN

o numero de lados da face 2

N

o numero de lados da face |

Somando as desigualdades acima, temos que [ f (soma do primeiro lado) € menor ou igual D
(soma do segundo lado), i.e., [ < D. Além disso, como cada aresta de uma face é contada duas

vezes, temos que D = 2 a. Portanto vale que [ | < 2a. |

Lema 4.1.2. Se G ¢ um grafo de género g com v > |, se toda face tem mais que | lados, entdo
[—2 1
>—a—-(0—2).
825 e300

Demonstragdo: Da relacao de Euler, temos que v +f —a = 2 — 2 g. Isolando { e multiplicando por

[,temos [ f =1 (a — v+ 2 — 2g). Usando o lema anterior, temos que [ (a — v +2 —2¢g) < 2a,0

1
que implica que g > <7973 (0 —2). m

Na verdade, vale a igualdade quando temos apenas faces com / lados.

4.1.1 Exemplo de género de grafos

Relacionamos exemplos que t€m o seu género conhecido [46].

IC.,,: Como conseqiiéncia do Lema 4.1.2, podemos concluir que o género g do grafo K, satisfaz:

g [(n—?)i;n—él)-‘ . 42)

Heawood conjecturou, em 1890, que valia a igualdade e, na década de 70, foi demonstrada a

outra desigualdade passo a passo por varios pesquisadores.



4.2. Gratos Circulantes 73

bipartido completo /C,,, ,: O género desta classe de grafos é

R

4

4.1.2 Limitantes para o Género

Na secdo anterior, ja colocamos um limitante inferior para o gé€nero de um grafo. Nesta secio,

estabeleceremos outros limitantes para o género de um grafo.

Definicao 4.1.2. Dizemos que um grafo G é uma expansio, de H se G é o grafo H com a adi¢éo

de vértices sobre alguma aresta (subdivisio de arestas).

Um exemplo simples de expansao seria olhar um poligono de n + 1 lados como a expansao do
poligono de n lados. Idem para uma n cadeia.

Vamos enunciar alguns teoremas que estabelecem alguns limitantes para o género de um grafo.

Teorema 4.1.2 ([46]). Se um grafo G tem género g, entdo G pode ser desenhado sem cruzamentos

em toda superficie de géneron comn = g.
Lema 4.1.3 ([46]). Se G é supergrafo de 'H, entdo gg > gn.

Corolario 4.1.1 ([46]). Se G tem v > 3 e género g, entdo

(0 —3)(v—4)
< A ——— . 4.3
g [ B (4.3)
Demonstragao: Como G € subgrafo de /C,, pelo lema acima, segue o resultado. |

Corolario 4.1.2 ([46]). Se G é um grafo conexo com v > 3 e género g, entdo

bp—3)(b—4
wm—«u—mm1<g<{i——g——l]. .4
4.2 Grafos Circulantes
Do fato de um grafo circulante C,(aq, . . ., a) ter a estrutura algébrica do grupo Z,,, é razoavel

esperar que consigamos determinar para alguns casos o seu género. Entretanto, sabe-se muito
pouco sobre os género desses grafos. Basicamente, o que foi publicado sobre o assunto é: i) a
classificagdo de todos os grafos circulantes planares ([33]-2003); ii) género 1 de alguns grafos cir-
culantes e; iii) género dos grafos circulantes que sdo n-completos (C,(1, ..., |5 ]) ou 2 n-bipartido
completos (Co,(1,3,...,2 [251] + 1).

Nas subsecdes que seguem, comentamos a classificacdo dos grafos planares e classificamos

todos os grafos circulantes de género 1 (toroidais).
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4.2.1 Grafos Circulantes Planares

Heubeger, em [33], mostra quais sdo os grafos circulantes de género zero (planares).

Teorema 4.2.1 ([33]). Um grafo circulante conexo C,(ay, .. .,a,,) tem género zero se, e somente

se, as seguintes condigoes sdo satisfeitas:

1. m:2,a2:
2. m=2ay =n/2 2|ay,
3. m=1.

A Figura 4.1 abaixo ilustra o mergulho do grafo C, (1, 2), que pertence a classe dos grafos dados

por 1 da proposi¢do acima num cilindro.

I3 .. 2kl 2k#l 2k#3 ... 4kl 4k+]

0 2 4 ... 2k 2k+2 ... 4k2 4k  4k+2=0

Figura 4.1: Anti-prisma.

A Figura 4.2 abaixo ilustra o mergulho do grafo Cyx.2(2,2k + 1), que pertence a classe dos

grafos dados por 2 da proposi¢do acima num cilindro.

0 2k 2k+2 . 4k-2 4k 4k+2=0
2k+1 2k+3 2k+5 . 4k+1 .o 2k-3 2k-1

Figura 4.2: Prisma.

4.2.2 Grafos Circulantes Toroidais

A seguir, exibimos a classificacdo completa dos grafos toroidais que sao dados pelos proximos

teoremas.
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Teorema 4.2.2 ([16]). Todo grafo circulante C,(ay,as), a; < as, tem género 1, exceto os casos: i)

as = £2aymod n e 2|n, ii) ay = n/2, 2|as, que sdo planares.

Demonstragdo: Pela Proposi¢do 3.4.3, todo grafo circulante C,(aq, as) pode ser mergulhado em
um toro planar bidimensional que tem género um. Assim, o género é menor que um. Por outro
lado [33], o Teorema 4.2.1 mostra que os tnicos grafos circulantes planares sio os grafos C,(a;)
ou Cy(ay, asz), onde i) m = 2,a2 = £2a;(mod n), e 2|n ou ii) as = n/2 e 2|as. Isto completa a

prova. n

Para k = 3 podemos assegurar que o género de C,, (a1, as, a3) satisfaz:

{(n—gi;n_él)—‘ |

1<g<

Uma questdo interessante que surge € saber quais destes grafos circulantes t€ém género um
e saber o qudo alto o género pode ser. O proximo teorema completa a classificacdo dos grafos

circulantes de género um.

Teorema 4.2.3. O género g de um grafo circulante C, (a1, as, as) de graubou6, 0 < a; < as < ag,

satisfaz:

1. g 21, Vay,as, a3
2. g =1 se, e somente se,

(a) a3 = a1 + as; ou
(b) as = 2ay, n = 2ag para a, e az impares, ou

(c) Cular, as, az) =~ Cs(1,2,4).

Demonstragdo: O item (1) foi provado em [33], como mencionado no tltimo teorema.

Mostremos, inicialmente, que todas as condi¢cdes implicam em um grafo de género 1.

(a) Podemos afirmar que C, (a1, as, a; +as) tem género um, pois ele é isomorfo a um supergrafo
de C),(a1,az), onde os vértices sdo preservados e novos lados adicionados correspondem as diago-
nais principais dos quadrilateros que ladrilham o toro planar definido pelo mergulho de C), (a1, as)
(Proposi¢do 3.4.3). Portanto, C, (a1, as,a; + ao) ladrilha o mesmo toro planar por tridngulos, se
n # 2 as ou tridngulos e quadrados, se n = 2 as.

(b) Como 1 = mdc(ay,ag, 5,n) = mdc(ar,2ay, §) e a; é impar, mdc(a;,n) = 1. O grafo
circulante (b) é isomorfo a C,(1,2,a3) (= C,(ai (1,2,1/2)) com a; invertivel e impar), que é

um supergrafo do grafo antiprisma C,(1,2). Os novos lados podem ser adicionados por um tubo
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conectando os n/2 poligonos, que sao as bases inferior e superior do antiprisma. A figura 4.3 ilustra
o grafo C, (1,2, a3) no toro planar.

(c) Os grafos da forma Cs(a, as,4), que sdo isomorfos ao grafo Cs(1,2,4), sdo toroidais, pois
sdo um supergrafo do grafo planar Cg(1,2) e podem ser vistos como antiprisma colocado no cilin-
dro. Na figura 4.4, os vértices do quadrado superior deste antiprisma sdo rotulados pelos nimeros
pares, enquanto os vértices do quadrado inferior sdo rotulados pelos niimeros impares. Como pode-
mos ver, os novos lados correspondentes a a3 = 4 podem ser adicionados no toro, como mostra a

figura.

4k+2=0

4k-2 4k 4k+2=0

Figura 4.3: Mergulho do grafo circulante Cy;12(1, 2,2k + 1) em um toro planar.

Figura 4.4: Mergulho do grafo circulante C(1,2,4) em um toro planar.

Reciprocamente: para ver que nenhum outro grafo circulante C,(aq, as, az) pode ser mergu-

Ihado num toro, consideraremos dois casos:

I Cn(a1,as,a3) tem grau 6 (a3 # n/2). Neste caso, o subgrafo C,(ai,az) ou o subgrafo
Cn(a1,a3) deve ladrilhar um toro por quadrados (Proposi¢do 3.4.3). A tnica possibilidade
para C, (a1, as, az) ser um supergrafo obtido de C,(aq, az) é adicionando lados correspon-
dentes as diagonais principais dos quadrados (a3 = a; + a) ou, partindo de C,(aq,as)
adicionando lados correspondentes as diagonais secundarias dos quadrados (ay = as — aq).

Em ambos os casos, temos (a).
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II. C,(ay,a9,a3) tem grau 5 (a3 = n/2). Se C,(ai,as) ladrilha um toro por quadrados (o
género é um), a prova é como em (a). Se C,(ai,az) é planar, pelo Teorema 4.2.2, deve-
mos ter as = 2 ay e I.1) ay é par ou I1.2) mdc(ay,n) = 1, o que implica C,(a1,2 a1,n/2) ~
Cn(1,2,n/2). No primeiro caso II.1), mdc(ay, n) = 2 e entdo mdc(ay /2, n) = 1, que implica
Cn(ay,2a1,n/2) = C,(2,4,n/2), onde n/2 = 2u+ 1. Entdo, C,(2,4) é um grafo desconexo,
onde cada componente conexa é isomorfa ao grafo C, >(1,2) que tem género um (Teorema
4.2.2). Portanto, concluimos que o género C,,(2,4) é no minimo dois e 0 mesmo vale para o
supergrafo C,,(2,4,n/2). No caso I1.2), consideramos n = 4u, pois para n = 4u + 2, temos
(b), Cyu(1,2,2u) € um supergrafo de Cy,(2, 2u) que tem duas componentes conexas, ambas
isomorfas a Cy,, (1, u), e cada componente € ndo planar, exceto para u = 2 ([33]), onde temos
(¢). Por outro lado, o caso v > 2 ndo pode, ocorrer pois Cy,(1,2,2u) deve ter género no
minimo dois, uma vez que € um supergrafo de dois subgrafos desconexos de género um. Isto

completa a prova. |

Este teorema, em conjunto com o teorema anterior, da a classificacdo completa dos grafos
circulantes de género um, dado que grafos circulantes com k > 3, pelo Corolério 4.1.2, devem

satisfazer:

[\]

- 12 2
™™m n-—2
2 -
12 2 —‘
rn
> |5 +1]
12 +
> 2 4.5)
4.3 Genero de Grafos Circulantes Quadrilateros
Em geral, nos grafos circulantes, C,, (a1, ..., ax), a maioria das faces é compostas por 4 lados,

com vértices: P, P + a;, P + a; + a;, P + a;, salvo excegdes onde: a;, = +2aj, a; = £(a; £ a,,).
Ambas as situagdes podem ser resumidas na seguinte formula: existem combinacdes de forma
a; + a; + a, = 0, onde a;,a; € a,, € {xai,...,%a;}. Esses grafos circulantes devem ser
analisados com mais calma, uma vez que as seqiiéncias 0, a;, a; + a;,a; + a; + a,, = 0 podem
representar tridngulos, quando mergulhamos o grafo numa superficie, como mostram os Teoremas

4.2.2 e 4.2.3 da sec¢do anterior.
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Assim, desconsiderando estes casos supra mencionados, o género é superior a 2k=2n+4

4
g>52a— 2 =2nk— 252 = 220 Obtemos, assim de forma direta, o seguinte lema.

, pois

Lema 4.3.1. O género do grafo circulante C,(ay, . .., ay) tal que a; # £(a; £ 1), Vi,j5,l < ke

n # 2a;, Vi satisfaz
nk—2n+4

g= 1
Nos dois teoremas a seguir, construimos familias de grafos circulantes que efetivamente atingem

o limitante inferior dado pelo lema. O que terd como conseqii€ncia, ao contrdrio do que ocorre para

k = 2, que o gé€nero pode ser arbitrariamente grande conforme o valor de n, mesmo com £ fixado.
Mostraremos primeiro para o caso k = 3.

Teorema 4.3.1. Seja G = C,(a1,a2,a3) = Co (270 d}, 2172 alya3), com 0 < iy < iy < le

4
0 # a; +aj + a, Va;, a;,a, € {0, £ay, £as, *as}. Entdo, o género de G é ni— .

Demonstragdo: Suponhamos que 0 # a; + a; + ag, Va;, aj, ap € {0, £ay, £as, +as}. Pelo que

vimos anteriormente, o grafo G nao possui tridngulos, assim seu género deve ser maior ou igual a
n+4

. . . A n A
. Por outro lado, se exibirmos um mergulho em uma superficie de género , 0 género de

G deve ser menor ou igual a n e, portanto ,é exatamente nt . Vamos construir tal mergulho,
lembrando que devemos ter todas as faces com 4 lados. Seja d = mdc(ay, as) = 2172 mdc(a}, aj).
Pela Secdo 3.6, G = C,(ay,as) é um grafo circulante com d componentes conexas, cada qual
isomorfa a H = C%(al d™' ayd™'). J4 vimos que cada uma das componentes conexas € um
ladrilhamento do toro com ladrilhos quadrilateros (Proposi¢do 3.4.3). Denotamos por 7., 0 < r <
d, o toro que contém o vértice ». Vamos adicionar tubos, para podermos acrescentar as arestas
correspondentes a +ag. Primeiro, observamos que, da forma que mergulhamos cada componente

conexa nado apropriada vide figura 4.5.

Figura 4.5: Mergulho ndo ideal de grafo circulante de grau 6 ( denota o vértice = + as).

Se o mergulho for como acima, obrigatoriamente teremos faces com 6 lados e ndo atingiremos
o limitante do teorema. Entretanto, se pudermos inverter a orientagdo do toro 7,.,,, as faces

adicionadas possuem 4 lados como mostra a figura 4.6.
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Figura 4.6: Mergulho ideal de grafo circulante de grau 6 (Z denota o vértice x + ag).

Assim, invertemos a orientagcao de todas as componentes que contém os multiplos impares de
ag que correspondem aos toros 7, com r impar, isto € possivel pelo fato de d ser par.

Acrescentamos os tubos que podem ser vistos como prismas de bases quadradas. Por convencao,
escolhemos como base inferior do prisma uma face do toro 7, com r par, ou seja, os vértices da
base inferior t€ém rétulos pares da forma P, P 4 ay, P + a1 + as, P 4 a- e, portanto, os vértices da
base superior t€ém rétulos impares da forma I, I +ay, [ +ay +as, [ +as, com [ = P+ a3. Devemos
ser cuidadosos na escolha das faces que serdo bases desses prismas, pelo fato de estarmos olhando
os toros como quocientes de reticulados.

Afirmamos que todos os vértices pares do grafo estdo nos quadrados {P, P + a;, P + a1 +

as, P + as}, onde P é da forma:

P:r—|—2Q1a1—i—2Q2a2, (46)

onde 7 é par, 0 < 1 < 0(2a;y) (ordemde 2a;)e 0 < 2@y < L, L =min{z € N;zay € (a1)}.

Assim, as bases inferiores para os prismas associados a soma de as sdao P, P + a;, P + a1 +
as, P + ay e, para os associados a soma de —ag, sao P, P — ay, P — a1 — as, P — as.

Devemos mostrar que qualquer vértice () do grafo G estd conectado com o vértice () £ as.
Vamos mostrar que () esta conectado a () + a3. Se ) é vértice de G, entdo existe um toro 7,. que o
contém. Se r for par, tomamos ()] e (J, 0s menores inteiros positivos tais que Q) = r+Q a;+Q5as.
Seja Q; = [Q}/2], entdo () é um elemento de { P, P+ay, P+ ay +ay, P+as}, onde P ¢é da forma
(4.6). Caso r seja impar, fazemos o mesmo procedimento para () — as, ou seja, concluiremos que
Q) éumelementode {/,I + ay, ] + a; + as, I + as}.

E claro que isto s6 faz sentido se tomarmos ()1 < o(2ay) e, além disso, é facil ver que existe
um indice L tal que L ay € (a;). Assim, s6 é necessdrio que 2 (Q)s < L.

Portanto, todo vértice () do toro 7, esta conectado ao vizinho da forma () + a3. De modo
andlogo, vale que () estd conectado com vizinho () — a3. O valor do género desta superficie

decorre do fato de todas as faces serem quadrilateros, o que encerra a prova. |
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Exemplo 4.3.1. O grafo C3(8, 2, 3) é mergulhado num 9-toro (k = 3), gerando um ladrilhamento

s6 por quadrados, como € ilustrado na Figura 4.7.

0 8 16 |24 0 8 11 3 27 (19 |11 3
0 6 14 |22 0 6 9 1 25 |17 |9 1
2\§ 4 12 |20 2\§ 4 7 31 |23 15 7 31
26 2 10 |18 |26 2 7/ 29 |21 |13 ;/ 29
24 \ 0 8 16 |24 \ 0 /3 27 |19 11 /3 27

¢

Figura 4.7: A figura mostra as duas componentes conexas do grafo Cs»(8,2). Uti-
lizando o mergulho dado por 3.4.3, invertemos a orientacao da segunda componente.

Gostariamos de generalizar esse teorema para k > 3. Para £ = 3, utilizamos o mergulho de
quadrilateros do subgrafo C, (a1, as). E razodvel esperar que isso valha também para k > 3.
Teorema 4.3.2. Seja G = C,(ay, -+ ,a;) = Cy, (251 d), ... 271 a)_, al), com 0 < iy <
nk—2n+4
—

Demonstragdo: A prova sera feita por inducao em k. Para k = 2, o resultado € valido pelo Teorema

1y <+ < 1ip_q1 <. Entdo o género de G é

4.2.2 e, para k = 3 é o Teorema 4.3.1 acima. Suponhamos que o resultado valha para &k — 1. O
grafo H = C,(aq, . . ., cx—1) € um grafo circulante desconexo com um niimero par de componentes
conexas, como vimos na Se¢do 3.6. Cada componente pode ser mergulhada em uma superficie na
qual as faces possuem quatro lados. Como no teorema anterior, optamos pela inversao da orientacao
das componentes que contém os multiplos impares de a.

Desejamos acrescentar tubos que, topologicamente, sdo prismas com base quadrada. Definimos
a base inferior desses tubos com sendo a seqiiéncia de vértices P, P a1, Pt a,_1 £a;, P £aj,
onde0 < j<k—1,eP:

P:T+Z(psas)+2pj a’j+2pk_1 k-1, (47)

2
com r par, caracterizando as diferentes componentes de H, 2p; < lj, 2pp_1 < l_1eps <ls, s #
J,k —1,onde I, = min{r € Z;ras € (a1,...,as_1)}. Por defini¢do, l; = o(a;) (ordem de a,).
Observe que, pela hipétese, cada [ € par.

E claro que a base superior € dadapor I,/ £ ay_1,I £a,_; £ a;, [ a;,onde I = P £a; A
nossa escolha define a soma a;, para a seqiiéncia P, P + a1, P + aj—1 + a;, P + a; e a subtragdo

de ap para P, P — a1, P — ap_1 — a;, P — a;.
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Para concluir a prova, devemos garantir que todo vértice @ estd conectado a Q +ay,. E suficiente
provar apenas para a soma () + ax. Seja () vértice de G. Como os vértices de G coincidem com os
vértices de H, o vértice () esta em alguma componente conexa de H. Se () esta em uma componente
par, devemos achar P tal que @ € {P, P + ay_1, P + ay_1 + aj, P + a;}, P como em (4.7). De
forma andloga, concluiremos que ) € {I,I — ay_1,I — ay_1 — a;,1 — a;} se a componente for
impar.

Podemos decompor () como uma soma da forma r + 25:1 Ds as. Esta decomposicao € unica,
pois 0 < r < mdc(ay,...,ax_1,n) e cada ps é o menor inteiro, considerando-se todos os py,t > s
com os quais podemos escrever () = r + Z§=1 Ds Gg. Assim, tomamos ps = ps, S # J,k — 1,
ps = las/2],s = j,k — 1. Logo Q = P + [frac(a;/2)] + [frac(ay_1/2)], onde frac(x) ¢ a parte
fraciondria de z (frac(z) = x — |x]).

Portanto, ) € {P, P + aj_1, P + aj_1 + a;, P + a;}. Falta determinar o género da superficie
construida, mas o género decorre do fato de que a superficie é ladrilhada por quadrilateros. Isso

conclui a prova. |

Voltando ao Teorema 4.2.3, concluimos que quando existia uma situagao de soma (a; = a; £
ay), o género do grafo C,(a;, a;,q;) coincidia com o género da superficie na qual conseguimos
mergulhar C(a;, a;) com faces quadradas. Podemos estender esse resultado? Isto €, dado um grafo
Cn(ay,...,ax, a; + a;), o género é dado pelo mergulho de C,(ay,...,ax) em uma superficie na
qual os ladrilhos sdo quadrados? Dependendo dos indices, ja conseguimos concluir que sim, como

mostra o Corolario abaixo.

Corolario 4.3.1. Seja G = C,(ay,...a,) como no Teorema 4.3.2 e sejam I = {iy,...,ix_1} 0s
indices j escolhidos para exclusdo da face determinada pelos vértices P, P+a;, P+a;+a;, P+a;
eS={a;ta;l <i,l#i;1}. Entdoo génerode H =Cy(aq,...,ax, by,...by,) €éigual ao género
de Cy(ay,...ax), seb; € S, Vi=1,...,m.

Demonstragao: Pelo fato de H ser um supergrafo de G, seu género € maior que o género de G
o qual determinamos acima. Notamos que no mergulho dado pelo Teorema 4.3.2, as seqiiéncias
P, P *aj, P+ a;* ay, P I a; sdo faces. Assim, podemos acrescentar arestas que ligam o vértice
P ao vértice P + a; £ a; (ndo simultaneamente), para todo 0 < j < k. Logo, existe um mergulho

satisfazendo o limitante inferior e, portanto, segue a igualdade. |

Notamos que a escolha dos pontos P, da forma 4.7, pode ser modificada, ou seja, esta ndo é
Unica maneira de escolher um ponto base dos quadrilateros a serem excluidos para o acréscimo
de tubos. Sendo assim, o resultado do Corolario acima pode ser melhorado escolhendo diferentes

indices para determinar as diferentes faces com ponto base P possiveis, e, € claro, o indice mais
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conveniente para cada situacao.
A Tabela 4.1 mostra os grafos circulantes com 32 vértices cujo género € determinado pelos

teoremas dos mergulhos quadriléteros.

x Planares
+2  { F1,43,45,47,49, 411,413,515 k=2 g=1
z +6  { +1,%3,45,47,49,+11,£13,415 k=2 g=1
+£10 { +1,+3,%5, 47,49, £11,+13,415 k=2 g=1
+£14 { +1,43,45, 47,49, 411,413,415 k=2 g=1
T { £1,43,45,+7,+9,£11,+13,+15 k=2 g=1
2 Nao classificado
z 44 +6  { +1,+3,45,+7,49,+11,%13,415 k=3 g=9
+£10 { 41,43, %5, 47,49, 11,413,415 k=3 g=9
+14 Nio classificado
T { £1,43,45,£7,+9,£11,+13,+15 k=2 g=1
+2  { F1,43,45, 47,49, 411,413,515 k=3 g=9
39 +12 il:/E Nao classificado
+10 Nao classificado
+£14 { +1,43,+5,+7, 49, 411,413,415 k=3 g=9
T Planares
£2  { F1,43,45, 47,49, 411,413,515 k=3 g=9
7 £6  { +1,43,45,47,49,+11,%13,415 k=3 g=9
£10 { 41,43, %5, 47,49, £11,+13,415 k=3 g=9
+£14 { +1,43,45,+7, 49, 411,413,415 k=3 9
+8 4 Nao classificado
T { £1,£3,45,+7,4£9,+11,+13,£15 k=3 g=9
+2  { F1,43,45, 47,49, 411,413, £15 k=4 g=17
+12 16 Nio classificado
10 Nio classificado
+£14  { £1,43,45, 47,49, 411,413,415 k=4 g=17

Tabela 4.1: O simbolo T significa que ndo hd representante, Ty significa que nao
podemos considerar o caso 4y, pois saimos das hip6teses do Teorema 4.3.2

Um problema interessante a ser resolvido € achar todos os grafos circulantes que possuem
mergulhos quadrilateros e quais sdo as faces que ainda podem ser triangularizadas, no sentido do
ultimo Corolério.

O proximo exemplo mostra que existe mais grafos cujo mergulho é com faces quadradas.

Exemplo 4.3.2. Seja G = (32(8,2,3,7). Considerando o mergulho do grafo Cs5(8,2,3), como
no teorema acima, notamos que apenas metade das faces do grafo Cs»(8,2) sdo retiradas para o
acréscimo dos tubos. Utilizamos a outra metade para acréscimo dos tubos correspondentes a soma

de ay, = 7. Logo, o mergulho € por faces quadradas e como ndo temos ciclos de tamanho 3. Vale,
nk—2n+4

portanto, a formula 1
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A perspectiva natural € a de obter resultados que sao extensodes dos resultados obtidos durante

este trabalho.

Reticulados-projecao: Os resultados conhecidos e os obtidos durante o doutorado restringem-se
a projecoes de Z" para n < 4. Desejamos estender estes resultado para dimensdes n > 5. J4
sabemos ser possivel encontrar direcdes v tais que o reticulado obtido da projecdo de Z/" seja uma
pequena perturbacdo de Z" ! (a menos de escala). Mas o desejdvel é encontrar dire¢des em que
os reticulados-projecdo sejam pequenas perturbagdes dos reticulados laminados A,, 1, que sdo os
mais densos para a maioria das dimensdes ([12]) onde o reticulado mais denso € conhecido. Para
dimensao 5 testes preliminares mostram que € possivel encontrar um reticulado intermediario que
¢ mais denso que Z* e menos denso que A4, uma espécie de Z & A3. No artigo [40], Santhi e
Vardy questionam a performance de codificagdes continuas fonte/canal conhecidas e isto fortalece
a necessidade de se encontrar dire¢des de projecdo com alta densidade de empacotamento para

dimensdes mais altas, o que ndo ocorre para a classe de vetores do artigo [47].

Grafos Circulantes: O género de um grafo circulante C,(ay, ..., ax), mesmo com grau (2 k)
baixo como 6 (k = 3), pode ser arbitrariamente grande. A existéncia de uma classe de grafos cir-
culantes com género dado pela férmula w estéd ligada a grafos com 2 k conexdes e cujo
mergulho tem faces com quatro lados (“quadradas”). Grafos com esse perfil t€m géneros pequenos,
perdendo apenas para os grafos circulantes em que haja triangularizacio dada pela conexao através
de diagonais dessas faces. Nosso propdsito € o de encontrar uma classificagdo para tais grafos
circulantes. Também propomos investigar limitagcdes para o numero de vértices para grafos circu-
lantes de didmetro fixo, problema associado ao de se buscar bons cddigos g-drios na métrica de

Lee.

Geometria Hiperbolica e Métrica de Fisher: Como superficies de género g > 2 sdo obtidas por
quocientes do plano hiperbdlico, uma das possibilidades de abordagem de questdes gerais sobre o

género de grafos circulantes € associada a ladrilhamentos deste plano. Um outro problema de
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natureza distinta, também ligado a geometria hiperbdlica, em que ja temos alguns resultados e que
ndo constam neste trabalho é associado a medida da distancia entre duas distribui¢cdes gaussianas.
As distribui¢des gaussianas de probabilidade no caso mais geral sdo dadas por um par (M, ) onde
M € R"e ¥ € M(n,n) é uma matriz simétrica ndo-singular. Dos cdlculos preliminares paran =2,
([15]) constatamos que este espaco com a métrica dada pela matriz de informacao de Fisher ndo é
exatamente um espaco hiperbolico mas possui subvariedades com curvaturas seccionais constantes.
Se estas subvariedades forem completas, o seu recobrimento universal serd o espago euclidiano,
hiperbdlico ou esférico, dependendo do sinal da curvatura. O objetivo € determinar qual € o espago
que compde o espago destas distribui¢des e obter uma maneira de encontrar geodésicas deste espago
e a distancia entre duas distribui¢cdes. Os artigos [13] e [18] dao uma perspectiva de aplicagcdo destes

resultados em teoria da informacao.
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