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Queira! (Queira!)
Basta ser sincero

E desejar profundo
Vocé serd capaz

De sacudir o mundo
Vai!

Tente outra vez!

Humrum!

Tente! (Tente!)

E nao diga

Que a vitoria estd perdida
Se é de batalhas

Que se vive a vida

Han!

Tente outra vez!

(Raul Seixas)



Resumo

A morfologia matemdatica (MM) é uma teoria que utiliza conceitos geométricos e topoldgicos
para processamento e andlise de imagens. Aplicagdes da MM incluem, por exemplo, detec¢cdo
de bordas, segmentagdo e reconstrucdo automdtica de imagens, reconhecimento de padroes
e decomposicao de sinais e imagens. Nesta tese, estudamos os operadores morfoldgicos para
imagens em tons de cinza e coloridas segundo a abordagem baseada em distancia proposta
por Angulo. Este tipo de abordagem geralmente se depara com a dificil tarefa de escolher uma
referéncia apropriada. Nesta tese, estabelecemos uma relacdo direta entre a escolha da referéncia
e o diagrama de Voronoi. Além disso, utilizamos conceitos de estatistica descritiva para superar a
dificuldade de escolher uma referéncia. Assim, definimos novos operadores pseudo-morfoldgicos
como, por exemplo, a média de dilatacdes, a média de erosdes, o desvio padrao do gradiente,
entre outros. Experimentos computacionais mostraram que alguns dos novos operadores pseudo-
morfolégicos, por exemplo o desvio padrdo do gradiente, apresentaram um bom desempenho

quando aplicados em problemas de detec¢ao de bordas em imagens coloridas.

Palavras-chave: Teoria dos Reticulados, Diagrama de Voronoi, Morfologia Matematica, Estatis-

tica Descritiva, Deteccdo de Bordas.



Abstract

Mathematical morphology (MM) is a theory that uses geometric and topological concepts for
image processing and analysis. Applications MM include boundary detection, automatic image
segmentation and reconstruction, pattern recognition, and signal and image decomposition. In
this thesis, we study morphological operators for grayscale and color images defined according
to the distance-based approach proposed by Angulo. This type of approach usually involves
the difficult task of choosing an appropriate reference. In this thesis, we establish a direct
relationship between the choice of reference and the Voronoi diagram. In addition, we use
descriptive statistic concepts to overcome the hard task of choosing a reference. Thus we define
new pseudo-morphological operators, such as the average of dilations, the average of erosions,
the standard deviation of the gradient, among others. Computational experiments show that some
of the new pseudo-morphological operators, for example the standard deviation of the gradient,

are suitable for edge detection of color images.

Keywords: Lattice Theory, Voronoi Diagram, Mathematical Morphology, Descriptive Statistics,
Edge Detection.
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Introducao

A morfologia matematica (MM) teve origem na década de 60 a partir dos trabalhos
de George Matheron e Jean Serra na Ecole Nationale Superiéure des Mines de Paris, em
Fontainebleau, Franca (Serra, 1982; Banon and Barrera, 1994). O termo “Morfologia” vem
do fato de que a teoria tem como objetivo a andlise de formas de objetos. Enquanto que o
termo ‘“Matemadtica” vem do fato de que a andlise é baseada na teoria de conjuntos, topologia,
geometria, dlgebra (teoria dos reticulados), entre outras. A MM € uma teoria que utiliza conceitos
geométricos e topoldgicos para processamento e andlise de imagens (Heijmans, 1995; Soille,
1999). A ideia principal da morfologia matemadtica consiste em testar uma imagem com um
elemento estruturante, qualificando e quantificando a maneira com que este elemento estruturante
se encaixa ou nao na imagem. Aplicacoes da MM incluem, por exemplo, detec¢do de borda,
segmentacdo e reconstru¢do automdtica de imagem, reconhecimento de padrdes e decomposi¢do
de sinais e imagens (Braga-Neto and Goutsias, 2004; Serra, 2006; Rittner et al., 2013; Gonzalez-
Hidalgo et al., 2015).

Os primeiros operadores morfoldgicos foram desenvolvidos por Matheron e Serra
para analise de imagens bindrias. Precisamente, eles desenvolveram a morfologia matemaética
para estudos de geometria de meios porosos e andlise de texturas em imagens bindrias utilizando
teoria de conjuntos como ferramenta matematica (Matheron, 1967; Serra, 1969). Matheron e
Serra definiram os operadores elementares da MM, erosdo e dilatagio, em termos da adicao e
subtragao de Minkowski usando conceitos bésicos da teoria de conjuntos tais como inclusdo de
conjuntos, unido, intersecao e translacdo. Posteriormente, muitas abordagens — incluindo umbra,
conjuntos de niveis (level-sets), e abordagem de cortes (threshold) — foram desenvolvidas com
sucesso para generalizar os operadores bindrios da MM para lidar com imagens em tons de cinza
(Sternberg, 1986; Sussner and Valle, 2008). Alguns operadores morfolégicos em tons de cinza
também foram desenvolvidos usando a légica fuzzy e conceitos da teoria dos conjuntos fuzzy,
dando origem a morfologia matematica fuzzy (FMM) (De Baets, 1997; Nachtegael and Kerre,
2001; Deng and Heijmans, 2002; Sussner and Valle, 2008; Bloch, 2011; Sussner et al., 2012).

Do ponto de vista tedrico, a teoria dos reticulados completos representam uma
estrutura algébrica apropriada para MM (Serra, 1988; Ronse, 1990; Birkhoff, 1993; Heijmans,
1995). Com efeito, tanto as abordagens bindrias como as abordagens em tons de cinza, incluindo
a FMM, podem ser muito bem descritas em reticulados completos(Sussner and Valle, 2008).
Formalmente, um reticulado completo € um conjunto ndo-vazio parcialmente ordenado em que
qualquer subconjunto admite um supremo e um infimo. Resultados recentes, porém, estenderam

este quadro para inf-semirreticulados completos (Heijmans and Keshet, 2002).

A partir da estrutura algébrica dos reticulados completos, Sussner et al. (2012)
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definiram uma morfologia matemética conduzida nos conjuntos L-fuzzy (IL.-FMM). O conceito
de conjunto L-fuzzy generaliza ndo s6 a MM cléssica e o conceito de conjunto fuzzy, mas também
os conceitos de conjuntos fuzzy intervalar, intuicionista, entre muitos outros (Sussner et al., 2012).
Além disso, a classe de conjunto L-fuzzy forma um reticulado completo sempre que o conjunto

subjacente LL constitui um reticulado completo.

Uma vez que o requisito € uma ordem parcial com operadores de supremo e infimo
bem definidos, reticulados completos permitiram o desenvolvimento de operadores morfoldgicos
para dados multivariados, tais como imagens coloridas (Aptoula and Lefevre, 2007; Lezoray,
2016). Contudo, a extensdo dos operadores morfolégicos para dados multivariados ndo € direta
porque ndo hd uma relacdo de ordem parcial natural entre vetores. Apesar disso, a MM mul-
tivariada atraiu a ateng¢do de muitos pesquisadores desde 1990 (Goutsias et al., 1995; Talbot
et al., 1998; Comer and Delp, 1999). Grande parte dessas pesquisas estdo focadas em determinar
esquemas apropriados de ordenacdo vetorial. Uma discussdo completa sobre vérias abordagens
para MM multivariada, incluindo a MM colorida, pode ser encontrada em Aptoula and Lefevre
(2007).

Uma extensdo direta da MM em tons de cinza para a MM colorida € dada pelo
esquema de ordenacdo marginal. A ordem marginal € uma ordem parcial obtida processando
individualmente cada canal de cor (Comer and Delp, 1999; Aptoula and Lefevre, 2007). Uma
desvantagem dessa abordagem € que ela ndo leva em consideragdo a correlag@o entre os canais de
cores, fazendo com que aparecam cores falsas apds o processamento. A abordagem lexicografica
impede a apari¢@o de cores falsas, por isso, tem sido amplamente utilizada na MM colorida. Uma
desvantagem dessa abordagem € que ela prioriza excessivamente a primeira condi¢do na cascata
lexicogréfica. Em contraste com a ordem marginal e a ordem lexicografica, uma ordem reduzida
classifica as cores de acordo com uma fungdo de valor real. Por exemplo, nas ordens baseadas

em distancia, foco dessa tese, a funcdo € definida em termos de uma métrica.

Formalmente, uma ordem baseada em distancia € um esquema de ordenagdo reduzida
em que as cores sao classificadas comparando a distdncia com uma certa cor de referéncia. Sartor
and Weeks (2001) propuseram um esquema de ordenacgdo total baseada na distancia de uma
cor de referéncia seguidos por uma cascata lexicogréfica utilizada para resolver ambiguidades.
Os esquemas de ordenacdo baseados em distancia foram também propostos por pesquisadores
proeminentes, como Angulo (2007), Aptoula and Lefevre (2009), De Witte et al. (2005a), Ledoux
etal. (2014, 2015), Deborah et al. (2015), Al-Otum (2015) e Valle and Valente (2017). Apesar das
aplicacdes bem sucedidas (Angulo, 2007; Ledoux et al., 2014, 2015), as diferentes abordagens
para a morfologia matemadtica colorida baseadas em distancia geralmente se deparam com a
dificil tarefa de escolher uma referéncia apropriada para cada aplicagdo. E essa escolha depende

de forma direta, na maioria dos casos, das cores que aparecem na imagem a ser processada.

Nesta tese, apresentamos um estudo detalhado acerca da abordagem baseada em

distancia proposta por Angulo (2007), para imagens em tons de cinza e coloridas. Investigamos a



Introdugdo 18

influéncia da referéncia na abordagem baseada em distancia. Apresentamos uma caracterizacao
dos operadores morfoldgicos erosao, dilatacdo e gradiente em funcao da referéncia. Estabele-
cemos uma relacdo direta entre a escolha da referéncia e o diagrama de Voronoi. Além disso,
utilizamos os conceitos de estatistica descritiva para definir novos operadores, denominados ope-
radores pseudo-morfoldgicos, com intuito de contornar o problema da escolha de uma referéncia
apropriada. Os novos operadores pseudo-morfoldgicos baseados em distancia ndo dependem da
referéncia. Por exemplo, a média da dilata¢do, a média de erosdo, o desvio padrdo do gradiente,
entre outros. Experimentos computacionais mostraram que alguns dos novos operadores pseudo-
morfoldgicos, por exemplo, o desvio padrao do gradiente, apresentaram um bom desempenho

quando aplicados em problemas de detec¢ao de bordas em imagens coloridas.

O contetdo da tese estd organizado da seguinte forma: No primeiro capitulo apre-
sentamos uma introduc@o dos conceitos matematicos necessarios para o desenvolvimento desta
tese. Em particular, os conceitos de conjunto parcialmente ordenado e reticulado completo.
Apresentamos também no Capitulo 1 os operadores morfolégicos em reticulados completos. No
segundo capitulo, utilizamos o conceito de conjunto [L-fuzzy e apresentamos os conceitos basicos
da morfologia matemdtica (MM) para imagens L-valoradas, incluindo imagens em tons de cinza
e coloridas. Além disso, discutimos alguns esquemas de ordenacgdo vetorial para MM colorida.
No terceiro capitulo, discutimos a abordagem baseada em distancia proposta por Angulo (2007)
para imagens em tons de cinza e coloridas. Em seguida, apresentamos uma caracterizagcao para
os operadores de erosdo, dilatacdo e gradiente em funcdo da referéncia para imagens em tons de
cinza e coloridas. Por fim, relacionamos os operadores baseados em distancia com os diagramas
de Voronoi. No quarto capitulo, utilizamos os conceitos de estatistica descritiva para introduzir
os operadores pseudo-morfolégicos baseados em distancia para imagens em tons de cinza e
coloridas. Precisamente, utilizamos as medidas de tendencia central, como esperanga, moda,
mediana e as medidas de dispersdo, como variancia e desvio padrao para definir novos operadores
e contornar o problema da escolha de uma referéncia apropriada. Por exemplo, definimos a
esperanca da erosdo, a moda da dilatagcdo, o desvio padrdao do gradiente. No quinto capitulo,
apresentamos experimentos computacionais em problemas de detec¢do de bordas em imagens
coloridas. Apresentamos, ao final, uma conclusao abordando os principais resultados encontrados

durante a pesquisa.
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1 Morfologia Matematica

A morfologia matematica foi desenvolvida inicialmente para o processamento de
imagens bindrias e posteriormente estendida para imagens em tons de cinza, mas desde o inicio
do desenvolvimento da MM, sentia-se a necessidade de uma teoria mais geral. Serra (1988)
foi o primeiro a observar que a teoria da morfologia matemadtica requisitava essencialmente
que o espaco onde as imagens sdo definidas tivesse uma estrutura de reticulado completo.
Posteriormente, pesquisadores como Heijamns e Ronse defenderam que reticulados completos
fornecem a estrutura matematica apropriada para a MM (Heijmans and Ronse, 1990). Nesse
capitulo, apresentaremos os conceitos de conjunto parcialmente ordenado e reticulado completo.

Em seguida, apresentaremos os operadores morfolégicos em reticulados completos.

1.1 Reticulados Completos

Nesta secdo faremos uma breve revisao tedrica sobre reticulados completos. Para uma

exposicao geral da teoria dos reticulados completos, ver (Birkhoff, 1993; Davey and Priestley).

Definicao 1.1. Uma rela¢do bindria < definida em um conjunto ndo vazio X é uma ordem

parcial no conjunto X se para cada z, vy, z € X as seguintes condicoes forem satisfeitas:

(i) v < x; (reflexividade)
(i) r<yey<r=1=1y (antissimetria)
(iii) r<yey<z= 1< 2 (transitividade)

Se, além disso,
(iv) x<youy<u,
entdo dizemos que < é uma ordem total em X.

Se < € uma ordem parcial em um conjunto ndo vazio X, entdo dizemos que o par
(X, <) é um conjunto parcialmente ordenado ou poset (partially ordered set). Se < é uma ordem
total em X, entéo dizemos que o par (X, <) é um conjunto totalmente ordenado ou uma cadeia.
Em uma cadeia, quaisquer dois elementos sdo compardveis. Uma relacdo bindria < em um
conjunto X que satisfaz as propriedades (i) e (i7i), mas ndo necessariamente (ii), é chamada de

pré-ordem e dizemos que o par (X, <) é um conjunto pré-ordenado ou proset (pre-ordered set).

Em um poset (X, <), também escrevemos y > x em vez de x < y. Assim, a relagdo

R ’ / L . .
bindria < dada por x < y < x > y também define uma ordem parcial, chamada ordem parcial
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dual e (X, </) chama-se poset dual. Essa relacdo de dualidade é conhecida como o principio da
dualidade.

Exemplo 1.1. O conjunto dos niimeros reais R com a relagdo de ordem usual < é um conjunto
totalmente ordenado. Em particular, o intervalo |[a,b] < R com a relacdo de ordem usual <

também é um conjunto totalmente ordenado.

Exemplo 1.2. Sejam E um conjunto ndo vazio e P(E) o conjuntos das partes de E. Além disso,
seja € a relagdo de inclusdo de conjuntos. A relagcdo de ordem em P(E) é definida da seguinte
forma: Dados A, B € P(E)

A< B < AcCB. (1.1)

A relagdo de inclusdo de conjuntos < é uma ordem parcial em P(E) e o par (P(E),<) é um

conjunto parcialmente ordenado. Em geral, (P(E), <) ndo é um conjunto totalmente ordenado.

Sejam (X, <) um conjunto parcialmente ordenado e Y < X. Um elemento [, € X
€ um limitante superior de Y se y < [, para todo y € Y. Similarmente, [; € X € um limitante
inferior de Y se [; < y para todo y € Y. O menor limitante superior de Y, quando existir, é
chamado de supremo de Y, ou seja, [ € X é o supremo de Y se [ € um limitante superior de Y
e, dado qualquer outro limitante superior [ de Y, tem-se [ < [,. Decorre da condi¢@o (ii) na
Defini¢do 1.1 que o supremo de Y, quando existir, € inico. De forma andloga, quando existir, o
maior limitante inferior € chamado infimo de Y. Denotamos o supremo de Y por sup Y ou \/ Y
e o infimo de Y por inf Y ou /\ Y. Quando Y = {y;;i € I} para algum conjunto de indices /,
denotamos o supremo e o infimo de Y por \/ yi € /\ y;, respectivamente. No caso Y = {z, y},
o supremo € o infimo de Y sdo denotados plce); TV jfé x A Yy, respectivamente.

Definicao 1.2 (Reticulado e Reticulado Completo). Um conjunto parcialmente ordenado X
€ um reticulado se todo subconjunto finito de X possui um infimo e um supremo em X. Um
reticulado X é completo se todo subconjunto (finito ou infinito) de X admite um infimo e um

supremo em X.

Definicao 1.3. Um conjunto parcialmente ordenado 1L é chamado inf-semirreticulado se todo
subconjunto finito ndo vazio de I possui infimo. Um inf-semirreticulado 1L é completo (cisl,
complete inf-semilattice) se todo subconjunto (finito ou infinito) ndo vazio de L. admite um infimo

em L.

Um reticulado IL que possui elementos L, T € L tais que | < = < T, para cada

z € L é dito limitado, e os elementos | e T sdo chamados limites universais. Todo reticulado

completo ¢ limitado. Além disso, L = A\ L =\/@eT =\/L= /A @.

Exemplo 1.3. O conjunto dos niimeros reais extendido R = R U {—0, 00} com a relacdo de

ordem usual < é um reticulado completo. Note que R com a relagdo de ordem usual < é um



Capitulo 1. Morfologia Matemdtica 21

reticulado, mas ndo é um reticulado completo. O intervalo unitdrio [0, 1] com a ordem usual <

é também um reticulado completo.

Exemplo 1.4. O conjunto P(FE) com a relacdo de inclusdo < é um reticulado completo. O

infimo é dado pela intersecdo de conjuntos e o supremo pela unido de conjuntos.

Exemplo 1.5. Sejam (L;, <), ..., (L,, <,) reticulados completos e Ml = . x --- x L, o
produto cartesiano. Dados x,y € M, em que x = (x1,...,x,) ey = (Y1, ..., Yn) temos que
x<y©xk<kyk,Vke{17...,n}, (1.2)

define uma ordem parcial em N, chamada de ordem marginal. O conjunto M com a relagdo
de ordem < é um reticulado completo. Note que o conjunto M herda a estrutura de reticulado

completo de 1Ly, para cada k. Além disso, se Ly, = L, para todo k, entdo escreve-se Ml = IL".

Exemplo 1.6. Dados um reticulado completo (1L, <) e um conjunto ndo vazio D qualquer. O
conjunto de todas as fungoes f : D — L, denotado por Fun (D,1L), é um reticulado completo

com a ordem parcial
f<g < f(z)<pg(zx), VxeD. (1.3)

Dados dois reticulados completos I e M, o conjunto de todos os operadores de L.
em M é denotado por O(LL, M). O conjunto O(L, M) herda a ordem parcial de M. Dados os
operadores ¢, 1) € O(IL, M), temos

<Y = or) <y Y(x), Vel (1.4)

O conjunto O(LL, M) com a relagéo de ordem < é um reticulado completo. Além disso, o infimo

e o supremo sao dados por
</\¢i> (@) = \ti(z) e (\/m) (2) = \/ ¥i(x), Yz € X, (1.5)
i€l el i€l i€l

respectivamente, para cada familia de operadores {t;;i € I} em O(L, M).

1.2 Morfologia Matematica em Reticulados Completos

Nesta sec@o apresentaremos uma breve revisio tedrica sobre morfologia matema-
tica em reticulados completos. Lembre-se que reticulados completos fornecem um contexto

apropriado onde a morfologia matematica pode ser conduzida (Ronse, 1990; Serra, 1988).

Definicao 1.4. Sejam (L, <p) e (M, <) reticulados completos. O operador € : . — M é uma

erosdo (algébrica) se para todo X < L,

5(/\x> = Ae(2). (1.6)

zeX
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Analogamente, o operador ¢ : Ml — 1L é uma dilatacdo (algébrica) se para todo Y < M,

) (\/y) =\ ). (1.7)

yeyY yeY

Definicao 1.5. Sejam (L, <) e (M, <y) reticulados completos, € um operador de 1. em M e 0

um operador de M em L. O par (¢, 9) é uma adjungdo entre L e M se
Iy) <Lz <= y <y e(x), (1.8)

paratodo x € L ey e M. Sell =M, entdo (¢,0) é uma adjungdo em L.

Em outras palavras, temos que a erosdo é um operador que comuta com o infimo e a

dilatac@o € um operador que comuta com o supremo.

Proposicdo 1.1. Sejam (L, <) e (M, <y) reticulados completos. Considere os operadores
e:L-Med: M- L

a) Se (g,9) é uma adjungdo entre (L, <y,) e (M, <y), entdo € é uma erosdo e 0 é uma

dilatagao.

b) Para cada erosdo ¢ existe uma unica dilatagdo 0 tal que (g, 0) é uma adjungdo. A dilatag¢do

adjunta é dada por
5(y) = Nf{veLiy<ue(@)}, (1.9)
para todo y € M.

¢) Para cada dilatacdo 6 existe uma vinica erosdo ¢ tal que (g, 9) € uma adjungdo. A erosdo

adjunta é dada por
e(@)=\/{yeM;d(y) <z}, (1.10)

para todo x € L.

Definicio 1.6. Sejam (L, <p) e (M, <y) reticulados completos. Um operador ¢ : L. — M é
chamado crescente se preserva a ordem, isto é, v <, y = ¥ (x) <y ¥(y) e decrescente
se inverte a ordem, isto é, x <1, y = Y (y) <m ¥(x), para todo x,y € L. Um operador
¢ : L — L é chamado extensivo se x <, 1 (x) e antiextensivo se \(x) <p, z, para todo x € L.

Se para todo x € 1L, V*(z) = ¥(x), entdo 1 é chamado idempotente.

Proposicdo 1.2. Sejam (L,<y,) e (M, <u) reticulados completos. Se (g,9) é uma adjungdo

entre I e M, entdo ¢ e 0 sao operadores crescentes.

Proposicao 1.3. Sejam (L, <1,) e (M, <) reticulados completos e id o operador identidade.

Se (g,0) é uma adjungdo entre L e M, entdo

a) de <, id.
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b) €0 =y id.
c) ede = e.
d) e = 0.

Definicio 1.7. Dado um reticulado completo (L, <), um operador «y : . — 1L que é crescente,
idempotente e antiextensivo é chamado abertura. Dualmente, um operador ¢ que é crescente,

idempotente e extensivo é chamado fechamento.

Proposicao 1.4. Se (¢, ) forma uma adjuncdo entre L e M, entdo vy = de é uma abertura em L

e ¢ = €6 € um fechamento em M.

Em virtude da Proposicdo 1.4, temos que a composi¢ao de pares adjuntos de erosao
e dilatagdo, (¢, ), ddo origem a aberturas e fechamentos, os quais sdo importantes filtros da

morfologia matematica (Heijmans, 1995).

Apesar da definicdo geral dos operadores da MM em reticulados completos in-
troduzidos pela Definicdo , os principais abordagens de MM sao definidas considerando o
reticulado completo das fungdes de D em um reticulado completo L, isto é, Fun (D, L). Em
vista dessa observacao, no proximo capitulo focaremos nossa aten¢do na morfologia matemaética
em Fun (D, L).
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2 Morfologia Matematica IL—Valorada

Neste capitulo, vamos abordar alguns conceitos da morfologia matemadtica L—valora-
da e apresentar algumas propriedades. Em particular, vamos apresentar os conceitos basicos da
MM para imagens em tons de cinza e coloridas. Além disso, estudaremos alguns esquemas de

ordenacao vetorial para MM colorida.

Nesta tese vamos focar nossa atencdo em imagens do tipo f : D — L, em que
(L, <p) é um reticulado completo. Vale a pena ressaltar que f : D — IL pode ser vista como um
conjunto [L-fuzzy. Introduzida por Goguen (1967) como uma extensao da teoria dos conjuntos
fuzzy, a teoria dos conjuntos [L-fuzzy estende o conjunto imagem da funcdo de pertinéncia de um
conjunto fuzzy, do intervalo unitdrio [0, 1], que é em si um reticulado completo com a ordenagéo
usual, para um reticulado completo qualquer I (Deschrijver and Cornelis, 2007). O fato de que
o intervalo [0, 1] representa um reticulado completo tem desempenhado um papel crucial no
desenvolvimento da morfologia matematica fuzzy (FMM), que pode ser vista como uma extensao
da MM bindria para a MM em tons de cinza (De Baets et al., 1995a,b). Neste contexto, note
que um conjunto fuzzy corresponde a um conjunto L-fuzzy em que L = [0, 1] (Goguen, 1967).
Portanto, a FMM pode ser vista como um caso particular da MM LL-fuzzy. Um dos principais
trabalhos sobre esta extensao da morfologia matematica € devido a Sussner et al. (2012). Vamos
apresentar uma breve revisao dos principais conceitos da MM L-fuzzy.

Uma imagem f € representada por uma fun¢do f : D — L, em que D € o dominio
da imagem f e L denota o conjunto de valores da imagem f. Vamos considerar D — Z?, onde
x € D representa as coordenadas de um elemento da imagem, em outras palavras, um pixel.
Geralmente D = {1,2,..., M} x {1,2,..., N}, em que M x N corresponde a dimenséo da
imagem f. Denotaremos por Fun(D, L) o conjunto de todas as fungdes f : D — L, onde

(L, <) é um reticulado completo. Assim, a relagdo de ordem <, dada por
f<g = f(r)<vLg(z), VeeD, (2.1)

define uma ordem parcial em Fun(D, L). De fato, sejam f, g, h € Fun(D, L), temos

(i) f(z) <v f(z), Yoz e D,entdo f < f.

(i) Se f < geg < f,entdo f(x) < g(z) e g(z) <L f(x), Yz € D.Dai, f(x) =g(z)Vx e
D. Portanto, f = g.

(iii) Se f < ge g < h,entdo f(x) <p g(x) e g(z) < h(z), Vo € D. Dai, f(x) <
h(z) ¥V 2 € D. Portanto, f < h.

A estrutura de reticulado completo em I induz uma estrutura de reticulado completo em

Fun(D, ). Portanto, o conjunto Fun(D, L) é um reticulado completo com a ordem parcial
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induzida de LL e o infimo /\ fi e supremo \/ fi de uma colegdo arbitréria { f;},_, em Fun(D, L)
el iel
sdo dados, respectivamente, por

( N\ fi) (@)= \ filz) e (\/ fi) (x) = \/ filx), Vo eD. (2.2)

el el el el

Os operadores morfoldgicos geralmente estdo associados a um subconjunto B <
7?2, denominado elemento estruturante (SE). O elemento estruturante é usado para extrair
informacdes relevantes sobre a forma e o tamanho dos objetos contidos na imagem (Serra, 1982;
Soille, 1999). Em particular, vamos considerar B como sendo um elemento estruturante flat, ou
seja, um elemento estruturante planar. Apresentaremos os operadores morfolégicos elementares
erosao e dilatacdo da MM L-fuzzy, obtidos considerando somente elementos estruturantes flat.
Além disso, nossa defini¢do sera consistente com a abordagem em tons de cinza apresentada
por Soille (1999). O leitor interessado numa abordagem mais geral sobre MM LL-fuzzy pode
consultar o trabalho de Sussner et al. (2012).

Definicao 2.1. Seja (L, <) um reticulado completo. A erosdo e a dilatagdo de uma imagem

f D — L pelo elemento estruturante B flat sdo dadas, respectivamente, por

es(f)@) = )\ fl@+b) e ds(f)@)=\/ fle+b), VzeD. (2.3)

beB beB
x+beD xz+beD

Vale a pena ressaltar que alguns autores da literatura, por exemplo Heijmans (1994),
definem a dilatacdo de uma maneira diferente. No entanto, se o elemento estruturante B for
simétrico com relagdo a origem, entdo B = B, onde B é o elemento estruturante refletido
com relagdo a origem, ou seja, B = {—b;b e B}. Portanto, d(f)(z) = d5(f)(x) e ambas as

definicdes de dilatagcao coincidem.

Proposicdo 2.1. O par (¢, d) forma uma adjungdo sobre Fun(D, L), em outras palavras,
d3(f) <g < f<eglg), paracada f,g € Fun(D,L).
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Demonstragdo.

0p(f) <g = 95/ <Lgly),VyeD
< \/ fly+b) <vLgy), VyeD

beB
y+beD

< \/ fly=b) <ugly), YyeD

beB

< fly—>b)<pgly),VbeBeVyeD
——

< f(r)<pg(zr+0b),Ybe BeVzeD
< f(r) <o /\g(m+b),Vx€D

]

Dessa forma, pela Proposicdo 1.2 temos que a erosdao é um operador que comuta
com o infimo e a dilatagdo é um operador que comuta com o supremo. Apresentaremos algumas
propriedades interessantes que os operadores morfologicos L—valorados erosdo e dilatacdo

satisfazem.

Os operadores morfoldgicos erosdo e dilatagdao preservam a relacdo de ordem para

uma imagem f : D — L, ou seja, sdo operadores crescentes.

Proposicdo 2.2. ¢ e d5 sdo operadores crescentes. Dadas f, g € Fun(D, L), temos

o < 9
f<g = 5(f) 5(9) 2.4)
ep(f) < ep(9)
Demonstragdo. A demonstragdo segue da Proposi¢do 1.2. 0

A erosdo com um elemento estruturante B € menor ou igual que a dilatacdo baseada

em distancia com 0 mesmo elemento estruturante B:

ep(f) < dp(f). (2.5)

Proposicao 2.3. Se o elemento estruturante B contém a origem, entdo g é um operador

antiextensivo e § g € um operador extensivo. Formalmente, dada f € Fun(D, L), temos

0e B = e5(f) < f<dg(f). (2.6)
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Demonstragcdo. Note que, para cada pixel z € D, temos

ep(f)@) = /\ flz+b)<e f(z+0b),VbeB.

beB
z+beD

Como B contém a origem, entdo para b = 0, temos

ep(f)(@) <v f(=),

para cada pixel x € D. Portanto, o operador erosdao ¢ um operador antiextensivo.

De modo anélogo, para cada pixel x € D, temos

fle+b)<u \/ flx+0b) =05(f)(z),Vbe B.

beB
x+beD

Como B contém a origem, entdo para b = 0, temos

flx) <v op(f)(x),

(2.7)

(2.8)

para cada pixel x € D. Portanto, o operador dilata¢cdo € um operador extensivo. Combinando as

equagoes (2.7) e (2.8), obtemos a relacdo de ordem dada pela equacdo (2.6).

]

As duas propriedades seguintes dizem respeito a composi¢ao de operadores dilatacao

e de operadores erosao.

Proposicao 2.4. Sejam [ € Fun(D, L) e By, By elementos estruturantes (flat). Entdo

€B, (532(f)) = 5Bl@Bg(f) e Op, (532(f>) = 531@32(f)7

onde B1 ® By = {b) + by; by € By e by € By} é a soma de Minkowski de By e Bs.

Demonstragdo. Note que,

O, (05,(f)) (x) = \/ [0, (f)(z + b1)]

b1eBy
x+b1eD
=V \/  fl(z+b)+b)
b1eBy bo€eBoy
z+b1€D | (z+b1)+baeD

- \/ \/ flaz+ b0+,

b1eBy boeBoy b
x+b1€D | z+(b1+b2)eD

=/ fl+b

beB1®Bo
x+beD

= 5131@32 (f)(x).

(2.9)



Capitulo 2. Morfologia Matemdtica L—Valorada 28

De modo anélogo, temos

ep, (ep,(f)) () = /\ [e, ()(z +b1)]

b1eBy
x+b1eD

- A N\ F@+b) +b)

bjeBy boeBgy
z+b1€D | (2+by1)+bgeD

- /\ /\ Fla+ b0+ 0

b1eBy boeBoy b
z+b1€D | z4(by+bg)eD

= N\ fla+b

be B, @®Bo
z+beD

= 531@32(f)($)-

]

Essas duas propriedades sao muito dteis na pratica, uma vez que essas propriedades
permitem decompor operadores morfolégicos com um elemento estruturante grande em uma
sequéncia de operadores morfoldgicos com elementos estruturantes menores. Apresentaremos, a

seguir, a definicao de espaco normado e espaco métrico.

Definicao 2.2. Um espaco métrico é um conjunto X # & munido de uma fungcdod : X x X — R,

chamada de métrica sobre X, com as seguintes propriedades, para cada x,vy,z € X:

(i) d(z,y) = 0ed(z,y) =0z =1y
(it) d(x,y) = d(y,x).
(iii) d(x,z) < d(z,y)+d(y, 2).

Definicao 2.3. Seja X um espago vetorial real. Uma norma em X é uma fungdo |-| : X x X — R

que satisfaz as seguintes propriedades, para cada x,y € X e A € R:
(i) |z = 0ez] =0 <2z =0.
(ii) |Az| = [All|2].
(iii) |z +y| <[] + Jy|-
Um espago vetorial real X munido de uma norma |-|| é chamado um espago vetorial normado.

Observacao 2.1. Um espaco vetorial normado X torna-se naturalmente um espaco métrico, com

amétricad : X x X — Rdefinida por d(z,y) = |z — y|. Esta métrica diz-se proveniente da
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norma ||-||, para mais detalhes ver (Lima, 2009; Munkres, 1984). Uma norma bastante utilizada

n
¢ a norma Euclidiana, definida por |x||, = 4 /Z 22, para cada x = (x1, %9, ..., 2,) € R"
i=1

Novos operadores morfolégicos sdo definidos combinando os operadores morfo-
l6gicos elementares erosdo e dilatagdo. Por exemplo, a abertura, o fechamento e o gradiente
(Soille, 1999; Dougherty and Lotufo, 2003). Em particular, focaremos nossa aten¢@o no gradiente
morfolégico. Vamos supor que (I, <p,), além de ser um reticulado completo, é também um

espago métrico.

Definicdo 2.4. Sejam (L, <p) um reticulado completo e (L, d) um espago métrico. O gradiente

morfologico de uma imagem f : D — 1L pelo elemento estruturante B, é dado por:

os(f)(x) = d(0p(f)(x),e8(f)(x)),Vx eD. (2.10)
Além disso, o gradiente morfolégico normalizado, 05, é dado por
o5(f)(@) 2/)(z) @2.11)

~ V() :ye D}

Os gradientes morfoldgicos sdo operadores que intensificam as variagdes dos valores

da imagem em uma vizinhanca determinada pelo elemento estruturante B (Soille et al., 1993).

2.1 Morfologia Matematica em Tons de Cinza

Nesta secdo, apresentaremos uma abordagem da morfologia matematica para ima-

gens em tons de cinza, para mais detalhes ver (Heijmans, 1995; Soille, 1999).

Uma imagem f em tons de cinza € representada por uma fungdo f : D — L, onde
D c 7Z? é o dominio da imagem f e I = [0, 1] denota o conjunto dos valores de tons de cinza.
Observe que f mapeia cada pixel x € D em um valor de tons de cinza f(z) € [0, 1]. Lembre-se
que [0, 1] com a ordem usual < é um reticulado completo. Assim, a ordem natural <, dada por
(2.1) define uma ordem parcial em Fun(D, [0, 1]). De acordo com a Defini¢do 2.1, apresentamos

os operadores morfoldgicos erosao e dilatagdo para imagens em tons de cinza.

Definicio 2.5. A erosdo e a dilatacdo de uma imagem em tons de cinza f : D — [0, 1] pelo
elemento estruturante B, respectivamente, sdo dadas por

es(f)@) = N flw+b) e ds(f)w)= \/ flx+b),¥zeD, (2.12)

beB beB
x+beD z+beD

Segue da Proposi¢do ?? que o par (¢, §5) forma uma adjuncdo sobre Fun(D, [0, 1]).
Em outras palavras, d5(f) < g < f <eg(g), paracada f, g € Fun(D, [0, 1]). Dessa forma, a
Defini¢do 2.5 € consistente com a Defini¢do 1.5. Além disso, as Proposi¢cdes 2.2, 2.3 e 2.4 sdo
validas. De acordo com a Defini¢do 2.10, apresentamos o gradiente morfoldgico para imagens

em tons de cinza.
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Definicao 2.6. O gradiente morfologico é definido como sendo o valor absoluto da diferenca
aritmética entre a dilatagdo e a erosdo da imagem em tons de cinza f : D — [0, 1] pelo elemento

estruturante B. Formalmente, o gradiente morfologico é dado por:

es(f)(x) = 165(f)(x) —ep(f)(2)],V 2 € D. (2.13)

Além disso, o gradiente morfolégico normalizado, o5 : D — [0, 1], € dado por

_ B op(f)(x)
25(/)(@) = VA{os(f)(y) :ye D} @19

O gradiente op(f) representa a variacdo maxima das intensidades de tons de cinza
para cadaz € D. Como 05 (f) = g(f), o gradiente morfolégico (2.13) corresponde ao gradiente
de Beucher (1990), que € dado pela diferenca aritmética entre a dilatagc@o e a erosdo da imagem

em tons de cinza f pelo elemento estruturante B sem o valor absoluto.

A Figura 1 representa uma imagem em tons de cinza f : D — [0, 1] de dimenséo
481 x 321. A imagem f foi retirada do dataset de Berkeley (Martin et al., 2001) e convertida em
tons de cinza através do comando rgb2gray implementado no GNU Octave. Fonte:(https:

//www2 .eecs.berkeley.edu/Research/Projects/CS/vision/grouping/).

Figura 1 — Imagem em tons de cinza f.

Exemplo 2.1. Neste exemplo, vamos considerar B como sendo um elemento estruturante
quadrado 3 x 3 e a imagem em tons de cinza f, apresentada na Figura 1. As imagens da Figura

2 ilustram os operadores morfoldgicos erosdo, dilatacdo e gradiente aplicados na imagem f.
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(@ ep(f)

(b) 65(f)

(©1—-2g(f)

foab A0 62 j e )

Figura 2 — Erosao, dilatacdo e complementar do gradiente normalizado da imagem f pelo
elemento estruturante 5.
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2.2 Morfologia Matematica Colorida

Nesta secdo, apresentaremos um breve resumo sobre MM colorida e os principais
esquemas de ordenacdo vetorial utilizados para definir os operadores morfologicos. Uma dis-
cussdo mais abrangente sobre diferentes abordagens para MM multivariada, incluindo a MM
colorida, pode ser encontrada em (Goutsias et al., 1995; Talbot et al., 1998; Aptoula and Lefevre,
2007; Angulo, 2007).

Uma imagem colorida f é representada por uma funcdo f : D — L, onde D < Z?
€ o dominio da imagem f e IL € o espaco de cor. Note que f mapeia cada pixel x € D em um
valor de cor f(z) € LL. Nesta tese, vamos considerar o espaco de cor RGB. O espago de cor
RGB ¢ baseado na teoria tristimulus da visdo em que uma cor € decomposta nas cores primitivas:
vermelha (R), verde (G) e azul (B) (Acharya and Ray, 2005). Geometricamente, esse espaco de
cor RGB é representado pelo cubo RGB, ou seja, L = [0,1] x [0,1] x [0,1] = [0, 1]*. Vamos
considerar Fun(D, [0, 1]*), o conjunto de todas as funcdes f : D — [0, 1]*. No cubo RGB, uma
coru € |0, 1]3 ¢ representada por u = (ug, ug,ug), onde ug, ug,up € [0,1]. Usando esta
representagdo, o valor de f em um pixel x € D, que se encontra em [0, 1]3, € denotado por

f(x) = (fr(x), fa(x), f5(x)).

Um requisito essencial para extender os operadores morfologicos para imagens
coloridas é equipar o espago das cores I com uma ordem parcial < que resulte em uma estrutura
de reticulado completo. Nesse caso, a tarefa € muito mais desafiadora para imagens coloridas,
uma vez que ndo existe uma relagdo de ordem natural no cubo RGB. Vamos considerar <
uma ordem parcial em [0, 1]3 de modo que ([O, 1]3 , <) seja um reticulado completo. Assim,
o conjunto Fun(D, [0, 1]3) herda a ordem parcial do conjunto [0, 1]3 e com isso, dadas f,g €
Fun(D, [0, 1]%), temos

f<g < f(x)<g(x), Ve eD. (2.15)

Esta relag@o de ordem fornece ao conjunto Fun(D, [0, 1]3) uma estrutura de reticulado completo.

Uma vez que uma estrutura de reticulado completo ¢ definida em Fun(D, [0, 1]°), os
operadores morfolégicos fundamentais da MM, erosio € e dilatagdo é sdo definidos para uma

imagem colorida f € Fun(D, [0,1]%), de acordo com a Defini¢io 2.1.

Definicio 2.7. A erosdo e a dilatacdo de uma imagem colorida f : D — |0, 1]3 pelo elemento

estruturante B, sdo dadas respectivamente, por

es(f)@) = N Fla+b) e dp(f)x)= \/ fle+b),¥zeD. (2.16)

Note que para qualquer imagem colorida f € Fun(D, [0, 1]°), a erosdo e5(f) e a
dilatagdo 0 5(f) formam novas imagens coloridas. As imagens obtidas pelos operadores erosio
e dilatacao dependem fortemente da ordem estabelecida no espaco de cor. Com isso, a maior

dificuldade para extender os operadores morfoldgicos para imagens coloridas consiste em definir
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uma relac@o de ordem parcial < no espago de cor [0, 1]3 que induzird uma estrutura de reticulado
completo em Fun(D; [0, 1]‘5) com boas propriedades para processamento ou andlise de imagens

coloridas.

E fécil verificar que o par (€3, 8 5) forma uma adjuncio sobre Fun(D, [0, 1]*). Logo,
a Definicao 2.7 é consistente com a Definicao 1.5. Além disso, as Proposi¢cdes 2.2, 2.3 e
2.4 também sdo validas. O gradiente morfoldgico para imagens coloridas possui diferentes
formulacdes (Angulo and Serra, 2003). Neste trabalho utilizaremos a seguinte defini¢do de

Angulo (2007), que € consistente com a Defini¢do 2.4.

Definicio 2.8. O gradiente morfoldgico de uma imagem colorida f : D — |0, 1]3 pelo elemento

estruturante B, é dado por

o5(f)(z) = |65(f)(z) —es(f)(2)]y, V2 €D, (2.17)
Além disso, o gradiente morfolégico normalizado, o5 : D — [0, 1], € dado por

_ o5(f)(x)
VAies(f)y) :yeD}

2.2.1 Esquemas de Ordenacéao Vetorial

op(f)(x)

(2.18)

Nas ultimas décadas, as pesquisas sobre MM multivariada concentraram-se na busca
de esquemas de ordenacdo vetorial e inumeras solu¢des foram propostas nesses ultimos anos.
Embora muitas técnicas para ordenacdo multivariada possam ser encontradas na literatura
(Goutsias et al., 1995; Talbot et al., 1998; Angulo, 2007; Aptoula and Lefevre, 2007). De
acordo com Barnett (1976), as principais ordenacdes vetoriais podem ser classificadas em
um dos seguintes grupos: marginal (M -ordenagao), condicional (C-ordenagdo) e reduzida (-
ordenacgdo). Apresentaremos alguns esquemas de ordenagio vetorial, onde utilizaremos como

espaco de cor o cubo RGB, em outras palavras, [0, 1]3.

A ordem marginal ou ordem induzida é um esquema de ordenacdo que consiste em
ordenar os vetores em cada canal ou banda de forma independente (Soille, 1999). Precisamente,

3
dadas duas cores u, v € |0, 1]°, temos
U<y v < Up < VR, Ug < Vg eup < Ug, (2.19)

onde < representa a ordenagdo usual no intervalo [0, 1] e ug, ug, up sd0 os canais de cor de
u. O esquema de ordenagdo marginal ndo leva em consideracdo a correlacdo entre os canais
de cores. Além disso, a abordagem utilizando a ordem marginal introduz “cores falsas”, isto &,

cores que ndo pertencem a imagem original (Serra, 2009).

Um outro exemplo de ordenacdo vetorial é a ordem lexicografica. Na ordem lexico-

grafica, as cores no cubo RGB séo ordenadas sequencialmente priorizando os canais vermelho
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(Red), verde (Green) e azul (Blue). Formalmente, a ordem lexicografica € definida como segue:

Dadas duas cores u, v € [0, 1]*, temos

ur < vVgr, OU
UL, v = Ur =Vg € UuUg <vg, Ou (2.20)

UR = VR, Ug = Vg € up < Ug,

em que < representa a ordem usual de cada canal de cor e ug, ug, up sao os canais de cor de
u. O esquema de ordenagao baseado na ordem lexicografica € uma ordem total, isto &€, duas
cores quaisquer no cubo RGB sempre sdo comparavéis. Assim, tanto o supremo quanto o infimo
de um conjunto finito de cores s@o elementos do conjunto. A ordenacdo lexicografica tem sido
amplamente utilizada na MM colorida, em parte porque ¢ um esquema de ordenacgdo total
(Aptoula and Lefevre, 2007, 2008). Uma fato interessante sobre a ordem lexicografica é que
ela ndo introduz cores falsas. Em todo caso, a ordem lexicogréfica prioriza muito o primeiro
canal de cor. Destacamos que podemos estabelecer diferentes prioridades entre os canais de cor,

modificando a ordem de comparacdo entre os canais de cor em (2.20).

A ordenagdo reduzida € um esquema de ordenag@o no qual os vetores sdo reduzidos

a valores escalares e entdo ordenados de acordo com sua ordem escalar usual. A reducao é

usualmente realizada através de uma transformagao h : R?® — R, usada para ordenar os vetores.

Matematicamente, a ordem reduzida ou h-ordem é dada pela seguinte relacio em R, dados
u,v e R3,

u<pv < h(u) < h(v). (2.21)

Note que <, satisfaz as propriedades () e (i7i) da Defini¢do 1.1. Em geral, a transformacéo h
ndo é injetiva e com isso dois vetores distintos u, v € R? sio levados atrives da transformacio h
no mesmo valor escalar, ou seja, h(u) = h(v), com u # v. Consequentemente, a propriedade
(i7) da Defini¢do 1.1 ndo é obedecida e, com isso, <j, ndo é uma ordem parcial. Geralmente, a
h-ordem, dada por (2.21), é uma pré-ordem em R®. Ainda assim, é possivel definir os operadores
da morfologia matemaética erosdo e dilatacdo (Goutsias et al., 1995). Nesse trabalho, porém,
acrescentamos simplesmente uma condi¢do adicional para resolver os casos de ambiguidades.
Especificamente, consideraremos o seguinte esquema de ordenacio em que & : R* — R é uma
fungdo continua: Dados u, v € R?, tem-se

w<, v o) MW <hv) o (2.22)

h(u) = h(v) e u<pw,

onde <, representa a ordem lexicografica (2.20). Um exemplo tipico de h-ordem é a ordem
baseada em distancia, em que a distancia € uma fun¢do continua. Nesta tese, vamos estudar de

forma mais detalhada o esquema de ordenagdo baseado em distancia no espaco de cor RGB.

Exemplo 2.2. Na abordagem proposta por De Witte et al. (2005b) ' utiliza-se de esquemas
1

Nesta tese adaptamos os esquemas de ordenagdo baseados em distancia proposto por De Witte et al. (2005b)
para obter os valores de mdximo e minimo, facilitando a escrita e tornando a definicdo dos operadores erosdo e
dilatacdo mais consistente com as demais abordagens.
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de ordenacdo baseados em distdncia com respeito a duas cores de referéncia no cubo RGB,
a cor preta Bl = (0,0,0) e a cor branca Wh = (1,1, 1). Nesta abordagem, um esquema de
ordenagdo é definido para obter o minimo entre duas cores u,v € [0, 1]3. A ordem <y, é dada

por

d(u,Bl) <d(v,Bl) ou
u<y, v <= { du,Bl)=d(v,Bl) e d(u,Wh)>d(v,Wh) ou (2.23)
d(u,Bl)=d(v,Bl) e d(u,Wh)=d(v,Wh) e u<pwv,

onde <y, é a ordem lexicogrdfica (2.20) e d (-,-) é a distdncia Euclidiana entre duas cores no
cubo RGB. O esquema de ordenagdo dado em (2.23), é uma ordem total em [0, 1]°. Além disso,
[0, 1]3 com a ordem <yy, é um reticulado completo. Nesse reticulado completo, u <y, v se u

estd mais proximo do preto do que v.

Analogamente, um esquema de ordenagdo também é definido para obter o mdximo

entre duas cores u, v € |0, 1]3. A ordem vy, = é dada por

d(u,Wh) <d(v,Wh) ou
uw,=2v <= { d(u,Wh)=d(v,Wh) e d(u,Bl)>d(v,Bl) ou (2.24)
d(u,Wh)=d(v,Wh) e d(u,Bl)=d(v,Bl) e wujp=>wv,

onde |, > € o dual da ordem lexicogrdfica (2.20) e d (-,-) é a distdncia Euclidiana entre duas
cores no cubo RGB. O esquema de ordenagdo dado em (2.24), também é uma ordem total
em [0,1]°. Além disso, [0,1]> com a ordem v, > também é um reticulado completo. Nesse

reticulado completo, u v, = v se u estd mais proximo do branco do que v.

Baseado nesses esquemas de ordenagdo para obter o minimo e o mdximo, definem-
se os operadores erosdo e dilata¢do, denotado por E‘éVe e SVBVd, respectivamente. Conforme a
Definicdo 2.7 observe que o operador E%Ve é definido em termos da ordem <y, e o operador
Oy é definido em termos da ordem w, =. Note que, a ordem y, = ndo é a ordem dual de
<yw.,. Os operadores sVBVe e (52/‘1 ndo formam uma adjungdo, pois sdo definidos em reticulados
diferentes. Com efeito, os esquemas de ordenacdo baseados em distancia utilizam-se de duas
cores de referéncia, preta e branca. Nesta abordagem, a relagcdo de ordem <y, prioriza a cor

preta enquanto que relagdo de ordem v, = prioriza a cor branca.

Exemplo 2.3. Nesse exemplo, vamos apresentar a abordagem proposta por Angulo (2007), onde
utiliza-se um esquema de ordenagdo baseado em distancia com relacdo a uma certa cor de
referéncia. Em outras palavras, essa abordagem baseia-se em um esquema de ordenagdo onde
primeiro compara-se a distdncia com relacdo a uma determinada cor de referéncia r € |0, 1]3.
No caso de ambiguidades, ou seja, cores que possuem a mesma distdncia quando comparada
com a cor de referéncia r, utiliza-se a ordem lexicogrdfica para resolver as ambiguidades.
Matematicamente, dadas duas cores u,v € [0, 1]3, a ordem <, é dada por
d(u,r)>d(v,7) ou

U<,v < (2.25)
d(u,r)=d(v,r) e u<pwv,
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onde <y, é a ordem lexicogrdfica (2.20), d (-, -) é a distancia Euclidiana entre duas cores no
cubo RGB e r € |0, 1]3 € uma cor de referéncia. A relagdo de ordem <, é uma ordem total, em
que duas cores quaisquer sempre sGo comparavéis e ([0, 1]3 , <r) é um reticulado completo. De
acordo com a Defini¢do 2.7, os operadores morfologicos erosdo e dilatagdo, denotados por €',
e 0%, respectivamente, sdo ambos definidos em termos da ordem <,.. Nesta abordagem, para
cada r € |0, 1]3 fixo, os operadores morfologicos €' e 8 formam uma adjungdo. Um fato
interessante é que as cores mais proximas da cor de referéncia r sdo priorizadas pela dilatagcdo

enquanto que as cores mais distantes de r sdo priorizadas pela erosdo.

A Figura 3 representa uma imagem colorida sintética f : D — |0, 1]3 de dimensao
9 x 9. A imagem f é composta por nove quadrados de dimensdo 3 x 3 com as seguintes cores
no cubo RGB: cinza (0.5,0.5,0.5), preta (0,0,0), azul (0,0, 1), magenta (1,0, 1), vermelha
(1,0,0), verde (0, 1,0), ciano (0,1, 1), branca (1,1, 1) e amarela (1, 1,0).

Figura 3 — Imagem sintética colorida f.

Exemplo 2.4. Neste exemplo, vamos considerar B como sendo um elemento estruturante
quadrado 3 x 3 e a imagem colorida f apresentada na Figura 3. A Figura 4 ilustra as imagens
produzidas pela erosdo e dilatagdo para a abordagem marginal, ou seja, € (f) e 8% (f). Note
que os itens (a) e (b) da Figura 4 mostram o aparecimento de cores falsas. Por exemplo, a erosdo
e (f) produziu uma nova cor; (0.5,0,0.5), localizada entre as cores cinza e magenta no lado
esquerdo do item (a) da Figura 4. Da mesma forma, a dilatagcdo 51)34 (f) produziu uma nova cor,
(1,0.5, 1), localizada entre as cores cinza e magenta no lado esquerdo do item (b) da Figura 4.
Note que as cores (0.5,0,0.5) e (1,0.5, 1) ndo pertencem a imagem colorida f, mostrada na

Figura 3.



Capitulo 2. Morfologia Matemdtica L—Valorada 37

@ ey (f) (b) 6% (f)

Figura 4 — A erosao e a dilatagdo marginal.

Exemplo 2.5. Neste exemplo, vamos considerar B como sendo um elemento estruturante
quadrado 3 x 3 e a imagem colorida f apresentada na Figura 3. A Figura 5 ilustra as imagens
produzidas pela erosdo e dilatacdo para a abordagem lexicogrdfica, ou seja, sé( fle 5%( 7).
De acordo com (2.20), a ordem lexicogrdfica prioriza os canais de cor da seguinte forma
R — G — B. Em contraste com a ordem marginal, a ordem lexicogrdfica é uma ordem total e,
com isso, as cores da imagem f, estdo ordenadas da seguinte forma: preta <j, azul < verde
<y, ciano <y, cinza <j, vermelha < magenta < amarela < branca. Por exemplo, a erosdo
ek (f) apresentou uma certa predomindncia da cor preta, localizada na parte superior do item
(a) da Figura 5. Enquanto que a dilata¢do 5%( f) apresentou uma certa predomindncia da cor

branca, localizada na parte inferior do item (b) da Figura 5.

@) ep(f) (b) 65(f)

Figura 5 — A erosdo e a dilatacdo lexicografica.

Exemplo 2.6. Neste exemplo, vamos considerar B como sendo um elemento estruturante
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quadrado 3 x 3 e a imagem colorida f apresentada na Figura 3. A Figura 6 ilustra as imagens
produzidas pela erosdo e dilatacdo para as abordagens De Witte et al. (2005b) e Angulo (2007)
comr = (1,1,1) como referéncia. Um fato interessante é que os operadores 83" (f) e 8’ (f)
aplicados na imagem colorida f tiveram como resultado as mesmas imagens coloridas, como
mostra os itens (b) e (d) da figura 6. Isso ndo é um fato raro de acontecer. Na prdtica, a
probabilidade do critério de desempate ser utilizado para resolver o problema de ambiguidades
€ muito pequeno. Neste caso, as dilatacdes propostas por Angulo, com cor de referéncia branca,
e Witte possuem o primeiro critério de ordenacdo igual, ou seja, as ordens dadas por (2.24) e
(2.25) comparam a distdncia com rela¢do a cor branca. Por exemplo, segundo o esquema de
ordenagdo (2.25) comr = (1,1,1) as cores da imagem f, estdo ordenadas da seguinte forma:
preta <, azul <, verde <, vermelha <, ciano <, magenta <, amarela <, cinza <, branca.
Para o esquema de ordenacdo (2.24), as cores da imagem f sdo ordenadas do mesmo jeito que o
esquema de ordenacdo (2.25). Portanto, a abordagem proposta por Angulo é, num certo sentido,
mais flexivel que a abordagem proposta por Witte uma vez que escolhendo r = (1,1, 1) como

cor de referéncia obtivemos 8% (f) muito semelhante a 8 y° (f).

Na abordagem proposta por De Witte et al. (2005b) a dilatagdo Jgd (f) prioriza as
cores mais proximas da cor branca, enquanto a erosdo €z °( f) prioriza as cores mais proximas da
cor preta. Na abordagem proposta por Angulo (2007) se considerarmos r = (0,0, 0) a dilata¢do
prioriza as cores mais proximas da cor preta, enquanto a erosio prioriza as cores mais distantes
da cor preta. Se considerarmos r = (1, 1, 1) a dilatagdo prioriza as cores mais proximas da cor
branca, enquanto a erosdo prioriza as cores mais distantes da cor branca. Isso serve de motiva¢ao
para estudar melhor o efeito da escolha da cor de referéncia na abordagem proposta por Angulo
(2007). Além disso, essa abordagem “generaliza”, de forma simples, muitas abordagens baseadas

em distancia da literatura com um elemento estruturante flat.
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(@) el (f () Sy (f
© e(f d) 0% (f

Figura 6 — Os operadores erosdo e dilatacdo para as abordagens Witte e Angulo com r =
(1,1,1).
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3 Operadores Morfoldgicos Baseados
em Distancia

Neste capitulo, concentraremos nossa atencdo na abordagem baseada em distancia
apresentada por Angulo (2007). Especificamente, suponha que (I, <p,)  um reticulado completo
com <, uma ordem total e (L, d) um espago métrico. Definimos um novo reticulado completo

(L, <,) em que <, é uma ordem total em IL dada por

d(u,r) >d(v,r) ou
uU<,v < . 3.1)
d(u,r)=d(v,r) e u<pv, Vu,vel

A relacao de ordem <, € uma ordem baseada em distancia em L. Lembrando que a estrutura
de reticulado completo em L induz uma estrutura de reticulado completo em Fun(D,LL). Em
outras palavras, Fun(D, IL) € um reticulado completo com a ordem total <,. dada por (3.1). Dessa
forma, estudaremos de forma detalhada os operadores morfoldgicos erosdo, dilatacao e gradiente
baseados em distancia. Além disso, vamos caracterizar esses operadores em funcdo da referéncia

através do diagrama de Voronoi, para as abordagens em tons de cinza e colorida.

3.1 Abordagem para Imagens em Tons de Cinza

Nas abordagens usuais para a morfologia matemaética em tons de cinza, o intervalo
[0, 1] é equipado com a ordem usual dos nimeros reais. Os operadores da morfologia matematica
baseada em distancia utilizam uma ordem total nio usual do intervalo [0, 1], dada por (3.1).
Especificamente, dado um valor de referéncia r € [0, 1], a ordem baseada em distancia <, é
dada por

d(u,r) > d(v,r) ou
NS (3.2)
d(u,r) =d(v,r) e u<wv, Yuvel0,1],

em que “<” é a ordem usual e d(u, r) = |u — r| (Angulo, 2007). Note que <, é uma ordem total
no conjunto [0, 1]. Em particular, se = 1 a relagdo de ordem <; equivale a ordem usual <, ou
seja, u <1 v < u < v.Ser = 0 arelacdo de ordem <, equivale ao dual da ordem usual >, ou

seja, u <g v S u = 0.

O conjunto [0, 1] equipado com a ordem <., r € [0, 1], é um reticulado completo.
Note que no reticulado completo ([0, 1], <,.) o maior valor em tons de cinza é a prépria referéncia
r € [0,1],isto é, u <, r, Y u € [0, 1]. A relacdo de ordem <, em [0, 1] induz uma ordem parcial
em Fun(D, [0, 1]). Assim, para cada f, g € Fun(D, [0, 1]), temos

VxeD, (3.3)
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em que 7 € [0, 1] € um valor de referéncia fixo.

Observacao 3.1. Uma abordagem baseada em referéncia foi proposta por Heijmans and Keshet
(2002). Nesta abordagem, dada uma funcdo de referéncia r : D — |0, 1], define-se uma ordem

<, em Fun(D, [0, 1]) como segue

rA < r
f<rg se o=
=

g (3.4)
rv f Vg

r
em que < é a ordem usual das fungdes, isto é, definida por (2.1) e os simbolos N e v representam
o infimo e o supremo. Se r(x) = 0, para todo x € D, entdo <, coincide com a ordem parcial
usual de Fun(D, |0, 1]). Por outro lado, se r(x) = 1, para todo x € D, entdo <, é a ordem dual
> em Fun(D,[0,1]). Se r : D — [0, 1] é uma fungdo de referéncia, entdo a relagdo bindria
<, € uma ordem parcial e (Fun(D,|0,1]), <,) é um cisl cujo infimo é a referéncia r. Uma
desvantagem desta abordagem é que a estrutura algébrica do espaco das imagens cisl é menos
rica. Isso justifica, em parte, nossa escolha da abordagem baseada em distancia proposta por
Angulo (2007), uma vez que a estrutura algébrica do conjunto Fun(D, [0, 1]) com a ordem total

<, é um reticulado completo.

De acordo com a Defini¢do 2.1, apresentamos os operadores morfolégicos erosao e

dilatacdo baseados em distancia para imagens em tons de cinza.

Definicao 3.1. A erosdo e a dilatacdo baseada em distdncia de uma imagem em tons de cinza

f:D — |[0,1] pelo elemento estruturante B sdo dadas, respectivamente, por

(@)= A\ fla+b) e dp(f)x)= Y fle+b),VeeD. (3.5)

i it

Nesta abordagem, se considerarmos o caso em que = 1, os operadores morfologi-
cos erosao e dilatacdo baseados em distancia sdo equivalentes aos operadores morfoldgicos erosdo
e dilatagiio usuais da MM em tons de cinza, respectivamente. Em outras palavras, e5(f) = e5(f)
e 05(f) = d5(f). No caso em que r = 0, temos que os operadores erosio e dilatagio baseados
em distancia sdo equivalentes aos operadores dilatagdo e erosdo usuais, ou seja, e5(f) = d5(f)
e 6%(f) = eg(f). Para valores intermedidrios de r, os operadores erosio e dilatacio baseados
em distancia diferem dos operadores erosdo e dilatacao usuais da MM. A dilatacdo baseada em
distancia de uma imagem f € Fun(D, [0, 1]) em um pixel € D pode ser irterpretada como
sendo o valor em tons de cinza f(z) € [0, 1] mais préximo da referéncia r, enquanto a erosdo
baseada em distincia pode ser irterpretada como sendo o valor em tons de cinza f(z) € [0, 1]
mais distante da referéncia r € [0, 1]. Note que para cada r € [0, 1] escolhido obtemos um par
de operadores morfoldgicos, €'z e 05, baseados em distancia. Além disso, segue da Proposicio

2.1 que o par (£}, 8% ) forma uma adjungdo sobre Fun(D, [0, 1]).
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(a) Imagem f (b) B (c) Vizinhanga de = = (3, 3)
0.1 0.3 0.5 0.8 1.0 X X X X X
0.2 0.1 0.1 0.3 0.0 X X 0.1 X X
0.0 0.2 0.1 0.7 0.3 X 02 0.1 0.7 X
®
0.1 0.4 0.3 0.6 0.7 X X 0.3 X X
[ ] L] [
03 0.5 0.4 0.6 0.9 °® X X X X X

Figura 7 — Imagem em tons de cinza f, elemento estruturante flat B e vizinhanca do pixel
z = (3,3) determinada por B.

Exemplo 3.1. Sejam f € Fun(D,|0,1]) uma imagem em tons de cinza e B um elemento
estruturante flat, como mostra os itens (a) e (b) da Figura 7. Por simplicidade, calcularemos a
erosdo e a dilatacdo baseadas em distdancia da imagem f no pixel x = (3, 3) usando o valor de
referéncia r = 0.5. O item (c) da Figura 7 mostra a vizinhanga do pixel x = (3, 3) definida pelo
elemento estruturante B. Assim, a erosdo baseada em distancia usando a equagdo (3.5) fornece

0.5

55 ()(3,3) = A{0.1,0.1,0.2,0.3,0.7} =0.1. (3.6)

De forma andloga, a dilatacdo baseada em distancia usando a equagdo (3.5) fornece

0.5
6%°(f)(3,3) = Y {0.1,0.1,0.2,0.3,0.7} = 0.7. (3.7)
57 (N(3.3) r 55°(£)(3,3)
L & @ &
0 0.1 0.2 0.3 0.5 0.7 1

Figura 8 — Interpretacdo geométrica dos operadores £%°(f)(3,3) e 6%°(f)(3, 3).

A Figura 8 representa uma interpretacdo geométrica dos operadores erosdo e
dilatagcdo baseados em distancia da imagem f no pixel x = (3,3) usando como valor de
referéncia r = 0.5. Note que a Figura 8 ilustra o fato do problema de ambiguidades no cdlculo
da dilatagdo 6% (f)(3,3), por exemplo, 0.3 e 0.7 possuem a mesma distancia a r = 0.5. Neste
caso, utilizamos a ordem = para decidir quem é maior, ou seja, 0.7 = 0.3. Dessa forma, temos
que §%°(f)(3,3) é o valor de f(x + b) mais proximo da referéncia r = 0.5 enquanto que
e%°(f)(3,3) é o valor de f(x + b) mais distante da referénciar = 0.5 parabe Bex +be D.
Os operadores erosdo e dilatagdo baseados em distancia aplicados na imagem [ sdo exibidos

na Figura 9.
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@ ey’ (f) (b) 6%°(f)
01 0.1 01 1.0 0.0 0.3 05 05 0& ns
0.0 0.1 0.1 0.0 0.0 0.2 0.3 0.5 07 0.3
0.0 0.0 0.1 0.1 0.0 0.2 0.4 0.7 0.6 0.7
0.0 0.1 0.1 0.3 0.9 0.4 0.5 0.f 0.6 0.6
0.1 0.3 0.3 0.9 0.9 05 0.5 0.5 0.6 0.6

Figura 9 — Erosao e dilatacdo da imagem f com valor de referéncia r = 0.5.

Os operadores morfoldgicos erosao e dilatagao baseados em distancia para imagens
em tons de cinza sdo operadores crescentes com respeito a ordem. Além disso, as Proposi¢des
2.2,2.3 e 2.4 sdo validas. De acordo com a Defini¢do 2.10, o gradiente morfoldgico baseado em

distancia para imagens em tons de cinza € definido como segue.

Definicao 3.2. O gradiente morfologico baseado em distancia é definido como sendo o valor
absoluto da diferenga aritmética entre a dilatacdo e a erosdo baseada em distancia da imagem
em tons de cinza [ : D — [0, 1] pelo elemento estruturante B. Formalmente, o gradiente

morfologico baseado em distdancia é dado por:

dp(f)(x) = 105(f)(x) — ep(f)(2)],Vz € D. (3.8)
Além disso, o gradiente morfoldgico normalizado, o' : D — [0, 1], é dado por

o (f)(x)

%@ = (e v e D)

(3.9)

Exemplo 3.2. Considere a imagem da Lena em tons de cinza de dimensdo 512 x 512, como
mostra a Figura 10, e um elemento estruturante B quadrado de dimensdo 3 x 3. A Figura
11, ilustra os operadores morfologicos erosdo, dilatacdo e gradiente baseados em distdancia
aplicados na imagem em tons de cinza da Lena para alguns valores particulares de r. Um fato
interessante que podemos observar nesta abordagem baseada em distancia é que 6%(f) = ep(f)

e 65(f) = €%(f), como ilustra a Figura 11.

3.1.1 Caracterizagdo dos operadores ¢, d; € 0.

Nesta secao vamos apresentar uma caracterizacao dos operadores baseados em

distancia erosao, dilatacdo e gradiente para imagens em tons de cinza em funcdo da referéncia
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Figura 10 — Imagem da Lena em tons de cinza.

r € [0, 1]. Estamos interessados em determinar como a escolha da referéncia r influencia no
resultado dos operadores morfoldgicos erosdo, dilatacdo e gradiente baseados em distancia para

imagens em tons de cinza.

Vamos considerar r € [0, 1] uma referéncia fixa e o reticulado completo [0, 1] com a

ordem total baseada em distancia <.

Teorema 3.1. Sejam f € Fun(D,[0,1]) uma imagem em tons de cinza e B < Z* um elemento
estruturante flat finito. Os operadores baseados em distancia erosdo, dilatacdo e gradiente,

dados por (3.5) e (3.8) satisfazem as seguintes equagoes para todo x € D

eB(f)(x) = { Jir ser & [0,me), (3.10)

f1, ser € [me, 1],

., fiz1, ser € la;,a;q) ei€{0,1,..., k—1},
BN =1 " s, 1) e € 4 } (3.11)
fr, ser =1,
e
frx — fix1, ser e [0,me) N |a;,a;41) ei€{0,1,... . k—1},
o5(f)(@) =< fiz1— f1, sereme, 1) N [a;,a;01) eie{0,1,... k—1}, (3.12)
fk:_fla ser = 17
onde fi < fo < .-+ < fr sdo valores da imagem selecionados pelo elemento estruturante B
centrado em x € D, me = fl;fk,a():(),ak: lea; = %,comje{l,?,...,k—l}.
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Dilatagdo Erosdo Gradiente

(@) 6%(f) (b) eB(f) ©1-0%(f)

Figura 11 — Operadores dilatacdo, erosao e o complementar do gradiente normalizado para
alguns valores de r.
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Demonstracdo. A demonstracdo desse resultado serd feita de forma construtiva. Vamos consi-
derar r € [0, 1] uma referéncia fixa. Sejam f € Fun(D, [0, 1]) uma imagem em tons de cinza e
B — 7? um elemento estruturante finito. Vamos construir uma lista ordenada sem repeticdes com
os valores da imagem f nos pixels selecionado pelo elemento estruturante B centrado em x € D

fixo. Formalmente, defina H = {f1, f, ..., fx}, com k < Card(B), onde f,,, = f(z + b) para

+
algumb e Be f,, < f, quandom < n, m,n € {1,2,..., k}. Vamos definir me = lifk, isto

€, o ponto médio entre o menor valor e o maior valor da lista 7. Note que f; < me < fi. Dessa
forma, se 0 < r < me entdo a erosdo baseada em distancia representa o valor mais distante da
referéncia r, ou seja, fr. Se me < r < 1 entdo a erosdo baseada em distancia fornece o valor
mais distante da referéncia r, ou seja, f. Portanto, para x € D a erosao baseada em distancia é

dada por

fr, ser e [0,me),

ep(f)(z) = (3.13)

Agora, vamos definir a; = f]2fj+1, je{1,2,...,k— 1}, onde a; € o ponto médio entre dois

elementos consecutivos da lista H. Assim, construimos uma nova lista de pontos ordenados

fi, ser € [me,1].

J = {ao, Ay, ...,q—1, ak}, onde ag = Oe ar = 1. Note que fj <a; < fj+1 ejj < fj+1 < Aj41.
Dessa forma, se a; < r < a;41 parai € {0,1,...,k — 1}, entdo a dilatacdo baseada em distincia
representa o valor mais préximo da referéncia r, ou seja, f;,1. Portanto, para x € D a dilata¢do

baseada em distancia é dada por

fi+17 SCT’E[GZ‘,CLH_l) C’L.E{O,l,...,]{?—]_},

op(f)(z) = (3.14)

fr, ser =1.

Finalmente, de acordo com (3.8), (3.13) e (3.14), para x € D o gradiente baseado

em distancia é dado por

fk_fiJrl, Seere[O,me)m[ai,aiH) eiE{O,l,...,k—l},
op(f)(x) = fir1 = f1, sereme, 1) naai1) eief{0,1,... k—1}, (3.15)
fk_flv ser = 1.

]

A Figura 12 ilustra o que acontece geometricamente com os operadores morfoldgicos
erosdo e dilatacdo baseados em distdncia de uma imagem f num determinado pixel x € D. Em
outras palavras, o item (a) da Figura 12 é uma interpretacéo geométrica da erosio ¢ (f)(x) para
cada x € D e o item (b) da Figura 12 é uma interpretagdo geométrica da dilatacdo d7(f)(x) para

cadax € D.

O Teorema 3.1 mostra que os operadores morfolégicos erosao, dilatacdo e gradiente
baseados em distancia sao determinados de acordo com a regido em que a referéncia r pertence.
Portanto, caracterizamos os operadores morfoldgicos erosao, dilatagdo e gradiente baseados em

distancia em fung@o da referéncia r € [0, 1].



Capitulo 3. Operadores Morfolégicos Baseados em Distdncia 47

(a)

L @ @ ®
0 fi me— 11 er i fr 1
(b)
a; = 7“_‘_2":’-“ ,comje{l,..k—1}
*r—o—o0—0 @ L @ @ \ *—0—0—0
0 i a1 fa as Ia o f a; fin fri—1 ar—1 fi 1

Figura 12 — Interpretagdo geométrica de £ (f)(z) e 05(f)(z).

Exemplo 3.3. Nesse exemplo, mostraremos como fica a caracteriza¢do dos operadores mor-
fologicos erosdo, dilatagdo e gradiente baseados em distancia. Para isso, vamos considerar
uma imagem em tons de cinza f e o elemento estruturante B, como mostrados na Figura 7.
Dessa forma, os elementos f; da imagem f selecionados pelo elemento estruturante B centrado
emx = (3,3) sdo f1 = 0.1, fo = 0.2, f3 =0.3 e fy = 0.7. Com isso, temos a lista ordenada
H = {0.1,02,03,0.7 e me — 11 ; J1
x = (3,3) € dada por

= 0.4. Portanto, a erosdo baseada em distdncia em

0.7, ser €[0,0.4),
el 3,3) = 3.16
5(1)(3.3) { 0.1, ser e [0.4,1]. (5.16)
. _Jit fin , . _
Agora, vamos determinar os pontos a; = s parai € {1, 2, 3}. Dai, temos que a; = 0.15,

= 0.25 e ag = 0.5, e com isso construimos a lista ordenada J = {0,0.15,0.25,0.5,1}.
Portanto, a dilata¢do baseada em distdncia em x = (3, 3) é dada por
0.1, ser €[0,0.15),
0.2, sere

[
0p(f)(3,3) = {0’15’ 0.25), (3.17)
[

0.3, ser € [0.25,0.5),
0.7, ser € [0.5,1].

Finalmente, o gradiente morfoldgico baseado em distdncia em x = (3, 3) é dado

por
(0.6, ser€[0,0.15) = [0,0.4) N [0,0.15)

[0,
0.5, ser € [0.15,0.25) = [0,0.4) ~ [0.15,0.25) ,
0s(f)(3,3) =3 0.4, sere[0.25,0.4) = [0,0.4) n [0.25,0.5) (3.18)
0.2, ser € [0.4,0.5) = [0.4,1) A [0.25,0.5),
0.5,1] = [0.4,1) A [0.5,1) U {1}

L 0.6, sere
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A Figura 13 mostra os grdficos da erosdo, dilatacdo e gradiente baseados em
distancia da imagem f em v = (3,3) com r variando de 0 a 1. Observe que o grdfico da
dilatacdo, grdfico de cor azul, apresenta descontinuidades, nos valores a; = 0.15, a; = 0.25 e
az = 0.5. Analogamente, o grdfico da erosdo, grdfico de cor vermelha, apresenta apenas uma
descontinuidade, no valor me = 0.4. As descontinuidades da dilatacdo e da erosdo aparecem

juntas no grdfico do gradiente, ou seja, o grdfico de cor preta.

Grafico da erosao, dilatacao e gradiente baseado em distancia.

0.8 [

0.7
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0.2 — —

I I I I
I I | |
0.1 i I f ;
I I | |
L. 1 | |

O 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
r

Figura 13 — Grafico dos operadores €';(f)(3,3), d5(f)(3,3) e 05(f)(3,3) parar € [0, 1].

Analisando a Figura 12 item (b), percebemos que a interpretagdo geométrica da
dilatacdo baseada em distancia estd diretamente relacionada com uma estrutura muito especial
e classica da geometria computacional, o diagrama de Voronoi (Rezende and Stolfi, 1994),
para mais detalhes ver o Apendice A. A partir desta observagdo, temos que os pontos f; da
lista H = {f1, f2,..., fx} representam os sitios de Voronoi. Para cada sitio f; € 7, considere
o conjunto RV}, dos pontos p do intervalo [0, 1] tais que o sitio mais préximo de p € f;. Os
pontos da lista J = {ag,a,...,ax_1,ax} representam os vértices de Voronoi. Assim, cada
conjunto RV},, chamado de Regido de Voronoi, representa uma regido ou intervalo limitado
pelos vértices a; e a;j1. Por questdo de simplicidade, denotaremos RV, por RV. A colegdo de

todas as regides de Voronoi RV €, por defini¢do, o diagrama de Voronoi de H. Formalmente,
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DV (H) = {RV4,..., RV,}. Analogamente, analisando a Figura 12 item (a), percebemos que a
interpretacdo geométrica da erosao baseada em distancia estd ligada de forma direta com uma
variagdo do diagrama de Voronoi, conhecida como o diagrama de Voronoi do vizinho mais
distante, para mais detalhes ver (Aurenhammer, 1991). Assim, os operadores morfoldgicos
dilatacdo e erosdao baseados em distancia, estdo fortemente ligados com o diagrama de Voronoi
e o diagrama de Voronoi do vizinho mais distante, respectivamente. Em outras palavras, os
diagramas de Voronoi na reta mostram como a escolha do valor de referéncia r influencia no

resultado dos operadores erosdo e dilatagdo baseados em distancia.

3.2 Abordagem para Imagens Coloridas

A abordagem proposta por Angulo (2007) em seu trabalho é uma generalizacdo de
outras abordagens baseadas em distancia porpostas na literatura, ver (Comer and Delp, 1999;
Weeks and Sartor, 1999; Ortiz Zamora et al., 2001; Sartor and Weeks, 2001; Al-Otum, 2003). Os
operadores da morfologia matematica baseada em distancia utilizam uma ordem total em [0, 1]%,
dada por (3.1). Especificamente, dada uma cor de referéncia r € [0, 1]3, a ordem baseada em

distancia <., dada por

d(u,r) >d(v,r) ou
U<, v < 3 (3.19)
d(u,v7)=d(v,r) e u<pv, Yu,vel0,1],

define uma ordem total no conjunto [0, 1]3, para mais detalhes ver (Angulo, 2007).

O conjunto [0, 1]3 equipado com a ordem <., r € [0, 1]3, ¢ um reticulado completo.
Note que dada uma referéncia r € [0, 1]* no reticulado completo ([0, 1]°, <,) a maior cor é a
prépria referéncia r, isto é, u <, r, ¥ u € [0, 1]°. A relagdo de ordem <, em [0, 1]* induz uma

ordem parcial em Fun(D, [0, 1]*). Assim, para cada f, g € Fun(D, [0, 1]*), temos

d(f(z),r) > d(g(x),r) ou (3.20)
—d

f<rg©{ d(f(x),r) = d(g(z),7)e f(z) <y f(z),VzeD,

3 A
em que r € [0, 1]” € um valor de referéncia fixo.

De acordo com a Defini¢do 2.1, apresentamos os operadores morfoldgicos erosao e

dilatacao baseados em distincia para imagens coloridas em termos da ordem <.

Definicio 3.3. Seja r € |0, 1]3 uma cor de referéncia e <, uma ordem total dada por (3.19). A
erosdo e a dilatagdo baseadas em distdncia para uma imagem colorida f : D — [0, 1]3 pelo

elemento estruturante B sdo dadas, respectivamente, por

S(H@ = A Fa+h) e GA@= Y fa+h. ¥reD G2y

beB beB
xz+beD xz+beD
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Observe que para cada cor de referéncia r € [0, 1]3 escolhida obtemos um par de
operadores morfoldgicos, €’; e 8’5, baseados em distancia. Sobretudo, segue da Proposicdo 2.1

que o par (&7;, 8%) forma uma adjungdo sobre Fun(D, [0, 17%).

Logo, a Defini¢do 3.1 € consistente com a Defini¢do 1.5. Além disso, as Proposicdes
2.2,2.3 e 2.4 sdo validas. De acordo com a Defini¢ao 2.10, o gradiente morfolégico baseado em

distancia para imagens coloridas € dado por:

Definicao 3.4. O gradiente morfolégico baseado em distdancia é definido como sendo a norma
da diferenca entre a dilatacdo e a erosdo baseadas em distancia da imagem colorida f : D —

[0, 1]3 pelo elemento estruturante B. Formalmente, o gradiente morfologico é dado por:
05 (f)(z) = |05(f)(z) — ex(f)(x)]y, ¥z eD. (3.22)
Além disso, o gradiente morfolégico normalizado, @5 : D — |0, 1], é dado por

L e
2 =/ e ) sy DY 629

Figura 14 — Imagem natural colorida f5,0s4-

Exemplo 3.4. Utilizaremos a imagem colorida f 5,054, para mostrar os operadores morfologi-
cos erosdo, dilatacdo e gradiente baseados em distdncia para algumas cores de referéncia r.
Para isso, utilizamos um elemento estruturante B quadrado de dimensdo 3 x 3 e a imagem natu-

ral colorida de dimensdo 321 x 428, mostrada na Figura 14. A imagem natural colorida f 4,04
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foi retirada do dataset da University of California, Berkley. Fonte: (https://www2.eecs.
berkeley.edu/Research/Projects/CS/vision/grouping/). A Figura 15 mos-
tra o resultado dos operadores erosdo, dilatacdo e gradiente baseados em distancia para as
cores de referéncia vermelha, verde, ciano e preta. Por exemplo, se considerarmos a cor de
referéncia como sendo vermelha, entdo a imagem obtida pela dilatacdo baseada em distancia
mostra que as cores proximas da cor vermelha se destacaram, ver Figura 15 item (a). Dualmente,
a imagem obtida pela erosdo baseada em distancia mostra que as cores mais distantes da cor

vermelha tendem a se destacar, ver Figura 15 item (b).

3.2.1 Caracterizagdo dos operadores €%, 0 € 0.

Motivados pela caracterizacdo apresentada para os operadores morfolégicos base-
ados em distancia em tons de cinza, apresentaremos uma caracterizagdo para os operadores
morfoldgicos baseados em distancia e}, 8 e o em fungdo da referéncia r € [0, 1]3.

No caso dos operadores morfolégicos baseados em distancia para imagens em tons
de cinza, a influéncia do valor de referéncia r esté relacionada com o diagrama de Voronoi e suas
variacoes. Por exemplo, a dilatag¢do estd diretamente relacionada com o diagrama de Voronoi e a
erosdo estéd diretamente relacionada com o diagrama de Voronoi do vizinho mais distante. Dessa
forma, utilizaremos o diagrama de Voronoi e suas varia¢des no cubo [0, 1]3 para apresentar uma

caracterizacao para os operadores morfolégicos baseados em distancia para imagens coloridas.

Teorema 3.2. Sejam 7 € [0, 1]° uma referéncia fixa e o reticulado completo [0,1]* com a ordem
total baseada em distdncia <. Dada uma imagem colorida f € Fun(D, |0, 1]3) e um elemento
estruturante flat finito B < 7Z2. Para cada pixel x € D, os operadores baseados em distdncia

erosdo, dilatacdo e gradiente, dados por (3.21) e (3.22) satisfazem as seguintes equacoes:

ep(f)(@) = fi, se reRV; (3.24)

0p(f)(x) =f;, se TeRV, (3.25)

os(f)(x) = |f;— fil,, se TeRV,nRV, (3.26)

onde f,, comm € {1,2,... k}, é uma cor da imagem f em um pixel selecionado pelo elemento

estruturante B centrado em x € D. Além disso, RV,, e RV ,,, denotam, respectivamente, a regido
de Voronoi e a regido de Voronoi do vizinho mais distante, ambas contruidas usando f, ..., fx,

que contém a cor f,.

Demonstracdo. A demonstragcdo é semelhante a demonstracdo do Teorema 3.1. Vamos conside-
rar 7 € [0, 1]* uma referéncia fixa. Sejam f € Fun(D, [0, 1]°) uma imagem colorida e B — Z?

um elemento estruturante finito. Vamos construir um conjunto de pontos com os valores da
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Figura 15 — Operadores dilatacio, erosao e o complementar do gradiente normalizado para

alguns valores de r.

imagem f nos pixels selecionado pelo elemento estruturante B centrado em x € D. Formal-

mente, defina H = {f,, fo,..., f1.}, com k < Card(B), onde f; = f(z +b) paraalgum b € B,

com j € {1,2,...,k}. O elemento f; € H representa um pixel da imagem f selecionado pelo

elemento estruturante B centrado em x. Note que a cardinalidade k£ de H corresponde ao niimero

de cores distintas da imagem f selecionadas pelo elemento estruturante 5.
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Se considerarmos a dilatagdo baseada em distancia d7, entdo os pontos f; do
conjunto H = {f, fo, ..., [} representam os sitios de Voronoi no cubo [0, 1]3. Para cada
sitio f; € H consideremos a regido de Voronoi RVy , onde denotaremos RV} por RV;. A
colecdo de todas as regides de Voronoi RV; é o diagrama de Voronoi de H, ou seja, DV (H) =
{RVi,..., RVj}. Note que se € RV entdo a dilatacdo baseada em distancia representa o ponto
mais proximo da referéncia r, o sitio f ;€ ‘H associado a regidao de Voronoi RV;. Assim, dado

r € |0, 1]3 a dilatac@o baseada em distancia para cada = € D é dada por
O0p(f)(x) = f;, se reRV, (3.27)

Analogamente, se considerarmos a erosdo baseada em distancia €, entdo os pontos f, do
conjunto H = {f,, fo, ..., fi} representam os sitios de Voronoi do vizinho mais distante no
cubo |0, 1]3. Para cada sitio f, € H vamos considerar a regido de Voronoi do vizinho mais
distante RV ¢, onde denotaremos RV ¢, por RV ;. A colecdo de todas as regides de Voronoi RV
€ o diagrama de Voronoi do vizinho mais distante de H, ou seja, W(’H) = {Wl, o ,Wk}.
Note que se r € RV; entdo a erosdo baseada em distincia representa o ponto mais distante da

A . s . . o~ . . 3 ~
referéncia r, o sitio f, € H associado a regido de Voronoi RV ;. Assim, dado r € [0, 1]” a erosdo

baseada em distancia para cada x € D é dada por
en(f)(z)=f;, se reRV, (3.28)

Finalmente, vamos considerar o diagrama de Voronoi DV e o diagrama de Voronoi do vizinho
mais distante DV do conjunto de pontos H = {f,, fo. ..., f;}. Dado 7 € [0,1]" o gradiente

morfoldgico baseado em distancia para cada x € D € dado por

o5 (f)(x) = ”fj — fi}2, se reRV;nRV, (3.29)

onde 8% (f)(x) = f;ser e RV, eex(f)(z) = f;ser e RV,. O

O Teorema 3.2 mostra que os operadores morfoldgicos erosdo, dilatagdo e gradiente
baseados em distancia sdo determinados de acordo com a regido de Voronoi em que a referéncia
r pertence. Portanto, caracterizamos os operadores morfoldgicos erosao, dilatagdo e gradiente
baseados em distancia em funcédo da referéncia r € [0, 1]3.

Exemplo 3.5. Considere o conjunto de pontos H = {f,, f,, f3}, onde f, = (0.6,0.9,0),
fa=1(0.9,0.9,0) e f3 = (0.9,0.4,0). Vamos admitir que cada ponto f; € H representa um
pixel da imagem colorida f € Fun(D, |0, 1]3) selecionado pelo elemento estruturante finito B
centrado em x € D. Note que f,, f, e f estdo no plano Vermelho-Verde, pois a componenete
azul é igual a zero. A Figura 16 item (a) representa a projecdo do diagrama de Voronoi de
H no plano Vermelho-Verde (RxG). Em outras palavras, DV (H) = {RVy, RV, RV}, onde
RV é a regido de cor vermelha, RV; é a regido de cor azul e RV5 é a regido de cor verde.

Analogamente, o item (b) da Figura 16 representa a projecdo do diagrama do vizinho mais
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distante H no plano Vermelho-Verde (Rx G). Em outras palavras, D_V(’H) = {RVl, RV, RV 4 }
onde RV 1 é a regido de cor vermelha, RV 5 é a regido de cor azul e RV 5 é a regido de cor
verde. Especificamente, as regioes RV; e RV ; sdo extensdes cilindricas das regides mostradas

na Figura 16.

(a) DV (H) (b) DV (H)

Figura 16 — Diagrama de Voronoi e o diagrama do vizinho mais distante de H.

De acordo com os diagramas de Voronoi e do vizinho mais distante, mostrado nos

itens (a) e (b) da Figura 16, a dilatacdo e a erosdo baseadas em distdncia em x € D sdo dadas

por
(0.6,0.9,0) se re RV,

B(f)(x) =1 (0.9,0.9,0) se re RV;, (3.30)
(0.9,0.4,0) se re RV;.

(0.6,0.9,0) se re RV,
eR(f)(x) =1 (0.9,0.9,0) se re RV, (3.31)
(0.9,0.4,0) se re RVs.

Vamos considerar o diagrama de Voronoi DV (H) e o diagrama de Voronoi do
vizinho mais distante D_V(H), como mostra a Figura 16 itens (a) e (b). De acordo com (3.26),

dado r € |0, 1]3 o gradiente morfologico baseado em distdncia para cada x € D é dado por

0.3 se re(RVinRVy) U (RVanRVY),
o (f)(z) = 0.5 se re (RVanRV3) U (RV3nRV,), (3.32)
0.583 se re (RVinRV3)u (RV3nRVY).

Ao caracterizar os operadores morfoldgicos baseados em distancia em fungdo da

A . 3 . .
referéncia r € [0, 1]°, percebemos que os operadores apresentam algumas descontinuidades.
Especificamente no interior das regides de Voronoi, os operadores morfoldgicos baseados em

distancia sdo insensiveis a pequenas perturbacdes da referéncia . Contudo, hd uma mudanga
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brusca no resultado dos operadores para pequenas perturbacdes da referéncia r na fronteira das

regides de Voronoi.

Neste capitulo, mostramos que o diagrama de Voronoi possui uma relagdo muito
importante com os operadores morfoldgicos baseados em distancia. Mais precisamente, a dilata-
¢do baseada em distancia estéd diretamente relacionada com o diagrama de Voronoi, enquanto
a erosdo baseada em distancia estd relacionada com o diagrama de Voronoi do vizinho mais
distante. Os diagramas de Voronoi serviram para mostrar como a escolha do valor de referéncia
r ou da cor de referéncia r influencia no resultado dos operadores morfolégicos baseados em
distancia erosao e dilatacao. No préximo capitulo, utilizaremos os diagramas de Voronoi para

definir os operadores Pseudo-Morfoldgicos baseados em distincia.
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4 Estatistica Descritiva de Operadores
Morfolégicos Baseados em Distancia

Nas ultimas décadas, diferentes abordagens para a MM colorida baseada em distan-
cia foram propostas por pesquisadores proeminentes, como Angulo (2007); Aptoula and Lefevre
(2009); De Witte et al. (2005a); Ledoux et al. (2014, 2015); Deborah et al. (2015); AI-Otum
(2015); Valle and Valente (2017). Apesar das aplicagdes bem sucedidas, essas abordagens geral-
mente se deparam com a dificil tarefa de escolher uma referéncia adequada para ordenacdo das
cores, tornando-se um dos grandes desafios para a morfologia matematica colorida baseada em
distancia. No capitulo anterior, apresentamos uma caracterizacao para os operadores morfol6-
gicos erosdo, dilatacdo e gradiente baseados em distancia em func¢ao do valor de referéncia r
ou da cor de referéncia r, através dos diagramas de Voronoi. Neste capitulo, interpretaremos a
referéncia como uma varidvel aleatdria e, utilizando conceitos de estatistica descritiva, podemos
contornar o problema da escolha da referéncia apropriada. Alternativamente, a interpretacao
da referéncia como uma varidvel aleatéria contempla o caso em que hd incerteza na escolha da
referéncia. Especificamente, utilizaremos algumas medidas de tendéncia central e dispersao para
definir novos operadores. Por exemplo, a média da dilatagdo, a média da erosdo ou o desvio

padrdo do gradiente, entre outros.

4.1 Abordagem para Imagens em Tons de Cinza

Nesta secdo, abordaremos alguns conceitos e resultados importantes de estatistica
descritiva, como medidas de tendéncia central e medidas de dispersdo, para mais detalhes ver
(Papoulis and Pillai, 2002), (Oja, 1983), (Small, 1990), (Johnson and Wichern, 2007) e (Rohatgi
and Saleh, 2010). Lembre-se que, na abordagem baseada em distancia, o valor de referéncia r
pode assumir qualquer valor entre 0 e 1. Dessa forma, interpretaremos a referéncia » como uma
amostragem de uma varidvel aleatéria continua R com uma fun¢ao densidade de probabilidade
pr- A seguir, definiremos algumas medidas de tendéncia central e dispersdo para uma fungdo de

uma variavel aleatdria.

Definicio 4.1. Seja R uma varidvel aleatéria e h : R — {hy, hs, ..., hy} uma fungdo.

1) A esperanga de h(R) é dada por

E (h(R)) = Z h;P (h(R) = h;). (4.1)



Capitulo 4. Estatistica Descritiva de Operadores Morfologicos Baseados em Distdncia 57

2) Adotamos como a moda (M,) de h(R) o menor valor h; tal que

P (h(R) = h;) € mdxima. 4.2)

3) Adotamos como a mediana (My) de h(R) o menor valor h; tal que

P(h(R) < M) =05 e P(h(R)> M) =0.5. (4.3)

4) A varidncia de h(R) é dada por

Var (h(R)) = E ((h(R))?) = (E (h(R)))”. (4.4)

5) O desvio padrdo de h(R) é dado por
o (h(R)) = +/Var (h(R)). 4.5)

Observacao 4.1. Se R possui funcdo densidade de probabilidade pgr, entdo

P(h(R) = y) = j pr(r)dr e P(h(R)<y) = j pr(r)dr.  (46)
{r:h(r)=y} {r:h(r)<y}

Exemplo 4.1. Neste exemplo, vamos considerar a dilatacdo baseada em distancia da imagem
f avaliada no pixel x = (3,3), apresentada no exemplo 3.3. Seja H = {0.1,0.2,0.3,0.7} a
lista ordenada de pontos da imagem f selecionados pelo elemento estruturante B. Dessa forma,
o diagrama de Voronoi de H, DV (H), é dado por DV (H) = {RV, RVa, RV3, RV,}, em que
RV} =0,0.15), RV, = [0.15,0.25), RV3 = [0.25,0.5) e RV} = [0.5,1]. Assim, a dilatagdo
05(f)(3,3) em fungdo de r é dada por

0.1 sere RV,

. 0.2ser e RV,

o(f)(3,3) = 03 sere BV 4.7)
. 3

0.7sere RVy.

Vamos admitir que a referéncia r é uma amostragem de uma varidvel aleatoria
continua R com uma fung¢do densidade de probabilidade pr. Especificamente, vamos considerar
a fung¢do densidade de probabilidade uniforme, ou seja, pg(r) = 1 para todo r € |0, 1]. Dessa
forma, podemos calcular a probabilidade de ocorréncia dos valores de 6%(f)(3,3) para cada

regido de Voronoi RV;. Em termos matemditicos,

r r0.15
o P(05(f)(3,3) =0.1) = | pgr(r)dr = dr =0.15
RV, .
r r0.25
o P(05(f)(3,3) =0.2) = | pr(r)dr= dr =0.10
J Jo.is
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o P(1)3.3) = 03) = [ pr(rydr = [ dr = 0.2
RJ/;, J;.25
¢ PR3 =07) = [ palr)ar = | “dr =05

Note que a probabilidade de §%(f)(3,3) pertencer a regido de Voronoi RV; é igual ao com-

primento da regido de Voronoi RV;. E, com isso, obtemos a seguinte tabela de probabilidade

Tabela 1 — Tabela de Probabilidade de 6% (f)(3,3) do Exemplo 4.1.

0p(f)(3,3) | 01 | 020307
P(65(f)(3,3)) [ 0.15]0.10 [ 025 | 0.5

Dessa forma, vamos calcular as medidas de tendéncia central e dispersdo para
o operador dilatagcdo 03(f)(3,3). Usando a defini¢do de esperangca dada em (4.1), em que
h = 05(f)(3,3), temos que

E(05(1)(3,3))

0.1 x P(0.1) + 0.2 x P(0.2) + 0.3 x P(0.3) + 0.7 x P(0.7)
— 0.1x0.15+0.2x0.10+ 0.3 x 0.25 + 0.7 x 0.5
— 0.6

A moda da dilatagdo 65(f)(3,3), por (4.2), é M,(65(f)(3,3)) = 0.7, pois 0.7 é o
valor cuja probabilidade é mdxima. A mediana de §5(f)(3,3), pode ser qualquer niimero entre
0.3 ¢ 0.7, pois, para \ € [0.3,0.7] temos que P(05(f)(3,3) < A\) = 0.5e P(05(f)(3,3) =
A) = 0.5. No entanto, pela defini¢io (4.3), a mediana é o menor valor de X € [0.3,0.7] que
satisfaz a equagdo (4.3). Portanto, My(6%(f)(3,3)) = 0.3.

Antes de calcular a varidncia de 03(f)(3,3), precisamos calcular a esperanca de
(65(/f)(3,3))*. Daf,
E((55(£)(3,3))?) = (0.1)*> x P(0.1) + (0.2)*> x P(0.2) +
(0.3)* x P(0.3) + (0.7)* x P(0.7)
= 0.01 x 0.15+ 0.04 x 0.10 4+ 0.09 x 0.25 + 0.49 x 0.5
= 0.273.

Assim, a varidncia de 0 (f)(3,3), dada por (4.4), é

Var(d5(£)(3,3)) = E((05(f)(3,3))%) — (B (05(£)(3,3)))?
= 0.273 — (0.46)?
= 0.0614.



Capitulo 4. Estatistica Descritiva de Operadores Morfologicos Baseados em Distdncia 59

e o desvio padrdo de 0 (f)(3,3), dado por (4.5), é

o(05(f)(3.3) = /Var(dp(f)(3,3))
— 0.0614
—0.2478.

4.1.1 Operadores Pseudo-Morfoldgicos

A estatistica descritiva dos operadores morfoldgicos baseados em distancia para
imagens em tons de cinza 0 e €3 nd0 comutam necessariamente com o supremo e o infimo, res-
pectivamente, e portanto ndo representa uma dilatacdo e uma erosao no sentido da Defini¢do 1.2.
No entanto, podemos considerar a estatistica descritiva dos operadores morfol6gicos baseados
em distancia como operadores pseudo-morfolégicos (Angulo, 2007). Nesta tese, denotaremos
por 9z um operador morfoldgico baseado em distancia, tais como ¢, €' ou g5, com base em um
elemento estruturante B (flat) e um valor de referéncia r € [0, 1]. Além disso, denotaremos por S
uma estatistica descritiva, por exemplo, esperanca, variancia e desvio padrdo. Dada uma imagem
em tons de cinza f € Fun(D, [0, 1]), o operador morfolégico 1% (f)(x) em um determinado
pixel z € D é determinado de acordo com a escolha do valor de referéncia r. Ao interpretarmos

Y5(f)(z) como uma fungdo de r, definimos um operador pseudo-morfolégico como se segue:

Srp(f)(@) = Sk (Yp(f)(x)), Vo eD. (4.8)

Note que o valor de referéncia r € [0, 1] € visto como uma amostragem de uma variavel aleatéria
R, o operador morfolégico baseado em distancia ¢ corresponde a funcao i dada na definicdo

4.1 e Sg é uma estatistica descritiva tal como a esperanga, a variancia e o desvio padrio.

Vamos apresentar uma forma mais pratica e eficiente para calcular a estatistica
descitiva dos operadores dilatacdo, erosdo e gradiente baseados em distancia. Algumas estatisticas
descritivas possuem expressdes bem simples e faceis de serem calculadas como veremos a seguir.
Nesta tese vamos considerar a funcao densidade de probabilidade como sendo uniforme, ou seja,

pr(r) = 1 paratodo r € [0, 1].

Teorema 4.1. Sejam f : D — [0, 1| uma imagem em tons de cinza, B um elemento estruturante
(flat) finito e r uma amostragem de uma varidvel aleatéria uniforme no intervalo [0, 1]. Se

Y = €, entdo a esperanga, a varidncia e o desvio padrdo sdo dados por

E(ep(N)(x) = (fe — fr)-me + f1, (4.9)

Var (e5(f)(x)) = (fs — f1)*(me — me?), (4.10)

o (eR(f)(x)) = (fx — fr)Vme — me?, 4.11)
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onde f; é um pixel da imagem f selecionado pelo elemento estruturante B centrado em x € D e
_ Ji+ fk
5

Demonstracdo. Sejam f : D — [0, 1] uma imagem em tons de cinza, B um elemento estrutu-
rante (flat) finito e » uma amostragem de uma varidvel aleatéria uniforme no intervalo [0, 1]..

Pelo Teorema 3.1, o operador baseado em distancia ¢'; satisfaz

, fr, ser e |0, me),

ep(f)(x) = [0, me) (4.12)
f1, ser € [me, 1],

onde f;,comi € {1,2,... k}, é um pixel da imagem f selecionado pelo elemento estruturante

B centradoem x € D e me = fi —; fk.

Pela Defini¢do 4.1, temos que para cada z € D,

k
E (@) = Y, fiwy
= frw + fi.wr,
= fi(l —me) + fyme,
= (fx — f1)me+ fi,

me 1
onde wy, = f dr = meew; = f dr = 1 —me. Note que w; = P (cz(f)(z) = f;) e

0 me

fie{fi, fo,-. ., fr}. Alémdisso, Z w; = 1, ou seja, a soma das probabilidades € igual a 1.
j=1
Usando a Defini¢do 4.1, temos que para cada z € D,
Var (ep(f)(@) = E(E5(1)()%) = (B (5 @),
= (ff = foyme + ff = ((fu — fryme + f1)*,
(fe + [1)(fu = fr)me — (fr — f1)?me® = 2f1(fr — f1)me
(fe + fr = 2f1) (fr = foyme = (fr — f1)*me”
= (fx — fi)*me = (fr — fr)*me’
(fr — f1)*(me — me?).

Usando a definicao 4.1, temos que para cada x € D,

o (€5(F)@) = /(e — fi)2(me —me?),
= (fx = fi)Vme —me?.

]

Note que, se considerarmos outros modelos para a funcdo densidade de probabilidade

pr(r), entdo os operadores pseudo-morfoldgicos Si (Y5 (f)(x)) podem ser caracterizados de
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outra maneira e com isso podemos obter diferentes abordagens para esses operadores. Uma
possibilidade seria considerar pr(r) como sendo uma fungio densidade que contém informagoes

sobre a imagem como, por exemplo, seu histograma.

Exemplo 4.2. Este exemplo ilustra algumas estatisticas descritivas dos operadores morfologicos
dilatacdo, erosdo e gradiente baseados em distdancia. Para calcular essas estatisticas, utilizamos
como elemento estruturante B um quadrado de dimensdo 3 x 3 e a imagem em tons de cinza da

Lena de dimensdo 512 x 512. Os resultados obtidos sdo mostrados na Figura 17.

Dilatagao Erosdo Gradiente

(@) E(65(f)) (b) E (e(/f)) ©1—E(ep(f))

P
L

l:l 4!: \IBW‘\\\

Esperanca

Moda

Desvio Padrio

Figura 17 — Estatistica descritiva dos operadores morfoldgicos dilatag@o, erosdo e gradiente.
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4.2 Abordagem para Imagens Coloridas

Na abordagem baseada em distancia para imagens coloridas a cor de referéncia r
pode assumir qualquer valor no cubo unitério [0, 1]3. Nessa secdo vamos interpretar a referéncia
r como uma amostragem de um vetor de varidveis aleatéria R com uma funcdo densidade
de probabilidade conjunta pp. Assim, vamos utilizar os conceitos de estatistica descritiva,
como medidas de tendéncia central e dispersdo para extender a abordagem dos operadores

pseudo-morfoldgicos para imagens coloridas.

Seja R = (Ry,...,R,) um vetor de varidveis aleatdrias, com funcdo densidade
de probabilidade conjunta pp. Na pratica utilizaremos a funcdo de densidade de probabilidade
conjunta uniforme, ou seja, pp(r) = 1 para cada 7 € [0,1]°. Vamos considerar H : R" —
{hi,hs, ..., h;} < R" uma funcdo vetorial em um conjunto discreto de vetores do R". Note que
H(R) = h;, para algum j € {1,2, ..., k}. No contexto multivariado, vamos definir algumas

medidas de tendéncia central e dispersdo para uma fungdo vetorial H (R).

A esperanga de H(R) é dada por

E(H(R)) = Zk“ h;P (H(R) = h;). (4.13)

A moda M, de H(R) ¢ um vetor h; tal que
P(H(R)=h;) ¢émixima, (4.14)
para algum j € {1,2,... k}.
A matriz de dispersdo de H(R), denotada por X, é dada por

¥ =Var(H(R)) = E((H(R) - E(H(R))) (H(R) - E(H(R))"). (4.15)

A partir da matriz de dispersdo 3., vamos apresentar algumas medidas de dispersao
(Johnson and Wichern, 2002; Bock, 1985). Uma medida nimerica de variabilidade é fornecida
pelo determinante da matriz de dispersdo 3. O determinante de 3 € denominado varidncia
generalizada de H (R). Denotaremos a variancia generalizada de H (R) como sendo V,(H(R)).
Uma outra medida de variabilidade capaz de sintetizar a informacdo contida na matriz de
dispersdo X € a varidncia total. A variancia total de H (R) é definida como sendo o traco de
3. Denotaremos a variancia total de H (R) como sendo V;(H (R)). A matriz de dispersdo X é
uma matriz simétrica e semidefinida positiva. Assim, as medidas de variabilidade V,(H (R)) e
V,(H (R)) sdo reais e ndo negativas. Dessa forma, definiremos RV, (H (R)) = 1/ Vy(H(R)) e
RV,(H(R)) = \/V;(H(R)). Esses operadores podem ser interpretados como generalizacdes
do desvio padrdo para vetores.

Uma outra medida de dispersdo é a Gini’s Mean Difference, denotada por Gmd.

O Gmd ¢ definido como sendo a média da normas da diferenga de todos os pares de H (R).



Capitulo 4. Estatistica Descritiva de Operadores Morfologicos Baseados em Distdncia 63

Matematicamente, 0o Gmd de H(R) é dado por

k
Gmd(H(R)) = ), [hi = hyl, P (H(R) = h)) P(H(R) = h;),  (416)
ij=1
onde |-, representa a norma Euclidiana, para mais detalhes ver (Oja, 1983; Gerstenkorn and
Gerstenkorn, 2007).

Agora, definiremos os operadores pseudo-morfoldgicos para imagens coloridas da
mesma forma como definimos os operadores pseudo-morfolégicos para uma imagem f : D —
[0,1] em tons de cinza, ver equagio (4.8). Dada uma imagem colorida f : D — [0,1]°, os
operadores morfolégicos baseados em distancia 1'% (f)(x) em um determinado pixel x € D
variam de acordo com a escolha do vetor de referéncia r € [0, 1]3. Dessa forma, ao interpretarmos
5 (f)(z) como uma fun¢do de uma amostra  de uma varidvel aleatéria R, obtemos operadores

pseudo-morfoldgicos como se segue:

Srs(f)(@) = Sk (Wh(f)(x), VaeD, (4.17)

em que S denota uma estatistica, isto €, uma medida de tendéncia central ou de dispersdo.

Exemplo 4.3. Neste exemplo, seja H = {f, f5, f3}, onde f, = (0.6,0.9,0), f, = (0.9,0.9,0)
e f3=1(0.9,0.4,0). Vamos admitir que cada ponto f; € H representa um pixel de uma imagem
colorida f € Fun(D, |0, 1]3) selecionado pelo elemento estruturante finito B centrado em
x € D. Vamos considerar a caracteriza¢do obtida para a dilatagdo baseada em distancia da
imagem colorida f no pixel x € D, apresentada no Exemplo 3.5. Considere também a fungcdo
de densidade de probabilidade conjunta uniforme, ou seja, pr(r) = 1, ¥ r € |0, 1]3. Assim,

05 (f)(x) em funcdo da cor de referéncia r é dada por

(0.6,0.9,0) se re RV,
8%(f)(x) =< (0.9,0.9,0) se re RV, (4.18)
(0.9,0.4,0) se re RV

Note que RVy, RV5 e RV3 sdo as regioes de Voronoi, onde RV é a extensdo cilin-
drica da regido de cor vermelha, RV é a extensdo cilindrica da regido de cor verde e RV é a
extensdo cilindrica da regido de cor azul, como mostra o item (a) da Figura 16. Agora, vamos
calcular a probabilidade de ocorréncia dos valores de 8';( f)(x) para cada regido de Voronoi
RV}, em que j € {1,2,3}. Assim,

o P(&8%(f)(x) = (0.6,0.9,0)) = ﬂf Fr(r)dr = 0.43125,

R\

o P(8%(f)(x) = (0.9,0.9,0)) = f f Fr(r)dr = 0.0875,

RV
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o P(8%(f)(z) = (0.9,0.4,0)) = J f Fr(r)dr = 0.48125,

RV3

Note que a probabilidade de §';( f)(x) pertencer a regido de voronoi RV; é igual ao volume da

regido de Voronoi RV}. E, com isso, obtemos a seguinte tabela de probabilidade conjunta

Tabela 2 — Tabela de Probabilidade conjunta

8%(f)(z) | (0.6,09,0) | (0.9,0.9,0) | (0.9,0.4,0)
P(6%(f)(z)) | 043125 | 0.0875 | 0.48125

Com a Tabela 2, podemos calcular as medidas de tendéncia central e dispersdo para
a dilatagdo 8 (f)(x). Usando a defini¢do de esperanga dada em (4.13), em que H = 8% (f)(x),

temos que

(0.6,0.9,0) x P((0.6,0.9,0)) + (0.9,0.9,0) x P((0.9,0.9,0))
+(0.9,0.4) x P((0.9,0.4))

0.43125 (0.6,0.9,0) + 0.0875 (0.9, 0.9, 0) + 0.48125 (0.9, 0.4, 0)
(0.770625, 0.659375, 0) .

E(6%(f)(x))

A moda da dilatagdo 6 (f)(x), por (4.14), resulta que M (8% (f)(z)) = (0.9,0.4,0),

uma vez que (0.9,0.4,0) € a cor cuja probabilidade é mdxima.

A matriz de dispersdo de 8% (f)(x), por (4.15), é dada por

0.022074609375  —0.031130859375 0
Y= | —0.031130859375 0.062412109375 0
0 0 0

A partir da matriz de dispersdo X, temos que o det (X) = 0 e o tr(X) = 0.08448671875.
Dessa forma, a varidncia generalizada de 8'5(f)(x) é zero e a varidncia total de 8% (f)(x) é
0.08448671875. Portanto, RV, (8%(£)(x)) = 0 e RVy(87,(£)(x)) = 0.290665991732779.

A medida de dispersdo de Gini de 8% (f)(x), dada por (4.16), satisfaz

Gmd(8%(f)(x)) = [(0.6,0.9,0) — (0.9,0.9,0)], x 0.43125 x 0.0875
+(0.6,0.9,0) — (0.9,0.4,0)], x 0.43125 x 0.48125
+(0.9,0.9,0) — (0.9,0.4,0)|, x 0.0875 x 0.48125
—  0.153390028973879.

Observacao 4.2. Computacionalmenter, vamos utilizar o Método de Monte Carlo para estimar
o cdlculo da probabilidade de 8'%;(f)(x) pertencer a regido de Voronoi RV;. Com efeito, o

cdlculo da probabilidade de 63 ( f)(3, 3) pertencer a regido de Voronoi RV é igual ao cdlculo do
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volume da regido de Voronoi RV;. Para determinar o volume da regido de Voronoi distribuimos
1000 pontos de forma aleatdria e uniformemente distribuidos no interior do cubo unitdrio |0, 1]3
usando o comando rand do GNU Octave, em seguida calculamos quantos pontos cairam
dentro da regido de Voronoi RV e dividimos pelo niimero total pontos distribuidos, ou seja,

dividimos por 1000.

Exemplo 4.4. Neste exemplo, ilustraremos algumas estatisticas dos operadores morfologicos
dilatacdo, erosdo e gradiente baseados em distdncia. Vamos considerar um elemento estrutu-
rante B quadrado de dimensdo 3 x 3 e uma imagem natural colorida f = f 45544 de dimensdo
481 x 321. Lembrando que a imagem natural colorida f o554 f0i retirada do dataset da Univer-
sity of California, Berkeley. Fonte: (https://www2.eecs.berkeley.edu/Research/
Projects/CS/vision/grouping/).

Se considerarmos o operador morfoldgico baseado em distancia ¢y = €', obtemos
dos operadores pseudo-morfolégicos, as imagens mostradas na Figura 18 (b)-(f). Agora, se
considerarmos o operador morfolégico baseado em distdncia v, = &'y, obtemos dos operadores
pseudo-morfologicos, as imagens mostradas na Figura 19 (b)-(f). Por tltimo, se considerarmos
o operador morfolégico baseado em distdncia ¥y = @5, obtemos dos operadores pseudo-

morfologicos, as imagens mostradas na Figura 20 (a)-(d).

Observe que os operadores pseudo-morfoldgicos baseados em distdncia RV, RV,
e Gmd fornecem imagens em tons de cinza, enquanto que os operadores E e M , fornecem

imagens coloridas.

Uma vez que os operadores pseudo-morfolégicos E(e;(f)), E(0%(f)), Mo(e%(Ff))
e M,(0%(f)) foram definidos e calculados, vamos definir outros dois operadores pseudo-
morfolégicos. Ambos motivados pela defini¢do do gradiente morfoldgico colorido, dado em
(3.22). Formalmente, dados os operadores pseudo-morfolégicos E(e;(f)) e E(8’5(f)), defini-

mos a norma da diferenca entre a média da dilatacdo e a média da erosio, @5, por

5 (f(2)) = |E(65(f(2))) — E(ep(f(2)))l,, ¥ € D. (4.19)
Além disso, o @5 ( f) normalizado, g5 (f) : D — [0, 1], é dado por
e ou(r() (4.20)

- VH{eE(f(y) :ye Dy
De modo andlogo, dados os operadores pseudo-morfoldgicos M, (e (f)) e M (8% (f)), defi-

nimos a norma da diferenca entre a moda da dilatacio e a moda da erosio, @ °, por

25 °(f(2)) = [Mo(8%(f(2))) — Mo(ep(f(2)))],, Vo eD. (4.21)
Além disso, o g °(f) normalizado, o5 °(f) : D — [0, 1], é dado por

_ oy (f(x)) .
VAex°(f(y):yeD}

oy (f(x)) 4.22)
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(a) Imagem fo55036 (b) E(eB(f))

©) Mo(e5(f)) (d) 1 - RV,(ex(f))

()1 — RVi(e:(f)) (01— Gmd(ep(f))

b a0 jmﬁ%‘a Moo I 6 j e OGS

Figura 18 — Imagem original colorida, os operadores pseudo-morfolégicos e o complementar
dos operadores pseudo-morfoldgicos normalizados aplicados em % (f).

Exemplo 4.5. A Figura 21 mostra as imagens fornecidas pelos operadores pseudo-morfologicos

05(f) e 0¥ (f), em que f = foss03 € a imagem mostrada na Figura 18 (a). Note que os
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(a) Imagem fo55036 (b) E(0%(f))

(©) Mo(8%(F)) (d) 1 — RV (d%(f))

()1 — RV,(8%(F)) () 1 — Gmd(d%(f))

Figura 19 — Imagem original colorida, os operadores pseudo-morfolégicos e o complementar
dos operadores pseudo-morfoldgicos normalizados aplicados em 0% (f).

operadores pseudo-morfolégicos E(e;(f)) e M (e (f)) foram exibidos na Figura 18. Da

mesma forma, observe que os operadores pseudo-morfologicos E(8'5(f)) e M ,(85(f)) foram
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(a) Imagem -f253036 (b) 11— E(Q%(f))

TN~ jf e e

(© 1 - Mo(ep(f)) (d) 1 —o(ep(f))
o e j 2 0 b a0 62 ;‘ o) 0400

Figura 20 — Imagem original colorida e o0 complementar dos operadores pseudo-morfolégicos
normalizados aplicados em % ( f).

exibidos na Figura 19.

Observe que os operadores pseudo-morfologicos baseados em distdncia op e 0y,

fornecem imagens em tons de cinza.

Neste capitulo, definimos particularmente alguns operadores pseudo-morfoldgicos
baseados em distancia para imagens em tons de cinza e imagens coloridas. Note que os operadores
pseudo-morfoldgicos baseados em distancia ndo necessitam da escolha de um valor de referéncia
r ou de uma cor de referéncia r e, com isso, contornamos o problema da escolha de uma
referé€ncia apropriada. Sobretudo, os operadores pseudo-morfolégicos, por meio da fungdo de
distribui¢cdo de probabilidade, permitem agregar uma certa incerteza na escolha da referéncia.
No préximo capitulo, aplicaremos os operadores pseudo-morfoldgicos baseados em distancia
no problema de deteccdo de bordas. Especificamente, daremos uma atenc¢ao especial para a

aplicag@o dos operadores pseudo-morfoldgicos baseados em distancia em imagens coloridas.
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(@) 1—-25(f) ) 1-2y°(f)

;
T ==
o gt £y | i, (T -

i e ). Wi T i e N R |

Figura 21 — Imagem complementar dos operadores pseudo-morfolégicos normalizados.
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5 Aplicacao em Deteccao de Bordas
em Imagens Coloridas

A deteccdo de borda € uma tarefa importante em muitas aplicagdes, como visdo com-
putacional, segmentacao de imagens e reconhecimento de objetos. Em morfol6gia matemética
o gradiente morfoldgico € utilizado em problemas de deteccdo de bordas de um determinado
objeto numa imagem apresentada. Uma borda € o limite entre duas regides, cujos tons de cinza
predominates na imagem sdo relativamente diferentes. Observando os resultados apresentados
pelas estatiticas descritivas de operadores morfoldgicos baseados em distancia, percebemos que
boa parte dos nossos operadores se comportam, na pratica, como gradientes morfoldgicos, ou
seja, os operadores pseudo-morfoldgicos baseados em distancia realgcam variacdes de intensidade
de um pixel em uma vizinhanga determinada pelo elemento estruturante. Com efeito, a borda,
como uma propriedade intrinseca do objeto em uma imagem, ndo deve depender do esquema de
ordenacdo utilizado. Baseado nessa observacdo, vamos considerar a deteccdo de borda como
uma aplicacao para os nossos operadores pseudo-morfolégicos baseados numa distribui¢cdo de

probabilidade uniforme.

Neste capitulo, avaliaremos quantitativamente o desempenho dos operadores pseudo-
morfolégicos baseados em distancia no problema de deteccao de bordas. Em seguida, vamos
selecionar os operadores pseudo-morfolégicos com as melhores acuricias, ou seja, os opera-
dores que apresentaram a melhor capacidade de detec¢do de bordas para representar nossa
abordagem. Por fim, vamos comparar a capacidade de detec¢do de bordas dos operadores

pseudo-morfolégicos baseados em distancia com outras abordagens propostas na literatura.

No intuito de avaliarmos a eficiéncia dos operadores pseudo-morfologicos baseados
em distancia no problema de detec¢ao de bordas, utilizaremos um dataset de segmentacao de
imagens da University of California, Berkeley (Martin et al., 2001). Esse dataset possui 300
imagens coloridas naturais e 1633 imagens bindrias que foram segmentadas manualmente por
um grupo de pessoas, onda cada pessoa fez a segmentacdo de uma certa quantidade de imagens.
Para medir a capacidade de detec¢@o dos operadores pseudo-morfolégicos baseados em distancia
precisamos de alguma medida de desempenho. Existem muitas medidas de desempenho sendo
utilizada na literatura, ver (Papari and Petkov, 2011; Lopez-Molina et al., 2013). Nesta tese,
utilizaremos a medida de desempenho proposta por Pratt (2007), conhecido como Figura de
Merito (FoM) de Pratt.

A medida de desempenho FoM ¢ utilizada para quantificar a similaridade entre as
imagens (3 e 7, onde 5 € a imagem binarizada produzida por um detector de borda ao qual

queremos avaliar e 7 é a imagem de borda de referéncia. Formalmente, 7 denota uma imagem
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bindria correspondente a segmentacdo humana de uma imagem colorida f do dataset, isto €,
0 Ground Truth (GT). O FoM € uma das medidas mais utilizadas na literatura (Lopez-Molina
et al., 2013) e € definida por

1 1
FoM(3, 7) = MZW, (5.1)

TET

em que M = max {card(f3), card(7)}, onde card(f) determina o nimero de pixels da borda da
imagem /3, & é uma constante escalar e d(z, ) € a distdncia entre um ponto = da borda ideal
em 7 a 3. Nesta tese, fixaremos o pardmetros & = 1/9 e d é a distincia Euclidiana (Pratt, 2007).
Observe que 0 < FoM(3,7) < 1 e um valor mais elevado do FoM indica uma capacidade
melhor de detec¢ao de borda. Assim, quanto mais préximo de 1 for o resultado da medida de

desempenho FoM melhor serd a deteccdo de bordas.

Para aplicar a medida de desempenho FoM precisamos fazer um tratamento nas
imagens obtidas pelos operadores pseudo-morfoldgicos. Vamos considerar o operador pseudo-
morfolégico Sr(Y5(f)), onde f é uma imagem colorida e 1’; representa os operadores
morfolégicos erosdo €7, dilatagdo §'; e gradiente @7; baseados em distincia. A metodologia ado-
tada para fazer o tratamento é composta por duas etapas: o método de Supressdo de ndo-Maximos
(NMS, Non-Maximum Suppression) e o método de histerese (hysteresis). Esse tratamento é
feito aplicando o método NMS em %5 ( f) e em seguida o método de histerese para binarizar a
imagem obtida no passo anterior. Essa metodologia é baseada no processo utilizado pelo detector

de bordas do Canny, para mais detalhes ver (Canny, 1986).

Em nossos experimentos usamos o comando NonMaxSupHyst do GNU Octave
que combina o método NMS e a histerese, contido na implementacdo do detector de bordas
de Canny. Uma implementacdo alternativa do método NMS pode ser encontrada em Kovesi
(2012). Uma desvantagem dessa implementacao alternativa € que ela gasta muito tempo no
processamento das imagens. O NMS calculado usando o comando NonMaxSupHyst € muito
mais rapido no processamento das imagens. O método de histerese precisa de dois valores de
limiar 77 e T, em que 77 < T5. Nesta tese, vamos fixar os valores de limiar 77 = 0.01 e
T5 = 0.2, para maiores detalhes ver (Gonzalez-Hidalgo et al., 2015). Gostariamos de salientar
que esses valores de limiar 77 e 75 podem ser otimizados, em outras palavras, os valores de
limiar 77 e 75 podem ser ajustados para obtermos melhores resultados, conforme feito por
Gonzalez-Hidalgo et al. (2015).

Para facilitar a compreensao dos resultados vamos representar os nossos operadores

pseudo-morfolégicos baseados em distancia pela seguinte nomeclatura:

e MeanG - representa o operador E(o%(f)).
e DMean - representa o operador @5 ( f).

e ModG - representa o operador M ,(@%5(f)).
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e DMod - representa o operador o¥°(f).

e SdG - representa o operador o (0% (f)).

e RVgD - representa o operador RV, (d';(f)).
e RVgE - representa o operador RV, (e (f)).

e RVID - representa o operador RV, (8% (f)).

e RVIE - representa o operador RV;(e’z(f)).

e GmdD - representa o operador Gmd(d%;(f)).

e GmdE - representa o operador Gmd(ez(f)).

Com o intuito de avaliar o desempenho dos nossos operadores pseudo-morfolégicos
no problema de detec¢do de bordas, vamos aplicar eles nas 300 imagens coloridas naturais e,
em seguida, calcularemos a medida de desempenho FoM dos nossos operadores com relacao as
1633 imagens bindrias segmentadas (GT) do dataset. Os valores da medida de desempenho FoM
dos operadores pseudo-morfoldgicos baseados em distancia estdo resumidos no grafico boxplot

ilustrado na Figura 22.

o froo oo fonen o g jraesvon gl

0.6 Frerrrrrdrerrnde b S

0.4 Froeeeedendin, | ERPPRRELY S

g sdrwafilve ol funaf crfina

MeanG DMean ModG DMod SdG RVgD RVgE RViD RVIE GmdD GmdE
Figura 22 — Boxplot dos valores FoM para os operadores pseudo-morfolégicos.

O grafico boxplot é uma ferramenta interessante para apresentar algumas estatisticas

relativas as medidas, por exemplo, dispersdo e a mediana. Porém, ainda € dificil determinar
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qual operador pseudo-morfolégico apresentou o melhor desempenho. Para isto, vamos uti-
lizar a média das medidas de desempenho FoM para cada operador em formato de tabela,
tornando, assim, uma compara¢ao nimerica entre os resultados obtidos pelos diferentes operado-
res pseudo-morfoldgicos. A Tabela 3 mostra os valores médios da medida de desempenho FoM
dos operadores pseudo-morfolégicos baseados em distancia. Além disso, o maior valor para o
FoM médio é destacado em negrito. De acordo com a Tabela 3, o operador pseudo-morfoldgico

que apresentou o maior FoM médio foi o SAG, cujo valor é 0.33661.

Tabela 3 — Valores do FoM médio para os operadores Sg.

Método MeanG DMean ModG  DMod SdG RVgD
FoM 0.29671 0.28491 0.30185 0.28916 0.33661 0.09944
Método RVgE RVtD RVEE  GmdD GmdE —
FoM 0.04423 0.31657 0.33329 0.30815 0.32723 —

Vamos utilizar um teste de hipdteses para poder interpretar melhor o desempenho
dos operadores pseudo-morfolégicos. A Figura 23 apresenta o resultado do teste t que compara
o desempenho de dois operadores usando as 1633 valores do FoM com um nivel de significincia
de 5%. Nesta figura, uma flecha significa que o teste t rejeitou a hipdtese nula de que dois
operadores possuem médias iguais contra a hipétese de que o valor do FOM médio na parte
inferior da seta € menor do que o valor do FoM médio na parte superior da seta. Em outras

palavras, o operador no topo da seta superou o operador na parte inferior da seta.

Figura 23 — Diagrama dos operadores pseudo-morfoldgicos.
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A Figura 23, indica que os operadores pseudo-morfolégicos SAG, RVtE e GmdE
superaram os outros operadores. Note que os operadores SdG e RV(E ndo sdo comparavéis,
em outras palavras, o teste t ndo rejeitou a hipdtese nula de que o valor do FoM médio dos
operadores SAG e RVtE sdo iguais. Da mesma forma que o teste t também ndo rejeitou a
hipétese nula de que o valor do FoM médio dos operadores RVtE e GmdE sao iguais, ou seja,
os operadores RVtE e GmdE ndo sdo comparavéis. Por outro lado, a Tabela 3 mostra que os
operadores RVgD e RVgE apresentaram os piores valores de FoM médio, 0.09944 e 0.04423,
respectivamente. Além disso, a Figura 23 indica que o teste t rejeitou a hipdtese nula de que
o valor do FoM médio produzido pelos operadores RVgD e RVgE sdo iguais. Assim, RVgE
representa o operador pseudo-morfolégico com pior valor de desempenho médio, indicando
uma baixa capacidade de detec¢do de bordas. Portanto, ao nivel de significAncia de 5%, os
dados trazem evidéncia a favor da suposi¢do de que o desempenho dos operadores SdG, RVtE
e GmdE na média, é superior ao desempenho dos operadores pseudo-morfolégicos MeanG,
DMean, ModG, DMod, RVgD, RVgE, RVtD e GmdD, obtendo um resultado estatisticamente
significativo. Os experimentos mostraram que tanto o operador SAG como os operadores RVtE e
GmdE apresentaram boa performance quando comparados com os demais operadores, indicando

assim uma boa capacidade de deteccdo de bordas.

A Figura 24 ilustra, por exemplo, o operador pseudo-morfolégico SAG aplicado
na imagem natural colorida f 5049, 0 complementar de 742049 € 0 complementar da imagem
binarizada Sg4c. Além disso, o valor da medida de desempenho FoM do operador SAG foi de
0.76529.

Para fins comparativos, vamos confrontar os nossos operadores SdG, RVtE e GmdE
com alguns detectores de bordas classicos da literatura, por exemplo, os detectores de bordas
de Sobel e Canny. Lembrando que o GNU Octave possue os detectores de bordas de Sobel e
Canny implementados para imagens em tons de cinza. Vamos considerar também a abordagem
baseada no gradiente morfoldgico em tons de cinza. Especificamente, o gradiente morfologico
op, dado por (2.10). Além destes detectores de bordas, utilizaremos o gradiente morfolégico para
algumas abordagens da MM colorida, por exemplo, a abordagem marginal, lexicografica, Witte et
al e Angulo, como visto em 2.2.1. Em todas as abordagens utilizaremos um elemento estruturante
(flat) B quadrado de dimensdo 3 x 3. Na abordagem baseada em distancia proposta por Angulo,
utilizaremos duas cores de referéncia, a cor preta r, = (0,0,0) e a cor branca 7, = (1,1, 1).
Para facilitar a andlise dos resultados vamos representar os detectores de bordas descritos
anteriormente com as seguintes nomeclaturas: Canny (C), Sobel (S), Gradiente Morfolégico em
tons de cinza (G), Marginal (M), Lexicografica (L), Witte (W), Angulo com cor de referéncia
preta (Ab) e Angulo com cor de referéncia branca (Aw). Lembrando que os nossos operadores
sao representados por SdG, RVtE e GmdE.

A fim de avaliar a capacidade de detecc@o de bordas dos nossos operadores SdG,

RVtE e GmdE, vamos calcular a medida de desempenho FoM para as imagens obtidas pelos
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(a) Imagem f 45049 (b) SAG

]

(c) Ground Truth 749049 (d) Bsac

FoM = 0.76529

Figura 24 — Imagem natural colorida, o complementar do SdG normalizado, o complementar do
Ground Truth e o complementar da imagem binarizada.

operadores e comparar com as 1633 imagens bindrias segmentadas (GT) do dataset. Antes de
aplicar a medida de desempenho FoM precisamos fazer um tratamento nas imagens obtidas
pelos detectores de bordas G, M, L, W, Ab e Aw. Assim como foi feito anteriormente com
os operadores pseudo-morfoldgicos, aplicamos o NMS e histeresis nas imagens do gradiente
obtido pelas diferentes abordagens. Note que os detectores de bordas de Canny (C) e Sobel (S)
produzem em sua saida imagens binarizadas e por isso ndo precisam fazer um tratamento nas
imagens de saida. Os valores da medida de desempenho FoM dos detectores de bordas estao

resumidos no grafico boxplot mostrado na Figura 25.

A Tabela 4 mostra os valores médios da medida de desempenho FoM para os onze

operadores de deteccio de bordas listados acima.

A Figura 26 apresenta o resultado do teste t que compara o desempenho de dois

detectores de bordas da Tabela 4 com um nivel de significAncia de 5%.

Note que maior FoM médio € dado em negrito e foi obtido pelo operador SdG, como

mostra a Tabela 4, cujo valor € 0.33661. A Figura 26, mostra que o operador SAG superou os
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Figura 25 — Boxplot dos valores de FoM para os detectores de bordas.

Tabela 4 — Valores do FoM médio para os detectores de bordas.

Método S C G L M w
FoM 0.30898 0.31412 0.31660 0.32273 0.32267 0.32301
Método Ab Aw SdG RVtE GmdE —

FoM 0.32287 0.32284 0.33661 0.33329 0.32723 —

outros detectores de bordas, exceto o operador RVtE, ou seja, o teste t rejeitou a hipétese nula de
que o valor do FoM médio apresentado pelo SdG € igual ao valor do FoM médio produzido pelos
detectores S, C, G, M, L, W, Ab, Aw e GmdE. Apesar do operador RVtE superar os detectores
de bordas S, C, G, M, L, W, Ab e Aw, os detectores SAG e RVtE apresentaram desempenho
semelhante, ou seja, sdo incomparavéis. Observamos também que o teste t ndo rejeitou a hipotese
nula de que o valor do FoM médio produzido pelos operadores M, L, W, Ab e Aw sdo iguais, em
outras palavras, eles apresentam desempenho semelhante. Por outro lado, o detector de bordas
de Sobel apresentou o menor FoM médio, enquanto que o detector de bordas de Canny (C) e o
gradiente morfolégico em tons de cinza (G) apresentaram um desempenho médio semelhante.
Mais precisamente, o teste t de duas amostras nao rejeitou a hip6tese nula de que o detector de
bordas de Canny tenha FoM médio igual ao FoM médio do gradiente morfoldgico em tons de
cinza. Portanto, ao nivel de significincia de 5%, os dados trazem evidéncia a favor da suposigéo
de que o desempenho dos detectores de bordas SAG e RVtE, na média, sdo maiores do que o
desempenho dos detectores de bordas S, C, G, M, L, W, Ab e Aw. Dessa forma, concluimos

que os operadores SAG e RVtE podem ser utilizados como detectores de bordas, ou seja, os
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SdG

Figura 26 — Diagrama dos detectores de bordas.

operadores pseudo-morfolégicos baseados em distancia podem ser aplicados em problemas de

deteccao de bordas.

Vamos finalizar esse capitulo com trés exemplos das principais abordagens para a
deteccao de bordas de algumas imagens naturais selecionadas do dataset. A Figura 27 mostra
a imagem colorida natural f,,0s4, sSua imagem de Ground Truth T124084 € as imagens bindrias
Bs, Bes Bas Bars Br> Bws Bavs Baw> Bsac € Brvie, obtidas respectivamente, pelos detectores
de bordas S, C, G, M, L, W, Ab, Aw, SdG e RVtE. Além disso, apresentamos a medida de
desempenho FoM para os respectivos detectores de bordas. Os detectores de bordas aplicados
nas imagens naturais fsy9 € f35032 €stdo ilustrados nas Figuras 28 e 29. A Figura 28 exibe
os melhores resultados do FoM para os operadores SdG e RVtE quando aplicados a deteccao
de bordas. Os valores altos da medida de desempenho FoM confirmam a excelente capacidade
dos operadores pseudo-morfoldgicos baseados em distancia para deteccao de bordas. Por outro
lado, as imagens mostradas na Figura 29 apresentaram os piores resultados para a medida de
desempenho FoM para os operadores SAG e RVtE quando aplicados a deteccdo de bordas. Note
que as imagens bindrias obtidas pelos detectores de bordas sdo muito mais ricas em detalhes do
que a imagem de Ground Truth (GT). Os operadores pseudo-morfoldgicos conseguem detectar
pequenas variagdes na imagem e com isso apresentam ruidos no resultado final. Isso explica os
baixos valores da medida de desempenho FoM para o detectores de bordas da Figura 29. Além
disso, a imagem de Ground Truth Ti35032 da imagem f3403, apresenta poucas informacdes sobre

a imagem.
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(a) Imagem f94034 (b) T124084 (©) Bs
-
(7
FoM = 0.54433
d Be () Ba ) Bm

FoM = 0.55873 FoM = 0.61832 FoM = 0.64043

(2) B () Bw (@) Bav

FoM = 0.65109 FoM = 0.65179 FoM = 0.65248

() Baw k) Bsac k) BrviE

FoM = 0.64204 FoM = 0.66914 FoM = 0.51126

Figura 27 — Imagem natural f,,54, 0 complementar do Ground Truth T124034 € 0 complementar
das imagens binarizadas.
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(a) Imagem f 3096

d Be

%

FoM = 0.81881

(®) AL

FoM = 0.79718

(J) BAw

FoM = 0.79904

(b) 73096

() Ba

et

FoM = 0.79917

() Bw

FoM = 0.79908
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FoM = 0.83470

(©) Bs

FoM = 0.73895
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FoM = 0.79908

k) BrviE

FoM = 0.85390

Figura 28 — Imagem natural f,4s, 0 complementar do Ground Truth 73096 € 0 complementar

das imagens binarizadas.
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(a) Imagem f135032 (b) T138032

e

FoM = 0.029401

() Bap

FoM = 0.029321 FoM = 0.029323

k) Bsdc k) BrviE

FoM = 0.029313 FoM = 0.030425 FoM = 0.032403

Figura 29 — Imagem natural f 4,39, 0 complementar do Ground Truth Ty3g032 € 0 complementar
das imagens binarizadas.
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6 Consideracoes Finais

Nas tultimas décadas grandes pesquisadores vem contribuindo com novas abordagens
para extender a MM para dados multivariados, em particular, para imagens coloridas. Em termos
gerais, nesta tese, apresentamos uma nova abordagem para MM colorida utilizando conceitos
de estatistica descritiva. Especificamente, introduzimos os operadores pseudo-morfoldgicos
baseados em distancia para imagens em tons de cinza e imagens coloridas utilizando medidas de
tendencia central e medidas de dispers@o. Esses novos operadores pseudo-morfoldgicos surgem
como uma proposta para solucionar o problema da escolha de uma referéncia apropriada na
abordagem baseada em distancia proposta por Angulo. Eles também permitem, por meio de uma

distribui¢do de probabilidade, incorporar incertezas na escolha da referéncia.

O capitulo 1 apresenta os conceitos necessarios para o desenvolvimento desta tese.
Apresentamos os conceitos basicos e os principais resultados da teoria dos reticulados. Em
particular, os conceitos de conjunto parcialmente ordenado, supremo e infimo, reticulado e
reticulado completo. Apresentamos uma breve revisdo tedrica sobre morfologia matemética em
reticulados completos, onde os operadores dilatacdo e erosdo sao associados em termos de uma

relacdo de dualidade, ou seja, adjuncdo.

O capitulo 2 aborda inicialmente os conceitos bdsicos da morfologia matemaética
[L—Valorada, caso particular da morfologia matematica [L-fuzzy e relaciona os operadores erosdo
e dilatacdo com o conceito de adjun¢do. Posteriormente, apresentamos as adordagens da MM
para imagens em tons de cinza e imagens coloridas. Em particular, apresentamos os operadores
morfoldgicos elementares erosdo e dilatacdo para imagens em tons de cinza e imagens coloridas
e suas propriedades. Além disso, discutimos alguns esquemas de ordenacao vetorial para MM

colorida.

O capitulo 3 apresenta a abordagem da MM baseada em distancia proposta por
Angulo (2007) para imagens em tons de cinza e imagens coloridas. Estudamos os operadores
elementares da morfologia baseados em distancia, por exemplo, erosdo, dilatacdo e gradiente.
Apresentamos uma caracterizagao para os operadores erosdo, dilatagdo e gradiente baseados
em distancia em funcdo da referéncia para imagens em tons de cinza e imagens coloridas. A
caracterizacdo dos operadores baseados em distancia estd relacionada de forma direta com
os diagramas de Voronoi. Especificamente, a dilatacdo baseada em distancia esta relacionada
com o diagrama de Voronoi, enquanto que a erosdo baseada em distincia estd relacionada
com uma variac¢ao do diagrama de Voronoi, o diagrama do vizinho mais distante. Além disso,
destacamos que os operadores baseados em distancia como func¢do da referéncia apresentam

descontinuidades somente nas fronteiras das regides de Voronoi.

O capitulo 4 introduz os operadores pseudo-morfolégicos baseados em distancia
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para imagens em tons de cinza e imagens coloridas. Com objetivo de tratar incertezas na escolha
da referéncia na abordagem baseada em distancia, definimos os operadores pseudo-morfoldgicos
baseados em distancia utilizando conceitos de estatistica descritiva para imagens em tons de cinza
e imagens coloridas. Precisamente, utilizamos as medidas de tendencia central e dispersdo para
definir novos operadores. Por exemplo, definimos a esperanga da erosdo, a moda da dilatacao, o

desvio padrdo do gradiente, entre outros.

O capitulo 5 apresenta uma aplicagdo dos operadores pseudo-morfoldgicos baseados
em distancia em problemas de deteccao de bordas. Especificamente, avaliamos o desempenho
dos operadores pseudo-morfolégicos usando o dataset de segmentacio de imagens da University
of California, Berkeley, e o FoM de Pratt. Observamos, em particular, que os operadores SAG
e RVIE apresentaram uma boa capacidade de detec¢do de bordas quando comparado com
outras abordagens da literatura tais como os detectores de bordas de Sobel, Canny, gradiente

morfoldgico e as abordagens marginal, lexicogréfica, De Witte et al e Angulo.

No futuro, pretendemos estudar de forma mais detalhada os operadores pseudo-
morfolégicos. Investigar algumas propriedades desses operadores e desenvolver novos opera-
dores pseudo-morfolégicos baseados em distancia para processamento e andlise de imagens
coloridas. Apesar dos resultados obtidos pelos operadores pseudo-morfolégicos para o pro-
blema de detecc@o de bordas, ainda existem vérios pontos a serem explorados tanto do ponto de
vista tedrico quanto do ponto de vista computacional e aplicacdes em problemas praticos. Em
suma, ainda falta conduzir mais pesquisa sobre os operadores pseudo-morfolégicos baseados em

distancia.
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APENDICE A — Diagrama de Voronoi

Nesta secdo faremos uma breve apresentacao tedrica sobre o diagrama de Voronoi
e suas generalizagdes, para mais detalhes ver (Rezende and Stolfi, 1994; Berg et al., 2000;
Aurenhammer and Klein, 2000; Aurenhammer, 1991).

O diagrama de Voronoi forma uma das estruturas fundamentais em Geometria
Computacional, pois de alguma forma, ele armazena toda a informagdo sobre a proximidade
entre os pontos. Na literartura, o diagrama de Voronoi pode ser encontrado também com os nomes
de diagrama de Dirichlet ou Thiessen Tessellations. O diagrama de Voronoi € uma estrutura
geométrica que aparece com muita frequéncia na natureza. Além disso, pode ser encontrado em
diversos campos da ciéncia e tecnologia, por exemplo, fisica, astronomia, robdtica, at€ mesmo

na arte, tendo inimeras aplicagdes préticas e tedricas.

Seja P = {p1, pa, - - ., P} um conjunto de m pontos distintos no R". Os pontos de

P sdo chamados de geradores (ou sitios). Para dois sitios distintos p;, p; € P, considere
H(pi,p;) = {z e R d(z, p;) < d(z,p))}, (A.1)

como sendo o semiespago que contém p;, onde d (-, -) é a distincia Euclidiana. Observamos que
pode-se usar diferentes fun¢des de distancia para definir diferentes variagdes do diagrama de

Voronoi.

A regido de Voronoi (ou celula de Voronoi) associada ao sitio p; € P, denotada por

RV (p;), é o conjunto definido por:

RV(p) = () H(pipy). (A2)

J#i
Em outras palavras, RV (p;) consiste de todos os pontos do semiespago que estdo mais proximos
de p; do que qualquer outro ponto de P, ou mais precisamente,
RV (p;) = {z e R";d(z,p;) < d(z,pj), Vpj € Pcomj # i}. (A.3)
O diagrama de Voronoi de P, denotado por DV (P), é a parti¢do do R" em m regides poliédricas
RV (p;),isto é, DV (P) = {RV (p1),..., RV (pm)}-

A Figura 30 ilustra, como exemplo, (a) a regido de Voronoi de um sitio p; € P e (b)

o diagrama de Voronoi do conjunto de pontos P em R,

O diagrama de Voronoi DV (P), pela sua defini¢do, é chamado de diagrama do
vizinho mais préximo. Dessa forma, uma generaliza¢@o natural para o DV (P) é o diagrama do

vizinho mais distante (Aurenhammer, 1991). Formalmente, o diagrama do vizinho mais distante
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(@) RV (ps)

0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1 o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 30 — Regido de Voronoi e o diagrama de Voronoi.

¢ obtido modificando-se o sentido da desigualdade na expressdo (A.3). Matematicamente, temos
que
RV (p;) = {x e R d(z,p;) = d(z,pj), ¥V pj € Pcom j # i}. (A4)

O diagrama do vizinho mais distante de P, denotado por DV (P), é dado por DV (P) =
{RV(p1),...,RV(pn)}. Note que outras generalizacSes podem ser obtidas trocando a fun-
¢do de distancia d (-, -) na defini¢do (A.3). Por exemplo, as métrica L, L., ou L, podem ser

utilizadas para definir outras variagdes do diagrama de Voronoi no R".
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