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Resumo

Neste trabalho, introduzimos a integral de [t0 para processos progressivamente mensuraveis
como uma generalizacao da transformada martingale e construimos o calculo relacionado.
Com essa nova teoria de integracao, estudamos um tipo especial de equacao diferencial, as
chamadas BSDEs (Equagoes Diferenciais Estocasticas “Backward”), cujas solugoes, obtidas
através do teorema de representacao de martingales, sdo pares de processos adaptados.
Estudamos o teorema padrao sobre existéncia e unicidade dessas solugoes, algumas de
suas propriedades e encontramos solugdes para dois tipos especificos de BSDEs. Por fim,
mostramos (i) como esse tipo de equagao é usada dentro do contexto de EDPs a fim de se
generalizar a representagao de Feynman-Kac, permitindo-nos representar estocasticamente
EDPs semilineares; e (ii) como as BSDEs aparecem naturalmente na modelagem de
precificagao de derivativos. Em especial, usamo-las para encontrar o valor inicial de uma
opcao de compra europeia de um ativo de risco no mercado, sem nos preocuparmos com

sua completude, segundo o modelo de Black-Scholes.

Palavras-chave: Calculo de I1t6. BSDEs. Representagao de Feynman-Kac. Modelo de
Black-Scholes



Abstract

In this work, we introduce the It6 integral for progressively measurable processes as a
generalizaton of the martingale transform, and we build the related calculus. With this
new theory of integration, we study a special type of differential equation, the so called
BSDEs (Backward Stochastic Differential Equations), whose solutions, obtained through
the martingale representation theorem, are pairs of adapted processeses. We study the
standard theorem about existence and unicity of such solutions, some of its properties,
and we find solutions for two specific kinds of BSDEs. Lastly, we show (i) how this
kind of equation is used within the PDE context in order to generalize de Feynman-Kac
representation, allowing us to represent stochasticly semilinear PDEs; and (ii) how the
BSDEs appear naturally in the modelling of derivative precification. In particular, we use
them to find the initial price of a european call option of risk assets in a market, without
concerning on whether the market is complete or not, according to the Black-Scholes

model.

Keywords: 1t6 Calculus. BSDEs. Feynman-Kac Representation. Black-Scholes Model.
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Introducao

0.1 Informac3o e o-Algebra

Esta dissertacao de mestrado tem como meta central introduzir as BSDEs.
Claro que introduzir um conceito novo em matematica é feito em etapas. Constroéi-se as
bases necessarias, motiva-se o estudo do novo conceito, define-se com precisao este novo
conceito, estuda-se os principais resultados e tenta-se mostrar exemplos e aplicagoes. Esta
é basicamente a linha seguida no texto. A motivacdo dada ao estudo das BSDEs nasce aqui
com o desejo de se generalizar a representacao de Feynman-Kac para EDPs semilineares.
Vemos que, ao tentar fazer isso, somos levados a um tipo de equagao diferencial cuja
solugado é um par de processos adaptados. Acontece que, bem embora tenhamos partido
de tal motivagao, nao é a generalizacao desta representacao nosso principal exemplo. As
BSDEs sao amplamente utilizadas em temas financeiros, seja na precificagdo de derivativos,
como abordado na secao 2.7, seja no tratamento de questoes financeiras como problemas de
controle estocéastico (alids, enxergar a solu¢ao de um problema assim via BSDEs constitui
aplicagdo amplamente difundida deste tipo de equagdo). Ambas aplicagdes sdo abordadas
de forma rigorosa em (PHAM, 2009) e (KAROUI; PENG; QUENEZ, 1997). Pode-se dizer
entdo que entender este ultimo artigo foi um dos objetivos deste estudo de mestrado (em
verdade, era a meta inicial; contudo, os objetivos foram se alternando conforme conceitos
novos foram aparecendo e necessitando esclarecimento). E é justamente aqui que entramos
com algumas consideracoes sobre aplicagao de analise estocastica em financas. Enquanto os
trabalhos mais recentes se valem de uma matematica sofisticada para abordar problemas
em financas, algumas questoes, aparentemente ingénuas, nasceram bem no inicio do estudo
da interface matematica pura/finangas. Se, por um lado, temos resultados abstratos e
rigorosos amplamente utilizados para resolver problemas que pareciam complicados demais,
e estudar tal matematica confere assunto suficiente para algo muito mais longo que essa
dissertagao, por outro foi uma pergunta singela, emergida nas premissas da modelagem,
que ocupou grande parte do estudo. E, embora o texto passe longe dessa questao, creio
que uma introducao a comportaria bem. E a questao é: por que os processos que modelam

um portfolio tem de ser adaptados?

Um processo X : [0,7] x Q2 — R" é dito adaptado a uma filtragao {F;} quando
X, for F; mensuravel para cada t € [0,T']. Diz-se extensivamente que essa defini¢ao modela
um processo X cujos valores, em cada instante ¢, sdo condizentes com a quantidade
de informacao contida na o-algebra F;. Assim, necessariamente nascem duas novas
questoes: 1. Como possivelmente estruturas abstratas como o-algebras modelam o conceito

de informacao; 2. Como uma variavel aleatéria F-mensuravel “condiz” com a quantidade
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de informacao contida em F.

Essa duas perguntas sao respondidas de forma extremamente satisfatoria em
(HERVéS-BELOSO; MONTEIRO, 2012), e seguimos com uma adaptagao de suas ideias.
Considere um espago de probabilidade (€2, F, P). Pela é6tica da teoria da medida, ele é
tratado como um espaco de medida de medida unitaria, de forma que ao se considerar
variaveis aleatorias f : €2 — R, simplesmente chamadas de fun¢bes mensuraveis, da-se
o foco usual ao dominio 2. Acontece que, numa abordagem probabilistica, usualmente
h& um interesse quase que exclusivo nas distribui¢cbes de probabilidade das variaveis
aleatorias, seja na medida induzida em R por f, seja na sua distribui¢do acumulada, de
forma que muitas vezes estuda-se essas variaveis sem sequer mencionar o espaco {2 em que
sao definidas (o que nao é necessariamente uma adversidade, dado o tipo de problemas que
se aborda em probabilidade). Curiosamente, o grande mecanismo para se entender como a
o-algebra F contém informacao é voltar ao espaco €2 e enxerga-lo como um espago de
estados, de forma que, agora, a v.a. f atribui valores a cada estado do mundo w € €2,
e perceber que nos importamos com esses estados. A principio, vamos supor que §2 é finito.
Seja P o conjunto de parti¢coes do espaco €2 e S o conjunto de o-dlgebras de 2. Temos o

seguinte teorema.

Teorema 0.1.1. Ha uma bijecao ¢ : P — S tal que Py € P é mais refinada que P, € P
se e somente se ¢(Py) < ¢(Pa).

Demonstragio. Seja ¢ : P — S dada por P — o(P). Da defini¢ao, vé-se claramente que
vale a relacao entre refinamento de particao e continéncia de o-algebras enunciada. Vamos

entao definir uma funcao v : & — P que mostraremos ser a inversa de ¢. Para F € S e

A = ﬂE

EeF
zel

x € €2, considere o conjunto

Notemos que a relacio z ~5 y 1< y € A2 é uma relacdo de equivaléncia em Q. Essa
relagdo entao define uma partigao Pr em €. Definimos assim ¢(F) = Pr. Mostremos que
1 e ¢ sao inversas:

1. Seja P = {Py,...,P,} € P. Entdo o(P) = {U P;}icq,. ny. Dessa forma, fica

el
claro que os blocos da partigao induzida por o(P) sdo precisamente os blocos de P. Isso

mostra que ¢ o ¢ = Idp.

2. Seja agora F € S. Considere a sigma &algebra G gerada pela particao Pr.
Como cada elemento da particdo Pz estd claramente em F (por ser uma interseccao
finita), temos G < F, trivialmente. Seja E € F. E facil ver que E = Uwep AL . Isso nos
diz que E é uma unido finita de elementos da parti¢io Pr, ou seja, E € o(Pr). Assim,

F<cG=F =G. Isso nos diz que ¢ 01 = Ids. Nosso teorema segue. n
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Dada uma particao P, chamamos costumeiramente de o-algebra gerada por
P a g-algebra o(P). Chamaremos entdo de parti¢do gerada por o a ¢ (o), onde ¢ é

a funcdo do teorema 0.1.1. Agora, temos também a seguinte definicao:

Definicao 0.1.2. Um sinal para 2 € uma fungdo f: Q2 — R.

Notemos que sinais para § geram particoes em €, onde cada P; = f~*(z),z € R.
Suponha entao que o estado do mundo w € €2 é algo desconhecido, e que tentamos descobri-
lo através de sinais (ou medigoes) f. Quanto mais refinada a particio gerada por f,
mais certeza sobre qual o real estado do mundo obteremos. Isso nos cria a ideia de
informagao gerada por uma varidvel aleatoria. Sao modelos de informacao obtida através
da observacao de determinada medicao, ou sinal, ou v.a., que nos aproximam mais do
conhecimento exato do real estado do mundo considerado, via particao obtida. Assim,
dizemos que uma v.a. gera informacao F (e usamos uma letra de o-algebra) quando
consideramos primeiramente a particao por ela gerada, algo feito através da definicao
da nossa v.a. (ou sinal), e posteriormente uma simulagao dessa v.a. (uma medi¢ao) nos
apontard em que possiveis estados de mundo realmente estamos. Vamos entender agora
o que significa uma v.a. ser condizente com a quantidade de informacao obtida numa

o-algebra. Para isso, considere o seguinte resultado:

Proposicao 0.1.3. Uma funcdo g : 2 — R € F-mensurdvel se, e so se, g for constante

na particio gerada por F.

E é precisamente isso que nos da a ideia de funcao g adaptada a quantidade
de informacao contida em F. Se g representar, por exemplo, uma tomada de decisao
que é determinada unicamente por cada estado de mundo w, ter-se uma c-algebra F
(gerada por um sinal f, por exemplo) pode ser entendido como ter uma forma de se
descobrir quais estados de mundo sdo possiveis (através do nosso sinal ou medigao f, neste
caso), de forma que g é condizente com a quantidade de informagao dada por F = o(f)
se e sO for F-mensuravel, ou seja, se e s6 se, para cada conjunto de estados de mundo
possiveis, obtidos através de f, g for bem definido e constante, o que reflete uma decisao
que contempla, simultaneamente, todos os estados contidos no conjunto da particao. Seria
algo como: antes de se tomar uma decisao g, realiza-se uma medic¢ao f a fim de se descobrir,
mais ou menos, em qual estado o mundo se encontra. Sabe-se com que grau de acuracia
f é capaz de fazer isso, ou seja, conhece-se a particao em €2 gerada por f. Decide-se
entao um valor fixo para g em cada elemento da particao, ou seja, pensa-se qual seria a
melhor decisao em cada um dos cendrios possiveis de conjunto de estados de mundo a
ser considerados. Ao se realizar a medicao f termina-se conhecendo em quais estados de
mundo de fato pode-se estar, e, portanto, sabe-se qual decisao tomar. Essa relacao entre
informacao fornecida por uma o-dlgebra e informacao condizente com uma o-algebra é

sumarizada pelo teorema seguinte.
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Teorema 0.1.4. Seja X : Q — R. Entao, X € o(f)-mensurdvel se, e s6 se, X = ¢o f,

onde ¢ : R — R é Borel-mensurdvel.
Demonstragio. Ver (BOULEAU, 1986, pag 101-102). n

Assim, uma decisao é condizente com a informagao gerada por um sinal se, e
sO se, for uma funcao do sinal, o que parece bem 6bvio, e encerramos assim a nossa leitura

no caso em que {2 é finito.

A questao agora é como a relagao entre o-algebra e informacao se traduz para
o contexto onde €2 nao é finito. Notando que essa relacao nasce da dualidade particao-
o-algebra, basicamente precisamos traduzir o teorema 0.1.1 para o caso de € infinito. E
esse é precisamente o conteido de (HERVéES-BELOSO; MONTEIRO, 2012, Segao 5.1),
que apresenta a teoria de Blackwell, generalizadora dessas ideias para espacos infinitos.
Em particular, nesta dissertacdo nés trabalhamos com a informacado advinda de um
movimento Browniano, definido num espaco possivelmente grande demais. Acontece que,
de acordo com A.2, podemos definir o movimento Browniano (ou qualquer outro processo
continuo), num espago de fungdes continuas €2 := C([0, T]; R), que é suficientemente “bem
comportado” a ponto de se enquadrar na teoria descrita, de forma que nossa interpretacao

intuitiva sobre informagao/o-algebra mantém-se intacta neste novo cenério.

0.2 Martingales

O termo martingale tem origem num conjunto de estratégias de aposta comuns
na Franca no século 18. Num jogo que consistia no lancamento de uma moeda em repetidos
turnos, procurava-se uma forma de alocar recursos anteriormente a cada turno de forma
a conseguir uma vantagem no jogo em seu desenlace. Acontece que os jogos justos nao
permitem que o conhecimento do comportamento passado da moeda conceda a alguém
o poder de inferir com mais certeza sobre seu proceder futuro. E é justamente por essa
observacao que estratégias de aposta, por mais bem elaboradas, nao permitiam um ganho
indubitavel em jogos justos. Isso vem a ser formalizado com teorema do tempo de parada
de Doob, A.3.1, que versa sobre a impossibilidade de parar o jogo de maneira esperta o
suficiente para se obter certamente algum lucro, e com o a proposicao (1.1.1), que fala
sobre as estratégias de aposta. O estudo de estratégias de investimento possui um paralelo
com estratégias de apostas, onde considera-se o investidor um apostador, como na sec¢ao
1.1. Com isso, de posse da discussao sobre como o-algebras modelam informacao, nasceu,
neste estudo, a divida sobre a relacao entre a nog¢ao de um jogo em que o conhecimento do
passado nao permite predi¢oes sobre um comportamento futuro (onde conhecimento agora,

pode ser tratado via o-algebras) e a definigdo matemética de um martingale, dada por:
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Defini¢ao 0.2.1. Um processo estocdstico (Xp)nen definido no espaco de probabilidade

filtrado (Q, F, (Fn)nen, P) € cujas todas v.a.’s sao integraveis, é dito wm martingale se
E[ X | Fn] = X, Vm =neN. (1)

Se X, for um processo a tempos continuos em [0,T], num espago com filtracio também a
tempos continuos, a definicio se mantém, trocando m,n € N em 1 acima por s =t € [0,T],

respectivamente.

A pergunta entao é: o que é um martingale? A breve noc¢ao intuitiva que
daremos é fortemente baseada no artigo homénimo (DOOB, 1971). Nao h& como responder
essa questao sem entender exatamente o conceito de esperanca condicional. Lembremos

que ela é definida por

Definig¢ao 0.2.2. Dado um espago de probabilidade (2, F,P), uma o-dlgebra G < F, e
uma v.a. F-mensurdvel e integravel X, a esperanca condicional de X em relacdo a G,

denotada por E[X|G], € a inica varidvel aleatdria G-mensurdvel tal que
E[X; A] = E[E[X]G]; A],
para todo A € G.

A existéncia e unicidade qtp de uma esperanga condicional (para v.a/s inte-
graveis) sao garantidas pelo teorema de Radon-Nikodym. E claro que se a v.a. X for
quadrado integravel, isto é, se X € L*(Q, F,P), a esperanca condicional é caracterizada
por

E[X|G] = Pfojf2(9,g,P)X' (2)

Assim, suponha entdo, para facilitar a visualizacao, que €2, nosso conjunto de estados, seja
finito. Suponha também que temos duas o-algebras F e G tais que F D G. Isso significa
que a partigao P(F) gerada por F é mais refinada que a partigao P(G) gerada por G.
Seja X uma v.a. F-mensuravel integravel. Entao X é constante nos elementos de P(F).
Vamos calcular E[X|G]. Seja A € P(G). Entdo A = A; ... 1 A, com cada A; € P(F), e

escrevemos Cy, para o valor de X em cada A;. Note que:

e E[X]|G] é G-mensuravel, portanto constante (= Cy) em A;

o E[X14] = E[E[X|G]1.].

Com isso, temos

E[XLi] _ CaP(A4) | CaP(4))

CaP(A) = E[X14] = Ca = P(A) P(A) P(4)

— E[X|4]. (3)
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Entdo, a esperanca condicional de X em relacdo a G é uma aproximacio (a melhor em L?,
por 2, para v.a’s quadrado integraveis) para a variavel X, se enquadrando na restri¢ao de
ser constante em cada elemento da particdo de G. Ou seja, para saber o valor de E[X|G]
no elemento A da particao de G, calculamos a esperanca de X dado que A aconteceu.
Podemos agora entender o que é um martingale e porque modela jogos honestos. Considere
um espago filtrado (Q, F, (F,),P) e um processo adaptada a filtracao, V,,. A filtracao
nos diz que conhecemos de maneira cada vez mais precisa o real estado do mundo e que,
sabendo-se em que elemento da particdo de F,, o mundo se encontra, sabemos o valor da
grandeza V,,. Dizer que E[V,,|F,_1] = V,,_1 significa dizer que, de posse do conjunto A em
que o estado do mundo se encontra no instante n — 1, sempre de acordo com a corpuléncia
das informagoes obtidas em tal instante, e portanto conhecendo exatamente o valor de
V,._1, esperamos de V' venha a valer no instante n nao outra coisa que o valor de V,,_;.
Nao que V,, deva assumir o valor de V,,_; dentro do conjunto A. Na verdade, V,,
pode ter, em A, tanta diversificacao de valores quanta for a quantidade de elementos da
subparticdo de A gerada por F,. O que acontece é que, na média, V,, assume em A o
valor (constante) de V,,_;. E como se dentro de um conjunto de estados de mundo A, as
grandezas V,, vao se especializando mais e mais a cada instante, sem perder seu valor
médio em A. Mostremos como isso modela precisamente um jogo justo. Para tanto, vamos
considerar o exemplo de um jogador que ganha ou perde 1 real conforme o resultado
de uma moeda honesta arremessada é cara ou coroa. Se (X,,)_; for um conjunto de
v.a.s independentes e identicamente distribuidas por P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2,
entao estamos interessados nas strings de valores 1 e —1, representando os resultados dos
arremessos de moeda. Nosso conjunto de estados €2 é dado portanto por elementos do
tipo (zn)eey, Tn € {1,—1}, e V,, = X; + ... + X, modela a riqueza do jogador em cada
instante n. Note que a cada instante n, apds o arremesso da moeda, temos uma nova
o-adlgebra F,, em (), gerada por Xy,...,X,,. Al nos perguntamos: dado que a n rodada do
jogo se foi, qual a expectativa em relagdo a riqueza do jogador na rodada n + 17 Ou seja,
sabendo exatamente o que aconteceu com a moeda até os instante n, quanto o jogador

espera ganhar? Vamos calcular isso de duas maneiras:

1. Queremos saber E[V,,1|X1,..., X,]. Tomamos entao o estado de mundo A
em que o jogo se encontra no instante n, ou seja, os valores ja obtidos por Xy,..., X,
(note que hd muitos elementos em A, representando todos os possiveis valores da moeda
nos instantes futuros a n, respeitando o passado até n ja ocorrido). A serd um conjunto
do tipo {X1 = z1,...,X,, = z,,}, com x; = 1 ou —1. Entao, por (3), temos
EVi| Xy, .., Xn] =V(Xi =21,.. ., Xy, = 2, Xpy1 = DP(Xpiq = 1)+
V(Xi=x1,...,Xp=2,, Xp1 = —1)P(Xpp1 = —1)

1 1
:5(1:1+...+a:n+1)+§(a:1+...+xn—1)=Vn,

em A. Ou seja, a grandeza ¢ um martingale.
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2. Por propriedades da esperanca condicional, E[V,, 1| F,] = X1 + ...+ X, +
E[X, | F]=X1+ ...+ X, +E[X, 1] = X5 + ...+ X,, =V}, ou seja, V,, é mesmo um

martingale.

O interessante é que, justamente através do maquinario matematico de martin-
gales, podemos mostrar que se o jogador bolar algum tipo de estratégia para jogar em
cada instante n que envolva apenas seu conhecimento do estado de mundo em n — 1, e
usamos aqui a compreensao o-algebra/informacao, sua riqueza final V,, continuara sendo
um martingale (veja a proposi¢ao 1.1.1). Isso traduz precisamente, em termos mateméticos,
a nogao intuitiva de que nao se pode bolar uma estratégia esperta de apostas que permitam
o jogador esperar ganhar dinheiro baseado apenas em informacao passada que nao interfere

no comportamento futuro do jogo.

0.3 Movimento Browniano

E justamente do estudo de jogos justos como o arremesso de uma moeda, cuja
riqueza associada V,, (na notagdo da secdo anterior) é usualmente chamada de passeio
aleatério em dimensao 1, que nasce a resposta da ultima questao incipiente sobre a
modelagem feita por Black-Scholes, e largamente utilizada num contexto financeiro, sobre
o preco de um ativo de risco no mercado, digamos, uma acao. De antemao, anunciamos
que a modelagem envolve um movimento Browniano, dizendo que se B; representa um

ativo de risco no mercado, entao seu preco é dado por

2
B, = Byexp (u — %)t + odW;,

onde W; é um movimento Browniano unidimensional. Na verdade, é bem mais

comum ver a Seguinte eXpreSSéO na mOdelagem:

A questao portanto é: por que usa-se o movimento Browniano para modelar o preco de
B;? E a resposta: basicamente porque enxergamos a parte aleatéria dos ganhos de uma
agao como um passeio aleatorio “continuizado”, como se jogassemos uma moeda a todo
instante para decidir se esse preco deveria subir ou descer, nao mais uma unidade, ja que
temos jogos novos a todos instantes, mas um valor de alguma forma proporcional. Falamos
mais sobre isso na se¢ao 1.1. Precisamos entao entender como o movimento Browniano
é enxergado como uma “continuizacao” de um passeio aleatério. Vamos seguir quase
literalmente a abordagem dada em (KUO, 2005, Segao 1.2), que apesar de claramente
prezar pela intuicao, segue uma sequéncia com razoavel rigor. Consideramos o intervalo
[0,T] dividido em M subintervalos de tamanhos idénticos 6 = T/M. Consideramos

também uma sequéncia de variaveis aleatorias X; independentes e igualmente distribuidas
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por P(X; = h) = P(X; = —h) = 1/2 e chamamos h de tamanho do passo do passeio
aleatério definido por X;. Queremos construir um processo Y em [0, 7] que simule diversos
arremessos de moeda, e faremos isso considerando o limite de um passeio aleatério com cada
vez mais arremessos de passos cada vez menores. Comegamos entao dividindo [0,77] em
M subintervalos de tamanho idénticos igual a § = T'/M. Entao definimos uma sequéncia

de processos Y" em [0, T] por

Y (nd) = > X,
i—1
ou seja, somas de n moedas de passo h jogadas nos instantes nd (n = 0,1,..., M), e

linearizamos cada trajetéria de Y no resto do intervalo:

(n+1)0 — t —no

t
Yor(t) = 5 Yo (nd) + TY‘s’h((n +1)4),

para nd <t < (n + 1)d. E agora nossa ideia é justamente estudar o limite de Y°" quando
(6,h) — (0,0), ou seja, quando o tamanho do passo e tempo de jogada tendem a 0.
Estudemos a funcio caracteristica de cada Y%"(t), j4 que estas determinam unicamente

varaveis aleatorias. Avaliemos estas fungoes nos instantes t = nd:

Blesp(AY*)(0)] = [ [ Bfexp(i3X,))] =

(=™ 4 e M) — (cos Ah)™ = (cos Ah)Y°.

(E[exp(iAX1)"]) 5 5

onde a primeira igualdade vem da independéncia das X, a segunda do fato de as X; terem
a mesma distribuicao e a terceira da cara da distribuicdo de X;. Nao conseguimos calcular
o limite em § e h quando essas grandezas tendem a 0 independentemente, entdo vamos

impor alguma relacéo entre eles. Defina u := (cos Ah)Y°. Entdo

1
Inwu:= 5 In cos(Ah).

Como estamos considerando passos h pequenos, podemos expandir o cosseno em
série de Taylor em torno de h, considerando os dois primeiros termos: cos A\h ~ 1—(A\*h?)/2.
Agora, ainda em torno de 0, podemos expandir In em série de Taylor considerando o

primeiro termo, In1 + z ~ x, para obter a aproximacao

A2
20

1
Inu ~ gln(l — (N*h?))2) ~ —
Com isso, pela definicdo de u, temos

Elexp(iy ) (1)] ~ exp (Z000), ()
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Escolhemos entdo a relacdo () h? = § entre o tamanho do passo e tempo entre um

arremesso de moeda e outro. Com isso, tomando o limite quando § — 0 em (4), temos

lim Elexp(iAY*4)(1)] = exp (o). 5)
Todo esse processo pode ser justificado de forma rigorosa, conforme (KUO, 2005, Teorema
1.2.2), que diz que hé de fato um processo W; tal que, se () é satisfeita, entao Yo W,
em distribuicdo, e a funcao caracteristica de W; é dada por (5). O caso aqui é notarmos
que a fungao caracteristica em (5) é justamente a fungao caracteristica de uma varidvel
aleatéria com distribuigao ~ AN(0,t). Pela unicidade de fungoes caracteristicas, somos
levados a crer que o limite de passeios aleatorios que construimos nos gera um processo cuja
distribui¢ao em cada instante ¢ é N'(0,t). Na verdade, se formos mais a fundo, vemos que
cada Y*"(t) — Y°"(s) mimetiza precisamente Y>"(t — s), propriedade bésica de passeios
aleatorios. Gostariamos que a “continuizacao” do nosso passeio aleatoério tivesse essa
propriedade. Por fim, é mister notar que que cada Y°"(t) — Y*"(s) é independente de
Yo" (u) = Yo" (v), quando v < u < s < t, por serem somas distintas de v.a.s independentes.
Sumarizando todas essas propriedades, se quisermos um processo que imita o passeio

aleatorio num ambiente continuo, ele serd algo do tipo:

Definig¢ao 0.3.1 (Movimento Browniano). Dizemos que um processo Wy em [0,T] com
valores em R é um movimento Browniano unidimensional iniciado em 0 se satisfi-

Zer:

1. Wy =0 qtp;
2. W, 10, T] = R € continuio w-qtp.
3. Wy — W, ~N(0,t —s), VO<s<t<T;

4. 8¢ 0 <ty <ty <ty < ...t, <T, entdo os processos Wy, — W,
Wi, ooy Wiy — Wy, Wy, sdo independentes.

Wi, —

n—1)

Um movimento Browniano em R"™ € um processo a valores em R" tal que cada compo-
nente constitui um movimento Browniano unidimensional e tal que cada componente gere

processos unidimensionais independentes.

E possivel mostrar a existéncia de movimentos Brownianos, e uma tal construgao
(também partindo de somas de v.a’s i.i.d’s), além do estudo de propriedades do movimento
Browniano, sao feitas de forma impecavel em (STEELE, 2001, Capitulo 3) e (STEELE,
2001, Capitulos 4, 5), respectivamente. Terminamos com as seguintes observagoes: 1.
cada caminho do movimento Browniano possui propriedades fractais. E isso é esperado

pois cada pedaco de caminho, nao importa quao pequeno seja, representa a oscilacao
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do “valor total” ganho por infindaveis arremessos de moeda, a mesma propriedade que
define 0 movimento como um todo; 2. se enxergarmos dW; como tamanho do passo de um
movimento Browniano e dt um infinitesimal de tempo onde se joga uma moeda, entao
a relacio () se traduz em (dW;)* = dt. Isso nos mostra como diferenciais estocisticas
se comportam de forma nao usual. Estudaremos isso na secao 1.5 e as consequéncias
disso serdo diversas pelo texto; 3. a relagdo (*) é muitas vezes chamada de condi¢ao de

difusao.
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1 Calculo de Ito

Introduziremos, neste capitulo, a integral estocastica de It6 e desenvolveremos
o calculo relacionado a ela. Veremos como ela nasce da tentativa de se generalizar a ideia
de uma transformada martingale para martingales a tempos continuos e que, assim, ela
naturalmente é uma boa representacao para a riqueza de um investidor, por exemplo.
Mostraremos que essa construcao nao pode ser feita de forma ingénua, segundo a nogao ja
consolidada de integral de Lebesgue-Stieltjes, e como ela pode ser obtida segunda uma
isometria entre espacos completos. Demonstraremos suas principais propriedades e usa-las-
emos para definir as equacoes diferenciais estocasticas, que modelam fenémenos envolvendo

aleatoriedade. Para comecar o capitulo, deixaremos fixado um espago de probabilidade

0

(Q, F,P), onde temos definida uma sequéncia i.i.d. de varidveis aleatérias em R, (X)),

e Xo =0, tais que P(X,, = 1) = P(X,, = —1) = 1/2, V¥n € N. Essa sequéncia definird um
passeio aleatério S,, = Z X, e uma filtragdo F,, em (9, F); note que a filtragdo comporta

i=1
o conhecimento de mundo que cada jogada de moeda até n nos proporciona.

1.1 Motivacao

Imagine um ativo A no mercado, cujo preco, medido nos instantesn = 0,1, 2, .. .,
é dado por um passeio aleatério S,. E como se, a cada instante n, uma moeda honesta
com faces 1 e —1 fosse jogada a fim de se decidir se o preco do ativo deveria subir ou
descer uma unidade. Notemos que essa modelagem nao é absurda se considerarmos que,
por serem infindaveis as varidaveis que determinam o preco de um ativo, ao tomarmos
unidades de tempo suficientemente pequenas de maneira que seu prego nao varie mais que
uma unidade nesses intervalos, acaba sendo razoavel supor que esse preco pode subir ou
descer, por quaisquer motivos que sejam, mas com igual probabilidade. Agora suponha
que temos um investidor do ativo A no mercado. Esse investidor, a cada instante n, decide
comprar uma determinada quantidade &, desses ativos antes de sua mudanca de prego.
Espera entao essa mudanca e, assim, ganha ou perde dinheiro conforme A se valoriza ou
desvaloriza. Como faz a escolha antes da mudanca de preco de A, sua escolha de &, é
baseada apenas na informacgao que possui sobre o comportamento de A até o instante

n — 1. Traduzimos isso dizendo que o processo &, é previsivel, isto é,
&€ Frot, Vn=12,..., (1.1)

No fundo, o investidor muito se assemelha a um jogador, e sua riqueza V,,, obtida apenas

através desse jogo, é

V, = &1(S1 — So) + &(Se — S1) + .. . &a(Sw — Sn_1). (1.2)
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Lembrando que o prego S, do ativo A é um martingale em relacao a filtragao F,, (1.2)
acima nos motiva a definir a transformada martingale do martingale .S,, pelo processo

previsivel e limitado ' &, como sendo o processo & e S = (£ e S,,) dado por

oS, =V, = 2&(51 — Si-1)- (1.3)
i—1

Note que V) = 0, e que nao consideramos investimentos £ sendo feitos no instante 0. Nao
podemos honestamente esperar que o investidor, organizando de maneira esperta seus
investimentos (ou apostas), venha de fato a ganhar dinheiro com esse investimento. E isso
porque, por mais bem planejados seus investimentos, ele ndo pode “olhar o futuro” de
maneira a ganhar, certamente, dinheiro com seu experimento financeiro. Isso se reflete na

seguinte propriedade da transformada martingale:

Proposigao 1.1.1. Seja &, um processo previsivel e limitado, e seja S, uwm martingale.

Entao o processo & e S é um martingale em relagdo a filtracao F,.

Demonstmgao Comece notando que se C' for a constante que limita o processo &, entao

eS| < Z £(S; — Si1)| < C’Z |Si| + 1Si—1]) < 2Cn, de forma que a transformada é

=1
1ntegravel pra todo n. Além disso,

E[§.5n|Fn1 = Z S Szl|fn1 Z&Sz Sz 1)
E[gn(sn - Sn—1)|~Fn—l] = 5 L4 Sn—l + gnE[Sn - Sn—1|fn—1] = 5 L4 Sn—lu

onde a ultima igualdade vem de S, ser martingale e a pentltima vem de &, ser F,_;

mensuravel. O resultado segue. O]

A transformada martingale por ser re-escrita para obtermos
AV, =V, =V, 1 =&(Sn — Sn1), (1.4)

ou seja, a variacao na riqueza do investidor ¢ dada exclusivamente pela variacao no
preco de A. Dizemos que uma estratégia de investimento desse tipo é autofinanciada.
Esse tipo de estratégia serd amplamente usada na secao 2.7 quando formos precificar
derivativos. Vale ressaltar que a mesma introdugao as transformadas martingales ¢ dada

m (CATUOGNO, 2015). Surge entdo a questao sobre como definir, analogamente, uma
transformada martingale para processos (com especificidades que esclareceremos mais a
frente) que sd@o dados em tempo continuo. Ou seja, intuitivamente, se o prego do ativo A

variasse a todo instante de forma analoga a um passeio aleatorio gerado por uma moeda

1 Pedir que o processo &, seja limitado é uma condicéo técnica necesséria para demonstrar a propriedade

de martingale da transformada martingale. Contudo, é um requerimento bem razoavel em termos da
modelagem, uma vez que nao ha “dinheiro infinito” para se investir.
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jogada continuamente, portadora contudo de faces com valores proporcionalmente menores,
de qual maneira poderiamos expressar a grandeza do investidor que investe também a
cada instante? Lembrando que o processo de “continuizacao” de um passeio aleatério gera
um movimento Browniano W, (cf. 0.3), formalmente nés gostariamos de dar sentido a
expressao (advindas de (1.3) e (1.4))

V= devt _ LT@th. (1.5)

0
A primeira tentativa de dar sentido & expressao (1.5) é numa base w — w. Como farfamos

isso? Vamos voltar ao espago de probabilidade (€2, F,P) onde o passeio aleatério foi
definido. Podemos entender 2 como o conjunto de possiveis estados, englobando cada
instante n, do lance da moeda. Dessa forma, um elemento de €2 seria uma sequéncia de
1’s e —1’s, representando cada comportamento possivel de um jogo de moedas em todos
instantes n. Sendo assim, para cada trajetoria w do jogo de moedas, podemos calcular,
explicitamente, V,,(w), substituindo os valores AS;(w) do passeio aleatério para aquela
configuragao especifica de mundo, e os valores &;(w) da estratégia tomada. Pensando por
esse lado, é natural tentar definir a integral em (1.5) também numa base w — w. Irfamos
entao ao espago de probabilidade (€', 7', P’) onde o movimento Browniano é construido, e,
para cada estado de mundo w, tomando a trajetéria de investimento &;(w), calculariamos

a integral .,
| stramie), (16)

que nos forneceria a riqueza final do investidor entre os instantes 0 e 7', dentro da situacao
w. A questdo portanto se resume a entender a integral (1.6). Sendo &£(w) e W(w) fungoes
em [0,77], a integral de {(w) “contra” dW (w) deveria ser interpretada como uma integral
de Lebesgue-Stieltjes. Acontece que o integrador dWW (w), para gerar um medida com sinal
nos borelianos de R, precisa ter variagao finita. De fato, temos uma medida com sinal
em [0, 7] se, e s6 se, essa medida é decomponivel em parte positiva e parte negativa, o que
ocorre se, e sO se, as fungoes de distribui¢ao acumulada dessas medidas sao mondtonas
(etc.), o que, por sua vez, ocorre se, e s0 se, a subtragao dessas fungoes tem variagao finita.
Ou seja, reforgamos a necessidade de W (w) : [0, 7] — R ter variagao finita a fim de se
definir (1.6) como integral de Lebesgue-Stieltjes. Ver (FOLLAND, 2013, Teorema 3.27)
para detalhes. Lembremos que a variagao total de uma funcao f : [a,b] — R, denotada

por V,,f, é dada por

Vapf = SHEZ |f(t) = f(tiza)l, (1.7)
melli=1
onde 7 = {a =ty <...<t, =b} é uma particao de [a,b], e IT é o conjunto de parti¢des

do intervalo. Temos entao o seguinte resultado, retirado de (CATUOGNO, 2013, Teorema
9)
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Teorema 1.1.2. Considere o movimento Browniano W, definido no espaco de probabilidade
(Q, F',P"). Entio, W(w) : [0,T] — R ndo tem variag¢io finita para todos w € A, onde
P(A) = 1.

Demonstra¢io. Ver (CATUOGNO, 2013, Teorema 3). Ou ver (CATUOGNO, 2013, Teo-
rema 9) para uma demonstracao que nao se adiante com o conceito de variagdo quadréa-
tica. ]

E é justamente por isso que nao podemos esperar definir (1.6) como uma
integral de Lebesgue-Stieltjes. Precisamos entdao de uma nova teoria de integracao com
respeito a integradores advindos de processos estocasticos, em especial do movimento

Browniano. E o que faremos na sec¢ao seguinte.

1.2 A Integral de It

Bem embora possa ser possivel definir uma integral estocastica para integradores
advindos de martingales continuos quadrado integraveis quaisquer (ver (BASS, 2011,
Capitulo 10)), nos ateremos apenas a integral em relagdo ao movimento Browniano. E isso
porque, além de ser o principal exemplo de integral estocastica devido as suas aplicagoes,
é a que possui o cédlculo mais “simples” (j& que provaremos que a variagdo quadratica
do movimento Browniano é (dW;)? = dt, como esperado), além de possuir propriedades
especificas, como o teorema de representagao de martingales (A.3.8), que nos permite
resolver as BSDEs, introduzidas a frente. A ideia entao é definir a integral de It6 de forma
ingénua para uma determinada classe de processos, que chamaremos de processos simples,
e estendeé-la, via isometrias, para uma classe maior, dos processos adaptados. De antemao,
alertamos que nao podemos desejar integrar qualquer tipo de processo em relagao ao
integrando dW;, pois, para isso, W; teria que ter variacao finita, o que vemos nao ser
verdadeiro. Ver (CATUOGNO, 2013) para detalhes. E por isso que nos concentraremos nos
processos adaptados. Fixemos doravante um espago de probabilidade (€2, F, P) onde temos
definido um movimento Browniano padrao, W;, e consideremos a filtracao Browniana F;.

Denotaremos, nesta secdo, por H> = H*([0,T] x Q) o conjunto dos processos f adaptados
T
tais que E[J f2(t,w)dt] < oo, e por L = L*(Q) o conjunto das varidveis aleatorias

0
quadrado integraveis. Seguiremos entao os passos feitos em (CATUOGNO, 2013, Secao
1.1).

Defini¢ao 1.2.1. Um processo ¢ : Q x [0,T] — R € dito simples quando for do tipo

2 él 1(t17tz+1 ( )
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onde 0 =ty < ... <t, =T éuma particio do intervalo [0,T] e cada & é uma varidvel

aleatéria F;, mensurdvel e limitada. Chamamos de Hi o conjunto dos processos simples.

Notemos que HZ < H?. Para tais processos, é natural definirmos a integral

de It6 como sendo a variavel aleatéria dada por

([ o 2 B (Wi, (0) — Wi (). (18)
Também, pela limitacao dos &;, denotando Wi, — Wi, por AW;, temos
n—1
J &dW,)?] = Zg, Wi, — Wi))?]l = E( ), &AW AW;) < CT, (1.9)
i,j=0

onde usamos a independéncia de incrementos do movimento para calcular E[AW;AW,] =
8ij(tix1 — t;)). Assim, para cada processo simples ¢ € Hj, a integral J odW; é uma
0

varidvel aleatéria em L?, sendo ela entdo um mapa entre os espacos normados HZ e L.

Da definicao, é facil ver a primeira propriedade da integral de 1t6.
Proposicao 1.2.2. H} ¢ subespaco vetorial de Hy e a integral é linear como mapa de Hj
a L%

Além disso, este mapa é uma isometria, como visto no proximo teorema, devido

a Ito.

Teorema 1.2.3 (Isometria de Itd.). Para todo processo simples ¢ € HO, temos
f P*dt] = f pdW,)?]. (1.10)

Demonstracio. Tome ¢ como na definicado 1.2.1.Comecemos calculando a integral da

direita. Para isso, aproveitamos (1.9):

[(J GdW;)?| ZE@@AWAW :i (tiv1 —t;) + > BGGAWAW,]. (1.11)

i#]

Agora, note que se ¢ < j, por exemplo,
E[fz‘fjAWiAW}] = E[E[&fjAWZAWj | fj] =
E[&&GAWE[AW; | F5]] = Bl&&AWE[AW]] = 0,

onde usamos a independéncia de incrementos do movimento Browniano. Substituindo em
(1.11),

B[ i) = S RIg 0 — 1) = B3 € o — 1) = B[ ar

i=1 i=1
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n—1

onde usamos que ¢?*(w,t) = Z @21(%% .,] € integramos para cada w normalmente segundo
i=0

Lebesgue. O]

Com isso, somos levados a estender a nocao de integral de It6 para o fecho
de Hi em H?. Antes disso, notamos que podemos entender a integral também como um

processo, se definirmos de forma ébvia, para ¢ € Hg,

t T
J ¢th = f 1[0,t]¢th' (112)
0

0

O processo assim definido satisfaz algumas propriedades:

Proposicao 1.2.4. Seja ¢ € Hy. Entdo:

¢
1. A integral de Ito {f GsdW YL é continua.
0

t
2. A integral de Ito {f s dW, Y-, € um martingale quadrado integrdvel.
0

Demonstracao. Note que a continuidade segue claramente da continuidade do movimento
Browniano. A outra parte é uma conta simples encontrada em (CATUOGNO, 2013,
Teorema 5). O

Agora, vemos até onde podemos estender a integral.

Proposicao 1.2.5. O espago H; é denso em H*.

Demonstragio. A demonstragao é simples e consiste apenas em notar que a sequéncia de

processos simples

2" —1 t
1 t
Pn(w,t) 1= ; [tz_tz—l Ll ¢ (w, U)d“]l(ti,tm]a
onde t; = iT/2", i =0,1,...,2", aproxima ¢ em H”. Os detalhes estdo bem apresentados
m (STEELE, 2001, Teorema 6.5). O

Seja f € H* e tome uma sequéncia ¢" de processo em Hj que aproxima f na

norma || - ||zz. Note que ¢" ¢ uma sequéncia de Cauchy em H?. Dessa forma, as varidveis

aleatéria I, (f) J ¢'dW, formam também uma sequéncia de Cauchy em L?, ji que

T T
1Ln(f) = L(F)ll22 = | f G, — f GrdWi |1, =

T
l L (67 — )Wl 2, = lém — bullie,
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pela linearidade da integral e pela isometria de It6. Com isso, sendo L? completo, existe
uma tnica variavel aleatéria em L* I(f,¢") tal que I, (f) — I(f,¢"). O préximo lema

mostra que a variavel assim obtida nao depende da escolha da sequencia ¢, em Hg.

Lema 1.2.6. Se (¢") e (¥™) sio sequéncias em HY qu tendem a f em na norma || - || g2,

entao I(f,¢") = I(f,¢") := I(f)

Demonstracao. Isso na verdade é s6 um caso particular do resultado mais geral de espacos
métricos: se M e N sao espacos métricos com N completo, f : M — N uma isometria
entre eles, e (z,) e (y,) duas sequéncias em M que tendem a a, entdao f(z,) e f(y,) sdo

duas sequéncias em N que tendem ambas a f(a). O

Definimos, dessa forma, para qualquer processo f € H, sua integral de Itd por
I(f). De maneira andloga, podemos definir o processo (I;(f)) como sendo I(f1l). A
questdo é que as integrais de It6 sdo dadas em L? de tal maneira que elas podem ser
determinadas ambiguamente em conjuntos de medida nula. Isso significa que, para cada
t € [0,T], a integral estocéstica (I;(f)), que é uma varidvel aleatéria dada por um limite
de sequéncia em L?, pode nao ser bem definida num conjunto de medida nula, N;. Ao

considerarmos todas as integrais I;(f), com ¢ percorrendo T', pode ser que P( U Ny) # 0,
te[0,T]
e assim nao teriamos o processo (I;(f)) bem definido em um conjunto consideravel. H&,

contudo, um teorema que resolve esse problema:

Teorema 1.2.7. Para todo processo f € H?, hd um processo continuo X, tal que P(X, =
L(f)) = 1, para todo t € [0,T].

Demonstragio. Ver (STEELE, 2001, Teorema 6.2). O

Consideramos entao, sempre, essa versao continua como sendo a integral de It
do processo em questao, ja que continuidade é uma propriedade padrao que desejamos em

integrais. E ela satisfaz a seguinte propriedade, analogamente as transformadas martingales:

Proposicao 1.2.8. A integral I,(f) de um processo f € H* é um martingale quadrado

integravel.

Demonstracao. Nao deve ser ter duvidas sobre a quadrado integrabilidade do processo,
pela férmula de It6. Para o resto, ver novamente (STEELE, 2001, Teorema 6.2). n

Notemos que a isometria de [t6 vale também para qualquer processo adaptado,
ou seja,
| Flmz = [[T(F)|e2 Vf € H?, (1.13)
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ja que
(5 = m [[1(6™)] 12 = Y [0l 12 = |11

pela isometria de [t6 para processos simples.

Antes de encerrar a se¢ao, observamos que enquanto a transformada martingale
pode ser compreendida numa base w—w para além do costumeiro estudo de sua distribuigao
de probabilidades, o mesmo nao vale para a integral de It, a principio. Na verdade, ela é
definida numa base w — w para processos simples, porém sua extensao se da via isometrias.
Nos perguntamos se ha alguma maneira de compreender melhor os caminhos para um

processo definido via integral de It6. Esse é o contetiddo do préximo teorema.

Teorema 1.2.9. Seja f € H? e seja 7 um F; - tempo de parada tal que f(s,w) = 0 para

quase todos w em {w|s < 7(w)}. Entao

ftf(w, s)dWs = 0, (1.14)

para quase todos w € {w|t < T(w)}.

Demonstragio. Ver (STEELE, 2001, Teoremas 6.3 e 6.4). O

1.3 Uma Extensao para a Integral de It6

Nesta secao, seguiremos lado a lado a construcao da integral de It6 para
processos localmente H? feita em (STEELE, 2001, capitulo 7). Lembramos que um
processo X em [0, 7] é dito satisfazer a propriedade P localmente se existir uma sequéncia

nao decrescente de tempos de parada 7, em [0, 7] tal que

o0
LP((J{m =T} =1,
n=1
2. X" = Xy, satisfaz P.

Dizemos entdo que um processo f é localmente H? se existe uma sequéncia nao decrescente

de tempos de parada 7, satisfazendo (1) acima e tal que
fn(w,t) = f(w,t)l{t@n(w)} € H2, vn. (1.15)

A questao entao é porque tentar estender a integral de Itd a esse tipo de processo. Definimos

o conjunto Hp como sendo o conjunto dos processos f; tais que

P(w|{JO fA(w, t)dt < o}) =1, (1.16)

e temos o seguinte resultado:
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Proposicao 1.3.1. Um processo f € localmente H? se, e sd se, f € HZQOC

Demonstracido. Suponha que f seja localmente H?, e tome uma sequéncia de tempos de

parada como acima. Entao, existe {2y € 2 tal que P(Qg) = 1 e, para todo w € , existe n
T

tal que 7,,(w) = T. Ainda, por hipétese, cada f, € H?, ou seja, E[J f2dt] < oo, de forma
0

que existe uma sequéncia de subconjuntos mensuraveis €);, 7 = 1,2,3, ... tal que P(€;) = 1

T
para todo 7 e J f(w)dt < oo para todo w € ,,. Considere agora o conjunto mensuravel
0

a0
QO = ﬂ Q. Note que P(Q) = 1 e, se w e ', entao 7,(w) = T para algum n, de maneira
i=0

T T
que fn(w,t) = f(w,t) para todo t e, portanto, J A (w, t)dt = f fA(w, t)dt < o, j& que
0 0
T
w € €,. Assim, P(w\{J frw,t)dt <o}) =P(Q)=1e fe H,.
0

Agora, seja f € HZ,.. Considere a sequéncia de tempos de parada:

To(w) 1= inf{s : f flw,t)dt =nous = T}. (1.17)
0
Note que é uma sequéncia nao decrescente e que existe €y tal que P(y) = 1 e, se

T T
w € €, entao J f*(w,t)dt < oo, ou seja, existe n tal que J f*(w,t)dt < n. Dessa
0 0

0
forma, 7,(w) = T. Portanto, P(U{Tn = T}) = 1. Ainda, pela defini¢ao dos 7, temos

n=1
T

f(w, ) lj<r @ndt < n = f, € H*. Assim, mostramos que f é localmente H>, e o

0
resultado segue. O]

Temos entao uma equivaléncia entre processos localmente quadrado integraveis
e processos em H7 . Este tiltimo conjunto ¢ de interesse pois é claramente mais abrangente
que H?, a ponto de conter todos os processos do tipo f(W,), com f uma funcdo continua.
De fato, neste caso, para quase todos w, a funcdo f(W;)? é continua e, portanto, limitada,
o que faz que f(W;) verifique facilmente (1.16). E é extremamente desejavel, numa
teoria de integragao em relacao ao integrador dW;, conseguirmos integrar processos do

tipo f(W,), com f continuo. Para f = Id isso ji ocorre, uma vez que W, € H? (e
T
W, dW, = W2/2 —t/2, como veremos, o que nos confirma que o segundo processo é um

0
martingale). Claro que surge o questionamento sobre nao ser ébvio o pertencimento de
qualquer processo do tipo f(W;), f continuo, a H?. A resposta ¢ negativa, pelo exemplo

abaixo.

Exemplo 1.3.2. O processo exp(W}') ndo pertence a H*. De fato,

T

E[J0 (exp(W}1))2dt] :Jo E[exp(2W,1)]dt. (1.18)
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Lembrando que Wy ~ N(0,t), para t > 0, temos (para t > 0 fizado):

1 ®© 4 22 1 ®© Voo —1 )2 _1_
Elexp(2WH)] = 228 =% dy = J V2w eme di,
[ Xp( t )] \/ﬁ Jooe (& X \/% 7006 es2t2 dx

e essa ultima integral ndo converge, jd que o integrando — oo quando x — 0. Dessa forma,

a norma L* (1.18) do processo em questio ndo ¢ finita.

Com isso, nasce a necessidade de uma extensao da nocao de integragao para
abranger estes processos, e a construiremos a seguir. Comecemos notando que a sequéncia
de tempos de parada em (1.17) é um exemplo de sequéncia que localiza processos f € H, foc
para processes f, € H?. Esses tltimos possuem integral de It6 bem definida, com versio
continua I;(f,). A ideia entdo é mostrar que essa sequéncia de integrais de Itd converge

em um determinado sentido, e definir esse limite como a integral de f.

Proposicao 1.3.3. Para qualquer f € HlQOC, dada uma sequéncia de tempos de parada T,
que localiza f em H?, se Xin € 0 processo continuo que representa integral de Ito de f,,

entdo, para qualquer t € [0,T] en =m

Xin = Xim para quase todosw € {1, (w) = t}

Demonstragio. Note que as funcoes f,(w,t) = f(w, ) 1<, @) € fm(w, 1) = f(w, 1) 1g<r, @)
sao iguais no conjunto {w|r,(w) = t}, ja que 7, < 7,. O resultado segue como corolario
direto do teorema 1.2.9. H

Essa proposicao nos diz que, fixado um tempo ¢ e um indice m, se tomarmos
apenas os w que sao parados por 7, apds o instante ¢, a sequéncia X; ,,,4,(w), p = 0,1,2, ...
se torna constante := ¢(t,w) . Isso nos induz a definirmos a integral de Itd de f no instante
t, para w’s nesse conjunto, por ¢(t,w). Como 7,(w) / T qtp, eventualmente conseguimos
definir um valor para a integral de It6 para todos os pares (w,t), como desejamos, dessa
forma intuitiva. Contudo, nao nos é garantido a continuidade de um processo integral

definido dessa forma. E é com isso que lidaremos no proximo resultado.

Teorema 1.3.4. Tomando X, como na proposi¢io 1.5.53, temos que existe um processo
continuo X; tal que

P(X; = 7h}mrolo Xin) =1 Vt e [0,T].
Demonstracao. Defina a variavel aleatoria

N(w) := min{n : 7,(w) = T}.

Fazendo a nomeagao €y := {w|N(w) < o0}, pela defini¢do da sequéncia localizadora, temos

P(Qp) = 1. Assim, para cada w € €, definimos o processo

X(t, w) = Xt,N(w) (w)
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Pela continuidade de cada elemento da sequéncia X;,, ¢ claro que X; é continuo tam-
Q0

bém. Ainda, temos que Qp = |_|Qz-, onde ; = {w|N(w) = i}. Defina A = A(t) =
i=1

{w] lim X, ;,(w) = Xi(w) = Xy nw)(w)}. Mostraremos que P(A) = 1 para todo ¢ € [0,T].

0

P(A) = P(|_|(An ) :i P(A Q) :i P(A|Q)P(). (1.19)

i=1
Considerando §2; com a probabilidade induzida, vemos que X; ., = X;;4p+1 com proba-
bilidade 1, para todo p € N, pela proposicao anterior. Logo, também com probabilidade
1, Xi4p(w) é constante e igual a X¢;(w) = Xy yw)(w), em Q;. Assim, P(A[Q;) = 1 para
todo i. Logo, (1.19) fica

P(A) = Y P(Q:) = P(Q) = 1,

e o resultado segue. O]

Definimos, assim, para um processo f localmente H?, a sua integral de It6 como
o processo X; construido pelo teorema 1.3.4. Surgem entao duas perguntas naturais: o
quanto essa construcdo de integral de Ito para f € H7 . depende da sequéncia localizadora;
e se essa nocao de integral coincide com a nogao anterior, para processos em H 2, 0 que se
espera ocorrer, ja que queremos uma extensao. Responderemos com o préximo teorema

e um corolario 6bvio.

Teorema 1.3.5. Sejam 7, e 7, duas sequéncias que localizam o processo f € Hp,.. Sejam

Xin € Xén as integrais de Ito de cada f, e f), definidas de forma dbvia. Entio,
. T ry
P(JI_I)IOIC Xin = Al_r)roloXm) =1
Demonstragio. Ver (STEELE, 2001, Proposigao 7.4). ]

Corolério 1.3.6. Seja f € H*. Entdo, a integral de Ité de f definida de forma usual,
I(f):, coincide com a integral de Ito X, definida por meio do limite das integrais X, de

f localizada.

Demonstracao. Considere a sequéncia 7,, = T' e note que ela claramente localiza f. Ainda,
fn = f para todo n, de forma que X;,, = I(f,): = I(f):. Como a integral X; nao depende

da localizagao escolhida, o resultado segue. O]

De agora em diante, denotaremos de I;(f) a integral de 1t6 de um processo
f e H}, qualquer, como definida acima. Antes de encerrar a secdo, vale notar que para
esses processos nao ¢ necessariamente verdade que [;(f) seja um martingale. Contudo,
é verdade que I;(f) é um martingale local. Basta tomar uma sequéncia localizadora 7,
qualquer para f e notar que Iy, (f) = I,(f,), com f, € H?, e essa tltima integral é um

martingale, como queriamos.
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1.4 A Foérmula de Ito

De posse de uma nova teoria de integracao, gostariamos de entender o cédlculo
associado. Vale notar que trabalharemos com processos continuos. Para o célculo usual
de fungoes f : R — R, isso se resume a entender as duas componentes do Teorema

Fundamental do Calculo e usa-las para computar derivadas e integrais:

Parte 1. Se [ : [a,b] — R é integravel, entao F' : [a,b0] - R, z — f ft)dt é
diferencidvel e F'(z) = f(x). ’

Parte 2. Se F': [a,b] — R ¢é continuamente diferenciavel, entao

J " F@)de = F(3) - Fla), (1.20)

a

Notemos que nao podemos esperar encontrar uma transcricao ingénua da parte 1
t
para o calculo estocéstico, uma vez que mesmo a mais simples das integrais, | 1dW; = W,

0
nao é derivavel (ja que o movimento Browniano possui variacgao ilimitada qtp). Tentemos
entao dar significado estocastico a parte 2. Faremos isso, na verdade, com uma modificagao
de (1.20). Sejam f e g fungdes de R em R diferencidveis. Entao, a regra da cadeia nos diz

que
T lala) = Fala)d (@) = Flota)) ~ Fa0) = [ Flo@lg@ar, (121)

onde usamos (1.20) na implicagdo. Quando g é de variagdo limitada, por exemplo quando

g' é limitada, (1.21) acima pode ser escrita como

fg(x)) = f(9(0)) = f f'(g(x))dg(x), (1.22)

onde consideramos a medida de Lebesgue-Stieltjes associada a g. A férmula acima, muitas

vezes abreviada por
d(fog) = fogdg, (1.23)

¢é a que procuraremos adaptar ao caso de integrais estocasticas, e veremos que pode ser

utilizada para encontrar concretamente algumas integrais. Comecemos com uma defini¢ao.

Defini¢ao 1.4.1. Dizemos que um processo X : Q x [0,T] — R € um processo de Ito

(simples e unidimensional) quando X tiver a representagdo integral

t t

a(s,w)ds + f b(s,w)dWs,
0

X(t,w) :$~I—J

0

onde a e b sao processos progressivamente mensurdveis tais que

P(L la(s, w)|ds < o) — 1, (1.24)
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P(L b(w, 5)|2ds < o0) — 1. (1.25)

Neste caso, escrevemos também

dXt = atdt + btth

A ideia entao é, dado um processo e Ito6 X; e uma funcao suficientemente suave
f, escrever f(X;) como um processo de It6, similarmente ao feito em (1.22). Para tanto,
precisamos de um resultado padrao em andlise estocastica, conhecido como decomposicao
de Doob-Meyer, e cuja demonstragao pode ser encontrada, para um resultado um pouco
mais geral, em (BASS, 2011, Teorema 9.12). Notemos que estamos considerando processos
em [0, 7] definidos num espago de probabilidade €2 munido de uma filtracdo Browniana

(ndo que ser Browniana venha ao caso para a seguinte decomposigao).

Teorema 1.4.2 (Doob-Meyer decomposition). Seja Z; um submartingale continuo. Entdo,
existe um processo adaptado crescente e continuo qtp, Ag, iniciado em 0, e um martingale

continuo My, tais que
Zt - Mt + At.

Mais ainda, se A" e M’ sdo outros tais processos, entdo M, = M| e A, = A, para todo t
) ) t t

qtp.

Notemos que, na referéncia citada, o teorema é demonstrado para supermartinga-
les continuos de classe D definidos em [0, 00). O fato de tratarmos o caso de submartingales
nao é problematico, pois, para traduzir para nosso teorema, basta tomarmos o processo
—Z,;. Ainda, nao pedimos a hipotese de o processo ser de classe D por dois motivos: 1. Ela
é de fato desnecessaria, como podemos ver em (LOWTHER, 2011b); 2. A decomposicao
de Doob-Meyer é utilizada neste trabalho apenas nos casos em que Z; é um submartingale
nao negativo definido em [0, 7], na construcao de variagoes quadréticas. Acontece que
nestes casos a condi¢do de Z; se de classe D ¢ trivialmente satisfeita. Esclareceremos essa

questao a seguir por completude. Eis a defini¢do da referéncia sobre processos de classe D:

Definicao 1.4.3. Um processo Z (em [0,0)) é de classe D se o conjunto
{Z,|T é um tempo de parada finito}

¢ uma familia de varidveis aleatorias uniformemente integravel.

Recordemos que a familia {Z;};c; é dita uniformemente integravel quando
lim sup B[|X;[; {|Xi| = 2}] = 0.
T=D0 ey

Temos ainda o lema:
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Lema 1.4.4. Seja a familia de v.a.’s dadas por esperancas condicionais {E[Z|G]|}geq, onde

cada G é uma sub-o-algebra de F. Entdo essa familia é uniformemente integrdvel.

Demonstracao.

E[[E[Z | GILAIELZ | G]| = =}] < E[E[|Z] | G][: {|E[Z | G]| = =}]

(1.26)
= E[IZ:{[E[Z | G]| = =}].

onde a desigualdade segue de Jensen. O conjunto {|E[Z | G]| = x} tem sua probabilidade

majorada por Markov:

P{|E[Z | G]| = z}) < E[Eﬂi' 191] - E[LZH. (1.27)

Agora, como Z é uniformemente integrével por estar em L', fazendo z — o0 em (1.27) nds

fazemos com que a primeira esperanga em (1.26) — 0. O resultado segue. ]

Voltando ao nosso caso, como Z; ¢ um submartingale, pelo teorema de parada
de Doob A.3.2, temos que Z, < E[Z7 | F;], para qualquer tempo de parada. Como
estamos supondo Z nao negativo, isso se traduz para |Z,| < |E[Zr | F.]| < |E[|Z7] | F+]I.
Acontece a familia de v.a’s {E[|Zr| | F;]} é uniformemente integravel pelo lema 1.4.4.
Também, quando {X;},; é uniformemente integravel e {Z;};cs é tal que |Z;| < | X;|, entdo

|Z;| também ¢é uniformemente integréavel. Com efeito,
Bl|Zi:{|2i] = #}] < E[[Xi[; {|Zi] = «}] < B[|Xa|; {[Xi] = 23],

donde a afirmacao segue claramente, tomando supremos em i € [ e depois limite em
x — 00. Assim, mostramos que a condicao ser de classe D é trivialmente satisfeita para nés,

e podemos seguir para a decomposi¢do de Doob-Meyer, de onde surgem duas definigoes:

1. Um semimartingale ¢ um processo do tipo
Xy = M; + Ay,

onde M; é um martingale local e e A; é um processo de variacao finita. Isso generaliza
a nogao de submartingales. Notemos aqui que: 1. processos de [t sao tipos especiais de
semimartingales, onde a integral usual é o processo de variagao limitada e a integral de
[t6 o martingale local; 2. a decomposicao de um semimartingale ¢ inica, uma vez que

martingales que possuem variagao finita sao nulos (ver (BASS, 2011, teorema 9.7)).

2. Pela desigualdade de Jensen, se M; é um martingale local continuo e quadrado
integrével, entdo M? é um submartingale local, de forma que existe A, como em 1.4.2, isto

é, continuo, adaptado, crescente e iniciado em 0, tal que

Nt = ME —At
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é um martingale local. Chamamos (M), := A; de variagdo quadréatica de M;. Note
que, sendo a variacao quadratica um processo crescente e continuo, ela gera uma medida
de Lebesgue-Stieltjes em [0,7]. Dados dois martingales locais, continuos e quadrado
integraveis M; e N, definimos também sua covariagao ou variagao quadratica cruzada

(conjunta) por '
(M, N); := §[<M+N>t—<M>t—<N>t]' (1.28)

Chamamos a também identidade definidora (1.28) acima de férmula de polarizagao. A

variacao quadratica cruzada tem a seguinte definicdo equivalente:

Definicao 1.4.5. Se M; e N, sao martingales locais, continuos e quadrado integraveis,
(M, N); é o tnico processo continuo de variagao limitada tal que MyNy — (M, N); é um

martingale local.

A equivaléncia entre essas definigoes é estudada em (CATUOGNO, 2013, segao
1.6). Ainda, temos a seguinte generalizacao: se X; e Y; forem semimartingales (como

processos de 1t6 por exemplo), definimos

(Xt 1= (M)y;

(1.29)
(X, Yy = (M, N),

onde temos as decomposicoes X; = M; + A;, Yy = Ny + By, com M e N martingales locais

e Ay e By processos de variacao limitada.

Perceba que fizemos o tratamento da variacdo quadratica usando sempre
processos que satisfazem alguma propriedade local; em contrapartida, 1.4.2 versa sobre
uma decomposicao para submartigales, sem usar o termo local. Acontece que esse teorema
pode ser facilmente estendido, por meio de localizagao, para abranger a hipdtese de Z;
ser submartingale local, localmente de classe D, fornecendo agora um martingale local
na decomposicao. Podemos ver detalhes em (LOWTHER, 2011b). Estamos agora em
condigoes de entender o teorema fundamental do calculo de It6, também chamado de

féormula de It6:

Teorema 1.4.6 (Férmula de 1td). Seja X, um processo de Itd, e seja f € C*. Entdo,

F00) = F060) + [ FOCIaX+ 5 | £ (1.30)
0 0
(1.30) também é escrita como
dF(X,) = FX)dX, + ; £/ X (1.31)

Demonstragao. Ver (BASS, 2011, Teorema 11.1) O
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1
Note a semelhanga entre (1.23) e (1.31), com o acréscimo do termo §f”<Xt)d<X>t
nessa ultima equagao. Ele surge justamente do fato de a “diferencial dW, = Vdt” nao se

comportar como uma diferencial usual.

Analogamente aos processos de [t6 unidimensionais, temos os processos de
[t6 mais gerais, em relagdo a varios movimentos Browniano independentes. Sao entao

processos do tipo (ainda unidimensionais) X : Q x [0,7] — R,

dX; = a(t)dt + b (t)dW} + ...+ b"(t)dW},

onde a,b'...b" satisfazem, respectivamente, as condicoes (1.24) e (1.25). Temos também
uma versao multidimensional, mais geral, cuja demonstracao é feita de forma similar a

versao unidimensional.

Teorema 1.4.7 (Férmula de Itd6 Multidimensional). Sejam X}, ... ,Xtd processos de [to,
e seja f € C*(RY). Entdo, denotando X, = (X},..., X%, temos

f<Xt>=f<Xo>+Z [[ascemel 3 [ o X, we o1 ap. 132

1]1

Note que podemos escrever, de forma simplificada, (1.32) como

U

df(X;) = ). aif (X)dX] + Z 0i f(X)d(X?, X7, ¥t € [0,T), qtp. (1.33)

i=1 5,5=1

Ressaltemos que essas duas versoes da formula de It6 sao introduzidas de forma

muito similar e mais completa em (BASS, 2011, Capitulo 11).

1.5 Variacao Quadratica

Notemos que ao aplicarmos a férmula de It6 para um processo do tipo f(X;), X;

um processo de It6 d-dimensional, obtemos integrais em relacao a dois tipos de integradores:
dX} e d{X", X7);. Por defini¢do, dX; é do tipo a'dt +b"'dW} + ...+ b""dW}", e calculamos
uma integral do tipo tg(s)ng da forma 6bvia (que em verdade vem da defini¢ao de
integral em relacao a uﬁl semimartingale)

t t t
f g(s)a‘ds + f g(s)batdw! +...+J g(s)bo"dw?.

0 0 0

A questao entdo é encontrar os processos de variagao limitada qtp (X}, X7). Comecemos
com dois teoremas e seus corolarios que nos ensinam a calcular explicitamente variagoes

quadraticas.
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Teorema 1.5.1. Seja M um martingale local, continuo e quadrado integrdvel em [0,T].
Entao

(MY, = hmZ — M, )% (1.34)

TL"OOZ 1

onde o limite em probabilidade acima se dda quando percorremos uma sequéncia qualquer

de partigoes m, de [0,t] cujo tamanho |m,| — 0.

Demonstra¢ao. Primeiramente, precisamos mostrar que o limite em probabilidade de (1.34)
existe e nao depende da particao escolhida. Esse é o contetdo de (CATUOGNO, 2013,
lema 21). Que o processo definido pelo limite em probabilidade é crescente é bem claro.
Por fim, que M? — L onde L ¢ o limite em (1.34) é uma martingale local é o contetido de
(CATUOGNO, 2013, lema 19). Portanto, pela unicidade da decomposi¢do de Doob-Meyer,

obtemos que esse limite é de fato a variacao quadratica de M. O

Corolario 1.5.2. Seja X um semimartingale continuo. Entdo,

(XY = hmE (Xy, — X, )2 (1.35)

TL—>(1)

Demonstragdo. Seja X = M + A a decomposi¢ao do semimartingale em martingale local

e processo de variacao limitada, continuos. Temos entao que, para cada particao m,

(1.36)

Z(Atz - Atifl)z < sup |Atz - Atz‘&‘ Z ’Atz I 7 1’ Sup ’At A, ’VA’

onde V4 é a variacdo de A. Como A é continuo, A é uniformemente continuo em [0,7], de

forma que o supremo acima vai a 0 qtp e, portanto, vai a 0 em probabilidade. Similarmente,

n

Z(Atz - Atiq)(Mti - Mtifl) <

i=1

Sup |Mt¢ - Mtz‘—l‘ Z ‘At — Ay, 1’ Sup ’Mt My, _, |VA

O mesmo raciocinio se aplica, e concluimos que esse processo também vai a 0 em pro-
babilidade. Assim, tomando o limite em probabilidade em (1.36), chegamos a nosso
resultado. ]
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Teorema 1.5.3. Sejam M e N martingales locais, continuos e quadrado integrdveis em
[0, T]. Entao

(M,N); = PlimZ(Mti = My, )(Ny, = Ne,_y ), (1.37)

N0
onde o limite em probabilidade acima se dda quando percorremos uma sequéncia qualquer

de partigoes m, de [0,t] com |m,| — 0

Demonstragio. Vamos mostrar (1.37) para o tempo T, sendo os outros casos analogos.
Consideramos uma sequéncia de partigoes 7, de [0, T'], cujos elementos serdo genericamente
denotados por 0 =ty < ... <t, =T, e tal que |m,| — 0. Também denotaremos M;, por
M;, analogamente para N, por simplicidade. Usando a equagao (1.28) e o Teorema 1.5.1,

temos

(M, Nyr = S(M + Ny = (M) — (N)) =
[ o (1.38)
ERIDY <((Mi Y N;) — (Miy + Ni_1))? — (M; — Mi_1)? — (N; — NH)2).

Abrindo a expressao dentro do somatoério,
(M; + N;) — (M1 + Ni—l))2 — (M; — Mz’—l)2 — (Vs — Ni—1)2 =
(M; 4+ N;)? 4 (M;—y + N;_1)? — 2(M; + N;)(M;—; + N;_1)
— M? — M}, +2M;M;_y — N} — N2 | + 2N;N;_; =

(1.39)
M? + N} +2M;N; + M2 | + N? | +2M; 1 N;_y — 2M;M;_y — 2M;N;_,
—2N;M;_1 — 2N;N;_y — M? — M? | +2M;M;_, — N} — N? | + 2N;N;_,
= 2(M;N; + M; 1 Ni_y — M;N;_y — M; 1 N;) = 2(M; — M;_1)(N; — Ni—1).
Substituindo agora (1.39) em (1.38), temos o resultado. O
Corolario 1.5.4. Sejam X,Y semimartingales continuos. Entao,
X, Y = phmZ(Xti - X, )Yy = Y y). (1.40)
n—ow=
Demonstracao. Anéloga a prova de 1.5.2. n

Temos também duas propriedades diretas da variacao cruzada:

Proposicao 1.5.5. Sejam X,Y e Z semimartingales continuos, e ¢ € R. Entao:

1. (X 4 ¢, 20 = (X, 20 + Y, 2.

2. (X, Y = (Y, Xy

Demonstragio. Ambas seguem diretamente do Teorema (1.5.3). O
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Proposicao 1.5.6. Seja M[" uma sequéncia de martingales quadrado integraveis em [0, T]
e My um martingale quadrado integrdvel (todos iniciado em 0), tais que M7 converge, em
L?, para My. Entdo, {M™)r converge a (M) em L.

Demonstracao. De fato, pela definicao da variacao quadratica, temos que
(M = My)* = (M™ = M),

¢ um martingale. Com isso, as esperancas de cada um desses processos ¢ a mesma. O

resultado sobre a convergéncia segue claramente. O]

Corolario 1.5.7. Seja M;* uma sequéncia de martingales quadrado integraveis em [0,T],
M, e N; martingales quadrado integrdveis. Entdo, se My — My em L*, entdo (M™, N)p —
(M,NYp em L.

Demonstracao. Sé6 usar a forma polar da variagao quadratica conjunta. O

Também temos a seguinte desigualdade

Proposicao 1.5.8 (Desigualdade de Kunita-Watanabe). Sejam X; e Y; martingales locais,
T T

e sejam [ e g processos previsiveis tais que J | fo]2Pd(X )y < 0 e f \gs|2d(Y ), < o0. Entio
0 0

T T T
| sodce vl < ([ 18P0 laPacy o
0 0 0
Demonstragio. Ver (CATUOGNO, 2013, Teorema 34) O

Voltando, para nossos processos de Itd dX; = a,dt + bydW} + ... + b"dW}",
precisamos, pela definicdo da variacao quadratica de semimartigales e da proposicao 1.5.5,

aprender a calcular apenas variagoes do tipo

( f F(s)m; J g(s)aW2)

E isso que veremos agora:

t

¢

Teorema 1.5.9. Considere os martingales locais dados porf f(s)dW! e J g(s)dWw?.
0 0

Entao

<ff Yaw? f o(s)dIW2y, — Jf (s)d(W, W2, (1.41)

Antes da demonstragao, precisamos de um lema auxiliar
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t

Lema 1.5.10. Considere o martingale localf f(s)dWy e o martingale quadrado integrdvel
0

N. Entao

{ f Fs)dWL, Ny, = f £(5)d(W, N, (1.42)

Demonstracio. Vamos mostrar que os processos sao iguais no tempo 7', sendo analogo

para os outros. Comecemos supondo que f € H? além de ser simples, ou seja, do tipo

Z fz tz,tl+1 )

Para essa particao, note que

Z_](_ f(S)We)(Niy, — N Zfz Wi, = Wi)(Ny,, — N,) =

L F(5)dW, N,

pela definicao da integral de Lebesgue-Stieltjes em relacao a funcao de variagao limitada
(W, N);. Note que a expressao acima se mantém a mesma se tomarmos partigdes mais

refinadas que a utilizada. Dessa forma, tomando o limite sobre todas essas particoes,

{ f F($)AW,, Ny = f F(8)d(W, N (1.43)

Agora, consideramos f € H? nao simples. Entdo, ha uma sequéncia de f™ € H? de processos
T

simples tal que f frdws — fdW, em L?. Neste caso, se substituirmos cada f, em
0 0

(1.43), temos que o primeiro membro dessa equagao tende em L a f f(s)dWs, N)r pelo
0

corolario 1.5.7. Agora, estudemos a convergéncia do segundo membro. Pela desigualdade

de Kunita-Watanabe,

T

[ = rremaar g < ppaavo ) aooy

0 0

- <L (Fu = PPN,

onde usamos antecipadamente, mas sem prejuizos do tipo argumentacao circular, o teorema

1.5.12. Tomando esperancas, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

T

o f "(s))d(W, N| < [f (fu — )2t PE[CN ]2

0

A dltima esperancga é finita e a penultima vai a 0, pela escolha dos f,,. Com isso, mostramos

que quando avaliamos (1.43) em f,, seus dois membros tendem em L' & mesma expressao
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(1.43), mas agora avaliada em f. Demonstramos entao o teorema para qualquer f € H 2,

Falta considerarmos o caso em que f € H . Para tal f, temos
T
Plw | J Flw, B)2dE < o0} — 1, (1.44)
0

e temos uma sequéncia f,, em H? tal que f, — f para todos (w,t). Ainda, levando em conta
que fn sao do tipo fn(w> t) = .f(wa t)l{m(w)zt}a ¢ facil ver que ‘fn(wa t)_f(wa t)‘2 < ‘f(wa t)’27
e esse segundo processo é integravel em [0, T'] para quase todo w. Concluimos entéo, pelo
teorema da convergéncia dominada, que para quase todo w as fungoes f,(w) tendem a
f(w) em L*[0,T]. Com isso, temos a seguinte convergéncia w-qtp:

T 1/2

(| ety = swtypar) ™ o (1.45)

0
Como estamos num espago de medida (probabilidade) finita, a convergéncia (1.45) se da
também em probabilidade. Lembremos entdao do seguinte resultado:

Claim: Se X,,,Y,, — X,Y em probabilidade, respectivamente, e f : R — R é
continua, entdo f(X,,Y,) — f(X,Y) em probabilidade.
A afirmagao acima e a observagdo apés (1.45) nos faz concluir entdo que

T
(J (fa(w,t) = f(w,t))?dt) 1/2<N>%p/2 — 0 em probabilidade. Com isso, pela desigualdade
0
T
de Kunita-Watanabe, J (fu(s)— f(s))d(W,N)s — 0 também em probabilidade. Este foi o
0
T
fato 1. Agora, a integral de It J fdW é definida como (a versao continua) do limite qtp
0

de J fndW . Essa convergéncia também ocorre da seguinte maneira: os processos parados

(I( fZ)Z’”) convergem em H? ao processo parado (I(f)[™), todos martingales. Esse é o fato
2. Por isso, concluimos que {I(f,,):, N) — {I(f):, N) em probabilidade (ver (CATUOGNO,
2013, Teorema 29.2.a)). Assim, substituindo f, na equagao (1.43) e tomando limites em
probabilidade dos dois lados, pelos fatos 1 e 2 nés obtemos a mesma expressao (1.43)

avaliada em f, e demonstramos o resultado deste lema. O]
Voltemos a demonstracao do Teorema 1.5.9:

Demonstracio. A demonstracao segue facilmente de duas aplicagdes do lema anterior.
t

Comece considerando o caso em que g € H%, ou seja, J g(s)dW? é martingale quadrado
0
integravel:

(| 1w | i - ff (5)d(W, f Gu)W2), =

(1.46)
f F(8)g(s)dW', W2,
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Agora, se g € leoc, tome uma sequéncia 7, de tempos de parada que localiza g para
gn € H?. Entao a igualdade em (1.46) vale para todo g,. Tomando limites qtp (passando

por uma subsequéncia se necessario), obtemos o resultado desejado. O

Agora, resumimos nossa problema de encontrar os integradores presentes na
formula de It6 multidimensional a encontrar a variagao conjunta entre movimentos Brow-

nianos.
Teorema 1.5.11. Sejam X e Y movimentos brownianos independentes em [0,T]. Entdo

(X,Y)% =0, Vte[0,T]

Demonstragio. Seja A = {to,...,t, uma particdo de [0,7]. Vamos denotar por X, a
variavel aleatéria X, , por Y; a varidvel aleatéria Y;, e por |A| o tamanho da partigao.

Calculemos

B[ — X% - Vi)

Note que temos termos de 2 tipos na soma:

(Xi — Xi—1)2(Yz‘ - 3@—1)2, €
(Xi — X)) (Vi = Yie)(X; — X)) (Y = Vi), i #

os quais chamaremos de U; e Uj ;, respectivamente. Assim,

n

B[ (X0~ X)) (¥ — Yin)’] = SB[, 2 B[U].

=1 1] =1

Por independéncia de X e Y e dos seus respectivos incrementos, temos
E[U;;] = E(X; — X;,-1)E(X,; — X,;_1)E(Y; = Y;,_1)E(Y; - Y,;_1) =0-0-0-0=0.
Além disso, por independéncia de X e Y,
E[Ui] = E[(X; — X ’|E[(Y: = Yie1)?] = (t; — ticn)”.

Dessa forma,

Z i1 — X 1Y :Zt_tzl < Zt_tzl—’A|T

Considerando uma sequéncia de partigoes tal que |A,| — 0, concluimos que

n

D (Xi = Xi)(Y; = Yisy) — 0,quandon — o0, emL*(P).

i=1
Assim,
Z(X Xi-1)(Y; = Yi_1) — 0,quandon — o0, em probabilidade,
i=1
e obtemos que (X, Y )r = 0. De forma andloga, (X,Y ), = 0, e o resultado segue. ]
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Teorema 1.5.12. Seja W, um movimento Browniano em [0,T]. Entao, (W), =t.

Demonstracio. Poderlamos usar o teorema 1.5.1, porém ha uma forma mais pratica.
Considere o submartingale Wtz. Lembremos que, para s < t, temos, pelo teorema A.3.6,

que

EW? —t| F] = E[(W) = W]) | F] -t + W}
=E[(W, = W) | F] —t+W2=W2—t+(t—s)=W2—s.

Assim, W? — t é um martingale e, pela unicidade dada na decomposicdo de Doob-Meyer,

W = t, como anunciado. O
( :

t
Exemplo 1.5.13. Calculemos a integral simples J W dW, e percebamos como o calculo
0

de It6 difere do cdlculo usual. Considere a fungdo f(z) = x*. Entdo, pela formula de Ito,
1 1
d(f(Wy)) = f(Wy)dW, + §f”(Wt)d<W>t = 2WdWy + §2dt

W2 —T).

T 1
= f Wtth = *(
0 2

Em resumo, podemos calcular varia¢oes quadraticas de processos de It6 da
seguinte forma: dados dX = adt+b*'dW+...+b"dW e dY; = adt+b*dW} +.. . +b™dW™,
entdo d(X,Y) = dX - dY, onde - deve ser encarada como uma multiplicagao distributiva
usual e as regras de multiplicacdo seguirem a convencio dt - dt = 0, dW/ - dWj = i jdt,
onde \; ; = 0 se Wie W} forem movimentos Brownianos independentes e Aij = 1 se forem

0 mesmo movimento Browniano.

1.6 Equacdes Diferenciais Estocasticas

De posse de uma nova teoria de integracao, temos uma nova teoria de equagoes
diferenciais. Uma SDE (stochastic differential equation) é uma equagéo e uma condigao
inicial do tipo

dX; = b(t, Xy)dt + o(t, X;)dW,, Xo = z.

Como nao poderia deixar de ser, uma solu¢ao para a SDE acima em [0, 7] é
um processo adaptado Q x [0, 7] tal que X; = = + f b(s, Xs)ds + o(s, Xs)dWs, para todo
t € [0, T]. Enunciaremos o resultado padrao de exiosténcia e unicidade para solugoes de
SDEs sujeitas a determinadas restri¢oes, mostraremos algumas de suas propriedades e

resolveremos um tipo especial de SDE muito ttil, chamada linear, através da férmula de
It0,
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Teorema 1.6.1 (Existéncia e Unicidade de Solugdo de SDEs). Sejam b : [0,T] x R* — R
e B:[0,T] xR — R¥™"™ funcies continuas que satisfazem a condigio de Lispchitz uniforme

em t e uma limitacao de crescimento:

[b(t, 2) = b(t,y)| + |o(t, 2) — o(t,y)| < Llz —yl; (1.47)

|b(t, )| + |o(t, )] < L(1 + |z|), (1.48)

para alguma constante L > 0. Entdo, existe um tinico processo em L* que seja solugio da
SDE
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th, XO = T. (149)

Demonstragio. (EVANS, 2012, Secao 5.2) ]

Teorema 1.6.2. Seja X;,t € [0,T] a solugio da SDE (1.49), prevista no teorema 1.6.1.
Entdo X, satisfaz a propriedade de Markov, isto é, para qualquer g : R? — R limitada e

Borel-mensurdvel, temos
E[g(Xesn)|[Fi] = Enx, (9(X4)).

Demonstragio. (KUO, 2005, Teorema 10.6.1) O

Teorema 1.6.3 (Majoramento para uma solugdo.). Sob as hipéteses do teorema 1.0.1, a
solugdo providenciada por este teorema satisfaz a sequinte condicao de integrabilidade
E[ sup [X;]"] < Cr(1 + [z["),
te[0,T7]

onde Cr € uma constante e estamos considerando p > 1.

Exemplo 1.6.4 (Movimento Browniano Geométrico). Considere a SDE
dXt = Xt(/.Ldt + Uth), X(] = a. (150)

Agora, considere o processo de Ito,

2
Xy =aexp{(pu— %)IH—JWt}. (1.51)

2

Podemos escrevé-lo como f((u — o%)t + oW;) = f(Y2), onde f(x) = aexp(z) e YV, =
2

(1 — %)t + oW,. Entao, pela formula de Ito:

2

1 1
4X, = DY + 00V = X — G )it + 0dW) + S Xkt =

Ainda, X(0) = a, e, portanto, o processo dado em (1.51), chamado de movimento
Browniano geométrico, resolve a SDE linear (1.50). Veremos depois que essa equagio

modela o preco de uma acao no mercado, e por isso a sua importancia para nos.
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2 Backward Stochastic Differential Equati-

ons

Desenvolveremos neste capitulo um tipo novo de equagao estocastica, que
chamaremos de BSDEs. Nos preocuparemos com duas vertentes de aplicagoes dessas
equacoes: a representacao de EDPs semilineares; e a sua utilizacao para solugao do
problema de se precificar derivativos num mercado de valores, o que é um prelidio para a

imensidade de aplicacoes financeiras que as BSDEs possuem e cuja nossa referéncia padrao
é (KAROUI; PENG; QUENEZ, 1997).

2.1 Representacao de Feynman-Kac

Desenvolveremos aqui a representacio (estocéstica) de Feynman-Kac para
solugoes de EDPs parabodlicas lineares, de forma heuristica e depois rigorosamente. Veremos
ao se tentar generalizar essa representacao para EDPs parabdlicas semilineares, somos
conduzidos a resolver um tipo de equacao diferencial estocastica, onde a solu¢ao procurada
é um par de processos, e nos é fornecida uma condi¢ao terminal, aspecto fundamental. A
representacao de equagoes semilineares, apesar de nao ser o foco do capitulo ou mesmo
do trabalho, proporciona um bom exemplo de surgimento espontaneo das BSDEs. A
ideia sobre como tentar desenvolver uma representacao para EDPs, comecando por uma
funcao definida em termos de uma esperanca e vendo que tipo de equacao diferencial
deterministica ela satisfaz, segue da primeira parte do artigo de referéncia (PERKOWSKI,
2011).

Seja X; o processo de Ité em R? dado por
dXt = b(Xt>dt + U(Xt)th, (21)

onde W; é um movimento Browniano padrao n-dimensional (e portanto b : R" — R",
o : R" — R™™). Estamos supondo b e o satisfazendo as condi¢oes do Teorema 1.6.1, de
forma que a SDE (2.1) tem uma tnica solucdo bem definida (e em L?). Escreveremos
X, = (X},...,X"). Chamamos de gerador infinitesimal do processo X; o operador
diferencial £L* = £ : C*(R%) — C(R) dado por

N | —

(L) (z) := Z bi(x)dv(z) + Z (o07)i;(x)div(x). (2.2)

Destacamos tal operador pois, para qualquer funcio v € C*(R?), temos

dv(Xy) = Lo(Xy) + i i 0iv(Xy)oii (Xe)dW; = Lo(Xy) + Vu(Xy)o (X)) dW;.  (2.3)

i=1j=1
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De fato, levando em conta que

d(X', Xy = (bidt + " opdWy) - (bndt + > 03ngdW,)) =

k=1 q=1
Z Ulkamq(dwk . qu) = Z O'lkO'mkdt = (O'O'T)lmdt,
k,q=1 k=1
temos, pela féormula de It6, que
dv(X,) = dv(X]}, .. Z Orv(X)dXF + = Z O (X)d( X, XY, =
k=1 lm 1

Z Orv(Xy) (b (X, dt + Zakl X)dW}) + = Z OV (X ) (00T ) (X} )dt =

k=1 =1 lml

Lo(X,)dt + i i 0v(X,) oy (X)) dW] = Lo(X,)dt + Vo(X,)o(X,)dW,.

i=1j=1

De forma analoga, se considerarmos processos de It6 X; que satisfazem SDEs

de coeficientes mais gerais (que também chamaremos de b e o),
dXt = b(t, Xt)dt + U(t, Xt)th7 (24)
onde, novamente, b e o satisfazem as hipéteses do Teorema 1.6.1, podemos definir a familia

de operadores diferenciais £¥ = £, : C*(R%) — C(R%), t € [0, T], por

d
Liv(x Zb t,x)ov(x Z (0o™)i;(t, 2)0ijv(x).

l\D\»—t

Neste caso, se v e CH%([0,T] x R%), entdo

du(t, X;) = (o(t, X)) + Lo(t, X))t + Vao(t, X,)o(t, X,)dW,. (2.5)

Seja ¢ € C*(R?) e defina u(t, z) := E,((X;)), X; dado por (2.1), onde o indice
x significa que estamos considerando a medida de probabilidade associada ao movimento
Browniano iniciado em x. Supondo que u seja suficientemente “bem comportada”, vamos

encontrar uma EDP satisfeita por u, heuristicamente. Notemos que

u(t + h, ) = Eo((Xein)) = Ba(Ex[¢(Xern)[Fa])- (2.6)

Usando o fato de que X satisfaz a propriedade de Markov (Teorema 1.6.2), a defini¢do de
e (2.3), temos

B (Ba[¢(Xein) | Fn]) = Eo(Ex, (¢ (X)) = Eo(u(t, X)) =

Ez(U(t,X0)+Jh£u(t,X ds—i—ZZf Ou(t, X, )0y (X,)dWI) =

u(t,z) + Ex(fh Lu(t, X)ds).

0
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Dessa forma,

u(t + h,x) —u(t, x) 1
h = E:c(f

. Lu(X;)ds).

0

Tomando o limite quando h — 0, supondo que possamos trocar o limite com a

esperanca e usando o teorema do valor médio para integrais,

w(t, ) = Lu(t,x)

2.7
u(0,x) = ¢(x). 27)

Assim, somos direcionados a entender que a fun¢ao E, (1 (X;)) satisfaz o pro-
blema de Cauchy acima (2.7). Re-escrevendo u, temos d/dtE,(¥(X;)) = LE.(¥(X})),
chamada de Equacao backward de Kolmogorov. Ela nos leva também a uma repre-

sentacao de um problema de contorno:

Lv(x) =0,ve D,

v(x) = f(x),z € dD, (28)

onde D é um aberto limitado de R%. Seja 7p o tempo de parada
Tp = inf{t > 0|.X; ¢ D},

e considere a funcio v: D — R, x +— E,(f(X,,)). Note que

1. Lv = LE,(f(X;,)) = d/dtE.(f(X,,)) = 0, pela equagao backward, Vz € D;

2. para todo z € 0D, v(z) = E,(f(X.,)) = E:(f(Xo)) = E.(f(z)) = f(x), j& que
X;, €0D.

Assim, vemos que v(x) = E,(f(X,,)) resolve o problema de contorno (2.8).

Obtemos entdo, a principio, solugbes para as equagoes (2.7) e (2.8) dadas
através de esperancas de processos de Ito. Uma das vantagens desse tipo de representacao
de solugoes de EDP, num campo tedrico, é o corolario direto sobre unicidade de solugoes,
que veremos com detalhes abaixo. Por outro lado, no campo numérico, tais representagoes
fornecem, em tese, uma outra forma de abordagem de aproximacao e simulagao para essas
solugoes, como métodos numéricos probabilisticos, por exemplo Monte-Carlo. Ver, em

particular, (Zhou; Cai, 2015) para mais detalhes.

Em matematica, usualmente introduzimos um resultado de forma ingénua e suas
possiveis aplicagoes, para depois demonstra-lo de maneira rigorosa, apresentar exemplos
e tentar generaliza-lo. Seguiremos agora essa sequéncia, com dois teoremas, conhecidos
como formulas de Feynman-Kac, que providenciam representagoes estocasticas de solugoes
de EDPs, dadas por problemas de Cauchy ou Dirichlet, satisfeitas determinadas condigoes.

Essa sera a parte de tornar rigorosa a intui¢do obtida acima. Os seguintes enunciados e
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demonstragoes seguem de perto o tratamento dado em (KARATZAS; SHREVE, 1988,

secdo 5.7), com algumas modificagoes a fim de detalhar mais as contas mais abertas.

Teorema 2.1.1 (Representagao de Feynman-Kac). Sejam f : R? - R, g : [0, T]xR? - R,

ek :[0,T] x R* — [0,00) fungdes continuas satisfazendo:
(i) |f(@)| < L1 + |2|*) ou f(x) = 0, Yo € RY,
(ii) |g(t,z)| < L(1 + |2[*) ou g(t,z) =0, YVt e [0,T],r € R?,

onde L > 0, A\ = 1 sdo constantes. Suponha também que v : [0,T] x R? — R seja continua,

de classe O em [0,T) x RY, e satisfaca o problema de Cauchy

dv
Liv+ — —kv=—g¥(tz)e[0,T) x RY,
t di g ( ) [ ) (2‘9>
v(T,x) = f(x),Vx e R,

além da condicao de crescimento

sup |v(t,z)| < M(1+ |z**);x € RY, (2.10)
te[0,T]

onde M >0 e p > 1 sao constantes. Entao v(t,z) admite a representacio estocdstica

v(t,x) = Eyy [f(XT) exp { — LT k(u, X,)du} + £Tg(s, X,)exp{ — f: k(u, Xu)du}ds],
(2.11)

V(t,z) e [0,T] x R%
Demonstragdo. Seja Yy o processo exp{ — f k(u, Xu)du}, e vamos aplicar a féormula de
t
[t6 para Z; = v(s, X;)Y;. Temos que
dZs = d(v(Xs, 5))Ys + v(X, $)dYs + d{v(-, X.), Y )s.

Note que
= [kl X)) = (s, X,)ds,
t
de forma que
dY, = —exp{ — J k(u, X,)du}k(s, X,)ds+
t
1 S
5 exp{ — f k(u, X,)du}(k(s, Xs)ds - k(s, X,)ds) =
t
—exp{ — J k(u, X,)du}k(s, X,)ds = =Y,k(s, X,)ds.
t

Assim,
dv(-, X.),Y), = d(v(X,,s)) - dY, =0,
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pois esse ultimo termo apresenta apenas a “diferencial” ds. Por (2.5), e utilizando a equagao

satisfeita por v,

d(v(s, X)) = (;i + Ly)v(s, Xs)ds + V,u(s, Xs)o(s, Xs)dW, =

(k(s, Xs)v(s, Xs) — g(s, Xs))ds + V,u(s, Xs)o(s, Xs)dWs.
Com isso,

dZs = v(s, X,)dYs + Yidvu(s, X;) =
— (s, Xs)Ysk(s, Xs)ds + Yi(k(s, Xs)v(s, Xs) — g(s, Xs))ds+
YV,u(s, Xs)o(s, Xs)dWs = =Ysg(s, Xs)ds + Y;V,u(s, Xs)o(s, Xs)dWs.

Sabendo que Z, = Z, + f dZ para qualquer u € [t,T], e usando a definigao
t

de Z, temos

v(u, X,)Y, = v(t, X3)Y; — f Yig(s, Xs)ds + f Y:V,u(s, Xs)o(s, Xs)dWs.

t t

Tomando X; o processo que satisfaz a SDE (2.4) com a condicao inicial X; = z,
denotando por E,, a medida de probabilidade associada ao movimento Browniano que se
inicia em x no tempo ¢, notando que Y (w,t) = 1 e substituindo u pelo tempo de parada
T A 1,, onde

T, = inf{s > t; | X,| = n},

temos

T ATh
0(t,2) = O(T A Ty Xgpr,)Vinm, + j Yag(s, X.)ds
t

T ATn
—f YV.,u(s, Xs)o(s, Xs)dWs.
t

T AT
Vamos cacular Em[f Y:V.u(s, Xs)o(s, Xs)dW;]. Note que podemos escre-
¢
ver a integral como

T
J 1{Tn>s}stwU(57 XS>7 0(57 XS>dWS'
t

Vamos considerar o caso d = 1 para facilitar os calculos, sendo o caso geral completamente

analogo. Como, por hipétese, v é de classe C1?, existe uma constante C,, tal que
|0zv(s, z)| < Cy,V(s,x) € [t,T] x B[0,n].
Logo,

|1{Tn>s}Y;a$U<S7XS>O'(S,X5)|2 < |]_{7—n23}§$1)(8,XS)O'<S,XS)‘2
< Cz|1{7n>5}J(S7X5)|2 < CELKQI{MZS}@ + 2|XS|2) < 20721}(2(1 + n2)v
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onde a primeira desigualdade vem de |Y;| < 1, j& que k é uma fun¢ao nao negativa; a
segunda desigualdade vem da observagao sobre a limitacao de d,v e da definicao de 7,; e
a tltima da hipétese de limitacdo sobre o e do fato de que (a + b)* < 2a® + 2b*. Dessa
forma, o integrando acima pertence ao espaco LQ(Q x [t,T]), de maneira que a integral
estocastica considerada ¢ um martingale. Com isso, concluimos que sua esperanca ¢é nula.
Sendo v(t, z) uma quantidade deterministica,

T ATn

(x) v(t,x) = By [L q(s, XS)YSds]

+ B 07, X0 ) Ve, Lgery | + Bua | f(X0)Vrlir,om .

onde usamos a condigao inicial satisfeita por v. Queremos cacular os limites de cada uma

das trés eperancas acima quando n — oo0. Antes, notemos que

T /S oqtp=T AT, /T qtp,

por continidade de X . Comecemos com o primeiro termo. Note que se g(¢,z) = 0 (por
hipétese), entao, usando o fato de Y = 0, a sequéncia de varidveis aletérias definidas pela

primeira integral é tal que

T ATn T
f g(sts)Y;dS / f g(S,XS)X/SdS.
t t

Com isso, podemos usar o teorema da convergéncia mondtona para concluir que

e | T s xvas] B | " g(s. X)Yads]
t t

Por outro lado, podemos ter |g(t,z)| < L(1 + |z|*"). Neste caso,

T ATn T ATn T
| f o5, X,)Y,ds| < f g(s, X,)Yilds < f o(s, X.)|ds <
t t t

t<u<T

T
LJ 1+ | X% ds < L(T — t)(1 + max | X,|*).
t

Sabemos que
Em[ max yxu\%] < C(1 + [a)eCTD),

t<u<T

onde C' é uma constante positiva que s6 depende de A\, K, T, d, de onde concluimos que a
N
sequéncia g(s, Xs)Ysds é majorada por uma variavel aleatéria de esperanga finita, e

t
obtemos também, agora pelo teorema da convergéncia dominada, que

T ATn T
pe| [ gt s — ] gt Xvids ]
t t

Vamos agora cacular o limite do segundo termo de (*). Perceba que, pela hipdtese de
limitacao em v, (2.10), temos
B 2[v(Tn, XTn)l{TnST}“ < ME;.[(1+ |XTn|2M>1{Tn<T}]
< M1+ n*)Py [, < T).
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Caculamos essa ultima probabilidade pela desigualdade de Chebyshev e pela limitacao em

max | X,|:
Piolmn <T] = Pt,x[tgag% | Xy = n]

< E, [ max | X,[*"] < Cn7?™(1 + |x|2m)eOT,
T t<usT

onde m pode ser escolhido como quisermos. Com isso,

Et’m U(Tn, an)1{7n$T}‘ < C’ln*Qm + CQHQ(Mim),

e, escolhendo m > p, essa esperanca vai a zero quando n — oo. Por termos |Y; < 1|, vemos
que o segundo termo em (*) vai a zero. Finalmente, calculemos o limite do terceiro termo
em (x). Note que

L= / Lqtp,

trivialmente pela continuidade de X,. Com isso, se tivermos f(z) = 0, entdo

f(Xr)Yrlsor /7 f(X7)Yr,

Boa| F(Xr)Yrlnor | = B f(X0)Yz |,

pelo teorema da convergencia monétona. Por outro lado, se tivermos | f (¢, z)| < L(1+4|z|*),

entao
|f(X0)Yrl,,or| < |f(X7)| < L(1+ [X7]?),

Eeol| X7 < Bro[ max [X,[*] < C(1+ |2)e?T ™ < oo,

onde podemos aplicar agora o teorema da convergéncia dominada para também concluir a
convergéncia anterior. Dessa forma, podemos tomar o limite quando n — o0 em (x) e usar
a definicao de Y, para concluir finalmente que

T

u(t,z) = B4 [f(XT) exp{ — J;T k(u, X,)du} + Jt g(s, X,)exp{ — Ls k(u, Xu)du}ds]

[]

Como corolario 6bvio, a representacao de Feynmam-Kac acima, em particular,
nos garante unicidade de solu¢ao pro problema de Cauchy sujeita a condicao de crescimento
Juax lu(t,z)] < M(1 + |2|*); x € R% De fato, quaiquer duas solugoes sujeitas & limitacao
(2.10) serao escritas da mesma forma como (2.11).

Note que a representacao acima, apesar de garantir unicidade, esté sujeita a
existéncia da solugdo. A pergunta natural entdo é sobre quando a EDP parabdlica (2.9)
acima possui solucao. Estudar os detalhes de quando ha solugao garantida nao é objeto
desse trabalho, contudo, por completude, vamos enunciar um resultado padrao. Antes,

porém, precisamos estudar um pouco o operador L.
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Definigdo 2.1.2. Diremos que um operador (linear) £ : C*(R?) — C(R?) é um operador
diferencial de seqgunda ordem quando é do tipo

d d

(Lu)(x) = Z a; ;(x)0; ju(x) + Z bi(x)0;u(x) + c(x)u(z).

i,j=i i=1

Diremos que um operador diferencial de sequnda ordem é eliptico quando

d
D aij(x)vw; > 0,9(vr, ..., va) € R — {0} (2.12)
1,j=1

Perceba que (2.12) acima pode ser escrita como v’ (a;;(z))v > 0, de forma que,
no caso do nosso gerador infinitesimal £, temos a condigao equivalente a v” (o(x)o? (z))v =
(o7 (z)v)T (o (z)v) = (cTv,0"v) > 0 Vv # 0 = o(x) invertivel para todo z. Assim, se o
sempre for invertivel (o que requisita, no minimo, um processo X com a mesma dimensao
do movimento Browniano considerado), o operador L seré eliptico. Mais ainda, definindo
por S(z) o espectro da matriz o(z)o” (z), e levando em conta que o(x)o(x)” é autoadjuta

para todo , se tivermos que inf min(A € §(z)) > C > 0, entao teremos que

d
Z z)vw; > L|jv||,  L>0. (2.13)
De fato, para cada x, h4 uma matriz unitéria P(z) que diagonaliza A(z) = o(x)o(z)".
Com isso,
d
Z z)vv; = vl A(x)v =
i1
vlo(z)o(x) v = v P(x)PT (2)o(z)o(x) P(z)P(X) v =

) )
(P(2)"v)" (P(x)" 0’( ) (2)" P(2)P(x)" v = (P(z)"v)" D(2)P(x)'v =

dy (2)(P(2)"0)? + ... + dn(2)(P(2)"0)? = min S(z)||P(z) || =
min S(z)|[v|[* = O||v||2-

A condigao (2.13) é chamada de elipcidade uniforme do operador L. Agora,
se Ly, t € [0,T], for uma familia de operadores diferenciais, diremos que a familia é
uniformemente eliptica se (2.13) acima se modifica para

d
> aij(x)ow; > Lipll,  L>0,  V(t,z)e[0,T] xR™ (2.14)

ij=1

Uma tltima definicao:

Definicdo 2.1.3. Uma funcio f : R* — R € dita Holder continua se

[f(z) = fW)] < Cllz —yll*,  Va,yeR,

onde C,« sdo costantes positivas.
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Dessa forma, segundo (FRIEDMAN, 1964, Capitulo 1, Teoremas 12 e 15),

temos a seguinte garantia de existéncia de solucao para (2.9):

Teorema 2.1.4. Considere o problema (2.9). Suponha que a familia de operaores L, é
uniformemente eliptica; que as fungoes a; j, b; (da definicio do operador L) e k sejam
limitadas; que a; j,b;,k e g sejam Hélder continuas em [0,T] x R%: e que f e g satifacam
as condigoes de crescimento polinomial enunciadas em (i) e (i) do enunciado de 2.1.1.

Entao existe uma solugdo v para (2.9) satisfazendo a condi¢io de crescimento (2.10)

Observamos que a referéncia acima é fornecida, e as hipdteses levemente
condensadas a fim de se enquadrar na nossa nomenclatura, por (KARATZAS; SHREVE,
1988).

Note que a condicao de elipcidade uniforme e de limitacao dos coeficientes
a;; pode parecer muito restritiva. Contudo, em muitas aplicagoes financeiras, a matriz o
(chamada de matriz de volatilidade) é constante e invertivel, donde obtemos facilmente
as hipoteses acima. Tendo demonstrado a representacao de Feynman-Kac, o passo que
anunciamos ¢é a apresentacao de um exemplo. Vamos usa-la, entao, para resolver a equacao

do calor “backward”.

Exemplo 2.1.5. Considere o processo dado pelo movimento Browniano n-dimensional:
dXt =V 20[th =V 20[[nth

Entdo, oot = 2al, = (UUT)M = 2ad; ;. Assim,

5]

1 n n
£t = 5 Z 20[51-4(9@]- = 042(1-2 = OCA.

5,j=1 i=1
A equagao do calor backward em n dimensoes, aAv — vy = 0, v(T,x) = f(x), assume a
forma (2.9), com k,g=0. Tomando f que satisfaz a condicao de crescimento polinomial

(1) de 2.1.1, concluimos que a equagdo tem solugdo e que tal solugao € da forma
v(t,z) = E o[ f(Wr)], V(t,z) € [0,T] x R".

Ou seja, a fim de saber o valor de v(t,x), iniciamos um movimento Browniano no instante
t e na posicao x, simulamos seu comportamento até o instante T' e, entao, encontramos o

valor esperado de f nestes pontos.

Antes de prosseguir com a representagao de equacOes semilineares, vamos
mostrar como podemos também representar problemas de contorno, como ja vislumbrado

em (2.8). Para estes problemas, contudo, ndo consideraremos mais EDPs parabdlicas.
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Teorema 2.1.6. Seja D um dominio aberto e limitado de R*, k: D — [0,0), g: D — R
e f: 0D — R fungoes continuas, e v : D — R uma fungdo continua e de classe C*(D)

satisfazendo o problema de Dirichlet

Lv—kv=—g, re D,

(2.15)
v = f, x € dD.

Se o tempo de parada Tp = inf{t = 0; X; ¢ D} for tal que E*[1p] < oo para todo x € D,

entao

0(@) = Bu| [ (Xrp) exp { - fTD B(X.)ds} + JTD o(X)exp | - f

0 0 0

t

k(Xs)ds}dt], (2.16)
para todo x € D.

Observe que, no enunciado desse teorema, estamos considerando o processo X;

que satisfaz

dXt = b(Xt)dt + O-<Xt)tha
XO =,

com o gerador infinitesimal £ associado, e medida de probabilidade E, associada ao
movimento browniano iniciado em x. Antes da demonstracao precisaremos de um lema
técnico que pode ser encontrado com sua demonstragao (insluive numa forma mais forte),
em (MUNKRES, 1997, Lema 15.1, pag. 122).

Lema 2.1.7. Seja D um aberto de R"™. Entao existe uma sequéncia de compactos (K,,)

contidos em D, cuja unido é D, e tal que K,, < Int(K,,1) para todo n.

S

Demonstragio. (do Teorema 2.1.6.) Defina Y, := exp{ — f k;(Xs)ds}. Seja (K,,) uma
0

sequéncia de compactos como no lema 2.1.7 e considere os tempos de parada 7, = inf{t >

0; X; ¢ K,}. Considere o processo Z; = v(X)Y;. Entéo, fixado n, para qualquer s < 7,

A7, = Y,(Lo(X,)ds + Do(X,)o(X,)AW,) — v(X,)Y.k(X,)ds =
Y, ((R(X,)0(X,) — g(X,)ds + Do(X,)o (X,)dW,) - v(X,)Yik(X,)ds
= _}/sg(Xs)dS + YSDU(XS)O-(XS>dWSa

uma vez que, para tais valores de s, X, € D, e, portanto, usamos a EDP satisfeita por v.

Assim, integrando dZ, de 0 a s,

S

v(x) = v(X,)Y, + j

YglX) - | vpexooceam,

0

Substituindo no tempo de parada 7,

0
Y.9(X.)du — J Liusrny YuDV(Xy)o (Xy)dW,,.
0

Tn

o(@) = o(X,,)Y,, + f
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Vamos calcular a esperanca E, do tltimo termo. Por simplicidade, considere o caso d = 1,
de maneira que temos o integrando 1<, Y,v'(Xy)o(X,). Como k é positivo, 0 < Y, < 1.
Note que, por ser de classe Cy, existem constantes C,, tais que |v'(z)| < C,, para todo

x € K,,. Assim, fixado T" > 0, para qualquer 0 < u < T,
|1{u<7'n}YuU/(XU)U(Xu)|2 < 1{U<Tn}CZ2K(1 + |XU|2> < QCZK(l + Ci)7

onde ¢, é tal que K,, < B(c,). Dessa maneira, para cada T, 1<, Yo' (Xu)o(X,) €
L*([0,T] x Q). Portanto, o processo

T

t
{ J 1{u<m}Yuv'(Xu)a(Xu)qu}

0 t=0

e0]
¢ um martingale pata todo T', e assim J Liusr,y Yut' (Xy)o (X, )dW, tem esperanca nula.
0

Com isso,

v@:&MLmaﬁfn%mML (2.17)

Agora, notemos que 7,, /" 7p (j4 que os compactos estao encaixados, sua uniao gera D, e

o processo X; é continuo), de forma que

U(XTTL)K—TL - U(‘XTD)Y €

TD>

Tn TD
J Yug(Xu)duﬁf Y.9(X.)du,
0 0

por continuidade. Como v é continua no compacto D, temos |v(X,, )| < M, para uma
constante M e todo n. Assim, podemos usar o teorema da convergéncia dominada para
concluir que

lim B, [0(X,,)Vr] = Eu[o(Xop)Yep)] = Bulf(Xorp)¥2)].

n—o0

Ainda, seja N tal que |g(x)| < N para todo z € D. Entdo

IJ Yug(Xy)du| < f l9(X,)|du < N7,, < N7p,
0 0

e essa ultima variavel aleatora é integravel, por hipotese. Assim, usando o TCD,

TD

B[ L " Yag(Xu)du] — B L Yg(X,)du].

Tomando o limite n — o0 em (2.17) e usando a defini¢ao de Y, terminamos a demonstragao.
]

Mais uma vez, a representagao de Feynman-Kac, em sua outra formulagao,
nos garante unicidade, sujeita a existéncia de solucao. Novamente entao gostariamos de

saber quando as condi¢oes do teorema 2.1.6 sdo satisfeitas. A primeira questao é sobre
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existéncia de uma solucao para o problema. O proximo teorema resume um apanhado de
condigoes encontradas em (KARATZAS; SHREVE, 1988) que garantem a existéncia de
solugdo de (2.15). A demonstragao pode ser encontrada, por exemplo, em (FRIEDMAN;,
1964, pag. 87 ). Também temos as condigoes levemente modificadas para enquadrar nossa

na nomenclatura. Antes do teorema precisamos de uma definicdo técnica.

Definigao 2.1.8. Dizemos aberto D < R" satisfaz a condi¢cdo de esfera exterior se, para
todo a € 0D, existe uma esfera B,(y) em R" tal que B.(y) n D = & e B.(y) n 0D = {a}.

Teorema 2.1.9. Suponha que o operador L seja uniformemente eliptico, as fungoes a; ;,b;
(que definem L), k e g sao Hélder-continuas e D satisfaz a condi¢io de esfera exterior.

Entdo existe uma fungio v e C*(D) n C(D) que resolve (2.15).

A segunda questao sobre as hipdteses do Teorema 2.1.6 é sobre quando o tempo
de parada 7p possui esperanga finita. O préximo teorema, também vindo de (KARATZAS;
SHREVE, 1988), versa sobre isso.

Teorema 2.1.10. Suponha que para algum 1 <1 < d, nos tenhamos

inf ay(z) > 0. (2.18)
zeD

Entao, E,(tp) < w0, Yx € D.

Demonstragio. Vamos definir as constantes b := sup |b(z)|; a := inf ay(z); ¢ := inf z;,

B zeD xreD zeD
possivel por continuidade e compacidade de D. Agora, seja v > 2b/a. Tome a funcao

h:D — R, h(z) = —pe’™. Note que a fungdo h é C* em D e

0,se @ # 1, 0,se (i,5) # (1,1),
*,uvevwl’se 1 =1 *,UU2€le,Se (Z,j) _ (l, l)

Dessa forma,

— (Lh)(a ;2 2)2h(2) + Y bi(@)ah(r)) =

1 1
- (—5011(90)#1)26”1 — by(z)pve’™) = ,zwe“”l(iva”(m) + b(z)) = (2.19)
1 2b 1 2
§,uve”qa(v + l(x)) > 2,uve”qa(v - —); reD.
a

Sendo a > 0 por hipétese e pela escolha de v, podemos escolher i grande a ponto de

1 2
Lh(z) < —§,uve”qa(v - —b) < -1, xeD.
a

Agora, pela férmula de Ito,

dh(X;) = Lh(X,)dt + Dh(X})o(X,)dW,,
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de onde,

t
Lh(X,)ds + J Liuerpy D(X,)o (X,)dW,.
0

tATD

B(Xunry) = (o) + [

0

Notando que h, Dh e o sao limitados em D, concluimos que o dltimo processo é um
martingale. Tomando esperanga, lembrando que h(z) é deterministico e notando que |h| é

limitado por, digamos, M em D, temos

tATD tATD

B[A(Xsr)] = h(z) + E[L Lh(X,)ds] < h(z) + E[L 1ds] =

E[7T A t] < h(z) — E[A(Xirrp )] = Elmp A t] < |h(2)] + E[|A(Xiarp)|] = 2M.

Assim, pelo lema de Fatou, lembrando que a sequéncia t A 7p é nao negativa,

E[mp] = E[li{f_l}iogf D A t] < liﬂgle[t A Tp| < 2M.

O resultado segue. m

O resultado acima, que fornece condicao suficiente sob a qual uma das hipdteses

de 2.1.6 é satisfeita, tem o corolario imediato:

Corolario 2.1.11. Seja W, um movimento Browniano em d-dimensoes, e seja D um

aberto limitado de RY. Entdo, W, escapa de D em tempo finito.

Demonstracao. De fato, o processo é representado diferencialemnte por dX; = I,,dW,, de

forma que a matriz A = oo’ = I satisfaz trivialmente as hip6teses de 2.1.10 O

Vamos mostrar alguns exemplos/aplicagoes do Teorema 2.1.6.

Exemplo 2.1.12. Seja D um dominio aberto, limitado e cm a propriedade de esfera
exterior. Suponha que L seja um operador eliptico em D e que f: 0D — R seja continua.

Entao, o problema de Dirichlet

Lv =0, Vo e D;
v = f, Ve e D.

tem solucao pelo teorema 2.1.9. Mais ainda, por 2.1.6, v tem a forma
v(z) = B [f(Xr,)]-

Em particular, notamos que o valor de v independe o caminho tracado pelo processo X ou

do tempo que ele demora para atingir a fronteira 0D. Depende apenas onde de ele a atinge.
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Exemplo 2.1.13. Do exemplo anterior, 2.1.12, considerando o movimento Browniano
Wi em n-dimensoes e lembrando que, neste caso, o gerador infinitesimal L é o laplaciano
V, temos a sequinte representacao paraa equagdo de Laplace, Vv = 0 para v € D e
v(z) = f(z) para x € 0D:

v(x) = Eo[f(Wr,)],

e obtemos uma relagcao entre funcoes harmonicas e o movimento Browniano.

Lembremos agora que ha um corolario do principio do maximo para fungoes
harmonicas v que diz que se v for harmoénica em D e constante no bordo de 0D, entao v
¢é constante em D. Isso é facilmente observado em 2.1.13. Notemos agora que o exemplo
2.1.12 generaliza esse resultado para operadores elipticos quaisquer, desde que possam ser

escritos como geradores infinitesimais de processos de 1t6 X;.

Exemplo 2.1.14. Tomando g = —1, k=0 e f =0 em 2.15, obtemos

v(x) = E.[mp].
Isso nos permite encontrar o valor esperado do tempo Tp que o processo Xy, iniciado em x
demora para atindir a fronteira 0D, através da resolug¢io de uma EPD.

Exemplo 2.1.15. Condiere agora o processo equivalente a um movimento Browniano
2

padrao em dimensao 1. O operador L associado é, entio, —. Seja k =0, g = 0 ¢
f(z) = z. Considere o aberto na reta D = (—a,b), a,b > 0. O problema de Diriclhet
associado é
d*v
da?
v(—a) = —a;v(b) = b.

=0, x € (a,b);

A solugao desse problema € facilmente dada por v(z) = x (pois tomamos a + b > 0). Pela

representacao 2.10, e notando que W., = —a ou b, temos
0=E[W,,] = —aP(W,, = —a) + bP(W,, = b).

Ainda,
P(W,, = —a) + P(W,, =b) = 1.

Dessa forma, P(W., = —a) = a/(a+b) e P(W,, =b) = b/(a +b). Na prdtica, isso nos
diz que se uma particula (ou uma agdo, por exemplo) estiver se movendo de acordo com
um movimento Browniano, decidirmos pard-la quando atingir os patamares —a ou b e
estivermos interessados em entender em qual dos valores ela tem mais probabilidade se
estacionar, o cdlculo € feito como acima, e o resultado é conhecido. Isso nos mostra uma
propriedade do movimento Browniano que reflete o mesmo comportamento observado em
passeios aleatdrios. Uma outra abordagem do mesmo problema € feita em (STEELE, 2001,

Capitulo 1).
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2.2 Feynman-Kac para equacoes semilineares

Seguindo a sequéncia prometida na se¢ao anterior, em que intrduzimos repre-

sentacoes estocasticas para EDPs lineares do tipo

dv(t, x)

Lo(t,x) + —kv(t,z) = —g(t, x),

sujeitas a condicao terminal
v(z,T) = f(z),
e mostramos alguns exemplos e aplicacoes, chegamos a parte de generalizar o resultado.

Vamos considerar entdao EDPs semilineares que sao do tipo
Lw(t,x) + o(t,z) + f(t,xz,v(t,x), Dyo(t,x)) =0, (2.20)

onde mantemos a notacao da segdao anterior, £; gerador infinitesimal do processo (2.4).

Como exemplos desse tipo de EDP, temos

—0;S = H(q,0,5,1) Equacao de Hamilton-Jacobi;
Oru = D*u + R(u) Equacoes de reagao-difusao;
O — do*u = ud,u Equacao de Burger.

Como na outra se¢ao, primeiramente vamos tentar encontrar, de forma ingénua,
uma representacao para uma solucao de da EDP acima. Seguiremos aqui os passos da
segunda parte da referéncia (PERKOWSKI, 2011). Suponha entdao que v seja uma solugao
suficientemente suave da EDP 2.20, e ndo nos preocupamos inicialmente com condigoes
terminais ou iniciais. Considere uma versao do processo X;, que lembramos ser dado pela
SDE,

dX; = b(t, Xy)dt + o(t, X;)dW,,

iniciado no instante ¢ na posicio x. Denotemos o processo por X**. Denote por Y** o

processo Y!* := v(x, X>¥). Com isso, somos intuidos a tentar entender a dindmica do
7 t .

processo Y** uma vez que seu valor, no tempo t, é v(t, X;’*) = v(t,x). Abreviaremos

doravante X“* por X e Y"* por Y. Note que, pela féormula de Ito e pela hipdtese em v,
dYy = (0sv(s, Xs) + Lsv(s, Xy))ds + Dyv(s, Xg)o(s, Xs)dWy =
— f(s, Xs,v(s, Xs), Dyv(s, Xs))ds + Dyv(s, Xs)o(s, Xs)dW, =
— f(s, X5, Y5, Dyv(s, Xs))ds + Dyv(s, Xs)o(s, Xs)dWs.

Com isso, a SDE que descreve a dinamica de Y, possui duas apresentacoes possivelmente

distintas de um precesso desconhecido, D,v(s, X;) e D,v(s, X5)o(s, Xs). Consideramos

entdo EDPs semilineares um pouco menos gerais, da forma

Lw(t,x) + du(t,z) + f(t,z,v(t,x), Dyo(t,z)o(t,x)) = 0. (2.21)
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Note que quando o(t,z) € R™? é invertivel para todo par (t,z), as expresses (2.20) e
(2.21) descrevem a mesma classe de problemas. Basta tomar em (2.21) f em vez de f,

onde
f(wz) = f(7 ZJil(tax»'
Considerando apenas equagoes da forma (2.21) e definindo o processo Z; := D,v(s, X5)o (s, Xs),

temos que a dinamica de Y satisfaz
dYs = —f(s, X, Ys, Zs)ds + ZydWs. (2.22)

A equagao acima possui dois processos incognitos, e uma solucao para ela seria um par
de processos (Y, Z5). Lembremos que estamos estamos interessados em encontrar, com
unicidade, a dindmica do processo Y;. Com unicidade pois, se a equacao (2.22) possuisse
mais de uma solucio em Y;, nio terfamos como relaciona-las com v(t, X;™*). Voltando

(2.22), note que ele é equivalente a

t t
Y, =Y, —J F(s,X,,Y,, Z,)ds +J Z.dW,.
0 0

Tome entao o caso particular f = 0. Temos

t
Y, —YoJrf ZsdW,
0

de forma que, para cada processo Z, integravel segundo It6, temos uma solugao distinta
para Y. Com isso, ndo podemos esperar resolver satisfatoriamente o problema (2.22) se nos
for fornecida uma condigao inicial Y. Suponha entao que, junto da equagao (2.22), nos
é fornecida a condigao terminal Y, = £, onde £ é uma variavel aleatéria Fp mensuravel.

Entao, integrando (2.22) de ¢t a T, ainda no caso particular f =0,
T T
Yr=Y, + J ZdW, =Y, =¢ — J ZdW. (2.23)
t t
Tomando a esperanca condicional em ambos os lados,
T T
Y, = E[Y}|F] = E[¢ —J ZsdW|Fi] = E[¢|F] — E[J ZsdW;] = E[¢|F],
t t

onde a tltima igualdade segue do fato da integral de It6 ser um martingale para Z; adequado
e da independéncia dos incrementos. Isso nos diz que Y;, dadas condigoes adequadas de
integrabilidade de &, é um martingale. Supondo que estejamos considerando, no espago
de probabilidade, a filtracdo browniana, podemos usar o teorema de representacao de

martingales para escrever, de forma tnica,

t

Y;t :%+J stW57

0
para algum procsso Zs. Assim, por (2.23),
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T
Y, =§—f Z,dW,,
t

isto é, partindo apenas da condi¢ao terminal e da expressao da equacao, encontramos,
unicamente, um par de processos (Y, Z) que satisfazem a equacao estocastica e a condigao
terminal simultaneamente. Claro é, contudo, que a noc¢ao de unicidade precisa ser mais bem
estabelecida, por exemplo, precisa-se saber em que espagos procuramos solugos. Entretanto,
ja podemos vislumbrar de que sorte sdo os problemas que faz sentido considerarmos.

Estudaremos entao equagoes estocasticas do tipo

}/;f = f(t, }/;5, Zt)dt + thWt, te [0, ]jjl7 (224)
Yr =§€ Fr. (2.25)

Essa derivagao heuristica de um problema estocastico que surge através da EDP semilinear
(2.20) gera algumas questoes: como exatamente a solugdo de (2.20) se relaciona com a
dindmica do processo Y; que é solugao de (2.24), (2.25); o que exatamente é uma solugao
de (2.24); quando ha existéncia e/ou unicidade de solugbes de (2.24), (2.25); em que
espagos procuramos essas solugoes. Essa tltima questao é importante, por exemplo, para
a propriedade de martingale da integral de Z; que utilizamos acima. Responderemos essas

questoes nas duas proximas segoes.

2.3 BSDEs - Definicdo, Existéncia e Unicidade de solucGes.

Nesta secao, vamos seguir o desenvolvimento da teoria de BSDEs dada por
(HU, 2013, parte 1). Uma equagao diferencial estocéstica “backward”, abreviada por BSDE
(do inglés Backward Stochastic Differential Equation), é uma equagdo e uma condigao

terminal do tipo

}/;f = _f(ta Y%v Zt)dt + thWt7 te [07 T], (226)
Yp=£§e€ Fr, (2.27)

precisamente como em (2.24), (2.25), mas com um sinal negativo na frente de f a fim de
simplificar a notacao. E justamente por ser apresentada em conjunto com uma condi¢ao
terminal (j& que ndo podemos esperar unicidade de solugdo para equagoes do tipo (2.26)
com uma condigao inicial) que chamamos a equagao de backward. Um par de processos
(Y, Z) é dito solugao de (2.26), (2.27) se

T T
Y, =¢+ J f(s,Ys, Zg)ds — J ZsdWs, te[0,T]. (2.28)
t t

Antes de estudar resultados sobre existéncia e unicidade, vamos fixar os espagos

de processos onde buscaremos as solugoes. Primeiro, uma questao de notagao. Usaremos
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nesta secdo X (Y') (respectivamente X[Y]) para enfatizar um conjunto X de fungdes com

dominio (respectivamente contradominio) em Y.

Definigdo 2.3.1. 1. Denotamos por M*[R*] o espago dos processos Y : Qx[0,T] — R*

progressivamente mensurdveis tais que

E[ sup |Y;[*] < co.
te[0,T']

2. Denotamos por M?[RF] o subconjunto de M*[R¥] cujos processos sdo continuos.

3. Denotamos por L*[R*"] o conjunto dos processos Z : 0 x [0, T] — R**" tais que
T
B[ (1Z0)|Pdr) <
0
onde consideramos a norma ||z||* = tr{zz"} em RM".

Obsevacoes:

- Omitiremos, a menos quando imprescindivel, os argumentos R¥ e R**™ de M?*[R*] e
L2 [Rk xn]

T
- E[ sup [V|*] e E[J 1Z(t)||?dt] definem normas (ao quadrado) em M? e L?, respec-
te[0,T] 0
tivamente.

- M?, M (;2 e L? sdo espacos de Banach com a norma acima.
- Note que M?*[R*] n {martingales} = L*[R*] n {martingales quadrado integréveis},

pela desigualdade de Doob A.3.3.

Antes de estudar o BSDE (2.26), (2.27), precismos de condigdes minimas sobre

f e & para definir (2.26), além de nomenclatura.

1. Reforgamos que estamos trabalhando com um espago de probabilidade (€2, F, P)
fixado, onde temos definido um movimento browniano n-dimensional padrao, Wy, e

consideramos F; a filtracdo browniana neste espago.
2. Consideramos um mapa
f:Qx[0,T] x RF x RF" — RE

F®B([0,T]) ® B(R*) ® B(R**™)-mensuravel, tal que, para cada y € R* e z € R**",
f(, - y,z) é progressivamente mensuravel. O caso mais comum é quando f(w,,-,")

é continua para todo w.
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3. £:Q — R* é Fr-mensuravel.
4. Chamamos f de gerador do BSDE e ¢ de condicao terminal.

5. Costumamos omitir a dependéncia em w de f, escrevendo, geralmente, f(¢,y, z) em

vez de f(w,t,y, z) e habituamos entender as afirmagoes de maneira qtp.

Defini¢ao 2.3.2. Uma solugao pro BDSE (2.26), (2.27) é um par de processos (Y, Z),

Y :Qx[0,T] - RF, Z:Q x[0,T] — R*" progressivamente mensurdveis tais que

T
L[ iy zla < e,
0

T
2. f | Z,|2dt < o0, qtp.
0

3.
T T
Vime+ [ fevazga- [ zaw,  wepT)
t t

Note que:

- Pela mensurabilidade de f, Y e Z, além da condi¢ao 1 da defini¢do acima, a primeira

integral em 3 ¢ bem definida.

- Pela mensurabilidade de Z; e a condigao 2 da definicao acima, a integral estocastica

em 3 é bem definida.
- Por ser expresso como integrais de processos, Y; é continuo.

- O requerimento de Y; ser adaptado implica que, necessariamente, Y; é deterministico
e portanto uma constante (ja que Fo = {J, }). Isso tem uma consequéncia direta

na precificacao de derivativos, que veremos na secao sobre o modelo de Black-Scholes.

A principio, nao pedimos nenhuma condic¢ao de integrabilidade sobre o processo
Y; que faz parte da solucao BSDE. E isso porque o préximo resultado nos fornece boas
condicoes de integrabilidade em Y;, quando este for solucdo do BSDE gerado por um
processo f que satisfaz condi¢es razoaveis de crescimento. Antes, um lema técnico bem

difundido no estudo de equacoes diferenciais.

Lema 2.3.3 (Grownall). Sejam ¢ — R wma fungao limitada, ndo negativa e (borel)
mensurdvel, B> 0 e C :[0,T] - R uma fungao integrdvel e nao negativa tais que

o(t) < B+ Lt C(r)o(r)dr, vt e [0,T].

Entao .

¢(t) < Bexp <J C(r)dr), Vt e [0,T].

0
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Demonstragao. (TESCHL, 2012, Lema 2.7) ]

Proposicao 2.3.4. Suponha que exista um processo G € L*(Q x [0,T]) e uma constante

c tais que
[f(ty, ) < |Gel +ellyl +120),  ¥(ty,2) € [0,T] x RF x R,

Entdo, se (Y, Z) for uma solu¢io do BSDE (2.26), (2.27) tal que Z € L?, teremos Y € M?.
Demonstragio. Integrando (2.26) de 0 a t, temos

t t
Y= Yo | f0:%Zoar+ [ zaw,
0 0

de onde,

T t t
DHS(MA+J(WA+4ZM#+SW> Zﬂ%D+Jdﬁwf

0 te[0,T] 0 0

Agora, notemos que

1. |Yo| é uma constante, portanto limitada;

2. G, e L*(Qx[0,T]) = Gy e L' (2 x [0,T]), j& que temos um espaco de medida finito.
T T
Assim, E[J |Gy|dt] < o0 = J |Gy|dt < 0 qtp.
0 0

T
3. f | Z;|dt < oo qtp, pelo mesmo raciocinio anterior.
0

t
4. Como Z, € L? a integral estocastica J Z.dW, é um martingale, de forma que,

0
aplicando a desigualdade de Doob A.3.3,

t T
E[ sup | ZrdWT]] < k:E|f Z,dW;).
te[0,7] Jo 0

Pela isometria de 1t6 e por A.1.4,

T T T
E|f ZdW,| < E]J ZdW,|? = E[J Z2dt] < .
0 0 0

5. Y; é limitado qtp por continuidade.

Assim, podemos definir a varidvel aleatoéria

T t

B(w) = \YoHJ (G (@) + el Ze(w))dr + sup | | Zy(w)dW,(w)],

0 te[0,T] Jo

e pela desigualdade de Gronwall,

t

Vi)l < B@esp (| ) < Bw)expler)

0
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de onde,
sup |Y;(w)[* < CB(w)?,

te[0,T']

com C' constante. Note que E[B?] < o0, j& que

1. |Yo| é constante;

2. E[(L GLldr)?] < TE[L 1Gy[2di] < oo

3. E[(L | Z,|dr)?] <TE[L | Z,?dt] <

4. Pela desigualdade de Doob e Isometria de Ito,

E[ sup | tZrdWT|2} < C’QE[JTZfdt} <
0

te[0,T] Jo

Dessa forma, concluimos que E[ sup |Y;|?] < o, e Y € M2 O
te[0,T']

Agora, um lema técnico.

Lema 2.3.5. Sejam Y, € M?[RF] e Z, € L*[RF*™]. Entdo o processo
t
J Y, ZdW,,  te[0,T]
0
¢ um martingale e uniformemente integravél, isto é,

t
Bl sup | Y- ZdWi]) <0
]

te[0,T

Demonstracao. Denote por G4 = (G;, ..., G%) o processo em R" Y;Z,. Entao,

E[ sup | G sdWi|] = E[ sup |ZJ GLdW]

te[0,T] teOT im1

t
Denotemos por H’ o processo J G'dW!. Note que H' é um martingale local, ja que temos

0
um integrando continuo na integral de It6 (e é bem por isso que ela é definida). Entao,

pela de desigualdade de Burkholder-Davis-Gundy,
[ su Hi| < CE[Y HY? = CE H', Hr)?).
h Or% I; <Z [(LJZ1< )r) 7]

Agora,

T
CHE H Yy — (T (GF), T (G9) ) — f G GIdW WYy = 0, i #
0
T

= | (G

0
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Com isso,

n

B sup |
tE[O,T] i=

n T T n
Hil < CEIY, | (@Pa?) = cBI([ Y (G
1 i=10 0 =1
Chamando de Z; a i-ésima coluna da matriz Z; e denotando por - o produto
interno do R¥, temos
G =Y, Z = (G)) <IViP’|Z P,
normas de R*. Logo,

DG < VP Y Z)? = IViPP|Zif,
i=1 i=1

onde estamos considerando a norma do trago para Z;. Assim

¢ T
E[ sup | | GsdWi]] < CE[(J Vi 2| Z %) 2t <
te[0,7] Jo 0

T
CE[ sup wf ZPde)"?] < C'E[ su

T
Vi) + L[ |2 <
te[0,T] 0

sup
0 te[0,T7]

onde usamos o fato de que 2ab < a® + b? e as hip6teses sobre Y e Z. Ora, sendo o processo
t
J Y, - Z,dW, um martingale local uniformemente integravel, concluimos que ele é um

0
martingale (por A.3.5), e o resultado segue.

]

Agora, seguiremos em dire¢ao de mostrar um teorema de existéncia e unicidade
para solucoes do BDSE (2.26), (2.27). Buscaremos solucdes no espaco M?2(R¥) x L?(RF*™).
Precisaremos de algumas condigoes sobre o gerador f; como ¢ de se esperar dentro do
contexto de equagoes diferenciais, analisaremos o caso em que f é Lipschitz. Esse resultado
aparece primeiramente no artigo de Pardoux e Peng (PARDOUX; PENG, 1990). Antes
dele, vale notar que ja se existia um resultado conhecido para o caso em que f é linear,
encontrado por inspecao. Comecemos enunciando as hipdteses completas sobre o gerador

f e a condicao terminal &.

Defini¢ao 2.3.6. Diremos que o BSDE (2.26), (2.27) satisfaz as hipoteses usuais, se

1. f:Qx[0,T] x R¥ x R"" — R* ¢ mensurdvel e, para cada (y,z) € R¥ x RF",

f( - y,2) € progressivamete mensurdvel.
2. & é uma varidvel aledtoria Fr mensurdvel.

3. Existe uma constante L > 0 tal que para todo t,y,y', z, 2 (em seus respectivos espagos

obvios), temos

F(ty,2) = (o, 2)] < Ly — o/ + |2 = #)), P quase sempre,
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onde consideramos as normas apropriadas jd discutias nos espacos R*°.

4. (Integrabilidade)

T
E[|€]” + f | £(2,0,0)]dt] < 0.
0
A ideia da demonstracao é resolver o BSDE para geradores que independem
de (y,z) e depois adaptar esse resultado para geradores com essa dependéncia. F isso
porque, na primeira etapa, usamos um resultado sobre representacao de martingales, tendo
um olhar mais “probabilistico” do problema. Talvez seja o grande nucleo da questao. Ja
na segunda, usamos o teorema do ponto fixo de Banach, e temos uma abordagem mais

analitica. Podemos entender essa etapa como uma lapidacao do resultado anterior.

Teorema 2.3.7. Seja & € L*(Q, Fr) e Fy um processo em L*(Q2 x [0,T]). Entdo, o BSDE

d}/; - —F’tdt + thWta t € [0, T]
YT = 57

tem wma tnica solugio no espaco M2[RF] x L*[R¥*™], isto €, existe um tinico par de
processos (Yy, Z;) € M2[RF] x L*[R**"] tal que

T T
n=§+f<aw—J‘4mm, Vt e [0, 7). (2.29)
t t

Demonstracao. Como procuramos uma solucdo para o BSDE acima? Vamos comecar
suponho que existe uma no espaco desejado e entender sua forma. Tomando esperanca

condicional em relagao a F; em (2.29),

T T t
KzEE+JFMam=EK+JPM$M—JPM& (2.30)

t 0 0

T
onde usamos que ZdW ¢ independente de F; e que sua esperanca ¢ nula, por ser um

t
martingale. Assim, pela forma (2.30) de Y acima, definimos o processo Y; como

T ¢ ¢
Fds|F] — f F.ds = M, — f F.ds. (2.31)
0 0

K=Ek+f

0
Perceba que, por hipétese sobre £ e F, os processos dentro da esperanca condicional acima

sdo integraveis (a norma 1 é limitada pela norma 2), de maneira que o processo gerado
pelas esperancas condicionais E[-|F;] forma uma martingale M;. Agora, lembrando que F;
é a filtragdo browniana, podemos usar o teorema de represeNtacao de martingales para

encontrar um tnico processo Z; em L*[R¥*"] tal que

t
AL:A%+JN&ﬂ%. (2.32)

0
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Agora, note que (Y, Z) assim dado, Y por (2.31) e Z por (2.32), formam uma solucao do
BSDE (2.29) como veremos. Primeiramente,

T T

Fyds|Fr] — J Fds = ¢,
0

YT:E[§+J

0

pelas hipéteses de mensurabilidade. E, com isso,

t t T T
Y;5_§:Y;‘/_YT:<MO+J stWs_J FSdS)_(MO—i_J ZSdWS—f FSdS)
0 0 0 0

T T
= J F(s)ds —J Z AW,
t t

o que mostra que o par (Y, Z) satisfaz (2.29). Agora, (Y, Z) é uma solu¢ao pro BSDE tal
que Z € L?, e concluimos, pela proposicdo 1, uma vez que F satisfaz suas hip6teses, que
Y; € M?. Temos, portanto, uma solugao para o BDSE no espaco desejado. A unicidade
vem da observagiao de que se (Y, Z) for outra solugdo neste espago, Y necessariamente tem
que ter a forma (2.31), e Z necessariamente serd o tinico processo satisfazendo (2.32). O

resultado segue.

]

Teorema 2.3.8 (Pardoux-Peng). Sob as hipdteses usuais, o BSDE (2.26), (2.27) tem

uma solugdo tinica em M.[R¥] x Ly[RF*™].

Demonstragio. Seja ® : M [R¥]x Ly[R**"] — M[R*]x Lo[R**"] tal que ®(U, V) = (Y, Z)

¢é a unica solucao do BSDE

dYy = —f(t, Uy, Vy)dt + V,dW; (2.33)
Yr =€ (2.34)

Note que o processo F(w,t) := f(w,t,U(w,t),V(w,t)) pertence a L*(Q x [0,T]), j& que
’Ft‘ = |f(t7 Ut7vt) - f(t7070) + f<t70>0)| < L(|Ut| + |‘/t|> + |f(t7070>’7

e esses ultimos processos estdo em L2, por hipétese. Logo, pelo teorema anterior, hé
uma tinica solucao de (2.33) em B := M,[R*] x Ly[R**"], e ® é portanto bem definida.
Note que definimos ® de tal forma que (Y}, Z;) é uma solugao de (2.26), (2.27) se, e
so se, for um ponto fixo do mapa ®. Vamos entdo mostrar que ® é uma contragao no
espago B, o qual muniremos com uma norma apropriada. Sejam (U, V), (U’, V') € B,
Y, 2)=2U, V), Y, Z)=dU" ,V),ey=Y =Y’ 2z =7 — Z'. Precisamos calcular as

normas de y e z em funcao das normas de u = U — U’ e v = V — V. Perceba que

dyy = d(Yy = Y/) = =(f(t, U, Vi) — f(t, U, V))dt + (Z, — Z)dW,
= —(f(t, U, Vi) = f(t, U, V)))dt + zdW,.
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Estamos considerando, em B, uma métrica usual qualquer do produto. A ideia da demons-
tragdo ¢ encontrar uma métrica equivalente em B, através da multiplicacao dos processos
originais por exponenciais, e em relacao a qual o mapa ® é uma contracao. Comecaremos
modificando os processos dados com uma exponencial genérica e, para posteriormente

escolher um a adequado. Como e é deterministico, d{e®,y); = 0. Além disso,

d{yy = (z)*dt.

Assim, pela férmula de It6,

d(e™|y|*) = e™d(|ye|*) + ae® |y *dt = e (2ypdy, + (2)?dt) + ae™ |y, |*dt
= {ae™|y|* + e™(2)? — 2™y, (f(t, Uy, Vi) — f(t,U;, V) }dt + 2e™y; - 2, dW;.

Dessa forma, reorganizando termos,

e (z)%dt — d(e™|ye|*) = e™(—alyel® + 2y (f(t, Uy, Vi) — f(t, UL, V)))dt — 2y, - 2,dW,,
(2.35)

e podemos integrar de t a T, levando em consideragdao que yr = Yr — Y} =& — £ = 0:
T
ey + f e (z,)%ds = (2.36)
¢

T T
f e®(—alys)® + 2ys(f(s,Us, Vi) — f(s, UL V])))ds — J 2"y, - 2,dW. (2.37)
t t

Vamos tentar majorar parte do segundo membro dessa equacao:

rT

e 2y(f(s,Us, Vi) = f(s,Ug, VY))ds <
J;T

2™ |ys|[f (s, Us, Vi) = f(s, Uy, V))lds <
.J;T

2Le™|ys|(Jus| + |vs|)ds.

Jt

Substituindo em (2.36),

T
ey + J €™ (2¢)%ds <
t

T T T
J —ae®|ys|*ds + f 2Le™ |ys| (Jus| + |vs])ds — f 2e%yg - zgdW.
¢ ¢ ¢

Aplicando a desigualdade a? — 2abe + €b* = (a — €b)? = 0 = a*/e + eb* = 2ab nos produtos

2|ys||us| e 2]ys||vs| acima,

T
ey, |* + f €™ (2¢)%ds <
t

T T T
J —ae®|ys*ds + J Le™ (e|ug|® + 2|ys|? /e + e|vg]?)ds — J 2e"y - 2, dWy
t t

t

T T

e (lus|* + |vs|*)ds — J 2e%yg - zgdW.

t

T
_ f e |yul2(2L e — a)ds + ef
t t
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Note que, fixado um € > 0, a desigualdade acima vale para todo a € R. Em particular,

podemos tomar a = a(e) = 2L/e para obter

T T T
e™y|* + f e (24)%ds < ef e (lus* + |vs|*)ds — f 2e"y, - 2 dW. (2.38)
¢ ¢ t

T

Denotanotando a integral J e (ug|® + |vs|*)ds por R[e], temos, com a = af(e)
0

T T
E[e"tlytIZ + f eas(zs)QdS] < E[R[€]] — E[J 2eVy - 2 dWy],
¢ ¢

t
véalida para todo t € [0, T']. Acontece que, pelo lema 2.3.5, o processo M; = J 2e"y - zsdW

0
é um martingale, de forma que a 1ltima esperancga, que se escreve como E[ My — M;| =
E[M,] — E[My], é 0. Assim, podemos subtrair o primeiro termo do primeiro membro, que

é positivo, da equacgdo acima, sem alterar a desigualdade, e avaliar em ¢ = 0:

o fo e |=42dt] < R[e]. (2.39)

Na inequacao 2.38, podemos descartar o segundo termo do primeiro membro (também
positivo) mantendo a desigualdade, usar a definicio de R[e] e colocar um médulo na

ultima integral, obtendo

T

e!ly? < Rle] - 2 f

0
Tomando supremos e depois esperancas, e usando o fato de que a integral de Ito esta

¢
e®ys - zsdWs + 2| J 2e%yg - zsdW|.
0

definindo uma martingale,

t

E[ sup e™|y:|*] < E[R[e]] + 2E[ sup || ey, - z,dW,]].
te[0,T] te[0, 7] Jo

t
Note que este tltimo proceso é um martingale cuja variagdo quadrética é J e |y,)?| 26| 2dss.

0
Usando entao a desigualdade de Burkholder-Davis-Gundy, encontramos uma constante C'

(que nao depende de nenhum dos pardmetros ¢, a, etc; depende apenas de p = 1) tal que

T
E[ sup e"[y,[*] < E[R[e]] + CE[(J €2y [*|2,|*ds) 7]
0

te[0,T]

T
< B[R]+ SER( sup e Pluf)(| - CPefafds) )

te[0,T] 0

1 at 2 CQ g as 2
< E[R[€]] + QE[ sup e®|ys|7] + TE[ e®®|zg|*ds].

te[0,T7] 0

Assim, multiplicando por 2 e rearranjando,

E[ sup e™|y,|*] < 2E[R[e]] + C2E[J | z,|?ds]. (2.40)

te[0,T] 0
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Somando (2.39) com (2.40) e usando (2.39) no segundo membro da desigualdade,

T T
E[ sup e“|y,|? +J | 2,|?dt] < 3E[R[e]] + C’QE[J e®|z,*] < (3 + CHE[R[€]]. (2.41)
te[0,T7] 0 0

Isso nos sugere majorar R[e]. Entao

T T
Rle] = f e (Jug)? + [vs*)ds < (T sup e |u,|*ds +J v, |*ds).
0 0

te[0,T]

Substituindo em (2.41),

T T

E[ sup e™|y* + J | z|?dt] < (3 + C*)(T + 1)E[ sup e |us|*ds + J |, |*ds].
te[0,T] 0 te[0,11] 0

Como C' é uma constante conhecida a priori e T' é dado no inicio do problema, podemos

escolher agora um ¢ tal que €(3 + C?)(T + 1) < 1. De posse de tal ¢, escolhemos a = a(e)

como indicado anteriormente. E, dessa forma, essa tultima desigulade se traduz para

T T
E[ sup e™|y,|* + J |z [2dt] < E[ sup e**|u,|*ds + f v, |*ds],
te[0,T] 0 t€[0,T] 0

ou seja, o espaco B = M [R¥] x Ly[R**"] com a norma

2 = Bsup i+ [ ez Par]
te[0,T] 0

equaivalente & norma do usual do produto cartesiano (ja que temos normas pré-fixadas em

M? e L?), tem ® como uma contracio (basta lembrar da definicio de y, z,u e v). Sendo

B completo com essa norma, usamos o teorema do ponto fixo de Banach para obter um

unico ponto (Y, Z) € B tal que ®(Y,Z) = (Y, Z). Ou seja, obtemos, como anunciado,

uma tnica solu¢ao pro BSDE (2.26), (2.27). O resultado segue. O

Encerraremos a se¢ao com um corolario 6bvio, que nos diz para nao nos

preocuparmos muito com o espago em que o processo Yz, solucao do BSDE, se encontra.

Corolario 2.3.9. Sob as hipdteses usuais, 0 BSDE (2.26), (2.27) possui uma tinica solu¢do
tal que Z, € L*[RF*"]

Demonstracao. Ja sabemos, pelo teorema 2.3.8, que o BSDE possui uma tnica solucao,
(Y:, Z,) em M [RF]x Lo[R**™]. Seja agora (Y/, Z]) uma outra solucao, tal que Z € L*[R¥*™].

Como temos as condi¢oes usuais, o gerador f satisfaz

[f @y, 2) < |f(ty, 2) = F(2,0,0)] + |£(2,0,0)] < L(Jy| + [2]) + [f(£,0,0)],

onde o processo Gy = f(t,0,0) estd em L*(Q2 x [0,T]). Logo, pela proposicio 2.3.4,
Y’ e M?[RF], e temos (Y, Z") = (Y, Z), por unicidade. O
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2.4 Revisitando a EDP semilinear

Retornamos, nesta se¢do, a um desenvolvimento seguindo (PERKOWSKI,
2011, 2.3). Agora que entendemos melhor o BSDE (2.24), (2.25), podemos voltar & EDP

semilinear
o(t, z) + Lov(t,x) + f(t,z,0(t, x), Dyo(t, z)o(t,x)) =0, (t,x) € [0,T], (2.42)
que consideraremos com a condi¢ao terminal
(T, z) = o(T). (2.43)

Lembremos que o problema a ser resolvido, tendo em vista uma representacao estocastica

da solugao dessa EDP, ¢é do tipo
dX" = b(s, X2")ds + o(XL")dW,, para s > t
Xy =ux, paras <t
dy;t,a: = _f(st?aja }/St,a:’ Z?x) + Z?xdWS’ para 0 SSS T’
th“@ = QS(X%QC)’

(2.44)

onde b : [0,7] x R > R% 0 :[0,T] x R* - R¥", f:[0,7] x R x R x R® — R sao
funcgoes mensuraveis que satisfazem qtp as condigoes

|b(
|b(
f
|f

para todo z,y,y', z,2" e para algum p > 1/2. Em primeiro lugar, chamamos o tipo de

t,x)| + |o(t,x)] < C( + |z|),

t,x) —b(t, )| + |o(t,x) — o(t,2")| < Clz — y],
ta,y,z) = ftzy,2) < Cly =yl + [z = 7)),
t,2,0,0)| + [o(z)] < C(1 + |zf),

2.45
( (2.45)
(

sistema (2.44) de equagao diferencial estocastica forward-backward, FBSDE, ji
que X é dado com condicao inicial e Y com condicao final. Dizemos ainda que o sistema
é desacoplado, por X nao depender de Y ou Z. Agora, sob as condigoes (2.45), temos
existéncia e unicidade de um processo X“* satisfazendo a SDE. Ainda £, é o gerador

infinitesimal do processo X**. Essa solucdo satisfaz também a condicdo
E[sup | X,|*] < K(1 + |z]*). (2.46)
s>t
Ainda, cosiderando o processo

g(w,t,y,2) = f(t, X" (w),y, 2),

VEmMOos que

’9(%757% Z)_g(wﬂfay/azl)‘ = ’f(taXt’x@u)aya Z)_f(taXt’z<w)7ylaz/>‘ < O<|y—y/’+‘2—2/‘),
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satisfazendo a condicao Lipscithz, e
l9(w,,0,0)| = [f(t, X"*(w),0,0) < C(1 + [ X" (w)[),

que claramente pertence a L*(2 x [0,T]), por (2.46). Além disso |®(X7)| < C(1 + | X7|P),
e
B[ Xr"] < sup B[|X,[] < E[sup |X,[*],
s=t

t<s<T
que é finita também por (2.46). Com isso, a condi¢ao terminal do BSDE que compoe o
problema diferencial estocéstico acima é quadrado integravel e temos existéncia e unicidade

de solucao, pela se¢ao anterior.

Teorema 2.4.1. Seja v e CY2([0,T] x RY) uma solugio de (2.42), (2.43) que satisfaz
Dyo(s, o)llo(s, ) < C(1L+ o) V(s,) € [0,T] x RY, (2.47)

para algum k > 1/2. Se (Xb*, Y1* Z1") é solugdo do problema estocdstico (2.44), entdio
v(t,z) = Y, P-gtp.

Demonstracao. Pela formula de 1to,

dv(s, X2") = (Gw(s, X2*) + Lov(s, X07))ds + Dyv(s, XE%)o (s, X1 dW, =

(2.48)
—f (s, X5 v(s, X0¥), Dyv(s, X))o (s, XE7))ds + Dyv(s, X))o (s, XE7)dW,.

Além disso,
u(T, X7") = ¢(X7"). (2.49)

Vemos entdo que o par de processos (v(s, X2*), Dyv(s, X5%)o (s, X)) resolve o mesmo
BSDE que (Y}*, Z“*). Agora, note que

T

E[J X PRds] < (T — H)E[ sup |X5*[2] < K(T — £)(1 + =), (2.50)
t t<s<T

de forma que, por (2.47), obtemos que o processo D,v(s, X!")o(s, X") pertence a

L*([t,T] x ). Assim, pelo Corolario 2.3.9, concluimos que Y/* = v(s, X’*). A igual-

dade, contudo, se d4 quando consideramos os processos em M2, de forma que temos

E[ sup [V —u(t, X{%)[*] = 0, 0 que implica E[[Y;"" —u(t, X{") "] = E[|Y,""~v(t, 2)[*] = 0.

t<s<T

Assim, Y,"" = v(t, ) P-qtp, e nosso resultado segue. ]

Conseguimos, com esse teorema, uma representacao estocastica para um tipo
de equagdes diferenciais parciais semilineares. Na referéncia (PERKOWSKI, 2011), o
mesmo teorema é demonstrado, mas 14 pede-se uma hipotese adicional de limitacao do
crescimento da solucao v em relacao a z, uniforme em s. Conseguimos eliminar essa
restrigdo justamente por conta do Corolario 2.3.9. Agora, notemos que o teorema nos

garante dois corolarios 6bvios.
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Corolario 2.4.2. Se existir uma solugao para (2.42), (2.43) que satisfaz (2.47), ela é

unica.

Demonstragao. De fato, se existirem duas solugbes vy e vy, para cada (t,z) existe um

subconjundo de probabilidade 1 tal que vy (t, z) = Y,** = vy(t, z). O

Corolario 2.4.3. O processo Y* € tal que Y/"* é constante gtp.

, , ., , . tr s .
Em verdade, é possivel mostrar que a varidvel aleatéria Y, ™ é de fato determi-

nistica.

2.5 Solucoes de BSDEs

Apesar de terem sido introduzidas a fim de se representar estocasticamente
solucoes de EDPs, as BDSEs possuem razao propria de ser, sendo amplamente utilizadas em
modelos financeiros e no estudo de problemas de controle estocastico, por exemplo. Dessa
forma, nascem duas observagoes: (1) estudar formas de solugao de BDSEs tém sua motivacao
intrinseca; e (2) partir da abordagem inversa do capitulo anterior e transformar num
problema de EDPs o problema de solucionar BDSEs é perfeitamente razoavel. Comecamos
entao com um corolario direto da demostracao do Teorema 2.4.1, que enunciaremos também

como teorema.

Teorema 2.5.1. Seja o BSDE definido por dY, = —f(t, X\*, YI*, Z1%)ds + ZdW, Y =
H(XE") em [0,T], como em 2.44. Suponha que a EDP semilinear (2.42) com condigdio
final (2.43) possui uma solugio v e CV([0,T] x RY) que satisfaz a restrigio de crescimento
(2.47). Entdo a solugio (Y2*, Z") do BSDE é dada por

Vi = u(s, X0,

t t t (2.51)
7% = Du(s, X %)o(s, XF).

Demonstracao. Segue direto da unicidade de solu¢gao do BDSE. O

Quando estudamos equagoes diferenciais, esperamos uma teoria que nos permita
resolver, no minimo, algumas classes de problemas, geralmente os mais simples. Em
particular, é comum encontrarmos férmulas explicitas para solugoes de equacoes diferenciais
lineares. Esse é também o caso com BSDEs. Encontraremos entao férmulas para solugoes
de BSDEs lineares. Antes, porém, definiremos precisamente qual classe de problemas é
esse. Tendo em vista aplicagdes futuras, trabalharemos com BSDEs que geram processos

Y; na reta e nos preocuparemos com a forma deste processo Y;.
Definicdo 2.5.2. Seja f: Q2 x [0,T] x R x R™*' — R do tipo

fty,2) =ay+b -2+ c, (2.52)
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onde a : 2 x [0,T] - R, b:Qx[0,T] - R", ec:Qx[0,T] - R sdo processos

progressivamente mensurdveis. Seja & Fr-mensurdavel. Entao, a BSDE
dY, = —f(t,Ys, Zy)dt + Z,dWs, t € [0,T],Yr =& (2.53)
é dito linear.

Teorema 2.5.3. Considere o BSDE linear (2.53). Suponha que os processos a; € by sejam
limitados, que o processo ¢, pertenca a L*[R] e que & esteja em L*(Q x [0,T]). Entdo, a

BSDE admite solugdo unica, com Y; dado por
T
Y; = H;'E[¢Hy + J csHyds| F), (2.54)
t

onde 0 processo
t 1t t
H; = exp{f by - AW, — QJ |bs|?ds + J asds} (2.55)
0 0 0

¢ chamado de deflator.

Antes da demonstracgao, precisamos de um lema técnico.

Lema 2.5.4. Seja G; o processo

t 1 t
exp{J bsdW, — ZJ b2ds}. (2.56)
0 0

Entao, Gy € um martingale.

t 1t 1
Demonstracao. Chamando P, = f b dW, — 2J b?ds, temos dP, = b dW; — ibfdt e
0 0
d{P), = bdt. Assim
1
dG, = exp(P,)dP, + 5 exp(P,)d{(P), = Gb,dW,.

Dessa forma, G; pode ser escrito como uma integral estocastica (bem definida pois temos
integrandos continuos), e é, portanto, um martingale local. Note agora que o coeficiente

s(t,z) = xb, da SDE satisfeita por Gy tem as seguintes propriedades:

o |s(t,z) = s(t,y)| = |vbe — ybi| < [Bllz —yl;

o |s(t,z)| < [Bl|x],

onde B é a constante que majora o processo b;. Assim,

E[ sup |Gi|] < E[ sup |G¢’] < C(1 + |Go)?) = 2C < oo. (2.57)
te[0,T] te[0,T]

Como G; ¢ um martingale local uniformemente integravel, ¢ um martigale, e o resultado

segue. O
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Voltemos para a demonstracao do teorema 2.5.3.

Demonstracdo. Comecemos notando que como a; e b, sao continuos e limitados, as integrais
t

que aparecem na definicao de H; sao todas bem definidas. Chamando de L; := J b, -

0
t

1t 1
AW, — 3 J |bs|?ds + J asds, temos dL;, = b, - dW, — ibfdtJratdt e d({L), = bZdt. Aplicando
0 0

a formula de It6 em (2.55),

1
dHt = eXp(Lt)st + 5 eXp(Lt)d<L>t = Ht(atdt + bt : th) (258)

t

Também, se A for a constante que majora a,, notando que |H;|* = exp{QJ asds}|Gy)?,

0
com a notacdo do lema anterior, temos sup |Hy|* < exp(2AT) sup |Gy|?. Este tltimo
te[0,T] te[0,11]

é integravel por (2.57), donde concluimos que H, € M?(R). Agora, percebamos que o
gerador f do BSDE satisfazas condig¢oes usuais, ja que os processos a; e b; sao majorados
(= Lispchitz) e ¢; é quadrado integravel (= f(t, 0, 0) quadrado integravel). Temos entao
garantida a existéncia de uma solugao (Y, Z) para o BSDE, onde Y também pertence a
M?(R). Um calculo simples nos diz que d{Y, H); = Z; - bydt. Logo

A(H,Y;) = H,dY, + Y,dH, + d(Y, HY, =
— Ht(ath + bt . Zt + Ct)dt + HtthWt + )/th<(ltdt + btth) + HtZt . btdt =

— Htctdt + Ht(Zt + }/tbt)th =
t

(2.59)

t
H,Y, + J csHyds =Yy + J H(Zs + Ysbs)dW.
0

0

Este ultimo processo é, entdao, um martingale local. Porém

E[ sup |H,Y;|] < CE[ sup |H} + Y?|] < C(E[ sup H?]+ E[sup Y?]) <o, (2.60)
te[0,T] te[0,77] tef0,1] tef0,1]

t t
E[ sup | | csHyds|] < E[sup | sup H | cids|] <

te[0,7] Jo te[0,T] s€[0,T] 0
¢
CE[ sup ( sup HZ+ (f c.ds)?)] < (2.61)
te[0,T] s€[0,T] 0

¢ T
CE[ sup H?]+ CE[ sup tf c?ds] < CE[ sup H?] + C’TE[J c2ds] < .

te[0,T'] te[0, 7] Jo te[0,T] 0

t

Concluimos que o processo H,;Y; + J csHyds é um martingale. Portanto,
0

T T

csHyds = E[HrYr + J csHyds|F,| = E[Hr€ + J csHyds|Fy).
0 0

t

mi+ |
0
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Passando a integral do primeiro para o segundo membro e inserindo-a dentro da esperanca

condicional, j& que é F;-mensuravel, e multiplicando por H; !, temos
T
Y, = H7'E[Hr¢ —|—f csHyds|F],

t

como queriamos. O

2.6 Propriedades

Nesta se¢ao, vamos mostrar um teorema de comparagao para o comportamento
das solugoes de BSDEs em funcao de seus geradores e condigbes terminais. Esse resultado
e seus corolarios aparecerao de maneira bem sutil na modelagem apresentada na secao 2.7.

Seguiremos aqui o desenvolvimento encontrado em (PHAM, 2009, 6.2.3).

Teorema 2.6.1. Sejam (f*,€") e (f% €?) dois pares de geradores e condicoes terminais
para BSDEs que satisfazem as condigoes usuais. Sejam (Y, Z') e (Y2, Z?%) as respectivas

solugoes (tais que Z' € L*). Suponha que

o &1 <& qlp;

o [H(tY,Z) < fA(LY, Z)), Poxdi- gtp.
Entdo, Y;' <Y para todo t € [0,T], qtp.

Demonstracao. Por simplicidade, e tendo em vista aplicagoes na préxima se¢ao, consi-
deraremos processos Y e Z em R. Defina AY = Y? —Y! AZ = 7% — Z'. Considere os

Processos

fQ(t7Y;52’ Zt2) - f2<t7Y;517 Zt2)

Ay — Yt2 — Y? 1{Yt27Ytl7&0} (262)
z f2 t,Y1,22 o f2 t,Yl,Zl

R o P (2.63)

Aft = fz(tvy;/laztl) _fl(t7Y;‘/17Ztl)' (264>

Notando que os denominadores dos processos acima sao AY e AZ, que
d<A}/t) = _(f2(t7 }/;27 th) - fl(tv Y;El? Ztl))dt + AZdW,,

e que os processos A¢ e A7 se anulam quando AY = 0 ou AZ = 0, respectivamente, vemos
que (AY, AZ) satisfaz o BSDE linear

A(AY;) = —(AYAY, + AIAZ, + Af)dt — AZ,dW,
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além da condicdo terminal Yy = €2 — €1, Perceba que

LAY,
|Ag| < Ml{yf_ytl#()} < L,

por f? ser Lipschitz. O mesmo vale para A?. Ou seja, esse processos sdo limitados. Ainda,

[F2(E Y 2] < |F2(2,0,0)] + LOY | + 1 Z;)),

£ Y Z0] < |£1(,0,0)] + LY + Z1),

isto é, Af, é limitado por uma soma de processos em L? e, portanto, estd também em L.
Assim, concluimos que (AY, AZ) satisfaz uma BSDE linear de condigoes apropriadas, de

forma que, por 2.5.3, temos

T
AY; = H'BlHn( - €) + | HALSI), (2.65)

onde H,; é o deflator do BSDE, sempre positivo. Concluimos de €2 — €' > 0 e Af, = 0

P x dt qtp que a esperanca condicional acima é nao negativa, e o resultado segue. O

Temos agora alguns corolarios da demonstracao.

Corolario 2.6.2. Nas hipoteses e notagcao do teorema anterior, se tivermos Y02 < YOI,

entao ;' = Y72, Vt € [0,T].
Demonstragio. Segue claramente de (2.65), ja que
T
0 <AY, = H'E[Hp(&* — ') + f H,Af.ds|F,] <
t
T
H,'E[Hp(& - &) + J H,Afods|F) = H'AY, = 0,
0

pois todos processos sao positivos e a tltima igualdade segue da hipotese. O
Corolario 2.6.3. Se P(& < &) > 0 ou fH(t, Y1, Z}) < f2(t,Y,', Z2) num conjunto de

medida positiva, entao Yy < Y{.

Demonstragio. Também de (2.65), vemos que AYj serd dado pela esperanga de um fungao

positiva num conjunto de probabilidade nao nula. O

Um 1ltimo corolario facil, mas importante:

Corolario 2.6.4. Se o par (§, f) satisfaz £ = 0 qtp e f(t,0,0) = 0 glp, entao, Y; = 0 para
todo t qtp. Ainda, se P[§ > 0] > 0 ou f(¢,0,0) > 0 gtp, entdo Yy > 0.
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2.7 O modelo de Black-Scholes

Nesta se¢ao, demonstraremos a féormula de Black-Scholes para a precificacao
de derivativos, que sera obtida através do maquinario dos BSDEs. Apesar de esta nao ser
a forma original que o problema foi abordado, e nem a tnica (de um viés probabilistico,
podemos desenvolver a formula para pregos por teoria de Girsanov, por exemplo, ver
(LAMBERTON; LAPEYRE, 1996, capitulo 4)), os BSDEs promovem uma forma simples,
limpa e natural de entender a questao de precificagao, e nos abrem margem para ver de
que forma podemos usé-los para resolver questoes financeiras. Vamos descrever o problema
para o caso discreto. Resolvé-lo-emos, contudo, num contexto continuo. Consideremos um
espaco de probabilidade (€2, F, P), onde sao definidas uma sequéncia de varidveis aleatdrias
iid., (Cy), tais que P(C; = 1) = P(C; = —1) = 1/2, e tomemos a filtragao F,, gerada pela
sequéncia; Fy 1= {J, 2}.

Considere um mercado onde sao trocados, nos tempos n = 0,1,2, 3, ..., dois

tipo de ativos, S e B, cujos valores sao dados por

B,=(1+nr)",
(2.66)
Sp=(1+p)" + Xy,
e X,, € o passeio aleatério
X, =C1+...+C,. (2.67)

B,, é chamado de ativo sem risco (bond), \S,, é chamado de ativo de risco (stock)
(as vezes, genericamente, de acdo), r é a taxa de juros sem risco e p a taxa de juros com
risco, ambas constantes positivas. Uma estratégia ou portfélio de investimentos é um
processo previsivel em R?, isto é, Z, é F,_;-adaptado, que consiste em unidades dos ativos
sem risco e com risco em cada uma das suas componentes, respectivamente. A restricao de
uma estratégia previsivel se dd justamente por conta da natureza do processo. Ao fazer
uma estratégia de investimentos, isto é, ao se escolher, no tempo n, a quantidade de cada
um dos ativos presentes no portfélio, o agente tem em sua posse apenas as informacoes
sobre o comportamente dos ativos obtidas até o instante n — 1, e, portanto, Z,, € F,,_1.
Bem por sua definicdo, dada uma estratégia Z,, o valor V,, = Z,, - (B,,S,) é chamado
de valor do portfélio. Um derivativo &, é um ativo comercializado no mercado cujo
prego deriva de outro ativo. Quando temos um derivativo do ativo de risco, por exemplo,
podemos escrever &, = f(S,), onde f : R — R é uma fungao mensuravel. Um tipo comum

de ativos sao as chamadas opg¢oes de compra e venda, e tentaremos modelar seu preco.

Um portfolio é dito autofinanciavel quando as mudancas de valor entre os
instantes n = 1,2, 3, ... se da apenas pela alteracao de sua composicao e dos precos dos
ativos, ou seja, ndao ha fluxo externo, de entrada ou saida, de dinheiro na carteira. Com

isso, a Unica ferramenta do agente a fim de controlar o desenvolvimento de seu capital é
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alternar, em cada instante, a composicao do seu portfélio sem alterar seu valor. Isso se

expressa por

Z - (B, Sn) = Zns1 - (Bn, Sh). (2.68)

Multiplicando (2.68) por —1 e somando V,, 11 = Z,41 - (Bni1, Snt1) nos seus dois membros,

obtemos V,,.1 — V,, = Z, 11 - (Bpy1 — Bn, Sns1 — Sn), expressa por

Uma op¢ao (europeia) de compra (do ativo S,,) com vencimento em n = N e
preco de vencimento K ¢ a opg¢ao, mas nao obrigacao, de se comprar, no instante IV, o

ativo S pelo prego K. Denotaremos por &, esse derivativo. Notemos que

1. Se no instante N o valor de S for Sy > K, entdo o detentor da opg¢ao de compra
poderé exercer seu direito de comprar S por K reais e vender esse titulo, imedia-
tamente, pelo seu preco de mercado Sy. Essa operacao lhe proporcionara Sy — K

reais de lucro instantaneamente;

2. Se no instante N o valor de S for Sy < K, nao havera sentido em o detentor desse
ativo comprar S por um valor maior que o de mercado, e portanto nao obtera lucro

nenhum.

A questao a ser considerada entdo é decidir um preco para o derivativo £&. Ou
seja, queremos saber qual seria o valor justo a se pagar, em n = 0, por um papel que nos
da a opcao de comprar a acao S por K reais no instante /N. Pelas duas observagoes acima,
de antemao j& sabemos que o valor final deste derivativo, &y = f(Sy), onde f = (z — K)*.
A nossa ideia entao é encontrar o menor valor x tal que se pode montar uma estratégia de
investimentos comecando com x e terminando, no momento n = N, com um portfélio de

valor &y .

Tendo entendido a questao da precificagdo da opcao de compra, consideraremos
agora um modelo continuo. As transagoes econdmicas no mercado podem ser realizadas
em instantes t € [0, T']. Dessa forma, o processo de transformar o prego discreto dos ativos
em pregos continuos envolve considerar a “continuizacao” das taxas de juros e do passeio
aleatorio. Se quisermos encontrar o valor do ativo sem risco, por exemplo, no instante
t, subdividimos o intervalos [0,¢] em n intervalos de tamanhos idénticos e ajustamos a
taxa de juros original por unidade de tempo, r, para novos intervalos de comprimento t/n,
obtendo a taxa rt/n. Assim, o valor do ativo B no instante ¢ é aproximado por seu valor
apds n passagens de tempo com taxas de juros ajustadas. O limite em n nos dard o valor
desejado. Temos entao

: n rt
By = lim (1 +rt/n)" = €™ (2.70)
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J& o passeio aleatorio, quando passado por um processo de “continuizagdo”, se transforma
num miultiplo de movimento Browniano por o, onde esse coeficiente é entendido como a
taxa de volatilidade do mercado. Assim, o modelo de Black-Scholes que considera ativos

de risco e sem risco a tempos continuos supoe pregos modelados por

dBt = TBt dt,

(2.71)
dSt = /,LStdt + O'Stth.

Heuristicamente, Black-Scholes nos diz que a variagao em porcentagem do
preco do ativo sem risco é constante e proporcional ao tempo considerado; a variacao
proporcional do prego do ativo com risco tem uma componente proporcional ao tempo
considerado e uma outra componente proporcional a um “passeio aleatorio continuizado”.
Nomeamos a constante § = y—r/o por prémio de risco, ji que ela mede quanto o ganho
certo da agao supera o ganho da variavel sem risco em relagao a volatilidade do mercado.
As estratégias de investimentos sdo agora processos continuos e adaptados em R?, Z;, e o
valor do portfélio continua sendo V; = Z; - (B, S;). A condic¢ao de auto-financiamento de

um portfolio (2.69) se expressa como

dVi = Z'dB, + ZdS, = Z}(r Bidt) + Z2(uSidt + oS dW,) =
(rVi + 00 Z2S,)dt + 0 Z2S,dW, = (2.72)
(T‘ft + GUt)dt + Utth,

onde U; = opy, py a quantidade de dinheiro em agdes. Ainda, queremos um portfélio com
valor final Vp = f(Sr) = (St — K)*. Logo, temos o seguinte BSDE a ser resolvido:

dVy = —(=rV, = 0U,)dt + U dWy, Vp = f(St); (2.73)

e queremos o valor V{. Por restri¢des econdémicas, ¢ bem razoavel esperar um processo U
em L?, j& que a quantidade de dinheiro deve sempre ser limitada. Assim, vemos que o
gerador (linear) da BSDE satisfaz as hipoteses do teorema 2.5.3. Além disso, a condic¢ao

terminal também estd em L?. Podemos entdo calcular o deflator H;:

t t t
Hy = exp{f —0dW — ;J 0*ds — f rds} = exp{—0W; — ;9215 —rt}; (2.74)
0 0 0
e encontrar V;:
Vi = Ht_lE[f(ST)HHE] = E[f(ST)H(Tft)|JT';E]- (2.75)
Vo € dado por
Vo = E[f(Sr)Hr|Fo] = E[f(Sr)Hr]. (2.76)

O processo S; ¢ um movimento Browniano geométrico, de forma que

2 2

St = Sy exp{(p — %)T + oWr} = exp{(p — 7

5T +oWr}, (2.77)
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pois vamos considerar ambos ativos tendo valor inicial unitario. Entao,
Vo = E[(Sr — K)"Hr] = E[(Sr — K)H7; ST > K].

Ainda,

2

2
5T>K©(u*%)T+aWT>an<:>WT>

(In K + (% —w)T) = a.

Q=

Também,

o2 — 62

SpHyp = exp{(p — — )T} exp{(o — 0)Wr} := exp{fT} exp{(c — 0)Wr}

1
Hr = exp (—592 — )T exp{—0Wr} := exp{yT'} exp{—0Wr}.
Compilando,

Vo = e’TElexp{(c — O)Wr}; Wy = a] — K E[exp{—0Wp; Wr = a}] =

eﬁT 0 (o—0)a 2 Ke'yT 0
e
V2T J, V2T ),

(2.78)
e2T dx —
e obtemos assim uma férmula para o valor justo para uma opg¢ao de compra de acao.

0 =22
e’feT dr,

Na verdade, para se ter certeza que este ¢ o valor justo, precisamos de uma observagao.
Estamos supondo que o agente gostaria de receber, no instante 7', o valor (K — X7)", e
que nao aceitaria nada menos que isso. Dessa forma, o valor obtido V; é, por unicidade de
solugdo de BSDEs, o tinico valor inicial que um portfélio deveria ter a fim de se gerar,
em T, o valor (K — X7)*. A questao, contudo, é se nao existe algum outro valor inicial
de portfélio, menor que Vj, que gera, no tempo 7', uma quantia maior de dinheiro que
(K — X7)*. Ora, neste caso, jamais um agente racional pagaria Vj pela opcao europeia de
compra. Essa questao, entretanto, é respondida negativamente pelo teorema de comparacao
de BSDEs: se considerassemos dois BSDEs, 1 e 2, ambos representando a grandeza de
portfélios V! e V2, e portanto com os mesmos geradores, terfamos duas condicoes finais
distintas, &; representando a op¢ao de compra europeia, e &, uma outra variavel aleatoria
com fluxo de dinheiro objetivamente maior que & (P(§& > &) > 0). O teorema nos
garantiria Vi > V', o que nos faz concluir que, de fato, V; é um preco justo. Outras
observagoes importantes obtidas a partir do principio de comparacao de BSDEs sao que: 1.
Notemos que se a opc¢ao de comprar tiver possibilidade real de resultar um valor positivo
em 7T, entdo o investimento inicial V4 tem que ser maior que 0, por 2.6.4, o que confirma a
hipdtese de que se é impossivel obter um capital positivo, sem risco, a partir de nenhum
capital. Chamamos isso de auséncia de arbitragem. Também a partir do corolario 2.6.4,
notamos que V; = 0, o que nos diz que o portfélio nunca precisa “tomar empréstimos”.
Esse tipo de estratégia é chamada de admissivel. O interessante é que supor estratégias

admissiveis dentro de mercados livre de arbitragem sao, comumente, condigdes necessarias
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e impostas para conseguirmos encontrar o preco de derivativos em muitos dos caminhos
utilizados para se precifica-los. Contudo, o método das BSDEs nao nos forgou a adotar
essas hipoteses; pelo contrario, nos mostrou que elas aparecem espontaneamente e como
consequéncia da modelagem. Terminamos essa se¢ao dizendo que é possivel, além do
valor inicial Yy da opg¢ao de compra, obtermos a estratégia necessaria para, a partir
de Yy, obter-se (K — Br)" no instante T. Essa conta, simples, pode ser encontrada em
(LAMBERTON; LAPEYRE, 1996, Capitulo 4).
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3 BSDEs e Problemas de Controle Estocasti-

COS

A fim de ilustrar como as BSDEs também sao utilizados para se resolver proble-
mas de controle estocdstico, vamos demonstrar um teorema que relaciona os dois conceitos
e apresentar um outro exemplo em financas. Seguiremos precisamente a abordagem dada
por (PHAM, 2009, Segao 6.4.2) para o teorema. Fixamos, como sempre, um espago de
probabilidade (€2, F,P) onde um movimento Browniano n-dimensional W; é definido, e

consideramos em 2 a filtragdo Browniana (F;).

Uma SDE controlada por a é uma familia de processos X = X em R? dados
por
dXt = b(Xt, at)dt + O'(Xt, Oét>th, te [0, t] (31)

onde cada a é um processo « : ) x [0,7] — A < R™ progressivamente mensuravel,
com A fixado, que chamamos de controle do processo (3.1). Temos b : R?x A - R,

o : R x A — R™™ mensuréveis e pedimos, como sempre,
|b(.§l}, a’) - b<y7 CL)| + ’O'(LIZ‘, CL) - U(yv CL)‘ < L’SL’ - y’
b(z,a)| + |o(z,a)| < K|z

para todo a € A, z,y € R%, onde L, K > 0 sdo constantes. Como todo problema de controle,

nosso objetivo é encontrar um controle o que maximize o funcional

J(a) — E[L F(t, Xo, )t + g(X2)],

onde X, acima é a difusdo que resolve (3.1) com o a dado, f : [0,7] x R x A — R ¢
continua em (¢, ) para todo a € A, além de mensuravel, g : R — R é uma funcao concava
C', e ambas f e g satisfazem uma condicdo de crescimento quadrética em x (dessa forma a
esperancga sempre € finita). Em resumo, se A4 é o conjunto dos processos progressivamente
mensuraveis em A, queremos um processo & tal que

J(&) = sup J(«).

acA

Definimos o Hamiltoniano # : [0,7] x R x A x R x R — R por

H(t,x,a,y,2) =b(z,a) -y + tr(o(x, a)Tz) + f(t,z,a), (3.2)

e assumimos que H é diferenciavel em x. Para cada a € A, considere a seguinte BSDE,

chamada de BSDE adjunta:
_dYt = Dl‘H(ta Xta Oy, Yt7 Zt)dt - thWta YT = ng(XT) (33)

Temos entao a ligagdo entre BSDEs e problemas de controle:
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Teorema 3.1.1. Seja &, € A e X, 0 processo controlado por &y associado. Suponha que

para tais &; e X; exista uma solugio (}A/t, Zt) para a BSDE (3.3) associada que satisfaz

H(ty)%t’dt,?t, Zt) = m%XH(tthaaaﬁ> Z‘,) (3.4)
ae
e
(z,a) — H(t,x,a,Y;, X,) é uma fungio concava, Yt € [0, T]. (3.5)

Entdo, &; é um controle oétimo.

Demonstracdo. Seja o um controle qualquer para o sistema, com X; associado. Escrevemos

T
I@) = J(e) = B[ [ %000 - (6. X ot + 9(%r) ~ o) |- (39)
0
Usando a concavidade de g e a féormula de It6 para o produto,
E[g(Xr) — 9(X7)] = E[(X7 — X7)Dbg(Xr)] = E[(X7 — X7)Y7] =

E[LT()Q — X,)dY, + LT Vi(dX, — dX,) + J ' tr[(o(Xy, &) — o( Xy, o)) T Z,]dt] =

' : (3.7)

T
E[J (X — X)) (=D, H(t, Xy, &, Ve, 20))dt] +J Vi(b(Xy, &) — b(X, o)) dlt
0 0

+E[ L tr[(o(Xy, &) — o( Xy, ap)) " Z,]dt].

Ainda, temos, por (3.2)

T T
E[J f(t7Xt7dt) - f(taXta Ct)dt] = E[J H(taXta&ta}/;a Zt)) - H(uXtaCVtaKa Zt)dt]_
0 0

t T
E[J K(b(Xt, &t) — b(Xt, Oét))dt — f tr[(O'(Xt, &t) — O'(Xt, at))Ttht]
0 0
(3.8)
Substituindo (3.7) e (3.8) em (3.6), temos
T
J(&) - J(Oé)) = E[J {H(ta Xta OA‘M YZ? Zt) - H(ta Xta A, YZ? Zt)} (3 9)
0 .

—{(X, — X,)D,/H(t, Xy, &, Y, Z,))dt).

Agora, a concavidade de H em (x,a) e a propriedade (3.4) de & fazem o integrando acima

ser = 0, de onde concluimos que J(&) — J(a) = 0, e & ¢é de fato um controle étimo. [

Agora, vamos apresentar um exemplo de uma ideia de como o teorema 3.1.1
pode ser usado para se resolver um problema simples em financas. Contudo, nao faremos
todas as contas nem daremos uma solucao final. Apenas gostariamos de mostrar de que

sorte sao as abordagens de problemas de controle estocéstico via BSDEs.
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Exemplo: Considere, como na se¢ao 2.7, um mercado com dois ativos, B; e

St, cujos precos sao dados por

dBt = TBtdt, BO =1 (310)

dSt = ,uStdt + O'Stth, SO = 1. (311)

Ou seja, temos um ativo de risco e um ativo sem risco no mercado. Suponha ainda que a
taxa de juros a risco é maior que a taxa de juros sem risco, i.e., u > r. Considere agora
um investidor que comega com uma quantia inicial z e que, através de uma estratégia
auto-financiada, deseja maximizar seus lucros no instante 7'. Para tanto, ele investe,
a cada instante t € [0,7T], todo o capital que possui. Sua unica questdao entdo é como
decidir qual porcentagem «(t) investir no ativo de risco S; e qual investir no ativo sem
risco B;. Claro que suas decisoes sao condizentes com a quantidade de informacgao que
possui a cada instante, de forma que ele deseja entdao encontrar um processo adaptado

a:Qx[0,T] — [0,1] que maximize sua riqueza X; em T, dada por

1—a)X X
ax, - LmoXe g X e 0 (3.12)
B, St
Note que (1 — ;) X; é a quantidade de dinheiro dispendida para comprar ativos
1—ap)X
sem risco, de forma que (Bat)t ¢ a quantidade desses ativos comprados em ¢, e a
t

equagao esta explicada. Agora, (3.12) pode ser combinada com (3.10) e (3.11) e re-escrita

como

dX; = [(p — )y + 1] Xpdt + 00, X dW,, Xo = . (3.13)

O funcional que gostariamos de maximizar é simplesmente

T

Jla] = B[Xy] = B L £t X0 a)dt + g(X)], (3.14)

com f =0 e g = Id. Assim, escrevendo b(x,a) = [(u — r)a + ]z e X(z,a) = cax, a

equacao (3.13) se torna
dX; = b(ay, Xp)dt + X(ay, Xp)dWy, X = x. (3.15)
Podemos entao escrever o hamiltoniano deste sistema,
H(t,z,a,y,2) =b(x,a)y + X(a,x)z + f(t,x,a) = [(p —1)a + r]ay + caxz,  (3.16)

e a BSDE associada
dY, = =D H(t, Xy, ou, Yy, Zy)dt + Z,dWy; Yr = D,g(Xr) =

(3.17)
dY; = —{[(p — r)ay + r]Y; + oo Zy}dt + Z,dWy; Yy = 0.
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Precisamos estudar a quantia

max H(t, X;,a,Y;, Z;) = max [(u — r)a + r]X,Y; + 0a X Z;. (3.18)
a€[0,1] ag(0,1]
Note que
[(u—r)a+r|X)Y, + 0aX, Zy = al(p — r) XoY; + 0 X Zi) + r XY, (3.19)

de forma que a expressao dentro do maximo em (3.18) é linear em a. Sendo assim,
a expressao assume maximo em a = 0 ou a = 1, a depender se o coeficiente linear
(u—7r) XY, + 0 X, Z; é positivo ou negativo. Pelo teorema 3.1.1, queremos um controle a(t)
tal que (3.4) seja satisfeita. Pela observagao acima, concluimos que um controle 6timo
para a dindmica da riqueza do investidor assume apenas os valores 0 ou 1, significando
que, a depender do estado do mundo, ora o investidor aplica toda sua riqueza no ativo de
risco (a(t) = 1), ora ele aplica toda sua riqueza no ativo sem risco (a(t) = 0). A questao
entdo é definir quando hé a troca do valor de controle de, digamos, 1 para 0. Por (3.19).

Vamos estudar entao o sinal de
(u—r)XeYs + 0 X Zy. (3.20)
Comecemos com um lema:
Lema 3.1.2. Seja a SDFE linear, iniciada em t,
dX; = (a(t) Xy + c(t))dt + (b(t) Xy + d(t))dW,

Entao
t

X = Dy, (Xto + f (I);tlo(c(s) —b(s)d(s))ds + J (P;tlod(s)dWs),

0 to

By, = exp ( L t (a(s) - b2és)>ds + L t b(s)dWs).

Para a SDE (3.13), os coeficientes ¢(t) e d(t), na terminologia do lema, sdo

onde

nulos, de maneira que X; é dado por uma exponencial, sendo sempre positivo. Assim, em

(3.20), podemos cancelar X; e nos preocupar apenas com o sinal da expressao
(u—1r)Ys+ o2, (3.21)

Para isso, precisamos conhecer (Y}, Z;), solugao de (3.17) associada ao controle 6timo a.
Se supormos Y; e Z; continuos qtp (o que de fato vem a ser o caso) e supormos que o
controle se inicie, por exemplo, em 1 (lembremos que por «a ser adaptado, a(0) tem que

ser w-constante), teremos que o sinal de (3.21) se mantém constante no intervalo [0, 7(w)],
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e portanto o controle a(t) vale 1 em [0, 7(w)] e precisamos apenas encontrar o tempo de
parada 7. Note que a BSDE (3.17) fica

Precisamos resolver a equagao acima para encontrar o sinal de (3.21). Conhecemos uma
expressao para Y;, por ser um BSDE linear, mas nao conhecemos uma expressao para Z;.

A ideia entéo é supormos que Y; é do tipo Y; = u(t, X;), com X; dado por
dX; = uXydt + o XedWy, Xo = x, t € [0,7(w)], (3.23)

onde apenas substituimos o controle a(t) = 1 pata t € [0, 7(w)] em (3.13). Aplicando a

formula de Itd para Y dessa forma, temos

1
dY, = du(t, X;) = du(t, X,)dt + Opu(t, X;)dX, + 5agu(t, X)d{X ), =
3.24)
1 (
(é’tu(t, Xt) + ('7’Iu(t, Xt)/,,LXt + 5&3&(1&, Xt)O'QXt)dt + ((3’xu(t, Xt)O'Xt)th.

Comparando (3.24) com (3.22), vemos que gostariamos que u(t, z) também satisfizesse
O'XtaIU(t,Xt) = Zt. (325)

Dessa forma, se queremos uma solucao (Y, Z;) para (3.22) do tipo Y; = u(t, X;), entao

precisamos de uma fungao u(t, x) (suficientemente suave) que satisfaca

1
owu(t, v) + pxd(t, x) + ~o*wd’u(t,r) =
pult, ) + prd(t,3) + Lo*rdult, ) -
—(pu(t, z) + o*xd,ult, 1)), u(T,x) =0,

onde novamente comparamos (3.22) com (3.24) e enxergamos Y; = u(t, X;) e Z; como
em (3.25). Assim, resolvendo o problema de valor terminal (3.26), obtemos uma funcao
u(t, z) tal que u(t, X(t)) = Ys; 0 Xy 0,u(t, Xy) = Z;. Lembrando que o lema 3.1.2 nos déa
uma solugao exata para X;, conseguimos (pelo menos em tese e resolvendo (3.26)) uma
expressao exata para Y; e Z;, no intervalo [0, 7(w)], o que nos permite analisar o sinal
de (3.21) e, finalmente, determinar o tempo de parada 7, que determina a mudanca do
controle a de 1 para 0. Légico que apds a determinacgao de 7, seguimos um processo
parecido no intervalo (7(w), 71 (w)] para determinar o intervalo exato, para cada estado
de mundo, em que o controle « valera 0, até ser trocado novamente para 1. E isso nos
permite, a menos de contas, entender o problema financeiro de se determinar a melhor

estratégia (ay) de investimentos a fim de se maximizar o valor final da riqueza Xr.

Terminamos esse exemplo com um comentario sobre o método de se encontrar
a solugao da BSDE (3.22) através da suposicao de solucao do tipo Y; = u(t, X;), trans-
formando o problema da BSDE em um problema de EDP. Esse método ¢ amplamente

utilizado em teoria de BSDEs e pode ser mais bem compreendido através de um esquema
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chamado “esquema dos quatro passos”, explicado de forma cuidadosa em (HU; YONG,
2000), que mostra condicoes suficientes e necessarias sob as quais o método ¢é valido, para
casos bem gerais, inclusive onde os coeficientes das equagoes que definem X, e (Y;, Z;) ndo

Sa0 suaves.
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4 Consideracoes Finais

Nestas consideracoes finais, gostaria de deixar trés questionamentos, prova-
velmente ingénuos, que surgiram durante o estudo, a respeito de generalizagoes. Sao

eles:

1. A caracteristica do movimento Browniano W; que confere ao calculo em
relagdo ao integrador dW; propriedades totalmente distintas do calculo usual é o fato
de que, em certo sentido, (dW,;)* = dt. E esse tipo de diferencial tem em si todo um
poder de criar um célculo particular, com propriedades tinicas (o que acaba permitindo a
representacao de EDPs; por exemplo), justamente porque vai de encontro a definigao (ou
tentativa de defini¢ao) cléssica de diferenciais como grandezas dz diferentes de 0 tais que
(dz)? = 0. E, embora nio tenhamos exibido explicitamente a demonstracdo da férmula
de It0, responsavel pelas peculiaridades do calculo de It6 “contra” o integrador dWW;, ela

nasce da seguinte observacao. Se f é de classe C?, entdo, pela formula de Taylor,
fFWy) = £(0) + f(0)(AWY) + ;J"“”(O)(AWt)2 + o(AW). (4.1)
Dessa forma, tomando limites, e todos esses passos podem ser justificados de forma rigorosa,
AW = FOW)W, + 3 (W)t

A questdo que surge entdo é sobre a existéncia de processos H, tais que (dH;)* = dt, ou,
mais geralmente, processos H" tais que (dH[')" = dt. E, se eles existem, como seria o

calculo relacionado, ja que (4.1) teria uma expressao distinta.

2. Os semimartingales X; foram definidos como processos da forma M; + By,
onde M; é um martingale local e B; um processo de variacao limitada. Acontece que é
possivel desenvolver uma integral de It6 para processos progressivamente mensuraveis f
(com algumas condigoes de integrabilidade) “contra” o integrador dM; da mesma forma

que desenvolvemos para o integrador dW;. Para isso, definimos a integral para processos

n—1
simples ¢ (w) = Z &(w) 1, 1,,,(t) em relagao ao integrador dM; como em (1.8):
i=0

([ @) = 35 60 M () = My ). (4:2)

0

Ainda, vale um andlogo da isometria de It (sob condigoes de integrabilidade do processo),

T T
B[ ¢an =Bl | odmy?),
0 0
de forma que conseguimos estender a integral para o fecho dos processos simples, e

desenvolvemos uma teoria de integracao estocastica de maneira inteiramente correlata a
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apresentada neste trabalho. Mais ainda, o processo B; tem variagao finita, de forma que
ele gera uma medida de Lebesgue-Stieltjes na reta para quase todos w, e podemos entao
definir a integral estocastica em relagdo ao integrador dX,; (novamente, sob condigoes de

integrabilidade para o integrando):

ffwtht ffwtht watdBt()

Tendo observado isso, é interessante pontuar que hd uma definicdo alternativa para
semimartingales como “processos que geram integradores”. Mais especificamente, diz-se
que um processo X ¢ um semimartingale se ha o operador Ix que leva processos previsiveis
limitados em v.as quadrado integraveis de forma que: (i) o operador é linear e concorda
com a expressao (4.2) para processos simples; (ii) se &, é uma familia uniformemente
limitada de processos previsiveis tendendo a um limite &, entao Ix(&,) tende a Ix(§) em
probabilidade. O teorema de Bichteler-Dellacherie fornece uma equivaléncia entre as
duas defini¢oes. Toda essa excursao sobre semimartingales é feita de forma completa em
(LOWTHER, 2011a) (na verdade, em toda a parte do blog sob a aba “The General Theory
of Semimartingales”). A questdo que surge entdo é: serd possivel desenvolver uma teoria
de integracao estocastica em relagao a integradores que nao sejam semimartingales? Qual
a classe mais abundante de processos que serve como integradores, e como seria o calculo

relacionado?

3. O teorema de existéncia e unicidade de solu¢oes para BSDEs se vale for-
temente do teorema de representacao de martingales A.3.8. Surge entdao a questao: se
M; é um processo estocéstico satisfazendo determinado conjunto de propriedades a se
determinar (ser martingale, ser cadlag, etc) ha algum teorema andlogo a representagao de
martingales, ou seja, se N; for um martingale em relagao a filtragao completada gerada
por M,, é possivel escrever N, como uma integral “contra” dM;? Se sim, como poderiamos

desenvolver a teoria de BSDESs relacionada?
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APENDICE A - Misceldnea de Resultados

A.1 Teoria da Medida

Vamos fixar um espago de medida (X, F, ).

Teorema A.1.1 (Teorema da Convergéncia Mondtona). Se (f,) € uma sequéncia de

fungoes de X em R mensurdveis e nao negativas, a sequéncia € monotonamente crescente

lim f fodp = J fdu.

Demonstragio. (BARTLE, 1995, pag. 31) O

e converge a f, entao

Teorema A.1.2 (Lema de Fatou). Se (f,) for uma sequéncia de fungées nao negativas e

Borel-mensurdveis de X em R, entao

J (liminf f,)dp < lim inff fndp.
X X

Demonstragio. (BARTLE, 1995, pag. 33). O

Teorema A.1.3 (Teorema da Convergéncia Dominada). Se (f,) for uma sequéncia de
funcoes de X em R mensurdveis e integraveis, convergindo qtp para uma fungdo f, e se

existir g mensurdvel e integravel tal que |f,| < g Vn, entdo f € integrdvel e

lim f fndp = J fdu.
Demonstragio. (BARTLE, 1995, pag. 44) O

Teorema A.1.4. Suponha que p(X) < co. Seja f: X — R mensurdvel. Entao
A1l < (X)) 21711

Demonstracao. Pela desigualdade de Holder,

| = | ainid< ([ a0 R = o) P
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A.2 Representacao Candnica de Processos

Considere um espaco de probabilidade (Q, F,P) e seja X : [0,T] x Q — R*
um processo continuo definido neste espago. Considere o conjunto das fungdes continuas

C([0,T]; R%), munido da sigma algebra C gerada pelos cilindros

C={f:[0,T] - R (f(tr),..., f(tn)) € By x ... By}, (A1)

0<t; <...<t, <T, B, boreliano em R. Mostra-se que a aplicagao
X:Q—-C(0,T;RY);w — X, : [0,T] - R% X, (t) = X(t,w)

é mensuravel, de forma que obtemos uma medida de probalidade Px em (C([0,T];R%),C)
que satisfaz
Px(C)=P(X e (), VC e C.

Esta medida de probabilidade é chamada de representacao candnica do processo X,
pois os processos X e Y : [0,7T] x (C([0,T];R%),C,Px), onde

Y :[0,T] x (C([0,T];RY),C,Px) — R% (t, @) — (1),

sao indistinguiveis, isto é, possuem as mesmas distribui¢oes conjuntas. Por uma outra
otica, o teorema de extensao de Kolmogorov nos diz que a medida Px induzida em
(C([0,T];R%),C) é a tinica tal que (para um cilindro C' do tipo (A.1))

Px(feC)=P(Xy, € By,..., Xy, € By).
E é bem por isso que X e X sdo indistinguiveis, ja que

Px(X,e B) =P(X € B). (A.2)

Os detalhes sao encontrados em (MARTIN; MARQUES, 1991). Havendo feito
tal observacgao, serd comum considerarmos processos como sua representacao canodnica.
Dessa maneira, por exemplo, quando tivermos uma familia de processos X, ., onde ¢,z
sdo parametros da familia (o caso mais comum serda considerarmos X;, como a tnica
solugdo de uma equagao diferencial estocastica, iniciada no ponto x no instante ¢, ou um
movimento Browniano W, ., também iniciado em z no instante ¢), usaremos a notagao P, ,
e E; ;, que deverao ser entendidas da seguinte forma: tomamos a representacao canonica
do processo X que se inicia em 2 no momento ¢ e consideramos, em (C([0,T];RY),C
a medida de probabilidade induzida, P;,. A partir dai, consideramos nossos processos
ou variaveis aleatérias também definidas no espaco (C([0,T]; R%),C, P; ), para os quais
podemos calcular, por exemplo, a respectiva esperanca E; , em relacao a essa medida de
probabilidade.
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A.3 Martingales

Teorema A.3.1 (do tempo de parada de Doob.). Seja {M;}]_, um martingale continuo
com respeito a filtracio F;, que satisfaze as condigoes usuais. Se T for um tempo de parada

para Fi, entdao o processo
Xt = MtAT

também é um martingale em relagio a {F}.
Demonstra¢io. Enunciado e demonstragao, ver (STEELE, 2001). ]

O seguinte teorema é uma generalizacao deste primeiro.

Teorema A.3.2. Seja o0 < 7 tempos de parada finitos. Seja X um martingale, submar-

tingales ou supermartingale cad-lag. Entao as v.a.’s X, e X, sao integrdveis e vale:

o X, =E[X, | F,] se X é martingale;
o X, <E[X,|F,] se X é submartingale;

e X, = E[X, | F,]| se X € supermartingale;

Demonstragio. Ver (LOWTHER, 2009). O

Teorema A.3.3 (Desigualdades de Doob). Seja M; um martingale ou um submartingale

nao negativo cujos caminhos sao continuos a direita com limites a esquerda. Entao,

1. P(sup |M,| = A) < E[|M,]]/.
s<t

2. Sel<p< o, entdo

Bsup 1] < (2 ) Bl

s<t
Demonstragio. Ver (STEELE, 2001, Teorema 4.2) O

Definigcao A.3.4. Dizemos que um processo Xy, t € [0,T] é uniformemente integravel se

E[| sup Xi|] < .
te[0,T7]

Teorema A.3.5. Seja M; uwm martingale local uniformemente integravel. Entao M; é um

martingale.



APENDICE A. Miscelanea de Resultados 100

Demonstragao. Seja 7, uma sequéncia de tempos de parada tal que 7,, — o qtp e M é

um martingale para todo n. Temos, para cada n,
M = E[M{"|F].
Tomando o limite quando n — o0, M]" — M, e M;™ — M, qtp. Note que

E[M["] < E[] sup M,|] < o,
uel0,T]

por hipdtese, de forma que podemos aplicar o teorema da convergéncia dominada na
primeira igualda para obter
M = E[M;|F],

e o reusltado segue. O]

Teorema A.3.6. Seja M, um martingale quadrado integravel em [0,T]. Entdo, para

0<s<t<T, temos
E[M? — M7 | Fy] = E[(M, — M,)* | Fi]

Teorema A.3.7 (Burkholder-Davis-Gundy). Para qualquer 0 < p < p, existem constantes
positivas ¢, e C,, tais que, para qualquer martingale local continuo M, com Xy = 0 e tempo
de parada T,

E[(X)2?] < B[(X))] < GE[(X)??]

T

Demonstragio. Ver (LOWTHER, 2010). O

Teorema A.3.8 (Representacdo de Martingales). Seja F € L*(Q2 x [0,T]) um processo
adaptado a filtragdo Browniana n-dimensional. Entao existe um Unico processo progressi-

vamente mensurdvel f e L*(2 x [0,T];R") tal que
T
F(w) = E[F] + f f(t, w)dW;.
0

Demonstragio. Ver (OKSENDAL, 2010, Teorema 4.3.4) ]
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