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Resumo

Vacinas inativas (ou preparagdes mortas) sao compostas por particulas de virus ou bactérias, as
quais sdo seguras, pois nao se multiplicam no hospedeiro. Esta caracteristica resulta em duas
falhas vacinais chamadas de falha primaria e falha secundaria. Neste contexto surge a questao:
A indugao de imunidade temporaria (falha secundéria) e a efetividade parcial (falha primaria)
da vacina poderiam originar um surto epidémico inesperado e evitar o principal objetivo da
vacinacdo ou até mesmo ser perigoso para o esquema de vacinacao? A resposta é ndo. Esta
situacao nao é razoavel do ponto de vista biolégico. Entretanto, é matematicamente possivel e esta
situagao caracteriza a bifurcacdo “backward”. No modelo deterministico SEIRV, a erradicacao
da infecgdo € atingida assintoticamente e o nimero de individuos ndo é inteiro. Para incorporar
o nimero inteiro de individuos, usamos uma versao estocastica de tempo continuo do modelo
SEIRV com estados inteiros, o qual é simulado por meio do algoritmo de Gillespie, considerando
que as transicoes entre os compartimentos ocorrem aleatoriamente de acordo com uma cadeia de
Markov. Tempos de erradicacdo para a doenca sdo obtidos para diferentes taxas de vacinagao,
bem como o nimero de individuos em cada classe (suscetiveis, expostos, infectantes, recuperados
e vacinados). Uma proposta de campanha de vacinagdo é elaborada em que é considerado o

tempo de campanha e sua probabilidade de sucesso.

Palavras-chave: bifurcagdo backward. algoritmo de Gillespie. tempo de erradicacdo da do-
enca. politica de vacinagdo. cadeia de Markov. Monte Carlo. modelo matematico. equagoes

diferenciais ordinarias.



Abstract

Inactive vaccines (or killed preparations) are composed by virus or bacterial particles, which are
safe because they do not multiply inside the host. This feature results in two failures, primary
failure and seconday failure. In this context, the following question arises: Can the temporary
induction of immunity (secondary failure) and partial effectiveness (roughly primary failure) of
vaccines originate unexpected outcomes to avoid the achievement of the main goal of vaccinations,
or even become dangerous for some scheme of vaccination? The answer is no. This situation is not
reasonable in a biological point of view. However it is mathematically possible and this situation
characterizes a backward bifurcation. In the SEIRV deteministic model the eradication of the in-
fection is achieved asymptotically and the number of individuals is not integer. To incorporate the
integer-valued number of individuals, we use a continuous-time stochastic version of the SEIRV
model with integer-valued states, which is simulated applying the Gillespie algorithm, considering
that the transitions between compartments occur randomly according to a Markov chain. Times
for the eradication of the disease are obtained for different vaccination rates, as well as the number
of individuals in each class (susceptible, exposed, infectious, recovered and vaccinated). A vaccina-

tion campaign proposal is drawn up which considers campaign time and your likelihood of success.

Keywords: backward bifurcation. Gillespie algorithm. disease erradication time. vaccination

policies. Markov chain. Monte Carlo. mathematical model. ordinary differential equations.
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D,(6y5), curva vermelha). A escala logiy — logip € usada. A figura da
esquerda usa 6y 5 como o quantil 95% dos tempos de erradicacao e a

figura da direita usa 6y 5 como o quantil 99% dos tempos de erradicagao

Figura 60 —Numero de vacinas aplicadas acumuladas administradas ao longo do
tempo da campanha de vacinagao 6y 7 como funcao de ¢ para o caso
sintomatico (V,(6p7), curva azul) e o caso assintomatico (V,(6or) +
D,(0y7), curva vermelha). A escala logig — logio é usada. A figura da
esquerda usa 6y 7 como o quantil 95% dos tempos de erradicacao ¢ a

figura da direita usa 6y 7 como o quantil 99% dos tempos de erradicagao

Figura 61 —Numero de vacinas aplicadas acumuladas administradas ao longo do
tempo da campanha de vacinag¢ao #; como funcao de ¢ para o caso
sintomatico (V,(6;), curva azul) e o caso assintomatico (V,(61) + D,(61),
curva vermelha). A escala logiy — logip é usada. A figura da esquerda
usa #; como o quantil 95% dos tempos de erradicacao e a figura da

direita usa 6; como o quantil 99% dos tempos de erradicagao e k = 1.
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Figura 68 —As subfiguras da parte superior representam o custo da campanha de
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assintomético (C'ty). As curvas vermelhas com tridngulos consideram
C, = 5 u.m. por dia; As curvas azuis com estrelas consideram C, = 15

u.m. e as curvas pretas com estrelas consideram C, = 25 um.. . . . . . 127
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Introducao

Doencas de transmissao direta sao caracterizadas pelo contagio por meio de
contato fisico ou goticulas de saliva, por exemplo. Na histéria da humanidade, muitas
doencas de transmissao direta causaram grande impacto na demografia de diversos povos,
como a pandemia da gripe espanhola (gripe de 1918). Tal influenza matou entre 20 e 50
milhoes de pessoas em oito meses, mais que a primeira guerra mundial, que matou cerca de
9 milhoes de pessoas em 4 anos [1]. Nao existe uma vacina disponivel para esta influenza
até hoje.

Uma vacina é uma preparagao antigénica que, inoculada (administrada) em
um individuo, provoca uma resposta imunolégica protetora e especifica para algum agente
infeccioso. As vacinas podem ser produzidas através de virus, bactérias ou toxinas. Pode-se
produzir com fragmentos de virus ou bactérias.

Em 2014, na Africa Ocidental, especificamente na Libéria, Guiné e Serra Leoa,
ocorreu uma pandemia de ebola. Cerca de 5.000 pessoas morreram entre margo e outubro
de 2014. A Organizagdo Mundial de Satde (OMS) estima a letalidade do virus da ebola
em torno de 46% [2]. No inicio do surto, ndo havia uma vacina disponivel para controle da,
epidemia. Mas, felizmente, uma vacina para combater o virus da ebola foi desenvolvida
mostrando boa eficiéncia no ano de 2016. E chamada rVSV-ZEBOV e tem eficiéncia de
100% [3].

Existem muitos tipos de vacinas e suas a¢oes dependem de como sao produzidas,
mas basicamente podemos classificd-las como vacinas ativas (vacinas vivas) ou vacinas
inativas. As vacinas inativas sao compostas por fragmentos de virus ou bactérias que nao se
reproduzem no organismo humano. As vacinas ativas sao compostas por virus ou bactérias
atenuados, isto é, enfraquecidos. No caso de virus, eles sao atenuados e, por isso, sao
menos virulentos. A técnica inicial para producao de vacinas vivas atenuadas foi utilizar
o cultivo de virus em animais. Tal técnica foi utilizada por Pasteur, para criar a vacina
anti-rabica, passando o virus em cérebro de coelho e posteriormente por métodos quimicos
[4]. Outra forma de atenuar virus ¢ através do ovo embrionado de galinha introduzido em
1930, permitindo o cultivo do virus do grupo da variola vacinia e virus da influenza [4] .
Até hoje tais vacinas sdo produzidas dessa forma.

No entanto, nem todas as vacinas apresentam uma boa eficiéncia. Um bom
exemplo ¢ a vacina que deve proteger contra os quatro sorotipos de dengue. H4 uma vacina
chamada CYC-TDV, produzida pela Sanofi Pasteur, que nao apresenta a mesma eficiéncia
no combate a todos sorotipos e isso pode tornar a vacina insegura [54].

Além da possivel baixa eficiéncia, as vacinas podem apresentar outras falhas como a

indugao parcial de imunidade (exemplo de febre amarela e hepatite B) e o decaimento
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da imunidade antes do tempo esperado. Ainda, algumas vacinas podem provocar efeitos
colaterais tais como inchaco no local da injecao, edema facial, sinais sistémicos, febre,
vomitos e diarreia [5]. Tais efeitos podem estar associados a produgao da vacina ou seu
armazenamento.

O fato ¢é que, se dada doenca com alta letalidade estd em expansao e tem-se
uma vacina com uma eficicia nao totalmente comprovada, que nao traz efeitos colaterais
graves, a escolha racional entre vacinar e nao vacinar seria vacinar, pois assim tém-se mais
chances de salvar mais vidas.

Por outro lado, supondo que tenhamos uma vacina que pode ser aplicada
em uma populacao, surge outra complicada questao: como administrar as vacinas na
populacao? Neste sentido, estratégias de vacinacao sao estabelecidas para que a epidemia
seja contida, ou até mesmo erradicada. Algumas estratégias consideram uma faixa etaria
especifica ou grupos de risco, como idosos e profissionais de saude.

Em Epidemiologia Matematica, é possivel encontrar muitos trabalhos de mo-
delos de vacinagao. Podemos citar como primeiros trabalhos de Daniel Bernoulli [7], que
estudou uma férmula para o estado de equilibrio que envolve a expectativa de vida e o risco
de infecgao, e William O. Kermack e Anderson G. McKendrick [6], que estabeleceram o
limiar para ocorréncia de um surto epidémico. Em alguns trabalhos, os autores consideram
faixas etarias, com o objetivo de determinar qual a melhor estratégia deve ser empregada.
Também é estudado o efeito de pulsos de vacinagdo em uma populagao, isto é, vacinar
uma parcela da populagdo em um curto periodo de tempo [8], [9].

Esta tese estd dividido em duas partes. A primeira parte é dedicada ao estudo
de modelos matematicos para vacinas com eficiéncia variavel e que apresentam falhas
primaria e secundaria, isto é, a inducao incompleta da imunidade e o decaimento da
imunidade induzida antes do tempo esperado. Consideramos também que a doenga ¢é
sintomédtica e nao letal (por exemplo, a influenza tipo C). Além disso a imunidade induzida
pelo patogeno é por tempo limitado. Tais caracteristicas sao necessarias para avaliar os
efeitos de vacinar uma populacao com tal vacina e seus possiveis riscos. Nesta parte nosso
objetivo é responder a pergunta: uma vacina com falhas e eficiéncia parcial poderia causar
risco ao ser aplicada em uma populacao ou até mesmo um surto epidémico?

Na segunda parte do trabalho tomaremos uma vacina eficiente e sem falhas,
isto é, uma vacina que induz imunidade completa e perene, mas a doenca podera ser
sintomadtica e/ou assintoméatica. No caso em que a doenga é assintomética, ndo é possi-
vel diferenciar individuos suscetiveis de individuos expostos, infectantes ou recuperados.
Logo, na modelagem matematica, consideramos que a vacina ¢é aplicada em todos estes
individuos para conter ou até mesmo erradicar a doenca. Isso provoca desperdicio de
vacinas e consequentemente o aumento do custo na campanha de vacinagao. Nosso objetivo
nesta parte é determinar o tempo de erradicacao da doenga, a contabilizagdo das vacinas

aplicadas efetivamente (em individuos suscetiveis) e das vacinas desperdigadas (aplicadas
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em individuos nao suscetiveis) e propomos uma metodologia para elaborar uma campanha

de vacinagao sujeita a uma probabilidade de sucesso.
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1 Modelo de vacinacao com falhas primaria

e secundaria da vacina

1.1 Introducao

Edward Jenner (1749-1823) notou que ordenhadeiras com variola bovina produ-
ziam uma resposta imunologica. Em 1796 Jenner inoculou um garoto de 8 anos, chamado
James Phipps, com variola bovina tomada da mao de uma ordenhadeira local chamada Sa-
rah Nelmes e entao, algumas semanas depois inoculada com variola. O garoto permaneceu
sauddvel mostrando que foi imunizado contra variola com variola bovina [10]. Entretanto
esta metodologia de inoculagao por pus era usada independentemente em outras regioes
em torno do século 17, na India e Africa [49).

Muitas infecgoes comuns na infancia foram controladas e até mesmo erradicadas,
como a variola, através da vacina¢do em massa [59]. O desenvolvimento de vacinas seguras
foi possivel através do entendimento do complexo sistema imunoldgico humano: como sao
as interagoes entre o hospedeiro e o patogeno, quais sao as células que combatem a infec¢ao,
suas fungoes e ativagao. Existem muitos tipos de vacinas, tais como vacinas de vetor vivo,
vacina heterdloga, vacina subunidade, vacina conjugada, vacina de DNA, vacina inativa
e vacina ativa. Como exemplo, consideremos vacinas ativas e inativas. Vacinas inativas
(or preparacao morta) sdo compostas por particulas de virus ou bactérias, e sdo seguras
pois nao se multiplicam no hospedeiro [50]. Este procedimento resulta em uma indugao
incompleta da resposta imunolégica e demanda mais de uma dose da vacina para reforcar
a protegao depois da primeira dose (este é o caso de, por exemplo, febre amarela, hepatite
B e tétano), tal falha é denominada de falha primaria. A falha secundéria da vacina ocorre
quando os niveis de imunidade induzida pela vacina decaem mais rapido do que o esperado.
Por outro lado, vacinas ativas tem virus vivos atenuados. Estes virus podem multiplicar-se
no hospedeiro e induzir a reposta imunoldgica completa. Esta vacina é mais barata do que
vacinas inativas e pode se produzida em larga escala. Uma desvantagem das vacinas ativas
é a possibilidade (muito rara) de mutagao conferindo a forma original virulenta do virus
[50]. Vacina de virus atenuado normalmente induz imunidade por um longo periodo, pois
podem se reproduzir no hospedeiro. Vacinas de virus atenuado em geral nao falham na
inducao da resposta imunolégica necessaria para proteger efetivamente da doenca.

Uma importante questao sobre vacinas é sua eficiéncia. A vacina da Dengue,
por exemplo, deve induzir a imunidade para os quatro sorotipos simultaneamente. H4 uma
vacina na fase 3, isto é, testes clinicos estao sendo feitos com pessoas de diferentes partes
do mundo para avaliar a eficicia e seguranca da vacina. Esta vacina é chamada CYC-TDV

e estd sendo produzida por Sanofi Pasteur e tem diferentes eficiéncias para cada um dos
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quatro sorotipos da Dengue [54].

Modelos matematicos considerando o decaimento da imunidade e/ou protegao
parcial de vacinas tém por objetivo estabelecer estratégias de vacinagdo para controlar
ou até mesmo eliminar uma epidemia. Basicamente, modelos matematicos tém sido de-
senvolvidos dividindo a populagao total de acordo com o histérico natural da infecgao:
individuos suscetiveis, vacinados, infectados mas nao infecciosos (expostos), infecciosos
e recuperados, conhecido como modelo SVEIR. Modelos matematicos em epidemiologia,
descrevem o progresso de uma epidemia em uma comunidade e o risco ou severidade de
uma epidemia pode ser determinado por um importante pardmetro chamado niimero de
reprodutibilidade basal, denotado por Ry, um limiar (“threshold”) definido pela primeira
vez nos trabalhos de Kermack-McKendrik [6]. As intervengdes externas como vacinas,
fazem decrescer o liminar até um valor R,, nimero de reproducao basal sob vacinacao.
Além disso, se a taxa de vacinacao for nula, temos R, = Ry. Assim, a vacinag¢ao tem por
objetivo conduzir R, para valores menor que um, para alcancar a condicao de erradicagao
da infeccao. Entretanto, em situagoes especificas, os modelos SVEIR podem apresentar um
sub-limiar, isto é, a possibilidade de infecgdes mesmo quando R, < 1 (chamado bifurcagao
“backward”), o qual é um resultado inesperado.

Poderia, entao, a indu¢do de imunidade temporaria (falha secundéria) e a
efetividade parcial (de forma grosseira falha primdria) da vacina originar surtos ines-
perados que impegam o objetivo da vacinagao, ou até mesmo se tornar perigoso para
alguns esquemas de vacinagao? Nosso objetivo é abordar esta questao pela modelagem
matematica. Na literatura, exitem muitos artigos que descrevem modelos matematicos com
o compartimento de vacinados, apresentando a bifurcacao “backward”. Nés os dividimos
em dois grupos: um deles considerando a anélise qualitativa (demostragao da existéncia da,
bifurcacao “backward”) o outro, a andlise quantitativa (além de qualitativo, quantificagdo
deste fendmeno) considerando a bifurcacao “backward”. A descrigdo qualitativa da bifurca-
¢ao “backward” pode ser encontrada em [36]-[41], enquanto que a descrigdo quantitativa
pode ser encontrada em [12]-[32].

Nosso objetivo, nesta parte da tese, é a determinacao das condi¢oes para ocorrer

a bifurcagao“backward” e interpretar seu significado bioldgico.

1.2 Modelo Matematico

Propomos um modelo matematico simples em que a populagao é dividida em
cinco classes, nomeadas por individuos suscetiveis (5), individuos vacinados (V'), individuos
expostos (£), individuos infectados (I) e individuos recuperados (R). A populagao total

dada por N é constante (por simplificagdo), N = S+ V + E + I + R. Assim, o sistema de
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equacoes diferenciais ordinarias SVEIR é dado por:

(S =(1—p)Npu—pS—aSI—¢S + fV + 7R

V = puN + ¢S — puV — fV — (1 — g)alV

{ E=aSI—(u+v)E+ (1 —qalVv (1.1)
[ =B~ (u+y)I

| R =91~ puR—,R.

A dindmica das populagoes é descrita da seguinte forma: todos individuos estao

sob uma taxa de mortalidade natural e natalidade p (suposigdo de populagdo constante) e
uma porcentagem p de recém nascidos sao vacinados; a taxa de vacinagao de individuos
suscetiveis é dada por ¢ e a taxa de transmissao per-capita (ou coeficiente) é dado por a (a
forga de infecgao é al e a taxa de incidéncia é al.S); individuos expostos sao transferidos a
classe de infectados com uma taxa de incubacgao v;; individuos infectados sao transferidos
a classe de recuperados com uma taxa de recuperagao 7,. H4 um decaimento da imunidade
induzida pelo patégeno representado pela taxa 7s, 7; - sendo o periodo médio de imunizacio.
Além disso, individuos vacinados perdem a imunidade induzida pela vacina a uma taxa f,
ou seja, ! é o perfodo médio imunidade e ambas as classes de individuos recuperados e
vacinados retornam a classe de individuos suscetiveis. Por fim, individuos vacinados se
tornam infectados por uma taxa de transmissao a(1 —¢), com 0 < ¢ < 1, o qual representa

a eficiéncia da vacina. A populagao total, N, é constante, podemos dividir o sistema de
dN d(S+V +E+1+R)

equagoes (1.1) por N, pois pre p” = 0. Assim,
(S = (1 —p)u—pb—aSi— oS+ fV + 1R
V= put oS —ul — fV — (1 - alV
{ B =aSI—(u+w)E+(1-qal? (1:2)
[ =E— (u+y)I
R=nl—uR -k

\

em que @N = « é a taxa total (ou coeficiente) de transmissio; S = S/N, V = V/N,
E=FE/N,I=1I/NeR=R/N,resultando em 1 = S+ V + E + I + R. Os pardmetros

do sistema de equagoes (1.2), estdo descritos na tabela seguinte.

A regiao de interesse biologico é dada por € = {(g, V., E I, R) eR>: S >
O,V > 0, L > O,f > 0, R > 0}, que é positivamente invariante pelo fluxo induzido do
sistema (1.2).

1.2.1 Pontos de equilibrio

Nesta secao, descrevemos e analisamos os pontos de equilibrio P = (S* , V, E , I , }A%)
do modelo (1.2). O ponto de equilibrio livre da doenca é dado por: Py = (g, V,0,0, 0),

= (w+HA-p)+fp = ¢S+up
com S = it o ev_i,u—kf'
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Tabela 1 — Pardmetros do modelo (1.2).

Parametro Significado Unidade Valor Referéncia
I taxa de morte e nascimento [ano] ! 1/75,44 [56]
P porcentagem de recém nascidos vacinados adimensional 0
¢! taxa de transmissdo (ou coeficiente) [ano] ™! 914 [59]
1) taxa de vacinagao de individuos suscetiveis [ano]*1 0,02 Estimado
f taxa de decaimento da imunidade da vacina [ano] ™! 1/30 [58]
s taxa de decaimento da imunidade induzida pelo virus circulante [ano] ™ 1/75,44 (57]
q eficiéncia da vacina adimensional 95% [57]
Vh taxa de incubagao [ano] ™! 365/10 (58]
Yr taxa de infecgdo [ano] ™" 365/6 [58]

Considerando, agora, I> 0, o ponto de equilibrio endémico é dado por P, =

(S,V,E,I,R), em que

( 1

3 _ +fu—q)Fu+%Xu+%)+ww+nMu+%q_¢1_@
qRO 7(] Vh(:u"""Ys) q
i Gl 9
< zh
= r[
P
~ M—I—;}/S = = =

em que 1Z é raiz positiva real do polinémio:
= =2 =
¢2([> =q X (Alj + Blj + Cl), (13)

onde

A, = M1_®<%%+mﬂu+%%wu+%ﬂu+%)
(N_:‘ 75()7}—11— )+ (4 7s) (1 + )
= o YhVr Tnllb T Vs T Vs )\ TV
Bi= (n+¢+[f)(1—q) B ]+

1
< a<%—ﬂ—@>+ (1.4)
— eV (Ys — )+ fp 4y 4 ) (1 +7s)
q
(e +s)
p+f+o

o= ET1TPq Ry,
e R, ( )

O parametro Ry, numero de reprodutividade basal, representa o niimero médio de individuos

infectados por um individuo infectado. E definido por,

OYh
Ry = . 1.5
)+ ) (15)
O parametro R, é definido por:
1 — _
R, = g2 = it = pap (1.6)

p+ o+ f ’
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sendo igual a Ry quando p =0 e ¢ = 0.

Os parametros Ry (eq. (1.5)) e R, (eq. (2.3)) foram obtidos da andlise, feita por
meio dos critérios de Routh-Hurwitz [48], da equagdo caracteristica obtida do Jacobiano
aplicado ao ponto de equilibrio trivial [67]. Na proxima segdo apresentaremos as equagoes
caracteristicas. O pardmetro R, mostra que a vacina decresce o nimero de reproducao basal,
permitindo um controle em epidemias. Note que R, depende dos seguintes parametros
adicionais de vacinagao: eficiéncia da vacina (¢), porcentagem de vacinados recém nascidos
(p), taxa de vacinacio de suscetiveis (¢) e tempo de imunidade induzida pela vacina (f~1).
Note que a equagao (1.4) pode ter duas solugdes positivas, que caracteriza biestabilidade.
Na préxima subsecao analisaremos a estabilidade local dos pontos de equilibrio e as

condic¢oes para ocorréncia da bifurcacao “backward”.

1.2.2 Andlise de estabilidade

Para o sistema de equagoes (1.2), podemos considerar V=1-S—-E—-R-1 ,

pois a populagao é constante. Assim, a matriz Jacobiana do sistema de equagoes (1.2) é

dado por:
~f—Ta—p—9 ~/ ~f=Sa 7y f
I CH - g)a— 1
0 Vh I e 0
0 0 Yr A

em que J; = —I(1—q)a+ (1—q)(—E—T—-R-S+1)a+ Sa.
O polinémio caracteristico é obtido do determinante de J(P;)(i = 1,2), em que

a matriz Jacobiana é avaliada no equilibrio P;. Para Py e P;, temos:

Yi(z) =2t + 2°A+ 2B+ 2C + D (1.8)

wg(l‘) = [E4 + Ag[[‘g + BgZE2 + 031' + D3. (19)

Os coeficientes dos polindmios (1.8) e (1.9) estdo definidos no Apéndice A.1 e A.3. Os

proximos resultados sao sobre estabilidade local e global.

Teorema 1. O ponto Py ¢ local e assintoticamente estdvel se R, < 1.

O ponto F, representa a auséncia de uma epidemia. Logo, se cada individuo infectado
nao infectar em média mais que um individuo suscetivel, a epidemia é erradicada. A

estabilidade global do ponto P, esta no préximo teorema.

Teorema 2. O ponto Py € globalmente estdvel se v < f e R, < 1.
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A condicio v, < f significa que o tempo médio de protecdo induzida pela vacina (f~') é
menor do que o tempo médio de imunidade induzida pelo patégeno (7, '). As demostragoes
dos teoremas 1 e 2 estdo no Apéndice A.1 e A.2 respectivamente.

O ponto P; é tnico se s < f, ou seja, s6 hd uma raiz positiva viavel do
polinémio 1.4. Na proxima secao, demostraremos este resultado. Temos entdo, para o

ponto de equilibrio P; o seguinte teorema.

Teorema 3. O ponto P; € unico e local e assintoticamente estdavel se v, < f e R, > 1.

Assim, o ponto P; representa o equilibrio endémico da doenca e é estavel localmente
se R, > 1, ou seja, um infectado infecta em média mais de um individuo suscetivel. A
demonstracao do teorema 3 esta disponivel no Apéndice A.3.

Agora, vamos avaliar o parametro critico a*, obtido da igualdade R,(a*) = 1:

o = )+ ) p+f+9 (1.10)

Vh p+ f+o(l—q) —pupg

E possivel mostrar que, em a = a*, C; = 0 e a equacdo (1.3) tem as raizes dadas por
I = —B/2A; e I; = 0. Como A; > 0, se By <0 a raiz I, serd positiva. Dessa forma, em

a = o pode ocorre a bifurcagao “backward”, quando By < 0. Avaliando B; em o, temos:

Bi(a®) = W+WMM+%>F_ (1—QW+f+¢>]

Vh pt f+o(l—q) — ppg
+W+f+¢ﬂy_@%%+WMM+%%H#+%KN+%)

(1 + 7s)m
_w[ﬂu+%+WHW+WQ_WM%—f)

Tn e+ 7s) [+ s
Tomando vs < f, entdo By > 0. Segue pelo o critério do sinal de Descartes

(1.11)

[55] que nao hé possibilidade da equagao (1.3) ter duas raizes positivas se o < o*. Temos,
entao, uma hipotese biolégica de que o periodo de imunidade induzido pela vacina é no
méximo igual ao periodo da imunidade induzida pelo patégeno, isto é, 7, = f~'. De
fato, por conta das imperfeicbes da vacina, a resposta imunolégica que a vacina pode
induzir nao é superior a reposta induzida pelo patogeno, sendo as vacinas compostas de
fragmentos de virus ou bactérias (caso de vacina inativa) ou de virus vivos enfraquecidos
(vacinas ativas) e caso tenham falhas primaria e/ou secundéria, ndo induzem uma eficiéncia
maxima quanto a eficiéncia do proprio patégeno no organismo.

Fato imediato: se f = 0 obrigatoriamente v, = 0, isto é, se os individuos
vacinados nao tem perda de imunidade, entao os individuos recuperados também nao tém.
Entretanto, a reciproca nem sempre é valida.

Assim, temos o seguinte teorema.

Teorema 4. Se v, < f, entdo a bifurcacio “forward” ocorre e nao é possivel a ocorréncia

da bifurcagdo backward.
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Demonstragio. De fato, se v, < f, entdo Bi(a*) > 0 e logo I, = —B;/2A; < 0. O

Dessa forma, se o periodo de prote¢ao induzido pela vacina é menor do que o tempo
de protecao induzida pelo patdégeno, nao ha possibilidade de biestabilidade. Entretanto,
vs > f nao garante a ocorréncia da bifurcacao “backward”, pois esta condi¢ao é apenas
necessaria. Vamos determinar as outras condigoes.

Para entendermos melhor os mecanismos da bifurcacao “backward” em modelos
de vacinas, vamos negar a hipétese do teorema 4, isto é, vamos considerar que o periodo
de imunidade induzida pela vacina seja maior que o periodo de imunidade induzido pelo
patégeno, v5 > f.

Note que se ¢ = 0, isto é, se a vacina é totalmente ineficiente, R, = Ry. O
modelo com ¢ = 0 (modelo SEIR), possui apenas um equilibrio endémico e a bifurcagao
“backward” nao é possivel. Além disso, se ¢ = 1 (vacina é 100% eficiente) a bifurcacao

“backward” nao pode ocorrer, pois Bi(a®) > 0 (equagao (1.11))

— + + > 0.
Yr(pt + 7s) Yrpe + 7s) Yr (e +7s) Yr e+ 7s)

-

By(a*) = (L+m)p+) e +)  wvsm  flet et m) e t+ys) S

i

w2+ pys + e +yrys + YR +Ys Yh +YRYr) >0

Logo, ha um intervalo 0 < ¢min < Gmaez < 1 que pode ocorrer bifurcacao “backward”.

Considerando, entao, By(a*) e reescrevendo-o como uma fungao em ¢ vezes um fator,

o 1
Bile) = <u +f+o(1—q) - upq> Pla),
em que

Os coeficientes da equagdo (1.12) estdo no Apéndice A.4. Se a equacao (1.12) tem discri-
minante positivo, entdo temos duas raizes reais positivas pertencentes ao intervalo (0, 1).
Este discriminante depende de todos coeficientes, exceto de q. Tomando o discriminante

da equagao (1.12) como fungao de f e reescrevendo a equagao:
A, (f) = f?Hy + fHa + Hs. (1.13)

Se a equagao (1.13) é positiva, podemos ter valores positivos de Gmin € Gmaz, raizes da
equagdo (1.12), pertencentes ao intervalo (0,1). Sabemos que, na equagao (1.13), H; < 0,
Hy; < 0 e H3 pode assumir valores positivos e negativos (os coeficientes estao descritos
no Apéndice A.19). Se H; > 0, pelo critério de Descartes, a equacao (1.13) pode ter
duas raizes reais, uma positiva e outra negativa. Assim, considerando que Hz > 0, seja f;
solugdo positiva de A,(f) = 0. Se 0 < f < f1 entdo A, > 0. O coeficiente Hs da equagao

(1.13) depende de todos pardmetros exceto de g e f e pode ser reescrito como fungao de p:

Hy(p) = p° Ty + pTz + T (1.14)
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Dessa forma, devemos determinar os valores de p € [0, 1] para que H3(p) > 0. Note que se

2.2.2
p = 1 teremos H3(1) = w > (. Entretanto, para p = 0 ndo podemos afirmar

(1 +7s)?
qual seria o sinal de H3(0), pois T3 pode mudar de sinal dependendo da escolha dos

parametros.
Por sua vez, dado que 177 > 0, mas 15 e T3 podem mudar de sinal, consideremos 715 e T3
como fungoes de ¢:

Ty(¢) = ¢*Tor + ¢Toz + Tis, (1.15)

T3(¢) = ¢*Ty1 + ¢T3, (1.16)

Os coeficientes das equagoes (1.15) e (1.16) estao em (A.24) e (A.26) respectivamente. Em
relacdo a equagao (1.15), To; > 0, Toe > 0 e Th3 < 0, entdo hd uma raiz real positiva e
outra negativa. Vamos denotar a raiz positiva por ¢ (descrita em (A.25)) da equagao
(1.15). Segue que, se ¢ < ¢g entdo To(p) < 0 e ¢ > ¢g entao Tr(¢) > 0. O coeficiente T3y
(equagao (1.16)) pode mudar de sinal e T3y < 0.

Neste caso, vamos considerar T3; como funcao de v,. Através da suposicao de que
YnYr > 3u(p + vn + ), plausivel por conta da ordem dos parametros, pois 7,(7;) tem
ordem 107! e y tem ordem 10~ (Tabela 1), teremos v; > 0 solucdo de Ts;(y) = 0. A
expressao de 7y, estd em (A.28) e mostra-se que y; > [i.

Para v, < pou p < vs < 71, T3 € negativo e, consequentemente, T3(¢) < 0 V¢ > 0. En-
tretanto, se 75 > 1 ha ¢; > 0 (anteriormente ¢; < 0), equacao (A.27), tal que T3(¢;) = 0
(equagao (1.16)). Assim, considerando que s > 7, se ¢ < ¢1 entdo T31(¢) < 0 e se ¢ > ¢y
entao T31(¢) > 0.

Caso s > 71 temos ¢; > 0 e ¢y < ¢1, descrito no Apéndice (A.30). De forma resumida,

temos dois casos:

Se vs < 71, entao T3(¢) < 0 Vo (41 < 0):

e SeTy <0 (<o) ouTs>0 (> ¢y), existirda 0 < p; < 1 tal que parap; <p <1
entao Hs(p) > 0.

Se Y1 < Vs, le > 0:

e Se ¢ < ¢y, entao T3 < 0, Ty < 0 e existe p; > 0 tal que p; < p < 1 entdo Hi(p) > 0.

e Se ¢y < ¢ < ¢p, entao T3 < 0, T, > 0 e existe p; > 0 tal que p; < p < 1 entao

e ¢ < ¢, entdo T3 >0, Ty, > 0e p; <0, logo Hs(p) >0 Vpe[0,1].
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0< fl O=I<h >0 < Gmin < Qmax < 1

Figura 1 — Diagrama das condi¢oes dos parametros para que ocorra bifurcacao “backward”.

A Figura 1 mostra um diagrama que resume todas as condi¢Oes nos parametros s, ¢, p, f

e ¢ para que ocorra a bifurcagao “backward”.

O seguinte teorema resume estes resultados.

Teorema 5. Seja a = a*. Se s < v entdo existe py > 0, tal que p € (p1,1], que
por sua vez nos dd f; > 0. Se f € (0, f1), obtemos 0 < Guin < Gmaz < 1, tal que para
q € (Gmin, Gmaz ), temos a bifurcacio “backward” Se vy, < s, entdo existe ¢p1 > 0 tal que,
¢ < ¢1, e temos as mesmas consequéncias do caso vs < v1. Entretanto, se ¢ > ¢1, p
nao tem restrigoes, isto €, p1 <0, 0 < p < 1 e, consequentemente, obtemos f; > 0, tal

que f € (0, f1) temos 0 < Gumin < Gmaz < 1 € $€ ¢ € (Gmin, Gmaz), 0btemos uma bifurcagao

“backward”.

A demostragao do teorema 5 estd no Apéndice A.4.

Ao mostrar a existéncia de I positivo em a = a*, noés estabelecemos a ocorréncia da
bifurcacdo “backward” para determinados valores de ¢, f, p ¢ ¢. O sub-limiar a'** pode ser
determinado ao solucionar a equagao B? —44,C; = 0. Caso a € (o', a*) (a* definido em
(1.10)), entao existem duas solugdes positivas, para equagao (1.3). Assumindo a ocorréncia

da bifurcacao “backward” nas condi¢oes do teorema 5, temos o seguinte teorema.

Teorema 6. Sob a condicio suficiente para bifurcacio “backward”, no Teorema 5, no
intervalo a € (o™, a*), com R,(a') < R,(a) < 1, exitem duas raizes positivas I, > I

(solugdes da eq. (1.3)) associadas aos pontos de equilibrio P, = (S,V,E,I;,R) e P, =

(S, V, E, fg, }?) Py € local assintoticamente estavel e Py € instavel. Além disso, se R, > 1,

ha um unico ponto de equilibrio, Py, o qual é local e assintoticamente estdvel.

Observacao: No teorema 6 ha uma prova analitica no Apéndice A.5 da instabilidade de Ps.
Entretanto, para provar que P; é local e assintoticamente estavel, provamos apenas duas
das trés condigoes de Routh-Hurwitz e a tltima condicao é provada numericamente. Ou
seja, prova de que P; é local e assintoticamente estavel para R, > 1 é feita numericamente.

Como forma de comparacao entre o periodo de tempo da imunidade induzida
pelo patogeno e o tempo de imunidade induzida pela vacina, temos a hipotese biologica

vs < f. Ao negar a hipotese bioldgica e determinar os valores adequados para ocorréncia
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de bifurcacao “backward”, concluimos também que o periodo de imunidade induzida pela
vacina é maior que a expectativa de vida, isto é, f~' > u~! pois para ocorrer “backward”,
devemos ter f < f;. Portanto, além do periodo de imunidade da vacina ser maior que a

induzida pelo patogeno, é maior que a expectativa de vida.

1.3 Discussao

Bifurcagao do tipo “backward” nao é uma exclusividade de modelos de vacinacao.
Existem outros modelos matematicos que apresentam este tipo de bifurcagao, tal como
Yang [53], que trata de um modelo matematico de dindmica de tuberculose; o modelo de
Hedeler e Castilho-Chaves [52], que considera um grupo de risco de transmissao de doenga
e Gémez-Acevedo e Li [51], que trata de um modelo para infecgdo por HTLV-I de células
T CD4+.

Muitos artigos que lidam com bifurcacao “backward” indicam que Ry < 1 nao
assegura a eliminagdo da doenga. Kribs-Zaleta e Velasco-Hernandez [13] dizem que os
parametros de vacinacdo sao importantes e que fatores sociais podem alterar as previsoes
teodricas. Eles concluem que a campanha de vacinagao pode falhar no controle da doenga se
considerarmos apenas Ry < 1 e é apresentado uma estimacao da taxa de vacinagao ¢ para
garantir que nenhum equilibrio endémico seja possivel. Li et al [17] discutem os casos com
e sem vacinacao, além da analise da eficiéncia da vacina e das consequéncias da bifurcacao
“backward”. Arino et al. [12] dizem que para alguns valores da eficiéncia da vacina, pode
ocorrer bifurcagdo “backward”. Sharomi et al. [19] dizem que uma forma de evitar a
bifurcacao “backward” é considerar 100% da eficiéncia da vacina e mudar a lei da a¢ao
das massas e Safi e Gumel [28] também discutem a ocorréncia da bifurcacdo “backward”
através da incidéncia. Jing e Deming [36] fazem uma andlise qualitativa, entretanto apenas
explicam de uma forma matematica. Chengjun e Wei [38] apresentam um modelo com
vacinagao e estratégias de isolamento. Este modelo apresenta bifurcagao “backward”,
entretanto nao ha explicagoes biol6gicas, apenas observagoes biologicas. Dushoff et al. [11]
discutem mecanismos que conduzem a bifurcagao “backward” e o nomeia este tipo de
bifurcagdo como catastrofico.

Resumindo, bifurcacao “backward” em modelos de vacinagao sao relacionados
com pardmetros de vacinagao, os quais sdo vacinagao de recém nascidos (p) e individuos
suscetiveis (¢), eficiéncia da vacina (¢) e decaimento da imunidade induzida pela vacina
(f). Obtemos valores criticos para os correspondentes quatro parametros (p1, @1, Gmin, Gmax
e f1), para assegurar a bifurcacao “backward”. Vamos determinar estes valores. Note que os
valores para os parametros dados na Tabela 1 asseguram bifurcagao “forward”. Desta forma,
os parametros devem ser adequadamente alterados para garantir a ocorréncia da bifurcagao
“backward”. Nas condi¢des da bifurcacao “backward” o parametro de transmissao « deve

estar contido no intervalo (o', a*). Assim temos o limiar a* e o sub limiar .
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A ilustragao ¢ feita tomando o limiar v; de perda da da resposta de imunidade induzida

pelo virus selvagem v, como o parametro chave.

1.4 Longo tempo de imunidade (v < 1)

Nesta secao, reproduzimos alguns exemplos que ilustram quais sao os valores
dos parametros para ocorréncia de bifurcacao “backward”. Consideramos os valores dos
pardmetros da Tabela 1. O valore critico de 7, 1, é igual a 0,03959 x [anos] ™!, isto &,
;' ~ 25 anos. Para calculd-lo, sio necessdrios apenas p, 7, e 7, (equacdo (A.28) no
Apéndice).

Analisamos inicialmente o caso que é considera o longo tempo de imunidade, o
tempo de imunidade induzida pelo patégeno v, ~ 75 anos (v, = 0,01325). Para calcular
o pardmetro ¢g (eq. (A.25)) sdo necessarios os parametros s, v, f € Y, todos na Tabela
1. Apenas para ilustracio, para o valor ¢y = 0,01326 x [anos] ', teremos o valor critico de
p dado por p; = 0,87. Assim, tomando ¢ = 0,01 < ¢, temos p; = 0.87 (equagdo (A.22)),
isto é, 87% dos recém nascidos sao vacinados. Logo, assumindo p > p;, por exemplo
p = 0,88, obtemos f; = 1,04 x 10~* (equacdo (A.21)).

O parametro f; é menor que f da Tabela 1, entdo escolhendo f < fi, f = 9 x 1072,
obtemos gmin = 0,8184 € gmaz = 0,8422 (equagoes (A.18)), ou seja, eficiéncia minima de
81,84% e méxima de 84,22%, ambas menores do que a eficiéncia da Tabela 1. Assumido
Gmin < G < (maz, Obtemos o™ = 2,649297 x 10? (pode ser determinado ao resolver
B} —4A,C) = 0) e a* = 2,64931 x 10* (dado pela equacdo (1.10)). Se o' < a < ao*,
obtemos uma bifurcagdo bacward. O mesmo processo seria feito se considerassemos ¢ > ¢;.

Os valores obtidos estao na Tabela 2.

Tabela 2 — Intervalos adequados para ocorréncia de bifurcacao “backward”.

¢ < 9o
Parametros Valores criticos Unidades
»=0,01 oo = 0,01326 [anos] ™!
p=0,88 p1 = 0,87 adimensional
f=9x107° fi=104x107* [anos] ™!
q=10,83 Gmin = 0,8184 adimensional
Grmaz = 0, 8422 adimensional

o't = 2,649297 x 10> [anos]™
o* = 2,64931 x 107 [anos] ™

Na Tabela 2, nota-se que quando o valor de ¢ cresce, o valor de p decresce.

Isto é, se ha uma vacinagao em massa de suscetiveis, podemos decrescer a vacinacgao de
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recém-nascidos. Neste caso, o tempo de imunidade induzida pela vacina é de 10° anos,

incoerente com a realidade.

1.4.1 Decaimento da imunidade antes do esperado (s > 1)

Agora, considerando o caso em que o tempo de protecao induzido pelo patégeno
é .1 = 20 anos, isto é, v, = 0,05. Este tempo de protecdo é menor que 77+ ~ 25 anos.
Neste caso temos que ¢; > 0 e para ¢ < ¢y, temos as mesmas consequéncias dadas na
tabela 2. Entretanto para ¢, < ¢, p nao tem restricoes para que ocorra o “backward”, ou

seja, 0 < p < 1.
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Tabela 3 — Intervalos adequados para ocorréncia da bifurcagao “backward”.

1< ¢
Parametros Valor critico Unidade
¢ =0,08 ¢1 = 0,06962 [anos] ™!
p=1 p1 = —0,01276 adimensional
f=4x10" f; =6,40387 x 1073 [anos] ™
q=0,7 Gmin = 0, 72448 adimensional

Gmas = 0,91462
o' = 1,44892 x 10 [anos] ™
o* = 1,48147 x 10? [anos] ™!

Na Tabela 3, os valores dos pardmetros py, fi, o™

® e o sdo menores do que
os valores da Tabela 2. No caso interessante em que ¢; < ¢, p nao tem restrigoes. Logo,
escolhendo p = 1, temos um intervalo para ¢ grande, ¢,;, = 0,46134 € e = 0,91462. Se
a taxa de vacinagao de individuos suscetiveis, ¢, é grande suficiente, ou seja, maior que ¢y,
nao é necessario vacinar recém-nascidos para ocorrer bifurcagao “backward”.

Se algumas das condi¢oes do Teorema 5 nao é satisfeita, nao é possivel ocorrer
a bifurcacdo “backward”. Na tabela 3, se escolhermos f = 8 x 1072 > f; = 6,40367 x 1073
a bifurcacdo “backward” nio ocorre. Na figura 2, temos a** = 1,23864 x 10%, isto é, o

limiar para R, = 1 com f =8 x 1073

Equilibrium point I1
¢

I L I I I L ]
9o 120 o oS o 160 170 180 190 200
o

Figura 2 — Bifurcagbes “forward” (curva preta) e “backward” (curva vermelha), com
f=8x10"2> fief =4x10"% < f, respectivamente, com f; = 6,40387x1075.

Bifurcacao “backward” ¢ menos preocupante se comparada com bifurcagao

“forward”, como pode ser visto na Figura 2. Isso deve-se ao fato que na bifurcacao
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“backward” o niimero de individuos infectados é menos do que o niimero de individuos
infectados na bifurcagao “forward”. Caso a bifurcacao “backward” fosse possivel, acoes
para controla-la seriam mais faceis do que no caso da bifurcacao “forward”. As linhas
pontilhadas representam pontos instaveis e as linhas cheias, pontos estaveis. Para valores
de a > o™, o ponto de equilibrio livre da doenca da bifurcacdo “forward” é instavel e
para a > o, o ponto de equilibrio livre da doenca da bifurcagao “backward” é instavel.

s o a* o ponto de equilibrio na bifurcacio “backward” é estavel.

Entretanto, entre o'

Anélises numéricas da bifurcagao “backward” sao feitas com pardmetros nao
realistas, como em Arino et al. [12], que considera o tempo de prote¢do induzido pela
vacina de 5 anos e o tempo de prote¢ao induzido pelo patégeno de 31 dias, isto é, o tempo
de protecao é 60 vezes maior que o tempo e prote¢do do induzida pelo patogeno.

A ocorréncia da bifurcacao “backward” nao é simples, pois é possivel apenas em
situacoes especificas. A vacina considerada deve ter as duas falhas, primaria e secundaria,
além da perda de imunidade induzida pelo patégeno por parte dos recuperados. E necessério
haver um fluxo de vacinados para classe de suscetiveis e expostos (ou infectados se o
modelo matemdtico ndo conter a classe de expostos), pois a bifurcagao “backward” pode
surgir pela acumulacao de individuos suscetiveis provenientes da classe de vacinados, isto

é, ap6s perder a imunidade induzida pela vacina.

1.5 Conclusao

Modelos matematicos sdo poderosas ferramentas que podem nos auxiliar para
entender melhor as dindmicas de fendmenos biologicos e fisicos. Quando estes modelos
matematicos descrevem fenémenos biolégicos, deve-se ter ainda mais atencao com deter-
minados conclusdes matematicas, pois podem nao fazer sentido bioldgico. Modelos de
vacinagao sao muito importantes, pois podemos simular situagoes com uma vacina ainda
nao disponivel e propor uma estratégia de vacinagao para controlar ou até mesmo erradicar
uma epidemia.

O modelo matematico de vacinacao apresentado aqui, mostrou que é possivel contro-
lar /erradicar uma epidemia mesmo se considerarmos uma vacina com falhas primaria e
secundaria. Determinamos intervalos especificos para cada parametro relacionado com
a vacinac¢ao. Assim, sabemos quais sao os valores critico dos parametros e, logo, temos
estimativas para taxas de vacinacao de recém-nascidos e suscetiveis para que nao ocorra
bifurcacao “backward”, além disso, mostramos que para que a bifurcacdo “backward”
ocorra, o tempo de protecao induzido pela vacina deve ser maior do que o tempo de vida
e o tempo de protecao induzida pelo patégeno. Porém isso nao é possivel ja que vacinas
sao imperfeitas e poderiam induzir um tempo de imunidade no maximo igual ao tempo
de imunidade induzido pelo patégeno. Se considerarmos valores reais para os parametros,

especificamente para f, o decaimento da imunidade induzida pela vacina, podemos garantir
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que se R, < 1, é possivel erradicar a epidemia da populacao, pois ndo ha um sub limiar.
Comparando as bifurcacoes “forward” e “backward”, a Figura 2 mostra que a
bifurcacao “forward” é mais critica do que a bifurcagao “backward”, pois na bifurcacao
“forward” o numero de individuos infectados é maior do que o nimero de individuos
infectados da bifurcacao “backward”.
Em modelos matematicos com compartimento de individuos vacinados, podemos concluir
que a perda de imunidade de individuos recuperados implica na perda de imunidade de
individuos vacinados, pois o tempo de protecao de individuos vacinados é no maximo
igual ao tempo de imunidade de individuos recuperados. Dessa forma, nao é coerente
considerar um modelo matematico que apresente apenas perda de imunidade de individuos
recuperados e nao de vacinados. Entretanto, podemos considerar a perda de imunidade
induzida pela vacina e a nao perda de imunidade induzida pelo patégeno. Portanto, nao
ha risco do ponto de vista matematico, isto é, possibilidade de bifurcagao “backward” e

mesmo que a vacina contenha falhas, pode-se vacinar a populacao.

1.6 Proporcao de vacinados

Nesta secao vamos abordar os efeitos da aplicacao de uma vacina com o intuito
de determinar uma proporc¢ao de vacinados ao invés de aplicar uma taxa de vacinagao
sobre a populacao. A taxa de vacinacao pode variar de zero a “infinito”, mas a proporcao
de vacinados, isto é, o quociente vacinados por suscetiveis varia entre zero e um.

Para tal objetivo, vamos inicialmente analisar os comportamentos assintoticos
de dois modelos simples sem e com a aplicacao da vacina. Vamos considerar que a vacina
tenha 100% de eficiéncia (¢ = 1), que nao ha perda de imunidade induzida pelo patégeno
(7s = 0) e pela vacina (f = 0). O modelo (1.17) aborda a dindmica da doenga sem a
aplicacao de uma vacina e tem como parametros a taxa de mortalidade p, a taxa de
incubacao v, a taxa de recuperacao o e a taxa de infeccao a. O subindice zero indica a

auséncia de vacina.

So =p— ,Ugo - Oégojo
Eo = aSyly — (o + 7)E0
Iy = vEy — (1 + a)fo
Ry = oy — R0,

(1.17)

\

Note que as equagoes de recuperados pode ser desacoplada do sistema (1.17) e, dessa

forma, vamos considerar apenas as populagoes de suscetiveis, expostos e infectantes.
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O ponto de equilibrio endémico do sistema (1.17) é dado por:

[ — 1
Go= —
0 Ry
ay
= -1
Iy = 1(Ro )
\ [0
Considerando, agora, o mesmo modelo mas com a utilizagdo da vacina, temos:
S:( P — pS — ST — ¢S
V DL+ $S — ,uV
) V= aSi- (u+7)E (1.19)
i- VE — (u+ o)
| h=ol - uk.
O ponto de equilibrio endémico do sistema (1.19) é dado por
( — 1
S =
Ry
ary
= Ry, —1
I= (u+¢)7( o >,
L a
em que
p(l —p)
Ry, = Ry———, 1.21
op 0 U + Qb ( )

emque Ryy =Ry ¢p=p=0¢ R, =Ry, = q=1,f =0 (R, dado na eq. (2.3)).
Note que o ponto de equilibrio dos individuos suscetiveis ¢ o0 mesmo nos casos em que nao
hé vacinagao (1.18) e quando hé vacinagao (1.20).

No modelo (1.17) o ponto de equilibrio endémico (1.18) é local e assintoticamente
estavel quando as condigoes de estabilidade local sao satisfeitas, isto é, Ry > 1. Quando
Ry > 1, o nimero médio de infec¢oes secundérias por um individuo infectado é superior
a um, assim ha um cenario de estabelecimento da doenca. Supondo Ry > 1, ao decorrer
do tempo a populagao de individuos suscetiveis decai pela mortalidade e pela infeccao
adquirida em contato com os infectantes. Ja a populacao de individuos infectantes cresce
pela passagem de individuos expostos para infectados e decai pela mortalidade. Entretanto,
quando a populacao de individuos suscetiveis alcanca baixas concentragoes a populacao
de individuos infectantes comeca a decair, pois nao existem individuos suscetiveis para
serem infectados. Na verdade, existem tais individuos mas em baixissimas quantidades e
assim as infecgoes sao realizadas em fracoes de individuos suscetiveis.

A quantidade de individuos infectados entao decai a uma quantidade muito
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baixa, enquanto que a populacao de individuos suscetiveis cresce novamente pela natalidade
e pela baixa quantidade de infec¢oes. O periodo entre os picos epidémicos ¢ chamado
de periodo interepidémico. Na figura 3 nés utilizamos um periodo de 25.000 dias, o que
equivale a um periodo aproximado de 68 anos. Os pardmetros tém valores p = 1/(75 x 365)
(expectativa média de vida de 75 anos), @ = 1, 0 = 1/7 (sete dias para recuperagao),
v = 1/7 (sete dias de incubagdo do patégeno), Ry = 6,9 e uma populacao inicial como
S(0)=1—107"1, E(0) = 0, I(0) = 107" ¢ R(0) = 107

I o 4
> o o

Fragao de suscetiveis e infectados

o
)

0 L L L L L |

15
Tempo em dias

Figura 3 — Comportamento da populagao de individuos suscetiveis e infectados sem apli-
cacao de vacina. Os intervalos de tempo e as amplitudes dos picos decrescem.

O primeiro pico de individuos infectados ocorre por volta dos 13 dias, e nesse periodo ha
uma baixa quantidade de individuos suscetiveis. O segundo pico ocorre em torno de 6.704
dias, que equivale em torno de 18 anos e é menor que o primeiro, pois muitos individuos
foram infectados no inicio logo as chances de novas infecgoes sao menores. O terceiro pico
ocorre em torno de 10.340 dias que equivale a 28 anos do inicio, também menor que o
anterior, e do pico anterior em torno de 10 anos. O quarto pico ocorre em torno de 13.320
dias, equivalente a 36,5 anos do inicio e 8 anos do pico anterior. O pentultimo pico ocorre
em torno dos 22.150 dias, o equivalente a 60 anos do inicio e cinco anos depois desse pico
ocorre o ultimo, em torno dos 23.970 dias. Os intervalos interepidémicos e as amplitudes
diminuem com o passar do tempo, pois a quantidade de individuos suscetiveis decai entre
os picos e dessa forma o nimero de infecgoes também decai. O maior pico de infectados é
o primeiro pico, pois ha uma grande quantidade de individuos suscetiveis. Entretanto, o
pico seguinte é menor, ja que a quantidade de suscetiveis é menor. Além disso, o intervalo
de tempo dos picos é menor pois ha uma quantidade maior de infectantes, comparado com
o inicio. Dessa forma, mesmo que a quantidade de individuos infectados seja menor de
pico para pico, é uma quantidade suficiente para ocorrer um surto em um periodo menor,
porém com menor intensidade. No tempo infinito, convergéncia assintética, a amplitude e
o intervalo entre picos sera zero, configurando o equilibrio endémico. A Figura 4 mostra os

picos a partir dos 6.000 dias.



Capitulo 1. Modelo de vacinagdo com falhas primdria e secunddria da vacina 40

Fragéo de suscetive

0 LA A ‘ . ‘ \

15
Tempo em dias 4

Figura 4 — Comportamento da populacao de individuos suscetiveis e infectados sem apli-
cacao de vacina a partir do segundo pico, por volta dos 6704 dias.

No caso do modelo com vacinagao, caso Ry, > 1 (Ry > Ry, > 1) o ponto de equilibrio
endémico serd local e assintoticamente estavel. Dizer que R4, > 1 ¢ 0 mesmo que dizer
que o numero médio de individuos infectados gerado por um individuo infectado, mesmo
com aplicacao da vacinagao, é superior a um. Isto é, a taxa de vacinacao aplicada nao é o
suficiente para que Ry, < 1 e erradicar a doenga. Para que Ry, < 1 a taxa de vacinacao
deve satisfazer ¢ > ¢.. O comportamento é analogo ao caso sem vacinagao, com periodos
interepidémicos e amplitudes cada vez menores para os picos de individuos suscetiveis
e infectados. Entretanto, a populagao de individuos suscetiveis decai pela mortalidade,
infeccao e vacinagao. Logo, os picos dos individuos suscetiveis e infectados sem aplicagao
da vacina s@o maiores que os picos dos individuos suscetiveis e infectados com aplicacao de
vacina. No tempo infinito, convergéncia assintotica, a amplitude e o intervalo entre os picos
serd zero, configurando o equilibrio endémico. As populagoes iniciais para simulagdao sao
consideradas as mesmas para o caso em que nao ha aplicacao de vacinas, isto €, no inicio
¢ = p = 0. Apés inicio da simulacdo, aplicamos uma taxa de vacinacdo de ¢ = 107°/dia e

uma propor¢ao de p = 0,5 de recém nascidos ¢ vacinada. O valor de Ry, = 2,75.
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Figura 5 — Comportamento da populacao de individuos suscetiveis e infectados com apli-
cacao de vacina, analogo ao comportamento sem aplicacao da vacina, mas com
amplitudes menores dos picos de suscetiveis e infectados.

Podemos pensar entao que, se uma politica de vacinagao tem uma estratégia
de aplicar uma vacina em uma grande quantidade da populagdo supostamente suscetivel
por uma taxa ¢, ja que existem as possibilidades de nao sabermos quem ¢ suscetivel, e
dessa taxa nao ser maior que a taxa critica, é possivel que “erradicaremos” a doenga em
um periodo de tempo mas nao de forma definitiva. Logo, a vacina devera ser aplicada
novamente com taxa ¢ e novamente pode ocorrer a nao erradicacao definitiva da doenca.

Note que, mesmo com uma baixa quantidade de individuos infectados, os

picos epidémicos vao ocorrer em ambos os casos. Nao faz sentido considerar quantidades
de fragoes de individuos, mas no modelo deterministico as populagoes sao dadas em
quantidades que podem nao ser inteiras. Dessa forma, as populagoes crescem ou decaem
por fragoes de individuos.
Nao é razoavel esperar que uma quantidade muito baixa de individuos infectados consiga
manter um estado endémico em uma populagao. Entretanto, como visto nas Figuras 3
e 5, os modelos (1.17) e (1.19) descrevem um comportamento dindmico que é possivel
estabelecer um estado endémico, mesmo com uma quantidade muito baixa de individuos
infectados.

A taxa de vacinacgao é aplicada de forma constante sobre a populagao de
suscetiveis. Logo, fracoes de individuos sao removidos pela vacina durante o periodo de
vacinacdo. E possivel saber a taxa critica de vacinacao para erradicar a doenca, mas nio a

quantidade inteira de pessoas que devem ser vacinadas, pois a quantidade de vacinados

T

seria ¢S(t)dt, correspondendo a aplicagao da vacina em um periodo de 0 até T dias.
V4 0- ~ Ve . . ~ . ~ v .

Além disso nao é de simples interpretacao a taxa de vacinacao, ja que o inverso de sua

dimensao é tempo, mas nao é algo como interpretar a taxa de mortalidade p (que tem

inverso da dimensao tempo). Para melhor entender como a taxa de vacinagao é aplicada,

vamos compara-la com a proporc¢ao de individuos vacinados, que é um niimero que esta
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entre zero e um e sabemos seu significado.

Chamaremos de ) a proporcao referida para nao se confundir com a proporcao
dos recém-nascidos vacinados. Para estudar a propor¢ao de suscetiveis efetivamente
vacinada, devemos estudar o efeito da vacinacao na distribuicao etaria dos individuos
suscetiveis antes da vacinagao, representado pelo subindice zero, gg(a) e apos a introdugao
da vacinagao S (a), em que a representa a idade do individuo. Assim, vamos considerar que
a transferéncia de individuos suscetiveis é feita pela infeccdo natural «ag, isto é, estamos
considerando que nao ha uma vacina disponivel para populagao.

Apds a aquisicdo de uma vacina, termos os individuos suscetiveis S (a), que sdo transferidos
pela acdo da vacinagdo (¢) e decaem pela mortalidade. Nao consideraremos a taxa de
infeccao em ambas populac¢oes pois estamos considerando uma aproximacao.

Segue as equacoes que regem Sp(a) e S(a):

= —(6+mwS(a), S(0)=(1-p)pu
(1.22)
dSy(a
da

~—

= —MS’O(@), 50(0) = p.

A populacao inicial para S (a) é (1 — p)p pois hd uma proporgao de vacinados recém-
nascidos suscetiveis.
A solugao do sistema (1.22) é dada por
{ S(a) = S(0)e(@rme

Sola) = Sp(0)e . (1.23)

Assim temos as solugoes,

S(a) = SO)e @ = (1—p)uero (1.24)
Sola) = Sy(0)e(otma pe M. '

Podemos associar a propor¢ao de vacinados suscetiveis () com a taxa de

vacinagao ¢ expressa como,

2 So(a)da — (™ S(a)da 2 §(a)da
QNS‘” O(EA Jo, 51@) _1—S;1A() (1.25)
$a. So(a)da $o. So(a)da

em que estamos considerando todos os individuos com idades entre a; e ay. Para avaliar

todos individuos, tomamos a; = 0 e as = L em que L — o0,

L
N 1—
L=odo pto (1.26)
Sy = lim pe *da "
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Note que as equagoes (1.26) sdo as quantidades totais de individuos apds e antes da
vacinacao. Temos assim a proporcao dada por

O~1- (1 —p) (1.27)

pto
Note que, se a taxa de vacinacao nao for suficiente para erradicar a doenca,
entao ao final da campanha de vacinagao teremos S = ?0, discutido no inicio da secao.
Para determinar um valor critico para a taxa de vacinacao ¢, vamos tomar calcular ¢ de
Ry, = 1:
Ryp =1 ¢ = p[Ro(1 —p) —1]. (1.28)

Desenvolvendo a equagao (1.28), obtemos:

¢e = plo[pe — pl, (1.29)

em que p. é dado pela equacao (1.30)

1
Pe=1-— % (1.30)
Note que p = p. < ¢. = 0. Dessa forma, para valores da proporc¢ao de vacinados p > p.
temos ¢. < 0 e para p. > p, ¢, > 0.
Se considerarmos a taxa critica da vacinagao ¢. na proporgao @ (eq. (1.27))
ou a proporc¢ao critica de vacinados recém nascidos p. obteremos a proporcao critica de

vacinados @).,
1

~1— —. 1.31
Q~1- (1.31)
Na Figura 6 apresentamos o comportamento da proporc¢ao de vacinados em fungao da taxa
de vacinacao ¢ com uma proporcao de recém nascidos vacinados fixa. Apesar da proporcao
de vacinados ser uma aproximagao, (eq. (1.27)), para melhor visualizagdo consideramos

uma igualdade para fazer o seu grafico.
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Figura 6 — Comportamento da proporcao de vacinados @ (eq. (1.27)) em funcao da taxa
de vacinac¢ao ¢ com p fixo. A curva verde representa a proporcao de vacinados
com uma propor¢ao p = 0,7 de recém nascidos vacinados. J4 a curva azul,
representa a proporcao de vacinados apenas com a acao da taxa de vacinagao ¢.
Por fim, a curva vermelha representa a propor¢ao de vacinados com propor¢ao
p’ > p. de recém nascidos vacinados, neste caso ¢, < 0.

Note que quando p > p. = ¢. < 0 e, dessa forma, para qualquer valor de ¢ > 0
teremos que Ry, < 1. Isto é, nao é necessario aplicar uma vacina em individuos que nao
sejam recém nascidos. Porém, ao passo que a proporcao p de recém nascidos vacinados é
menor que a proporg¢ao critica, ha uma necessidade de vacinar individuos que nao sejam
recém nascidos com taxa de vacinagao ¢ > ¢., para que a doenca seja erradicada.

Através da aproximagao da propor¢ao de vacinados, poderemos entender melhor
como vacinar a populagao para combater uma epidemia, ja que sua interpretacao é simples.
Poderiamos, entao, através da proporc¢ao () de vacinados saber qual seria uma taxa critica
de vacinagao.

Imagine que para dada doenca, o valor de Ry aproximado é conhecido. Dessa forma, como

Q. =p.=1-— (ﬁ) bastaria tracar uma reta paralela ao eixo de ¢ até interceptar a

curva de (¢, Q(¢)). 0Desde ponto de intersecao, tracamos uma reta perpendicular ao eixo ¢
para determinar o taxa de vacinagao critica ¢.. No proximo capitulo exploraremos mais a
proporcao de vacinados.

Ou ainda, caso seja requerida uma proporc¢ao () de individuos que devem ser vacinados,
podemos avaliar para uma dada proporcao p de recém nascidos vacinados qual seria a
taxa de vacinagao ¢.

Mas a questao, tao importante quanto a clareza da quantidade de individuos
que devem ser vacinados, é quem deve ser vacinado. De fato, sabemos que tais individuos
sao os suscetiveis. Entretanto, nao é de facil identificacao tais individuos se a doenca
considerada é assintomatica.

Para que a abordagem da proporcao de vacinados fique mais clara e que corres-

ponda melhor a realidade, vamos abordar o problema de vacinagao através de métodos
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estocasticos que serdo desenvolvidos no préximo capitulo. Além disso, vamos analisar o
tempo de erradicacao de uma doenca, que nao pode ser determinado pelos modelos deter-
ministicos, pois a estabilidade do ponto trivial é assintética. Logo, o tempo de erradicacao
no modelo deterministico ¢ infinito.

Outras informagoes como o ntimero de vacinas aplicada em individuos susce-
tiveis, o nimero de vacinas desperdicadas, isto é, vacinas aplicadas em individuos nao

suscetiveis sao contabilizados para entender melhor a dindmica de um modelo de vacinas.
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2 Estudo do tempo de erradicacao de doen-
cas e metodologia para campanha de vaci-

nacao

Com o objetivo de estabelecer o tempo necessario para erradicar uma doenca
infecciosa de transmissao direta, que seja assintomatica, em funcao da taxa de vacinagao,
vamos fazer algumas consideracoes sobre o modelo do capitulo anterior. Através do tempo
de erradicacao, poderemos determinar outros importantes fatores em uma campanha de
vacinacao, como o nimero de vacinas aplicadas e desperdicadas.

Considerando o modelo (1.2) e fazendo ¢ = 1 (vacina com 100% de eficiéncia),
p = 0 (sem vacinacao de recém nascidos), vs = f = 0 (sem perdas de imunidade induzida

pelo patégeno e a vacina), temos o seguinte modelo,

( . ST
SzuN—uS—aT—qﬁS
E:a—ﬂ—fth—uE
. N (2.1)
I'=yE—pl — 1
RI%«I—,LLR
[V =¢S5 —uV.

A dindmica do modelo (2.1) é similar & do modelo (1.2). Dessa forma, os pontos

de equilibrio sdo Py (livre de doenga)

p o) )
P: 70’07 70 )
" <u+¢ [

e P* (endémico),

Pt _ (1 (u+¢>)(u+%)<R¢_1)7 (1 + o)

: , R,—1)), (2.2
R ; o g, ). 2

sao os mesmos do capitulo anterior. Ry ¢ o nimero de reprodutibilidade basal, dado por

(1.5). O parametro R,, denominado niimero de producao, é definido por

Ry = Ry (2.3)

1
O

Os resultados de estabilidade local para os pontos de equilibrio sdo validos para
o modelo (2.1) (teoremas 1 e 3). Note que a vacinacao decresce o valor de Ry e R, = Ry se,

e somente se, » = 0 (nao hd vacinagdo). Dessa forma, a vacinagao proporciona uma forma
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de controlar e/ou erradicar a doenga. Assim como hd um limiar para « tal que Ry = 1,

podemos estabelecer um importante limiar para ¢ de Ry, tal que Ry = 1, ¢.:

gbc = M(RO - 1) (24)
Note que se ¢ < ¢, = Ry > 1, e se ¢ > ¢. = Ry < 1. Dessa forma, sabemos qual a taxa
limiar de vacinacao para que Ry, < 1. Entretanto, o cdlculo de tal taxa é complicado, pois
nao é algo facilmente interpretado como a taxa de mortalidade, em que seu inverso é a
expectativa de vida.

Supomos que Ry > 1 antes de introduzir uma vacina em uma populagao e
assumimos para efeitos praticos que o sistema estd em estado estacionario no ponto P*
dado pela equagao (2.2), com ¢ = 0. Estudaremos o comportamento do sistema a partir
do ponto P* e introduziremos uma vacina.

Se a doenca é sintomatica, podemos identificar em principio os individuos
infectantes e expostos, logo saberemos quais sdo os suscetiveis e poderemos vacina-los,
sendo movidos para o compartimento de individuos vacinados V.

Mas se considerarmos a doenga assintomatica e nao pudermos distinguir quais
individuos sao suscetiveis ou nao, vacinaremos a uma taxa ¢ todos os individuos que nao
foram vacinados (estamos considerando que ha uma caderneta de vacinagao dos individuos
que foram vacinados), sendo suscetiveis ou nao. Essa vacinagdo em individuos expostos,
infectados e recuperados nao causa nenhum efeito no sistema de equagoes, ja que a dinamica
da doenga nao é afetada. Entao, vacinaremos individuos expostos, infectados e recuperados
e estas vacinas serao desperdicadas. Teremos, entao, dois tipos de individuos vacinados, os
que foram efetivamente vacinados (individuos suscetiveis) e os que foram vacinados sem
efeito (individuos expostos, infectados e recuperados), portando desperdi¢ados. Usaremos o
modelo dado pelas equagoes (2.1) para analisar o comportamento da doenga e manteremos
o compartimento de individuos vacinados V' apenas para individuos efetivamente vacinados.
Os demais individuos vacinados permanecerdao na mesma categoria como antes da vacinagao,
isto é, eles continuam em F, I ou R apds vacinados.

Dessa forma, a evolugao da dinamica das diferentes categorias S, E, [ e R
sao exatamente as mesmas, considerando a doenca assintoméatica ou sintomatica, com
implicagoes no desperdicio de vacinas. Em particular, a erradicacao da doenca representada
por Py ocorrerd quando ¢ > ¢, e o equilibrio endémico P* ocorrerd quando ¢ < ¢..

O que difere é o nimero de vacinas aplicadas e, consequentemente, os gastos
na campanha de vacinagdo. Posteriormente, introduziremos mais variaveis em relagao ao
gasto de recursos em uma campanha de vacinagao.

Modelos deterministicos que usam equagoes diferenciais podem nao ser muito
realistas em algumas situagoes. De fato, nestes modelos os individuos (o qual ao contrario
da vida real, ¢ um ntimero nao inteiro) sao transferidos de categorias em pequenos intervalos
de tempo At em pequenas quantidades (da ordem de At), enquanto que na realidade, em

tais intervalos de tempo a quantidade pode permanecer constante ou ser transferida em
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uma ou mais unidades para mais ou menos, dependendo das variacoes das transicoes entre
as categorias (além das mortes ou nascimentos), os quais sao aleatérias. Este tipo de erro
¢é pouco relevante quando o tamanho da populagao é grande, mas torna-se muito relevante
quando o tamanho da populagao é pequeno, o que é exatamente o caso em que temos as
categorias de expostos, infectantes e recuperados se estas estao préximas da erradicacao.

Assim, precisamos considerar uma simulacao estocéastica que avalia as variagoes
aleatérias das amostras nas transicoes entre as categorias e que, ao contrario do que
ocorre em modelos deterministicos, funciona com varidveis inteiras nao negativas para as
diferentes categorias.

Este é um estudo particular e importante do tempo de erradicacao (tempo
necessario para erradicar a doenga). Em modelos deterministicos, quando ¢ > ¢, a
convergéncia para o ponto de equilibrio trivial é assintdtica e, consequentemente, o tempo
de erradicacao serd infinito. Além disso, o nimero de individuos infectados e expostos
convergira para zero em um tempo infinito. Logo, se considerarmos um tempo finito, a
quantidade desse individuos sempre serd positiva. Poderiamos artificialmente estabelecer
um valor limiar, como a soma de individuos expostos e infectados ser um e considerar o
tempo de erradicacao como sendo o tempo requerido para a soma ser alcancada. Mas esse
critério seria muito particular e talvez nao seja um bom critério para escolha do tempo de
erradicagao, além de que nao seria semelhante ao tempo de erradicagao por um modelo
mais realista como o modelo estocéstico.

Portanto, focaremos nossa atencao no modelo por meio de simulagao estocastica,
mais realista no qual as transi¢oes entre compartimentos ocorrem aleatoriamente, de
acordo como uma cadeia de Markov continua com taxas de transi¢ao iguais as do modelo
deterministico. Este estudo sera feito através de simulacoes de Monte Carlo usando o
algoritmo de Gillespie [66] (descrito entre as paginas 417 e 419) e [62] (descrito na pagina
2345). Na referéncia [65] (pdgina 4) hd uma versao em que ¢ utilizada uma forma mais

simples de calcular o tempo de transicao, que descrevemos na proxima secao.

2.1 Aproximacao Estocastica

Consideremos agora S(t), E(t), I(t), R(t) e V(t) como varidveis aleatérias
inteiras nao negativas que mudam sobre o tempo continuo ¢ de uma maneira aleato-
ria. Assim, P(t) = (S(¢), E(t),I(t), R(t),V(t)) (t = 0) é um processo estocastico em 5
dimensoes. Se conhecemos o exato estado P(t) em um tempo s (tempo presente), nao
é possivel prever o exato estado em um tempo futuro ¢t > s, ao contrario do sistema
dindmico deterministico (2.1), no qual é possivel prever o estado possivel no tempo ¢
(decaimento exponencial). Mas para cada estado, pode ser determinada a correspondente
probabilidade de ocorrer. Assumimos que P(t) (t = 0) é uma cadeia de Markov em tempo

continuo (chamada cadeia pois o espago de estado é discreto e é chamado Markov pois é
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satisfeita a propriedade de Markov). A propriedade de Markov significa que, se o estado
presente P(s) é conhecido exatamente, as probabilidades dos possiveis estados ditos acima
que podem ocorrer no tempo t > s, nao dependem do histérico do processo antes do
tempo s (isto é, as probabilidades nao dependem dos estados P(u) tal que u < s). Esta
propriedade é equivalente a dos sistemas dindmicos deterministicos como (2.1), por conta
de sua carateristica deterministica.

Assumimos também que a cadeia de Markov P(t) (¢t = 0) pode apenas mudar
de um estado para outro quando algum individuo muda sua categoria (por exemplo, a
mudanca de individuo suscetivel para exposto ou de individuo infectado para recuperado)
ou quando algum individuo morre ou nasce. Em um pequeno intervalo de tempo At, a
probabilidade de um evento particular ocorrer é aproximadamente aAt (com erro de ordem
menor do que At quando At — 0), onde « é a taxa de infecgdo do modelo deterministico.

Por exemplo, no tempo t, individuos infectados sao transferidos para classe de
recuperados por uma taxa 7,. Entao, v,.1(t) é a transicao de individuos infectados que séo
transferidos para classe de recuperados. As taxas de transicdo do modelo deterministico
sao as mesmas utilizadas na simulagao estocastica, mas ha uma diferenca. Para o sistema
deterministico isso significa que para um pequeno intervalo de tempo (¢,t + At], temos
v 1(t)At individuos (esta quantidade pode ser uma fracao de individuo) que passam da
classe de infectados para recuperados. Na simulagao estocastica, considerando o indi-
viduo infectado I(t), no estado P = I, hd uma probabilidade de transitar para classe
de recuperados, morrer ou permanecer sem alteragoes. O tempo que leva para que essa
transicao ocorra é 7(P). Este tempo é aleatério e provem de uma distribui¢ao exponencial
com parametro A(P). O parametro A(/) é a soma de todas as transigdes possiveis de um
estado para outro, isto é, nascimento, morte, infec¢ao, vacinagao e recuperagao. Assim,
A(P) = uN(t) +pS(t) + (o/ N)S()I(t) + ¢S(t) + ... + nR(t). O tempo médio de transicao
é 1/A\(P), pois é a média da distribui¢ao exponencial com pardmetro A(P). Quando o
individuo infectado I(t) transita no tempo 7(I), a probabilidade de da transi¢ao ser para o
estado recuperado sera 7,.I(t)/A(P). Na simulagao estocastica que utilizaremos, no intervalo
de tempo (t,t + 7(P)) o individuo infectado mudara para recuperado com probabilidade
Y I (t)A\(P) ou nenhum mudard para recuperado com probabilidade 1 — ~,.1(¢)A(P). Ha
um caso particular quanto At = 1/A(P) e, neste caso, v,.I(t)At = ~,1(t)/A(P), isto é, a
transicao no modelo deterministico é igual a probabilidade na simulacao estocéstica.
Nao ha distincao entre as médias do modelo deterministico e a simulagao estocastica,
pois na simulagao estocéastica o nimero médio de individuos que passam de infectados
para recuperados é 1 x (v, 1(t)At) + 0 x (1 — 4, 1(t)At) = ~,.I(t)At, exatamente a mesma
como no modelo deterministico. Mas, ao contrario do modelo deterministico, o niimero
de individuos que mudam de uma classe para outra é zero ou um, de acordo com a
probabilidade. Tal descricao mais realista faz muita diferenca quando a classe tem um

nimero pequeno de individuos (como classes de expostos e infectados quando estamos
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proximos da erradicagao).

Ao contrario do caso deterministico, a populagao total N(t) = S(t) + E(t) +
I(t) + R(t) + V(t) pode mudar significativamente sob o tempo, pois a chance de ocorrer
nascimento pode ser menor do que a morte.

Noés nao poderiamos obter uma solugao exata para o sistema deterministico no
tempo t. O mesmo acontece para a simulacao estocéstica, entao precisamos usar métodos
numéricos. Para o modelo deterministico nés usamos métodos Runge-Kutta para solucionar
a equacao diferencial (2.1). Para a simulagao estocéstica, recorreremos as simulagoes de
Monte Carlo (simularemos aqui com 1.000 trajetérias aleatérias), usando o algoritmo de
Gillespie.

O algoritmo de Gillespie foi introduzido por Daniel Gillespie para simular rea-
¢oes quimicas nas quais existem varios tipos de moléculas que podem mudar aleatoriamente
seu tipo (apés colisdes entre as moléculas, novas moléculas sdo formadas) de acordo com
certas taxas (que podem depender do estado do sistema, isto é, do nimero de outras
moléculas com as quais elas podem interagir). Claro que nao ha problema se, ao invés de
cadeias de Markov de moléculas falarmos de outras cadeias de Markov onde moléculas sao
trocadas por individuos de diferentes classes como suscetiveis, expostos e infectados, por
exemplo, nos quais as mudancas do sistema de estado podem ocorrer por unidade para
cima ou para baixo nas etapas.

O algoritmo de Gillespie é exato no sentido que ele nao tem erros sob a discretiza-
¢ao do tempo (ao contrario do método de Runge-Kutta usado em modelos deterministicos)
pois ele funciona com as distribui¢oes de probabilidade continuas dos tempos entre as
mudangas do sistema (os quais tém distribui¢do exponencial). Suponha que ocorra uma
mudanga em P(¢) no instante ¢, isto é, ocorreu a transicdo de uma classe para outra, por
exemplo um individuo infectado se recuperou. Para ocorrer outra mudanca, calculamos o
tempo 7, que é necessario para que isso ocorra, o qual tem distribuicao exponencial com
parametro A(P).

Portanto, o sistema no estado P mudara apos o tempo 7 e a poderd ocorrer

apenas a transicao de uma classe para outra ou um nascimento ou uma morte. Seja
k(P)

A(P) = 2 A;(P), onde os \;(P) sdo as taxas multiplicadas por uma dada populacao,
j=1

indicam as transigbes de todos eventos (mudangas) possiveis no intervalo de tempo 7.
Assim j varia de 1, ..., k(p), onde k(P) é o nimero total de mudancas possiveis que podem
ocorrer quando o sistema estda no estado P. Por exemplo, se j = 3 se refere ao evento
correspondente a transigdo de suscetiveis para expostos, temos A\3(P) = aSI/N.
Calculado 7, o sistema permanecera no mesmo estado P durante o intervalo de
tempo [t,t + 7), e mudard para um estado diferente no tempo 7 + ¢. Este estado diferente
é facilmente obtido se conhecermos quais eram os eventos j € {1, ..., k(P)} que causaram a

mudanca no sistema. Entao, necessitamos apenas obter o valor de j, de acordo com as
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probabilidades p;(P) de ocorréncia dos possiveis eventos diferentes j = 1, ..., k(P). Isto é
facil, pois as probabilidades sdo conhecidas: p;(P) = A\;j(P)/A(P).

Resumindo, as etapas do algoritmo sao as seguintes:

—_

. Inicialize o sistema de estado em P = P(0) no tempo zero;

2. Para o dado estado P do sistema, calcule as taxas de transicao dos possiveis eventos
A(P), J =1, k(P),

k(P)
3. Calcule a soma \(P) = Z A (P);
j=1
4. Calcule o tempo 7 até a proxima transicao: tome 7 como o valor aleatorio através

de uma distribui¢ao exponencial com pardmetro A\(P) (média do tempo =1/A(P));

5. Simule qual dos k(P) transi¢oes possiveis ocorrerao através da distribuicao dis-
Ai(P
creta com probabilidade p,(P) = Prob(transigao j)= )\j ((P)) Para fazé-lo geramos

um numero 7 da distribui¢do uniforme [0,1]. Se 0 < r < p;(P), escolhemos a
transicao 1; se pi(P) < r < pi1(P) + p2(P), escolhemos a transicdo 2; etc.; se
p1(P) + ... + prpy—1(P) < r < 1, escolhemos a transi¢ao k(P). Entao, por exemplo,
se p1(P) = uN/A(P) (nascimento de individuos suscetiveis) e 0 < r < pi(P), S serd
incrementado para S + 1; Caso ocorra uma infeccao de um individuo suscetivel, se
pa(P) = (aSI/N)/A(P) e p1(P) < r < pi1(P) + p2(P), entdo S serd diminuido de

um S =S — 1 e os individuos expostos sao acrescidos de um F = F + 1.
6. Atualizamos o tempo t =t + 7 e o estado do sistema P;

7. Tteramos as etapas 2-6 até t <tz (tmee tempo méaximo de simula¢ao) ou quando
I(t) + E(t) = 0.

No caso deterministico, situagoes nao reais podem ocorrer como, por exemplo, se
o equilibrio livre da doenga é assintoticamente estével (¢ > ¢..), nés temos E(t) + I(t) — 0
quando ¢t — o0 e nao ha possibilidade de um surto ocorrer, mas a erradicacao da doenga
toma um tempo infinito ja que, para um tempo finito ¢, podemos ter o valor de E(t) + I(t)
muito abaixo da unidade mas E(t) + I(t) > 0. Outra situagdo é o caso de ter o equilibrio
endémico estavel (¢ < ¢.), entdao sabemos que E(t)+ I(t) convergird ao equilibrio endémico
quando t — o0, entretanto ja que esta aproximagao nao é monotoénica, F(t) + I(t) pode
visualmente em um periodo de tempo ocorrer a erradicacao da doenca, tal que os valores
sao menores que a unidade, entretanto para grandes periodos de tempo nota-se a ocorréncia
de um surto.

[ustramos trés cendrios, por meio de simulagdo com o modelo (2.1), onde

assumimos que a populacao nunca foi vacinada antes com Ry > 1, entdao o estado inicial é
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o equilibrio endémico P* dado pela expressao (2.2) com ¢ = 0 e deste ponto iniciamos
a vacinagdo. Os parametros usados sdo pu = 1/75 x 365 por dia (= = 75 x 365 dias,
que corresponde ao tempo médio de expectativa de vida da populagao brasileira [56]).
Seja Ry = 7 (expressdo (1.5)) e considere v, = 1/7 por dia (v, ! = 7 dias), v, = 1/7
por dia (7, ' = 7 dias), logo a = 1 por dia (o~ = 1 dia). A taxa de vacinacdo critica é
b = u(Ry — 1) = 2,19 x 10~* por dia (expressdo (2.4)). Populacio total é N = 100.000
individuos. O ponto P* correspondente a ¢ = 0 dd o nosso estado inicial S(0) = 14.293,
E0) =22, 1(0) = 22, R(0) = 85.663 ¢ V(0) = 0. Os célculos foram feitos para o intervalo

de T" = 10.000 dias mas as figuras estao mostradas apenas na parte inicial.

- n N w w
5] o [$)) o [3))

Individuos Expostos e Infectantes

—_
o

0 693 989 1135
Tempo (dias)

Figura 7 — Solugao deterministica de E(t) + I(t) para diferentes valores de ¢. Os valores
de ¢ usados sdo: a) ¢ = 0,9¢. (curva vermelha); b) ¢ = ¢, (curva azul); c)
¢ = 1,5¢. (curva preta)

Na Figura 7 utilizamos o método de Runge-Kutta de quarta ordem (pacote
ode45 do Matlab versdo R2010b) para resolver o sistema (2.1). A Figura 7 mostra trés

diferentes curvas, correspondentes a trés valores distintos de ¢:

e ¢ =0,9 x ¢. (curva vermelha), no caso em que conhecemos a erradicagdo da doenga
que nao ocorre no modelo deterministico, entretanto neste caso nao ocorre; de fato,
um surto da doencga ocorrera depois de 9.000 dias e, de uma maneira oscilante, a

doenca aproximara dos valores do estado de equilibrio endémico;
e ¢ = ¢, (curva azul);

e o =1,5x% ¢, (curva preta).

Nos trés casos deterministicos, se considerarmos, artificialmente, a escolha
razoavel de que a erradicacao de doenga ocorre quando E(t) + I(t) torna-se menor que

um, teriamos a erradicacao da doenca nos trés casos e tomariamos o tempo de erradicagao
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quando E(t) + I(t) = 1. O tempo de erradicagao seria em torno de 7' = 1.135 dias no caso
a), T'= 989 dias no caso b) e T' = 693 dias no caso c).

No caso estocéstico, é possivel ocorrer exatamente E(t) + I(t) = 0 (erradicagao
real da doenga), pois consideramos valores inteiros nao negativos para nossas variaveis. Na
préxima secao mostraremos que este tempo de erradicagdo ocorre bem antes ou depois
com probabilidade um.

Depois de E(t) + I(t) se tornar zero, a doenga permaneceré erradicada pois,
as taxas de transicao das classes dos expostos (aSI/N) e classe de infectados (7, F) sao

nulas. Chamaremos o tempo 7" para o qual E(t) + I(t) = 0 de tempo de erradicagao.

Individuos expostos mais infectantes

0 263 365 493
Tempo (dias)

Figura 8 — Uma trajetoria aleatoéria escolhida das 1.000 trajetérias simuladas de E(t) +I(t)
para cada um dos diferentes valores de ¢ considerados na figura anterior.

Para o simulagao estocéstica, temos a Figura 8, que mostra a escolha de uma
trajetéria aleatoria (escolhida de forma aleatéria das 1.000 trajetérias que simulamos
usando o algoritmo de Gillespie, c6digo desenvolvido pelo autor) para cada um dos trés
casos a), b) e ¢) dos valores de ¢. O estado inicial e os valores dos pardmetros sao os
mesmos como mencionado acima para o modelo deterministico. Na Figura 8, o tempo de
erradicacdo para a trajetérias aleatérias usadas sao T' = 493 dias no caso a), T' = 365 dias
para o caso b) e T' = 263 dias para o caso c¢). A Figura 8 é um exemplo de que a erradicagao
ocorre em um tempo finito quando consideramos a simulagao estocastica. Dessa forma,
para cada valor de ¢ considerado na simulacao estocastica, nas 1.000 simulacoes ocorrem
a erradicacao. Tomaremos médias, medianas, quantis e outras informagoes estatisticas dos
tempos de erradicagao para avaliar a relagao de ¢ com o tempo de erradicagao, que sera
desenvolvido na proxima secao.

Note que, na simulagao estocastica, até mesmo quando a populacao infectada ou
exposta é pequena, flutuagoes aleatorias podem causar uma grande diferenca na dinamica
ao ponto de ocorrer um possivel surto temporario. Entretanto, a doenca sera erradicada.

Dessa forma, uma questao relevante é o quao longo é o tempo de erradicagao e rapido é.
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Assim, a distribui¢ao do tempo de erradicacao T', o qual é uma variavel aleatéria finita,
particularmente relevante e, para diferentes taxas de vacinagao estudaremo-no usando
simulagoes, bem como outras consequéncias da vacinacao na proxima se¢ao.

Além disso, note que o tempo de erradicagao nos trés casos considerados, isto é,
para os valores das taxas de vacinacao 0,9 x ¢., ¢. e 1,5 x ¢., o tempo de erradicacdo na
simulagao estocédstica é menor se comparado com o caso deterministico, pois o decaimento

¢ discreto enquanto que no caso deterministico o decaimento é continuo.

2.2 Avaliacdo dos efeitos de diferentes taxas de vacinacao

No caso sintomatico, vacinaremos com uma taxa ¢ de vacinagao apenas indivi-
duos que sdo suscetiveis S, os quais sao imediatamente movidos para classe de vacinados
V. No caso assintomatico, ja que nao conseguimos distinguir individuos suscetiveis de
expostos, infectados e recuperados, vacinaremos com taxa ¢ os individuos de todas classes
que nao foram vacinados. Os individuos efetivamente vacinados (individuos vacinados da
classe S) sdo movidos imediatamente para a classe de vacinados V', enquanto que os que
foram indevidamente vacinados (isto ¢, E, I e R) permaneceram nas respectivas classes.
Assim, a dindmica das classes S, E, I, R e VV é a mesma em ambos casos sintomatico e
assintomatico.

Entretanto, os custos de vacina¢ao podem ser muito diferentes, ja que no caso
assintomatico nés temos vacinas desperdicadas. Para entender melhor o desperdicio de
vacinas, vamos detalhar mais os compartimentos dos individuos que sao indevidamente
vacinados ao dividir as classes de expostos, infectados e recuperados em duas classes
de vacinados e nao vacinados, isto é, E(t) = E,(t) + E,(t), I[(t) = L,(t) + L,(t) e
R(t) = Ry(t) + Rny(t). Assim, por exemplo, nés desperdicamos ao vacinar um individuo
nao vacinado exposto, isto é, um individuo na classe F,,, que sera imediatamente movido a
classe F,. Similarmente para as vacinas aplicadas aos individuos infectados ou recuperados.
Dessa forma, podemos contar o desperdicio de vacinas.

Dessa forma, no caso deterministico, vamos trabalhar com um modelo expan-

dido, isto é, mais detalhado do que o modelo (2.1). Segue o modelo dado por

(S = uN — S — aS(Iy, + 1,) — ¢S
Em) = aS(Inv + Iv) - QbEnv - ,UEm; - ’YhEnv

Ev = ¢Em) - ,UE'U - fthv

jm) = IVhEnU - M]m; - ¢]nv - Vrlm)
jv = ¢Inv + ’YhEv - NIU - rYr]v
an = ﬁ)/r[m; - Nan - ¢an

Rv = qunv + 'Vr[fu - ﬂRv
| V=068 —puV.
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Note que nés temos os mesmos resultados para estabilidade local (teoremas 1 e
3), j& que o sistema dindmico dos estados de varidveis S, E, I, R e V é o mesmo como
o sistema (2.1), mas agora possuimos mais detalhes sobre os compartimentos F, I e R,
ja que estao divididos em subclasses de individuos vacinados e nao vacinados. Agora, os
pontos no espago de estado sao da forma P = (S, E,, Eyy, Ly, Iny, Ry, Rpy, V). O ponto de
equilibrio Py e P* sdo os mesmos e temos as mesmas propriedades de estabilidades como
no sistema (2.1), exceto pelas divisoes das classes.

Novamente, nés tomamos um modelo de cadeia de Markov de tempo continuo

de variaveis inteiras nao negativas de oito dimensoes
P(t) = (S@), Eu(t), Eny(t), L(t), Ino(t), By (t), Bno(t), V(#)) (¢ =0) (2.6)

com as mesmas taxas de transi¢oes de natalidade e mortalidade como no caso deterministico
(2.1). A verao expandida do modelo de cadeia de Markov considerada na segdao anterior
pode ser estudada através das simulagbes de Monte Carlo usando o algoritmo de Gillespie.

Estudaremos o modelo expandido para o caso assintomatico, no qual considera-
se o desperdicio de vacinas. Entretanto, os resultados podem ser usados para estudar o caso
sintomatico também, ji que as dindmicas de S, F, I, R eV é a mesma. A diferenca esta
na dindmica das subclasses. Por exemplo, se no caso assintomatico, em um certo tempo
t, E,(t) = 50 e E,,(t) = 100 com o nimero total de individuos E(t) = 150, podemos
concluir imediatamente que no caso sintomatico ainda teremos exatamente os mesmos
E(t) = 150, mas eles nao serao vacinados (j4 que no caso nao ha desperdicio de vacina)
e entdo F,(t) = 0 e E,,(t) = E(t) = 150. Embora os resultados desta se¢do estejam
concentrados no caso assintomatico, os resultados considerando os dados de tempo de
erradicacao sao validos também para o caso sintomatico. De fato, o tempo de erradicagao
¢é exatamente o mesmo para ambos os casos ja que o efeito de vacinas desperdicadas nao
tem efeito no espalhamento da doenca e em sua erradicacao.

O tempo de erradicagao é o tempo T para o qual E(T)+I(T) = 0. Ao contrario
do sistema deterministico no qual E(7")+I(T") = 0 nunca ocorre exatamente, consideramos
o processo dinamico como estocastico. De fato, N é um processo de nascimento e morte
com taxas de mortalidade e natalidade iguais, entao com probabilidade um a populacao
total N serd extinta (N = 0) em um tempo finito 7' (geralmente um grande valor) e a
doenca serd erradicada com um tempo bem menor (T' << T).

Para estudar a evolugao temporal do sistema (2.5) e o tempo de erradicacao,
usaremos o algoritmo de Gillespie (programa foi desenvolvido pelos autores) com 1.000
simulacoes de Monte Carlo para cada valor da taxa de vacinagdo considerada na Tabela 4.

Nas simulagoes, usamos os mesmos valores da se¢ado 3 para outros parametros,
nomeados p = 1/75 x 365 por dia, v, = 1/7 por dia, v, = 1/7 por dia, « = 1 por dia, o
qual temos Ry = 7 e ¢, = 2,19 x 10~ por dia (valor critico de vacinacio).

Novamente é assumido que as vacinas nunca foram aplicadas na populagao

antes e que iniciamos a aplicacao no instante ¢ = 0 com taxa de vacinacao ¢. Entao,
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no caso deterministico, ja que Ry > 1, a populagao deveria estar préxima do equilibrio
endémico P* correspondente a ¢ = 0. Por esta razao, nés optamos por escolher este ponto
P* como ponto inicial e, por simplicidade, nés fizemos isto para o modelo deterministico e
a simulagao estocastica. Com valores iniciais para as populagoes tomamos: S(0) = 14.293,
E..,(0) =22, E,0) =0, I,,,(0) =22, 1,(0) =0, R,,(0) = 85.663, R,(0) =0e V(0) =0. A
populagao total foi inicialmente de N (0) = 100.000 (no caso deterministico ela permaneceria
constante, enquanto que no caso estocéstico, ela sofrerd pequenas mudangas no tempo).
O tempo de erradicagdo para simulagao estocéstica é obtido quando F,,(T") +
E,(T)+ 1,,(T)+ I,(T) = 0, sendo portanto, uma varidvel aleatéria que varia de simulagao
para simulacao. Com 1.000 simulacoes, a distribuicdo empirica dard uma aproximacao
razoavel da distribuicao verdadeira de T' e os momentos empiricos e quantis obtidos.
Para o tempo de erradicagao, calculamos as amostras para média, mediana,
quantil 95%, quantil 99%, desvio padrao, tempo de erradicacdo maximo e minimo das
1000 simulagoes de Monte Carlo. Por exemplo, se considerarmos ¢ = ¢.., sao feitas 1.000
simulagoes de Monte Carlo e obtemos 1.000 tempos de erradicacao. Destes 1.000 tempos
de erradicagao calculamos a média, a mediana, o desvio padrao, o menor tempo, o maior

tempo e os quantis 95% e 99% dos tempos de erradicacao. Estes dados estdo na tabela

seguinte.

Tabela 4 — Tempos de erradicacao para diferentes multi-

plos da taxa de vacinacdo ¢, = 2,19x 107%: es-

tatistica para 1000 simulag¢oes de Monte Carlo

10) Média  Desvio padrao Mediana ~ Min. Max. Qos Q99

0 983,018 698,970 811,484 77,446 3.565,998 2.423,772 3.417,301
0,1¢. 893,300 623,409 744,820 74,213 3.565,998 2.139,729 3.322,213
0,30, 733,230 474,589 629,953 96,399 2.877,935 1.731,139 2.456,612
0,5¢. 634,684 322,942 600,325 49,365 2.072,052 1.237,454 1.650,969
0,7¢. 565,607 284,415 528,048 44,295 2.329,556 1.090,736 1.434,259
0,9¢. 507,338 222,173 481,597 70,799 1.428,232 896,144  1.143,585
o. 491,134 203,249 472,755 99,209 1.403,797 855,186  1.038,583
1,1¢. 478,973 195,041 461,621 83,583 1.231,003 833,272  1.006,572

1,3¢. 456,662 185,529 445,731 88,973 1.255,463 799,760 967,273
1,5¢. 429,423 164,168 419,935 81,444 1.114,835 699,638 847,701
290, 389,103 142,152 382,641 64,031 899,487 642,050 781,049
2,3¢. 358,770 122,867 351,464 65,694 834,424 385,773 673,727
2,5¢. 349,135 120,365 342,875 74,447 957,295 556,915 655,246
3¢, 327,427 108,040 321,175 73,399 754,879 503,499 611,453
5¢. 270,796 80,696 265,182 76,025 574,323 409,712 466,544
6p. 253,253 69,479 252,170 62,088 579,536 373,779 439,406
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Tp. 238,056 67,424 232,600 59,355 470,474 355,650 417,549
8¢. 225,499 61,154 224,387 65,710 430,692 330,314 382,866
9¢. 214,112 57,266 210,786 72,831 418,364 314,345 381,514
10¢. 204,440 52,295 199,986 79,569 394,146 297,999 346,993
50¢. 108,876 22,027 106,114 50,625 214,325 147,893 165,960
100¢. 84,036 16,444 81,756 47,265 159,110 115,483 131,304
150¢, 71,971 13,725 70,821 40,931 120,156 97,255 108,012
200¢. 66,009 13,354 64,294 28,177 124,873 91,639 103,610
3009, 57,674 11,579 96,333 31,648 131,254 77,836 91,177

Por conta da pequena diferenca entre a quantidade de dias para simulagoes
feitas com 4000, < ¢ < 10.000¢,, apresentaremos as simulagoes em que o valor maximo
de ¢ = 300¢.. Entretanto, os graficos contém as simulagoes com os 35 valores de ¢.
Consideramos os multiplos de ¢ na Tabela 4, pois assim sera mais facil de compreender se
a taxa de vacinagao é maior ou menor que a taxa critica ¢. (equagao (2.4)). Da Tabela 4,
podemos ver que ao aumentar a taxa de vacinagao ¢, diminuimos o tempo de erradicacgao.
Isso é esperado, pois vacinaremos mais individuos suscetiveis (aplicaremos mais vacinas
efetivas) que nao serdo infectados. Entretanto, nés também aumentamos o nimero de
vacinas desperdicadas ja que mais individuos expostos, infectados e recuperados serao

vacinados.

3.5+

Iogw(Tempo de erradicagé@o em dias)

—4 lo =-363 -3 -2 -1 0
9,0(0,) l0g,,0)

Figura 9 — Tempo de erradicagdo como funcao de ¢: estatistica para 1000 simulagoes de
Monte Carlo para cada ¢. De cima para baixo: 1,2 X Th42, Trmaz, 10,99, 10,95,
Toneans Tmedian and L. A escala log,, —log,, foi usada.

Basicamente, a mesma informagao na Tabela 4 esta descrita na Figura 9, o qual mostra as
principais estatisticas do tempo de erradicagdo como funcao de ¢ na escala logig — logig

(melhor visualizagao), isto é, dados de média, mediana, desvio padrao, minimo e maximo
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do tempo de erradicaciao e os quantis 95% e 99%. Vamos denotar os tempos de erradicacao
com a letra T" e o subindice indicara especificamente o dado estatistico. A Figura 9 retrata
o tempo minimo 7T}, 0 MAXIMO Thpgz, 1,2 X Thpge (pois este valor serd usado na préxima
secdo), a (amostra) média Tyyegia, & (amostra) mediana Tiyediana © 0s quantis 95% e 99%
(amostras ou empiricos) quantis Tp g5 € Tpg9. Apenas a curva para T,,;, é marcada com
estrelas correspondendo as taxas de vacinagao listadas na Tabela 4.

Designar uma estratégia de vacinacao é um grande desafio para o sistema de
saude publica, pois sao limitados os recursos, vacinas, instalagoes, profissionais de satde e
o tempo. Iremos, portanto, tomar tais outras variaveis ao invés das variaveis estudadas
anteriormente pelo sistema deterministico (2.1) e pela simulagdo estocéstica associado,
mas o qual pode ser construido de tais variaveis. Iremos estudar as seguintes variaveis

agora:

o D(t) = E,(t) + I,(t) + R,(t), é o nimero de individuos vivos (individuos vivos no

tempo t) que tém sindo vacinados.

e D,(t) é o nimero acumulado de vacinas perdidas, isto é, o nimero de vacinas
administradas para individuos ndo deveriam ser vacinados até o tempo ¢ (se estes
individuos ainda estao vivos no tempo ¢ ou morreram antes do tempo t). E o
dinheiro gasto com as vacinas desperdigadas até o tempo t (vacinas administradas

para individuos nao suscetiveis). Para o modelo deterministico, usamos D,(t) =

t
J O(E(s)+ I(s) + R(s))ds. Para a simulagao estocéstica, usamo o acumulado D, (t)
0

que soma unidade por unidade para cada tempo que um individuo exposto, infectado

ou recuperado que é vacinado.

e V,(t)é o nimero acumulado de vacinas tteis administradas até o tempo ¢, isto é,
o nimero de individuos suscetiveis efetivamente vacinados até o tempo ¢ (se estes
individuos ainda estio vivos no tempo ¢ ou morreram). E o dinheiro gasto em vacinas
até o tempo t. Note que V,(t) difere de V (), o qual é o nimero de individuos

formalmente vacinados e ainda estao vivos no tempo t. Para o modelo deterministico
t
temos V,(t) = | ¢#S(s)ds. Para a simulacao estocastica, usamos o acumulo de V,(t)

0
que soma unidade por unidade para cada tempo que um individuo suscetivel é

vacinado.

Dessa forma, na simulacao estocastica, em cada passo no tempo avaliamos
se ocorreu a vacinag¢ao de um individuos suscetivel ou a vacinacdo de um individuo nao
suscetivel. Se ocorreu a vacinacao de um individuo suscetivel no tempo ¢, entao adicionamos
um a V,(t). Caso tenha ocorrido a vacinagdo de um individuo néo suscetivel no tempo ¢,

adicionamos um a D,(t).
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Figura 10 — Trajetérias deterministicas e estocasticas. Da esquerda para direita e de cima
para baixo as sub figuras: S(t); E(t), I(t), V(t), D(t), R(t), Va(t), Du(t), N().
As curvas mostradas sdo: trajetéria deterministica (preta), uma trajetéria
aleatdria escolhida da simulagao estocastica (ciano), a média (azul) e mediana
(verde) das 1.000 trajetérias simuladas, os quantis empiricos 2,5% (magenta)
e 97,5% (vermelho), os quais sao limitados por um intervalo de confianga de
aproximadamente 95%.

Na Figura 10, usamos o mesmo conjunto de parametros e as condi¢oes iniciais
utilizadas para fazer as Figuras 7 e 8, em um periodo de 7' = 10.000 dias (entretanto,
nas figuras o tempo é reduzido) e ¢ = 0,9¢.. Em cada subfigura, hd uma trajetéria
deterministica (curva preta), uma trajetéria aleatéria da simulagdo estocéstica (ciano)
para mostrar que estd no intervalo de 95% de confianca, a média (azul) e mediana (verde)
das 1000 trajetérias, bem como o quantil 2,5% (magenta) e quantil 97,5% (vermelho) todos
empiricos (os quais delimitam um intervalo de confianca de 95%). Note que na Figura 10,
a solucao deterministica para o nimero de individuos expostos e infectados mostra que
este niimero torna-se muito préximo de zero depois de aproximadamente 1.000 dias (os
valores sdo extremamente pequenos, fato que nao podemos garantir apenas olhando para
a figura) e aparentemente a doenga estaria préxima da erradicacdo. Entretanto, sendo
¢ < ¢., sabemos que, para o caso deterministico, o sistema convergira para o equilibrio
P* correspondente a ¢ = 0,9¢, e a doenca nao serd erradicada. De fato, podemos ver que
ha um surto no nimero de infectados mais expostos em torno de 8.000 dias e, em um
tempo futuro, veriamos que tal nimero se aproxima, de forma oscilatéria, do seu valor de
equilibrio endémico.

Para simulacao estocastica, até mesmo se ¢ < ¢., a erradicagdo ocorrera, e
pode ser que o tempo de erradicagao aleatério ocorra, para trajetorias que simulamos,
antes do dia 2.000. No dia 10.000, o desperdicio de vacinas nos individuos vivos, D(t), é em

torno de 40.000 vacinas e o desperdicio acumulado de vacinas, D,(t), é em torno de 60.000
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vacinas, valores que sao maiores do que os niimero correspondentes de vacinas efetivas V()
(ntmero de vacinados efetivas em individuos vivos) e V,(t) (nimero de vacinas efetivas

acumuladas).

2.3 Ajuste da distribuicao do tempo de erradicacao

Nesta secdo vamos ajustar distribuigoes para a distribuicdo do tempo de
erradicacao, e dessa forma, estabelecer qual seria a melhor distribuicao que representa os
tempo de erradicacdo. Com tal distribui¢do, poderemos avaliar os quantis de interesse em
funcao de ¢.

Vamos utilizar o método da estimagao do logaritmo da Maxima Verossimilhanca
[34] para ajustar a melhor distribuigdo para os 1000 dados que obtemos através das
simulacoes de Monte Carlo. As distribui¢oes que escolhemos como possiveis ajustes sao a
distribuicao Gama, distribui¢do Lognormal, distribuicao Gumbel generalizada com trés
pardmetros, distribuigdo Weibull, distribuigdo Gumbel (conhecida como distribui¢ao de
valores extremos) e distribuigdo Gaussiana inversa.

Antes de enunciar as defini¢oes das distribui¢des que utilizaremos, necessitamos

de alguns conceitos.

Definicao 1. Seja 2 o espaco amostral do experimento. Todo subconjunto A < ) serd
chamado evento. Q0 é o evento certo, & o evento impossivel. Se w € 2, o evento {w} é

dito elementar (ou simples) [68].

Definicao 2. Um evento A ao qual atribuimos uma probabilidade serd chamado evento
aleatdrio [68].

Definigao 3. Seja A a classe de eventos aleatorios tal que admite as sequintes propriedades:

Qe A (definimos P(Q) = 1);

Se Ae A, entio A°e A e P(A°) =1— P(A);

e Se Ae AeBe A, entio Au Be A;

00]
e Se A, e Aparan=1,23,..., entdo U A, € A.
n=1

Entao A é dita uma o-dlgebra de subconjuntos de Q [68].

Definigao 4. Uma varidvel aleatoria X em um espago de probabilidade (€2, A, P) é uma

fungao real definida no espago 2 tal que [ X < x| € evento aleatdrio para todo x € R, isto

é, X : Q — R € varidvel aleatoria se [X < x] € AVx e R [68].
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Definigao 5. [68] A funcio de distribuicao da varidvel aleatéria X, representada por Fx

ou simplesmente por F', é definida por
Fx(z) = P(X <x),xeR. (2.7)

Defini¢ao 6. A varidvel aleatoria X é (absolutamente) continua se existe uma fungdao
f(z) =0 tal que
o0
Fy(z) J F(#)dt ¥z e R.
—0
Dizemos que f € fungio de densidade de probabilidade de X [68].

Definig¢ao 7. Uma fungao f(x) = 0 é densidade de alguma varidvel aleatdria se, e somente

JOO f)dt =1, (2.8)

ja que neste caso neste caso F' definida por
F(zx) = J f(t)dt
—00

é fungao de distribui¢io [68].

Seguem as defini¢oes das distribuigdes consideradas.

Definicao 8. A wvaridvel aleatoria X, assumindo valores positivos, tem uma distribuicao

gama com parametros p >0 e B > 0, se sua f.d.p. for dada por
1
flx;p;8) =1 Tlp)Br

, x <0,

" exp(—x/B), x>0

)

Q0
em que T'(p) € a fungao gama dada por T'(p) = f exp(—z)z” tdx, p > 0 [60].
0

Definicdo 9. [60] A v.a. X tem distribuicio lognormal, com pardmetros v e o*, —0 <

v<mw,o0?>0,seY =In(X) tiver distribuicio normal com média v e variancia o*. A
f.d.p. de X tem a forma
1 In(z) —v
—erp(—1/2(———
flz) =< zoV2rm P12
0, r < 0.
Definigao 10. A v.a. X tem distribuicao Gumbel generalizada, ou distribuicao de valor

extremo generalizada, com parametros de localizagdo v, escala o e forma K se

fla; Kiv;o) = ie:cp <— (1 +K(xgy))_l/K> ((l +K<x;V)>_1_1/K> )

para 1+ K(z —v)/o > 0. O parametro K > 0 corresponde ao tipo Il e para K < 0 ao tipo
III. Se K =0, temos o tipo I da distribuicao.
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Definicao 11. A v.a. X com parametros a e b tem distribuicao Weibull se

abz’texp(—az®), x>0
flz) =
0, <0

em que a e b sao constantes positivas [60)].

Definicao 12. A v.a. X com parametros v e o tem distribuicio Gumbel se

f(z;v;0) = 0 teap <x ; V> exp (—exp <$ ; V)) .

Definicao 13. A v.a. X com parametros v > 0 e A > 0 tem distribuicio Gaussiana

BN ER E S

muersa se,

23 202

[63].

2.3.1 Estimador de Maxima Verossimilhanca

Considere as variaveis aleatérias Xji,..., X,, provenientes de uma distribuicao
discreta ou continua para os quais a funcao de densidade de probabilidade, defini¢ao 7,
é f(z|o), onde o pardmetro o pertence a algum espago de pardmetros % e pode ser um
escalar ou um vetor. Assim, para cada vetor = (z1,...z,) na amostra, o valor da f.d.p. é

denotado por f,(x|o).

Defini¢ao 14. Quando a funcao de densidade de probabilidade f,(x|o) das observagoes
em uma amostra aleatoria é considerada como uma funcao de o para dados valores de

X1, ..., T, € chamada fung¢io de verossimilhanga. Podemos denotar f,(x|o) por,

n

falalo) = [ f(z50).

i=1

Afim de estimar um valor de o para que o vetor observado da amostra (z1, ..., z,) seja, de
fato, proveniente da distribui¢ao considerada, a funcao f,(x|o) deve ter um valor muito
alto, ou seja, a probabilidade deve ser a maior possivel de (z1,...,x,) ser uma amostra

observada da distribui¢ao considerada.

Defini¢ao 15. Para cada possivel vetor observado x, seja £(x) € Q que denota o valor de
o € Q, para o0s quais a fungdo de verossimilhanga f,(x|o) € mdrima e seja 6 = £(X) o
estimador de o definido dessa forma. O estimador & é chamado de estimador de maxima
verossimilhanga de o. Conforme X = x é observado, valor {(x) é chamado uma estimativa

de mdzima verossimilhanga de o [34].
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Para ajustar os parametros de cada distribuicao que vamos considerar, utiliza-
mos os pacotes do Matlab R2010b. Assim, para distribuigdo Gama ha o pacote gamfit,
para distribuicdo Lognormal ha o pacote lognfit, para distribuicdo Gumbel generalizada
o pacote gevfit, para distribuicao Weibull wbfit, para distribuicdo Gumbel evfit e para
distribuicao Gaussiana inversa nos calculamos de forma analitica os estimadores. Em
todos os pacotes utilizados, obtemos os valores dos parametros ajustados e os intervalos
de confianca de 95%.

Assim, apés ter os parametros ajustados, nés utilizamos outros pacotes do
Matlab R2010b para calcular a Estimativa da Maxima Verossimilhanca. Na definicao de
fungao de verossimilhanca, defini¢cao 14, se aplicarmos o logaritmo, no lugar do produtério

teremos um somatoério e, assim,
L(o) = —~log(fa(alo)) = = Y log(f(xi; 0). (2.9)
i=1

O sinal negativo na equagao (2.9) é por conta de que as parcelas do somatorio sao negativas
e, assim, multiplicando por —1 teremos uma func¢ao positiva. Portanto, minimizar a fungao
(2.9) é o mesmo que maximizar seu oposto.

A distribuicdo que mais bem se ajusta aos dados é aquela que tem o menor
log-verossimilhanga. Dessa forma, para os 35 valores de ¢, os ajustes foram feitos para obter
os parametros de cada distribuicao. Na Tabela 5 estao os valores do logaritmo da maxima
verossimilhanca para cada distribuicao e a distribuicao melhor ajustada esta destacada.
Os valores dos parametros ajustados de cada distribui¢ao, assim como os intervalos de
confianca, estdo nas Tabelas 21-27 disponiveis no Apéndice B.

Os valores do negativo do logaritmo da maxima verossimilhanca estao contidos

na tabela seguinte. Os valores em negrito indicam os menores valores.
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Tabela 5 — Valores do negativo do log-verossimilhanga para cada distribuicao ajustada.

DistribuicGes
10) Gama Lognormal  Gumbel Gen. Weibull Gumbel  Gaussiana inversa

0 7.832,0279 7.830,1385  7.844,6634 7851,7226  8.402,5934 7.836,1115
0,1¢. 7.663,3911 7.647,5620  7665,6811 7.688,1924  8.241,1334 7.645,0079
0,3¢. 7.414,1176 7.408,3600  7412,1205 7.446,1295  7.932,6692 7.415,9812
0,5¢. 7.149,6149 7.158,7329 7152,9468 7.179,7204  7.567,6411 7.165,9805
0,7¢. 6.916,3105 6.948,0643 6920,0182 6.925,7255  7.248,9396 6.959,3546
0,9¢. 6.785,7387 6.805,1707 6791,8467 6.801,0473  7.034,6327 6.808,7633
¢. 6.715,5698 6.740,5297 6717,9790 6.729,5792  6962,8239 6.749,4483
1,1¢. 6.656,4454  6.694,5928 6.650,8472  6.649,8714 6.823,3326 6.705,1059
1,3¢. 6.573,6112 6.599,4349 6573,9449 6.585,9254  6.796,3010 6.607,6275
1,5¢. 6.530,0149  6.561,9271  6.526,8688  6.532,2783  6.719,4561 6.569,1975
2¢. 6.333,3679  6.356,0619  6.333,0959  6.344,6776  6.524,3604 6.360,4681
2,3¢. 6.208,2776  6.234,4061  6.202,8511  6.213,7452  6.357,0293 6.239,8722
2,5¢. 6.192,0721  6.217,2538  6.190,1679  6.207,7713  6.402,2150 6.223,7086
3. 6.045,1894  6.069,1111  6.038,4314  6.046,4895 6.165,1875 6.072,5790
5¢. 5.794,2762  5.811,6804  5.792,3747  5.808,6121  5.944,3594 5.813,7284
6. 5.652,7223  5.672,6627 5.648,6851  5.671,8439  5.803,2922 5.677,4493
The 5.568,6737  5.581,1021  5.566,8242  5.590,1777 5.707,7339 5.582,0436
8¢, 5.530,9181 5.548,9692 5.526,8963 5.546,1348  5.665,5541 5.551,7799
9, 5.401,2862  5.413,2325  5.402,1564  5.435,1392  5.575,6797 5.415,1952
10¢. 5.353,2862  5364,3457 5.352,0101 5.387,9859  5.516,4554 5.366,7348
50¢.  4.492,9199 4.494,8146  4.494,8833 4.557,1267  4.693,6334 4.495,4598
100¢. 4.170,6724 4.166,2126  4.166,5787 4.259,9707  4.392,3109 4.166,6312
150¢. 4.000,6071  3.997,8154  3.998,1612  4.078,0735 4.197,6464 3.997,8544
2000, 3.956,6966  3.947,9663  3.944,3604  4.049,1994 4.181,6524 3.947,8286
300¢. 3.831,7104  3.815,1505  3.801,3487  3.958,8587 4.133,9153 3.815,2979

Seguem alguns exemplos dos ajustes para cada distribuicao considerada.

250 6000

—— Tempo extingédo
> Média

*  Mediana
—— Quantial 2.5%
- - Quantial 97.5%

50001

Média sup

4000+
+ Média inf

Frequéncia e distribuigao lognormal
Dados estatisticos

o

~1000 . . . . .
0 200 400 600 800 1000

2000 4000 6000 8000
Tempo (dias) Numero de iteragdes

Figura 11 — Ajuste da distribuicdo lognormal com v = 6,087 e ¢ = 0,4445 nas 1.000
simulagoes para todos os graficos com ¢ = 0.



Capitulo 2. FEstudo do tempo de erradicagio de doengas e metodologia para campanha de vacinagio 65

1401

1201

100

80r

601

Frequéncia e distribuicao weibull

40t

201

500
Tempo (dias)

Figura 12 — Ajuste da distribuigdo Weibull com a
simulagoes para todos os graficos com ¢
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Figura 13 — Ajuste da distribuicdo Gumbel com
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nas 1.000 simulagoes para todos os graficos com ¢ = 2,3 x ¢..
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Figura 14 — Ajuste da distribui¢ao gama com p = 24,678 e 8 = 4, 4135 nas 1.000 simulagdes
para todos os graficos com ¢ = 50 x ¢..

A distribui¢ao Gumbel generalizada apresenta o maior valor para o logaritmo
da maxima verossimilhanca, Tabela 5, logo ¢ a que mais bem se ajusta ao dados, sendo
22 vezes a melhor distribuicdo. Entretanto, é uma distribuicdo mais complexa que as
demais, j4 que conta com trés parametros. A segunda distribuicdo mais bem ajustada é a
distribuicao Gama, com 7 vezes a melhor ajustada, mais simples com dois parametros.
As distribui¢bes Gama, Lognormal, Weibull, Gumbel e Gaussiana inversa tém dois parame-
tros e a distribuicao Gumbel generalizada tem trés parametros. Dessa forma, ¢ interessante
utilizar a distribuicao mais simples para representar os dados dos tempo de extingao.

Para comparar as distribui¢coes que tém diferenca no nimero de parametros,
vamos utilizar o critério AIC, Akaike Information Criterion [35], método que admite a
existéncia de um modelo real conhecido que descreve os dados. Esse critério é utilizado
para avaliar a qualidade de um dado modelo em relagao a outros e o critério AIC que
apresentar o menor valor é considerado o mais apropriado.

A férmula para o calculo do critério é a seguinte:

AIC = 2k — 2In(L), (2.10)

em que k é o numero de parametros da distribuicao considerada e L é o maximo valor da
funcao de verossimilhanca.
Dessa forma, avaliamos todos os modelos considerados: Gama, Lognormal,

Gumbel generalizada, Weibull, Gumbel e Gaussiana inversa.
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Tabela 6 — Comparacao dos valores do critério AIC para seis distribui¢oes consideradas.

Critério AIC para distribuigoes
) Gama  Lognormal Gumbel gen. Weibull =~ Gumbel Gaussiana inv.

0 15.512,18 15.512,78 15.540,75  15.549,52 16.460,92 15.525,73
0,1¢. 15.276,62 15.272,10 15.293,27  15.324,39 16.317,92 15.284,28
0,3¢. 14.751,83 14.722,03 14.739,91 14.826,19 15.784,29 14.725,19
0,5¢. 14.226,06 14.281,76 14.238,46  14.255,98 14.875,74 14.313,16
0,7p. 13.935,11  13.972,77 13.937,09 13.993,60 14.754,78 14.005,35
0,9¢. 13.553,59  13.608,92 13.560,27  13.573,53 14.019,50 13.627,89
¢,  13.397,11  13.448,07 13.404,33 13.412)99 13.823,17 13.457,99
1,19, 13.324,59 13.377,91 13.328,41 13.334,74 13.688,81 13.389,69
1,30, 13.209,49 13.256,47 13.215,81 13.235,04 13.656,98 13.266,61
1,5¢. 13.029,69 13.110,82 13.013,48  13.014,44 13.347,74 13.135,02
2¢. 12.720,70  12.779,81 12.714,50 12.731,46 13.070,02 12.796,75
2,3¢. 1244956 12.511,46 12.435,87  12.451,50 12.738,61 12.527,95
2,5¢. 12.411,06 12.473,48 12.404,16 12.411,09 12.756,91 12.486,55
3. 12.211,70 12.281,69 12.192,77  12.202,12 12.485,23 12.300,33
5¢. 11.618,00 11.663,99 11.607,05  11.626,37 11.864,57 11.671,41
6¢. 11.303,40 11.336,12 11.303,60  11.349,79 11.637,18 11.342,93
T¢p. 11.250,07 11.289,42 11.242,94  11.280,65 11.533,33 11.297,63
8¢, 11.059,33  11.095,00 11.052,81 11.087,31 11.319,94 11.100,32
9¢. 10.905,37 10.931,26 10.905,50 10.974,55 11.259,64 10.937,26
10¢. 10.720,94 10.736,68 10.722,89  10.792,04 11.047,66 10.738,02
50¢.  8.978,72 8.975,59 8.977,64 9.119,34  9.378,12 8.975,83
100¢. 8.369,60  8.352,01 8.347,18 8.562,92  8.835,71 8.351,82
150¢. 8.035,13  8.029,01 8.028,81 8.169,75  8.375,29 8.028,03
200¢.  7.955,95 7.941,95 7.940,68 8.138,33  8.413,67 7.942,46
3009, 7.640,91 7.614,78 7.609,38 7.912,20  8.352,98 7.616,30

A distribuicdo que melhor se ajusta aos dados, ja que aparece mais vezes com o
ntimero menor pelo critério AIC, é a distribuicdo Gumbel generalizada. Isso era esperado,
ja que quanto mais parametros tem a distribuicao melhor pode ser a aproximagao da
distribuicao real. Desconsiderando a distribuicao Gumbel generalizada, a distribui¢ao
Gama é a que aparece mais vezes com o menor valor via critério AIC, segundo a Tabela 6.
A diferenga nos valores do critério AIC para distribuicdo Gama e Gumbel generalizada é
pequena, como pode ser visto na Tabela 6.

Além disso, note que para valores da taxa de vacinacio entre 0, 1¢, = 2,19x107°
até 1000, = 2,19 x 1073, os valores do negativo dos logaritmos da maxima verossimilhanca,
Tabela 5, para distribuicoes Gumbel generalizada e Gama nao sao muito distantes. Portanto,
consideraremos a distribuicao Gama como a distribuicao dos tempos de erradicacao a

distribuicao representativa.



Capitulo 2. FEstudo do tempo de erradicagio de doengas e metodologia para campanha de vacinagio 68

2.3.2  Ajuste dos parametros da distribuicdo escolhida

A distribuicdo Gama, Definicao 8, sera a distribuicdo que representara a

distribuicao dos tempo de exting¢ao, lembrando que ela é descrita por:

1
flaip;8) = T(p)s”

0, x <0,

" texp(—z/B), >0

em que f(x;p; 3) é a fungao de densidade de probabilidade com pardmetros p > 0e 5 > 0.

Dada a distribuigao ajustada, podemos avaliar os quantis, médias e medianas do
tempo de extingdo. Dessa forma, as fungoes ajustadas Fp g5(¢) (equacao (2.20)) e Fpoo(9)
(equacao (2.21)) podem ser substituidas pela aproximagao da distribui¢do. Mais ainda, o
ajuste dos parametros p e [ da distribuicdo Gama permite-nos uma nova aproximacao
para o calculo de médias, medianas e quantis.

Na Tabela 21 (Apéndice B) estao contidos os valores dos parametros p e 3, em
fungao dos valores de ¢, que foram obtidos ao ajustar a distribuicao Gama para cada valor

de ¢.

A Figura seguinte apresenta o comportamento dos parametros p e 5 em funcao de ¢.

soy 500
4501
%) 400t
3501
20¢
3001
< Tosg
Sl S50
2001
10 150
100
5¢ 50l
. . . . . 0t T T T r
0 05 1 15 2 0 05 1 15 2
¢ ¢

Figura 15 — Comportamento de p(¢) (figura da esquerda) e de §(¢) (figura da direita).

Para cada valor de ¢ temos os valores de p e §. Entretanto, temos apenas 35
valores de ¢. E de grande interesse ajustar as curvas de p e § como fungoes de ¢ para um
intervalo continuo, pois assim seriamos capazes de, de forma aproximada, determinar os

valores de p e 0 para qualquer valor de ¢.
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Figura 16 — Comportamento de p(¢) (figura da esquerda) e de 5(¢) (figura da direita) na
escala log1g — logyp para melhor visualizacao.

Entretanto, nota-se que o comportamento do parametro p tem um crescimento rapido
para pequenos valores de ¢ e para outros valores, ¢ > 0,032, um crescimento muito baixo,
quase estacionario. Dessa forma, vamos fazer uma mudanca de variaveis para p e 5 com o

objetivo de obter uma curva mais suave. As mudancas sao as seguintes:

v(@) = p(@) x B(¢) e (o) =/p(d) x B(¢), (2.11)
logo,
_V(9) _%(9)
o) = gy © 0= T8 (212

Dessa forma, a distribuicao Gama serd dada por,

(&)

o2

v2/o?)—1 2
W&:( 7)Y ewp(—av/o?). (2.13)

flzv0) =
Com a mudanca de variaveis por v(¢) e o(¢) (equagoes (2.11)), o comporta-
mento dos pardmetros novos é préximo de fungoes do tipo q(¢)/p(¢), isto é, mais facil de

ajustar como pode ser visto na Figura 17.
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Figura 17 — Comportamento dos parametros v e o (equagao (2.11)) da distribuigao repa-
rametrizada gama (2.13).
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Figura 18 — Comportamento dos parametros v e o na escala logig — logyp para melhor
visualizagao (equagdo (2.11)) da distribuigdo reparametrizada gama (2.13).

Nota-se que o comportamento dos parametros v(¢) e o(¢), Figura 17, sao
semelhantes com o comportamento dos quantis 95% e 99% na Figura 9. As fungoes v e o

(equagoes (2.11)), representadas na Figura 17, podem ser ajustadas por fungdes do tipo

a
— + K. 2.14
¢+ @b * (2.14)

O parametro K é determinado de forma especial. Ele sera ajustado com uma simulacao

em que “¢ = o0”, pois as fungdes v e o tém um comportamento assintotico quanto ¢ — oo.
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Sejam entao as aproximacoes para v e ¢ respectivamente,

a p

I/((b)mcﬁ—qﬁb—i_[(l € U<¢)%T+¢q

e (2.15)

deveremos determinar as constantes a, b, ¢, p, r e q.
Tal ajuste nos servira de ponto inicial para realizar um ajuste conjunto do negativo do
logaritmo da fun¢ao da maxima verossimilhanga, isto é, teremos 35.000 simulagoes ja que
sao 1.000 simulagoes para cada taxa de vacinagao ¢ e 35 valores de ¢ entao usaremos
todos estes dados para ajustar os parametros de uma vez.

Para o ajuste dos parametros a, b, ¢, p, r e ¢ obtemos: a = 2,245, b = 0,713,
c = 0,002311, p = 0,08191, ¢ = 0,9823 e r = 0,000121, que foram obtidos através do
método de Levenberg-Marquardt e os parametros assintoticos Ky = 39,75 e Ky = 9,796
(através das simulagoes com “¢ = 0”).
Para o ajuste simultaneo, minimizaremos a fun¢ao conjunta do negativo do logaritmo da

maxima verossimilhanca:

35 1000

L(a7 bv Gp,T, Q) == 2 Z lnf(ka I/(¢k)7 0(¢k)) =
k=1 i=1

R o (5)- - 2) - Hr).

1.000
1

em que X, = 1000 Z X4 ¢ a média dos 1.000 tempos de erradicacao para ¢ e W, =
]

1 Lo0o
1000 In(X};) média dos logaritmos dos 1.000 tempos de erradicagao para ¢y.
: i=1

Para minimizar o funcional (2.16) utilizaremos o pacote fmincon do Matlab
R2010a, que determinar o minimo para fungoes escalares de varias variaveis com restrigoes

lineares, para dado ponto inicial. Dessa forma os passos sao os seguintes:

Ajustaremos as constantes a, b, ¢, p, r e g através do método utilizado para ajustar

as aproximagcoes dos quantis 95% e 99%;

e Com o ajuste teremos os pontos iniciais ag, by, co, po, o € qo para iniciar o pacote

fmincon;

Obteremos os novos coeficientes a*, b*, ¢*, p*, r* e ¢* e 0s novos ajustes v* e o*;

Por fim, obteremos os ajustes de p* e 8%,

() = v (9)*/o™(9)?

B*(¢) = 0™ (9)*/v*(9)".
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O pacote fmincon nos oferece além dos valores de minimo que serdo os parame-
tros a*, b*, c*, p*, r* e ¢*, informacgoes como a matriz Hessiana, o gradiente da funcéo, a
quantidade de iteragdes entre outras. Assim, com a matriz Hessiana, poderemos determinar

os intervalos de confianca para cada constante ajustada.
Na tabela seguinte estao contidos os valores dos pardmetros das equagoes (2.15)

ajustados simultaneamente, assim como os intervalos de confianca de 95%.

Tabela 7 — Valores das constantes ajustadas das fungdes (2.15) como ponto inicial para
ajuste simultaneo.

Parametro Intervalo de confianca de 95%
a 3,005 3,04 3,083
b 0,681 0,683 0,684
¢ 0,003 0,0034 0,0035
D 0,21 0,24 0,363
q 0,847 0,86 0,87
T 0,00034 0,00037 0,00039

Temos os ajustes de v* e ¢, provenientes da minimizacao do funcional (2.16).
Consequentemente, obtemos os ajustes p* e 8%, ajustes 6timos por meio dos pardmetros
OF gy - 7O
o*(¢)? v ()*

*

a*, b*, c*, p*, r* e ¢*. Dado que p*(¢) =

3,04 3,7 x 1074 4 ¢%86

2 2
* = 39,75
o) <3,4 X107 + g0 | ) (0, 24 +9,796(3,7 x 104 + ¢0-86)>
(2.17)

) 0,24 2 3,4 x 1073 4 068 2
B (Gb) = —4 0,86 + 9,796 -3 0,68 )
3,7 x 104 + ¢% 3,04 + 39,75(3,4 x 1073 + ¢068)
(2.18)

A figura seguinte mostra os parametros p e [ e seus respectivos ajustes p* e B*.
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25f

log, o (n(®)) e log, (s (#))
log, ,(8(9)) e log, , (5 (4))

0.5f
0.5

-4 -3 -2 -1 0 -4 -3 -2 -1 0
log, ,(9) log,,(¢)

Figura 19 — Os pardmetros da distribuigao Gama p e § (curvas pretas com estrelas) e os
respectivos ajustes p* e f* (curvas vermelhas continuas).

Note que o pardmetro p* (equacao (2.17)), proveniente do ajuste conjunto, se
aproxima razoavelmente bem de p para valores da taxa de vacinacao entre 0 e 100¢, =
2,19 x 1072, J4 o ajuste de 3 dado por B* (equacio (2.18)) se ajustou muito bem em todos
valores da taxa de vacinagao.

Nao tomaremos valores muito grandes da taxa de vacinacao como 3.000 x ¢,
pois consideraremos custos e uma taxa de vacinacao muito grande elevara os custos com a

campanha de vacinacao.

2 ! ! ]
0 0.5 1 2.19

¢ %1078

Figura 20 — Pardmetro p (curva preta com estrelas) e o ajuste 6timo p* (curva continua
vermelha) para taxa de vacinagdo no intervalo de 0 a 100¢..
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O ajuste de p* se aproxima razoavelmente de p, como pode ser visto na figura 20.

Com os ajustes p* e * podemos calcular a distribuicio Gama para qual-
quer valor da taxa de vacinagdo ¢, dada pela equagao (2.13). Logo é possivel determinar os
quantis dos tempos de erradicacao por meio da distribuicao Gama ajustada. Para efeitos
comparativos, no apéndice estao os quantis dos tempos de erradicagao para da distribuicao
Gama dos 35 valores da taxa de vacinacao. Os valores da distribuicao dos tempos de
erradicacao por meio da distribuicaio Gama com os parametros p* e 8* estao na Tabela
28, no Apéndice B.

Para efeito de comparacao, vamos tomar o quantil 99% empirico dos tempos
de erradicacdo, representado por Tpg9 € 0 ajuste do quantil empirico 99% dado pela

distribui¢do Gama com os pardmetros p* e B*.

n n © »w
w ~ — 3}
T T T T

Iogm(QuantiI 99% dos tempos de erradicagédo)
o
T

L L L L L L |
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5
log, (6)

'3
L

1
A4
3

1
I

|
m4
(9]

|

Figura 21 — Comparagao entre o quantil empirico 99% T g9 (curva preta com estrelas) e
quantil 99% pelo ajuste da distribui¢io Gama (curva vermelha lisa).

Na figura 21 temos duas curvas, a curva preta com marcadores estrelas é a curva do quantil
empirico para os 35 valores de ¢. J4 a curva vermelha lisa é o ajuste do quantil 99% da

distribuicdo Gama.

Através do ajuste de dos parametros da distribuigio Gama em funcao da taxa
de vacinacao ¢, podemos avaliar o quantil 99% dos tempos de erradicagao para qualquer
¢ = 0. Dessa forma, nao seria necessario fazer novas simulacoes para diferentes valores de

¢ do que ja possuimos.

2.3.3 Aplicacao

Das 1.000 trajetérias da simulacao estocastica para um dado valor de ¢, podemos

obter as distribui¢oes empiricas dos tempos de erradicacao T'(¢) baseado nas 1.000 amostras
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para cada valor de ¢, o qual é uma aproximagcao para a distribuicao verdadeira. Os quantis
desta distribuigao sdo de grande importancia, pois indicam com certa probabilidade qual
seria o tempo em que ocorreria a erradicacao da doenga. Eles nao podem ser obtidos
analiticamente, mas podem ser obtidos aproximadamente por quantis empiricos das 1.000
amostras, como o quantil empirico 95% (Tp95(¢)) e o quantil empirico 99% (75.99(¢))
mostrado na Tabela 4 e na figura 9. Por exemplo, se uma taxa de vacinacao ¢ é aplicada,
segue que a probabilidade que a doenga seja erradicada antes do tempo Tp5(¢) (em
dias) (Tp99(¢)) é aproximadamente 95% (99%). Outros dados como a média, mediana
e os quantis 2,5% e 97,5% da distribuicao dos tempos de erradicacdo também foram
calculados e estao contidos na Tabela 29, no Apéndice B, bem como também os intervalos
de confianca de 95% (Tabelas 30, 31 e 32).

E conveniente usar outras aproximacoes para os quatis 95% e 99% baseado
nas expressoes para estes quantis como funcgoes de ¢. Nos determinamos aproximacgoes
razoaveis, através dos nossos dados, dadas por fungoes da forma:

F(g) = c—f¢b + K, (2.19)
em que os coeficientes da fungdo (2.19) devem ser determinados por um método numérico.
O coeficiente K serd dado por uma simulacgao especial, na qual consideraremos ¢ = co. As
dimensoes dos coeficientes da fungao (2.19) sao: [a]= adimensional, [b]= adimensional,
[c] = T' e [K] = T. Dessa forma, para cada taxa de vacinacdo ¢, F(¢) associa um
tempo T de erradicagao da doenca. As funcoes obtidas para os quantis 95% e 99% sao

respectivamente dados por:

2,56
Foos(9) = O T 1192 x 109 58,4878 (2.20)
(S
2,308
Fg9() = S0 T 7 687 X 101 71, 5959. (2.21)

As fungoes (2.20) e (2.21) foram ajustadas para os quantis empiricos usando o pacote cftool
do Matlab R2010a. O pacote cftool do Matlab utiliza o método de Levenberg-Marquardt
[61]. Os coeficientes estao contidos em um intervalo de confianga de 95%. Para aproximagao
F0,95(¢)3
a € (2,437;2,683)
be (0,748;0,7599) (2.22)
ce (1,136 x 1073, 1,248 x 107?).

Para aproximacao Fg9(9):

a € (2,181;2,436)
be (0,7811;0,7946) (2.23)
ce (7,687 x 1074;8,101 x 107%).
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Para calculo dos intervalos de confianca da constante K, utilizaremos o método
Maritz-Jarret [42]. Para o coeficiente K da fungao (2.20) temos 58,262 < K < 58,714 e
para fungao (2.21) temos 71,149 < K < 72,043.

O ponto inicial para o método aproximar a fungao é gerado pelo proprio pacote,
mas hd uma opcao de escolha. Dado que os quantis 95% e 99% indicam uma probabilidade
de sucesso da erradicacao de 95% e 99% respectivamente, nao apresentaremos os ajuste
para mediana dos tempo de erradicagio, pois nao desejariamos que em 50% das simulagoes
nao obteriamos a erradicacao da doenca. O objetivo é sempre erradicar a doenga ou reduzir

o maximo possivel os efeitos da doencga na populacao.

34

3.2

28
26
241

221

109, 4(To,65(6)) € 109, (Fos (6)

log, ()

Figura 22 — Aproximagao para o quantil 95% do tempo de erradicagdo como fungao de
¢: quantil empirico Tj 95(¢) (curva vermelha) e Fpo5(¢) dado por (2.20 curva
azul). A escala usada foi log,, — logy,.

A figura 22 mostra, na escala logio — logip (para melhor visualizagdo), as duas
aproximagoes para o quantil 95% do tempo de erradicacdo: o quantil empirico Tj g5(t)

(vermelho) e Fjo5(¢) dado pela equagao (2.20) (azul).

2.562

10g,4(T5 90(¢)) € 109, (Fgq(9)

1 1 j: 1
-4 3 60 2 -1 0
10g,4(¢)

Figura 23 — Aproximagao para o quantil 99% do tempo de erradicagdo como fungao de
¢: quantil empirico Tj g9(¢) (curva azul) e Fpg9(¢p) dado por (2.21). A escala
usada foi log;, — log,.
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A figura 23 é similar, mas descreve a aproximacao do quantil 99%; apesar de
ser Fp9(¢) uma boa aproximacido para pequenos valores de ¢, ndo é razoavel para valores
intermediarios de ¢. Esta figura também serd usada na aplicacdo seguinte.

Aplicacgao: Suponha que as autoridades do sistema publico de satide desejam
erradicar a doenga em 365 dias e que a taxa de vacinagao seja requerida alcancar 99% de
probabilidade de sucesso.

Nés podemos usar uma aproximacao do tempo de erradicacao do quantil 99%
verdadeiro, através da funcao Fpg9. Para determinar o valor de ¢ tal que Fpo9(¢) = 365,
basta inverter a fungao Fyoe(¢), dado que essa fungdo é continua e bijetiva em toda reta

real nao negativa. O valor de ¢ serd dada por:

10.000

2,308 2\ 7.879
L L 10~ 2.24
¢ (D—71,5959 7,687 x 10 ) ’ (224)

em que D ¢é a quantidade de dias que se deseja obter o sucesso da campanha. Para o
caso da aplicacdo, D = 365 e logio(365) = 2,562, o valor de ¢* = 1,9 x 10~ por dia. O
valor mais préximo de Ty g9 é igual a 2,09 x 10~ por dia, que corresponde ao valor de
l0g10(0,00209) = —2,680. Com a taxa aproximada de ¢, espera-se obter a erradicagao da
doenca ao final de 365 dias com probabilidade de 99% de sucesso.

Uma vantagem em se ter uma aproximagao como a fungao Fp g9 € conseguir determinar um
valor aproximado de ¢ para qualquer tempo desejado. Isso nao ocorre com a distribuigao
empirica dos tempos simulados, pois temos somente 35 valores para a taxa de vacinacao

simulados.

2.4 Politicas de vacinacao

Nesta se¢ao, baseado na simulacao estocéastica SEIRV, introduziremos as ques-
toes das politicas de vacinacao pretendidas para erradicar a doenca. Assumimos que as
politicas de vacinagao consistirao da escolha de uma campanha de vacinagao caracterizada
por dois itens: a taxa de vacinagdo ¢ e a duragdo de tempo da campanha, o qual denotare-
mos por 6.

Dada uma campanha de vacinacao, varios critérios de avaliagao podem ser

usados, como:

e Duracao da campanha #: Esta é uma parte da campanha, mas combinado com
a probabilidade de sucesso, é também um importante critério de avaliacao por si

mesmo, ja que quanto mais rapido eliminarmos a doenca melhor.
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e Probabilidade de sucesso: Por este sucesso queremos dizer que, no fim da duracao

da campanha, a doenca ter sido erradicada.

e Numero de vacinas administradas: No caso sintomatico, isto é V,(6). No caso as-
sintomatico, isto ¢ V,(0) + D,(#). Os custos s@o relativos as vacinas e a estrutura
utilizada para realizar a campanha de vacinacao. Pode-se adaptar nossa metodologia

para custos de estrutura.

Consideraremos uma simples estrutura de custo tomada pelos custos da in-
fraestrutura (incluindo custos fixos pessoais) e por vacinas administradas (incluindo os
custos de vacina em si e os custos pessoais atribuidos a cada vacina, por exemplo quando
os profissionais de satude sao contratados temporariamente na proporcao do nimero de
vacinas a serem administradas ou sdo pagos por um preco fixado por vacina administrada).
Seja Cy o custo da estrutura diaria ao longo da campanha e C, o custo por vacina ad-
ministrada. Entao, o custo total é, respectivamente, para o caso sintomatico e o caso

assintomatico:

Cty =Cyx 0+ C, x V,(0) (2.25)

Oty = Oy x 0+ Cy x (Va(0) + Dy(6)). (2.26)

Note que podemos fazer uma comparagao simples entre os dois casos ja que os colocaremos
juntos na mesma figura. As fungoes (2.25) e (2.26) representam o custo total dependente
do tempo de campanha (erradicagdo) e o nimero de vacinas. Observe que o tempo de
erradicacao em funcao da taxa de vacinagao diminui, ja que estamos vacinando mais
pessoas, como mostrado na Figura 9, enquanto que o niimero de vacinas aplicadas aumenta
com a taxa de vacinagao, como mostrado na Figura 24.

Estes critérios de avaliacdo, os quais sao em momentos conflitantes, ajudarao o
gestor a determinar a escolha da campanha de vacinacao a ser tomada dentre diferentes
situacoes.

Nesta secao, consideraremos, para uma proposta ilustrativa, algumas diferentes
estratégias e avaliacoes de critérios para simulagao estocastica SEIRV através das simulacoes
de Monte Carlo (nés tomamos 1.000 simulagdes para cada situagao diferente) usando as
mesmas condigoes iniciais e os valores dos parametros que nds usamos na se¢ao anterior.

Ao invés de escolher a taxa de vacinacdo ¢ e a duracao da campanha 6
independentemente, faremos uma combinagao que resultard em uma probabilidade de
sucesso. Assumimos, por exemplo, que o objetivo é cumprir o critério de avaliacao de
sucesso de probabilidade de 99%, isto é, a decisao do gestor de aceitar que apenas 1% de
risco que, ao final da campanha de vacinacao, a erradicacao da doenca nao seja alcancada.

Entao, para uma dada taxa de vacinacao ¢ para a decisao do gestor aplicar a campanha,
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a duracao da campanha serd do quantil 99% do tempo de erradicacao para ¢. Dado que o
gestor nao conhece o valor deste quantil, ele pode realizar as simulagoes de Monte Carlo
como fizemos na se¢ao anterior para determinar o quantil empirico de 99% (T .99(¢)) do
tempo de erradicagdo para ¢, o qual é uma aproximacao para o quantil verdadeiro. Entao,
a decisao do gestor agora depende apenas da escolha de um dos dois pardmetros (de acordo

aos critérios os restrigoes):

e Podemos escolher a taxa de vacinacdo ¢, no qual a duragao da campanha deve ser
0 = To,99(9).

e Podemos escolher a duragdo da campanha 6 (como na aplicacdo dada na segéo 2.3.1,
onde a decisao do gestor escolhe 6 = 365 dias), no caso no qual a taxa de vacinagao
deveria ser o valor para o qual Tj g9(¢) igual a € (na aplicacdo da segao 2.3.3, o valor
é ¢ =209 x 1072 por dia).

Em ambos casos, o gestor garante a probabilidade de sucesso na erradicacao da doenca ao
final da campanha serd aproximadamente 99%.

Outras escolhas sdo possiveis como, por exemplo, escolher uma probabilidade de 95%
de sucesso, no qual o caso da duragdo da campanha deveria ser § = Tj95(¢), ou uma
probabilidade de sucesso de apenas 50%, no qual a duragao da campanha deveria ser
0 = Thediana(®). Escolhas como 0 = T,,..(¢) (tempo méaximo de erradicagdo em 1000
simulagoes) ou 6 = 1,2 % T,,4,(¢) resultard em uma probabilidade de sucesso quase alcangar
100%. Uma escolha como 6 = T,,;,(¢) terd uma probabilidade de sucesso da ordem de

1073% virtualmente alcancando 0%, certamente uma escolha ruim.
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Iogm(Vacinas acumuladas administradas)

L L L L L L
~4 log, (¢,)=-3.63 3 o0 (—(1)2) -1 0
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Figura 24 — Caso assintomatico: comportamento, como fungao de ¢, dos valores esperados
(aproximadamente pela média de 1000 simulagoes) do ntmero de vacinas
acumuladas V,(6) + D,(0) administrada durante a duracdo da campanha 6. A

escala log,, —log,, € usada. De cima para baixo, as curvas correspondem as
seguintes duragoes de campanhas 6: 1,2 x T0,00(0), Trnaz(9), T0.99(¢), To.95(¢),
Tmedia(¢)v Tmedi(zna(¢) € Tmm(¢)

Para ilustrar a influéncia da duragao, nés podemos olhar a Figura 24, o qual
usamos a escala logig — logyp para melhor visualizagdo. A figura mostra, para o caso
assintomatico, o valor esperado (aproximadamente pela média de 1000 simulagoes) de
Va(0) + D, (0), o qual é o nimero de vacinas acumuladas durante a campanha de vacinagao.
Ela mostra este nimero de vacinas acumuladas como fungao de ¢ para diferentes escolhas

do tempo de duracao da campanha. Estas escolhas para 6 usadas na figura, sdo, de cima
para baiXOa 17 2 x Tmax(¢)> Tmax(¢)7 T0,99(¢)7 T0,95(¢)7 Tmedia(¢)7 Tmediana(¢) € Tmzn(¢)
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Figura 25 — Numero de vacinas acumuladas administradas durante a duracdo da campanha
6 como uma funcao de ¢ para o caso sintoméatico (V,(#), curva azul) e o
caso assintomatico (V,(6) + D,(6), curvas vermelhas). As curvas espessas
correspondem aos valores esperados (esperados pela média das 1000 simulagoes)
e as linhas finas em torno sdo os intervalos de 95% de confianca. A escala
log,, — log;, é usada. Diferentes duragoes de campanhas 6 sao mostradas nas

4 Sub-figuras: a) Trediana(®); D) To.05(0); ¢) To.00(@); d) 1.2 X Tpau ().

A Figura 25, também na escala log;g — l0og1g, mostra o nimero acumulado
de vacinas administradas no periodo da campanha 6 no caso sintomatico (V,(0), curvas
azuis) e no caso assintomatico (V,(0) + D, (), curvas vermelhas) como uma funcao de
¢ para as seguintes escolhas: sub-figura a) 0 = Tjeqiana(¢) (aproximadamente 50% de
probabilidade de sucesso); sub-figura b) 6 = T} 95(¢) (aproximadamente 95% probabilidade
de sucesso); sub-figura c) 6 = T 99(¢) (99% de probabilidade de sucesso). sub-figura d)
0 =1,2 X Tha(¢) (praticamente 100% de probabilidade de sucesso). As espessuras das
curvas correspondem aos valores esperados (aproximadamente pela média do valor de 1000
simulagdes) da quantidade retratada e sao acompanhadas por duas linhas finas acima e
abaixo correspondendo aos intervalos aproximados de confian¢a de 95% (obtida das 1000
simulagoes). Isto significa a grande maioria (95%) dos 1000 valores simulados estao dentro
dos limites de confianca. As curvas assintomaticas e sintoméaticas diferem substancialmente,
refletindo um grande desperdicio de vacinas no caso assintomatico.

Agora, atentamos ao custo total da campanha de vacinagao dada pelas expres-
soes (2.25) e (2.26) para os casos sintomético e assintomatico, respectivamente. Tendo em
conta que outras escolhas sao possiveis e podem ser implementadas em uma forma similar,
escolheremos para ilustracao com probabilidade de 99% de sucesso, isto é, para dado ¢,

no6s escolhemos uma campanha de duragao § = Tj g9(¢).
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Figura 26 — Custo total esperado da campanha de vacinagao como fungao de ¢ na escala
log,, —log;, para a campanha de duragao de 6 = Ty 99(¢) (probabilidade de
sucesso de aproximadamente 99%). O custo da infraestrutura é Cy = 100
unidades monetarias por dia na sub-figura a) e Cy = 500 unidades monetérios
por dia na sub-figura b). Os custos por vacina (em unidades monetérios por
vacina) sao Cy = 25 (curvas com tridngulos), C,, = 15 (curvas pontilhadas)
e C, =5 (curvas com estrelas). Curvas azuis mostram o custo total C't; do
caso sintomatico e curva vermelhas mostram o custo total C'ty para o caso
assintomatico.

A Figura 26 estd em escala logig — logip, mostra os valores esperados para
estes custos (com os valores esperados estimados pelo valor médio das 1.000 trajetérias
simuladas), como uma fungao da taxa de vacinagao ¢. Como adotamos a escala logig —l0gio
para melhor visualizagao, o melhor valor de ¢ é 0,1 x ¢, pois log1o(0) nao esta definido. A
sub-figura do lado esquerdo a) considera uma infraestrutura didria de custo de Cy = 100
unidades monetdrias e as sub-figuras do lado direito b) considera C; = 500 unidades
monetarias por dia. As curvas com triangulos correspondem ao custo per capito por vacina
de C, = 25 unidades monetarias por vacina, curvas pontilhadas correspondem a C, = 15
unidades monetarias por vacina e as curvas com estrelas correspondem a C),, = 5 unidades
monetarios por vacina. Estes tridngulos e estrelas indicam que os pontos que foram na
verdade calculados por simulacdo, os quais correspondem aos valores de ¢ listados na
Tabela 4. Cuvas azuis correspondem aos valores esperados a Ct; (custo total no caso
sintomético, expressao (2.25)) e as curvas vermelhas aos valores esperados de Cty (custo
total no caso assintomatico, expressao (2.26)).

Apesar dos critérios listados, outros além dos custos poderiam ser considerados
como a quantia disponivel de recursos financeiros. Vamos nos concentrar nossa atencao no
custo total esperado.

Nota-se que, para os mesmos custos Cy e C,, o montante dos gastos sao
muito baixos no caso sintomatico quando comparados com o caso assintomatico, devido a

existéncia de um desperdicio consideravel no caso assintomatico.
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A Figura 26 mostra que, em alguns casos, hd um valor de ¢ que minimiza o
custo total de uma campanha de vacinacao de duracdo 0 = Tpg9(¢) (0 qual a probabilidade
de sucesso é de aproximadamente 99%). Tal valor de ¢ pode ser considerado como um
minimizador, quando existir, para a func¢ao custo.

A tabela seguinte apresenta todos os dados e custos para a campanha de

vacinagao com tempo quantil 99%.

Tabela 8 — Valores dos custos minimos C't; e Cty em fungao de ¢ para o tempo T g9().

\ C'ty (caso sintomético) | Cty (caso assintomético)
Cq = 100 u.m. (subfigura a))
C, em u.m. 5 15 25 5 15 25
¢* /dia 109, 2, 3¢, 1,5¢, 1,5¢. - -

Custo em w.m. | 440.000  770.000 1.000.000 | 210.000 - -
Cq = 500 u.m. (subfigura b))

¢* /dia 6 x 10%p, 6 x 10%¢, 100, 50, 2,30, 1,50,
Custo em uw.m. | 110.000  250.000  370.000 | 74.000 130.000 130.000

Dado o sucesso de probabilidade (99% no caso ilustrado na Figura 26), a vacina
pode ser caracterizada por ¢ apenas, pois do valor de ¢ obtemos a duracao da campanha
0 = To.99(¢) (0 quantil empirico 99% do tempo de erradicacdo) e também a quantidade de
vacinas.

Portanto, quando ¢ cresce, o tempo de erradicagao decresce (veja a Figura 9).
Sendo assim, a duracao do tempo de campanha 6 e o nimero de vacinas administradas
(Va(0) ou V,(6)+ D,(0), dependendo se a doenga é sintomética ou assintomética) aumentam
a média de vacinas administradas, como pode ser visto nas Figuras 24 e 25.

Entao, aumentar a taxa de vacinacdo ¢ tem efeitos conflitantes em duas
componentes do custo total. A componente de infraestrutura (Cy x 6), o qual é proporcional
a duracao de campanha, é como uma funcao decrescente de ¢, portanto, se aumentamos o
valor de Cy, a curva que descreve o custo da campanha de vacinagdo como uma funcao de
¢ se movera para baixo quanto menor o valor de ¢ for. A componente de administracao de
vacinas (C, x V,(0) ou Cy, x (V,(0) + D4(0)), é como uma funcao de ¢ crescente. Portanto
se aumentarmos o valor de (', o curva do custo da campanha de vacinacao sera também
movida para cima, para quanto maior o valor de ¢ for.

Podemos concluir que, ao menos localmente, quanto maior for o valor de Cy,
maior sera o valor de ¢ que minimiza o custo total. Além disso, maior serd o menor valor
do custo total. Além disso, ao menos localmente, quanto maior for o valor C,,, menor serd
o valor de ¢ que minimiza o custo total e o maior serd o valor do custo total. Estes fatos
podem ser vistos na Figura 26.

Um caso em particular é quando nés temos uma combinagao de valor baixo
para Cy e valor alto para C,,. Neste caso, o custo de vacinas torna-se muito alto comparado

aos custos de infraestrutura que seu comportamento domina o custo, de modo que o custo
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total crescerd com ¢ ao ponto de nao haver um valor de ¢ > 0 que dé o minimo local. Neste
caso, o minimo valor do custo total serd alcancado sem vacinagao (¢ = 0) e isso poderia
ser uma consideracao a ser tomada em um decisdo. Ainda terfamos 99% de probabilidade
de sucesso, mas o tempo de erradicacao da doenca poderia ser muito grande.

O outro caso em que o minimo local do custo total pode nao existir é quando
temos um valor alto para C; e um valor baixo para C,, no qual o custo da infraestrutura
¢ muito alto que dominga o comportamento do custo total, que decresce com ¢. Neste
caso, um valor infinito de ¢ poderia ser 6timo. Entretanto isso nao é possivel e assim
tomariamos o maior valor de ¢ possivel.

Para mais valores intermediarios de Cy e (', nés podemos ter um minimizador
positivo finito ¢. Além disso, em relacdo ao valor minimo do custo total, temos que quanto
maior é o valor de Cy; ou o valor de C,, maior sera o custo total. Entretanto, nao é
imediato a relacao com valor da taxa de vacinacao ¢ que minimiza o custo total. Ao menos
localmente, para valor alto de Cy, o valor de ¢ que minimiza o custo também sera alto.
Mas, para altos valores de C,,, os valores de ¢ que minimizam o custo serdao baixos. Isto é
verdade independente da doenga ser sintomatica ou assintomdtica (no qual hé desperdicio

de vacinas).

2.5 Conclusao

Usando as bases do modelo deterministico SEIRV com a taxa de mortalidade
igual a taxa de natalidade, realizamos simulagoes estocasticas nas quais as transicoes entre
os compartimentos ocorrem aleatoriamente de acordo com uma cadeia de Markov continua
com taxas de transi¢oes iguais as do modelo deterministico. Recorremos as simulacoes de
Monte Carlo e ao algoritmo de Gillespie para estudar a evolugao dos diferentes comparti-
mentos e outras questoes relevantes.

Consideramos o caso de uma doenga assintomatica, no qual sdo desperdicadas
vacinas em individuos expostos, infectados e recuperados, pois nao é possivel distingui-los
dos individuos suscetiveis. Usando uma versao mais detalhada do modelo deterministico,
determinamos de forma precisa o nimero de vacinas aplicadas em individuos suscetiveis
(vacinas efetivamente aplicadas) e o nimero de vacinas desperdigadas.

Atencao foi dada para o tempo de erradicacao em funcao da taxa de vacinagao,
uma questao que pode apenas ser propriamente manipulada por modelos estocédsticos. De
fato, no modelo deterministico as varidveis de estado (o nimero de individuos em diferentes
compartimentos) sdo quantidades fraciondrias. Além disso, quando estdo préximas do
ponto de equilibrio livre da doenca, as variaveis de estado sao aproximagoes ruins. Também,
a erradicagao da doenga deveria ocorrer (necessariamente de uma forma assintomaética),
em um tempo de erradicacao infinito. Entretanto, a simulacao estocastica tem variaveis

inteiras e o tempo de erradicagao é alcancado em tempo finito.
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O tempo de erradicagdo T'(¢) como uma fungdo de ¢ foi obtido das 1.000
trajetérias simuladas para cada ¢, resultando em uma distribuicao empirica para cada
¢, o qual usamos para obter o maximo e um minimo das distribui¢oes empiricas e para
estimar momentos (média, desvio padrao) e quantis relevantes da distribuigao 7'(¢).

Destas relagoes, para uma dada taxa de vacinacao ¢, podemos escolher campa-
nhas de vacinagdo com diferentes duragoes 6, nomeadas dos quantis empiricos de T'(¢)
da distribuigao e outros quantis (como o méximo da distribuigdo empirica), de acordo a
probabilidade desejada de sucesso na erradicagao da doenga até o fim da campanha. Por
exemplo, escolhendo 6 igual ao quantil empirico 99%, T 99(¢), do tempo de erradicagao
T(¢), obtemos uma probabilidade de 99%. Dado o desejo que a probabilidade de sucesso
seja de 99% e dado um ponto final para a erradicacao da doenca, esta relacao pode ser
usada de outra forma para determinar a taxa de vacinacao minima para erradicar a doenca
antes do ponto final com chance de sucesso de 99%.

Outro resultado é a determinacao do niimero de vacinas aplicadas em uma co-
munidade (vacinas aplicadas efetivamente e, no caso das doengas assintomaticas, também o
desperdicio de vacinas aplicadas). O nimero de vacinas aplicadas e a dura¢ao da campanha
de vacinacdo. Se estabelecemos para alcancar uma dada probabilidade de sucesso, como
99%, a duracao da campanha deveria ser § = T} 99(¢). Definindo um custo total simples
baseado no custo da infraestrutura por dia (Cy) da duracdo da campanha e o custo por
vacina administrada (C,), o custo total dependerd da taxa de vacinagao. Os custos foram
determinados para os casos sintomatico e assintomatico para diferentes valores de ¢ e sao
altos no caso assintomatico por conta do custo do desperdicio de vacinas.

Portanto, o conhecimento da distribuicao do tempo de erradicagdo como uma
funcao da taxa de vacinacao é muito importante para as autoridades de satide publica. Ele
nos permite determinar a probabilidade de sucesso na erradicacao da doencga para uma
dada taxa de vacinagao e a duracao do tempo de campanha, como também todos os custos
associados. Nos abordamos questoes relativas a campanha em vista da probabilidade dese-
jada do sucesso e estudamos os efeitos da campanha nas variaveis de interesse. Questoes
de otimizacao como escolha adequada da taxa de vacinagdo para alcancar a erradicacao
da doenca antes de algum ponto final ao minimizar o custo esperado, foram abordadas.

Autoridades publicas, quando designam politicas de vacinagao, devem tomar
estes aspectos em consideracao, bem como possiveis restrigoes no or¢camento e viabilidade

dos profissionais de satde publica.
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3 Estudo do tempo de erradicacao para do-
encas sintomaticas/assintomaticas e cam-

panhas de vacinacao

3.1 O modelo SEIADVR

Neste capitulo, abordaremos o caso em que ha uma diferenciacao entre indivi-
duos assintomaticos e sintoméaticos. Por meio dessa diferenciagao, os individuos sintomaticos
nao sao vacinados e os assintométicos sdo vacinados e podem infectar individuos suscetiveis.
O parametro 0 < k < 1 (adimensional) estabelece a quantidade de individuos infectantes
((1 — k)I) que sera divida entre as classes assintomdtica e sintomdtica (xkI). Os individuos
infectantes sao transferidos para classes de assintomaticos e sintomaticos com taxa ¢, logo
(1 — k)41 sao transferidos para classe de individuos assintomaticos (A) e kI sdo transferi-
dos para classe de individuos sintométicos (D). Individuos assintométicos e sintométicos
sao transferidos para classe de recuperados por uma taxa €. Dessa forma, o periodo no qual
um individuos infectante leva para ser transferido para classe de recuperados é de 6 ' + ¢!
dias. No modelo (2.1) este tempo é de 7, ' dias e, para que o tempo de recuperacio seja o
mesmo, tomaremos v, © = 6~ + ¢ . Considerando 6 ' = 0,3y, ', e ' = 0,7y eyt =7
dias (Tabela 1), entdo 6 ' = 2,1 dias e € ' = 4,9 dias. Portanto, um individuo infectante
permanece na sua respectiva classe 2,1 dias até ir para classe de individuos sintomaticos
ou assintomaticos. Os individuos sintomaticos e assintomaticos tornam-se recuperados
depois de 4,9 dias. Se k = 0, entao a doenca é considerada assintomatica e todos individuos
infectantes sao transferidos para classe assintomética A depois de 6 dias. Se x = 1,
entao a doenca é considerada sintomatica e todos individuos infectantes sao transferidos
para classe de individuos sintomaticos (D) depois de ' dias. As demais taxas e seus
respectivos valores, mortalidade e natalidade p, taxa de vacinacao ¢, taxa de transigao
dos individuos expostos nao vacinados ou vacinados para individuos infectantes v, e taxa
de transmissao total a, sdo as mesmas do modelo (2.1).

O seguinte modelo sera estudado analiticamente e é chamado de modelo SEI-

ADVR, isto é, modelo de individuos suscetiveis, expostos, infectados, assintomaticos,
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sintomaticos (doentes), vacinados e recuperados. Segue o modelo,

rS:uN—uS—%SU+A%ww
E’:%S(I+A)—ME—%E
I =~ E —ul —461
4 V=¢S—MV (3.1)
A=(1—-kr)6I —pA—eA
Dzmél—uD—GD

R=€eA+€eD — puR.

\

Regido de interesse bioldgico é dada por Qy = {(S,E,I,V,A,D,R)eR" : S,E,I,V,A,D,R >
0,S+E+1+V+A+ D+ R = N} é positivamente invariante para o sistema de equagoes

(3.1), isto é, todas trajetérias que se iniciam em 2y permanecem em o [43].

3.2 Pontos de equilibrio

Nesta segao apresentaremos os pontos de equilibrio para o modelo (3.1), que
possui dois pontos de equilibrio.
O ponto de equilibrio trivial, livre de doenca, é dado por Py = (S,0,0,V,0,0,0)
N oN

P == 70707 707 070 N 32
’ (u+¢ Wt o ) (3:2)
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O ponto de equilibrio endémico é dado por P* = (S, E, I,V , A, D, R), em que

(o_ (ut O) (1 + ) (1 + )
ad(p+ e+ (1 —k)o)

C(ptd) (wto)(ute -
b= Th a(u+e+(1—/{)5)(R¢ Y

7 (tro)ute
1= a(,u+e+(1—/<;)5)<R¢_1>

A

P(p +0) (1 + ) (1 + €) (3.3)
pad(p+ e+ (1 — k)J)

(A =pp+o) .
~ it (1—my fe 1

|

po(p + ¢)
alp+ e+ (1 —k)d)

Sl
[

(R§ —1)

_ eo(p+¢) w
= ratu v er @ —wy) Te Y

=i

em que Ry ¢ dado por,
1
r=——Ry, (3.4)
P nte”
e Ry, nimero de reproducao basal, dado por

. _ Navyy(p+ € + (1 — K)d)
O (et m)(p+o)

No caso em que k = 1, todos os individuos infectados apresentam sintomas apds um

(3.5)

periodo 67! e considerando que néo sdo vacinados recém nascidos, segue que o nimero
de reproducio R}, equacgdo (3.5), é igual a Ry, equacdo (1.5), nimero de reproducio do
capitulo anterior em que consideramos apenas individuos assintomaticos. Essa igualdade
se deve pelo fato de que nao ha diferenca para dindmica da infec¢ao se o individuo é
sintomatico ou assintomatico, mas ha diferenca na campanha de vacinacao, por conta do
nimero de vacinas aplicadas.

O ntmero de reprodutibilidade basal com x = 0 é dado por:

RO Nayy, (u+e+6)>R0
() (pto) (n+te) ’

consequentemente, Ry > Ry.

O valor da taxa de vacinagao critica, ¢, ¢ obtida ao resolver a equacao R = 1,
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(3.6)

bo = p(RE— 1) :M<Na’yh(u—|—e—l- (1—k)J) _1)

(b +€)(p + ) (1 + )

Note que Rj decresce quando k cresce. Logo, Rj = Ry e para k1 < k2 0 que
implica ¢ > ¢2. Assim, para x = 0 temos o maior valor critico da taxa de vacinagio, ¢,
e para £ = 1 temos o maior valor, ¢!. Lembramos que em R§ = 1 se, e somente se, ¢ = ¢y.

Se a doenca é assintomatica, é necessario um esforco maior de vacinacao, pois
nao sao conhecidos os individuos suscetiveis e nao suscetiveis. Caso contrario, se uma
doenca ¢ sintomatica podemos identificar os individuos portadores do patdégeno e nao

vaciné-los.

3.2.1 Analise de estabilidade local do modelo analitico

A anélise de estabilidade local ¢ feita pelo Jacobiano do sistema (3.1), dado

por

—(A+DNa—p—20¢ 0 —as —as 0 0 0

(A+ Da — i — Y asS asS 0 0 0

0 Y —0—pu 0 0 0 0

J = 0 0 (1-K)§ —e—p 0 0 0 (3.7)

0 0 KO 0 —e—pu 0 0

0 0 € —u 0

¢ 0 0 0 0 0 —pu

A analise de estabilidade local sera feita como nos capitulos anteriores, isto é, por meio da
analise das raizes da equacao caracteristica.
A equagao caracteristica correspondente ao ponto Py é dada por Wy(z) = 0,

em que o polinémio Wo(x) é

Uo(z) = (z + p)*(x + e+ p) (@ + p+ o) (2> + Ax* + Bz + O), (3.8)

Em que os coeficientes do polinémio (3.8) sao dados por:

A =0+€e+3u+m
B = (p+0)(u+ym)(1 — Ry) + (2u + v + 6 + 2€) + ype + e
C = (p+e)(p+0)(u+m)1—Rp)

em que R} ¢ determinado quando x = 1:

1 _ Napyn
Bo= v ot ) (39)

Neste caso, temos que Ry > Ry (com Ry dado por 3.5)) ja que v, ' > §*. Segue que,

Rtl) <R0<R8.
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De fato, se k é um valor pequeno entao ha uma possibilidade maior de infec¢ao nos
suscetiveis, pois individuos infectantes I e assintomaticos A podem infectar. Quanto mais
assintomatica for a doenca, mais dificil serda controla-la.

Os resultados para estabilidade local dos pontos de equilibrio Py (equagao (3.2))

e P* (equagao (3.3)) sdo analogos aos do capitulo anterior.

Teorema 7. O ponto de equilibrio Py € local e assintoticamente estdvel se Ry < 1 e

instavel caso contrdrio.

Quando Rf < 1 o ponto de equilfbrio P* nao existe, pois suas componentes

sao negativas.

Teorema 8. O ponto de equilibrio P* ¢ local e assintoticamente estdvel e Py € instdvel se
Ry > 1.

As demonstragoes dos teoremas 7 e 8 sao analogas as demonstragoes dos teoremas 1 e 3.

3.3 Modelo computacional

Assim como no modelo do capitulo anterior, que discriminamos individuos
vacinados e nao vacinados, apresentaremos o modelo SEIADVR em versao computacional
(queremos dizer com “versdo computacional” que analisaremos o modelo apenas através
das simulagbes computacionais), com as classes de vacinados e nao vacinados discrimi-
nados. Temos as classes de individuos assintométicos vacinados e nao vacinados (A, e
A, respectivamente), sintomdaticos vacinados e nao vacinados (D, e D,,, respectivamente)
que nao tém capacidade de infectar, individuos infectados vacinados e nao vacinados (I,
e I, respectivamente), expostos vacinados e nao vacinados (E, e E,, respectivamente)
e os recuperados em trés classes: recuperados vacinados, recuperados nao vacinados e
recuperados nao vacinados sintomaticos (R,, R, € Ry respectivamente).

A dindmica do modelo segue a seguinte forma. Todos os individuos estao sob
uma taxa de mortalidade u. Individuos suscetiveis (S) tem uma taxa de natalidade p,
declinam por uma taxa de taxa de vacinac¢do ¢ e pela taxa de infecgao per-capita a (forga
de infeccao é a(l, + L, + A, + Ay € a incidéncia é aS(1, + I, + Ay + Ayw)). Individuos
expostos nao vacinados (E,,) crescem pela transferéncia de aS(I, + I, + A, + Any) €
decaem pela taxa de vacinacdo e pela transferéncia para classe de infectados nao vacina-
dos pela taxa 7,. Os individuos expostos vacinados (FE,) crescem pela transferéncia dos
vacinados ¢F,, e decaem pela transferéncia para classe de infectados vacinados (1,)) pela
taxa yp.

Uma parcela de individuos infectados assintomaticos nao vacinados, (1 — &)1,

é transferida com taxa § para classe de individuos assintomaticos nao vacinados (A,,).
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Logo, ap6s o periodo 0! dias, (1 — x)d1,, individuos infectados nio vacinados sio caracte-
rizados como assintomaticos nao vacinados. Apés o mesmo periodo dias, a parcela 1, é
transferida para classe de sintomaticos nao vacinados (D). Os individuos assintomaticos
nao vacinados (A,,) declinam por uma taxa ¢ de vacinagao e sdo transferidos para classe
de individuos sintométicos nao vacinados (D, ), isto é, apés € ! dias. J& os individuos
sintométicos nao vacinados (D,,,) declinam por uma taxa de transferéncia e para classe de
individuos recuperados nao vacinados sintométicos (R,q)-

A classe de individuos recuperados nao vacinados sintomaticos (R,.q) cresce
pela transferéncia de individuos sintométicos nao vacinados (D,,), apds recuperarem-se. A
classe dos individuos recuperados nao vacinados sintoméaticos (R,.q) € diferente da classe
dos individuos recuperados nao vacinados (R,,), pois a primeira é a classe dos individuos
que sao sintomdticos e se recuperaram ap6s € * + 6 dias, logo nao serdo vacinados. Mas
a segunda classe é composta por individuos assintomaticos que, mesmo recuperados apos
e ! 4+ 67! dias, serdo vacinados.

Individuos assintomaticos vacinados (A,) crescem pela transferéncia de indi-

viduos infectados vacinados ((1 — k)d1,) e pela vacinacdo de individuos assintométicos
vacinados (¢pA,,). Declinam por uma taxa € pela transferéncia para classes de individuos
recuperados vacinados (R, ). Os individuos sintométicos vacinados (D,) crescem pela trans-
feréncia de individuos infectados vacinados (kd1,) e declinam para classe dos recuperados
vacinados (R,) pela taxa €.
Os individuos recuperados nao vacinados (R,,) declinam pela taxa vacinagao ¢ e crescem
pela transferéncia dos assintomaticos nao vacinados (€A,,). Por fim, os individuos recupe-
rados vacinados (R,) crescem pela transferéncia dos recuperados nao vacinados (¢R,,) €
recuperagao dos assintomaéticos vacinados (€4,) e sintomaticos vacinados (eD,).

Vale ressaltar que para o caso em que k£ = 0 o modelo SEIADVR néao é exa-
tamente o modelo SEIVR, pois levamos em conta que individuos assintomaticos tem a
capacidade de infectar. Naturalmente, os tempos de erradicagao serao diferentes, pois

os eventos sao aleatorios. O modelo considerado estd descrito pelo sistema de equagoes
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diferenciais ordindrias:

( S:MN—MS—%S([erL,JrAerAv)—ng

E.nv = %S(Inv + Iv + Am} + Av) - ¢Env - MEnv - ’YhEm;

E, = ¢En — nEy — wE,

L = WnEonw — plyy — Gl — 01,

I, = ¢l + WE, — pl, — 61,

V = ¢S —uV

1 Any = (1= K)61y — pthny — GAny — €A, (3.10)
Ay = (1= K)8L, — pA, + A, — €A,

Dnv = KZ(S[m} - ,UDnv - EDm}
D

v = k0L, — uD, — €D,

and = eDnU - :U’Rm}d

an = GAm) - ,Uan - ¢an
R, = ORu, + €A, + €Dy, — uR,.

and

Figura 27 — Diagrama de blocos do sistema de equagoes diferenciais (3.10).

A forma como procederemos para fazer as simulagoes estocasticas para o modelo
SEIADVR é a mesma como realizada no capitulo anterior. Por meio das 1.000 simulacoes
de Monte Carlo e o algoritmo de Gillespie. Mas, agora, deveremos fixar um valor para x
entre 0 e 1. Vamos tomar os seguintes valores para x: 0, 0,2, 0,5, 0,7 e 1.

Vamos determinar os tempos de erradicacao para cada valor de k e de ¢, bem
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como uma aproximacgao para a distribuicdo dos tempos de erradicacao. Além disso, vamos

estudar o desperdicio de vacinas e as consequéncias disso em uma campanha de vacinagao.

3.4 Avaliacdo dos efeitos de diferentes taxas de vacinacao ¢ e do

parametro k nos tempos de erradicacao

Os valores dos parametros sao os mesmos utilizados no capitulo anterior: taxa
de mortalidade p = 1/75 x 356 (expectativa de vida de 75 anos), taxa de infec¢ao per-
capita @ = 1, taxa de transferéncia da classe de expostos para infectantes ~, = 1/7
(v, * = 7 dias de incubacgdo do patégeno), taxa de transferéncia da classe de infectantes
para assintomaticos ou sintomaticos § = 0,4762 (§~! = 2,1 dias), taxa de recuperacio
€ =0,2041 (e ' = 4,9 dias), além disso 7, ' = ¢ ' + 6%, O niimero de reprodutibilidade
basal varia com os valores de x e ¢. Na Tabela 9 estao contidos os valores de ¢% (eq. (3.6)),
Rj (eq. (3.4)) e Rj (eq. (3.5)) para cada k.

Tabela 9 — Valores de ¢/, R e das populacoes iniciais para simulagoes para os valores de
k 0,0,2,0,5,0,7e 1.

K oF R S(0) EO) I(0) R0O) A(0) D
0 2,19x10%* 6,99 14.292 22 16 85.663 7
0,2 2,04x107* 6,577 15204 22 16 84.751 6
0,5 1,8x107* 5947 16814 22 15 83.142 4

2

0

0)

0,7 1,65 x107* 5,527 18.091 21 15  81.866

(
0
1
3
4
1 1,42 x107* 4,897 20417 21 15 79.542 6

As populagdes iniciais estao contidas na Tabela 9, exceto V(0) que é nula no
instante inicial e N = 100.000 individuos ¢ a populacao total. Como no ponto inicial para
simular o sistema dindmico nao ha aplicacao de vacina, ¢ = 0, segue que as populagoes
de individuos vacinados é nula. Dessa forma E(t) = E,,(t) + E,(t) = E,(t), I(t) =
Lo(t) + T(t) = Tau(t), A(E) = An(t) + Au(t) = An(t), D(t) = Doalt) + Du(t) = Do(?).
Para R(t) = Ruy(t) + Ry(t) + Rpwa(t) = Ruy(t) + Rava(t) e para os valores crescente de
Kk temos R,,(0) = 85.663 e R,,4(0) = 0, R,,(0) = 67.801 e R,,q(0) = 16.950, R,,(0) =
41.571 e Rppa(0) = 41.571, R,,(0) = 24.560 e R,,4(0) = 57.306, por fim R,,(0) =0 e
Ryva(0) = 79.542.

3.4.1 Avaliacdo dos tempos de erradicacao

Nesta subsegdo vamos destacar as simulacoes realizadas com os 64 valores de
¢, encontrados em todas tabelas no Apéndice C, e os cinco valores de x na forma de
graficos. Lembrando que das 1.000 simula¢ées de Monte Carlo para cada valor de ¢ e &,

determinamos 75,4, como tempo maximo de erradicacao dentre as 1.000 simulacoes, Tj g9,
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To.05 € To,025 sdo os quantis 99%, 95% e 2,5% dos tempos de erradicacao, Ti,eq ¢ a média
dos tempos de erradicacao, T ediana € @ mediana dos tempos de erradicagao e Ty, € 0
minimo dos tempos de erradicacgao.

Seguem as figuras para cada simulacdo e valor de k.

-
o
T

Iog1 O(Tempos de erradicagdo em dias)
N w

nN (6)] w (6]

I I I I

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
-4.5 -4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5
log, o(¢)

Figura 28 — Tempo de erradicagao como funcao de ¢ com k = 0: estatistica para 1000
simulacées de Monte Carlo para cada ¢. De cima para baixo: 1.2 x T}z,
Tnazs 1099, T0.95, Tmeds Tmediana (curva vermelha), T, € Tpo05. A escala
log,, — log,, foi usada.

=0,2
©
o
\

25

Iogm(Tempos de erradicagdo) para p

1 | | | | | | | | | | |
-4.5 -4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5
log, o(¢)

Figura 29 — Tempo de erradicacao como fun¢ao de ¢ com k = 0, 2: estatistica para 1000
simulagoes de Monte Carlo para cada ¢. De cima para baixo: 1.2 X T},4.,
Tonazs 1099, T0.95: Tmeds Tmediana (curva vermelha), Ty, € Tpoes. A escala
log,, — log, foi usada.
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Iogm(Tempos de erradicagdo em dias)

©
3

N
o
T

log, o(@)

Figura 30 — Tempo de erradicacao como fungao de ¢ com xk = 0, 5: estatistica para 1000

Iogm(Tempos de erradicacdo em dias)

-
o
T

simulacoes de Monte Carlo para cada ¢. De cima para baixo: 1.2 x T}z,
Tonazs 1099, T0.95: Tmeds Tmediana (curva vermelha), Ty, € Tooes. A escala
log,, — log,, foi usada.

N w
N 3 w )
T T T T

log, o(4)

Figura 31 — Tempo de erradicacao como fun¢ao de ¢ com k = 0, 7: estatistica para 1000

simulagoes de Monte Carlo para cada ¢. De cima para baixo: 1.2 x T},4.,
Tmaz7 T07997 T0,957 Tmed7 Tmediana (CUI'V& Vermelha)7 Tmzn € TO,025~ A escala
log,, — log,, foi usada.

De forma geral, os comportamentos das curvas simuladas sdo semelhantes para

cada valor de k. Tém um decaimento para valores maiores da taxa de vacinacao como

visto no capitulo anterior.
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N ©
o o w 3

Iogm(Tempos de erradicagdo em dias)
o

Figura 32 —

Iog1 0(Ctuantil 95% dos tempos de erradicagao)

Figura 33 —

log, o(@)

Tempo de erradicagdo como fungao de ¢ com k = 1: estatistica para 1000
simulacoes de Monte Carlo para cada ¢. De cima para baixo: 1.2 x T}z,
Tonazs 1099, T0.95: Tmeds Tmediana (curva vermelha), Ty, € Tooes. A escala
log,, — log,, foi usada.

log, o(@)

Quantis 95% empiricos para cada valor de x em funcao da taxa de vacinagao
¢. A escala log,, — log;, foi usada.



Capitulo 8. FEstudo do tempo de erradicagio para doengas sintomdticas/assintomdticas e campanhas de

Va.cinacao 97

Iogm(OuantiI 99% dos tempos de erradicagao)

log,(¢)

Figura 34 — Quantis 99% empiricos para cada valor de x em fungio da taxa de vacinagao
¢. A escala log,, — log;, foi usada.

Nota-se nas Figuras 33 e 34 uma semelhanca quanto aos comportamentos dos
quantis para cada k, assim como nas Figuras 28, 29, 30, 31 e 32. Vamos destacar os quantis
95% e 99% dos tempos de erradicacdo para comparacao por conta da importancia desses
quantis na campanha de vacinacao.

Existe uma diferenga mais acentuada entre os valores do quantil 95% (99%)
para os valores pequenos da taxa de vacinagao ¢ (valores entre 0 e 1,1 x 10_4) conforme
os valores de k aumentam. A Figura 35 mostra a diferenca entre o maior e o menor valor
do quantil 99% para cada valor de ¢. A maior diferenca entre os quantis é quando ¢ = 0
de 1278 dias. Para o valor de ¢ = 1,1 x 10™* a diferenca ¢ de 687 dias e a para valores de
¢ maiores que este, as diferencas sdo menores que 200 dias. Ja no caso do quantil 95%,
Figura 36, a diferenca é menor. Para o valor de ¢ = 0 a diferenca ¢é de 779 dias e para

valores de ¢ maiores que 1,5 x 107* a diferenca é menor que 200 dias.

H4 uma certa ordenacio até o valor ¢ = 5 x 1074, em que a ordenacao do maior para o
menor é para valores crescentes de . Para valores maiores que ¢ = 5 x 10™* nido ha uma
ordem definida.

De fato, o caso que k = 0 ¢é o pior possivel, pois considera que todo individuo
portador do patdgeno é assintomatico. Dessa forma nao sé os individuos infectados podem
infectar suscetiveis como individuos assintomaticos também podem. Por conta disso, as
classes de individuos expostos, infectados e assintomaticos sao “alimentadas” com mais
individuos (provenientes da infecgdo de individuos suscetiveis) o que acarreta em um
tempo maior para extingao da doenca.

Para valores de x maiores que zero os tempos decaem. Considerando k = 1
e valores pequenos de ¢, os tempos sao os menores, pois os individuos portadores do

patégeno sao sintomaticos e, por conta disso, nao ha interacao com individuos suscetiveis.
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Figura 35 — Diferenca entre os quantis 99% dos tempos de erradicacao.
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Figura 36 — Diferenca entre os quantis 95% dos tempos de erradicacao.

Entretanto, individuos infectados ainda podem infectar individuos suscetiveis. Entao as
classes de individuos expostos e infectados tém uma quantidade menor de individuos, logo
o tempo de erradicacao da doenca é menor.

Estas pequenas diferengas (menores que 200 dias) entre os quantis 95% e 99%
dos tempos de erradicacio para valores da taxa de vacinacio ¢ = 2 x 10~*/dia, indicam
que o parametro k tem pouca influéncia no tempo de erradicacao.

Escolhemos 18 valores de ¢ entre 0 e 2,19 para analisar o feito de fixar a taxa
de vacinacdo ¢ e variar o parametro k. Para cada ¢ fixo teremos 5 valores de tempo,
referentes aos quantis 95% e 99% dos tempos de erradicacio aos cinco valores de k. Vamos

analisar o comportamento dos quantis em funcao de k.
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Quantil 99% dos tempos de erradicagao

Figura 37 — Variacao dos quantis 99% dos tempos de erradicagdo em funcao dos valores
de k.

Por meio da Figura 37, nota-se que ocorre uma variacao do quantil 99% ao
variar x para valores pequenos de ¢. Até o valor de ¢ = 2,19 x 10™° (curva vermelha escura
mais grossa) ocorrem variagoes mais contundentes. Podemos destacar para o caso em que
p=0,6=2x107e¢=1,5x10"* Considerando ¢ = 0, para k = 0 temos 3.444 dias e
2.165 dias para k = 1, uma variacao de 1.279 dias; considerando ¢ = 2,19 x 107, k = 0
temos 3.020 dias e para k = 1 temos 2.069 dias, uma variagao de 951 dias; considerando
6 =1,5%x10"* k = 0 temos 1.285 dias e para x = 1 1.207 dias, uma variacio de 78 dias.
A diferenca entre as curvas para cada tende a cair para valores maiores de ¢. Para ¢ entre
1,1 x 1072 € 2,19 de ¢, a curvas discretas sdo bem préximas de curvas constantes e se
concentram em um intervalo de 67 a 435 dias. A influéncia do parametro x é menor para

valores grandes de ¢.
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Figura 38 — Variacao dos tempos de erradicacao do quantil 95% em funcao dos valores de
K.

O mesmo ocorre para o quantil 95% dos tempos de erradicacao quando variamos o valor de
Kk, como pode ser visto na Figura 38. Isto é, os valores dos tempos do quantil 95% sofrem

pequenas variacoes ao variar os valores de x para grandes valores de ¢ entre 1,1 x 107° e
2,19.

3.4.2 Ajuste da distribuicao dos tempos de erradicacao

Como feito no capitulo anterior, ajustaremos as distribui¢oes Gama, Lognormal,
Gumbel generalizada com trés parametros, Weibull e Gumbel (Extremo valor) com os
dados provenientes das simulagoes estocasticas. O objetivo é, novamente, determinar a
distribuicao mais simples que possa representar a forma como os tempos de erradicacao
se comportam para diferentes valores da taxa de vacinacdo ¢ e de k. Os valores de ¢, ao
contrario do capitulo anterior, foram variados de forma livre, isto ¢, nao tomamos valores
multiplos de ¢f. Além disso, apresentaremos os ajustes e aproximagoes para 0s casos em
que Kk =0, Kk = 0,5 e k = 1. Os demais valores sao apresentados em graficos.

Os valores dos negativos do logaritmo da Maxima Verossimilhanca das distri-
buic¢oes consideradas, como descrito no capitulo anterior, estao nas Tabelas 33, 34, 35,
36 e 37, no Apéndice C. Por conta da simplicidade da distribui¢cdo, vamos escolher a
distribuicao Gama com parametros p e § para descrever a distribuicao dos tempos de
erradicacao, apesar da distribuicao Gumbel generalizada ser a distribuicao que melhor se
ajusta aos dados. A justificativa de escolher a distribuicio Gama é a mesma do capitulo

anterior, por sua simplicidade.
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log, o(p, ()

log, o(8,(6))

10g, 5(4)

Figura 39 — Comportamento dos parametros p, e 5, em fungao de ¢ da distribuicao Gama

para cada valor de k: Kk = 0 (curva vermelha), k = 0,2 (curva azul), kK = 0,5
(curva preta), k = 0,7 (curva verde) e k = 1 (curva magenta).

Os comportamentos dos parametros p, e (., Figura 39, da distribuicao Gama, para os
novos dados e novo modelo e considerando o quantil 99% dos tempos de erradicacao, sao
semelhantes aos comportamentos do modelo do capitulo anterior (Figura 16). Assim como

feito no capitulo anterior, vamos fazer a mudanca de variaveis para p, e 3, como:

2

oul(@) = 20 o g (g) = 2l9)

= 3.11
72(0) (@) 34y
os novos pardmetros sao dados por v(¢) e o(¢):
t
Ve(0) = cf¢b HEy e 0l) = o+ Koy (3.12)

A Figura 40 seguinte mostra o comportamento de v e gg, caso particular de k = 0. Os

demais casos sao feitos de forma analoga e serdao apresentados apenas nos graficos.
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Figura 40 — Comportamento dos parametros 1 e o9 em funcao de ¢ da distribuicdo Gama
para k = 0.

Novamente vamos utilizar o ajuste conjunto para determinar os ajustes de p(¢)

e f(¢) através de minimizaremos a fungdao conjunta do negativo do logaritmo da méxima
verossimilhanca para 64 valores de ¢:

Hasbes i) = — 2 3% 0 s (00, o) =
- e+ (P (aiet)) « (-2 v s

(3.13)

o 1 1000 o
em que X = 1000 Z Xk ¢ a média dos 1000 tempos de erradicacao para ¢, e Wi, =
| 1000 =t
1000 Z In(Xy;) média dos logaritmos dos 1000 tempos de erradicagao para ¢y.
i=1

O funcional (3.13) serd minimizado por meio do pacote do Matlab R2010b fmincon.
Os parametros que determinam o minio do funcional sao os ajustes 6timos para vy e .

Os parametros ajustados estdo contidos na tabela seguinte:

Tabela 10 — Parametros 6timos a, b, ¢, t, r e ¢ do ajuste simultaneo com x = 0.

Pardmetro Valor 6timo Intervalo de confianca de 95%

a 1,5418 1,5749 1,6079
b 0,8076 0,8127 0,8177
c 0,0025 0,0025 0,0026
t 0,1701 0,1805 0,1910
r -0,0095 0,8975 0,8975
q -0,0095 0,0004 0,8975
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Temos os ajustes de v e o, com a estrela para indicar que sdo os ajustes

provenientes da minimizagao do funcional (3.13). Os ajustes pg e 3 sao dados abaixo

5(0) = LS5 41 8551 2 0,0004 + i
Fo 1\ 0,0025 + 08127 ’ 0,1805 + 9, 7919(0, 0004 + ¢0:8975)

(3.14)
[§
0,1805 2 0,0025 + 08127 2
Bi(g) = 19,7919 ¢ '
0,0004 + @O-8975 1,575 + 41, 8551(2, 8840 + 2:5760)
(3.15)

A Figura 41 mostra o ajuste do quantil 99% da distribuicio Gama com pardmetros pg(¢)

e By (¢) e o quantil 99% empirico dos tempos de erradicacao para x = 0.

3.6
3.4

3.2

28
2.6
2.4

22

Iogm(QuantiI 99% Gama) e IogIO(T0 99(¢)))

| | | | | | | | | | |
-4.5 -4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5
log,(¢)

Figura 41 — Comparagao do quantil 99% empirico, nomeado de Tjg9(¢), (curva preta com
estrelas) e quantil 99% da distribuigdo Gama com parametros pg (@) e 35 (o)
(curva vermelha) com k = 0.

Os resultados dos ajustes para os valores de Kk = 0, Kk = 0,5 e kK = 1 sdo apresentados por
meio das Figuras 41, 43 e 44 respectivamente e das Tabelas 10, 11 e 12 respectivamente.
Para os demais valores k = 0,2 e k = 0,7, apresentaremos apenas os resultados dos ajustes
pelas Figuras 42 e 44 respectivamente. Apresentaremos as tabelas com os intervalos de

confianga de 95% dos pardmetros das fungoes v, e o, e ajustes p e [5r.
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1.6 | | | | | | | | | | J
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Figura 42 — Comparagao do quantil 99% empirico, nomeado de Tp9(¢), (curva preta com
estrelas) e quantil 99% da distribuicio Gama com parametros pj o(¢) € 35 4()
(curva vermelha) com k = 0, 2.

Iogm(OuantiI 99% Gama) e Ioglo(T0 99(¢))

2
log, o(@)

Figura 43 — Comparacao do quantil 99% empirico, nomeado de Tj9(¢), (curva preta com
estrelas) e quantil 99% da distribuicdo Gama com parametros pj 5(¢) e 35 5(0)
(curva vermelha) com k = 0, 5.
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Os parametros ajustados, para k = 0,5, estdo contidos na Tabela 11

Tabela 11 — Parametros 6timos a, b, ¢, t, ¢ e r do ajuste simultaneo com x = 0, 5.

Parametro Valor 6timo Intervalo de confianca de 95%
a 0,9240 2,8840 4,8440
b -1,2935 0,6665 2,6265
c -1,9566 0,0034 1,9634
t -1,8020 0,1580 2,1180
q -1,9597 0,8898 2,8498
r -1,9597 0,0003 2,8498
—~ 34
&
832
=
= 30
© 28+
E o)
o
X 24r
% 22+
S o
9 18-
-4‘.5 -3‘.5 -é.s ‘ 1‘.5 -(;.5 5

-2
log, o(¢)

Figura 44 — Comparagao do quantil 99% empirico, nomeado de Tjg9(¢), (curva preta com
estrelas) e quantil 99% da distribuicdo Gama com parametros pj ;(¢) e 35 7(®)
(curva vermelha) com k = 0, 7.

Os parametros ajustados, para k = 1, estao contidos na Tabela 12

Tabela 12 — Parametros 6timos a, b, ¢, t, ¢ e r do ajuste simultaneo com k = 1.

Parametro

Valor 6timo Intervalo de confianga de 95%

a

b
c
t
q
r

0,6010
11,2751
~1,9560
-1,7627
~1,9596
-1,9596

2,5610
0,6849
0,0040
0,1973
0,8715
0,0004

14,5210
2,6449
1,9640
2,1573
2,8315
2,8315
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Iogm(QuantiI 99% Gama) e Iogw(T0 99(¢))
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log,(¢)

Figura 45 — Comparagao do quantil 99% empirico, nomeado de Tp9(¢), (curva preta com
estrelas) e quantil 99% da distribuicio Gama com parametros pj o(¢) € 35 4()
(curva vermelha) com k = 1.

Outra forma de descrever os quantis 95% e 99% dos tempos de erradicacao é
através do ajustes de curvas. Neste caso, utilizamos os quantis ajustados da distribuicao
Gama, isto é, vamos considerar os dados dos quantis 99% dos tempos de erradicacgao
provenientes da distribui¢io Gama com pardmetros pk(¢) e 85 (). O objetivo deste ajuste,
que é diferente do capitulo anterior, é determinar uma expressao para os quantis da

#

distribuicdo Gama com parametros p)(¢) e 8:(¢). A forma da fungao, para todos os

valores de k, é:

Fy(9) = chsb K,
em que # é referente ao quantil especifico, no nosso caso serd o quantil 99% dos tempos de
erradicacao. Para cada valor de s e considerando # os tempos referentes ao quantil 99%
ja ajustados, isto é, vamos tomar as curvas ajustadas das Figuras 41, 43 e 45 como os
tempos a serem ajustados em funcao de ¢. De forma geral, faremos um ajuste do ajuste.
O método utilizado é o método de Levenberg-Marquardt através do pacote cftool do
Matlab 2010a. Para os trés valores de x consideramos, 0, 0,5 e 1, temo os seguintes ajustes:

para k = 0,
2,091

F? =
0,99(¢) 8, 8892 x 10—4 + ¢0,809
em que os intervalos de 95% de confianca para os pardmetros a, b e ¢ sdo respectivamente
((2,001;2,182), (0,8034;0,8146) e (0,000852;0,0009264). J& para o ajuste com k = 0,5

temos,

+ 73,5554, (3.16)

B 1,766
6,4 x 1074 + ¢0821

Fooo(9) + 73,7549 (3.17)
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em que os intervalos de 95% de confianca para os parametros a, b e ¢ sdo respectivamente
(1,67;1,855), (0,7958;0,8083) e (0,0006084;0,0006715). Por fim, para k = 1 temos,

1,943
9,251 x 104 4 07962

Fyg9(0) = + 73,9975 (3.18)

em que os intervalos de 95% de confianca para os pardmetros a, b e ¢ sdo respectivamente
(1,869;2,017), (0,7913;0,801) e (0,0008912;0,0009591).

A vantagem dos ajustes das fungoes (3.16), (3.17) e (3.18) é ter uma forma
simples de avaliar o tempo de erradicacao referente ao quantil 99%. Além disso, para um
dado tempo requerido para erradicacao da doenga, podemos inverter a funcgao F01’99(¢),
por exemplo, para determinar o valor de ¢. As Figuras 46, 47 e 48 mostram a comparacao

de cada ajuste com o quantil 99% empirico.
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Figura 46 — Comparacao do quantil 99% empirico (curva preta com estrelas) e a fungao
Fggo (3.16) em que k = 0.
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Figura 47 — Comparagao do quantil 99% empirico (curva preta com estrelas) e a fungao

F8’959 (3.16) em que k = 0, 5.
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Figura 48 — Comparacao do quantil 99% empirico (curva preta com estrelas) e a fungao

Fy g9 (3.16) em que k = 1.

3.5 Efeitos da variacao de ¢ e k na quantidade de vacinas aplicadas

Nesta secao vamos avaliar as influéncias do parametro x sobre a quantidade de

vacinas aplicadas, efetivas ou desperdicadas. Para tal avaliacao, vamos tomar a quantidade

de vacinas nos tempos dos quantis 95% e 99% dos tempos de erradicacdo. Dessa forma a

probabilidade de erradicacao da doenca é de 95% e 99% respectivamente.

Vamos avaliar agora o nimero de vacinas efetivamente aplicadas e o desperdicio em funcao

da taxa de vacinagao para cada valor de k.
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Na Figura 49 (quantil 99% dos tempos de erradicagao) quando consideramos
apenas as vacinas aplicadas (subfigura (a)), a quantidade de vacinas aplicadas aumenta
com o crescimento da taxa de vacinagao ¢ e o valor de k. Assim, para k = 0 (curva
vermelha) temos a menor quantidade de vacinas aplicadas e para k = 1 (curva magenta) o
maior nimero. As curvas tendem a uma constante. No caso em que k = 0 e o valor de ¢ é
o maior possivel, 2,19, o nimero de vacinas aplicadas é de 14.519. Para o caso em que
k=1e¢ =219, o nimero de vacinas aplicadas é de 20.659.

A variagdo na quantidade de vacinas aplicadas para diferentes valores de k se
deve pela caracteristica da doenga. Lembrando que x = 0 indica uma doenca assintomatica
e k = 1 indica uma doenca sintomatica, as vacinas efetivamente aplicadas sdo contabilizadas
apenas quanto individuos suscetiveis sao vacinados. Logo, se a doenga é assintomatica
vacinaremos menos individuos suscetiveis, pois estes sao infectados por individuos infectados
e assintomaticos. Mas, se a doenca ¢é sintomatica, vacinaremos mais individuos suscetiveis,
pois a transmissao da doencga é realizada apenas por individuos infectados. De forma
analoga ocorre para os valores entre 0 e 1 para .

A subfigura (b) mostra, apenas, vacinas desperdi¢adas. H4 uma inversao na
ordem de crescimento em func¢ao de x, comparado com o caso de vacinas efetivamente
aplicadas. O menor desperdicio ocorre para k = 1, sendo 37 vacinas desperdicadas se
¢ = 2,19. Para k = 0, o nimero de vacinas desperdicadas ¢ 85.708 vacinas, também em
¢ = 2,19, em uma populagao total de 100.000 individuos (aproximadamente 85,7% da
populagao foi vacinada). A variagao da quantidade de vacinas, neste caso, tem a mesma
justificativa do caso em que as vacinas sao efetivamente aplicadas.

Na subfigura (c) temos a soma de vacinas aplicadas e desperdigadas para cada
k. Ocorre uma ordenacao diferente das anteriores: as quantidades de maior para menor
sasopara k =0,2, k=0,5, k=0, k=0,Te r = 1.

Essas diferencas para vacinas aplicadas e desperdicadas sao compensadas e o resultado de
sua soma, do menor para o maior, nao segue uma ordem de crescimento ou decrescimento
de k. As Figuras 49 e 50 sao importantes para entender como a campanha de custo se

comporta com diferentes valores da taxa de vacinagao.
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Figura 49 — Variacao da quantidade de vacinas para o tempo quantil 99% dos tempos de
erradicagdo: a) vacinas efetivamente aplicadas, b) vacinas desperdicadas e c)
soma de vacinas efetivamente aplicadas e desperdicadas. Para cada curva ha
um k fixo: k = 1 (curva magenta), k = 0,7 (curva verde), k = 0,5 (curva
preta), K = 0,2 (curva azul) e k = 0 (curva vermelha). A escala log;, —log,
foi usada.

Iogm(Da)

4 3 2 1 o 4 s 2 1 0o 4 3 2 1 o
log, 5(¢) l0g,4(¢) log, 5(4)

Figura 50 — Variacao da quantidade de vacinas para o tempo quantil 95% dos tempos de
erradicagao: a) vacinas efetivamente aplicadas, b) vacinas desperdicadas e c)
soma de vacinas efetivamente aplicadas e desperdicadas. Para cada curva héa
um £ fixo: kK = 1 (curva magenta), k = 0,7 (curva verde), k = 0,5 (curva
preta), k = 0,2 (curva azul) e k = 0 (curva vermelha). A escala log;, — logy,
foi usada.

Podemos analisar a variagdo da quantidade de vacinas acumuladas (vacinas
efetivamente aplicadas em que nao é considerada a morte do individuo suscetivel vacinado),

desperdicadas e a soma das quantias em funcao de k.
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Figura 51 — Variacao da quantidade de vacinas para o tempo quantil 99% dos tempos de
erradicagao: a) vacinas efetivamente aplicadas, b) vacinas desperdigadas e c)
soma de vacinas efetivamente aplicadas e desperdicadas. Para cada curva ha
um ¢ fixo e de baixo para cima os valores de ¢ crescem.
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Figura 52 — Variacao da quantidade de vacinas para o tempo quantil 95% dos tempos de
erradicagdo: a) vacinas efetivamente aplicadas, b) vacinas desperdicadas e c)
soma de vacinas efetivamente aplicadas e desperdicadas. Para cada curva ha
um ¢ fixo e de baixo para cima os valores de ¢ crescem.

Nota-se que para valores da taxa de vacinacdo acima de 2,19 x 1072 por dia, a
diferenca é muito pequena para os trés graficos das Figuras 51 e 52.

Para o caso em que as vacinas sao efetivamente aplicadas (subfigura (a)), a
influéncia do parametro x é maior quanto maior é o valor da taxa de vacinacao ¢. Para
valores de ¢ entre 6,572 x 1072 e 2,19 a diferenca é quase nula. O mesmo comportamento

ocorre para as outras subfiguras (b) e (c).
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Podemos, ainda, estabelecer uma relacao entre taxa de vacinagao ¢, k, Va e

V, + D,, como mostram as Figuras 53 e 55.

V_ (Vacinas efetivamente aplicadas acumuladas)

a

x10%

Quantil 95% dos tempos de erradicagao

Figura 53 — Variacao da quantidade de vacinas para o tempo quantil 95% dos tempos de

erradicacao em que V, estd em “funcao” de k e ¢. Cada curva corresponde
a um valor de k: Kk = 0 curva vermelha, x = 0,2 curva azul, k = 0,5 curva
preta, k = 0,7 curva verde e Kk = 1 curva magenta.

2000

1000 1
500 0.5

Quantil 95% dos tempos de erradicagao

Figura 54 — Variagao da quantidade de vacinas desperdigadas (V, + D,) para o tempo

)

quantil 95% dos tempos de erradicacao em que V, + D, estao em “funcao’
de k e ¢. Cada curva corresponde a um valor de x: kK = 0 curva vermelha,
k = 0,2 curva azul, k = 0,5 curva preta, k = 0,7 curva verde e Kk = 1 curva
magenta.

Nas Figuras 53 e 54 ocorre uma alteragao na ordem das curvas para cada valor

de x. Na Figura 53, para valores de ¢ até 1,1 x 1072, a ordem das curvas é dada do maior
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para o menor valor de k, kK = 0 (curva vermelha), k = 0,2 (curva azul), k = 0,5 (curva
preta), k = 0,7 (curva verde) e k = 1 (curva magenta). Para valores de ¢ > 1,1 x 107
a ordem ¢ invertida, isto ¢, do maior para o menor k =1, Kk =0,7, k =0,5, Kk =0,2 ¢

k= 0.

Entretanto, quando é considerado o desperdicio de vacinas aplicadas no tempo do quantil
95%, a ordem do maior para o menor é mantida como x =0,k =0,2, k=0,5,x=0,Te
k = 1. A ordem é mantida por conta do acréscimo de vacinas desperdi¢adas quando x > 0,

a Figura 52 também mostra tal ordenacao.

—_ X
- 4] N =
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o
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o

Va (Vacinas efetivamente aplicadas acumuladas)

0 0

Quantil 99% dos tempos de erradicagao

Figura 55 — Variacao da quantidade de vacinas para o tempo quantil 99% dos tempos de
erradicacao em que V, estd em “funcao'de k e ¢. Cada curva corresponde
a um valor de k: k = 0 curva vermelha, x = 0,2 curva azul, kK = 0,5 curva
preta, Kk = 0,7 curva verde e Kk = 1 curva magenta.
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Figura 56 — Variacdo da quantidade de vacinas desperdicadas (V, + D,) para o tempo
quantil 99% dos tempos de erradicacao em que V, + D, estao em “funcao"de x
e ¢. Cada curva corresponde a um valor de x: kK = 0 curva vermelha, k = 0,2
curva azul, Kk = 0,5 curva preta, Kk = 0,7 curva verde e k = 1 curva magenta.

No caso em que o quantil ¢ 99% dos tempos de erradicacgao, a ordem é mantida
do maior para o menor como kK =0, Kk = 0,2, Kk = 0,5, Kk = 0,7 e Kk = 1, quando nao
consideramos o desperdicio (Figura 55). Entretanto, quando consideramos o desperdicio
(Figura 56) ordem é alterada do maior para o menor como kK = 1, Kk = 0,7, Kk = 0,5,

k = 0,2 e k = 0. Tais mudancgas ocorrem por conta da soma V, + D,.

3.5.1 Campanha de vacinacao

Vamos reutilizar a metodologia do capitulo anterior para determinar uma
campanha de vacinacao. Vamos tomar novamente os 3 critérios da campanha de vacinacao,

mas agora temos tempos diferentes para valores diferentes do parametro x:

e Duracgao da campanha 0,: Esta é uma parte da campanha, mas combinado com
a probabilidade de sucesso, é também um importante critério de avaliacao por si
mesmo, sendo que quanto mais rapido eliminarmos a doenca melhor. Para diferentes

valores de k obteremos diferentes valores de tempo de campanha.

e Probabilidade de sucesso: Por este sucesso queremos dizer que, no fim da duracao

da campanha, a doenca ter sido erradicada.

e Numero de vacinas administradas: No caso sintomaético, isto é V.*(6,). No caso
assintomadtico, isto é V.*(6,.) + D" (6,).

Os custos sao relativos as vacinas e a estrutura utilizada para realizar a campanha de

vacinacao. Pode-se adaptar nossa metodologia para custos de estrutura. Tais custos para
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campanhas em que consideramos a doenca sintomatica e assintomatica sdo dados por:

Ctr = Oy x O, + Cy x VE(B,) (3.19)

Ct5 = Cy x O, + Cy x (VF(6,) + D2(6,)). (3.20)

a

em que Cy é o custo didrio da infraestrutura da campanha de vacinacao, como o custo do
prédio e dos profissionais de satude e C, é o custo por vacina. Lembrando que Cy e C, sao
custos fixos que nao dependem do tempo 6, e da probabilidade de sucesso.

Para avaliar cada custo de campanha considerando as fungoes custo (3.19) e
(3.20), vamos considerar os valores para Cy de 100 w.m., e 500 u.m. e para C, de 5 u.m., 15
u.m. e 25 u.m. por dia em que u.m. significa unidade monetaria. Consideraremos também
que os tempos de duracao da campanha de vacinacao serao os tempos do quantil 95% e
do quantil 99% de erradicacao, isto é, esperemos ter probabilidades de sucesso de 95% e
99% respectivamente de erradicacdo da doenca.

As Figuras 57 a 61 mostram as quantidades de vacinas acumuladas aplicadas
(Va(6,)) (utilizado para o calculo de Ct;) e o nimero de vacinas desperdicadas (V,(6,) +
D,(6,)) (utilizado para o calculo de C't3) no tempo de campanha 6,,.. As curvas espessas
correspondem aos valores esperados (esperados pela média das 1.000 simulagoes) e as
linhas finas em torno sao os intervalos de 95% de confianca. Lembrando que os tempos de
duracao da campanha de vacinacao, 6,,, sao os tempos dos quantis 95% e 99% dos tempos
de erradicacao. O intervalo de 95% de confianca representado nas figuras garante que 95%
das 1.000 simulacoes estao contidas neste intervalo. Para melhor visualizacao utilizamos a

escala logip — logo.
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As figuras mostram uma diferenca significativa no niimero de vacinas quando consideramos

o desperdicio.

45¢ 457

3.5} 351

log, o(V,(6)+D,(6)) e log, (V. (6))
log, (V. (6)+D_(6)) e log, (V. (6))

-4 -3 -2 -1 0 -4 -3 -2 -1 0
log, o (¢) log, ,(¢)

Figura 57 — Numero de vacinas aplicadas acumuladas administradas ao longo do tempo da
campanha de vacinagao #y como func¢ao de ¢ para o caso sintomético (V,(6),
curva azul) e o caso assintomatico (V,(6p2) + D.(6p2), curva vermelha). A
escala logig — logyp é usada. A figura da esquerda usa 6y como o quantil 95%
dos tempos de erradicacao e a figura da direita usa 6, como o quantil 99%
dos tempos de erradicacao e k = 0.

A Figura 57 mostra a quantidade de vacinas acumuladas aplicadas (curvas
azuis) e o desperdicio de vacinas acumuladas (curvas vermelhas) com intervalo de confianga
de 95%. Nota-se que a diferenca no ntiimero de vacinas para os quantis 95% e 99% dos
tempos de erradicagao ¢é baixa. De fato, os dados de tempo para estes dois quantis com
r = 0 vao aproximando-se conforme o valor de ¢ cresce, que pode ser constatado pelas
Figuras 33 e 34.
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Figura 58 — Numero de vacinas aplicadas acumuladas administradas ao longo do tempo da
campanha de vacinagao 6y 2 como funcao de ¢ para o caso sintoméatico (V4 (6o 2),
curva azul) e o caso assintomatico (V,(6p2) + D.(6p2), curva vermelha). A
escala logig — logio ¢ usada. A figura da esquerda usa 62 como o quantil 95%
dos tempos de erradicagao e a figura da direita usa 62 como o quantil 99%
dos tempos de erradicagao e kK = 0, 2.

A Figura 58 mostra, de forma andloga a Figura 57, a quantidade de vacinas
aplicadas e desperdicadas acumuladas. Neste caso k = 0,2 e, dessa forma, consideramos
que hé uma parcela de individuos infectados (0,801) que sera transferida para classe de
sintomaticos. O niimero de vacinas desperdicadas decai e o niimero de vacinas aplicadas

aumenta, como discutido nas Figuras 49 e 50.
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Figura 59 — Numero de vacinas aplicadas acumuladas administradas ao longo do tempo da
campanha de vacinagao 6y 5 como funcao de ¢ para o caso sintoméatico (V; (6o 5),
curva azul) e o caso assintomatico (V,(6p5) + Do(6p5), curva vermelha). A
escala logig — logio ¢ usada. A figura da esquerda usa 6y 5 como o quantil 95%
dos tempos de erradicagao e a figura da direita usa 6y 5 como o quantil 99%
dos tempos de erradicagao e kK = 0, 5.

A Figura 59 mostra a quantidade de vacinas acumuladas aplicadas e o des-
perdicio de vacinas acumuladas para o caso em que k = 0,5 e novamente nota-se um
comportamento semelhante aos casos anteriores. Com o valor de x = 0,5, metade dos 0/
individuos infectados, apés um periodo de tempo ' dias, serdo transferidos para a classe
de sintomaticos e assintoméaticos. Assim, uma quantidade menor de vacinas é desperdicada

e uma quantidade maior de vacinas é aplicada em individuos suscetiveis.
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Figura 60 — Nuimero de vacinas aplicadas acumuladas administradas ao longo do tempo da
campanha de vacinagao 6, 7 como funcao de ¢ para o caso sintoméatico (V4 (6o 7),
curva azul) e o caso assintomatico (V,(6p7) + D.(6p7), curva vermelha). A
escala logig — logio ¢ usada. A figura da esquerda usa 6y 7 como o quantil 95%
dos tempos de erradicagao e a figura da direita usa 67 como o quantil 99%
dos tempos de erradicagdo e Kk = 0, 7.

A Figura 60 mostra as quantidades de vacinas acumuladas, aplicadas e desper-
digadas, para o caso no qual kK = 0,7. Neste caso ha uma quantidade maior de individuos
infectados transferida para classe de sintomaticos (0, 7d7). As curvas de vacinas aplicadas e
desperdicadas, para ambos quantis, sao mais préximas por conta do desperdicio ser menor.

No caso em que k = 1 as curvas de V,(6;) e V,(61) + Dy(#;) estdo quase
sobrepostas, pois o desperdicio é o minimo com k = 1. Por conta disso, consideramos as
figuras adicionais para mostrar o quao as cuvas estao proximas, mas nao sao iguais.

A grande diferenga no nimero de vacinas desperdicadas acumuladas esta no fato de que o
modelo (2.1) ndo tem uma classe uma classe de sintomaticos como o modelo (3.10) possui.
Por conta disso individuos infectantes, expostos e recuperados sao vacinados. Entretanto no
modelo (3.10) hd uma classe de sintomédticos e parte desta classe (eD,,) ¢ transferida para
os recuperados nao vacinados (R,,q), que nao sao vacinados. Dessa forma o desperdicio de

vacinas é menor e consequentemente o acumulo também.



Capitulo 8. FEstudo do tempo de erradicagio para doengas sintomdticas/assintomdticas e campanhas de

vacinagdo 120
(0]
g _ 45
©
2>
= 535
o 2
2 8 3
- O
o 25
o
4.316
4.314
4.312
4.31 ' : . 4312 . . .
-1 -0.5 0 -1 -0.5 0
log,,(¢) log,,(¢)

Figura 61 — Nuimero de vacinas aplicadas acumuladas administradas ao longo do tempo da
campanha de vacinacao ¢; como func¢ao de ¢ para o caso sintomatico (V,(61),
curva azul) e o caso assintomatico (V,(01) + D,(6,), curva vermelha). A escala
logig — logio ¢ usada. A figura da esquerda usa #; como o quantil 95% dos
tempos de erradicacao e a figura da direita usa 6; como o quantil 99% dos
tempos de erradicagdo e k = 1.

Agora podemos tomar os valores considerados para Cy (100 u.m. e 500 u.m.) e
Cy (5 um., 15 um. e 25 u.m.). Na Figura 62 subfigura c) utilizamos o custo Cy = 100
u.m. e na subfigura d) o custo Cy = 500 u.m., em ambas o tempo foi 6, = Tjg9(¢). Na
subfigura c) utilizamos o custo Cy = 100 u.m. e na subfigura d) o custo Cy = 500 u.m.,

em ambas o tempo foi 6,, = T( 99(¢).
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Figura 62 — Custos totais esperados nas campanhas de vacinagdo Ct; (linhas vermelhas) e
C'ty (linhas pretas) em funcao de ¢ considerando xk = 0 o tempo de duragao
0o, C, igual a 5 u.m. (Curvas com estrelas), 15 u.m. (Curva pontilhada) e 25
u.m. (Curva com tridngulos). Subfiguras a): Cy = 100 u.m. e 6y = Tp95(¢);
b)Z Od = 500 um. e 90 = T0795(¢>; C) 60 = T()’gg(gb) e Od = 100 u.m. e d)
00 = T()’gg(gb) e Cd = 500 u.m..

A Figura 62 mostra os custos das campanhas de vacinagao considerando o
caso sintomético (em que sdo consideradas apenas vacinas aplicadas acumuladas) e o caso
assintomatico (em que considera-se o desperdicio de vacinas) nos tempos 6, = T 95(¢) €
6. = To09(¢). Além disso estamos considerando x = 0, isto é, todo individuo infectante
apés um periodo de tempo e ! dias é transferido para classe de assintomaticos infectantes
e parte dessa classe é vacinada. Lembrando que ao considerar o tempo 6, = T} 95(¢)
(0)x = Too9(¢)) queremos dizer que a campanha de vacinacao terd uma probabilidade
de sucesso de 95% (99%) na erradicacdo da doenga no ensaio das 1.000 simulagoes.
Apresentamos os valores de minimo dos custos Ct; e Cty (valores), quando existirem, os va-

lores de ¢ que resultam os minimos dos custos (denotados por ¢*) e a duragao da campanha.
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Tabela 13 — Valores dos custos minimos Ct; e C'ty em funcao de ¢ para k = 0 e os tempos
O = T0,95(¢) e by = To,99(¢)-

| Cty | Cty
0o = Th95(¢) € Cq = 100 u.m. (subfigura a))
C, em w.m. 5 15 25 5 15 25
¢* /dia L97x 1077 6,6 x107" 2,4x10"|2,4x107" 0 0
Custo em w.m. 60.976 107.650 143.420 165.540  236.500  236.500
Periodo (dias) 201 479 790 790 2.364 2.364
0y = To,05(¢) € Cq = 500 u.m. (subfigura b))
¢* /dia - 3,20 x 1077 2x107% [1,3x107° 5x10* 2,4x 107"
Custo em u.m. 98.893 233.660 304.880 360.450  642.860  827.710
Periodo (dias) 52 270 270 398 647 990
0o = Th99(¢) € Cq = 100 u.m. (subfigura c))
¢* /dia 2x107°  6,6x107 H5x101 [2,8x 107" 0 0
Custo em w.m. 68.252 125.100 167.530 198.900  344.500  344.500
Perfodo (dias) 331 563 647 888 3.444 3.444
0o = Th99(¢) € Cyq = 500 u.m. (subfigura d))
o* /dia - - 2x1077 [1,3x107° 5x107% 2,8x10°7
Custo em wm. | 104.580 249.780 341.260 402.890  739.090  994.510
Perfodo (dias) 63 63 332 398 647 888

Para os demais valores de s faremos da mesma forma. Determinaremos os
valores 6timos de ¢*, o periodo de campanha para o ¢* e o custo total da campanha. Para
melhor visualizacdo dos dados de custo e de ¢* sdo apresentadas as figuras de custo para

os Cy4, C, e os quantis referentes ao sucesso da campanha.

Iog10(Ct1) e Iog10(Ct2)

Iog10(Ct1) e Iogm(Ctz)

Figura 63 — Custos totais esperados nas campanhas de vacinacao Ct; (linhas vermelhas) e
C'ty (linhas pretas) em fungao de ¢ considerando k = 0,2 e tempo de duragao
6o 2, C, igual a 5 u.m. (Curvas com estrelas), 15 u.m. (Curva pontilhada) e 25
u.m. (Curva com tridngulos). Subfiguras a): Cy = 100 u.m. e 6y = 15 95();
b): Cq = 500 u.m. e Oy = To95(¢); ¢) oo = Toge(¢) € Cq = 100 u.m. e d)
0o2 = To99(¢) € Cq = 500 u.m..
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Tabela 14 — Valores dos custos minimos Ct; e Cty em funcao de ¢ para k = 0,2 e os
tempos 6o = To05(¢) € Oo2 = To,99().

| Cty Cty
0o2 = Too5(¢) e Cy = 100 u.m. (subfigura a))
C, em u.m. 5 15 25 5 15 25

o* /dia 2,2x107% 55x10% 3,3x10*|3,3x10" 0 0
Custo em w.m. | 62.359 107.230 140.770 145.410 225.500 225.500
Periodo (dias) 274 506 650 650 2.254 2.254

0o = To05(¢) e Cy = 500 u.m. (subfigura b))

¢* /dia 1,9714 5,5 x107° 2,2x10°[1,5x107° 5,5x 107" 3,3x 107"
Custo em u.m. | 102.930 238.280 311.800 323.280 555.540 727.040
Periodo (dias) 752 183 274 323 506 650

9072 = T0799(¢) (S Cd = 100 u.m. (subﬁgura C))

o* /dia 2x107% 4,4x10" 4,4x10*[4,4x107* 0 0
Custo em w.m. | 70.225 124.750 164.190 169820 310.400 310.400
Periodo (dias) 331 656 656 656 3.103 3.103

0o2 = Too9(¢) e Cy = 500 u.m. (subfigura d))

¢* /dia 1,9714  5,5x10° 2x107 [ 2x10° 4,4x10* 4,4x10*
Custo em u.m. | 107.600 261.240 351.130 364.370 640.660 849.100
Perfodo (dias) 61 208 331 331 656 656

Figura 64 — Custos totais esperados nas campanhas de vacinacdo Ct; (linhas vermelhas) e
C'ty (linhas pretas) em fungao de ¢ considerando xk = 0,5 e tempo de duragao
6o5, Cp igual a 5 u.m. (Curvas com estrelas), 15 u.m. (Curva pontilhada) e 25
u.m. (Curva com tridngulos). Subfiguras a): Cy = 100 u.m. e 6y 5 = 15 95(¢);
b)i Cd = 500 u.m. e 9075 = T0795(¢); C) 9075 = T0799(¢) (§ Cd = 100 u.m. e d)
005 = To.99(¢) € Cq = 500 u.m..
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Tabela 15 — Valores dos custos minimos Ct; e Cty em funcao de ¢ para k = 0,5 e os

tempos 0y 5 = T.05(¢) € 005 = T0,99(¢)-

\ Ct \ Cty
005 = To05(¢) € Cq = 100 u.m. (subfigura a))
C, em u.m. 5 15 25 5 15 25

o* /dia 1,5 x10™® 5,5x107% 2,8x107%] 5,5x107%  7x107° 0
Custo em u.m. | 64.618 111.660 145.520 120.160 198.920 211.700
Periodo (dias) 318 498 692 498 1.250 2.117

90)5 = T0’95(¢) [§] Cd = 500 u.m. (subﬁgura b))

o* /dia 1,53 4,4x107% 1,5x107°] 2,2x107° 5,5x107% 5,5x10°*
Custo em u.m. | 110.980 247.530 323.090 266.260 460.270 600.790
Perfodo (dias) 52 198 318 270 498 498

(9075 = To’gg(gf)) € Cd = 100 u.m. (subﬁgura C))

o* /dia 1,5 x 102 5,5x107% 5,5x107%[6,57x10 " 6,6 x10° 1,5x10°°
Custo em um. | 72.411 126.700 173.160 117.690 274.840 362.050
Periodo (dias) 361 569 569 64 188 361

60)5 = T()’gg(gZS) [§] Cd = 500 u.m. (subﬁgura d))

o* /dia 0,657 6,6 x107° 1,5x10°] 6,6 x10° 55x10"F 5,5x 107"
Custo em u.m. | 117.690 274.840 362.050 301.240 521.660 679.440
Periodo (dias) 64 188 361 188 569 569

Figura 65 — Custos totais esperados nas campanhas de vacinagao C't; (linhas vermelhas) e
C'ty (linhas pretas) em fungao de ¢ considerando x = 0,7 e tempo de duragao
o7, Cy igual a 5 u.m. (Curvas com estrelas), 15 u.m. (Curva pontilhada) e 25
u.m. (Curva com tridngulos). Subfiguras a): Cy = 100 u.m. e 6y 7 = 15 .95();
b): Cq = 500 u.m. e Oy7 = To5(0); ¢) oz = Tog9(¢) € Cq = 100 u.m. e d)
90,7 = Tg7gg(¢> e Cd = 500 u.m..
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Tabela 16 — Valores dos custos minimos Ct; e Cty em funcao de ¢ para k = 0,7 e os
tempos o7 = To95(¢) € 0,7 = To,90(9).

| Cty Cty
007 = Too5(¢) e Cy = 100 u.m. (subfigura a))
C, em u.m. 5 15 25 5 15 25

¢* /dia 1,8 x107° 4,4x107" 2x10* [4,4x10* 1,1x107* 0
Custo em u.m. | 66.191 114.140 144.070 100.770 165.240 191.720
Periodo (dias) 294 548 774 548 986 1.950

007 = Too5(¢) e Cy = 500 u.m. (subfigura b))

¢* /dia 1,53 1,8 x 1072 1,8x10°[6,6x10° 1,1x10° 4,4x 1074
Custo em u.m. | 117.360 257.370 330.950 221.780 391.890 503.870
Periodo (dias) 52 204 294 163 362 546

9077 = T0799(¢) (S Cd = 100 u.m. (subﬁgura C))

o* /dia 1,8 x107% 2,4x107% 2,4x10*[4,4x107" 2,4x10* 1,1x10°"
Custo em w.m. |  75.598 130.870 163.980 118.520 195.650 269.130
Periodo (dias) 341 812 812 650 812 1.272

007 = To9(¢) e Cy = 500 u.m. (subfigura d))

¢* /dia 1,314 3,3x107° 1,8x10°[6,6x10° 1,1x10° 4,4x107*
Custo em u.m. | 123.060 282.630 377.990 241.940 445.160 592.590
Periodo (dias) 64 253 394 183 416 650

Iog10(Ct1) e Iogm(Ctz)

Iog10(Ct1) e Iogm(Ctz)

10g, 5(4)

log,,(¢)

Figura 66 — Custos totais esperados nas campanhas de vacinagdo Ct; (linhas vermelhas) e
Cty (linhas pretas) em fungao de ¢ com o tempo de duragao 6, C, igual a 5
u.m. (Curvas com estrelas), 15 u.m. (Curva pontilhada) e 25 u.m. (Curva com
triangulos). Subfiguras a): Cy = 100 u.m. e 0; = Ty 95(¢); b): Cy = 500 u.m. e
91 = T0795<¢>; C) 91 = T0799<¢> (S Cd =100 um. e d) 91 = T()’gg(gb) (S Cd = 500

u.1ml..

Por fim, para o caso em que x = 1 todos os casos estudados para C; alto/baixo

e C, alto/baixo existem valores de ¢ > 0 tal que o custo da campanha de vacinacao seja

minimo.
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Tabela 17 — Valores dos custos minimos Ct; e C'ty em funcao de ¢ para k = 1 e os tempos

0, = T0,95(¢) et = To,99(¢)-

| Cty Cty
0y = Thos5(¢) € Cq = 100 u.m. (subfigura a))
C, em u.m. 5 15 25 5 15 25

o* /dia ,3x107° 2,2x107% 2,2x10%7[1,3x10% 2,2x10% 2,2x10°*
Custo em w.m. | 69.383 115.010 144.820 69.412 115.050 144.880
Periodo (dias) 331 703 703 331 703 703

01 = Ty 05(¢) € Cq = 500 u.m. (subfigura b))

¢* /dia 1,31 2,2x107% 1,3x1073 1,31 2,2x107% 1,3x1073
Custo em u.m. | 129.510 265.820 346.910 129.690 265.930 347.060
Periodo (dias) 52 262 331 52 262 331

01 = Th99(¢) € Cq = 100 u.m. (subfigura c))

o* /dia 1,5 x102 3,3x10% 1,1x10*[1,5x10° 3,3x10°* 1,1x10°"
Custo em w.m. | 79.254 135.610 178.350 79.287 135.660 178.390
Periodo (dias) 356 705 1.152 356 705 1.152

01 = Tpho9(¢) € Cq = 500 u.m. (subfigura d))

¢* /dia 0,66 1,8 x1077 1,5x107° 0,66 1,8 x107% 1,5x107°
Custo em u.m. | 135.180 307.580 396.270 135.360 307.690 396.430
Periodo (dias) 63 337 356 63 337 356

Para visualizar os custos das campanhas e seus tempos de duracao em funcao

do parametro k, seguem as figuras.
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Figura 67 — As subfiguras da parte superior representam o custo da campanha de vacinagao
para o caso sintomatico (Ct;) e as inferiores o custo do caso assintomatico
(Cts). As curvas vermelhas com tridngulos consideram C, = 5 u.m. por dia;
As curvas azuis com estrelas consideram C, = 15 u.m. e as curvas pretas com
estrelas consideram C, = 25 u.m..
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Figura 68 — As subfiguras da parte superior representam o custo da campanha de vacinagao
para o caso sintomatico (Ct;) e as inferiores o custo do caso assintomatico
(C'tq). As curvas vermelhas com tridngulos consideram C, = 5 u.m. por dia;
As curvas azuis com estrelas consideram C, = 15 u.m. e as curvas pretas com
estrelas consideram C, = 25 u.m..

3.6 Discussao

Considerando os cinco valores de (0, 0,2; 0,5; 0,7 e 1), calculamos os custos
das campanhas de vacinacao, com probabilidades de 95% e 99% de sucesso, para os casos
sintomatico e assintoméatico por meio da determinacao do parametro ¢ para o custo minimo.
Além disso, determinamos o periodo de duracdo da campanha de menor custo.

Os graficos da Figura 67 nos permitem concluir que os custos das campanhas
de vacinagao para o caso sintomatico tendem a crescer conforme k cresce. De fato, quanto
maior o valor de k, maior serda a quantidade de individuos infectados transferida para
classe de sintomaéticos. Portanto, o nimero de vacinas aplicadas efetivamente ¢ maior.
Em contrapartida, o nimero de vacinas desperdigcadas decresce conforme k cresce, pois
o numero de individuos assintomaticos é menor. Isso implica no decrescimento do custo
da campanha de vacinagao no caso assintomatico. Além disso, quando consideramos a
probabilidade de sucesso de 99%, os custos de campanha também sao maiores, dado que
os tempos de campanha sao maiores comparado a estratégia com 95% de sucesso.

No capitulo anterior, analisamos os custos de campanhas de vacinagao consi-
derando o quantil 99% dos tempos de erradicacao e os mesmos valores de Cy e C,. Em
determinados casos, o valor do parametro ¢, que determina o minimo da funcao custo,
¢ 0 ou nao é um valor finito. Estes casos ocorrem por uma combinacao de Cy alto e C,
baixo ou Cy baixo ou C, baixo respectivamente. As simulac¢oes de calculo de custo para
campanhas de vacinagdo para o modelo SEIADVR mostram que para alguns valores de &

podem ocorrer a nao existéncia de ¢ finito ou ¢ > 0, para que o custo da campanha seja
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minimo. De fato, apenas no caso em que k = 0, combinagoes e Cy alto e C, baixo podem
fazer com que a componente do custo de infraestrutura domine a fungao custo ao ponto
de nao existir ¢ finito que dé o valor minimo de C't; (caso sintomatico) (dados na Tabela
13). A outra possibilidade, em que os custos sao minimos quando ¢ = 0, ocorrem para k
igual a 0,2, 0,5 e 0,7, sempre com a combinagdo de C, alto e Cy baixo no custo Cty (caso
assintomético), isto é, a componente do custo de vacinas dominga a fungéo custo (Tabelas
14-16). No caso em que k = 1, para todas combinagoes de Cy e C, sempre existe ¢* > 0
tal que os custos C't; e C'ty tenham minimo.

A Figura 68 mostra a variagao dos tempos de campanha para cada valor de
r. Nao ha um comportamento bem definido, isto é, se os tempos crescem ou decrescem
ao variar os valores de k. Destacamos que para o caso em que consideramos o caso assin-
tomatico (Cty), o tempo de campanha tende a decrescer para valores maiores de k. Isso
ocorre para maiores valores de x, pois menos individuos assintoméaticos podem infectar e
mais individuos suscetiveis sdo vacinados, consequentemente a taxa de vacinacdo é maior.

Dessa forma, o tempo de campanha é menor.
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4 Conclusoes

Na primeira parte desta tese estudamos os efeitos da aplicacdo de uma vacina
com falhas e eficiéncia variavel em uma populacao, considerando uma doenca infecciosa
de transmissao direta, nao letal e que cuja imunidade induzida nao é perene. Este estudo
langou luz sobre a possibilidade da ocorréncia de um surto epidémico ao aplicar uma vacina
com tais caracteristicas. Isto seria “catastréfico”. Este surto epidémico, provocado pelas
falhas vacinais, foi caracterizado pela existéncia da bifurcagao “backward”, que consiste
na possibilidade de existéncia de dois pontos de equilibrio endémicos. Matematicamente a
bifurcacao “backward” é viavel, mas biologicamente nao. Provamos no teorema 5 que a
ocorréncia da bifurcacao “backward” somente é possivel se o tempo de imunidade induzida
pela vacina for maior que o tempo de imunidade induzida pelo patégeno. Mas nao é
razoavel que isto ocorra, pois o patogeno “selvagem” pode induzir o organismo humano a
produzir uma reposta imunolégica perfeita, ao contrario da vacina por conta de suas falhas.
Portanto, pode-se aplicar uma vacina com falhas em uma populagao sem que ocorra um
surto epidémico.

Realizamos o estudo de como controlar/erradicar uma doenga infecciosa de
transmissao direta, nao letal e que induz imunidade perene utilizando uma vacina perfeita
(sem falhas e com 100% de eficiéncia). Inicialmente, determinamos o tempo de erradi-
cacgao da doenca para cada valor da taxa de vacinacao ¢, isto é, o tempo T tal que
E(T) + I(T) = 0. Para isto, utilizamos simulagoes estocésticas por meio do algoritmo
de Gillespie, o que possibilitou avaliar o tempo, a quantidade de vacinas aplicadas e a
populacao de forma discreta na evolugao temporal. O modelo classico deterministico trata
o tempo de erradicacao de forma assintética, entdo o tempo em que ocorre a erradicagao
da doenga (ponto de equilibrio livre da doenca) seria infinito. Assim, no caso determinis-
tico, mesmo para populacdes E(t) + I(t) muito pequenas (da ordem de 107?), ainda ha
possibilidade de surto se Ry > 1. Mas populacoes em quantidade fracionaria nao refletem
a realidade.

Dessa forma, estabelecemos que a distribuicao que representa os tempos de
erradicacao é a distribuicdo Gama em funcdo da taxa de vacinacao ¢, para ambos os
casos em que a doenga é sintomédtica ou assintomatica e sintomatica/assintoméatica. Tal
representacao possibilita o calculo do quantil 99%, por exemplo, da distribuicao Gama, que
tem importante papel na formulacdo da campanha de vacinacao, pois considerar o quantil
99% dos tempos de erradicacdo, para uma dada taxa de vacinacao ¢, significa determinar
o tempo para o qual hd uma probabilidade de 99% de ocorrer a erradicacao da doenca.
Além disso, obtivemos a quantidade de vacinas aplicadas efetivamente e desperdicadas

para tal tempo de campanha considerado.
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Além da determinacao da distribuicao dos tempos de erradicagdo em funcao da
taxa de vacinacao ¢, por meio de ajuste de curvas determinamos func¢oes para os quantis
dos tempos de erradicagao. Esta outra forma de aproximagao nos possibilitou expressar o
valor de ¢* para o qual depois de D dias a doenca é erradicada com probabilidade igual
ao quantil considerado.

Para uma dada probabilidade de sucesso da campanha em erradicar a doenca,
estabelecemos uma metodologia para o calculo do custo de campanha de vacinacao, em
fungao da taxa de vacinagdo, por meio do estudo dos tempos de erradica¢ao (quantis), da
contabilizagao de vacinas efetivamente aplicadas e desperdicadas e dos custos de infraes-
trutura e das vacinas. Tal metodologia se aplica a doengas sintomaticas ou assintomaticas
ou sintométicas/assintomaticas.

Na tltima parte do nosso trabalho, adicionamos ao modelo um compartimento
de individuos sintométicos e um parametro £ (0 < k£ < 1) que indica o quao sintomati-
ca/assintoméatica a doenga é. Observamos que, o parametro x tem pouca influéncia sobre
o comportamento dos tempos de erradicacao, como funcao da taxa de vacinacao, para
valores da taxa de vacinacdo a partir de 1,5 x 10™*/dia. Em outras palavras, se a taxa de
vacinacio é maior que 1,5x 1074 /dia o fato da doenga ser sintomdtica ou assintoméatica nao
provoca variagdes maiores que 250 dias no quantil dos tempos de erradicacao. Entretanto,
para valores da taxa de vacinacdo entre 0 e 1,5 x 10~*/dia, o quantil 99% dos tempos de
erradicacao sofrem maior influéncia do parametro . De fato, para alguns valores da taxa
de vacinacao neste intervalo, a variagdo do quantil foi proxima de 1300 dias. Caso a doenca
seja pouco ou muito sintomética e a taxa de vacinacgao seja maior que 1,5 x 1074 /dia, nao
ha grande diferenca nos quantis dos tempos de erradicacao.

O gestor publico poderia utilizar nossa metodologia para estimar o tempo
de uma campanha de vacinagao e seus custos. Para isso, bastaria realizar as simulagoes

estocésticas com os dados da cidade considerada e da doenga em questao.
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A Apéndice A

Neste apéndice, vamos provar os resultados do capitulo 2. Utilizaremos a

definicao de ponto hiperbdlico para determinar a estabilidade local do ponto de equilibrio,

Defini¢ao 16. Um ponto de equilibrio T de © = f(z) é dito ser hiperbolico se todos os

autovalores da matriz Jacobiana D f(T) tem parte real nao nula [46].

O seguinte teorema, garante-nos a analise local do ponto de equilibrio hiperbdlico,

Teorema 9. Se T e um ponto de equilibrio hiperbdlico de © = f(z), entdao ha uma

vizinhanga de T na qual f e topologicamente equivalente ao campo vetorial linear & = D f(T)

[46].

Para avaliar os sinais das raizes dos polindmios caracteristicos, utilizaremos a Regra do

Sinal de Descartes,

Teorema 10. Dado um polindomio com coeficientes reais, o numero de zeros reais positivos,
p, desse polinomio ndo excede o numero v de variacoes de sinal dos coeficientes. Além

disso, v — p e inteiro, par e nao negativo [47].

Os critérios de Routh-Hurwitz sdo importantes para comprovar a estabilidade
local do ponto de equilibrio,
Critérios de Routh-Hurwitz [48]
Suponha um sistema de n equagoes. O polinémio caracteristico pode tomar a
seguinte forma geral:
POA) ="+ A" '+ ... +a, =0,

onde os coeficientes a;, 7 = 0, 1, ..., n sdo todos reais. Vamos tomar a,, # 0, pois caso a,, = 0
terfamos A = 0 como raiz e P(\) grau n-1. As condigoes para que os zeros de P(\) tenham
Re(\) < 0 sao exigidas sobre os coeficientes a;, i = 0,1, ...,n. As condigoes sao necessarias
e suficientes, tais condi¢oes sdo descritas pelos critérios de Routh-Hurwitz [48].

Tais condigoes exigem:

D1 =a; > 0,
ap as
a; asz as 1 a9 ay
ay as
Dy = 1 >0, D3 = 1 ay a4 | >0, Dy = 0 a az --- > 0,
az
0 a; as
0 0 - Q.
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k=12, ..n.

A.1 Prova do teorema 1.

Demonstragio. Dados os coeficientes do polindémio (1.8), temos

A= [+dp+o+am+rn+7s

B= (f+p+¢)Bu+v +m) + (1 +7)2p +yn + 7))+

+ (e + )+ 7)1 = Ry)
C= (1=R)(f+2p+ ¢+ 7)1+ ) g+ )+
2p + 0+ ) (g + f+ o+ 7) +7(f + ¢)]
D= (p+7y)(p+v)(+m)(p+ f+6)(1—R,).

Consideremos o polinémio (1.8) na sua forma fatorada:

(f+p+o+0)(pn++z)T(z),

em que T'(z) = 2° + 2(2u+7, +7,) + (1 — R,). Segue que, por hipétese R, < 1, logo todos

os coeficientes de T'(z) sdo positivos. Assim, pelo critério de Routh-Hurwitz, este polinémio

nao possui raizes positivas. Logo, suas raizes tém parte real negativa. As outras duas raizes

sao: t1 = —f — u— ¢ e x9 = —u — 7. Portanto, o ponto F, é local e assintoticamente

estavel.

A.2 Prova do teorema 2.

Para provar o teorema 2, vamos utilizar os resultados contidos nos artigos [44]

e [45].

Dada uma fungéo real f definida em [ty, ), definimos

fo = liminff(t) e f* = limsupf(t),

com inff(t) =inf{f(u):uelt,+0),t >0} e supf(t) = sup{f(u):uelt,+x0),t> 0}

Considere a seguinte proposicao,

Proposicao 1. Seja f : (tp,0) — R limitada e continuamente diferencidvel. Entao,

existem Sequéncias S, t, — 00j com as sequintes propriedades:

f(sn) = foo, f'(s0) =0
ftn) = f7, f'(tn) =0

para n — o0,
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A demostragao da proposigao 1 esta em [45].

Demonstracao. Do teorema 1, temos que Fy é local e assintoticamente estavel se R, < 1.

Considerando a primeira equagao de (3.10), V = 1¢ — E — R — I e relembrando que v, < f

S=0-pu—pS—¢pS—alS+f—fS—fE—fI+(vs—f)R< (1—p)p—(u+o+[f)S+],

assim, chamando X (t) = (1 —p)pu — (n+ ¢ + f)X + f, temos que X (t) = S(t) Vt = 0.
1o =P+ f o =P+ f

Além disso, X (t) — . Como X (t) — , segue que para
) pto+f ) pto+f
) (I—pp+f
um dado €; > 0, hd um ¢, tal que, S(t) < X(t) < St otf + €1, para t = to. Logo,
L
fazendo €; — 0, temos
1—
§° < % (A.1)
p+o+ f
Tomando a terceira equacao do sistema 1.1, isolando I,
1 .
1(t) = —"—B(t) = ——I(b),
M+ Y Kt Y

aplicando o limite ¢ — oo e utilizando o fato que I(t) — 0, via proposi¢ao 1, temos

ECD
* =" i B <

| (A2)
oAy B0 W+ Yy

Como E(t) é uma fungdo limitada, E(t) < 1, segue que dada uma sequéncia a,, n € N,
E(a,) é uma sequéncia limitada, logo existe uma subsequéncia que continuamos chamando
de a, que converge para um EeR quando n — o0 e portanto E < E®. Este fato garante
a convergéncia do limite em F e nas demais componentes.

Para tltima equagao do sistema de equagoes (3.10), isolando R(t) temos:

el 1
TEENTEEY

R(t) R(t),

aplicando o limite ¢ — oo e utilizando o fato que R(t) — 0, via proposi¢ao 1, temos

]CX)
R =" timi@)<

. (A.3)
pt s 0 [+ s

Consideramos V' =1— 5 — E — R — I mas, agora, tomando a segunda equacao

do sistema de equagoes (3.10) em V| temos

V<pp+oS—(ut )V,

assim, isolando V/, .
V< pi+ ¢S —V
pf

Y
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segue que, tomando o limite de ¢ — oo e utilizando o fato de que V' (t) — 0, via proposigao

1
0

ptfo T uto+f
Considerando a terceira equagao do sistema de equagoes (3.10)

szu::%gQWI+ﬂ—qﬂV]<Mf%JS”+ﬂ—qﬂmﬂm. (A.5)
Considerando A.1, A4 e A.5, temos em A.2
I” < R,I”. (A.6)
Também em A.5, com A.2 e A.6,
E* < R,E™. (A.7)

Como o ponto Py é local e assintoticamente estavel se R, < 1,0 = 1" > 1, >0
e0 > FE* > Ey, >0, segue que [ = I, = 0 e E = E,, = 0. Consequentemente,
R* = Ry, = 0. Logo, t — oo, (E(t),1(t), R(t)) — (0,0,0).

Provemos que os limites liI_El S(t) = U=pn+t e lim V(t) = Hp 9

t—t p+o+f ot p+o+f
Pela proposicao 1, temos sequéncias t, — o0, s, — 00, i — o0 e J — 0 tais que

S(t,) — S* e S(sp) = So, (A.8)

V(in) >V e V(ja) — Va. (A.9)

Além de que S(tn) — 0, S(sn) — 0, V(@n) —0e V(]n) — 0. Logo, tomando a primeira e
a segunda equagoes de 1.1 e considerando que (E(t), I(t), R(t)) — (0,0,0),

S=1-pp—pS—¢S+ fV+R

. (A.10)
Vi=pu+¢dS—(u+ f)V—(1-qalV,

~V +pu+ ¢S

e substituindo
pt f+(1—qal

isolando V' em A.10, na segunda equacao, temos V =

na primeira equagao,

. —V + pu+ ¢S

S = (1—p)u—u5—¢>5+f(u+f+(1_q)a1)+vsR, (A.11)
logo, sabendo que Vit)_)oe[(t)—’()(foozfoo:())
i /¢ fup
0=(1- ] S(H) | = —
A e Ay (A.12)
0= Q1 =pp+ liminfS{Et)|—p—¢+ 1o |,

p+fl o op+f
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1 _
ou seja, lim S(t) = M—W Para V', tomamos o limite e substituimos os limites de
o ptf+o
S, assim obtemos 1tli_}lr% V(t) = m Portanto, para R, < 1 e f > v, o ponto B é
globalmente estavel.
]
A.3 Prova do teorema 3.
Considere o polinémio
Yo(1) = * + Asz® + Bsa® + Csx + Ds, (A.13)
em que os coeficientes sao dados por:
A= a-q) I+ [+4p+d+m+%+7
By= o*(1—q) +Ia[f +3u(2 = q) + ¢(1 —q) + (% + 7 + %) (2 — )]+
+u(p + 29 + 2%) + (0 + F)(yn +3p) + (f + 1+ 0) (3 +70) +
Vs (20 + Yn)
20 (1 —q)
Cy= 1 ﬁ{(u +795) B + 29+ s) + e + 200 + ]+
{[(1 = q)u + + )1 = (1= q)(1 = Ro)]+
al{[(1 —q)p+ ]+ )1 = (1= q)(1— Ro)] (A14)

Cutan+ 92— ) +7) + f+ 6 —q)] +%lf + o1 —q)}+
(f + 1+ ) (vs + 1) 2p + 0 + )
Ds = 20°I*(1 = q)[yn(pe + 5 +75) + (1 + 75) (1 + 7))+
al{(p+ 7)1+ )+ 7)1 = @) (1 = Ro)+
[f+ e+ (1= DI +79) (e + 90 + ) + ]}

A demostracao do teorema 3 serd feita de forma numérica, devido a complexidade dos

coeficientes.

Demonstracio. Considerando v < f, seja o seguinte conjunto de parametros:
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Tabela 18 — Parametros do sistema de equagoes (3.10).

plano]™ p  q 7 [ano]t o [ano]™t A, [ano] ™t f[ano] ™t ¢ [ano] ' a [ano]?
1/7544 0 0,95 1/7544  365/10 365/6 1/6 0,02 914

Aplicando a raiz factivel no polinémio caracteristico (1.9), teremos apenas uma

raiz positiva para R, > 1 e, assim, obtemos os seguintes autovalores, raizes do polinémio,

Tabela 19 — Raizes do polinémio (1.9).

T T2 Z3 Ty

-97,4416 -0,1603 + 2.81151 -0,1603 - 2,81151 -0,2114

O valorde T =4 x 1074 O

A.4 Prova do teorema 5.

Demonstracao do teorema 5:

Demonstragdo. Consideremos a relagio (1.11), mas com o termo (u+ f + ¢(1—q) — ppq) ™
em evidéncia. Assim

1
p+ f+o(1—q)— ppg

Bi(e) - ( )P,

com

a*:(ﬂ+%)(u+%)< p+f+¢ >
Vh p+ f+o(l—q) = pupg
O pardmetro o depende de varios parametros, dentre estes ¢q. Dessa forma,

tomaremos o polinomio P em funcao de ¢. O termo p + f + ¢(1 — q) — pupg > 0 e se anula

s _HE[+9

em ¢t ="—"—=
¢ + pip

polinémio P(q) é definido por:

> 1 logo, como 0 < g < 1, ndo é possivel esta parcela anular-se. O

P(q) = ¢* Ay + qBy + Oy, (A.15)

em que os coeficientes sao dados por:

A, = WOl (et s+ 0) + (n+ ) (e + )] + (@) (i + ) (4 70)}

Vo (f+ s)
By— _ {pu(f +2p) + [2f + (3 + p)uld + 20} (1 + ) (1 + 76) + m(p + 95 + )]
(ke + 7s)
s (pp+ @)
(i + 7s)
o, — Ut @l lm(ut e+ ) + (1t 3) (7)1

Y (1 + 7s)
(A.16)
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Os coeficientes (A.16) sao As > 0, By <0 e Cy > 0. Logo, pela Regra do Sinal
de Descartes, P(q) tem duas raizes reais positivas, caso o discriminante seja positivo.

Para determinarmos a existéncia de 0 < @min < Gmaz < 1, 0 polinémio (A.15)
deve possuir ruas raizes positivas pertencentes no intervalo (0, 1).

P (1) > 0, pois
(f + W) (f + L —p) (v (4w +95) + (4 9) (1 +75))

Pi(1)=Ay+ By + Cy = o Gt 1)

> 0,
(A.17)
entao, podemos ter 0 < ¢min < Gmaz < 1 00 0 < @min < 1 < Gmaz OU 1 < Gmin < Qmaz-
Entretanto, pela equagao (A.17), podemos concluir que 0 < ¢nin < 1 < @ae 180 é possivel.
As raizes Gmin € ¢maz sa0 dadas por:
_ — /B2 _ _ /B2 —
2A2 2A2

Segue que, se mostrarmos que a raiz menor nomeada ¢,,;, ¢ menor que 1, teremos as duas

rafzes pertencentes ao intervalo (0,1).

B\ 2
Primeiro, vamos garantir as condig¢oes para A = <22) — AyC5 > 0. Entao,
By\? )
7 — AyCy = f (H1) + f(Hz) + Hj, (Alg)

com Hy = Hy1Hy and Hy = Ho Hogz,

—((+ 7)1 +7s) + e+ 75 + %)
Vi (i +7s)?
Hig = p(pe+ ) (1 + vs)[40 + (4 — p)pu]+
(e +7s)[40 + (4 — p)pp] + v [1(40 + (4 — p)pp) + 4vs(ppe + 0)]}
i,y = —2 ) (4 70) + e+ 3 + %)
V(b + 7s)?
Hyy = p{2(2 = p)pi®p + [4 + (1 — p)plué + 2¢%}
Haz = Hoo[ (1t +vs) (1 + %) + Wi+ 79s) + ] + mvevs(pp + 8)[20 + (4 — p)u]

Hll =

Hs = p2T1 +pTs + T, (A.20)

os quais Hy1His < 0 e HyHos < 0. Hy pode mudar de sinal de acordo com todos
parametros, exceto q e f. Neste caso, temos que determinar condi¢oes para Hz > 0, pois

se Hy > 0 ha uma raiz positiva e outra negativa da equagao (A.19). A raiz positiva é dada

por,

£ = — Hyy Has + A/ H3, H3; — 4Hy HipHs

1= .
2Hq 1 Hyo

Se nao, teriamos duas raizes reais negativas. Temos que, H3 > 0 para alguns valores de p.

(A.21)

A raiz positiva para equacao (A.20) é dada por:

T+ T3 — AT T,

b1 = 2T, (A-22)
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Entao,
gy — 2t O) ) + (2t b+ )] (2t Bt ) (1 )}
Tk +7s)?
Th(¢) = ¢*To1 + ¢Too + Tog
T3(¢) = ¢* Ty + ¢Tso, (A.23)
com
7o 20 ) (e ) e + (e ys) + (it ) (i 4 7))
21 — 2
Vi (ke + )
Ty, — 2p(p + yn) (B + 90) 1Y (A.24)
(ke + 7s)
Ty = — 0t ) (et ) [ un (e + 4 9) 2 Gt ) (7))
’Vh(,u +7s)

Temos T5; > 0, Tos > 0 e Thy < 0. Logo, pelo critério de Descartes, existem duas raizes

reais, uma positiva e outra negativa. A raiz positiva é nomeada ¢:

—Tog + /Ty — 4T51 T3
= : A25
Po 2Ty, ( )
Para Tj:
= () (e + ) By e = s + 3umm (i + 7s) + 3p(p + 70) (1 + 7))
T3 = F
Vh( + s)
Ty — —A(p A ) (1 ) P (e + e+ 9s) + 12 (1 3e) (1 + )
r}/h(:u + ’Vs) ’

(A.26)
T35 < 0 e T3 podem mudar de sinal. Aqui, supomos que V7, — 3u(yn + V) — 3u2 > 0. As
raizes de T5(¢) sao 0 e

—dpP[(p + ) (1 + ) + e+ v + )] (A.27)

O = it ) (1t 1) + el (B — 7a) + Bl + 7))

Note que, se 75 < u entdo, T3(¢) < 0 e, portanto temos:

® se ¢ < ¢1, temos T5 < 0, T5 > 0 e, consequentemente, Hs tem uma raiz real positiva

D1,

® se ¢ < ¢, temos T3 < 0, T, < 0 e, consequentemente, Hz tem uma raiz real positiva

P13
Agora, considere

Fi(vs) = Y[y = 3u(yn + v) — 30%] = 31y — 3puynye — 3p® (1 + 1),
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F} tem uma raiz real positiva:

3 -
St ) (et ) 5 (A.28)
WY = 3p( Y + ) — 3p

Y1 > [, pois se considerarmos vy, < p

B+ ) (1 + )
WYr = 3p(n +vr) — 3p?
B+ ) (1 + ) < e — 3uPy — 3uPy, — 3p°
61 + 614> yh + 6%y, + 2pymyr < 0,

<p
(A.29)

o qual é uma contradi¢ao, ja que todos parametros sao positivos. Entao, v > u e se
<< evys <, aequacao (A.23) é negativa. Entretanto, se v > 71, temos ¢; > 0,
equacao (A.27). Além disso, ¢ > ¢ pois Ta(¢1) < 0,

Ty(oy) = ) )[4 3 (i +7) + et F )] X K
e Vi3l + 1) (1 + vs) + (B = 7s) + 3plp + 75)) 1

K= pu(p+7) (1 + ) + e (= s) + o+ 7s) -

(A.30)

Portanto, se 75 > 7, obtemos trés possibilidades:

e Oy << =Ty >0¢eT3 <0, temos uma raiz positiva para Hs;

e Oy < Py < =Ty, >0eT3;>0, nao temos uma raiz positiva para Hs, isto é, p nao

tem restricoes;
e )< Py < =Ty <0eT; <0, temos uma raiz positiva para Hg;

Observacao 1. T, < 0 ¢ T3 > 0 ndo € possivel, pois Ty <0 <0< < ¢y €T3 >0 <
0 < ¢1 < @, entretanto ¢pg < @1 (se ¢p1 > 0).

]

Resumindo: se 75 < 71, sempre hé p; > 0 e os outros valores criticos para obter
a bifurcagao backward. Entretanto, quando ~, > 77, obtemos um valor critico para ¢,
@1 > ¢g tal que, se ¢ > @1, p torna-se irrestrito, ou seja, p; < 0. Para escolhas corretas

dos parametros relacionados com a vacinagdo obtemos a bifurcacao backward.
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A.5 Prova do terorema 6.

Para demostrar o teorema 6, necessitaremos dos critérios de Routh-Hurwitz

[48]. Antes, através de manipulagdes algébricas, obtemos By = Bj:

) e mle ) et n) [
Bi= (u+¢+f)(1-q) (i + 7)7m i [ ! qﬂ+

Ry
q—vmh(% — )+ fl+ 5+ 7)) (1 + 7s)
Y+ 7s)
. B WYs+ (w+ s+ +v)  (wtm)p+y)d-—q
By = [p+¢(1—q)+ f] Gt + o (1= Ro).

(A.31)
Utilizaremos Bj para provar os critérios de Routh-Hurwitz.

Demostracao do teorema 6:

Demonstragao. Vamos, inicialmente, mostrar que o ponto P, = (S, V, E, I, R) é instavel.

Para isso, considere o coeficiente independente do polinémio (A.13), Ds:
D3 =I’Dj + ID;. (A.32)

D3 é um polindmio em [ e seus coeficientes sao multiplos dos coeficientes A; e B} do

polinémio (1.4):

D2
D¥— 3 924
avn(H +7s) (A.33)
D12 _ 3 _ B/.
v (4 s)

Nao ha mudanga nas rafzes se considerarmos as coeficientes D3> e D3%. Logo, na regido da

bifurcagio backward, os coeficientes A; > 0, B} <0 e C; > 0. Entdo, D3> > 0 e D3* < 0.

—Bj ++/B? —4A,C4
24, ¢

As raizes do polinémio A;1% + BiI + Cy sdo dadas por: I} =

—B) — /B2 —4A,C
I, = 1 2141 171 Assim, se mostrarmos que a raiz de D3?I? + D3I estd entre
1

as duas raizes I; e I, provaremos que o coeficiente D3 é negativo para a raiz I, e positivo
_D12 —B
para raiz I;. Segue que a raiz nao nula de D3%I* + D3*I é dada por ng = 2A1' Segue
3 1
—B} — /B —4A,C -B] -B B —4A,C
1 1 1tr 1 _ 1t 1 1t (A.34)
2A4 2A, 2A,

Portanto, mostramos que para I, o coeficiente D3 < 0 e para [, é positivo.

que,

Segue que o critério de Routh-Hurwitz nao é satisfeito para I5 e, consequentemente, P, é
instavel.
Para demostrar que o ponto P; é localmente estavel, devemos mostrar as

seguintes condic¢oes aplicadas a Iy:

0A3>0,Bg>0703>08D3>0
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° AgB3—03>O

L] AngCg — Ang — Cg > 0.

Os coeficientes A3 e B3 sao positivos, ja que sao compostos por termos apenas positivos
A.14. O coeficiente D3 é positivo, da equagao (A.34). Resta mostrar que o coeficiente
C3 é positivo. Para isso, basta ver que a parcela 1 — (1 — ¢)Ry > 0, para o/™ < o < a*.
A parcela 1 — (1 — q)(1 — Ry) do coeficiente C3 do polindémio (A.13) é positiva, pois

R, (™) < Ry(a) < Ry(a*) = 1, j& que R,() é uma fungdo crescente em a. Logo
Ro(a'™) < Ry(a*),

entdo, para o, equagao (1.10)

ptf+o

Ro(a*) =
o) p+ f+o(l—q) — ppq’

assim, para 1 — (1 — ¢) Ry(a™)

p+f+9

1-(1-q) =
+f+o(l—q) -
T 1 ) R A U

p+ f+o(l—q)— upg

como 0 < p < 1, segue que qf + qu(l — p) > 0, na equagao (A.35). Como 0 < 1 — (1 —
qQ)Ro(a*) < 1 — (1 — q)Ro(a™*), segue que 1 — (1 — q)(1 — Ry) > 0 para o' < a < o*.
Portanto, a primeira condicao esta verificada.

A segunda condicao, AsBs —C5 > 0, temos o polinoémio P3I° 4+ PyI* 4+ Py I + Py

Py= (1-¢)(2—q)’
Py= o*{f(3—2q) + n(13(1—q) + 3¢*) + 6(3 — ¢)(1 — ¢)+
(1 = q)%m
Mt s
@
Pr= off* + p*[14(2 = @) + Ro(1 — @)] + 2u¢[4(1 — @) + 3] + ¢*(1 — q) + 72 (2 — @)+

(% + ) (B =) + ¢*) + 72— ¢)*} —

fl(6(1 —q) +8) + (2 — q)]+
[2f(2 —q) + p{7(2 —q) + Ro(1 — @)} +26(2 — q) + (2 — @) (v + )+

29m(2 = q) + 22— ) (f +4p+ & + )% + 722 — @)} + v nRo(1 — g)

~—

(i7)

Po= (f+3u+o+vm+%)(f+20+ ¢+ 7) B+ vn + 7 +7s)-

Neste polinémio, temos apenas um coeficiente negativo, (i) em P,. Dessa forma, devemos

mostrar que a soma dos coeficientes em [; é positiva para provar a primeira condicao.
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Entao vamos considerar, especificamente, os termos (i) e (ii), de P, e P, respectivamente.
Como I} <1,jAquel =S+ R+ FE+ 1+ YV, vamos considerar:

= laz(l — Q)%
_p |z dwm

+ Loy Ro(1 — q),
e 10

2,2
ayy a7 (1 —q) -
como Ry = = a7y (1 — q) Ry = , entao
(b + ) (1 + ) (1 + ) (1 + )
-1
2 1 Th
a vyl (1 —q [ + .
= )
—B} + /BB, —4A,C
Temos que [} = 1 \/214 ! ! 1, como A; > 0, =B} > 0 e C; > 0, obtemos a
1
— B! B
limitagao [; < All = —I > /Ti Segue que,
—I Vh - By o

1+ Vs i () + ) A+ s) i (1 + ) (e + )

Bi Th
se +
Ar(p+vs) (4 vm) (e + %)

as manipulagoes algébricas, obteremos de

> (), conseguiremos mostrar o primeiro critério. Fazendo
Bj N T ,
Ar(p+7s) () (e + )

1
a(p+7:) (L= @)[(+ ) (1 +7s) + Wl + s + 7] (s + (Gt ) (e +9))(f + 1+ @)+
(= @)+ m)m+ ) (a3 + oy %?(Lu o) @ WA= D+ 3+ )] =0

(A.36)
Portanto, A3Bs — C3 > 0. A tltima condicdo, A3B3Cs — A3D3 — C3 > 0, serd
demonstrada de forma numérica, ja que os coeficientes sdo muito complicados. Assim,

consideremos o conjunto numérico com base no teorema 5: os parametros a e ¢, estao

Tabela 20 — Parametros do para o critério B3Cs — A3Ds .

plano]™  p d 7 [ano]™t 4, [ano]™" A, [ano]t flano]™" ¢ [ano]t  a [ano] !

1/75,44 0,88 0,83 1/75,44 365/10 365/6 9x 107 0,01 2,6493 x 107

contidos em um intervalo: 17,9348 < a < 17,9349 e 0,989486 < ¢ < 0,995079 respec-
tivamente, ou seja, o' = 17,9348, a* = 17,9349, ¢min = 0,989486 € ¢naz = 0,995079.
Tomaremos, para a prova, o = 17,43981 e ¢ = 0,99. As raizes sdo I; = 0,2875 x 107° e

I, = 0,0067 x 107°. Utilizaremos apenas a raiz I, ja que I, é instavel. Segue que,

A3B3C3 — A3Ds — O3 = 1,78426 x 10°.

Portanto, o ponto P, = (S, V, E, I, R) é local assintoticamente estavel, segundo o conjunto

de parametros dado pela tabela 20.
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Para valores R, > 1, temos apenas um ponto de equilibrio, logo P, =
(S,V,E, I, R). Por conta da complexidade dos coeficientes, vamos fazer uma demonstra-
¢do numérica de que, de fato, este ponto é local e assintoticamente estavel. O conjunto
utilizado de parametros é dado pela tabela 20, com a = 18 e ¢ = 0,99. Calculamos, assim,
as raizes do polindémio caracteristico (A.13). Temos que a raiz I; = 0,1912 x 10™* e as
raizes sdo: x; = —9,74 x 10%, x5 = —0,02499 + 0,08398i, x5 = —0,02499 — 0, 08398
e xy = —1,15723 x 107% com I, = 4,38454 x 107°. Portanto, o ponto P; é local e

assintoticamente estavel.
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B Apéndice B

Neste apéndice, apresentamos as tabelas dos dados dos tempos de erradicacao,
do Estimador de Méaxima Verossimilhanca e os pardmetros ajustados das distribuigoes

consideradas do capitulo 3.

Tabela 21 — Intervalos de confianca de 95% para parame-

tros o e # da dist. Gama.

¢ Qmin el Omaz Brmin B Bimaz
0 1,89 2,054 22282 465,8092 510,8487 560,2430
0,1¢. 1,98 215 23319 381,3788 418,1507 458,4682
0,36, 2,50 2,72 29533 2542798 2784963 305,0190
0,50¢. 3,31 3,60 3,9164 163,8854 179,3267 196,2228
0,76. 4,05 4,40 47905 115,2263 126,0214 137,8277
0,96, 4,60 501 54558 93,8329 102,5973 112,1803
e 4.7 5,11 5,0666 86,4787 94,5528 103,3807
1,1¢. 5,32 579 623076 759657 83,0410 90,7753
1,3¢. 5,38 586 63825 69,4663 75,9349 83,0058
1,50 589 642 69948 63,1990 69,0749 75,4971
20, 6,53 7,11  7,7517 49,0607 53,6150 58,5921
2,36, 7,91 862 93978 38,9911 42,6018 46,5468
2,56, 749 816 88943 395229 43,1852 47,1868
3. 8,67 9,45 10,3061 31,5217 34,4377 37,6235
50 971 10,58 11,5365 23,0946 25,2287 27,5600
6. 11,81 12,87 14,0380 18,0712 19,7384 21,5595
The 12,25 13,36 14,5661 16,2953 17,7983 19,4399
8¢, 12,01 13,09 14,2735 15,8596 17,3226 18,9206
9, 13,99 1526 16,6436 12,8551 14,0397 15,3335
10¢. 13,93 15,19 16,5657 12,2827 13,4146 14,6508
500, 22,62 24,68 26,9225 4,0419 44135  4,8193
100¢. 26,09 2847 31,0598 2,7217 29718  3,2449
1500, 26,40 28,8081 31,4313 2,2821 24918 27208
2000, 23,78 25,9459 28,3060 2,3043 25161  2,7474
3000, 23,74 25,9054 28,2627 2,0352 22223 24266
4000, 22,89 24,9763 27,2486 1,9756  2,1572  2,3555
5000, 23,30 25,4255 27,7389  1,8324 2,0008 2,1848
1.000¢. 20,35 22,2044 24,2228 1,8524  2,0227  2,2088
2.0000, 17,19 18,7495 20,4514  2,0658  2,2559 24636
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3.000¢,

5.0006,

6.0000,

7.000,

9.0006,

10.000¢,
o0

16,58 18,0889
16,74 18,2554
16,45 17,9384
16,32 17,8065
16,41 17,9051
15,42 16,8172
16,47 16,6143

19,7303
19,9120
19,5660
19,4220
19,5297
18,3421
16,7591

2,1299
2,0589
2,0531
2,0915
2,0415
2,1873
2,3716

2,3260
2,2484
2,2421
2,2841
2,2295
2,3888
2,3926

2,5401
2,4554
2,4486
2,4944
2,4347
2,6088
2,4137

Tabela 22 — Intervalos de confianca de 95% dos parame-

tros p e o da dist. Lognormal.

¢ Pomin Iz Pmaz — Omin o Omaz
0 6,6461 6,6929 6,7398 0,7232 0,7548 0,7895
0,1¢. 6,5054 6,5504 6,5954 0,6948 0,7252 0,7585
0,3¢. 6,3947 64344 64742 0,6142 0,6411 0,6705
0,5¢. 6,2907 6,3253 6,3598 0,5337 0,5571 0,5827
0,7¢. 6,1690 6,2007 6,2324 0,4897 0,5112 0,5346
0,9¢. 6,1103 6,1395 6,1688 04513 0,4711 0,4927
be 6,0510 6,0800 6,1091 0,4490 0,4686 0,4901
1,16,  6,0595 6,0870 6,1146 0,4258 0,4445 0,4648
1,36, 59834 6,0104 6,0375 0,4180 0,4363 0,4563
1,56. 59891 6,0150 6,0410 0,4007 0,4183 0,4375
20, 58478 58722 58965 0,3763 0,3928 0,4108
2.3¢. 58251 58473 58694 0,3416 0,3565 0,3729
2.5¢. 57797 58025 58252 0,3511 0,3665 0,3833
3¢ 57109 5,7319 5,7530 0,3249 0,3392 0,3547
50 55195 5,5392 55589 0,3046 0,3179 0,3325
6. 54806 5,4985 5,5163 02761 0,2882 10,3014
70, 54159 54333 54507 0,2689 0,2806 0,2935
8¢ 53675 5,3852 5,4029 02732 0,2852 0,2983
9, 53178 5,3341 5,3503 0,2510 0,2620 0,2740
10¢.  5,2674 52837 5,3000 0,2514 0,2624 0,2745
500,  4,6576 4,6702 4,6828 0,1946 0,2032 0,2125
100,  4,4086 4,4203 4,4319 0,1799 0,1878 0,1964
1500,  4,2446 4,2562 4,2678 0,1791 0,1870 0,1955
2000,  4,1472 4,1593 4,1715 0,1877 0,1960 0,2050
3000,  4,0215 4,0336 4,0456 0,1864 0,1946 0,2035
4004,  3,9542 3,9666 3,9789 0,1909 0,1992 0,2084
5000,  3,8973 3,9095 3,9218 0,1893 0,1976 0,2067
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1.000¢,
2.0006,
3.0006,
5.0006,
6.0006,
7.000,
9.0006,
10.000¢,
0

3,7689
3,7035
3,6071
3,6726
3,6517
3,6625
3,6441
3,6481
3,6507

3,7821
3,7178
3,7115
3,6871
3,6662
3,6772
3,6587
3,6632
3,6522

3,7952
3,7321
3,7260
3,7015
3,6808
3,6919
3,6732
3,6782
3,6537

0,2032
0,2203
0,2228
0,2226
0,2243
0,2265
0,2246
0,2325
0,2428

0,2121
0,2300
0,2325
0,2324
0,2341
0,2365
0,2344
0,2427
0,2438

0,2219
0,2405
0,2432
0,2430
0,2449
0,2473
0,2452
0,2538
0,2449

Tabela 23 — Intervalos de confianca de 95% dos pardme-

tros K e o da dist. Gumbel generalizada.

K

¢ Kiin Koz T min o O maz
0 0,1928 0,2602 0,3276 426,8923 454,0526 482,9408
0,16. 02382 03080 03778 3470379 369,8310 394,1210
0, 3¢, 0,1236 0,1810 00,2383 290,6980 307,7592 325,8218
0,5¢. 0,0113 0,0613 0,1113 241,3547 254,4528 268,2617
0,76. -0,0886 -0,0489 -0,0092 204.8603 2152696 226,2079
0,9¢. -0,1017 -0,0543 -0,0070 179,8293 189,2272 199,1162
0 -0,1073 -0,0630 -0,0186 168,2210 176,8384 185,8972
1,1¢. -0,1749 -0,1377 -0,1006 164,9410 173,0846 181,6302
1, 3¢, -0,1314 -0,0898 -0,0481 148,1830 155,6480 163,4890
1,50, -0,1639 -0,1273 -0,0908 145,1436 152,2624 159,7303
20, -0,1573 -0,1186 -0,0800 118,5651 124,4632 130,6547
2,36, -0,1985 -0,1608 -0,1231 106,8258 112,0506 117,5311
2,50, -0,1545 -0,1218 -0,0891 103,7718 108,7704 114,0098
3. -0,2277 -0,1879 -0,1481 91,7784 96,3212 101,0888
56,  -0,1940 -0,1579 -0,1217 70,7443 74,2098 77,8450
60, -0,2035 -0,1700 -0,1366 62,0216 64,9772 68,0736
e -0,2104 -0,1714 -0,1324 56,7864 59,5856 62,5228
86,  -0,2168 -0,1814 -0,1459 55,1103 57,7706 60,5594
9¢. -0,1835 -0,1515 -0,1194 48,0292 50,3219 52,7241
100, -0,1926 -0,1568 -0,1209 45,6150 47,8130 50,1168
500, -0,1573 -0,1291 -0,1009 19,1622 20,0726 21,0264
100¢.. -0,1439 -0,1084 -0,0728 13,5752 14,2304 14,9173
1500, -0,1590 -0,1216 -0,0842 11,5312 12,0950 12,6862
200¢.  -0,1143 -0,0725 -0,0307 10,5764 11,1059 11,6620
3000,  -0,0539 -0,0112 0,0316 8,8525  9,3047  9.7800
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4004,
5000,
1.000¢,
2.000¢,
3.000,
5.000¢,
6.000¢,
7.000¢,
9.000¢,

10.000¢,

0

-0,0886  -0,0480
20,0959 -0,0593
-0,1088 -0,0661
10,0620 -0,0142
10,0233 0,0203
-0,0408  0,0057
10,0401 0,0027
-0,0730 -0,0292
-0,0398  0,0016
-0,0519 -0,0066
-0,0097 -0,0054

10,0074 8,7492
10,0228 8,2953
10,0235 17,8332
0,0336  7,6660
0,0639  7,5317
0,0522  7,4054
0,0455 17,3569
0,0146  7,6776
0,0430 17,3269
0,0386 17,6432
10,0011 7,9604

9,1889
8,7028
8,2297
8,0682
7,9232
7,7928
7,7354
8,0717
7,7027
8,0395
7,9604

9,6508
9,1302
8,6461
8,4916
8,3350
8,2004
8,1335
8,4860
8,0978
8,4563
8,0404

Tabela 24 — Intervalos de confianca de 95% do parametro

w da dist. Gumbel generealizada.

¢ Pamin p Pmaz
0 9,1185  652,7687 (86,4189
0,1¢. 525,9864 553,5247 581,0631
0,3¢. 495,0445 517,1645 539,2846
0,5¢. 464,6106 482,5858 500,5610
0,7¢. 4257363 440,5609 455,3854
0,90, 400,6728 413,9596 427,2463
be 379,1073 391,4191 403,7308
1,1¢.  390,1867 402,0211 413,8554
1,30, 357,0189 367,7783 378,5378
1,5¢.  362,7741 373,1756 383,5770
20.  314,1755 322,7147 331,2540
2,30, 310,6578 318,3199 325,9821
2,56,  294,7065 302,0762 309,4459
3¢,  278,5792 2851916 291,8039
5¢.  229,2300 2342878 239,3456
6.  221,9769 226,3780 230,7792
7o,  207,9652 212,0501 216,1349
8¢ 198,5084 202,4371 206,3658
9¢. 188,7094 192,1120 195,5145
10¢.  179,5297 182,7841 186,0385
506, 98,3947 99,7414 101,0881
1000, 76,8643 77,8329 78,8016
150¢. 65,3081 66,1352 66,9622
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2006,
3006,
400¢,
5006,
1.000¢,
2.000,
3.000¢,
5.000¢,
6.000¢,
7.000,
9.000¢,
10.000¢,

o0

58,8382
51,6554
48,3658
45,7689
40,0899
37,1596
36,7923
35,0416
35,2034
35,6661
34,9382
35,0116
35,1192

59,6049
52,2007
48,9991
46,3627
40,6599
37,7260
37,3423
36,4863
35,7395
36,2267
35,4703
35,5721
35,1746

60,3716
52,9441
49,6324
46,9565
41,2299
38,2924
37,8924
37,0311
36,2756
36,7873
36,0023
36,1326
35,2300

Tabela 25 — Intervalos de confianca de 95% dos pardme-
tros o e 3 da dist. Weibull.

¢ Qmin a Cmaz Brmin B Bimaz
0 1113,7480 1164,9996 1218,6097 1,3921 1,4581 1,5271
0, 1¢. 957,2889  1000,7037 1046,0873 1,4136 1,4803 1,5502
0,30, 819.,8805  852,7602  886,9585 11,5954 1,6698 1,7475
0,5¢. 707,0539  731,0976  755,9589 1,8743 1,9616 2,0530
0,7¢. 609,1987  626,9964  645,3141 2,1699 2,2728 2,3805
0,90, 565,4960  581,0203  596,9707 2,3089 2,4192 2,5347
O 531,4856  545,9106  560,7272 2,3350 2,4462 2,5627
1, 1o, 528,1829  541,0842  554,3006 2,5843 2,7095 2,8408
1, 3¢, 488,9059  501,2112  513,8262 2,5153 2,6350 2,7604
1,5¢. 486,6319  498,1039  509,8464 2,6804 2,8083 2,9424
20, 418,3244  427,8035  437,4975 2,7902 2,9232 3,0626
2,30, 401,4948  409,6483  417,9675 3,1085 3,2570 3,4126
2,50, 385,3853  393,6266  402,0443 2,9577 3,0958 3,2403
3. 355,3847  362,1942  369,1341 3,2906 3,4494 36159
Yo 290,8082  296,1951  301,6817 3,4081 3,5700 3,7397
60, 2754798  280,1546 2849087 3,7215 3,8957 4,0780
e 257,7577  262,0405  266,3945  3,7989 3,9789 4,1675
8¢, 2457853  249,8814  254,0458 3,7864 3,9652 4,1525
9¢. 2314653  235,1574  238,9084 3,9626 4,1451 4,3360
100, 220,2476  223,7638  227,3362 3,9591 4,1432 4,3360
506, 1164214  117,9485 1194956 4,8237 5,0400 5,2660
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100, 90,2026 91,3454
200, 76,5098 77,4538
300¢. 69,8054 70,7329
4000, 61,5747 62,4431
500¢. 57,6463 58,4524
1.0006. 54,3911 55,1503
2.000¢, 48,1894 48,8796
3.0006. 45,5868 46,3053
40006, 453533 46,1325
50000, 44,2717 44,9923
6.000¢, 43,3700 44,1038
7.0000. 43,8650 44,5777
9.000¢, 43,0052 43,7466
10.000¢, 43,4035 44,1354
e 43,6061 43,6808

92,5027  5,0026
78,4004  5,1311
71,6728  4,7713
63,3238  4,5083
59,2698  4,5413
55,0201  4,5507
49,5797 4,4279
47,0352 4,0284
46,9252  3,7081
45,7246 3,9054
44,8500  3,7625
45,3020 3,9091
44,5009  3,6937
44,8796  3,7699
43,7557  3,8273

5,2249
5,3619
4,0857
4,7035
4,7395
4,7473
4,6262
4,2088
3,8650
4,0785
3,9242
4,0820
3,8476
3,9372
3,8436

5,4571
5,6030
5,2097
4,9072
4,464
4,9525
4,8334
4,3973
4,0285
4,2593
4,0928
4,2626
4,0078
4,1119
3,8600

Tabela 26 — Intervalos de confianca de 95% para os para-

metros p e o para dist. Gumbel.

¢ Pamin I Pmaz Ormin o Omaz
0 1409,3043 1482,5247 1555,7450 1069,7476 1110,0862 1151,9459
0,10, 1201,5154 1264,1100 1326,7047 915,7894  949,7657  985,0025
0, 3¢, 983,6104 1029,2204 1074,8303 666,6705  691,8260  717,9306
0,5¢. 806,6321  837,9405  869,2488  457,2462  474,8486  493,1285
0, 7. 666,6114  689,7881  712,9648  340,8095  352,9836  365,5927
0,90, 616,4821  634,0344  651,5867  255,6434  266,2878  277,3754
1o, 578,4606  594,8212  611,1817  238,2846  248,1872  258,5013
1, 1¢. 565,572  579,5615  593,5659  204,0792  212,7046  221,6947
1, 3¢, 525,8549  539,6588  553,4628  201,0989  209,4775  218,2051
1,50, 518,7357  531,4800  544,2244  185,7317  193,4788  201,5491
20, 443,6301  454,0775  464,5248  152,3126  158,6783  165,3099
2,3¢.  421,3649  430,0488  438,7327  126,3584 131,8429  137,5655
2,50, 406,0087 4154136  424,8186  137,2381 142,8106  148,6094
3¢, 371,1021  378,1648  385,2274  102,7111 107,2781  112,0483
5. 302,6024  308,3610  314,1196 83,8702 87,4762 91,2372
60, 284,9305  289.9470  294,9636 73,0217 76,1615 79,4363
1o 266,2559  270,7581  275,2602 65,4932 68,3709 71,3750
8. 253,9356  258,2682  262,6008 63,0467 65,7961 68,6654
9¢. 238,3091  242.3579  246,4066 59,0122 61,4808 64,0526
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100, 226,9216  230,6850  234,4484 54,7593 57,1225 59,5876
50¢.. 118,5980  120,3011  122,0041 24,8928 25,8910 26,9293
100, 91,8652 93,1169 94,3686 18,2283 18,9863 19,7758
2000, 77,8523 78,8728 79,8934 14,8588 15,4855 16,1386
3000, 71,2419 72,2482 73,2545 14,6407 15,2600 15,9055
4000, 62,9661 63,9557 64,9454 14,4243 15,0027 15,6043
5000, 58,8929 59,8136 60,7344 13,4432 13,9757 14,5292

1.000¢. 55,5517 56,4300 57,3082 12,8295 13,3306 13,8513
2.000¢. 49,3333 50,0948 50,8563 11,0875 11,5491 12,0300
3.000¢. 46,8968 47,7005 48,5041 11,7062 12,1889 12,6915
4.000¢. 46,8348 47,8034 48,7721 14,1686 14,6983 15,2478
5.000¢. 45,6326 46,4509 47,2692 11,9196 12,4060 12,9123
6.000¢. 44,7578 45,6448 46,5318 12,9617 13,4577 13,9728
7.000¢0. 45,1617 45,9877 46,8136 12,0607 12,5374 13,0329
9.000¢. 44,2449 45,2414 46,2380 14,6800 15,1782 15,6933
10.000¢. 44,8494 45,6823 46,5151 12,1256 12,6224 13,1396
o0 45,1268 45,2171 45,3074 13,6808 13,7309 13,7812
Tabela 27 — Intervalos de confianca de 95% para os para-
metros p e A da dist. Gaussiana inversa.
¢ Pomin Y Hmaz Amin A Amaz
0 992,8616 1049,1465 11054315 1277,6023 1400,3483 1523,0942
0,1¢. 852,8918 898,5280  944,1642 1220,8086 1338,0981 1455,3875
0,3¢.  723,6966 757,1012  790,5057 1363,0843 1494,0429 1625,0015
0,5¢.  621,6537 645,7953  669,9370 1619,6569 1775,2658 1930,8747
0,70.  535,9201 554,7655  573,6110 1684,9495 1846,8314 2008,7133
0,9¢. 498,3350 514,1902  530,0454 1895,3947 2077,4951 2259,5956
O 468,5794  483,4743  498,3691 1785,3304 1956,8564 2128,3825
1,19,  466,9970 480,9882 4949795 1992,3260 2183,7392 2375,1524
1,39, 4323696 4450410  457,7125 1924,0578 2108,9121 2293,7664
1,5¢.  431,5340 443,5849  455,6358 2106,5080 2308,8913 2511,2745
2¢. 371,8205 381,4850  391,1496 2083,2346 2283,3818 2483,5291
2,30,  358,9647 367,3683  375,7718  2460,6646 2697,0736 2933,4825
2,5¢.  344,1664 3524776  360,7888  2221,9925 2435,4709 2648,9494
3. 318,5712  325,6239  332,6767 2432,7575 2666,4853 2900,2130
Y0 261,5884  266,9854  272,3824  2289,9701 2509,9795 2729,9889
60 249,4692  254,1179  258,7666  2661,4294 2917,1269 3172,8243
T 233,5329  237,7495  241,9661 2649,2028 2903,7256 3158,2484
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8¢ 222,6566  226,7523  230,8480  2435,9849 2670,0227 2904,0605
9¢. 210,7208  214,2639  217,8070 2746,3147 3010,1675 3274,0203
10¢. 200,3893  203,7656  207,1419  2601,2553 2851,1715 3101,0877
500, 107,5302 108,9158  110,3015 2358,4348 2585,0220 2811,6091

1000, 83,6065 84,5998 85,5931  2150,9702 2357,6251 2564,2801
2000, 70,9457 71,7844 72,6232  1842,8448 2019,8966 2196,9483
3000, 64,4831 65,2833 66,0834  1523,1062 1669,4390 1815,7717
4000, 56,8684 57,5693 58,2701  1361,3564 1492,1490 1622,9417
5000, 53,2070 53,8788 54,5505 12149124 1331,6353 1448,3583
1.000¢. 50,2426 50,8719 51,6012  1165,3246 1277,2835 1389,2423
2.000¢p, 44,3169 44,9137 45,5105  891,5624  977,2194 1062,8765
3.000p, 41,6867 42,2971 42,9075 711,8897  780,2847  848,6797
4.000¢, 41,4591 42,0739 42,6887 690,6535  757,0082  823,3629
5.000, 40,4473 41,0462 41,6451 675,8084  740,7369  805,6653
6.000¢. 39,6286 40,2204 40,8122 651,1230  713,6797  776,2365
7.000p. 40,0672 40,6713 41,2753 646,2279  708,3144  770,4009
9.000¢. 39,3310 39,9191 40,5072 644,5997  706,5297  768,4598
10.000¢. 39,5595 40,1723 40,7852  605,0652  663,1970  721,3288
0 39,6897 39,7507 39,8117 642,8009  648,6141  654,4273

Tabela com os valores dos quantis dos tempos de erradicacao da distribuicao

Gama proveniente do ajuste em conjunto.

Tabela 28 — Quantis dos tempos de erradicacao por meio

da Distribuicdo Gama com parametros o™ e

B*.
o Quant. 2,5% Qunat. 50% Quant. 95%  Quant. 97,5%  Quant. 99%
0 1,1915499%10%  7,9021277x10% 2,1982951x10° 2,5768652x10% 3,0641736x10°
0,1¢.  1,2220594x10% 6,8274752x10% 1,7813343x10% 2,0714829x10% 2,4432894x10?
0,3¢. 1,4122163x10% 6,0326123x10% 1,4133424x10® 1,6208131x10% 1,8845500x10°
0,5¢. 1,5212672x10% 5,5242412x10* 1,2065654x10% 1,3706704x10°> 1,5781273x103
0,7¢.  1,5809455x10% 5,1492372x10% 1,0704324x10% 1,2077358x10% 1,3806065%10°
0,9¢. 1,6137650x10% 4,8412989x10% 9,6813762x10% 1,0863584x10% 1,2347144x10?
be 1,6231218x10% 4,7080776x10% 9,2630600x10* 1,0370058x10% 1,1757285%10?
1,1¢. 1,6290591x10% 4,5859041x10% 8,8914524x10% 9,9330805x10% 1,1236721x103
1,30, 1,6332761x10% 4,3688639x10% 8,2580389x10% 9,1914845x10% 1,0357104x 103
1,5¢. 1,6303176x10% 4,1810684x10* 7,7358261x10% 8,5832710x10% 9,6394639x 10?

2.

1,6059091 x 10?

3,8057942x 107

6,7574660x 10?

7,4519540% 10?

8,3142422 x 10?
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2,3¢. 1,5851270x10* 3,6233349x10% 6,3104106x 10> 6,9387154x10% 7,7174158x10?
2,5¢. 1,5701232x10% 3,5155928x10* 6,0545331x10* 6,6460459x10* 7,3783685x 10>
3¢,  1,5313821x10% 3,2858600x10% 5,5278526x10% 6,0462039%10? 6,6865069 x 10>
5¢, 1,3853324x10%  2,6794717x10% 4,2490657x10* 4,6049194x10% 5,0419353x10?
6, 1,3240085x10% 2,4815219%10% 3,8629763x10% 4,1742321x10? 4,5557609x 102
To.  1,2700161x10% 2,3228378x10% 3,5636092x10% 3,8417921x10% 4,1822712x 10>
8¢.  1,2222860x10% 2,1920688x 10> 3,3234001x10% 3,5760275x10% 3,8848490x 10>
9¢.  1,1798315x10% 2,0819810x10* 3,1255833x10% 3,3578393x10% 3,6414665x 10*
10,  1,1418204x10% 1,9877152x10% 2,9593153x10% 3,1749312x10% 3,4380076x10?
500,  6,4871059x10 1,0022447x10% 1,3833260x10* 1,4656968x10% 1,5653790x 102
100¢.  5,1198799x10  7,8238086x10 1,0721162x10* 1,1345834x10% 1,2101186x10?
1500,  4,5150012x10  6,9091658x10  9,4765486x10 1,0030260x10% 1,0699874 %102
2006,  4,1596220x10  6,3882118x10  8,7826897x10  9,2995403x10  9,9247433x10
300¢,  3,7473427x10  5,7993461x10  8,0132592x10  8,4919828x10  9,0713890x 10
400¢,  3,5085381x10  5,4661072x10  7,5857547x10  8,0447981x10  8,6006531 x 10
5000,  3,3495227x10  5,2475353x10  7,3088796x10  7,7558663x10  8,2973386x 10
1000¢,  2,9733981x10  4,7418412x10  6,6809052x10  7,1030755%x10  7,6151317x10
2000,  2,7292328x10  4,4230788x10  6,2964100x10  6,7057415x10  7,2027842x10
30000,  2,6290332x10  4,2948394x10  6,1450185x10  6,5500078x10  7,0420490x 10
5000,  2,5348739x10  4,1759696x10  6,0068728x10  6,4083862x10  6,8964854x10
6000,  2,5081316x10  4,1425422x10  5,9684776x10  6,3691275x10  6,8562622x 10
70000,  2,4878687x10  4,1173241x10  5,9396631x10  6,3396997x10  6,8261552x 10
9000,  2,4589058x10  4,0814567x10  5,8989269x10  6,2981532x10  6,7837209x 10
10000¢, 2,4481094x10  4,0681442x10  5,8838872x10  6,2828329x10  6,7680966x 10

Tabela 29 — Quantis empiricos dos tempos de erradicacao
para os 35 valores de ¢.
0 Quant. 2,5% Mediana  Média  Quant. 95% Quant. 97,5% Quant. 99%
0 160,3915  811,4838 983,0178 2,423,7722  2,774,8879  3,417,3008
0, 1¢. 161,5614  744,8195 8932998 2,139,7291  2,483,3244  3,322,2129
0, 3¢ 173,2012  629,9530 7332296 1,731,1389  1,996,1666  2,456,6116
0, 5¢. 156,8057  600,3251 634,6842 1,237,4536  1,378,1758  1,650,9685
0, 7o 162,3531  528,0478 565,6067 1,090,7356  1,272,1402  1,434,2585
0, 9¢. 148,8217  481,5973 507,3377  896,1437 1,020,7761  1,143,5850
be 155,6724  472,7554 491,1340  855,1856 932,3285 1,038,5832
1,1¢, 154,4063  461,6212 4789731  833,2725 886,9540 1,006,5721
1, 3¢, 159,1622  445,7305 456,6625  799,7602 878,5222 967,2726
1,5¢, 140,2821  419,9348 4294234  699,6376 787,1270 847,7007
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20, 146,6814 382,6409 389,1027  642,0503 708,8279 781,0486
2, 3¢, 134,8934 351,4643 358,7705  585,7731 626,5098 673,7274
2,5¢. 132,1502 3428745 349,1355  556,9151 600,6278 655,2462

3¢. 131,7783 321,1747  327,4268  503,4993 553,1251 611,4530

5¢. 126,0248 265,1821 270,7961  409,7122 436,0521 466,5438

6¢. 128,0274 252,1698 253,2528  373,7795 403,8204 439,4064

7). 118,6722 232,6003 238,0563  355,6496 384,9748 417,5495

8. 118,1244 224,3865 225,4988  330,3143 354,6206 382,8663

9¢. 110,7325 210,7860 214,1118  314,3449 345,0338 381,5144
100, 115,2079 199,9860 204,4399  297,9990 314,4787 346,9929
500, 70,8193 106,1144 108,8756  147,8927 157,5448 165,9601
100¢.. 57,9635 81,7563 84,0356 115,4831 122,9119 131,3037
150¢. 49,5951 70,8214 71,9710 97,2551 103,5463 108,0121
2000, 43,9521 64,2944 66,0088 91,6389 98,2727 103,6101
3000, 38,9734 56,3330 57,6744 77,8361 84,8143 91,1775
400¢.. 36,5004 51,9247 53,5915 73,0549 76,9614 82,9787
5000, 34,4948 49,5340 51,1344 71,5594 77,7035 86,0438

1.000¢, 29,0571 43,7050 45,0386 62,5793 67,0686 72,6213
2.000¢.. 27,5400 40,9899 42,6171 61,3635 68,6217 74,5911
3.000¢.. 26,7552 39,7386 41,3346 60,4077 65,4770 72,8485
5.000¢.. 25,5641 39,4953 40,9120 59,4848 62,5228 69,0555
6.000¢.. 24,9969 38,2338 39,9213 57,6684 61,5568 66,0949
7.000¢.. 24,8557 39,3081 40,7782 60,0958 64,1290 70,3401
9.000¢.. 25,3065 38,8967 40,2304 58,5835 63,8314 69,6154
10.000¢.. 25,1565 38,6490 40,4209 59,8036 65,9492 72,4546

o0 24,5776 38,0671 39,6779 58,4878 64,1428 71,5959

Tabela 30 — Intervalos de 95% de confianga para Média

e Mediana, dos tempos de erradicacao, das

1.000 simulagoes de Monte Carlo.

10) Lim. inf. Média  Lim. sup. Lim. inf. Mediana Lim. sup
0 -386,9636 983,0178 2353 141,9523 160,3915 178,8308
0,1¢. -328,5819 893,2998 2115,2  148,3491 161,5614 174,7737
0,3¢0. -196,9655 733,2296 1663,4 153,3781 173,2012 193,0243
0,5¢. 11,7177  634,6842 1267,7 139,9446 156,8057 173,6668
0, 7¢. 8,1531  565,6067 1123,1  141,8600 162,3531 182,8462
0,9¢. 71,8783  507,3377 942,8 131,075 148,8217 166,1358
O 92,7667  491,1340 889,5 142,0398 155,6724 169,3049
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1,1¢. 96,6922  478,9731 861,25 144,9466 154,4063 163,8660
1, 3¢, 93,0260  456,6625 820,3 143,2612 159,1622 175,0633
1,50, 107,6533  429,4234 751,19  124,2965 140,2821 156,2677
2¢. 110,4845  389,1027 667,72 126,0231 146,6814 167,3397
2, 3¢, 117,9510  358,7705 599,59 119,3886 134,8934 150,3983
2,5¢. 113,2203  349,1355 585,05 1251180 132,1502 139,1824
3¢ 115,6689  327,4268 539,18 120,4007 131,7783 143,1559
Yo 112,6323  270,7961 428,96  117,2260 126,0248 134,8236
6¢. 117,0747  253,2528 389,43 120,2160 128,0274 135,8387
T 105,9061  238,0563 370,21  109,3866 118,6722 127,9577
8. 105,6372  225,4988 345,36 110,5045  118,1244 125,7443
9¢. 101,8709 214,1118 326,35 102,7684 110,7325 118,6966
10¢. 101,9407  204,4399 306,94 110,7186 115,2079 119,6973
500, 65,7034  108,8756 152,05 68,3892 70,8193 73,2495
100¢. 51,8050 84,0356 116,27 56,1266 57,9635 59,8004
1500, 45,0705 71,9710 98.871 47,7735 49,5951 51,4168
2000, 39,8345 66,0088 92.183 42,8418 43,9521 45,0623
3000, 34,9787 57,6744 80,37 37,9427 38,9734 40,0040
400¢.. 32,7273 53,5915 74.456 35,0557 36,5004 37,9450
5000, 29,3388 51,1344 72,93 33,6423 34,4948 35,3473
1.000¢. 25,8913 45,0386 64.186 28,0617 29,0571 30,0524
2.0000. 22,5707 42,6171 62.663 26,6797 27,5400 28,4003
3.0000. 21,2996 41,3346 61,37 25,7129 26,7552 27,7976
5.0000. 21,5664 40,9120 60.258 24,1893 25,5641 26,9389
6.000¢. 21,1976 39,9213 58.645 24,0285 24,9969 = 25,9654
7.0000. 20,0002 40,7782 61.556 23,8823 24,8557 25,8291
9.0000. 20,5287 40,2304 59.932 24,3655 25,3065 26,2474
10.000¢. 20,4268 40,4209 60.415 24,1372 25,1565 26,1758
Infinito 19,8131 39,6779 59,5427  2,45E+01 24,5776 24,6731
Tabela 31 — Intervalos de 95% de confianga para Quantil
2,5% e Quantil 97,5%, dos tempos de erradi-
cacao, das 1.000 simulagoes de Monte Carlo.
) Lim. inf. Quantil 2,5% Lim. sup. Lim. inf. Quantil 97,5% Lim. sup
0 771,3723 811,4838 851,5953  2267,8349 2423.7722 2579,7095
0,1¢.  703,0148 744,8195 786,6242  2008,6088 2139,7291 2270,8494
0,3¢. 600,6224 629,9530 659,2835  1605,8190 1731,1389 1856,4588
0,5¢.  573,9459 600,3251 626,7043 1172,9530 1237,4536 1301,9542
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0,7¢. 510,6910  528,0478 5454047 1019,8885  1090,7356  1161,5827
0,96, 461,9280 4815973  501,2658  851,1603 896,1437 941,1271
¢ 4545951 4727554 4909157  822,0820 855,1856 838,2892
1,1¢,  446,9429  461,6212  476,2995  798,1016 833,2725 868,4434
1,3¢. 431,1974 4457305 4602637  767,0105 799,7602 832,5098
1,5¢. 406,8511 4199348  433,0186  679,3446 699,6376 719,9307
2¢.  370,9291  382,6409  394,3526 6114315 642,0503 672,6690
2,30, 3444629 3514643 3584658  563,7889 585,7731 607,7573
2.5¢, 333,1244 3428745  352,6247  538,2041 556,9151 575,6261
36.  313,5413  321,1747  328,8081  488,4802 503,4993 518,5183
5¢.  260,1647  265,1821  270,1996  397,1070 409,7122 4223174
6.  246,3530  252,1698  257,9857  362,6955 373,7795 384,8634
To. 2270938  232,6003  238,1067  340,7162 355,6496 370,5830
8. 220,5903  224,3865  228,1827  323,0856 330,3143 337,5429
96,  206,6661  210,7860  214,9058  300,0944 314,3449 328,5955
100, 1956438 1999860  204,3281  291,2374 297,9990 304,7606
506, 104,6057  106,1144  107,6231  142,9628 147,8927 152,8225
1006, 80,3859 81,7563 83,1267  112,7151 115,4831 118,2510

150¢. 69,6253 70,8214 72,0175 93,9979 97,2551 100,5123
2000, 63,4645 64,2944 65,1244 88,4935 91,6389 94,7843
3000, 55,5552 56,3330 57,1109 74,9628 77,8361 80,7095
4000, 51,1136 51,9247 52,7358 71,4464 73,0549 74,6634
5000, 48,7261 49,5340 50,3419 68,8672 71,5594 74,2517
1.000¢p, 42,8763 43,7050 44,5337 60,9304 62,5793 64,2282
2.000¢p, 40,3995 40,9899 41,5804 28,7838 61,3635 63,9432
3.000p, 38,9125 39,7386 40,5647 28,2357 60,4077 62,5797
5.000¢, 38,9560 39,4953 40,0345 08,0822 59,4848 60,8874
6.000¢. 37,5709 38,2338 38,8966 56,1627 57,6684 59,1741
7.000¢, 38,4973 39,3081 40,1189 58,5042 60,0958 61,6873
9.000¢, 38,0943 38,8967 39,6990 96,9125 08,5835 60,2545
10.000¢. 38,0411 38,6490 39,2569 57,1534 59,8036 62,4539
Infinito 37,9921 38,0671 38,1422 58,2620 58,4878 58,7136

Tabela 32 — Intervalos de 95% de confianga para Quantil
95% e Quantil 99%, dos tempos de erradica-

¢ao, das 1.000 simulagoes de Monte Carlo.

) Lim. inf. Quantil 2,5% Lim. sup. Lim. inf. Quantil 97,5% Lim. sup

0 2465,7370  2774,8879  3084,0388 3138,8548 3417,3008 3695,7468
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0,1¢)c  2198,5499  2483,3244  2768,0989 2906,0683 3322,2129 3738,3575
0,30, 1813,1719 1996,1666 2179,1613 2098,9451 2456,6116 2814,2781
0,50, 1250,3419 1378,1758 1506,0097 1512,2088 1650,9685 1789,7282
0,70, 1178,6276 1272,1402 1365,6528 1305,6017 1434,2585 1562,9153
0,90, 966,7613 1020,7761 1074,7910 1065,5579 1143,5850 1221,6121

Oc 892,8734 932,3285 971,7836  962,0177 1038,5832 1115,1487
1,10, 848,5074 886,9540 925,4007  950,0770 1006,5721 1063,0672
1,30, 838,5533 878,5222 918,4910  900,2602 967,2726 1034,2850
1,5¢. 740,1648 787,1270 834,0893  776,4830 847,7007 918,9184

20, 668,8597 708,8279 748,7962  734,9227 781,0486 827,1745
2, 3¢ 603,4214 626,5098 649,5981  651,1836 673,7274 696,2712
2,50, 582,5833 600,6278 618,6722  602,9682 655,2462 707,5241
3¢, 525,8829 553,1251 580,3672  572,7197 611,4530 650,1862
5P 419,0387 436,0521 453,0655  441,6473 466,5438 491,4403
60, 386,0402 403,8204 421,6006  416,7406 439,4064 462,0723
T 373,0719 384,9748 396,8776  395,1677 417,5495 439,9313
8. 342,6789 354,6206 366,5624  362,9699 382,8663 402,7627
9¢. 329,2656 345,0338 360,8021  367,7585 381,5144 395,2702
100, 303,1120 314,4787 325,8454  328,6195 346,9929 365,3664
500, 154,0628 157,5448 161,0268  160,4126 165,9601 171,5076
100¢. 118,8654 122,9119 126,9584  127,1533 131,3037 135,4541
1500, 100,9298 103,5463 106,1627  104,8075 108,0121 111,2168
2000, 95,1129 98,2727 101,4324 98,8483 103,6101 108,3719
3000, 81,4989 84,8143 88,1297 82,8528 91,1775 99,5022
4000, 73,9177 76,9614 80,0051 78,2248 82,9787 87,7326
5000, 74,4520 77,7035 80,9549 80,5496 86,0438 91,5380
1.000¢. 64,8973 67,0686 69,2400 70,3350 72,6213 74,9075
2.000p. 65,5948 68,6217 71,6487 67,8820 74,5911 81,3002
3.000¢, 61,5567 65,4770 69,3973 69,8832 72,8485 75,8137
5.000¢, 58,9700 62,5228 66,0756 64,9171 69,0555 73,1938
6.000p. 59,0463 61,5568 64,0673 62,3023 66,0949 69,8876
7.0000, 60,9403 64,1290 67,3176 63,6129 70,3401 77,0672
9.000¢, 60,7586 63,8314 66,9042 62,0609 69,6154 77,1699
10.000¢, 63,0075 65,9492 68,8909 68,7041 72,4546 76,2052
Infinito 63,7886 64,1428 64,4970 71,1488 71,5959 72,0431




C Apeéndice C

Neste apéndice estao as tabelas referentes ao capitulo 4.

Tabela 33 — Logaritmo da Méxima Verossimilhanca para

k= 0.

) Gama  Lognormal GEV. Weibull EV

0 7.756,18 7.762,42  7.772,11 7.773,70 8.207,71
2,19 x107° 7.669,31  7.673,57  7.680,02 7.690,19 8.113,06
7,00 x 107°  7.348,14  7.34583  7.345,12 7.382,11 7.842,58
1,10 x 107*  7.099,59  7.097,33  7.093,08 7.142,90 7.560,80
1,50 x 10" 6.889,98  6.902,94  6.894,48 6.916,54 7.205,83
2,00 x 107* 6.761,77 6.786,25  6.763,70 6.779,11 7.038,85
2,20 x 107* 6.685,85  6.705,55  6.688,16 6.705,48 6.932,73
2,40 x 107 6.592,00  6.619,36  6.590,67 6.603,93 6.810,09
2,80 x 107*  6.543,53  6.575,58  6.540,21 6.545,47 6.719,15
3,30 x 107*  6.430,99  6.455,13  6.430,33 6.444,44 6.634,71
4,40 x 107* 6.250,60 6.274,41  6.247,32 6.257,25 6.402,84
5,00 x 107*  6.136,26  6.158,74  6.133,10 6.145,47 6.291,66
5,50 x 10°*  6.097,73  6.115,61 6.097,80 6.120,20 6.298,31
6,60 x 107 5.962,90  5.984,74 5.957,37 5.970,78 6.094,96
8,80 x 107*  5.846,61 5.862,68 5.846,13 5.865,11 6.011,08
1,10 x 10~ 5.700,01 5.729,68  5.686,35 5.694,52 5.795,40
1,31 x 10  5.606,43  5.626,25  5.600,75 5.612,22 5.720,19
1,53 x107% 5.512,61 5.528,56  5.512,69 5.538,39 5.685,90
1,75 x 107 5.431,04  5.446,37 5.426,55 5.448,10 5.554,08
1,97 x 107% 5.326,04  5.338,21 5.326,07  5.355,29 5.480,14
2,19 x 1073 528958  5.303,97 5.285,19 5.305,94 5.404,67
3,20 x 107 5.020,22  5.030,15 5.019,66 5.055,24 5.162,92
4,38 x 107 4.905,77  4.913,73  4.904,97 4.947,83 5.058,63
5,48 x 1073 4.767,70  4.770,59  4.767,96 4.818,38 4.930,02
6,57 x 107% 4.668,71 4.674,18  4.669,23 4.721,14 4.834,41
7,67 x107*  4.571,02  4.571,37 4.570,79 4.634,74 4.750,96
8,76 x 107% 4.473,21  4.47494  4.47321 4.530,11 4.633,38
9,86 x 107> 4.467,45 4.466,19  4.466,61 4.537,01 4.665,50
1,10 x 1072 4.427,66 4.424,49 4.42787 4.52323 4.710,66
1,21 x 1072  4.388,19  4.383,65 4.384,00 4.471,03 4.608,80
1,31 x 1072 4.28349  4.282,23  4.284,06 4.363,24 4.497,72
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1,42 x 1072
1,53 x 1072
1,64 x 1072
1,75 x 1072
1,86 x 1072
1,97 x 1072
2,08 x 1072
2,19 x 1072
3,29 x 1072
4,38 x 1072
5,48 x 1072
6,57 x 1072
7,67 x 1072
8,76 x 1072
9,86 x 1072
1,10 x 107*
1,20 x 107!
1,31 x 107¢
1,42 x 1071
1,53 x 107!
1,64 x 107¢
1,75 x 107!
1,86 x 107 ¢
1,97 x 1071
2,08 x 1071
2,19 x 107!
4,38 x 1071
6,57 x 107!
1,1
1,31
1,53
1,97
2,19

4.340,42
4.287,00
4.227 27
4.162,49
4.164,63
4.155,10
4.195,19
4.075,31
3.953,33
3.837,08
3.751,61
3.736,92
3.705,61
3.658,88
3.662,21
3.638,89
3.649,54
3.629,10
3.572,68
3.607,25
3.650,00
3.554,59
3.615,61
3.536,26
3.574,89
3.598,20
3.593,32
3.589,38
3.609,09
3.591,14
3.572,06
3.558,14
3.529,25

4.336,04
4.284,44
4.225,99
4.161,10
4.157,30
4.150,93
4.190,66
4.072,58
3.948,16
3.830,97
3.746,07
3.726,64
3.701,31
3.647,08
3.647,84
3.626,18
3.635,23
3.616,48
3.558,36
3.593,74
3.635,60
3.537,08
3.597,17
3.520,60
3.562,44
3.589,55
3.578,95
3.573,60
3.593,56
3.571,78
3.555,20
3.541,70
3.515,50

4.336,68
4.285.,65
4.224,56
4.160,38
4.155,40
4.150,21
4.190,83
4.073,07
3.947,68
3.829,42
3.747,38
3.724,30
3.699,47
3.640,35
3.638,11
3.619,50
3.628,77
3.611,28
3.551,78
3.586,97
3.627,82
3.520,70
3.584,42
3.509,02
3.556,19
3.588,50
3.572,90
3.566,47
3.587,32
3.563,22
3.548,47
3.534,23
3.509,46

4.424,51
4.368,25
4.291,03
4.233,37
4.259,61
4.231,74
4.278 45
4.157,06
4.040,41
3.925,03
3.852,71
3.854,38
3.782,41
3.770,58
3.783,56
3.753,27
3.778,21
3.746,27
3.700,94
3.721,06
3.761,22
3.679,95
3.743,77
3.660,70
3.678,20
3.607,62
3.697,39
3.697,49
3.713,47
3.716,55
3.687,03
3.670,31
3.627,65

4.569,48
4.518,86
4.393,67
4.340,11
4.392,49
4.347,42
4.417,96
4.279,01
4.166,31
4.047,62
4.002,14
4.029,99
3.802,16
3.927,22
3.971,56
3.910,36
3.996,44
3.939,90
3.912,27
3.892,00
3.936,16
3.845,31
3.939,43
3.845,69
3.839,77
3.871,39
3.802,48
3.880,80
3.912,92
3.971,05
3.914,19
3.873,89
3.806,61

Tabela 34 — Logaritmo da Maxima Verossimilhanca para

k=0,2.
0] Gama  Lognormal GEV. Weibull EV
0 7.695,60 7.698,87  7.710,70 7.714,19 8.157,50
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2x107°
7 x 1075
1,10 x 107*
1,50 x 107*
2,00 x 1074
2,20 x 1074
2,40 x 107*
2,80 x 1074
3,30 x 1074
4,40 x 1074
5,00 x 1074
5,50 x 1074
6,60 x 1074
8,80 x 107*
1,10 x 1073
1,31 x 1073
1,53 x 1073
1,75 x 1073
1,97 x 1073
2,19 x 1073
3,29 x 1073
4,38 x 1073
5,48 x 1073
6,57 x 1073
7,67 x 1073
8,76 x 1073
9,86 x 1073
1,10 x 1072
1,21 x 1072
1,31 x 1072
1,42 x 1072
1,53 x 1072
1,64 x 1072
1,75 x 1072
1,86 x 1072
1,97 x 1072
2,08 x 1072
2,19 x 1072
3,29 x 1072

7.571,10
7.252,65
7.034,18
6.876,73
6.722,30
6.653,89

6.599,55

6.507,18

6.403,50

6.200,27

6.200,49

6.092,53

6.025,70

5.829,26

5.601,62

5.581,27

5.455,98

5.392,85

5.334,26

5.262,43

5.016,23

4.910,62
4.755,10

4.687,00

4.599,28
4.514,60
4.462,21

4.413,59
4.381,11
4.312,43

4.285,67

4.254,35

4.212,06

4.206,14

4.179,14

4.118,47

4.125,05

4.084,70

3.934,15

7.567,25
7.252,81
7.044,39
6.891,96
6.748,59
6.672,24
6.628,83
6.537,07
6.434,30
6.225,21
6.230,97
6.125,28
6.059,80
5.854,85
5.721,56
5.596,24
5.471,57
5.401,44
5.344,52
5.270,81
5.019,50
4.922.26
4.757,09
4.690,84
4.599,79
4.520,49
4.468,24

4.408,45
4.384,74
4.316,22

4.281,62
4.253,27

4.209,70
4.199,39
4.179,20
4.118,08

4.124,27
4.077,80
3.930,34

7.574,20
7.253,11
7.036,60
6.878,66
6.727,06
6.656,61
6.598,65
6.505,39
6.398,51
6.196,39
6.193,84
6.079,64
6.011,04
5.823,42
5.677,51
5.579,39
5.455,92
5.391,32
5.333,94
5.262,41
5.015,83
4.909,95
4.756,77
4.685,71
4.599,29
451547
4.463,22
4.410,01
4.383,61
4.313,26
4.282,60
4.251,41
4.210,82
4.197,71
4.178,81
4.116,04
4.126,29
4.075,98
3.930,04

7.597,38
7.285 41
7.068,69
6.905,36
6.731,28
6.675,64
6.602,90
6.511,09
6.405,65
6.204,68
6.204,47
6.080,72
6.011,51
5.837,46
5.687,66
5.603,37
5.482,89
5.425,73
5.364,77
5.205,52
5.064,41
4.942,98
4.821,82
4.729,90
4.666,14
4.559,70
4.507,26
4.508,71
4.443,63
4.365,49
4.372,23
4.317,52
4.292,53
4.296,52
4.245,76
4.176,82
4.204,41
4.175,86
4.014,33

8.068,57
7.742,42
7.538,13
7.214,12
6.960,26
6.915,19
6.779,93
6.698,76
6.570,51
6.350,06
6.356,08
6.194,30
6.121,35
5.974,45
5.789,92
5.731,07
5.621,56
5.540,79
5.485,18
5.413,80
5.181,15
5.053,74
4.967,22
4.827,69
4.792,71
4.662,47
4.612,56
4.682,76
4.568,10
4.469,23
4.508,93
4.417,60
4.428,96
4.423,35
4.360,14
4.268,04
4.342.91
4.314,91
4.136,58
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4,38 x 1072
5,48 x 1072
6,57 x 1072
7,67 x 1072
8,76 x 1072
9,86 x 1072
1,10 x 1071
1,20 x 107 ¢
1,31 x 107!
1,42 x 107*
1,53 x 107¢
1,64 x 107¢
1,75 x 107!
1,86 x 107!
1,97 x 107!
2,08 x 107!
2,19 x 1071
4,38 x 107!
6,57 x 107!
1,1
1,31
1,53
1,97
2,19

3.860,54
3.806,78
3.697,78
3.670,94
3.678,06
3.656,97
3.629,73
3.676,58
3.637,67
3.672,32
3.614,21
3.591,04
3.598,53
3.577,06
3.578,92
3.535,26
3.561,48
3.548,69
3.572,52
3.530,20
3.588,70
3.545,67
3.494,20
3.526,63

3.849,92
3.795,51
3.688,18
3.664,11
3.657,54
3.644,19
3.617,06
3.659,10
3.617,69
3.654,75
3.592,13
3.579,98
3.590,44
3.563,90
3.561,38
3.521,30
3.549,94
3.526,58
3.555,42
3.517,85
3.570,62
3.529,99
3.483,11
3.504,55

3.844,84
3.792,13
3.685,15
3.662,50
3.637,37
3.639,39
3.610,15
3.648,95
3.598,13
3.642,82
3.573,62
3.576,58
3.588,79
3.559,51
3.552,62
3.516,30
3.545,46
3.507,33
3.546,51
3.513,76
3.559,57
3.524,42
3.479,16
3.492,01

3.968,97
3.929,26
3.810,26
3.763,28
3.826,50
3.784,49
3.749,19
3.830,39
3.776,39
3.797,02
3.765,68
3.699,36
3.688,77
3.698,95
3.715,48
3.666,69
3.666,41
3.690,78
3.691,29
3.632,17
3.696,24
3.662,80
3.586,29
3.689,52

4.116,38
4.135,88
3.956,38
3.889,66
4.019,88
3.986,48
3.943.85
4.182,28
3.985,51
3.995,95
3.993,08
3.872,55
3.836,06
3.909,10
3.951,09
3.880,22
3.849,56
3.970,38
3.943,27
3.824,88
3.892,81
3.877,63
3.747,71
4.098,46

Tabela 35 — Logaritmo da Méxima Verossimilhanga para

k=0,5.

[0) Gama  Lognormal GEV. Weibull EV
0 7.622,76  7.637,28 7.644,77  7.635,93 8.067,27
2x 1077 7.475,39  7.479,00 7.486,72  7.496,44 7.978,49
7x107°  7.151,50  7.163,38 7.161,49  7.175,52 7.622,60
1,10 x 107* 6.966,18  6.974,61 6.968,90  7.000,52 7.511,40
1,50 x 10°* 6.847,54  6.871,45 6.853,65  6.863,73  7.165,13
2x107*  6.667,99  6.693,00 6.670,54  6.681,99 6.911,96
2,20 x 107* 6.613,85  6.637,21 6.618,33  6.626,02 6.852,21
2,40 x 107*  6.606,82 6.642,01 6.606,46 6.604,84 6.799,43
2,80 x 107*  6.478,08 6.511,81  6.475,60 6.476,78 6.659,34
3,30 x 107*  6.397,05 6.424,08  6.396,63 6.402,55 6.583,17
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4,40 x 1074
5,00 x 1074
5,50 x 1074
6,60 x 10~
8,80 x 1074
1,10 x 1073
1,31 x 1073
1,53 x 1073
1,75 x 1073
1,97 x 1073
2,19 x 1073
3,29 x 1073
4,38 x 1073
5,48 x 1073
6,57 x 1073
7,67 x 1073
8,76 x 1073
9,86 x 1072
1,10 x 1072
1,21 x 1072
1,31 x 1072
1,42 x 1072
1,53 x 1072
1,64 x 1072
1,75 x 1072
1,86 x 1072
1,97 x 1072
2,08 x 1072
2,19 x 1072
3,29 x 1072
4,38 x 1072
5,48 x 1072
6,57 x 1072
7,67 x 1072
8,76 x 1072
9,86 x 1072
1,10 x 1071
1,20 x 107 ¢
1,31 x 107¢

6.275,42
6.154,96
6.103,74
6.021,62
5.818,50
5.701,53
5.608,11
5.509,12
5.408,06
5.363,07
5.294,34
5.083,04
4.914,10
4.770,07
4.641,13
4.612,80
4.523,37
4.506,75
4.381,32
4.357,83
4.363,11
4.307,43
4.291,88
4.227,70
4.186,12
4.143,14
4.120,69
4.139,90
4.090,88
3.954,11
3.859,64
3.816,94
3.702,80
3.696,55
3.659,98
3.637,19
3.632,50
3.656,29
3.643,44

6.303,25
6.184,19
6.134,80
6.051,87
5.837,29
5.725,89
5.628,39
5.533,29
5.415,76
5.381,14
5.305,37
5.096,10
4.929,19
4.775,53
4.652,74
4.622,26
4.524,61
4.508,68
4.380,80
4.358,37
4.364,41
4.307,92
4.293,42
4.224,61
4.183,77
4.138,51
4.119,40
4.135,86
4.086,84
3.945,24
3.855,73
3.808,36
3.695,79
3.686,45
3.647,88
3.620,74
3.620,93
3.644,17
3.628,43

6.273,77
6.149,48
6.094,91
6.014,87
5.816,42
5.694,19
5.603,00
5.499,81
5.409,01
5.360,07
5.204,72
5.080,63
4.913,61
4.770,74
4.640,55
4.612,85
4.524,91
4.508,95
4.381,25
4.357,48
4.367,28
4.307,78
4.292,03
4.226,08
4.184,08
4.137,37
4.118,93
4.137,34
4.086,72
3.942,99
3.855,17
3.807,95
3.694,36
3.682,55
3.642,20
3.609,08
3.617,01
3.638.,55
3.620,13

6.279,45
6.149,76
6.095,90
6.022,53
5.835,31
5.707,29
5.619,71
5.506,39
5.452,06
5.380,28
5.330,72
5.107,81
4.941,29
4.819,02
4.668,91
4.647,86
4.591,08
4.573,26
4.450,78
4.417,25
4.437,22
4.373,32
4.352,89
4.309,23
4.262,83
4.223 27
4.187,82
4.229,40
4.174,47
4.059,16
3.938,14
3.918,99
3.797,39
3.802,36
3.778,56
3.776,38
3.750,21
3.763,85
3.763,50

6.455,71
6.290,56
6.220,82
6.171,03
5.981,48
5.827,48
5.741,46
5.606,57
5.607,55
5.503,12
5.475,40
5.216,12
5.060,67
4.937 44
4.764,05
4.752,35
4.727,53
4.718,93
4.576,22
4.528,90
4.605,80
4.497,08
4.469,38
4.456,02
4.387,20
4.340,32
4.295 47
4.391,58
4.303,08
4.218,41
4.060,17
4.091,21
3.926,58
3.949,92
3.956,99
3.990,66
3.935,91
3.930,68
3.949,61
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1,42 x 1071 3.619,94 3.608,39  3.604,91 3.733,33 3.936,44
1,53 x 107" 3.636,32 3.619,37  3.610,31 3.764,58 3.966,84
1,64 x 1071 3.585,07 3.574,47  3.571,97 3.696,39  3.900,26
1,75 x 1071 3.607,31 3.597,35  3.594,81 3.705,57 3.875,18
1,86 x 1071 3.584,29 3.572,28  3.568,15 3.698,67 3.906,72
1,97 x 107" 3.552,82 3.543,62  3.540,53 3.645,64 3.791,65
2,08 x 107! 3.623,93 3.604,33  3.589,10 3.750,07 3.959,42
2,19 x 107" 3.638,55 3.620,56  3.609,67 3.758,83 3.960,78
4,38 x 107" 3.568,73 3.557,89  3.554,69 3.662,20 3.833,44
6,57 x 107! 3.580,61 3.567,01  3.560,84 3.677,11 3.870,35

1,1 3.624,46 3.604,32  3.592,62 3.739,98 3.97291
1,31 3.598,16 3.582,08  3.575,83 3.706,14 3.908,68
1,53 3.566,64 3.545,74  3.5637,26 3.706,33  3.988,49
1,97 3.560,04 3.547,03  3.543,23 3.658,34 3.844,87
2,19 3.575,09 3.598,61  3.550,82 3.682,93 3.880,03

Tabela 36 — Logaritmo da Maxima Verossimilhanca para

k=0,7.
[0) Gama  Lognormal  GEV. Weibull EV
0 7.548,13  7.547,58  7.558,71  7.569,17 8.064,29

2x 107 7.383,70 7.386,61  7.393,28 7.407.47 7.92523

7x107°  7.108,71 7.121,69  7.120,66 7.129.65 7.525,63
1,10 x 107* 6.905,68 6.93523  6.914.81 6.912,65 7.175,12
1,50 x 107* 6.778,38  6.798,20  6.785,38  6.794,61 7.048,35
2,00 x 107*  6.648,00 6.674,37  6.654,10  6.655,53 6.880,91
2,20 x 107%  6.623,74  6.654,48  6.627,37  6.626,59 6.827,13
2,40 x 107 6.550,52  6.594,50  6.544,38 6.536,16 6.706,40
2,80 x 107%  6.454,48  6.481,93  6.456,30  6.463,00 6.667,23
3,30 x 1074 6.392,97  6.427,11  6.389,37 6.386,38 6.533,50
4,40 x 107*  6.240,95  6.272,91  6.234,82 6.232,75 6.369,17
500 x 1074 6.131,89  6.158,63 6.128,29 6.141,21  6.308,78
550 x 1074 6.118,06  6.152,12 6.109,12 6.116,16 6.261,38
6,60 x 107*  6.039,25  6.061,25 6.038,02 6.051,10 6.219,62
8,80 x 107% 587254  5.901,85 5.864,19 5.871,19 6.001,17
1,10 x 107  5.707,78  5.735,95 5.698,05 5.705,49 5.822,91
1,31 x 107 5.612,81  5.634,93 5.610,53 5.627,75 5.783,91
1,53 x 107 5.556,72  5.578,55 5.552,42 5.567,50 5.701,78
1,75 x 107 5.453,89 547467 5.447,83 545693 5.567,24
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1,97 x 107 5.391,56  5.409,40 5.387,46 5.407,47 5.527,52
2,19 x 107 5.331,54  5.352,14 5.325,49 5.337,20 5.446,22
3,20 x 107°  5.067,02  5.078,31  5.064,54 5.093,82 5.201,56
4,38 x 107®  4.879,90  4.890,94  4.880,45 4.908,29 5.017,70
5,48 x 107 4.798,49  4.80548  4.799,59  4.845.68 4.973,72
6,57 x 1073 4.635,12  4.647,81 4.634,29 4.654,71 4.746,27
7,67 x 107  4.648,14  4.656,08 4.648,07 4.681,21 4.787,96
8,76 x 107° 4.586,42  4.595,73  4.586,73  4.619,19 4.727.73
9,86 x 107 4.523,47 4.526,86  4.525,98  4.583,33 4.726,79
1,10 x 1072 4.425,60 4.424,42 4.42513  4.498,14 4.642,66
1,21 x 1072 4.387,05  4.387,27 4.385,75 4.446,73 4.558,27
1,31 x 1072 4.337,91  4.338,23  4.339.52  4.409.80 4.558,17
1,42 x 1072 4.320,27 4.318,59  4.319.28  4.389.85 4.522,19
1,53 x 1072 4.271,73  4.27395  4.274,34  4.336,86 4.472,91
1,64 x 1072 4.246,58  4.241,06 4.241,27 4.334,83  4.482,32
1,75 x 1072 4.178,76  4.176,33  4.176,05 4.251,16 4.366,11
1,86 x 1072 4.194,37  4.190,50 4.190,34 4.272,02 4.401,83
1,97 x 1072 4.187,96  4.184,21 4.184,44 4.264,56 4.399,96
2,08 x 1072 4.146,39  4.146,22  4.148,23  4.222.32 4.367,31
2,19 x 1072 4.110,69  4.105,16 4.104,49 4.196,06 4.325,04
3,20 x 1072 3.946,69  3.940,07 3.938,75 4.036,79 4.173,31
4,38 x 1072 3.82581  3.81643 3.812,57 3.930,42 4.074,45
5,48 x 1072 3.771,51  3.767.43  3.767,20 3.852,04 3.974,97
6,57 x 1072 3.733,34  3.723,76  3.720,51 3.837,15 3.982.55
7,67 x 1072 3.709,31  3.695,61 3.687,84 3.830,08 4.003,48
8,76 x 1072 3.664,98  3.655,55 3.653,00 3.770,31 3.921,97
9,86 x 1072 3.682,56  3.667,79  3.655,70 3.791,99 3.943,97
1,10 x 107" 3.694,45  3.682,57 3.678,12 3.802,75 3.986,19
1,20 x 107" 3.652,92  3.641,68 3.636,93 3.756,42 3.921,31
1,31 x 107" 3.664,72  3.648,23  3.637,60 3.784,24 3.973,45
1,42 x 107" 3.631,97  3.616,36  3.607,13 3.751,04 3.936,08
1,53 x 107" 3.617,91  3.608,79 3.607,57 3.719,35 3.892,65
1,64 x 107" 3.613,52  3.602,73  3.600,50 3.722,54 3.918,57
1,75 x 107" 3.608,15  3.593,00 3.582,20 3.714,62 3.881,19
1,86 x 107" 3.563,20  3.549,50 3.542,23 3.676,83 3.863,27
1,97 x 107" 3.603,74  3.584,75  3.569,65 3.729,15 3.928,02
2,08 x 107" 3.585,70  3.574,46 3.570,85 3.688,14 3.863,49
2,19 x 107" 3.574,77  3.563,66 3.558,85 3.660,11 3.826,23
4,38 x 107" 3.608,44  3.590,68 3.582,60 3.728,70  3.966,40
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6,57 x 1071
1,1
1,31
1,53
1,97
2,19

3.607,58
3.559,51
3.538,20
3.550,86
3.534,01
3.521,74

3.592,73
3.541,52
3.529,65
3.532,74
3.520,35
3.504,92

3.586,27
3.533,33
3.528,48
3.524,37
3.515,42
3.497,29

3.705,91
3.679,26
3.626,35
3.669,75
3.634,43
3.640,54

3.886,61
3.894,20
3.797,25
3.898,31
3.819,62
3.865,39

Tabela 37 — Logaritmo da Maxima Verossimilhanca para

k= 1.
) Gama  Lognormal  GEV. Weibull EV

0 7.353,77 736285  7.371,29 7.371,16 7.857,33
2x107°  7.275,23 7.286,13  7.288,37  7.29574 7.812,11
7x107°  7.009,31 7.029,58  7.023,69 7.023,86 7.400,50
1,10 x 107* 6.833,11  6.856,41 6.844,80  6.844,76  7.136,05
1,50 x 107* 6.771,95 6.796,72  6.782,31  6.785,36 7.112,77
2,00 x 107 6.622,03 6.649,85  6.630,13  6.629,35 6.878,28
2,20 x 107*  6.571,02  6.614,78  6.568,07 6.564,39 6.772,43
2,40 x 107% 6.518,14  6.547,15  6.521,27 6.522.38 6.718,68
2,80 x 107*  6.480,27  6.513,11  6.482,41 6.477,46 6.653,85
3,30 x 107" 6.344,16  6.379,32  6.339,79 6.341,20 6.503,61
4,40 x 107 6.242,59  6.278,00  6.237.28 6.233,92 6.380,94
5,00 x 107" 6.143,51  6.176,06 6.138,35 6.138,68 6.285,22
5,50 x 107*  6.090,34  6.125,31  6.081,56 6.078,84 6.215,16
6,60 x 107*  6.007,18  6.039,18  5.999,38 6.002,58 6.139,86
8,80 x 107* 5.871,56  5.901,93 5.863,26 5.867,13 5.997,11
1,10 x 107®  5.717,08  5.740,91 5.711,90 5.722,12 5.854,15
1,31 x 107®  5.647,41  5.675,06 5.639,72 564241 5.765,74
1,53 x 107*  5.506,54  5.527,91  5.500,74 5.518,09 5.641,36
1,75 x 107®  5.466,00  5.490,16 5.458,37 5.465,17 5.577,78
1,97 x 107®  5.385,94  5.404,27 5.383,17 5.40542 5.540,76
2,19 x 1073 531381 533241 5.311,53 5.333,76 5.471,36
3,29 x 107 5.075,22  5.085,68  5.076,32 5.118,93 5.267,36
4,38 x 107%  4.953,23  4.965,99  4.952,20 4.979,81 5.099,70
5,48 x 107 4.797.84  4.808,52  4.796,48 4.826,17 4.932,66
6,57 x 107°  4.668,22  4.677,51  4.668,00 4.703,94 4.810,96
7,67 x 107°  4.625,66  4.632,25  4.626,18  4.670,54 4.790,04
8,76 x 107 4.573,89  4.582,46  4.57386  4.608,58 4.716,56
9,86 x 107°  4.494,95  4.504,87  4.493,06 4.526,13 4.622,32
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1,10 x 1072 4.409,37  4.413,05  4.412,16 4.471,76 4.607,91
1,21 x 1072 4.382,57 4.386,95 4.384,42 4.441,69 4.570,84
1,31 x 1072 4.336,71  4.341,20 4.336,45 4.382,79 4.486,01
1,42 x 1072 4.298,79  4.301,73  4.300,85 4.355,34  4.479,01
1,53 x 1072 4.293,16  4.203,99  4.292,94 4.352,53  4.470,92
1,64 x 1072 4.199,70 4.200,10  4.199,96 4.266,25 4.384,92
1,75 x 1072 4.212,24  4.210,52 4.210,05 4.281,90 4.403,27
1,86 x 1072 4.217.60  4.215,87 4.215,22 4.289,28 4.418,39
1,97 x 1072 4.161,66 4.157,23  4.157,94 4.252,93  4.401,98
2,08 x 1072 4.161,76  4.156,88  4.158,15 4.252.80 4.413,86
2,19 x 1072 4.108,83  4.103,95 4.104,80 4.197,10 4.349.70
3,20 x 1072 3.947,32  3.945,09 3.94557 4.027,34 4.152,63
4,38 x 1072 3.861,52  3.856,54 3.855,98 3.944.23 4.070,97
5,48 x 1072 3.792,75  3.779.43  3.772,54 3.914,78 4.089,66
6,57 x 1072 3.753,37  3.744,52  3.741,71 3.851,99 3.996,07
7,67 x 1072 3.697,98  3.689,42 3.688,36 3.805,40 3.985,08
8,76 x 1072 3.695,29  3.682,08 3.678,32 3.823,20 4.034,19
9,86 x 1072 3.674,04  3.664,10 3.661,30 3.779,48 3.974,08
1,10 x 107" 3.636,28  3.622,00 3.620,48 3.773,50 4.010,34
1,20 x 107" 3.664,96  3.651,96 3.647,89 3.786,59 4.011,02
1,31 x 107" 3.646,46  3.63047 3.622,06 3.778,29 4.004,60
1,42 x 107" 3.636,22  3.619,59 3.604,98 3.748,11 3.907,28
1,53 x 107" 3.645,52  3.625,79 3.610,04 3.775,88 3.984,68
1,64 x 107" 3.571,49  3.55531  3.545,68 3.703,18 3.918,80
1,75 x 1071 3.621,42  3.611,61 3.608,97 3.717,06 3.879,47
1,86 x 107" 3.640,25  3.630,23  3.627,29 3.731,42 3.891,25
1,97 x 107" 3.610,11  3.588,81 3.570,54 3.74843 3.979,25
2,08 x 1071 3.591,59  3.580,34 3.576,66 3.694,24 3.873,71
2,19 x 107" 3.576,83  3.562,34 3.553,64 3.683,92 3.857,22
4,38 x 107" 3.578,03  3.562,80 3.555,39 3.684,92 3.868,54
6,57 x 107" 3.563,55  3.551,10 3.546,21 3.654,76 3.822,01

1,10 3.569,51 3.501,567  3.542,93 3.687,92 3.915,40
1,31 3.534,59 3.524,56  3.522,00 3.623,28 3.784,51
1,53 3.554,91 3.538,86  3.5632,62 3.666,49 3.879,50
1,97 3.564,48 3.540,84  3.522,19 3.696,38 3.948.,41

2,19 3.594,29 3.574,22  3.563,48 3.714,39 3.958,71
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